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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal a insercao de covaridveis nas probabi-
lidades de captura do método de captura-recaptura multipla para populacao fechada. No
caso de populacao animal, por exemplo, fatores como clima, época do ano, tamanho do
animal, podem afetar a probabilidade de captura do animal. Revisamos os conceitos da
metodologia, fazemos um breve estudo sobre a sensibilidade das estimativas a posteriori
em relacao a escolha dos hiperpardmetros, apresentamos uma reparametrizagao para a
probabilidade de captura em situacoes especificas e, motivados nessa reparametrizacao,
inserimos covaridveis no modelo proposto por Castledine (1981) por meio de métodos
bayesianos. A andlise bayesiana foi feita através de varios estudos de simulacao estocdastica
via MCMC (Monte Carlo Markov Chain) com dados simulados e reais para obter os
resultados a posteriori do tamanho populacional.

Palavras-chave: Captura-recaptura miiltipla, populacao fechada, covaridveis,

andlise bayesiana, simulacao estocdstica.



Abstract

This work has as main objective to insert covariates in the capture probabili-
ty of the multiple capture-recapture method for closed animal population. Factors like
climate, seasons of the year, animal size, could affect the animal capture probability.
We revise the methodology concepts, we make a study about the posteriori parameters
sensibility, we present new parameters for the capture probability in specific situations
and we insert covariates in the model used by Castledine (1981) through bayesian me-
thods. The bayesian analysis was made through several studies of stochastic simulation
through MCMC (Monte Carlo Markov Chain) with simulated and real data to obtain the
population size posteriori results.

keywords: Multiple capture-recapture, closed population, covariates, bayesian

analysis, stochastic simulation.
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Capitulo 1

Introducao

O método da captura-recaptura é utilizado na estimacao do tamanho populaci-
onal. A proposta deste trabalho é reescrever as probabilidades de captura dos animais
como uma funcao de covaridveis que podem denotar, por exemplo, o tamanho do animal,
a temperatura, o clima do ambiente, etc. Tais fatores podem alterar as probabilidades de
captura dos animais, tornando o modelo proposto por Castledine (1981) mais realistico.

Historicamente, Laplace (1786) utilizou o método de captura-recaptura para esti-
mar o tamanho da populacao da Franga. Em ecologia, o primeiro pesquisador a empregar
este método foi o dinamarqués Carl G. J. Petersen (1896) estudando o fluxo migratério
de peixes no mar Biltico.

No século XX, um dos primeiros pesquisadores a utilizar o método de captura-
recaptura foi Frederick Lincoln (1930) estimando o tamanho da populagao de patos sel-
vagens da América do Norte. A partir da década de 50 outros pesquisadores publicaram
varios trabalhos para estimar pardmetros populacionais por captura-marcacao-recaptura,
tais como Chapman (1954), Darroch (1958, 1959), Parker (1963), Jolly (1965, 1982),
Burnham (1972), Burnham et al. (1979, 1987), Seber (1965, 1982, 1986, 1992), Cowan et
al. (1986), Pollock (1974, 1991), Pollock et al. (1983, 1984), Bunge e Fitzpatrick (1993),
Bell (1993), He et al. (2002), Wang (2002).

A abordagem bayesiana sobre problemas de captura-recaptura vem sendo ampla-
mente utilizada, para citar alguns trabalhos, Hunter e Griffiths (1978), Castledine (1981),
Smith (1988,1991), George e Robert (1992), Ananda (1997), Yoshida (1996), Yoshida et
al. (1999), Leite et al. (2000), King et al. (2001).
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A eficiéncia desta abordagem para a estimagao de parametros populacionais é
evidenciada principalmente quando o pesquisador dispoe de informacoes "a priori” a
respeito destes parametros.

Nos tltimos anos houve um grande progresso na drea computacional com o sur-
gimento de bons algoritmos, entre eles os algoritmos de Gibbs Sampling (" Amostrador de
Gibbs", ver Geman e Geman (1984), Gelfand e Smith (1990), Casella et al. (1992), Smith
et al. (1993), Gamerman (1996)) e o algoritmo de Metropolis Hastings (ver Metropolis et
al. (1953), Hastings (1970), Chib et al. (1995)).

Tais algoritmos sao métodos iterativos de simulagao estocédstica via Monte Carlo
Markov Chain (MCMC) que se constituem numa aproximagao numérica facilitando
os cdlculos dos modelos bayesianos de captura-recaptura. Neste trabalho, a convergéncia
de tais algoritmos foi monitorada pelo pacote CODA - Convergence Diagnostics and
Output Analysis Software for Gibbs Sampling Output (Best et al. 1995).

Implementamos o modelo proposto por Castledine (1981) inserindo covaridveis
nas probabilidades de captura e analisamos seu efeito nas estimativas.

No Capitulo 2 discutiremos os conceitos e definigoes do método de captura-
recaptura simples e miltipla. Introduziremos o modelo proposto por Castledine (1981)
para populagoes fechadas.

No Capitulo 3 aprofundaremos no método de captura-recaptura multipla para
populacgao fechada. Introduziremos o modelo estatistico, a funcao de verossimilhanca bem
como as estimativas de médxima verossimilhanca para o modelo utilizado por Castledine
(1981).

No Capitulo 4 daremos o enfoque bayesiano para o modelo de captura-recaptura
proposto por Castledine (1981), discutiremos as distribui¢oes a priori bem como os
critérios e metodologias abordadas por diferentes autores nos tltimos anos. Como prelimi-
nar deste estudo de simulacao faremos uma breve andlise da sensibilidade das estimativas
a posteriori em relacao a escolha dos hiperpardmetros. Também abordaremos uma estru-
tura hierdrquica " Poisson-Gama" (ver George e Robert, 1992).

No Capitulo 5 apresentaremos uma reparametrizacao para a probabilidade de
captura afim de verificar sua eficdcia e vantagens em relagao ao modelo original. Faremos

um estudo amplo de simulacao com diferentes probabilidades de capturas para comparar
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os resultados entre o modelo original proposto por Castledine (1981) e o modelo com a
probabilidade de captura reparametrizada.

No Capitulo 6 faremos a insercao de covaridveis nas probabilidades de captura, de-
terminando o modelo estatistico e a funcao de verossimilhanca. Abordaremos o problema
da nao-identificabilidade dos pardmetros, convergéncia e correlacao entre os parametros.

No Capitulo 7 faremos a discussao e as consideragoes finais sobre este trabalho.



Capitulo 2

Meétodo da captura-recaptura

simples e miuiltipla

2.1 Introducao

O interesse em estimar o tamanho de populacoes surgiu em meados do século
XVII, segundo White et al. (1982). Basicamente, existem trés abordagens para a esti-
macao do tamanho populacional, a partir de amostras obtidas pelo método de captura-
recaptura: a primeira é a abordagem cldssica (Otis et al. (1978), Engen (1978)), a segunda
¢ a Bayesiana (Smith (1988), Mingoti (2000), Wang (2002), Madigan et al. (1997), Cas-
tledine (1981)) e a terceira é a relacionada com a aplicacdo de modelos log-lineares para
tabelas de contingéncia incompletas (Coull et al. (1999), Comarck (1989), Bishop et al.
(1975), Abeni (1994), Rivest et al. (2004)). Neste trabalho faremos o estudo com o

enfoque baseado na abordagem bayesiana.

2.2 Captura-recaptura simples

Um estudo na drea Ecoldgica, desenvolvido pelo bi6logo dinamarqués Carl G. J.
Petersen (1896), conhecido como "Método de Petersen", é o método de captura-recaptura
mais simples para se estimar o tamanho de uma populagao.

O método de captura-recaptura simples (Método de Petersen) consiste primeira-

mente na selecao de uma amostra aleatéria sem reposicao de tamanho n; da populagao.
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Em seguida os animais capturados sao marcados, devolvidos & populacao e apdés um
certo periodo de tempo é selecionada uma segunda amostra aleatéria sem reposicao de
tamanho ns da populagao. Observando o niimero m de animais marcados na segunda
amostra podemos obter uma estimativa N para o tamanho populacional N, igualando as

razoes entre o nimero de animais marcados na populagao antes da selecao da segunda

ni

amostra e o tamanho da populagao, ¢, e entre o nimero de animais marcados na segunda

amostra e o tamanho da segunda amostra, .- Entao, da igualdade = o segue que tal
estimativa é dada por

~ nn

N=-"12 (2.1)

m

Na literatura, o estimador N ¢ conhecido como estimador de Petersen de N
(Seber, 1982). Tal metodologia ja havia sido utilizada anteriormente por Laplace em
1786 para estimar o tamanho da populacao da Franga (Seber, 1982) e também por outros
autores como Frederick Lincoln (1930), um dos primeiros pesquisadores, no século XX,
a utilizar o método de captura-recaptura. Somente a partir dos anos 50 é que surgiram
os modelos mais sofisticados e complexos que conhecemos atualmente. Contudo, quando
nao observarmos nenhum animal marcado durante o processo, ou seja, quando m assume
o valor zero, N & infinito. No entanto hé outros estimadores que contornam esse problema

conforme mostramos a seguir.

2.3 Outros estimadores para captura-recaptura sim-
ples

No caso de captura-recaptura em apenas dois estdgios (simples), o estimador
mais comum ¢ o de Petersen (1896). Mas também podemos destacar mais dois estimadores

muito importantes encontrados na literatura:

(1). Estimador de Chapman (1951):

< (TL2+1)(7L1+1)
N = T 1. (2.2)

(2). Estimador de Bailey (1951):
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ng (ny + 1)

N = T (2.3)

Nos dois casos acima m representa o niimero observado de animais recapturados
(marcados) entre as amostras n; e ng respectivamente. E facil observar que a medida que
o nimero de elementos novos cresce o valor de N estimado também cresce. Portanto,
quanto maior o nimero de recapturados menor ¢é a estimativa do valor real de .

Podemos observar que, ao contrario do estimador de Petersen, o estimador de
Chapman (1951) contorna o problema quando m assume valor zero, fornecendo estimati-

vas finitas para N. Neste caso o valor mdximo que N assume é:

N =[(ng+1)(n,+1)—1] < .

E no caso do estimador de Bailey (1951), o valor médximo que N assume é:

N =[ng (ny +1)] < co.

2.4 Captura-recaptura mauiltipla

O método de Petersen foi estendido por Schnabel (1938) para uma série de
s amostras (s > 2) cujos tamanhos sao dados pelo vetor (ni,ns,...,ns). Neste caso, a

estimativa de N é dada por:

(2.4)

onde

n; : ¢ o tamanho da j-ésima amostra, j = 1,2, ..., s.

m; : € o nimero de elementos marcados na j-ésima amostra, j = 1,2, ..., s.

M; : & o nimero de elementos marcados na populagao anterior a j-ésima amostra,
j=1,2,..,s.

Podemos notar que para s = 2, o estimador dado em (2.4) se resume no estimador
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de Petersen:

= n2M2 S
N = = .
mg ma

A literatura sugere uma variedade de modelos tedricos baseados em amostragem
miiltipla para a estimacao do tamanho de uma populacao fechada.

Para Seber (1982), os mais robustos e proveitosos para a Ecologia sdo: o método
original de Schnabel (1938), o método de regressao de Schumacher e Eschmeyer (1943) e
o método de Darroch (1958).

Para o caso de captura-recaptura multipla, podemos ter um tinico estagio de mar-
cagao (ver por exemplo Shimizu, 2002), ou seja, somente a primeira amostra de tamanho
ny ¢ marcada, depois conta-se o nimero de animais marcados nas demais amostragens.
Podemos notar que se tivermos somente duas épocas (n; e ny) esse método se resume no
método de captura-recaptura simples.

Temos também o método de captura-recaptura multipla em que hé vérios estégios
de marcacao (ver por exemplo Castledine, 1981). O procedimento de amostragem envolve
selecionar uma amostra aleatéria de tamanho n; de uma populagao de animais marcando-
os e devolvendo-os & populacao. Apds um certo periodo de tempo seleciona-se uma
segunda amostra de tamanho ns e conta-se o nimero de animais marcados e marca-
se os animais nao marcados, devolvendo-os a populacao. Apds um certo periodo de
tempo seleciona-se uma terceira amostra de tamanho nz e conta-se o nimero de animais
marcados, marca-se os animais nao marcados e assim por diante. Esse processo é realizado
s vezes (s > 2). Quando temos s = 2 épocas de amostragem, o método se reduz ao método
de captura-recaptura simples.

As técnicas de captura-recaptura podem ser usadas para populagoes fechadas ou
abertas. Uma populacdo fechada é aquela que nao muda seu tamanho durante o periodo
de estudo, ou seja, aquela cujos efeitos de nascimento, mortalidade e migracao nao sao
considerados (Comack, 1992). Uma populagdo aberta é aquela que durante a realizagao do
experimento se altera em tamanho e em composi¢ao por ocorréncia de nascimentos, mortes
e migracoes. Para o estudo de populagoes abertas, varios outros autores destacaram-se,
entre os mais citados estdo Jolly e Seber (1965), Pollock (1991) e Schwarz e Arnason
(1996).
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Para populagoes abertas é necessario incorporar no modelo pardmetros que des-
crevam os processos de nascimento, morte ou migracao que podem ocorrer durante o
periodo de coleta de dados. Alguns modelos para populagoes abertas sao: Jolly-Seber que
deriva de dois trabalhos publicados independentemente por Jolly (1965) e Seber (1965) e
o modelo de Parker (1955). Nao vamos entrar em detalhes em relagdo a estes modelos.
Maiores detalhes podem ser obtidos em Abuabara e Petrere Jr. (1997).

Além da estimagao pontual, é possivel também construir-se intervalos de confianca
para o valor verdadeiro de N. Uma forma simplista é aquela que utiliza a distribuicao
normal como uma aproximagao para a construcao dos intervalos de confianca. No en-
tanto, metodologias mais precisas estao implementadas em softwares especificos para a
estimacao de tamanhos populacionais via modelos probabilisticos classicos. Particular-
mente, o software Capture (Rexstad e Burnham, 1991; Otis et al., 1978) tem sido muito
utilizado por conter todos es estimadores usuais implementados para dois ou mais estdgios
de captura. Este software é de fécil utilizacao, funciona na forma de menu e estd escrito
na linguagem Fortran.

H&4 também um programa de Captura-Recaptura (Software) desenvolvido por
Silva et al. (1998) do departamento de estatistica da UFMG. Porém, todas as progra-
macoes desenvolvidas para o estudo de simulacao estocdstica via Monte Carlo Markov
Chain (MCMCQ) deste trabalho foram implementadas no Software R cuja convergén-
cia dos algoritmos Gibbs Sampling ("Amostrador de Gibbis") e Metropolis Hastings foi
monitorada pelo pacote CODA - Convergence Diagnostics and Output Analysis
Software for Gibbs Sampling Output (Best et al. 1995). Mais detalhes serdo vistos

no Capitulo 4 quando adotaremos o procedimento bayesiano para o modelo.

2.5 Algumas aplicacoes da captura-recaptura

2.5.1 Estudos sociais e epidemiolégicos

A maior parte das aplicagoes do método de captura-recaptura diz respeito &
inferéncia sobre populagoes animais (Seber (1986, 1992), Boswell et al. (1988), Chan-
drasekan et al. (1949), Pollock (1974, 1991), Pollock et al. (1983, 1984), Raftery et al.

(1998), Beverton et al. (1957)). No entanto, mais recentemente, esta metodologia passou
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a ser utilizada em estudos sociais e epidemiolégicos com o objetivo de estimar tamanhos
de populagoes humanas de dificil acesso. Algumas referéncias interessantes sao Wittes
(1974), Mastro et al. (1994), McKeganey et al. (1992), LaPorte et al. (1992, 1995),
Bernillon et al. (2000), Ismail et al. (2000).

A utilizacao da metodologia de captura-recaptura para a implantagao de sistemas
rotineiros para a vigilancia de doencas é certamente uma das aplicagoes mais interessantes
da técnica, embora também seja a de mais dificil implementagao. Para que um sistema
possa ser implantado a um custo que viabilize a sua manutencao, é necessario que este-
jam disponiveis fontes de dados em satide diversificadas que permitam cobrir diferentes
segmentos da populacao. Estas fontes devem apresentar os seguintes atributos: possibi-
litar a captacao e processamento dgil dos dados, contemplar informacoes sobre o nome e
endereco de residéncia dos pacientes e apresentar informacoes validas.

A utilizacao da metodologia de captura-recaptura no ambito da epidemiologia
ainda é bastante recente, e a maioria dos estudos citados a seguir aplicaram a metodolo-
gia para a avaliacao da cobertura de sistemas de registros e refinamento das estimativas de
incidéncia e prevaléncia de doencgas em estudos pontuais. Uma das poucas experiéncias de
aplicacao da técnica para a vigilancia rotineira de uma doenca envolve o projeto mundial
para a avaliacao do diabetes mellitus insulino-dependente (Green et al. (1992), IWNGDMF
(1995b)). Papoz et al. (1996) alertam para a dificuldade da utilizacdo desta metodolo-
gia em paises em desenvolvimento em funcao da baixa disponibilidade de sistemas de
informacao em satde.

Nos tltimos anos, porém, pode ser observado um crescimento da difusao da tec-
nologia de informdtica em nosso pafs, o que tornou possivel o acesso &dgil a bases de
dados com informacoes variadas e desagregadas sobre mortalidade, internagoes hospita-
lares, registro de nascidos vivos, entre outras. Tais bancos de dados representam fontes
importantes que podem ser empregadas rotineiramente na vigilancia de doencas.

A idéia de estimar o tamanho de uma populacao com uma determinada carac-
teristica (por exemplo, presenga de doenga) no lugar de enumerar todos os individuos
que a compoem, nao é estranha aos epidemiologistas. Na realidade, a extrapolacao de
resultados para a populagao fundamentada na observacao de uma amostra de individuos

é amplamente empregada na pesquisa epidemioldgica, sendo a base dos inquéritos epi-
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demiolégicos desenvolvidos para a estimativa da prevaléncia de doencas na populacao.
LaPorte (1992) fez um estudo da incidéncia de infarto do miocardio aplicando as técnicas
de captura-recaptura, porém, LaPorte (1993, 1994) salienta que estes estudos sao caros,
demorados e cobrem dreas geograficas reduzidas, fazendo com que a sua aplicagao para o
planejamento e avaliacao dos servigos e agoes de Satide Piiblica seja limitada.

Listas de doencas de notificagao compulséria, estatisticas hospitalares e de outros
servigos de satide, registro de ébitos, entre outros, sao fontes de dados sobre morbidade
usualmente disponiveis. A utilizagdo conjunta de duas ou mais destas fontes e a apli-
cacao da metodologia de captura-recaptura sao uma alternativa barata e efetiva para o
monitoramento de doencas na populagao.

Nas aplicagoes em epidemiologia, cada lista (fonte de morbidade) é considerada
uma amostra aleatéria simples da populacao alvo (Wittes e Sidel, 1968). "Ser capturado
por uma amostraseria substituido por "estar registrado em uma lista" (IWGDMF, 1995a).
Viérios autores presentes na literatura apresentam trabalhos com o interesse em estimar o
nimero de elementos nao-observaveis em uma populacao ou, equivalentemente, estimar o
tamanho populacional, utilizando muiltiplas listas ou ocasides amostrais com estrutura de
dependéncia através de modelos log-lineares.Cada elemento da lista deve ser identificado
univocamente ("marca") de maneira a permitir o conhecimento do nimero de individuos
que aparece simultaneamente em mais de uma lista (relacionamento de registros). Este
identificador geralmente é formado com base na combinacao de dois ou mais atributos tais
como: nome, sobrenome, data de nascimento, endereco, etc. Ao contrario do observado
nas aplicagbes em Ecologia, ndo existe uma ordenacao temporal das amostras (Hook
(1992), Hook e Regal (1993, 1995)).

As aplicacoes da metodologia de captura-recaptura na drea da epidemiologia en-
volvem a vigilancia em Saide Piblica, a avaliagdo da cobertura de registros (por exemplo,
registros de nascidos vivos), o refinamento de estimativas de incidéncia e prevaléncia e
a derivacao de valores plausiveis para os limites superior e inferior das estimativas, nas
situagoes em que estimativas pontuais precisas nao possam ser obtidas (Hook e Regal,
1995).

As limitagoes e as solucoes propostas do método de captura-recaptura aplicado

a epidemiologia pode ser vista em IWGDMF (1995a), Hook e Regal (1995), Hook et al.
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(1980), LaPorte (1994), Camargo Jr. e Coeli (1998), White et al. (1982), Wittes et al.
(1974), Fienberg (1972), Hilsenbeck et al. (1992), McGilchrist et al. (1996) e Robles et
al. (1987).

A seguir abordamos brevemente algumas aplicacoes recentes do método de captura
recaptura em estudos sociais e epidemiol6gicos:

Estudos populacionais: Em alguns paises o censo populacional, registros de
nascimentos e de 6bitos conseguem contar a maioria da populagao, mas nao sao completos.
O método de captura-recaptura, por suas caracteristicas, permite fazer estimativas mais
precisas da populagao (Wolter (1991), Sekar e Deming (1949)).

Incidéncia e prevaléncia de doengas comuns ou raras: As estimativas de
prevaléncia e incidéncia de doencas tém derivado da combinagao de informacoes de vérias
fontes onde se somam os casos nao duplicados. Quando a condicao estudada tem alta
prevaléncia na comunidade, a estimativa de prevaléncia é feita através de uma amostra
aleatéria (Almeida-Filho et al. 1992). A menos que a condigdo tenha realmente uma
alta prevaléncia, o tamanho da amostra aleatéria precisa ser proibitivamente grande o
que torna o estudo caro, demorado e ineficaz por causa da proporcao pequena de casos
em relacao aos nao-casos. O método de captura e recaptura permite fazer estimativas
corretas de incidéncia e prevaléncia, mesmo que sejam usados dados provenientes de fontes
incompletas. Pode ser usado, portanto, em situacoes onde nao é possivel conhecer o
nuimero exato de casos. Uma grande variedade de doenga tem sido estudada utilizando este
método, por exemplo: estimativa da fidedignidade dos registros de casos de cancer (Robles
et al. 1988), a incidéncia de infarto do miocardio (LaPorte et al., 1992), a prevaléncia
de espinha bifida (Hook et al., 1980) e "ldbio leporino"(Chapman, 1983), incidéncia de
doengas do tecido conjuntivo (McCarty, 1992 e 1993), a incidéncia de diabetes em criangas
(WHO, 1990) e a incidéncia de rubéola congénita (Cochi et al., 1989).

Populagoes esquivas e dificeis de encontrar: Algumas populagoes sao dificeis
de estudar pois nao sao encontradas nos servicos hospitalares, ou tém altas percentagens
de migracao, ou o comportamento a ser estudado é estigmatizado pela sociedade ou ile-
gal. Nestas, o método captura e recaptura tem sido usado com sucesso, por exemplo:
o tamanho da populac¢do dos sem tetos em Londres (Fisher et al., 1994); a prevaléncia

de usuédrio de drogas endovenosas em Glasgow, Escécia (Frischer et al., 1991); o nimero
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de prostitutas que trabalham na rua, também em Glasgow (McKeganey et al., 1992); e
a prevaléncia de infecgdo HIV no Bronx, Nova lorque (Drucker e Vermund, 1989). Os
usudrios de drogas injetdveis constituem um exemplo de uma populacao dificil de en-
contrar devido ao cardter ilegal de suas atividades. Um dos problemas encontrados nos
levantamentos populacionais é a omissao de informacao para a elaboracao do diagnéstico,
isto porque, o individuo nesta situagao teme ser identificado e, com isso, sofrer algum tipo
de punicao devido a caracteristica ilegal desta atividade. Nesta situacao, o método de
captura e recaptura pode ser 1itil, uma vez que ele permite a utilizacao de fontes de casos
onde o problema da indentificagdo nao exista. Frischer (1991) e Frischer et al. (1992)
estudaram a prevaléncia de usudrios de drogas injetdveis, utilizando trés fontes: servigos
de tratamento de drogados, registro de teste de HIV na Escécia e registro de pessoas
apreendidas pela policia por uso de drogas. Para manter o sigilo no estudo, os detalhes de
identificagao dos pacientes nao foram registrados, mas foi construido um algoritmo com
as iniciais do nome do paciente, data do nascimento, sexo e, também, a primeira parte do
nimero do cédigo de enderecamento postal.

Técnicas de investigacao clinica: O método de captura e recaptura pode
ser utilizado para estimar o volume e a sobrevivéncia de células vermelhas usando o
radio-isotopo para marcé-las (Internacional Committee for Standardization in Hematolo-
gy, 1980) e, também, pode ser usado para estimar o nimero de falsos negativos em pro-
cedimentos de rastreamento médico (Goldberg e Wittes (1978), Goldberg et al. (1980)).
Mais recente foi usado para analisar proteinas e DNA (Morrissey et al. (1989), Sidow
(1992), Sidow et al. (1994)).

Vigilancia de doengas nao transmissiveis em populagao idosa: Sistemas
de vigilancia baseados na utilizacao do método de captura-recaptura representam uma
alternativa potencial para o monitoramento de doencas nao transmissiveis em nosso meio.
As estatisticas sobre morbidade na populagao idosa brasileira sao escassas, o que em parte
é explicado pelo mimero reduzido de trabalhos cientificos na area da Terceira Idade (Veras
e Aves, 1995). Podemos destacar Travassos-Veras (1992), Yazaki e Saad (1990) e Panzram
(1987).
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2.5.2 Aplicagoes em oceanografia

Em oceanografia podemos destacar o estudo dos organismos marinhos por meio
de pesquisas quantitativas orientadas para o estudo da populagao (distribui¢ao, abundéan-
cia etc.), como por exemplo a metodologia de estudo e coleta do nécton (origindria do
grego “nektos”, “que nada”), ou seja, estes organismos podem nadar com os préprios
meios e com capacidade suficiente para tornd-los independentes dos movimentos de dgua
e aptos a realizarem migragoes em larga escala, ou ainda amostragem dos Invertebrados
Bentonicos Marinhos Méveis (ver Lincoln et al. (1979), Omori et al. (1984), Harris et
al. (2000)). Comparando-se com o plancton e o bentos, o nécton nao constitui um grupo
muito diverso e, considerando a totalidade dos organismos, corresponde a apenas cerca
de 0,1% da biomassa viva nos oceanos.

Mas, devido ao tamanho e a visibilidade, o nécton se constitui no grupo mais
familiar dentre os varios componentes da comunidade biolégica marinha. Embora alguns
mamiferos, répteis, aves e até alguns invertebrados (moluscos cefalépodes — lulas e sépias),
sejam considerados nectonicos, os peixes constituem o grupo mais abundante e, portanto,
sao os mais estudados.

Em parte devido a exploracao da pesca e a necessidade em se obter informacoes
acerca dos estoques, varios métodos foram desenvolvidos desde o inicio do século passado,
tanto para os estudos bioldgicos das espécies, como para estudos relacionados com a
dindmica de populacoes, identificacao dos estoques, estimativa de abundancia, etc. Essas
pesquisas constituem vastos campos de estudo, com intimeras metodologias de coleta e
andlise especificas (ver Gulland, 1973, 1975).

Nos estudos biolégicos os seguintes aspectos sao considerados: genética, sis-
temdtica, taxonomia, eletroforese, andlise cromossomica, histologia, bioenergética, fisi-
ologia, toxicologia aquética, reprodugao, comportamento, autoecologia e ecologia de co-
munidades. Em termos de estudos ecoldgicos, podemos considerar a autoecologia que
inclui a distribuicao, abundéncia e migracao das espécies, enquanto que a ecologia de co-
munidades inclui a diversidade, a interacao entre as espécies e a anédlise da trama troéfica.

Para os estudos relacionados com a dindmica de populagao, sao importantes os
seguintes parametros: crescimento e determinacao de idade, mortalidade (natural e por

pesca) e recrutamento. Dindmica de populag@o pode ser definido como sendo o estudo de
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uma populagao como uma unidade vivente, em termos de balanco do que entra e o que
sai desta populacao. A entrada se dé através do crescimento somético e recrutamento
de novos individuos para a populacao, enquanto que a saida se refere & perda devido a
mortalidade que pode ser natural ou por pesca.

Outro dado importante a ser obtido é a estimativa de abundancia ou biomassa da
populagao. Essa estimativa é feita através de modelos matemdticos que requerem, além
das informacoes sobre os processos biolégicos, dados sobre o esforco de pesca e sobre o
desembarque. Através deles pode-se fazer previsoes sobre o desempenho da captura e
o impacto de mudangas no esfor¢o de pesca (no de barcos, tipo de redes, etc.) visando
principalmente subsidiar as medidas de gerenciamento no sentido de conservar os estoques
pesqueiros.

A abundéancia pode ser considerada em termos relativos ou absolutos. O indice
de abundéncia relativa mais utilizada ¢ a Captura Por Unidade de Esforco (CPUE). O
principio bédsico do uso desse indice é que as variagoes no CPUE refletem as variagoes na
abundancia no estoque de peixes. Através da observacao das variagoes deste indice em di-
ferentes profundidades, dreas ou épocas, pode-se inferir sobre as mudancas na abundéncia
absoluta do estoque pesqueiro. A CPUE pode ser tomada de diversas formas, dependendo
do tipo de pescaria e das espécies capturadas. Alguns exemplos sdo: peso ou numero de
individuos capturados por anzol por hora; por armadilha por dia; ou por hora de arrasto.
A abundancia absoluta refere-se ao mimero real de individuos do estoque. Na maioria dos
casos este valor é estimado através de métodos de avaliacao direta como o senso visual e,
principalmente através de avaliagao indireta.

Os principais métodos de avaliacao indireta descritos sao: Levantamento hidroacts-
tico; Marcacao e recaptura; Método de andlise de dados estatisticos (captura e esforgo);
Estimativa do estoque desovante através do ictioplancton; Método da édrea varrida (Téc-
nica da pesca exploratéria). As amostras de peixes para os estudos biolégicos, assim
como informacgoes sobre a estatistica de pesca sao geralmente obtidas de duas formas: da
pesca comercial (industrial ou artesanal) ou através de pesca experimental realizada por
pesquisadores. O primeiro tipo apresenta como vantagem o baixo custo e a abundéancia de
dados, porém as informacoes fornecidas pelos pescadores sao, as vezes, pouco confidveis.

A amostragem a partir de pescas experimentais sao confidveis e existe a vantagem de
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se poder coletar conjuntamente outros dados importantes para o estudo, como os dados
hidrogréficos.

Os dados mais importantes obtidos da pesca sao os dados estatisticos de captura
(quantidade, local, data etc.) e de esforgo de pesca (tipo de aparelho, nimero de lances
etc.), bem como os dados biolégicos (freqiiéncia de comprimento, peso, idade etc.). As
capturas sao geralmente muito grandes para serem examinadas nas suas totalidades, de
modo que é necessdrio separar alguns individuos para serem analisados, isto é, fazer
subamostragens, o que exige um procedimento cuidadoso e adequado para assegurar uma

amostra representativa.

2.5.3 Aplicagcao em dinamica de frota de veiculos

O método de captura-recaptura foi utilizado por Oliveira et al. (2004) para
estimar a rotatividade (entrada e saida) da frota de veiculos que estacionam no centro
de Lavras-MG. O periodo estudado incluiu a tltima semana de agosto até a segunda
semana de setembro de 2002, que coincidiu com as férias semestrais. Foram utilizados
modelos generalizados Poisson (log-lineares), segundo apresentado por Cormack (1989).
Tais modelos requerem registros de cada individuo e sua histéria de captura anterior,
compondo grupos mutuamente exclusivos com a mesma histéria de captura. As placas
dos veiculos foram utilizadas em sua marcacao. Nao foi detectada qualquer fonte de
interacao significativa entre as recapturas, o que indica uma populacao fechada geogrifica
e demograficamente. Estimativas pontuais para o tamanho da frota apresentaram valor
proximo de 6.000 veiculos. No entanto, os intervalos de confianga foram muito amplos.
Oliveira et al. (2004) sugeriram o uso de modelos mais parcimoniosos (de populacao

fechada) resultando em estimativas mais precisas do tamanho da frota.

2.5.4 Modelagem de demografia de insetos

Tradicionalmente entomologistas usam o método Jolly—Seber analytical method
(JSAM) para estimar os parametros demograficos pelo método de captura-recaptura,
embora aproximagoes mais poderosas como os modelos os modelos lineares (CLM) tenham

sido desenvolvidos e aplicados com sucesso em vertebrados.
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Schtickzelle et al. (2003) usaram a metodologia de CLM para determinar os
pardmetros demogréficos da populagao adulta de Borboletas do Pantano de Fritillary
(Lepidoptera Nymphalidae) e compararam com o método Jolly—Seber analytical method
(JSAM). Esta borboleta ¢ umas espécies em extingdo na Europa Ocidental porque seu
hébitat ¢ fortemente afetado pela mudanga de paisagem. Schtickzelle et al. (2003) tra-
balharam pardmetros populacionais tais como taxa de recrutamento, sobrevivéncia, cap-
turabilidade, sexo e tamanho da populacao. O estudo foi feito com dados reais de captura
no periodo de onze anos (1992 a 2002).

Schtickzelle et al. (2003) mostraram que os modelos CLM sao ferramentas mais
poderosas pois permitem uma 6tima exploracao dos dados de captura—recaptura. Este
método permite a identificagao de variacoes padrao de pardmetros demogrificos con-
siderando caracteristicas de vida e histérico de captura. Além disso dd estimativas mais

precisas destes pardmetros populacionais e a anédlise da populacao se torna mais vidvel.

2.5.5 Estimacao da taxa de sobrevivéncia de aves marinhas pré-

reprodutivas com maturidade tardia

Muitas espécies de aves marinhas exibem maturidade tardia e nao regressam as
suas coldnias natais para reproducao até passar vdrios anos. Com frequéncia estudos sao
conduzidos em tais coldnias utilizando o método de captura-recaptura. Porém, devido a
auséncia dessas aves que foram marcadas quando idade pré-adulta mas que nao retornam
as suas coldnias por varios anos, os dados obtidos nestes grupos nao se ajustam devida-
mente aos modelos existentes de captura-recaptura. Nichols et al. (1990) apresentam um
método para estimar a taxa de sobrevivéncia de aves marinhas pré-reprodutivas que apre-
sentam maturidade tardia baseados em dados obtidos de uma colénia de Sterna dougallii
na ilha Falkner, Connecticut. Tal método ajusta bem os dados e enfatiza a importancia

de se ajustar o método de captura-recaptura as situagoes especificas.



Capitulo 3

Meétodo de captura-recaptura

miultipla para uma populacao fechada

3.1 Introducao

Conforme visto no capitulo anterior, temos algumas formas variadas para o
método de captura-recaptura miiltipla no que diz respeito aos estdgios de marcacao.
Temos o método da captura-recaptura multipla com um tnico estdgio de marcagao (ver
por exemplo Shimizu (2002), Ananda (1997)) e com vdrios estdgios de marcagao (ver por
exemplo Castledine (1981), Wang (2002)). Neste trabalho discutiremos somente o caso
em que temos o nimero de estdgios de marcagao igual ao nimero de amostragens, isto
é, para cada amostra aleatéria sem reposicao haverd um estdgio de marcacao conforme

modelo utilizado por Castledine (1981).

3.2 Descricao do problema

A seguir mostraremos o problema da estimagao do tamanho populacional pelo

método de captura-recaptura multipla. Esquematicamente temos:
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Tabela (3.1). Esquema do método de captura-recaptura multipla.
Amostragens (Epocas de Captura)
Populagao animal fechada | 1 2 3 - S
1 Pun P12 P13z - P1s (3.1)
2 P21 P22 P23 DP2s
3 P31 P32 P33 v P3s
N PN1 PN2 DPN3 PNs

Onde p;; ¢ a probabilidade do i-ésimo animal, i = 1,2,..., N, ser capturado na
J-ésima amostra (j-ésima época de captura j = 1,2, ...;s). Porém, ndo podemos falar em
"i-ésimo " animal j4 que nao sabemos qual o valor de NV pois queremos estimé-lo. Podemos
observar que trata-se de um problema em estimar Ns + 1 parametros. Por exemplo, se
supuzermos uma populacao de tamanho N = 5000 e fizermos o estudo em s = 8 épocas
de captura, teremos 40000 parametros mais a estimacao de N, isto é 40001 parametros a
serem estimados.

Casos particulares:

1° Caso: p;; = p; : A probabilidade de captura varia de acordo com o animal inde-
pendentemente da época de captura, isto é, fixado um animal, ele tem a mesma

probabilidade de ser capturado em qualquer uma das épocas de captura.

2° Caso: p;; = p; : A probabilidade de captura varia de acordo com a época de captura
independentemente do animal, isto é, fixada uma época de captura, todos os animais

tem a mesma probabilidade de serem capturados (ver Castledine, 1981).

3? Caso: p;; = p : Esse & o caso mais simples dentro do método de captura-recaptura
muiltipla. A probabilidade de captura é constante, isto é, a probabilidade de captura

¢ a mesma para todos os animais e para todas as épocas de captura.
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3.3 Modelo estatistico e a funcao de verossimilhanga

Nesta secao construimos o modelo estatistico e determinaremos a funcao de
verossimilhanca para o método de captura-recaptura com s estédgios de marcacao (s > 2)
proposto por Castledine (1981).

Adotaremos

N : tamanho desconhecido da populagao,

s : nimero de amostras extraidas (conhecido na literatura por épocas de captura),

pj : probabilidade de qualquer animal ser capturado na j-ésima amostra, j =
1,2,...,s.

p : é o vetor de probabilidades de captura dado por (p1,pa, ..., Ps)-

n; : nimero de animais na j-ésima amostra, j = 1,2,...,s.

m; : nimero de animais marcados na j-ésima amostra, j = 1,2,...;s, e

M; : nimero de animais marcados na populacao imediatamente antes da j-ésima
amostra, j =1,2,...,s.

Podemos notar entao que o esquema de amostragem do método de captura-

recaptura multipla é detalhado pela Tabela (3.2):

Tabela (3.2). Esquema de amostragem.
j nj mj Mj
1 T my = 0 M1 =0
2 T2 Mo My=M +n; —m; =n
3 N3 ms M3 = MQ —+ N9 — Mo (32)
gL | min Mjiy = M; +n; —m;
S Ng mg Ms = Msfl + Ng_1 — Mg

Vamos supor que as seguintes condicoes sao verificadas:
1. a populagao é fechada;

2. o nimero de animais marcados na primeira amostra (primeira época de captura) é

zero, isto é, m; = 0;
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3.

4.

5.

6.

7.

8.

9.

h& inicialmente M; = 0 animais marcados na populacao, isto é, nao houve nenhum
estudo antecessor na referida populacao fechada. No caso em que ja houve algum
estudo anterior, supoe-se que os animais perderam as marcas ou sao marcas dife-

rentes das marcas do estudo atual e, portanto, sao desconsideradas;

em uma dada amostra (época de captura), todos os animais tém a mesma probabili-
dade de ser capturado, desconsiderando o histérico de captura do animal (se ele ja
foi capturado anteriormente). Esse é o caso particular em que p;; = p;, j =1,2,..., s,
onde s (s > 2) é o nimero de épocas de captura. Em outras palavras, probabili-
dade de captura varia de acordo com a época de captura independentemente do
animal, isto é, dada uma época de captura fixada, todos os animais tem a mesma

probabilidade de serem capturados;
os animais comportam-se independentemente;
as marcas nao afetam a capturabilidade do animal;
os animais nao perdem suas marcas no intervalo de tempo entre as amostras;
todas as marcas recuperadas a partir da segunda amostra sao registradas;

hé independéncia entre as capturas dos animais em uma dada amostragem:;

10. também assumimos independéncia entre as épocas de amostragem;
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Logo,
P(nlaml;n27m2; ey Mgy Mg ‘ p7N)
= P(nlaml |p1aN)HP(nj»mj | N1, M1; N2, M5 ...y N1, M1, P, N)
=2
Como m; = 0 temos
N N—
= (1 — " ox
(n1>p1 ( p1)
N M n; —m; N—Mj;—nj+m; N m; Mj;—m;
X J 7 1_ 7 7 7 ]__ . J J
H(nj_mj)pj (1-p)) (mj)pj (1-p))
> (M;\ (N — M;
— 1 o N—TL1 1 _ . N—TL]'
(n1> P) H(m,) (nj m)pj( p])
7j=2
i (N — M\ o, s
S 1E0) (R e
s m; e n; —m;
€ como

li[ <N — Mj>
o1 NG T
B N (N — My)!
(N —np)ny! (N My — ngy + ma)! (ng — my)! %
(N = M3)! (N = M,;y)!
(N Mz —nz+ms3)! (n3 —m3)! (N — My —ng_1+ms 1) (ns_1 —my_1)!
) (N — M)
(N — M, — ns—l—ms)'(ns—ms)'

X

(T 1 N! (N My)!
‘(Emrmn)w M) (N g
(N — My)! (N = M)l (N = M)

N M) T TN = M) (N =)

- 1 N!
N (H (n; —mj)!) (N —nr)l’

Jj=1

onde r = ny + (ng — ma) + (ng — m3) + ... + ( an ij,

temos
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Nl 1 (M T 1 n n;
P(nlaml;n2am2;'“;nsams ’va): (N—T)‘ < ]> (n‘_m)‘pj] (1_pJ)N T
: ) j i)

Jj=2 Jj=

Assim, a funcao de verossimilhanca é tal que

N\ 1 » o
L(N,p| D)= P (n1,mi;n2,mg; ...;ns, ms | p, N) (r) Hpjj (1_Pj)N 7, (33)
j=1

N > ronder—an ij, <p; <1, j=12,..s.

Em particular, se p] =p, ] =1,2,...,s, entao a funcao de verossimilhanca dada

em (3.3) é tal que

S S

an NS—ZW
L Y O ZER BV N (3.0

3.4 Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Nesta se¢ao vamos apresentar as estimativas de maxima verossimilhanca de N e

p, denotados por Ne p respectivamente. Tomando o logaritmo de L (N,p | D), temos

InL(N,p) = In [(JD li[lp?”' (1—pj)N_"j]
= In (f) +1In f[p;?j (1 —pj)N‘”j]

Jj=1

_ (N>+i[nj1npj (N =) In (1 - p,)],

J=1

onde N>r,0<p;<1,j=1,2..s5. Logo,
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Por outro lado, como Né aproximadamente igual a solugao da equagao L (N, p) =

L(N —-1,p), N >r+1, temos

N = n o N —1\ = =, e
(r)Hpj](l_pj)N LT ( r ) py (1=p)" T N =41
J=1 j=1
N S
= (vo [[a-p)=1.N2r+1
j=1
—7r S
= :H(l—pj),N2r—|—1
j=1
— - =[[-p) N>r+1
j=1
Assim, a estimativa de maxima verossimilhanca de p = (p1,pa,...,ps) € P =
(p1, P2, ---, Ps) onde
~ n; .
P = ﬁj, j=1,2,.., 5. (3.5)

E a estimativa de mdxima verossimilhanca de N, N, é aproximadamente a solugao
da equacao

r S
1—N:£[1(1—pj),N>r+1. (3.6)

3.4.1 Exemplos

A Tabela (3.7) mostra as estimativas de maxima verossimilhanca para diferen-
tes dados amostrais. Para o cédlculo das E.M.V foi elaborado um algoritmo no Software
R onde, através de iterages, o algoritmo péra no momento em que (3.6) e (3.5) sdo

satisfeitos.
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Tabela (3.7). E.MV. e estimativas a posteriori.
5 n; r EMV
ny = 400 900 2400
2| mng =600 980 12000
> n = 1000 | 1000 0
ny; = 10 80 80
ng = 50 120 260
3 ns = 80 130 520
> n =140 | 140 00
ny = 260 1200 1610
ny = 380 | 1500 3120
ng =500 | 1800 12720 (3.7)
5| mng=450 | 1850 23630
ns = 320 | 1900 143690
> n =1910 | 1910 o0
ny = 180 | 1300 1400
ne =290 | 1700 2140
nsg = 510 | 2100 3480
ng = 550 | 2600 8930
71 ns =490 | 2900 41080
ne = 360 | 2950 93300
ny = 610 | 2980 375280
> n =2990 | 2900 0

Observamos na Tabela (3.7) que as estimativas a posteriori de N sao finitas com

excecao onde temos s = 2 e r = an. Quando a estatistica r estd préoxima an,
j=1 J=1
S
ou seja, quando Z m; = 0, temos um considerdvel aumento nas estimativas de méxima
j=1
verossimilhanca de V.



Capitulo 4

O modelo Bayesiano de

captura-recaptura

4.1 Introducao

Sob o enfoque da inferéncia cléssica, a estimativa do tamanho populacional pelo
método de captura-recaptura nao existe se nao for observado nenhum animal marcado
durante todo o processo de amostragem. Por exemplo, a estimativa obtida pelo estimador
de Petersen dado em (2.1) nao existe quando m = 0. Em contrapartida, o estimador
de Bailey (1951) dado em (2.3) tende a zero quando m tende a zero. Neste capitulo
a inferéncia sobre N serd tratada sob o enfoque Bayesiano, ou seja, serd utilizado o
conhecimento a prior: tanto do tamanho populacional N, como do vetor de probabili-
dades p = (p1,p2,...,ps) de captura dos animais, onde s (s > 2) é o niumero de épocas
de amostragens. Métodos bayesianos podem ser preferiveis uma vez que informacoes
prévias do pesquisador sao incorporadas ao modelo, melhorando assim as estimativas.
Estas informacoes prévias sao expressas através de distribuigoes a priori dos parametros
do modelo e quando nenhuma informacao for disponivel podemos utilizar distribuicoes a

priori nao informativas para p e para N.
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4.2 Distribuicoes a priori dos pardmetros

O conhecimento sobre as densidades a priori dos pardmetros pode vir de diversas

fontes.

(a). Primeiro, podemos ter a informagao direta sobre o tamanho da populacdo atraveés,
por exemplo, de um exame mais detalhado realizado na mesma localizacao, ou o

conhecimento do tamanho provavel da populagao.

(b). Segundo, podemos ter uma idéia dos valores provaveis das probabilidades de captura
obtidos dos exames precedentes em espécies similares usando métodos similares da

captura.

(c). Terceiro, podemos ter o conhecimento dos parametros em exames precedentes dando

a informagao prévia sobre o tamanho populacional N ou do vetor de probabilidades

pP= (p17p27 "'7p8>'

Em muitos casos praticos, nosso conhecimento a priori sobre p = (p1, p2, ..., Ps) €
tal que p; = p, i = 1,2, ..., s, ou seja, a probabilidade de um animal fixado ser capturado
¢ igual para cada um dos s estdgios de amostragem. Isto nao serd apropriado se, para
cada amostra, for aplicado diferentes esforcos em sua captura ou ainda quando tivermos
covaridveis presentes na probabilidade de captura, como é o caso do Capitulo 6 deste

trabalho.

4.2.1 Critérios e metodologias abordadas por diferentes autores

nos ultimos anos

As diferentes metodologias cldssicas e bayesianas para estimar o tamanho po-
pulacional bem como os critérios utilizados para a escolha da distribuicao a priori para
o processo de captura-recaptura tem sido abordado nos trabalhos cientificos por diversos
autores, dentre eles podemos destacar:

Wang (2002) fez uma revisao ampla de vérios modelos que considera a variagao

das probabilidades de capturas levando em conta a heterogeneidade das respostas do
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animal, da época de captura e de ambos. Tal estudo de captura-recaptura foi feito em
populacao fechada através da anédlise bayesiana.

Shimizu (2002) considerou o problema da estimagao do tamanho populacional
animal fechada por utilizar o método de captura-recaptura miltipla com um tnico estdgio
de marcacao. Para alguns casos especificos, tal método é preferivel ao método de captura-
recaptura multipla usual, como por exemplo situacoes onde os animais tem habitat de
dificil acesso, ou quando se consome muito tempo em cada uma das épocas de amostragem
(ver por exemplo Ananda (1997)).

Fienberg et al. (1999) apresentaram varias metodologias cldssicas e bayesianas
para estimar o tamanho de populagoes utilizando multiplas listas (ocasides amostrais) em
modelos com estruturas log-lineares (Rash, 1960), considerando os efeitos dos elementos
desta populacao e efeitos dessas listas. Também abordam ainda técnicas sob o ponto de
vista dos modelos bayesianos hierdrquicos via MCMC (simulagoes por Monte Carlo via
Cadeias de Markov).

Madigan e York (1997) propuseram uma metodologia para a estima¢ao do tamanho
de uma populacao fechada administrando muiltiplas amostras incompletas, permitindo
uma variedade de estruturas de dependéncia para as médias dessas amostras e o uso de
covaridveis no modelo (ver da Silva (1999), da Silva et al. (1999, 2000)).

Dupuis (1995) propds um estimador bayesiano obtido via algoritmo Gibbs Sam-
pling para a probabilidade de sobrevivéncia em populagoes abertas.

Garthwaite et al. (1995) sugeriram um critério para a escolha de uma distribuicao
a priori nao-informativa para o modelo bayesiano baseados na idéia de que se conhece o
tamanho das amostras.

George e Robert (1992) introduziram um procedimento usando o algoritmo Gibbs
Sampling na obtencao das estimativas do modelo bayesiano para os modelos de captura-
recaptura.

Smith (1991) abordou o uso de métodos como "empirical bayes"(obtengao dos
hiperparametros da distribui¢ao a priori através dos dados), fundamentado nas inferéncias
sobre o tamanho populacional N.

Bolfarine et al. (1972) pesquisaram varias formas alternativas na obtencdo das

estimativas de N em amostras de populacoes fechadas, fundamentando-se na méxima
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verossimilhanga, verossimilhanga perfilada e verossimilhanca perfilada ajustada ortogo-
nalmente.

Sanathanan (1972) sugeriu um modelo cldssico baseado no M.M.I. (Modelo
Multinomial Incompleto). Tal modelo cldssico consiste na fatoragao da funcao de méxima
verossimilhanca global em duas partes, sendo que uma delas é dependente exclusivamente
de um dos parametros presentes no modelo facilitando assim a estimacao deste e dos de-
mais parametros de interesse posteriormente (para maiores detalhes ver Bolsoni, 2002).
Em outros trabalhos, Sanathanan (1972, 1973) apresenta alguns modelos estatisticos que
se aplicam ao problema dos scanners aplicando o modelo multinomial incompleto.

Castledine (1981) prop6s um método bayesiano para a inferéncia do tamanho
populacional N usando uma aproximacao da distribuicao a posteriori.

Durante todo este trabalho sera considerado dois casos para a distribuicao a prior:

da probabilidade de captura.

Suposigao 1. A probabilidade de captura para um animal fixado é a mesma em cada
amostra, p; = p, j = 1,2,..., 5, 0 que implica que as amostras foram extraidas sob

circunstancias idénticas através de métodos muito bem controlados.

Suposicao 2. A probabilidade de captura sao independentes e identicamente distribui-
das com uma distribuicao conhecida, o que implica que temos uma boa idéia da

distribuicao amostral da probabilidade de captura.

E natural usar a distribuicio a priori Beta para a probabilidade de captura, pois
o suporte da distribui¢ao de probabilidades estd no intervalo [0, 1]. Um parametro  tem

distribuicao a priori Beta com parametros « e [ se sua densidade é dada por:

1

() = mea—lu — 0% com0<f<1, a>0 >0 (41)
onde B(«, ) % eI'(.) éa fungdo Gama.

Deste modo a distribuicao a prior: para a probabilidade de captura da i-ésima

época é dada por:
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™ (p;) = Bla ﬁ)pﬁil(l_pj)ﬂil 0<pi<1,j=12 s a>03>0, com
E(p)=—2— eVAR(p,) = ap =1,2,...s
p] Oé‘i‘ﬁ p] (O{+5)2(@+6+1)7J 9 Sy reey O

Para o caso do tamanho populacional N podemos usar uma distribuicao infor-
mativa de Poisson truncada em zero com pardmetro A conhecido (A > 0). Se nao for
possivel nenhuma informacao prévia de N, podemos usar a distribuicao nao informativa
de Jeffreys, isto ¢ 7 (N) = N71, N=1,2,...,ouainda 7 (N) =1, N =1,2,....

Podemos ainda usar uma estrutura hierdrquica para m (N), por exemplo N tem
distribuicao de Poisson com parametro A\, que por sua vez tem distribuicao Gama com

parametros a e 3.

4.3 Distribuicao a posteriori

Supomos nesta Secao que as probabilidades de captura sejam, a priori, inde-
pendentes e identicamente distribuidas com p;, j = 1,..., s, tendo distribui¢ao Beta com
parametros « e 3 conhecidos (o > 0, 8 > 0) e que a distribuigdo a priori conjunta de N
e p é dada por:

s

m(N,p)=n H

Jj=1

1) (V). (4.2)

Temos a fungao de verossimilhancga dada por

L(N, ( )H (1 —p;)N—", (4.3)

Como a distribuicao a posteriori conjunta é proporcional ao produto da dis-
tribuigdo a priori conjunta dada por (4.2) com a funcao de verossimilhanga (4.3), entao

temos que a distribuicao a posteriori conjunta de p e N é descrita como

N > n;ro— —n.; —
s | 0) o (M) TI 0 p o m N s @)

j=1
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A distribuicao a posteriori marginal de N pode entao ser obtida integrando a

distribuigao a posteriori conjunta (4.4) em relagao a pi, pa, ..., ps, iSto &,

"N | // / (N.p | D)dpsdpa...dp.
x / ¥ B

0

_ ("Z)ng n;+a; N —n; + ) w(N)
- ()

Deste modo obtemos a distribuicao marginal de N

<.
Il

I nj+oz)f‘(N—nj—|—6)
I'(N+a+p)

T«

w(N).

1

J

(N | D) —wH N;Z;:g)) (N),N >r. (4.5)

Em particular, se « e § forem inteiros positivos temos que (4.5) é dado por:

Nl s
(N—?")!jl;ll Nrati_1

m(N | D) x N), N >r. (4.6)

4.3.1 Distribuicoes a prior: nao-informativas para o tamanho

populacional

A seguir determinaremos as distribui¢des condicionais através de diferentes dis-
tribuicoes a priori para o tamanho populacional. Todas as provas da obtencao destas
distribuicoes condicionais bem como a prova de existéncia da distribuicao a posteriori
conjunta podem ser consultadas de forma mais completa em Zacharias (2000). Podemos
observar a seguir que a distribuicao condicional para o caso do tamanho populacional N

é sempre uma distribuicao binomial negativa.

Teorema 4.3.1 Se as distribuicoes a priori de p;j, 0 <p; < 1,7 =1,2,....,5 forem

Beta com pardmetros o e 5 e a distribuicao a priori de N for nao informativa do tipo



4. O MODELO BAYESIANO DE CAPTURA-RECAPTURA

).
w<N|p,D>=(N)<1—ﬁl<1—pj>> (f{lu—p])) Neroo@

).
7(p | N.D) = I 1 PU-p) @)

j=1 Beta (n; + o, N —n; + ﬂ)pj

0<p;<1,j=12..,s.

Prova (1). Sabemos que

m(N.p,D) w(N,p|D) m(N,p| D)

TN lpD) = w(.D)  7(p|D) > 7 (M.p|D)
M I p7 = p)~ %) <H(1 —pj)>
= jzls = 1 5 N >
S OTDra-mr 5 o (H(l —m)

Fazendo j = M — r, obtemos
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Prova (2). Novamente

7 (N,p,D) _ m(N,p|D)
7 (N, D) 7 (N | D)
7(p| N,D)

1 1 1
// /7? N, p, D) dpidps...dps
0 0 0

Hp (1—py)m
1 1 1
// / i’ (1 — p;)N—midpydps...dp;
0 0 0
Hp 1—ijnj Hp 1—ijnj
0 0

m(p| N, D)

Y

J=1

o que implica em

5 1
N,D
m(p | N. D)= HBeta(n]+aN—n]+5)

7=1

(1 - pj)N_nj7

0<p; <1 j=1,2,..,s provando o item (2).

Do teorema acima temos os seguintes corolarios

Corolario 4.3.2 A distribuicao de probabilidades condicional de N, dados p e D, é igual

a distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria X + r, onde X tem distribuicao
S

binomial negativa com parametrosr +1 e 1 — H (1 —p,), isto é,
j=1

N—r|p,D~BN(r—i—l,l—ﬁ(l—pj))- (4.9)

j=1
Coroldrio 4.3.3 A distribui¢io de probabilidades de p = (p1,p2, ..., ps), dados N e D, é

wgual a distribuicao de probabilidades do produto de s varidveis aleatdrias independentes



4. O MODELO BAYESIANO DE CAPTURA-RECAPTURA 33

X1, X, ..., X, onde X; tem distribuicao Beta com pardmetros n; + « e N — n; + 3,

J=1,2,..,s, isto €,

n;+a—1 —n;j _ -
(| N.D) o [[py ™ (1 =pp)V T =12, s, (4.10)

j=1

Se as distribuicoes "a priori” de p;, 0 < p; < 1,7 =1,2,...,s forem Beta com
parametros @ = 1 e § = 1 (ndo informativas) e a distribui¢do "a priori"de N for nao
informativa de Jeffreys 7 (N) = N1, N € N*, entao teremos as seguintes distribuigoes

condicionais:

N—T|p,D~BN<7’,1—f[(1_pj>>- (4.11)

j=1
(P |N.D)oc [[rf 1—p)"™, j=12 s (4.12)

j=1
4.3.2 Distribuicao a priori informativa para o tamanho popula-

cional

Vamos assumir agora que N tem distribuicao a prior: de Poisson truncada em

zero com parametro A conhecido, A > 0, ou seja

efAAN

W(N):m,

N=1,2,.. (4.13)

Entao da distribuigao a priori dada em (4.1), da fungao de verossimilhanca dada
em (4.3) e da distribuigdo a priori dada em (4.13) temos que a distribuigao a posteriori

conjunta de p e N é tal que

AV S mita— it
m(p,N [ D) mﬂpjﬁ P —pyNT (4.14)
I

O<p;j<l,g=1,..,5,N=>r.

De (4.14) temos que a distribuigao a posteriori marginal de N é dada por
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S

T (N| D) x (NA—T)!HIE(N_%M) N> (4.15)

(N+a+p) " —

O<p<1,N2>r.
Da distribuigao a posteriori conjunta dada em (4.14) temos as distribuigoes condi-

cionais necessdrias para o algoritmo Gibbs Sampling:

(a). A distribuicao condicional de N — r dados p = (p1, p2, ..., ps) € os dados é dada por:

N —r | p,D ~ Poisson (/\H (1— pj)> : (4.16)

=1

(b). A distribuicao condicional de p = (p1, pa, ..., ps) dados N e os dados é dada por:

m(p | N.D) o [T/ (1= p) T =12, (4.17)

j=1
4.3.3 Um caso especial: modelo hierarquico para a média da

Poisson

Para a distribuicao a priori do tamanho populacional N com uma estrutura
hierdrquica é usual o tipo "Poisson-Gama"(George e Robert, 1992). Para o primeiro
estdgio assumimos que, dado A, N tem uma distribuicao a prior: de Poisson A, truncada

em zero dada por:

e\

W(N):m,

N=12,.. (4.18)

Para o segundo estdgio assumimos que A tem uma distribuicao Gama com hiper-

parametros a e b conhecidos, dada por

ba

=

N exp {—Ab} isto ¢, (4.19)

a a
W(A)NG(a,b)iE(A):EeVar()\):b—Z,a>0,b>O.
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Em situacoes onde hd poucas informacgoes sobre \, é necessdria entao uma dis-
tribuicao a priori nao-informativa. Sabemos que quando a — 0 e b — 0, a distribuicao
a priori de X satisfaz m(\) — A e a distribuicio marginal a priori de N satisfaz
7 (N) — N~'. Na prética, quando nao temos idéia sobre o valor de A tomamos valores
pequenos para os hiperparametros (por exemplo a = 0,0005 e b = 0,0005) tornando a
distribuigao Gama nao informativa.

Entao da distribui¢ao a priori para p = (p1,p2, ..., ps) dada em (4.1), da fungao
de verossimilhanga dada em (4.3) e da distribuigao a priori dada em (4.18) e (4.19) temos

que a distribuicao a posteriori conjunta de p, N e \ é tal que:

s

N n;+oa— —nadf—
T(p,N,A\ | D) <7~)Hpj]+ 1(1_pj)N 481

j=1
e A\ b o
X NI =) X T (a))\ exp {—A\b}, isto é,

S

ANFa—1,—A(1+b e o
€ Pl (1 = py) Nt (4.20)
=1

)
(I—eM) (N —1)! ;

7 (p,N,\| D) x

Da distribuicao a posteriori conjunta (4.20) temos as distribuigdes condicionais

necessarias para o algoritmo Gibbs Sampling dadas por:
(a). A distribuigao condicional de N dados A , p = (p1,p2, ..., ps) € os dados é dada por:

N —r|p,\, D ~ Poisson (AH (1 —pj)> : (4.21)

j=1

(b). A distribuicao condicional de p = (p1, p2, ..., ps) dados A , N e os dados é dada por:

T | NAD) o [[ o) (1 =p) T =12, s (4.22)

J=1

(c). A distribui¢ao condicional de A dados p = (p1,p2, ..., ps), IV e os dados é dada por:

A N.,p,D ~ Gama (N +a,1+b). (4.23)
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4.4 Estudos de Simulacao Estocastica para o método
de captura-recaptura com populacao fechada

Nesta Secao estudaremos dois algoritmos utilizados para a implementacao dos
modelos Bayesianos apresentados nos capitulos anteriores, o amostrador de Gibbs e o al-
goritmo de Metropolis Hastings. Até pouco tempo atras, muitos desses modelos exigiam
o uso de métodos aproximados como o método de Laplace (ver Tierney e Kadane (1986),
Tierney (1994)). Em tempos recentes, porém, nao ha mais o problema de resolucao de
integrais. O surgimento de novas técnicas de simulacao, citadas acima, extremamente
poderosas e a0 mesmo tempo relativamente simples permitiram que a maioria dos proble-
mas aplicados pudessem ser tratados através da abordagem bayesiana. Todas as progra-
macoes desenvolvidas para o estudo de simulacao estocdstica via Monte Carlo Markov
Chain (MCMC) deste trabalho foram implementadas no Software R, cuja convergén-
cia dos algoritmos Gibbs Sampling ("Amostrador de Gibbis") e Metropolis Hastings foi
monitorada pelo pacote CODA - Convergence Diagnostics and Output Analysis
Software for Gibbs Sampling Output (Best et al. 1995).

4.4.1 Um breve estudo da influéncia dos hiperparametros nas

estimativas a posteriori

Com o objetivo de analisar a sensibilidade a posteriori dos parametros N e p em
relacao a distribuicao a priori das probabilidades de captura, foi realizado um estudo de
simulagao onde os hiperparametros (o, 3) da distribuigao a priori Beta foram alterados de
tal forma que obtivéssemos diferentes médias a prior: para p e verificissemos os resultados
a posteriori. Utilizamos a distribui¢ao a priori nao informativa de Jeffreys ((7) oc N71)
para o tamanho populacional N.

Este estudo de simulacao envolveu um esquema de amostragem com s = 6 épocas
de captura, supondo uma populagao de tamanho N = 1000. Foram considerados quatro
casos de probabilidade de captura: p = (0,04;0,04;...;0,04) , p = (0,08;0,08; ...; 0, 08),
p =(0,12:0,12;...,0,12) e p = (0, 16;0, 16; ...; 0, 16), onde obtivemos as estatisticas r =

209, r = 407, r = 551 e r = 651 respectivamente. Lembremos que a estatistica r ¢ dada
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s s
por r = Z n; — Z m;, ou seja, ¢ o nimero de animais distintos marcados na populacao
durante giio 0 p;;(lzesso de captura-recaptura.

Para cada caso e para cada par de valores arbitrédrios de o e 8 da priori de p;,
= 1,2,...,6, foi gerado uma cadeia de 30000 iteracoes descartando as primeiras 10000
como "burn-in"e considerando um salto de tamanho 10 resultando em uma amostra final
de tamanho 2000 da distribuigao a posteriori conjunta de N e p = (p1, pa, .-, P6)-

A Tabela (4.24) contém os dados amostrais gerados para os quatro casos consi-

derados com s = 6 épocas de captura.

Tabela (4.24). Dados amostrais para os casos considerados.

1°Caso: N = 1000, » =209 | 2°Caso: N = 1000, r = 407

p;=0,04,j=12 .6 p;=0,08,j=12,..6.
joop omyo omy  Myo\joop omy omy M
1 0,04 25 0 0 1 0,08 8 0 0
2 0,04 40 1 25 2 0,08 82 4 82
3 0,04 38 3 64 3 0,08 79 13 160
4 0,04 39 4 99 4 0,08 72 16 226
5 0,04 44 8 134 5 0,08 84 20 282
6 0,04 47 8 170 6 0,08 80 19 346 (4.24)

3°Caso: N = 1000, r = 551 | 4°Caso: N = 1000, r = 651

p;=0,12,j=1,2,..,6. p;=0,16,5=1,2,...6.
g ongomy Mo\ oop ony omy M
1 0,12 132 0 0 1 0,16 177 0 0
2 0,12 121 12 132 2 0,16 160 22 177
3 0,12 106 28 241 3 0,16 140 47 315
4 0,12 124 31 319 4 0,16 163 57 408
5 0,12 125 49 412 5 0,16 159 &6 514
6 0,12 124 61 488 6 0,16 147 83 587

Pela Tabela (4.24) podemos observar que, fixado o tamanho populacional N,

a medida que aumentamos a probabilidade de captura, aumentamos os tamanhos das
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amostras e, consequentemente, aumentamos o valor da estatistica r. Veremos mais adiante
que as estimativas a posteriori dos pardmetros sdo sempre satisfatérias (préximas dos
verdadeiros valores) quando r > &. As Tabelas (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28) mostram os
resultados a posteriori para os quatro casos considerando diferentes médias a priori de
p. O objetivo é verificar a sensibilidade das estimativas a posteriori em relacao a escolha

dos hiperpardmetros para cada um dos quatro casos considerados.

Tabela (4.25). Sensibilidade do modelo em relagao a escolha dos hiperparametros.
1°Caso: N = 1000, r =209 ep; =0,04 , j =1,2,...,6.

Média a priori p | Média p a Intervalo de Média N a Intervalo de

Q 16 o415 | posteriori | Cred.(95%) de p | posteriori | Cred.(95%) de N

1 99 0,01 | 0,0387 |0,0251 0,0545 1030 718 1516

1 19 0,05| 0,0442 | 0,0283 0,0625 914 635 1324

1 9 0,10 | 0,0448 | 0,0298 0,0619 900 639 1283

1 4 0,20 | 0,0450 | 0,0300 0,0632 894 629 1296

1 37/16 0,30 | 0,0454 | 0,0298 0,0635 888 627 1283

1 3/2 0,40 | 0,0453 |0,0292 0,0631 892 629 1305

1 1 0,50 | 0,0454 | 0,0297 0,0631 890 633 1283
3/2 1 0,60 | 0,0461 | 0,0306 0,0636 876 622 1258
7/3 1 0,70 | 10,0475 | 0,0318 0,0650 850 613 1202

4 1 0,80 | 0,0502 | 0,0335 0,0685 808 584 1145

9 1 0,90 | 0,0582 | 0,0409 0,0775 710 529 955

19 1 0,95 | 0,0732 | 0,0538 0,0933 581 458 757

99 1 0,99 | 0,1677 |0,1435 0,1927 314 279 356

(4.25)

Podemos notar pela Tabela (4.25) que as estimativas a posteriori foram satis-

fatérias apenas para as situacoes onde os hiperparametros nos fornecem médias a priori

de p proximas do verdadeiro valor de p. Sao os casos onde usamos (= 1;8=99) e
(a=1;5=19).

Isto significa que as estimativas a posteriori sao muito sensiveis em relagao a
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escolha dos hiperparametros. Por exemplo, para as trés iltimas prioris onde usamos
(a=9;=1), (a=19;6=1) e (a« =99; 8 = 1) as estimativas a posteriori do tamanho
populacional foram subestimadas e das probabilidades de captura foram superestimadas a

ponto de sairem do intervalo (95%) de credibilidade. Este fato ocorre porque a probabili-

S
dade de captura é muito pequena resultando em uma estatistica r pequena ( E m; = O) .
Jj=1
Quando isso ocorre, a distribuicao a priori acaba fornecendo mais informagao
para o modelo do que os préprios dados amostrais. Observaremos nas préximas Tabelas

que essa sensibilidade diminui a medida que aumentamos a estatistica r, ou seja, a medida

que mais animais marcados sao observados.

Tabela (4.26). Sensibilidade do modelo em relagao a escolha dos hiperparametros.
2°Caso: N = 1000, r =407 e p; = 0,08 , 5 =1,2,...,6.

Média a priori p | Média p a Intervalo de Média N a Intervalo de

Q I6; =15 | posteriori Cred.(95%) de p | posteriori | Cred.(95%) de N

1 99 0,01 | 0,0612 |0,0484 0,0744 1303 1078 1595

1 19 0,05] 0,0654 | 0,0526 0,0798 1232 1021 1495

1 9 0,10 | 0,0658 | 0,0526 0,0799 1224 1016 1489

1 4 0,20 | 0,0664 | 0,0527 0,0809 1219 1012 1499

1 37/16 0,30 | 0,0665 |0,0528 0,0807 1216 1009 1489

1 3/2 0,40 | 0,0663 |0,0529 0,0810 1219 1007 1496

1 1 0,50 | 0,0665 | 0,0527 0,0810 1215 1002 1487
3/2 1 0,60 | 0,0668 | 0,0531 0,0813 1212 1000 1469
7/3 1 0,70 | 0,0674 | 0,0539 0,0813 1200 1000 1453

4 1 0,80 | 0,0686 | 0,0543 0,0833 1183 981 1439

9 1 0,90 | 0,0726 | 0,0582 0,0873 1127 944 1371

19 1 0,95 | 0,0802 | 0,0663 0,0956 1041 886 1240

99 1 0,99 | 0,1333 | 0,1163 0,1508 708 635 794

(4.26)

Pela Tabela (4.26) observamos que o modelo ainda ¢ sensivel a escolha dos hiper-

parametros. As estimativas a posteriori foram satisfatdrias apenas para os casos onde usa-
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mos os hiperparametros (a« = 7/3; 5 =1), (a=4;6=1), (e =98 =1)e(a=19;5 =1).
Isto significa que a distribuicao a priori ainda fornece mais informagoes do que os dados

amostrais.

Tabela (4.27). Sensibilidade do modelo em relacao a escolha dos hiperparametros.

3°Caso: N = 1000, 7 =551 e p; = 0,12, j = 1,2,...,6.

Média a priori p | Média p a Intervalo de Média N a Intervalo de
a 64 o135 | posteriori | Cred.(95%) de p | posteriori | Cred.(95%) de N
1 99 0,01 | 0,1094 |0,0958 0,1240 1102 984 1237

1 19 0,05| 0,1146 | 0,1006 0,1297 1067 958 1195
1 9 0,10 | 0,1151 | 0,1009 0,1302 1064 958 1190
1 4 0,20 | 0,1153 | 0,1013 0,1296 1062 953 1188
1 37/16 0,30 | 0,1155 |0,1010 0,1300 1059 950 1187
1 3/2 0,40 | 0,1156 |0,1007 0,1308 1060 952 1186

1 0,50 | 0,1156 | 0,1012 0,1301 1061 949 1182
1 0,60 | 0,1157 |0,1021 0,1307 1059 957 1180
7/3 1 0,70 | 0,1162 | 0,1013 0,1315 1055 943 1189
1 0,80 | 0,1170 |0,1025 0,1327 1050 945 1175
1 0,90 | 0,1195 |0,1049 0,1347 1035 929 1158
1 0,95 | 0,1244 |0,1095 0,1399 1006 911 1119
99 1 0,99 | 0,1599 | 0,1443 0,1759 851 787 920

(4.27)

Ao contrério dos casos anteriores, a Tabela (4.27) mostra que, com excegao da

dltima priori usada (o = 99; 8 = 1), todas as estimativas a posteriori foram satisfatorias,
tanto para o tamanho populacional quanto para as probabilidades de captura.

Isto significa que o modelo nao é mais sensivel em relagao a escolha dos hiper-

pardmetros, ou seja, a informacao contida nos dados fala mais alto do que a informagao

a priort de p. Este fato acontece sempre quando r > % Notemos que para este caso

estudado temos r = 551 e N = 1000.
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Tabela (4.28). Sensibilidade do modelo em relagao a escolha dos hiperparametros.
4°Caso: N = 1000, r =651ep; =0,16 , 5 =1,2,...,6.
Meédia a priori p | Média p a Intervalo de Média N a Intervalo de
a 64 o137 | posteriori | Cred.(95%) de p | posteriori | Cred.(95%) de N
1 99 0,01 | 0,1465 |0,1321 0,1611 1063 978 1150
1 19 0,05| 0,1516 |0,1366 0,1663 1039 963 1127
1 9 0,10 | 0,1521 | 0,1376 0, 1666 1037 962 1125
1 4 0,20 | 0,1525 |0,1376 0,1670 1036 959 1125
1 37/16 0,30 | 0,1526 |0,1379 0,1679 1036 959 1127
1 3/2 0,40 | 0,1526 |0,1380 0,1679 1036 960 1122
1 1 0,50 | 0,1527 | 0,1387 0,1678 1034 961 1116
3/2 1 0,60 | 0,1528 |0,1376 0,1670 1035 961 1120
7/3 1 0,70 | 0,1532 |0,1384 0,1681 1033 958 1124
4 1 0,80 | 0,1537 |0,1395 0,1684 1030 956 1114
9 1 0,90 | 0,1557 | 0,1408 0,1706 1022 949 1104
19 1 0,95 | 0,1595 |0,1443 0,1744 1007 935 1088
99 1 0,99 | 0,1870 |0,1717 0,2025 916 861 977

com excegao da ultima priori usada (o = 99; 8 = 1), todas as estimativas a posteriori
foram satisfatérias, tanto para o tamanho populacional quanto para as probabilidades
de captura. Novamente as estimativas a posteriori nao sao mais sensiveis em relagao a
escolha dos hiperpardmetros, ou seja, a informacgao contida nos dados fala mais alto do

que a informacao a priori de p. Notemos que para este caso estudado temos r = 651 e

N =1000.

cional NV para os quatro casos considerados.

(4.28)
Assim como o 3° Caso estudado na Tabela (4.27), a Tabela (4.28) mostra que,

A Figura (4.29) mostra o comportamento das estimativas do tamanho popula-
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Figura (4.29). Comportamento das Estimativas de N para os quatro casos.
1°Caso 2°Caso
N =1000 e r =209 N =1000 e r = 407
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(4.29)

4.4.2 Dados reais de captura-recaptura utilizado por Castledine

(1981)

Foi feito um estudo de simulagdo para estimar o nimero de peixes (Sunfish)
capturados no Lago Gordy, Indiana (USA) em s = 14 épocas de capturas (Gerking, 1953)
onde podemos notar um grande niimero de ocasioes de amostragem e um pequeno nimero
de unidades de captura observadas em cada ocasiao amostral.

Os dados reais referentes a tal experimento foram abordados por vérios autores,
entre eles, Ricker (1958, 1975) ilustrando métodos clédssicos frequentistas para estudos de

captura-recaptura, e por Castledine (1981), Smith (1988) e Wang (2002) para ilustrar
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métodos bayesianos. As mortes decorrentes do processo de amostragem foram ignoradas,
caracterizando assim uma populagao fechada.

A Tabela (4.30) mostra os dados reais de captura-recaptura (Castledine, 1981).

Tabela (4.30). Dados reais de captura-recaptura.

Peixes (Sunfish) capturados no Lago Gordy, Indiana (USA).
l 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
n; 10 27 17 7 1 5 6 15 9 18 16 ) 7 19

(4.30)

my 0 0O O O o o 2 1 5 5 4 2 2 3
M, 0 10 37 54 61 62 67 71 8 89 102 114 117 122

14 14
Temos entao a estatistica r = E n; — E m; = 138.
=1 j=1

Como o tamanho das amostras obtidas foram significativamente diferentes, as-
sumimos que a probabilidade de captura é diferente para cada uma das s = 14 épocas de
captura.

Foi considerado uma distribuigdo a priori nao informativa de Jeffreys = (N) o
N~ para o tamanho populacional N e um produto de prioris nao informativas Beta(1, 1)
para o vetor de probabilidades p = (p1, p, ..., P14)-

Foram geradas duas cadeias paralelas de 50000 iteragoes descartando as primeiras
10000 e considerando um salto de tamanho 10, construindo assim uma amostra final de
tamanho 4000 da distribuicao a posteriori conjunta de N e p = (p1, pa2, ..., p14). A Tabela

(4.31) mostra os resumos a posteriori dos parametros.
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Tabela (4.31). Resumos a posteriori dos parametros (Dados reais).
Parametro | Média | 1°Quartil | Mediana | 3°Quartil | Int. Cred(95%)

N 331 299 324 354 254 438
P1 0,0336 | 0,0256 0,0325 0,0401 | 0,0154 0,0573
p2 0,0858 | 0,0725 0,0842 0,0972 | 0,0525 0,1283
p3 0,0551 | 0,0450 0, 0540 0,0642 | 0,0304 0,0880
p4 0,0244 | 0,0179 0,0232 0,0299 | 0,0102 0,0462
5} 0,0062 | 0,0029 0,0052 0,0084 | 0,0007 0,0173
6 0,0184 | 0,0128 0,0172 0,0230 | 0,0063 0,0374
p7 0,0213 | 0,0155 0,0202 0,0261 | 0,0083 0,0413
8 0,0487 | 0,0393 0,0477 0,0572 | 0,0260 0,0777
29 0,0307 | 0,0233 0,0296 0,0370 | 0,0138 0,0550
p10 0,0582 | 0,0477 0,0571 0,0677 | 0,0328 0,0912
pll 0,0519 | 0,0422 0,0509 0,0602 | 0,0284 0,0837
pl2 0,0184 | 0,0127 0,0174 0,0232 | 0,0066 0,0372
pl3 0,0247 | 0,0180 0,0236 0,0302 | 0,0101 0,0459
pld 0,0611 | 0,0508 0,0601 0,0708 | 0,0346 0,0967

A Tabela (4.32) mostra o diagnéstico de convergéncia de Gelman e Rubin.

(4.31)
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Tabela (4.32). Diagndstico de convergéncia de Gelman e Rubin.
Parametros | Est. Pontual | Q. 97,5% | Parametros | Est. Pontual | Q. 97,5%
N 1,00 1,01 8 1,00 1,01
m 1,00 1,00 P9 1,00 1,00
p2 1,00 1,00 pl0 1,00 1,01
3 1,00 1,00 pll 1,00 1,01
pa 1,00 1,00 p12 1,00 1,00
P> 1,00 1,00 pl3 1,00 1,00
p6 1,00 1,00 pl4 1,00 1,01
o7 1,00 1,00
(4.32)
A Figura (4.33) o histograma marginal do tamanho populacional N.
Figura (4.33). Histograma marginal do tamanho populacional N.
E —_—
;. -
(4.33)

Freg e igy

a0
1

NFINA L

Considerando o modelo hierarquico para o tamanho populacional

Agora consideraremos o caso de probabilidades diferentes onde fizemos um estudo

de simulacao considerando um modelo hierdrquico onde atribuimos uma distribuicao a

priori de Poisson de pardmetro A para o tamanho populacional N . Para A\ atribuimos
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uma distribui¢ao a priori nao informativa Gama de parametros conhecidos a = 0,002 e
b = 0,002. Para o vetor de probabilidades de captura p = (pl, p2, ..., pl4) atribuimos uma
distribuicao a priori nao informativa Beta com pardmetros a =1 e § = 1. Os resultados
a posteriori estao a seguir.

Foram geradas duas cadeias paralelas de 70000 iteragoes descartando as primeiras
20000 e considerando um salto de tamanho 10, construindo assim uma amostra final de
tamanho 5000 da distribuicdo a posteriori conjunta de N, A e p = (p1,p2, ..., p14)- A

Tabela (4.34) mostra os resultados a posteriori das estimativas.

Tabela (4.34). Sumadrio a posteriori dos estimativas.
Parametros | Média a posteriori | Intervalo Cred. (95%)
N 327 253 428
A 327 245 436
P 0,0341 0,0163  0,0589
P2 0, 0866 0,0527 0,1289
p3 0,0554 0,0311 0,0870
p4 0,0247 0,0104 0, 0456
5 0,0062 0,0007  0,0179 @3
p6 0,0186 0,0067 0,0373
p7 0,0215 0,0083 0, 0406
P8 0, 0497 0,0264  0,0795
P9 0, 0306 0,0143 0,0545
pl10 0,0587 0,0327 0,0929
pll 0,0527 0,0200  0,0844
p12 0,0186 0,0066  0,0374
pl3 0,0247 0,0104 0, 0460
pl4 0,0617 0,0350 0,0961

Podemos observar pela Tabela (4.34) que nao hé diferengas significativas nas
estimativas em relacdo a Tabela (4.31).
Quando usamos uma estrutura hierdrquica para o tamanho populacional N, a

saber distribuicao de Poisson de parametro A onde A tem distribuicao a priori Gama de
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parametros (a,b) conhecidos (" Poisson-Gama", ver George e Robert (1992)) onde (a, b)
sao de tal sorte que Gama seja nao informativa (a = 0,002 e b = 0,002 por exemplo),
entao temos estimativas equivalentes ao modelo com priori nao informativa de Jeffreys
para N.

A Figura (4.35) mostra o histograma marginal do tamanho populacional N.

Figura (4.35). Histograma marginal do tamanho populacional N.

B (4.35)

Fegeny




Capitulo 5

Uma reparametrizacao para a

probabilidade de captura

5.1 Introducao

Nesta Secao apresentaremos uma alternativa de reparametrizagao para o vetor
de probabilidades de captura p = (p1, p2, ..., Ds) » (s > 2), no modelo usado por Castledine
(1981), através de uma estrutura hierdrquica. Faremos um estudo de simulac¢ao abordando
o efeito desta reparametrizagao nas estimativas a posteriori dos parametros com diferen-
tes probabilidades e verificaremos se hd alguma vantagem em uséd-la e em quais casos

especificos.

5.2 Modelo estatistico e funcao de verossimilhanca

Nesta Se¢ao determinaremos a fungao de verossimilhanca para o modelo utilizado
por Castledine (1981) com probabilidades de captura reparametrizadas. Recordemos que

a funcdo de verossimilhanga de N e p, L(NV,p |D) estudada no Capitulo 3 é dada por

Lvp o) o (7 )Hp (1= p)N . (5.1)

Reescrevendo a probabilidade de captura como
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_exp{n}
L+ exp {n;}

A motivacao para essa reparametrizacao é o uso de um parametro que tenha

j=1,2,..s. (5.2)

Dj

seu espago paramétrico na reta real, isto ¢, safmos da situagao onde p tem seu espaco
paramétrico no intervalo [0,1] e adotamos 1 que tem seu espago paramétrico na reta
(—o0 << 00).

Temos a funcao de ligacao

log( Pi ):nj,—oo<77j<oo,j:1,2,...,s.
1 —p,

Temos a funcao de verossimilhanga reparametrizada como

(VY 7 exp{nm;}
L{¥.m|D) <7”) =1 [1+exp {nj}]N. 53)

5.3 Distribuicao a posterior:

Para a implementacao de um modelo bayesiano hierdrquico adotaremos para o

primeiro estagio as seguintes distribuigoes a priori:

T(N)O(N_l,anN(,u,O'Q), j=1,2,..s, (5.4)

onde N (11, 0?) denota uma distribui¢cao normal com média u e varidncia o2. Para

o segundo estdgio temos:

p~ N (a,b%),0* ~1IG (c,d). (5.5)

Com p e o independentes onde N (a,b*) denota uma distribui¢ao normal com

média a e variancia b? e IG (¢, d) denota uma distribuigao gama inversa com média % e

d2

variancia e ¢~ 2. (a, b, ¢ e d hiperparametros conhecidos).

Temos entao a seguinte distribuicdo a posteriori conjunta de N, n = {1,149, ..., 1},

ft, 0
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e s Ol ol e

1 1 9 2y~(e+D) —d 1
X\/WGXP{_Q_ZQQ(H_G)}X(U) pol Rl

As distribuigoes condicionais necessédrias para o algoritmo Gibbs Sampling (ver

por exemplo, Geman e Geman, 1984 e Gelfand e Smith, 1990) conjuntamente com o

algoritmo de Metropolis Hastings a partir de (5.6) sdo dadas a seguir.

2

(1). A distribuicao condicional de N — r, dados n = {ny,7y,...,7,}, i, 0 e os dados é

dada por

S

1
N_T|n’“702»DNBN{T’1_H{1+eﬂj}}' (5.7)
j=1

(2). A distribuicao condicional i, dados N, yu, 02 e os dados é dada por

1 eXP 157 .
n; | N,p, 0%, D exp{—@ (n; —M)Q} X 1 —I—ex{p E;EN, j=12,..,s  (5.8)
J

(3). A distribuicao condicional de u, dados N, n = {n;,7y,...,n,}, 0% e os dados é dada

por

b? inj +0%a

Nno2D~N| =t
Ny, o7, sb2 +02 7 sh? + o2

sb?o?

(5.9)

(4). A distribui¢ao condicional de o2, dados N, 7 = {ny,ms,...,n,}, pt € os dados é dada

por

2
02|N,n,u,D~IG(f+c,Zu+d). (5.10)
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5.4 Estudo de simulacao com a reparametrizacao da
probabilidade de captura

Com o objetivo de analisar e comparar a eficiéncia das estimativas a posteriori
dos parametros N e p = (p1, pa, ..., ps) através da reparametrizagdo das probabilidades de
captura, foi realizado um estudo de simulagao com s = 6 épocas de captura, supondo uma
populagao de tamanho N = 5000 considerando o modelo original utilizado por Castledine
(1981) e considerando o modelo com a probabilidade reparametrizada.

Foram considerados 24 casos de probabilidades de captura. Como escrevemos
exp(n])
valor da estatistica 7, como é apresentada na Tabela (5.11).

pj = 7 =1,2,....6, temos entao que para cada valor de p um valor de n e um
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Tabela (5.11). Simulagoes com diferentes valores de p.
Tamanho populacional | Prob. Captura | Reparametrizacio | Estatistica
N P n r

5000 0,005 —5,2933 134

5000 0,01 —4,5951 275

5000 0,02 ~3,8018 521

5000 0,03 —3,4761 874

5000 0,04 —3,1781 1124
5000 0,05 —2,9444 1336
5000 0,10 —2,1972 2319
5000 0,15 —1,7346 3111
5000 0,20 —1,3863 3626
5000 0,25 —1,0986 4145
5000 0,30 —0,8473 4343
5000 0,35 —0,6190 4556
5000 0,40 —0,4055 4713
5000 0,45 —0,2007 4907
5000 0,50 0 4969
5000 0,55 0,2007 4910
5000 0,60 0,4055 5000
5000 0,65 0,6190 5000
5000 0,70 0,8473 5000
5000 0,75 1,0986 5000
5000 0,80 1, 3863 5000
5000 0,85 1,7346 5000
5000 0,90 2,1972 5000
5000 0,95 2,9444 5000

(5.11)

S S
Lembremos que a estatistica » é dada por r = 5 n; — g m;, ou seja, & o

=1

J=1
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nimero de animais distintos marcados na populacao durante todo o processo de captura-

recaptura. Podemos observar pela Tabela (5.11) que 1 é simétrico em torno de zero e que

a partir da probabilidade p = 0,60 ja houve a saturacao da populagao, isto é, todos os
S S

animais foram marcados, r = Z n; — Z m; = N.
j=1 j=1
As tabelas (5.12) e (5.13) mostra os resultados a posteriori do tamanho popula-

cional N e das probabilidades de captura segundo o modelo I e o modelo II a saber.

Modelo I. Modelo original de captura-recaptura multipla utilizado por Castledine (1981)
onde temos os parametros N e o vetor de probabilidades p = (p1,p2, ..., ps) . Uti-
lizamos uma distribui¢do a priori nao informativa para p; ~ Beta(1,1), j =

1,2,...,s, e Jeffreys (7 (N) oc N~!) para o tamanho populacional N.

Modelo II. Modelo de captura-recaptura utilizado por Castledine (1981) com repara-
metrizagao das probabilidades de captura. Neste modelo com estrutura hierdrquica
temos os pardmetros N e n;, j = 1,2,...,s. usamos a priori de Jeffreys (7 (N) o
N~1) para o tamanho populacional N e uma distribuigdo a priori Normal com

média centrada em zero e varidncia o? = 1000 para ny, J =1,2,...,s. Para cada

exp{n; }

iteracao das cadeias recuperamos os valores de p; = Trexp{n,}
expA 1;

afim de compararmos

as probabilidades de captura com o Modelo 1.

Para cada um dos 24 casos considerados na Tabela (5.11) para o modelo I, foram
geradas duas cadeias de 40000 iteragoes descartando as primeiras 20000 como "burn-in"e
um salto de tamanho 20 resultando numa amostra final de tamanho 1000 de distribuicao a
posteriort conjunta. Para cada um dos 24 casos do modelo II foram geradas duas cadeias
de 70000 iteragoes descartando as primeiras 20000 como "burn-in"e um salto de tamanho
50 resultando numa amostra final de tamanho 1000 da distribuicao a posteriori conjunta.

As Tabelas (5.12) e (5.13) mostram os resumos a posteriori dos parametros dos

modelos I e II respectivamente.
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Tabela (5.12). Resumos a posteriori referentes ao modelo 1.
Prob. | r | E(N|D)|1C.(95%)de N | E(p|D) | 1.C.(95%) de p
0,005 | 134 40075 2014 220930 0,0031 | 0,0001 0,0117
0,01 | 275 5487 2717 10602 0,0106 | 0,0047 0,0190
0,02 | 521 4571 3314 6379 0,0226 | 0,0157 0,0305
0,03 | 874 7330 5547 9704 0,0210 | 0,0155 0,0203
0,04 | 1124 5130 4332 6087 0,0391 | 0,0324 0,0464
0,05 | 1336 5233 4579 5963 0,0487 | 0,0422 0,0559
0,10 | 2319 4883 4614 5176 0,1038 | 0,0969 0,1108
0,15 | 3111 5049 4873 5229 0,1497 | 0,1430 0,1563
0,20 | 3626 5083 4958 5209 0,1966 | 0,1902 0,2034
0,25 | 4145 5003 4917 5091 0,2495 | 0,2430 0,2564
0,30 | 4343 5020 4956 5086 0,2983 | 0,2918 0,3047
0,35 | 4556 5032 4986 5080 0,3485 | 0,3422 0,3549
0,40 | 4713 5024 4991 5059 0,3988 | 0,3928 0,4053
0,45 | 4907 5021 4995 5048 0,4488 | 0,4428 0,4549
0,50 | 4969 5010 4992 5028 0,4996 | 0,4936 0,5057
0,55 | 4910 4987 4975 5001 0,5508 | 0,5449 0,5567
0,60 | 5000 4988 4980 4998 0,6007 | 0,5949 0,6061
0,65 | 5000 5009 5004 5016 0,6504 | 0,6449 0,6558
0,70 | 5000 5004 5000 5008 0,7000 | 0,6947 0,7052
0,75 | 5000 5001 5000 5004 0,7501 | 0,7453 0, 7550
0,80 | 5000 5000 5000 5002 0,7986 | 0,7941 0,8030
0,85 | 5000 5000 5000 5001 0,8487 | 0,8447 0,8528
0,90 | 5000 5000 5000 5000 0,8985 | 0,8951 0,9019
0,95 | 5000 5000 5000 5000 0,9487 | 0,9461 0,9511

(5.12)

A Tabela (5.12) mostra que as estimativas a posteriori dos parametros N e p

sao satisfatérias quando p > 0,04. Nas situacoes onde p < 0,04, o tamanho populacio-

nal foi superestimado. Como jia mencioado anteriormente, isso ocorre devido ao fato da
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probabilidade de captura ser pequena resultando numa estatistica r pequena, isto é, ha

falta de dados (

j=1

jmjuo).

Tabela (5.13). Resumos a posteriori referentes ao modelo II.

Prob | r | E(N|D)|LC.(95%)de N | E(n| D) 1.C.(95%) de n P

0,005 | 134 136121 | 2009 478402 | —6,3809 | —9,8336 —4,4520 | 0,0032
0,01 | 275 5405 2544 11604 | —4,7065 | —5,5738 —3,9861 | 0,0097
0,02 | 521 5768 3757 8727 —3,8813 | —4,3664 —3,4231 | 0,0208
0,03 | 874 4508 3713 5506 —3,3431 | —3,6044 —3,0944 | 0,0344
0,04 | 1124 4611 3996 5386 —3,0779 | —3,2927 —2,8656 | 0,0442
0,05 | 1336 4787 4225 5457 —3,0210 | —3,2173 —2,8340 | 0,0467
0,10 | 2319 4886 4608 5212 —2,2651 | —2,3838 —2,1432 | 0,0942
0,15 | 3111 4957 4782 5132 —1,7026 | —1,7932 —1,6173 | 0,1542
0,20 | 3626 4835 4728 4947 —1,4155 | —1,4868 —1,3375 | 0,1954
0,25 | 4145 5069 4983 5151 —1,1011 | —1,1694 —1,0351 | 0,2496
0,30 | 4343 4894 4833 4954 —0,8787 | —0,9392 —0,8147 | 0,2935
0,35 | 4556 4910 4868 4954 —0,6519 | —0,7130 —0,5928 | 0,3426
0,40 | 4713 4933 4902 4968 —0,4414 | —0,4963 —0,3869 | 0,3914
0,45 | 4907 5054 5028 5080 —0,2034 | —0,2597 —0,1457 | 0,4493
0,50 | 4969 5053 5034 5072 —0,0072 | —0,0615 0,0490 | 0,4982
0,55 | 4910 4948 4936 4961 0,2089 0,1543  0,2634 | 0,5520
0,60 | 5000 5022 5012 5032 0,4065 0,3508  0,4603 | 0,6002
0,65 | 5000 5010 5004 5017 0,6112 0,5519  0,6680 | 0,6112
0,70 | 5000 5004 5000 5004 0,8537 0,7945  0,9119 | 0,7013
0,75 | 5000 5001 5000 5004 1,1374 1,0685 1,2041 | 0,7572
0,80 | 5000 5000 5000 5002 1,3784 1,3098 1,4482 | 0,7987
0,85 | 5000 5000 5000 5001 1,7264 1,6510 1,8050 | 0,8489
0,90 | 5000 5000 5000 5000 2,1844 2,0908  2,2748 | 0,8988
0,95 | 5000 5000 5000 5000 2,9256 2,8033  3,0581 | 0,9490

(5.13)
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De acordo com a Tabela (5.13) as estimativas a posteriori sao satisfatérias quando

p > 0,03. Notemos que o IC(95%) de n contém o zero no intervalo quando p = 0, 50 pois

exp(0)
1+exp(0)

=0, 50.

A Figura (5.14) mostra graficamente o comportamento das estimativas do tamanho

populacional N segundo ambos os modelos:

Figura (5.14). Comportamento das estimativas de N para ambos os modelos.
Modelo I Modelo II
S| N 0
%ﬂll. ;:- -7 %ﬂll. |r.~'f'-
E i E a7
Eulm alma dr H Lida LCJI5X] Eulm alma drH Lida LCJI5X]
L5.da LCJI5X] Yerdadrim H L5.da LCJI5X] Yerdadrim H

(5.14)

Podemos observar através da Figura (5.15) que com relagao a probabilidade de

captura, nao hé diferenca entre o modelo I e o modelo II.

Figura (5.15). Comportamento das estimativas de p para ambos os modelos.
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(5.15)

Quando temos um nimero muito pequeno de animais marcados observados, o
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modelo reparametrizado fornece estimativas melhores para o tamanho populacional N.
S
A medida que E m; aumenta e, consequentemente, r também aumenta, entao nao ha

j=1
diferencas entre modelo I e o modelo II.

5.5 Aplicacao com dados reais

Nesta Secao vamos aplicar o modelo bayesiano hierdrquico com a reparametriza-
¢ao da probabilidade de captura estudada na Se¢ao anterior aos dados reais de captura-

recaptura, segundo a Tabela (5.16):

Tabela (5.16).Dados reais de captura-recaptura.

Peixes (Sunfish) capturados no Lago Gordy, Indiana (USA).

1 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
n, 10 27 17 7 1 5 6 15 9 18 16 5 7 19
m; 0 0O O O O 0 2 1 5 5 4 2 2 3
M, 0 10 37 54 61 62 67 71 8 89 102 114 117 122

(5.16)

A andlise foi feita considerando a situagao onde as probabilidades de captura
sao iguais e a situacao onde as probabilidades de captura sao diferentes. Foram geradas
2 cadeias de 70000 iteracoes onde foram descartadas as 20000 primeiras iteragoes como
"burn-in"e adotando um salto de tamanho 50 resultando numa amostra final de tamanho
1000 da distribuicao a posterior: conjunta.

Adotamos as seguintes distribuicées a prior: nao informativas

7(N)oc NI, N=1,2, ...

n~ N (p0%);
p~ N (0,1000);
02 ~1/G(1,1).

Considerando as probabilidades de capturas iguais

A Tabela (5.17) mostra as estimativas a posteriori dos parametros considerando



5. UMA REPARAMETRIZAGCAO PARA A PROBABILIDADE DE CAPTURA

58

a situacao onde as probabilidades de captura sao iguais.

Tabela (5.17). Estimativas a posteriori dos parametros.

Parametro

Média a posteriori

Intervalo Cred.(95%)

N

n
p

477
—3,6798
0, 0250

343 631
—4,0770 | —3,3188
0,0167 0, 0349

(5.17)

A Tabela (5.18) mostra o diagnéstico de convergéncia de Gelman e Rubin para as

cadeias. Podemos observar a convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling conjuntamente

com o algoritmo de Metropolis Hastings utilizados para a obtencao das estimativas a

posteriori.

Tabela (5.18). Diagnéstico de convergéncia de Gelman e Rubin.

Parametro | Estimativa Pontual Quantil de 97,5%
N 1,00 1,02
n 1,00 1,03
p 1,00 1,03

densidades de 7 e p.

(5.18)

A Figura (5.19) mostra o histograma marginal do tamanho populacional N e as

Tabela (5.19). Histograma marginal de N e densidades de 7 e p.

im

3 ‘W Im

N

Ui

p

(5.19)
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Considerando as probabilidades de capturas diferentes

A Tabela (5.20) mostra as estimativas a posteriori dos parametros considerando

a situacao onde as probabilidades de captura sao diferentes.

Tabela (5.20). Estimativas a posteriori dos parametros.
Parametro | Média a posteriori | Intervalo Cred.(95%)
N 465 328 666
Un —3,8417 —4,5585  —3,1776
P —2,8596 —3,4017 —2,3134
N3 —3,3337 —3,9690 —2,7414
Ny —4,1332 —4,9448 —3,4318
M5 —5,0438 —6,3431 —4,0743

N —4,3699 —5, 2460 —3,95913 (5.20)
M7 —4,2543 —5,1125 —3,5033
B —3,4614 —4,1220 —2,8613
Ny —3,9363 —4,6698 —3,2976
10 —3,2725 —3,8794 —2,7043
M1 —3,4011 —4,0367 —2,8065
D) —4,3795 —5,2190 —3,6232
M3 —4,1313 —4,9380 —3,4013
114 —3,2286 —3, 8177 —2,6762

Notamos pela Tabela (5.20) que as estimativas a posteriori do tamanho popu-
lacional foi um pouco menor que a estimativa obtida considerando as probabilidade de
captura iguais conforme Tabela (5.17). Com o objetivo de analisar as probabilidades

de captura em fungao de 7;, j = 1,2, ..., s, recuperamos os valores de p;, j = 1,2,...; s,
exp(17;)

1+exp(7’7}) ’

A Tabela (5.21) mostra as estimativas a posteriori das probabilidades de captura

fazendo p; =

em fungao de n;, j =1,2,...;s.
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Tabela (5.21). Estimativas a posteriori das probabilidades.

Parametro

Média a posteriori

Intervalo Cred.(95%)

b1
P2
Pp3
2
Ps
Pe
pr
Ps
P9
P1o
P11
P12
P13

D14

0,0223
0, 0560
0,0359
0,0169
0,0074
0,0135
0,0151
0,0318
0,0203
0,0380
0,0337
0,0134
0,0169
0,0396

0,0104 0, 0400
0,0322 0, 0900
0,0185 0, 0606
0,0071 0,0313
0,0018 0,0167
0, 0052 0,0268
0, 0060 0,0292
0,0160 0,0541
0,0093 0,0357
0, 0202 0, 0627
0,0174 0,0570
0, 0054 0, 0260
0,0071 0,0323
0,0215 0, 0644

(5.21)

A Tabela (5.22) mostra o diagnéstico de convergéncia de Gelman e Rubin. Os

valores obtidos confirmam a convergéncia dos algoritmos de Gibbs Sampling conjunta-

mente com o algoritmo de Metropolis Hastings utilizados para a obtencao das estimativas

a posteriori.

A Figura (5.23) mostra o histograma marginal do tamanho populacional N.
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Tabela (5.22). Diagndéstico de convergéncia de Gelman e Rubin.
Parametro | Est.P. | Q.97,5% | Parametro | Est.P. | Q.97,5%
N 1,00 | 1,02 P 1,00 1,00
m 1,00 | 1,00 D2 1,00 1,01
s 1,00 | 1,01 Ds 1,00 1,01
s 1,00 | 1,01 Pa 1,01 1,05
N 1,01 | 1,04 Ds 1,00 1,01
M5 1,00 1,00 De 1,00 1,01
Ne 1,00 1,01 D7 1,00 1,00
o 1,00 | 1,00 Ds 1,01 1,03
s 1,01 | 1,03 Do 1,00 1,00
o 1,00 | 1,00 P10 1,00 1,00
o 1,00 | 1,00 o 1,00 1,00
. 1,00 | 1,00 P12 1,00 1,00
Mo 1,00 1,00 D13 1,00 1,01
s 1,00 | 1,00 Pia 1,00 1,01
s 1,00 | 1,01
Figura (5.23). Histograma marginal de N.
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(5.22)

(5.23)



Capitulo 6

Insercao de Covariaveis na

probabilidade de captura

6.1 Introducao

Neste Capitulo inserimos covaridveis nas probabilidades de captura para tornar
o modelo de captura-recaptura utilizado por Castledine (1981) mais realistico. Muitos
autores vem demonstrando interesse neste aspecto, em especial, na andlise bayesiana de
modelos de captura-recaptura com variagao das probabilidades de captura nas épocas de
amostragem e nas diferentes respostas (reacoes) de cada animal (ver por exemplo Pollock

(1974), Otis et al. (1978), Wang (2002)).

6.2 Modelo estatistico e funcao de verossimilhanca

Nesta Se¢ao determinaremos a fungao de verossimilhanca para o modelo utilizado
por Castledine (1981) com a presenca de covaridveis, reescrevendo a probabilidade de

captura como

_ exXp {51961@' + BoTai + ... + 5,)%@'}
1+ exp {8121, + Boai + .. + Bytpi }

i=1,2..,N. (6.1)

i

onde:

p; € a probabilidade do i-ésimo animal ser capturado em qualquer uma das s
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épocas de captura (s >2)ei=1,2,..., N.
B1; Ba; -y By, 530 0s coeficientes associados as covaridveis x1, Ty, ..., T, respectiva-
mente.

Temos entao a funcao de ligacao

log ( pip) = Bi@u + Baxai + ... + B,Tpi, com

—00 < (613711' + Bot2i + ... +ﬁpib‘pi) <oo,1=1,2,...,N.

Lembremos que a funcao de verossimilhanca para o modelo de captura-recaptura

utilizado por Castledine (1981) estudada no Capitulo 3 é dada por

L(N.p |D) ( )Hp (1= p)™ . (6.2)

Podemos observar que o modelo de captura-recaptura é dado em funcao das s
épocas de captura (s > 2), onde p; é a probabilidade de qualquer animal ser capturado na
j-ésima época de captura, j = 1,2, ..., s. Como estamos propondo a insercao de covaridveis

associadas ao animal faremos

exp {Blfl + B5To + ... + Bpfp}
1+exp{B,T1+ BoyT2 + .. + 8,7}

=1,2,...,s. (6.3)

b =

onde
pj : € a probabilidade de qualquer animal ser capturado na j-ésima época de

captura, j =1,2,...; s
N

T = % g x1; - ¢ a média dos N valores da covaridvel x; associada a populacao

i=1
de tamanho N. N

Ty = % g To; : ¢ a média dos N valores da covaridvel x5 associada a populagao

i=1
de tamanho N.

N

Ty = % g Tp; ¢ € a média dos N valores da covaridvel x, associada a populagao

i=1
de tamanho N.

Entao, aplicando (6.3) na fungao de verossimilhanca dada em (6.2), temos a nova
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fungao de verossimilhanga para os pardmetros N, 3, 3, ..., 8, dada por

s (65151+52§2+---+ﬂp§p)nj

N
L<N, 61’ 62’ Y Bp|D) > (T‘) H (1 + 65151+ﬁ252+...+5p5p)]v ) (64)

J=1

6.3 Modelo com presenca de uma covariavel

Nesta Secao adotaremos o modelo Bayesiano hierdrquico de captura-recaptura
com presenca de uma varidvel quantitativa. Adotaremos uma covaridvel quantitativa
X denotando o tamanho (em unidades de comprimento) do animal. Logo, a funcao de

verossimilhanca é dada por

851;95]) j

6.5
+ 651]% ( )

sv.so) o (7 )H

]:1
Onde
T; : ¢ amédia dos tamanhos (em unidades de comprimento) dos animais captura-
dos na j-ésima época, 7 =1,2,....5 e
f1; € o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média T; dos
animais, j =1,2,...;s

Adotaremos as seguintes distribuigoes a prior: para o modelo Bayesiano hierarquico

7(N)x N7\, N=1,2,3, ...

Bij~ N (g,03) .5 =1,2,...s
5~ N (a,b)

0%~ IG (c,d)

(6.6)

com a, b, ¢, d hiperparametros conhecidos.
Logo, combinando a fungao de verossimilhanca dada em (6.5) com as distribuigoes

a priori dadas em (6.6), temos a seguinte distribuicao a posteriori conjunta de N, B, =

(61176127 '--,/815), [/JB, U% dado os dados
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™ (Na/Blalu,B7U%’ ’ D) X (67)

N\ + (651]-@-)"1 1 1 9
— X exps —= (81, —
(7')]1_[1 (1—1-65”%')]\[ \/ 2705 { 2075 By =14 }

ot exp{_i(ﬂ _a)Q}x(UQ)-““)exp L
ez 20 7 ’ (03) ] N

As distribuigoes condicionais necessarias para o algoritmo Gibbs Sampling e para

o algoritmo de Metropolis Hastings a partir de (6.7) sao dadas a seguir

(1). A distribuigao condicional de N —r dado B, = {1, B1a, .-, B1s}» t15, 05 € os dados
¢ dada por:

S

1
N—T|/317/’L570%7DNBN(T,l_Hm>. (68)

Jj=1

(2). A distribuicao condicional de 3,;, j = 1,2, ..., s, dado N, pug, 0% e os dados ¢é dada

por:

2 1 2 (eﬁlﬁj)nj .
™ (51]' | N, M,Bao-ﬁaD) X exp —@ (Blj — Mg) X ( j=1,2,....s. (6.9)

1+ eﬁlﬁj)N’

(3). A distribuicao condicional de pz dado N, B) = {81y, 81, .., P15}, 0% e os dados ¢
dada por:

bzﬁlj -+ O—%G

j=1 98
2 ) 2
sb+05 sb—l—aﬁ

:uB | N:Bluo-%’aD ~ N (610)

(4). A distribuicao condicional de O'% dado N, B, = {B11,B12, -, B1s}s g € os dados &
dada por:
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S 2
S (51'_,“5)
a%|N,B1,uﬁ,Do<IG<§+c,ZJT+d . (6.11)

j=1
6.3.1 Resultados de simulacao

Procedimento para a geracao dos dados populacionais

1. Foi gerado um valor da distribuigao N (0,1) para o parametro 5,. Como p =

exp{5; 7}
1+exp{B,7}’

tomamos o cuidado de gerar um valor negativo de (3; para obtermos probabilidades

sabemos que para —3 < ;7 < 3 temos 0,0474 < p < 0,9526. Entao

de captura abaixo de p = 0,50 e acima de p = 0,04 apenas com o objetivo de
nao resultar em muitas épocas ou poucas épocas de captura. Com o valor gerado
dividimos pela constante . O valor de ; usado para esse estudo de simulagao foi

8, = —0,02746531.

2. Supondo uma populacao de tamanho N = 5000, foram entao gerados 5000 valores
de uma distribui¢ao normal N (u, 0?) com e o2 valores arbitrérios, correspondentes

ao tamanho (em unidades de comprimento) do animal.

3. Para cada animal temos entdo associado um tamanho (em unidades de compri-
mento), isto é, o i-ésimo animal ficou associado ao i-ésimo tamanho X gerado,

onde X; ~ N (p,0?),i=1,2,...,5000.

4. Com o Beta gerado (8, = —0,02746531) e com as 5000 observacoes de X, fizemos

o — _exp{Byimi}
Pi = Texp{Byai}’

associado um tamanho (em unidades de comprimento) e, consequentemente, uma

1 = 1,2,...,5000. Entao, para cada um dos 5000 animais temos

probabilidade de captura. Esses valores foram "guardados"(geragdo da populagao)

para dar inicio ao processo de amostragem, isto €, as épocas de captura.

5000

5. Com as 5000 probabilidades da captura fizemos p = ﬁ Zpi. Com o valor de
i=1
p demos inicio ao processo de amostragem com s = 6 épocas de captura. Com

os valores amostrais (ni,na,...,ng) € (my, ma, ..., mg) obtivemos a estatistica r =

6 6
Jj=1 Jj=1
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6. Esse procedimento de geragao dos dados foi feito considerando cada um dos casos

abaixo.

Caso I. O i-ésimo animal tem tamanho X; <" N (40,25), i = 1,2, ..., 5000.

Caso II. O i-ésimo animal tem tamanho X; ‘%' N (60, 100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso III. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (80,100), i = 1,2, ...,5000.

Caso IV. O i-ésimo animal tem tamanho X; ‘<’ N (100, 100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso V. O i-ésimo animal tem tamanho X; ‘< N (120, 100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso VI. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (140, 100), i = 1,2, ..., 5000.

A Tabela (6.12) mostra as populagdes geradas considerando os casos I, IT e III. A

Tabela (6.13) mostra as populagdes geradas considerando os casos IV, V e VL.
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Tabela (6.12). Dados gerados para populagao considerando os Casos I, II e III.
Caso 1 Caso 11 Caso II1
X ~ N (40,25) X ~ N (60,100) X ~ N (80,100)
Animal  Tamanho Prob. Animal  Tamanho Prob. Animal  Tamanho Prob.
i (we)  Captura | i (we)  Captura | i (wc)  Captura
1 40 0, 2500 1 60 0,1614 1 80 0, 1000
2 38 0, 2604 2 58 0, 1690 2 78 0,1051
3 26 0, 3287 3 46 0, 2204 3 66 0, 1403
4 34 0,2822 4 54 0, 1850 4 74 0,1158
5 43 0,2349 5 63 0, 1505 5 83 0,0928
6 44 0, 2300 6 64 0,1471 6 84 0, 0905
7 28 0,3167 7 48 0,2111 7 68 0,1338
8 36 0,2712 8 56 0,1768 8 76 0,1103
9 24 0, 3409 9 44 0, 2300 9 64 0,1471
10 37 0,2658 | 10 57 0,1729 | 10 7 0,1077
4991 45 0,2251 | 4991 65 0,1437 | 4991 85 0, 0883
4992 45 0,2251 | 4992 65 0,1437 | 4992 85 0, 0883
4993 32 0,2934 | 4993 52 0,1934 | 4993 72 0,1216
4994 28 0,3167 | 4994 48 0,2111 | 4994 68 0,1338
4995 35 0,2766 | 4995 55 0,1809 | 4995 82 0,1131
4996 28 0,3167 | 4996 48 0,2111 | 4996 102 0,1338
4997 42 0,2398 | 4997 62 0,1541 | 4997 82 0,0952
4998 62 0,1541 | 4998 82 0,0952 | 4998 102 0,0572
4999 44 0,2300 | 4999 64 0,1471 | 4999 84 0, 0905
5000 40 0,2500 | 5000 60 0,1614 | 5000 80 0,0100

(6.12)
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sideradas segundo cada caso, adotando s = 6 épocas de captura.

Tabela (6.13). Dados gerados para populagao considerando os Casos IV, V e VL.
Caso IV Caso V Caso VI
X ~ N (100, 100) X ~ N (120, 100) X ~ N (140, 100)
Animal  Tamanho Prob. Animal  Tamanho Prob. Animal  Tamanho Prob.
i (we)  Captura | i (we)  Captura | i (wc)  Captura
1 100 0, 0603 1 120 0,0357 1 150 0,0161
2 98 0,0635 2 118 0,0377 2 153 0,0149
3 86 0,0861 3 106 0,0516 3 145 0,0184
4 94 0,0703 4 114 0,0418 4 145 0,0182
5 103 0, 0558 5 123 0, 0330 5 136 0,0234
6 104 0, 0544 6 124 0,0321 6 141 0, 0206
7 88 0,0819 7 108 0, 0490 7 137 0, 0226
8 96 0, 0668 8 116 0,0397 8 143 0,0196
9 84 0, 0905 9 104 0, 0544 9 150 0,0162
10 97 0,0651 | 10 117 0,0387 | 10 126 0, 0305
4991 105 0,0530 | 4991 125 0,0313 | 4991 153 0,0146
4992 105 0,0530 | 4992 125 0,0313 | 4992 142 0, 0200
4993 92 0,0740 | 4993 112 0,0441 | 4993 136 0,0232
4994 88 0,0819 | 4994 108 0,0490 | 4994 132 0,0258
4995 95 0,0685 | 4995 115 0,0408 | 4995 154 0,0144
4996 88 0,0819 | 4996 108 0,0490 | 4996 134 0,0247
4997 102 0,0572 | 4997 122 0,0339 | 4997 139 0,0217
4998 122 0,0339 | 4998 142 0,0198 | 4998 122 0,0339
4999 104 0,0544 | 4999 124 0,0321 | 4999 127 0,0298
5000 100 0,0603 | 5000 120 0,0357 | 5000 146 0,0180
(6.13)

A Tabela (6.14) mostra os dados amostrais gerados a partir das populagoes con-
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Tabela (6.14). Dados amostrais gerados a partir das populagdes consideradas.
Caso I Caso 11
N = 5000 e r = 4051 N = 5000 e r = 3239
iomgomy My () (B) (4o omy My (@) (By)
1 1278 0 0 37,57 0,2661 |1 833 O 0 57,24 0,1753
2 1278 334 1278 37,39 10,2672 |2 840 140 833 56,79 0,1770
3 1280 597 2222 37,75 0,2651 | 3 850 275 1533 57,85 0,1730
4 1260 772 2905 37,96 0,2643 |4 819 362 2108 57,68 0,1741
5 1209 841 3393 37,56 0,2663 |5 786 432 2565 57,70 0,1739
6 1254 964 3761 37,28 0,2676 |6 815 495 2919 56,89 0,1768
Caso II1 Caso IV
N = 5000 e r = 2333 N = 5000 e r = 1532
jongomy My (@) () |Jom o omy M (@) (By)
1 498 0 0 77,44 0,1092 |1 280 O 0 97,44  0,0664
2 510 55 498 76,47 0,1121 |2 313 26 280 96,10 0,0690
3 526 119 953 77,20 0,1100 | 3 327 46 567 97,28 0,0667
4 495 133 1360 77,67 0,1088 |4 289 58 848 97,10 0,0670
5 483 180 1722 77,38 10,1096 |5 284 59 1079 96,88 0,0673
6 516 208 2025 76,84 0,1109 |6 309 81 1304 96,21 0,0683
Caso V Caso VI
N = 5000 e r = 968 N = 5000 e r = 644
iomgoomy My (@) (B) |Jom o omy My (@) ()
1 161 0 0 117,58 0,0396 |1 118 0 0 136,18 0,0238
2 194 9 161 115,36 0,0422 | 2 128 2 118 137,51 0,0231
3 187 13 346 116,58 0,0405 |3 105 5 244 138,28 0,0226
4 166 24 520 116,54 0,0405 |4 123 6 344 136,64 0,0237
5 174 23 662 116,99 0,0400 |5 98 8 461 136,77 0,0236
6 18 30 813 116,59 0,0402 |6 110 17 551 137,90 0,0230

(6.14)
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Adotaremos as seguintes distribuigdes a priori nao informativas para o modelo

bayesiano hierdrquico

7(N)x N"UN=1,2, ...

Biy~ N (ps1,03) . j =1,2,....6.
ti51 ~ N (0,1000)

O'%» ~1/G(1,1)

Para cada caso considerado foram geradas duas cadeias de 100000 iteragoes descar-
tando as primeiras 25000 iteragoes como "burn-in"e considerando um salto de tamanho
25 resultando numa amostra final de tamanho 3000 da distribui¢ao a posteriori conjunta.

A Tabela (6.15) contém os valores populacionais do tamanho X (em unidades de
comprimento) para cada caso considerado bem como os valores populacionais das pro-
babilidades de captura em funcao da covaridvel X. Espera-se que os valores obtidos nas
estimativas a posteriori tanto para a média dos tamanhos (em unidades de comprimento)
de cada época bem como das probabilidades de captura de cada época em funcao de X

estejam préximos dos valores populacionais da Tabela abaixo.

Tabela (6.15). Valores populacionais de X e das probabilidades em fungao de X.
Coeficiente Média populacional | Média populacional da prob. captura
Casos: Gerado dos tamanhos em fungao da covariavel X
5000 5000
2 Fedn Dot | D= gty O pi onde p = (Emldel
i=1 i=1
Caso I | —0,02746531 39,96 0,2538
Caso II | —0,02746531 59, 96 0,1651
Caso III | —0,02746531 79,96 0,1029
Caso IV | —0,02746531 99,96 0,0623
Caso V | —0,02746531 119,96 0,0370
Caso VI | —0,02746531 139, 86 0,0218

(6.15)
Podemos notar na Tabela (6.15) a influéncia da covaridvel X, pois a medida que

o tamanho do animal aumenta, a probabilidade de captura diminui, isto é, quanto maior
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o animal menor é a sua capturabilidade.
As Tabelas (6.16), (6.18) e (6.20) mostram os resultados a posteriori para cada

caso considerado.
exp{ﬁljfj}
1+exp{51jfj} ’

os dados foi 8; = —0,02746531 entao podemos observar que para todos os seis casos

As estimativas de p = (p1,p2,...,ps) foram obtidas fazendo p; =

j = 1,2,...,s. Lembrando que o valor verdadeiro de (3; usado para gerar

considerados as estimativas de 3, = (8,1, 813, ---, f1,) foram satisfatorias.

Tabela (6.16). Resultados a posteriori para os casos I e II.
Caso I- X ~ N (40,25) Caso IT - X ~ N (60, 100)
Paamerro | Védia L.C. (95%) paramerro | Média I.C. (95%)

N 4848 4771 5028 N 4763 4626 5010
B | —0,0274 | —0,0292 —0,0255 | fBy; | —0,0271 | —0,0286 —0,0256
B | —0,0274 | —0,0292 —0,0256 | By, | —0,0272 | —0,0286 —0,0257
B3 | —0,0272 | —0,0290 —0,0254 | p[y3 | —0,0264 | —0,0278 —0,0250
By | —0,0276 | —0,0294 —0,0257 | fByy | —0,0272 | —0,0287 —0,0258
Bi1s | —0,0293 | —0,0311 —0,0275 | 345 | —0,0281 | —0,0295 —0,0267
B | —0,0282 | —0,0300 —0,0265 | B | —0,0277 | —0,0292 —0,0263
p1 0,2636 | 0,2505  0,2775 D1 0,1750 | 0,1630  0,1876
D2 0,2639 | 0,2509  0,2772 D2 0,1763 | 0,1645  0,1886
D3 0,2640 | 0,2509  0,2774 D3 0,1784 | 0,1666  0,1908
Pa 0,2599 | 0,2470  0,2735 D4 0,1721 | 0,1606  0,1843
Ds 0,2494 | 0,2371  0,2622 Ds 0,1652 | 0,1538  0,1767
De 0,2587 | 0,2461  0,2717 De 0,1712 | 0,1595  0,1833

(6.16)

A Figura (6.17) mostra o histograma marginal do tamanho populacional N para

os casos I e II.
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Figura (6.17). Histograma marginal de N para os casos I e II.
Caso I- X ~ N (40,25) Caso II - X ~ N (60, 100)
N i e
c -
i
. £
] _l{ _lﬂ_
(6.17)
Tabela (6.18). Resultados a posteriori para os casos III e IV.
Caso IIT - X ~ N (80,100) Caso IV - X ~ N (100, 100)
paramerro | Média I.C. (95%) parametro | Média I.C. (95%)
N 4784 4522 5069 N 4607 4166 5108
p11 | —0,0278 | —0,0293 —0,0263 | B,; | —0,0281 | —0,0297 —0,0264
B | —0,0278 | —0,0292 —0,0263 | B, | —0,0272 | —0,0289 —0,0256
B3 | —0,0271 | —0,0286 —0,0256 | B3 | —0,0264 | —0,0281 —0,0248
B | —0,0278 | —0,0293 —0,0263 | 3,4 | —0,0278 | —0,0295 —0,0262
B1s | —0,0283 | —0,0297 —0,0268 | (3,5 | —0,0281 | —0,0298 —0,0265
B | —0,0275 | —0,0290 —0,0261 | B | —0,0274 | —0,0290 —0,0258
2} 0,1042 | 0,0940  0,1152 2} 0,0610 | 0,0523  0,0707
P2 0,1067 | 0,0966  0,1177 D2 0,0681 | 0,0584  0,0785
D3 0,1100 | 0,0993  0,1214 D3 0,0712 | 0,0613  0,0823
D4 0,1035 | 0,0934  0,1145 Da 0,0630 | 0,0538  0,0729
Ds 0,1011 | 0,0912  0,1115 Ds 0,0619 | 0,0529  0,0714
Dé 0,1080 | 0,0975  0,1186 De 0,0673 | 0,0577  0,0774

(6.18)
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Figura (6.19). Histograma marginal de N para os casos III e IV.

1500
]

Caso IIT - X ~ N (80,100)

Caso IV - X ~ N (100, 100)

im0
1

- 2 | i
: i d g
B - 2 |
(6.19)
Tabela (6.20). Resultados a posteriori para os casos V e VL.
Caso V - X ~ N (120, 100) Caso VI - X ~ N (140, 100)
parametro | Média I.C. (95%) parametro | Média I.C. (95%)
N 4579 3832 5492 N 5081 3728 6894
B —0,0281 | —0,0302 —0,0261 | [y, —0,0274 | —0,0301 —0,0248
B —0,0270 | —0,0291 —0,0250 | [, —0,0265 | —0,0291 —0,0241
Bz | —0,0271 | —0,0291 —0,0251 | fis —0,0278 | —0,0304 —0,0253
B | —0,0281 | —0,0302 —0,0261 | B3, | —0,0270 | —0,0298 —0,0244
B1s —0,0276 | —0,0296 —0,0256 | ;5 —0,0286 | —0,0313 —0,0260
B | —0,0272 | —0,0293 —0,0251 | PB4 —0,0276 | —0,0302 —0,0250
P1 0,0355 | 0,0278  0,0443 D1 0,0238 | 0,0164 —0,0331
D2 0,0427 | 0,0337  0,0530 D2 0,0257 | 0,0181 0,0353
D3 0,0412 | 0,0325  0,0511 D3 0,0212 | 0,0147  0,0294
D4 0,0366 | 0,0288  0,0458 D4 0,0247 | 0,0168  0,0343
Ds 0,0383 | 0,0302  0,0474 Ds 0,0198 | 0,0137  0,0276
De 0,0407 | 0,0319  0,0508 De 0,0222 | 0,0153  0,0309

(6.20)
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Figura (6.21). Histograma marginal de N para os casos V e VI.
Caso V - X ~ N (120,100) Caso VI - X ~ N (140, 100)
:. 3 IR
g - .
o 71
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(6.21)
A Tabela (6.22) mostra o diagnéstico de convergéncia de Gelman e Rubin para

cada um dos casos considerados.
Os valores obtidos confirmam a convergéncia dos algoritmos de Gibbs Sampling
conjuntamente com o algoritmo de Metropolis Hastings utilizados para a obtencao das

estimativas a posteriori.
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Tabela (6.22). Diagnéstico de convergéncia para os casos considerados.

Caso 1 Caso 11 Caso II1 Caso IV Caso V Caso VI
Par. | eser  Qo75% | BseP QoOT5% | EstP  QO75% | Est.P  QO7T5% | BstP  QO7.5% | BstP  Q.O7.5%
N |1,00 1,01 [1,00 1,00 |1,00 1,01 |1,00 1,00 |1,00 1,02 | 1,00 1,00
p1 | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,02 | 1,00 1,00
p2 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,01 | 1,00 1,02 | 1,00 1,00
ps | 1,00 1,02 [1,00 1,01 |1,00 1,01 | 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,00
psy | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,02 | 1,00 1,00
ps | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,00 | 1,00 1,02 | 1,00 1,00
pe | 1,00 1,01 [1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,00 |1,01 1,02 | 1,00 1,00
gy | 1,00 1,00 [1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,03 | 1,00 1,00
By | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,01 | 1,01 1,03 | 1,00 1,00
By | 1,00 1,02 | 1,00 1,01 |1,00 1,01 | 1,00 1,00 | 1,00 1,01 [1,00 1,00
B, | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,00
Bs | 1,00 1,00 [ 1,00 1,00 | 1,00 1,01 | 1,00 1,00 | 1,00 1,02 | 1,00 1,00
Be | 1,00 1,01 | 1,00 1,00 |1,00 1,01 | 1,00 1,00 |1,01 1,02 |1,00 1,00

(6.22)

6.4 Modelo com presenca de duas covariaveis

Nesta Secao adotaremos o modelo Bayesiano de captura-recaptura com presenca
de duas covaridveis quantitativas. Adotaremos X denotando o tamanho (em unidades de
comprimento) do animal e Y denotando o peso (em unidades de peso) do animal. Logo,

a funcao de verossimilhanca é dada por

(6.23)

L(N,Bl,ﬂQID)cx<N) | [exp{nj (81,75 + B5,7;) }
7j=1

_ — N
" L+ exp {B1,T; + By, }]
Onde
T; : ¢ amédia dos tamanhos (em unidades de comprimento) dos animais captura-

dos na j-ésima época, 7 = 1,2, ..., s;
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B1; + € o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média T; dos
animais, j = 1,2, ..., s.

7; : ¢ amédia dos pesos (em unidades de peso) dos animais capturados na j-ésima
época, ] =1,2,...;s;

BQj : é o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média y; dos
animais, j = 1,2, ..., s.

Para o modelo Bayesiano hierdrquico adotaremos as seguintes distribuicoes a pri-

ori nao informativas

T(N)oc N7LN=1,2, ..
Bij~ N (1p1,0%) .7 =12, ...
Ba; ~ N (,%270%2) 7 =1,2,....8;
g ~ N (a,b); (6.24)
tgz ~ N (c,d);
0%1 ~1G (e, f);
0%2 ~ IG (g,h).
Com a, b, ¢, d, e, f, g e h hiperparAmetros conhecidos.
Combinando a fungao de verossimilhanga dada em (6.23) com as distribuigoes a

priori (6.24), temos a seguinte distribuicao a posteriori conjunta de N, B3, = {511, B12, ---, 15}

By = {Ba1: Bags s Bas} a1y K2 ‘7%17 0%2 dado os dados:

™ <N7/617/327:uﬁ17“ﬁ270%170%2 | D) (8 (6.25)
N> (Pt Bals) " 1 1 2
X exp{ —=—5 (B1; — 1)
(T H (]_ + eﬁljl',j+ﬁ2jyj)N /271.0.%1 20'%1 J
1 1 2 1 1 2
X————expR —— (By; — X—exp{—— U — Q }
27]_0%2 { 20%2< 27 62) } \/% 2b( B1 )
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As distribuigoes condicionais necessarias para o algoritmo Gibbs Sampling e para

o algoritmo de Metropolis Hastings a partir de (6.25) sdo dadas a seguir.

(1). A distribuigao condicional de N—r dados B, = {511, 5195 ---» 815} Ba = {821, Bogs - Bos }s

[i1, Ko, 0515 05y € 0s dados ¢ dada por:

S

1
N —r| /817/327M617:U’62,0%170%27D ~ BN (7”; 1 - H (1 n eﬁlﬂfrﬁzjyj)) : (6.26)

j=1

(2). A distribuicao condicional de 3,;, j = 1,2,...,s dados N, By = {8y, Bz, -, Bas},

[i1, fga, 0%y, 0%y € 08 dados € dada por:

™ (Blj ’ N, 52»#51aﬂ52,0%1a0é2>D) (6-27)
(ePrs™r)™

1
X exXpl —-— (61’_,“51)2 X — —>J=1,2,...,s.
QUﬁl J (1 + eﬁljv’cj+52jyj)

(3). A distribuicao condicional de 3,;, j = 1,2,...,s dados N, B; = {B11,B12, - P1s}>

[i51, [, 0%y, 0%y € 08 dados € dada por:

™ (52;‘ ’ N7/817M6171U’62,0%170%27D) (6-28)
! A ey
X exp {—ng (B2j - ,ugg) } X (1 N eﬁljfﬁﬁzﬂj)N’ 7=12 ..5.

(4). A distribuigao condicional de ju5 dados N, By = {811, B1a; - 815} B2 = {Ba1: Bags s Bas

[iga, 031, 05y € 0s dados é dada por:

bzﬁlj + O—%la

=1 _ob
sb + 0%1 " sbh+ 0%1

:U’ﬁl | N?/B17/827MB2,O-%’170-Z’27D ~ N (629)
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(5). A distribuigao condicional de pi5, dados N, B1 = {811, B1a, -, B1}, By =

[ig1, 031, 05y € 0s dados é dada por:

S
d Z /82] + U%QC
j=1 . 952
sd+o0%y, ' sd+03,

2 2
Hpo | NV, ﬁpﬁm#m,amaUﬁQaD ~ N

(6). A distribuigao condicional de 03, dados N, 8, = {1, 12, .-, B15}, B2 =

Hs1s Ha2s 0%2 e os dados é dada por:

(8 u
0%1 ‘ Naﬁl?B%ﬂﬁLﬂﬁg,O—%Q,D x IG ( Z Py Fpl) 51 + f

(7). A distribuigao condicional de 0%2 dados N, B, = {811, B12s -+ B1s}s Ba =

Hs1s Ha2s 0%1 e os dados é dada por:

2

s 2
S Baj — Hgs
0%2 ’ N>/61>/627M51,M5270%1,D x IG (5 + g; E M + h) ]
Jj=1

6.4.1 Resultados de simulagao

Procedimento para a geracao dos dados populacionais

{62175227 )

(6.30)

{62176227 [S)

(6.31)

{62176227 )

(6.32)

1. Foram gerados dois valores da distribuicao N (0, 1) para o parametro 3, e 35. Como

_ _exp{Biz+Byy}
p= L+exp{B,z+8y}’

sabemos que para —3 < (5,2 + [yy) < 3 temos 0,0474 < p <

0,9526. Entao tomamos o cuidado de gerar um valor negativo de (3, e para /3, para

obtermos probabilidades de captura abaixo de p = 0, 50 e acima de p = 0,04 apenas

com o objetivo de nao resultar em muitas épocas ou poucas épocas de captura. Com

os valores gerados de 3, e [, dividimos pela constante T e ¥ respectivamente. Os

valores de (3; e de 3, usados para esse estudo de simulacao foi 5, =

By = —0,02288775.

—0,01373265 e

625}?

525}7

525}7
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2. Supondo uma populacao de tamanho N = 5000, foram entao gerados 5000 valores de
uma distribui¢ao normal N (p1,0%) com i, e o3 valores arbitrdrios, correspondentes

ao tamanho X (em unidades de comprimento) do animal.

3. Foram gerados 5000 valores de uma distribuigdo normal N (py,03%) com p, e o3

valores arbitrarios, correspondentes ao peso Y (em unidades de peso) do animal.

4. Para cada animal temos entao associado um tamanho (em unidades de compri-
mento) e um peso (em unidades de peso), isto é, o i-ésimo animal ficou associado
ao i-ésimo tamanho X gerado e ao i-ésimo peso Y gerado, onde X; ~ N (u;,0%), e

Y; ~ N (jig,03%) com i = 1,2, ..., 5000.

5. Com os valores dos coeficientes Betas gerados (5, = —0, 01373265 e 3, = —0,02288775)

exp{B1zi+B8svi}
1+exp{B1xi+Bay:}’

¢t = 1,2,...,5000. Entao, para cada um dos 5000 animais temos associado um

e com as 5000 observagoes de X e 5000 observagoes de Y, fizemos p; =

tamanho (em unidades de comprimento), um peso (em unidades de peso) e, conse-
quentemente, uma probabilidade de captura. Esses valores gerados foram guardados
(populagao gerada) para dar inicio ao processo de amostragem, isto é, as épocas de

captura.

5000

6. Com as 5000 probabilidades da captura fizemos p = ﬁ Zpi. Com o valor de
i=1
p demos inicio ao processo de amostragem com s = 4 épocas de captura. Com

os valores amostrais (n1,ng,n3,n4) € (Mq, M2, m3, my) obtivemos a estatistica r =
4 4

E nj — E mj.

i=1 i=1

7. Esse procedimento de geragao dos dados foi feito considerando cada um dos casos

abaixo.

Caso I. O i-ésimo animal tem tamanho X; S N (40,25), e peso Y; S N (24, 16),
i=1,2,...,5000.

Caso IL. O i-ésimo animal tem tamanho X; <’ N (60,100), e peso Y; N (36,25),

i=1,2,...,5000.
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Caso III. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (80,100), e peso Y; N (48,100),
i=1,2,...,5000.

Caso IV. O i-ésimo animal tem tamanho X; ESY (100, 100), e peso Y; ESY (60, 100),
i=1,2,...,5000.

Caso V. O i-ésimo animal tem tamanho X, N (120,100), e peso Y; N (72,100),

i=1,2,...,5000.
Caso VL. O i-ésimo animal tem tamanho X; ‘&' N (140, 100), e peso Y; N (84,100),
i=1,2,...,5000.

Os dados gerados para a obtenc¢ao das populagoes, considerando cada caso, encontram-

se nas Tabelas (6.33), (6.34) e (6.35).
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Tabela (6.33). Dados gerados para populagao considerando os Casos I e II.
Caso I Caso 11
X : Tamanho X ~ N (40,25) X : Tamanho X ~ N (60,100)
Y :Peso Y ~ N (24,16) Y :Peso Y ~ N (36,16)
i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade | i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade
animal (u.c) (u.p)  de Captura | animal (u.c) (u.p)  de Captura

1 40 24 0, 2500 1 60 35 0,1645

2 26 14 0, 3368 2 46 25 0, 2308

3 43 27 0, 2300 3 63 40 0, 1442

4 28 16 0,3207 4 48 27 0, 2180

5 24 14 0, 3430 5 44 25 0,2357

6 51 32 0,1927 6 71 46 0,1163

7 38 25 0, 2509 7 58 40 0, 1529

8 47 28 0,2165 8 67 41 0, 1349

9 30 18 0,3049 9 50 29 0, 2058
10 49 30 0,2043 10 69 44 0,1241
4991 40 26 0,2415 4991 60 41 0, 1465
4992 42 27 0,2324 4992 62 41 0,1431
4993 35 24 0,2631 4993 55 40 0, 1583
4994 49 29 0,2081 4994 69 40 0,1343
4995 41 28 0, 2308 4995 61 46 0,1312
4996 50 27 0,2134 4996 70 33 0,1523
4997 23 12 0, 3565 4997 43 22 0, 2509
4998 28 13 0, 3358 4998 48 20 0, 2466
4999 54 34 0,1795 4999 74 48 0,1077
5000 40 28 0,2332 5000 60 45 0, 1354

(6.33)
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Tabela (6.34). Dados gerados para populagao considerando os Casos III e IV.
Caso II1 Caso IV
X : Tamanho X ~ N (80,100) X : Tamanho X ~ N (100,100)
Y :Peso Y ~ N (48,100) Y : Peso Y ~ N (60,100)
i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade | i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade
animal (u.c) (u.p)  de Captura | animal (u.c) (u.p)  de Captura

1 80 46 0,1042 1 100 58 0, 0629

2 66 34 0, 1565 2 86 46 0,0968

3 83 o4 0, 0850 3 103 66 0, 0509

4 68 37 0,1442 4 88 49 0, 0887

5 64 36 0,1541 5 84 48 0, 0952

6 91 62 0,0648 6 111 74 0, 0385

7 78 o7 0, 0850 7 98 69 0, 0509

8 87 53 0, 0826 8 107 65 0, 0494

9 70 40 0,1328 9 90 52 0,0812
10 89 58 0,0724 10 109 70 0,0431
4991 80 58 0,0812 4991 100 70 0, 0485
4992 82 56 0, 0826 4992 102 68 0, 0494
4993 75 59 0,0847 4993 95 71 0, 0507
4994 89 50 0, 0858 4994 109 62 0,0514
4995 81 67 0, 0662 4995 101 79 0,0393
4996 90 37 0,1108 4996 110 49 0,0671
4997 63 29 0,1782 4997 83 41 0,1112
4998 68 23 0,1884 4998 88 35 0,1182
4999 94 64 0,0598 4999 114 76 0, 0354
5000 80 66 0,0685 5000 100 78 0, 0408

(6.34)
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Tabela (6.35). Dados gerados para populagao considerando os Casos V e VI.
Caso V Caso VI
X : Tamanho X ~ N (120, 100) X : Tamanho X ~ N (140, 100)
Y :Peso Y ~ N (72,100) Y :Peso Y ~ N (84,100)
i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade | i-ésimo Tamanho Peso Probabilidade
animal (u.c) (u.p)  de Captura | animal (u.c) (u.p)  de Captura
1 120 70 0,0373 1 140 83 0,0214
2 106 58 0, 0582 2 126 73 0,0323
3 123 78 0,0301 3 143 88 0,0184
4 108 61 0,0532 4 128 75 0,0301
5 104 60 0,0572 5 124 73 0,0331
6 131 86 0,0226 6 151 94 0,0144
7 118 81 0,0301 7 138 88 0,0197
8 127 7 0,0291 8 147 89 0,0170
9 110 64 0,0485 9 130 7 0, 0280
10 129 82 0,0254 10 149 92 0,0155
4991 120 82 0, 0286 4991 140 89 0,0187
4992 122 80 0,0291 4992 142 89 0,0182
4993 115 83 0,0299 4993 135 88 0, 0205
4994 129 74 0,0303 4994 149 88 0,0170
4995 121 91 0,0231 4995 141 94 0,0165
4996 130 61 0,0399 4996 150 81 0,0196
4997 103 53 0,0674 4997 123 70 0, 0359
4998 108 47 0,0718 4998 128 68 0,0351
4999 134 88 0,0207 4999 154 96 0,0132
5000 120 90 0,0239 5000 140 93 0,0171

(6.35)



6. INSERCAO DE COVARIAVEIS NA PROBABILIDADE DE CAPTURA

85

A Tabela (6.36) mostra as amostras geradas para os casos I, II e III considerando

s = 4 épocas de captura.

Tabela (6.36). Amostras geradas para os casos I, II e III
Caso 1

N = 5000 e r = 3380
iomgoomy My (3) (7)) (7;)
1 1267 0 0 37,65 22,54 0, 2658
2 1255 332 1267 37,49 22,42 0, 2669
3 1243 552 2190 37,72 22,59 0,2656
4 1260 761 2881 38,03 22,77 0,2641

Caso 11

N = 5000 e r = 2506
iomgomy My (3) (7)) (7;)
1 845 0 0 57,00 33,64 0,1784
2 813 136 845 56,97 33,65 0,1788
3 788 268 1522 57,67 34,26 0,1753
4 813 349 2042 57,91 34,38 0,1749

Caso III

N =5000er=1714
iomgoomy o My (3) () (7;)
1 534 0 0 76,79 43,83 0,1179
2 516 69 534 76,85 43,64 0,1182
3 477 114 981 76,90 44,25 0,1170
4 514 144 1344 77,92 44,61 0,1151

(6.36)

A Tabela (6.37) mostra as amostras geradas para os casos IV, V e VI considerando

s = 4 épocas de captura.
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Tabela (6.37). Amostras geradas para os casos IV, V e VL.
Caso IV
N =5000er=1112
iong omy My (3) (7)) )
1 324 0 0 96,65 55,90 0,0719
2 329 28 324 96,81 55,38 0,0723
3 280 44 625 97,16 56,42 0,0712
4 304 53 861 97,38 56,08 0,0712
Caso V
N = 5000 e r = 686
jongomy My (@) () (7;)
1 193 0 0 116,46 68,15 0,0430
2 177 5 193 117,55 68,10 0,0422
3 167 13 365 117,12 68,68 0,0424
4 185 18 519 117,45 67,97 0,0424
Caso VI
N = 5000 e r = 400
iomgomy My (@) (7)) (;)
1 107 0 0 137,25 81,89 0,0237
2 98 2 107 138,36 82,22 0,0232
3 95 5 203 136,64 82,24 0,0238
4 115 8 293 137,49 81,62 0,0238

(6.37)

Para a obtencao das estimativas a posteriori dos parametros, adotaremos as

seguintes distribuicoes a prior: nao informativas
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7(N)oc N7UN=1,2, ...

Bij~ N (1p1,0%) .7 =1,234.
Baj ~ N (g9, 0%) . j =1,2,3,4.
trg ~ N (0,1000);

tig2 ~ N (0,1000) ;

U%l ~1/G(1,1);

0%2 ~1/G(1,1).

Para cada caso considerado foram geradas duas cadeias de 70000 iteracoes descar-
tando as primeiras 20000 iteragoes como "burn-in"e considerando um salto de tamanho
50 resultando numa amostra final de tamanho 1000 da distribuicao a posteriori conjunta.

A Tabela (6.38) contém os valores populacionais do tamanho X (em unidades
de comprimento) e os valores populacionais de Y (em unidades de peso) para cada caso
considerado bem como os valores populacionais das probabilidades de captura em funcao
das covaridveis X e Y.

Espera-se que os valores obtidos nas estimativas a posteriori tanto para a média
dos tamanhos (em unidades de comprimento) e dos pesos (em unidades de peso) de cada
época bem como das probabilidades de captura de cada época em fungao de X e Y estejam

préximos dos valores populacionais da Tabela abaixo.



6. INSERCAO DE COVARIAVEIS NA PROBABILIDADE DE CAPTURA 88

Tabela (6.38). Valores populacionais das probabilidades em fun¢ao de X e Y.

Coeficiente Média pop. | Média pop. | Média pop. da prob.
Casos: gerados dos tamanhos | dos pesos em funcao de X e Y
5000 5000
Z z; Z Yi 5000
_ i— — i— — 1
51 Bs =560 U="5600 P = 5000 Zpi’ onde
i=1

o eXp{ﬁ1$i+/82yi}
bi = 1+exp{Bizi+Bsyi}

Caso I | —0,0137 | —0,0229 39, 88 23,96 0, 2540
Caso II | —0,0137 | —0,0229 59, 88 36, 00 0, 1656
Caso III | —0,0137 | —0, 0229 79, 88 48,09 0, 1046
Caso IV | —0,0137 | —0, 0229 99, 88 60, 09 0,0635
Caso V | —0,0137 | —0,0229 | 119,88 72,09 0,0378
Caso VI | —0,0137 | —0,0229 | 139,88 84,00 0,0219

(6.38)
Podemos notar na Tabela (6.38) a influéncia das covaridveis X e Y, pois a medida
que o tamanho e o peso do animal aumenta, a probabilidade de captura diminui, isto é,

quanto maior e mais pesado o animal menor é a sua capturabilidade.

6.4.2 O problema da nao identificabilidade

Os parametros (coeficientes) B, = (811, B12; B13: f14) € By = (Ba1, Baas Bags Bos)

associados as covaridveis X e Y nao atingem a convergéncia e sao altamente correlaciona-
dos conforme mostra a Tabela (6.42). No entando, quando fazemos n = 3,7 + [,y para

cada uma das 70000 iteracoes das cadeias 1 e 2 entao 7 atinge a convergéncia, entao

_op(BiaBa7)  __exp(n)
P = Texp(B,7+8.5)  1texp(n)

também atinge a convergéncia juntamente com o tamanho
populacional N.

Portanto, quando implementamos o modelo bayesiano de captura-recaptura com
a insercao de covaridveis, nao é possivel determinar qual é a contribuicao de cada co-
varidvel para a estimacao do tamanho populacional N. O que é possivel é determinar a
contribuicao da quantidade n = 3,7 + (5,5 no modelo.

Observagao: Com relacao ao algoritmo de Gibbs Sampling e Metropolis Hastings,
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todos os estudos de simulagao foram atribuidos valores iniciais ("chutes iniciais") diferen-

tes e discrepantes para cada uma das cadeias e atribuimos sementes ("seeds") diferentes

para as cadeias. Os coeficientes nao atingem a convergéncia enquanto que o pardmetro

n = 1T + B5y sempre atinge a convergéncia.

As Tabelas (6.39), (6.40) e (6.41) mostram as estimativas a posteriori para os seis

casos considerados.

Tabela (6.39). Resultados a posteriori para os casos I e II.
Caso 1 Caso II
X : Tamanho X ~ N (40,25) X : Tamanho X ~ N (60,100)
Y :Peso Y ~ N (24,16) Y :Peso Y ~ N (36,16)
Parametro  Média L.C. (95%) Parametro  Média I.C. (95%)

N 4821 4682 5061 N 4710 4461 5065
B —0,0245 —0,0671 0,0091 By —0,0114 —0,0445 0,0352
B —0,0244 —0,0494 —0,0046 | B,  —0,0073 —0,0423 0,0387
Bz —0,0129 —0,0338 0,0054 Bz —0,0073 —0,0390 0,0326
B —0,0145 —0,0426 0,0079 B —0,0102 —0,0387 0,0275
By —0,0048 —0,0617  0,0665 By —0,0260 —0,1052 0,0294
By —0,0058 —0,0389 0,0362 Bay  —0,0342 —0,1118 0,0250
Bas  —0,0253 —0,0564 0,0101 Bas  —0,0346 —0,1018 0,0188
Boy  —0,0215 —0,0596 0,0253 Boy  —0,0285 —0,0923 0,0195
D1 0,2628  0,2485  0,2782 D1 0,1794  0,1650  0,1948
D2 0,2602  0,2462  0,2747 D2 0,1725  0,1588  0,1870
D3 0,2581  0,2432  0,2735 D3 0,1675  0,1538  0,1825
P4 0,2615  0,2475  0,2755 D4 0,1725  0,1585  0,1867
M —1,0317 —1,1067 —0,9533 M —1,5215 —1,6218 —1,4194
M —1,0450 —1,1190 —0,9709 M —1,5691 —1,6670 —1,4693
73 —1,0565 —1,1351 —0,9767 73 —1,6042 —1,7053 —1,4997
My —1,0387 —1,1119 —0,9669 My —1,5686 —1,6698 —1,4716

(6.39)
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Podemos observar que na Tabela (6.39) que apenas as estimativas do parametro
N foram satisfatérias, enquanto que os parametros B, = (51,512,513, 014) € By =

(Bo1s Bags Bass Bay) foram insatisfatérios devido ao problema de nao-identificabilidade.

Tabela (6.40). Resultados a posteriori para os casos III e IV.

Caso II1 Caso IV
X : Tamanho X ~ N (80, 100) X : Tamanho X ~ N (100, 100)
Y :Peso Y ~ N (48,100) Y :Peso Y ~ N (60,100)
parametro  Média I.C. (95%) Parametro  Média I.C. (95%)
N 4429 4051 5047 N 4412 3782 5164

Bu  0,0179  —0,0012 0,0367 | B;;  0,0020 —0,0183 0,0215
B 0,0108 —0,0104 0,0282 | B,  0,0042 —0,0153 0,0257
Bz 0,0137  —0,0016 0,0326 | B3  0,0004 —0,0244 0,0194
B 0,0135 —0,0035 0,0294 | B, —0,0028 —0,0243 0,0201
Byr  —0,0766 —0,1105 —0,0435 | S,  —0,0487 —0,0825 —0,0135
Bay  —0,0655 —0,0960 —0,0284 | By  —0,0528 —0,0902 —0,0183
Bog  —0,0715 —0,1048 —0,0446 | [,  —0,0484 —0,0804 —0,0056
Boy  —0,0690 —0,0974 —0,0393 | B,  —0,0415 —0,0815 —0,0047
pr 0,1210 0,1061 0,1362 | p;  0,0739  0,0607  0,0883
p»  0,1169 0,1028 0,1317 | p,  0,0750  0,0617  0,0909
ps  0,1081 0,0948 0,1219 | p;  0,0639  0,0518  0,0768
ps  0,1164 0,1025 0,1302 | ps  0,0694  0,0565  0,0835

un —1,9851 —2,1313 —1,8469 M —2,03250 —2,7394 —2,3344

M —2,0239 —2,1660 —1,8858 M —2,5174 —2,7226 —2,3023

s —2,1124 —2,2567 —1,9746 73 —2,6898 —2,9067 —2,4865

un —2,0293 —2,1698 —1,8994 n —2,6003 —2,8163 —2,3957
(6.40)

Considerando os casos III e IV novamente as estimativas do pardmetro N foram

satisfatérias, enquanto que os parametros 51 = (ﬁna 5127 ﬁ13a 514) € ﬁz = (5217 522a 5237 524)

foram insatisfatérios devido ao problema de nao-identificabilidade.
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Tabela (6.41). Resultados a posteriori para os casos V e VI.

Caso V Caso VI
X : Tamanho X ~ N (120, 100) X : Tamanho X ~ N (140, 100)
Y :Peso Y ~ N (72,100) Y :Peso Y ~ N (84,100)
parametro  Média I.C. (95%) parametro  Média I.C. (95%)
N 5386 3957 7393 N 4425 2610 7615

Bun  0,0183  —0,0145 10,0443 | B,, —0,0250 —0,0577 0,0024
B 0,0164 —0,0136 0,0417 | B,  —0,0253 —0,0575 0,0060
Bz 0,0167 —0,0137 0,0426 | B3  —0,0256 —0,0583 0,0036
B 0,070  —0,0121 0,0428 | B,,  —0,0250 —0,0570 0,0041
By —0,0793 —0,1233 —0,0244 | B,  —0,0029 —0,0485 0,0500
Boy  —0,0777 —0,1215 —0,0258 | By  —0,0031 —0,0546 0,0502
Boy  —0,0784 —0,1227 —0,0272 | By  —0,0035 —0,0522 0,0490
Boy  —0,0783 —0,1227 —0,0268 | S,  —0,0019 —0,0506 0,0512
pr 0,0369  0,0253  0,0506 | p;  0,0260 0,0140  0,0418
ps  0,0339  0,0230 0,0461 | p,  0,0238  0,0120  0,0388
ps  0,0319 0,0217 0,0436 | p;  0,0231  0,0122  0,0389
ps 0,0353  0,0240  0,0498 | ps  0,0279  0,0145  0,0450

n, —3,2766 —3,6533 —2,9300 | 1,  —3,6648 —4,2534 —3,1311
n,  —3,3651 —3,7496 —3,0307 | 7, —3,7567 —4,4076 —3,2094
ns  —3,4288 —3,8091 —3,0885 | 1m,  —3,7837 —4,3917 —3,2081
N, —3,3232 —3,7070 —2,9483 | 1,  —3,5803 —4,2156 —3,0558
(6.41)

Considerando os casos V e VI novamente as estimativas do pardmetro N foram
satisfatérias, enquanto que os parametros 81 = (811, 812, B13, B14) € Ba = (Bar, Baas Bazs Baa)
foram insatisfatérios devido ao problema de nao-identificabilidade.

A Tabela (6.42) mostra os valores de correlacao dois a dois parametros con-

siderando cada caso.
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Tabela (6.42). Correlagao dois a dois parametros considerando cada caso.
Correlagao | Caso 1 | Caso II | Caso IITI | Caso IV | Caso V | Caso VI
Cor (N, By;) | —0,0612 | —0,0123 | 0,0371 0,0119 | —0,1026 | —0,1229
Cor (N, B,5) | 0,0065 | —0,0463 | —0,0298 | —0,0508 | —0,0901 | —0, 1310
Cor (N, By3) | —0,0337 | 0,0257 | —0,0398 | —0,0313 | —0,0768 | —0, 1565
Cor (N, fy,) | 0,0099 | —0,0393 | —0,0359 | —0,0260 | —0,1065 | —0,0963
Cor (N, By) | 0,0366 | —0,0269 | —0,1281 | —0,1063 | 0,0106 | —0,1095
Cor (N, By) | —0,0577 | —0,0044 | —0,0856 | —0,0334 | 0,0035 | —0,0792
Cor (N, By3) | —0,0182 | —0,0687 | —0,0486 | —0,0631 | —0,0097 | —0,0774
Cor (N, By) | —0,0419 | —0,0135 | —0,0651 | —0,0659 | 0,0104 | —0,1156
Cor (B, 891) | —0,9988 | —0,9980 | —0,9927 | —0,9931 | —0,9948 | —0,9674
Cor (B, Bag) | —0,9944 | —0,9967 | —0,9876 | —0,9948 | —0,9954 | —0,9730
Cor (815, 893) | —0,9954 | —0,9978 | —0,9927 | —0,9926 | —0,9953 | —0,9665
Cor (P14, Bag) | —0,9982 | —0,9964 | —0,9904 | —0,9932 | —0,9942 | —0,9735
(6.42)

Podemos observar pela Tabela (6.42) que as correlagoes que envolvem os paramet-

ros (coeficientes) e o tamanho populacional estdo préximos de zero. Por outro lado, as

correlagoes que envolvem somente os coeficientes estao altamente correlacionados negati-

vamente com valores proximos de —1.

A Figura (6.43) mostra o histograma marginal do tamanho populacional N para

cada um dos casos considerados.
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Figura (6.43). Histograma marginal de N considerando cada caso.
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A Tabela (6.44) mostra o diagndstico de convergéncia de Gelman e Rubin dos
parametros. Os valores obtidos confirmam a convergéncia dos algoritmos de Gibbs Sam-
pling conjuntamente com o algoritmo de Metropolis Hastings utilizados para a obtencao

das estimativas a posteriori.

Tabela (6.44). Diagndstico de convergéncia para os casos considerados.

Caso 1 Caso I1 Caso I11

parametro . Bst.P. Q.97,5% | paramerro Bst.P. Q.97.5% | paramerrs  Est.P.  Q.97,5%
N 1,00 1,00 N 1,00 1,00 N 1,00 1,00
D1 1,00 1,01 D1 1,00 1,01 P1 1,00 1,01
D2 1,00 1,00 D2 1,00 1,00 D2 1,01 1,01
D3 1,00 1,00 D3 1,00 1,02 D3 1,00 1,00
D4 1,00 1,01 D4 1,00 1,00 D4 1,00 1,00
M 1,00 1,01 M 1,00 1,01 M 1,00 1,01
s 1,00 1,00 g 1,00 1,00 s 1,01 1,01
B 1,00 1,00 75 1,00 1,02 N3 1,00 1,00
un 1,00 1,01 M4 1,00 1,00 M4 1,00 1,00
Caso IV Caso V Caso VI

paamee Est. P Q.97,5% | parimere Est.P. Q.97,5% | paamere Est.P. Q.97,5%
N 1,00 1,01 N 1,00 1,01 N 1,01 1,01
p 1,00 1,00 p 1,00 1,00 p 1,00 1,01
po 1,00 1,00 po 1,00 1,00 p, 1,00 1,01
ps 1,00 1,01 ps 1,00 1,02 ps 1,01 1,02
pe 1,00 1,01 p+ 1,01 1,03 p« 1,00 1,00
n, 1,00 1,00 n, 1,00 1,00 n, 1,00 1,01
n, 1,00 1,00 n, 1,00 1,00 n, 1,00 1,01
ns 1,00 1,01 ns 1,00 1,01 ns 1,01 1,01
n. 1,00 1,01 n, 1,0l 1,03 n. 1,00 1,00

(6.44)
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6.5 Modelo com presenca de trés covariaveis

Nesta Secao adotaremos o modelo Bayesiano de captura-recaptura com presencga
de trés covaridveis quantitativas. Adotaremos X denotando o tamanho (em unidades de
comprimento) do animal, ¥ denotando o peso (em unidades de peso) do animal e Z
denotando a idade (em unidades de tempo) do animal. Logo, a funcao de verossimilhanga

é dada por

(6.45)

L (N, /81>/627ﬁ3’D) X <N> - [GXP {nj (ﬁljfj + 52]@]‘ + 53j2j)}
j=1

T 1+ exp {B1,T; + B4,7; + B3;7; }] v

Onde

Z; : ¢ a média dos tamanhos (em unidades de comprimento) dos animais capturados
na j-ésima época, 7 = 1,2, ..., s.

B1; : € o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média 7; dos animais,
j=1,2,...,s.

y; : ¢ a média dos pesos (em unidades de peso) dos animais capturados na j-ésima
época, J =1,2,...;s.

By; : € o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média 3; dos animais,
j=1,2,...,s.

Z; + ¢ amédia das idades (em unidades de tempo) dos animais capturados na j-ésima
época, j =1,2,...;s.

B3; : € o coeficiente referente a j-ésima época associado a j-ésima média z; dos animais,
j=1,2,..,s.

Para o modelo Bayesiano hierdrquico adotaremos as seguintes distribuicoes a pri-

ori
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7(N)oc N7\ N=1,2,..;

Bij~ N (1p1,0%) .7 =12, ..., 5
N (pge,0%,) , J =1,2,..., 8
(u53,053) 3=1,2,...s;
Na.b); (6.46)
N (c,d);

tgs ~ N (e, [);
0%1 ~ 1G (g,h);
0,282 ~1G (i,7);
0%y~ IG (k,1).
Com a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j ,k e | hiperparametros conhecidos.

Combinando a fungao de verossimilhanga dada em (6.45) com as distribuigoes a

priori (6.46), temos a seguinte distribuigdo a posteriori conjunta

™ (N7/817/62>/637:U’,817MB27:M,8370-?5170%270%3 | D) X (6.47)

N S (651;$j+52jyj+53j21) J 1 1 9
X expi —— (B —
(T> ]];[ (1 + 661j§j+/32jyj+53j5j)]v \/Fa%l P 20%1 (/61] Mﬁl)

X;exp{_;(ﬁ L )2}X;exp{_;( iy )z}
\ /2770%2 20%2 K . A /27?0%3 20%3 .
SR S (PN ) SV Sy A O
ot p % Hp1 od p 9d Hp2
(o51)

1 1 2
<o gy (')

As distribuig¢oes condicionais necessdrias para o algoritmo Gibbs Sampling e para

o algoritmo de Metropolis Hastings a partir de (6.47) sdo dadas a seguir.

(1). A distribuigao condicional de N —r dados B, = {011, B12, -+, B1s}s Ba = {Bo1s Bagy -+ Bas }

Bs = {531a532> -'-aﬂ?)s}a Kg1s Hg2s Ha3s ‘7%17 ‘7%27 0%3 e os dados ¢ dada por:
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w

1
2 2 2 | |
N=1| By, Ba, B3, g1, g2, 153,051 O g2 O g3, D ~ BN (7“, o (14 eﬁuwﬁﬁzjyﬁﬁsf”)) |
]:

(6.48)

(2). A distribuigao condicional de 3,;, j = 1,2,...,s dados N, By = {8, Ba2, -+, Bas}>

Bs = {831, Bzas s B3}, Hp1s Hpos Hpass ‘7%17 0%27 ‘7%3 e os dados ¢ dada por:

™ (51j | N, ﬁzaﬁ:aaM517M52,N53,U%170§270%3aD) (08 (6.49)
1 ) (eﬁlj@-)n]‘ ‘
e - . — X y = 1,2,...73.
Xp { 20_%1 (Blj N’Bl) } (1 + eﬁljfjﬂL:Bijj‘FﬁsjEj)N J

(3)- A distribuigao condicional de 3,;, j = 1,2,...,s dados N, By = {811,812, -+ B1s}>

Bs = {Bs1, B35 s B3} Hp1s Haos Hpass 0%17 ‘7%27 0%3 e os dados ¢ dada por:

™ (62j | Na Blaﬁ&”ﬁh#,@?,ﬂﬁ&o—%lv0-%270-?3’3’D) X (650)
| : (m)
exp{ ——— . — X ) = 1,2,...s.
P { 20’%2 (52j MBQ) } (1 + eﬁljfj-i-ﬂzjgj-i-ﬁsj?j)]v J

(4). A distribuigao condicional de 33;, j = 1,2,...,s dados N, By = {8, Baz, -+, Bas},

Bs = {Bs1, B35 -5 B3} Hp1s Haos Hpass 0%17 ‘7%27 0?33 e os dados ¢ dada por:

™ (53]' | N, ,31a52aMmaﬂm,ﬂﬁs,ff%p(f%m(f%mD) (8 (6.51)
exp{ ———— . — X , = 1,2,...,s.

(5). A distribuigao condicional de M1 dados N, B, = {811, B12, - b1} Ba = {Ba1: Bazs s Bas b
B3 = {B31, B3y - B3s Kp2y M3 0%1, 0%2, 0%3 e os dados é dada por:
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S
bz 61] + O’%la )
j=1 951
sb + 0%1 " sb+ a%l

Hp1 | N, /617/32a/637M62>M6350—%170%270—%37D ~ N (6.52)

(6). A distribuicao condicional de jug, dados N, By = {B11, 12, -, 1} B2 = {Ba1: Bags s Bas}
B3 = {831, B3, > Bas}s K1y Hazs 051, 039, 03 € 08 dados é dada por:

S
d Z ﬁ?] + 0'%2C
j=1 952
sd + 0%2 " sd + 0%2

:uﬁ2 | N7 /817/627/8371u61aM,8370-Z’1a0-%270-%37D ~ N (653)

(7)' A distribuigao condicional de Ha3 dados N, B, = {@w Bias ey 615}7 By = {@21> Bags s 625}7

Bs = {Ba1, Bags - Bas}y Ma1s Mgz, Th1s Ohg, 05y € 0s dados é dada por:

fzﬁi%j +‘7236

i o
N7 ) ) Y ) Y 0-2 ) 0-2 Y 0-2 ) ‘D ~ N J_l ) 63 . 6.54
Hps | B, Ba, B3 Hp1s Hp2; 01,032,083 sf—i—a%3 sf—i—a%?) ( )

(8). A distribui¢ao condicional de 03, dados N, B, = {1y, B19, - B1s} B2 = {Ba1, Bags s Bas}
Bs = {831, Bz s Basts Mars Hpas Mass 0%2, Jgg e os dados é dada por:

s 2
S Z Bij — ke
0%1 ‘ Naﬁl?ﬁ%ﬁ{&?ﬂﬂlu:U’[327/1’B3,0'%2,0%3,D ~ [G (5 —|—g7 —( L 5 g ) + h) .

j=1

(6.55)

(9). A distribuigao condicional de 0%2 dados N, B, = {811, Bi2s -+ Bis}s B2 = {Ba1, Bazs s Bas }s
B3 = {831, B3, > Bas}s K1y Haas Hps, 031, 03 € os dados é dada por:
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2
52 N 2 )
‘7,%2 ‘ Naﬁ1aﬁ2»537ﬂﬁ1aﬂﬂ2aMﬁs}»a%la‘f%ga ~1G ( Z A A A +7 1.

(6.56)

(10). A distribuicao condicional de 053 dados N, B, = {811, Bi2s -+ Bis}s B2 = {Ba1, Bags s Bas }s
/83 = {631a6327 "'aﬁ?)s}? Mﬁlu M,BQ? MﬁS? 0517 O-ﬁ2 e os dados ¢ dada por:

Bs; — Igs
0'%3 ’ N7/617/3271637Mﬁl?/l’B%,uﬁg;O%l,O'%% ~ IG ( —|-]{; ZJ—B) +1]1.

(6.57)

6.5.1 Resultados de simulacao

Procedimento para a geracao dos dados populacionais

1. Foram gerados dois valores da distribuigdo N (0,1) para o parametro (,, 5, e ;.

exp{B1x+82y+P32}
1+exp{B12+Boy+B32}’

0,0474 < p < 0,9526. Entao tomamos o cuidado de gerar um valor negativo para /3,

sabemos que para —3 < (8;z + [y + [32) < 3 temos

Como p =

B, e para [3; para obtermos probabilidades de captura abaixo de p = 0,50 e acima
de p = 0,04 apenas com o objetivo de nao resultar em muitas épocas ou poucas
épocas de captura. Com os valores gerados de 3;, 3, e 5 dividimos pelas constantes
T, Yy e z respectivamente. Os valores de [3;, 3, e de 35 usados para esse estudo de

simulacdo foi 8, = —0, 009155102, 8, = —0, 01525850 e 85 = —0, 005721939.

2. Supondo uma populacao de tamanho N = 5000, foram entao gerados 5000 valores de
uma distribui¢ao normal N (p1,0%) com i, e o3 valores arbitrdrios, correspondentes

ao tamanho X (em unidades de comprimento) do animal.

3. Foram gerados 5000 valores de uma distribuicio normal N (p,,03) com py € o3

valores arbitrarios, correspondentes ao peso Y (em unidades de peso) do animal.

4. Foram gerados 5000 valores de uma distribuigao normal N (y5,02%) com ps e o3

valores arbitrarios, correspondentes a idade Z (em unidades de tempo) do animal.
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5. Para cada animal temos entdo associado um tamanho (em unidades de compri-
mento), um peso (em unidades de peso) e uma idade (em unidades de tempo), isto
é, o i-ésimo animal ficou associado ao i-ésimo tamanho X gerado, ao i-ésimo peso
Y gerado e a i-ésima idade Z gerada, onde X; ~ N (uy,0%), Y; ~ N (uy,03) e
Zi ~ N (uz,02%) com i = 1,2, ...,5000.

6. Com os valores dos coeficientes Betas gerados (5, = —0,009155102, 8, = —0, 01525850
e 3 = —0,005721939), com as 5000 observagdes de X , com as 5000 obser-

exp{Bizi+PBayi+B32:}
1+exp{Bizi+Boyi+L32:i}’

¢t = 1,2,...,5000. Entao, para cada um dos 5000 animais temos associado um

vacoes de Y e com as 5000 observagoes de 7, fizemos p; =

tamanho (em unidades de comprimento), um peso (em unidades de peso), uma
idade (em unidades de tempo) e, consequentemente, uma probabilidade de captura.
Esse valores foram "guardados"(populacao gerada) para dar inicio ao processo de

amostragem, isto é, as épocas de captura.

5000

7. Com as 5000 probabilidades da captura fizemos p = ﬁ Zpi. Com o valor de
i=1
p demos inicio ao processo de amostragem com s = 4 épocas de captura. Com

os valores amostrais (ni,ng,n3,ng) € (Mq, Mz, ms, my) obtivemos a estatistica r =
4 4

E nj — E mj.

i=1 i=1

8. Esse procedimento de geragao dos dados foi feito considerando cada um dos casos

abaixo.

Caso I. O i-ésimo animal tem tamanho X N (40, 25), peso Y; N (24,16), e idade
Z; "% N (64,100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso II. O i-ésimo animal tem tamanho X; Sy N (60,100), peso Y; S N (36,25), e

idade Z; %' N (96,100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso III. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (80,100), peso Y; N (48,100), e
idade Z; "' N (128,100), i = 1,2, ..., 5000.
Caso IV. O i-ésimo animal tem tamanho X; Ny (100, 100), peso Y; Ny (60,100), e

idade Z; ‘&' N (160, 100), i = 1,2, ..., 5000.
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Caso V. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (120,100), peso Y; ESN (72,100), e

idade Z; ‘&' N (192,100), i = 1,2, ..., 5000.

Caso VI. O i-ésimo animal tem tamanho X; N (140, 100), peso Y; N (84,100), e

idade Z; &' N (224,100), i = 1,2, ..., 5000.

As Tabelas (6.58), (6.59) e (6.60) mostram as populagdes geradas considerando

cada caso.
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Tabela (6.58). Dados gerados para populagao considerando os Casos I e II.
Caso 1 Caso 11
X : Tamanho X ~ N (40,25) X : Tamanho X ~ N (60,100)
Y :Peso Y ~ N (24,16) Y :Peso Y ~ N (36,16)
Z :1dade Z ~ N (64,100) Z :1dade Z ~ N (96,100)
animal  Tamanho Peso Idade Prob. animal  Tamanho Peso Idade Prob.
i (u.c) (u.p) (ut) Captura i (u.c) (u.p) (ut) Captura
1 40 24 61 0,2532 1 60 36 93 0,1637
2 37 23 61 0,2614 2 57 35 93 0,1697
3 34 20 51 0,2874 3 54 32 83 0, 1888
4 39 26 67 0, 2428 4 59 38 99 0, 1562
5 39 25 65 0,2478 5 59 37 97 0, 1598
6 40 22 62 0,2579 6 60 34 94 0,1672
7 45 28 72 0,2225 7 65 40 104 0,1418
8 29 16 41 0,3221 8 49 28 73 0,2153
9 34 20 53 0, 2850 9 54 32 85 0,1871
10 36 21 56 0,2748 10 56 33 88 0,1795
4991 29 17 46 0,3126 | 4991 49 29 78 0,2079
4992 37 24 62 0,2574 | 4992 57 36 94 0,1667
4993 44 26 66 0,2356 | 4993 64 38 98 0,1510
4994 45 26 71 0,2288 | 4994 65 38 103 0,1463
4995 42 28 71 0,2283 | 4995 62 40 103 0,1459
4996 37 21 54 0,2752 | 4996 o7 33 86 0,1798
4997 41 26 66 0,2405 | 4997 61 38 98 0, 1546
4998 46 23 67 0,2395 | 4998 66 35 99 0,1538
4999 42 27 74 0,2280 | 4999 62 39 106 0,1456
5000 35 18 54 0,2882 | 5000 55 30 86 0, 1895

(6.58)
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Tabela (6.59). Dados gerados para populagao considerando os Casos III e IV.

Caso II1 Caso IV
X : Tamanho X ~ N (80,100) X : Tamanho X ~ N (100,100)
Y :Peso Y ~ N (48,100) Y :Peso Y ~ N (60,100)
Z :1dade Z ~ N (128,100) Z :1dade Z ~ N (160,100)

animal  Tamanho Peso Idade Prob. animal  Tamanho Peso Idade Prob.
i (u.c) (w.p) (ut) Captura i (u.c) (uw.p) (ut) Captura
1 80 47 113 0,1095 1 100 o8 144 0,0676
2 74 46 124 0,1102 2 94 29 157 0,0654
3 68 39 91 0,1495 3 88 49 121 0,0957
4 7 52 137 0,0926 4 97 69 174 0, 0504
) 78 52 137 0,0918 ) 98 6 174 0,0499
6 81 44 123 0,1075 6 101 ol 150 0,0717
7 89 o6 139 0,0784 7 109 70 173 0, 0450
8 58 31 68 0,1989 8 78 40 97 0,1325
9 67 38 98 0,1475 9 87 48 128 0,0944
10 71 42 110 0,1278 10 91 o4 142 0,0780
4991 58 33 89 0,1760 | 4991 78 44 120 0,1118
4992 75 20 128 0,1014 | 4992 95 67 165 0,0554
4993 88 52 121 0,0918 | 4993 108 64 153 0, 0550
4994 91 52 143 0,0798 | 4994 111 62 173 0,0496
4995 83 o6 145 0,0799 | 4995 103 74 183 0,0423
4996 74 41 97 0,1349 | 4996 94 50 126 0,0875
4997 83 53 132 0,0892 | 4997 103 68 167 0,0500
4998 91 43 125 0,0993 | 4998 111 43 145 0,0757
4999 83 25 161 0,0744 | 4999 103 72 198 0,0401
5000 70 34 110 0,1432 | 5000 90 38 134 0,1024

(6.59)
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Tabela (6.60). Dados gerados para populagao considerando os Casos V e VI.

Caso V Caso VI
X : Tamanho X ~ N (120,100) X : Tamanho X ~ N (140,100)
Y :Peso Y ~ N (72,100) Y :Peso Y ~ N (84,100)
Z :1dade Z ~ N (192,100) Z :1dade Z ~ N (224,100)

animal ~ Tamanho Peso Idade Prob. animal  Tamanho Peso Idade Prob.
i (u.c) (u.p) (ut) Captura i (u.c) (u.p) (ut) Captura
1 120 72 189 0,0363 1 140 82 140 0,0236
2 114 69 184 0,0411 2 134 83 134 0,0228
3 108 64 169 0, 0506 3 128 73 128 0,0341
4 117 72 191 0,0369 4 137 93 137 0,0174
) 118 73 192 0,0358 5 138 93 138 0,0172
6 121 71 192 0,0350 6 141 75 141 0,0251
7 129 78 206 0,0279 7 149 94 149 0,0155
8 98 o7 151 0,0672 8 118 64 118 0,0484
9 107 63 169 0,0518 9 127 72 127 0,0336
10 111 66 176 0,0461 10 131 78 131 0,0274
4991 98 o8 156 0,0645 | 4991 118 68 118 0, 0403
4992 115 71 187 0,0389 | 4992 135 91 135 0,0192
4993 128 77 201 0,0294 | 4993 148 88 148 0,0191
4994 131 78 209 0,0270 | 4994 151 86 151 0,0171
4995 123 76 200 0,0314 | 4995 143 98 143 0,0145
4996 114 67 177 0,0440 | 4996 134 74 134 0,0310
4997 123 75 197 0,0324 | 4997 143 92 143 0,0174
4998 131 74 203 0,0296 | 4998 151 67 151 0, 0266
4999 123 76 204 0,0307 | 4999 143 96 143 0,0137
5000 110 63 174 0,0491 | 5000 130 62 130 0, 0366

(6.60)
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A Tabela (6.61) contém as amostras geradas para os casos I, II e III considerando

s = 4 épocas de captura.

Tabela (6.61). Amostras geradas para os casos I, IT e III.
Caso 1

N = 5000 e r = 3467
i omy My (3) (7)  (E) (7;)
1 1321 0 0 39,28 23,48 62,79 0, 2550
2 1296 332 1321 39,28 23,42 62,65 0,2553
3 1244 552 2285 39,35 23,41 62,84  0,2550
4 1224 734 2977 39,45 23,64 63,08 0,2540

Caso 11

N =5000 e r = 2582
i omy My (3) (7)) &) )
1 874 0 0 09,49 35,60 95,14 0,1648
9 821 144 874 59,29 3545 94,70  0,1654
3 799 241 1551 959,27 35,36 94,72 0,1656
4 815 342 2109 59,42 35,57 94,95 0,1648

Caso III

N =5000er=1772
iongomy My () (7)) (7)) (7;)
1 547 0 0 77,62 46,30 123,50  0,1105
2 524 65 b4T 77,20 45,82 122,54  0,1117
3 485 101 1006 77,20 45,49 122,61 0,1124
4 531 149 1390 77,56 46,05 122,95 0,1113

(6.61)

A Tabela (6.62) contém as amostras geradas para os casos IV, V e VI considerando

s = 4 épocas de captura.
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Tabela (6.62). Amostras geradas para os casos IV, V e VL.
Caso IV
N =5000er =1123
iony omy My (@) () () ()
1 321 0 0 97,59 57,32 154,66 0,0696
2 328 30 321 97,28 55,97 152,30 0,0713
3 273 38 619 97,16 54,53 150,82 0,0736
4 330 61 854 97,58 56,55 153,91 0,0705
Caso V
N = 5000 e r =675
iomgomy My (@) (7)) (%) (7;)
1 200 O 0 117,03 70,27 187,36 0,0399
2 180 7 200 116,59 69,81 186,39 0, 0406
3 137 7 373 117,85 70,20 188,16 0,0393
4 187 15 503 117,60 70,45 188,02 0,0396
Caso VI
N =5000 e r =411
iong omy My (3) () () ()
1 129 0 0 137,17 81,03 218,02 0,0248
2 102 5 129 135,93 78,85 213,85 0, 0265
3 8 5 226 138,20 77,98 215,64 0,0259
4 110 6 307 138,07 80,45 217,71 0,0249

(6.62)

Adotaremos as seguintes distribui¢oes a prior: nao informativas para o modelo

bayesiano hierdrquico:
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T(N)oc N7LUN=1,2,...
61]’ ~ N (Mﬁho-%l) ) j = 1a27374'
Mgz 05) » 7 = 1,2,3,4.

0, 1000)

0, 1000)
1153 ~ N (0,1000)
0%1 ~1/G(1,1)
0%, ~ 1/G(1,1)
0%y~ 1/G(1,1)

52JNN(
Baj ~ N (pss:055) » J = 1,2,3,4.
M,31NN(
,Uﬁ2NN(

Para cada caso considerado foram geradas duas cadeias de 70000 iteracoes descar-
tando as primeiras 20000 iteracoes como "burn-in"e considerando um salto de tamanho
50 resultando numa amostra final de tamanho 1000 da distribuicao a posteriori conjunta.

A Tabela (6.63) contém os valores populacionais do tamanho X (em unidades de
comprimento), os valores populacionais de Y (em unidades de peso) e os valores popula-
cionais de Z (em unidades de tempo) para cada caso considerado bem como os valores
populacionais das probabilidades de captura em funcao das covaridveis X, Y e Z.

Espera-se que os valores obtidos nas estimativas a posteriori tanto para a média
dos tamanhos (em unidades de comprimento), para a média dos pesos (em unidades de
peso) e para a média das idades (em unidades de tempo) de cada época bem como das
probabilidades de captura de cada época em funcao de X, Y e Z estejam proximos dos

valores populacionais da Tabela abaixo.
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Tabela (6.63). Valores populacionais das prob. em funcao de X, Y e Z.
Coeficiente Média pop. | Média pop. | Média pop.
Casos: gerados tamanhos dos pesos | das idades
5000 5000 5000
2|2 2|
B By Bs = 75000 = 75000 = 75000 p
I|—0,0092 | —0,0153 | —0,0057 39,92 23,92 63, 87 0,2515
II | —0,0092 | —0,0153 | —0,0057 59,92 35,92 95,87 0,1627
Im1 | —0,0092 | —0,0153 | —0,0057 79,83 47,80 127,78 0, 1039
v | —0,0092 | —0,0153 | —0,0057 99, 83 59,72 159,70 0,0639
V| —0,0092 | —0,0153 | —0,0057 119,83 71,86 191,72 0,0372
VI | —0,0092 | —0,0153 | —0,0057 139, 83 83,72 223,70 0,0224
(6.63)
5000
Onde p é a média populacional das probabilidades de captura, isto é, p = ﬁ Z Di
i=1
e p; = po2lBwethuithnl =1 9 . 5000.

14exp{Bix;+Boyi+B32:}’
Podemos notar na Tabela (6.63) a influéncia das covaridveis X, Y e Z, pois a

medida que o tamanho, o peso e a idade do animal aumenta, a probabilidade de captura
diminui, isto é, quanto maior e mais pesado e quanto mais velho o animal menor é a sua

capturabilidade.

6.5.2 O problema da nao identificabilidade

A exemplo do que aconteceu com o modelo na presenca de duas covaridveis,
os parametros (coeficientes) By = (811, 812, f13,514)s B2 = (Bar: Boas Bag, Baa) € By =
(Bs1s Bsas B33, B34) associados as covaridveis X, Y e Z nao atingem a convergéncia e sao
altamente correlacionados conforme mostra a Tabela (6.67). No entanto, quando fazemos

n = [, + By + P37 para cada uma das 70000 iteracoes das cadeias 1 e 2 entao 7 atinge

exp(n)
1+exp(n

exp(B1Z+Boy+B3%)
1+exp(817+B27+P3Z)

a convergéncia, entao p = ) também atinge a convergéncia
juntamente com o tamanho populacional V.

Portanto, quando implementamos o modelo bayesiano de captura-recaptura com
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a insercao de covaridveis, nao é possivel determinar qual é a contribuicao de cada co-
varidvel para a estimacao do tamanho populacional N. O que é possivel é determinar a

contribuicao da quantidade n = 3,7 + 8,7 + [£5Z no modelo.

Observagao). Com relagao ao algoritmo de Gibbs Sampling e Metropolis Hastings, todos
os estudos de simulagao foram atribuidos valores iniciais ("chutes iniciais") diferentes
e discrepantes para cada uma das cadeias e atribuimos sementes ("seeds") diferen-
tes para as cadeias. Os coeficientes nao atingem a convergéncia enquanto que o

parametro n = 17 + [,y + 37 sempre atinge a convergéncia.

As Tabelas (6.64), (6.65) e (6.65) mostram os resultados a posteriori das estima-

tivas para todos os seis casos considerados.
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Tabela (6.64). Resultados a posteriori para os casos I e II.
Caso I Caso 11
X : Tamanho X ~ N (40,25) X : Tamanho X ~ N (60,100)
Y :Peso Y ~ N (24,16) Y :Peso Y ~ N (36,16)
Z :1dade Z ~ N (64,100) Z :1dade Z ~ N (96,100)
parametro  Média I.C. (95%) parametro  Média I.C. (95%)

N 5050 4907 5209 N 5054 4789 5331
B 0,0158 —0,0039 0,0411 B11 —0,0264 —0,0431 —0,0061
B1a —0,0104 —0,0631 0,0462 Bia —0,0291 —0,0481 —0,0115
B3 0,0054 —0,0390 0,0343 B3 —0,0276 —0,0452 —0,0137
B4 0,0054 —0,0528 0,0612 By —0,0210 —0,0406 0,0059
Bor —0,0405 —0,0720 —0,0146 | [ 0,0164 —0,0069 0,0410
Bao —0,0406 —0,0722 —0,0147 | [o 0,0165 —0,0070 0,0412
Bas  —0,0406 —0,0723 —0,0147 | [og 0,0165 —0,0070 0,0413
Bey  —0,0402 —0,0716 —0,0146 | [y 0,0164 —0,0069 0,0410
B3y —0,0113 —0,0223 —0,0015 | (4 —0,0061 —0,0212 0,0096
B 0,0047 —0,0278 0,0355 B3o —0,0052 —0,0149 0,0044
B33  —0,0060 —0,0273 0,0147 B3 —0,0065 —0,0224 0,0054
Bsy  —0,0064 —0,0328 0,0212 Bsy  —0,0104 —0,0282 0,0006
D1 0,2616  0,2468  0,2760 D1 0,1731 0,1593  0,1868
D2 0,2569  0,2422  0,2720 D2 0,1627  0,1491 0,1768
D3 0,2464  0,2320  0,2608 D3 0,1584  0,1455  0,1718
D4 0,2423  0,2285  0,2562 jon 0,1613  0,1476  0,1754
M —1,0379 —1,1160 —0,9643 un —1,5645 —1,6638 —1,4707
s —1,0627 —1,1409 —0,9847 g —1,6394 —1,7415 —1,5385
N3 —1,1181 —1,1972 —1,0419 N3 —1,6713 —1,7707 —1,5727
n —1,1404 —1,2166 —1,0657 N4 —1,6496 —1,7539 —1,5476

(6.64)
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Tabela (6.65). Resultados a posteriori para os casos 111 e IV.
Caso II1 Caso IV
X : Tamanho X ~ N (80,100) X : Tamanho X ~ N (100,100)
Y :Peso Y ~ N (48,100) Y :Peso Y ~ N (60,100)
Z :1dade Z ~ N (128,100) 7 :1dade Z ~ N (160,100)
Parametro  Meédia I.C. (95%) Parametro  Média I.C. (95%)

N 4823 4391 5318 N 4363 3728 5069
pf —0,0225 -0,0391 -0,0071 | p3;;  —0,0202 —0,0560 0,0093
B, —0,0223 —0,0385 —0,0108 | B,  —0,0230 —0,0552 0,0067
By —0,0179 —0,0336  0,0002 B3 —0,0216 —0,0478 0,0087
pfy  —0,0182 —0,0316 -0,0056 | B,  —0,0198 —0,0513 0,0079
By —0,0020 —0,0297 0,0241 Bsy  —0,0095 —0,0341 0,0168
Bey  —0,0020 —0,0300 0,0244 Bey  —0,0098 —0,0349 0,0172
Bes  —0,0021 —0,0303 0,0246 Bes  —0,0100 —0,0359 0,0176
Bey  —0,0020 —0,0299 0,0243 Bey  —0,0097 —0,0346 0,0170
Bsy  —0,0018 —0,0164 0,0174 Bsy  —0,0001 —-0,0101 0,0137
B3y —0,0024 —0,0158 0,0134 B3g 0,0018 —0,0094 0,0150
P33 —0,0058 —0,0213 0,0119 Bs3  —0,0004 —0,0113 0,0111
B3y —0,0048 —0,0175 0,0122 Bsy  —0,0001 —0,0090 0,0115
P1 0,1137  0,1004  0,1281 D1 0,0740  0,0606  0,0889
Do 0,1089  0,0956  0,1236 D2 0,0758  0,0623  0,0925
D3 0,1008  0,0884  0,1141 D3 0,0631  0,0514  0,0762
P4 0,1104  0,0974  0,1250 D4 0,0761  0,0623  0,0912
i —2,0554 —2,1933 —1,9183 M —2,5323 —2,7411 —2,3272
s —2,1044 —2,2472 —1,9588 g —2,5058 —2,7117 —2,2839
N3 —2,1903 —2,3329 —2,0497 N3 —2,7028 —2,9150 —2,4947
M4 —2,0883 —2,2265 —1,9456 Ny —2,5015 —2,7116 —2,2990

(6.65)
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Tabela (6.66). Resultados a posteriori para os casos V e VI.
Caso V Caso VI
X : Tamanho X ~ N (120,100) X : Tamanho X ~ N (140,100)
Y :Peso Y ~ N (72,100) Y :Peso Y ~ N (84,100)
Z :1dade Z ~ N (192,100) Z :1dade Z ~ N (224,100)
parametro  Média I.C. (95%) parametro  Média I.C. (95%)
N 6454 4531 9077 N 4454 2745 7481
B —0,0178 —0,0587 0,0206 B 0,0111  —0,0367 0,0573
B1a —0,0176 —0,0557 0,0188 Bia 0,0107  —0,0373  0,0599
B3 —0,0187 —0,0571 0,0178 B3 0,0102 —0,0376 0,0601
By —0,0164 —0,0552 0,0205 B4 0,0109 —0,0340 0,0601
Bor —0,0136 —0,0291 0,0022 Ba1 —0,0098 —0,0205 0,0028
Bas —0,0137 —0,0293 0,0022 Bag —0,0100 —-0,0211 0,0028
Bes  —0,0136 —0,0291 0,0021 Bas —0,0102 —0,0214 0,0028
Bey  —0,0136 —0,0290 0,0022 Bay  —0,0098 —0,0207 0,0028
B3 —0,0021 —0,0308 0,0278 B3 —0,0193 —0,0445 0,0085
B —0,0028 —0,0291 0,0258 P32 —0,0205 —0,0484 0,0081
Bss  —0,0034 —0,0294 0,0241 B3 —0,0209 —0,0493 0,0083
Bsy  —0,0032 —0,0301 0,0243 Bsy  —0,0201 —0,0474  0,0068
D1 0,0319  0,0215  0,0459 D1 0,0309  0,0168  0,0479
D2 0,0288  0,0191 0,0409 D2 0,0244  0,0131 0,0392
D3 0,0220  0,0145  0,0316 D3 0,0206  0,0112  0,0332
D4 0,0299  0,0199  0,0423 jon 0,0264  0,0142  0,0416
M —3,4302 —3,8193 —3,0352 un —3,4802 —4,0722 —2,9901
s —3,5381 —3,9393 —3,1560 g —3,7231 —4,3251 —3,1980
Mg —3,8134 —4,2190 —3,4222 N3 —3,8960 —4,4794 —3,3719
My —3,4994 —3,8962 —3,1193 N4 —3,6457 —4,2425 —3,1369

(6.66)

A Tabela (6.67) mostra as correlagoes dois a dois parametros para todos os casos.



6. INSERCAO DE COVARIAVEIS NA PROBABILIDADE DE CAPTURA

113

Tabela (6.67). Correlagao dois a dois parametros considerando cada caso.

Correlagao | Caso 1 | Caso II | Caso IITI | Caso IV | Caso V | Caso VI
Cor (N, By;) | —0,0492 | —0,0249 | —0,0298 | —0,1253 | —0,1421 | —0, 1048
Cor (N, B,5) | —0,0286 | —0,1282 | —0,0306 | —0,1280 | —0,1590 | —0, 1037
Cor (N, B,3) | 0,0108 | 0,0185 | —0,0884 | —0,1117 | —0,1265 | —0,0912
Cor (N, y,) | —0,0449 | —0,0834 | —0,1292 | —0,1316 | —0,1587 | —0,1194
Cor (N, By) | 0,0243 | —0,0077 | —0,0297 | 0,0515 0,0170 | —0,0408
Cor (N, By) | 0,0241 | —0,0087 | —0,0307 | 0,0518 0,0172 | —0,0414
Cor (N, By3) | 0,0244 | —0,0073 | —0,0309 | 0,0517 0,0174 | —0,0415
Cor (N, By) | 0,0242 | —0,0068 | —0,0300 | 0,0514 0,0172 | —0,0421
Cor (N, B5;) | —0,0081 | —0,0230 | —0,0327 | 0,0312 | —0,0206 | —0,0636
Cor (N, B5,) | —0,0439 | 0,0383 | —0,0413 | 0,0305 | —0,0138 | —0,0364
Cor (N, B33) | —0,0533 | —0,0846 | 0,0206 0,0317 | —0,0483 | —0,0510
Cor (N, Bs4) | 0,0054 | —0,0079 | 0,0329 0,0462 | —0,0171 | —0,0233
Cor (B, 891) | —0,7692 | 0,5487 0,1735 | —0,6754 | 0,3119 | —0,6044
Cor (819, 89) | —0,5699 | 0,0191 0,1483 | —0,6323 | 0,3840 | —0,7121
Cor (B3, 893) | 0,2375 | —0,3860 | 0,2869 | —0,5988 | 0,1337 | —0,6132
Cor (P14, 894) | —0,5804 | 0,2956 0,1551 —0,6793 | 0,1449 | —0,5777
Cor (B, 841) | —0,6699 | —0,9422 | —0,8973 | —0,9426 | —0,9592 | —0, 9681
Cor (819, 83) | —0,5487 | —0,7942 | —0,8703 | —0,9335 | —0,9587 | —0,9793
Cor (B3, 833) | —0,7926 | —0,7919 | —0,9173 | —0,9558 | —0,9475 | —0,9768
Cor (B4, B34) | —0,8452 | —0,8235 | —0,8438 | —0,9493 | —0,9479 | —0,9775
Cor (891,P83,) | 0,0459 | —0,7917 | —0,5808 | 0,4078 | —0,5220 | 0,4671

Cor (Bys, B33) | —0,3694 | —0,6135 | —0,6049 | 0,3300 | —0,5833 | 0,6255

Cor (Bys, Bs3) | —0,7777 | —0,2485 | —0,6358 | 0,3509 | —0,3888 | 0,5020

Cor (Byy, B34) | 0,0584 | —0,7763 | —0,6498 | 0,4298 | —0,4003 | 0,4653

(6.67)

Podemos observar através da Tabela (6.67) que as correlagoes que envolvem os

parametros (coeficientes) e o tamanho populacional estao préximos de zero. Por outro
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lado, as correlagoes que envolvem somente os coeficientes estao altamente correlacionados

negativamente.

Figura (6.68). Histograma marginal de N considerando cada caso.

Caso I - X ~ N (40,25) Caso IT - X ~ N (60,100)
Y ~ N (24,16) e Z ~ N (64, 100) Y ~ N (36,16) e Z ~ N (96, 100)

.
— - _l_‘_‘
qamn qnmn [RTR] [N (IR} [ETR] ] qamn [RLIR] [EX T [ETR] [ELR]
HEIHE L HEIHE

Caso III - X ~ N (80,100) Caso IV - X ~ N (100, 100)

Y ~ N (48,100) e Z ~ N (128,100) Y ~ N (60,100) e Z ~ N (160, 100)
Caso V - X ~ N (120, 100) Caso VI - X ~ N (140, 100)

Y ~ N (72,100) e Z ~ N (192, 100) Y ~ N (84,100) e Z ~ N (224, 100)

(6.68)
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A Tabela (6.69) mostra o diagndstico de convergéncia pelo critério de Gelman e
Rubin para os seis casos considerados. Os valores obtidos confirmam a convergéncia dos
algoritmos de Gibbs Sampling conjuntamente com o algoritmo de Metropolis Hastings

utilizados para a obtencao das estimativas a posteriori.

Tabela (6.69). Diagndstico de convergéncia para os casos considerados.

Caso 1 Caso I1 Caso I11

pamerro Est.P. Q.97,5% | paramerro Est.P. Q.97,5% | paramers Est.P.  Q.97,5%
N 1,00 1,00 N 1,00 1,03 N 1,00 1,01
p 1,00 1,00 pr 1,01 1,04 pr 1,00 1,00
p» 1,00 1,00 p. 1,00 1,02 p» 1,00 1,00
ps 1,00 1,00 ps 1,00 1,01 ps 1,00 1,00
ps 1,00 1,01 ps 1,00 1,00 ps 1,00 1,00
n, 1,00 1,00 n, 1,01 1,04 n, 1,00 1,00

s 1,00 1,00 g 1,00 1,02 s 1,00 1,00

B 1,00 1,00 75 1,00 101 N3 1,00 1,00

un 1,00 1,01 M4 1,00 1,00 M4 1,00 1,00
Caso IV Caso V Caso VI

paramerre Est.P. Q.97,5% | paramerre Est.P.  Q.97,5% | paramerrs  Est.P.  Q.97,5%
N 1,00 1,04 N 1,00 1,01 N 1,00 1,02
»m 1,00 1,01 p 1,00 1,01 » 1,00 1,01
po 1,00 1,01 po 1,00 1,02 po 1,00 1,02
ps 1,00 1,02 ps 1,00 1,01 ps 1,00 1,01
pe 1,01 1,01 ps 1,00 1,01 pe 1,00 1,02
n, 1,00 1,01 n, 1,00 1,01 n, 1,00 1,01

n, 1,00 1,01 n, 1,00 1,02 n, 1,00 1,01
ns 1,00 1,02 ns 1,00 1,01 ns 1,00 1,01
n. 1,01 1,01 n, 1,00 1,01 n. 1,00 1,01

(6.69)



Capitulo 7

Discussao e consideracoes finais

7.1 Introducao

No Capitulo 2 deste trabalho discutimos os conceitos e definigoes do método de
captura-recaptura simples e multipla. Introduzimos o modelo proposto por Castledine
(1981) para populagoes fechadas.

No Capitulo 3 nos aprofundamos no método de captura-recaptura multipla para
populacao fechada. Introduzimos o modelo estatistico, a funcao de verossimilhanga bem
como as estimativas de maxima verossimilhanga para o modelo proposto por Castledine
(1981).

No Capitulo 4 damos o enfoque bayesiano para o modelo, introduzimos a dis-
tribuicao a posterior: para a inferéncia através de distribuicoes a priori informativas e
nao-informativas e também através de um modelo hierdrquico para o tamanho popula-
cional. Fizemos uma breve andlise da sensibilidade a posteriori dos parametros, isto é,
analisamos a sensibilidade das estimativas a posteriori em relacao a escolha dos hiper-
parametros. Trabalhamos também com um exemplo de dados reais proposto por Castle-
dine (1981).

No Capitulo 5 apresentamos uma reparametrizacao para a probabilidade de cap-
tura e verificamos sua eficicia e vantagens em relacdo ao modelo original. Fizemos um
estudo amplo de simulacao com diferentes probabilidades de capturas e comparamos os
resultados entre o modelo original proposto por Castledine (1981) e o modelo onde a

probabilidade de captura foi reparametrizada.
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No Capitulo 6 fizemos a insercao de covaridveis na probabilidade de captura,
determinando o modelo estatistico e a funcao de verossimilhanca. Para a anélise bayesiana
introduzimos distribui¢oes a priori nao informativas no modelo hierdrquico. Estudamos
o modelo na presenca de uma, duas e trés covaridveis. Abordamos o problema da nao-

identificabilidade e correlacao dos parametros.

7.2 Sobre a sensibilidade das estimativas a posteriori
dos parametros em relacao a escolha dos hiper-
parametros

Os estudos mostraram que quando a estatistica r é pequena as estimativas ten-
dem a ser muito sensiveis a distribuicao a priori, ou seja, por falta de dados a distribui¢ao
a priort acaba falando mais alto que os dados amostrais. Por outro lado, quando a es-
tatistica r aumenta, a sensibilidade das estimativas a posteriori em relacao a escolha dos
hiperparametros diminui.

As simulagoes mostraram que quando a estatistica r € igual ou maior que a metade
N

—) as estimativas de N e p = (p1,p2, ..., ps) se estabi-

do tamanho populacional N (r > 5

lizam, isto é, as estatisticas sao suficientes e os valores dos parametros se aproximam dos
parametros reais. Por consequéncia os estudos de simulagao mostraram que os resultados
a posteriori dos pardmetros se mostraram pouco sensiveis a distribuicao a priori quando

a estatistica r é grande.

7.3 Sobre a distribuicao a prior: informativa de Pois-
son para o tamanho populacional

Os estudos de simulagao mostraram que quando usamos uma distribuicao a
priori informativa de Poisson para o tamanho populacional, devemos ter uma boa idéia
do parametro lambda, caso contrario estaremos comprometendo as estimativas a posteriori
dos parametros do modelo.

Quando utilizamos um modelo bayesiano hierdrquico onde atribuimos uma dis-
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tribuicao Poisson de parametro A para o tamanho populacional N e para A atribuimos
uma priori Gama com hiperparametros («, $) ndo informativa, as estimativas a posteriori

nao apresentam diferengas com relagao ao modelo onde usamos Jeffreys 7 (N) oc N1,

7.4 Sobre a reparametrizacao da probabilidade de
captura

Podemos concluir que a reparametrizagao apresentada no Capitulo 5 se mostrou
uma alternativa eficiente para o modelo de captura-recaptura onde as estimativas a poste-

riori nao sao boas por falta de dados, isto é, quando temos um nimero muito pequeno de
S S

animais marcados observados (valor pequeno da estatistica r = E n;— g M OU Mesmo
j:l j:l

quando Z m; = 0).

j=1
7.5 Sobre o modelo na presenca de covariaveis

Tivemos problemas de nao-identificabilidade dos parametros (coeficientes) 3, =

(B11> B2, B3, B1a)s Ba = (Bar, Baz, Baz, Bas) € Bs = (Bsy1, Baa, Baz, B34) associados as covar-

idveis X, Y e Z que nao atingem a convergéncia e sao altamente correlacionados. No

entando, quando fazemos n = 5,7 + B,y + [B5Z para cada uma das 70000 iteracoes das

exp(B1T+P8,5+P3%)  _ _exp(n)
1+exp(81Z+B,7+837) 1+exp(n

cadeias 1 e 2 entao 7 atinge a convergéncia, entao p = ) tam-
bém atinge a convergéncia juntamente com o tamanho populacional N. Com relacao ao
algoritmo de Gibbs Sampling e Metropolis Hastings, todos os estudos de simulacao foram
atribuidos valores iniciais ("chutes iniciais") diferentes e discrepantes para cada uma das
cadeias e atribuimos sementes ("seeds") diferentes para as cadeias. Os coeficientes nao
atingem a convergéncia enquanto que a quantidade n = f,71; + S92 + ... + 3,7, sempre
atinge a convergéncia. tanto para o modelo original como para o modelo com estrutura
hierdrquica. Portanto, quando implementamos o modelo bayesiano de captura-recaptura
com a insercao de covaridveis, nao é possivel determinar qual é a contribuicao de cada

covaridvel para a estimagao do tamanho populacional N. O que é possivel é determinar

a contribuigao da quantidade n = Syx1; + ByTo; + ... + By2pi, 1 =1,2,..., N.



Capitulo 8

Apéndices

8.1 Introducao

As programagoes desenvolvidas neste trabalho para o estudo de simulagao es-
tocastica via Monte Carlo Markov Chain (MICMC), a saber os algoritmos de Gibbs
Sampling ("Amostrador de Gibbs", ver Geman e Geman (1984) e Gelfand e Smith (1990),
Casella et al. (1992), Smith et al. (1993), Gamerman (1996)) e o algoritmo de Metropolis
Hastings (ver Metropolis et al. (1953), Hastings (1970), Chib et al. (1995)) deste trabalho
foram implementadas no Software R cuja convergéncia dos algoritmos foi monitorada pelo
pacote CODA - Convergence Diagnostics and Output Analysis Software for
Gibbs Sampling Output (Best et al. 1995). A seguir apresentamos alguns programas

especificos desenvolvidos para os exemplos simulados deste trabalho.

8.2 Alguns programas desenvolvidos no Software R

Programa desenvolvido no software R para o método de captura-
recaptura muiltipla com populagao fechada considerando probabilidades de
captura iguais.

A A A A 0 A A AR A 1 A A

H###H#H#HHH#44# GERACAO DOS DADOS
N <- 800

p <-0.10
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s <-6
set.seed(10)
m <- n <- M <- numeric()
for(i in 2:5) {
m(l] <-0
M[1] <- 0
n[1] <- rbinom(1, N, p)
n[i] <- rbinom(1, N, p)
m[i] <- rhyper(1, (M[i-1]+n[i-1]-m[i-1]),N-(M[i-1]+n[i-1]-m[i-1]), nl[i])
for(i in 1:s) {
M(i] <- M[i-1]4ni-1]-m][i-1]

}

}

A A A A A A A 0 A A AR A
HHHHHHH#H#4#4# GIBBIS SAMPLING - CADEIA 1

N1 <- pl <- x1 <- numeric()

p1[1] <- 0.0900

N1[1] <- 900

loop <- 20000

burnin <- 10000

salto <- 10

set.seed(10)

for(i in 2:loop){

x1[i] <- rnbinom(1,r,((1-(1-p1[i-1])"s)))

pl[i] <- rBeta(l,(ne+alpha),(N1[i]*s-ne+Beta))

}

Programa desenvolvido no software R para a situacao onde fazemos a
reparametrizacao das probabilidades de captura.

o A A A i A A A AR A AR A i A i A o i i A i

#4444 REPARAMETRIZACAO DA PROBABILIDADE DE CAPTURA

N <- 2000
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etal <- -2.4423
set.seed (2005)
s <-6
for(i in 2:5) {
p[i] <- exp(etal)/(1+exp(etal))
m[l] <-0
M[1] <- 0
n[1] <- rbinom(1, N, p[1])
nfi] <- rbinom(1, N, pli])
mli] <- rhyper(1, (M[i-1]4+n[i-1]-m[i-1]),N-(M[i-1]4n[i-1]-m[i-1]), n[i])
for(i in 1:s) {
M(i] <- M[i-1]4ni-1]-m[i-1]
}
}
a<-0
b <- 1000
c<-1
d<-1
loop <- 70000
burnin <- 20000
salto <- 50
i o i i a1  a ka  a
##### CADEIA 1 - GIBBS E METROPOLIS
set.seed(10)
for(i in 2:loop) {
HHHHHHHHHHHHHHFHHHHHFHFHHAFHFHF A HFHH A
tetaN1[i]<-(rnbinom(1,r,(1-prod((1/(1+exp(etal[i-1]))),(1/(1+exp(eta2]i-1]))),
(1/(1+exp(etal[i-1]))),(1/(1+exp(etad[i-1]))),(1/(1+exp(eta5[i-1]))),(1/(1+exp(etab[i-1])))))))+r
i o a1  a a  a ka  a

mifi] <- rnorm(1,
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((b*(etal[i-1]+eta2[i-1]+etad[i-1]+-etad[i-1]+etas[i-1]+etab[i-1])+(delta[i-1]*a)) / ((s*¥b)+deltali-
1)),

(sqrt((delta[i-1]*b)/((s*b)+deltali-1]))))

ik i i a  a a a  a ka a  a

deltali] <- 1/rGama(1,((s/2)+c),

((((etal[i-1]-mili]) ~2)/2)+(((eta2[i-1]-mili]) ~2) /2)+(((etad[i-1]-mili]) ~2) /2)+

(((etad[i-1]-mi[i]) ~2) /2)+(((etad[i-1]-mi[i]) ~2) /2)+(((etab[i-1]-mili]) ~2) /2)+d))

i ok i a1  a a  a ka  a

etal.teste <- rnorm(1,mili],sqrt(deltal[i]))

Al <- (etal.teste*n1)-(tetaN1[i]*log(1+exp(ctal.teste)))

A2 <- (etal[i-1]*n1)-(tetaN1[i]*log(1-+exp(etalfi-1])))

testeA <- exp(A1-A2)

u <- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeA ) etal[i]<-etal.teste,etalli] <-etalli-1])

i o i i a1  a ka  a

eta2.teste <- rnorm(1,mili],sqrt(deltali]))

Bl <- (eta2.teste*n2)-(tetaN1[i]*log(1+exp(eta2.teste)))

B2 <- (eta2[i-1]*n2)-(tetaN1[i]*log(1+exp(eta2[i-1])))

testeB <- exp(B1-B2)

u <- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeB),cta2[i] <-eta2.teste,eta2[i] <-eta2li-1])

i o i  a a a ka  a  a

etad.teste <- rnorm(1,mili],sqrt(deltali]))

C1 <- (eta3.teste*n3)-(tetaN1[i]*log(1-+exp(eta3.teste)))

C2 <- (eta3[i-1]*n3)-(tetaN1[i]*log(1+exp(eta3[i-1])))

testeC <- exp(C1-C2)

u <- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeC),eta3[i] <-eta3.teste,etal[i] <-eta3[i-1])

i o a1  a a a ka a a

etad.teste <- rnorm(1,mili],sqrt(deltali]))

D1 <- (etad.teste™n4)-(tetaN1[i]*log(1+exp(etad.teste)))
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D2 <- (etad[i-1]*n4)-(tetaN1[i]*log(1+exp(etad[i-1])))

testeD <- exp(D1-D2)

u <- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeD),etad[i]<-etad.teste,etadi]<-etad[i-1])
HHHHHHHHHHHHHFHFHHHHFHFHHHFHFHF A HFHH A
eta5.teste <- rnorm(1,mi[i],sqrt(deltali]))

El <- (etab.teste*n5)-(tetaN1[i]*log(1+exp(etab.teste)))

E2 <- (eta5[i-1]*n5)-(tetaN1[i]*log(1+exp(eta5[i-1])))

testeE <- exp(E1-E2)

u <- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeE),etab[i] <-etab.teste,etabli] <-etab[i-1])
HHHHHHHHHHHHHFHFHHHHFHFHHHFHFHF A HFHH A
eta6.teste <- rnorm(1,mi[i],sqrt(deltali]))

F1 <- (eta6.teste*n6)-(tetaN1[i]*log(1+exp(etab.teste)))

F2 <- (eta6[i-1]*n6)-(tetaN1[i] *log(1+exp(eta6li-1])))

testeF <- exp(F1-F2)

u<- runif(1)

ifelse(u<min(1,testeF),etab[i]<-etab.teste,etab|i] <-etab[i-1])
HHHHHHHHHHHHHHFHHHHFHFHHHHFHF A HFHFAHH A
}
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