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Now we know that technical advance
By itself creates more problems than it solves
Everything changes and so do we

So we have to do. So we have to

Throw the dead into the sea, the future is far away
The end justifies the means, focus on the progress
The ocean brought the silence back, everyone is gone

Nothing will ever change

Gunkanjima, Ashes of Pompeii



Resumo

Neste trabalho propomos uma abordagem Bayesiana nao-paramétrica para a modela-
gem de dados com comportamento extremo. Tratamos o parametro de locagao u da
distribuicao generalizada de valor extremo como uma fungao aleatéria e assumimos
um processo Gaussiano para tal fungao (Rasmussem & Williams 2006). Esta situagao
leva a intratabilidade analitica da distribuicao a posteriori de alta dimensao. Para
lidar com este problema fazemos uso do método Hamiltoniano de Monte Carlo em
variedade Riemanniana que permite a simulacao de valores da distribuicao a posteri-
ori com forma complexa e estrutura de correlagao incomum (Calderhead & Girolami
2011). Além disso, propomos um modelo de série temporal autoregressivo de ordem p,
assumindo a distribuicao generalizada de valor extremo para o ruido e determinamos
a respectiva matriz de informacao de Fisher. No decorrer de todo o trabalho, estuda-
mos a qualidade do algoritmo em suas variantes através de simulagoes computacionais

e apresentamos varios exemplos com dados reais e simulados.

Palavras-chaves: Inferéncia Bayesiana nao-paramétrica, processo Gaussiano latente,
distribuicao generalizada de valor extremo, método de Monte Carlo Hamiltoniano em

variedade Riemanniana.



Abstract

In this work we propose a Bayesian nonparametric approach for modeling extreme
value data. We treat the location parameter p of the generalized extreme value dis-
tribution as a random function following a Gaussian process model (Rasmussem &
Williams 2006). This configuration leads to no closed-form expressions for the high-
dimensional posterior distribution. To tackle this problem we use the Riemannian
Manifold Hamiltonian Monte Carlo algorithm which allows samples from the poste-
rior distribution with complex form and non-usual correlation structure (Calderhead
& Girolami 2011). Moreover, we propose an autoregressive time series model assum-
ing the generalized extreme value distribution for the noise and obtained its Fisher
information matrix. Throughout this work we employ some computational simula-
tion studies to assess the performance of the algorithm in its variants and show many

examples with simulated and real data-sets.

Keywords: Bayesian nonparametrics, latent Gaussian process, generalized extreme

values distribution, Riemannian manifold Hamiltonian Monte Carlo algorithm.
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Introducao

1.1 Motivacao e eventos extremos

Fendmenos naturais como vazoes de rios, velocidades de ventos, indices pluviométricos
dentre vérios outros, estao sujeitos a niveis extremamente baixos ou extremamente
altos que podem implicar em grandes perdas financeiras. Mercados financeiros aonde
o aporte de grandes somas em investimentos pode ter um impacto na economia de um
pais precisam ter seus riscos de grandes perdas ou grandes ganhos quantificados. Em
analise de risco, estimar perdas futuras através da modelagem de eventos associados
a inadimpléncia é de fundamental importancia. No campo dos seguros, o risco poten-
cial de sinistros de alto valor precisa ser quantificado e associado a possiveis eventos
catastroficos devido as grandes quantias envolvidas em indenizagoes.

Duas a trés décadas atrés o estudo de processos aleatérios focou-se no comporta-
mento médio e na variabilidade 'normal’ de sistemas ambientais, sociais, financeiros,
biolégicos, etc. Recentemente o estudo de valores extremos ¢ uma das mais impor-
tantes disciplinas estatisticas e suas técnicas se tornaram ferramentas fundamentais
em varias outras areas da ciéncia aplicada, veja Coles (2004), Castillo et al. (2004) ou
Ghil et al. (2011) para varios exemplos.

A teoria de valores extremos estuda processos aleatorios que se manifestam em
niveis muito altos ou baixos, no entanto, quando trabalha-se em problemas aplicados,
eventos extremos sao raros (escassos), e invalidam teoremas baseados em tamanho
de amostra grande. Na pratica isto torna dificil a inferéncia em modelos de valores

extremos. Uma boa alternativa é realizar uma abordagem Bayesiana nao-paramétrica
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aliviando suposi¢oes muito restritivas em aproximacgoes assintoticas.

Neste trabalho, propomos a modelagem de séries de valores extremos modelando
o parametro de locagao da distribuicao generalizada de valor extremo como uma
funcao aleatoria, i.e., uma vez que a abordagem é Bayesiana associamos um processo
estocastico Gaussiano a priori ao invés de assumir modelos paramétricos. Coles (2004),
introduz a idéia de inferéncia em sequéncias nao estacionarias de dados utilizando a

distribuicao de valor extremo. Mais especificamente, o modelo proposto é,
2y~ GEV(N@)?CL 5)7 (11)

sendo que GEV (u,0,€) denota a distribuigdo de valor extremo generalizada com
parametros de locagao 1 € R, escala o > 0 e forma £ € R, u(t) é a fungdo média do
processo. A suposigao usual é de que u(t) segue um modelo linear geral, por exemplo
w(t) = Bo + Bit + Bot? ou mesmo um modelo com mudanga de regime, por exemplo
wu(t) = py para t < tgou u(t) = pg para t > to.

Ao invés de assumir uma forma funcional especifica para a fung¢ao média propomos

utilizar um processo Gaussiano latente, i.e.
p(t) ~ PG(m(t), k(t1,t2)), (1.2)

sendo que m(-) e k(-,-) descrevem a média e a estrutura de covariancia do processo
latente. Deste modo nao se impoe uma tinica forma funcional paramétrica ao processo
latente.

Autores como Rasmussem & Williams (2006), assumem uma fungao de ligagao es-
tocastica para problemas de classificagao. Jylanki et al. (2011) propdem um modelo de
regressao com distribui¢ao observacional t-Student na presenga de outliers, modelando
a média como uma fungao estocastica. Calderhead (2012), estuda previsoes futuras
num sistema de equacgoes diferenciais para processos biologicos de crescimento popu-
lacional e Chkrebtii (2013) analisa o sistema cadtico de Lorenz, ambos baseados em
processo estocastico Gaussiano latente com abordagem Bayesiana. Brahim-Belhouari
& Bermak (2004) predizem valores futuros com diferentes fungoes de covariancias para
séries temporais nao-estacionérias.

Nas proximas se¢oes descrevemos as principais ferramentas propostas no trabalho
e as dificuldades analiticas existentes na inferéncia a posteriori sobre modelos com

processo estocéstico latente. No Capitulo 2, apresentamos o método de Monte Carlo
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Hamiltoniano e sua variante, que é atualmente um algoritmo eficiente para geracao
de valores aleatérios em modelos complexos de alta dimensao. No Capitulo 3, apre-
sentamos a distribuicao generalizada de valor extremo e suas principais propriedades.
Além disso, discutimos a modelagem paramétrica de dados com caractetisticas de ex-
tremos e apresentamos um modelo de série temporal autoregressivo com distribuicao
generalizada de valor extremo para o ruido. No capitulo 4, introduzimos o modelo
Bayesiano nao-paramétrico sobre uma fungao desconhecida baseado no processo Gaus-
siano e aplicamos esta abordagem em modelos de valores extremos. No capitulo 5,

apresentamos as conclusoes e proposta de trabalhos futuros.

1.2 Modelos paramétricos e nao-paramétricos

Métodos estatisticos tradicionais sao comumente baseados em suposi¢oes paramétri-
cas, i.e., assumem uma forma funcional dependente de parametros (e.g. modelos de
regressao) juntamente a um modelo probabilistico subjacente aos dados tal como,
Normal, Poisson, Weibull, Exponencial, Gama, etc. Por exemplo, a analise de regres-
sao em modelos lineares generalizados fundamentada em suposi¢oes paramétricas, é
a mais utilizada em todas as areas no meio cientifico e profissional, e a suposi¢ao da
forma paramétrica para a variavel resposta é chave para o estudo ideal do experimento.

No entanto, em varias situagoes a pressuposicao de qualquer forma funcional para
o estudo do comportamento de dados observados nao é tarefa facil. Algumas ca-
racteristicas de assimetria, caudas pesadas, multimodalidade, sensibilidade a outliers,
dentre outras, podem dificultar o bom ajustamento dos dados ao modelo probabilistico
proposto.

Modelos Bayesianos nao-paramétricos sao motivados pela imposi¢ao menos restri-
tiva sobre suposi¢coes paramétricas. Por exemplo, suponha que X; P, A aborda-
gem Bayesiana nao-paramétrica assume uma distribuicao a priori sobre F', i.e., um
processo estocastico representando o processo gerador das funcoes densidade. Neste
caso é comum assumir um processo de Dirichlet (ver por exemplo Fergusson 1973 e
Miiller & Quintana 2004). Em um problema de regressao nao-linear é possivel su-
por uma distribuicao a priori sobre fungoes continuas, i.e., um processo estocéstico

Gaussiano, veja Rasmussem & Williams (2006).
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Em ambos os exemplos acima, priori e posteriori sao processos estocéastico e que
podem ser colocados como modelos de dimensoes infinitas (veja Schervish 2011). Em
problemas praticos de inferéncia, a complexidade deste tipo de modelo se torna evi-
dente uma vez que o niimero de parametros aumenta com o tamanho amostral. Com
isso métodos computacionalmente intensivos e eficientes sao fundamentais para uma
boa performance dos modelos, por exemplo o método de Monte Carlo Hamiltoniano
e mais atualmente o método de Monte Carlo Hamiltoniano em variedade Riemaniana
que serao apresentados nos proximos capitulos. Para uma discussao profunda sobre
estes assuntos, veja Bernardo & Smith (1994), Ghosh & Ramamoorthi (2003), Miil-
ler & Quintana (2004), Teh & Orbanz (2010), Calderhead & Girolami (2011) e Neal
(2011).

1.3 Abordagem Bayesiana

Quando lidamos com problemas estatisticos ou qualquer tipo de experimentos ci-
entificos, trabalhamos com dados observados, mensuracoes de aparelhos, condigoes
adversas e varias variaveis que nao podemos controlar. Deste modo torna-se natural
pensar que é impraticavel obter certeza absoluta a partir de mensuragoes. Medidas sao
realizadas para obter informagao quantitativa/qualitativa e utilizadas para descrever,
explicar ou elucidar fendmenos inerentes a processos aleatorios.

Uma maneira formal para analisar dados é através da inferéncia cientifica. Entende-
se como inferéncia cientifica o processo de aprendizado de alguma caracteristica de
interesse com base em observagoes de dados (medidas ou amostra) que estao vincula-
dos a tal caracteristica (Bonassi (2009) apud Johnson & Kotz). E importante ressaltar
que tal caracteristica, em estatistica, é sempre desconhecida na pratica.

Se a interdependéncia entre a amostra e a caracteristica de interesse ¢ dada por
uma funcao de probabilidade, temos o processo chamado de inferéncia estatistica.
Neste caso ¢ comum assumir um modelo probabilistico gerador dos dados indexado
por um vetor paramétrico @ fixo e desconhecido. A tratabilidade de 8 como uma
constante baseia-se em resultados assintoticos e nao permite que sejam incorporadas

informagoes externas sobre seu comportamento.

O teorema de Bayes trata todas caracteristicas de interesse desconhecidas como
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variaveis aleatérias e permite que informacao externa seja incorporada a anélise dos
dados. Por muitas vezes algum tipo de conhecimento sobre @ é de grau extremamente
representativo sendo necessario incorporar tal conhecimento de forma consistente a

analise dos dados.

A inferéncia é Bayesiana quando a abordagem é via o teorema de Bayes (1763)

dado por
m(0|D) = % (1.3)
com
(D) = / L(D|6)x(8)d6
e
em que L(D|@) = fx(x|0) é a fungdo de verossimilhanca. D = x é a amostra

aleatoria observada seguindo a f.d.p. fx(.), @ é o vetor paramétrico (caracteristicas
de interesse), 7(0) a fungao densidade de probabilidade a priori de 6. w(68|D) a fungao
densidade de probabilidade a posteriori de @ e w(D) é a constante normalizadora
que também pode ser colocada como a probabilidade marginal dos dados ou ainda
a distribuigdo preditiva a priori. © é o conjunto de possiveis valores de 6 (espago
paramétrico).

A expressao acima é apenas a probabilidade condicional de € dado os dados. 7(8)
representa o conhecimento atual que se possui sobre 8 antes de qualquer tipo de
informagao relacionada as caracteristicas de interesse. A escolha de 7(€) pode ou
nao ter grande influéncia sobre 7(0|D) e tem sido alvo de muita discussao no meio
cientifico. Principalmente devido a escolha de distribuigoes a priori improprias que
geram distribuigoes a posteriori proprias (veja Kass & Wasserman 1996).

Existem também métodos formais de extracao do conhecimento sob a forma de
uma distribuicao de probabilidade que sao conhecidos como métodos de elicitacao de
distribuigoes a priori. Para detalhes veja Garthwaith et al. (2005).

Inferéncias sobre os parametros do modelo sao obtidas através do calculo de espe-

rancas a posteriori, i.e., precisamos determinar integrais do tipo,

Eaplo(®)] = [ 9(6)x(6|D)ab. (1.4)
(C]

11



Na maioria das aplicagoes praticas a dimensao elevada e analiticamente complexa
de (1.4) leva ao calculo de integrais multivariadas que ndo sao de facil determinagao.
Metropolis & Ulam (1949) propuseram o método de Monte Carlo baseado em
aproximacoes estocéasticas para integrais multivariadas, motivados pelo calculo de co-
eficientes de particulas sub-atomicas em bombas atomicas. O método é baseado na
Lei Forte dos Grandes nimeros e garante que, se possuimos uma amostra aleatoria

de m(0|D) podemos aproximar o valor de (1.4) na seguinte forma,

Eaolg®)] = > 9(0%)
== Egiplg(0)], (1.5)

em que g: © — R.

No entanto, obter valores de m(0|D) em dimensoes elevadas também néao é tarefa
facil. Varios métodos estao propostos na literatura e podem ser revisados em Robert
& Casella (2004). O método de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) pro-
posto por Metropolis et al. (1953) e generalizado por Hastings (1970) é dominante em
aplicacoes Bayesianas para a simulacao de valores da distribuicao a posteriori.

Mais recentemente, Duane et al. (1987) propos o método de Monte Carlo Hibrido,
ou melhor denominado Monte Carlo Hamiltoniano para simulagao de um sistema
molecular através da dindAmica Hamiltoniana, sendo mais tarde reformulado por Neal
(1995) em aplicagoes de redes Bayesianas. Calderhead & Girolami (2011) extenderam
o método de Monte Carlo Hamiltoniano usando conceitos de geometria diferencial na

distribuicao a posteriori.

1.4 Método de Monte Carlo via Cadeias de Markov

Nesta secao apresentamos algumas defini¢coes e teoremas sobre cadeias de Markov
utilizadas no restante do trabalho. O algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) também
¢é apresentado com maiores detalhes pois é um simulador geral de valores aleatorios.
Algumas referéncias sobre processos Markovianos podem ser consultadas em Schinazi

(1999) e Robert & Casella (2004).

Definicao 1.1 (Processo estocastico) Um processo estocdstico é uma funcao de

dois argumentos X (t,w) : T x Q — R, tal que para t* € T fizo, X(t*,w) € uma
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varidvel aleatoria e para w* € Q fivo, X (t,w*) é uma realizagio do processo (uma

funcgao deterministica). T é um subconjunto dos reais.

Dada uma colegao de tempos t = [tq,...,t,], X = [X,,, ..., X, ] segue uma fungao

densidade de probabilidade conjunta,
X ~p(x), VteTeVneN
em que, & = [Ty,,...,2,] e X(t;) = Xy,

Definicao 1.2 (Cadeia de Markov) Um processo estocdstico é dito ser uma cadeia

de Markov se,
plry |y oy wy) = plag|ay_,), Vi, €T eVjeN (1.6)

ou seja, a funcao densidade de probabilidade conjunta pode ser escrita como,

p(JJ) = p('rtl) Hp(xti

xti—l) (17)

Para o uso adequado do método de Monte Carlo, precisamos que a cadeia Marko-
viana gerada satisfaga certas condicoes. Essas condig¢oes fazem com que independente
do valor inicial da cadeia, no limite de t — oo, X; sera amostrado de uma distribuicao

invariante.

Defini¢ao 1.3 (Probabilidade de transigao) Para todo z € S e A C S definimos
T"(x, A) como a probabilidade condicional da cadeia se encontrar numa regiago A
depois de n passos dado o inicio em x, i.e., T"(x, A) = p(X,, € A|Xo =2x) e T"(z,y)
a fungio densidade de probabilidade condicional, i.e., T™(z,y) = px, (y|Xo = z).

Defini¢ao 1.4 (Distribuigao invariante) A cadeia de Markov com probabilidade

de transi¢ao T(x, A) possui uma distribuicdo invariante w(x) se, para todo conjunto

AcCS,
/ () de / T(w, Ayr(z)dz (1.8)

A
Defini¢ao 1.5 (Equacao de balango detalhada) Dizemos que a probabilidade de

transi¢iao T(x,y) satisfaz a equagio da balango detalhada com respeito a densidade

7(x) se, para todo x ey € S wvale,

T(x,y)m(z) = T(y, x)7(y) (1.9)
Ou seja, depois de um tempo suficientemente grande, a taxa com que a cadeia

passa de = para y ¢ mesma que passa de y para .
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1.5 O algoritmo de Metropolis-Hastings (MH)

Em situagoes que a amostragem direta de valores da distribui¢ao a posteriori nao é
tarefa facil, Hastings (1970) desenvolveu um algoritmo geral para simulagao de valores
aleatorios de uma distribuicao alvo por meio de uma distribuicao auxiliar, tal que,
gerar valores desta distribuicao é tarefa facil.

Suponha que gostariamos de gerar valores de uma distribuigdo qualquer p(x).
Assuma uma distribui¢ao auxiliar ¢() no mesmo dominio de p(x), tal que gerar de

q(x) é tarefa facil. O algoritmo de Metropolis-Hastings é,
(i) Tome X, = 2 gerado da distribuicdo auxiliar ¢(x).

(ii) Paran=1,2,...,N

. Faca X,,_; = "V

. Gere y a partir de g(y|z"V) e u ~ U[0, 1]

p(y)q(z"Vly) }
p(x)q(y|z—b)

. Calcule a(z™ Y, y) = min {1,

F (n) y, com probabilidade a(a:(”_l),y) >
. Faca X, =2\ =
2"~V caso contrario

Note que algoritmo MH faz a transicao & — y de acordo com ¢(.) e aceita este

valor com probabilidade a(x,y), i.e., a probabilidade de transigao fica dada por,
T(x,y) = q(ylz)a(z,y). (1.10)
Veja que a expressao acima satisfaz as equagoes de balanco detalhada,

T(e.y)p() = g(ylz) mm{l,p

= min {p(y)q(z|y), p(x)q(y|z)} (1.11)

=T(y, z)p(y)
Chib & Greenberg (1995) mostram que, quando as condigoes de balango sao sa-
tisfeitas em relagdo a uma medida de probabilidade p entdo a definicao (1.4) vale,

em relagao a p, ou seja, o algoritmo de Metropolis-Hastings gera uma cadeia de Mar-

kov com distribuigdo invariante p. A defini¢ao (1.5) é uma condigao suficiente. Essa
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condicao garante, estacionariedade, irredutibilidade e aperiodicidade da cadeia Mar-
koviana.

Uma variante do algoritmo é realizar o procedimento em cada argumento da dis-
tribuicao alvo, i.e., podemos aplicar o algoritmo para o primeiro argumento, digamos
x1, € aceitamos ou rejeitamos um novo valor de acordo com a razao de Metropolis
fixando todos os outros argumentos e repetindo o procedimento de modo similar para
todos as outros argumentos.

Quando a distribui¢ao alvo é de grande dimensao com estrutura de correlagao nao
usual, a performance ideal do algoritmo se torna algo de dificil alcance. O algoritmo
dificilmente iré percorrer todo o espago do vetor aleatério devido a forma complexa
da distribuicao alvo. Além disso, a cadeia carregara dependéncia excessiva de valores

anteriores gerados demorando para a convergéncia na distribuicao estacionéaria.
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Monte Carlo Hamiltoniano

O método de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) é um técnica baseada na dindmica
Hamiltoniana concomitante a regra de transicao de Metropolis. Produz um modo
eficiente de simulacao de valores aleatérios de uma distribuicao alvo, percorre ra-
pidamente o suporte desta ndo se fazendo uso de distribuicoes auxiliares. E uma
construcao mais sistematica e direta na configuracao de um algoritmo mais proximo
do ideal para a amostragem de valores de distribui¢coes com dimensao relativamente

alta e forte estrutura de correlagao.

O algoritmo HMC foi originalmente proposto por Duane et al. (1987) na simulagao
dindmica de sistemas moleculares e primeiramente denominado Monte Carlo hibrido.
Posteriormente, Neal (1995) introduziu o método em aplicagoes estatisticas de redes
neurais Bayesianas. Mackay (2003), Neal (2011) e Lan (2013) mostram propriedades
importantes deste método e provam sua convergéncia para alguma distribuicao alvo

de interesse.

A esséncia do método é simular o movimento de uma particula se deslocando sob
uma energia potencial igual ao logaritmo negativo da densidade de probabilidade alvo.
A cada iteracao a velocidade da particula é aleatorizada simulando seu movimento
por algum tempo. Ao final, obtemos sua nova posi¢ao, que sera o novo valor proposto

da distribuicao alvo, aceitando-o ou nao de acordo com a regra de Metropolis.
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2.1 Dinamica Hamiltoniana

As equagoes de Hamilton formam um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias
vistas como uma reformulacao das Leis de Newton na mecéanica classica. Descrevem
de modo deterministico como particulas (ou corpos) evoluem no tempo em um sistema
fechado e conservativo.

Considere um disco deslizando sem atrito sobre uma superficie de altura varié-
vel. Suponha que a posicao do disco, digamos 6, é algum valor especifico do espaco
de estado S = RP. Considere também uma velocidade inicial relacionada com um

momento p € RY (p = mw, v é a velocidade).

20 25

15

u(e)
(]

o _|
i
n -
o -
I I I I I
-4 -2 0 2 4
0

Figura 2.1: Movimento do disco na superficie.

Com o movimento do disco sobre a superficie, a energia potencial do disco U(8)
e a energia cinética C(p) = p'p/2m (m é a massa do disco) variam de acordo com
sua posi¢ao sobre a superficie. Se o disco tem um movimento ascendente sua energia
potencial aumenta e sua energia cinética diminui até um ponto em que o disco atinge
energia cinética nula. Neste momento, o disco inicia um movimento descendente
passando por uma energia cinética maxima, potencial minima e tomando o movimento
ascendente novamente.

A energia total constante deste sistema é representada por uma funcao chamada
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Hamiltoniana que é definida abaixo.

Definigao 2.1 (Hamiltoniano) A energia total de um sistema fechado e conserva-

tivo € dada pela fungao Hamiltoniana,

H(8,p) = U(0)+C(p)
= U@)+p'M'p (2.1)

em que U(0) é a energia potencial e C(p) a energia cinética do sistema.
A evolucao deterministica de particulas no decorrer do tempo é dada pela solucao
da dindmica Hamiltoniana. A definicdo de dindmica Hamiltoniana se descreve na

forma,

Defini¢ao 2.2 (Dinamica Hamiltoniana) Dado que a energia total de um sistema
¢ representada por H(0,p), a dindmica Hamiltoniana é definida pelo sistema de equa-

coes diferenciais,

ae OH

- ap o et

dp  OH

% - 98 VelU(6) (2.2)

Suponha agora que desejamos determinar a posic¢ao e a velocidade de uma particula
apos a evolucao do sistema para uma época t; = ty + 7. A solugao destas equagoes
fixados valores iniciais [@(ty) p(to)] fornece a posi¢ao e a velocidade da particula no
tempo t1, [0(t1) p(t1)]-

No entanto, solucoes analiticas para as equagoes Hamiltonianas sao dificilmente
obtidas sendo necessario empregar uma classe especial de método numérico para a
solucao aproximada do sistema de equacgoes diferenciais. O método de Stormer-Verlet
(leapfrog) é um método ideal para sistemas conservativos e tem propriedades funda-
mentais na garantia da convergéncia da cadeia de Markov para a distribuicao estaci-

onaria de interesse, sao elas,
(i) conservagio da energia total, i.e., H(@(7),p(7)) = H(6(0),p(0))
(ii) é reversivel no tempo, i.e, o0 método numérico garante que, se partimos de um

ponto inicial (0y,p,) e chegamos em (01,p,), tomando o ponto final com o

momento negativo, —p; voltamos ao ponto (6y, —p,)-
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(iii) preserva o volume infinitesimal.

Uma revisao extensiva sobre este método pode ser consultada em Leimkuhler &

Reich 2005.

2.2 O algoritmo de Monte Carlo Hamiltoniano (HMC)

Baseada na Definicao 2.1, assuma que a energia potencial do sistema Hamiltoniano
¢ dada pelo logaritmo negativo da densidade a posteriori que gostariamos de simular

valores, i.e.,
U(0) = —((6) = —1log[L(6|D)] — log|[r(0)]. (2.3)

Suponha também que o momento p na fungao Hamiltoniana é um vetor aleatoério
no mesmo dominio de 0, i.e., R%. Note entdao que a funcao densidade conjunta nao
normalizada de (6, p) fica definida pela exponencial negativa da fun¢ao Hamiltoniana,
uma vez que a funcao C(p) (energia cinética) tem a forma do nicleo de uma normal

multivariada N4[0, M],

f(0,p) o< exp[—H(6,p)]
o« L(6|D)7(0) exp[—p'M 'p]. (2.4)

Ainda, note que (2.4) é uma fungao de densidade conjunta fatoréavel. Pela definigao
(2.2) podemos obter valores de m(@|D) uma vez que a energia potencial esta definida
pela distribuicao a posteriori. Isto é, para valores iniciais (0(7), p”) com tempo inicial
ficticio 7 = 0, aplique a solucao numeérica de Stormer-Verlet na dindmica Hamiltoniana

(veja Mackay 2003),

pTTe2 = p™ 4 (£/2)Ve0(0T)
pUt+a) — g +5Vp(](p“+5/2))
p(.r+€) _ p(7+€/2) + (8/2)V9€(0(T+5)). (2.5)

O sitmbolo Vy, indica o vetor gradiente em relagao a uma variavel x, sendo mais
conhecido como vetor escore em Estatistica. Veja entao, que o algoritmo faz uso
de derivadas primeiras da funcao log-densidade nao normalizada e portanto aponta

para regioes da maior probabilidade, fazendo o algoritmo alcangar mais rapidamente
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uma distribuicao estacionaria da cadeia Markoviana, que é a distribuigao alvo da qual
buscamos gerar valores.

Ao final da trajetoria note que, no ponto (B(tl),p(tl)), a diferenca entre os Hamil-
tonianos é proxima de zero devido a discretizagao do sistema de equacgoes diferenciais.
Neste momento a regra de transicao de Metropolis é aplicada para corrigir o erro
introduzido no sistema de equacoes. Portanto podemos fazer a transicao para o novo

valor proposto (0(“), p'")) com probabilidade,

(t1) o (t1)
) ) (pO @y _ oo | 7O, )
a(0™),p!™), (0, pV)] = mlnlﬂ<9<0>7p<o))’l

= min [exp[H(B(tO),p(tO))—H(e(“),p“”)],l , (2.6)

uma vez que o método de Stormer-Verlet garante reversibilidade e simetria (veja
Calderhead 2012).

As variaveis € e M sao parametros livres. Ambos determinam a rapidez com que
a cadeia alcanga a distribuigao estacionéaria bem como a mistura (mixing) dos valores
propostos. O parametro livre e, representa a discretizagao do sistema de equagoes
diferenciais e para valores muito grande, a solucao do sistema se torna sem sentido.
Para valores muito pequenos, nao ha uma mistura adequada de valores da posteriori.
O parametro livre M serd tomado como a matriz identidade, pois é algo de dificil
especificacao e mais significativo em problemas complexos de estimagao como visto
em Calderhead & Girolami (2011).

O algoritmo em sua configuragao ideal mantém uma taxa de aceitagao em torno
de 70% a 95% dos valores gerados, quantidades muito maiores comparado as taxas de
aceitagao do algoritmo de Metropolis-Hastings. Por fim, o método HMC, somente vale
para variaveis aleatorias na reta, sendo entao necessario encontrar uma transformacao
bijetora que faca esta relacao.

Suponha que estamos interessados em simular valores de 7(6|D) em que 8 € R®.

O algoritmo HMC em sua forma simples tomando M = I, é dado por,
(i) Forneca uma posicio inicial, 0©.
(i) Inicie um contador i = 1,2,..., N (tamanho da cadeia).

. Gere p* ~ N4(0,1) e u ~U(0,1),
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. Faca (0", p') = (6""V,p*), Hy= H(8',p")

. Repita em nimero adequado de loops a solugao numérica de Stormer-

Verlet,
P =p" +5Vel(6'Y)
6"~ = 6"V + eV, C(p)
P =p"+5§Vel(6"Y)
. Ao final da trajetoria, faca (HL,pL) = (H(i_l),p*) e H = H(eLapL)
. Determine (8%, p*), (8", p")] = min [exp(Hy — H,), 1]

: 0", com probabilidade a[(8", p*), (87, p")] > u
. Faca 6 =
', caso contréario

O ntmero de vezes que repetimos a solugao de Stormer-Verlet representa o quao
longe avangamos no tempo. Para valores muito pequenos, o algoritmo ird percorrer
pequenas regioes do espaco paramétrico. Para valores grandes, o algoritmo explora
maiores regioes do espaco paramétrico. No entanto, hd uma limitagao computacional
no sentido de que nao ha necesidade de avancar em um tempo muito longo. Com

algumas iteragoes o algoritmo ja apresenta boa performance.

Exemplo 2.1 Para visualizar a performance do método, vamos retomar o exemplo
dado em Coles (2004), pagina 59, via inferéncia Bayesiana. O objetivo da anélise é
ajustar o modelo generalizado de valor extremo (GEV) a um conjunto de dados obtidos
a partir da observagao anual méxima do nivel do mar (em metros) entre os periodos de
1923 & 1987, em Port-Pirie, Australia. Vale notar que embora as observagoes tenham
sido obtidas no decorrer do tempo, o autor assumiu independéncia entre observacoes,
uma vez que estas nao apresentam dependéncia temporal.

O histograma dos dados pode ser visto na figura 2.2. Para proceder com o método
de Monte Carlo Hamiltoniano, precisamos determinar o vetor gradiente da funcao
log-posteriori. Através da Equacdo 3.1 e fazendo o = €’ para uma parametrizacio na

reta, este vetor é dado por,
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Figura 2.2: Histograma, série temporal e autocorrelagiao para os dados de nivel do mar em Port-

Pirie, Australia.

n

S 2 (49 -5 ) + Valogm(n)

i=1

S+ (ﬁ:“) gt -

Vel = | i1

Q

i=1

+Velogm(€)

1.4.d

1- z;(1/£+1) (‘% - M) + Vs logn(9)

— log z; 1 vi— Y\ 1, L (yi—p\ _—qerny logzi —1¢
—(Z41) [ Z—£) 4 - : — =
2 e (5*)( o )7 el ) &

(2.7)

em que, @ = [11,0,¢], z =1+ &(y; — p)/o e p, 6, ~ NJ0,25]

Com o vetor gradiente obtido, o algoritmo foi implementado em linguagem R.

Geramos uma amostra de tamanho 6000 descartando 1000 valores com aquecimento.

Apos algumas pré geragoes para adequar a convergéncia do método, o parametro livre

¢ foi tomado igual & 0.012 e a solugao de Stormer-Verlet replicada 27 vezes seguidas.

Para efeito de comparagao, utilizamos o pacote evdBayes para a geragao de va-

lores pelo algoritmo de Metropolis-Hastings com as mesmas quantidades de valores
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e aquecimento acima. A configuracao de distribui¢oes auxiliares foram obtidas do
proprio pacote que ja possui os valores 6timos para os parametros das distribuigoes
auxiliares. Este pacote também faz uma reparametrizagao na reta, usando a normal
como distribuic¢ao auxiliar normal. Além disso faz uso do algoritmo em blocos e aplica
a regra de aceitacao para cada paradmetro fixado o restante. Desse modo ha trés taxas
de aceitacao. Todas as taxas de aceitacao ficam em torno de 30 — 50%.

Os resultados sao ilustrados pelos gréficos de séries no tempo e autocorrelagao nas
figuras 2.3 e 2.4, respectivamente para o HMC e MH.

HMC Autocorrelagdo
HMC

o
3.80 3.90 4.00
L
L

N
0.0 0.4 o8

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 2 40 60 80 100

1.0

-0.2

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 2 40 60 80 100

1.0

0.2
K
L

£

-0.2
L

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 20 40 60 80 100

i defasagem k

Figura 2.3: Graficos da série de tempo e autocorrelagio para os valores gerados pelo algoritmo

HMC.

Note que o algoritmo HMC, com uma taxa de aceitacao em torno de 95%, al-
canga regime estacionario muito mais rapido que o algoritmo MH. Além disso, nao
ha praticamente autocorrelagao, nao sendo entao necesséario tomar valores defasados
para uma melhor representacao da distribui¢ao a posteriori. O algoritmo MH atinge a
distribuicao estacionario muito lentamente e com alta autocorrelacao entre os valores

gerados.

2.3  Estudos de simulacao

Com o objetivo de avaliar e comparar a performance do algoritmo HMC e do algoritmo

de MH, realizamos dois estudos de simulacao para a estimagao dos parametros da
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Figura 2.4: Graficos da série de tempo e autocorrelacio para os valores gerados pelo algoritmo

MH.

distribuicdo GEV(u = 2,0 = 0.5, = —0.1). A escolha dos parametros para p e o ¢é
ao acaso, porém para £, escolhemos um valor que segundo Coles (2004) é incomum em
aplicagoes praticas de estimagao, pois levam a distribui¢ao com caudas muito pesadas

sendo mais dificil fazer inferéncia.

Em ambos os estudos repetimos o procedimento de replicar 1000 amostras de
tamanhos n = 15,30, 50, 100 e calculamos medidas de vicio e erro quadratico médio

dadas respectivamente por

l; Zir?iol é(m) o G(True)

1000
- Zir?io [é(m) o 9(True)]2
cam = 1000 ' (28)

O algoritmo HMC foi implementado na linguagem R assim como o algoritmo MH.
Para algoritmo MH utilizamos o pacote evdBayes na geragao de valores da posteriori.
No pacote estéd implementado o algoritmo MH em blocos com reparametrizagao na
reta. Deste modo tém-se trés taxas de aceitacao com distribuigoes auxiliares normais
univariadas. Em ambos estudos configuramos as distribui¢oes auxiliares para obter

taxas de aceitacao em torno de 30% — 50%.
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1000 réplicas

20000 valores / 1100 valores HMC MH
n viés EQM viés EQM
15 po-0.0008 0.0255 -0.0028 0.0250

0.5169 0.5196 -1.7424 6.0973

o -0.0119 0.0135 -0.0121 0.0130

0.4572 1.5135 5.0180 51.007

¢ -0.0352 0.0737 -0.0364 0.0727

-0.0681 0.1867 -1.0650 2.5525

30 @ 0.0000 0.0107 -0.0005 0.0108
-0.2183 0.3943 -2.3592 8.4136

o -0.0098 0.0057 -0.0084 0.0058

0.3655 1.0837 7.0782 78.279

¢ -0.0090 0.0248 -0.0114 0.0256

-0.0651 0.0965 -1.4178 3.3511

50 @ -0.0059 0.0079 -0.0045 0.0063
-0.2202  0.3505 -2.6573 9.8133

o 0.0026 0.0336 -0.0028 0.0034

0.3362 0.8232 8.5333 103.20

¢ -0.0124 0.0149 -0.0108 0.0127

-0.0582 0.0542 -1.5587 3.9191

100 p-0.0012 0.0053 -0.0010 0.0033
-0.4297  0.6297 -3.2037 12.541

o 0.0022 0.0017 -0.0023 0.0016

0.6450 1.7392 10.203 138.04

¢ -0.0050 0.0058 -0.0041 0.0053

-0.0793 0.1241 -1.7940 4.3145

Tabela 2.1: Resultados da simulacdo do estudo 1 e estudo 2 para cada parametro da distribuicio
GEV com tamanhos amostrais variados. A primeira linha de cada pardmetro corresponde as cadeias

de 20000 valores. A linha abaixo corresponde as cadeias de 1100 valores.
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Caso 1

Para ambos os algoritmos geramos uma amostra de tamanho 20000, eliminando as
10000 geracoes sem tomar valores defasados. A configuragao dos parametros livres
para o HMC foram tomadas ap6s algumas geragoes inicias para verificacao de conver-
géncia. Esses valores foram mantidos fixos para todas as outras amostras. Em relagao
ao algoritmo MH, o procedimento foi similar. Tomamos valores dos parametros das
distribuic¢oes auxiliares de modo que fornecam também convergéncia do método.
Assumimos prioris u, 9, & N [0,25] para ambos os algoritmos e em todas as

cadeias geradas foi realizado o teste de Geweke para verificar convergéncia.

Neste primeiro estudo tomamos como estimativa do parametro o valor modal da
distribuicao a posteriori, pois este valor ¢ uma medida de resumo que melhor repre-
senta o valor do parametro quando as distribui¢oes sao assimétricas. Além disso,
devido a grande quantidade de valores gerados com a grande quantidade de descarte
para aquecimento, nao ha diferenga pratica na qualidade da inferéncia entre os dois

métodos, sendo visto na Tabela 2.1.

Caso 2

Neste estudo procedemos de modo similar ao caso anterior, porém gerou-se 1100
valores descartando 100 primeiros valores com aquecimento. O objetivo principal é
observar se o algoritmo HMC tende a alcancar a distribui¢ao estacionéria de interesse
mais rapidamente do que o algoritmo MH e assim fornecer melhores estimativas para

0s parametros.

Como esperamos que muitas das cadeias nao atinjam estacionariedade, aplicamos
o teste de Geweke rejeitando as cadeias geradas para valores altos da estatistica, assim
nao rejeitamos muitas cadeias geradas para ambos os algoritmos. Também, tomamos
como estimativa dos parametros a média das distribui¢coes a posteriori, pois é uma

medida que é mais influenciada por valores mais distantes.

Pela Tabela 2.1, na segunda linha de cada parametro, notamos que os resultados
das simulac¢oes apresentam-se com melhor qualidade para o algoritmo HMC, eviden-

ciado pelo viés e erro quadratico médio.
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2.4  Monte Carlo Hamiltoniano em variedade Riemanniana

(RMHMO)

O método Hamiltoniano de Monte Carlo em variedade Riemaniana abrange os mes-
mos conceitos do algoritmo HMC, no entanto o RMHMC explora as propriedades
geométricas da distribuicao a posteriori.

Calderhead & Girolami (2011) e Calderhead (2012), definem a dindmica Hamil-
toniana sobre uma hiperficie Riemanniana e mostram propriedades importantes do
método. Os autores também realizam uma grande quantidade de aplicagoes sobre
modelos de equacoes diferenciais, evidenciando a performance superior do método em
modelos de alta dimensao e estrutura de correlagao nao usual.

De modo menos rigoroso, o algoritmo RMHMC em cada iteragao percorre geodé-
sicas, que sao curvas de comprimento minimo entre dois pontos da hiperficie gerada
pela distribuicao a posteriori. Este comportamento faz com que o algoritmo RMHMC
tenha uma taxa de aceita¢ao proxima 99% dos valores gerados e baixa autocorrelagao
em sua configuracao ideal, mesmo em elevadas dimensoes.

E interessante notar que na maioria das aplicacoes estatisticas, a distribuicdo a
posteriori ¢ uma hiperficie (uma generalizagio direta dos objetos no R?) e por meio
da geometria diferencial, pode-se generalizar conceitos conceitos de distancia, angulos

e areas sobre hiperficies curvas.

Definicao 2.3 Uma superficie diferencidvel m-dimensional no R™! ¢ denominada

uma hiperficie.

Note que a distribuigao a posteriori é um grafico de fungao, i.e., 7(0|D) : © C
R? — R, entdo a hiperficie gerada ¢ S(.) : © C R? — R com S(0) = [0 n(6|D)]".
Porém, devido a facilidade analitica, é comum estudar a distribuicao a posteriori na
escala logaritmica e entdo S(0) = [0 log7(0]|D)]*. O termo variedade Riemanniana se
origina no fato de se associar uma métrica Riemmaniana na hiperficie em estudo que
permite entao a determinacao de distancias, angulos, areas e a definicao da dindmica

Hamiltoniana sobre uma métrica Riemaniana.

Defini¢ao 2.4 (Métrica Riemanniana) Uma métrica Riemaniana numa hiperfi-
cie S € uma correspondéncia que associa cada ponto p € S, um produto interno no

espaco tangente T,S.
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O espaco tangente 7,5 de S em p (S(0) = p), é um espaco vetorial com base,

_[0S(8)  0S(6)
B(G)_{ o }

e pode visto como uma aproximagao linear desta hiperficie em todo ponto p € S.

Além disso, todo vetor v € 7,5 é uma combinacao linear dos vetores da base B,
05(0)
d

i1 Ui Deste modo é possivel definir um
i

podendo ser escrito na forma u =

produto interno I,(.) : 1,5 — R, i.e,

L(n) = (uu)

06, 7 004 u1
= [ur... u4 : : :
<8S(9) 8S(O)> <85(0) 85’(9)> wy
|\ 96, = 06, 00q = 06y /|
= uGu® (2.9)

em que G é a métrica Riemanniana natural induzida pelo R?. No entanto, como
colocado em Amari & Nagaoka (2000), pode-se definir uma métrica induzida a partir
do modelo estatistico assumido, bem conhecida como matriz de informagcao de Fisher
e tomar os elementos de G' como,

_ 9?log fx(x|0)

A matriz de informacao de Fisher possui propriedades importantes, como a inva-
ridncia sobre reparametrizagoes para o calculo de geodésicas e sua inversa fornece o
limite inferior de Cramer-Rao para a classe dos estimadores nao-viciados (veja Scher-
vish 2011). Para uma discussdo mais detalhada sobre a definicdo de uma métrica
Riemanniana veja Calderhead (2012). Baseado nesta métrica, Calderhead & Giro-

lami (2011) e Calderhead (2012) definem a fungao Hamiltoniana na seguinte forma,
1 1, 1
H(0,p) = —logm(0|D) + 5 log det G(0) + P G(0) 'p. (2.11)
Desta forma a distribui¢do conjunta de (6, p) se torna,

f(8,p) o< L(8]|D)7(8)Na(0, G(8)], (2.12)
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logo, a dindmica Hamiltoniana fica dada por,

o oH .

@ o G0) 'p

dp; _8[—] B dlogm(0|D) B 1 _,0G(0) 1, ,G(0) _1

a o6 o6, S |G 55 | TP CO) GO P
(2.13)

Neste caso a distribuicao conjunta nao é fatoravel e para simular valores através
da dinamica Hamiltoniana, ¢ necesséario aplicar a solugao numérica generalizada de

Stormer-Verlet da seguinte maneira (veja Leimkuhler & Reich 2005),

(i) Forneca um valor inicial. 8,

(ii) Inicie um contador i = 1,2,...,5S (tamanho da cadeia).

. Gere p ~ N,[0,G(0" )] e u ~ U(0,1),
. Faga (8",p") = (6""V.,p1"), Hy = H(6",p')

. Paran =1 até L faca (replicando a solugao numérica de Stormer-Verlet)

Para k = 1 até nfps (atualize o momento com iteragoes de ponto fixo)
PP = p) — VL H (9™, kD
_19G(8 _1G(8 _
VoH =2+ Lur [G(e) 1%] — 1p'G(6) 152G (0) 'p
p(n+%) = p(k)
5(0) — o™
Para k = 1 até nfps (atualize os pardmetros com itera¢oes de ponto
fixo)
5(k) n € n n € k=1 n
.0 =M 4+ EVPH(G( ). p( +1/2)) 4 SV,H(6 ,pt1/2)
V,H = G(6)'p
gt — a(k)
Atualize o momento
. p(n+1) _ p(n+1/2) _ gveH(e(”-H),p(nJrl/Z))
. Ao final da trajetoria faca

OL _ 0(n+1)
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. Determine o(8%,p"), (8", p")] = min [exp(Hy — H), 1]
6", com probabilidade o[(8%, p"), (8, p")] > u

. Faca 09 =
0’ caso contrério

E extremamente importante observar que o algoritmo RMHMC é um método
dindmico na proposic¢ao de valores na evolucao da cadeia Markoviana. A cada iteracao,
a estrutura de proposi¢ao de um novo valor se adapta a geometria local da distribuigao
alvo dado o atual estado da cadeia. No método classico do algoritmo MH, a estrutura
de proposicao se mantém essencialmente fixa mesmo se considerarmos a informagao
geométrica do vetor gradiente e também de alguma métrica.

Uma variante do RMHMC é considerar a matriz G como uma métrica fixa, i.e,
avaliar G em algum ponto do espago paramétrico. Por exemplo, tomar 0 = MAP
(méximo a posteriori) e calcular G = G(). A principal vantagem é que, a matriz

informacao de Fisher GG avaliada no MAP, em dimensoes nao muito elevadas, fornece

uma boa performance e simplifica o algoritmo, i.e., € o mesmo que utilizar a solugao

A

de Stormer-Verlet com M = G(6).

Além disso, se a determinacao da matriz de informagao de Fisher é analiticamente
complexa, podemos usar a métrica obtida em (2.9), que é o produto interno das deri-
vadas parcias em relacao a cada parametro do modelo. Se a derivagao dos elementos
dessa matriz em respeito aos parametros é ainda tarefa dificil, podemos utilizar esta
métrica avaliada no MAP como feito anteriormente.

Note que quando obtamos por uma métrica para a utilizagao do algoritmo RMHMC,
nao precisamos que métrica descreva perfeitamente a curvatura da distribuicao alvo, é
possivel utilizar uma aproximacao mais grosseira que informa de modo geral a forma
desta distribuicao.

Aplicagoes usando o algoritmo RMHMC serao dadas no capitulo 3 e 4, onde intro-
duzimos e aplicamos modelos Bayesianos paramétricos e nao-paramétricos em valores
extremos. Provas de convergéncia para uma distribuicao estacionéria podem ser vistas

em Calderhead (2012).
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Teoria de valores extremos

Apresentamos neste capitulo os fundamentos e teoremas que embasam os modelos es-
tatisticos aplicados ao estudo de dados com caracteristica de extremos. Introduzimos
o modelo Bayesiano nao-paramétrico baseado no processo Gaussiano e sua aplicacao
em modelos de valores extremos. Mostramos ao longo deste capitulo aplica¢oes com
o método de Monte Carlo Hamiltoniano na modelagem paramétrica sob a abordagem
Bayesiana. As referéncias principais sao Kotz & Nadarajah (2000), Coles (2004), Cas-
tillo et al. (2004), Rasmussem & Williams (2006), Coles et al. (2003). Barreto-Souza
& Vasconcellos (2011), Schervish (2011) e Neal (1998).

3.1 Fundamentos bésicos

Atualmente a andlise estatistica de valores extremos se concentra em dois tipos. Na
modelagem do méaximo de um conjunto de variaveis aleatorias i.i.d (block maxima
models) e sobre os modelos que consideram a excessdo de um certo limiar (threshold
exceedance models), digamos w.

No primeiro tipo, nos baseamos na distribui¢ao assintética de uma variavel aleato-
ria M,, = max(Xj, ..., X,,) para n suficientemente grande. No segundo tipo, tomamos
como valores extremos aqueles valores que excedem um limiar u, que pode ser prede-

finido ou nao. Focamos este trabalho no primeiro tipo de estudo de valores extremos.

Definicao 3.1 Uma varidvel aleatoria X € dita sequir uma distribui¢ao de valor ex-
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tremo generalizada (GEV) se sua fun¢ao de distribui¢ao € dada por,

( T —p —-1/¢
exp{— (1+£ pu > }I(O,w)<1+§<x_ﬂ)/a>7 57&0
H(z|¢, p, 0) =

(3.1)
sendo p € R, 0 € Ry e & € R os pardmetros de locagao, escala e forma respectiva-
mente.

A distribuicao GEV abrange outras distribui¢oes conhecidas na literatura depen-
dendo do valor do parametro de forma que define o comportamento da cauda da distri-
buigao. Se £ = 0 a distribui¢ao tem suporte em R sendo conhecida como distribuigao
de Gumbel para méaximos. Se £ > 0 a distribui¢ao tem suporte em (u—o /&, c0), sendo
chamada distribui¢ao de Fréchet. Se ¢ < 0 a distribuigao tem suporte (—oo, u — o /&)
e é conhecida como distribuicao Weibull negativa.

Para méaximos ou minimos de uma sequéncia de variaveis aleatoérias i.i.d adequa-
damente padronizada, a teoria dos valores extremos nos diz que se uma distribuigao
limite para os minimos ou maximos existe ela deve ser uma das trés descritas acima.

Este resultado é formalizado a seguir considerando-se os valores maximos.

Teorema 3.1 Para X;....,X, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com funcao de distribuicao F', suponha que existam as sequéncias {a,} e
{bn} tais que para alguma distribuicao limite nao degenerada G(z),

M, —b
limP<u§x):G(x), reR

n—o0 CLn

sendo M, = max{Xy,...,X,}. Entao existem, p, £ € R e 0 > 0 tais que G(x) =
H(z|¢, p,0).
Analogamente, para valores extremos minimos, defina M, = —M,,, pelo método

de transformagao acumulada segue que,

v — )\ Ve
Hmws,ﬂ,a):l—exp{—(l—s ) }no,oo)(l—f(x—m/a), (32)

sendo i = — .
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Clur (2010) mostra que, se X|u,0,& ~ GEV(u,0,€) a esperanca e variancia da

variavel aleatoria sao respectivamente dadas por,

n—2+2r(1-¢), ¢<1

E[X] = £ <& , (3.3)
o0, caso contrario

o? 1

— (1 —-26-T2(1-¢)], €<=
Vi) @M= =T -g) 6<g o

o0, caso contrario
A moda da distribuicao GEV ¢é dada por,

argmax f(z|u,0,6) = p+ 2[(1+6)C—1], ¥poeco. (3.5)

1+&(x—p)/o>0 5
Prescott & Walden (1980) obtém a matriz de informagao de Fisher esperada

I(u,0,€) para uma amostra aleatoria de tamanho n,

A 1 1 A T
2 ATl e (7-%)
1-T(2 A
n 0252[1_2F(2+5)+A] e {1— %—B—G—E} (3.6)
i 7T_2_|_(1_ +1)2_§+é
i &6 ) T e e |

sendo A = (14 &) T(1+2), B=T2+ )1+ &) + (1 +&&Y, I'(z) a fungao
gamma, ¢ (z) a func¢ao digamma e 7 a constante de Euler (= 0.577215). Notar que a
matriz I(u, 0, &) somente existe para valores de £ > —0.5, pois a fun¢do gamma possui
dominio em R, .

Smith (1985) estuda as propriedades 6timas do estimador de méxima verossimi-
lhan¢a notando que para & > —0.5, 0 EMV é regular no sentido de possuir normalidade
e eficiéncia assintotica, caso contrario, o estimador nao possui propriedade assintética
Otima. Para & < —1 0 EMV é dificilmente obtido. Segundo Coles (2004), tais situagoes

sao raramente encontradas em pratica e nao limitam o uso do EMV.

3.2 Autoregressao temporal em valores extremos

Modelos paramétricos de valores extremos sao aplicados em vérias areas de ciéncia.

Castillo et al. (2004) fazem um extensa revisao com varios artigos nas mais variadas
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areas de estudo. Para citar algumas aplicagoes, ha estudos em, meteorologia, polui-
¢ao, enchentes, fadiga de materiais, etc. Na area da engenharia, temos estudos em
engenharia oceanica, engenharia hidraulica, engenharia de estruturas, trafego de ro-
dovias, etc. Em suma, a distributicao GEV permite modelar locagao, forma e escala
supondo qualquer tipo de funcao sobre os parametros respeitando seus respectivos

espagos paramétricos, i.e.,
Y(z) ~ GEV|u(z),0(z),{(x)]. (3.7)

Em que p(x), o(z), £(x), sdo fungdes de covariaveis ou fungoes do tempo. A
suposicao de alguma forma funcional para o parametro & é tarefa dificil, uma vez
que este parametro torna a estimacao do modelo de dificil alcance devido ao pequeno
intervalo em que a distribuicao GEV possui momentos de primeira e segunda ordem.

Estudos especificos em séries temporais sao propostos por Balakrishnan & Shiji
(2013), em que os autores supoem uma distribuigdo de valores extremos tipo I para
a distribuigao marginal do proceso {y;} e determinam a partir disso a distribui¢ao do
ruido. Toulemonde et al. (2010) realizam um estudo teoérico e aplicado na investigacao
de poluicao atmosférica.

Zhao et al. (2011) realizam uma abordagem Bayesiana sobre um modelo auto-
regressivos e autoregressivos condicionalmente heterocedasticos AR-ARCH(1, 1), em

que a estrutura de dependéncia condicional do modelo é dada por

Ty o~ GEV(Mt, Ot, f)
e = Po+ Pixi1+ e
ol = ap+aol | +agel

€t = Ty—1 — MHt—1- (38)

As distribuigoes a priori sao tomadas nao-informativas num sentido ’flat’, porém,
vale notar, que o autor impoe prioris uniformes sobre pequenos intervalos na reta.
Uma interessante se¢ao ¢ dedicada ao estudo do parametro de forma também variar
no tempo, fornecendo assim uma melhor qualidade de ajuste do modelo GEV.

Seguindo neste mesmo sentido, propomos estudar um modelo de série temporal
autoregressivo de ordem p, assumindo que o ruido siga uma distributicao generali-

zada de valor extremo. A justificativa é que, nao ha na literatura, nenhum estudo
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de dependéncia temporal autoregressiva de qualquer ordem através da distribuicao
GEV. Além disso, caracteristicas de assimetria e caudas pesadas aparecem em vérios
comportamentos de séries temporais como poder ser visto em Balakrishnan & Shiji
(2013) e Zhao et al. (2011).

Uma quantidade importante obtida no desenvolvimento do modelo é a respectiva
matriz de informacao de Fisher, objeto de fundamental importancia para a implemen-
tacao do algoritmo RMHMC. Num contexto classico, a matriz fornece o limite inferior

de Cramér-Rao e é necessaria para construgao de intervalos de confianga.

3.3 Modelo autoregressivo-GEV

Considere a estrutura geral de um modelo autoregressivo de ordem p e assuma que o

ruido segue uma distribuicao GEV, escrevemos

p
Yi=p+ Y 0 +er (3.9)
j=1
em que
e, " GEV(0,0,8), Vt. (3.10)

Assumindo estacionariedade fraca (ou de segunda ordem) e restringindo que £ €

(—0.5,0.5), temos que,

B e,
H’Yt_E[}/t] -1 ;7:19]'7Vt
fe, = Elet] = —% + gm - ¢),
ol =Vie] = Z—z [D(1—2¢6) —T*(1-¢)]. (3.11)

E facil observar que Y;, dado toda informacao anterior, possui distribuicio GEV,
le.,

p
YilDy1p1,0,0,6 ~ GEV (53 by 5.0.€) (3.12)

j=1
sendo Dy ={yi—1,...,y—pr e @ =[01...0,).

Deste modo, para uma série suficientemente grande e pelo teorema da probalidade
composta a funcao log-verossimilhanca pode ser aproximadamente reescrita como,

T
E(M707075) = Z 10g[fYt(yt|Dt—1,Ma 070?€)Iﬂt(yt)]7 (31?))

t=p+1
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sendo

Q= {yi: 2 >0}, =1+ — )/o,
p

M = N+Zejyt—ja
=1

Dy = {yt—h s 7yt—p}. (3.14)

O vetor gradiente da fungao log-verossimilhancga fica dado por,

- T -

> cat (@ -

t=p+1
T

Z ézt_l ((1 +&) — Zt_l/f) Y1

t=p+1

T
Vi=| % %zt_l (48 —=") sy . (3.15)

t=p+1

T
Yt — Kt —1 1 —(1/&41) [ Yt — MKt
Z(1+5)< P )Zt T, A T2

t=p+1

" log 2 1 - 1 [y —

Z g2 t ( I 1) <yt Ht> Zt_l 4z <yt #t) zt—(1/£+1)
€ € o e\ o

logzy 1
| e : ]

3.4 Matriz informacao de Fisher

Numa primeira abordagem, para determinar a matriz informacao de Fisher, seria
necessario determinar as derivadas de segunda ordem da funcao log-verossimilhanca
em relacao a todos os parametros e aplicar a esperanga negativa em todas expressoes.
No entanto, nao precisamos obter tais quantidades diretamente. Podemos utilizar
os elementos da matriz informacao de Fisher obtidos para o caso de uma amostra
aleatoria e determinar a matriz informacgao de Fisher para o modelo autoregressivo-
GEV. As propriedades utilizadas e a prova detalhada da obtencao desta matriz pode
ser consultada no apéndice.

Uma vez que é necesséria a parametrizacao do modelo na reta para utilizar o algo-
ritmo RMHMC, podemos escolher alguma transformacio & = 6(0) € R? e determinar

a matriz informacao de Fisher nesta parametrizacao. Esta transformacao é dada por
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G(0) = J(O — §)G(6)J(0 — d). Em que J é a matriz jacobiana da transformagao
0=146(0).
Os elementos das matriz informacao de Fisher para o modelo autoregressivo-GEV

sao dados por,

A
Guu = "‘(T - p)

o?
A .
Guej :_}—MYt(T_p)ga ]:177]7
1
Guo = (T =) gl4~ T2+ )

1 A
Gue =—(T —p)a—5 (B - E)
A .
Gelﬂj = +(T _p);E[n—zn—j] 1) = 1a Y 4

Goo =+(T —p) [1—20(2+¢) + A4

¢
Gty ==(T=p) A =T+ v, = Loooerp

G :—(T—p)o_i€2 {1-%%-&%?}
Gggj_—@—p)Jif(B—?)m, i=1....p

Glee =—|—(T—p)§i2 %2+(1—7+%)2—%+§ (3.16)

Note que as quantidades E[Y;_;Y;_;] sdo facilmente obtidas para p < 2, caso
contrario essas quantidades sao de dificil determinacao. Para o uso do algoritmo
RMHCM, podemos determinar tais elementos aproximados para p > 3, calculando
a autocovariancia amostral mais a média ao quadrado da série (uy,). Embora isto
seja uma aproximacao da matriz de informacao, ainda é algo ideal para modelos de
dimensoes relativamenta alta. Além disso, se obtamos tais quantidades aproximadas
nao podemos usar o algoritmo com métrica variavel, pois neste caso é necessario

derivar a matriz de informagao em relagao a cada parametro.

3.5 Estudo de simulacao

Neste estudo, iremos prosseguir de modo similar ao estudo do capitulo 2. O objetivo
principal é observar se, com o aumento do nimero de parametros do modelo AR-

GEV concomitante ao aumento do tamanho amostral, os algoritmos HMC e RMHMC
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tendem a alcancar distribuicao estacionaria mais rapidamente em relagao um ao outro,
mesmo com cadeias pequenas.

A configuragao do procedimento é como segue. Geramos 1000 amostras de tama-
nho n = 60, 150, 300, para os modelos AR-GEV (p), p = 1,2,3. Para cada amostra,
geramos cadeias de tamanho 600 e descartamos os 100 primeiros valores como aqueci-
mento para ambos algoritmos. Os modelos simulados sao todos estacionérios e dados

port,

M, :Y,=—-1+0.8Y;,_1+ ¢
My :Y,=—-140.9Y,1 —0.8Y; 5+ ¢
M;:Y,=—1—-1.56Y;_1 —0.55Y; 5+ 0.04Y; 35+ ¢;
e~ GEV(0,0=1,6 =0.3) Vt. (3.17)
Todos os parametros sao independentes a priori com distribuigoes vagas, exceto
para &, em que limitamos sua regiao de variagao no intervalo (-0.5, 0.5), assegurando
assim a existéncia da média e da variancia dos processos autoregressivos estudados,

i.e,

i~ N(0,25),
0; ~N(0,25) j=1,...,p,
o ~ IG(0.1,0.01)

¢ ~ U(=0.5,0.5) (3.18)

Para o algortimo HMC tomamos ¢ = 0.006 e repetimos a solucao de Stérmer-
Verlet 13 vezes. Para o RMHMC, usamos o algoritmo com métrica fixa dada pela
matriz de informagao do respectivo modelo avaliada na estimativa M AP. Nos modelos
AR-GEV (1) e AR-GEV(2) determinamos o elementos E[Y?] e E[Y;Y;1] de forma
fechada Vt. Para o modelo AR-GEV(3) usamos aproximadamente que E[Y;Y;.;] ~
,u%t + 6(Yt,Y;H~), para ¢ = 0,1,2, em que C ¢ a covariancia amostral. Tomamos
€ = 0.15 e repetimos a solugao de Stormer-Verlet 13 vezes.

Em ambos algoritmos fixamos os valores iniciais dados por, [0,0.4,2.718,0.01],
[0,0.5,—0.4,2.718,0.01] e [0,—1,-0.2,0,2.718,0.01] para as respectivas ordens dos

modelos.
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Os resultados indicam que, para o modelo de ordem 1 e tamanhos amostrais va-
riados, a performance do algoritmo HMC e RMHMC sao similares. No modelo de
ordem 2 os algoritmos apresentam-se também com performance similar. No modelo
de ordem 3, com o aumento do tamanhos amostral, observa-se diferenga significativa
no viés e erro quadratico médio em relacao aos amostradores. Isto decorre do fato
dos valores inicias passarem a ficar distantes da regiao de maior probabilidade da
posteriori com o aumento da amostra, sendo que para o algoritmo RMHMC indica

nao ter influéncia.
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3.6 Aplicacao em dados reais

. ~ V ~ 2 X' /V 1 ‘_
Nesta aplicacao, as observagoes representam o méximo anual do nivel do lago Michi
gan, obtidas através do valor méximo das médias de cada més no ano, entre os anos

de 1860 a 1955 (7" = 96). Os dados podem ser encontrados em,
https://datamarket.com/data/set /22p3/

Primeiramente notamos que os graficos de autocorrelacao e autocorrelagao parcial

indicam um modelo autoregressivo de ordem 1 (figura 3.1), entao propomos o modelo,

Yi=p+0Yi 1 +e,

e, "% GEV(0,0,€) Wt (3.19)
de modo que,
Y;ﬁ’ytfla,uaeao'af ~ GEV(M—'—@yt,l,O’, 5)7 (320)

e funcao de log-verossimilhanca dada por,

T
= g(ﬂ% 97 g, g) = Z log[f(yt|:u + 6)yt—lv g, g)IQt (yt)] (321>

t=2
com O ={y; : 1 +&(yy — p — Oyi—1) /0 > 0}.
Considerando as prioris dadas anteriormente em (3.18), o vetor gradiente da fungao

log-posteriori com parametrizagdo 0 = log(o) torna-se,

Q=

2 (148 =27 ¢) + Viegm(n)

z ! ((1 +¢) - Zt_l/g) Yyi—1 + Viogw(0)

Vi =

(1+¢) (yt UMt) Tl (/e (yt — ,ut) + ¥ log 7(6) (3.22)

log 2 <1 ) (yt — Mt> 1 (yt — Mt) —(1/&+1)
—[=4+1 zy  + = Z
; & \¢ o )7 ¢ t

logz; _
I —%zt 1/§+Vlog7r(§) |

sendo z; = 1+ &(yy — pu — Oys—1) /0.

Q

S 1M 1M 1D
Q=

Q

Procedendo com a aplicacao, retiramos as trés ultimas observagoes para checar
predigoes futuras e aplicamos o algoritmo RMHMC com métrica fixa para geracao dos

valores da posteriori. Determinamos a métrica fixa na estimativa MAP e aplicamos
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Nivel do Lago Michigan 1860-1955
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Figura 3.1: Série temporal e graficos de autocorrelagao e autocorrelagio parcial.

o algoritmo com stepsize 0.06, repetindo a solucao de stérmer-verlet 11 vezes. Assim,
apos a geracao de 21000 valores descartando as 1000 primeiras com aquecimento,
obtivemos os resultados na tabela 3.2 e nas figuras 3.2 e 3.4.

Pela tabela 3.2, observamos que o modelo estimado é estacionario ao nivel de 95%
de credibilidade. Além disso, a estimativa de & estd em torno de —0.25 com pequeno
desvio-padrao, caracterizando assim uma distribuicao com assimetria moderada. A
figura 3.2 indica convergéncia e baixa correlagao entre os valores gerados da distribui-
¢ao a posteriori. A figura 3.4 ilustra a alta dependéncia (inversamente proporcional)
a posteriori entre os parametros p e 6. Note que o grafico de dispersao ilustra uma
regiao de variacao altamente estreita.

Em relacgao as predigoes futuras, uma vez que seguimos a abordagem Bayesiana,
precisamos determinar primeiramente a distribuicao preditiva aproximada via método

da composicao e seguidamente tomar a média da distribuicao, ou outra medida de
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N = 20000 [ 0 o ¢

ELID] 5.929 0.923 0.692 10.258
DP[|D] 3.350 0.041 0.055 0.058
Moda 6.369 0.922 0.687 -0.261
Mediana 5.945 0.923 0.689 10.259

IC 95%  [0.443, 11.437] [0.856, 0.991] [0.609, 0.790] [-0.351, -0.160]

Tabela 3.2: Aproximacoes para média, desvio-padrdo, mediana e intervalo de credibilidade a

posteriori
RMHMC
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Figura 3.2: Graficos da série de tempo e autocorrelagao para os valores gerados pelo algoritmo

RMHMC.

posicao como valor preditivo, i.e.,

7 (yp, | D) = / FW i+ 0y 0 €)1, 6,0, €| D)d(11,0, 0, )
()

= Euo0aplf Yo, |1+ 0Yry, 15 0,8)] (3.23)

e entao calcular,

Y7 |D]

=F
— E|Bly,.,I1.0,0.€, D]

Yry;

N
1 i i i), (i i i
= D U+ 00y oY, (3.24)
=1

para j =1,2,3.
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Na figura 3.3 vemos como as predigoes se comportam. Todos os valores observados
estao dentro do intervalo de credibilidade das distribui¢oes preditivas que tendem a

acompanhar a série temporal.

predicbes
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Figura 3.3: Valores preditos marcados com ’x’. Valores observados ponto cheio. Intervalo de

credibilidade 95% - barra horizontal.

il -

_

| .’!hm_

Figura 3.4: Histogramas e gréficos de dispersao respectivamente para pu, 6, o, &.
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Inferéncia Bayesiana nao-paramétrica via

processo Gaussiano

Modelos paramétricos sao compostos por uma quantidade finita e fixa de paramétros.
A qualidade do ajuste deste tipo de modelos depende claramente de varias suposigoes,
do tipo de funcao densidade observacional (comumente pertencente a familia expo-
nencial), fungao de regressao, funcao de ligagao, etc. Até mesmo em modelos lineares
generalizados é necessaria suposi¢oes de fungoes que melhor se adaptam aos dados.

Além disso, problemas como falta de ajuste ou super ajustamento sao inerentes a
modelagem paramétrica quando existe uma discrepancia significativa entre o verda-
deiro mecanismo gerador desconhecido e o modelo escolhido.

No estudo nao-paramétrico de modelos Bayesianos nao ha imposicao de qualquer
forma funcional paramétrica tinica subjacente aos dados. As observagoes permitem
estimar a funcao ao invés de condiciona-la a uma determinada classe paramétrica de
fungoes.

O trade-off entre falta de ajuste e a complexidade do modelo é automética. A in-
feréncia Bayesiana nao-paramétrica ird tender naturalmente a representar uma forma
simples para um modelo que melhor se adapta os dados.

Sob o enfoque Bayesiano qualquer tipo de fungao pode ser tratada como uma fun-
cao aleatoria. No entanto a construcao da metodologia Bayesiana nao-paramétrica
requer a suposicao de prioris sobre o espaco de fungoes e podem assumir diferentes
tipos de processos estocasticos. Por exemplo, poderiamos supor um processo de Diri-

chlet sobre todas as possiveis fungoes densidade quando a especificao de uma funcao
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de confiabilidade é tarefa dificil na modelagem de dados de sobrevivéncia (veja Fergus-
son 1973 e Miiller & Quintana 2004). Num problema de regressao nao-linear podemos
supor um processo estocastico Gaussiano a priori sobre todas as possiveis fungoes de
regressao, que abrangem fungoes lineares e nao-lineares como em Rasmussem & Wil-
liams (2006).

Neste trabalho focamos no estudo de processos Gaussianos. Veremos como fazer
inferéncia sobre um modelo Bayesiano baseado num processo Gaussiano com origens
nos trabalho de O’Hagan (1978) e Rasmussem & Williams (2006). Mostramos tam-
bém como especificar um modelo nao-paramétrico no estudo de valores extremos e os

problemas computacionais relacionados a inferéncia do modelo.

4.1 Processo Gaussiano

Os modelos Gaussianos formam uma ampla e flexivel classe de modelos estatisticos
frequentemente utilizados em aplicagoes (ver por exemplo Rue & Held 2005 e Rasmus-
sem & Williams 2006 para vérias aplicagoes e outras referéncias). A utilizacao de tais
modelos é atraente por vérias razoes. A especificacao de sua funcao de distribuicao é
relativamente simples e tal modelo descreve razoavelmente varios fenémenos proprios
da natureza. Além disso, as propriedades de marginalizacao e condicionamento sao

ideais e sua tratabilidade algébrica é relativamente simples, veja Rue & Held (2005).

Defini¢ao 4.1 Uma fungao aleatoria f(t) € dita ser um processo Gaussiano, se qual-
quer colegao finita de valores da fung¢ao (conjunto de v.a’s) possuem distribuicao Nor-

mal multivariada, .e., para qualquer tq,...,t, e Vn € N,

£~ N, [m, K] (4.1)
em que,
f(t1) m(ty) k(ti,t) - k(t,tn)
f= : , m= : e K= : ‘ :
f(tn) m(t,) k(t,,t1) -+ k(tn,t,)



As fungoes m(.) e k(.,.) carregam propriedades importantes bem como especificam
unicamente o processo. A fun¢ado média do processo, E[f(t)] = m(t) é uma fungao
deterministica e especifica o valor médio da funcdo em um ponto fixo t. A funcao
k(t,t*) é como a funcao anterior porém especifica o grau de dependéncia entre dois
pontos distintos da fungdo, i.e., k(¢,t*) = Cov[f(t), f(t*)] = E[(f(t) — m(t))(f(t*) —
m(t"))]

Exemplo 4.1 Considere um processo Gaussiano com fungao média e funcao de co-

variancia respectivamente dadas por,

1 *
m(t) = 7t e k(t,t") = e 2=t (4.3)
Fixando um conjunto de pontos no eixo do tempo, t = (t1,--- ,t,), temos que,
f(t1)
f= : ~ N,m, K]
f(tn)
sendo,

th 67%(t17t1)2 PP eié(tlftn)Q

2t

}lti 6_%(tn_t1)2 e 6_%(tn_tn)2

Uma vez definido o processo em (4.3), algumas fungoes aleatorias foram obtidas a
partir da geracao de um vetor aleatério normalmente distribuido. A Figura 4.1 ilustra

as funcgoes geradas.

4.2 Funcoes de covariancia

A funcao de covariancia especifica o quao correlacionados estao dois valores distintos
da funcao e sua escolha tem fundamental importancia. Suas caracteristicas irao deter-
minar propriedades das fungoes amostrais que gostariamos de estudar. Tais aspectos,
além das propriedades de estacionariedade e nao-estacionariedade, sao controlados
por alguns parametros que vamos denotar por ¢.

Toda funcao de covariancia que gera uma matriz positiva definida, i.e., v'Kv >

0,YVv € R", pode ser considerada uma funcao vélida para processos (Gaussianos.
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realizagdes do processo Gaussiano

12

f(t)
6
\

Figura 4.1: Realizacoes do processo Gaussiano. Linhas tracejadas sdo funcdes amostrais do pro-

cesso. Linha cheia é a média do processo.

Mostraremos algumas fungoes comumente utilizadas em modelos Bayesianos nao-
paramétricos e algumas combinagoes destas que também geram fungoes de covariancia
validas.

Vale notar que os tipos de funcoes aleatorias estudadas neste trabalho sao funcoes
suaves, i.e., func¢oes que possuem derivadas de ordem infinita. Outros tipos de processo
Gaussiano como o movimento Browniano nao serao estudados aqui, pois as funcoes
de covariancia desses processo geram fungoes que nao sao derivaveis e envolvem um
profundo estudo de calculo estocastico.

Uma funcao de covariancia muito utilizada é a funcao exponencial quadratica dada
por,

k(t,t*) = ¢y exp {_qbi(t - t*)Q} . (4.4)

O parametro ¢; > 0 controla a variabilidade total do processo, ji o parametro
¢ > 0 controla quao dependentes estao dois pontos distintos do processo. Note que,
quando ¢y — oo, k(.,.) — ¢ para (t — t*)> # 0, tornando os valores da fungao
extremamente dependentes. Caso contrario o processo nao possui dependéncia.

A Figura 4.2 ilustra o comportamento dessa funcao para valores dos parametros
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¢1 = 1 e ¢o = 2. Um outro tipo de funcao de covariancia é a periddica, que gera

N —
— —
s o-
|
|
N
T T T T T
-4 -2 0 2 4
t
Figura 4.2: Realizacoes do processo Gaussiano com fungio exponencial quadratica. ¢; = 1 e

Po = 2.
funcoes amostrais periodicas,

k(1) = oy exp {—% sin? (1 - t*|>} | (4.5)

Os parametros ¢; e ¢o possuem o mesmo papel da funcao anterior, porém o pa-
rametro v = 7/w controla a periodicidade das fungdes amostrais. Numa outra pa-
rametrizagao, w descreve exatamente o periodo das fungoes, veja figura 4.3. Ambas
fungoes de covariancia acima geram processos que sao estacionarios.

Uma funcao do tipo k(t,t*) = ¢1(t — ¢2)(t* — ¢2), gera processos nao estacionarios,
i.e., as fungdes amostrais tendem a crescer ou decrescer com o aumento de ¢. Neste
caso o parametro ¢, indica onde as fungoes aleatorias tendem a tocar o eixo das
abscissas.

Além disso, é possivel combinar fungoes de covariancia se somente uma funcao
nao é adequada na modelagem dos dados. Por exemplo, a soma de dois processos
Gaussianos independentes implica que a fun¢ao de covariancia do processo Gaussiano
resultante é dada pela soma das fungoes de covariancia dos respectivos processos. Essa

propriedades e outras podem ser revistas em Rasmussem & Williams (2006).
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f(t)

Figura 4.3: Realizacoes do processo Gaussiano com funcao periédica e parametros ¢y = 1, ¢y = 2

evy=1.

A fungao m(t) também pode depender de parametros, digamos 6, porém em pro-
blemas de inferéncia é comum supor um processo com média nula, pois queremos
neste tipo de problemas que os dados fornecam a forma da fungao ao invés impor uma

determinada forma a priori.

Em muitos problemas praticos, as combinacoes lineares de fungoes de covariancia
mostram-se ideal para os mais variados comportamentos na modelagem de dados
observados, veja Duvenaud (2014). Essa combinagoes sdo fundamentais uma vez que
nao trabalhamos a funcao média do processo, ou quando modelamos a média de

alguma distribui¢ao. Note que estudamos diretamente a dependéncia do processo.

4.3 Processo Gaussiano como representacao a priori para f/(.)

Suponha que estamos interessados em estudar um modelo de regressao. Assuma
também que a especificagao de um modelo linear geral do tipo y = X6 nao é razoavel
e a escolha de um modelo nao linear nos parametros do tipo, y = f(x; @) nao é tarefa

facil. Neste caso podemos propor o modelo Bayesiano nao-paramétrico atribuindo um
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processo Gaussiano a priori para a fungao desconhecida f(.), i.e.,

y = f(z)+e
flz) ~ PG[m(m),k(x,x*)

e ~ NJ[0,07. (4.6)

Uma vez obtido um conjunto de dados de tamanho n e pela Defini¢ao 4.1 podemos

escrever o modelo como,

ylf ~ N,[f, 107

flm, K ~ N,m,K]. (4.7)

Note que, por construgao, nao observamos diretamente os valores da funcao mas
seu valor mais um erro. O modelo agora possui um nivel maior de hierarquia e
logo pode ser visto como um modelo latente com os valores desconhecidos da fungao
sendo parametros a serem estimados. E neste sentido que o modelo Bayesiano néo-
paramétrico é visto como um modelo de dimensoes infinitas, uma vez que sua dimensao
aumenta de acordo com o tamanho da amostra.

Para completar o modelo Bayesiano precisamos assumir distribuigoes a priori para
os hiperparametros, tanto na funcao de covariancia como para os parametros da fun-
¢ao média. Comumente serao tomados hiperparametros independentes a priori com
distribui¢oes difusas (variancia grande). Ambas suposi¢oes é devido ao alto nivel de

hierarquia. Logo,
y|f,0? ~ N,[f, 107
fl0,¢ ~ N,m, K]
0%,0,¢ ~ m(0%,0,0). (4.8)

Aplicando o teorema de Bayes, temos que a posteriori conjunta do processo latente

e dos hiperparametros é dada por,
7(f, 0%, 0, ¢|D) < N,[y|f, [0*|N,[f|m, K]x(c*, 0, ¢). (4.9)

Observe que a posteriori (4.9) possui dimensao maior que o tamanho da amostra e
nao possui forma fechada. Para obter resumos (média, variancia, ...) da distribuigao

a posteriori é necessario a implementagao do algoritmo MCMC para gerar valores
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de (4.9). Isto ¢é algo de dificil configuracdo pois a posteriori tem dimensao elevada e
possui forte estrutura de correlagao (veja Calderhead & Girolami 2011). No entanto
podemos tomar outra dire¢do. A posteriori (4.9) é o produto de duas distribui¢oes
normais multivariadas e pela féormula de Shermann-Morrison-Woodbury-Schur, pode

ser reescrita na seguinte forma,
7(f,0%,0,¢|D) < Ny[y|m, K + [0°| N, [f|e,C]r (07,0, ¢), (4.10)
em que,

c = m+ KK+ 10’ Yy —m)

C = K-K[K+ I 'K. (4.11)

Agora podemos integrar (4.10) em relagao ao processo latente e obter distribuigao
marginal dos hiperparametros em forma fechada, pois a integral em relagao ao processo

latente € igual a 1. Logo
7(0?,0,¢|D) x N,[ylm, K + Io°|n(c?,0, ¢). (4.12)

Deste modo, podemos obter de modo menos trabalhoso valores da posteriori mar-
ginal (4.12) via algum método de simulagdo estocéstica e obter os valores do processo
latente a posteriori. Através do método da composigao (veja Tanner (1996)) escreve-

mos na seguinte forma,

w(tD) = [n(t.0%.0.01D)d(c%0.9)
_ / (£l0%. 0. ¢, D)r(02 0, $| D)d(0%, 0, )

— Epopn|r(flo®,0,6,D)|
= Epoen|Nalfle,0)]. (4.13)

A ultima passagem de (4.13) é através dos mesmos motivos de (4.9), porém com
distribuicao a posteriori do processo latente condicionada nos hiperparametros e nos
dados observados.

Uma parte importante da inferéncia Bayesiana é avaliar se o modelo proposto
fornece boas predigoes sobre valores futuros. Para determinar a distribuicao preditiva

de um vetor de valores futuros, digamos y,|D, é necessario condicionar o vetor y,
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sobre valores futuros do processo Gaussiano f, e marginalizar para obter distribuicao

preditiva desejada, i.e.,

"wID) = [ 7wt o)n(E, o D)E, o)
= Ef*,02|D[N(y*’f*>IU2> : (4.14)

Note ainda que é necessario obter valores de f,|D. Pela propridedade de distribui-

¢ao condicional normal da distribuicao normal multivariada, segue que,

7(£|D) = / N(L|£, 0, ¢)n(£, 0, $| D)d(£, . ¢)
_ Eﬂe@lD[N(ch*,c*)] (4.15)

com,

c, = m,+ KK '(f-m)

C, = K.—-KK'K. (4.16)

Exemplo 4.2 Considere um conjunto de n = 50 pontos (figura 4.4) simulados a partir
da fungao nao-linear (4.17) com erro aditivo normal e valores na abscissa espacados

aleatoriamente no intervalo (0, 10).

yi = x;+ 2sin(0.57z;) +4 + ¢

Em alguns problemas praticos especificar previamente a forma funcional da fungao
regressora pode ser algo extremamente dificil. Suponha a observacao do conjunto de
dados na figura 4.4 sem conhecer (4.17). Notamos que os dados da figura 4.4 indicam
tendéncia com sazonalidade. Desde modo, supondo um vago estado de conhecimento
sobre a forma funcional da regressao, assuma o modelo Bayesiano nao-paramétrico
com func¢ao média nula e fungao de covariancia dada por,

K = ¢1(z — ¢2)(2" — o) + ¢z exp [_gzﬁi sin? (@\x — x*\)} ) (4.18)

5
Deste modo as equagoes (4.12) e (4.13) se tornam,
(0%, ¢|D) o< Nyp[yl|0, K + Io%]n(c?, ¢)

7(£|D) = Eyeup [Nn(f|c, o)} , (4.19)
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Figura 4.4: Pontos amostrados.

€m que, d) = [(bl ¢2 ¢3 ¢4 ¢5]/7

c = K[K+Io% 'y

C = K- K[K+ 15K, (4.20)
com parametros independentes a priori e distribuicoes,

o? ~ IG(0.1,0.1)
¢, ~ 1G(0.1,0.1)
¢ ~ N(0,50). (4.21)

A distribuicao preditiva se simplifica para,

7(Y.D) = Etpn | NIt 10|

r(£.|D) = Ef,¢|D[N(f*|c*,c*)]. (4.22)
com,
c, = K,K'f
C., = K..—KK'KL (4.23)

Note que a expressao (4.19) tem forma analitica de dificil manipulagao devido
ao vetor de hiperparametros ¢ serem parte da funcao de covaridncia. Para obter
valores de (4.19) fazemos uso do algoritmo RMHMC com métrica fixa, sendo neces-

sario determinar vetor gradiente da funcao log-posteriori com reparametrizacao na
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reta e obter a métrica avaliada no MAP. Deste modo, tomamos a reparametriza-

201 o 3 P4 P5)

derivadas parciais em relagao aos hiperparametros da funcao de covariancia dadas por,

cao, o = [exp(d1) exp(dq) 3 exp(dy) exp(ds) exp(dg)] e obtemos as

%tr((KjL TeM)yy! (K + Ie) ™! — []> + dlogm(d1)
06,
3T ((K + 1) M yy! (K + ™)~ — 1] g?) + alogg(‘SQ)
Vsl = ’ 2 o (4.24)
Lir (K + 1) yyt (K + Tei)-t — 00 4 21os (%)
- ’ 655 0(55 |

com as derivadas da funcao de covariancia com respeito a cada hiperparametro dadas

por
0K 0K
5@2{%ﬁ oultts = it ) 0
0K 0K
5@2{%ﬁ':‘%$”””_%ﬂ
0K 0K 1
e A e CE)]
0K oK
r — {8_} = ——sm (a|w; — x;5]) cos(@a|r; — z5]) |25 — x5

X ()3 €Xp {—qﬁism (gb4|x, |>}

0K (0K dssin®(oylz; — z;]) 1,
on _Jenr - i—zil ), 4.25
- {%hj il exp | ——-sin (e~ )|, (425)
e os elementos da matriz de informagao de Fisher dados por
1 K + Ieh K + Ieh
Gu = =tr [(K + 1651)—1M(K + ]e‘;l)_lu : (4.26)
2 85k 851

para i, = 1,...,n e k,l = 1,...,6. Mostramos estes resultados e sua provas no
apéndice, pois sao resultados que nao aparecem facilmente na literatura de modelos
estatisticos.

Primeiramente determinamos a estimativa MAP e tomamos a métrica fixa como

M = G(dmap). Apos algumas geragoes para adequar os parametros livres e obter boa
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o? o1 2 @3 o ¢s5

EL|D] 0.29 14.59 2.25 406.79 0.78 155.37
sd[.| D] 0.06 46.48 4.95 1320.95 0.01 478.41
moda 0.27 0.42 -3.88 12.59 0.78 3.45
med 0.28 1.87 2.84 30.66 0.78 20.05

IC 95% [0.20,0.40] [0.27, 68.55] [-9.68, 6.59] [2.20, 2017.90] [0.76, 0.80] [1.40, 739.58]

Tabela 4.1: Resumos de interesse dos hiperparametros a posteriori (4.19)

convergéncia do algoritmo, tomamos € = 0.1 e replicamos a solucao de Stormer-Verlet
quatorze vezes. Com estes valores geramos uma cadeia de tamanho 22000 com burn-in
de 1000 sem tomar valores defasados.

Notamos que as distribui¢oes marginais a posteriori dos hiperparametros sao ex-
tremamente assimétrica, deste modo, tomamos a moda a posteriori como estimativa
dos hiperparametros, veja figura 4.5.

A variancia das fungoes aleatorias representada pela soma dos hiperparametros,
(ﬁl e Qgg fica em torno de 13 e o ruido bem préximo do valor verdadeiro 6% = 0.26. O
parametro Qgg, indica que as fungoes aleatérias tendem a cortar o eixo das absicissas em
—3.88. A periodicidade das fungoes fica em torno de w = 7r/¢§5 = 4.02. Os resultados
podem ser vistos na tabela 4.1.

O valor esperado do processo latente para cada valor na abscissa gerado é calcu-
lado através de (4.19). A figura 4.6 esboga o valor esperado da fungao nos valores
observados da abscissa junto com os intervalos de credibilidade. As cruzes ilustram
os pontos simulados.

Na determinagao da fungao preditiva esperada (aproximadamente a média de to-
das as fungoes geradas), varremos um intervalo (0,20) com 300 pontos e usamos as
equagoes preditivas (4.22) na forma aproximada via Monte Carlo. Uma vez obtido os

valores da distribui¢ao marginal f,|D através do método da composigao, fazemos,

Y. = FEly,.|D]

= E[Ely. 5. 1o”)

I

N

1 i) |pli i

Dy, 020 (4.27)
i=1

A estimativa da funcao fica também bem representada tanto na regiao de variacao
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Figura 4.5: Histogramas (distribuigoes marginais) e gréaficos de dipersao (distribui¢des marginais

bivariadas) para os hiperparametros o2, ¢1, 2, @3, ¢4, ¢5 respectivamente.
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Figura 4.6: Estimativa (média) da valor da fungao nas abscissas simuladas

dos dados como fora desta. O processo Gaussiano latente captura de forma bastante
consistente a verdadeira forma da fun¢ao somente com a observacao dos dados sem
a imposicao de qualquer fun¢ao média no processo. Em regioes distantes da regiao
de variacao dos dados, a qualidade das predigoes é adequada mesmo sem qualquer

informacao sobre a forma média do processo.

Figura 4.7: predigao (média) da fungao desconhecida.
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O grafico 4.7 ilustra a predigdo (média) da fungdo desconhecida. A linha sélida
representa a fungao preditiva média de y,|D e de f,|D que coincidem. A linha tra-
cejada é a funcdo verdadeira dada por (4.17). A regido cinza claro ilustra a regiao
de credibilidade 95% de y,|D. A regiao cinza escura ilustra a regiao de credibilidade
95% de f.|D. As cruzes representam os pontos observados. Notar que a regido de
credibilidade aumenta vagarosamente. Isto é devido a selegao correta da combinacao

linear das fungoes de covariancia para a representacao dos dados observados.

4.4 Inferéncia Bayesiana nao-paramétrica em valores extre-
mos

Como visto na secao anterior, a tratabilidade analitica do modelo Bayesiano nao-
paramétrico é ideal sob a suposicao de normalidade dos dados. Porém, em muitas
situagoes praticas, ha forte evidéncia que a normalidade nao se adequa em determina-
dos comportamentos, por exemplo, em dados de valores extremos. Nestas situacoes,
as distribuicoes passam a apresentar forte assimetria concomitante a caudas pesadas.

Para introduzir o modelo Bayesiano nao-paramétrico, na se¢cao de modelagem pa-
ramétrica de valores extremos, o parametro de locacao p era tomado como algum
tipo de funcao regressora ou um modelo de série temporal, neste mesmo sentido,
tome p = f(z) com uma fungao desconhecida, deste modo segue que, obtido um

conjunto de dados de tamanho n e pela definigao 4.1 escrevemos,
ylf,0 ~ GEV,(f,0)
flop ~ N,(m, K),
6.6 ~ n(6,0) (4.28)

em que 6 = [0 £]'. Pelo teorema de Bayes segue que,
7(£,0,¢|D) oc L(y|f, 0) N, (£|$)7 (0, ¢), (4.29)

em que L(y|f,0) = [[;_, GEV (y;|t;, 0, &). Note que (4.29) ¢ analiticamente intratavel,
nao sendo possivel proceder como no caso de normalidade observacional. Deste modo,
usaremos o algoritmo RMHMC para simular valores de (4.29) e obter resumos a

posteriori de interesse. Para proceder com o algoritmo é necessario reparametrizar
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todos os pardmetros na reta, assim, tomamos o = exp(d;), ¢ = exp(d) para os
parametros da fungao de covaridncia e determinamos o vetor gradiente da fungao

log-posteriori de (4.29),

Velog L(y|f,0) + K~ (m — f)

Vs, log L(ylf,0) + Vs, log (0
oy | Vorlos (y[f,8) + Vs, log m(01) (4.30)

Velog L(ylf, 8) + Velogm(€)
Vslog N[f|m, K| + Vslog (6)

em que
1
Lyl 0) = =" (1+) — =) (4.31)
parat=1,...,n.
- i fz — i — fl
Vs log L(ylf,0) = Z(l +¢) (y - ) 11— 2 (1/6+1) (y = ) (4.32)
log 2; =4 o Ly -6 -
Velog L(ylt, 0) Z 8% —( 1) (y - >zi1+g (y - ) /¢4
log zZ _
o4 e (4.33)

Vs log N[f|m, K] = %tr {K‘l[(f Cm)(f—m)yK — 2K }

00y,

com, zi:1+§(yi;fi),paraizl,...,nesz,...,p.

Note ainda que é necessario obter uma métrica G considerando a estrutura hierar-
quica do modelo. Na segao de discussao de Calderhead & Girolami (2011), pagina 191,
Ian Murray e Ryan Prescott Adams propoem uma métrica para modelos hierarquicos

dada por,

G(f,0.6)= — Ey5e(VVY)
— Ef‘tg[VV log Nn(m, K)]
— VVlogn(6,46) (4.35)

que gera uma matriz G positiva definida. O primeiro elemento de (4.35) é dado
pela matriz informacao de Fisher para o modelo observacional. O segundo elemento
¢ também a matriz de informacao para o processo latente. O 1ltimo elemento é a
matriz de derivadas segundas cruzadas das fungoes log-priori.

A desvantagem dessa métrica esta no fato de nao levar em consideragao a possivel

covariancia entre os parametros do modelo observacional e os parametros do processo
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Gaussiano latente, nao sendo entao uma métrica ideal para a configuracao 6tima do
algoritmo RMHMC. Esta métrica GG serda usada no decorrer do trabalho uma vez que
nao ha outras propostas na literatura para este modelo especifico e é um problema

em aberto para qualquer modelo com variaveis latentes.

4.5 Exemplo simulado com dados faltantes

Para uma aplicacao simulada ao modelo proposto, vamos considerar incialmente a dis-
tribuicao valor extremo tipo I, que é um caso particular da distribuicao GEV quando
¢ — 0. Dizemos que uma variavel aleatoria Y segue uma distribuicao de valor extre-

mos tipo I quando sua densidade é dada por,

w(ylp, o) = %exp {—% — exp (—y — “)] . (4.36)

g

Considere um cenario similar ao exemplo 4.2, i.e., assuma agora que o ruido segue
uma distribuicao valor extremo tipo, escrevemos,
y; = t;+ 1.5sin(0.57t;) + 2 + ¢;
e; ~ FEV(0,0.5)
yi ~ EV(u,,0.5), wp(t;) =t;+ 1.5sin(0.57t;) + 2. (4.37)
Neste caso, geramos n = 100 valores simulados e alocamos 50 valores aleatoria-
mente no intervalo (—7,3) e o restante no intervalo (7,13). A figura 4.8 ilustra os
pontos observados. Note que hé uma intervalo na abcissa, entre (3, 13), que nao exibe
observagoes.
Assuma o modelo da secao anterior com a distribui¢ao valor extremos tipo I e
considere o processo Gaussiano latente para p; = f(t), com fungdo média nula e

fungao de covariancia dada por (4.18). Assumindo também que os hiperparametros

sao independentes a priori com distribuicoes vagas, pelo teorema de Bayes segue que,
m(f,0,¢|D) o< L(f, o|y) Nr(f|@)m(0)m (), (4.38)
com,

o ~ IG(0.1,0.1)
¢, ~ 1G(0.1,0.1)
¢o ~ logIG(0.1,0.1). (4.39)
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valores simulados

15

10

Figura 4.8: Pontos amostrados.

10

Note que a posteriori é 106-dimensional. Para proceder com o algoritmo RMHMC,

fazemos [0 @1 ¢2 ¢3 ¢4 ¢5] = [exp(d1) exp(da) I3 exp(dy) exp(ds) exp(dg)] e deter-

minamos o vetor gradiente da fungao log-posteriori (¢ = log7(f,§| D)) nesta parame-

trizacao, i.e.,

Velog L — K7f
Ly — b oy —f yi — &
n—i-; . - exp[

1 + Vs, logm(07)

VE= | Lt [K—l(ff'K—l - I)g—g] + Vs, log m(5) (4.40)
_ Str {K‘l(ff’[(_1 — [)g_éﬂ + Vs, log 7(d6) _
com,
algfgi;L - % [1 — exp (—yi ~ fi)} (4.41)
para ¢ = 1,...,n. As derivadas da fungao de covariancia com respeito a cada hiper-

parametro sao dadas pelas equagoes (4.25). A métrica G dada por (4.35) se resume

para uma métrica que depende somente dos hiperparametros, sendo uma métrica flat’
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para os valores do processo latente, i.e.,

G(f,8) = — Eyes (VVE)
— Eyis_,[VVlog N, (0, K)]

— VVlogm(9)
G, 0
= (4.42)
0 G,
com
[
G — TxT (4.43)
(v-1) m
11><T T |:E —+ (1 — 7)2:| _ chh lOg 7T<51)
(§]
1 [ 0K 0K
Go = {Go}u = i {K Kk 18_51} Y, Vs log 7(8) (4.44)

para k.l =2,...,6.

Neste caso, optei ainda em usar o algoritmo RMHMC com métrica fixa para gerar
valores da posteriori de alta dimensao, pois a métrica depende somente dos hiperpa-
rametros. A desvantagem é que para determinar o valor MAP precisamos maximizar
uma funcao de dimensao 106. No entanto como a métrica é um parametro livre no
algoritmo RMHMC, realizei o seguinte procedimento. Assumi uma distribui¢ao obser-
vacional normal para os dados e obtemos o MAP da fungao log-posteriori. Substitui
estes valores em (4.42).

Ainda, notamos que a matriz de covariancia K é extremamente mal-condicionada,
sendo assim, adicionamos uma matriz diagonal de valores pequenos (0.0085) para me-
lhorar o condicionamento da matriz de covariancia. Segundos os autores Rasmussem
& Williams (2006), este procedimento nao traz problemas e melhora a estabilidade
numérica na inversao computacional da matriz K.

Geramos uma amostra de 500000 vetores de dimensao 106 e tomamos vetores com
defasagem de tamanho 20 (gerou-se no total 53 milhoes de valores em aproximada-
mente 22 horas). Os resultados podem ser vistos na tabela 4.2. A figura 4.9 ilustra
a dependéncia entre alguns valores da fungao desconhecida, f(x1), f(x2), f(zg9) €
f(z100). A figura 4.10 ilustra a estrutura de dependéncia entre os hiperparametros

(na reta) a posteriori.
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o o1 ¢2 ¢3 o o5

E[|D] 0.46 25.08 -1.59 270.09 0.78 117.78

sd[| D] 0.04 122.28 5.13 871.26 0.01 365.60
moda 0.46 0.42 -1.43 1.74 0.78 0.83
med 0.46 1.87 0.15 17.74 0.78 9.61

IC 95% [0.40, 0.54] [0.27, 82.47] [-2.51, 11.96] [1.01, 1412.61] [0.77, 0.79] [0.46, 597.41]

Tabela 4.2: Resumos de interesse dos hiperparametros a posteriori (4.38)

Al -~

il

Figura 4.9: Histogramas (distribuigdes marginais) e gréificos de dispersdo para os valores das

funcao, f(z1)|D, f(x2)|D, f(29e9)|D e f(x100)|D.

Para determinar valores preditivos de y,|D, procede-se de modo similar a segao

anterior, porém notando que,

7(w.1D) = [ w(y..L.oD)dt.do
:/W(y*|f*,O')?T(f*,U|D)df*dO'
= Ef*,o\D[ﬂ-(y*‘f*’ 0)] (445)

Varremos um intervalo I, = (—6.5,23) com 300 pontos. Geramos para cada ¢ no
intervalo I,, o valor preditivo do processo latente e seguidamente usamos (4.45). Uma
vez que a distribuicao valor extremo é assimétrica, tomamos tanto a média como a
moda para cada t fixo no intervalo T,. Os resultados sao dados na figura 4.11 e na
figura 4.12.

E facil notar que a moda a posteriori da distribuicdo preditiva y,|D fica mais
proxima da fungao verdadeira em relagao a esperanga a posteriori (E[y,|D]). Fato
que corrobora com o uso da distribuigao GEV como distribui¢ao observacional dos

dados com caracteristica de maximos (ou minimos).
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Figura 4.10: Histogramas (distribuigoes marginais) e gréficos de dispersao dos hiperparametros na

reta
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Figura 4.11: Intervalo de previsao I, = (10,22). Média da distribuigao preditiva y,|D & esquerda
com linha tracejada. Moda da distribuicao preditiva y,|D a direita com linha tracejada. Fungao

verdadeira com linhas soélidas.

Figura 4.12: Intervalo previsao para os dados faltantes I, = (3,7). Média da distribuigao preditiva
y,|D a esquerda com linha tracejada. Moda da distribuigdo preditiva y,|D a direita com linha

tracejada. Funcao verdadeira com linhas sélidas.
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4.6 Aplicacao em dados reais

O conjunto de dados nesta aplicacao representa a temperatura méaxima mensal entre
as épocas de 9/1993 e 8/1998, na estagdo Hothera, localizada na Antartica. Este

conjunto de dados é encontrado através do site,
http://www.antarctica.ac.uk/met/data.html

O total de observacgoes é de 60, porém deixamos as 10 ultimas para realizar pre-
visoes. Assim T = 50. A série observada é vista no grafico 4.13. Procedemos de
modo similar a se¢ao anterior, porém neste caso, consideramos a distribuicao GEV
e a mesma combinacao linear de func¢oes de covaridncia da secao anterior dada em
(4.18), devido a forma periodica das observagoes. Deste modo segue que a posteriori

de dimensao 57 é

m(f,0,&, ¢|D) o< L(f, 0, {|y) Nr (| )7 (o) 7 (&) 7 (), (4.46)
assumimos parametros independentes a priori e distribuig¢oes vagas dadas por,

o ~1G(0.1,0.1)
¢ ~U(=0.5,0.5)
¢ o~ 1G(0.1,0.1)
¢y~ N(0,25). (4.47)

temperatura méxima do més

Figura 4.13: Temperatura méaxima na estacio Rothera, Antartica.
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O vetor gradiente da funcao log-posteriori com parametrizacao na reta é dado por,

[ VelogL — K—'f

n

Z(l +¢€) (yl ; fi) 77t =1 — gy (/e (yl ; fi) + Vs, log (1)

i=1

n

log 2; <1 > (%‘fi) o, 1 (lﬁfi) —(1/e+1)  logzi _1s¢
—(>+1 zi o | ) 2 - ="z
Z &2 3 o 3 &2

V= | =1 7 (4.48)
1tr Kﬁl(ff’Kfl—I)a—K + Vs, log m(d2)
i 90, |
Str K‘l(ff’K_l—I)a—K + Vs, log m(d6)
L 27| 906 | |
com,
OlogL 1 _, —1/¢
el (R ) 4.49
e G (4.49)

em que z; =1+ &(y; — fi)/o parai=1,...,n.
A meétrica utilizada também com parametrizagao na reta é dada na férmula abaixo.

Notar que a métrica também ¢é 'flat” para os valores desconhecidos da funcao.

G(fv 5) = - y|f75175(vvg)

- Ef|5—1 [vv log Nn(07 K)]

— VVlog ()
Gy O
= (4.50)
0 Gy
com
) i 1 1 A
diag {;}TXT"FK ! _T%[A_F(Q"rg)}lTxl _0'75 (B—z) 17y
T T 1-T(2+4¢) A
G1 = ?[1—2F(2+£)+A} —7@[1—7+f—3+ﬂ (4.51)
T |72 1\2 2B A
als(vg) Fra _
e
1 0K 0K
GQ = {GQ}kl = Etr |:K 18_6]€K 18_(5[:| — vékv(sl 10g7r(5) (452)

para k,l =2,...,6.
Nesta caso, também obtamos por gerar valores da posteriori via RMHMC com
métrica fixa. Realizamos o mesmo procedimento da secao anterior, porém nao hé

informagao alguma sobre o valor de £. Uma vez que a priori para & possui suporte em
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um intervalo pequeno da reta, geramos algumas cadeias (para a posteriori) usando
diferentes valores de £ na métrica fixa até obter um valor que fornega uma convergéncia

razoavel da cadeia.

Usamos o algoritmo com stepsize 0.06 e repetimos a solucao de stormer-verlet 12
vezes. No total, geramos aproximadamente 43 milhoes de valores, com periodo de
aquecimento de 57 mil e defasagem de tamanho 40 entre os vetores gerados. O tempo
total foi de aproximadamente 6 horas. Ao final, obtemos 18000 valores para cada

parametros da distribuicao a posteriori.

log(o) g

log(¢:) 0,

log () log(6.)

log(¢s)

Figura 4.14: Valores gerados da posteriori para os hiperparametros na reta.
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o 3 1 2 @3 o ?5

E[|D] 1.84 -0.40 2.44 0.12 111.11 0.26 2.77
sd[.| D] 0.21 0.09 8.34 4.91 233.12 0.002 5.29
moda 1.79 -0.48 0.07 0.09 22.79 0.25 0.57
med 1.83 -0.43 0.30 0.12 40.05 0.26 1.06

IC 95% [1.53,2.22] [-0.49,-0.21] [0.04, 10.91] [-8.17,8.30] [10.91, 451.18]  [0.25, 0.26]  [0.33, 11.43]

Tabela 4.3: Resumos de interesse dos hiperparametros a posteriori (4.46)

Note que as cadeias para os hiperparametros apresentam boa convergéncia, exceto
para a cadeia de ¢4, que apresenta alta correlagao, mas que nao foi rejeitada no teste
de Geweke ao nivel de 95%.

Os resultados na tabela 4.3, indicam periodicidade de aproximadamente 12 meses,
ie. w=m/ ¢A55 = 12.08. A variabilidade das funcoes representada pela soma de ngﬁl + Qgg
fica em torno de 23, um valor proximo a variabilidade total dos dados. A funcao tende
a cortar o eixo das abcissas proximo da origem, qgg = 0.09.

As previsoes futuras sao realizadas de modo similar a se¢ao anterior, notando que
a distribuigao agora é a GEV. O intervalo de previsoes é I, = (1,60) com 300 pontos.

Os resultados das previsoes sao dados pela figura 4.15.

temperatura maxima mensal

=
~
~

-15
L

Figura 4.15: Previsdes com média e moda a posteriori da distribuicio de y,|D. A Linha cheia
representa a média a posteriori, linha tracejada representa a moda a posteriori. Os pontos observados

sdo representados pelas cruzes. O intervalo de credibilidade 95% é representado pela regiao cinza.
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Conclusao

O desenvolvimento de métodos eficientes de simulagao estocastica concomitante ao
crescente poder computacional permite a inferéncia em modelos complexos de alta
dimensao. O principal objetivo deste trabalho foi aplicar métodos HMC e suas vari-
antes em modelos de valores extremos que requerem uma manipulagao mais refinada
da posteriori para obter boas inferéncias. Realizamos algumas aplicacoes desse método
na area de valores extremos, tanto em modelos paramétricos como nao-paramétricos
sobre a abordagem Bayesiana.

No Capitulo 2, fizemos uma revisao dos métodos HMC com exemplos em va-
lores extremos e mostramos sua performance superior em relagao ao algoritmo de
Metropolis-Hastings. Notamos que embora o método possua um esforco computaci-
onal maior a sua qualidade é melhor em relagao ao algoritmo de Metropolis. Notar
também que nao levamos em consideragao o tempo computacional envolvido nas si-
mulagoes. Afirmamos isto no sentido de que nao foi necessario uma configuragao
trabalhosa do algoritmo HMC em relacao ao algoritmo MH.

No Capitulo 3, revimos a fundamentagao tedrica de valores extremos e propomos
um modelo de série temporal autoregressivo com distribuicao generalizada de valor
extremo para o ruido. Além disso, determinamos a respectiva matriz de Informacao de
Fisher para o modelo. Resultado nao conhecido na literatura. Conduzimos também
um estudo de simulagao para a estimacao do parametros destes modelos, comparando
quao rapido os algoritmos HMC e RMHMC tendem a alcancar distribuigao estacio-
naria, fornecendo assim melhores estimativas para os parametros.

No capitulo 4, introduzimos a modelagem Bayesiana nao-paramétrica e vimos
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como fazer inferéncia sobre uma funcao desconhecida via processo Gaussiano. Ressal-
tamos também que a inferéncia realizada sobre o modelo é completamente Bayesiana
via RMHMC, pois é praxe fazer a inferéncia destes modelos sobre a estimativa MAP
(méximo a posteriori, ver Rasmussem & Williams 2006) devido a dificuldade de im-
plementagao do algoritmo MH.

Seguindo nesta dire¢ao, introduzimos a modelo Bayesiano nao-paramétrico em
valores extremos e fizemos uso do algoritmo RMHMC. Aplicamos o modelo tanto em
dados simulados como em dados reais. Embora o modelo Bayesiano nao-paramétrico
seja analiticamente complexo, notamos que a tratabilidade do parametros . como um
funcao aleatoéria é uma boa alternativa para o estudo de dados de valores extremos.
E importante colocar que a moda, neste caso, fornece uma estimativa melhor que a
média para a fungao desconhecida.

Através do site http://olddunwich.wordpress.com é possivel acessar os principais

c6digos-R da dissertacao para reproduzir resultados similares.

5.1 Perspectivas Futuras

O método de Monte Carlo Hamtiltoniano com suas variantes abre um novo horizonte
de aplicagoes e estudos tedricos.

A utilizacao de conceitos da geometria diferencial para o desenvolvimento de al-
goritmos de Monte Carlo fornecem uma nova fonte de pesquisas tanto na estatistica
aplicada como no estudo tedrico de cadeias de Markov. Diferentes métricas podem
ser aplicadas juntamente com outras func¢oes de probabilidades multivariadas para a
energia cinética do sistema, e outros métodos de solucao nimerica para EDQO’s sao
possiveis de estudos.

A aplicagao pratica nos algoritmos de salto reversiveis também é alvo de impor-
tante investigacao. Modelos complexos que anteriormente eram de dificil manipulacao
podem ser colocados em prética via uma abordagem Bayesiana. Na abordagem clas-
sica, o algoritmo também ¢é fonte de estudo, uma vez que pode-se aplicar o método
HMC concomitante a técnica simulated-annealing para obter valores modais de fun-
¢oes de verossimilhanga complexas.

Neste sentido, a abordagem Bayesiana para a modelagem estatistica é colocada em
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outro patamar. Sua relagao com conceitos de fisica, equacoes diferenciais, geometria
diferencial e probabilidade passar ser intima e fundamental para qualquer tipo de

estudo teorico e aplicado.
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Apéndice A

Formulas Matriciais

A.1 Derivadas matriciais

0 0
0 -1 _ g1 0K —1
8_¢K = K —a¢ K
0 B )
a—¢log |K| = tr [K —a¢] (A.1)

Toma-se a derivada usual em relagao a cada elemento da matriz quadrada K.

A.2 Foérmula de Shermann-Morrison-Woodbury-Schur

(A+UBVY)™ = A — A UB + VA U) VAT
A(A+ B)_l = AB'-— A(A+ B)AB—l (AQ)

A e B sao matrizes inversiveis. U e V sdo matrizes retangulares de dimensao compa-

tivel.

A.3 Matriz informacao de Fisher para o modelo autoregressivo-

GEV

Primeiramente, é necessario encontrar as derivadas de segunda ordem da funcao log-
verossimilhanga com respeito a todos os parametros, em seguida, aplicar as proprie-

dades de esperanga condicional sobre todas as expressoes com o sinal negativo. Note
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que nao precisamos reencontrar as derivadas da funcao de log-verossimilhanca, usamos
os resultados ja conhecidos para o caso de uma amostra aleatoria. As propriedades
usadas sao: regra da cadeia para derivadas, a derivada da soma é a soma das deri-
vadas, a esperanca da soma é a soma das esperangas e a esperanca condicional, e.g.,

Elg(Y))] = E[Elg(Y})|Dy-r]], Vt.
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A.4 Matriz de Informacao de Fisher para o processo Gaussi-

ano latente

Seja f ~ N, (m, K) com K dependendo de um vetor de hiperparametros ¢. Considere

a=f—m.
log N,,(f|m, K) = —g log(27) — %log K| — %atK_la (A.10)
a%j log N(flm, K) = —%tr k*%ﬂ - %a%jtr(a’f(—la)
Y
= ——tr K—l% — aa’K—l%K—l]
= ——tr K‘lg—g — K1 ’K‘l%Z]
= —tr [K—l(aa’K—l - 1)%} (A.11)
: qj; - log N (Fim. K) = %tr { 83% {Kl(aa'z(l _ [)%H
- %tr[(—Kl%Klaa’Kl - Klaa’Kl%Kl
2 2
+ K*%K*) % + K—laa'K—l% - K_laziéfbj
— %tr[(] - 2K‘1aa’)K_1gZK_1%Z
)
+ (K 'ad K~ — K1) 8‘; é;j]. (A.12)

Tomando a esperanca em relagao ao ultimo conjunto de equacoes e notando que

E(aa') = K, os elementos da matriz informacao de Fisher sdo dados por,

2

0000,
L [ OK 10K
= 2tr [K a@K 0@] (A.13)
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A derivada de G;; em relagao ¢y é dada por,

0 1 0K 0K
— Gy = —tr |[K ' Z—K ' K!
Oy " 2 0oy, 0o; 00,

0K _ 0K 18[(}

K1 —K-

0 Oy, 0¢;
K K_IGK}

0¢; 0y, 0¢;

| [ 0K _, 0K

LT
— —tr |[K7!
2 .

LT
—tr | K1
+2 r _

87

(A.14)



