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Resumo

Nesta tese, estudamos a detexd@o quantica de particulas ultrafrias por
espelhos, o encolhimento de pacotes de ondas de matéria livres, o tunelamento
de estreitos pacotes de ondas gaussianos através de potenciais do tipo delta
de Dirac e 0 emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético numa
cavidade vibrante.



Abstract

In this thesis, we study the quantum detection of ultracold particles by
mirrors, the shrinking of free wave packets, the tunnelling of narrow Gaussian
packets through delta potentials and the entanglement between the modes
of electromagnetic ..eld in a vibrating cavity.
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Capitulo 1

Introducao

Durante o mestrado em Fisica de Mauro Antonio Andreata, feito sob a orientac¢do do profes-
sor Viktor Dodonov de 1998 a 2000, estudamos as propriedades estatisticas da luz gerada a
partir do vacuo eletromagnético acondicionado numa cavidade oscilante com paredes ideais.
Embora a cavidade esteja inicialmente vazia, fenbmemos interessantes ocorrem: geracéo de
fotons a partir do vacuo (efeito Casimir dinamico), compressdo dos componentes de quadratu-
ra do campo eletromagnético, surgimento de pulsos de energia na cavidade, etc.

Em continuacdo aos nossos estudos sobre o efeito Casimir dindmico, no doutorado ten-
ciondvamos responder a pergunta: o que acontecera se inicialmente a cavidade vibrante
contiver particulas? Para responder a esse questionamento, comecamos, em virtude da com-
plexidade dos calculos, considerando uma particula neutra e em repouso, representada por
um pacote de ondas, e uma “cavidade” composta por uma sé parede neutra e em repouso.
Mesmo nesse caso simplissimo, descobrimos um curioso efeito (que denominamos de detexao
guantica): a particula sera repelida pela parede e essa repulsdo ndo depende da distancia
entre elas. Essa descoberta nos levou a estudar a detexao quantica em situages mais gerais.
Ou seja, durante dois anos e meio deixamos de estudar o efeito Casimir dinamico e ..zemos
uma proveitosa digressao no reino dos pacotes de ondas de matéria quanticos.

Nesse entretempo, nossa atencéo foi atraida pelo encolhimento de pacotes de ondas livres,
pequenino efeito (encolhimento menor do que 0,5% do raio médio do pacote de ondas)
descoberto por J. A. Wheeler e colaboradores para o espaco bidimensional. Nossas analises
mostraram que o efeito existe em qualquer dimensao espacial.

Estudamos também o tunelamento de pacotes de ondas, gaussianos e estreitos, através
de potenciais do tipo delta de Dirac, estacionarios e dependentes do tempo.

Finalmente, retornamos ao efeito Casimir dindmico e analisamos vérias medidas do
emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético acondicionado numa cavidade
ideal com paredes oscilantes.



Os estudos acima mencionados sdo apresentados em detalhes nesta tese, a qual foi divi-
dida em capitulos independentes e completos, arranjados da maneira a seguir exposta.

No capitulo 2, estudamos a refexdo de pacotes de ondas, quénticos e estreitos (no espacgo
de posicao), por espelhos que ndo absorvem (total ou parcialmente transparentes). Se o valor
medio e inicial do componente do momento perpendicular a superficie do espelho for menor
do que a incerteza no momento, entdo o valor médio desse componente aumentara gradual-
mente com o passar do tempo as custas do encolhimento do pacote no espago de momento.
Uma consequiéncia disso é a detexdo (por angulos consideraveis) de particulas lentas que,
inicialmente, se moviam paralelamente a superficie do espelho. A defexdo ocorre mesmo
quando a particula se move a uma distancia macroscopica do espelho. Damos expressdes
analiticas que descrevem o comportamento assintotico das fungdes de onda e das matrizes-
densidade, nas representacfes de posicdo e de momento, para pacotes iniciais, estreitos e
arbitrarios. Mostramos que assintoticamente os valores medios e as variancias ndo depen-
dem das fases dos coe..cientes de retexdo e de transmissdo complexos, e que, além disso,
eles sdo “insensiveis” a forma concreta do potencial retetor no caso dos espelhos totalmente
refetores. Para espelhos parcialmente retetores, introduzimos valores médios e func@es de
onda condicionais. As relacGes de dependéncia entre os valores assintoticos das diferentes
guantidades que caracterizam o pacote (por exemplo, o coe..ciente de transformacdo do mo-
mento e o produto de incertezas) e os parametros do potencial refetor (a altura e a largura
ou 0 comprimento caracteristico da regido de transicdo) sdo analisadas para alguns poten-
ciais de Epstein e seus casos-limites (a parede retetora e ideal e o potencial do tipo delta
de Dirac). A possibilidade de veri..car o efeito em experimentos com atomos ultrafrios é
discutida brevemente.

No capitulo 3, damos exemplos do encolhimento de pacotes de ondas, livres e unidimen-
sionais, com velocidades inicialmente nulas. Considerando diferentes medidas da extensio
espacial dos pacotes, mostramos que estados coerentes e pares encolhem mais do que suas
contrapartidas mistas e mais do que os estados coerentes, impares e puros. Estudamos
também o encolhimento de pacotes de ondas radiais e aneliformes, com distribuicdo de ve-
locidades inicialmente nula, em duas e mais dimensdes. Considerando a evolucdo temporal
das densidades de probabilidade, descritas por solugdes exatas e explicitas da equacéo de
Schrodinger livre em d dimensdes, introduzimos e comparamos duas familias diferentes de
medidas da extensdo espacial. As medidas do primeiro tipo sdo baseadas nos valores médios
de poténcias arbitrarias do raio do pacote. Elas caracterizam a extensao total do pacote.

As medidas do segundo tipo quanti..cam o tamanho interno do pacote (uma largura efeti-



va do anel). Encontramos que o encolhimento, que é muito pequeno em duas dimensoes e
ausente em dimens@es superiores, em relacdo a medida usando o raio médio, é muito mais
pronunciado quando usamos valores médios de poténcias negativas do raio, < r® >, com
® < 1 e especialmente ® < 0, como medida da extensdo do pacote. Nesse caso, 0 espacgo
bidimensional nédo é distinguido e o encolhimento dos pacotes existe também em dimensdes
superiores a dois. Mostramos também que uma escolha adequada da medida de extensao
do pacote ajudara a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. Além disso, as
conclusdes relacionadas a evolucdo da extensdo interna do pacote, baseadas na densidade
de probabilidade volumétrica, jAjz, podem ser, as vezes, opostas as conclusées baseadas na
densidade de probabilidade radial, rditjAj?,

No capitulo 4, consideramos a transmissédo e a refexdo de pacotes de ondas, gaussianos
e estreitos, através de potenciais do tipo delta de Dirac nos casos em que a intensidade é
constante e quando ha uma especi..ca dependéncia temporal. Varias de..ni¢cbes do tempo de
transmissdo sao introduzidas e comparadas.

No capitulo 5, estudamos a dependéncia temporal de varias medidas do emaranhamento
(medidas entropicas, medida emaranhamento-covariancia, medida emaranhamento-pureza e
medida emaranhamento-disténcia) entre os modos do campo eletromagnético, ressonante-
mente acoplados, numa cavidade ideal com fronteiras oscilantes. Consideramos uma cavidade
unidimensional (Fabry—Perot) com espectro equidistante, ', = n!4, cuja distancia entre os
espelhos perfeitos oscila com freqiéncias '; e 21;. Diferentes estados iniciais do campo
sdo considerados: vécuo, vacuo comprimido, estados de Fock e estados coerentes, pares e
impares.

No capitulo 6, apresentamos nossas conclusdes e propostas para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Refexao de pacotes quanticos, lentos
e estreitos, por espelhos

Neste capitulo, estudamos a detex@o quéantica de particulas ultralentas por espelhos
arbitrarios. Para exempli..car, consideramos varios tipos de potencial refetor. Além disso,
discutimos a possibilidade de veri..car a detexao quéntica em laboratorio.

2.1 Introducao

Embora diferentes aspectos da evolugdo de pacotes de ondas quanticos no espaco livre e
em campos externos sejam estudados ha décadas [1]-[14], esse assunto ainda ndo se
exauriu. Recentemente, a refexdo e a difracdo de ondas de matéria por diferentes tipos
de espelhos atémicos ou por feixes de laser atrairam a atencdo devido aos grandes progressos
em experimentos com atomos ultrafrios [15]-[21]. Entretanto, em todos esses trabalhos ape-
nas ondas planas ou pacotes espacialmente largos foram considerados. O objetivo de nosso
trabalho € estudar as peculiaridades da retexdo de pacotes quéanticos, lentos e estreitos (no
espaco de posicdo), por espelhos parcialmente refetores (e que nao sdo absorvedores). Mais
precisamente, supomos que a largura inicial do pacote, s, a distancia inicial entre o pacote de
ondas e a fronteira, ., e a velocidade inicial, vy, satisfazem as condigdes X; A s e vy < ~=(ms)
(onde m ¢é a massa da particula). Até agora, a condicio contraria hp(0)i A pm (onde
p € o componente do momento na direcdo perpendicular a superficie e %, € a variancia da
distribuicdo de momentos) foi assumida desde o comego em todos os estudos: veja-se, por
exemplo, [12] e as referéncias |4 indicadas. Todavia, foi mostrado recentemente em [22] que
para pacotes estreitos e lentos, correspondendo as particulas ultrafrias, alguns efeitos novos e



interessantes, tais como a detexao quantica por espelhos refetores, poderdo ser observados.

Suponhamos que uma particula foi lancada na direcédo paralela a superficie de uma parede
impenetravel. Se fosse uma particula classica, ela nem ao menos “sentiria” a presenca da
parede. No entanto, a situacdo é diferente no caso quantico devido as propriedades ondu-
latérias da particula, que é representada por um pacote de ondas. Sabemos que o pacote
rapidamente se alarga, de modo que ap6s um intervalo de tempo ele alcanca a fronteira e,
eventualmente, todas suas ondas componentes sdo refetidas. Como conseqiiéncia, a particu-
la é desviada de sua direcdo inicial de movimento. O que mais impressiona € o fato de que
0 angulo de detexdo pode ser arbitrariamente grande, dependendo da velocidade inicial e
da incerteza transversa e inicial na posicdo da particula, e, além disso, ele ndo depende da
distancia inicial entre a fronteira e a particula [22], a qual pode ser macroscopica (10cm,
por exemplo, com a largura inicial do pacote na dire¢io transversa da ordem de 101°cm).
Isso signi..ca que a particula quantica “sente” a parede mesmo quando passa muito distante
dela, na regido livre de qualquer forca. A defex&o quantica tem origem na néo-localidade
guantica e na existéncia de propriedades ondulatoérias dos objetos quanticos.

Em [22] a detexdo quantica foi estudada no caso de uma parede ideal, equivalente a
condicdo de fronteira A(0;t) ~ 0, e sob varias restricdes. Consideramos nulos os valores
iniciais do componente transverso do momento e do coe..ciente de correlacéo entre a posi¢do e
0 momento, e assumimos que o pacote inicial estava bastante localizado e descrevia um estado
puro. Algumas dessas restricoes foram removidas num estudo mais detalhado [23], onde
mostramos explicitamente que o efeito s6 sera relevante sob a condicdo hp(0)i ¢, m
Porém, desde que o potencial do tipo barreira in..nita € uma idealizacdo, permaneceu a
questdo se o efeito poderia existir no caso de espelhos realisticos. O objetivo principal do
presente trabalho é mostrar que a detex@o quéntica é su..cientemente robusta diante de
possiveis imperfeicdes do espelho e de misturas quanticas de estados.

Este capitulo esta arranjado como segue. Na subsecdo 2.2, damos expressdes analiticas
gue descrevem o comportamento assintotico de pacotes inicialmente estreitos (puros e mis-
tos) retetidos por espelhos nao-absorvedores e arbitrarios, mostrando que as caracteristicas
principais da detexdo quantica sdo “insensiveis” a forma concreta do potencial refetor, no
caso de espelhos totalmente retetores. Para espelhos parcialmente retetores, introduzimos
valores medios e func¢des de onda condicionais. Na subsecdo 2.3, consideramos como exem-
plos concretos a parede impenetravel e os potenciais de Epstein, 0s quais tém expressoes
analiticas e explicitas para os coe..cientes de refexdo: o potencial-degrau suavizado de al-

tura .nita e o potencial coshi?. Além disso, um exemplo de pacote largo retetido pela



parede ideal mostra a diferenca qualitativa entre o comportamento de pacotes estreitos e de
largos. Os resultados de nosso estudo sdo analisados na subsecdo 2.4, onde a possibilidade
de veri..car o efeito em experimentos com atomos ultrafrios é discutida e alguns problemas

que ainda ndo foram resolvidos sdo apontados.

2.2 Refexao de pacotes por espelhos ndo-absorvedores
e arbitrarios

Em geral, a evolucdo detalhada dos pacotes de ondas refetidos por espelhos néo-ideais
sO pode ser obtida pela solucdo aproximada ou numérica da equacéo de Schrodinger. Porém,
0 comportamento assintdtico de pacotes inicialmente estreitos pode ser calculado, pratica-
mente, para qualquer potencial ..sicamente razodvel.

Supomos que o potencial do espelho s6 depende da coordenada x na direcéo perpendicular
a superficie do espelho. Nesse caso, o valor médio do componente paralelo do momento, p,
(onde z € a coordenada ao longo da superficie na direcdo do movimento da particula), ndo
mudara no tempo. Se as distribui¢des iniciais (em t = 0) nas direcbes X e z ndo forem
correlacionadas, permanecerdo assim para t > 0.

Assumimos, por simplicidade, que o potencial descrevendo o espelho é diferente de zero
num dominio .nito jd < x < 0 (em verdade, ele deve decrescer su..cientemente rapido
fora desse dominio: veja-se abaixo). Um conjunto completo de solucdes da equacdo de
Schrodinger, nas regides de movimento livre x > 0 e X < jd, pode ser escolhido como

superposic¢des das ondas planas, incidentes e refetidas, indo para a direita e para a esquerda:

1
eiith /2 eiikX+A(k)eikX; X >0

Ak :-BZ_TAE 3(k)eiikx; X < id ; (21)
L eiikt & 3(jk)etkx; x>0

Aik__pﬁ eikX+A(ik)eiikX; x < jd ; (2.2)

onde k >0et” ~t=(2m). A(k) e 3(k) sdo as amplitudes dos coe..cientes de refexdo e de
transmissdo, respectivamente, satisfazendo a condi¢do

B + AR 7 L (2.3)

A suposicao de que o movimento é livre para x >0 e x < jd ndo € essencial, embora ela
permita simpli..car algumas formulas. Realmente, (2.1) e (2.2) sdo formas assintoticas da
solucdo em x ¥ 871 para qualquer potencial decaindo rapidamente (a comparagdo com 0s



modelos exatamente sol(iveis mostra que é su..ciente supor que o potencial decai como X i?
ou mais rapido).

As solugdes (2.1) e (2.2) sdo normalizadas como segue [24],
Z

A OOAR(X) dx = £(k § kD); (2.4)

e a condicdo (2.3) é importante para tal normalizacdo. Fisicamente, essa condicdo signi..ca
a auséncia de absor¢do no espelho. Matematicamente, é equivalente a requisicdo de que a
evolucdo seja unitaria. Essa requisicdo resulta em muitas identidades entre os coe..cientes

de retexao e de transmisséo para valores positivos e negativos de k [25]-[27]. Em particular,
3(k) =3(ik); JAK® = AT K)}% (2.5)
(A (K) + (KA k) = 0 (2.6)

A primeira igualdade em (2.5) segue do fato que o potencial € real, enquanto (2.6) equivale
a ortogonalidade dos estados A, e A ..
Usando a formula geral para o propagador da equacédo de Schrdodinger, na forma de uma

integral sobre um conjunto completo de estados ortonormais
VA 1

G(x;x%t) = A (x; DAL (X 0) dk; (2.7)
il

e as expressdes (2.1) e (2.2), podemos escrever representacdes integrais e explicitas para o
propagador nas regifes Xx >0 e x < jdem termos dos coe.cientes de refexdo e de trans-

missdo. Ha quatro diferentes formas: G.., G4;, G;+ e G;;, dependendo dos sinais do

ii?
primeiro e segundo argumentos espaciais do propagador. Contudo, para os pacotes inicial-
mente localizados totalmente a direita (x > 0) do espelho, necessitamos somente de duas
formas: G++ e G;+. Levando em conta as identidades (2.3) e (2.5), podemos \eri..car que

a parte do propagador G, (x; x’ t) para valores positivos de x e x é dada pela formula
yA 1

Gar(X5t) = %e‘"‘2t eikxixX) 4 giik(xix)
o 2 :

+AK)EME) 1 A®(k)ei kO+X) (2.8)

Usando a identidade (2.6), podemos encontrar também a parte do propagador G; +(x; x"; t)

parax < jde x?>0:
Fage Lo o]
G;+0xt) = > KT 3(k)e i TkxiX) 4 37(|)elkxix) (2.9)
0 4
N3o poderemos escrever de maneira explicita o propagador para jd < x e x’ < 0 sem co-

nhecermos a forma do potencial que descreve o espelho e encontrarmos as solucfes da equacao

9



de Schrodinger para jd < x < 0. Logo, ndo poderemos calcular a evolucéo de pacotes inicial-
mente largos que estejam localizados proximos ao espelho. Outrossim, ndo poderemos seguir
a evolucado do pacote de ondas quando ele alcangar o espelho. Todavia, considerando pacotes
inicialmente localizados longe do espelho, sera su..ciente conhecer as partes do propagador
(2.8) e (2.9) para encontrarmos 0 comportamento assintdtico dos pacotes, tendo em mente
que quando t ¥ 1 apenas uma parte desprezivel do pacote permanecerd na vizinhanca do
espelho (naturalmente, isso conduz a algumas limitagdes sobre as formas admissiveis para o
potencial que representa o espelho, tais como a auséncia de estados ligados).

Aplicando os propagadores (2.8) e (2.9) a um pacote inicial, Ay(x%), localizado a direita

e distante do espelho, obtemos
Z 1

A . dk © iKX 1w A w (.
Ax=00) = P €70k + AR (i K)]
+e X [*o(i k) + A0 "o(K)] e, (2.10)
X ‘3 dk £ jxgo iik ikt
A< id0= B eS0T +e RT (1) e @1
onde 7
- — dx % i ikx
o) = =Ry (06! (2.12)

é a fungdo de onda inicial na representacdo do nimero de onda (a integracdo podera ser
estendida ao eixo inteiro, se Ay(x) estiver localizada longe do espelho).

Quando t ¥ 1, a parte do integrando em (2.10) que contém o termo exp( j ikx j ik?t)
oscila muito e, devido a essas oscilagdes, a contribuicdo dessa parte desaparece. O mesmo
acontece com a parte do integrando em (2.11) que contém o termo exp(ikx j ik?t). Em

conseqéncia, assintoticamente a funcdo de onda tende a expressao

Z 4 ! i _
K (v ) — pdk ikt ["o(k) +A(K) "o (iK)]e™; x>0
Ras(Xit) = 0 e £ 3(K) " o( i K)eitkx X< jd (2.13)

gue ndo se anula porque os integrandos tém o ponto estacionario k. = jxj=(2t). A funcéo de
onda assintdtica consiste de dois pacotes: um (a primeira linha na expressdo acima) se move
para a direita, estando localizado principalmente a direita e longe do ponto x = 0, e 0 outro
(a segunda linha) se move para a esquerda, estando localizado a esquerda e longe do ponto
x = 0. As “caudas” desses pacotes na regido proxima a X = 0 se tornam despreziveis no
limite t ¥ 1. Portanto, ao calcular a transformada de Fourier da funcéo (2.13), podemos
estender os limites de integracdo em dx de j A até 1 para cada pacote. Entéo, as integrais

em dx sdo reduzidas a deltas de Dirac e obtemos a seguinte funcdo de onda assintotica na
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representacdo de momento (relembremos que 3(k) =3(jk)):
1 A
[*o(k) + A(K) " o(iK)]; k>0

W@ =eMTE S k <0:

(2.14)
Se 0 pacote inicial estiver localizado perto do ponto central X., entdo poderemos escrever

Ag(¥) = Ro(xixc);  "o(K) = =o(k) exp(i ikxc); (2.15)

onde a fungao *,(k) ndo depende de X.. Portanto

Y £ : R Lo
. _ k2 = (K)ei™e + A(K)2,(j ke e ; k>0
as(k) =€ Ik t£ 3(12)50(k)ei ikXc; ot k <0 (2-16)
A distribuicdo de momentos assintética, Pas(k) = j” ,(K)j?, para k > 0 é dada por
- . £ . . n
Pas(k) = j=o(K)i* + JA(K)=o(i K)J* +2Re =5(K)=o( i K)A(K)e*" (2.17)

O ultimo termo em (2.17) depende da posicado inicial e oscila muito quando X, ¥ 1. Mas
esse termo que oscila muito ndo afetara as caracteristicas observaweis do pacote, tais como
0 momento médio e assintdtico ou a dispersdo do momento, se no inicio o pacote estiver
su..cientemente longe do espelho (porque o argumento da funcdo exponencial, kx., é da
ordem de x.=s A 1 na regi&o do espaco k que produz a principal contribuicdo as integrais
contendo P4s(k), onde s € a largura inicial do pacote no espa¢o de posi¢dao). Portanto, no

regime assintotico podemos usar uma distribuicdo média, simpli..cada e nao-oscilante:

Y% N
Pat= Ll {2 (2.18)
Notemos que a distribuicdo de momentos assintotica depende apenas dos valores absolutos
dos coe...cientes de retexdo e de transmissdo e ndo de suas fases.
Para espelhos totalmente retetores (3(k) = 0, isto é, para potenciais que tendem a 1

quando x ¥ j 1), a distribuicdo de momentos (média) assintética € dada por
Y

—_ 0; k<0
Pas(k) = :

2% +j=(i K% k>0 (2.19)

e ela ndo depende nem da posicdo inicial do pacote e nem das caracteristicas do espelho
totalmente retetor (ou seja, da forma concreta do potencial retetor, V (x), ou da fase do

coe..ciente de retexdo A(K)). Para qualquer espelho totalmente retfetor, o valor assintético

do nimero de onda é igual ao do espelho ideal estudado detalhadamente em [22, 23]:
.
hkaiw = k j=o(K)j*+j%(iK)j* dk; (2.20)
0
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onde o indice W signi..ca o caso da parede impenetravel e ideal. O valor inicial é

Z 1 Z 1 £ o]
hk(0)i = _lkj‘o(k)jzdk= , Kk j=o(K)i* i J=o(iK)J* dk; (2.21)
enquanto
! 2 200\ le£- 2 21
hk5 1 =hk“(0)i = ke J=o(K)J= +j%o(iKk)j° dk: (2.22)
0

A forma concreta do potencial totalmente retetor é importante apenas para o conhecimento
minucioso da evolugdo no regime intermediério (ou seja, o tempo de aproximacgdo do estado
assintotico) e dos detalhes das oscilaces nas distribuicdes exatas (sem tomar a média), tais
como (2.17).

2.2.1 Coe..ciente de transformacdo do momento

Se a distribuicdo de momentos inicial estiver localizada perto de algum valor negativo
i jkoj » hk(0)1, entdo a distribuicao assintdtica tera praticamente a mesma forma, mas estara
localizada proximo a jkoj, de modo que hkq iw ¥4 jhk(0)i. Contudo, se jkoj for menor do que
a largura da distribuicdo de momentos inicial, entdo a forma ..nal da distribuicdo diferira
signi..cativamente da inicial, e hkq iy podera ser totalmente diferente de jhk(0)ij, especial-
mente se a Ultima quantidade tiver valor préximo de zero. As mudancas do valor absoluto
do momento médio e da largura da distribuicdo de momento podem ser caracterizadas pelo
coe..ciente de transformacdo do momento médio, ~, e pelo coe..ciente de transformacao da

variancia do momento, ¢, respectivamente

- - hp(L)i% 1 hp(0)i2 -~ %p(0) i ¥p(L) _ hB(D)i* i hp(0)i®. (2.23)
hp2(0)i c %p(0) %(0) ' '
Consideremos, por exemplo, o pacote inicial, estreito e gaussiano
K e ()i2 — | 2¢i1=2 £ - 2_2". A o
JA(X;0)j° = "Ys exp i(XiX)=s ; X AS; (2.24)
3 "o
i=(PF=%"exp i Riky ; R=ps=(m): (2.25)
Nesse caso _ A
hR(AL)i = %it2exp ' i2ks +kyerf (ko) ; (2.26)
onde a funcéo-erro é de..nida como [28]
Z, .
il=2 o2
erf(z) = 2%" exp jy° dy: (2.27)
0
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Ambos 0s coe..cientes, ~ e ¢, tenderdo rapidamente a zero se jpg) >> 1 (notemos que

(2.26) ¢ uma fun(;éo par de po):
. 2exp§ '! p2 4'p 'exp i p2 ..
Ya i J Oj —1/40); (',1/4 i JPol "‘—V%(I O); JPo) == 1

A mudanca do valor absoluto do momento para os estados gaussianos serd maxima para

ko = 0, quando ¢ =~ = ", = 2% Y 0;64. Porém, escolhendo de maneira adequada os
estados iniciais, podemos obter valores de ~ e ¢ arbitrariamente préximos de 1 (para uma
fronteira totalmente refetora).

Suponhamos que a particula deixou uma armadilha atémica, passando entre duas placas
in..nitas separadas por uma distancia s. Ent&o, a funcédo de onda inicial, A,(y), tem a forma
(para os modos impares, n = 1;3;5;:::)

" P e cos iy=e); jyi <52
= _ =s)e"Y cos (nYay=s); jyj <s=2; .
e a distribuicdo de momento inicial é a seguinte fun¢do do nimero de onda, k:
1 2 2 - —
po(k) = 2SN COSTS(K i ko)=L i — - 9, (0) = (ni=s)?: (2.29)

[(n%)? i s2(K i ko)?J?
Para ko =0en A1, afuncio (2.29) tera maximos altos e agudos em kn, = &n¥=s (a razéo
P (k,)=P(0) sera igual a %?n2=16, enquanto a largura do pico sera da ordem de %=s: veja-se

a ..gura 2.1). O valor assintotico do nimero de onda é igual a

hk(L)i =

©
2 - - -
Tns (n¥)* [Si(n% § koS) + Si(n% + koS)]
+nYkos [Si(NY: + KgS) § Si(nY  KoS)]
+kos [Cin(n% + koS) § Cin(n% § KoS)]

i2n%[1 + cos(kes)]g; (2.30)
sendo que a integral-cosseno modi..cada e a integral-seno sédo dadas por
Z, VA
. 1 cos(t . Zsen(t
Cin(z) = If()dt; Si(z) = t( )dt:
0 0

O coe..ciente de transformacdo do momento, ~ (2.23), sera maximo para ko = 0, quando

£ o
hk(L)i = (N%)? Si(n%) § 2n% :

Y2ns
Paran A 1 e impar, Si(n¥%) = %=2+ 1=(n¥%) +(¢¢ ; e 0 coe..ciente ~ podera se aproximar da
unidade o quanto desejarmos:

.on% 2 ® . .. 4 )
hk(l)l—? 1|n1—/42+¢¢¢ ; mﬁx_lln1_/42+¢¢¢'
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Figura 2.1: A distribuicdo de momentos inicial para os pacotes do tipo guia de ondas com
n =1 (curva tracejada) e n = 9 (curva sélida); ko =0, s = 1.

Em contraste, se jkojs=(n%) >> 1, entdo a equacdo (2.30) produzira hk(d)i = jkoj + Ok{?,
de modo que ¢ » jkn=Koj € = » jkn=Koj°. No caso dos modos pares do guia de ondas,
temos relagfes similares: devemos trocar cos por sen nas equacdes (2.28) e (2.29), e mudar
o0 sinal antes do cos na altima linha da equacdo (2.30), tomando n = 2;4;:::. A relagdo de
dependéncia entre o coe..ciente de transformacdo do momento, (2.23), e 0 momento inicial,
Po ~ hp(O)i:pm, para diferentes estados iniciais é mostrada na ..gura 2.2. Vemos clara-
mente que mudangas signi..cativas da distribuicdo de momentos, resultando numa grande
detexdo, poderdo ser observadas somente se pg & 1.

2.2.2 Espelhos parcialmente refetores: médias padronizadas e condi-
cionais

Para um espelho parcialmente refetor, h4 uma probabilidade assint6tica (ndo-nula) de
encontrarmos a particula a esquerda da barreira dada por: iiijAas(x)j2 dx. Usando a
equacéo (2.13) para A,;(X) na regido x < jd, podemos estender formalmente a integragéo
em dx até +1, porque a regido adicionada ndo contribui para a integral no limite t ¥ 1.
Entdo, chegamos as expressdes para as probabilidades assintéticas e totais de encontrar
a particula a esquerda, (L), e a direita, (R), da barreira (espelho), as quais tém clara
interpretacéo fisica: Z .

L= . PP (kP dk =11 R; (2.31)
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1,0

Figura 2.2 O coe..ciente de mudanca do momento contra 0 momento inicial, p, =
hp(0)i=[%p(0)]**?, para diferentes estados inicialmente localizados: pacotes gaussianos (curva
pontilhada assumindo valores negativos para po > 1), pacotes do tipo guia de ondas com
n =1 (curva solida) e com n =5 (curva tracejada).

Z 4

£ P 0
R= i2o(i + AR =o(i K)J* dk: (2.32)
Para espelhos parcialmente retetores, temos
s .
- E.. .2 I.'\ .2 - .3 .2¢.- - .20_
hkai = k dk j=o(K)j* + JAMKI i BRI j=o(ik)i® ; (2.33)

0

enquanto hk3 i ainda é igual a hk?(0)i. A formula (2.33) é uma conseqiiéncia da de..nig&o-
padrao do valor médio: hk 4 i = i11 kP ,s(k) dk. Entretanto, essa de..nic&o, onde a integracéo
é realizada em todos os pontos do espaco de momento (ou, equivalentemente, do espaco de
posicdo) de j 1 a+1, é baseada na suposicdo implicita de que podemos medir 0s observaveis
do estado assintdtico em qualquer regido dos espacos de posi¢ao e de momento, em particular,
na regido x < jd (atrés do espelho). Podemos imaginar outra situacdo, na qual apenas o
semi-espac¢o X > 0 é acessivel aos experimentos (verdadeiramente, isso parece mais adequado
no caso dos experimentos com atomos ultrafrios, quando uma particula atingindo o espelho
e passando ou sendo absorvida por ele estara perdida para as medidas posteriores). Em
tal caso, o estado assintdtico sera descrito pela parte da funcdo de onda total dada na
primeira linha do lado direito da equagéo (2.13), na representacéo de posi¢ao, e pela primeira
linha da equacéo (2.14) na representacdo do momento. Essas fungdes reduzidas devem ser
renormalizadas atraves da diviséo pelo fator pﬁ (2.32). Se R for signi..cativamente diferente
de 1, entdo os valores médios e condicionais dos observaweis, calculados com a ajuda das
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probabilidades reduzidas (vamos identi..ca-los pelo indice R), serdo totalmente diferentes
dos padronizados (Idéias similares foram discutidas em [29] em conex@o com o problema do
tunelamento. Todavia, as probabilidades condicionais introduzidas em [29] sdo complexas

NO caso generico.):
R T S
hkiir=—=  k"dk J=0(K)i% + JAK)Z i =o(1 ) (2.34)
0

A diferenca entre as médias padronizadas e as condicionais se tornara signi..cante para es-
pelhos fracamente retetores, quando jA(K)j ¢, 1 para aqueles valores de k que produzem a
contribuicdo principal para as integrais. Por exemplo, para a distribuicdo inicial e simétrica,
=,(K) = =,(ik), o coe..ciente de transformacéo usual do momento, ~ (2.23), sera pequeno.
Sob as mesmas condi¢fes, R vale aproximadamente 1=2, logo hk4ir ¥4 hkqiw. Portan-
to, o coe..ciente de transformacdo condicional €, aproximadamente, 0 mesmo do caso da
fronteira ideal. Se inicialmente =y(k) ¢, =,(ik) para k > 0 (isto é, a particula se apro-
xima do espelho), entdo R ¢ 1 para jA(k)j & 1. Nesse caso hkq i ¥ hk(0)i < 0, enquanto
hk1 Ir sera positivo.

Consideremos, por simplicidade, uma distribuicdo inicial, simétrica e real: =y(k) =
=,(ik), o que garante um valor nulo do momento inicial. Calculando os valores medios
na representacdo de momento para a funcdo de onda (2.16), obtemos os seguintes termos
principais para t ¥ A (os termos omitidos ou diminuem ao menos como ti' ou sdo muito

menores do que os termos independentes do tempo preservados nas expressdes abaixo):
hxi = ~hkqit=m +2x.L;  hx%i = ~?hk%it?=m? +x; (2.35)

h&p + PRi = 2~?hk?it=m; (2.36)

(Relembremos que na representacdo de momento o operador posicao é dado por X = i@=@Kk.
Se calcularmos apenas as derivadas das fungdes exponenciais em (2.16), entdo termos ima-
ginarios poderdo aparecer nos momentos de segunda ordem. Porém, esses termos serao
cancelados se levarmos em conta os termos @ *,(k)=0k. Desde que os coe..cientes de refexao
e de transmiss@o ndo dependem de X, suas derivadas com respeito a k produzem corregdes

pequenas em comparacao com termos proporcionais ao tempo ou a X¢.) onde

Z 1 Z a1
hkqi =2 ij(k)j2j=o(k)j2dk; hk2i = 2 kzj-'~o(k)j2 dk: (2.37)
0 0
Calculando as médias condicionais, obtemos:
hXig = ~hkq igt=m + xc%; hx?ig = ~2hk?igt?=m? + X2 + 2~X tE=m; (2.38)
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hRP + PRig = 2~2hk2igt=m + ~X £; (2.39)

onde Z 4

hkD g

1 i I .

= kN1 +jAK)2 j2o(K)j?dk; n=1;2; (2.40)
0

Z 1

. P ) hkq i
K j3(K)j2%j = o (k)% dk = —=—

£ = i hkqig: (2.41)

P

0

2.2.3 Matrizes-densidade assintOticas para misturas quanticas

Até aqui, consideramos estados puros descritos em termos da funcéo de onda. Todavia, 0s
estados criados em experimentos quase nunca sdo perfeitamente puros, sdo misturas quéanti-
cas descritas em termos da matriz-densidade: %(x; x?) = %*(x’; x). Sua evolucdo é governada

pela integral dupla
zZZ

1h(x; X' t) = G(x;y; )G <%y t)%(y; y': 0) dydy’: (2.42)

Os calculos nesse caso sdo mais trabalhosos do que para estados puros, mas o resultado

..nal ¢ totalmente esperado: ¢ su..ciente, formalmente, trocar o produto A_ (x)A>.(x") por

Yas(X; 7). Para x;x’ >0, obtemos

Z 1 d 0
2

£ [AK)% (i k; k") + AP(K"Yho(k; 1K) + ok k) + AGRKATK Vo1 k; i KO

£ o
exp i(kx j KX)) j it(k? j k%)

B X 1) =

A transformada de Fourier de %(x; x") resulta na matriz-densidade na representacdo de mo-

mento
xdx’

2%
As matrizes-densidade inicialmente localizadas perto do ponto central X, podem ser escritas

th(k; K t) = (X t)exp[iikx i k] (2.43)

como
YoOGXD) =% (X § X X i Xo); Yok KY) =%y (k; KD exp[iixc(k i KYI;
onde a fung&o %,(k; k") ndo depende de x.. Fazendo as mesmas aproximagdes das subsecdes

precedentes e suprimindo os termos que oscilam muito, proporcionais a exp [8ixc(k + k)] e
com kk' > 0, encontramos as matrizes-densidade assintoticas (médias)

T (K K1) = eX|o£iit(k2 i K)o (k: k) exp ixe(k i K9]
+ AK)A (K% (i k; ik exp[iix(K’ i K)g; (2.44)

- £ .
i (K K 1) = 3(K)3 (K%K K exp i it(k? j k™) i ixc(k i K) ; (2.45)
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onde os indices superiores ddo os sinais dos argumentos primeiro e segundo. Vemos que 0s
elementos diagonais ndo dependem das fases dos coe..cientes A(k) e 3(k) (ndo apresentamos
as expressoes para %2 (k; kY t) e %it (k; k; t) porque elas ndo contribuem para os elementos

diagonais).

2.3 Exemplos: retexao de pacotes gaussianos

2.3.1 Parede in..nita e impenetravel

Consideremos a evolucéo da posi¢cdo e do momento médios
Z Z
hki =~  A°RAdx; hpi = ji~ A"(@A=@x)dx;

na direcdo X, que € perpendicular a parede, relembrando que os movimentos nas dire¢des X e
z (ao longo da superficie) sdo independentes (portanto o componente paralelo, p;, ndo muda).
Calculando as derivadas dessas quantidades, levando em conta a equagdo de Schrodinger

0A=0t = (i~=2m)@*A=0x*; (2.46)

lembrando que devemos fazer as integracfes na regido em que X > 0, e que a funcéo de onda

satisfaz a condicdo de contorno

A(0;t) ~ 0; (2.47)
chegamos as seguintes equacdes de Ehrenfest na presenca da parede ideal:

dxi _ hpi  dhpi _ ~? -GA-?

oo m dt amex,, (2.48)

onde F,(t) pode ser interpretada como uma “for¢a” quantica, repulsiva e efetiva. Essa “forca”
é sempre positiva, por isso faz o centro de massa do pacote quantico se afastar da parede.
Analogamente, podemos obter as equagdes de movimento para as variancias %, ~ h&?i j hii?,
% ~ hPPi i hpi?, e %p ~ Shigp + pki j hkihpi:

3}AX = 23/4Xp:m; é}‘lxp = 3/4p:m i Fr(t)hXi,

Yo = § 2F(t)hpi:

Sehp(0)i =0 (avelocidade inicial sera paralela a superficie da parede no caso tridimensional),
entdo as quantidades F,(t), hxi e hpi serdo sempre ndo-negativas e todas as trés (co)variancias
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serdo menores do que seriam no caso da evolugéo no espaco livre (para as mesmas condigdes
iniciais). Isso quer dizer que a passagem do pacote préximo a parede o torna mais estreito do
que seria no espaco livre, em ambas as representacdes: de posi¢édo e de momento. Além disso,
o valor ..nal do componente do momento na direcdo perpendicular a superficie, hp(L)i, sera
diferente do seu valor inicial, que é nulo. O aumento da energia cinética do centro de massa
da particula, E; = hpi®>=(2m), sera obtido as custas da energia das futuacdes quanticas do
pacote, Efue = %p=(2m), desde que a energia total é conservada. O angulo de detexdo e
igual a pgeq = tanii(hp(dL)i=hp,i). O momento assintético, hp(L)i, tem a mesma ordem de
magnitude que a dispersdo inicial do momento na direcdo transversa, p = pm.
Consideremos a seguinte familia de solugdes exatas da equacao de Schrodinger, (2.46), na

semilinha com a condicdo de fronteira (2.47), descrevendo a evolucdo de pacotes localizados:

>1=4 M.,
~ m m
A®(X;t) =2N m exp ZT'_'XZ
b <
l|0®2 1- ) p ®
Ml §J®J2 sen 2m:~.—.x ; (2.49)

onde N =[1jexp(i 2j®j2)]”:2 é o fator de normalizacdo e ® € um parametro complexo e
arbitrario. A dependéncia temporal esta “escondida” na funcdo complexa "'(t), que é uma

solucdo arbitraria da equacao "= 0, satisfazendo o vinculo e i = 9
"(t) = A+iBt; Re(BA") =1: (2.50)

A solucdo (2.49) é um caso especial (g = 0) de uma familia mais geral de solucdes, que
foram encontradas pela primeira vez em [30], para a equagdo de Schrodinger com o potencial
do oscilador singular V (x;t) = m1?2(t)x?=2 + gxi? . No caso geral, "(t) satisfaz a equacéo
" 121" =0

E conveniente escrever o coe..ciente complexo ® da seguinte maneira

®=°ji,; >0 (2.51)
onde ° € um parametro real, e a funcédo "(t) como
") =bil+b(i+nt jlL<r<3i1: (2.52)

O coe..ciente positivo b é responsavel pela largura inicial do pacote de ondas, enquanto
0 coe.ciente  determina a posicao inicial do centro do pacote de ondas. Estamos interes-
sados no caso em que o centro do pacote esta bem distante da fronteira inicialmente. 1sso
signi..ca que ~ A 1, de maneira que podemos desprezar pequenas correcdes da ordem de
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£ —o\F : .
exp i2(°2+ ) em todas as expressdes. Em particular, o fator N (j®j) pode ser trocado

por 1. Em tal caso, a distribuicdo de posicéo inicial, P(x;t) = jA(X; t)j?, é quase gaussiana

2¢51=2

R £ a
P(x;0) % '¥is exp i (X i Xc)’=s? ; (2.53)

onde a distancia inicial entre a fronteira e o centro do pacote, X, e a largura do pacote, s,
sdo dadas pelas expressoes

X, = _p2~=(mb2); s= Io~:(mb2): (2.54)
Logo, X.=Ss = _pz e o valor inicial da posicdo € muito maior do que a largura inicial do
pacote. E conveniente introduzir as variaveis adimensionais:
P-
X psS b2 ~ 2
=—;p=—; { ==t = : 2.
X Xc’ p — ¢ t msxct ( 55)
Os valores medios do momento e da posicéo para o estado (2.49) sdo iguais a
A !
Ni — 1)
hp(c)i = poerf P==
R=(¢)
Ap- !
of:
+p§_rer_ -pM ei2(+°3). (2.56)
R-(¢)
— _A pio((,)! < o(T2402
()i = [O(c)= lerm == el* ™
R
A L|
1y
) et P 257)
R-(¢)
onde a funcé@o-erro imaginaria, er..(z), é de..nida assim [28]
Z, C g
er (z)=2%"¥2  exp y?* dy:
0
As outras notagoes sao b
o= 20°+r); .= jre; (2.58)
P=- _
@)= 2+poi; °@)= i % (2.59)
R-()=1+2r ¢ +1+r3( )% (2.60)

i ¢
Para ¢ = 0, temos hp{0)1 = po e hx(0)1 = 1, com pequenas corre¢des da ordem de exp ' i2 2.
A gquantidade hp?i ndo depende do tempo:

i ¢
he?i =% 14027+ p2: (2.61)
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Dois outros valores médios de segunda ordem dependem do tempo

hpx + xpi = 2po +:|r93 + pE(;hpzi; (2.62)
1 Hp_ r1T ;2
hx2i=1+ﬁ+¢ 2po + = +°7hp2i: (2.63)

Usando a formula assintética [28]

er XA 1) Y, (pEx) i1 (2.64)

podemos obter de (2.56) o valor assintotico do momento

: M il
T DR T 2p2
hp(L)i = 1+7r° =¥ " “exp i T3 2
Po :
+poerf e (2.65)

A mudanca do valor absoluto do momento, hp(1)i j jhp(0)ij, sera maxima para pp = 0,

quando o coe..ciente de transformacdo do momento médio,
~ 7 [hp(L)i? § hp(0)i®]=hpi; (2.66)

serdiguala”™ = 2=Y% ¥ 0;64. A relacdo de dependéncia entre o coe...ciente de transformacéo e
0 momento inicial é mostrada na ..gura 2.3 (para r = 0). Vemos que uma parte signi..cativa
daenergia das futuagdes quanticas sera transformada em energia do centro de massa somente
se jpoj < 0;25 (notemos que “(pg) = “(ipo)). Além disso, para jpoj > 0;7 Ya pm 0
coe..ciente ~ serd negativo, isto ¢, 0 momento ..nal sera um pouco menor do que o inicial.
Evidentemente, esses efeitos s@o devidos a interferéncia entre as diferentes ondas planas que
compdem o pacote quantico. Os gra..cos com r & 0 mostram 0 mesmo comportamento em
relacdo ao momento po:pm
A “forga” quantica, repulsiva e adimensional, F = "hi3(m~)i¥2F,, ¢ dada por

A ) )
PR T TR o0

Gréa..cosde F(¢); hx(¢)i e hp(g)i, assim como das futuacdes medias da posi¢ao e do momento,
sdo dados na ..gura 2.4. Eles mostram que a particula comeca a “sentir” a presenca da parede
guando ¢ > 0;5. Esse valor concorda, em ordem de magnitude, com o tempo necessario para
um pacote de ondas quantico se alargar de sua dimensao inicial, s, até o valor x.. Notemos
que a particula classica, para a qual formalmente ~ = 0, nunca “saberia” sobre a parede.
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-

Figura 2.3: O coe..ciente de mudanca do momento,
r=0.

, contra 0 momento inicial, po, para

2,0

Figura 2.4: Ewlucédo dos valores meédios da posicdo e do momento, suas futuacdes e a
“forca” quantica e repulsivacom ™ =10*er =° =
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A densidade de probabilidade no espaco de posi¢cdo pode ser expressa deste modo

s
302 M g Al
) exp i == 12 4 22
p-_, *# D)

a 2 2°.7 .
% +sen = x (2.68)

Se ; A1, entdo

12 4 9x2
" iEa e

£ senh? zi + sen? _2X
2(1+1r?) ¢ (L+r?)
Para ; A 1, a parte principal da densidade de probabilidade estara concentrada na regido
B » ;. Portanto, o comportamento de P(x;;) dependera do valor do produto py; que
aparece em 1(;). Se o valor absoluto desse produto for pequeno, o argumento do senh?
sera proporcional a ¢ 1%, e poderemos desprezar a contribuicdo dessa funcdo. Nesse caso,
teremos uma distribuic&o que oscila rapidamente por causa, principalmente, da funcio sen?,
cujo argumento é proporcional a — A 1. Diferentemente, se jpo;j A 2, entdo o argumento
da funcdo senh? praticamente ndo dependera de ¢ para % » ¢, sendo proporcional a po.
Conseqiientemente, se jpoj A 1, a funcdo senh? ser4 muito maior do que sen? e teremos
uma curva gaussiana e suave sem oscilagdes signi..cativas. Tal sensibilidade da distribuicdo
de probabilidade para tempos longos em relacdo ao valor inicial do momento é mostrada
na ..gura 2.5, onde gra..cos da distribuicdo de posicdo sdo apresentados para = 10 e
¢ = 3. Mesmo quando o mddulo do valor inicial do momento ndo for muito grande (° =
i 2), teremos uma distribuicdo gaussiana, alargada e deslocada. Ao mesmo tempo, ha uma
dréastica mudanca no comportamento da densidade de probabilidade para pp =0e ¢ A 1:
ndo é mais uma curva gaussiana e suave, mas oscila fortemente com periodo espacial da
ordem da largura do pacote inicial. Para grandes valores de , a freqgiiéncia espacial das
oscilacOes € tdo alta que os gra..cos com jpoj ¢, 1 sdo “manchas” con..nadas entre os valores
méaximo, (1), e minimo, (0), da funcédo sen?.
A distribuicdo de momentos
Z 4 5

1 _ i _
P(p;t) = . 2(x; ) exp( i ipx=~)dx-
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Figura 2.5: Densidade de posicdo com =10, r =0 e ; = 3 para diferentes valores de °:
curva solida: © = 0; curva tracejada: © = j2. Na insercdo, mostramos a densidade inicial,
a qual praticamente ndo depende de °.

tem a seguinte forma:

R 209512 PP+’
Iﬁgp,(,)— 16% 1+r eXP i T
£:ex 22 éerfc“i a- +l:IT
-€Xp i R P P R
- M L2
o-v P— v _
iexp o p erfc i ©o- bi; - (2.69)
onde
20-(¢) = (L ginit+iyg; (2.70)
P- e .
v()= 2 i1 )i ¢(Q+ir)§1]; (2.71)
e a funcao-erro complementar, erfc(z), é de..nida como [28, 31]
2 f1 G
erfc(z) = 197 exp iy? dy ~ 1 jerf(2):
4z

Para ; = 0, a parte real da primeira funcdo-erro complementar na equacéo (2.69) é
negativa, com um valor absoluto muito grande, portanto essa funcéo vale quase 2 (desde que
~ A'1). Ao contrério, a segunda func&o-erro complementar se aproxima de erfc(+1) = 0.

Consequentemente, a distribuicéo inicial de momentos é quase gaussiana
n #

£ i (e i Do)’
B(p;0)= %'1+r2 Pexp i_(}szrOZ)
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2,0
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1,0 4

0,5 1
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Figura 2.6: Densidade de momento com =10 e r = 0 para diferentes valores de °. Curva
solida e suave: °© =0, ¢ = 0; curva solida e oscilante: © = 0, ; = 6; curva pontilhada a
esquerda: © = j2, ¢ = 0; curva tracejada a direita: © = j2, ( =6.

Se¢ ¥ 1, os segundos termos nos argumentos das fungdes-erro complementares poderao
ser desprezados, e as partes reais desses argumentos tenderdoa j 1 parap>0e a+1 para
p < 0. No primeiro caso as funcdes-erro complementares tendem a 2, enquanto no segundo
caso vao a zero. Logo, a distribuicdo de momentos assintotica sera diferente de zero apenas
para p > 0, sendo dada pela seguinte expressao (que néo depende do tempo):

£ i Co_,_ 2 >
B,(p) =2 Yo'+ p? 2 exp i_p 00
o X 112
M 1 A P 1#
2p0
£ cosh T4 2P oS 1+r2rp : (2.72)
Gra..cos da distribuicdo de momentos para = 10 sdo dados na ..gura 2.6. Para valores

maiores de , o periodo das oscila¢des da densidade de momento se torna tdo pequeno que
0s gra.cos parecem “manchas”. Todavia, essas oscilagcBes serdo signi..cantes apenas para
jpoj < 1, isto é, enquanto o valor inicial do momento ndo exceder a disperséo do momento.
Para valores absolutos maiores do momento inicial, a distribuicéo ..nal sera semelhante a

distribuicdo inicial retetida pelo eixo p =0 (se po < 0 € jpoj A 1):
" #

£ i to_,_ _os N2
Bi(p) = % 1+17 "Fexp i_(pl|+1pr02,_)

Poderiamos ter duvidas sobre o signi..cado fisico do modelo da parede in..nita e ideal,
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acreditando-o simpli..cado demais. Em verdade, a parede ideal possui duas caracteristicas
irreais: tem altura in..nita e extensdo da regido de transicdo nula.

Agora, usando as férmulas gerais derivadas na precedente secdo, analisaremos duas
familias de potenciais suaves com alturas ..nitas, demonstrando explicitamente que o modelo
da parede ideal é o limite bem de..nido de potenciais mais realisticos. A primeira familia
descreve o potencial do tipo degrau suave, que pode ser considerado o modelo de barreiras

(espelhos) su...cientemente espessas:

Vi(X) = V= i1 + e"zW¢ : (2.73)
O segundo potencial pode ser tratado como o modelo de um espelho estreito:

V,(X) = Vo=cosh?(x=w): (2.74)

Nossa escolha € explicada por duas circunstancias: primeira, ambos os potenciais de Epstein
[32] admitem solucdes exatas da equacao de Schrodinger estacionaria [24, 33]; segunda, ambos
0s potenciais tém “caudas” exponenciais, 0 que € uma caracteristica tipica dos espelhos
evanescentes freqiientemente usados nos experimentos com atomos ultrafrios [19, 21], [34]-
[37].

Como vimos na secao anterior, o coe..ciente de transformacdo do momento seré diferente
de zero apenas sob a condigdo hp(0)i ¢ pm' Por isso, consideraremos a partir daqui que
hp(0)i = 0. Além disso, ...caremos restritos a um exemplo simples de estado inicial, gaussiano
e misto com parémetros reais, 0 qual tem momento médio e coe..ciente de correlacdo entre a
posicao e 0 momento inicialmente nulos (a infuéncia do coe..ciente de correlagio foi estudada
em [23] no caso especial da parede ideal):

1 P ey g
1 (v ) — —— . 2 . 0 2.
A Y30 =Pgexp g o i Ty ey Fy) e (2.75)

onde s é a largura inicial do pacote no espago de posicéo, X; é a sua posicao inicial e média

e o paramétro _ (0 , < 1) é responsavel pela impureza quéntica (que é conservada no

tempo na auséncia de dissipacao):

r—
1 s ~2
- 2 - 2(0)i =3 = :
C~ Trh T hp(0)i = %,(0) e (2.76)
O estado (2.75) possui a distribuicdo de momentos simétrica
L i ¢
ho(pp) =% 2exp ip* =%(ip;ip);  p=psC=— 2.77)

26



A caracteristica especi..ca da distribuicdo gaussiana é que a pureza, C, pode ser incluida na
de..nicdo do momento adimensional, p. Para distribuicbes simétricas, as formulas para os
valores médios e a probabilidade de estar a direira da barreira podem ser simpli..cadas como:

V4
hk1i =2 * k dk jA(K)j?o(K; K); (2.78)
0
_ 141 i a0
hkair == ) k dk 1 +jAK)? %o(k; Kk); (2.79)
Z 1
hkii=2 K dkiy(k;K); (2.80)
z, .
hkiig = = k2 dk "1+ JAK)R o (K; K); (2.81)
1 K 1
R=>+ ; JAK)j?%,(k; k) dk: (2.82)

2.3.2 Potenciais do tipo degrau

No caso do potencial (2.73), o coe..ciente de retexao depende da variavel p como (k > 0)

[24, 33] s

< 1 - P
R ()i - h 2 P="i7p
JALR))° = _ senh ¥@ pi p?i = 02 (2.83)
T senh %@ pr P2 i ' =
onde
T 2mVes®C?=~2%,  ® 7 w=(sC): (2.84)

O coe..ciente de transformacdo do momento, (2.23), para o potencial (2.73) €

(@) - . - 1
7 - E ip-= P ¢ 2
2 ) 1-senh %® "zi z1i1 .- .
1 ==0@1jel + ———p——p—==8_ eiZdzA : 2.85
1oy, ! senh %® " Z+ ' Z j (2.:85)
Formalmente, a parede impenetravel correspondea = 1. Contudo, jdpara ¥ 1(istoé, se

a barreira for apenas duas vezes mais alta do que a energia média do pacote hp?(0)i=(2m))
0 coe..ciente © é igual a aproximadamente 50% de seu valor maximo ", = 2=Y%, e j ;i
“j="a < 10% para > 3, independentemente do parametro ®, que caracteriza a “agudeza”
do potencial.
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2.3.3 Espelho estreito

No caso do potencial de espelho estreito (2.74), o coe..ciente de retexdo sera menor do
que 1 para qualquer valor de p [24]:

-~

2P

A e
A = cos? > lid ®2 (2.86)

A + senh ?(%®p) !

AApi® =

onde ® e s&o 0s mesmos da equacdo (2.84). Se o argumento da raiz quadrada da de..ni¢ao
de A for negativo, entdo cos devera ser trocado por cosh. O coe..ciente de transformacao do

momento é Z 4 5
. - Aeizdz -

27 %, A+senh2%@ z)

Se ® for da ordem da unidade (ou maior) e > 1, entdo A Y4 cosh2(1/4®p_). Devido ao

(2.87)

fator e i* no integrando de (2.87), a contribuicdo principal a integral é dada pelo intervalo
0<z<1z:» 1 Searazdo =z, exceder o valor unitario, entdo A=[A + senh2(1/4®p7)] Yal
para0 <z <z,>» 1, e a integral tera valor proximo de 1, e de novo ndo dependera de ®.
Relacbes de dependéncia tipicas entre o coe...ciente de transformacao do momento médio,
(2.23), e a altura adimensional do potencial, , para valores ..xos da largura ® sdo dados
na .gura 2.7. As duas curvas superiores correspondem ao potencial-degrau, (2.73), e suas
larguras diferem por quatro ordens de magnitude: ® = 0;001 (potencial-degrau agudo) e
® = 10. Entretanto, ambas as curvas estardo muito préximas para qualquer valor de
Além disso, para > 4 o parametro ~ estara muito proximo do valor méximo (2=%), o
qual corresponde a parede in..nitamente alta. As quatro curvas inferiores correspondem ao
potencial do tipo pulso, (2.74) (notemos a ordem inversa das curvas com respeito ao caso do
potencial-degrau). Se aespessura da barreira for da ordem da largura inicial do pacote (2.75)
no espaco de posicéo (® » 1), entdo o coe..ciente ~ estard proximo do valor-limite para > 4,
assim como no caso do potencial-degrau. Para ® = 10 (e maior) as curvas correspondendo
aos potenciais (2.73) e (2.74) se tornam praticamente indistinguiveis : veja-se a curva espessa

(a segunda a partir do topo).
2.3.4 Potencial do tipo delta de Dirac
No caso de potenciais muito estreitos (com ® << 1), as propriedades dos pacotes re-

tetidos dependerdo s6 do pardmetro K = ( ®)%. Em verdade, para® << le ®*<<1,¢e
para valores ndo muito grandes de p, p » O(1) (0 que d& a contribuicdo principal a todas as
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Figura 2.7: O coe..ciente de transformacdo do momento contra a altura adimensional do
potencial, , para varios valores da largura adimensional do potencial, ®, para o pacote
gaussiano (2.77) e dois potenciais diferentes. As quatro curvas inferiores correspondem ao
potencial do tipo pulso, (2.74). Os valores do parametro ® sdo como segue (da base para
o topo): 0,1; 0,2; 0,5; 1. A curva mais espessa (a segunda a partir do topo) corresponde
a® = 10 e € comum ao potencial (2.74) e ao potencial do tipo degrau, (2.73), com o
mesmo valor de ®. A primeira curva a partir do topo corresponde ao potencial-degrau com
® = 0; 001.
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caracteristicas do pacote), poderemos simpli..car as expressdes na equacéo (2.86), obtendo

0s seguintes coe..cientes de retexao e de transmissao:

-~ .2 — .
A = K

K +p2’
As expressdes em (2.88) coincidirdo exatamente com os coe..cientes de retexdo e de
transmissdo para o potencial-delta [33, 38]:

V(X) =Zz(X); (2.89)

se ..zermos Z = 2Vyw, de modo que K = (msKC=~2)2, Portanto, o potencial-delta pode ser
usado como uma boa aproximacao simples de barreiras estreitas (em verdade, esse potencial
é usado com frequéncia para modelar fenbmenos totalmente diferentes em varios campos
da Fisica quéantica: veja-se, por exemplo, [39] para uma revisdo recente). Notemos que
0 coe..ciente K ndo depende do sinal da intensidade do potencial, Z. Isso signi..ca que
potenciais-delta atrativos e repulsivos produzem os mesmos valores médios e probabilidades
assintaticas.

Aproveitamos a simplicidade das formulas (2.88) para analisar a diferenca entre valores
médios, condicionais e ndo-condicionais, introduzidos na subsecdo 2.2.2. Calculando as inte-

grais (2.78) - (2.82), obtemos as seguintes expressoes:

T(K) 1+ f(K). 142K 1 j9(K)] .

hp1i = © hpair= B hp?
PL=y IR PR T T2 E k)
F(K) = Kexp(K)Ex(K);
P— P—
g(K)=2R j 1= ¥YUKexp(K)erfc( K):
Aqui
£a dt £a dt
Ei(x) = —exp(ixt) = —exp(it) (2.90)
.t o t
é a integral-exponencial [40].
Os coe...cientes de transformagdo do momento
T =hpa PP 0)i; TR =hpaikEPP(0)i; TR = hpaik=hps ik (2.91)
dependem apenas de K:
.2 o L2 1+F(K)C L, 1+g(K)
_%[f(K)] Ry 14g(K) T R R142K[1ig(K)] (2.92)
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Figura 2.8: Os trés coe.cientes de transformacdo do momento contra a intensidade do
-0

potencial-delta, K. A ordem das curvas da base para o topo: *, "r e k.

Os gré..cos das trés fungdes da equacdo (2.92) sdo mostrados na ..gura 2.8. A funcdo ~(K)
é monotona. Portanto, diminuir os valores do parametro de pureza, C, resulta em menores
valores de ~ para um valor .xo da intensidade do potencial-delta, Z, (exceto para o caso-
limite de uma parede impenetravel com Z = 1). Contudo, as duas outras fungdes, " (K)
e "% (K), ndo s&o mondtonas. Por essa razdo, estados altamente mistos, com C ¥ 0, podem
ter coe..cientes de transformac&o do momento, " e ", com valores iguais aos dos estados
puros com C = 1. Todavia, as relagdes de dependéncia entre " (e especialmente ") e K
sdo fracas, ao menos para K > 5.

2.3.5 O produto de incertezas

Ao estudar a evolucdo de pacotes de ondas é comum calcularmos o produto de incertezas,
Yix%p, @ ..m de estimar o quanto o pacote se aproxima de um estado de incerteza minima. Por
exemplo, um répido crescimento desse produto foi interpretado em [41] como indicando a
possibilidade de um “caos semiclassico” nos sistemas quanticos. Verdadeiramente, é melhor
usar o produto de incertezas

C 7 Yodhp i Yigy; (2.93)
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que é invariante em relacdo a transformacdes candnicas, lineares e arbitrarias. O produto
(2.93) satisfaz a relagdo de incerteza de Schridinger-Robertson: ¢ _ ~?=4 [42]-[44] . Além
disso, ele ndo depende do tempo para qualquer hamiltoniano quadratico com coe..cientes
dependentes do tempo arbitrarios, sendo o exemplo mais simples dos invariantes quanticos e
universais [44]-[46]. Para hamiltonianos ndo-quadraticos (em particular, para 0 movimento
livre no semi-espago X > 0 com uma fronteira impenetravel em x = 0) o produto (2.93), em
geral, depende do tempo. Foi proposto em [47, 48] usar a taxa de mudanca da funcéo (2.93)
(e outras combinagbes similares) para classi..car as ndo-linearidades dos sistemas quanticos.

Usando as equagdes (2.35)-(2.37), podemos veri..car que assintoticamente (quando t ¥
1) o produto de incertezas (2.93) tende a um valor grande e constante proporcional a x2.
Portanto, é conveniente introduzir o parametro adimensional ¢ = ¢s?=(}x;)?. Seu valor

assintatico é (relembremos que L 1=2 para estados inicialmente simétricos)
i ¢
G1=hR% 'L AL? §hRqi% (2.94)
onde K foi de..nido na equagdo (2.25).
Somente no caso em que 3(k) = 2L = 1, o lado direito de (2.94) se anulara. Mas esse é
0 caso do movimento livre, quando ¢ preserva seu valor inicial (o qual ndo depende de X,
de modo que parece nulo na escala de..nida por x, A 1).

As equacdes (2.38)-(2.41) resultam no seguinte valor assintotico e constante (relembremos

gue R _ 1=2 para distribuicdes inicialmente simétricas):
3 - 3 -
1

2
cr == @RI hRZir § hR1i% § hRair § PRaiw - (2.95)

5

Na..gura 2.9, mostramos as relacfes de dependéncia entre os produtos de incertezas padroniza-
do, €1, e condicional, ¢, e a intensidade do potencial-delta, K, para o pacote gaus-

siano (2.24). Vemos que as duas curvas sdo diferentes, embora tendam ao mesmo limite

2(1§27%)%0;18 quando K ¥ 1.

2.3.6 Refexao de pacotes largos por uma parede ideal

Parece interessante apresentar um exemplo explicito mostrando a diferenca entre a re-
Texdo de pacotes estreitos e de largos. Isso pode ser feito, por exemplo, no caso de uma parede
in..nita e ideal, quando diferentes familias de solucGes exatas da equacdo de Schrodinger
dependente do tempo podem ser construidas. Uma dessas familias consiste das seguintes

funcdes:
2x(m=~)3* im"x?*

a(X; t) = ]/41:4 n3=p 2~ll 1

(2.96)
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Figura 2.9: Os valores assintoticos do produto de incertezas padronizado (curva tracejada) e
condicional (curva sélida) contra a intensidade do potencial-delta, K, para o pacote gaussiano
(2.24).

onde "(t) é uma funcéo linear e complexa do tempo
") =bil+pli+nNt jL<r<1: (2.97)

O coe..ciente positivo b determina a largura inicial do pacote de ondas, enquanto o parametro
r € responsavel pela correlacéo inicial entre a posicdo e 0 momento. As solu¢des na forma
(2.96) foram consideradas em [6], enquanto suas extensdes para um potencial mais geral, do
tipo oscilador singular com frequtiéncia dependente do tempo, foram encontradas em [30, 49].

Para uma funcéo arbitraria "(t), os valores médios dos operadores de posicdo e de mo-

mento, seus produtos e quadrados no estado (2.96) sdo
higi = 2(~=m¥%)*=2j"j;  hbi = 2(~-m=%)"2Re(""")5"};

hie®i = 3~j"j*>=(2m); hkp+ pki = 3~Re("™); hbfi = 3~mj"j*=2:

A caracteristica especi..ca da solugdo (2.96) é a conservagdo, no tempo, da razdo entre a
disperséo e o valor médio da posi¢éo:

_ P
» = Plohgi = 3%=8 ; 1% 0;42: (2.98)

Portanto, a largura relativa do pacote (2.96) no espago de posi¢do € mais ou menos grande,
independentemente da funcdo "(t). A largura relativa do pacote no espaco de momento,
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P ip=nbi, depende do tempo, mas assintoticamente (quando t ¥ 1) ela tendera a0 mesmo
valor constante » (2.98), se a funcéo "(t) for dada pela equacéo (2.97). Se hp(0)i =0, entéo
0 coe..ciente de transformagdo do momento sera igual a = = 8=(3%) ¥4 0; 85.

A densidade de probabilidade de momento assintética e exata (assim como a depen-
dente do tempo) ndo exibe oscilacbes (diferentemente do caso em que 0s pacotes iniciais sao
estreitos)

o i ¢ P
By (P)=4%2P2exp jP2; P >0; P=—p—m——7
1(P) 4 P i oMo+ 1D

Além disso, a solucao da equacédo de Schrddinger na forma de pacotes de ondas que preservam
a forma, (2.96), possui um produto de incertezas que ndo depende do tempo
¢ = 3—~2(31/4 i 8) ¥4 0;34~2
4Y,

para qualquer funcéo "(t).

2.4 Discussao

Estudamos a intuéncia de diferentes fatores sobre a retexdo de pacotes quanticos, lentos
e estreitos, por espelhos atémicos, tendo demonstrado que a forma das distribuicfes de
momentos assintéticas dependem crucialmente da razdo entre o momento médio e inicial na
direcdo perpendicular a superficie do espelho, jpgj, € a disperséao inicial desse componente,
W » ~=s, onde s é a incerteza inicial na posicdo da particula (o centro do pacote de
ondas) na diregdo perpendicular. Se jpoj >> ~=s (0 caso considerado na maioria dos estudos
prévios), entdo a distribuicdo de momentos assintotica sera simplesmente a inicial refetida
pelo ponto p = 0 no espaco de momento (para po < 0). Mas se jpoj << ~=s, entdo a forma da
distribuigdo ..nal de momentos serd essencialmente diferente da inicial. Isso resultara num
aumento signi...cativo do valor absoluto do momento médio e inicial na direcéo perpendicular
ao espelho, de modo que o valor médio e assintético, p4, podera se tornar da ordem de
~=s as custas do encolhimento da distribuicdo de momentos. Em certo sentido, um efeito
oposto, quando o pacote se movendo em direcédo ao espelho (criado pelo feixe do laser) para
nele, foi discutido em [18]. Contudo, isso ocorre em virtude do emaranhamento entre os
graus de liberdade internos e os de translagdo do 4tomo frio, enquanto que a caracteristica
principal do efeito considerado aqui € a independéncia em relacéo ao estado interno do &tomo
(embora os parametros desse estado possam entrar implicitamente no potencial responsavel
pela retexao).
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Mostramos que os parametros concretos do potencial do espelho (tais como a altura, V,
e a largura caracteristica, w) ndo sdo muito importantes para o efeito discutido: se Vo for s6
um pouco maior do que a energia caracteristica do pacote ~2=(ms?), entdo as propriedades
do pacote retetido estardo proximas daquelas obtidas no caso de uma parede impenetravel
e ideal.

No caso tridimensional, o efeito pode ser interpretado como a detexdo quantica [22]. Esse
efeito, sendo quase trivial do ponto de vista da teoria da propagacdo do pacote de ondas,
serve, todavia, como uma demonstragdo impressionante da natureza quantica do movimento
de atomos ultralentos. VVamos fazer algumas estimativas, supondo que po = 0. Para preparar
0 estado inicial com velocidade média dirigida ao longo da superficie com incerteza pequena
na posicdo transversa, poderemos usar um longo e ..no guia de ondas atémico [50], através
do qual os &tomos poderiam deixar uma armadilha onde foram resfriados até atingir a baixa
energia necessaria. Métodos para gerar estados quanticos e arbitrarios do movimento do
centro de massa de atomos frios foram propostos recentemente em [51]. O valor assintético
da velocidade transversa (na dire¢édo perpendicular ao espelho) é v4 % ~=(2ms). Tomando
s = 10i%cm, obtemos v1 >» 2cm/s para atomos de césio e v4 >» 2m/s para atomos de
hidrogénio. O tempo de detexdo é igual, em ordem de magnitude, ao tempo necessério para
mudar o sinal da parte principal dos componentes negativos da distribuicdo de momentos
inicial. Para um pacote com largura inicial s, 0s componentes mais signi..cativos no espaco
de momento estdo con..nados no intervalo jtpj » ~=s, e eles alcancardo a fronteira apés o
tempo mx.=j#pj, onde x. A s é a distancia inicial entre a particula e o espelho. Ent&o,
podemos estimar o tempo de detexd@o como ty » msx.=~. Solugbes exatas para um espelho
ideal, consideradas em [22, 23], produzem o mesmo resultado, com o fator numérico 4 no
lado direito. Supondo que X, = 1lcm, 0 que € um parametro totalmente macroscopico
(Xc=s » 10°), teremos tq >» 1s para atomos de césio e tq » 0;01s para atomos de hidrogénio.
Durante esse tempo, 0s atomos percorrerdo 2X. na direcdo paralela e, aproximadamente, X,
na direcdo perpendicular. Se a velocidade média e inicial da particula na direcdo paralela a
superficie, vk, tiver a mesma ordem de magnitude que v4 (a qual é uma velocidade tipica
em experimentos com atomos ultrafrios [52]), entdo uma signi..cativa detexao quéantica sera
totalmente observavel.

O efeito é impressionante do ponto de vista classico: uma particula passa a 1cm de
distancia de uma parede e, na auséncia de qualquer forga, ela “‘sente” a presenca da fronteira
e muda sua direcdo de movimento por até 45* (ou até mais, se a velocidade inicial e paralela

for menor do que v1). Para atomos leves, do hidrogénio ao berilio, podemos ter uma
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distancia inicial de até 10cm.

Naturalmente, existem muitas di..culdades que devem ser superadas para observarmos a
detexdo quantica. Algumas delas foram discutidas em [22, 23]. Entre as outras, podemos
mencionar o alargamento da distribuicdo de momento causado por emissdo espontanea [53].
Aqui chamaremos a atencdo para varios problemas (tedricos) interessantes que surgem em
conexdo com nosso estudo.

1) Mostramos que os valores médios do momento e de outros observaveis dependem
essencialmente do arranjo experimental, isto €, da possibilidade de observar a particula atras
do espelho. Todavia, todos os resultados foram derivados sob a condi¢édo de que a evolucéo é
unitaria e usando as suas consequéncias, tais como (2.3), (2.5) e (2.6). Nos experimentos com
atomos frios, se um deles atingir o espelho e néo for retetido, di..cilmente ele passara através
da base de vidro do espelho evanescente. Logo, serd absorvido por essa base vitrea. Portanto,
0 caso dos espelhos atdmicos e absorvedores, para 0s quais a evolu¢ao néo € unitéria, parece
interessante para futuras investigacoes.

2) Estudos sobre a evolucdo ndo-unitaria parecem importantes também do ponto de vista
dos problemas de amortecimento (relaxacdo) e descoeréncia entre diferentes componentes do
pacote. Verdadeiramente, a defex&do é um efeito puramente quantico, porque esta ligado de
maneira intima as propriedades ondulatérias da matéria, ou, melhor dizendo, a existéncia
de fendmenos de interferéncia quantica. Sabemos, contudo, que a interacdo com o ambi-
ente deteriora as interferéncias. Por outro lado, demonstramos que, para espelhos altamente
refetores e pacotes gaussianos, 0 coe..ciente de transformacdo do momento depende fra-
camente do grau de pureza quantico, sendo praticamente o mesmo para estados puros e
para estados mistos. Portanto, preparar o pacote inicial num estado misto podera ter, em
principio, algumas vantagens, desde que poderemos comegcar com um pacote tendo maior
largura espacial do que os estados puros mas com a mesma energia inicial. A interagdo com
0 ambiente poderéa fazer o pacote se alargar mais rapido do que no caso da evolucéo livre
(unitaria), diminuindo a energia das futuagdes e 0 momento médio. O efeito ..nal depen-
derda, obviamente, das relages entre o tempo de detexdo e os tempos de descoeréncia e de
relaxacdo (termalizacdo). Os experimentos de difracdo de feixes atdmicos (de elétrons, de
néutrons, etc) estdo a favor da suposicédo de que a descoeréncia nédo € essencial nesse caso (de
outro modo tais experimentos ndo poderiam ser realizados). Além disso, existem modelos
mostrando que, por exemplo, o tempo de descoeréncia devido a interacdo com a radiagao
césmica de fundo é muito grande (excedendo a idade do universo) para objetos quanticos tais

como atomos [54]. Entretanto, existem muitos outros possiveis mecanismos de descoeréncia
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e de relaxacgéo, assim como diversos modelos descrevendo esses mecanismos. Logo, estudar
tais modelos levando em conta a retex&o por fronteiras podera ser interessante.

3) Mostramos que, na presenca da parede, o valor absoluto do momento médio da particu-
la muda devido a deformacéo da funcdo de distribuicdo de momentos. Porém, a parede ideal
é o caso-limite dos potenciais repulsivos. Desse modo, podemos supor que a forma inicial do
pacote de ondas sera importante nos processos de colis@es entre particulas ultrafrias, quando
os valores absolutos de seus momentos iniciais forem comparaveis as raizes quadradas das
dispersdes dos momentos. O resultado da distor¢do das formas dos pacotes de ondas das
particulas durante a colisdo é que os valores absolutos dos momentos médios ndo sdo con-
servados. Nesse sentido, as colisdes entre particulas ultrafrias s@o inelasticas, pois os estados
iniciais ndo sdo ondas planas e ideais mas pacotes de ondas com extensfes espaciais ..nitas.
Esse efeito podera ser importante para a Fisica dos a&tomos ultrafrios (em conexao com esse
tema veja-se, por exemplo, os recentes artigos [55]).

4) Consideramos a detfexdo quéntica de atomos individuais. Contudo, devido ao rapido
desenvolvimento da teoria e dos experimentos com feixes de atomos no estado de condensado
de Bose-Einstein (lasers atbmicos) [56], seria interessante veri..car se a defexdo quéantica
existira para tais feixes. Nesse caso, teriamos que tratar com modi..cacbes ndo-lineares
da equacdo de Schrodinger. Em verdade, o tratamento do efeito em nosso trabalho foi
baseado essencialmente no principio da superposicdo para as ondas de de Broglie, ou seja,
na linearidade da mecénica quantica. No caso ndo-linear a situacdo podera ser diferente.
Por exemplo, equacdes nao-lineares admitem como solugdes feixes que ndo se alargam no
espaco livre. Desse modo, podemos supor que nenhuma onda plana e parcial alcancara
a fronteira para ser refetida por ela e, consequentemente, ndo havera defexdo quantica.
Foi mostrado recentemente em [57] que a familia de cinco parametros das generalizacGes
homogéneas de Stenfo-Sabatier-Doebner-Goldin da equacéo de Schrédinger [58]-[61] contém
uma subfamilia que admitira solucdes solitbnicas de comprimento ..nito da forma

A(x;t) = feos[°(x j k)]gt e ®*itD: jo(x j kt)j < %=2;

enquanto A(x;t) ~ 0se j°(x i kt)j . %=2 e + > 0. Outros exemplos de equacdes admitindo
tais solugdes solitdnicas foram considerados em [62]. Desde que as solugdes sdo iguais a zero
fora de um dominio ..nito no espaco, é evidente que qualquer potencial fora desse dominio
ndo afetara essas solucbes. O estudo da possibilidade de ocorréncia da detexdo quantica por
espelhos para outros tipos de modi..cacBes ndo-lineares da equacdo de Schridinger podera
estabelecer novos limites para os coe..cientes dessas equacoes.
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Capitulo 3

Encolhimento de pacotes de ondas
quanticos

Neste capitulo, estudamos o encolhimento de pacotes de ondas livres. Analisamos a
evolucdo de estados puros e mistos, mostrando que uma escolha adequada da medida de
extensdo do pacote ajudard a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir.

3.1 Introducao

A evolucéo de pacotes quénticos no espaco livre é estudada desde os primérdios da Fisica
guantica, o que resultou em numerosos artigos, comecando com [63], além de ser analisada
em quase todos os livros de mecénica quantica. Mais do que sete décadas ja se passaram e
0s pacotes de ondas de matéria continuam frutiferos e surpreendentes [22, 23], [55], [64]-[69].
Por exemplo, mostrou-se [67] que para pacotes de ondas aneliformes em d dimensoes, cujas
formas iniciais dependem apenas do raio como (usamos variaveis adimensionais e supomos
quem=1}=1)

A4(r; 0) = Ngr2exp( i r?); (3.1)

0 raio médio diminui em algum intervalo 0 <t < t, para d = 2; enquanto que parad _ 3
ele aumenta monotonamente para todo t > 0: Essa contragédo inicial do pacote de ondas
foi interpretada como a manifestacdo de um “potencial” efetivo, quantico e anticentrifugo
em duas dimensdes [70] (para estudos de diferentes “forcas” quanticas e efetivas ou ..cticias
veja-se [22, 65, 69, 71]). Contudo, o efeito contrativo considerado em [67] € muito pequeno,
pois a razdo entre o raio (médio) minimo e seu valor inicial é igual a 0;9978 para o pacote

inicial (3.1) e 0;9953 para a melhor con..guracéo entre as usadas em [67]. Comumente, tais
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valores sdo considerados iguais a 1:

O raio médio é apenas uma das muitas medidas razoaveis da extensdo do pacote de
ondas. Neste trabalho, mostramos que o encolhimento do pacote de ondas podera ser
mais pronunciado se usarmos outras medidas, especialmente os valores médios de diferentes
poténcias (principalmente negativas) do raio ou alguma extensdo entrdpica. Em termos
dessas medidas generalizadas, o caso bidimensional deixa de ser distinto.

O encolhimento existe também no caso unidimensional para certos tipos de pacotes com
duas “protuberancias”, sendo que o exemplo mais simples é o estado coerente e par, intro-
duzido em [30] e frequentemente considerado nos dias de hoje como um modelo do gato
de Schrodinger. Além disso, considerando diferentes medidas quantitativas do alargamen-
to do pacote, descobrimos que os estados coerentes e impares (que foram estudados em
[22] em conexd@o com a detexdo quantica de particulas lentas por espelhos) também podem
exibir encolhimento inicial sob certas condi¢bes. Para evitar confusdo, enfatizamos que va-
mos considerar pacotes descritos por fungdes de onda inicialmente reais, de modo que as
velocidades iniciais ou os fuxos de densidade de probabilidade sdo nulos. Comparando as
evolugdes livres dos pacotes pares e impares, que representam estados puros, e a evolugéo
da matriz-densidade, que descreve misturas quanticas de duas gaussianas, mostramos que o
encolhimento dos pacotes iniciais €, em verdade, o resultado de interferéncias quanticas.

Este capitulo esta disposto assim: na se¢do 3.2, obtemos expressdes analiticas e expli-
citas descrevendo a ewolugdo dos pacotes de ondas aneliformes, generalizando (3.1) para
um numero arbitrario de dimensfes espaciais, d: Embora os casos emque d = 2e d = 3
parecam os mais relevantes, o estudo da situacio geral prové informacé&o adicional que ajuda
na compreensdo do fendbmeno. Além disso, 0s casos em que d > 3 podem ser interessantes
na analise do comportamento de sistemas com muitas particulas [67, 71]. Na se¢do 3.3,
analisamos os valores médios de poténcias arbitrérias do raio como medidas do tamanho do
pacote de ondas. As medidas entropicas da extensdo do pacote de ondas sdo consideradas
na secao 3.4. Na secdo 3.5, discutimos o encolhimento de pacotes unidimensionais. A secao

3.6 contém uma discussao dos resultados e as conclusoes.

39



3.2 Alargamento de pacotes de ondas aneliformes

Integrando o propagador da equacgdo de Schrddinger no espaco livre, em d dimensGes
espaciais, ) X
G(x; X" t) = (2u%it) 192 exp é(x i x)? (3.2)

nas variaveis angulares, encontramos, usando as representacdes integrais da funcéo de Bessel
(consulte-se, por exemplo, a formula 7:12:9 de [28]), que a ewolucdo de fungdes de onda
gue dependem s6 do raio, r ~ (x2)1:2, é dada pelo propagador radial (veja-se também, por
exemplo, [72])

-

Z 43 “ . 3 . -
~ r rg d=2 rrl i, 5
Ayr;t)y == - Jdin= =— exp =(r*+r0%) Ay(r0;0)dro; 3.3)
t ir t 2t
onde J5(2) é a funcgdo de Bessel e d € o nimero de dimensdes espaciais.
Consideremos a seguinte generalizacdo do pacote de ondas inicial, (3.1):
2k+d=2 I(d:2) .
Y9725 (k + d=2)’

ASO(r;0) = Naxrexp(ir?); NZ = (3.4)
sendo que j(z) é a funcdo-gama de Euler. Entédo, a integral (3.3) pode ser expressa em
termos da funcdo hipergeométrica e confuente, ©(a;c; z) (veja-se, por exemplo, a equacao
7:7:3(22) de [28]), de modo que

eaa® o e il . -
k_2d (I&)k_z H 2 2

k d ir
exp i © et (3.5)

o@+iy)

~ Nd;ki
A(rv = —
i(0=2)(1+1¢)2

1+ 10
onde ; ~ 2t: Se k=2 = n for um inteiro, o lado direito de (3.5) poder& ser escrito em termos

dos polindmios de Laguerre associados devido a formula 10:12:(14) de [28]:
AC (1) = Nag;2nn!(i¢ )" pu __r b L (¢=2i1) H_irz "
N e A T ((L+1g)

N&o e dificil generalizar as solugdes (3.5) e (3.6) para 0 caso em que 0 argumento da

(3.6)

exponencial em (3.4) é igual a j (1 + i )r’ Tais funcbes podem ser consideradas como
generalizagOes dos estados coerentes e correlacionados de [43] ou um caso especial deles (os
estados contrativos de [73]), porque as covariancias, < Bp-+pk=>, sdo diferentes de zero para
esses estados. Entretanto, se & 0; o valor médio e inicial do momento radial sera diferente
de zero também, de maneira que o encolhimento do pacote se tornara trivial. Por essa razéo,

..camos restritos ao caso em que =0:
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3.2.1 Distribuicdo de probabilidade

E facil ver, a partir da equag&o (3.5) ou da equacéo (3.6), que para ¢ grande (e r ..x0) 0
pacote “esquece” sua forma inicialmente anular e se alarga como um pacote gaussiano
ZR0) e =2 L id o2 2N, . A A
Aty » ¢ exp(i2ri=); (AL
Todavia, desde que o pacote anelar e inicial se alarga tanto para fora quanto para dentro,
sua forma podera ser totalmente diferente da gaussiana e da sua propria nos estagios iniciais
da evolucdo (quando ¢ < 1) devido as interferéncias. Por exemplo, usando a formula (3.6)
com n =1, obtemos a solucdo da equacdo de Schrodinger correspondendo a funcéo inicial

(31) 1 r2 q

AP0 = Noa(1+ie) 2% o*d=2+ iud=2)exp i - 3.7)
Ela tem a densidade de probabilidade
0 (i r22d+ (1 da P or
oy R@- _ng2 e 4 4 .
1/Zd(r: 6) Ad - Nd;2 (1 + 62)2+d:2 EXp i 1 _'_(,’2 (38)

Essa func¢éo tem um minimo e um maximo no intervalo 0 <r < 1. (e um maximoem r =

0, para ¢ > 0):Para ¢ >> 1, suas posices sdo dadas pelas expressdes aproximadas rmgn ¥4
P— Pe— X e : S

¢ d=2 ermg ¥4 ¢ 1+d=2 (parad = 2 sdo formulas exatas), e as seguintes razdes séo

validas
—&_ 1/, (ed=2)i%id; —M 1/, (ed;=2)i%

Consequentemente, reminiscéncias do anel inicial sobrevivem para ; >> 1; mas esse anel
mais externo é muito débil: mede, aproximadamente, 2% da altura do pico central para d = 2
e menos do que 0;5% para d = 3:

Os estagios iniciais da evolucdo da densidade de probabilidade volumétrica, %4(r; ¢ ), e da
densidade de probabilidade radial

242
i(d=2)’

Ag(r;¢) = VarfitjAy(r )i Vg~ (3.9)

para diferentes valores de k e d s&o mostrados nas ..guras 3.1 - 3.6.

Olhando para os gra..cos, descobrimos, em primeiro lugar, que a impressao visual depende
do tipo de densidade de probabilidade considerada. As distribui¢cdes de probabilidade radial
para ¢ > 0 sempre parecem mais largas do gque as iniciais, embora ndo seja 6bvio se seus
alargamentos sdo sempre monotonos ou ndo (comparemos as curvas Il e IV na ..gura 3.2 e
ascurvas Il e 111 na ..gura 3.4).
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0,30

0,15

0,0 1,5 3,0

Figura 3.1: A densidade de probabilidade volumétrica, Vzg)_z jA(N)j? parak =2ed=2
em diferentes instantes. I: ¢ =0; 1l: ¢ =0;25; lll: ; = 1= 7%0;38; IV: ¢ =1;V: ¢ =2.

Figura 3.2: A densidade de [iggbabilidade radial, A(r), para k = 2 e d = 2 em diferentes
instantes. I: ¢ =0; 1l: ¢ =1= 7%0;38; l1l: { =1; IV:; = 2.
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0,00 1,25 2,50

Figura 3.3: A densidade de probabilidade volumétriggi(r) =jA(r)j* parak =2ed=3em
diferentes instantes. 1: ¢ = 0; 1l: ¢ = 0;25; Ill: ¢, = 2=3%0;82;1V: ¢ =2

1,2
| k = 2, d=3

|c(r)

0,6 4 |
Il
Il
0,0 1
. f .
0,0 2,5 5,0

Figura 3.4: A densidade dmbabilidade radial, A(r), para k = 2 e d = 3 em diferentes
instantes. I: ; =0; Il: ; = 2=3%0;82; lll:{ = 2.
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0,00

Figura 3.5: A densidade de probabilidade volumétricapl/z_(r) = jA(Nj?, parak =20ed =2
em diferentes instantes. I: ¢ =0; I1l: ¢ =1;4; 11l: ¢ = 10 % 3;16.

Figura 3.6: A densidade de probabilidade radial, A(r), para k = 20 e d = 2 em diferentes
instantes. I: ¢ =0; Il: ; = 1;4; IlI: ; = 10.
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A situacdo se tornara mais complicada ainda se olharmos para a evolucdo das densidades
de probabilidade volumétricas. Por exemplo, no caso em que Kk = d = 2 (.gura 3.1) as
distribuicGes %(r) nos momentos ; = 1:p7 (curva lll) e ¢ = 2 (curva V) parecem claramente
mais largas do que em ¢, = 0: Porém, ndo é fécil responder se o pacote no momento ;, = 1
(curva V) é mais largo ou mais estreito do que o inicial, especialmente se desprezarmos a
“cauda” do pacote para r > 1. O mesmo pode ser dito sobre as distribui¢des volumétricas nos
instantes ; = 0;25 (curva ll), ; =2 (curvalV) e = pZTB (curva I11) no caso emque k = 2
ed =3 (..gura 3.3). E qual é mais estreita ou mais larga com respeito a distribuicao inicial:
a curva IV na ..gura 3.1 (ela corresponde ao menor tamanho do pacote de acordo com 0s
resultados de [67]: veja-se a proxima se¢do) ou a curva lll na ..gura 3.3? Conforme a medida
de extensdo adotada em [67], a curva Ill descreve a distribuicdo cujo tamanho é maior do
que a correspondente a curva Il na mesma ..gura, embora visualmente a distribuicao 111 seja
mais estreita do que a distribuicéo Il. Analogamente, no caso em que k = 20e d = 2 (.gura
3.5) a distribuicdo dada pela curva Il parece claramente mais larga do que a inicial, mas o
gue pode ser dito sobre a distribuicdo dada pela curva 111?

3.2.2 Distribuicdo de velocidades

Informacéo adicional sobre a dindmica do processo de encolhimento/alargamento esta
contida na distribuicio de velocidades do pacote. Relembrando que o fuxo da densidade de
probabilidade é de..nido como J = Im(A°OA) (supomos que } = m = 1), a velocidade local
sera dada por

v = J = Im (—) (3.10)

Para os pacotes anelares, o vetor v tem apenas o componente radial. Para o estado (3.7),

obtemos

2r6[r4 i rzé’zd + d(l + 62)((,2d i 2):4]
(L+ ¢[(r?2 § ¢2d=2)2 + ;2d2=4]

Embora a velocidade cresca com r quando r ¥ 7, isso ndo terd conseqiiéncias fisicas,

v(r¢) = (3.11)

porque o fuxo de probabilidade serd suprimido pela densidade de probabilidade, %(r), que
decai exponencialmente. As regides de encolhimento correspondem aos valores negativos de
v(r). Seus limites sdo dados pelas duas raizes da expressdo quadratica (com respeito a r?)

no numerador de (3.11):
s -«

1ij¢2 il (3.12)

d
20,y— 9.2 ad
rg(c)—zc 8 5
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Figura 3.7: As regifes de encolhimento, que correspondem aos valores negativos da veloci-
dade de fase (3.11), estdo localizadas entre duas curvas tracejadas para d = 2 e entre duas
curvas solidas para d = 3 (para um pacote inicial com k = 2).

Para ; < pﬁ (esse é exatamente o instante em que a densidade de probabilidade
na origem, jA(0;¢)j?, atinge seu maximo) um encolhimento local parece existir para 0 <
r < r+(¢): Depois disso, a regido proxima a origem comeca a se expandir e o intervalo de
encolhimento é limitado por dois valores: r;(¢) < r < r,(¢): Aqui notamos uma diferenca
qualitativa entre os casos em que d = 2 ed _ 3: Em trés ou mais dimensdes, a regido
de encolhimento intermediario existird apenas para ; < pm enguanto no caso
bidimensional ela nunca desaparecerd, embora seu tamanho diminua com o passar do tempo;
a regido estara con..nada no intervalo pw <r< pm Essas regides de encolhimento
parad = 2e d = 3 sdo mostradas na ..gura 3.7.

Todavia, para saber se o pacote inteiro vai encolher ou alargar necessitaremos de medidas
da sua extenséo.
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3.3 Meédia do raio generalizado como uma medida de
extenséao

Uma das quantidades mais usadas para caracterizar o “tamanho” de uma distribuicéo,
possuindo a densidade de probabilidade %(x), é o raio quadratico e médio
HZ T
R® - XJAX)j2dx (3.13)
Contudo, essa quantidade ¢é totalmente “insensivel” a forma do pacote se alargando livre-
mente, porque, para qualquer distribuicéo inicial sem correlacdo entre a posicdo e 0 momento
(< Bp+pk> = 0), a solugdo exata das equagdes de movimento de Heisenberg para uma

particula livre resultam numa dependéncia temporal mondétona
- .0
[RA@®F = RAO) + p* t=m’

(calculamos todos os valores médios no referencial do centro de massa do pacote, de modo
que hii = hpi = 0).

Portanto, temos duas possibilidades: a primeira € supor que o raio quadratico e médio
€ a unica medida “verdadeira” da extensdo do pacote e concluir, imediatamente, que o
encolhimento de pacotes livres ndo existe e as ..guras 3.1 - 3.6 sdo ilusdes Oticas; a segunda
possibilidade é admitir que existem outras medidas da extensédo do pacote, as quais ndo sao
piores do que (3.13) e, além disso, podem prover informac6es adicionais sobre as propriedades
dos sistemas quanticos.

Fizemos a segunda escolha e fomos em busca de medidas mais “sensiveis” aos detalhes
da ewolucdo do pacote. O motivo pelo qual a medida (3.13) ndo “percebe” a forma do
pacote parece clara: o pacote inicialmente anular se expande em ambas as direcOes, interna
e externa, mas o fator x> no integrando de (3.13) (junto com o fator r%il na densidade
de probabilidade radial) “da preferéncia” as partes externas do pacote, de modo que o
comportamento interno se torna totalmente irrelevante. Entdo, a maneira de resolver o
problema é quase 6bvia: devemos usar medidas que tratam as partes internas e externas do
pacote igualmente.

A possibilidade mais simples é diminuir a poténcia do fator jxj na equacdo (3.13) e

caracterizar a extensao do pacote através do raio médio
Z 1
hriy = drrAy(r;¢): (3.14)
0
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Essa medida foi usada em [67]. Calculando a integral (3.14) para a funcéo (3.8) com a

ajuda da relacéo

(3.15)

e da propriedade da funcdo gama j(z+1) = zj(z), obtemos a formula (apresentada em [67]

sem derivacgéo)

()i, = hr(O)i, oo p= &3 (3.16)
¢« T3, (d+3)@d+1) '
Em particular, parad =2 e d = 3, temos [67]
_ 1472215 _ 144222
hr (¢)i, =hr (0)i, = —P= hr (¢ )iy =hr ()i, = e (3.17)
+ 42 + 2

O carater da evolucéo inicial do raio médio é determinado pelo parémetro

(di3d)dil,
2(d+3)(d+1)’

que é o coe..ciente do primeiro termo ndo-nulo, ¢ 2, na expansdo de Taylor de hr (¢)i=hr (0)i.

bjl=2=

Esse parametro serd negativo somente para d = 2. Baseados nisso, 0s autores de [67]
concluiram que o encolhimento inicial de pacotes radiais s6 € possivel no caso bidimensional.
Entretanto, para ¢ ¢ 1 a diferenca entre as duas fun¢des em (3.17) sera muito pequena:
'\ ., 2 2 Y1 . 2
—hr(c)!2=1i°—+£¢4+:::; hr((')!3:15(’—+::::
hr (0)i, 30 120 hr (0)i, 8

A fungéo hr (¢)i, =hr (0)i, atingira seu minimo quando ¢, = 1:p7 (isso explica a escolha

dos parédmetros nas ..guras 3.1 e 3.2), mas o valor minimo hr (¢.)i, =hr (0)i, = 224=225
esta muito proximo de 1 e do valor hr (;.)ig=hr (0)i; = 1+ 1=392. Logo, € provavel que
mesmo pequenas variacdes na de..nicdo da medida da extensdo mudem a situagéo.

Por outro lado, se concordarmos que a medida (3.13) ndo é a Unica possivel, ndo havera
motivo para crer que sé existem duas medidas “verdadeiras”, (3.13) e (3.14). Além disso, a
caracterizacdo da dimenséo do pacote por seu raio médio, (3.14), ou seja, pelo valor médio da
primeira poténcia de jxj, embora muito natural a primeira vista, ndo tem vantagens visiveis
sobre as medidas baseadas em outras poténcias de jxj, como, por exemplo, jxj*2, mesmo do
ponto de vista da simplicidade dos calculos. Em verdade, diferentemente do raio quadratico
e médio, o qual pode ser calculado facilmente através da resolucéo de um conjunto fechado e
simples de equacdes, ndo ha equacdes fechadas para a funcédo hr (¢, )i. Para calcula-la, temos
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que resolver primeiro a equacédo de Schrodinger, encontrar a funcéo de onda dependente do
tempo e integrar a equacdo (3.14). Por exemplo, para obter o resultado (3.17) devemos
calcular 3 integrais do tipo (3.15) com n = d+2s e s = 0;1;2. Porém, a forma analitica
permanece a mesma para valores arbitrarios (ndo necessariamente inteiros) do expoente n.
Por isso, é razoavel supor que as medidas (3.13) e (3.14) sdo apenas casos especiais de uma
familia de raios médios e generalizados caracterizados pelo parametro real e continuo ®:
Z 1 »1=®
R = 0 drr®A,(r) (3.18)
No caso da densidade de probabilidade (3.8), isto é, para k = 2, os célculos das extensdes
R§®) sdo reduzidos novamente a integral (3.15), com a diferenca de que no caso geral n =
d j 1+ ®+ 2s. Entéo, obtemos a seguinte expressdo para a funcéo normalizada R(§®)(¢) =
R (6)=R§(0):

L@idP+r2@+d

®)/.\ _ ,2N1=2j 1=®
IQd (6)—(1"_6) 1 (®+d)2+2(®+d)6

(3.19)
Para ¢ ¢ 1:
@+d?+20j6d ,
2@+ d@+d+2)¢ T
Para ® = 1, as formulas (3.19) e (3.20) produzirdo os mesmos resultados que as equacdes
(3.16) e (3.17).
E interessante notar que as extensdes generalizadas de pacotes quanticos, baseadas nos

RO =1+

(3.20)

valores médios de poténcias arbitrarias do raio, sdo usadas ha muito tempo, comecando,
talvez, com o trabalho de Bargmann [74] sobre relacOes de incerteza e suas generalizagtes
posteriores [75]- [77] (em verdade, relacdes de incerteza nos informam sobre as limitac6es das
extensdes de pacotes quanticos em espacos complementares e as desigualdades mais simples,
do tipo Weyl-Heisenberg ou Schrédinger-Robertson, baseadas nos valores quadraticos e me-
dios, constituem apenas uma pequenina porcdo de uma grande familia de relacdes baseadas
em outras de..ni¢cdes de extensdo [44]).

O coe..ciente de (2 em (3.20) sera negativo para ® < ®, onde ® é dado por

®; = p1+8d idil (3.21)

Parad =2, ® = pﬁ i 3%1;12. E notavel que parad = 3, ® = 1. Portanto, 0 raio
efetivo e generalizado do pacote inicial (3.1) diminuirda mesmo no caso tridimensional para

qualquer ® < 1. O valor minimo da funcéo R§®)(¢), com parametros d e ® ..xos, € igual a

R® — Pedq § =gy

I T 1@ 5 A2 + 2@+ 2 (@ + d)2 +2(0 + A

(3.22)
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e sera atingido quando
L, 6dj2®j@®+d)?

o — .
T @id+2@+d)
Os valores numéricos para alguns casos especiais sdo dados a seguir:

® 0;9 0;75 0;5 0;25 0 i0;5 il
R§®) 0;9929 0;9808 0;9499 0;9080 0;8576 0;7401 0;6042

m{n
R 0;9989 0;9948 0;9816 0;9617 0;9368 0;8763 0;8046

3 min
O caso em que ® = 0 é entendido como o limite ® ¥ 0 nas equagdes (3.19) e (3.22):

(3.23)

), . _p—.2 ) 4(',2 >
Ry'(¢) =" 1+¢2exp I(1+62)(d+2)
i 6jd ° i
o - _9° . _oid o _ £
IQdm{[l’] - 2+dexp |2(2+d) ) RZmﬂn e

Diminuindo o valor do expoente ®; podemos tornar os minimos de IQ§®)((;) bastante
pronunciados, especialmente para ® negativo. Em nossa opinido, ndo hd motivos para excluir
valores negativos de ®, desde que ® > jd para garantir a convergéncia das integrais. O valor
Rg‘l) poderia ser chamado de raio de Coulomb do pacote, pois ele caracteriza a energia
potencial e eletrostatica do estado (de um atomo de hidrogénio, por exemplo). Notemos que
uma relacéo de incerteza incluindo o valor médio hriti (e ndo hr?i ou hri) é necessaria para
provar rigorosamente a existéncia da energia minima e ndo-nula do atomo de hidrogénio,
como foi mostrado por Lieb [78] (veja-se também [44, 77]). Além disso, sabemos que o
valor médio do raio no estado fundamental do a&tomo de hidrogénio é igual a 3ag=2 (onde
ag 6 0 raio de Bohr). Nesse caso, RGP = ag. O valor R{'? (para d > 3) caracteriza
0 tamanho efetivo do pacote com respeito ao potencial centrifugo e relacfes de incerteza
contendo essa quantidade também foram estudadas [74, 75, 77]. Observemos também que o
expoente critico, ® (3.21), se anula para d =6 e se torna negativo para d < 6.

Escolhendo ® proximo de jd, podemos obter IQ((:,@%{T“ tao perto de zero quanto queiramos.
Naturalmente, isso ndo signi..ca que o encolhimento é s6 uma questdo de conven¢do. Por
exemplo, no caso de pacotes gaussianos e simétricos (k = 0), obtemos Rg%)((;) = p1+_(;2
para quaisquer valores de de ® > j d, de modo que nenhuma medida podera encolher pacotes
que realmente se alargam. Todavia, uma escolha adequada da medida ajudara a visualizar
ou a enfatizar o efeito quando ele existir. Para® ¥ jd, o tempo ¢, (3.23), 0 qual indica
quando o valor IQ(S@)_n sera atingido, tendera a pﬁ, e esse € exatamente o momento em que
a funcdo 'Agf)(o; ¢) , a densidade de probabilidade (3.8) na origem, atingird seu maximo.
Claramente, medidas com ® proximo de jd sédo muito “sensiveis” ao comportamento da
funcdo de onda perto da origem, e elas praticamente ndo “levam em conta” a forma do

50



pacote longe da origem (uma situacdo oposta é observada para o raio quadratico e médio:
é “sensivel” ao comportamento da “cauda” do pacote, mas praticamente ndo “percebe” o
gue ocorre nas regifes internas). Portanto, parece razoavel usar valores negativos de ® que

sejam maiores do que 1 j d ou, talvez, j1.

3.3.1 Raios médios de pacotes com k arbitréario

Podemos obter algumas conclusfes sobre a evolugdo inicial do raio médio, hr(t)i, para
um pacote radial e arbitrario, calculando as derivadas temporais do lado direito da equacéo

(3.14) no momento inicial, t = 0, com a ajuda da equacdo de Schrodinger

il

: H
¢h = dpial il gy (3.24)

R-gt = L
@A_@t_Z 2 Or ar

A derivada primeira, dhri=dt, € igual a zero em t = 0 para o pacote (3.4). Usando a
equacdo (3.24) duas vezes, obtemos a seguinte formula:

(d  3)(d j 1)¢°

@y —
Rik() = 1 s a s ek +d 7 D)

+0(.Y): (3.25)

O coe..ciente de ¢? sera negativo para d = 2 e k > 1=2, e seu valor absoluto diminuira
com o aumento de k. Portanto, podemos supor que pacotes da forma (3.4), com 1=2 < k < 2,
exibem encolhimento inicial mais forte do que o pacote (3.1). Entretanto, calculos numéricos
mostram diferencas somente na quinta casa apés a virgula. Por exemplo, para k = 1;5
obtemos o valor minimo Rg;l)lﬁ(z,) = 0;99774, enquanto para k = 2 temos o valor minimo
Iﬂgl;)z((;) = 0;99778. Contudo, ignoramos se essa pequena diferenca é o resultado de erros
numMéricos ou néo.

O coe..ciente de ¢2 em (3.25) também sera negativo para d > 3, se um dos dois termos
no denominador for negativo (o outro sendo positivo). Por exemplo, parad =6 e k = j2
(embora A(r) divirjaparar = 0 nesse caso, ndo ha divergéncia na densidade de probabilidade
radial, A(r)). Todavia, esse caso deve ser excluido, pois a formula (3.25) tem sentido apenas
para 2k +d j 3 > 0 (se essa condi¢do néo for atendida, algumas integrais que surgem durante
a derivagéo se tornaréo divergentes). Em verdade, no caso em qued =6 e k = j2 o raio
medio pode ser calculado analiticamente, porque a funcdo hipergeometrica e confuente se
reduz a uma funcéo elementar [79]

©(1;3;z) =2z1%(? j 1 2):
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Encontramos
o h o) i
) — L 2Y§1=2 - £.2 . 3=2¢. . 2\1=2 .
Re’i2(c) = (A +¢2)112 1§5:2+60%%( + 1+
Entéo, a expanséo de Ré?)iz((;) ndo comeca com um termo negativo proporcional a ¢ 2,
mas com um termo positivo proporcional a ;372 e a derivada segunda em relagio ao tempo
simplesmente ndo existe para ¢ = 0.

3.4 Medidas entropicas da extensao do pacote

Uma desvantagem oObvia dos raios medios e generalizados, € que essas medidas possuem
certa seletividade em relacéo as diferentes partes do pacote. Os valores de R((j®) com® <0
sdo mais “sensiveis” aos detalhes da densidade de probabilidade perto da origem, enquanto
0s raios médios com ® > 0 sdo mais “sensiveis” ao comportamento da “cauda” da densi-
dade de probabilidade, ou seja, aos valores de r grandes. Diferentes medidas da extensao
espacial (temporal) de pacotes de ondas (sinais), as quais ndo déo “preferéncia” aos valores
pequenos ou grandes das coordenadas, foram introduzidas por vérios autores [80]-[82] (para
uma revisao, veja-se [44]). Por exemplo, uma familia de volumes intrinsecos de um sistema
quantico, descrito pela distribuicio de probabilidade normalizada, %(x) = jA(x)j? (onde x é
0 vetor-posicdo em d dimensdes), pode ser de..nida, seguindo [80], como

Kz ~ Te=ain
v = [1B(x)] dx : (3.26)

Tais quantidades também foram consideradas, por exemplo, ao derivar algumas desigual-
dades que caracterizam os estados ligados de sistemas quanticos [77, 78]. No caso de uma
distribuicdo uniforme, %(x) = V 1, numa regifo do espago de volume V, a de..ni¢do (3.26)
resulta em V() =V para qualquer —. Naturalmente, a transicdo do volume efetivo ao com-
primento efetivo ndo é Unica. Entretanto, parece razoavel simplesmente extrair a d-ésima
raiz de (3.26). De modo que de..nimos a extensdo  total da distribuicdo de probabilidade
simétrica, %(r), em d dimensdes, como

MZ 3 _ T
ES) = O Lardit ()] dr : (3.27)
onde a area da esfera de raio unitario no espaco com d dimensdes, !4, foi de..nida na equacao
(3.9). Grosseiramente falando, no caso dos pacotes anulares as medidas ~ caracterizam a
largura efetiva do anel, enquanto as medidas ® caracterizam o raio efetivo desse anel (para
® > 0).
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Tomando o limite ¥ 1 na equagéo (3.26), chegamos ao volume interno e entrépico
z
VO “exp(Sk); Sx =i  %(X)InP4(x)] dx

introduzido em [81] (consulte-se tambem [83]; h4 uma literatura vasta sobre as relacBes de
incerteza entropicas formuladas em termos de “entropias” como Sx: veja-se, por exemplo,
[84, 85] e as revisdes [44, 86]).

Preferimos considerar, visando simpli..car os calculos, o caso especial em que =2 na
equagéo (3.27):
quagéo (3.27) oz . T
EP = L p(n)Pdr (3.28)
0
Para a distribuicéo (3.8), temos
»(2) _ (1 + (-'2)(d=2+2) - 1=d .
Eq = Ty (3.29)
onde
20 e O =g O
Eq () ™ B4 "()=E4 (0) (3.30)
e
_81d? j54d+24  18d? j 44d +48
© d2+10d+24 " d2+10d+24

A expansdo de Taylor de (3.29), para ¢ pequeno, produz

>E>(2)_ L+ d2 j 22d + 152 2
d T -T2 +6)(d+4)°

»(Z)Podemos veri..car que o coe..ciente de ;2 é sempre positivo. Em conseqiiéncia, a fungio
E (¢) aumenta inicialmente para qualquer nimero de dimensdes espaciais. Porém, ela tem
minimos locais parad 12: veja-se a ..gura 3.8, a qual mostra que o caso emqued=4¢ o
melhor do ponto de vista da medida Ed(l).

Outra expressdo simples para a extensao surge no caso em que = 1., pois podemos
veri..car que [80]

ESD ~ (mEx [ 1 F: (3.31)

A utilidade dessa forma de extensdo foi mostrada no tratamento de outros problemas
(determinacdo do grau de coeréncia de feixes oticos e generalizacdes de relacGes de incerteza)
em [87, 88]. Seguindo [88], chamamos E1) de superextensdo. Para a distribuicéo %(r) dada
pela equacdo (3.8), )E)f,l)(g,) pode ser obtida analiticamente. Na realidade, para ¢ > 0 a

funcéo %(r) tem um méaximo em r = 0 e outro para r > 1 (ele ndo existe para todos os
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Figura 3.8: A dependéncia temporal da extensdo volumétrica, Ec(,z) , para k = 2 e diferentes
dimensoes espaciais: d = 2; 3;4; 10.

valores de ;). A posicdo do maximo a direita pode ser encontrada a partir da resolucéo de
»(1)
uma equacdo quadratica. Logo, para determinar E; (¢ ) devemos comparar duas fungdes:

fo(e) = (¢ de=2) 1Z9(L + ¢ 3B (3:32)

) o M 1=2
2150 + ;2 i2 1j R’ 202 °

fi(¢) = i ; R=1je——=
) =TTrrm P To2 1 P T+ 2y

escolhendo aquela que fornece o menor valor. Para pequenos valores de ¢, devemos usar a

(3.33)

funcéo (3.33) (weja-se as ..guras 3.1 e 3.3), enquanto que para valores maiores de tempo a
>»(1)
funcdo E4 (¢ ) € dada pela formula (3.32) (veja-se a ..gura 3.9). Expandindo a fungdo (¢ )

em série de poténcias de ¢, obtemos

»(1) -
Eqy () Yal+ Oi d(;2+:::;(; Sl

Logo, os pacotes anelares (3.1) inicialmente aumentardo sua superextenséao, Ed(l), nos
espacos com d < 6, ao passo que encolherdo desde o comegco se d > 6 (notemos que a
dimensdo d = 6 é distinguida também do ponto de vista do expoente critico, ®: (3.21), 0
gual se tornara negativo se d > 6). Nao obstante, mesmo parad 6 a expansdo inicial é
trocada por encolhimento apés um curto intervalo de tempo. Para d grande, a troca de f;
por Ty ocorrera em ¢ . ¥4 2=(ed) (essa relagéo é uma boa aproximagdo mesmo parad = 2). O
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Figura 3.9: A dependéncia temporal da extens@o volumétrica, Eél) , para k = 2 e diferentes
dimensoes espaciais: d = 2; 3;4; 10.

»(1)
minimo da fungdo fo(;) ocorrerd quando ;2 = 2=d; entéo, o valor minimo de E;  seré igual
a
> il —_n\@+d)=2d.
Egn(d) = (de“=2)" (1 + 2=d) ; (3.34)

»(1)
que é menor do que 1 para qualquer d > 2. Em particular, E4,(2) = 2=e. Além disso, a

tabela abaixo mostra que os pacotes tridimensionais exibem encolhimento mais forte do que

os bidimensionais, de acordo com a medida E®):

d 2 3 4 6 10 20 100 1000
»(1)
Emgn 0;7358 0;6866 0;6915 0;7226 0;7776 0;8499 0;9522 0;9926

R »(1) »(1) N
Para;, A1, amedida E cresce assim: E; (;) Y4¢ (ed=2)1%9,

Para pacotes radiais e simétricos, podemos de..nir também a extensdo radial como

HZ 4 = Wiy MZ g - Ve
Fi'= " [AM] dr = r @[] dr . (39
0 0
onde A(r) é a densidade de probabilidade radial introduzida em (3.9). Em especial, temos
Z 1 =il
F® =12 rP@iDjA (nj*dr (3.36)

0

il.

R i i £ ¢
F® = (max [AD T~ 15 ma rei(r) (337)
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No caso em que = 2 e para a densidade de probabilidade (3.8), obtemos, ao invés

de (3.29), a seguinte expressdo para a extensdo radial e normalizada (de..nida da mesma

maneira que E; na equacéo (3.30)):

»(2) , 2\5=2
g9 _ _CA+ )™

¢ T RiTBETC (3.38)

onde

A = 16d* + 128d® j 8d? + 32d 15

B = 2(16d* j 32d® + 56d° + 8d j 15);

C = 16d* + 64d® +56d° j 16d j 15:

»(2)
Como B=C < 2, a funcéo F, (;) aumentara com ¢ para qualquer d se ; ¢ 1. Além disso,

fazendo gréa..cos (0s quais ndo sao apresentados aqui, porque nada exibem de interessante)
podemos ver que essa funcdo nunca se tornara menor do que 1 para quaisquer valores de ¢

» (1)
e d, assim como a fungao F4 (¢).

3.4.1 Pacotes com k arbitrario

A superextensdo E (1) nos permite analisar a evolugdo de pacotes que tém inicialmente a
forma (3.4) com valores arbitrarios do parametro k. Como vimos para k = 2, o comporta-
mento da funcdo E(1)(;), para valores de ; que ndo sejam muito pequenos, é determinado
pela dependéncia temporal da densidade de probabilidade volumétrica, jA(r; z,)jz, na origem.
A densidade de probabilidade inicial tem um méaximoem r = k=2; logo, a extenséo inicial
2 igual
e lgual a rl_74 ezi(k+d=2)’1:d,

2 kKj(d=2) '

Usando a formula de Stirling, podemos weri..car que a extensao inicial aumenta lenta-
mente, em funcdo de k, para k A d: Eéi)(O) s k@iD=2d Tomando o valor de jA(0; ¢ )j* da
equacao (3.5), obtemos a funcéo

ESR(0) = (3.39)

i(d=2) =

Gurle) = (Qec=h) 11+ A0 —LEES

(3.40)

. : n - »(1) o
que estabelece um limite superior para a extensao relativa Eg, (¢). Esse limite € ruim
para ¢, ¥ 0, mas como estamos interessados no valor minimo da extensdo E(), trocar a

1

funcdo E  (¢) por G(¢) resulta numa boa (provavelmente exata) estimativa. O minimo da
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funcdo (3.40) sera atingido quando ¢ = = k=d (essa férmula explica a escolha dos instantes

¢ =1 pE e pﬁ nas ..guras 3.1, 3.3 e 3.5):
—
d+k k(d+Kk) i (d=2)

d 42 1([d + KI=2)

Se k =2, entdo (3.41) coincidird com (3.34). Parad > 1, podemos trocar as fungdes-gama

sk=2d 5 2=d

Gmgn (d; k) =

(3.41)

por suas representacdes de Stirling e simpli..car (41) assim

8 K ﬂk:Zd“d_Fkﬂl:dil:Z.

. 1
Crn(diK) ¥ —— -

(3.42)

Em particular, se d > k, entdo G (d; k) ¥ (ed=k) %%, Se k > d, ent&o a formula (3.42)
produzira
G (; K) ¥4 €772 (k=d) i 12 (3.43)

Conseqguentemente, sera possivel obter encolhimento arbitrariamente grande se escolher-
mos pacotes com k > d > 2. Nesse sentido, o caso bidimensional é o pior, pois a formula
(3.41) para d = 2 se torna

Gmgn(2;K) = pl + k=2 [k=2(1 + k=2)[“* 12 [j (1 + k=2)] ** (3.44)

. P— ,
de modo que para k ¥ 1 ela tende ao valor-limite = e=(2%) ¥ 0;66 (que € menor do que
»(d)
0 valor de E4,(2;2) ). Por outro lado, a forma assintética de (3.41) parad =3 ek >1¢
dada por

G (3:K) = pﬁ@k)ikﬁ (3.45)

que difere de (3.43) apenas no coe..ciente numérico. E interessante notar que a evolucdo da
densidade de probabilidade do pacote gaussiano (k = 0) é reduzida a uma transformagéo
. P—— .
uniforme de escalar ¥ r=" 1+ ;2 e todas as medidas fornecem o mesmo resultado nesse
- . ~ - p—2
caso especi..co: a extensdo normalizada aumenta como = 1+ ;2.

3.5 Encolhimento de pacotes unidimensionais

3.5.1 Evolucéo livre de estados coerentes, pares e impares

Fazendo um *“corte” de um pacote anelar e multidimensional, possuindo a fun¢éo de onda
radial (3.1), ao longo do eixo X, obtemos uma funcéo par de x com duas “corcovas”. Portan-
to, poderemos supor que, se 0 encolhimento existir no caso unidimensional, ele devera estar
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relacionado as funcdes pares, A(x) = A(jx), com duas “protuberancias”. Para veri..car essa
idéia, vamos comparar as evolucdes livres dos estados coerentes, pares e impares, de um 0s-
cilador harménico com freqiiéncia, massa e constante de Planck iguais a 1 [30] (normalizados

em todo o eixo: jA1 < Xx < 1), apds o potencial harmdnico ter sido desligado em t = 0:

~ i H X2 + xgﬂ
A®(it) = Ns["(OI'“exp i
2
” h uxx 1
cos c .
senh  "(t) (3.46)
onde
(D) =1+t (3.47)
- .t i Co.q-
N§:le/4'l‘4 1§explix§ 2. (3.48)
As funcdes de onda iniciais, em t = 0, sdo obtidas simplesmente fazendo " = 1. Para

garantir a auséncia de quaisquer Fuxos iniciais de probabilidade, o parametro x. devera ser
real, e o escolheremos positivo por conveniéncia.
A densidade de probabilidade é dada por

2 M 2 2 ﬂ
RO OF = grazexp i 2
£ cosh uﬁﬂg cos g 2xxct(*P’ ; (3.49)
()2 INOTE. '

A distribuicdo de probabilidade impar sempre terd dois picos, pois ela se anula para
x = 0. A distribuicdo de probabilidade par tera, inicialmente, dois picos (cujas posi¢des
serdo determinadas pela equagdo tanh(xxc) = X=Xc) se Xc > 1 (se Xc A 1, o0s picos estardo
localizados perto dos pontos 8xc). A evolugdo dos pacotes, dada pela equacéo (3.49) com
Xc = p§ (essa escolha ..cara clara na préxima subse¢do), € mostrada nas ..guras 3.10 e 3.11.

O valor t; = 1:p§ (out; = IO(xg i 1)=(x2+ 1) para x. arbitréario) corresponde ao instante
em que a segunda derivada espacial da densidade de probabilidade par no ponto X = 0 muda
de sinal. No instante t, = P3 (ut, = pm no caso genérico), a funcdo jAT(0; t)j2
atinge seu maximo.

E interessante comparar 0s pacotes coerentes com uma mistura quantica de duas gaus-
sianas, descrita pela matriz-densidade dependente do tempo (veja-se a ..gura 3.12)

K

' 0. _ i X2|lu +X02ll + 2)(51-[
X xt) =exp i

" (O

5 = _¢_
+ X Ij"jpl/4 it

ul

Xc
£ cosh W (x (3.50)
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Figura 3.10: Densidades de probabilidade dos pacotes coerentes e pares com X, = 272 e
em diferentes instantes: t = 0 (curva pontilhada com dois picos agudos), t = 311 (curva
tracejada-pontilhada), t = 1 (curva tracejada) e t = 37 (curva solida).

Podemos veri..car que a densidade de probabilidade e as demais quantidades caracterizan-
do o estado misto (3.50) podem ser obtidas das expressdes correspondentes para os estados
pares/impares através de uma receita simples: devemos trocar NZ por 2%i=2 e suprimir os
termos com o sinal 8.

Para a funcéo de Wigner
z

W(x;p) = A(x+y=2)A%(x j y=2) exp(iipy)dy;
obtemos
_ £
Ws (6 p;t) = N2 T exp 1p? 1 (x i p)?"
n (0]
£ e cosh [2x(X § pt)] § cos (2pxc) (3.51)

Olhando para a ..gura 3.10, temos a impressao clara de que no instante t = p§ 0 pacote
€ mais estreito do que era inicialmente, em especial se ndo dermos atencdo as “asas” da
distribuicdo, que ocorrem quando jxj > 2;5. Por outro lado, parece Obvio, conforme a
..gura 3.11, que o pacote impar se expande monotonamente. Informacdes adicionais sobre o

comportamento do pacote estdo contidas no fuxo da densidade de probabilidade
J(X) = IM[A, QA ()] = 1My (X XD oy - (3.52)
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Figura 3.11: Densidades de probabilidade dos pacotes coerentes e impares com X, = 2172 e
em diferentes instantes: t = 0 (curva pontilhada com picos altos) e t =4 (curva sélida).

0,3

Figura 3.12: Densidades de probabilidade do pacote misto com x. = 27 e em diferentes

instantes: t = 0 (curva pontilhada com picos altos), t = 1 (curva tracejada) e t = 3%? (curva
solida).
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Figura 3.13: Derivada temporal e inicial do fuxo da densidade de probabilidade para os
pacotes pares (curva tracejada), impares (curva pontilnada) e mistos (curva soélida) no caso
em que X. = 2172, As linhas verticais mostram as posicoes iniciais do maximo de cada pacote:

X = 1;35; X\ = 1;41; x{12, = 1 46.

Para o estado (3.46), obtemos

u
NZxt x? + x2
IO )= =—=—exp i <

2 1] i3 l M1l t 2
i H 2xjx(qf X Ju( 2)1( l
c . c Xe
£ cosh W i ;senh YR
" J H J

U
8 cos

2XXct . X 2XXct 4_

ey Sen ==
' xt INUIE
No caso do estado misto (3.50), devemos usar a receita dada acima. Parat ¢, 1, temos

¢

(3.53)

xt
2 X
+cosh(2xX.) i fsenh(Zxxc) ;

- ¢£ -
I®x) = Néexpl ix2ix2 8'1j2x2
i

e podemos veri..car facilmente que nesse limite J™)(x) sera negativo (para X positivo) no
intervalo 0 < x X, se X, > 1, enquanto J(i)(x) e JMis)(x) serdo positivos para X = X;. A
..gura 3.13 também indica que a densidade de probabilidade do pacote par tui inicialmente
para o centro, enquanto a tendéncia principal do pacote impar é se mover para fora. Mas

como gquanti..car o encolhimento ou a expansao?
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3.5.2 Meédia do valor absoluto da posicdo como medida do alarga-
mento do pacote

No caso unidimensional, a férmula (3.14) se torna:
Z Z

X 7 hjxji = jxjjAC)Pdx = jxjth(x; X)dX; (3.54)

gue é a média quantica do médulo do deslocamento a partir do centro do pacote. A integral

(3.54), para a distribuicéo (3.49), pode ser expressa assim
1 v ) q
— 2 ITH - XC
Re(t) = NI Jjexp i

2
P KT () RIR?
+74XC erf — jter & ei (3.55)
X; (1) = T/Afoc erf ﬁ +ter X—Ct eix (3.56)
(VR | LT
- _ X J . :
Kmis(®) = xcert +-éﬁexp T (3.57)
A expansdo de Taylor do lado direito de (3.55), com respeito a t, parat ¢ 1, produz
NPT 2¢ 4
Xy = Y+(O) + E N+e'X° 1ij X, + O(t ): (358)

Em conseqliéncia, o pacote par encolherda inicialmente, desde que X. > 1, e o efeito maximo
sera obtido para xc = 2 (isso explica nossa escolha desse parametro nas ..guras). O valor
minimo da razdo X, (t)=X.(0) sera obtido quando t ¥ 1; 2. E serda igual a 0; 973 (comparemos
com o valor 0;9978 dos pacotes radiais e bidimensionais de [67]). A desigualdade X.(t) >
X..(0) vale para t > 1; 8 (esses valores numéricos correspondem a X, = 2).

A coincidéncia da condi¢cdo X > 1 com a de existéncia de dois picos na distribuicdo de
probabilidade inicial ndo é acidental. Para mostrar isso, vamos calcular a derivada segunda
da integral (3.54) com respeito ao tempo, levando em conta a equacdo de Schrddinger,
A = (i=2)A,,, e a condicio de fronteira, A,j,_, = 0, a qual deve ser satisfeita por qualquer
funcdo par de x. Apds algebra simples (incluindo integragdo por partes), obtemos a equacao

d?X..
dt2

= i Re(A"A i 0 (3.59)

onde o lado direito pode ser interpretado como uma “aceleracdo” quantica e efetiva causada
pela presenca de uma “fronteira impenetravel” e especi..ca no ponto x = 0, caracterizada
pela condicdo de contorno Aij:O = 0, a qual resulta num fuxo de densidade nuloem x =0
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(assim como no caso em que A(0) = 0). Se usarmos variaveis dimensionais, o lado direito de
(3.59) devera ser multiplicado por (~=m)?. Vemos que a “aceleracio” efetiva sera negativa,
se a derivada segunda da funcdo de onda em x = 0 tiver o mesmo sinal que a funcéo de
onda. Porém, se X <1, entdo a func¢do de onda inicial (real) terd um s6 maximo na origem,
de maneira que o produto A°A.j,_, serd negativo e a “forca” efetiva sera repulsiva. Ao
contrario, para X, > 1 a funcéo de onda inicial terd um minimo na origem e a “aceleracdo”
efetiva sera negativa (parat = 0 e em algum intervalo 0 < t < t.).

Para todos os pacotes descritos por funcdes de onda impares, A(x) = jA(j X), a média do
valor absoluto da posi¢cdo aumentara monotonamente para t > 0. Por exemplo, os primeiros
termos da expansdo de Taylor de (3.56) séo

2
X, =X, (0) + % N2x2e i + O(t: (3.60)

A média do valor absoluto da posic¢édo do pacote misto também crescera monotonamente,
embora a “aceleracdo” inicial do estado misto seja menor do que a metade daquela do estado
impar e puro com o mesmo valor de X.:

_ X i .
Rmis(H) =X(0) +E|97e'xc +0¢:
4

Existem ao menos duas explicacOes para a diferenca de comportamento dos pacotes pares
e dos impares. Uma delas, € que o pacote impar pode ser considerado, em certo sentido, como
um analogo unidimensional dos estados multidimensionais com momento angular diferente
de zero (pois a transformacdo x ¥ jx pode ser considerada como um analogo da rotagéo
pelo angulo %), para os quais uma “forca” radial, centrifuga e efetiva sera sempre positiva.
Outra explicacdo, é que os pacotes impares sdo equivalentes aos estados no semi-eixo X > 0
con..nados pela parede impenetravel, representada pela condi¢do de contorno A(0) = 0.
Nesse caso, o lado direito da equacdo (3.59) sera igual a [22, 89] (~=m)? jAijszo . 0 (em
variaveis dimensionais e para fungdes de onda normalizadas em todo o eixo: 1 <x < 1).
Possiveis manifestacdes dessa “forca” quantica e repulsiva, para particulas ultrafrias, foram
discutidas em [22, 64].

A primeira derivada de X; (t) em relagdo ao tempo € igual a

_ P o
X5 _ %2 - Xt e,
el N Xcter i gh”e: (3.61)
enquanto
dx, ) H X2 l t
—_— = N+exp i T} 2 T
dt J (t)ﬂ1 Il
p17' H ﬂ 22 ﬂ-"
[y e et exp i U (3.62)
1 2 C ju- ju(t)jz .



O lado direito de (3.62) sera negativo para pequenos valores do tempo, t (desde que x. > 1),
mas para t A 1 ele tenderé ao valor constantelg positivo
f—::tzl =N2 1 %xcer_(xc)e”‘g

Se Xc A 1, entdo a formula assintdtica para a fungdo-erro imaginéria conduzira a valores-
limites idénticos (dXs=dt)j,_, = %#*2. No caso da parede ideal na origem, descrita pela
condicdo de contorno A(0) = 0 (isto ¢, para pacotes impares), esse resultado foi obtido em
[22] e sua independéncia em relacdo a forma concreta da barreira impenetravel foi explicada
em [64].

Nem todo pacote inicialmente par, com dois ou mais picos, exibe encolhimento (em

termos do parametro X). Por exemplo, qualquer pacote do tipo de Fock

No ()™ o e H M (3.63)
u(n+1):2 p 1 2" n j"j .

se alarga monotonamente, X(t) » j"(t)j, porque a funcdo (3.63) satisfaz a equagdo de

A t) =

Schrodinger estacionaria, j A" + x?A, = 2E,A,, com autovalores positivos E, (Hn(z) é
0 polinbmio de Hermite). Logo, para qualquer solucéo (par) desse tipo, a derivada segunda,
A em x = 0 tem sinal oposto ao da funcdo de onda, A, resultando numa “aceleracdo”
positiva, (3.59). O mesmo sera verdade para qualquer estado que estiver, inicialmente, num
auto-estado com energia positiva de algum potencial V (x) possuindo a propriedade V (0) = 0.
Entretanto, para auto-estados com energia negativa (por exemplo, em potenciais simétricos
do tipo dois pogos com um maximo local em x = 0 e minimos absolutos em algum jx,j > 0)
a “aceleracao” efetiva e inicial, (3.59), ser& negativa. Essa observacdo podera ser usada para
encontrar pacotes com menor valor minimo da razéo RX(t)=X(0) do que no caso dos pacotes
coerentes e pares.

Notemos que a fun¢do de onda (3.63) ndo contém qualquer parametro (exceto n). Por
essa razdo, a forma da densidade de probabilidade ndo muda durante a evolugdo, a qual se
reduz a transformacéo de escala x ¥ x=j"(t)j. Ao contrario, todos o0s pacotes que exibem
encolhimento ndo sdo invariantes a mudancas de escala, pois eles dependem de parametros

adicionais, tais como Xc.

3.5.3 Medidas ® do alargamento

No caso unidimensional, a formula (3.18) se torna:

Kz Ti=0
%@ - XiPIA(X)j2dx ; (3.64)
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Para o estado (3.46), a integral em (3.64) pode ser expressa através das funcdes cilindro-

parabolicas ou da funcdo hipergeométrica e coniuente ©(a; c;z) [28]:

1.1=0
R | 1 ®
XM = (V) §N§2I ——
fo ol el
1 2 ’ 21 [ ] -..J-Z T[
IJ' 2 42 51=®
i X2 -@E Xt .
§e © 1 29’ -..j2 . (365)

Para expandir o lado direito de (3.65) em série de Taylor com respeito ao tempo, usamos as

seguintes relacfes para a funcio ©(a; c; z) [28]:
d a
—0O(a;c;z) = =O(a+1;c + 1;2);
= (a;c;2) . (a+1l;c+1;2);
©(a;c; 1z) = et*O(c i &;¢;2);
cO(a i 1;¢,2) j c©(a;c;z) = zO(a;c +1;2):

Ap6s um pouco de algebra, chegamos a expressao

i€ #1-e
i 5 As Bs.,
(® — 2 .
Xy = -é—_ 1+ —=t“+
8 (e § 1) Ag o ’
onde
H 11
®+1 1
Ag =© T;E;:f §1;
Be — 1 H® 11, 5 1 .
$T2° T 0% 37 %
O raio ® inicialmente diminuira com o tempo se Bg=Ag < 0. Usando a férmula assintdtica
|() aj C .
©(a;c;z) » ()ez z ¥ +1;
i

podemos ver que para x; Al (e ® & 1),

Mo gl Mo j1T-1t
Bs=As » i —— i —— ;

Consequentemente, em termos dos raios ®, todos os pacotes (pares, impares e mistos) com
picos bem separados exibirdo encolhimento inicial para ® < 1, o qual serd bastante pro-
nunciado para valores de ® proximos de jl: veja-se a .gura 3.14. A explicacdo de tal
comportamento se tornara clara se olharmos a ..gura 3.15: cada pico inicial se expande
guase simetricamente a partir de seu maximo inicial, portanto observamos um aumento da
densidade de probabilidade na regido entre os picos iniciais. Desde que as medidas ®, com
® < 1, sdo mais “sensiveis” as contribuicdes dessa regido interna, os raios ® exibem rapido
decréscimo no estagio inicial da evolucao.
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1 X3(t) 1 X% (0)

Figura 3.14: Raios ® normalizados para os pacotes impares, mistos e pares no caso em que
X. = 5. Curvas sOlidas, do topo para a base: ® = 1; j1=2; §9=10. Curvas tracejadas,
do topo para a base: ® = 1=2; 1=2; §9=10. Curvas pontilhadas, do topo para a base:

= j1=2; §9=10. Para ® > 1=2, as curvas correspondendo a diferentes pacotes ..cam
muito préximas com a mesma aparéncia dos casos mostrados: impar, misto e par (do topo
para a base). Os valores iniciais de X® praticamente n&o dependem do tipo de pacote, sO
dependendo levemente de ®: XM (0) = 5; 00 e X(i9=10)(0) = 4; 90.
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Figura 3.15: Densidades de probabilidade de diferentes tipos de pacotes com x; = 5. A
curva solida e espessa com dois picos representa a distribuicdo inicial em t = 0, a qual é
praticamente a mesma para todos os pacotes. As outras curvas correspondem ao momento
t = 5. Pacote par: curva sélida (com maximo em x = 0), pacote impar: curva tracejada
(com minimo em x = 0) e pacote misto: curva pontilhada.

3.5.4 Extensbes ~ dos pacotes

No caso unidimensional, a férmula (3.28) se torna:

HZ il il
E@ = [H)Pdx (3.66)
Para a distribuicéo (3.49), obtemos
Y
o827 e M2l
Eg ——BW 1+e' e+ 2exp IW
xz(i +12)” Hyat i

- 2 2 .

84exp i 2+ 0 cos i ; (3.67)

Para o estado misto (3.50), devemos suprimir o termo com o sinal § e trocar N& por 4=%.

A superextensdo, equacgéo (3.31), no caso unidimensional se torna:
ED 7 (mExHO)D (3.68)

As dependéncias temporais de diferentes medidas  sdo mostradas na .gura 3.16. Para
~ = 2, nenhum pacote exibe encolhimento, embora a dependéncia temporal ndo seja moné-
tona no caso dos pacotes pares. Os pacotes pares claramente demonstram um decréscimo
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Figura 3.16: Extensdes ~ normalizadas para diferentes pacotes iniciais com X, = 2%, As
trés curvas com valores maiores do que ou iguais a 1 correspondem a = 2. Sua ordem, do
topo para a base, é a seguinte: pacotes impares (curva pontilhada), pacotes mistos (curva
tracejada-pontilhada) e pacotes pares (curva tracejada). A curva sélida corresponde a razéo
E@)(t)=E™)(0) para pacotes pares.

-

intermediario da razao-limite B2 (t) ~ E@()=E@)(0) abaixo do nivel inicial, em com-
pleto acordo com a ..gura 3.10. O méximo da curva solida na ..gura 3.16 é atingido no
momento tg ¥+ 0;65, quando a altura do pico central em x = 0 se torna igual a altura
dos picos laterais (simétricos). O minimo da curva solida, E%,)] Y, 0; 856, corresponde ao
momento t, = 3, quando a densidade de probabilidade na origem, %(0;t), atinge seu méa-
ximo. Supondo que a posicdo do maximo em t = 0 coincida com X. (essa aproximacao €
razoavelmente boa ja para xc = 2, sendo muito melhor para x. A 1), poderemos obter
uma formula aproximada: E%r), Ya xcpﬁ. Portanto, o encolhimento de pacotes pares, com
respeito & medida E), existira para os valores de X no intervalo 1 < x. < pﬁ Yal;7.
No caso dos pacotes mistos, a expressdo para t's coincide com a de t, (e é igual a dos
pacotes pares). Por conseguinte, os pacotes mistos ndo encolhem com respeito a medida
E(1), assim como os impares (0s quais se expandem mais rapidamente), em acordo com as

.guras 3.11 e 3.12.
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3.6 Conclusao

Mostramos que pacotes de ondas anelares podem exibir encolhimento signi..cativo nos
estagios iniciais de sua ewolucdo livre. Uma escolha adequada da medida de extensdo do
pacote ajudara a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. O caso bidimensional
ndo é distinto do ponto de vista de diferentes medidas do valor médio do raio. Encontramos
exemplos de medidas para as quais as dimensdes distintas sd&o d = 3;4 ou 6: Além disso,
escolhas adequadas dos parametros k e d; que caracterizam o pacote de ondas inicial, e dos
parametros ® e , que caracterizam a medida da extensdo do pacote, permitem obter um
valor minimo da extensdo normalizada tdo pequeno quanto se queira.

Demonstramos também que existem familias de pacotes quanticos e unidimensionais que
exibem encolhimento inicial durante suas evolucgdes livres, embora os valores médios e iniciais
do momento, das covariancias ou do fuxo da densidade de probabilidade sejam nulos. Todos
esses pacotes tém mais do que um pico no instante inicial. O efeito é mais pronunciado para
pacotes pares do que para pacotes impares ou mistos e, além disso, em muitos casos ndo ha
encolhimento para os dois ultimos tipos de pacotes. Consideramos essa diferenga como uma
manifestacdo das interferéncias quanticas.

Supuseram em [67] que a existéncia de encolhimento para pacotes radiais no caso bidi-
mensional (e sua auséncia no caso tridimensional) poderia estar ligada ao fato de que os
pacotes bidimensionais sdo mais “nédo-classicos”, o que é caracterizado pelo peso relativo da
parte negativa da funcdo de Wigner. Todavia, nossos exemplos unidimensionais ndo con...r-
mam essa conjectura. Calculando as integrais sobre as partes positiva e negativa da fungdo
de Wigner, 7

1 . . dad
V§=5 [W(Q;p)§JW(Q:p)J]g—%p;

(usando a normalizagéo V.. +V,; = 1), obtivemos para a funcédo (3.51), com x, = p? 0S
seguintes valores:

VP = 70;104; V" =1;104;

1
vimear = jo;217; vITr =1;217:

De acordo com esses numeros, o estado impar é mais “ndo-classico” do que o estado par.
Porém, o encolhimento € observado ndo para os estados impares, mas para 0s pacotes pares.
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Capitulo 4

Tunelamento de pacotes gaussianos e
estreitos através de potenciais do tipo
delta de Dirac

Neste capitulo, estudamos a transmissdo e a retexdo de pacotes de ondas de matéria por
potenciais do tipo delta de Dirac. Varias de...ni¢cdes de tempo de transmissao sao introduzidas
e comparadas.

4.1 Introducao

Sabemos que a equacdo de Schrodinger com o potencial-delta
V(X) =Z£(X) (4.2)

admite um conjunto completo e simples de solucdes explicitas e exatas [33, 38, 90]. Por
essa razdo, tal potencial é usado com frequéncia para modelar diferentes fenbmenos em
varios campos da Fisica quantica, nos casos-limites em que a forma detalhada do potencial
concreto ndo é essencial. Em particular, tal aproximacdo pode ser aplicada com sucesso a
analise de varios dispositivos de tunelamento em Fisica do estado sélido [91], onde a técnica
experimental de dopagem-delta é usada para criar diferentes camadas-deltas ha mais de duas
décadas [92]. Aplicacdes de potenciais do tipo delta tridimensionais aos problemas da Fisica
atdbmica foram revistas em [93]. Tais potenciais também sdo amplamente usados na teoria
dos condensados de Bose-Einstein [56, 94, 95]. Modelos exatamente sollveis de sistemas de
muitos corpos interagindo atraves de potenciais do tipo delta foram considerados em [96, 97].

Diversas solucdes para a equacao de Schrodinger dependente do tempo com o potencial

70



(4.1) foram consideradas por muitos autores, comecando, talvez, com o artigo [98], onde
um tratamento original para o problema de valor inicial foi usado. Em especial, foram
despendidos muitos esforcos para encontrar o propagador G(x; x’; t) [99]-[104], o qual permite

calcular a evolugo de qualquer funcdo de onda inicial, A(x;0), de acordo com a relagéo
VA 1
A(x;t) = G(x; x"; )AL 0)dx: (4.2)

il
GeneralizagOes para o caso de uma intensidade dependente do tempo, Z(t), foram consi-
deradas em [105]-[107]. Propagadores para potenciais do tipo delta de Dirac mdveis foram
obtidos em [106], [108]-[110]. Para outros estudos e generalizacGes consulte-se, por exemplo,
[111]-[125].

Todavia, calculos concretos da integral (4.2) e a analise da evolucdo de diferentes pacotes
de ondas iniciais e localizados na presenca de potenciais do tipo delta de Dirac foram rea-
lizados apenas em poucos estudos [98, 102, 126]. O objetivo de nosso trabalho é considerar
a refexdo e a transmisséo pelo potencial (4.1) (com intensidade constante ou com especi..ca
dependéncia temporal Z (t)) de pacotes iniciais, estreitos e gaussianos, com énfase em pacotes
qgue se movam lentamente. Esse caso especial podera ser realizado em experimentos com
atomos ultrafrios. Em particular, ele esta intimamente relacionado ao fenémeno da defexao
quantica de pacotes lentos por espelhos retetores e semitransparentes [22, 23, 64]. Para
outras publicagBes recentes devotadas a propagacéo e a refex&o de pacotes quéanticos (ondas
de materia) veja-se [55], [66]-[68], [127]-[130].

Este capitulo estd arranjado assim: na se¢do 4.2, derivamos formulas analiticas descreven-
do a retexdo e a transmissd@o de pacotes iniciais, estreitos e gaussianos, através do potencial-
delta estacionario; na secdo 4.3, comparamos diferentes de..ni¢des do tempo de transmissao;
nasecao 4.4, consideramos uma generalizacdo: o potencial-delta com intensidade dependente
do tempo especi..ca (linear e inversa); na se¢do 4.5, apresentamos nossas conclusdes.

4.2 Evolucao de pacotes num potencial-delta estacionario

A forma explicita do propagador para o potencial-delta foi encontrada em varios artigos
[99, 101, 102]
; - 2=
Gz(x;x;t) = (2%it)iPexp %

z iZ2t*  jxj+ X+ izt
i —exp Z(jxj+jx°j)+—I Uere & ! t.
2 2 2it

(4.3)
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Para simpli..car as férmulas, supomos que ~ = m = 1. Oretorno as variaveis dimensionais
é obtido pelas trocas
~t mZ

Para um tempo imaginario, isto é, para a matriz-densidade do equilibrio, uma férmula
equivalente a (4.3) foi obtida em [131] e a funcdo de Wigner do equilibrio foi calculada
em [132]. O segundo termo no lado direito de (4.3) é chamado as vezes de funcdo de
Moshinsky [102, 133, 134], porque uma expressao similar apareceu no artigo [135], devotado
ao problema da difracdo no tempo. A equacdo (4.3) vale para qualquer sinal de Z (embora em
alguns artigos tenha sido derivada apenas para potenciais atrativos ou repulsivos). Outras
representacdes (integrais) para o propagador foram obtidas em [100, 103, 104]. ParaZ ¥ 1
e valores .xos de x, X e t, a equacio (4.3) tendera ao propagador no semi-espaco con..nado
com uma parede impenetravel (para x; X' > 0)

S (¢ +x2""
G1(x X t) = Qi) 2 exp j——t jexp j——=— ; (4.5)
2it 2it
devido & formula assintotica [28, 31]
exp(ix?) . _ : .3
erfc(X) Y i xjra, jargxj < R (4.6)

Propagadores exatos ou quase-classicos na presenca de potenciais adicionais e para varias
condicBes de fronteira numa semilinha ou em dominios tridimensionais separados por telas
e fendas foram obtidos, por exemplo, em [136]-[143].

Ao levar a expressdo (4.3) na integral (4.2), deveremos lembrar que G(x; X’; t) tem dife-
rentes formas analiticas para x’* > 0 e x' < 0, de modo que a integracdo devera ser feita
separadamente nas regides x’ > 0 e X’ < 0 (e o resultado sera diferente para x > 0 e x < 0).
Todavia, se a funcéo de onda inicial for bem localizada, a direita e distante da origem, sendo
igual a zero para x < 0, entdo a integracdo em (4.2) devera ser feita para x' > 0 apenas, isto
é, poderemos trocar jx'j por X!. Consideramos neste trabalho o estado inicial e gaussiano
(Uma formula exata descrevendo a evolugdo de um pacote inicial da forma exp (j ajX i X¢j)

foi obtida e analisada em [102].):

Xc)? g

(X ;sz +ipoX ;. X As; (4.7)

A(x;0) = (4s?) i exp i

onde s é a largura do pacote de ondas e X, é a disténcia inicial entre o centro do pacote
e 0 potencial. A forma (4.7) implica que estudamos estados sem correlagdes iniciais entre
a posicdo e o momento (foi mostrado em [23, 64] que correlacbes inicialmente ndo-nulas
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ndo mudam essencialmente a descricdo da retexdo ou da transmisséo de pacotes estreitos e
lentos por barreiras). Embora a funcdo (4.7) tenha uma “cauda” ndo-nula na regido x <0,
ela é exponencialmente pequena (sob a condicdo assumida x. A s) e ndo produz qualquer
contribuicdo signi..cativa. Logo, a integracdo em (4.2) pode ser estendida ao eixo inteiro:
i L <x’< 1. Usando a integral [144]

z . — o, A !

b b
dxexp(jax® + bx)erfc(x) = = exp =— erfc ————— 4.8
o p(i Jerfc(x) S &P = m (4.8)

e introduzindo novos paréametros adimensionais

-P3

X pS msZ A — — X
% = —; = —P=; A : B =—p=; A=1+1 ¢; :—é—_;
' PTTPY CTmsx ~2"3 ¢ s 2
(4.9)
obtemos
) Hz—zﬂlzt C —2 , >
Ax¢) = 757 exp i (% i 1 Poc)”+T Po(2xi poc)
P. £ .. . o
i B 7A exp B?A +2 B(jxj+ 1) if(z)+2ipo(_+B)
Eerfe p=(ixj+ 1)+ BPx + SO (4.10)

Para B > 0 (potencial repulsivo) e ~ A 1, a parte real do argumento da funcio-erro com-

plementar no lado direito da equacéo (4.10) sera grande e positivo para qualquer valor de ¢,

de modo que poderemos simpli..car essa expressao usando a formula assintética (4.6):
Hz—z =42 — , R

exp i (¢ilipoc)” +1 po(2% 1 poc) 3/(4-11)

—2 L 74

Xp i (xi+1+po)” 1 i o (2 +poc)

Ae) Y g3

) BA 5
' T(%j+1) + BA+ipo

4.2.1 Pacote refetido

Se B ¥ 1, o fator antes da exponencial na segunda linha da equacédo (4.11) tendera
al (para x e ; .x0s). Nesse limite, para x > 0 o lado direito de (4.11) se tornara uma
superposicado de um pacote gaussiano se expandindo livremente (com momento médio e inicial
igual a zero) e de um pacote refetido por uma fronteira ideal [22], enquanto tendera a zero
para x < 0. A densidade de probabilidade, jA(x;¢ )j?, oscilara rapidamente no semi-espaco
x > 0 (se B & 0) devido as interferéncias entre a parte do pacote de ondas se propagando
livremente e a refetida pelo potencial. A distribuicdo de momento, j* (p)j?, assintética
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(¢ ¥ 1) ndo depende de ¢, mas ela contém funcdes senos e cossenos, de argumento grande
~ p, que oscilam rapidamente. Apds tomar a média sobre essas oscilacdes (as quais nao
afetam as quantias mensuraweis [23, 64]), obtemos uma distribuicdo suave que tem formas

diferentes para valores positivos e negativos do momento

Coog
FOpy = ) LHAGE)  p>0 (4.12)

"o (L i JAMPI®) p<0

onde ,
iA(B)i2 =
AP = 577 < (4.13)
é 0 coe..ciente de retexd@o da barreira-delta [33, 38, 97] e
A 1=, £ 21
ITo(PI” = (2=%)""exp 12(p i Po) (4.14)

é a distribuicdo de momento inicial correspondendo ao estado (4.7) (..camos restritos ao caso
dos estados gaussianos e puros; estados mistos foram discutidos em [23, 64]). A equacao
(4.12) mostra que o valor assintético do momento é diferente do valor inicial po. Essa
diferenca se tornara especialmente perceptivel se p, = 0. Nesse caso, a distribuicdo de
momento inicial sera simétrica com respeito ao sinal de p, mas a distribuicdo ..nal ndo o
sera, de modo que o valor médio e assintotico do momento serd diferente de zero. 1sso
signi..ca que o centro de massa do pacote adquire momento ndo-nulo as custas da energia
das Futuacdes quanticas (entdo o pacote se tornar4 mais estreito do que era inicialmente
no espaco de momento). Esse efeito é a detexdo quantica discutida em [22, 23, 64]. Para
uma parede perfeitamente refetora ou para B A 1, o valor assintético do momento vale
hpo1 = lzpm (para uma distribuicdo gaussiana com pg = 0; notemos que a de..nicao
do momento adimensional, p, na equacédo (4.9) difere pelo fator p? daguela adotada em
[22, 23, 64]).

4.2.2 Pacote transmitido

Agora vamos discutir as propriedades do pacote transmitido. Para x < 0, 0s argumentos
de ambas as exponenciais da férmula (4.11) séo iguais, de modo que

U | . — .
2 1i»)+i —
Lix)*io__ o0, iT(Xilipoé)er' Bo (2%i Poc) : (4.15)

A ) Yo — — 2
() Ve v (Lix) + BA + ipg

Para su..cientemente grande, podemos desprezar pp no fator pré-exponencial, assim como o
pardmetro B na parte real do denominador (relembremos que A = 1+i t e x < 0). Portanto,
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a distribuicdo de probabilidade a esquerda da barreira ndo dependera de  sob as condicdes

A1 T Ajp ~AB Al (4.16)
(as quais implicam que B é ..nito, isto é, a barreira ndo € totalmente retetora):
M Ti-2 2 s
. P~ . 2 1ix 2
P (x: Ak )i V- exp i—C¢ilipo)’ @ (417
(%¢) T JACK LI Ya E 3 02 + 1282 p I(',Z( i 1ipo) (4.17)

E claro que para po < 0 € jpoj¢, A 1 0 méaximo da distribuic&o (4.17) sera atingido quando
% i 1= py;. Nesse caso, poderemos trocar o termo x j 1 no fator pre-exponencial por py;, nos
pontos proximos do maximo. Logo, o pacote transmitido (no sentido de sua densidade de
probabilidade) assintoticamente se aproximara do pacote gaussiano e inicial se expandindo

livremente, multiplicado pelo coe..ciente de transmisséo

TR =1 i A = Bziwz
correspondendo ao momento inicial py. Isso foi notado (sem prova explicita) ha muito tempo
em [98].

Entretanto, esse resultado simples valera somente se jpoj ndo for muito pequeno. Se

(4.18)

jpoj ¢&. 1, asituacdo sera diferente. Aqui consideraremos a situacao extrema em que po = 0.
Nesse caso, a parte principal do pacote inicial se expandindo livremente alcancara a barreira
quando ¢, >» 1; portanto, o regime mais interessante sera aquele em que ; > 1. Em contraste
com um pacote se expandindo livremente, cujo maximo esta ..xado no ponto x = 1, a posic¢ao
do méximo do pacote transmitido (4.17), com py = 0, sera gradualmente deslocado para a
esquerda de acordo com a formula
2 .

(1§ %m)%=¢2 :% Bpm; B2 : (4.19)
Em particular, j1 j Xmj ¥% 21%%; p§ para uma barreira quase transparente (B ¢, 1). Por
outro lado, a velocidade maxima do pacote ndo depende de B para barreiras retetoras quase
perfeitas (B A 1):

. . P=
(1§ %xm)>=¢% ¥ 1=2  jdxm=dej ¥ 1= 2 (4.20)
(embora a altura do maximo se torne muito pequena). No ultimo caso
M, Ti=2 2 -
] 2 1ix 2
(i) - - )2 -
PV (%) Y4 % é’gTexp ?(1 i %) (4.21)

Usando a aproximacdo P(i)(x) Y4 P (%n) exp[i4(% i *m)?=¢2] na vizinhanca do maximo,

. x _,AP=. -
podemos veri..car que a razdo entre a largura do pacote, ¢x = ;=(2" 2); e a posicdo do seu
maximo, %,,, ndo depende do tempo: ¢x=x,, ¥4 1=2.
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Figura 4.1: A funcdo F(y) para po = 0;B = 0 (curva superior a esquerda), pp = 0;B =1
(curva inferior a esquerda), po = j 7;B = 0 (curva superior a direita) e po = j7;B = 10
(curva inferior a direita).

E conveniente reescrever a densidade de probabilidade (4.17) em funcéo da variavel es-
caladay = (1 j %)=¢ (cujo intervalo varia de ;1! até 1):

r—

P =0 F(y) =
¢

Y, y2 + B2

y? £
exp i2(y +po) T
Os gra..cos da funcéo F (y) para diferentes valores de pp e B sédo dados na ..gura 4.1.

o]
2.

y

1ijx

(4.22)

4.2.3 Probabilidade de transmissédo dependente do tempo

A probabilidade de transmissdo dependente do tempo pode ser de..nida como a proba-
bilidade de encontrar a particula a esquerda da barreira:

Z0
L) =

il
Tomando o limite ¢,

1 naequacao (4.23), obtemos a probabilidade de transmissao assin-
totica para o pacote [64]

YA 0
L=l

il
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P (x; ¢ )dx

i"o(®i® 1
1

I
i JA(p)I® dp:

(4.23)

(4.24)



O valor médio, assintdtico e condicional de uma funcdo do momento pode ser de..nido como

29, 64] .
0

hhf (p)iia = L" _11‘(|fr)j'o(|f>)j2 1 jA(ﬁ)jz¢ dp: (4.25)
O signi..cado fisico dessa de..nicéo parecle claro: ela corresponde somente a estatistica daque-
les eventos que estdo relacionados a detecgdo de uma particula atras da barreira. Para
grandes valores negativos de pp, L1 = T (po). Além disso, podemos trocar o coe..ciente
de retexdo que varia lentamente, jA(p)j2, por seu valor quando p = p, (tendo em mente
que a contribuicdo principal a integral em (4.25) é dada por uma pequena regido perto do
ponto po, devido a forma exponencial da distribuicdo de momento inicial). Logo, nesse caso
assintotico, temos hhf(p)iiq Y4 hf(p)it—. Em particular, hhpiiq % py.
A situacdo sera diferente se jpoj < 1. Consideraremos o caso em que po = 0, quando
o efeito sera maximo. Os calculos serdo mais simples no caso da barreira retetora quase
perfeita com B A 1, quando o coe..ciente de transmissdo podera ser simpli..cado como
1 i jA(p)j? Y4 p?=B2. Entdo, as equacdes (4.14) e (4.24) produzirdo L, = (8B2)il, Além
disso, o valor assint6tico do momento condicional do pacote transmitido ndo dependera de
B nesse caso-limite: jhhpiij = ple/A Notemos que esse valor é duas vezes maior do que
0 momento médio das particulas refetidas e do que o valor do momento condicional das
particulas se movendo para a esquerda na auséncia de qualquer barreira (para o pacote

p% vezes) maior do que o momento

gaussiano). Também, o valor jhhpiij sera levemente (2=
correspondente & velocidade do pico do pacote transmitido, equacdo (4.20), devido a sua

largura ..nita no espaco de momento.

4.3 Tempos de transmissao

Héa uma literatura vasta sobre o problema do tempo de tunelamento [145]-[147] ou tempo
de chegada [148] de particulas quanticas se movendo em varios potenciais ou passando atraves
de barreiras de potencial. Todavia, o caso do tunelamento através de uma barreira do tipo
delta de Dirac foi esquecido (o tempo de atraso para barreiras do tipo delta foi considerado
recentemente em [149, 150]). Expressdes explicitas para os pacotes dependentes do tempo
nos dao uma possibilidade rara de estudar o problema em detalhes nesse caso especial.

Ha varios modos possiveis de de..nir o tempo de transmissao. Por exemplo, introduzindo
a probabilidade de transmissdo normalizada C(;) = L(¢)=L4, podemos supor que a trans-

missdo estara praticamente terminada quando a diferenca 1 j L(¢) atingir um pequeno valor
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2, de..nindo o tempo de transmissdo convencional, ¢ -, através da equacdo 1 j LC(;2) = 2

Usando as equacoes (4.22) e (4.23), obtemos
r—z
2° 1 y
T 1= y2 +B?

2

L) = ei20+po)” gy (4.26)

Uma férmula analitica e aproximada para a integral (4.26) pode ser facilmente encontrada
para momentos iniciais, negativos e grandes: py, < 0, jpoj A 1. Em verdade, é claro que
a probabilidade de transmissdo sera exponencialmente pequena enquanto jpoj, < 1, e ela
praticamente coincidira com T (jpoj) quando jpojc A 1. Um rapido aumento de L(¢), indo
de zero ao valor assintdtico L1 = T(jpoj), ocorrerd durante um intervalo de tempo mais
ou menos curto, quando jpoj; ¥4 1. Escrevendo jpoj¢ = 1 + %, com jij ¢ 1, poderemos
trocar y por jpoj no fator pré-exponencial. Entdo, a integral sera reduzida a funcédo-erro

complementar, e obteremos uma formula analitica e aproximada
1 P- . _ LA
C() Vazeric(>);  » =" 2jpo (1 i Jpoje);  Jpo) A L: (4.27)

Dependéncias tipicas de °(¢) para jpoje, A 1, resultantes da integragdo numérica de (4.26),
sdo mostradas na ..gura 4.2. Podemos ver gue com o aumento do valor absoluto do momento
inicial, jpoj, a regido de transmisséo se desloca para tempos menores e se torna mais estreita.
O mesmo comportamento serd observado se aumentarmos a intensidade do potencial-delta,
B, para um valor ..xo de pp. Contudo, esse efeito é razoavelmente fraco e foi desprezado
na férmula (4.27). Levando em conta a formula (4.6), obtemos expressdes assintoticas para
P AL 8 i

ex »<) .
< 2" Uaj»j ? »>0

) Ya (4.28)

" li e)2( jji?; » <0
Efetivamente, desvios do valor assintotico sdéo menores do que 1% ja para j»j = 2. Entao,
0 tempo de transmissdo ¢ .oy € igual, aproximadamente, a diferenca entre dois valores de ¢,
0 que produz » = 82. Portanto, ¢ oo ¥ 2p§:p§ (ou 4m~x.=(p3s) em variaveis dimensio-
nais). Esse valor ndo depende da intensidade do potencial-delta (relembremos que estamos
considerando o limite em que 0s pacotes tém grandes momentos iniciais, po, excedendo a
largura da distribuicdo de momento inicial, a qual é da ordem de ~=s), sendo determinado
completamente pela diferenca entre os instantes de tempo em que as ondas planas compo-
nentes do pacote inicial, correspondendo as “bordas” efetivas, p = po 8 2~=s, da distribuicdo
de momento (4.14), alcancam a posi¢do da barreira, x = 0, a partir da posi¢éo inicial, X..
No caso em que 0 momento inicial for nulo, pp = 0, a integral (4.26) podera ser calculada
exatamente se B = 0 e aproximadamente se jBj A 1 (quando podemos desprezar o termo y?2
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Figura 4.2: A probabilidade normalizada C(¢) = L(¢)=L4 para momentos negativos, py =
i4 (curvas a direita) e po = i5 (curvas a esquerda) e diferentes valores da intensidade do
potencial-delta: B = 0 (curvas sélidas) e B = 20 (curvas tracejadas).
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no denominador do integrando):

3 -

C@) = erfc ~p§:(; B=0 (4.29)
Apst opg T
L) = erffc — +p=—exp i BA1 (4.30)
¢ ¢ ¢?

Entdo, obtemos o seguinte comportamento assintotico da probabilidade de transmissdo nor-
malizada para ; A 1 nesses dois limites opostos:

8 P= R
<1385 +0(") BA 1

C@) = _ o (4.31)
"1 AE+0(1?) Bel

Resultados de célculos numéricos da funcédo L°(;) para diferentes valores de B sdo mostrados
na ..gura 4.3. Vemos que o tempo de transmissdo do pacote para 0 semi-espago a esquerda,
na presenca da barreira-delta, € menor do que para um pacote se expandindo livremente
com momento inicialmente nulo, e ele tende a um valor assintético e ..nito para B A 1. A
equacdo (4.31) mostra que para pp = 0, grosseiramente falando, ;- » 2i' paraB ¢ 1 e
¢2>» 21 paraB Al

Uma desvantagem ébvia do paré@metro (= € a arbitrariedade na escolha de 2. Essa am-
biglidade podera ser removida se notarmos que a funcédo LC(;) € mondtona: vejam-se as
.guras 4.2 e 4.3. Logo, a derivada M(;) = dLC(¢ )=d;, é ndo-negativa e pode ser considerada
como a densidade de probabilidade de transmissdo da particula através da barreira no in-
tervalo entre ¢ e ¢ + d;, porque Ol[dI:((;):d(;]d(; = 1. Entdo, podemos de..nir o tempo de
transmissdo médio como (consulte-se [151])

7= (M@)d: (4.32)
Em vista da equacao (4.26), temos

r—
2 expli2(1+poe)>=¢?.
o Lag?(1+B%?)

M() = (4.33)

No caso especial em que p, = 0, a integral (4.32) com a funcéo (4.33) pode ser reduzida a

integral-exponencial através da substituicdo t = 2B2 + 2=;2, e encontramos
7 = oL E,(2B?) 2®"; (4.34)

Para B A 1, podemos usar as expressdes assintdticas de E1(x) para x A 1 ou calcular a
integral (4.32) diretamente, desprezando 1 com respeito a B2;2 no denominador de (4.33) e
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Figura 4.3: A probabilidade de transmissdo normalizada, C(;) = L(¢)=L1, para pacotes
iniciais com valores médios do momento nulos, py = 0, para diferentes valores da intensidade
adimensional do potencial-delta, B (da base para o topo): 0; 0,1; 0,3; 10.
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0,45
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Figura 4.4. A densidade de probabilidade do tempo de transmissdo, M (¢); para po = 0 e
diferentes valores de B.

fazendo a substituicdo t = ¢ 12 na integral. Ambos os modos conduzem ao mesmo resultado:
desde que L4 » Bi2, o tempo de transmissdo médio tendera ao valor assintotico e constante
T1= 8% para B A 1e pp = 0. Todavia, a integral (4.32) com a funcio (4.33) divergira
quando B ¥ 0, de maneira que 3 = 1 para o pacote livre com qualquer pp. Poderiamos
buscar uma explicacdo para tal comportamento no caso em que py = 0, quando a fungdo
M(;) se comporta de maneira mais ou menos diferente paraB =0 e B A 1 (veja-se a ..gura
4.4), mas nao h& explicagdo fisica razodvel para a divergéncia do tempo de transmissao
quando B ¥ 0 para jpoj A 1, situacio em que os gra.cos de M(;) praticamente nio
dependem de B: weja-se a .gura 4.5. Essa divergéncia parece um artefato matematico,
indicando que a integral (4.32) ndo é, em verdade, uma boa medida do tempo de transmissao.

Por essas razdes, € mais natural de..nir o tempo de transmissdo como
h 1
Ter = max M() (4.35)
(uma de...nic&o similar para a extensdo espacial dos pacotes foi usada em [130]), porque essa
de..nicdo concorda com a estimativa usual da largura da distribuicdo normalizada, M (;),
através da relacdo Ty ¢ max M = 1. Para pp negativo e jpoj A 1, 0 maximo da funcéo (4.33)

serd atingido para ¢m ¥4 jpojit (quando o argumento da exponencial se aproxima de zero),
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0,10 0,15 0,20

Figura 4.5: A densidade de probabilidade do tempo de transmisséo, M(;); para po = j7 e
diferentes valores de B.

e encontraremos Ty Y4 pﬁpg 2, independentemente de B, isto é, a mesma dependéncia
(exceto por um coe..ciente numérico) de ¢01. Para po = 0, a mudancga de B de 0 até 1
desloca a posicdo do maximo da funcdo M(;) de ¢ = p§ até ; = 1 e diminui o tempo de
transmissdo, T (B; po), de T (0;0) = epm ate Ty (1;0) = ezpm (aproximadamente

trés vezes).

4.4 Potencial-delta dependente do tempo

Foi mostrado em [107] (seguindo as idéias de [152]) que o propagador (4.3) pode ser facil-
mente generalizado para o caso de uma dependéncia temporal da intensidade do potencial-

delta do tipo
Z£(X).

MO

O propagador generalizado, em variaveis adimensionais (para retornar aos valores dimen-

V(xt) = 3(t) =1+ %t (4.36)
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sionais devemos usar as transformaces (4.4) e a substituicao % ¥ m%=~), é dado por

i + i + Zit”

g Z
GO Xt = Golxxht) i SPserfc

T 213 T
1% i Z . . iZt °
£exp % 'x2 i x23" + - Xi+Xp+ IT ; (4.37)

onde Go(x;x';t) é o propagador para o espaco livre, dado pelo primeiro termo do lado
direito da equacdo (4.3). A férmula (4.37) valera para 0 < t < 1 se % for positivo e para
0<t t.= % se % for negativo, porque no Gltimo caso a intensidade do potencial-
delta se torna in..nita no instante de tempo t,, quando 3(t,) = 0, e ndo hd uma maneira
inequivoca de continuar as solugdes para t > t.. No instante critico, t., podemos usar a
formula assintotica (4.6) para obter uma expressao semelhante a (4.5), mas com algumas
modi...cacdes:

. A D
i X Xp (X} + jxj)?
2t 'R 7t 2to

ﬂil
Gu(X; X ta) = 2i%ita) "™ exp

. (4.38)
Notemos que o fator pré-exponencial ndo depende do segundo argumento, X', do propagador
(sobre o qual a integracdo na formula (4.2) é realizada).

Aplicando o propagador (4.37) ao estado inicial (4.7), obtemos a generalizacéo da formula
(4.10)

“2—2 ﬂ1=4 —2 R
Ae) = gm e 0 Lipoe)” +i po(2¢ i poc)
i " . #
B oy 2! ~(1+ iA)jxj + BA +3(" +ipo)
i——————¢eric — (4.39)
B +iA)] (1 +iA)A]
L . B2A 2ipo( +B)+ (2BjiA) j p3°
Eexp ——(2B+iA jXJ)+3(1+iA) + TTiA
onde
3)=1+A";  A=t4ms*=~ (4.40)

e as outras variaweis e parametros foram de..nidos em (4.9). Obviamente, 0 parametro
%it signi..ca o tempo de existéncia da barreira (para ® > 0), enquanto a quantidade ms?=~
caracteriza o tempo de alargamento do pacote inicial. Portanto, ..caremos restritos ao estudo
do caso em que jAj ¢ 1 (de outro modo, o potencial-delta praticamente desaparece bem
antes da parte principal do pacote alcancar o ponto X = 0). O produto A >» ®mSX.=~
signi..ca a razdo entre o tempo necessario para alcancar a posi¢cdo da barreira (X.=vs, onde

a velocidade de alargamento é da ordem de ~=ms) e 0 tempo de existéncia da barreira, logo
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é razoavel admitir que jAj pode ser da ordem da unidade ou maior (de outra maneira,

teremos praticamente o caso do potencial-delta estacionario). Suporemos que
TAL AL T Ajpi; T AjBj: (4.41)
Consideremos primeiro o caso em que ® é positivo. Trocando a fungdo-erro complementar
em (4.39) por sua forma assintotica (4.6) e levando em conta as restrigcdes (4.41), veri..camos
gue a densidade de probabilidade da parte transmitida do pacote (para x < 0) pode ser
expressa quase da mesma maneira que na equacao (4.17), com a diferenca de que os termos
1 § % devem ser trocados por 3(¢;) i * no fator pré-exponencial (mas ndo no argumento da

exponencial):

et (i )P+ B2

Em consequiéncia, temos a seguinte generalizacdo para a densidade de probabilidade do

. 2 ®
PM(x0) Y exp 57(><i1ipo¢)2 ; (4.42)

tempo de transmissdo (férmula (4.33)):

i u2ﬂ1=2 32 2 s
M() =LY % ey P i?(1 + Po; )? (4.43)
onde
L _“21-[1:22 1d (y+A_)2 £- ZU.
1= = y exp i2(y+po) : (4.44)

s 0 (y+A ) +B?

SeA” Alep =0 entdo Ly % % [1+ (B:A_)Z]il. Na ..gura 4.6, mostramos a relacéo
de dependéncia entre a razéo Ty (B)=T(0) e B para alguns valores ..xos dos parametros py
e A . Vemos que em todos 0s casos essa razdo decresce com o0 aumento da intensidade do
potencial-delta, B, tendendo a valores assintdticos que ndo sdo nulos. Por sua vez, os valores
assintdticos crescerdo com o aumento do jpoj e de A, se aproximando do valor unitario
guando um desses parametros se tornar su..cientemente grande.

Para ® negativo, é interessante analisar 0 que acontece no instante de tempo critico e
adimensional, /= = (" jAj)i!, quando a “passagem” para tras do espelho se fecha. Sob as
condicBes (4.41), a densidade de probabilidade de posicédo atras do espelho (* < 0) sera dada
por
I-’-z'ﬂl:z L e ll

) . £ o o
PG(x; (o) = JA] m X+B%2 exp 12( JAI)?(%ilipoia)® : (4.45)

O fator pré-exponencial e dependente da posicao podera ser trocado pela unidade se  jAj >>

B. Nesse caso, a probabilidade de transmissdo derradeira sera igual a

1 N p-!
L(¢u):§erfc CjAI+py) 2 : (4.46)
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B
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Figura 4.6: Arazdo T (B) = Tw(B; po)=Tw(0; po) contra B para po =0; j1. O parametro A
caracteriza a taxa de decaimento da barreira.

Para a parte retetida do pacote, sera interessante conhecer o valor assintotico (quando
¢ ¥ 1, com A > 0)do momento médio quando pp = 0. Sob as condicbes (4.41), ele podera
ser reduzido a integral

B L dy(By + Ay?) exp(ii 2y?)
(2n)=2 o (A +y)2+ (Ay+B)?

hpai ¥ (4.47)

Devido a presenca do fator exponencial no integrando, a contribuicdo principal a integral
(4.47) é do dominio y < 2. Se B A 1 (barreira inicial quase perfeitamente refetora) e
A ¢ B, entdo poderemos desprezar a varidvel y no denominador do integrando (retendo o
fator A, o qual podera ser grande) e o termo Ay? no numerador. Apés isso, a integral se

tornara trivial e obteremos a expressao

- © — £ — mail
hpai ¥ (Q%)¥2 1+ (A =B)? '°; (4.48)

onde aparece uma vez mais a combinagdo caracteristica (A =B)>.
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4.5 Conclusao

Analisamos o problema da transmisséo e da refexdo de pacotes, inicialmente estreitos e
gaussianos, por potenciais do tipo delta de Dirac com intensidade constante e com especi..ca
dependéncia temporal. Obtivemos expressdes analiticas e aproximadas para a densidade
de probabilidade da posi¢do atras da barreira. Introduzimos duas fungdes que podem ser
interpretadas como a densidade de probabilidade do tempo de transmissdo e a probabili-
dade total de transmissdo dependente do tempo. Usando essas func¢des, consideramos varias
de..ni¢bes possiveis do tempo de transmissao e analisamos suas relacdes de dependéncia com
os parametros do pacote inicial e do potencial. Qualitativamente, todas as de..ni¢fes con-
duzem a conclusédo de que o tempo de transmissdo diminui com o aumento da intensidade do
potencial-delta. Contudo, esse efeito s6 sera signi..cativo para pacotes inicialmente lentos,
sendo praticamente inobservavel no caso de pacotes com momentos iniciais, grandes e nega-
tivos. Além disso, os tempos de transmissdo nao se reduzirdo ilimitadamente, mas tenderéo
a valores assintéticos ..nitos quando a intensidade do potencial-delta for a in..nito (caso em
que a probabilidade total de transmissdo vai a zero). Cremos que a melhor de..ni¢cdo do
tempo de transmissdo, no caso sob estudo, é o inverso da altura do maximo da densidade de

probabilidade de transmisséo.
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Capitulo 5

Emaranhamento dos modos do campo
numa cavidade oscilante

Neste capitulo, analisamos o emaranhamento dos modos do campo eletromagnético nu-
ma cavidade unidimensional com paredes méveis. Comparamos varias medidas do emara-
nhamento. Diferentes estados iniciais do campo eletromagnético sdo considerados.

5.1 Introducao

Durante a década passada, foi reconhecido que o conceito de emaranhamento, introduzido
por Schrodinger em 1935 [153, 154], ndo € apenas um dos mais profundos em mecanica
guantica (como foi mostrado no mesmo ano por Einstein, Podolsky e Rosen no famoso artigo
[155], embora sem usar explicitamente essa palavra), mas é crucial para muitas promissoras
aplicagdes novas tais como a criptogra..a quantica, a comunicagdo quantica, o teletransporte,
a computacado quantica, etc. Isso explica a recente explosdo de interesse em varios problemas
conectados a esse conceito. Um de tais problemas é a busca de medidas quantitativas do
emaranhamento.

Na maioria dos casos, medidas baseadas em diferentes tipos de entropias foram conside-
radas [156]-[161]. Por exemplo, para um sistema consistindo das partes 1 e 2 e descrito pelo
operador estatistico %y, a medida do emaranhamento é frequentemente expressa em termos
das entropias total e parcial como o indice de correlacéo [156]

I.=S1+S> i So; Sk = i Tri % In%y; (5.1)

onde o operador estatistico e reduzido é de..nido como %; = Tr.%,. Para estados puros, a
férmula (5.1) é reduzida a I, = 2S; = 2S;.
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Entretanto, a despeito das muitas vantagens, medidas como (5.1) ndo sdo muito conve-
nientes do ponto de vista pratico: a ..m de calcula-las temos que diagonalizar os operadores
estatisticos e reduzidos e esse &€ um problema razoavelmente dificil no caso genérico, espe-
cialmente para os espacos de Hilbert de dimens&o in..nita (correspondendo aos sistemas de
variavel continua), exceto para poucos casos especiais e simples. Portanto, muitos autores
procuraram outras medidas, as quais poderiam ser calculadas mais facilmente.

Em nosso trabalho, consideramos varias familias de medidas simpli..cadas. A primeira
é baseada nas nogdes de pureza, T = Tr#?, ou entropia linear, S = 1 j 1. Diferentes
medidas contendo essas quantidades foram propostas em [159]-[163]. Medidas baseadas na
distancia de Hilbert-Schmidt entre o estado dado e sua contrapartida desemaranhada foram
propostas em [164, 165]. Medidas mais simples (embora ndo sendo universais) do emara-
nhamento de sistemas quanticos de variavel continua, expressas em termos das covariancias
cruzadas dos componentes de quadratura ou dos operadores de aniquilacéo e de criacéo,
foram introduzidas recentemente em [166, 167]. Essas medidas sdo discutidas na secédo 5.2.

Uma das numerosas aplicacBes possiveis das medidas do emaranhamento é a caracte-
rizacao quantitativa e compacta da evolugdo de sistemas quanticos e acoplados. Comegamos
esses estudos em [166], onde dois osciladores harmonicos com frequéncias constantes, mas
com acoplamento geral, ressonante e dependente do tempo, foram considerados. O objetivo
do presente trabalho é comparar diferentes medidas no caso em que os modos do campo
na cavidade estdo emaranhados devido ao movimento de sua fronteira (a razéo fisica desse
emaranhamento é o efeito Doppler). Tal caso pode ser reduzido aos modelos de dois ou
mais osciladores com acoplamento (do tipo posicdo—momento) e frequéncias dependentes do
tempo.

Uma cavidade unidimensional € considerada na secdo 5.3. Nesse caso, todos os modos
sdo acoplados devido a equidistancia do espectro (imperturbado) das autofreqiiéncias do
campo. Foi descoberto em [168] que a evolugdo do campo nas cavidades tri e unidimensional
é qualitativamente diferente. Por exemplo, na tridimensional o nimero de fétons nos mo-
dos ressonantes cresce exponencialmente no tempo, enquanto no caso unidimensional esse
crescimento é apenas linear. Foi apontado em [168] que o crescimento do nimero de fotons
na cavidade unidimensional é desacelerado devido a forte interacdo entre os modos, que
é equivalente, nesse caso, a0 emaranhamento. Agora somos capazes de caracterizar quan-
titativamente tal emaranhamento. Os resultados de nosso estudo séo discutidos na sec¢éo
5.4.
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5.2 Medidas emaranhamento-pureza, emaranhamento-
covariancia e emaranhamento-distancia

5.2.1 Medida emaranhamento-pureza

Raciocinando por analogia com a de..ni¢do (5.1), a entropia linear do emaranhamento
pode ser de..nida como

L=St+SyiSy=1+Tr# j Tri%f i Tr2%: (5.2)

Tal de...nig&o parecera razoavel se o sistema global estiver num estado puro. Entdo, Tr#> = 1
e Tr1%2 = Tr, %3, de modo que L = 2S} = 2S5, Em verdade, apenas esse caso foi considerado
nos estudos anteriores [162, 163], onde medidas do emaranhamento foram identi..cadas com
a entropia linear do estado de um subsistema ou com quantidades equivalentes, tais como a
pureza, a razdo de participacdo, 1=Tr, %2, ou a entropia de Renyi, SR = j In 'Trk %ﬁ .
Contudo, se o estado do sistema total for misto, a de..nicdo (5.2) conduzira a conse-
guéncias inesperadas. Consideremos, por exemplo, um estado gaussiano e genérico, de dois

modos, descrito pela funcéo de Wigner (supomos que ~ = 1 neste trabalho)
. Z

W(q) =jdet (Q)j*"exp i3 (q i hai)Qi'(q i hqi) ; W(a)dg=(2%)* = 1; (5.3)

Nl

onde g = (X1;p1; X2; p2) € a matriz de covariancia, Q, simétrica e 4 £ 4, consiste de blocos

2£2 ° °

—n o —° Qu Q2 o, A A _

Q=kgg k=0 °, Qu =0Qu; Q2=Qxn Qn=0Qx (5.4)
Q21 Q22

(um til sobre Qjj signi..ca matriz transposta).
As covariancias simétricas e reais sao de..nidas como

G "5 @G FTT "o @ hei i naith (55)

(ou seja, um segmento de reta sobre o produto de dois observaveis indica a média ordenada,

enguanto um grande til indica a média simetrizada). Entéo,
z

17 Tr = [W(Q)PPdg=(2%)* = [det(2Q)] (5.6)

Para estados fatorados (desemaranhados), Qq, ~ 0, por conseguinte det Q = det Q44 det Q,,

e 1 =1,1, resultando nas relagdes
Lfae =1+ i i =010 i1
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Portanto, para estados mistos (* < 1) poderemos encontrar a situagdo em que L > 0 na
auséncia de qualquer emaranhamento, se 1, & 1e 1, & 1.

Parece melhor usar a diferenca Lo = L j Lgge = * § ;L. Porém, ela tendera a
zero quando * ¥ 0. Por essa razdo, introduzimos o coe..ciente emaranhamento-pureza
normalizado

=1 ;12: (5.7)

Para estados gaussianos, (5.3), ele pode ser escrito como

a "
e=1; QO _ . "Get'E ; 0010000 (5.8)
det Q11 det Q22 2 1

A segunda igualdade (onde E indica a matriz-unidade) é obtida com a ajuda da formula

para o determinante de uma matriz-bloco [169]
detQ = det' Qu i Q12Q2‘21Q21¢ det Qz:
Em particular, para estados puros (* = 1), temos
@:151§:151§:%L(4iL): (5.9)

Uma medida do emaranhamento entre dois modos acoplados, parecida com (5.8), foi

introduzida em [170] (onde a denominaram de coe...ciente de correlacdo de grupo):
2 .

K2 = detQ___ _e ;e - (5.10)

=i det Qll det Q22

Teoricamente, as medidas (5.8) e (5.10) podem ser usadas para estados arbitrarios (néo

apenas gaussianos), embora, as vezes, elas fornecam um valor nulo mesmo para estados
emaranhados (quando a matriz das variancias de segunda ordem for fatorada, mas existir
correlacdo entre os modos para os momentos de mais elevada ordem). Poderiamos usar
também, ao invés de (5.7), a seguinte extensdo da formula (5.10) para estados arbitrarios:
Myq 2
R2=1; =2 (5.11)

1

5.2.2 Medida emaranhamento-distancia

Outra possibilidade para caracterizar 0 emaranhamento € usar a distancia de Hilbert-
Schmidt entre o estado dado e diferentes estados desemaranhados. Ela foi considerada, por

exemplo, em [159, 164, 165] (tratamento analogo foi desenvolvido em [171] para determinar o
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quanto séo “nao-classicos” os estados). Em [165], a medida do emaranhamento foi de..nida
como Tr(® i, — %2)2. Entretanto, preferimos normaliza-la dividindo por Tr#?, a ..m de
gue a medida do emaranhamento ndo va a zero para estados mistos. Entéo, consideraremos

a seguinte quantidade:

CTr i - 11

2
Z = 1+ =2 § =Tr(®Bt[% — %)): (5.12)

Para quaisquer estados % e R; temos (o fator de normalizagdo corresponde aqui ao caso

bimodal) 7
Tr(AR) = Wu(a)Wr(a)dg=(2%): (5.13)
Para os estados gaussianos, (5.3), as integrais podem ser calculadas com a ajuda da
formula 7 L q
exp (§qAq + bq) dg = [det(A:1/4)]‘l:2 exp %bA”b : (5.14)

A matriz inversa, Qil, pode ser representada em forma de bloco com o auxilio da férmula
de Frobenius [169]

) o L
o oij
° Qll Q12 o'

o o
Q21 Q2

0000
0000

i+ QlillleQuil_Qlelill i Qi QpQdt
i Qi'QuQf! Qit

Qe =Q2 i QuQi'Qu:

Levando em conta as equacdes (5.3), (5.4), (5.14) e (5.15), podemos veri..car que a funcéo

: (5.15)

de Wigner do estado fatorado %, — %, é dada pela formula (5.3) com a matriz-bloco diagonal

0000

_°Qu O
Q2 '

onde as matrizes Qi1 e Q2 sd@0 as mesmas que aparecem em (5.4). Entdo, chegamos a
seguinte expressdo para a medida Z (equivalente, exceto pelo fator de normalizagdo 1il, ao

resultado dado em [165], mas escrito em forma explicita mais simples):

S_ o o
Z=1+ detQ i?2 Qet2Q). Q,=Q+Qy=o 2(332111 2%152 o: (5.16)

detQq; detQy, detQ, ’

5.2.3 Medida emaranhamento-covariancia

Outras medidas do emaranhamento foram introduzidas recentemente em [166, 167].
Elas sdo expressas diretamente em termos das covariancias cruzadas dos componentes de
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guadratura ou dos equivalentes operadores de aniquilacéo e de criacdo assim:

Tr (Q1oQ21) * 7
Y = @ —=2ixcl/ (5.17)
TrQu1 TrQzz
2 — 3122 " #1:2
. y:2 P— 2 2 2 2
_ 3 Jady)” Flaia) -5 - XaXo) +(PaP2) + (XiP2) + (P1X2)
2 a’l’al +1=2 8.32/32 + 1=2 4E1E2
r—= =
P— ja;alj? + j 2 ﬂ_ 2 2 2 2
¢ =2 Tr(QuQa) _ 2 Jadg) + A _ (XX%R)” + (Pp2)” + (XaP2)” + (PiX2)”
TrQ Qa, + aja, + 1 E,+E ;
(5.18)
onde (usamos variaveis de quadratura adimensionais e apropriadamente normalizadas)
. P- - 1_1
= Re+ip)= 2 Ex = alax + 5 3 XXk +DPPr); k=1;2: (5.19)

Desde que os coe...cientes (5.17) e (5.18) estdo expressos em termos de tracos de produtos dos
blocos fora da diagonal da matriz de covariancia total, Q, eles sdo obviamente invariantes
em relacdo a rotacBes no plano de fase de cada subsistema. (Outra quantidade invariante,
0 determinante dos blocos fora da diagonal, det Q,,, desempenha um papel importante no
problema da separabilidade de sistemas de variaveis continuas [172]). Podemos mostrar que
0 Y Y<L

Desejamos enfatizar que os coe..cientes Y e Y sdo de..nidos para quaisquer (ndo ape-
nas gaussianos) estados quanticos. Eles sdo signi..cativamente mais simples do que outras
medidas do emaranhamento do ponto de vista dos célculos (calcular tragcos de matrizes é
muito mais facil do que calcular determinantes, sem falar no calculo dos autovalores dos
operadores ou matrizes-densidade, os quais sdo necessarios para obter as medidas entrépi-
cas). Uma desvantagem dos coe..cientes Y e Y é que em alguns casos eles serdo iguais a
zero mesmo quando o estado for emaranhado (mas com momentos de segunda ordem dos
componentes de quadratura nulos). Todavia, isso ndo acontecera para estados gaussianos e
para muitos outros importantes estados quanticos.

5.2.4 Medidas entrdpicas para estados gaussianos

Para demonstrar como sdo simples as expressfes dadas nas subsecOes precedentes em
comparacao com a usual medida entropica, (5.1), damos aqui a formula para a entropia de
um estado gaussiano e genérico. E determinada também pela matriz de covariancia, mas de
modo mais complicado do que os coe..cientes considerados acima. Para um estado gaussiano
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e arbitrario de N modos, a entropia foi encontrada em diferentes (mas equivalentes) formas

em [173, 174] e recentemente em [175]. A expressdo mais simples é [176]

»h i
SN = (j*+1=2)In(;j+1=2) i (ji1=9In(;i1=2) ; (5.20)
i=t
onde . 1=2 (j =1;:::;N) sdo N autovalores positivos da matriz X, que é a razdo entre

a matriz de covariancia simétrica, Q, e a matriz-comutador anti-simétrica:
_ . 1 . .
X~ Q-il Qjk = thjqk+qkqj|; —jk = hdjQx i Gdji: (5.21)

Poderemos veri..car que se ; for um autovalor de X, entdo j j sera outro autovalor. Ou-
trossim, podemos mostrar que todos os autovalores de X sdo reais. E importante enfatizar
que a formula (5.20) ¢é valida para conjuntos arbitrarios de operadores com comutadores
que sdo numeros complexos (posi¢cfes e momentos canénicos, operadores de criacdo e de
aniquilacdo, momentos cinéticos e posicdes relativas para particulas se movendo em campos
magnéticos e homogéneos, etc.).

No caso monomodal, os autovalores da matriz X sdo iguaisa 8 1 (e X?= ?E,, onde E,

é a matriz-unidade 2 £ 2) e
. P—
1=~ ¢ ¢ TXXPPp i (OB)? . ~%=4=detQ: (5.22)

(A Gltima desigualdade é a relacdo de incerteza de Schrédinger—Robertson [42]-[44].) Nesse
caso, diferentes expressdes equivalentes a forma (5.20) foram encontradas em [173, 177, 178].

Calculando o polindmio caracteristico da matriz X (4 £4) no caso bimodal, chegamos a
equacdo biquadrada (para ~ = 1) [174]

3iD2 5+Do=0; (5.23)

onde os coe..cientes D, e Dy sdo os invariantes quanticos e universais, isto é, funcdes que
sdo invariantes em relacdo a transformacdes candnicas, lineares e arbitrarias (preservando as

relacbes de comutacao) [179]:

D, =¢1 + €, + 2(XX2 P1P2 i PrX2 P2X1); (5.24)

3 -3 -
D = detQ= EpiPMe XX iXTe + (@ & i X XPD)’
X3 PI CTP2)° i X3 P2 CPn)” i G 2 Oad)’” i )4 2 o)’
+2X1X7 Pl XiPz Xl + 3 Kb @ + 2P0z X5 XaPs X + X YoP1 el
i 20X PPz (& 63, + X1P2 X2Pr) ! (5.25)
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O simbolo ¢ signi..ca a combinacdo de..nida em (5.22) e relacionada ao k-ésimo modo.

As solugdes positivas da equacdo (5.23) sdo

1 9 p— 9 p—">
ZZE D,+2 Dg8 D2i2 Do : (5.26)
As desigualdades a seguir garantem que » é real:
p— -2
D,.2 Dg. 5 (5.27)

e elas podem ser consideradas relagdes de incerteza generalizadas para sistemas bimodais
(para estudos sistematicos de tais generalizacGes veja-se [44, 180]).

As férmulas (5.20), (5.22) e (5.26) nos permitem expressar o indice de correlacéo entropi-
co, (5.1), analiticamente em termos das covariancias dos componentes de quadratura para
estados gaussianos e arbitrarios. Todavia, a expressdo correspondente é muito mais compli-
cada do que qualquer outra medida do emaranhamento discutida nas subsecdes precedentes.

Na préxima se¢do, compararemos o comportamento de diferentes medidas do emara-
nhamento para um modelo fisico.

5.3 Cavidade de Fabry-Perot com uma fronteira os-
cilante

Fendmenos quénticos e classicos em cavidades com fronteiras moweis atraem a atengéo
de numerosos pesquisadores ha muito tempo (consulte-se a revisao [181]). Esse topico se
tornou bastante popular na udltima década, sendo conhecido sob os nomes efeito Casimir
ndo-estacionario [182], efeito Casimir dindmico [183], ou radia¢do induzida pelo (movimento
do) espelho [184, 185]. Um dos varios resultados teodricos obtidos nos ultimos anos foi a
predicdo do crescimento exponencial da energia do campo sob a condi¢do de ressonancia,
quando a parede executa vibragdes com freqiiéncia igual a um maltiplo da autofreqiiéncia
imperturbada do campo [168, 185, 186].

Uma descricéo uni..cada do campo dentro de uma cavidade ideal com fronteiras moveis
pode ser obtida com base no tratamento hamiltoniano proposto por Law [186] e desenvolvido
em [187] (para outras referéncias, veja-se [181], e para as mais recentes publicacdes examine-
se [188]-[190)).

O problema do campo escalar, sem massa, numa cavidade unidimensional composta por
duas placas in..nitas e ideais cujas posi¢Ges sdo dadas por Xesquerda 0 €

Xgireita L) =Lo(Q+"sen[p!t]); j"je 1, Vi=%c=Ly p=12;::: (5.28)
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foi resolvido em [191]. Um componente do operador-potencial vetorial do campo eletromag-

nético, A(x; t); na representacdo de Heisenbery, pode ser escrito como

X , h i h i
Ax;t) = P= b, AM(x: 1) + ch. ; Bn; B =40 (5.29)
n=1
onde s
" Lo X ykx=" i O
AM(x;t) = Ti) sen CT:; W (e iitxt 1/z(ir'|2(<',)e"kt ; (5.30)
k=1
1||
(;:E It Ih,=nly: (5.31)

O fator de normalizagdo Z:pﬁ em (5.29) foi escolhido de maneira que a energia do campo no
caso estacionario pode ser representada como a soma das energias dos osciladores indepen-
dentes de cada modo. Os coe..cientes %ﬁ”)((;) satisfazem a um sistema in..nito de equaces
acopladas (k = 81;82;:::;n=1;2;::2)

h i
%1/2&”’ =% (k+py i kipED o % G (5.32)

gue foi resolvido em [191] (aqui ..caremos restritos ao caso mais simples das solucdes encon-
tradas em [191], correspondendo a ressonancia estrita).

Devido as condicdes iniciais 1/2E])(0) = tyn, as solucdes de (5.32) satisfardo a relacdo
1/2}'1?,2'5’) ~ 0se j & k. Os coe..cientes ndo-nulos %M 550 [191]

yG+my,y— i (@d+n+j=p) )M e LS
e () i(+m+j=p)i(Q+nj m)F N+i=psamiaj=pii+nim; °; (5.33)
onde

= tanh(p¢) (5.34)

e F(a;b;c;z) é a funcdo hipergeométrica de Gauss. As funcdes (5.33) sdo solucdes exatas
do conjunto de equac6es (5.32) relacionando os coe..cientes com diferentes indices inferiores.
Além disso, essas fun¢des satisfazem a outro conjunto de equacdes, as quais sdo as relagdes

de recorréncia com respeito aos indices superiores, [191]

d © £, . o2

al/zﬁ?) =n % 0D 30O 0 3@ 70 (5.35)
d nh io
—él/zﬁ?) =n % 1/z(ipr:1n)”l i e s n=1;20p 1 (5.36)
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Em consequéncia das equacoes (5.32), (5.35) e (5.36), temos as identidades

Mm% =nt ;. mk=1;2:: (5.37)

m=j1

m h (n) (n)= (n)i :

- WY i By = tmps M =120 (5.38)
n=1
X ¢ h i

= 1/2%‘)"1/22”]-) i 1/2}”) 1/2(;21 =0; mj=12::: (5.39)
n=1

Supomos que apos algum intervalo de tempo T a parede retorna a sua posicao inicial,

Lo. Parat _ T, o operador-campo assume a forma

X 2 £ . o
Ax;t) =  P=sen(%nx=L,y) a,ei'"t + c.h. (5.40)
n=1 n
onde os operadores &, estio relacionados aos operadores iniciais bn e B% através da transfor-

magéo de Bogoliubov (¢ ~ £"1,T)

>k rﬁh [
fm = = Bt 1) i BT @) 1 m=12 (5.41)
n=1
h i
As relagdes de comutacdo &,; & = £, continuam valendo devido as identidades (5.37)-

(5.39), as quais sdo as condi¢Oes para que a transformacdo (5.41) seja unitéria. Essas relacdes,

junto com a expressao para a energia do campo 3
A 1, A 1
Z 2 2
ﬁ’i '—de4 M + @_'& 5:)1(! “aya +Eﬂ (542)
8% ot @x oo '

n=1
nos convencem de que &, e &Y sdo os verdadeiros operadores de aniquilagdo e de criacao de

fotons parat _ T.

5.3.1 Emaranhamento no caso da ressonancia paramétrica (p = 2)

Nosso primeiro objetivo € calcular os coe..cientes de emaranhamento entre os diferentes
modos no caso da ressonancia paramétrica, p = 2. Se o estado inicial do campo na cavidade
for o vacuo, em relacdo aos operadores iniciais, b, teremos: 0,j0i = 0 (estamos usando
a representacdo de Heisenberg). Entéo, o coe..ciente emaranhamento-covariancia entre o

r-ésimo e o s-ésimo modos sera
2 3122

- ..2 - ..2
Yy = 43 jhér8sij® + jhaYasij -5
2 halari +1=2 haladi +1=2

(5.43)
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Usando (5.41), podemos expressar 0s valores médios contidos na formula (5.43) como (supo-

mos, aqui e no que segue, que 1; =1)

X 1 X1
hayaci = 5 T El/zﬁnh/z(i“g“ = iPr Hl/zgnh/z(i”z“; (5.44)
n=1 n=1
X1 X -
haai = Prs S hai=r T WY (5.45)
n=1 n=1

onde os coe..cientes 1/2g‘31 devem ser tomados no momento T, quando o argumento deles é
¢ 7. Estritamente, as expressdes (5.44) e (5.45) tém signi..cado fisico s6 naqueles momentos
de tempo T em que a parede retorna a sua posicao inicial, isto é, para T = N¥%=p, sendo N
um inteiro. Por conseguinte, o argumento ¢t dos coe..cientes Vzg‘) em (5.44) e (5.45) assume

m

valores discretos ; ™) = N"%=(2p). Devemos lembrar, contudo, que fenémenos interessantes

ocorrem para ¢ >» 1 (ou maior). Entdo, N » "il A 1 e o incremento minimo, ¢; » ", é
tao pequeno que ¢t pode ser tratado como uma variavel continua (sob condi¢des realistas,
" 10i8[168]). Por essa razdo, omitimos o indice T e escrevemos apenas ¢ ao invés de ¢t
ou ¢MN),

Derivando as equacoes (5.44) e (5.45) em relacdo ao tempo lento, ¢, podemos remover
a fracdo 1=n com a ajuda das relaces de recorréncia (5.35) e (5.36). Depois, mudando
quando necesséario o indice de soma n para n 8 p, podemos \eri..car que quase todos 0s
termos dos lados direitos séo cancelados e as séries in..nitas reduzidas a somas ..nitas. Para
p = 2, obtemos as equacdes (levando em conta que todas as funcoes %™ s30 reais no caso

da ressonéancia estrita, de acordo com a equacao (5.33))
p— h i
dhacasi=d, = - rs BB + 3y (5.46)

h i
dhavasi=d; = s BORD + Oy - dhaya i=d; = 2r sO%Y: (5.47)

Para p = 2, apenas 0os modos impares podem ser excitados a partir do estado de vacuo
inicial. Nesse caso, as funcdes hipergeométricas na formula (5.33), com j = 1, sdo reduzidas
a combinacOes das integrais elipticas e completas do primeiro e do segundo tipos [191]

Z ..
K() - ae 1/4|: "1 1 21T
= 'p=:— —;_; : ’
0 1ij 2sen2® 2 2 2
Z y= , M q
4 — Y 11
E()= d® 13 2sen2®@=—=F j=:=:1; 2 ;
0 2 2’2

de maneira que as equagdes (5.46) e (5.47) podem ser integradas analiticamente para quais-
quer valores de r e s: veja-se [191, 192] ou as duas subsecBes seguintes para os detalhes
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técnicos. Em especial, para os primeiros modos

2 £
ha?i = e ~2K? j 2EK + E2 ; (5.48)
£ o
had i = 5723 @i K22 Ti3P+HAHEK+ (4 Y PH+AHE (5.49)
s
p=
-__23£22- i 2¢ 2n.
N 8ei = iz K i 2BEK+ 1+ P B (5.50)
oP3 ’
halas i = —— —K2+ (2 2)EK + E? ; (5.51)
Y2 3
P5 ¢ o
ey 85 i = o=y ~2( 2+ QK2 j2( “+8EK+ (8 *“+7 2+8)E? ; (5.52)
4
Pz .
hﬁ%i:ing —%2 +DKL+(24- 2§ 3)EK+( 2+1)E? ; (5.53)
hé; &g i e £~2(2+2)(2i2)K2+2(26i “i22+4EK
3 45,2 4 o
42+ i P+ DEY (5.54)
 PEe o
hésas i = R ~2(7 25 HK2+208 4§15 2+4EK § (4 4§19 2+4)E2 ; (555)
2 ¢
B1= 5K e i ~°K; (5.56)
2 £ ¢ ¢ i ¢ .o
Bs= 27 32j2 K2Ej~*K +2 1+ 2 E? (5.57)
E 2 £2(474-302 8)K2+2(46-47 +26 2+ 8)EK
> 451/42 4
i2(2+1)@ *+11 +4)E2 ; (5.58)

onde ~ ~ pﬁ e usamos E, = h&Y&,i + 1=2.

Na ..gura 5.1, mostramos Y.3 e Y3.5: Vemos que o emaranhamento é mais forte para os
primeiros modos. Entretanto, para qualquer par r;s o coe.ciente Ys tendera assintotica-
mente a1 quando ¥ 1. Para provar essa propriedade, devemos usar as formas assint6ticas
dos coe..cientes %5 para;, ¥ 1A,istoé para ¥ 1. Trocando as func¢des hipergeométricas,
(5.33), por seus valores quando o argumento vale 1 [31],

i(@+rb+1)
i@+1)i(+1)’

F(abja+b+1;1) =

obtemos a seguinte formula assintotica (veja-se também [192]):

2 )™ |

—_— A | .
o ¢ 1: (5.59)

1 _ 1 O\ —
SR a(e) = ¥ 1(0) =
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Figura 5.1: O coe..ciente emaranhamento-covariancia, Yn.m, nha cavidade unidimensional e
ressonante (p = 2) contra o parametro = tanh(2;) quando o estado inicial é o vacuo.
Curva solida: Y.3; curva tracejada: Ygs.
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Logo, para ; A 1, temos
. . 8 C o
haYasi Yo jhar&si Y l/—zér=s( i )92 4 O(1): (5.60)
7

e os termos principais do numerador e do denominador da fragdo em (5.43) se tornam iguais
para; ¥ 1.

No caso dissonante, caracterizado pelo parametro de dissonancia adimensional °, os coe-
.cientes %1 se tornam complexos. Todavia, suas formas assintdticas diferem de (5.59)
apenas por fatores de fase [192]. Desde que o coe..ciente emaranhamento-covariancia, (5.43),
depende so dos valores absolutos dos momentos de segunda ordem, h&Y&si e h&,&si, esses
fatores de fase ndo infuenciam o resultado ..nal, ou seja, Y,s ¥ 1 quando¢; ¥ 1, a menos
gue o parametro de dissonancia adimensional exceda o valor critico © = 1, situacdo em que
a geracao de fétons a partir do vacuo se tornara impossivel.

Se o estado inicial for o vcuo, 0 campo permanecera gaussiano com o passar do tempo
[192], e 0 coe..ciente emaranhamento-pureza podera ser calculado através da formula (5.8).
No caso genérico, o determinante da matriz simétrica Q, equacdo (5.25), contém 17 ter-
mos diferentes. Entretanto, no caso especi..co em questdo todas as covariancias entre os
operadores-posi¢do e os operadores-momento sdo iguais a zero: >; = 0, e por essa razdo o
determinante da matriz de covariancia para o i-ésimo e 0 j-ésimo modos pode ser fatorado
assim: 3 -3 -
detQ = Yipp,Yipypy 1 Yoy ToxixToxyxg | Yk (5.61)

As covariancias ndo-nulas sdo dadas por:

1 ) i o1 : i
Yoy XiXj = Ehaiyaj+aj¥ai|+Rehaiajn; s ~ PiPj = Ehaiyaﬁa}aiu i Rehaigji: (5.62)

Introduzindo os coe..cientes de correlacéo,

3Alxix' 3/4pip' (5 63)
Mxix; = 'p7:7"= ; Mpipj = p—‘_m_; .
3 4XiXi 4Xij B 4pipi 4pjpj

podemos representar os coe..cientes de emaranhamento €, equacédo (5.8), e Z, equacéo (5.16),

entre o i-ésimo e 0 j-ésimo modos como

= - o -
Ei=1i 1ird, Llirg, (5.64)
U —3 .
e — } ;Jé 1 i I’->2<in, 1 i rgipj -
Zij=1+  Llirg, lirg, i2€3— S : (5.65)
i 71r>2<in Li Zr%ipj
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Se todos os coe..cientes de correlacdo forem pequenos (em particular, se ¢ ¢ 1), entdo
3 -

1
Igij Ya ZZij Ya E rf(ixj + rgipj

Quando ; ¥ 1, devido as equacbes (5.60), (5.62) e (5.63), os coe.cientes ¥p,p, crescem
linearmente com o tempo de tal maneira que o coe..ciente de correlagdo do momento, rpp,,
tende a 1. Ao mesmo tempo, 0s coe...cientes %x;x; € I'i,x; tendem a valores ..nitos. Portanto, o
coe..ciente emaranhamento-pureza, I€, e o coe..ciente emaranhamento-distancia, Z, tendem

a 1. Usando as formulas assintdticas para as integrais elipticas e completas [31],

H ] M T
4 1 4 1 4 1
K()1/4In:+z In—§ 1 ~2+¢ce; E()1/41+§ Infi§ ~2 4000 ; v
podemos ver que, para, A1, 1jE€»1jZ »il*2 Em particular,
r— r—u |
1j1€;5» 441/9;58—8' 1i2Zi3>» 44-58—'181— 1/—1;512'
— /24 P=, —_— — = 4 P="
ST PR PR3 Tae ' oo .

Ao calcular a medida entropica do emaranhamento, equacdo (5.1), devemos levar em
conta que a entropia reduzida de qualquer subsistema de dois modos depende do tempo na
situacdo em questao, porgue a evolucdo de cada subsistema de dimenséo ..nita ndo € unitaria.
Essa entropia é determinada por dois autovalores da matriz Q —i1(4 £4) correspondente, os
quais sao dados pela férmula (5.26). A entropia reduzida do k-ésimo modo é determinada
pelo numero

fi = Pl o (5.66)

enquanto as covariancias posi¢cado-momento s&o iguais a zero no caso estritamente ressonante
considerado. A férmula explicita para a medida entrdpica do emaranhamento entre o k-ésimo
e 0 n-ésimo modos se tornara (se o estado inicial do campo for o vacuo)

> h !
1= (fj+1=2)In(f; +1=2) j (fj i 1=2) In(fj i 1=2)
i=kn .
>xhy | ¢ i, ¢ i, ¢ i, ¢!
i f,+1=2 In f,+1=2 § f,il2 In f,il1l=2 ; (567)
+=8§1
onde
q »1=2
2fiy = TPk XXk + PaPn XnXn + 2PkPn XicXn + 2 (PkPk PP i PkPn”) (ReXk XnXn i XkXn2)
a 5 1=2

L]
- - 2 - 2
+t pkpk kak + pnpn XnXn T ZPkPn XiXn i 2 (pkpk pnpn 1 pkpn )(kak XnXn 1 XkXn )

O comportamento dos diferentes coe..cientes de emaranhamento é mostrado na ..gura 5.2.
Todos eles tendem monotonamente a 1 com o passar do tempo.
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0,3

0,0

0,0

Figura 5.2: Coe..cientes caracterizando o emaranhamento entre o primeiro e o terceiro modos
na cavidade unidimensional e ressonante (p = 2) contra = tanh(2;) para o estado inicial de
vacuo. As curvas do topo para a base: coe..ciente emaranhamento-covariancia, Y, coe..ciente
entrépico e compacto, J., coe..ciente emaranhamento-pureza, € o quadrado do coe..ciente
emaranhamento-covariancia, Y2, e coe..ciente emaranhamento-distancia, Z.
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5.3.2 Oscoe..cientes de Bogoliubov no caso da ressonancia parametri-
ca e unidimensional

Os coe...cientes ndo-nulos, 1/2%)1+1, no caso da ressonancia paramétrica (p = 2) sdo[191, 192]
iDTi(m+1=2) ™ _j ¢
WD, = U F m+1=2; j1=2; 1+m; 2 ; 5.68
e @i arm o IR o0
- - — - — 1 H ¢
L@ _ GDMi(m+1=2)§B=2) ™ i P .2t
hiomi1 W2+ m) Fm+1=2;1=2;2+m; (5.69)
. - P——
Em particular (~ 1§ ?),
2 2 £ a
WP =2EC) ¥ =0 EQ) i 2K (5.70)
2 £j ¢ a 2 £ ¢ o
1 — .52 .2 : @ _ . .2 .52 :
3 = 1i2° E()i~K() ; 1/2i3—|31/42 2i “E()i2°K();
(5.71)
W0 =2 Hg i3z ey (ia 42 24 9K()
> T 15y 2 et ! !
2 £Ej ¢ n
M=y 2°*+3 78 EQ)i(*+7 2i8)K():
A estrutura geral dos coe...cientes 1/z§}T)1+1 em termos das integrais elipticas e completas é [192]
2 £ ¢ i ¢ o
M = 7 T 2 EQ)+ ~gm 2 K() (5.72)
2 £ i .¢ i ¢ g
Wmin = o Tm * ECQ)+sm 2K() (5.73)

onde T,(X); gm(X); rm(X) e sm(Xx) séo polinbmios de grau m que podem ser encontrados a
partir das relacGes de recorréncia (5.32).

5.3.3 Calculo das integrais

Para calcular, por exemplo, o valor médio h&ja;i, usamos as equagdes (5.47), (5.70) e
(5.71), trocando a derivada em ¢, pela derivada em respeito a , de acordo com a relacdo
d = 2~2d;. Dessa maneira, chegamos & equacao

dhafasi P38

d ‘32 22

1+ () KA 2 2PEOK() (5.74)

Levando em conta as regras de diferenciacéo [31]

dk() _EQ) . KO). deQ) _EQ) i KQ).
d - 2 1 ) d - )

(5.75)
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podemos supor que o fator ~> no denominador do lado direito de (5.74) vem da derivada

dK=d . Entdo, é natural procurar uma solucéo da forma
P—

. 2 3 £ 2 2 .
hajs i =3z AOKO)+BOKOE()+COE() (5.76)
onde A( ), B( ) e C( )séo polindbmiosem . Levando a expressdo (5.76) na equacéo (5.74),
obtemos um conjunto de equacgdes acopladas para os coe..cientes desses polindmios, as quais
podem ser resolvidas recursivamente. As equacOes para 0s outros momentos de segunda

ordem podem ser integradas de maneira semelhante.

5.3.4 Emaranhamento no caso semi-ressonante (p=1)

Um comportamento qualitativamente diferente de todas as caracteristicas do campo é
observado no caso semi-ressonante, quando a freqiiéncia das oscilagfes da fronteira coincide
com a autofrequiéncia fundamental do campo (p = 1) [191, 193]. Nesse caso, devemos colocar
Jj = 0 na formula (5.33) e todos os coe..cientes %™ com indices m negativos serdo iguais a
zero. Consequentemente, fotons ndo poderdo ser criados a partir do estado de vacuo inicial,
0 que pode ser visto claramente através da equacdo (5.45). Se o campo estiver inicialmente
num estado que ndo seja o vacuo (ao menos um dos modos), entdo o ndmero total de fotons
em todos os modos sera conservado, embora a energia total cres¢ca exponencialmente devido
ao “aquecimento” dos modos de alta freqiiéncia (as custas do “resfriamento” dos modos de
baixa frequéncia).

Suponhamos que inicialmente apenas o primeiro modo estava excitado, enquanto todos os
outros estavam no estado de vacuo. Nesse caso, a dindmica de todos os modos serd descrita
pelo coe..ciente

%D = (tanh¢)™it=cosh? ; :

Se inicialmente 0 modo estiver num estado coerente, todos 0os momentos centrais de
segunda ordem que conectam diferentes modos serdo iguais a zero, resultando num coe..ciente
emaranhamento-covariancia nulo: Y% = 0. Todavia, para outros estados iniciais obteremos
valores ndo-nulos de Y.

Caso inicialmente 0 modo esteja num estado de Fock jni, entédo

YFOCk — 3 n3r33 . (5 77)
rs T A/ > 1 > il .
2 n¥p+1=2 n35+1=2
onde .
— ;)i
3. = pm1/2%) = %M 1: (5.78)

2.
cosh< ¢,
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i
Se o0 estado inicial for o vacuo comprimido jAi = exp R(B‘l’2 i 6%):2 jOi, com o nimero

médio de fétons ©; = senh?(R), teremos
P

33" 0 (20 +1
YoM = e | Co Tl : (5.79)

2 932 +1=2 ©32+1=2
Quando inicialmente 0 modo estiver num estado coerente e par/impar [30]
_ I®11 8] j @1l _
2[1 8 exp(i 2109

0s numeros médios de fotons serdo dados pelas formulas

j®s >

of =j@j2tanh(i@1?);  °f" = j@yj? coth(j@y2):
Em ambos os casos, o coe...ciente de emaranhamento pode ser escrito assim:
P —
335 21 (91 + J®?) .

2 0324+ 1=2 ©;32+41=2

Yﬁfir:’]mpar = (5.80)

Quando o numero de fotons iniciais nos estados coerente (par/impar) e de vacuo com-
primido for su..cientemente grande, ©; A 1, o coe..ciente de emaranhamento se aproximara
bastante do valor maximo possivel (que é 1), se 0133;5 A 1, mas, com o passar do tempo, Y
vai a zero, porque 3.5(;) ¥ Opara; ¥ 1. Nocaso de um estado inicial de Fock, o valor
maximo de Y ndo excedera 1:p§. O comportamento tipico do coe..ciente emaranhamento-
covariancia entre o primeiro e o segundo modos para estados iniciais de Fock e comprimidos
é apresentado na ..gura 5.3. A evolucdo do nimero médio de fétons no primeiro e segundo
modos é mostrada na ..gura 5.4.

As covariancias momento-posi¢cdo sd nulas de novo (como no caso em que p = 2), e,
assim sendo, precisaremos apenas de dois dos coe..cientes de correlacédo de..nidos em (5.63)
para calcular o emaranhamento-pureza e 0 emaranhamento-distancia (quando o primeiro
modo for um estado de vacuo comprimido) com a ajuda das equacdes (5.64) e (5.65). Esses
coe..cientes de correlacéo serdo

A3_-3_- 3.(:\3.(;
o, = k 2.((,) @) - ; ops = i ,2.(6) !(c) 2 . (581)
1+A3() 1+A3%50) 1§30 1i.3%6)
onde
A=eR 1 ,=1ljei®R

As relacOes de dependéncia entre os coe..cientes de emaranhamento Ee Z e o tempo sdo com-
paradas na ..gura 5.5. Vemos que as curvas sélidas e as tracejadas estardo muito proximas,
especialmente se 0 nimero de fotons for grande.
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Figura 5.3: O coe..ciente emaranhamento-covariancia, Y,, na cavidade unidimensional e
semi-ressonante (p = 1) contra o tempo lento, ¢, para estados iniciais (do primeiro modo)
de Fock (linhas tracejadas) e de vacuo comprimido (linhas sélidas) com nimeros médios de
fétons iguais a ©; = 1;50; 1000:

Figura 5.4: O namero médio de fétons no primeiro e segundo modos da cavidade unidimen-
sional e semi-ressonate (p = 1) contra o tempo lento, ¢, para um estado inicial de Fock:

jli.
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Figura 5.5: O coe..ciente emaranhamento-pureza, [€;, (linhas sélidas), e o coe.ciente
emaranhamento-distancia, Z;» (linhas tracejadas), na cavidade unidimensional e semi-
ressonante (p = 1) contra o tempo lento, ¢, quando o estado inicial do primeiro modo
€ 0 vacuo comprimido com diferentes nimeros médios de fotons (da base para o topo):
©, = 1;50; 1000:

5.4 Conclusao

Comparamos as dependéncias temporais de varias medidas caracterizando o grau de
emaranhamento entre os modos do campo numa cavidade ideal com paredes oscilando resso-
nantemente. Todas essas funcBes (a medida entropica e padrdo do emaranhamento para
estados gaussianos, 0 coe..ciente emaranhamento-covariancia introduzido em [166, 167], o
coe..ciente emaranhamento-distancia introduzido em [165] e o coe..ciente emaranhamento-
pureza introduzido aqui) sdo baseadas na matriz de covariancia de segunda ordem dos com-
ponentes de quadratura do campo. Embora tenham formas analiticas diferentes, os coe..-
cientes apresentam comportamentos (qualitativos) similares. Por conseguinte, o coe..ciente
emaranhamento-covariancia, sendo o mais simples do ponto de vista dos calculos, parece o
mais conveniente, especialmente em comparacdo com a medida entropica do emaranhamen-
to, cujo calculo requer tremendo esfor¢co dando praticamente a mesma informacéo sobre o
grau de emaranhamento.

No caso da ressonancia paramétrica, todos os coe..cientes de emaranhamento tendem a
1 monotonamente. No caso da semi-ressonancia, eles rapidamente alcancam valores proxi-

mos a 1, permanecem nesse nivel durante algum tempo (o qual cresce com o0 aumento do
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nimero médio e inicial de fotons) e decaem a zero. Portanto, este estudo acrescenta novas
caracteristicas aos resultados obtidos anteriormente em [168], [191]-[192], [194], melhorando
nossa compreensao do comportamento dos campos em cavidades com fronteiras moveis.

Ainda ndo dispomos de uma teoria completa da quantizacdo do campo eletromagnético
em meios com fronteiras moweis e nao-ideais. Para levar em conta a dissipagdo, precisaremos
introduzir termos adicionais nas equacgdes para descrever a interagdo entre os modos do
campo na cavidade e os graus de liberdade do meio. Pretendemos tratar esse problema em
trabalhos futuros.
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Capitulo 6

Conclusao

Estudamos a infuéncia de diferentes fatores sobre a retexao de pacotes quanticos, lentos
e estreitos, por espelhos atdmicos, tendo demonstrado que a forma das distribuicfes de
momento assintdticas dependem crucialmente da razdo entre 0 momento inicial na direcdo
perpendicular a superficie do espelho e a disperséo inicial desse componente.

A passagem de um pacote de ondas gaussiano proximo a uma parede impenetravel o
torna mais estreito do que seria no espaco livre, em ambas as representacfes: de posicao e
de momento. Além disso, o valor ..nal do componente do momento na dire¢ao perpendicular
a superficie, hp()i, sera diferente do seu valor inicial, que é nulo. O aumento da energia
cinética do centro de massa da particula serd obtido as custas da energia das futuacdes
quanticas do pacote, desde que a energia total é conservada.

Mostramos que pacotes de ondas livres podem exibir encolhimento signi..cativo nos esta-
gios iniciais de sua ewvolucdo e que uma escolha adequada da medida de extensdo do pacote
ajudard a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. O caso bidimensional néo
é distinto do ponto de vista de diferentes medidas do valor medio do raio. Encontramos
exemplos de medidas para as quais as dimensdes distintas sé&o d = 3;4 ou 6: Além disso,
escolhas adequadas dos parametros k e d; que caracterizam o pacote de ondas inicial, e dos
parametros ® e , que caracterizam a medida da extensdo do pacote, permitem obter um
valor minimo da extensdo normalizada tdo pequeno quanto se queira.

Analisamos o problema da transmisséo e da refexdo de pacotes, inicialmente estreitos e
gaussianos, por potenciais do tipo delta de Dirac com intensidade constante e com especi-
..ca dependéncia temporal. Concluimos que a melhor de..nicdo do tempo de transmissao,
para o caso sob estudo, é o inverso da altura do méximo da densidade de probabilidade de
transmisséo.

Consideramos varias medidas caracterizando o grau de emaranhamento entre os modos do
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campo numa cavidade ideal com paredes oscilando ressonantemente. No caso da ressonancia
paramétrica, todos os coe..cientes de emaranhamento tendem a 1 monotonamente. No caso
da semi-ressonancia, eles rapidamente alcancam valores proximos a 1, permanecem nesse
nivel durante algum tempo e decaem a zero.

Nos ultimos anos, a Fisica experimental dos campos quanticos em cavidades e dos &tomos
e ions aprisionados progrediu imensamente, ocasionando inimeros estudos do efeito Casimir
ndo-estaciondrio. Contudo, na esmagadora maioria dos trabalhos realizados até hoje foram
consideradas somente cavidades com paredes ideais. Ninguém tratou ainda as cavidades
com paredes oscilantes que ndo sao ideais. Por isso, no futuro pretendemos estudar campos
eletromagnéticos acondicionados em cavidades moveis com paredes dissipativas, ou seja,
trataremos cavidades mais realisticas, as quais tém perdas.

Em virtude da possibilidade de realizacdo experimental, usando 4&tomos ultrafrios e es-
pelhos atémicos, e em continuagdo aos nossos trabalhos sobre &tomos nao-relativisticos na
presenca de fronteiras em repouso, consideraremos a defexdo quantica no caso em que as
fronteiras se movem.
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