
UNIVERSIDADE FEDERAL DE SÃO CARLOS
CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

PROCESSOS QUÂNTICOS EM CAVIDADES

COM A GEOMETRIA VARIÁVEL

Mauro Antonio Andreata

Tese submetida ao programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Fe-
deral de São Carlos como parte dos requi-
sitos para obtenção do título de Doutor em
Física.

Orientador: Prof. Dr. Viktor Dodonov

São Carlos, 11 de março de 2004



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da 
Biblioteca Comunitária/UFSCar 

 
 
 
A557pq 

 
Andreata, Mauro Antonio. 
      Processos quânticos em cavidades com a geometria 
variável / Mauro Antonio Andreata . --  São Carlos : UFSCar, 
2004. 
      129 p. 
 
     Tese (Doutorado) -- Universidade Federal de São Carlos, 
2004. 
 
     1. Mecânica quântica. 2. Efeito Casimir dinâmico. 3. 
Deflexão quântica. I. Título. 
 
 
                                                     CDD: 530.12 (20a) 
 

 



"Aplausos, quando os não funda-
menta o mérito, afagam certamente
o espírito e dão algum verniz de cele-
bridade; mas quem tem vontade de
aprender e quer fazer alguma coisa,
prefere a lição que melhora ao ruído
que lisonjeia."

Machado de Assis, escritor brasileiro.

i



Dedico este trabalho à minha noiva,
Luciana Custodio

ii



Agradecimentos
Agradeço ao professor Dodonov por partilhar suas brilhantes idéias comigo.
Agradeço à Luciana Custodio por ser tão prestativa e carinhosa.
Agradeço à Maria das Graças Reis Martins por ter lido este trabalho.
Agradeço ao Eduardo de Paula Abreu por me ajudar em computação.
Agradeço o companheirismo de todos os colegas e professores do doutorado.
Agradeço ao CNPq pelo apoio …nanceiro (projeto 140685/00-6).

Dívida impagável

Em visita aos meus pais na serra gaúcha, eu lhes falei sobre um importante
assunto que me a‡igia.

- Preciso de um bom conselho dos senhores, pai e mãe. - Estou com uma
grande dívida.

- Receio não poder ajudá-lo - respondeu meu pai. - Temos pouco dinheiro.
- Mas minha dívida não é de dinheiro - acrescento.
- Explique-se, por favor - pede minha mãe.
- O professor Viktor Dodonov sempre me orientou com muito zelo e

atenção. Sim, sim, o professor Dodonov ousou acreditar em mim. Perce-
beu meu profundo despreparo em Física e, assim mesmo, aceitou a pouco
prometedora tarefa de me orientar. Cercou-me de cuidados, habituou-se a
descer ao meu nível para me passar ensinamentos matemáticos e físicos. Foi
assim que contraí minha grande dívida.

- Sim - concorda papai – você está grandemente endividado.
- Ainda não falei, mas o professor Dodonov é um ser humano exemplar.

Saibam que um dia entrei cabisbaixo na sala dele, pois durante dois meses
tentei realizar um cálculo e não tive sucesso. Contei-lhe o ocorrido pensando
que iria aborrecê-lo. Grande foi minha surpresa ao vê-lo sorrir e declarar:
- Ainda bem que você demorou, Mauro, pois durante esse tempo pude pensar
e acabei encontrando a solução analítica do problema! Se você tivesse feito
o cálculo numérico rapidamente, eu não iria procurar a complicada solução
analítica (Esse foi o primeiro resultado analítico obtido no estudo da densi-
dade de energia do vácuo quântico numa cavidade oscilante e unidimensional.
Antes disso, só se conheciam soluções numéricas para o problema.).

- Pai e mãe, como poderei pagar essa altíssima dívida?
Meus pais nem precisaram re‡etir, imediatamente concluíram que ninguém

no mundo saberia como pagar tal dívida.

iii



Resumo

Nesta tese, estudamos a de‡exão quântica de partículas ultrafrias por
espelhos, o encolhimento de pacotes de ondas de matéria livres, o tunelamento
de estreitos pacotes de ondas gaussianos através de potenciais do tipo delta
de Dirac e o emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético numa
cavidade vibrante.
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Abstract

In this thesis, we study the quantum de‡ection of ultracold particles by
mirrors, the shrinking of free wave packets, the tunnelling of narrow Gaussian
packets through delta potentials and the entanglement between the modes
of electromagnetic …eld in a vibrating cavity.
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Capítulo 1

Introdução

Durante o mestrado em Física de Mauro Antonio Andreata, feito sob a orientação do profes-

sor Viktor Dodonov de 1998 a 2000, estudamos as propriedades estatísticas da luz gerada a

partir do vácuo eletromagnético acondicionado numa cavidade oscilante com paredes ideais.

Embora a cavidade esteja inicialmente vazia, fenômemos interessantes ocorrem: geração de

fótons a partir do vácuo (efeito Casimir dinâmico), compressão dos componentes de quadratu-

ra do campo eletromagnético, surgimento de pulsos de energia na cavidade, etc.

Em continuação aos nossos estudos sobre o efeito Casimir dinâmico, no doutorado ten-

cionávamos responder à pergunta: o que acontecerá se inicialmente a cavidade vibrante

contiver partículas? Para responder a esse questionamento, começamos, em virtude da com-

plexidade dos cálculos, considerando uma partícula neutra e em repouso, representada por

um pacote de ondas, e uma “cavidade” composta por uma só parede neutra e em repouso.

Mesmo nesse caso simplíssimo, descobrimos um curioso efeito (que denominamos de de‡exão

quântica): a partícula será repelida pela parede e essa repulsão não depende da distância

entre elas. Essa descoberta nos levou a estudar a de‡exão quântica em situações mais gerais.

Ou seja, durante dois anos e meio deixamos de estudar o efeito Casimir dinâmico e …zemos

uma proveitosa digressão no reino dos pacotes de ondas de matéria quânticos.

Nesse entretempo, nossa atenção foi atraída pelo encolhimento de pacotes de ondas livres,

pequenino efeito (encolhimento menor do que 0,5% do raio médio do pacote de ondas)

descoberto por J. A. Wheeler e colaboradores para o espaço bidimensional. Nossas análises

mostraram que o efeito existe em qualquer dimensão espacial.

Estudamos também o tunelamento de pacotes de ondas, gaussianos e estreitos, através

de potenciais do tipo delta de Dirac, estacionários e dependentes do tempo.

Finalmente, retornamos ao efeito Casimir dinâmico e analisamos várias medidas do

emaranhamento entre os modos do campo eletromagnético acondicionado numa cavidade

ideal com paredes oscilantes.
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Os estudos acima mencionados são apresentados em detalhes nesta tese, a qual foi divi-

dida em capítulos independentes e completos, arranjados da maneira a seguir exposta.

No capítulo 2, estudamos a re‡exão de pacotes de ondas, quânticos e estreitos (no espaço

de posição), por espelhos que não absorvem (total ou parcialmente transparentes). Se o valor

médio e inicial do componente do momento perpendicular à superfície do espelho for menor

do que a incerteza no momento, então o valor médio desse componente aumentará gradual-

mente com o passar do tempo às custas do encolhimento do pacote no espaço de momento.

Uma conseqüência disso é a de‡exão (por ângulos consideráveis) de partículas lentas que,

inicialmente, se moviam paralelamente à superfície do espelho. A de‡exão ocorre mesmo

quando a partícula se move a uma distância macroscópica do espelho. Damos expressões

analíticas que descrevem o comportamento assintótico das funções de onda e das matrizes-

densidade, nas representações de posição e de momento, para pacotes iniciais, estreitos e

arbitrários. Mostramos que assintoticamente os valores médios e as variâncias não depen-

dem das fases dos coe…cientes de re‡exão e de transmissão complexos, e que, além disso,

eles são “insensíveis” à forma concreta do potencial re‡etor no caso dos espelhos totalmente

re‡etores. Para espelhos parcialmente re‡etores, introduzimos valores médios e funções de

onda condicionais. As relações de dependência entre os valores assintóticos das diferentes

quantidades que caracterizam o pacote (por exemplo, o coe…ciente de transformação do mo-

mento e o produto de incertezas) e os parâmetros do potencial re‡etor (a altura e a largura

ou o comprimento característico da região de transição) são analisadas para alguns poten-

ciais de Epstein e seus casos-limites (a parede re‡etora e ideal e o potencial do tipo delta

de Dirac). A possibilidade de veri…car o efeito em experimentos com átomos ultrafrios é

discutida brevemente.

No capítulo 3, damos exemplos do encolhimento de pacotes de ondas, livres e unidimen-

sionais, com velocidades inicialmente nulas. Considerando diferentes medidas da extensão

espacial dos pacotes, mostramos que estados coerentes e pares encolhem mais do que suas

contrapartidas mistas e mais do que os estados coerentes, ímpares e puros. Estudamos

também o encolhimento de pacotes de ondas radiais e aneliformes, com distribuição de ve-

locidades inicialmente nula, em duas e mais dimensões. Considerando a evolução temporal

das densidades de probabilidade, descritas por soluções exatas e explícitas da equação de

Schrödinger livre em d dimensões, introduzimos e comparamos duas famílias diferentes de

medidas da extensão espacial. As medidas do primeiro tipo são baseadas nos valores médios

de potências arbitrárias do raio do pacote. Elas caracterizam a extensão total do pacote.

As medidas do segundo tipo quanti…cam o tamanho interno do pacote (uma largura efeti-
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va do anel). Encontramos que o encolhimento, que é muito pequeno em duas dimensões e

ausente em dimensões superiores, em relação à medida usando o raio médio, é muito mais

pronunciado quando usamos valores médios de potências negativas do raio, < r® >, com

® < 1 e especialmente ® < 0, como medida da extensão do pacote. Nesse caso, o espaço

bidimensional não é distinguido e o encolhimento dos pacotes existe também em dimensões

superiores a dois. Mostramos também que uma escolha adequada da medida de extensão

do pacote ajudará a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. Além disso, as

conclusões relacionadas à evolução da extensão interna do pacote, baseadas na densidade

de probabilidade volumétrica, jÃj2, podem ser, às vezes, opostas às conclusões baseadas na

densidade de probabilidade radial, rd¡1 jÃj2.
No capítulo 4, consideramos a transmissão e a re‡exão de pacotes de ondas, gaussianos

e estreitos, através de potenciais do tipo delta de Dirac nos casos em que a intensidade é

constante e quando há uma especí…ca dependência temporal. Várias de…nições do tempo de

transmissão são introduzidas e comparadas.

No capítulo 5, estudamos a dependência temporal de várias medidas do emaranhamento

(medidas entrópicas, medida emaranhamento-covariância, medida emaranhamento-pureza e

medida emaranhamento-distância) entre os modos do campo eletromagnético, ressonante-

mente acoplados, numa cavidade ideal com fronteiras oscilantes. Consideramos uma cavidade

unidimensional (Fabry–Perot) com espectro eqüidistante, !n = n!1, cuja distância entre os

espelhos perfeitos oscila com freqüências !1 e 2!1. Diferentes estados iniciais do campo

são considerados: vácuo, vácuo comprimido, estados de Fock e estados coerentes, pares e

ímpares.

No capítulo 6, apresentamos nossas conclusões e propostas para futuros trabalhos.
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Capítulo 2

Re‡exão de pacotes quânticos, lentos
e estreitos, por espelhos

Neste capítulo, estudamos a de‡exão quântica de partículas ultralentas por espelhos

arbitrários. Para exempli…car, consideramos vários tipos de potencial re‡etor. Além disso,

discutimos a possibilidade de veri…car a de‡exão quântica em laboratório.

2.1 Introdução

Embora diferentes aspectos da evolução de pacotes de ondas quânticos no espaço livre e

em campos externos sejam estudados há décadas [1]-[14], esse assunto ainda não se

exauriu. Recentemente, a re‡exão e a difração de ondas de matéria por diferentes tipos

de espelhos atômicos ou por feixes de laser atraíram a atenção devido aos grandes progressos

em experimentos com átomos ultrafrios [15]-[21]. Entretanto, em todos esses trabalhos ape-

nas ondas planas ou pacotes espacialmente largos foram considerados. O objetivo de nosso

trabalho é estudar as peculiaridades da re‡exão de pacotes quânticos, lentos e estreitos (no

espaço de posição), por espelhos parcialmente re‡etores (e que não são absorvedores). Mais

precisamente, supomos que a largura inicial do pacote, s, a distância inicial entre o pacote de

ondas e a fronteira, xc, e a velocidade inicial, v0, satisfazem as condições xc À s e v0 < ~=(ms)
(onde m é a massa da partícula). Até agora, a condição contrária hbp(0)i À

p
¾p(0) (onde

p é o componente do momento na direção perpendicular à superfície e ¾p é a variância da

distribuição de momentos) foi assumida desde o começo em todos os estudos: veja-se, por

exemplo, [12] e as referências lá indicadas. Todavia, foi mostrado recentemente em [22] que

para pacotes estreitos e lentos, correspondendo às partículas ultrafrias, alguns efeitos novos e
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interessantes, tais como a de‡exão quântica por espelhos re‡etores, poderão ser observados.

Suponhamos que uma partícula foi lançada na direção paralela à superfície de uma parede

impenetrável. Se fosse uma partícula clássica, ela nem ao menos “sentiria” a presença da

parede. No entanto, a situação é diferente no caso quântico devido às propriedades ondu-

latórias da partícula, que é representada por um pacote de ondas. Sabemos que o pacote

rapidamente se alarga, de modo que após um intervalo de tempo ele alcança a fronteira e,

eventualmente, todas suas ondas componentes são re‡etidas. Como conseqüência, a partícu-

la é desviada de sua direção inicial de movimento. O que mais impressiona é o fato de que

o ângulo de de‡exão pode ser arbitrariamente grande, dependendo da velocidade inicial e

da incerteza transversa e inicial na posição da partícula, e, além disso, ele não depende da

distância inicial entre a fronteira e a partícula [22], a qual pode ser macroscópica (10 cm,

por exemplo, com a largura inicial do pacote na direção transversa da ordem de 10¡5 cm).

Isso signi…ca que a partícula quântica “sente” a parede mesmo quando passa muito distante

dela, na região livre de qualquer força. A de‡exão quântica tem origem na não-localidade

quântica e na existência de propriedades ondulatórias dos objetos quânticos.

Em [22] a de‡exão quântica foi estudada no caso de uma parede ideal, equivalente à

condição de fronteira Ã(0; t) ´ 0, e sob várias restrições. Consideramos nulos os valores

iniciais do componente transverso do momento e do coe…ciente de correlação entre a posição e

o momento, e assumimos que o pacote inicial estava bastante localizado e descrevia um estado

puro. Algumas dessas restrições foram removidas num estudo mais detalhado [23], onde

mostramos explicitamente que o efeito só será relevante sob a condição hbp(0)i ¿
p
¾p(0).

Porém, desde que o potencial do tipo barreira in…nita é uma idealização, permaneceu a

questão se o efeito poderia existir no caso de espelhos realísticos. O objetivo principal do

presente trabalho é mostrar que a de‡exão quântica é su…cientemente robusta diante de

possíveis imperfeições do espelho e de misturas quânticas de estados.

Este capítulo está arranjado como segue. Na subseção 2.2, damos expressões analíticas

que descrevem o comportamento assintótico de pacotes inicialmente estreitos (puros e mis-

tos) re‡etidos por espelhos não-absorvedores e arbitrários, mostrando que as características

principais da de‡exão quântica são “insensíveis” à forma concreta do potencial re‡etor, no

caso de espelhos totalmente re‡etores. Para espelhos parcialmente re‡etores, introduzimos

valores médios e funções de onda condicionais. Na subseção 2.3, consideramos como exem-

plos concretos a parede impenetrável e os potenciais de Epstein, os quais têm expressões

analíticas e explícitas para os coe…cientes de re‡exão: o potencial-degrau suavizado de al-

tura …nita e o potencial cosh¡2. Além disso, um exemplo de pacote largo re‡etido pela
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parede ideal mostra a diferença qualitativa entre o comportamento de pacotes estreitos e de

largos. Os resultados de nosso estudo são analisados na subseção 2.4, onde a possibilidade

de veri…car o efeito em experimentos com átomos ultrafrios é discutida e alguns problemas

que ainda não foram resolvidos são apontados.

2.2 Re‡exão de pacotes por espelhos não-absorvedores
e arbitrários

Em geral, a evolução detalhada dos pacotes de ondas re‡etidos por espelhos não-ideais

só pode ser obtida pela solução aproximada ou numérica da equação de Schrödinger. Porém,

o comportamento assintótico de pacotes inicialmente estreitos pode ser calculado, pratica-

mente, para qualquer potencial …sicamente razoável.

Supomos que o potencial do espelho só depende da coordenada x na direção perpendicular

à superfície do espelho. Nesse caso, o valor médio do componente paralelo do momento, pz

(onde z é a coordenada ao longo da superfície na direção do movimento da partícula), não

mudará no tempo. Se as distribuições iniciais (em t = 0) nas direções x e z não forem

correlacionadas, permanecerão assim para t > 0.

Assumimos, por simplicidade, que o potencial descrevendo o espelho é diferente de zero

num domínio …nito ¡d < x < 0 (em verdade, ele deve decrescer su…cientemente rápido

fora desse domínio: veja-se abaixo). Um conjunto completo de soluções da equação de

Schrödinger, nas regiões de movimento livre x > 0 e x < ¡d, pode ser escolhido como

superposições das ondas planas, incidentes e re‡etidas, indo para a direita e para a esquerda:

Ãk =
e¡ik

2~t

p
2¼

£
½
e¡ikx+ Â(k)eikx; x > 0
³(k)e¡ikx; x < ¡d ; (2.1)

Ã¡k =
e¡ik

2~t

p
2¼

£
½
³(¡k)eikx; x > 0
eikx +Â(¡k)e¡ikx; x < ¡d ; (2.2)

onde k > 0 e ~t ´ ~t=(2m). Â(k) e ³(k) são as amplitudes dos coe…cientes de re‡exão e de

transmissão, respectivamente, satisfazendo à condição

j³(k)j2 + jÂ(k)j2 ´ 1: (2.3)

A suposição de que o movimento é livre para x > 0 e x < ¡d não é essencial, embora ela

permita simpli…car algumas fórmulas. Realmente, (2.1) e (2.2) são formas assintóticas da

solução em x ! §1 para qualquer potencial decaindo rapidamente (a comparação com os
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modelos exatamente solúveis mostra que é su…ciente supor que o potencial decai como x¡2

ou mais rápido).

As soluções (2.1) e (2.2) são normalizadas como segue [24],
Z
Ãk(x)Ã

¤
k 0(x) dx = ±(k ¡ k0); (2.4)

e a condição (2.3) é importante para tal normalização. Fisicamente, essa condição signi…ca

a ausência de absorção no espelho. Matematicamente, é equivalente à requisição de que a

evolução seja unitária. Essa requisição resulta em muitas identidades entre os coe…cientes

de re‡exão e de transmissão para valores positivos e negativos de k [25]-[27]. Em particular,

³(k) = ³(¡k); jÂ(k)j2 = jÂ(¡k)j2; (2.5)

³(k)Â¤(k) + ³¤(k)Â(¡k) = 0: (2.6)

A primeira igualdade em (2.5) segue do fato que o potencial é real, enquanto (2.6) equivale

à ortogonalidade dos estados Ãk e Ã¡k.

Usando a fórmula geral para o propagador da equação de Schrödinger, na forma de uma

integral sobre um conjunto completo de estados ortonormais

G(x; x0; t) =
Z 1

¡1
Ãk(x; t)Ã

¤
k(x

0; 0) dk; (2.7)

e as expressões (2.1) e (2.2), podemos escrever representações integrais e explícitas para o

propagador nas regiões x > 0 e x < ¡d em termos dos coe…cientes de re‡exão e de trans-

missão. Há quatro diferentes formas: G++, G+¡, G¡+ e G¡¡, dependendo dos sinais do

primeiro e segundo argumentos espaciais do propagador. Contudo, para os pacotes inicial-

mente localizados totalmente à direita (x > 0) do espelho, necessitamos somente de duas

formas: G++ e G¡+. Levando em conta as identidades (2.3) e (2.5), podemos veri…car que

a parte do propagador G++(x; x0; t) para valores positivos de x e x0 é dada pela fórmula

G++(x; x
0; t) =

Z 1

0

dk

2¼
e¡ik

2~t
h
eik(x¡x

0)+ e¡ik(x¡x
0)

+Â(k)eik(x+x
0) + Â¤(k)e¡ik(x+x

0)
i
: (2.8)

Usando a identidade (2.6), podemos encontrar também a parte do propagador G¡+(x; x0; t)

para x < ¡d e x0 > 0:

G¡+(x; x
0; t) =

Z 1

0

dk

2¼
e¡ik

2~t
h
³(k)e¡ik(x¡x

0) + ³¤(k)eik(x¡x
0)
i
: (2.9)

Não poderemos escrever de maneira explícita o propagador para ¡d < x e x0 < 0 sem co-

nhecermos a forma do potencial que descreve o espelho e encontrarmos as soluções da equação
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de Schrödinger para ¡d < x < 0. Logo, não poderemos calcular a evolução de pacotes inicial-

mente largos que estejam localizados próximos ao espelho. Outrossim, não poderemos seguir

a evolução do pacote de ondas quando ele alcançar o espelho. Todavia, considerando pacotes

inicialmente localizados longe do espelho, será su…ciente conhecer as partes do propagador

(2.8) e (2.9) para encontrarmos o comportamento assintótico dos pacotes, tendo em mente

que quando t!1 apenas uma parte desprezível do pacote permanecerá na vizinhança do

espelho (naturalmente, isso conduz a algumas limitações sobre as formas admissíveis para o

potencial que representa o espelho, tais como a ausência de estados ligados).

Aplicando os propagadores (2.8) e (2.9) a um pacote inicial, Ã0(x
0), localizado à direita

e distante do espelho, obtemos

Ã(x > 0; t) =

Z 1

0

dkp
2¼

©
eikx ['0(k) + Â(k)'0(¡k)]

+e¡ikx ['0(¡k) + Â¤(k)'0(k)]
ª
e¡ik

2~t; (2.10)

Ã(x < ¡d; t) =
Z 1

0

dkp
2¼

£
eikx³¤(k)'0(k) + e

¡ikx³(k)'0(¡k)
¤
e¡ik

2~t; (2.11)

onde

'0(k) =

Z
dxp
2¼
Ã0(x)e

¡ikx (2.12)

é a função de onda inicial na representação do número de onda (a integração poderá ser

estendida ao eixo inteiro, se Ã0(x) estiver localizada longe do espelho).

Quando t ! 1, a parte do integrando em (2.10) que contém o termo exp(¡ikx ¡ ik2~t)
oscila muito e, devido a essas oscilações, a contribuição dessa parte desaparece. O mesmo

acontece com a parte do integrando em (2.11) que contém o termo exp(ikx ¡ ik2~t). Em

conseqüência, assintoticamente a função de onda tende à expressão

Ãas(x; t) =

Z 1

0

dkp
2¼
e¡ik

2~t £
½
['0(k) +Â(k)'0(¡k)] eikx; x > 0
³(k)'0(¡k)e¡ikx; x < ¡d (2.13)

que não se anula porque os integrandos têm o ponto estacionário k¤ = jxj=(2~t). A função de

onda assintótica consiste de dois pacotes: um (a primeira linha na expressão acima) se move

para a direita, estando localizado principalmente à direita e longe do ponto x = 0, e o outro

(a segunda linha) se move para a esquerda, estando localizado à esquerda e longe do ponto

x = 0. As “caudas” desses pacotes na região próxima a x = 0 se tornam desprezíveis no

limite t ! 1. Portanto, ao calcular a transformada de Fourier da função (2.13), podemos

estender os limites de integração em dx de ¡1 até 1 para cada pacote. Então, as integrais

em dx são reduzidas a deltas de Dirac e obtemos a seguinte função de onda assintótica na
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representação de momento (relembremos que ³(k) = ³(¡k) ):

'as(k) = e
¡ik2~t £

½
['0(k) + Â(k)'0(¡k)] ; k > 0
³(k)'0(k); k < 0:

(2.14)

Se o pacote inicial estiver localizado perto do ponto central xc, então poderemos escrever

Ã0(x) = ~Ã0(x¡xc); '0(k) = ~'0(k) exp(¡ikxc); (2.15)

onde a função ~'0(k) não depende de xc. Portanto

'as(k) = e
¡ik2~t £

½ £
~'0(k)e

¡ikxc +Â(k)~'0(¡k)eikxc
¤
; k > 0

³(k)~'0(k)e
¡ikxc ; k < 0:

(2.16)

A distribuição de momentos assintótica, Pas(k) = j'as(k)j2, para k > 0 é dada por

Pas(k) = j~'0(k)j2 + jÂ(k)~'0(¡k)j2 +2Re
£
~'¤0(k)~'0(¡k)Â(k)e2ikxc

¤
: (2.17)

O último termo em (2.17) depende da posição inicial e oscila muito quando xc ! 1. Mas

esse termo que oscila muito não afetará as características observáveis do pacote, tais como

o momento médio e assintótico ou a dispersão do momento, se no início o pacote estiver

su…cientemente longe do espelho (porque o argumento da função exponencial, kxc, é da

ordem de xc=s À 1 na região do espaço k que produz a principal contribuição às integrais

contendo Pas(k), onde s é a largura inicial do pacote no espaço de posição). Portanto, no

regime assintótico podemos usar uma distribuição média, simpli…cada e não-oscilante:

Pas(k) =

½ j~'0(k)j2+ jÂ(k)~'0(¡k)j2; k > 0
j³(k)~'0(k)j2; k < 0

: (2.18)

Notemos que a distribuição de momentos assintótica depende apenas dos valores absolutos

dos coe…cientes de re‡exão e de transmissão e não de suas fases.

Para espelhos totalmente re‡etores (³(k) ´ 0, isto é, para potenciais que tendem a 1
quando x! ¡1), a distribuição de momentos (média) assintótica é dada por

Pas(k) =

½
0; k < 0
j~'0(k)j2 + j~'0(¡k)j2; k > 0

; (2.19)

e ela não depende nem da posição inicial do pacote e nem das características do espelho

totalmente re‡etor (ou seja, da forma concreta do potencial re‡etor, V (x), ou da fase do

coe…ciente de re‡exão Â(k) ). Para qualquer espelho totalmente re‡etor, o valor assintótico

do número de onda é igual ao do espelho ideal estudado detalhadamente em [22, 23]:

hk1iW =
Z 1

0

k
£
j~'0(k)j2+ j~'0(¡k)j2

¤
dk; (2.20)
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onde o índice W signi…ca o caso da parede impenetrável e ideal. O valor inicial é

hk(0)i =
Z 1

¡1
kj~'0(k)j2 dk =

Z 1

0

k
£
j~'0(k)j2 ¡ j~'0(¡k)j2

¤
dk; (2.21)

enquanto

hk21i = hk2(0)i =
Z 1

0

k2
£
j~'0(k)j2 + j~'0(¡k)j2

¤
dk: (2.22)

A forma concreta do potencial totalmente re‡etor é importante apenas para o conhecimento

minucioso da evolução no regime intermediário (ou seja, o tempo de aproximação do estado

assintótico) e dos detalhes das oscilações nas distribuições exatas (sem tomar a média), tais

como (2.17).

2.2.1 Coe…ciente de transformação do momento

Se a distribuição de momentos inicial estiver localizada perto de algum valor negativo

¡jk0j » hk(0)i, então a distribuição assintótica terá praticamente a mesma forma, mas estará

localizada próximo a jk0j, de modo que hk1iW ¼ ¡hk(0)i. Contudo, se jk0j for menor do que

a largura da distribuição de momentos inicial, então a forma …nal da distribuição diferirá

signi…cativamente da inicial, e hk1iW poderá ser totalmente diferente de jhk(0)ij, especial-

mente se a última quantidade tiver valor próximo de zero. As mudanças do valor absoluto

do momento médio e da largura da distribuição de momento podem ser caracterizadas pelo

coe…ciente de transformação do momento médio, ´, e pelo coe…ciente de transformação da

variância do momento, ¿ , respectivamente

´ ´ hbp(1)i2 ¡ hbp(0)i2
hbp2(0)i ; ¿ ´ ¾p(0) ¡ ¾p(1)

¾p(0)
=

hbp(1)i2 ¡ hbp(0)i2
¾p(0)

: (2.23)

Consideremos, por exemplo, o pacote inicial, estreito e gaussiano

jÃ(x; 0)j2 = ¡
¼s2

¢¡1=2
exp

£¡(x¡ xc)2=s2
¤
; xc À s; (2.24)

j~'0(k)j2 = ¼¡1=2 exp
�
¡

³
~k ¡ k0

´2¸
; ~k = ps=(m~): (2.25)

Nesse caso

h~k(1)i = ¼¡1=2 exp
¡
¡2k20

¢
+ k0 erf (k0) ; (2.26)

onde a função-erro é de…nida como [28]

erf(z) = 2¼¡1=2
Z z

0

exp
¡
¡y2

¢
dy: (2.27)
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Ambos os coe…cientes, ´ e ¿, tenderão rapidamente a zero se jp0j >> 1 (notemos que

(2.26) é uma função par de p0):

´ ¼ ¡2 exp(¡p
2
0)

jp0j
p
¼

; ¿ ¼ ¡4jp0j exp(¡p
2
0)p

¼
; jp0j >> 1:

A mudança do valor absoluto do momento para os estados gaussianos será máxima para

k0 = 0, quando ¿ = ´ = ´¤ = 2=¼ ¼ 0; 64. Porém, escolhendo de maneira adequada os

estados iniciais, podemos obter valores de ´ e ¿ arbitrariamente próximos de 1 (para uma

fronteira totalmente re‡etora).

Suponhamos que a partícula deixou uma armadilha atômica, passando entre duas placas

in…nitas separadas por uma distância s. Então, a função de onda inicial, ~Ã0(y), tem a forma

(para os modos ímpares, n = 1; 3; 5; : : :)

~Ã0(y) =

½ p
(2=s)eik0y cos (n¼y=s) ; jyj < s=2;

0; jyj > s=2 ; (2.28)

e a distribuição de momento inicial é a seguinte função do número de onda, k:

P0(k) =
4¼sn2 cos2[s(k ¡ k0)=2]
[(n¼)2 ¡ s2(k ¡ k0)2]2

; hbk(0)i = k0; ¾k(0) = (n¼=s)
2 : (2.29)

Para k0 = 0 e n À 1, a função (2.29) terá máximos altos e agudos em kn = §n¼=s (a razão

P(kn)=P(0) será igual a ¼2n2=16, enquanto a largura do pico será da ordem de ¼=s: veja-se

a …gura 2.1). O valor assintótico do número de onda é igual a

hk(1)i =
1

¼2ns

©
(n¼)2 [Si(n¼ ¡ k0s) + Si(n¼ + k0s)]

+n¼k0s [Si(n¼ + k0s) ¡ Si(n¼ ¡ k0s)]

+k0s [Cin(n¼+ k0s) ¡Cin(n¼ ¡ k0s)]
¡2n¼ [1 + cos(k0s)]g ; (2.30)

sendo que a integral-cosseno modi…cada e a integral-seno são dadas por

Cin(z) =

Z z

0

1¡ cos(t)
t

dt; Si(z) =

Z z

0

sen(t)

t
dt :

O coe…ciente de transformação do momento, ´ (2.23), será máximo para k0 = 0, quando

hk(1)i = 2

¼2ns

£
(n¼)2 Si(n¼)¡ 2n¼

¤
:

Para n À 1 e ímpar, Si(n¼) = ¼=2+ 1=(n¼) + ¢ ¢ ¢ ; e o coe…ciente ´ poderá se aproximar da

unidade o quanto desejarmos:

hk(1)i = n¼
s

�
1¡ 2

n¼2
+ ¢ ¢ ¢

¸
; ´m¶ax = 1¡ 4

n¼2
+ ¢ ¢ ¢ :
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Figura 2.1: A distribuição de momentos inicial para os pacotes do tipo guia de ondas com
n = 1 (curva tracejada) e n = 9 (curva sólida); k0 = 0, s= 1.

Em contraste, se jk0js=(n¼) >> 1, então a equação (2.30) produzirá hk(1)i = jk0j+Ok¡20 ,

de modo que ¿ » jkn=k0j e ´ » jkn=k0j3. No caso dos modos pares do guia de ondas,

temos relações similares: devemos trocar cos por sen nas equações (2.28) e (2.29), e mudar

o sinal antes do cos na última linha da equação (2.30), tomando n = 2; 4; : : :. A relação de

dependência entre o coe…ciente de transformação do momento, (2.23), e o momento inicial,

~p0 ´ hp̂(0)i=
p
¾p(0), para diferentes estados iniciais é mostrada na …gura 2.2. Vemos clara-

mente que mudanças signi…cativas da distribuição de momentos, resultando numa grande

de‡exão, poderão ser observadas somente se ~p0 ¿ 1.

2.2.2 Espelhos parcialmente re‡etores: médias padronizadas e condi-
cionais

Para um espelho parcialmente re‡etor, há uma probabilidade assintótica (não-nula) de

encontrarmos a partícula à esquerda da barreira dada por:
R¡d
¡1 jÃas(x)j2 dx. Usando a

equação (2.13) para Ãas(x) na região x < ¡d, podemos estender formalmente a integração

em dx até +1, porque a região adicionada não contribui para a integral no limite t ! 1.

Então, chegamos às expressões para as probabilidades assintóticas e totais de encontrar

a partícula à esquerda, (L), e à direita, (R), da barreira (espelho), as quais têm clara

interpretação física:

L =
Z 1

0

j³(k)j2j~'0(¡k)j2 dk = 1 ¡R; (2.31)
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Figura 2.2: O coe…ciente de mudança do momento contra o momento inicial, ~p0 =
hbp(0)i=[¾p(0)]1=2, para diferentes estados inicialmente localizados: pacotes gaussianos (curva
pontilhada assumindo valores negativos para ~p0 > 1), pacotes do tipo guia de ondas com
n = 1 (curva sólida) e com n = 5 (curva tracejada).

R =

Z 1

0

£
j~'0(k)j2 + jÂ(k)j2j~'0(¡k)j2

¤
dk: (2.32)

Para espelhos parcialmente re‡etores, temos

hk1i =
Z 1

0

k dk
£
j~'0(k)j2 +

¡
jÂ(k)j2 ¡ j³(k)j2

¢
j~'0(¡k)j2

¤
; (2.33)

enquanto hk21i ainda é igual a hk2(0)i. A fórmula (2.33) é uma conseqüência da de…nição-

padrão do valor médio: hk1i = R1
¡1 kP as(k) dk. Entretanto, essa de…nição, onde a integração

é realizada em todos os pontos do espaço de momento (ou, equivalentemente, do espaço de

posição) de ¡1 a+1, é baseada na suposição implícita de que podemos medir os observáveis

do estado assintótico em qualquer região dos espaços de posição e de momento, em particular,

na região x < ¡d (atrás do espelho). Podemos imaginar outra situação, na qual apenas o

semi-espaço x > 0 é acessível aos experimentos (verdadeiramente, isso parece mais adequado

no caso dos experimentos com átomos ultrafrios, quando uma partícula atingindo o espelho

e passando ou sendo absorvida por ele estará perdida para as medidas posteriores). Em

tal caso, o estado assintótico será descrito pela parte da função de onda total dada na

primeira linha do lado direito da equação (2.13), na representação de posição, e pela primeira

linha da equação (2.14) na representação do momento. Essas funções reduzidas devem ser

renormalizadas através da divisão pelo fator
p

R (2.32). Se R for signi…cativamente diferente

de 1, então os valores médios e condicionais dos observáveis, calculados com a ajuda das
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probabilidades reduzidas (vamos identi…cá-los pelo índice R), serão totalmente diferentes

dos padronizados (Idéias similares foram discutidas em [29] em conexão com o problema do

tunelamento. Todavia, as probabilidades condicionais introduzidas em [29] são complexas

no caso genérico.):

hkn1iR =
1

R

Z 1

0

kn dk
£
j~'0(k)j2+ jÂ(k)j2j~'0(¡k)j2

¤
: (2.34)

A diferença entre as médias padronizadas e as condicionais se tornará signi…cante para es-

pelhos fracamente re‡etores, quando jÂ(k)j ¿ 1 para aqueles valores de k que produzem a

contribuição principal para as integrais. Por exemplo, para a distribuição inicial e simétrica,

~'0(k) = ~'0(¡k), o coe…ciente de transformação usual do momento, ´ (2.23), será pequeno.

Sob as mesmas condições, R vale aproximadamente 1=2, logo hk1iR ¼ hk1iW. Portan-

to, o coe…ciente de transformação condicional é, aproximadamente, o mesmo do caso da

fronteira ideal. Se inicialmente ~'0(k) ¿ ~'0(¡k) para k > 0 (isto é, a partícula se apro-

xima do espelho), então R ¿ 1 para jÂ(k)j ¿ 1. Nesse caso hk1i ¼ hk(0)i < 0, enquanto

hk1iR será positivo.

Consideremos, por simplicidade, uma distribuição inicial, simétrica e real: ~'0(k) =

~'0(¡k), o que garante um valor nulo do momento inicial. Calculando os valores médios

na representação de momento para a função de onda (2.16), obtemos os seguintes termos

principais para t ! 1 (os termos omitidos ou diminuem ao menos como t¡1 ou são muito

menores do que os termos independentes do tempo preservados nas expressões abaixo):

hxi = ~hk1it=m +2xcL; hx2i = ~2hk2it2=m2 + x2c ; (2.35)

hx̂p̂+ p̂x̂i = 2~2hk2it=m; (2.36)

(Relembremos que na representação de momento o operador posição é dado por x̂ = i@=@k.

Se calcularmos apenas as derivadas das funções exponenciais em (2.16), então termos ima-

ginários poderão aparecer nos momentos de segunda ordem. Porém, esses termos serão

cancelados se levarmos em conta os termos @ ~'0(k)=@k. Desde que os coe…cientes de re‡exão

e de transmissão não dependem de xc, suas derivadas com respeito a k produzem correções

pequenas em comparação com termos proporcionais ao tempo ou a xc.) onde

hk1i = 2
Z 1

0

k jÂ(k)j2j~'0(k)j2 dk; hk2i = 2
Z 1

0

k2 j~'0(k)j2 dk: (2.37)

Calculando as médias condicionais, obtemos:

hxiR = ~hk1iRt=m+ xc
L
R ; hx2iR = ~2hk2iRt2=m2 + x2c + 2~xct£=m; (2.38)
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hx̂p̂+ p̂x̂iR = 2~2hk2iRt=m+ ~xc£; (2.39)

onde

hkn1iR =
1

R

Z 1

0

kn
¡
1 + jÂ(k)j2

¢
j~'0(k)j2 dk; n = 1; 2; (2.40)

£ =
1

R

Z 1

0

k j³(k)j2j~'0(k)j2 dk =
hk1iW

R ¡ hk1iR: (2.41)

2.2.3 Matrizes-densidade assintóticas para misturas quânticas

Até aqui, consideramos estados puros descritos em termos da função de onda. Todavia, os

estados criados em experimentos quase nunca são perfeitamente puros, são misturas quânti-

cas descritas em termos da matriz-densidade: ½(x; x0) = ½¤(x0; x). Sua evolução é governada

pela integral dupla

½(x; x0; t) =
Z Z

G(x; y; t)G¤(x0; y0; t)½(y; y0; 0) dydy0: (2.42)

Os cálculos nesse caso são mais trabalhosos do que para estados puros, mas o resultado

…nal é totalmente esperado: é su…ciente, formalmente, trocar o produto Ãas(x)Ã
¤
as(x

0) por

½as(x; x
0). Para x; x0 > 0, obtemos

½++as (x; x
0; t) =

Z 1

0

dkdk0

2¼
exp

£
i(kx ¡ k0x0)¡ i~t(k2 ¡ k02)

¤

£ [Â(k)½0(¡k; k0) + Â¤(k0)½0(k;¡k0) + ½0(k; k0) + Â(k)Â¤(k0)½0(¡k;¡k0)] :

A transformada de Fourier de ½(x; x0) resulta na matriz-densidade na representação de mo-

mento

½(k; k0; t) =
Z

dxdx0

2¼
½(x; x0; t)exp [¡i(kx¡ k0x0)]: (2.43)

As matrizes-densidade inicialmente localizadas perto do ponto central xc podem ser escritas

como

½0(x; x
0) = ~½0(x¡ xc; x0 ¡ xc); ½0(k; k

0) = ~½0(k; k
0)exp [¡ixc(k ¡ k0)] ;

onde a função ~½0(k; k
0) não depende de xc. Fazendo as mesmas aproximações das subseções

precedentes e suprimindo os termos que oscilam muito, proporcionais a exp [§ixc(k + k0)] e

com kk0 > 0, encontramos as matrizes-densidade assintóticas (médias)

½++as (k; k
0; t) = exp

£
¡i~t(k2 ¡ k02)

¤
f~½0(k; k0)exp [¡ixc(k ¡ k0)]

+ Â(k)Â¤(k0)~½0(¡k;¡k0)exp [¡ixc(k0 ¡ k)]g ; (2.44)

½¡¡as (k; k
0; t) = ³(k)³¤(k0)~½0(k; k

0) exp
£¡i~t(k2 ¡ k02) ¡ ixc(k ¡ k0)¤ ; (2.45)
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onde os índices superiores dão os sinais dos argumentos primeiro e segundo. Vemos que os

elementos diagonais não dependem das fases dos coe…cientes Â(k) e ³(k) (não apresentamos

as expressões para ½+¡as (k; k0; t) e ½¡+as (k; k0; t) porque elas não contribuem para os elementos

diagonais).

2.3 Exemplos: re‡exão de pacotes gaussianos

2.3.1 Parede in…nita e impenetrável

Consideremos a evolução da posição e do momento médios

hbxi ´
Z
Ã¤bxÃ dx ; hbpi ´ ¡i~

Z
Ã¤(@Ã=@x)dx ;

na direção x, que é perpendicular à parede, relembrando que os movimentos nas direções x e

z (ao longo da superfície) são independentes (portanto o componente paralelo, pz, não muda).

Calculando as derivadas dessas quantidades, levando em conta a equação de Schrödinger

@Ã=@t = (i~=2m)@2Ã=@x2 ; (2.46)

lembrando que devemos fazer as integrações na região em que x > 0, e que a função de onda

satisfaz a condição de contorno

Ã(0; t) ´ 0; (2.47)

chegamos às seguintes equações de Ehrenfest na presença da parede ideal:

dhxi
dt

=
hpi
m
;
dhpi
dt

=
~2
2m

¯̄
¯̄@Ã
@x

¯̄
¯̄
2

x=0

´ Fr(t); (2.48)

onde Fr(t) pode ser interpretada como uma “força” quântica, repulsiva e efetiva. Essa “força”

é sempre positiva, por isso faz o centro de massa do pacote quântico se afastar da parede.

Analogamente, podemos obter as equações de movimento para as variâncias ¾x ´ hbx2i¡hbxi2,
¾p ´ hbp2i ¡ hbpi2, e ¾px ´ 1

2 hbxbp+ bpbxi ¡ hbxihbpi:

¢
¾x = 2¾xp=m;

¢
¾xp = ¾p=m¡ Fr(t)hxi;

¢
¾p = ¡2Fr(t)hpi:

Se hp(0)i = 0 (a velocidade inicial será paralela à superfície da parede no caso tridimensional),

então as quantidades Fr(t), hxi e hpi serão sempre não-negativas e todas as três (co)variâncias
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serão menores do que seriam no caso da evolução no espaço livre (para as mesmas condições

iniciais). Isso quer dizer que a passagem do pacote próximo à parede o torna mais estreito do

que seria no espaço livre, em ambas as representações: de posição e de momento. Além disso,

o valor …nal do componente do momento na direção perpendicular à superfície, hp(1)i, será

diferente do seu valor inicial, que é nulo. O aumento da energia cinética do centro de massa

da partícula, Ec = hpi2=(2m), será obtido às custas da energia das ‡utuações quânticas do

pacote, Eflut = ¾p=(2m), desde que a energia total é conservada. O ângulo de de‡exão é

igual a µdefl = tan¡1(hp(1)i=hpzi). O momento assintótico, hp(1)i, tem a mesma ordem de

magnitude que a dispersão inicial do momento na direção transversa, ±p =
p
¾p(0).

Consideremos a seguinte família de soluções exatas da equação de Schrödinger, (2.46), na

semilinha com a condição de fronteira (2.47), descrevendo a evolução de pacotes localizados:

Ã®(x; t) = 2N
�

m

¼~"2(t)

¸1=4
exp

µ
im_"

2~" x
2

+
"¤®2

2"
¡ 1

2
j®j2

¶
sen

³p
2m=~ ®x

"

´
; (2.49)

onde N = [1¡ exp (¡2j®j2)]¡1=2 é o fator de normalização e ® é um parâmetro complexo e

arbitrário. A dependência temporal está “escondida” na função complexa "(t), que é uma

solução arbitrária da equação
::
" = 0, satisfazendo o vínculo

:
""¤ ¡ :

"
¤
" = 2i:

"(t) = A+ iBt; Re(BA¤) = 1: (2.50)

A solução (2.49) é um caso especial (g = 0) de uma família mais geral de soluções, que

foram encontradas pela primeira vez em [30], para a equação de Schrödinger com o potencial

do oscilador singular V (x; t) = m!2(t)x2=2 + gx¡2 . No caso geral, "(t) satisfaz à equação
::
" + !2(t)" = 0:

É conveniente escrever o coe…ciente complexo ® da seguinte maneira

® = ° ¡ i¯; ¯ > 0; (2.51)

onde ° é um parâmetro real, e a função "(t) como

"(t) = b¡1 + b(i + r)t; ¡1 < r <1: (2.52)

O coe…ciente positivo b é responsável pela largura inicial do pacote de ondas, enquanto

o coe…ciente ¯ determina a posição inicial do centro do pacote de ondas. Estamos interes-

sados no caso em que o centro do pacote está bem distante da fronteira inicialmente. Isso

signi…ca que ¯ À 1, de maneira que podemos desprezar pequenas correções da ordem de
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exp
£
¡2(°2 + ¯2)

¤
em todas as expressões. Em particular, o fator N (j®j) pode ser trocado

por 1. Em tal caso, a distribuição de posição inicial, P(x; t) = jÃ(x; t)j2, é quase gaussiana

P(x; 0) ¼
¡
¼s2

¢¡1=2
exp

£
¡(x¡ xc)2=s2

¤
; (2.53)

onde a distância inicial entre a fronteira e o centro do pacote, xc, e a largura do pacote, s,

são dadas pelas expressões

xc = ¯
p
2~=(mb2); s =

p
~=(mb2): (2.54)

Logo, xc=s = ¯
p
2, e o valor inicial da posição é muito maior do que a largura inicial do

pacote. É conveniente introduzir as variáveis adimensionais:

~x =
x

xc
; ~p =

ps

~ ; ¿ =
b2

¯
t =

~
p
2

msxc
t: (2.55)

Os valores médios do momento e da posição para o estado (2.49) são iguais a

h~p(¿ )i = p0 erf

Ã
¯¹(¿ )p
R¯(¿)

!

+
p
2¯r er¯

Ã p
2º(¿ )p
R¯(¿)

!
e¡2(¯

2+°2); (2.56)

h~x(¿)i = [º(¿ )=¯] er¯

Ã p
2º(¿ )p
R¯(¿)

!
e¡2(¯

2+°2)

+[¹(¿ )=
p
2] erf

Ã
¯¹(¿)p
R¯(¿)

!
; (2.57)

onde a função-erro imaginária, er…(z), é de…nida assim [28]

er¯(z) = 2¼¡1=2
Z z

0

exp
¡
y2

¢
dy:

As outras notações são

p0 =
p
2(° + r¯); ¯r = ¯ ¡ r°; (2.58)

¹(¿ ) =
p
2 + p0¿ ; º(¿ ) = ¯r¯¿ ¡ °; (2.59)

R¯(¿) = 1 + 2r¯¿ + (1 + r
2)(¯¿ )2: (2.60)

Para ¿ = 0, temos h~p(0)i = p0 e h~x(0)i = 1, com pequenas correções da ordem de exp
¡
¡2¯2

¢
.

A quantidade h~p2i não depende do tempo:

h~p2i = 1
2

¡
1 + r2

¢
+ p20: (2.61)
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Dois outros valores médios de segunda ordem dependem do tempo

h~p~x+ ~x~pi = 2p0 +
r

¯
p
2
+

p
2 ¿ h~p2i; (2.62)

h~x2i = 1+ 1

4¯2
+ ¿

µp
2p0 +

r

2¯

¶
+
¿2

2
h~p2i: (2.63)

Usando a fórmula assintótica [28]

er¯(xÀ 1) ¼ (p¼ x)¡1ex2; (2.64)

podemos obter de (2.56) o valor assintótico do momento

h~p(1)i =
£¡
1 + r2

¢
=¼

¤1=2
exp

µ
¡ 2p20
1 + r2

¶

+p0 erf

µ
p0p
1 + r2

¶
: (2.65)

A mudança do valor absoluto do momento, h~p(1)i ¡ jh~p(0)ij, será máxima para p0 = 0,

quando o coe…ciente de transformação do momento médio,

´ ´ [hbp(1)i2 ¡ hbp(0)i2]=hbp2i; (2.66)

será igual a ´ = 2=¼ ¼ 0; 64. A relação de dependência entre o coe…ciente de transformação e

o momento inicial é mostrada na …gura 2.3 (para r = 0). Vemos que uma parte signi…cativa

da energia das ‡utuações quânticas será transformada em energia do centro de massa somente

se jp0j < 0; 25 (notemos que ´(p0) = ´(¡p0)). Além disso, para jp0j > 0; 7 ¼
p
¾p(0) o

coe…ciente ´ será negativo, isto é, o momento …nal será um pouco menor do que o inicial.

Evidentemente, esses efeitos são devidos à interferência entre as diferentes ondas planas que

compõem o pacote quântico. Os grá…cos com r 6= 0 mostram o mesmo comportamento em

relação ao momento p0=
p
1 + r2.

A “força” quântica, repulsiva e adimensional, ~F = ¯b¡3(m~)¡1=2Fr, é dada por

~F =
4¯(°2 + ¯2)

p
¼ [R¯(¿ )]

3=2
exp

�
¡ ¯

2¹2(¿ )

R¯(¿ )

¸
: (2.67)

Grá…cos de ~F (¿); h~x(¿)i e h~p(¿)i, assim como das ‡utuações médias da posição e do momento,

são dados na …gura 2.4. Eles mostram que a partícula começa a “sentir” a presença da parede

quando ¿ > 0; 5. Esse valor concorda, em ordem de magnitude, com o tempo necessário para

um pacote de ondas quântico se alargar de sua dimensão inicial, s, até o valor xc. Notemos

que a partícula clássica, para a qual formalmente ~ = 0, nunca “saberia” sobre a parede.
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Figura 2.3: O coe…ciente de mudança do momento, ´, contra o momento inicial, p0, para
r = 0.
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Figura 2.4: Evolução dos valores médios da posição e do momento, suas ‡utuações e a
“força” quântica e repulsiva com ¯ = 104 e r = ° = 0.
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A densidade de probabilidade no espaço de posição pode ser expressa deste modo

eP (~x; ¿) =
s
32¯2

¼R¯
exp

µ
¡ ¯2

R¯

£
¹2 + 2~x2

¤¶

£
(
senh 2

"p
2 ¯2¹

R¯
~x

#
+ sen 2

�
2¯º

R¯
~x

¸)
: (2.68)

Se ¯¿ À 1, então

eP (~x; ¿) =
s

32

¼¿ 2 (1 + r2)
exp

µ
¡ ¹2+ 2~x2

¿2 (1 + r2)

¶

£
(
senh 2

" p
2 ~x¹

¿ 2 (1 + r2)

#
+ sen 2

�
2¯r~x

¿ (1 + r2)

¸)
:

Para ¿ À 1, a parte principal da densidade de probabilidade estará concentrada na região

ex » ¿ . Portanto, o comportamento de eP(~x; ¿ ) dependerá do valor do produto p0¿ que

aparece em ¹(¿ ). Se o valor absoluto desse produto for pequeno, o argumento do senh 2

será proporcional a ¿¡1, e poderemos desprezar a contribuição dessa função. Nesse caso,

teremos uma distribuição que oscila rapidamente por causa, principalmente, da função sen 2,

cujo argumento é proporcional a ¯ À 1. Diferentemente, se jp0¿ j À
p
2, então o argumento

da função senh 2 praticamente não dependerá de ¿ para ~x » ¿, sendo proporcional a p0.

Conseqüentemente, se jp0j À 1, a função senh 2 será muito maior do que sen 2 e teremos

uma curva gaussiana e suave sem oscilações signi…cativas. Tal sensibilidade da distribuição

de probabilidade para tempos longos em relação ao valor inicial do momento é mostrada

na …gura 2.5, onde grá…cos da distribuição de posição são apresentados para ¯ = 10 e

¿ = 3. Mesmo quando o módulo do valor inicial do momento não for muito grande (° =

¡2), teremos uma distribuição gaussiana, alargada e deslocada. Ao mesmo tempo, há uma

drástica mudança no comportamento da densidade de probabilidade para p0 = 0 e ¯¿ À 1:

não é mais uma curva gaussiana e suave, mas oscila fortemente com período espacial da

ordem da largura do pacote inicial. Para grandes valores de ¯, a freqüência espacial das

oscilações é tão alta que os grá…cos com jp0j ¿ 1 são “manchas” con…nadas entre os valores

máximo, (1), e mínimo, (0), da função sen 2.

A distribuição de momentos

P (p; t) = 1

2¼~

¯̄
¯̄
Z 1

0

ª(x; t) exp(¡ipx=~)dx
¯̄
¯̄
2
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Figura 2.5: Densidade de posição com ¯ = 10, r = 0 e ¿ = 3 para diferentes valores de °:
curva sólida: ° = 0; curva tracejada: ° = ¡2. Na inserção, mostramos a densidade inicial,
a qual praticamente não depende de °.

tem a seguinte forma:

eP(~p; ¿ ) =
£
16¼

¡
1 + r2

¢¤¡1=2
exp

�
¡ ~p2 + p20
1 + r2

¸

£
¯̄
¯̄
¯ exp

�
¡ 2¤¯v

R¯
~p

¸
erfc

µ
i
p
¤¯

�
~p+

v

R¯

¸¶

¡ exp
�
2¤¯v

R¯
~p

¸
erfc

µ
i
p
¤¯

�
~p¡ v

R¯

¸¶ ¯̄
¯̄
¯

2

; (2.69)

onde

2¤¯(¿) = (1¡ ir)¡1+ i¯¿ ; (2.70)

v(¿ ) =
p
2(° ¡ i¯) [i¯¿(1 + ir) ¡ 1] ; (2.71)

e a função-erro complementar, erfc(z), é de…nida como [28, 31]

erfc(z) =
2p
¼

Z 1

z

exp
¡
¡y2

¢
dy ´ 1 ¡ erf(z):

Para ¿ = 0, a parte real da primeira função-erro complementar na equação (2.69) é

negativa, com um valor absoluto muito grande, portanto essa função vale quase 2 (desde que

¯ À 1). Ao contrário, a segunda função-erro complementar se aproxima de erfc(+1) = 0.
Conseqüentemente, a distribuição inicial de momentos é quase gaussiana

eP(~p; 0) = £
¼

¡
1 + r2

¢¤¡1=2
exp

"
¡ (~p ¡ p0)2

1 + r2

#
:
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Figura 2.6: Densidade de momento com ¯ = 10 e r = 0 para diferentes valores de °. Curva
sólida e suave: ° = 0, ¿ = 0; curva sólida e oscilante: ° = 0, ¿ = 6; curva pontilhada à
esquerda: ° = ¡2, ¿ = 0; curva tracejada à direita: ° = ¡2, ¿ = 6.

Se ¿ ! 1, os segundos termos nos argumentos das funções-erro complementares poderão

ser desprezados, e as partes reais desses argumentos tenderão a ¡1 para p > 0 e a +1 para

p < 0. No primeiro caso as funções-erro complementares tendem a 2, enquanto no segundo

caso vão a zero. Logo, a distribuição de momentos assintótica será diferente de zero apenas

para p > 0, sendo dada pela seguinte expressão (que não depende do tempo):

eP1(~p) = 2
£
¼

¡
1 + r2

¢¤¡1=2
exp

�
¡ ~p2 + p20
1 + r2

¸

£
"
cosh

µ
2p0
1 + r2

~p

¶
¡ cos

Ã
2
p
2 ¯r

1 + r2
~p

!#
: (2.72)

Grá…cos da distribuição de momentos para ¯ = 10 são dados na …gura 2.6. Para valores

maiores de ¯, o período das oscilações da densidade de momento se torna tão pequeno que

os grá…cos parecem “manchas”. Todavia, essas oscilações serão signi…cantes apenas para

jp0j < 1, isto é, enquanto o valor inicial do momento não exceder a dispersão do momento.

Para valores absolutos maiores do momento inicial, a distribuição …nal será semelhante à

distribuição inicial re‡etida pelo eixo p = 0 (se p0 < 0 e jp0j À 1):

eP1(~p) =
£
¼

¡
1 + r2

¢¤¡1=2
exp

"
¡ (~p¡ jp0j)2

1 + r2

#
:

Poderíamos ter dúvidas sobre o signi…cado físico do modelo da parede in…nita e ideal,
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acreditando-o simpli…cado demais. Em verdade, a parede ideal possui duas características

irreais: tem altura in…nita e extensão da região de transição nula.

Agora, usando as fórmulas gerais derivadas na precedente seção, analisaremos duas

famílias de potenciais suaves com alturas …nitas, demonstrando explicitamente que o modelo

da parede ideal é o limite bem de…nido de potenciais mais realísticos. A primeira família

descreve o potencial do tipo degrau suave, que pode ser considerado o modelo de barreiras

(espelhos) su…cientemente espessas:

V1(x) = V0=
¡
1 + ex=w

¢
: (2.73)

O segundo potencial pode ser tratado como o modelo de um espelho estreito:

V2(x) = V0= cosh
2(x=w): (2.74)

Nossa escolha é explicada por duas circunstâncias: primeira, ambos os potenciais de Epstein

[32] admitem soluções exatas da equação de Schrödinger estacionária [24, 33]; segunda, ambos

os potenciais têm “caudas” exponenciais, o que é uma característica típica dos espelhos

evanescentes freqüentemente usados nos experimentos com átomos ultrafrios [19, 21], [34]-

[37].

Como vimos na seção anterior, o coe…ciente de transformação do momento será diferente

de zero apenas sob a condição hbp(0)i ¿
p
¾p(0). Por isso, consideraremos a partir daqui que

hbp(0)i = 0. Além disso, …caremos restritos a um exemplo simples de estado inicial, gaussiano

e misto com parâmetros reais, o qual tem momento médio e coe…ciente de correlação entre a

posição e o momento inicialmente nulos (a in‡uência do coe…ciente de correlação foi estudada

em [23] no caso especial da parede ideal):

½(y; y0; 0) =
1

s
p
¼
exp

½
¡ 1

s2

�
y2 + y02

2(1 ¡ ¸) ¡ ¸yy0

1¡ ¸ ¡ xc(y + y0) + x2c
¸¾
; (2.75)

onde s é a largura inicial do pacote no espaço de posição, xc é a sua posição inicial e média

e o paramêtro ¸ (0 � ¸ < 1) é responsável pela impureza quântica (que é conservada no

tempo na ausência de dissipação):

C ´ Trb½2 =
r
1 ¡ ¸
1 + ¸

; h~p2(0)i = ¾p(0) =
~2
2s2C2 : (2.76)

O estado (2.75) possui a distribuição de momentos simétrica

½0(~p; ~p) = ¼
¡1=2 exp

¡
¡~p2

¢
= ½0(¡~p;¡~p); ~p = psC=~: (2.77)
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A característica especí…ca da distribuição gaussiana é que a pureza, C, pode ser incluída na

de…nição do momento adimensional, ~p. Para distribuições simétricas, as fórmulas para os

valores médios e a probabilidade de estar à direira da barreira podem ser simpli…cadas como:

hk1i = 2
Z 1

0

k dk jÂ(k)j2½0(k; k); (2.78)

hk1iR =
1

R

Z 1

0

k dk
¡
1 + jÂ(k)j2

¢
½0(k; k); (2.79)

hk21i = 2
Z 1

0

k2 dk ½0(k; k); (2.80)

hk21iR =
1

R

Z 1

0

k2 dk
¡
1 + jÂ(k)j2¢ ½0(k; k); (2.81)

R =
1

2
+

Z 1

0

jÂ(k)j2½0(k; k)dk: (2.82)

2.3.2 Potenciais do tipo degrau

No caso do potencial (2.73), o coe…ciente de re‡exão depende da variável ~p como (k > 0)

[24, 33]

jÂ1(~p)j2 =

8
<
:

1; ~p2 � �¯̄
¯̄senh

h
¼®

³
~p¡

p
~p2¡�

´i

senh
h
¼®

³
~p+

p
~p2¡�

´i

¯̄
¯̄
2

; ~p2 ¸ �
(2.83)

onde

�´ 2mV0s2C2=~2; ® ´ w=(sC): (2.84)

O coe…ciente de transformação do momento, (2.23), para o potencial (2.73) é

´1 =
2

¼

0
@1¡ e¡�+

Z 1

�

¯̄
¯̄
¯
senh

£
¼®

¡p
z ¡ p

z ¡�
¢¤

senh
£
¼®

¡p
z +

p
z ¡�

¢¤
¯̄
¯̄
¯

2

e¡zdz

1
A
2

: (2.85)

Formalmente, a parede impenetrável corresponde a �= 1. Contudo, já para�¼ 1 (isto é, se

a barreira for apenas duas vezes mais alta do que a energia média do pacote h~p2(0)i=(2m))
o coe…ciente ´ é igual a aproximadamente 50% de seu valor máximo ´¤ = 2=¼, e j´¤ ¡
´j=´¤ < 10% para �> 3, independentemente do parâmetro ®, que caracteriza a “agudeza”

do potencial.

27



2.3.3 Espelho estreito

No caso do potencial de espelho estreito (2.74), o coe…ciente de re‡exão será menor do

que 1 para qualquer valor de ~p [24]:

jÂ2(~p)j2 =
A

A+ senh 2(¼®~p) ; A = cos2
³¼
2

p
1¡ 4�®2

´
(2.86)

onde ® e �são os mesmos da equação (2.84). Se o argumento da raiz quadrada da de…nição

de A for negativo, então cos deverá ser trocado por cosh. O coe…ciente de transformação do

momento é

´2 =
2

¼

¯̄
¯̄
Z 1

0

Ae¡zdz
A+ senh 2(¼®p

z)

¯̄
¯̄
2

: (2.87)

Se ® for da ordem da unidade (ou maior) e �> 1, então A ¼ cosh2(¼®
p
�). Devido ao

fator e¡z no integrando de (2.87), a contribuição principal à integral é dada pelo intervalo

0 < z < z¤ » 1. Se a razão �=z¤ exceder o valor unitário, então A=[A + senh2(¼®
p
z)] ¼ 1

para 0 < z < z¤ » 1, e a integral terá valor próximo de 1, e de novo não dependerá de ®.

Relações de dependência típicas entre o coe…ciente de transformação do momento médio,

(2.23), e a altura adimensional do potencial, �, para valores …xos da largura ® são dados

na …gura 2.7. As duas curvas superiores correspondem ao potencial-degrau, (2.73), e suas

larguras diferem por quatro ordens de magnitude: ® = 0; 001 (potencial-degrau agudo) e

® = 10. Entretanto, ambas as curvas estarão muito próximas para qualquer valor de �.

Além disso, para � > 4 o parâmetro ´ estará muito próximo do valor máximo (2=¼), o

qual corresponde à parede in…nitamente alta. As quatro curvas inferiores correspondem ao

potencial do tipo pulso, (2.74) (notemos a ordem inversa das curvas com respeito ao caso do

potencial-degrau). Se a espessura da barreira for da ordem da largura inicial do pacote (2.75)

no espaço de posição (® » 1), então o coe…ciente ´ estará próximo do valor-limite para �> 4,

assim como no caso do potencial-degrau. Para ® = 10 (e maior) as curvas correspondendo

aos potenciais (2.73) e (2.74) se tornam praticamente indistinguíveis : veja-se a curva espessa

(a segunda a partir do topo).

2.3.4 Potencial do tipo delta de Dirac

No caso de potenciais muito estreitos (com ® << 1), as propriedades dos pacotes re-

‡etidos dependerão só do parâmetro K = (�®)2. Em verdade, para ® << 1 e �®2 << 1, e

para valores não muito grandes de ~p, ~p » O(1) (o que dá a contribuição principal a todas as
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Figura 2.7: O coe…ciente de transformação do momento contra a altura adimensional do
potencial, �, para vários valores da largura adimensional do potencial, ®, para o pacote
gaussiano (2.77) e dois potenciais diferentes. As quatro curvas inferiores correspondem ao
potencial do tipo pulso, (2.74). Os valores do parâmetro ® são como segue (da base para
o topo): 0,1; 0,2; 0,5; 1. A curva mais espessa (a segunda a partir do topo) corresponde
a ® = 10 e é comum ao potencial (2.74) e ao potencial do tipo degrau, (2.73), com o
mesmo valor de ®. A primeira curva a partir do topo corresponde ao potencial-degrau com
® = 0; 001.

29



características do pacote), poderemos simpli…car as expressões na equação (2.86), obtendo

os seguintes coe…cientes de re‡exão e de transmissão:

jÂ(~p)j2 = K
K + ~p2 ; j³(~p)j2 = ~p2

K+ ~p2 : (2.88)

As expressões em (2.88) coincidirão exatamente com os coe…cientes de re‡exão e de

transmissão para o potencial-delta [33, 38]:

V (x) = Z±(x); (2.89)

se …zermos Z = 2V0w, de modo que K = (msKC=~2)2. Portanto, o potencial-delta pode ser

usado como uma boa aproximação simples de barreiras estreitas (em verdade, esse potencial

é usado com frequência para modelar fenômenos totalmente diferentes em vários campos

da Física quântica: veja-se, por exemplo, [39] para uma revisão recente). Notemos que

o coe…ciente K não depende do sinal da intensidade do potencial, Z. Isso signi…ca que

potenciais-delta atrativos e repulsivos produzem os mesmos valores médios e probabilidades

assintóticas.

Aproveitamos a simplicidade das fórmulas (2.88) para analisar a diferença entre valores

médios, condicionais e não-condicionais, introduzidos na subseção 2.2.2. Calculando as inte-

grais (2.78) - (2.82), obtemos as seguintes expressões:

h~p1i = f(K)p
¼
; h~p1iR =

1p
¼

1 + f (K)
1 + g(K) ; h~p21iR =

1+2K [1¡g(K)]
2 [1 + g(K)] ;

f (K) = K exp(K)E1(K);

g(K) = 2R ¡ 1 =
p
¼K exp(K)erfc(

p
K ):

Aqui

E1(x) =

Z 1

1

dt

t
exp(¡xt) =

Z 1

x

dt

t
exp(¡t) (2.90)

é a integral-exponencial [40].

Os coe…cientes de transformação do momento

´ = h~p1i2=h~p2(0)i; ´R = h~p1i2R=h~p2(0)i; ´ 0R = h~p1i2R=h~p21iR (2.91)

dependem apenas de K:

´ =
2

¼
[f(K)]2 ; ´R =

2

¼

�
1+f (K)
1+g(K)

¸2
; ´ 0R = ´R

1+g(K)
1+2K [1¡g(K)] : (2.92)
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Figura 2.8: Os três coe…cientes de transformação do momento contra a intensidade do
potencial-delta, K. A ordem das curvas da base para o topo: ´, ´R e ´0R.

Os grá…cos das três funções da equação (2.92) são mostrados na …gura 2.8. A função ´(K)
é monótona. Portanto, diminuir os valores do parâmetro de pureza, C, resulta em menores

valores de ´ para um valor …xo da intensidade do potencial-delta, Z , (exceto para o caso-

limite de uma parede impenetrável com Z = 1). Contudo, as duas outras funções, ´R(K)
e ´0R(K), não são monótonas. Por essa razão, estados altamente mistos, com C ! 0, podem

ter coe…cientes de transformação do momento, ´R e ´0R, com valores iguais aos dos estados

puros com C = 1. Todavia, as relações de dependência entre ´R (e especialmente ´0R) e K
são fracas, ao menos para K > 5.

2.3.5 O produto de incertezas

Ao estudar a evolução de pacotes de ondas é comum calcularmos o produto de incertezas,

¾x¾p, a …m de estimar o quanto o pacote se aproxima de um estado de incerteza mínima. Por

exemplo, um rápido crescimento desse produto foi interpretado em [41] como indicando a

possibilidade de um “caos semiclássico” nos sistemas quânticos. Verdadeiramente, é melhor

usar o produto de incertezas

¢ ´ ¾x¾p ¡ ¾2xp; (2.93)
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que é invariante em relação à transformações canônicas, lineares e arbitrárias. O produto

(2.93) satisfaz à relação de incerteza de Schrödinger-Robertson: ¢ ¸ ~2=4 [42]-[44] . Além

disso, ele não depende do tempo para qualquer hamiltoniano quadrático com coe…cientes

dependentes do tempo arbitrários, sendo o exemplo mais simples dos invariantes quânticos e

universais [44]-[46]. Para hamiltonianos não-quadráticos (em particular, para o movimento

livre no semi-espaço x > 0 com uma fronteira impenetrável em x = 0) o produto (2.93), em

geral, depende do tempo. Foi proposto em [47, 48] usar a taxa de mudança da função (2.93)

(e outras combinações similares) para classi…car as não-linearidades dos sistemas quânticos.

Usando as equações (2.35)-(2.37), podemos veri…car que assintoticamente (quando t !
1) o produto de incertezas (2.93) tende a um valor grande e constante proporcional a x2c.

Portanto, é conveniente introduzir o parâmetro adimensional ~¢ = ¢s2=(}xc)2. Seu valor

assintótico é (relembremos que L � 1=2 para estados inicialmente simétricos)

~¢1 = h~k2i
¡
1 ¡ 4L2

¢
¡h~k1i2; (2.94)

onde ~k foi de…nido na equação (2.25).

Somente no caso em que ³(k) = 2L = 1, o lado direito de (2.94) se anulará. Mas esse é

o caso do movimento livre, quando ¢ preserva seu valor inicial (o qual não depende de xc,

de modo que parece nulo na escala de…nida por xc À 1).

As equações (2.38)-(2.41) resultam no seguinte valor assintótico e constante (relembremos

que R ¸ 1=2 para distribuições inicialmente simétricas):

~¢1R =
1

R2

�
(2R ¡ 1)

³
h~k21iR¡ h~k1i2R

´
¡

³
h~k1iR ¡ h~k1iW

´2¸
: (2.95)

Na …gura 2.9, mostramos as relações de dependência entre os produtos de incertezas padroniza-

do, ~¢1, e condicional, ~¢1R , e a intensidade do potencial-delta, K, para o pacote gaus-

siano (2.24). Vemos que as duas curvas são diferentes, embora tendam ao mesmo limite
1
2
(1¡2=¼) ¼ 0; 18 quando K ! 1.

2.3.6 Re‡exão de pacotes largos por uma parede ideal

Parece interessante apresentar um exemplo explícito mostrando a diferença entre a re-

‡exão de pacotes estreitos e de largos. Isso pode ser feito, por exemplo, no caso de uma parede

in…nita e ideal, quando diferentes famílias de soluções exatas da equação de Schrödinger

dependente do tempo podem ser construídas. Uma dessas famílias consiste das seguintes

funções:

ª(x; t) =
2x(m=~)3=4
¼1=4 "3=2

exp

�
im_"x2

2~"

¸
; (2.96)
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Figura 2.9: Os valores assintóticos do produto de incertezas padronizado (curva tracejada) e
condicional (curva sólida) contra a intensidade do potencial-delta, K, para o pacote gaussiano
(2.24).

onde "(t) é uma função linear e complexa do tempo

"(t) = b¡1 + b(i + r)t; ¡1 < r < 1: (2.97)

O coe…ciente positivo b determina a largura inicial do pacote de ondas, enquanto o parâmetro

r é responsável pela correlação inicial entre a posição e o momento. As soluções na forma

(2.96) foram consideradas em [6], enquanto suas extensões para um potencial mais geral, do

tipo oscilador singular com freqüência dependente do tempo, foram encontradas em [30, 49].

Para uma função arbitrária "(t), os valores médios dos operadores de posição e de mo-

mento, seus produtos e quadrados no estado (2.96) são

hbxi = 2(~=m¼)1=2j"j; hbpi = 2(~m=¼)1=2Re(_""¤)=j"j;

hbx2i = 3~j"j2=(2m); hbxbp + bpbxi = 3~Re( _""¤); hbp2i = 3~mj _"j2=2:

A característica especí…ca da solução (2.96) é a conservação, no tempo, da razão entre a

dispersão e o valor médio da posição:

» =
p
¾x=hbxi =

p
3¼=8¡ 1 ¼ 0; 42: (2.98)

Portanto, a largura relativa do pacote (2.96) no espaço de posição é mais ou menos grande,

independentemente da função "(t). A largura relativa do pacote no espaço de momento,
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p
¾p=hbpi, depende do tempo, mas assintoticamente (quando t ! 1) ela tenderá ao mesmo

valor constante » (2.98), se a função "(t) for dada pela equação (2.97). Se hbp(0)i = 0, então

o coe…ciente de transformação do momento será igual a ´ = 8=(3¼) ¼ 0; 85.

A densidade de probabilidade de momento assintótica e exata (assim como a depen-

dente do tempo) não exibe oscilações (diferentemente do caso em que os pacotes iniciais são

estreitos)

eP1(P ) = 4¼
¡1=2P 2 exp

¡
¡P 2

¢
; P > 0; P =

p

b
p
m~(1 + r2)

:

Além disso, a solução da equação de Schrödinger na forma de pacotes de ondas que preservam

a forma, (2.96), possui um produto de incertezas que não depende do tempo

¢ =
3~2

4¼
(3¼ ¡ 8) ¼ 0; 34~2

para qualquer função "(t).

2.4 Discussão

Estudamos a in‡uência de diferentes fatores sobre a re‡exão de pacotes quânticos, lentos

e estreitos, por espelhos atômicos, tendo demonstrado que a forma das distribuições de

momentos assintóticas dependem crucialmente da razão entre o momento médio e inicial na

direção perpendicular à superfície do espelho, jp0j, e a dispersão inicial desse componente,
p
¾p(0) » ~=s, onde s é a incerteza inicial na posição da partícula (o centro do pacote de

ondas) na direção perpendicular. Se jp0j >> ~=s (o caso considerado na maioria dos estudos

prévios), então a distribuição de momentos assintótica será simplesmente a inicial re‡etida

pelo ponto p = 0 no espaço de momento (para p0 < 0). Mas se jp0j<< ~=s, então a forma da

distribuição …nal de momentos será essencialmente diferente da inicial. Isso resultará num

aumento signi…cativo do valor absoluto do momento médio e inicial na direção perpendicular

ao espelho, de modo que o valor médio e assintótico, p1, poderá se tornar da ordem de

~=s às custas do encolhimento da distribuição de momentos. Em certo sentido, um efeito

oposto, quando o pacote se movendo em direção ao espelho (criado pelo feixe do laser) pára

nele, foi discutido em [18]. Contudo, isso ocorre em virtude do emaranhamento entre os

graus de liberdade internos e os de translação do átomo frio, enquanto que a característica

principal do efeito considerado aqui é a independência em relação ao estado interno do átomo

(embora os parâmetros desse estado possam entrar implicitamente no potencial responsável

pela re‡exão).
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Mostramos que os parâmetros concretos do potencial do espelho (tais como a altura, V0,

e a largura característica, w) não são muito importantes para o efeito discutido: se V0 for só

um pouco maior do que a energia característica do pacote ~2=(ms2), então as propriedades

do pacote re‡etido estarão próximas daquelas obtidas no caso de uma parede impenetrável

e ideal.

No caso tridimensional, o efeito pode ser interpretado como a de‡exão quântica [22]. Esse

efeito, sendo quase trivial do ponto de vista da teoria da propagação do pacote de ondas,

serve, todavia, como uma demonstração impressionante da natureza quântica do movimento

de átomos ultralentos. Vamos fazer algumas estimativas, supondo que p0 = 0. Para preparar

o estado inicial com velocidade média dirigida ao longo da superfície com incerteza pequena

na posição transversa, poderemos usar um longo e …no guia de ondas atômico [50], através

do qual os átomos poderiam deixar uma armadilha onde foram resfriados até atingir a baixa

energia necessária. Métodos para gerar estados quânticos e arbitrários do movimento do

centro de massa de átomos frios foram propostos recentemente em [51]. O valor assintótico

da velocidade transversa (na direção perpendicular ao espelho) é v1 ¼ ~=(2ms). Tomando

s = 10¡6 cm, obtemos v1 » 2 cm/s para átomos de césio e v1 » 2m/s para átomos de

hidrogênio. O tempo de de‡exão é igual, em ordem de magnitude, ao tempo necessário para

mudar o sinal da parte principal dos componentes negativos da distribuição de momentos

inicial. Para um pacote com largura inicial s, os componentes mais signi…cativos no espaço

de momento estão con…nados no intervalo j±pj » ~=s, e eles alcançarão a fronteira após o

tempo mxc=j±pj, onde xc À s é a distância inicial entre a partícula e o espelho. Então,

podemos estimar o tempo de de‡exão como td » msxc=~. Soluções exatas para um espelho

ideal, consideradas em [22, 23], produzem o mesmo resultado, com o fator numérico 4 no

lado direito. Supondo que xc = 1 cm, o que é um parâmetro totalmente macroscópico

(xc=s » 106), teremos td » 1 s para átomos de césio e td » 0; 01 s para átomos de hidrogênio.

Durante esse tempo, os átomos percorrerão 2xc na direção paralela e, aproximadamente, xc

na direção perpendicular. Se a velocidade média e inicial da partícula na direção paralela à

superfície, vk, tiver a mesma ordem de magnitude que v1 (a qual é uma velocidade típica

em experimentos com átomos ultrafrios [52]), então uma signi…cativa de‡exão quântica será

totalmente observável.

O efeito é impressionante do ponto de vista clássico: uma partícula passa a 1 cm de

distância de uma parede e, na ausência de qualquer força, ela “sente” a presença da fronteira

e muda sua direção de movimento por até 45± (ou até mais, se a velocidade inicial e paralela

for menor do que v1). Para átomos leves, do hidrogênio ao berílio, podemos ter uma
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distância inicial de até 10 cm.

Naturalmente, existem muitas di…culdades que devem ser superadas para observarmos a

de‡exão quântica. Algumas delas foram discutidas em [22, 23]. Entre as outras, podemos

mencionar o alargamento da distribuição de momento causado por emissão espontânea [53].

Aqui chamaremos a atenção para vários problemas (teóricos) interessantes que surgem em

conexão com nosso estudo.

1) Mostramos que os valores médios do momento e de outros observáveis dependem

essencialmente do arranjo experimental, isto é, da possibilidade de observar a partícula atrás

do espelho. Todavia, todos os resultados foram derivados sob a condição de que a evolução é

unitária e usando as suas conseqüências, tais como (2.3), (2.5) e (2.6). Nos experimentos com

átomos frios, se um deles atingir o espelho e não for re‡etido, di…cilmente ele passará através

da base de vidro do espelho evanescente. Logo, será absorvido por essa base vítrea. Portanto,

o caso dos espelhos atômicos e absorvedores, para os quais a evolução não é unitária, parece

interessante para futuras investigações.

2) Estudos sobre a evolução não-unitária parecem importantes também do ponto de vista

dos problemas de amortecimento (relaxação) e descoerência entre diferentes componentes do

pacote. Verdadeiramente, a de‡exão é um efeito puramente quântico, porque está ligado de

maneira íntima às propriedades ondulatórias da matéria, ou, melhor dizendo, à existência

de fenômenos de interferência quântica. Sabemos, contudo, que a interação com o ambi-

ente deteriora as interferências. Por outro lado, demonstramos que, para espelhos altamente

re‡etores e pacotes gaussianos, o coe…ciente de transformação do momento depende fra-

camente do grau de pureza quântico, sendo praticamente o mesmo para estados puros e

para estados mistos. Portanto, preparar o pacote inicial num estado misto poderá ter, em

princípio, algumas vantagens, desde que poderemos começar com um pacote tendo maior

largura espacial do que os estados puros mas com a mesma energia inicial. A interação com

o ambiente poderá fazer o pacote se alargar mais rápido do que no caso da evolução livre

(unitária), diminuindo a energia das ‡utuações e o momento médio. O efeito …nal depen-

derá, obviamente, das relações entre o tempo de de‡exão e os tempos de descoerência e de

relaxação (termalização). Os experimentos de difração de feixes atômicos (de elétrons, de

nêutrons, etc) estão a favor da suposição de que a descoerência não é essencial nesse caso (de

outro modo tais experimentos não poderiam ser realizados). Além disso, existem modelos

mostrando que, por exemplo, o tempo de descoerência devido à interação com a radiação

cósmica de fundo é muito grande (excedendo a idade do universo) para objetos quânticos tais

como átomos [54]. Entretanto, existem muitos outros possíveis mecanismos de descoerência
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e de relaxação, assim como diversos modelos descrevendo esses mecanismos. Logo, estudar

tais modelos levando em conta a re‡exão por fronteiras poderá ser interessante.

3) Mostramos que, na presença da parede, o valor absoluto do momento médio da partícu-

la muda devido à deformação da função de distribuição de momentos. Porém, a parede ideal

é o caso-limite dos potenciais repulsivos. Desse modo, podemos supor que a forma inicial do

pacote de ondas será importante nos processos de colisões entre partículas ultrafrias, quando

os valores absolutos de seus momentos iniciais forem comparáveis às raízes quadradas das

dispersões dos momentos. O resultado da distorção das formas dos pacotes de ondas das

partículas durante a colisão é que os valores absolutos dos momentos médios não são con-

servados. Nesse sentido, as colisões entre partículas ultrafrias são inelásticas, pois os estados

iniciais não são ondas planas e ideais mas pacotes de ondas com extensões espaciais …nitas.

Esse efeito poderá ser importante para a Física dos átomos ultrafrios (em conexão com esse

tema veja-se, por exemplo, os recentes artigos [55]).

4) Consideramos a de‡exão quântica de átomos individuais. Contudo, devido ao rápido

desenvolvimento da teoria e dos experimentos com feixes de átomos no estado de condensado

de Bose-Einstein (lasers atômicos) [56], seria interessante veri…car se a de‡exão quântica

existirá para tais feixes. Nesse caso, teríamos que tratar com modi…cações não-lineares

da equação de Schrödinger. Em verdade, o tratamento do efeito em nosso trabalho foi

baseado essencialmente no princípio da superposição para as ondas de de Broglie, ou seja,

na linearidade da mecânica quântica. No caso não-linear a situação poderá ser diferente.

Por exemplo, equações não-lineares admitem como soluções feixes que não se alargam no

espaço livre. Desse modo, podemos supor que nenhuma onda plana e parcial alcançará

a fronteira para ser re‡etida por ela e, conseqüentemente, não haverá de‡exão quântica.

Foi mostrado recentemente em [57] que a família de cinco parâmetros das generalizações

homogêneas de Sten‡o–Sabatier–Doebner-Goldin da equação de Schrödinger [58]-[61] contém

uma subfamília que admitirá soluções solitônicas de comprimento …nito da forma

Ã(x; t) = fcos[°(x¡ kt)]g1+±ei(kx¡!t); j°(x ¡ kt)j < ¼=2;

enquanto Ã(x; t) ´ 0 se j°(x ¡ kt)j ¸ ¼=2 e ± > 0. Outros exemplos de equações admitindo

tais soluções solitônicas foram considerados em [62]. Desde que as soluções são iguais a zero

fora de um domínio …nito no espaço, é evidente que qualquer potencial fora desse domínio

não afetará essas soluções. O estudo da possibilidade de ocorrência da de‡exão quântica por

espelhos para outros tipos de modi…cações não-lineares da equação de Schrödinger poderá

estabelecer novos limites para os coe…cientes dessas equações.
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Capítulo 3

Encolhimento de pacotes de ondas
quânticos

Neste capítulo, estudamos o encolhimento de pacotes de ondas livres. Analisamos a

evolução de estados puros e mistos, mostrando que uma escolha adequada da medida de

extensão do pacote ajudará a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir.

3.1 Introdução

A evolução de pacotes quânticos no espaço livre é estudada desde os primórdios da Física

quântica, o que resultou em numerosos artigos, começando com [63], além de ser analisada

em quase todos os livros de mecânica quântica. Mais do que sete décadas já se passaram e

os pacotes de ondas de matéria continuam frutíferos e surpreendentes [22, 23], [55], [64]-[69].

Por exemplo, mostrou-se [67] que para pacotes de ondas aneliformes em d dimensões, cujas

formas iniciais dependem apenas do raio como (usamos variáveis adimensionais e supomos

que m = } = 1)
Ãd(r; 0) =Ndr

2 exp(¡r2); (3.1)

o raio médio diminui em algum intervalo 0 < t < t¤ para d = 2; enquanto que para d ¸ 3

ele aumenta monotonamente para todo t > 0: Essa contração inicial do pacote de ondas

foi interpretada como a manifestação de um “potencial” efetivo, quântico e anticentrífugo

em duas dimensões [70] (para estudos de diferentes “forças” quânticas e efetivas ou …ctícias

veja-se [22, 65, 69, 71]). Contudo, o efeito contrativo considerado em [67] é muito pequeno,

pois a razão entre o raio (médio) mínimo e seu valor inicial é igual a 0; 9978 para o pacote

inicial (3.1) e 0; 9953 para a melhor con…guração entre as usadas em [67]. Comumente, tais
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valores são considerados iguais a 1:

O raio médio é apenas uma das muitas medidas razoáveis da extensão do pacote de

ondas. Neste trabalho, mostramos que o encolhimento do pacote de ondas poderá ser

mais pronunciado se usarmos outras medidas, especialmente os valores médios de diferentes

potências (principalmente negativas) do raio ou alguma extensão entrópica. Em termos

dessas medidas generalizadas, o caso bidimensional deixa de ser distinto.

O encolhimento existe também no caso unidimensional para certos tipos de pacotes com

duas “protuberâncias”, sendo que o exemplo mais simples é o estado coerente e par, intro-

duzido em [30] e freqüentemente considerado nos dias de hoje como um modelo do gato

de Schrödinger. Além disso, considerando diferentes medidas quantitativas do alargamen-

to do pacote, descobrimos que os estados coerentes e ímpares (que foram estudados em

[22] em conexão com a de‡exão quântica de partículas lentas por espelhos) também podem

exibir encolhimento inicial sob certas condições. Para evitar confusão, enfatizamos que va-

mos considerar pacotes descritos por funções de onda inicialmente reais, de modo que as

velocidades iniciais ou os ‡uxos de densidade de probabilidade são nulos. Comparando as

evoluções livres dos pacotes pares e ímpares, que representam estados puros, e a evolução

da matriz-densidade, que descreve misturas quânticas de duas gaussianas, mostramos que o

encolhimento dos pacotes iniciais é, em verdade, o resultado de interferências quânticas.

Este capítulo está disposto assim: na seção 3.2, obtemos expressões analíticas e explí-

citas descrevendo a evolução dos pacotes de ondas aneliformes, generalizando (3.1) para

um número arbitrário de dimensões espaciais, d: Embora os casos em que d = 2 e d = 3

pareçam os mais relevantes, o estudo da situação geral provê informação adicional que ajuda

na compreensão do fenômeno. Além disso, os casos em que d > 3 podem ser interessantes

na análise do comportamento de sistemas com muitas partículas [67, 71]. Na seção 3.3,

analisamos os valores médios de potências arbitrárias do raio como medidas do tamanho do

pacote de ondas. As medidas entrópicas da extensão do pacote de ondas são consideradas

na seção 3.4. Na seção 3.5, discutimos o encolhimento de pacotes unidimensionais. A seção

3.6 contém uma discussão dos resultados e as conclusões.
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3.2 Alargamento de pacotes de ondas aneliformes

Integrando o propagador da equação de Schrödinger no espaço livre, em d dimensões

espaciais,

G(x;x0; t) = (2¼it)¡d=2 exp
�
i

2t
(x¡ x0)2

¸
(3.2)

nas variáveis angulares, encontramos, usando as representações integrais da função de Bessel

(consulte-se, por exemplo, a fórmula 7:12:9 de [28]), que a evolução de funções de onda

que dependem só do raio, r ´ (x2)
1=2, é dada pelo propagador radial (veja-se também, por

exemplo, [72])

Ãd(r; t) =
r

t

Z 1

0

³ r0
ir

´d=2
J(d¡2)=2

³rr0
t

´
exp

�
i

2t
(r2 + r02)

¸
Ãd(r0; 0)dr0; (3.3)

onde JÀ(z) é a função de Bessel e d é o número de dimensões espaciais.

Consideremos a seguinte generalização do pacote de ondas inicial, (3.1):

Ã
(k)
d (r; 0) =Nd;kr

k exp(¡r2); N 2
d;k =

2k+d=2¡(d=2)

¼d=2¡(k + d=2)
; (3.4)

sendo que ¡(z) é a função-gama de Euler. Então, a integral (3.3) pode ser expressa em

termos da função hipergeométrica e con‡uente, ©(a; c; z) (veja-se, por exemplo, a equação

7:7:3(22) de [28]), de modo que

Ã(k)d (r; t) =
Nd;k¡

¡
k+d
2

¢
(i¿)k=2

¡(d=2)(1 + i¿ )
k+d
2

exp

µ
¡ r2

1 + i¿

¶
©

�
¡k
2
;
d

2
;

ir2

¿ (1 + i¿ )

¸
; (3.5)

onde ¿ ´ 2t: Se k=2 = n for um inteiro, o lado direito de (3.5) poderá ser escrito em termos

dos polinômios de Laguerre associados devido à fórmula 10:12:(14) de [28]:

Ã(2n)d (r; t) =
Nd;2nn!(i¿ )n

(1 + i¿ )n+d=2
exp

µ
¡ r2

1 + i¿

¶
L(d=2¡1)n

µ
ir2

¿ (1 + i¿ )

¶
: (3.6)

Não é difícil generalizar as soluções (3.5) e (3.6) para o caso em que o argumento da

exponencial em (3.4) é igual a ¡(1 + i�)r2: Tais funções podem ser consideradas como

generalizações dos estados coerentes e correlacionados de [43] ou um caso especial deles (os

estados contrativos de [73]), porque as covariâncias, < bxbp+bpbx>, são diferentes de zero para

esses estados. Entretanto, se � 6= 0; o valor médio e inicial do momento radial será diferente

de zero também, de maneira que o encolhimento do pacote se tornará trivial. Por essa razão,

…camos restritos ao caso em que �= 0:
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3.2.1 Distribuição de probabilidade

É fácil ver, a partir da equação (3.5) ou da equação (3.6), que para ¿ grande (e r …xo) o

pacote “esquece” sua forma inicialmente anular e se alarga como um pacote gaussiano

¯̄
¯Ã(k)d (r; t)

¯̄
¯
2

» ¿¡d exp(¡2r2=¿ 2); ¿ À 1:

Todavia, desde que o pacote anelar e inicial se alarga tanto para fora quanto para dentro,

sua forma poderá ser totalmente diferente da gaussiana e da sua própria nos estágios iniciais

da evolução (quando ¿ < 1) devido às interferências. Por exemplo, usando a fórmula (3.6)

com n = 1, obtemos a solução da equação de Schrödinger correspondendo à função inicial

(3.1):

Ã
(2)
d (r; t) =Nd;2(1 + i¿ )

¡2¡d=2(r2 ¡ ¿ 2d=2 + i¿ d=2) exp
µ

¡ r2

1 + i¿

¶
: (3.7)

Ela tem a densidade de probabilidade

½d(r; ¿ ) ´
¯̄
¯Ã(2)d

¯̄
¯
2

= N 2
d;2

r4 ¡ r2¿2d+ ¿2(1 + ¿2)d2=4
(1 + ¿2)2+d=2

exp

µ
¡ 2r2

1 + ¿ 2

¶
: (3.8)

Essa função tem um mínimo e um máximo no intervalo 0 < r < 1 (e um máximo em r =

0, para ¿ > 0):Para ¿ >> 1, suas posições são dadas pelas expressões aproximadas rm¶{n ¼
¿
p
d=2 e rm¶ax ¼ ¿

p
1 + d=2 (para d = 2 são fórmulas exatas), e as seguintes razões são

válidas
½m¶ax
½(r = 0)

¼ (ed=2)¡2e¡d;
½m¶{n
½m¶ax

¼ (ed¿=2)¡2:

Conseqüentemente, reminiscências do anel inicial sobrevivem para ¿ >> 1; mas esse anel

mais externo é muito débil: mede, aproximadamente, 2% da altura do pico central para d = 2

e menos do que 0; 5% para d = 3:

Os estágios iniciais da evolução da densidade de probabilidade volumétrica, ½d(r; ¿ ), e da

densidade de probabilidade radial

Âd(r; ¿) = !dr
d¡1 jÃd(r; ¿ )j2 ; !d ´ 2¼d=2

¡(d=2)
; (3.9)

para diferentes valores de k e d são mostrados nas …guras 3.1 - 3.6.

Olhando para os grá…cos, descobrimos, em primeiro lugar, que a impressão visual depende

do tipo de densidade de probabilidade considerada. As distribuições de probabilidade radial

para ¿ > 0 sempre parecem mais largas do que as iniciais, embora não seja óbvio se seus

alargamentos são sempre monótonos ou não (comparemos as curvas III e IV na …gura 3.2 e

as curvas II e III na …gura 3.4).
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Figura 3.1: A densidade de probabilidade volumétrica, ½(r) = jÃ(r)j2, para k = 2 e d = 2
em diferentes instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ = 0; 25; III: ¿ = 1=

p
7 ¼ 0; 38; IV: ¿ = 1; V: ¿ = 2.
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Figura 3.2: A densidade de probabilidade radial, Â(r), para k = 2 e d = 2 em diferentes
instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ = 1=

p
7 ¼ 0; 38; III: ¿ = 1; IV: ¿ = 2.
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Figura 3.3: A densidade de probabilidade volumétrica ½(r) = jÃ(r)j2 para k = 2 e d = 3 em
diferentes instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ = 0; 25; III: ¿ =

p
2=3 ¼ 0; 82; IV: ¿ = 2.
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Figura 3.4: A densidade de probabilidade radial, Â(r), para k = 2 e d = 3 em diferentes
instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ =

p
2=3 ¼ 0; 82; III: ¿ = 2.
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Figura 3.5: A densidade de probabilidade volumétrica, ½(r) = jÃ(r)j2, para k = 20 e d = 2
em diferentes instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ = 1; 4; III: ¿ =

p
10 ¼ 3; 16.
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Figura 3.6: A densidade de probabilidade radial, Â(r), para k = 20 e d = 2 em diferentes
instantes. I: ¿ = 0; II: ¿ = 1; 4; III: ¿ = 10.

44



A situação se tornará mais complicada ainda se olharmos para a evolução das densidades

de probabilidade volumétricas. Por exemplo, no caso em que k = d = 2 (…gura 3.1) as

distribuições ½(r) nos momentos ¿ = 1=
p
7 (curva III) e ¿ = 2 (curva V) parecem claramente

mais largas do que em ¿ = 0: Porém, não é fácil responder se o pacote no momento ¿ = 1

(curva IV) é mais largo ou mais estreito do que o inicial, especialmente se desprezarmos a

“cauda” do pacote para r > 1:O mesmo pode ser dito sobre as distribuições volumétricas nos

instantes ¿ = 0; 25 (curva II), ¿ = 2 (curva IV) e ¿ =
p
2=3 (curva III) no caso em que k = 2

e d = 3 (…gura 3.3). E qual é mais estreita ou mais larga com respeito à distribuição inicial:

a curva IV na …gura 3.1 (ela corresponde ao menor tamanho do pacote de acordo com os

resultados de [67]: veja-se a próxima seção) ou a curva III na …gura 3.3? Conforme a medida

de extensão adotada em [67], a curva III descreve a distribuição cujo tamanho é maior do

que a correspondente à curva II na mesma …gura, embora visualmente a distribuição III seja

mais estreita do que a distribuição II. Analogamente, no caso em que k = 20 e d = 2 (…gura

3.5) a distribuição dada pela curva II parece claramente mais larga do que a inicial, mas o

que pode ser dito sobre a distribuição dada pela curva III?

3.2.2 Distribuição de velocidades

Informação adicional sobre a dinâmica do processo de encolhimento/alargamento está

contida na distribuição de velocidades do pacote. Relembrando que o ‡uxo da densidade de

probabilidade é de…nido como J = Im(Ã¤OÃ) (supomos que } = m = 1), a velocidade local

será dada por

v =
J

½
= Im(

OÃ
Ã
): (3.10)

Para os pacotes anelares, o vetor v tem apenas o componente radial. Para o estado (3.7),

obtemos

v(r; ¿ ) =
2r¿[r4 ¡ r2¿2d + d(1 + ¿ 2)(¿ 2d ¡ 2)=4]
(1 + ¿2)[(r2 ¡ ¿ 2d=2)2 + ¿2d2=4] : (3.11)

Embora a velocidade cresça com r quando r ! 1, isso não terá conseqüências físicas,

porque o ‡uxo de probabilidade será suprimido pela densidade de probabilidade, ½(r), que

decai exponencialmente. As regiões de encolhimento correspondem aos valores negativos de

v(r). Seus limites são dados pelas duas raízes da expressão quadrática (com respeito a r2)

no numerador de (3.11):

r2§(¿ ) =
d

2
¿ 2§

s
d

2

�
1¡ ¿ 2

µ
d

2
¡ 1

¶¸
: (3.12)
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Figura 3.7: As regiões de encolhimento, que correspondem aos valores negativos da veloci-
dade de fase (3.11), estão localizadas entre duas curvas tracejadas para d = 2 e entre duas
curvas sólidas para d = 3 (para um pacote inicial com k = 2).

Para ¿ <
p
2=d (esse é exatamente o instante em que a densidade de probabilidade

na origem, jÃ(0; ¿)j2, atinge seu máximo) um encolhimento local parece existir para 0 <

r < r+(¿): Depois disso, a região próxima à origem começa a se expandir e o intervalo de

encolhimento é limitado por dois valores: r¡(¿ ) < r < r+(¿): Aqui notamos uma diferença

qualitativa entre os casos em que d = 2 e d ¸ 3: Em três ou mais dimensões, a região

de encolhimento intermediário existirá apenas para ¿ <
p
2=(d ¡ 2), enquanto no caso

bidimensional ela nunca desaparecerá, embora seu tamanho diminua com o passar do tempo;

a região estará con…nada no intervalo
p
¿2 ¡ 1 < r <

p
¿2 + 1: Essas regiões de encolhimento

para d = 2 e d = 3 são mostradas na …gura 3.7.

Todavia, para saber se o pacote inteiro vai encolher ou alargar necessitaremos de medidas

da sua extensão.
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3.3 Média do raio generalizado como uma medida de
extensão

Uma das quantidades mais usadas para caracterizar o “tamanho” de uma distribuição,

possuindo a densidade de probabilidade ½(x), é o raio quadrático e médio

R(2) ´
µZ

x2jÃ(x)j2dx
¶1=2

: (3.13)

Contudo, essa quantidade é totalmente “insensível” à forma do pacote se alargando livre-

mente, porque, para qualquer distribuição inicial sem correlação entre a posição e o momento

(< bxbp+bpbx> = 0), a solução exata das equações de movimento de Heisenberg para uma

partícula livre resultam numa dependência temporal monótona

[R(2)(t)]2 = [R(2)(0)]2 +
­
bp2

®
t2=m2

(calculamos todos os valores médios no referencial do centro de massa do pacote, de modo

que hbxi = hbpi = 0).
Portanto, temos duas possibilidades: a primeira é supor que o raio quadrático e médio

é a única medida “verdadeira” da extensão do pacote e concluir, imediatamente, que o

encolhimento de pacotes livres não existe e as …guras 3.1 - 3.6 são ilusões óticas; a segunda

possibilidade é admitir que existem outras medidas da extensão do pacote, as quais não são

piores do que (3.13) e, além disso, podem prover informações adicionais sobre as propriedades

dos sistemas quânticos.

Fizemos a segunda escolha e fomos em busca de medidas mais “sensíveis” aos detalhes

da evolução do pacote. O motivo pelo qual a medida (3.13) não “percebe” a forma do

pacote parece clara: o pacote inicialmente anular se expande em ambas as direções, interna

e externa, mas o fator x2 no integrando de (3.13) (junto com o fator rd¡1 na densidade

de probabilidade radial) “dá preferência” às partes externas do pacote, de modo que o

comportamento interno se torna totalmente irrelevante. Então, a maneira de resolver o

problema é quase óbvia: devemos usar medidas que tratam as partes internas e externas do

pacote igualmente.

A possibilidade mais simples é diminuir a potência do fator jxj na equação (3.13) e

caracterizar a extensão do pacote através do raio médio

hrid =
Z 1

0

drrÂd(r; ¿): (3.14)
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Essa medida foi usada em [67]. Calculando a integral (3.14) para a função (3.8) com a

ajuda da relação

Z 1

0

rne¡2r
2=adr =

1

2

³a
2

´n+1
2
¡

µ
n +1

2

¶
(3.15)

e da propriedade da função gama ¡(z+1) = z¡(z), obtemos a fórmula (apresentada em [67]

sem derivação)

hr(¿)id = hr(0)id
1 + b¿2p
1 + ¿ 2

; b =
d2 +3

(d +3)(d + 1)
: (3.16)

Em particular, para d = 2 e d = 3, temos [67]

hr (¿)i2 = hr (0)i2 =
1+ 7¿ 2=15p
1 + ¿2

hr (¿ )i3 = hr (0)i3 =
1+ ¿2=2p
1 + ¿ 2

: (3.17)

O caráter da evolução inicial do raio médio é determinado pelo parâmetro

b¡ 1=2 = (d ¡ 3)(d ¡ 1)
2(d+ 3)(d +1)

;

que é o coe…ciente do primeiro termo não-nulo, ¿ 2, na expansão de Taylor de hr (¿)i= hr (0)i.
Esse parâmetro será negativo somente para d = 2. Baseados nisso, os autores de [67]

concluíram que o encolhimento inicial de pacotes radiais só é possível no caso bidimensional.

Entretanto, para ¿ ¿ 1 a diferença entre as duas funções em (3.17) será muito pequena:

hr (¿)i2
hr (0)i2

= 1 ¡ ¿2

30
+
17

120
¿ 4 + : : : ;

hr (¿ )i3
hr (0)i3

= 1¡ ¿ 2

8
+ : : : :

A função hr (¿ )i2 = hr (0)i2 atingirá seu mínimo quando ¿¤ = 1=
p
7 (isso explica a escolha

dos parâmetros nas …guras 3.1 e 3.2), mas o valor mínimo hr (¿¤)i2 = hr (0)i2 =
p
224=225

está muito próximo de 1 e do valor hr (¿ ¤)i3 = hr (0)i3 = 1 + 1=392. Logo, é provável que

mesmo pequenas variações na de…nição da medida da extensão mudem a situação.

Por outro lado, se concordarmos que a medida (3.13) não é a única possível, não haverá

motivo para crer que só existem duas medidas “verdadeiras”, (3.13) e (3.14). Além disso, a

caracterização da dimensão do pacote por seu raio médio, (3.14), ou seja, pelo valor médio da

primeira potência de jxj, embora muito natural à primeira vista, não tem vantagens visíveis

sobre as medidas baseadas em outras potências de jxj, como, por exemplo, jxj1=2, mesmo do

ponto de vista da simplicidade dos cálculos. Em verdade, diferentemente do raio quadrático

e médio, o qual pode ser calculado facilmente através da resolução de um conjunto fechado e

simples de equações, não há equações fechadas para a função hr (¿ )i. Para calculá-la, temos
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que resolver primeiro a equação de Schrödinger, encontrar a função de onda dependente do

tempo e integrar a equação (3.14). Por exemplo, para obter o resultado (3.17) devemos

calcular 3 integrais do tipo (3.15) com n = d + 2s e s = 0; 1; 2. Porém, a forma analítica

permanece a mesma para valores arbitrários (não necessariamente inteiros) do expoente n.

Por isso, é razoável supor que as medidas (3.13) e (3.14) são apenas casos especiais de uma

família de raios médios e generalizados caracterizados pelo parâmetro real e contínuo ®:

R(®)d =

�Z 1

0

drr®Âd(r)

¸1=®
: (3.18)

No caso da densidade de probabilidade (3.8), isto é, para k = 2, os cálculos das extensões

R(®)d são reduzidos novamente à integral (3.15), com a diferença de que no caso geral n =

d ¡ 1 + ®+ 2s. Então, obtemos a seguinte expressão para a função normalizada eR(®)d (¿ ) =
R(®)d (¿)=R

(®)
d (0):

eR(®)d (¿) = (1 + ¿2)1=2¡1=®
�
1 +

(® ¡ d)2 +2(® + d)
(® + d)2 +2(® + d)

¿ 2
¸1=®

: (3.19)

Para ¿ ¿ 1:

eR(®)d (¿ ) = 1 +
(® + d)2 +2® ¡ 6d
2(® + d)(®+ d +2)

¿2 + :::; (3.20)

Para ® = 1, as fórmulas (3.19) e (3.20) produzirão os mesmos resultados que as equações

(3.16) e (3.17).

É interessante notar que as extensões generalizadas de pacotes quânticos, baseadas nos

valores médios de potências arbitrárias do raio, são usadas há muito tempo, começando,

talvez, com o trabalho de Bargmann [74] sobre relações de incerteza e suas generalizações

posteriores [75]- [77] (em verdade, relações de incerteza nos informam sobre as limitações das

extensões de pacotes quânticos em espaços complementares e as desigualdades mais simples,

do tipo Weyl-Heisenberg ou Schrödinger-Robertson, baseadas nos valores quadráticos e mé-

dios, constituem apenas uma pequenina porção de uma grande família de relações baseadas

em outras de…nições de extensão [44]).

O coe…ciente de ¿ 2 em (3.20) será negativo para ® < ®c, onde ®c é dado por

®c =
p
1 + 8d ¡ d ¡ 1: (3.21)

Para d = 2, ®c =
p
17¡ 3 ¼ 1; 12. É notável que para d = 3, ®c = 1. Portanto, o raio

efetivo e generalizado do pacote inicial (3.1) diminuirá mesmo no caso tridimensional para

qualquer ® < 1. O valor mínimo da função eR(®)d (¿), com parâmetros d e ® …xos, é igual a

eR(®)d m¶{n =
p
8d(1 ¡ ®=2)1=2¡1=®

[(®¡ d)2 + 2(®+ d)]1=2¡1=® [(® + d)2 +2(® + d)]1=®
; (3.22)
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e será atingido quando

¿2¤ =
6d ¡ 2®¡ (® + d)2
(® ¡ d)2 + 2(® + d): (3.23)

Os valores numéricos para alguns casos especiais são dados a seguir:

® 0; 9 0; 75 0; 5 0; 25 0 ¡0; 5 ¡1
eR(®)2 m¶{n 0; 9929 0; 9808 0; 9499 0; 9080 0; 8576 0; 7401 0; 6042
eR(®)3 m¶{n 0; 9989 0; 9948 0; 9816 0; 9617 0; 9368 0; 8763 0; 8046

O caso em que ® = 0 é entendido como o limite ® ! 0 nas equações (3.19) e (3.22):

eR(0)d (¿) =
p
1 + ¿ 2 exp

�
¡ 4¿ 2

(1 + ¿ 2)(d +2)

¸

eR(0)d m¶{n =
r

8

2 + d
exp

�
¡ 6 ¡ d
2(2 + d)

¸
; eR(0)2 m¶{n =

r
2

e
:

Diminuindo o valor do expoente ®; podemos tornar os mínimos de eR(®)d (¿) bastante

pronunciados, especialmente para ® negativo. Em nossa opinião, não há motivos para excluir

valores negativos de ®, desde que ® > ¡d para garantir a convergência das integrais. O valor

R(¡1)d poderia ser chamado de raio de Coulomb do pacote, pois ele caracteriza a energia

potencial e eletrostática do estado (de um átomo de hidrogênio, por exemplo). Notemos que

uma relação de incerteza incluindo o valor médio hr¡1i (e não hr2i ou hri) é necessária para

provar rigorosamente a existência da energia mínima e não-nula do átomo de hidrogênio,

como foi mostrado por Lieb [78] (veja-se também [44, 77]). Além disso, sabemos que o

valor médio do raio no estado fundamental do átomo de hidrogênio é igual a 3aB=2 (onde

aB é o raio de Bohr). Nesse caso, R(¡1) = aB. O valor R(¡2)d (para d > 3) caracteriza

o tamanho efetivo do pacote com respeito ao potencial centrífugo e relações de incerteza

contendo essa quantidade também foram estudadas [74, 75, 77]. Observemos também que o

expoente crítico, ®c (3.21), se anula para d = 6 e se torna negativo para d < 6.

Escolhendo ® próximo de ¡d, podemos obter eR(®)d m¶{n tão perto de zero quanto queiramos.

Naturalmente, isso não signi…ca que o encolhimento é só uma questão de convenção. Por

exemplo, no caso de pacotes gaussianos e simétricos (k = 0), obtemos eR(®)d;0 (¿ ) =
p
1 + ¿2

para quaisquer valores de d e ® > ¡d, de modo que nenhuma medida poderá encolher pacotes

que realmente se alargam. Todavia, uma escolha adequada da medida ajudará a visualizar

ou a enfatizar o efeito quando ele existir. Para ® ! ¡d, o tempo ¿ ¤, (3.23), o qual indica

quando o valor eR(®)d m¶{n será atingido, tenderá a
p
2=d, e esse é exatamente o momento em que

a função
¯̄
¯Ã(2)d (0; ¿)

¯̄
¯
2

, a densidade de probabilidade (3.8) na origem, atingirá seu máximo.

Claramente, medidas com ® próximo de ¡d são muito “sensíveis” ao comportamento da

função de onda perto da origem, e elas praticamente não “levam em conta” a forma do
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pacote longe da origem (uma situação oposta é observada para o raio quadrático e médio:

é “sensível” ao comportamento da “cauda” do pacote, mas praticamente não “percebe” o

que ocorre nas regiões internas). Portanto, parece razoável usar valores negativos de ® que

sejam maiores do que 1¡ d ou, talvez, ¡1.

3.3.1 Raios médios de pacotes com k arbitrário

Podemos obter algumas conclusões sobre a evolução inicial do raio médio, hr(t)i, para

um pacote radial e arbitrário, calculando as derivadas temporais do lado direito da equação

(3.14) no momento inicial, t = 0, com a ajuda da equação de Schrödinger

@Ã=@t =
i

2
¢Ã =

i

2
r1¡d

@

@r

µ
rd¡1

@

@r
Ã(r)

¶
: (3.24)

A derivada primeira, d hri =dt, é igual a zero em t = 0 para o pacote (3.4). Usando a

equação (3.24) duas vezes, obtemos a seguinte fórmula:

eR(1)d;k(¿ ) = 1 +
(d ¡ 3)(d ¡ 1)¿2

2(2k + d ¡ 3)(2k + d ¡ 1) + O(¿4): (3.25)

O coe…ciente de ¿ 2 será negativo para d = 2 e k > 1=2, e seu valor absoluto diminuirá

com o aumento de k. Portanto, podemos supor que pacotes da forma (3.4), com 1=2 < k < 2,

exibem encolhimento inicial mais forte do que o pacote (3.1). Entretanto, cálculos numéricos

mostram diferenças somente na quinta casa após a vírgula. Por exemplo, para k = 1; 5

obtemos o valor mínimo eR(1)2; 1;5(¿) = 0; 99774, enquanto para k = 2 temos o valor mínimo
eR(1)2; 2(¿ ) = 0; 99778. Contudo, ignoramos se essa pequena diferença é o resultado de erros

numéricos ou não.

O coe…ciente de ¿ 2 em (3.25) também será negativo para d > 3, se um dos dois termos

no denominador for negativo (o outro sendo positivo). Por exemplo, para d = 6 e k = ¡2
(emboraÃ(r) divirja para r = 0 nesse caso, não há divergência na densidade de probabilidade

radial, Â(r)). Todavia, esse caso deve ser excluído, pois a fórmula (3.25) tem sentido apenas

para 2k+d¡3 > 0 (se essa condição não for atendida, algumas integrais que surgem durante

a derivação se tornarão divergentes). Em verdade, no caso em que d = 6 e k = ¡2 o raio

médio pode ser calculado analiticamente, porque a função hipergeométrica e con‡uente se

reduz a uma função elementar [79]

©(1; 3; z) = 2z¡2(ez ¡ 1¡ z):
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Encontramos

eR(1)6; ¡2(¿) = (1 + ¿ 2)¡1=2
h
1¡ 5¿2 + 6¿3=2(¿ +

p
1 + ¿ 2)1=2

i
:

Então, a expansão de eR(1)6; ¡2(¿) não começa com um termo negativo proporcional a ¿ 2,

mas com um termo positivo proporcional a ¿3=2 e a derivada segunda em relação ao tempo

simplesmente não existe para ¿ = 0.

3.4 Medidas entrópicas da extensão do pacote

Uma desvantagem óbvia dos raios médios e generalizados, é que essas medidas possuem

certa seletividade em relação às diferentes partes do pacote. Os valores de R(®)d com ® < 0

são mais “sensíveis” aos detalhes da densidade de probabilidade perto da origem, enquanto

os raios médios com ® > 0 são mais “sensíveis” ao comportamento da “cauda” da densi-

dade de probabilidade, ou seja, aos valores de r grandes. Diferentes medidas da extensão

espacial (temporal) de pacotes de ondas (sinais), as quais não dão “preferência” aos valores

pequenos ou grandes das coordenadas, foram introduzidas por vários autores [80]-[82] (para

uma revisão, veja-se [44]). Por exemplo, uma família de volumes intrínsecos de um sistema

quântico, descrito pela distribuição de probabilidade normalizada, ½(x) = jÃ(x)j2 (onde x é

o vetor-posição em d dimensões), pode ser de…nida, seguindo [80], como

V(¯) =
µZ

[½(x)]¯ dx

¶1=(1¡¯)
: (3.26)

Tais quantidades também foram consideradas, por exemplo, ao derivar algumas desigual-

dades que caracterizam os estados ligados de sistemas quânticos [77, 78]. No caso de uma

distribuição uniforme, ½(x) = V ¡1, numa região do espaço de volume V , a de…nição (3.26)

resulta em V(¯) = V para qualquer ¯. Naturalmente, a transição do volume efetivo ao com-

primento efetivo não é única. Entretanto, parece razoável simplesmente extrair a d-ésima

raiz de (3.26). De modo que de…nimos a extensão ¯ total da distribuição de probabilidade

simétrica, ½(r), em d dimensões, como

E (¯)d =

µZ 1

0

!dr
d¡1 [½(r)]¯ dr

¶1=d(1¡¯)
; (3.27)

onde a área da esfera de raio unitário no espaço com d dimensões, !d, foi de…nida na equação

(3.9). Grosseiramente falando, no caso dos pacotes anulares as medidas ¯ caracterizam a

largura efetiva do anel, enquanto as medidas ® caracterizam o raio efetivo desse anel (para

® > 0).
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Tomando o limite ¯ ! 1 na equação (3.26), chegamos ao volume interno e entrópico

V(1) ´ exp(Sx); Sx = ¡
Z
½(x) ln [½(x)] dx

introduzido em [81] (consulte-se também [83]; há uma literatura vasta sobre as relações de

incerteza entrópicas formuladas em termos de “entropias” como Sx: veja-se, por exemplo,

[84, 85] e as revisões [44, 86]).

Preferimos considerar, visando simpli…car os cálculos, o caso especial em que ¯ = 2 na

equação (3.27):

E (2)d =

µZ 1

0

!dr
d¡1 [½(r)]2 dr

¶¡1=d
: (3.28)

Para a distribuição (3.8), temos

»
E
(2)

d =

�
(1 + ¿ 2)(d=2+2)

a¿ 4 + b¿2 + 1

¸1=d
; (3.29)

onde
»
E
(¯)

d (¿) ´ E (¯)d (¿)=E (¯)d (0) (3.30)

e

a =
81d2 ¡ 54d+ 24
d2 +10d+ 24

; b =
18d2¡ 44d +48
d2 +10d +24

:

A expansão de Taylor de (3.29), para ¿ pequeno, produz

»
E
(2)

d = 1+
d2¡ 22d +152
2(d + 6)(d+ 4)

¿ 2 + ::::

Podemos veri…car que o coe…ciente de ¿ 2 é sempre positivo. Em conseqüência, a função
»
E
(2)

(¿ ) aumenta inicialmente para qualquer número de dimensões espaciais. Porém, ela tem

mínimos locais para d � 12: veja-se a …gura 3.8, a qual mostra que o caso em que d = 4 é o

melhor do ponto de vista da medida E (1)d .

Outra expressão simples para a extensão surge no caso em que ¯ = 1, pois podemos

veri…car que [80]

E (1)d ´ (m¶ax [½(x)])¡1=d : (3.31)

A utilidade dessa forma de extensão foi mostrada no tratamento de outros problemas

(determinação do grau de coerência de feixes óticos e generalizações de relações de incerteza)

em [87, 88]. Seguindo [88], chamamos E (1) de superextensão. Para a distribuição ½(r) dada

pela equação (3.8),
»
E
(1)
d (¿ ) pode ser obtida analiticamente. Na realidade, para ¿ > 0 a

função ½(r) tem um máximo em r = 0 e outro para r > 1 (ele não existe para todos os
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Figura 3.8: A dependência temporal da extensão volumétrica, E (2)d , para k = 2 e diferentes
dimensões espaciais: d = 2; 3; 4; 10.

valores de ¿ ). A posição do máximo à direita pode ser encontrada a partir da resolução de

uma equação quadrática. Logo, para determinar
»
E
(1)
d (¿ ) devemos comparar duas funções:

f0(¿) = (¿de=2)
¡2=d(1 + ¿ 2)(2+d)=2d (3.32)

e

f1(¿ ) =
21=d

p
1 + ¿2

(1 + R)1=d
exp

�
¿2

1 + ¿ 2
¡ 1¡R

d

¸
; R =

�
1¡ ¿ 2d2

(1 + ¿2)2

¸1=2
; (3.33)

escolhendo aquela que fornece o menor valor. Para pequenos valores de ¿ , devemos usar a

função (3.33) (veja-se as …guras 3.1 e 3.3), enquanto que para valores maiores de tempo a

função
»
E
(1)
d (¿ ) é dada pela fórmula (3.32) (veja-se a …gura 3.9). Expandindo a função f1(¿ )

em série de potências de ¿ , obtemos

»
E
(1)
d (¿) ¼ 1 + 6¡ d

4
¿ 2+ :::; ¿ ¿ 1:

Logo, os pacotes anelares (3.1) inicialmente aumentarão sua superextensão, E (1)d , nos

espaços com d < 6, ao passo que encolherão desde o começo se d > 6 (notemos que a

dimensão d = 6 é distinguida também do ponto de vista do expoente crítico, ®c (3.21), o

qual se tornará negativo se d > 6). Não obstante, mesmo para d � 6 a expansão inicial é

trocada por encolhimento após um curto intervalo de tempo. Para d grande, a troca de f1

por f0 ocorrerá em ¿c ¼ 2=(ed) (essa relação é uma boa aproximação mesmo para d = 2). O
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Figura 3.9: A dependência temporal da extensão volumétrica, E (1)d , para k = 2 e diferentes
dimensões espaciais: d = 2; 3; 4; 10.

mínimo da função f0(¿) ocorrerá quando ¿2 = 2=d; então, o valor mínimo de
»
E
(1)
d será igual

a
»
E
(1)
m¶{n(d) = (de

2=2)¡1=d(1 + 2=d)(2+d)=2d; (3.34)

que é menor do que 1 para qualquer d > 2. Em particular,
»
E
(1)
m¶{n(2) = 2=e. Além disso, a

tabela abaixo mostra que os pacotes tridimensionais exibem encolhimento mais forte do que

os bidimensionais, de acordo com a medida E (1):

d 2 3 4 6 10 20 100 1000
»
E
(1)
m¶{n 0; 7358 0; 6866 0; 6915 0; 7226 0; 7776 0; 8499 0; 9522 0; 9926

Para ¿ À 1, a medida
»
E
(1)

cresce assim:
»
E
(1)
d (¿ ) ¼ ¿ (ed=2)¡2=d.

Para pacotes radiais e simétricos, podemos de…nir também a extensão radial como

F (¯)
d =

µZ 1

0

[Â(r)]¯ dr

¶1=(1¡¯)
=

µZ 1

0

r¯(d¡1) [!d½(r)]
¯ dr

¶1=(1¡¯)
; (3.35)

onde Â(r) é a densidade de probabilidade radial introduzida em (3.9). Em especial, temos

F (2)
d = !¡2d

�Z 1

0

r2(d¡1) jÃd(r)j4 dr
¸¡1

; (3.36)

F (1)
d = (m¶ax [Âd(r)])

¡1 ´ !¡1d
¡
m¶ax

£
rd¡1½(r)

¤¢¡1
: (3.37)

55



No caso em que ¯ = 2 e para a densidade de probabilidade (3.8), obtemos, ao invés

de (3.29), a seguinte expressão para a extensão radial e normalizada (de…nida da mesma

maneira que
»
E
(¯)

d na equação (3.30)):

»
F
(2)

d =
C(1 + ¿2)5=2

A¿ 4 + B¿ 2 +C
; (3.38)

onde

A = 16d4 + 128d3 ¡ 8d2 + 32d ¡ 15;

B = 2(16d4¡ 32d3 + 56d2 + 8d¡ 15);

C = 16d4+ 64d3 +56d2 ¡ 16d¡ 15:

Como B=C < 2, a função
»
F
(2)

d (¿) aumentará com ¿ para qualquer d se ¿ ¿ 1. Além disso,

fazendo grá…cos (os quais não são apresentados aqui, porque nada exibem de interessante)

podemos ver que essa função nunca se tornará menor do que 1 para quaisquer valores de ¿

e d, assim como a função
»
F
(1)
d (¿).

3.4.1 Pacotes com k arbitrário

A superextensão E (1) nos permite analisar a evolução de pacotes que têm inicialmente a

forma (3.4) com valores arbitrários do parâmetro k. Como vimos para k = 2, o comporta-

mento da função E (1)(¿), para valores de ¿ que não sejam muito pequenos, é determinado

pela dependência temporal da densidade de probabilidade volumétrica, jÃ(r; ¿ )j2, na origem.

A densidade de probabilidade inicial tem um máximo em r =
p
k=2; logo, a extensão inicial

é igual a

E(1)d;k (0) =

r
¼

2

�
e2¡(k + d=2)

kk¡(d=2)

¸1=d
: (3.39)

Usando a fórmula de Stirling, podemos veri…car que a extensão inicial aumenta lenta-

mente, em função de k, para k À d: E (1)d;k (0) s k(d¡1)=2d. Tomando o valor de jÃ(0; ¿ )j2 da

equação (3.5), obtemos a função

Gd;k(¿) = (2e¿=k)¡k=d(1 + ¿2)(k+d)=2d
�

¡(d=2)

¡([d+ k]=2)

¸2=d
; (3.40)

que estabelece um limite superior para a extensão relativa
»
E
(1)
d;k (¿ ). Esse limite é ruim

para ¿ ! 0, mas como estamos interessados no valor mínimo da extensão E (1), trocar a

função
»
E
(1)
(¿) por G(¿ ) resulta numa boa (provavelmente exata) estimativa. O mínimo da
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função (3.40) será atingido quando ¿ =
p
k=d (essa fórmula explica a escolha dos instantes

¿ = 1;
p
2=3 e

p
10 nas …guras 3.1, 3.3 e 3.5):

Gm¶{n(d; k) =
r
d + k

d

�
k(d + k)

4e2

¸k=2d�
¡(d=2)

¡([d + k]=2)

¸2=d
: (3.41)

Se k = 2, então (3.41) coincidirá com (3.34). Para d > 1, podemos trocar as funções-gama

por suas representações de Stirling e simpli…car (41) assim

Gm¶{n(d; k) ¼
µ

k

d + k

¶k=2dµ
d + k

d

¶1=d¡1=2
: (3.42)

Em particular, se d > k, então Gm¶{n(d; k) ¼ (ed=k)¡k=2d. Se k > d, então a fórmula (3.42)

produzirá

Gm¶{n(d; k) ¼ e¡1=2(k=d)1=d¡1=2: (3.43)

Conseqüentemente, será possível obter encolhimento arbitrariamente grande se escolher-

mos pacotes com k > d > 2. Nesse sentido, o caso bidimensional é o pior, pois a fórmula

(3.41) para d = 2 se torna

Gm¶{n(2; k) =
p
1 + k=2 [k=2(1 + k=2)]k=4 e¡k=2 [¡(1 + k=2)]¡1 (3.44)

de modo que para k ! 1 ela tende ao valor-limite
p
e=(2¼) ¼ 0; 66 (que é menor do que

o valor de
»
E
(1)
m¶{n(2; 2) ). Por outro lado, a forma assintótica de (3.41) para d = 3 e k > 1 é

dada por

Gm¶{n(3; k) =
p
e=3(4k)¡1=6 (3.45)

que difere de (3.43) apenas no coe…ciente numérico. É interessante notar que a evolução da

densidade de probabilidade do pacote gaussiano (k = 0) é reduzida a uma transformação

uniforme de escala r ! r=
p
1 + ¿ 2, e todas as medidas fornecem o mesmo resultado nesse

caso especí…co: a extensão normalizada aumenta como
p
1 + ¿ 2.

3.5 Encolhimento de pacotes unidimensionais

3.5.1 Evolução livre de estados coerentes, pares e ímpares

Fazendo um “corte” de um pacote anelar e multidimensional, possuindo a função de onda

radial (3.1), ao longo do eixo x, obtemos uma função par de x com duas “corcovas”. Portan-

to, poderemos supor que, se o encolhimento existir no caso unidimensional, ele deverá estar

57



relacionado às funções pares, Ã(x) = Ã(¡x), com duas “protuberâncias”. Para veri…car essa

idéia, vamos comparar as evoluções livres dos estados coerentes, pares e ímpares, de um os-

cilador harmônico com freqüência, massa e constante de Planck iguais a 1 [30] (normalizados

em todo o eixo: ¡1 < x < 1), após o potencial harmônico ter sido desligado em t = 0:

Ã(§)(x; t) = N§ ["(t)]
¡1=2 exp

µ
¡ x2 + x2c

2"

¶

£
½
cosh
senh

µ
xxc
"(t)

¶
; (3.46)

onde

"(t) = 1 + it; (3.47)

N§ =
p
2 ¼¡1=4

£
1§ exp

¡
¡x2c

¢¤¡1=2
: (3.48)

As funções de onda iniciais, em t = 0, são obtidas simplesmente fazendo " = 1. Para

garantir a ausência de quaisquer ‡uxos iniciais de probabilidade, o parâmetro xc deverá ser

real , e o escolheremos positivo por conveniência.

A densidade de probabilidade é dada por

jÃ(§)(x; t)j2 = N 2
§

2j"(t)j exp
µ

¡ x2 + x2c
j"(t)j2

¶

£
�
cosh

µ
2xxc
j"(t)j2

¶
§ cos

µ
2xxct

j"(t)j2
¶¸
: (3.49)

A distribuição de probabilidade ímpar sempre terá dois picos, pois ela se anula para

x = 0. A distribuição de probabilidade par terá, inicialmente, dois picos (cujas posições

serão determinadas pela equação tanh(xxc) = x=xc) se xc > 1 (se xc À 1, os picos estarão

localizados perto dos pontos §xc). A evolução dos pacotes, dada pela equação (3.49) com

xc =
p
2 (essa escolha …cará clara na próxima subseção), é mostrada nas …guras 3.10 e 3.11.

O valor t1 = 1=
p
3 (ou t1 =

p
(x2c ¡ 1)=(x2c + 1) para xc arbitrário) corresponde ao instante

em que a segunda derivada espacial da densidade de probabilidade par no ponto x = 0 muda

de sinal. No instante t2 =
p
3 (ou t2 =

p
2x2c ¡ 1 no caso genérico), a função jÃ(+)(0; t)j2

atinge seu máximo.

É interessante comparar os pacotes coerentes com uma mistura quântica de duas gaus-

sianas, descrita pela matriz-densidade dependente do tempo (veja-se a …gura 3.12)

½(x; x0; t) = exp
µ

¡ x
2"¤ + x02" + 2x2c

2j"(t)j2
¶

£ cosh
�
xc

j"(t)j2 (x"
¤ + x0")

¸ ¡
j"jp¼

¢¡1
: (3.50)
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Figura 3.10: Densidades de probabilidade dos pacotes coerentes e pares com xc = 21=2 e
em diferentes instantes: t = 0 (curva pontilhada com dois picos agudos), t = 3¡1=2 (curva
tracejada-pontilhada), t = 1 (curva tracejada) e t = 31=2 (curva sólida).

Podemos veri…car que a densidade de probabilidade e as demais quantidades caracterizan-

do o estado misto (3.50) podem ser obtidas das expressões correspondentes para os estados

pares/ímpares através de uma receita simples: devemos trocar N 2
§ por 2¼¡1=2 e suprimir os

termos com o sinal §.

Para a função de Wigner

W (x; p) =

Z
Ã(x + y=2)Ã¤(x ¡ y=2) exp(¡ipy)dy;

obtemos

W§(x; p; t) =N 2
§
p
¼ exp

£¡p2 ¡ (x¡ pt)2¤

£
n
e¡x

2
c cosh [2xc(x ¡ pt)]§ cos (2pxc)

o
: (3.51)

Olhando para a …gura 3.10, temos a impressão clara de que no instante t =
p
3 o pacote

é mais estreito do que era inicialmente, em especial se não dermos atenção às “asas” da

distribuição, que ocorrem quando jxj > 2; 5. Por outro lado, parece óbvio, conforme a

…gura 3.11, que o pacote ímpar se expande monotonamente. Informações adicionais sobre o

comportamento do pacote estão contidas no ‡uxo da densidade de probabilidade

J(x) = Im[Ãx(x)Ã
¤(x)] = Im[½x(x; x

0)]jx0=x : (3.52)
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Figura 3.11: Densidades de probabilidade dos pacotes coerentes e ímpares com xc = 2
1=2 e

em diferentes instantes: t = 0 (curva pontilhada com picos altos) e t = 4 (curva sólida).
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Figura 3.12: Densidades de probabilidade do pacote misto com xc = 21=2 e em diferentes
instantes: t = 0 (curva pontilhada com picos altos), t = 1 (curva tracejada) e t = 31=2 (curva
sólida).
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Figura 3.13: Derivada temporal e inicial do ‡uxo da densidade de probabilidade para os
pacotes pares (curva tracejada), ímpares (curva pontilhada) e mistos (curva sólida) no caso
em que xc = 21=2. As linhas verticais mostram as posições iniciais do máximo de cada pacote:
x
(+)
m¶ax = 1; 35; x

(mis)
m¶ax = 1; 41; x

(¡)
m¶ax = 1; 46.

Para o estado (3.46), obtemos

J(§)(x; t) =
N 2
§xt

2j"(t)j3 exp
µ

¡ x2+ x2c
j"(t)j2

¶

£
½
cosh

µ
2xxc
j"(t)j2

¶
¡ xc
x
senh

µ
2xxc
j"(t)j2

¶

§ cos
µ
2xxct

j"(t)j2
¶

¨ xc
xt
sen

µ
2xxct

j"(t)j2
¶¾

: (3.53)

No caso do estado misto (3.50), devemos usar a receita dada acima. Para t ¿ 1, temos

J(§)(x) =
xt

2
N 2
§ exp

¡
¡x2 ¡ x2c

¢ £
§

¡
1¡ 2x2c

¢

+cosh(2xxc) ¡ xc
x
senh(2xxc)

i
;

e podemos veri…car facilmente que nesse limite J(+)(x) será negativo (para x positivo) no

intervalo 0 < x � xc, se xc > 1, enquanto J(¡)(x) e J(mis)(x) serão positivos para x = xc. A

…gura 3.13 também indica que a densidade de probabilidade do pacote par ‡ui inicialmente

para o centro, enquanto a tendência principal do pacote ímpar é se mover para fora. Mas

como quanti…car o encolhimento ou a expansão?
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3.5.2 Média do valor absoluto da posição como medida do alarga-
mento do pacote

No caso unidimensional, a fórmula (3.14) se torna:

x ´ hjxji =
Z

jxj jÃ(x)j2dx =
Z

jxj½(x; x)dx; (3.54)

que é a média quântica do módulo do deslocamento a partir do centro do pacote. A integral

(3.54), para a distribuição (3.49), pode ser expressa assim

x+(t) = N 2
+

½
j"j exp

µ
¡ x2c

j"(t)j2
¶

+

p
¼

2
xc

�
erf

µ
xc
j"j

¶
¡ t er¯

µ
xct

j"j

¶
e¡x

2
c

¸¾
; (3.55)

x¡(t) =
p
¼

2
N 2
¡xc

�
erf

µ
xc
j"j

¶
+ t er¯

µ
xct

j"j

¶
e¡x

2
c

¸
; (3.56)

xmis(t) = xcerf

µ
xc
j"j

¶
+

j"jp
¼
exp

µ
¡ x2c

j"j2
¶
: (3.57)

A expansão de Taylor do lado direito de (3.55), com respeito a t, para t ¿ 1, produz

x+ = x+(0) +
t2

2
N 2
+e

¡x2c
¡
1 ¡ x2c

¢
+O(t4): (3.58)

Em conseqüência, o pacote par encolherá inicialmente, desde que xc > 1, e o efeito máximo

será obtido para xc =
p
2 (isso explica nossa escolha desse parâmetro nas …guras). O valor

mínimo da razão x+(t)=x+(0) será obtido quando t ¼ 1; 2. E será igual a 0; 973 (comparemos

com o valor 0; 9978 dos pacotes radiais e bidimensionais de [67]). A desigualdade x+(t) >

x+(0) vale para t > 1; 8 (esses valores numéricos correspondem a xc =
p
2).

A coincidência da condição xc > 1 com a de existência de dois picos na distribuição de

probabilidade inicial não é acidental. Para mostrar isso, vamos calcular a derivada segunda

da integral (3.54) com respeito ao tempo, levando em conta a equação de Schrödinger,

Ãt = (i=2)Ãxx, e a condição de fronteira, Ãxjx=0 = 0, a qual deve ser satisfeita por qualquer

função par de x. Após álgebra simples (incluindo integração por partes), obtemos a equação

d2x+
dt2

= ¡ Re (Ã¤Ãxx)jx=0 ; (3.59)

onde o lado direito pode ser interpretado como uma “aceleração” quântica e efetiva causada

pela presença de uma “fronteira impenetrável” e especí…ca no ponto x = 0, caracterizada

pela condição de contorno Ãxjx=0 = 0, a qual resulta num ‡uxo de densidade nulo em x = 0
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(assim como no caso em que Ã(0) = 0). Se usarmos variáveis dimensionais, o lado direito de

(3.59) deverá ser multiplicado por (~=m)2. Vemos que a “aceleração” efetiva será negativa,

se a derivada segunda da função de onda em x = 0 tiver o mesmo sinal que a função de

onda. Porém, se xc < 1, então a função de onda inicial (real) terá um só máximo na origem,

de maneira que o produto Ã¤Ãxxjx=0 será negativo e a “força” efetiva será repulsiva. Ao

contrário, para xc > 1 a função de onda inicial terá um mínimo na origem e a “aceleração”

efetiva será negativa (para t = 0 e em algum intervalo 0 < t < t¤).

Para todos os pacotes descritos por funções de onda ímpares, Ã(x) = ¡Ã(¡x), a média do

valor absoluto da posição aumentará monotonamente para t > 0. Por exemplo, os primeiros

termos da expansão de Taylor de (3.56) são

x¡ = x¡(0) +
t2

2
N 2
¡x

2
ce
¡x2c + O(t4): (3.60)

A média do valor absoluto da posição do pacote misto também crescerá monotonamente,

embora a “aceleração” inicial do estado misto seja menor do que a metade daquela do estado

ímpar e puro com o mesmo valor de xc:

xmis(t) = x(0) +
t2x2c
2
p
¼
e¡x

2
c + ¢ ¢ ¢ :

Existem ao menos duas explicações para a diferença de comportamento dos pacotes pares

e dos ímpares. Uma delas, é que o pacote ímpar pode ser considerado, em certo sentido, como

um análogo unidimensional dos estados multidimensionais com momento angular diferente

de zero (pois a transformação x ! ¡x pode ser considerada como um análogo da rotação

pelo ângulo ¼), para os quais uma “força” radial, centrífuga e efetiva será sempre positiva.

Outra explicação, é que os pacotes ímpares são equivalentes aos estados no semi-eixo x > 0

con…nados pela parede impenetrável, representada pela condição de contorno Ã(0) = 0.

Nesse caso, o lado direito da equação (3.59) será igual a [22, 89] (~=m)2 jÃxj2jx=0 ¸ 0 (em

variáveis dimensionais e para funções de onda normalizadas em todo o eixo: ¡1 < x <1).

Possíveis manifestações dessa “força” quântica e repulsiva, para partículas ultrafrias, foram

discutidas em [22, 64].

A primeira derivada de x¡(t) em relação ao tempo é igual a

dx¡
dt

=

p
¼

2
N 2
¡xct er¯

µ
xct

j"j

¶
e¡x

2
c ; (3.61)

enquanto

dx+
dt

=N 2
+ exp

µ
¡ x2c

j"(t)j2
¶ �

t

j"j

¡
p
¼

2
xc er¯

µ
xct

j"j

¶
exp

µ
¡ t2x2c

j"(t)j2
¶¸
: (3.62)
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O lado direito de (3.62) será negativo para pequenos valores do tempo, t (desde que xc > 1),

mas para t À 1 ele tenderá ao valor constante e positivo

dx+
dt

¯̄
¯̄
t=1

=N 2
+

�
1¡

p
¼

2
xc er¯ (xc) e

¡x2c
¸
:

Se xc À 1, então a fórmula assintótica para a função-erro imaginária conduzirá a valores-

limites idênticos (dx§=dt)jt=1 = ¼¡1=2. No caso da parede ideal na origem, descrita pela

condição de contorno Ã(0) = 0 (isto é, para pacotes ímpares), esse resultado foi obtido em

[22] e sua independência em relação à forma concreta da barreira impenetrável foi explicada

em [64].

Nem todo pacote inicialmente par, com dois ou mais picos, exibe encolhimento (em

termos do parâmetro x). Por exemplo, qualquer pacote do tipo de Fock

Ãn(x; t) =
Nn("¤)n=2

"(n+1)=2
exp

µ
¡ x2

2"

¶
Hn

µ
x

j"j

¶
(3.63)

se alarga monotonamente, x(t) » j"(t)j, porque a função (3.63) satisfaz à equação de

Schrödinger estacionária, ¡Ã00n + x2Ãn = 2EnÃn, com autovalores positivos En (Hn(z) é

o polinômio de Hermite). Logo, para qualquer solução (par) desse tipo, a derivada segunda,

Ã00, em x = 0 tem sinal oposto ao da função de onda, Ã, resultando numa “aceleração”

positiva, (3.59). O mesmo será verdade para qualquer estado que estiver, inicialmente, num

auto-estado com energia positiva de algum potencial V (x) possuindo a propriedade V (0) = 0.

Entretanto, para auto-estados com energia negativa (por exemplo, em potenciais simétricos

do tipo dois poços com um máximo local em x = 0 e mínimos absolutos em algum jxmj > 0)
a “aceleração” efetiva e inicial, (3.59), será negativa. Essa observação poderá ser usada para

encontrar pacotes com menor valor mínimo da razão x(t)=x(0) do que no caso dos pacotes

coerentes e pares.

Notemos que a função de onda (3.63) não contém qualquer parâmetro (exceto n). Por

essa razão, a forma da densidade de probabilidade não muda durante a evolução, a qual se

reduz à transformação de escala x ! x=j"(t)j. Ao contrário, todos os pacotes que exibem

encolhimento não são invariantes à mudanças de escala, pois eles dependem de parâmetros

adicionais, tais como xc.

3.5.3 Medidas ® do alargamento

No caso unidimensional, a fórmula (3.18) se torna:

x(®) ´
µZ

jxj®jÃ(x)j2dx
¶1=®

: (3.64)
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Para o estado (3.46), a integral em (3.64) pode ser expressa através das funções cilindro-

parabólicas ou da função hipergeométrica e con‡uente, ©(a; c; z) [28]:

x(®)§ (t) = j"(t)j
�
1

2
N 2
§¡

µ
1 +®

2

¶¸1=®

£
�
©

µ
¡®
2
;
1

2
;¡ x2c

j"j2
¶

§e¡x2c©
µ

¡®
2
;
1

2
;
x2c t

2

j"j2
¶¸1=®

: (3.65)

Para expandir o lado direito de (3.65) em série de Taylor com respeito ao tempo, usamos as

seguintes relações para a função ©(a; c; z) [28]:

d

dz
©(a; c; z) =

a

c
©(a +1; c+ 1; z);

©(a; c;¡z) = e¡z©(c¡ a; c; z);

c©(a ¡ 1; c; z) ¡ c©(a; c; z) = z©(a; c +1; z):

Após um pouco de álgebra, chegamos à expressão

x(®)§ =

"
¡

¡
1+®
2

¢
A§p

¼ (ex2c § 1)

#1=®�
1 +

B§
A§
t2 + ¢ ¢ ¢

¸
;

onde

A§ = ©
µ
® + 1

2
;
1

2
;x2c

¶
§ 1;

B§ =
1

2
©

µ
®¡ 1
2

;
1

2
;x2c

¶
§ 1

2
¨ x2c :

O raio ® inicialmente diminuirá com o tempo se B§=A§ < 0. Usando a fórmula assintótica

©(a; c; z) » ¡(c)

¡(a)
ezza¡c; z ! +1;

podemos ver que para xc À 1 (e ® 6= 1),

B§=A§ » ¡

µ
®+ 1

2

¶ �
2xc¡

µ
® ¡ 1
2

¶¸¡1
:

Conseqüentemente, em termos dos raios ®, todos os pacotes (pares, ímpares e mistos) com

picos bem separados exibirão encolhimento inicial para ® < 1, o qual será bastante pro-

nunciado para valores de ® próximos de ¡1: veja-se a …gura 3.14. A explicação de tal

comportamento se tornará clara se olharmos a …gura 3.15: cada pico inicial se expande

quase simetricamente a partir de seu máximo inicial, portanto observamos um aumento da

densidade de probabilidade na região entre os picos iniciais. Desde que as medidas ®, com

® < 1, são mais “sensíveis” às contribuições dessa região interna, os raios ® exibem rápido

decréscimo no estágio inicial da evolução.
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Figura 3.14: Raios ® normalizados para os pacotes ímpares, mistos e pares no caso em que
xc = 5. Curvas sólidas, do topo para a base: ® = 1;¡1=2;¡9=10. Curvas tracejadas,
do topo para a base: ® = 1=2;¡1=2;¡9=10. Curvas pontilhadas, do topo para a base:
® = ¡1=2;¡9=10. Para ® > 1=2, as curvas correspondendo a diferentes pacotes …cam
muito próximas com a mesma aparência dos casos mostrados: ímpar, misto e par (do topo
para a base). Os valores iniciais de x(®) praticamente não dependem do tipo de pacote, só
dependendo levemente de ®: x(1)(0) = 5; 00 e x(¡9=10)(0) = 4; 90.
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Figura 3.15: Densidades de probabilidade de diferentes tipos de pacotes com xc = 5. A
curva sólida e espessa com dois picos representa a distribuição inicial em t = 0, a qual é
praticamente a mesma para todos os pacotes. As outras curvas correspondem ao momento
t = 5. Pacote par: curva sólida (com máximo em x = 0), pacote ímpar: curva tracejada
(com mínimo em x = 0) e pacote misto: curva pontilhada.

3.5.4 Extensões ¯ dos pacotes

No caso unidimensional, a fórmula (3.28) se torna:

E(2) =
µZ

[½(x)]2dx

¶¡1
: (3.66)

Para a distribuição (3.49), obtemos

E (2)§ =
8
p
2 j"(t)jp
¼N 4

§

½
1 + e¡2x

2
c + 2exp

µ
¡ 2x

2
c

j"j2
¶

§4 exp
�
¡ x

2
c(3 + t

2)

2(1 + t2)

¸
cos

µ
x2ct

j"j2
¶¾¡1

: (3.67)

Para o estado misto (3.50), devemos suprimir o termo com o sinal § e trocar N 4
§ por 4=¼.

A superextensão, equação (3.31), no caso unidimensional se torna:

E(1) ´ (m¶ax[½(x)])¡1 : (3.68)

As dependências temporais de diferentes medidas ¯ são mostradas na …gura 3.16. Para

¯ = 2, nenhum pacote exibe encolhimento, embora a dependência temporal não seja monó-

tona no caso dos pacotes pares. Os pacotes pares claramente demonstram um decréscimo
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Figura 3.16: Extensões ¯ normalizadas para diferentes pacotes iniciais com xc = 21=2. As
três curvas com valores maiores do que ou iguais a 1 correspondem a ¯ = 2. Sua ordem, do
topo para a base, é a seguinte: pacotes ímpares (curva pontilhada), pacotes mistos (curva
tracejada-pontilhada) e pacotes pares (curva tracejada). A curva sólida corresponde à razão
E (1)(t)=E (1)(0) para pacotes pares.

intermediário da razão-limite E (1)(t) ´ E (1)(t)=E (1)(0) abaixo do nível inicial, em com-

pleto acordo com a …gura 3.10. O máximo da curva sólida na …gura 3.16 é atingido no

momento tm¶ax ¼ 0; 65, quando a altura do pico central em x = 0 se torna igual à altura

dos picos laterais (simétricos). O mínimo da curva sólida, E (1)m¶{n ¼ 0; 856, corresponde ao

momento t2 =
p
3, quando a densidade de probabilidade na origem, ½(0; t), atinge seu má-

ximo. Supondo que a posição do máximo em t = 0 coincida com xc (essa aproximação é

razoavelmente boa já para xc =
p
2, sendo muito melhor para xc À 1), poderemos obter

uma fórmula aproximada: E (1)m¶{n ¼ xc
p
e=8. Portanto, o encolhimento de pacotes pares, com

respeito à medida E (1), existirá para os valores de xc no intervalo 1 < xc <
p
8=e ¼ 1; 7.

No caso dos pacotes mistos, a expressão para tmis1 coincide com a de t2 (e é igual a dos

pacotes pares). Por conseguinte, os pacotes mistos não encolhem com respeito à medida

E (1), assim como os ímpares (os quais se expandem mais rapidamente), em acordo com as

…guras 3.11 e 3.12.
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3.6 Conclusão

Mostramos que pacotes de ondas anelares podem exibir encolhimento signi…cativo nos

estágios iniciais de sua evolução livre. Uma escolha adequada da medida de extensão do

pacote ajudará a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. O caso bidimensional

não é distinto do ponto de vista de diferentes medidas do valor médio do raio. Encontramos

exemplos de medidas para as quais as dimensões distintas são d = 3; 4 ou 6: Além disso,

escolhas adequadas dos parâmetros k e d; que caracterizam o pacote de ondas inicial, e dos

parâmetros ® e ¯, que caracterizam a medida da extensão do pacote, permitem obter um

valor mínimo da extensão normalizada tão pequeno quanto se queira.

Demonstramos também que existem famílias de pacotes quânticos e unidimensionais que

exibem encolhimento inicial durante suas evoluções livres, embora os valores médios e iniciais

do momento, das covariâncias ou do ‡uxo da densidade de probabilidade sejam nulos. Todos

esses pacotes têm mais do que um pico no instante inicial. O efeito é mais pronunciado para

pacotes pares do que para pacotes ímpares ou mistos e, além disso, em muitos casos não há

encolhimento para os dois últimos tipos de pacotes. Consideramos essa diferença como uma

manifestação das interferências quânticas.

Supuseram em [67] que a existência de encolhimento para pacotes radiais no caso bidi-

mensional (e sua ausência no caso tridimensional) poderia estar ligada ao fato de que os

pacotes bidimensionais são mais “não-clássicos”, o que é caracterizado pelo peso relativo da

parte negativa da função de Wigner. Todavia, nossos exemplos unidimensionais não con…r-

mam essa conjectura. Calculando as integrais sobre as partes positiva e negativa da função

de Wigner,

V§ =
1

2

Z
[W (q; p)§ jW(q; p)j] dqdp

2¼
;

(usando a normalização V+ + V¡ = 1), obtivemos para a função (3.51), com xc =
p
2, os

seguintes valores:

V par¡ = ¡0; 104; V par+ = 1; 104;

V ¶{mpar¡ = ¡0; 217; V ¶{mpar+ = 1; 217:

De acordo com esses números, o estado ímpar é mais “não-clássico” do que o estado par.

Porém, o encolhimento é observado não para os estados ímpares, mas para os pacotes pares.
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Capítulo 4

Tunelamento de pacotes gaussianos e
estreitos através de potenciais do tipo
delta de Dirac

Neste capítulo, estudamos a transmissão e a re‡exão de pacotes de ondas de matéria por

potenciais do tipo delta de Dirac. Várias de…nições de tempo de transmissão são introduzidas

e comparadas.

4.1 Introdução

Sabemos que a equação de Schrödinger com o potencial-delta

V (x) = Z±(x) (4.1)

admite um conjunto completo e simples de soluções explícitas e exatas [33, 38, 90]. Por

essa razão, tal potencial é usado com freqüência para modelar diferentes fenômenos em

vários campos da Física quântica, nos casos-limites em que a forma detalhada do potencial

concreto não é essencial. Em particular, tal aproximação pode ser aplicada com sucesso à

análise de vários dispositivos de tunelamento em Física do estado sólido [91], onde a técnica

experimental de dopagem-delta é usada para criar diferentes camadas-deltas há mais de duas

décadas [92]. Aplicações de potenciais do tipo delta tridimensionais aos problemas da Física

atômica foram revistas em [93]. Tais potenciais também são amplamente usados na teoria

dos condensados de Bose-Einstein [56, 94, 95]. Modelos exatamente solúveis de sistemas de

muitos corpos interagindo através de potenciais do tipo delta foram considerados em [96, 97].

Diversas soluções para a equação de Schrödinger dependente do tempo com o potencial
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(4.1) foram consideradas por muitos autores, começando, talvez, com o artigo [98], onde

um tratamento original para o problema de valor inicial foi usado. Em especial, foram

despendidos muitos esforços para encontrar o propagador G(x; x0; t) [99]-[104], o qual permite

calcular a evolução de qualquer função de onda inicial, Ã(x; 0), de acordo com a relação

Ã(x; t) =

Z 1

¡1
G(x; x0; t)Ã(x0; 0)dx0: (4.2)

Generalizações para o caso de uma intensidade dependente do tempo, Z(t), foram consi-

deradas em [105]-[107]. Propagadores para potenciais do tipo delta de Dirac móveis foram

obtidos em [106], [108]-[110]. Para outros estudos e generalizações consulte-se, por exemplo,

[111]-[125].

Todavia, cálculos concretos da integral (4.2) e a análise da evolução de diferentes pacotes

de ondas iniciais e localizados na presença de potenciais do tipo delta de Dirac foram rea-

lizados apenas em poucos estudos [98, 102, 126]. O objetivo de nosso trabalho é considerar

a re‡exão e a transmissão pelo potencial (4.1) (com intensidade constante ou com especí…ca

dependência temporal Z(t)) de pacotes iniciais, estreitos e gaussianos, com ênfase em pacotes

que se movam lentamente. Esse caso especial poderá ser realizado em experimentos com

átomos ultrafrios. Em particular, ele está intimamente relacionado ao fenômeno da de‡exão

quântica de pacotes lentos por espelhos re‡etores e semitransparentes [22, 23, 64]. Para

outras publicações recentes devotadas à propagação e à re‡exão de pacotes quânticos (ondas

de matéria) veja-se [55], [66]-[68], [127]-[130].

Este capítulo está arranjado assim: na seção 4.2, derivamos fórmulas analíticas descreven-

do a re‡exão e a transmissão de pacotes iniciais, estreitos e gaussianos, através do potencial-

delta estacionário; na seção 4.3, comparamos diferentes de…nições do tempo de transmissão;

na seção 4.4, consideramos uma generalização: o potencial-delta com intensidade dependente

do tempo especí…ca (linear e inversa); na seção 4.5, apresentamos nossas conclusões.

4.2 Evolução de pacotes num potencial-delta estacionário

A forma explícita do propagador para o potencial-delta foi encontrada em vários artigos

[99, 101, 102]

GZ(x; x
0; t) = (2¼it)¡1=2 exp

�
i(x ¡ x0)2

2t

¸

¡Z
2
exp

�
Z (jxj+ jx0j) + iZ

2t

2

¸
erfc

�jxj+ jx0j+ iZtp
2it

¸
: (4.3)
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Para simpli…car as fórmulas, supomos que ~ = m = 1. O retorno às variáveis dimensionais

é obtido pelas trocas

t ! ~t
m

Z ! mZ
~2 : (4.4)

Para um tempo imaginário, isto é, para a matriz-densidade do equilíbrio, uma fórmula

equivalente a (4.3) foi obtida em [131] e a função de Wigner do equilíbrio foi calculada

em [132]. O segundo termo no lado direito de (4.3) é chamado às vezes de função de

Moshinsky [102, 133, 134], porque uma expressão similar apareceu no artigo [135], devotado

ao problema da difração no tempo. A equação (4.3) vale para qualquer sinal de Z (embora em

alguns artigos tenha sido derivada apenas para potenciais atrativos ou repulsivos). Outras

representações (integrais) para o propagador foram obtidas em [100, 103, 104]. Para Z ! 1
e valores …xos de x, x0 e t, a equação (4.3) tenderá ao propagador no semi-espaço con…nado

com uma parede impenetrável (para x; x0 > 0)

G1(x; x
0; t) = (2i¼t)¡1=2

½
exp

�
¡ (x0 ¡ x)2

2it

¸
¡ exp

�
¡(x

0 + x)2

2it

¸¾
; (4.5)

devido à fórmula assintótica [28, 31]

erfc(x) ¼ exp(¡x2)
x¼1=2

; jxj ! 1; j argxj < 3¼
4
: (4.6)

Propagadores exatos ou quase-clássicos na presença de potenciais adicionais e para várias

condições de fronteira numa semilinha ou em domínios tridimensionais separados por telas

e fendas foram obtidos, por exemplo, em [136]-[143].

Ao levar a expressão (4.3) na integral (4.2), deveremos lembrar que G(x; x0; t) tem dife-

rentes formas analíticas para x0 > 0 e x0 < 0, de modo que a integração deverá ser feita

separadamente nas regiões x0 > 0 e x0 < 0 (e o resultado será diferente para x > 0 e x < 0).

Todavia, se a função de onda inicial for bem localizada, à direita e distante da origem, sendo

igual a zero para x < 0, então a integração em (4.2) deverá ser feita para x0 > 0 apenas, isto

é, poderemos trocar jx0j por x0. Consideramos neste trabalho o estado inicial e gaussiano

(Uma fórmula exata descrevendo a evolução de um pacote inicial da forma exp (¡ajx ¡ xcj)
foi obtida e analisada em [102].):

Ã(x; 0) = (¼s2)¡1=4 exp

�
¡(x¡ xc)2

2s2
+ ip0x

¸
; xc À s; (4.7)

onde s é a largura do pacote de ondas e xc é a distância inicial entre o centro do pacote

e o potencial. A forma (4.7) implica que estudamos estados sem correlações iniciais entre

a posição e o momento (foi mostrado em [23, 64] que correlações inicialmente não-nulas
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não mudam essencialmente a descrição da re‡exão ou da transmissão de pacotes estreitos e

lentos por barreiras). Embora a função (4.7) tenha uma “cauda” não-nula na região x < 0,

ela é exponencialmente pequena (sob a condição assumida xc À s) e não produz qualquer

contribuição signi…cativa. Logo, a integração em (4.2) pode ser estendida ao eixo inteiro:

¡1 < x0 < 1. Usando a integral [144]

Z 1

¡1
dx exp(¡ax2 + bx)erfc(x) =

r
¼

a
exp

µ
b2

4a

¶
erfc

Ã
b

2
p
a(1 + a)

!
(4.8)

e introduzindo novos parâmetros adimensionais

~x =
x

xc
; ~p =

ps

~
p
2
; ¿ =

t~
p
2

msxc
; B = msZ

~2
p
2
; À = 1+ i¯¿; ¯ =

xc

s
p
2
;

(4.9)

obtemos

Ã(~x; ¿ ) =

µ
2¯2

¼À2

¶1=4
(
exp

�
¡¯

2

À
(~x¡ 1 ¡ ~p0¿)

2 + i¯~p0 (2~x¡ ~p0¿ )

¸

¡B
p
¼À exp

£
B2À +2¯B(j~xj+ 1)¡ ~p20 + 2i~p0(¯ + B)

¤

£ erfc
�
¯p
À
(j~xj+ 1)+ Bp

À +
i~p0p
À

¸)
: (4.10)

Para B > 0 (potencial repulsivo) e ¯ À 1, a parte real do argumento da função-erro com-

plementar no lado direito da equação (4.10) será grande e positivo para qualquer valor de ¿,

de modo que poderemos simpli…car essa expressão usando a fórmula assintótica (4.6):

Ã(~x; ¿) ¼
µ
2¯2

¼À2

¶1=4½
exp

�
¡¯

2

À
(~x¡1¡~p0¿ )2 + i¯~p0 (2~x¡ ~p0¿ )

¸
(4.11)

¡ BÀ
¯(j~xj+1) + BÀ+ i~p0

exp

�
¡¯

2

À
(j~xj+1+~p0¿)2 ¡ i¯~p0 (2j~xj+~p0¿)

¸¾
:

4.2.1 Pacote re‡etido

Se B ! 1, o fator antes da exponencial na segunda linha da equação (4.11) tenderá

a 1 (para ~x e ¿ …xos). Nesse limite, para ~x > 0 o lado direito de (4.11) se tornará uma

superposição de um pacote gaussiano se expandindo livremente (com momento médio e inicial

igual a zero) e de um pacote re‡etido por uma fronteira ideal [22], enquanto tenderá a zero

para ~x < 0. A densidade de probabilidade, jÃ(~x; ¿ )j2, oscilará rapidamente no semi-espaço

~x > 0 (se B 6= 0) devido às interferências entre a parte do pacote de ondas se propagando

livremente e a re‡etida pelo potencial. A distribuição de momento, j'(~p)j2, assintótica
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(¿ ! 1) não depende de ¿, mas ela contém funções senos e cossenos, de argumento grande

¯~p, que oscilam rapidamente. Após tomar a média sobre essas oscilações (as quais não

afetam as quantias mensuráveis [23, 64]), obtemos uma distribuição suave que tem formas

diferentes para valores positivos e negativos do momento

P (§)
as (~p) =

(
j'0(~p)j2 (1 + jÂ(~p)j2) ~p > 0

j'0(~p)j2 (1¡ jÂ(~p)j2) ~p < 0
(4.12)

onde

jÂ(~p)j2 = B2
B2 + ~p2 (4.13)

é o coe…ciente de re‡exão da barreira-delta [33, 38, 97] e

j'0(~p)j2 = (2=¼)1=2 exp
£
¡2 (~p¡ ~p0)

2¤ (4.14)

é a distribuição de momento inicial correspondendo ao estado (4.7) (…camos restritos ao caso

dos estados gaussianos e puros; estados mistos foram discutidos em [23, 64]). A equação

(4.12) mostra que o valor assintótico do momento é diferente do valor inicial ~p0. Essa

diferença se tornará especialmente perceptível se ~p0 = 0. Nesse caso, a distribuição de

momento inicial será simétrica com respeito ao sinal de ~p, mas a distribuição …nal não o

será, de modo que o valor médio e assintótico do momento será diferente de zero. Isso

signi…ca que o centro de massa do pacote adquire momento não-nulo às custas da energia

das ‡utuações quânticas (então o pacote se tornará mais estreito do que era inicialmente

no espaço de momento). Esse efeito é a de‡exão quântica discutida em [22, 23, 64]. Para

uma parede perfeitamente re‡etora ou para B À 1, o valor assintótico do momento vale

h~p1i = 1=
p
2¼ (para uma distribuição gaussiana com ~p0 = 0; notemos que a de…nição

do momento adimensional, ~p, na equação (4.9) difere pelo fator
p
2 daquela adotada em

[22, 23, 64]).

4.2.2 Pacote transmitido

Agora vamos discutir as propriedades do pacote transmitido. Para ~x < 0, os argumentos

de ambas as exponenciais da fórmula (4.11) são iguais, de modo que

Ã(~x; ¿) ¼
µ
2¯2

¼À2

¶1=4
¯(1¡~x) + i~p0

¯(1¡~x) + BÀ + i~p0
exp

�
¡¯

2

À
(~x¡1¡ ~p0¿)2 + i¯~p0 (2~x¡ ~p0¿)

¸
: (4.15)

Para ¯ su…cientemente grande, podemos desprezar ~p0 no fator pré-exponencial, assim como o

parâmetro B na parte real do denominador (relembremos que À = 1+ i¯t e ~x < 0). Portanto,
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a distribuição de probabilidade à esquerda da barreira não dependerá de ¯ sob as condições

¯ À 1 ¯ À j~p0j ¯ À B ¯¿ À 1 (4.16)

(as quais implicam que B é …nito, isto é, a barreira não é totalmente re‡etora):

P (¡)(~x; ¿) ´ jÃ(~x; ¿)j2 ¼
µ
2

¼¿ 2

¶1=2 (1¡ ~x)2

(1 ¡ ~x)2 + ¿ 2B2 exp
�
¡ 2

¿2
(~x ¡ 1¡ ~p0¿ )

2

¸
: (4.17)

É claro que para ~p0 < 0 e j~p0j¿ À 1 o máximo da distribuição (4.17) será atingido quando

~x¡1 = ~p0¿. Nesse caso, poderemos trocar o termo ~x¡1 no fator pré-exponencial por ~p0¿ nos

pontos próximos do máximo. Logo, o pacote transmitido (no sentido de sua densidade de

probabilidade) assintoticamente se aproximará do pacote gaussiano e inicial se expandindo

livremente, multiplicado pelo coe…ciente de transmissão

T(~p) = 1 ¡ jÂ(~p)j2 = ~p2

B2 + ~p2 (4.18)

correspondendo ao momento inicial ~p0. Isso foi notado (sem prova explícita) há muito tempo

em [98].

Entretanto, esse resultado simples valerá somente se j~p0j não for muito pequeno. Se

j~p0j ¿ 1, a situação será diferente. Aqui consideraremos a situação extrema em que ~p0 = 0.

Nesse caso, a parte principal do pacote inicial se expandindo livremente alcançará a barreira

quando ¿ » 1; portanto, o regime mais interessante será aquele em que ¿ > 1. Em contraste

com um pacote se expandindo livremente, cujo máximo está …xado no ponto ~x = 1, a posição

do máximo do pacote transmitido (4.17), com ~p0 = 0, será gradualmente deslocado para a

esquerda de acordo com a fórmula

(1¡ ~xm)
2=¿2 =

1

2

³
B

p
2 +B2 ¡ B2

´
: (4.19)

Em particular, j1 ¡ ~xmj ¼ 2¡1=4¿
p

B para uma barreira quase transparente (B ¿ 1). Por

outro lado, a velocidade máxima do pacote não depende de B para barreiras re‡etoras quase

perfeitas (B À 1):

(1¡ ~xm)
2=¿ 2 ! 1=2 jd~xm=d¿ j ! 1=

p
2 (4.20)

(embora a altura do máximo se torne muito pequena). No último caso

P (¡)(~x) ¼
µ
2

¼

¶1=2 (1 ¡ ~x)2
¿ 3B2 exp

�
¡ 2

¿2
(1 ¡ ~x)2

¸
: (4.21)

Usando a aproximação P (¡)(~x) ¼ P (~xm) exp [¡4(~x¡ ~xm)2=¿ 2] na vizinhança do máximo,

podemos veri…car que a razão entre a largura do pacote, ¢~x = ¿ =(2
p
2); e a posição do seu

máximo, ~xm, não depende do tempo: ¢~x=~xm ¼ 1=2.
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Figura 4.1: A função F (y) para ~p0 = 0;B = 0 (curva superior à esquerda), ~p0 = 0;B = 1
(curva inferior à esquerda), ~p0 = ¡7;B = 0 (curva superior à direita) e ~p0 = ¡7;B = 10
(curva inferior à direita).

É conveniente reescrever a densidade de probabilidade (4.17) em função da variável es-

calada y = (1¡ ~x)=¿ (cujo intervalo varia de ¿¡1 até 1):

P (¡)(~x; ¿ ) =
F (y)

¿
; F (y) =

r
2

¼

y2

y2 + B2 exp
£
¡2 (y + ~p0)2

¤
; y =

1 ¡ ~x
¿
: (4.22)

Os grá…cos da função F (y) para diferentes valores de ~p0 e B são dados na …gura 4.1.

4.2.3 Probabilidade de transmissão dependente do tempo

A probabilidade de transmissão dependente do tempo pode ser de…nida como a proba-

bilidade de encontrar a partícula à esquerda da barreira:

L(¿ ) =
Z 0

¡1
P (¡)(~x; ¿)d~x (4.23)

Tomando o limite ¿ ! 1 na equação (4.23), obtemos a probabilidade de transmissão assin-

tótica para o pacote [64]

L1 = lim
¿!1

Z 0

¡1
P(¡)(~x; ¿ )d~x =

Z 0

¡1
j'0(~p)j2

¡
1¡ jÂ(~p)j2

¢
d~p: (4.24)
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O valor médio, assintótico e condicional de uma função do momento pode ser de…nido como

[29, 64]

hhf (~p)ii1 = L¡11
Z 0

¡1
f (~p)j'0(~p)j2

¡
1¡ jÂ(~p)j2

¢
d~p: (4.25)

O signi…cado físico dessa de…nição parece claro: ela corresponde somente à estatística daque-

les eventos que estão relacionados à detecção de uma partícula atrás da barreira. Para

grandes valores negativos de ~p0, L1 = T (~p0). Além disso, podemos trocar o coe…ciente

de re‡exão que varia lentamente, jÂ(~p)j2, por seu valor quando p = p0 (tendo em mente

que a contribuição principal à integral em (4.25) é dada por uma pequena região perto do

ponto p0, devido à forma exponencial da distribuição de momento inicial). Logo, nesse caso

assintótico, temos hhf(~p)ii1 ¼ hf(~p)it=0. Em particular, hh~pii1 ¼ ~p0.

A situação será diferente se j~p0j < 1. Consideraremos o caso em que ~p0 = 0, quando

o efeito será máximo. Os cálculos serão mais simples no caso da barreira re‡etora quase

perfeita com B À 1, quando o coe…ciente de transmissão poderá ser simpli…cado como

1 ¡ jÂ(~p)j2 ¼ ~p2=B2. Então, as equações (4.14) e (4.24) produzirão L1 = (8B2)¡1. Além

disso, o valor assintótico do momento condicional do pacote transmitido não dependerá de

B nesse caso-limite: jhh~piij =
p
2=¼. Notemos que esse valor é duas vezes maior do que

o momento médio das partículas re‡etidas e do que o valor do momento condicional das

partículas se movendo para a esquerda na ausência de qualquer barreira (para o pacote

gaussiano). Também, o valor jhh~piij será levemente (2=
p
¼ vezes) maior do que o momento

correspondente à velocidade do pico do pacote transmitido, equação (4.20), devido à sua

largura …nita no espaço de momento.

4.3 Tempos de transmissão

Há uma literatura vasta sobre o problema do tempo de tunelamento [145]-[147] ou tempo

de chegada [148] de partículas quânticas se movendo em vários potenciais ou passando através

de barreiras de potencial. Todavia, o caso do tunelamento através de uma barreira do tipo

delta de Dirac foi esquecido (o tempo de atraso para barreiras do tipo delta foi considerado

recentemente em [149, 150]). Expressões explícitas para os pacotes dependentes do tempo

nos dão uma possibilidade rara de estudar o problema em detalhes nesse caso especial.

Há vários modos possíveis de de…nir o tempo de transmissão. Por exemplo, introduzindo

a probabilidade de transmissão normalizada ~L(¿) = L(¿ )=L1, podemos supor que a trans-

missão estará praticamente terminada quando a diferença 1¡ ~L(¿) atingir um pequeno valor
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², de…nindo o tempo de transmissão convencional, ¿ ², através da equação 1 ¡ ~L(¿ ²) = ².

Usando as equações (4.22) e (4.23), obtemos

L(¿ ) =
r
2

¼

Z 1

1=¿

y2

y2 + B2 e
¡2(y+~p0)2 dy: (4.26)

Uma fórmula analítica e aproximada para a integral (4.26) pode ser facilmente encontrada

para momentos iniciais, negativos e grandes: ~p0 < 0, j~p0j À 1. Em verdade, é claro que

a probabilidade de transmissão será exponencialmente pequena enquanto j~p0j¿ < 1, e ela

praticamente coincidirá com T(j~p0j) quando j~p0j¿ À 1. Um rápido aumento de L(¿ ), indo

de zero ao valor assintótico L1 = T(j~p0j), ocorrerá durante um intervalo de tempo mais

ou menos curto, quando j~p0j¿ ¼ 1. Escrevendo j~p0j¿ = 1 + ±, com j±j ¿ 1, poderemos

trocar y por j~p0j no fator pré-exponencial. Então, a integral será reduzida à função-erro

complementar, e obteremos uma fórmula analítica e aproximada

~L(¿) ¼ 1

2
erfc(»); » =

p
2j~p0j (1 ¡ j~p0j¿) ; j~p0j À 1: (4.27)

Dependências típicas de ~L(¿) para j~p0j¿ À 1, resultantes da integração numérica de (4.26),

são mostradas na …gura 4.2. Podemos ver que com o aumento do valor absoluto do momento

inicial, j~p0j, a região de transmissão se desloca para tempos menores e se torna mais estreita.

O mesmo comportamento será observado se aumentarmos a intensidade do potencial-delta,

B, para um valor …xo de p0. Contudo, esse efeito é razoavelmente fraco e foi desprezado

na fórmula (4.27). Levando em conta a fórmula (4.6), obtemos expressões assintóticas para

j»j À 1:

~L(¿ ) ¼

8
<
:

exp(¡»2)
2
p
¼ j»j ; » > 0

1¡ exp(¡»2)
2
p
¼ j»j ; » < 0

(4.28)

Efetivamente, desvios do valor assintótico são menores do que 1% já para j»j = 2. Então,

o tempo de transmissão ¿ 0;01 é igual, aproximadamente, à diferença entre dois valores de ¿,

o que produz » = §2. Portanto, ¿ 0;01 ¼ 2
p
2=~p20 (ou 4m~xc=(p20s) em variáveis dimensio-

nais). Esse valor não depende da intensidade do potencial-delta (relembremos que estamos

considerando o limite em que os pacotes têm grandes momentos iniciais, p0, excedendo a

largura da distribuição de momento inicial, a qual é da ordem de ~=s), sendo determinado

completamente pela diferença entre os instantes de tempo em que as ondas planas compo-

nentes do pacote inicial, correspondendo às “bordas” efetivas, p = p0§ 2~=s, da distribuição

de momento (4.14), alcançam a posição da barreira, x = 0, a partir da posição inicial, xc.

No caso em que o momento inicial for nulo, p0 = 0, a integral (4.26) poderá ser calculada

exatamente se B = 0 e aproximadamente se jBj À 1 (quando podemos desprezar o termo y2
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Figura 4.2: A probabilidade normalizada ~L(¿) = L(¿)=L1 para momentos negativos, ~p0 =
¡4 (curvas à direita) e ~p0 = ¡5 (curvas à esquerda) e diferentes valores da intensidade do
potencial-delta: B = 0 (curvas sólidas) e B = 20 (curvas tracejadas).

79



no denominador do integrando):

~L(¿ ) = erfc
³p
2=¿

´
B = 0 (4.29)

~L(¿ ) = erfc

Ãp
2

¿

!
+

p
8p
¼ ¿

exp

µ
¡ 2

¿2

¶
B À 1 (4.30)

Então, obtemos o seguinte comportamento assintótico da probabilidade de transmissão nor-

malizada para ¿ À 1 nesses dois limites opostos:

~L(¿) =

8
<
:
1 ¡ 8

p
2

3
p
¼ ¿3 + O(¿¡5) B À 1

1 ¡ 2
p
2p
¼¿
+O(¿¡3) B ¿ 1

(4.31)

Resultados de cálculos numéricos da função ~L(¿) para diferentes valores de B são mostrados

na …gura 4.3. Vemos que o tempo de transmissão do pacote para o semi-espaço à esquerda,

na presença da barreira-delta, é menor do que para um pacote se expandindo livremente

com momento inicialmente nulo, e ele tende a um valor assintótico e …nito para B À 1. A

equação (4.31) mostra que para p0 = 0, grosseiramente falando, ¿ ² » ²¡1 para B ¿ 1 e

¿ ² » ²¡1=3 para B À 1.

Uma desvantagem óbvia do parâmetro ¿ ² é a arbitrariedade na escolha de ². Essa am-

bigüidade poderá ser removida se notarmos que a função ~L(¿ ) é monótona: vejam-se as

…guras 4.2 e 4.3. Logo, a derivada M(¿ ) ´ d ~L(¿ )=d¿ é não-negativa e pode ser considerada

como a densidade de probabilidade de transmissão da partícula através da barreira no in-

tervalo entre ¿ e ¿ + d¿ , porque
R 1
0
[d ~L(¿ )=d¿]d¿ = 1. Então, podemos de…nir o tempo de

transmissão médio como (consulte-se [151])

¿ =

Z 1

0

¿M(¿ ) d¿ : (4.32)

Em vista da equação (4.26), temos

M(¿) =

r
2

¼

exp [¡2(1 + ~p0¿)2=¿ 2]
L1¿2(1 + B2¿ 2) : (4.33)

No caso especial em que ~p0 = 0, a integral (4.32) com a função (4.33) pode ser reduzida à

integral-exponencial através da substituição t = 2B2 + 2=¿ 2, e encontramos

¿ =
L¡11p
2¼
E1(2B2) e2B

2

: (4.34)

Para B À 1, podemos usar as expressões assintóticas de E1(x) para x À 1 ou calcular a

integral (4.32) diretamente, desprezando 1 com respeito a B2¿2 no denominador de (4.33) e
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Figura 4.3: A probabilidade de transmissão normalizada, ~L(¿) = L(¿)=L1, para pacotes
iniciais com valores médios do momento nulos, ~p0 = 0, para diferentes valores da intensidade
adimensional do potencial-delta, B (da base para o topo): 0; 0,1; 0,3; 10.

81



0 3 6

0,00

0,45

0,90

τ

 B = 0,    L∞
 = 0,5

 B = 0,5,  L∞ = 0,16
 B = 10,   L

∞
 = 0,001

 

 

M

Figura 4.4: A densidade de probabilidade do tempo de transmissão, M(¿); para ~p0 = 0 e
diferentes valores de B.

fazendo a substituição t = ¿¡2 na integral. Ambos os modos conduzem ao mesmo resultado:

desde que L1 » B¡2, o tempo de transmissão médio tenderá ao valor assintótico e constante

¿1 =
p
8=¼ para B À 1 e ~p0 = 0. Todavia, a integral (4.32) com a função (4.33) divergirá

quando B ! 0, de maneira que ¿ = 1 para o pacote livre com qualquer ~p0. Poderíamos

buscar uma explicação para tal comportamento no caso em que ~p0 = 0, quando a função

M(¿ ) se comporta de maneira mais ou menos diferente para B = 0 e B À 1 (veja-se a …gura

4.4), mas não há explicação física razoável para a divergência do tempo de transmissão

quando B ! 0 para j~p0j À 1, situação em que os grá…cos de M(¿) praticamente não

dependem de B: veja-se a …gura 4.5. Essa divergência parece um artefato matemático,

indicando que a integral (4.32) não é, em verdade, uma boa medida do tempo de transmissão.

Por essas razões, é mais natural de…nir o tempo de transmissão como

Ttr =
h
max
0<¿<1

M(¿ )
i¡1

(4.35)

(uma de…nição similar para a extensão espacial dos pacotes foi usada em [130]), porque essa

de…nição concorda com a estimativa usual da largura da distribuição normalizada, M(¿),

através da relação Ttr ¢maxM = 1. Para ~p0 negativo e j~p0j À 1, o máximo da função (4.33)

será atingido para ¿m ¼ j~p0j¡1 (quando o argumento da exponencial se aproxima de zero),
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Figura 4.5: A densidade de probabilidade do tempo de transmissão, M(¿); para ~p0 = ¡7 e
diferentes valores de B.

e encontraremos Ttr ¼
p
¼=2 ~p¡20 , independentemente de B, isto é, a mesma dependência

(exceto por um coe…ciente numérico) de ¿ 0;01. Para ~p0 = 0, a mudança de B de 0 até 1
desloca a posição do máximo da função M(¿ ) de ¿ =

p
2 até ¿ = 1 e diminui o tempo de

transmissão, Ttr(B; ~p0), de Ttr(0; 0) = e
p
¼=2 até Ttr(1; 0) = e2

p
¼=128 (aproximadamente

três vezes).

4.4 Potencial-delta dependente do tempo

Foi mostrado em [107] (seguindo as idéias de [152]) que o propagador (4.3) pode ser facil-

mente generalizado para o caso de uma dependência temporal da intensidade do potencial-

delta do tipo

V (x; t) =
Z±(x)
³ (t)

; ³(t) = 1 + %t: (4.36)

O propagador generalizado, em variáveis adimensionais (para retornar aos valores dimen-
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sionais devemos usar as transformações (4.4) e a substituição %!m%=~), é dado por

G(%)Z (x; x
0; t) = G0(x; x

0; t) ¡ Z
2
p
³
erfc

�jxj+ jx0j³ + Zitp
2it³

¸

£ exp
�
i%

2³

¡
x2 ¡ x02³

¢
+

Z
³

µ
jxj+ jx0j³ + iZt

2

¶¸
; (4.37)

onde G0(x; x0; t) é o propagador para o espaço livre, dado pelo primeiro termo do lado

direito da equação (4.3). A fórmula (4.37) valerá para 0 < t < 1 se % for positivo e para

0 < t � t¤ = j%j¡1 se % for negativo, porque no último caso a intensidade do potencial-

delta se torna in…nita no instante de tempo t¤, quando ³(t¤) = 0, e não há uma maneira

inequívoca de continuar as soluções para t > t¤. No instante crítico, t¤, podemos usar a

fórmula assintótica (4.6) para obter uma expressão semelhante a (4.5), mas com algumas

modi…cações:

G¤(x; x
0; t¤) = (2i¼t¤)

¡1=2
(
exp

�
i(x0 ¡ x)2
2t¤

¸
¡

µ
1¡ ijxj

Zt¤

¶¡1
exp

�
i(jx0j+ jxj)2

2t¤

¸)
: (4.38)

Notemos que o fator pré-exponencial não depende do segundo argumento, x0, do propagador

(sobre o qual a integração na fórmula (4.2) é realizada).

Aplicando o propagador (4.37) ao estado inicial (4.7), obtemos a generalização da fórmula

(4.10)

Ã(~x; ¿) =

µ
2¯2

¼À2

¶1=4

exp

�
¡¯

2

À
(~x ¡ 1¡ ~p0¿ )

2 + i¯~p0(2~x ¡ ~p0¿)

¸

¡ B
¡
2¼¯2

¢1=4

[³(1 + iA)]1=2
erfc

"
¯(1 + iA)j~xj+ BÀ+ ³(¯ + i~p0)

[³(1 + iA)À]1=2

#
(4.39)

£ exp
�̄ j~xj
³
(2B+iA¯j~xj) + B2À

³ (1+iA)
+
2i~p0(¯+B) + ¯(2B¡iA)¡ ~p20

1+iA

¸

onde

³(¿ ) = 1 + A¯¿ ; A = %ms2=~ (4.40)

e as outras variáveis e parâmetros foram de…nidos em (4.9). Obviamente, o parâmetro

%¡1 signi…ca o tempo de existência da barreira (para ® > 0), enquanto a quantidade ms2=~
caracteriza o tempo de alargamento do pacote inicial. Portanto, …caremos restritos ao estudo

do caso em que jAj ¿ 1 (de outro modo, o potencial-delta praticamente desaparece bem

antes da parte principal do pacote alcançar o ponto x = 0). O produto A¯ » ®msxc=~
signi…ca a razão entre o tempo necessário para alcançar a posição da barreira (xc=vs, onde

a velocidade de alargamento é da ordem de ~=ms) e o tempo de existência da barreira, logo
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é razoável admitir que jAj¯ pode ser da ordem da unidade ou maior (de outra maneira,

teremos praticamente o caso do potencial-delta estacionário). Suporemos que

¯ À 1; ¯¿ À 1; ¯ À j~p0j; ¯ À jBj: (4.41)

Consideremos primeiro o caso em que ® é positivo. Trocando a função-erro complementar

em (4.39) por sua forma assintótica (4.6) e levando em conta as restrições (4.41), veri…camos

que a densidade de probabilidade da parte transmitida do pacote (para ~x < 0) pode ser

expressa quase da mesma maneira que na equação (4.17), com a diferença de que os termos

1¡ ~x devem ser trocados por ³(¿) ¡ ~x no fator pré-exponencial (mas não no argumento da

exponencial):

P(¡)(~x; ¿ ) ¼
µ
2

¼¿ 2

¶1=2 (³ ¡ ~x)2

(³ ¡ ~x)2+ ¿ 2B2 exp
�
¡ 2

¿ 2
(~x¡ 1¡ ~p0¿ )

2

¸
: (4.42)

Em conseqüência, temos a seguinte generalização para a densidade de probabilidade do

tempo de transmissão (fórmula (4.33)):

M(¿ ) = L¡11
µ
2

¼

¶1=2 ³2

¿2(³2 +B2¿2) exp
�
¡ 2

¿ 2
(1 + ~p0¿ )

2

¸
(4.43)

onde

L1 =
µ
2

¼

¶1=2 Z 1

0

dy
(y +A¯)2

(y+ A¯)2+ B2 exp
£
¡2(y+ ~p0)2

¤
: (4.44)

Se A¯ À 1 e ~p0 = 0, então L1 ¼ 1
2 [1 + (B=A¯)2]

¡1. Na …gura 4.6, mostramos a relação

de dependência entre a razão Ttr(B)=Ttr(0) e B para alguns valores …xos dos parâmetros ~p0

e A¯. Vemos que em todos os casos essa razão decresce com o aumento da intensidade do

potencial-delta, B, tendendo a valores assintóticos que não são nulos. Por sua vez, os valores

assintóticos crescerão com o aumento do j~p0j e de A¯, se aproximando do valor unitário

quando um desses parâmetros se tornar su…cientemente grande.

Para ® negativo, é interessante analisar o que acontece no instante de tempo crítico e

adimensional, ¿ ¤ = (¯jAj)¡1, quando a “passagem” para trás do espelho se fecha. Sob as

condições (4.41), a densidade de probabilidade de posição atrás do espelho (~x < 0) será dada

por

P(¡)(~x; ¿ ¤) = ¯jAj
µ
2

¼

¶1=2µ
~x2

~x2+B2¿ 2¤

¶
exp

£
¡2(¯jAj)2(~x¡1¡~p0¿ ¤)2

¤
: (4.45)

O fator pré-exponencial e dependente da posição poderá ser trocado pela unidade se ¯jAj >>
B. Nesse caso, a probabilidade de transmissão derradeira será igual a

L(¿¤) =
1

2
erfc

h
(¯jAj+ ~p0)

p
2
i
: (4.46)
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Figura 4.6: A razão T (B) = Ttr(B; ~p0)=Ttr(0; ~p0) contra B para ~p0 = 0;¡1. O parâmetro A¯
caracteriza a taxa de decaimento da barreira.

Para a parte re‡etida do pacote, será interessante conhecer o valor assintótico (quando

¿ ! 1, com A > 0) do momento médio quando ~p0 = 0. Sob as condições (4.41), ele poderá

ser reduzido à integral

h~p1i ¼ 4B
(2¼)1=2

Z 1

0

dy(By + Ay2) exp(¡2y2)
(A¯ + y)2 + (Ay +B)2 : (4.47)

Devido à presença do fator exponencial no integrando, a contribuição principal à integral

(4.47) é do domínio y < 2. Se B À 1 (barreira inicial quase perfeitamente re‡etora) e

A ¿ B, então poderemos desprezar a variável y no denominador do integrando (retendo o

fator A¯, o qual poderá ser grande) e o termo Ay2 no numerador. Após isso, a integral se

tornará trivial e obteremos a expressão

h~p1i ¼
©
(2¼)1=2

£
1 + (A¯=B)2

¤ª¡1
; (4.48)

onde aparece uma vez mais a combinação característica (A¯=B)2.
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4.5 Conclusão

Analisamos o problema da transmissão e da re‡exão de pacotes, inicialmente estreitos e

gaussianos, por potenciais do tipo delta de Dirac com intensidade constante e com especí…ca

dependência temporal. Obtivemos expressões analíticas e aproximadas para a densidade

de probabilidade da posição atrás da barreira. Introduzimos duas funções que podem ser

interpretadas como a densidade de probabilidade do tempo de transmissão e a probabili-

dade total de transmissão dependente do tempo. Usando essas funções, consideramos várias

de…nições possíveis do tempo de transmissão e analisamos suas relações de dependência com

os parâmetros do pacote inicial e do potencial. Qualitativamente, todas as de…nições con-

duzem à conclusão de que o tempo de transmissão diminui com o aumento da intensidade do

potencial-delta. Contudo, esse efeito só será signi…cativo para pacotes inicialmente lentos,

sendo praticamente inobservável no caso de pacotes com momentos iniciais, grandes e nega-

tivos. Além disso, os tempos de transmissão não se reduzirão ilimitadamente, mas tenderão

a valores assintóticos …nitos quando a intensidade do potencial-delta for a in…nito (caso em

que a probabilidade total de transmissão vai a zero). Cremos que a melhor de…nição do

tempo de transmissão, no caso sob estudo, é o inverso da altura do máximo da densidade de

probabilidade de transmissão.
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Capítulo 5

Emaranhamento dos modos do campo
numa cavidade oscilante

Neste capítulo, analisamos o emaranhamento dos modos do campo eletromagnético nu-

ma cavidade unidimensional com paredes móveis. Comparamos várias medidas do emara-

nhamento. Diferentes estados iniciais do campo eletromagnético são considerados.

5.1 Introdução

Durante a década passada, foi reconhecido que o conceito de emaranhamento, introduzido

por Schrödinger em 1935 [153, 154], não é apenas um dos mais profundos em mecânica

quântica (como foi mostrado no mesmo ano por Einstein, Podolsky e Rosen no famoso artigo

[155], embora sem usar explicitamente essa palavra), mas é crucial para muitas promissoras

aplicações novas tais como a criptogra…a quântica, a comunicação quântica, o teletransporte,

a computação quântica, etc. Isso explica a recente explosão de interesse em vários problemas

conectados a esse conceito. Um de tais problemas é a busca de medidas quantitativas do

emaranhamento.

Na maioria dos casos, medidas baseadas em diferentes tipos de entropias foram conside-

radas [156]-[161]. Por exemplo, para um sistema consistindo das partes 1 e 2 e descrito pelo

operador estatístico ½̂0, a medida do emaranhamento é frequentemente expressa em termos

das entropias total e parcial como o índice de correlação [156]

Ic = S1+ S2 ¡ S0; Sk = ¡Trk ½̂k ln ½̂k; (5.1)

onde o operador estatístico e reduzido é de…nido como ½̂1 = Tr2½̂0. Para estados puros, a

fórmula (5.1) é reduzida a Ic = 2S1 = 2S2.
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Entretanto, a despeito das muitas vantagens, medidas como (5.1) não são muito conve-

nientes do ponto de vista prático: a …m de calculá-las temos que diagonalizar os operadores

estatísticos e reduzidos e esse é um problema razoavelmente difícil no caso genérico, espe-

cialmente para os espaços de Hilbert de dimensão in…nita (correspondendo aos sistemas de

variável contínua), exceto para poucos casos especiais e simples. Portanto, muitos autores

procuraram outras medidas, as quais poderiam ser calculadas mais facilmente.

Em nosso trabalho, consideramos várias famílias de medidas simpli…cadas. A primeira

é baseada nas noções de pureza, ¹ = Tr ½̂2, ou entropia linear, SL = 1 ¡ ¹. Diferentes

medidas contendo essas quantidades foram propostas em [159]-[163]. Medidas baseadas na

distância de Hilbert–Schmidt entre o estado dado e sua contrapartida desemaranhada foram

propostas em [164, 165]. Medidas mais simples (embora não sendo universais) do emara-

nhamento de sistemas quânticos de variável contínua, expressas em termos das covariâncias

cruzadas dos componentes de quadratura ou dos operadores de aniquilação e de criação,

foram introduzidas recentemente em [166, 167]. Essas medidas são discutidas na seção 5.2.

Uma das numerosas aplicações possíveis das medidas do emaranhamento é a caracte-

rização quantitativa e compacta da evolução de sistemas quânticos e acoplados. Começamos

esses estudos em [166], onde dois osciladores harmônicos com freqüências constantes, mas

com acoplamento geral, ressonante e dependente do tempo, foram considerados. O objetivo

do presente trabalho é comparar diferentes medidas no caso em que os modos do campo

na cavidade estão emaranhados devido ao movimento de sua fronteira (a razão física desse

emaranhamento é o efeito Doppler). Tal caso pode ser reduzido aos modelos de dois ou

mais osciladores com acoplamento (do tipo posição–momento) e freqüências dependentes do

tempo.

Uma cavidade unidimensional é considerada na seção 5.3. Nesse caso, todos os modos

são acoplados devido à eqüidistância do espectro (imperturbado) das autofreqüências do

campo. Foi descoberto em [168] que a evolução do campo nas cavidades tri e unidimensional

é qualitativamente diferente. Por exemplo, na tridimensional o número de fótons nos mo-

dos ressonantes cresce exponencialmente no tempo, enquanto no caso unidimensional esse

crescimento é apenas linear. Foi apontado em [168] que o crescimento do número de fótons

na cavidade unidimensional é desacelerado devido à forte interação entre os modos, que

é equivalente, nesse caso, ao emaranhamento. Agora somos capazes de caracterizar quan-

titativamente tal emaranhamento. Os resultados de nosso estudo são discutidos na seção

5.4.
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5.2 Medidas emaranhamento-pureza, emaranhamento-
covariância e emaranhamento-distância

5.2.1 Medida emaranhamento-pureza

Raciocinando por analogia com a de…nição (5.1), a entropia linear do emaranhamento

pode ser de…nida como

L = SL1 + SL2 ¡ SL0 = 1+ Tr ½̂2 ¡Tr1 ½̂21¡ Tr2 ½̂22: (5.2)

Tal de…nição parecerá razoável se o sistema global estiver num estado puro. Então, Tr ½̂2 = 1

e Tr1 ½̂21 = Tr2 ½̂22, de modo que L = 2SL1 = 2SL2 . Em verdade, apenas esse caso foi considerado

nos estudos anteriores [162, 163], onde medidas do emaranhamento foram identi…cadas com

a entropia linear do estado de um subsistema ou com quantidades equivalentes, tais como a

pureza, a razão de participação, 1=Trk ½̂
2
k, ou a entropia de Renyi, SR = ¡ ln

¡
Trk ½̂

2
k

¢
.

Contudo, se o estado do sistema total for misto, a de…nição (5.2) conduzirá a conse-

qüências inesperadas. Consideremos, por exemplo, um estado gaussiano e genérico, de dois

modos, descrito pela função de Wigner (supomos que ~ = 1 neste trabalho)

W (q) = jdet (Q)j¡1=2 exp
�
¡1
2
(q¡ hqi)Q¡1 (q¡ hqi)

¸
;

Z
W (q)dq=(2¼)2 = 1; (5.3)

onde q = (x1; p1; x2; p2) e a matriz de covariância, Q, simétrica e 4 £ 4, consiste de blocos

2£ 2
Q = kq®¯k =

°°°°
Q11 Q12

Q21 Q22

°°°° ; Q11 = ~Q11; Q22 = ~Q22; Q12 = ~Q21 (5.4)

(um til sobre Qij signi…ca matriz transposta).

As covariâncias simétricas e reais são de…nidas como

q®¯ ´ 1

2
(q®q¯ + q¯q®) ´ gq®q¯; ab ´ hbabbi ¡ hbaihbbi (5.5)

(ou seja, um segmento de reta sobre o produto de dois observáveis indica a média ordenada,

enquanto um grande til indica a média simetrizada). Então,

¹ ´ Tr ½̂2 =
Z
[W (q)]2dq=(2¼)2 = [det(2Q)]¡1=2 : (5.6)

Para estados fatorados (desemaranhados), Q12 ´ 0, por conseguinte detQ = detQ11 detQ22

e ¹ = ¹1¹2, resultando nas relações

Lfat = 1+ ¹1¹2 ¡ ¹1 ¡ ¹2 = (1 ¡ ¹1) (1 ¡ ¹2) :
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Portanto, para estados mistos (¹ < 1) poderemos encontrar a situação em que L > 0 na

ausência de qualquer emaranhamento, se ¹1 6= 1 e ¹2 6= 1.
Parece melhor usar a diferença L¤ = L ¡ Lfat = ¹ ¡ ¹1¹2. Porém, ela tenderá a

zero quando ¹ ! 0. Por essa razão, introduzimos o coe…ciente emaranhamento-pureza

normalizado
eL = 1 ¡ ¹1¹2

¹
: (5.7)

Para estados gaussianos, (5.3), ele pode ser escrito como

eL = 1¡
r

detQ
detQ11 detQ22

= 1 ¡
q
det

¡
E ¡ Q12Q¡1

22Q21Q¡1
11

¢
: (5.8)

A segunda igualdade (onde E indica a matriz-unidade) é obtida com a ajuda da fórmula

para o determinante de uma matriz-bloco [169]

detQ = det
¡
Q11 ¡ Q12Q¡1

22Q21

¢
detQ22:

Em particular, para estados puros (¹ = 1), temos

eL = 1 ¡ ¹21 = 1 ¡ ¹22 =
1

4
L(4 ¡ L): (5.9)

Uma medida do emaranhamento entre dois modos acoplados, parecida com (5.8), foi

introduzida em [170] (onde a denominaram de coe…ciente de correlação de grupo):

K2 = 1 ¡ detQ
detQ11 detQ22

= eL
³
2 ¡ eL

´
: (5.10)

Teoricamente, as medidas (5.8) e (5.10) podem ser usadas para estados arbitrários (não

apenas gaussianos), embora, às vezes, elas forneçam um valor nulo mesmo para estados

emaranhados (quando a matriz das variâncias de segunda ordem for fatorada, mas existir

correlação entre os modos para os momentos de mais elevada ordem). Poderíamos usar

também, ao invés de (5.7), a seguinte extensão da fórmula (5.10) para estados arbitrários:

eK2 = 1¡
µ
¹1¹2
¹

¶2
: (5.11)

5.2.2 Medida emaranhamento-distância

Outra possibilidade para caracterizar o emaranhamento é usar a distância de Hilbert-

Schmidt entre o estado dado e diferentes estados desemaranhados. Ela foi considerada, por

exemplo, em [159, 164, 165] (tratamento análogo foi desenvolvido em [171] para determinar o
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quanto são “não-clássicos” os estados). Em [165], a medida do emaranhamento foi de…nida

como Tr (½̂ ¡ ½̂1 ­ ½̂2)2. Entretanto, preferimos normalizá-la dividindo por Tr½̂2, a …m de

que a medida do emaranhamento não vá a zero para estados mistos. Então, consideraremos

a seguinte quantidade:

Z =
Tr(½̂ ¡ ½̂1 ­ ½̂2)2

Tr½̂2
´ 1 + ¹1¹2

¹
¡ 2

¹
Tr (½̂ ¢ [½̂1 ­ ½̂2]) : (5.12)

Para quaisquer estados ½̂ e R̂; temos (o fator de normalização corresponde aqui ao caso

bimodal)

Tr(½̂R̂) =
Z
W½(q)WR(q)dq=(2¼)

2 : (5.13)

Para os estados gaussianos , (5.3), as integrais podem ser calculadas com a ajuda da

fórmula Z
exp (¡qAq+ bq) dq = [det(A=¼)]¡1=2 exp

µ
1

4
bA¡1b

¶
: (5.14)

A matriz inversa, Q¡1, pode ser representada em forma de bloco com o auxílio da fórmula

de Frobenius [169]

°°°°
Q11 Q12

Q21 Q22

°°°°
¡1
=

°°°°
Q¡1
11 +Q¡1

11 Q12Q¡1
¤ Q21Q¡1

11 ¡Q¡1
11 Q12Q¡1

¤
¡Q¡1

¤ Q21Q¡1
11 Q¡1

¤

°°°° ; (5.15)

Q¤ =Q22 ¡ Q21Q¡1
11 Q12 :

Levando em conta as equações (5.3), (5.4), (5.14) e (5.15), podemos veri…car que a função

de Wigner do estado fatorado ½̂1­ ½̂2 é dada pela fórmula (5.3) com a matriz-bloco diagonal

Qd =

°°°°
Q11 0
0 Q22

°°°° ;

onde as matrizes Q11 e Q22 são as mesmas que aparecem em (5.4). Então, chegamos à

seguinte expressão para a medida Z (equivalente, exceto pelo fator de normalização ¹¡1, ao

resultado dado em [165], mas escrito em forma explícita mais simples):

Z = 1 +

r
detQ

detQ11 detQ22
¡ 2

s
det(2Q)
detQz

; Qz = Q+Qd =

°°°°
2Q11 Q12

Q21 2Q22

°°°° : (5.16)

5.2.3 Medida emaranhamento-covariância

Outras medidas do emaranhamento foram introduzidas recentemente em [166, 167].

Elas são expressas diretamente em termos das covariâncias cruzadas dos componentes de
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quadratura ou dos equivalentes operadores de aniquilação e de criação assim:

Y =

�
Tr (Q12Q21)

TrQ11TrQ22

¸1=2
(5.17)

=

2
4 ja1ay2j2 + ja1a2j2

2
³
ay1a1 +1=2

´³
ay2a2 + 1=2

´

3
5
1=2

=

"
(x1x2)

2 + (p1p2)
2 + (x1p2)

2 + (p1x2)
2

4E1E2

#1=2
;

~Y =
2
p

Tr(Q12Q21)

TrQ =

r
2

³
ja1ay2j2 + ja1a2j2

´

ay1a1+ a
y
2a2 +1

=

q
(x1x2)

2 + (p1p2)
2 + (x1p2)

2 + (p1x2)
2

E1 + E2
;

(5.18)

onde (usamos variáveis de quadratura adimensionais e apropriadamente normalizadas)

âk = (x̂k + ip̂k) =
p
2; Ek = aykak +

1

2
´ 1

2
(xkxk + pkpk) ; k = 1; 2: (5.19)

Desde que os coe…cientes (5.17) e (5.18) estão expressos em termos de traços de produtos dos

blocos fora da diagonal da matriz de covariância total, Q, eles são obviamente invariantes

em relação à rotações no plano de fase de cada subsistema. (Outra quantidade invariante,

o determinante dos blocos fora da diagonal, detQ12, desempenha um papel importante no

problema da separabilidade de sistemas de variáveis contínuas [172]). Podemos mostrar que

0 � ~Y � Y < 1.

Desejamos enfatizar que os coe…cientes Y e ~Y são de…nidos para quaisquer (não ape-

nas gaussianos) estados quânticos. Eles são signi…cativamente mais simples do que outras

medidas do emaranhamento do ponto de vista dos cálculos (calcular traços de matrizes é

muito mais fácil do que calcular determinantes, sem falar no cálculo dos autovalores dos

operadores ou matrizes-densidade, os quais são necessários para obter as medidas entrópi-

cas). Uma desvantagem dos coe…cientes Y e ~Y é que em alguns casos eles serão iguais a

zero mesmo quando o estado for emaranhado (mas com momentos de segunda ordem dos

componentes de quadratura nulos). Todavia, isso não acontecerá para estados gaussianos e

para muitos outros importantes estados quânticos.

5.2.4 Medidas entrópicas para estados gaussianos

Para demonstrar como são simples as expressões dadas nas subseções precedentes em

comparação com a usual medida entrópica, (5.1), damos aqui a fórmula para a entropia de

um estado gaussiano e genérico. É determinada também pela matriz de covariância, mas de

modo mais complicado do que os coe…cientes considerados acima. Para um estado gaussiano
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e arbitrário de N modos, a entropia foi encontrada em diferentes (mas equivalentes) formas

em [173, 174] e recentemente em [175]. A expressão mais simples é [176]

SN =
NX

j=1

h
(�j + 1=2) ln (�j + 1=2) ¡ (�j ¡ 1=2) ln (�j ¡ 1=2)

i
; (5.20)

onde �j ¸ 1=2 (j = 1; : : : ; N) são N autovalores positivos da matriz X , que é a razão entre

a matriz de covariância simétrica, Q, e a matriz-comutador anti-simétrica:

X ´ Q­¡1; Qjk =
1

2
hqjqk+qkqji; ­jk = hq̂j q̂k¡ q̂kq̂ji: (5.21)

Poderemos veri…car que se �j for um autovalor de X , então ¡�j será outro autovalor. Ou-

trossim, podemos mostrar que todos os autovalores de X são reais. É importante enfatizar

que a fórmula (5.20) é válida para conjuntos arbitrários de operadores com comutadores

que são números complexos (posições e momentos canônicos, operadores de criação e de

aniquilação, momentos cinéticos e posições relativas para partículas se movendo em campos

magnéticos e homogêneos, etc.).

No caso monomodal, os autovalores da matriz X são iguais a §�1 (e X 2=�21E2, onde E2

é a matriz-unidade 2£ 2) e

�1 = ~¡1
p
¢ ; ¢ ´ xx pp¡ (fxp)2 ¸ ~2=4 = detQ : (5.22)

(A última desigualdade é a relação de incerteza de Schrödinger–Robertson [42]-[44].) Nesse

caso, diferentes expressões equivalentes à forma (5.20) foram encontradas em [173, 177, 178].

Calculando o polinômio característico da matriz X (4£ 4) no caso bimodal, chegamos à

equação biquadrada (para ~ = 1) [174]

�42 ¡ D2�
2
2 + D0 = 0; (5.23)

onde os coe…cientes D2 e D0 são os invariantes quânticos e universais, isto é, funções que

são invariantes em relação à transformações canônicas, lineares e arbitrárias (preservando as

relações de comutação) [179]:

D2 = ¢1 + ¢2 + 2(x1x2 p1p2 ¡ p1x2 p2x1) ; (5.24)

D(2)0 = detQ =
³
p21 p

2
2 ¡ p1p22

´ ³
x21 x

2
2¡ x1x22

´
+ (gx1p1 gx2p2¡ x1p2 x2p1)2

¡x22 p21 (x1p2)2 ¡ x21 p22 (x2p1)2¡ x22 p22 (gx1p1)2 ¡ x21 p21 (gx2p2)2

+2x1x2
h
p21 x1p2 gx2p2 + p22 x2p1 gx1p1

i
+ 2p1p2

h
x22 x1p2 gx1p1 + x21 x2p1 gx2p2

i

¡2 x1x2 p1p2 (gx1p1 gx2p2 + x1p2 x2p1) : (5.25)
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O símbolo ¢k signi…ca a combinação de…nida em (5.22) e relacionada ao k-ésimo modo.

As soluções positivas da equação (5.23) são

�2 =
1

2

�q
D2+ 2

p
D0 §

q
D2 ¡ 2

p
D0

¸
: (5.26)

As desigualdades a seguir garantem que �2 é real:

D2 ¸ 2
p

D0 ¸ ~2
2
; (5.27)

e elas podem ser consideradas relações de incerteza generalizadas para sistemas bimodais

(para estudos sistemáticos de tais generalizações veja-se [44, 180]).

As fórmulas (5.20), (5.22) e (5.26) nos permitem expressar o índice de correlação entrópi-

co, (5.1), analiticamente em termos das covariâncias dos componentes de quadratura para

estados gaussianos e arbitrários. Todavia, a expressão correspondente é muito mais compli-

cada do que qualquer outra medida do emaranhamento discutida nas subseções precedentes.

Na próxima seção, compararemos o comportamento de diferentes medidas do emara-

nhamento para um modelo físico.

5.3 Cavidade de Fabry-Perot com uma fronteira os-
cilante

Fenômenos quânticos e clássicos em cavidades com fronteiras móveis atraem a atenção

de numerosos pesquisadores há muito tempo (consulte-se a revisão [181]). Esse tópico se

tornou bastante popular na última década, sendo conhecido sob os nomes efeito Casimir

não-estacionário [182], efeito Casimir dinâmico [183], ou radiação induzida pelo (movimento

do) espelho [184, 185]. Um dos vários resultados teóricos obtidos nos últimos anos foi a

predição do crescimento exponencial da energia do campo sob a condição de ressonância,

quando a parede executa vibrações com freqüência igual a um múltiplo da autofreqüência

imperturbada do campo [168, 185, 186].

Uma descrição uni…cada do campo dentro de uma cavidade ideal com fronteiras móveis

pode ser obtida com base no tratamento hamiltoniano proposto por Law [186] e desenvolvido

em [187] (para outras referências, veja-se [181], e para as mais recentes publicações examine-

se [188]-[190]).

O problema do campo escalar, sem massa, numa cavidade unidimensional composta por

duas placas in…nitas e ideais cujas posições são dadas por xesquerda ´ 0 e

xdireita ´ L(t) = L0 (1 + " sen [p!1t]) ; j"j ¿ 1; !1 = ¼c=L0; p = 1; 2; : : : (5.28)
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foi resolvido em [191]. Um componente do operador-potencial vetorial do campo eletromag-

nético, Â(x; t); na representação de Heisenberg, pode ser escrito como

Â(x; t) =
1X

n=1

2p
n

h
b̂nÃ

(n)(x; t) + c.h.
i
;

h
b̂n ; b̂

y
k

i
= ±nk ; (5.29)

onde

Ã(n)(x; t) =

s
L0
L(t)

1X

k=1

sen

�
¼kx

L(t)

¸n
½(n)k (¿)e

¡i!kt ¡ ½(n)¡k(¿ )ei!k t
o
; (5.30)

¿ =
1

2
"!1t; !n = n!1: (5.31)

O fator de normalização 2=
p
n em (5.29) foi escolhido de maneira que a energia do campo no

caso estacionário pode ser representada como a soma das energias dos osciladores indepen-

dentes de cada modo. Os coe…cientes ½(n)k (¿) satisfazem a um sistema in…nito de equações

acopladas (k = §1;§2; : : :; n = 1; 2; : : :)

d
d¿
½(n)k = ¾

h
(k + p)½(n)k+p ¡ (k ¡ p)½(n)k¡p

i
; ¾ ´ (¡1)p; (5.32)

que foi resolvido em [191] (aqui …caremos restritos ao caso mais simples das soluções encon-

tradas em [191], correspondendo à ressonância estrita).

Devido às condições iniciais ½(n)k (0) = ±kn, as soluções de (5.32) satisfarão à relação

½(k+np)j+mp ´ 0 se j 6= k. Os coe…cientes não-nulos ½(n)m são [191]

½
(j+np)
j+mp (¿ ) =

¡ (1 + n + j=p) (¾�)n¡m

¡ (1 +m+ j=p) ¡ (1 + n¡m)F
¡
n + j=p ;¡m¡ j=p ; 1 + n¡m ;�2

¢
; (5.33)

onde

�= tanh(p¿ ) (5.34)

e F (a; b; c; z) é a função hipergeométrica de Gauss. As funções (5.33) são soluções exatas

do conjunto de equações (5.32) relacionando os coe…cientes com diferentes índices inferiores.

Além disso, essas funções satisfazem a outro conjunto de equações, as quais são as relações

de recorrência com respeito aos índices superiores, [191]

d

d¿
½(n)m = n

©
¾

£
½(n¡p)m ¡ ½(n+p)m

¤ª
; n ¸ p; ½(0)m ´ 0 (5.35)

d

d¿
½(n)m = n

n
¾

h
½(p¡n)¤¡m ¡ ½(p+n)m

io
; n = 1; 2; : : : ; p¡ 1 (5.36)
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Em conseqüência das equações (5.32), (5.35) e (5.36), temos as identidades
1X

m=¡1
m½(n)¤m ½(k)m = n±nk ; n; k = 1; 2; : : : (5.37)

1X

n=1

m

n

h
½(n)¤m ½(n)j ¡ ½(n)¤¡m ½

(n)
¡j

i
= ±mj ; m; j = 1; 2; : : : (5.38)

1X

n=1

1

n

h
½(n)¤m ½(n)¡j ¡ ½(n)¤j ½(n)¡m

i
= 0 ; m; j = 1; 2; : : : (5.39)

Supomos que após algum intervalo de tempo T a parede retorna à sua posição inicial,

L0. Para t ¸ T , o operador-campo assume a forma

Â(x; t) =
1X

n=1

2p
n
sen (¼nx=L0)

£
âne

¡i!nt + c.h.
¤

(5.40)

onde os operadores âm estão relacionados aos operadores iniciais b̂n e b̂yn através da transfor-

mação de Bogoliubov (¿ T ´ 1
2
"!1T )

âm =
1X

n=1

r
m

n

h
b̂n½

(n)
m (¿T ) ¡ b̂yn½(n)¤¡m (¿T )

i
; m = 1; 2; : : : : (5.41)

As relações de comutação
h
ân ; â

y
k

i
= ±nk continuam valendo devido às identidades (5.37)-

(5.39), as quais são as condições para que a transformação (5.41) seja unitária. Essas relações,

junto com a expressão para a energia do campo

Ĥ ´ 1

8¼

Z L0

0

dx

2
4

Ã
@Â

@t

!2

+

Ã
@Â

@x

!2
3
5 =

1X

n=1

!n

µ
âynân +

1

2

¶
; (5.42)

nos convencem de que ân e âyn são os verdadeiros operadores de aniquilação e de criação de

fótons para t ¸ T .

5.3.1 Emaranhamento no caso da ressonância paramétrica (p = 2)

Nosso primeiro objetivo é calcular os coe…cientes de emaranhamento entre os diferentes

modos no caso da ressonância paramétrica, p = 2. Se o estado inicial do campo na cavidade

for o vácuo, em relação aos operadores iniciais, b̂n, teremos: b̂nj0i = 0 (estamos usando

a representação de Heisenberg). Então, o coe…ciente emaranhamento-covariância entre o

r-ésimo e o s-ésimo modos será

Yr;s =

2
4 jhârâsij2 + jhâyrâsij2

2
³
hâyrâri +1=2

´³
hâysâsi +1=2

´

3
5
1=2

: (5.43)
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Usando (5.41), podemos expressar os valores médios contidos na fórmula (5.43) como (supo-

mos, aqui e no que segue, que !1 = 1)

hârâsi = ¡p
rs

1X

n=1

1

n
½(n)r ½

(n)¤
¡s = ¡p

rs
1X

n=1

1

n
½(n)s ½

(n)¤
¡r ; (5.44)

hâyrâsi =
p
rs

1X

n=1

1

n
½(n)¡r ½

(n)¤
¡s ; hâyrâri = r

1X

n=1

1

n

¯̄
¯½(n)¡r

¯̄
¯
2

; (5.45)

onde os coe…cientes ½(n)§m devem ser tomados no momento T , quando o argumento deles é

¿ T. Estritamente, as expressões (5.44) e (5.45) têm signi…cado físico só naqueles momentos

de tempo T em que a parede retorna à sua posição inicial, isto é, para T = N¼=p, sendo N

um inteiro. Por conseguinte, o argumento ¿ T dos coe…cientes ½(n)§m em (5.44) e (5.45) assume

valores discretos ¿ (N ) = N"¼=(2p). Devemos lembrar, contudo, que fenômenos interessantes

ocorrem para ¿ » 1 (ou maior). Então, N » "¡1 À 1 e o incremento mínimo, ¢¿ » ", é

tão pequeno que ¿T pode ser tratado como uma variável contínua (sob condições realistas,

" � 10¡8 [168]). Por essa razão, omitimos o índice T e escrevemos apenas ¿ ao invés de ¿ T

ou ¿(N).

Derivando as equações (5.44) e (5.45) em relação ao tempo lento, ¿ , podemos remover

a fração 1=n com a ajuda das relações de recorrência (5.35) e (5.36). Depois, mudando

quando necessário o índice de soma n para n § p, podemos veri…car que quase todos os

termos dos lados direitos são cancelados e as séries in…nitas reduzidas a somas …nitas. Para

p = 2, obtemos as equações (levando em conta que todas as funções ½(n)m são reais no caso

da ressonância estrita, de acordo com a equação (5.33) )

dhârâsi=d¿ = ¡
p
rs

h
½(1)r ½

(1)
s + ½(1)¡r½

(1)
¡s

i
; (5.46)

dhâyrâsi=d¿ =
p
rs

h
½(1)r ½

(1)
¡s + ½

(1)
¡r½

(1)
s

i
; dhâyrâri=d¿ = 2r ½(1)r ½(1)¡r : (5.47)

Para p = 2, apenas os modos ímpares podem ser excitados a partir do estado de vácuo

inicial. Nesse caso, as funções hipergeométricas na fórmula (5.33), com j = 1, são reduzidas

à combinações das integrais elípticas e completas do primeiro e do segundo tipos [191]

K(�) =

Z ¼=2

0

d®p
1¡�2 sen 2® =

¼

2
F

µ
1

2
;
1

2
; 1 ; �2

¶
;

E(�) =

Z ¼=2

0

d®
p
1¡�2 sen 2® = ¼

2
F

µ
¡1
2
;
1

2
; 1 ; �2

¶
;

de maneira que as equações (5.46) e (5.47) podem ser integradas analiticamente para quais-

quer valores de r e s: veja-se [191, 192] ou as duas subseções seguintes para os detalhes
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técnicos. Em especial, para os primeiros modos

hâ21 i = 2

¼2�

£
~�2K2 ¡ 2EK+ E2

¤
; (5.48)

hâ23 i = 2

9¼2�3
£
~�2(4 ¡�2)K2 ¡ 2(2�4¡ 3�2 + 4)EK + (4�4 ¡�2 + 4)E2

¤
; (5.49)

hâ1 â3 i = ¡ 2
p
3

3¼2�2
£
~�2K2 ¡ 2EK+

¡
1 +�2

¢
E2

¤
; (5.50)

hây1â3 i = 2
p
3

¼2�

�
~�2

3
K2 +

2

3
(�2 ¡ 2)EK + E2

¸
; (5.51)

hâ1 â5 i = 2
p
5

45¼2�3
£
~�2(�2 + 8)K2 ¡ 2(�4 + 8)EK + (8�4 + 7�2 +8)E2

¤
; (5.52)

hây1â5 i = ¡ 2
p
5

3¼2�2

�
~�2

5
(2�2 +1)K2 +

2

5
(2�4¡ 2�2 ¡ 3)EK+ (�2 +1)E2

¸
; (5.53)

hâ3 â5 i =
2
p
15

45¼2�4
£
~�2(�2 +2)(�2 ¡ 2)K2 +2(2�6 ¡�4 ¡ 2�2 + 4)EK

¡4(�2 + 1)(�4¡�2 + 1)E2
¤
; (5.54)

hây3â5 i = 2
p
15

45¼2�3
£
~�2(7�2 ¡ 4)K2 + 2(8�4 ¡ 15�2 +4)EK¡ (4�4 ¡ 19�2+ 4)E2

¤
; (5.55)

E1 =
2

¼2
K

¡
2E¡ ~�2K

¢
; (5.56)

E3 =
2

3¼2�2
£¡
3�2 ¡ 2

¢
K

¡
2E¡ ~�2K

¢
+ 2

¡
1 + �2

¢
E2

¤
(5.57)

E5 = ¡ 2

45¼2�4
£
~�2(47�4 ¡ 30�2 ¡ 8)K2 +2(4�6 ¡ 47�4 + 26�2+ 8)EK

¡2(�2 + 1)(4�4 + 11�2+ 4)E2
¤
; (5.58)

onde ~�´
p
1¡�2 e usamos Er = hâyrâri+ 1=2.

Na …gura 5.1, mostramos Y1;3 e Y3;5: Vemos que o emaranhamento é mais forte para os

primeiros modos. Entretanto, para qualquer par r; s o coe…ciente Yr;s tenderá assintotica-

mente a 1 quando �! 1. Para provar essa propriedade, devemos usar as formas assintóticas

dos coe…cientes ½(n)m para ¿ ! 1, isto é, para �! 1. Trocando as funções hipergeométricas,

(5.33), por seus valores quando o argumento vale 1 [31],

F (a; b;a + b+ 1; 1) =
¡(a+ b+ 1)

¡(a +1)¡(b+ 1)
;

obtemos a seguinte fórmula assintótica (veja-se também [192]):

½(1)2m+1(¿ ) = ½
(1)
¡2m¡1(¿) =

2(¡1)m
¼(2m+ 1)

; ¿ ! 1: (5.59)
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Figura 5.1: O coe…ciente emaranhamento-covariância, Yn;m, na cavidade unidimensional e
ressonante (p = 2) contra o parâmetro � = tanh(2¿ ) quando o estado inicial é o vácuo.
Curva sólida: Y1;3; curva tracejada: Y3;5.
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Logo, para ¿ À 1, temos

hâyrâsi ¼ ¡hârâsi ¼ 8¿

¼2
p
rs
(¡1)(r¡s)=2 + O(1); (5.60)

e os termos principais do numerador e do denominador da fração em (5.43) se tornam iguais

para ¿ ! 1.

No caso dissonante, caracterizado pelo parâmetro de dissonância adimensional °, os coe-

…cientes ½(n)m se tornam complexos. Todavia, suas formas assintóticas diferem de (5.59)

apenas por fatores de fase [192]. Desde que o coe…ciente emaranhamento-covariância, (5.43),

depende só dos valores absolutos dos momentos de segunda ordem, hâyrâsi e hârâsi, esses

fatores de fase não in‡uenciam o resultado …nal, ou seja, Yrs ! 1 quando ¿ ! 1, a menos

que o parâmetro de dissonância adimensional exceda o valor crítico ° = 1, situação em que

a geração de fótons a partir do vácuo se tornará impossível.

Se o estado inicial for o vácuo, o campo permanecerá gaussiano com o passar do tempo

[192], e o coe…ciente emaranhamento-pureza poderá ser calculado através da fórmula (5.8).

No caso genérico, o determinante da matriz simétrica Q, equação (5.25), contém 17 ter-

mos diferentes. Entretanto, no caso especí…co em questão todas as covariâncias entre os

operadores-posição e os operadores-momento são iguais a zero: gxkpj = 0, e por essa razão o

determinante da matriz de covariância para o i-ésimo e o j-ésimo modos pode ser fatorado

assim:

detQ =
³
¾pipi¾pjpj ¡ ¾2pipj

´³
¾xixi¾xjxj ¡ ¾2xixj

´
: (5.61)

As covariâncias não-nulas são dadas por:

¾xixj ´ xixj =
1

2
hâyi âj+âyj âii+Rehâiâji; ¾pipj ´ pipj =

1

2
hâyi âj+âyj âii¡Rehâiâji: (5.62)

Introduzindo os coe…cientes de correlação,

rxixj =
¾xixjp
¾xixi¾xjxj

; rpipj =
¾pipjp
¾pipi¾pjpj

; (5.63)

podemos representar os coe…cientes de emaranhamento eL, equação (5.8), e Z , equação (5.16),

entre o i-ésimo e o j-ésimo modos como

eLij = 1¡
r³

1 ¡ r2xixj
´³
1 ¡ r2pipj

´
; (5.64)

Zij = 1+

r³
1¡ r2xixj

´³
1¡ r2pipj

´
¡ 2

vuuut

³
1¡ r2xixj

´³
1¡ r2pipj

´

³
1¡ 1

4
r2xixj

´³
1¡ 1

4
r2pipj

´ : (5.65)
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Se todos os coe…cientes de correlação forem pequenos (em particular, se ¿ ¿ 1), então

eLij ¼ 2Zij ¼ 1

2

³
r2xixj + r

2
pipj

´
:

Quando ¿ ! 1, devido às equações (5.60), (5.62) e (5.63), os coe…cientes ¾pipj crescem

linearmente com o tempo de tal maneira que o coe…ciente de correlação do momento, rpipj ,

tende a 1. Ao mesmo tempo, os coe…cientes ¾xixj e rxixj tendem a valores …nitos. Portanto, o

coe…ciente emaranhamento-pureza, eL, e o coe…ciente emaranhamento-distância, Z , tendem

a 1. Usando as fórmulas assintóticas para as integrais elípticas e completas [31],

K(�) ¼ ln
4

~�
+
1

4

µ
ln
4

~�
¡ 1

¶
~�2 + ¢ ¢ ¢ ; E(�) ¼ 1 +

1

2

µ
ln
4

~�
¡ 1

2

¶
~�2 + ¢ ¢ ¢ ; �! 1;

podemos ver que, para ¿ À 1, 1¡ eL » 1 ¡ Z » ¿¡1=2. Em particular,

1¡ eL13 »
r
44

57¿
¼ 0; 88p

¿
; 1¡ Z13 »

r
44

3¿

µ
8p
219

¡ 1p
19

¶
¼ 1; 19p

¿
:

Ao calcular a medida entrópica do emaranhamento, equação (5.1), devemos levar em

conta que a entropia reduzida de qualquer subsistema de dois modos depende do tempo na

situação em questão, porque a evolução de cada subsistema de dimensão …nita não é unitária.

Essa entropia é determinada por dois autovalores da matriz Q­¡1(4£ 4) correspondente, os

quais são dados pela fórmula (5.26). A entropia reduzida do k-ésimo modo é determinada

pelo número

fk =
p
¾pkpk¾xkxk ; (5.66)

enquanto as covariâncias posição-momento são iguais a zero no caso estritamente ressonante

considerado. A fórmula explícita para a medida entrópica do emaranhamento entre o k-ésimo

e o n-ésimo modos se tornará (se o estado inicial do campo for o vácuo)

I knc =
X

j=k;n

h
(fj + 1=2) ln (fj +1=2)¡ (fj ¡ 1=2) ln (fj ¡ 1=2)

i

¡
X

±=§1

h ¡
f±kn +1=2

¢
ln

¡
f±kn +1=2

¢
¡

¡
f±kn ¡ 1=2

¢
ln

¡
f±kn ¡ 1=2

¢ i
; (5.67)

onde

2f±kn =

�
pkpk xkxk + pnpn xnxn +2pkpn xkxn + 2

q
(pkpk pnpn ¡ pkpn2) (xkxk xnxn ¡xkxn2)

¸1=2

+±

�
pkpk xkxk + pnpn xnxn +2pkpn xkxn ¡ 2

q
(pkpk pnpn ¡ pkpn2) (xkxk xnxn ¡ xkxn2)

¸1=2
:

O comportamento dos diferentes coe…cientes de emaranhamento é mostrado na …gura 5.2.

Todos eles tendem monotonamente a 1 com o passar do tempo.
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Figura 5.2: Coe…cientes caracterizando o emaranhamento entre o primeiro e o terceiro modos
na cavidade unidimensional e ressonante (p = 2) contra �= tanh(2¿) para o estado inicial de
vácuo. As curvas do topo para a base: coe…ciente emaranhamento-covariância, Y, coe…ciente
entrópico e compacto, Jc, coe…ciente emaranhamento-pureza, eL, o quadrado do coe…ciente
emaranhamento-covariância, Y2, e coe…ciente emaranhamento-distância, Z.
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5.3.2 Os coe…cientes de Bogoliubov no caso da ressonância paramétri-
ca e unidimensional

Os coe…cientes não-nulos, ½(1)2m+1, no caso da ressonância paramétrica (p = 2) são [191, 192]

½(1)2m+1 =
(¡1)m¡ (m+ 1=2)�m
¡(1=2) ¡ (1 +m)

F
¡
m +1=2 ; ¡1=2 ; 1 +m ; �2

¢
; (5.68)

½
(1)
¡2m¡1 =

(¡1)m¡ (m+ 1=2) ¡ (3=2)�m+1
¼¡ (2 +m)

F
¡
m +1=2 ; 1=2 ; 2 +m ; �2

¢
: (5.69)

Em particular (~�´
p
1 ¡�2),

½(1)1 =
2

¼
E(�); ½(1)¡1 =

2

¼�

£
E(�)¡ ~�2K(�)

¤
; (5.70)

½(1)3 =
2

3¼�

£¡
1 ¡ 2�2

¢
E(�)¡ ~�2K(�)

¤
; ½(1)¡3 = ¡ 2

3¼�2
£¡
2¡�2

¢
E(�) ¡ 2~�2K(�)

¤
;

(5.71)

½(1)5 =
2

15¼�2
£¡
8�4 ¡ 3�2 ¡ 2

¢
E(�) + (¡4�4 +2�2 + 2)K(�)

¤
;

½(1)¡5 = ¡ 2

15¼�3
£¡
2�4 + 3�2 ¡ 8¢E(�) ¡ (�4 +7�2 ¡ 8)K(�)¤ :

A estrutura geral dos coe…cientes ½(1)2m+1 em termos das integrais elípticas e completas é [192]

½(1)2m+1 =
2

¼�m
£
fm

¡
�2

¢
E(�) + ~�2gm

¡
�2

¢
K(�)

¤
(5.72)

½(1)¡2m¡1 =
2

¼�m+1
£
rm

¡
�2

¢
E(�) + ~�2sm

¡
�2

¢
K(�)

¤
(5.73)

onde fm(x); gm(x); rm(x) e sm(x) são polinômios de grau m que podem ser encontrados a

partir das relações de recorrência (5.32).

5.3.3 Cálculo das integrais

Para calcular, por exemplo, o valor médio hây1â3i, usamos as equações (5.47), (5.70) e

(5.71), trocando a derivada em ¿ pela derivada em respeito a �, de acordo com a relação

d�= 2~�2d¿ . Dessa maneira, chegamos à equação

dhây1â3 i
d�

= ¡ 2
p
3

3¼2�2~�2
£¡
1 + �2

¢
E2(�) ¡ ~�4K2(�)¡ 2�2~�2E(�)K(�)

¤
: (5.74)

Levando em conta as regras de diferenciação [31]

dK(�)
d�

=
E(�)

�~�2
¡ K(�)

�
;

dE(�)
d�

=
E(�)¡K(�)

�
; (5.75)
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podemos supor que o fator ~�2 no denominador do lado direito de (5.74) vem da derivada

dK=d�. Então, é natural procurar uma solução da forma

hây1â3 i = 2
p
3

3¼2�

£
A(�)K2(�) + B(�)K(�)E(�) + C(�)E2(�)

¤
; (5.76)

onde A(�), B(�) e C(�) são polinômios em �. Levando a expressão (5.76) na equação (5.74),

obtemos um conjunto de equações acopladas para os coe…cientes desses polinômios, as quais

podem ser resolvidas recursivamente. As equações para os outros momentos de segunda

ordem podem ser integradas de maneira semelhante.

5.3.4 Emaranhamento no caso semi-ressonante (p = 1)

Um comportamento qualitativamente diferente de todas as características do campo é

observado no caso semi-ressonante, quando a freqüência das oscilações da fronteira coincide

com a autofreqüência fundamental do campo (p = 1) [191, 193]. Nesse caso, devemos colocar

j = 0 na fórmula (5.33) e todos os coe…cientes ½(n)m com índices m negativos serão iguais a

zero. Conseqüentemente, fótons não poderão ser criados a partir do estado de vácuo inicial,

o que pode ser visto claramente através da equação (5.45). Se o campo estiver inicialmente

num estado que não seja o vácuo (ao menos um dos modos), então o número total de fótons

em todos os modos será conservado, embora a energia total cresça exponencialmente devido

ao “aquecimento” dos modos de alta freqüência (às custas do “resfriamento” dos modos de

baixa freqüência).

Suponhamos que inicialmente apenas o primeiro modo estava excitado, enquanto todos os

outros estavam no estado de vácuo. Nesse caso, a dinâmica de todos os modos será descrita

pelo coe…ciente

½(1)m = (tanh ¿ )m¡1=cosh2 ¿ :

Se inicialmente o modo estiver num estado coerente, todos os momentos centrais de

segunda ordem que conectam diferentes modos serão iguais a zero, resultando num coe…ciente

emaranhamento-covariância nulo: Ycoe
r;s = 0. Todavia, para outros estados iniciais obteremos

valores não-nulos de Yr;s.
Caso inicialmente o modo esteja num estado de Fock jni, então

YFock
r;s =

n³r³ sq
2

¡
n³2r + 1=2

¢ ¡
n³2s +1=2

¢ ; (5.77)

onde

³m =
p
m½(1)m =

p
m
(tanh ¿)m¡1

cosh2 ¿
� 1: (5.78)
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Se o estado inicial for o vácuo comprimido jÃi = exp
h
R(̂by21 ¡ b̂21)=2

i
j0i, com o número

médio de fótons º1 = senh 2(R), teremos

Ycom
r;s =

³r³s
p
º1(2º1 + 1)q

2
¡
º1³

2
r +1=2

¢ ¡
º1³

2
s + 1=2

¢ ; (5.79)

Quando inicialmente o modo estiver num estado coerente e par/ímpar [30]

j®§ >=
j®1i § j ¡ ®1ip
2[1§ exp(¡2j®1j2)]

;

os números médios de fótons serão dados pelas fórmulas

º(+)1 = j®1j2 tanh(j®1j2); º(¡)1 = j®1j2 coth(j®1j2):

Em ambos os casos, o coe…ciente de emaranhamento pode ser escrito assim:

Ypar=¶{mpar
r;s =

³r³s
p
º1 (º1+ j®1j2)q

2
¡
º1³

2
r + 1=2

¢ ¡
º1³

2
s +1=2

¢ : (5.80)

Quando o número de fótons iniciais nos estados coerente (par/ímpar) e de vácuo com-

primido for su…cientemente grande, º1 À 1, o coe…ciente de emaranhamento se aproximará

bastante do valor máximo possível (que é 1), se º1³2r;s À 1, mas, com o passar do tempo, Y
vai a zero, porque ³r;s(¿) ! 0 para ¿ ! 1. No caso de um estado inicial de Fock, o valor

máximo de Y não excederá 1=
p
2. O comportamento típico do coe…ciente emaranhamento-

covariância entre o primeiro e o segundo modos para estados iniciais de Fock e comprimidos

é apresentado na …gura 5.3. A evolução do número médio de fótons no primeiro e segundo

modos é mostrada na …gura 5.4.

As covariâncias momento-posição são nulas de novo (como no caso em que p = 2), e,

assim sendo, precisaremos apenas de dois dos coe…cientes de correlação de…nidos em (5.63)

para calcular o emaranhamento-pureza e o emaranhamento-distância (quando o primeiro

modo for um estado de vácuo comprimido) com a ajuda das equações (5.64) e (5.65). Esses

coe…cientes de correlação serão

rxixj =
Â³ i(¿ )³j(¿)q£

1 + Â³2i (¿)
¤ £
1 +Â³2j (¿)

¤ ; rpipj = ¡ ¸³i(¿)³j(¿ )q£
1¡ ¸³2i (¿)

¤ £
1 ¡ ¸³2j(¿ )

¤ ; (5.81)

onde

Â = e2R ¡ 1; ¸ = 1¡ e¡2R:

As relações de dependência entre os coe…cientes de emaranhamento eL e Z e o tempo são com-

paradas na …gura 5.5. Vemos que as curvas sólidas e as tracejadas estarão muito próximas,

especialmente se o número de fótons for grande.
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Figura 5.3: O coe…ciente emaranhamento-covariância, Y1;2, na cavidade unidimensional e
semi-ressonante (p = 1) contra o tempo lento, ¿, para estados iniciais (do primeiro modo)
de Fock (linhas tracejadas) e de vácuo comprimido (linhas sólidas) com números médios de
fótons iguais a º1 = 1; 50; 1000:
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Figura 5.4: O número médio de fótons no primeiro e segundo modos da cavidade unidimen-
sional e semi-ressonate (p = 1) contra o tempo lento, ¿, para um estado inicial de Fock:
j1i.
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Figura 5.5: O coe…ciente emaranhamento-pureza, eL1;2 (linhas sólidas), e o coe…ciente
emaranhamento-distância, Z1;2 (linhas tracejadas), na cavidade unidimensional e semi-
ressonante (p = 1) contra o tempo lento, ¿ , quando o estado inicial do primeiro modo
é o vácuo comprimido com diferentes números médios de fótons (da base para o topo):
º1 = 1; 50; 1000:

5.4 Conclusão

Comparamos as dependências temporais de várias medidas caracterizando o grau de

emaranhamento entre os modos do campo numa cavidade ideal com paredes oscilando resso-

nantemente. Todas essas funções (a medida entrópica e padrão do emaranhamento para

estados gaussianos, o coe…ciente emaranhamento-covariância introduzido em [166, 167], o

coe…ciente emaranhamento-distância introduzido em [165] e o coe…ciente emaranhamento-

pureza introduzido aqui) são baseadas na matriz de covariância de segunda ordem dos com-

ponentes de quadratura do campo. Embora tenham formas analíticas diferentes, os coe…-

cientes apresentam comportamentos (qualitativos) similares. Por conseguinte, o coe…ciente

emaranhamento-covariância, sendo o mais simples do ponto de vista dos cálculos, parece o

mais conveniente, especialmente em comparação com a medida entrópica do emaranhamen-

to, cujo cálculo requer tremendo esforço dando praticamente a mesma informação sobre o

grau de emaranhamento.

No caso da ressonância paramétrica, todos os coe…cientes de emaranhamento tendem a

1 monotonamente. No caso da semi-ressonância, eles rapidamente alcançam valores próxi-

mos a 1, permanecem nesse nível durante algum tempo (o qual cresce com o aumento do
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número médio e inicial de fótons) e decaem a zero. Portanto, este estudo acrescenta novas

características aos resultados obtidos anteriormente em [168], [191]-[192], [194], melhorando

nossa compreensão do comportamento dos campos em cavidades com fronteiras móveis.

Ainda não dispomos de uma teoria completa da quantização do campo eletromagnético

em meios com fronteiras móveis e não-ideais. Para levar em conta a dissipação, precisaremos

introduzir termos adicionais nas equações para descrever a interação entre os modos do

campo na cavidade e os graus de liberdade do meio. Pretendemos tratar esse problema em

trabalhos futuros.
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Capítulo 6

Conclusão

Estudamos a in‡uência de diferentes fatores sobre a re‡exão de pacotes quânticos, lentos

e estreitos, por espelhos atômicos, tendo demonstrado que a forma das distribuições de

momento assintóticas dependem crucialmente da razão entre o momento inicial na direção

perpendicular à superfície do espelho e a dispersão inicial desse componente.

A passagem de um pacote de ondas gaussiano próximo a uma parede impenetrável o

torna mais estreito do que seria no espaço livre, em ambas as representações: de posição e

de momento. Além disso, o valor …nal do componente do momento na direção perpendicular

à superfície, hp(1)i, será diferente do seu valor inicial, que é nulo. O aumento da energia

cinética do centro de massa da partícula será obtido às custas da energia das ‡utuações

quânticas do pacote, desde que a energia total é conservada.

Mostramos que pacotes de ondas livres podem exibir encolhimento signi…cativo nos está-

gios iniciais de sua evolução e que uma escolha adequada da medida de extensão do pacote

ajudará a visualizar ou a enfatizar o efeito quando ele existir. O caso bidimensional não

é distinto do ponto de vista de diferentes medidas do valor médio do raio. Encontramos

exemplos de medidas para as quais as dimensões distintas são d = 3; 4 ou 6: Além disso,

escolhas adequadas dos parâmetros k e d; que caracterizam o pacote de ondas inicial, e dos

parâmetros ® e ¯, que caracterizam a medida da extensão do pacote, permitem obter um

valor mínimo da extensão normalizada tão pequeno quanto se queira.

Analisamos o problema da transmissão e da re‡exão de pacotes, inicialmente estreitos e

gaussianos, por potenciais do tipo delta de Dirac com intensidade constante e com especí-

…ca dependência temporal. Concluímos que a melhor de…nição do tempo de transmissão,

para o caso sob estudo, é o inverso da altura do máximo da densidade de probabilidade de

transmissão.

Consideramos várias medidas caracterizando o grau de emaranhamento entre os modos do
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campo numa cavidade ideal com paredes oscilando ressonantemente. No caso da ressonância

paramétrica, todos os coe…cientes de emaranhamento tendem a 1 monotonamente. No caso

da semi-ressonância, eles rapidamente alcançam valores próximos a 1, permanecem nesse

nível durante algum tempo e decaem a zero.

Nos últimos anos, a Física experimental dos campos quânticos em cavidades e dos átomos

e íons aprisionados progrediu imensamente, ocasionando inúmeros estudos do efeito Casimir

não-estacionário. Contudo, na esmagadora maioria dos trabalhos realizados até hoje foram

consideradas somente cavidades com paredes ideais. Ninguém tratou ainda as cavidades

com paredes oscilantes que não são ideais. Por isso, no futuro pretendemos estudar campos

eletromagnéticos acondicionados em cavidades móveis com paredes dissipativas, ou seja,

trataremos cavidades mais realísticas, as quais têm perdas.

Em virtude da possibilidade de realização experimental, usando átomos ultrafrios e es-

pelhos atômicos, e em continuação aos nossos trabalhos sobre átomos não-relativísticos na

presença de fronteiras em repouso, consideraremos a de‡exão quântica no caso em que as

fronteiras se movem.
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