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que me guiaram na realização deste trabalho.

• Ao Departamento de F́ısica da Universidade Federal de São Carlos.

• Ao Instituto de F́ısica da Universidade Federal de Goiás.
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2.1.1 Amostragem por Importância . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Amostragem de Metropolis e Processos de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2.1 O Algoritmo de Metropolis Simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.2.2 O Algoritmo de Metropolis Generalizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 Aplicação para o Estado Fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.1 Monte Carlo Variacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.2 O Monte Carlo por Difusão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.3 Monte Carlo por Difusão Simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.4 Algoritmo DMC com Amostragem por Importância . . . . . . . . . . . . 26
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confinados em um ponto quântico com potencial do tipo parede dura. . . . . . . 47
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rados por uma distância d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.2 Minimização da energia (escala da direita e curva vermelha) e variância σ (escala
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5.1 Parâmetros usuais para o cálculo em heteroestruturas semicondutoras. . . . . . . 56
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Resumo

O método de Monte Carlo Quântico tem se constituido em uma poderosa ferramenta

de primeiros prinćıpios capaz de fornecer estimativas precisas das propriedades dos estados

fundamental e excitado para sistemas de muitos corpos. Tendo isto em mente, nós primeira-

mente apresentamos uma revisão do método em suas variações mais populares: O Monte Carlo

Variacional (MCV) e Monte Carlo Difusão (MCD). Nós aplicamos o método, ambos, MCV e

MCD, para pontos quânticos esféricos com potencial do tipo parede dura com até 10 elétrons

confinados. Em seguida nós apresentamos o Monte Carlo Quântico com Correlação Temporal,

aplicamos para moléculas de pontos quânticos e comparamos com resultados da literatura para

calibração do código.



Abstract

The Quantum Monte Carlo Method has been constituted in a powerful ab-initio tool

which can afford accurate estimates of the ground-state properties of quantum many-body

systems. With this subject in mind, we first present a review of the method in the well-known

variations: the Variational Monte Carlo and Diffusion Monte Carlo. We have applied both

methods to quantum dots containing up to 10 electrons confined to a hard wall spherical model.

After the general ground-state analysis we present the Time Correlation Quantum Monte Carlo

for excited states and apply to quantum dot molecules. Finally, as a first application we compare

our results to models found in the literature, in order to calibrate our code.



Introdução

Antes do advento dos computadores modernos, gastavam-se longos peŕıodos de tempo

para se realizar cálculos numéricos simples. Atualmente, com a combinação de computadores

poderosos e novos algoŕıtmos, a ciência computacional desempenha um papel importante na

pesquisa cient́ıfica. A simulação numérica é essencial para o estudo de sistemas muito com-

plexos ou cujo estudo teórico ou experimental é muito dispendioso. A f́ısica computacional é

amplamente empregada como um terceiro ramo e complementar para as f́ısicas teórica e ex-

perimental tradicionais. Nas várias áreas de pesquisa, o papel da simulação computacional é

trabalhar juntamente com a teoria e a observação experimental, servindo como fonte de veri-

ficação e/ou validação para os outros modelos.

Para sistemas de muitos corpos, como muitos elétrons interagentes, moléculas

e nanoestruturas semicondutoras, é essencial o tratamento preciso das interações. Sistemas

eletrônicos fortemente correlacionados são de grande interesse, sobretudo as nanoestruturas

semicondutoras, porque constituem um sistema quase ideal para o estudo das propriedades de

muitos corpos além da potencial aplicação na construção de dispositivos em escala nanométrica.

Portanto, técnicas que descrevem corretamente as interações eletrônicas em moléculas e na-

noestruturas semicondutoras contribuem tanto para engenharia de novos dispositivos como

para o desenvolvimento cient́ıfico em geral.

Neste contexto, as técnicas de Monte Carlo Quântico (QMC - Quantum Monte

Carlo) destacam-se como uma técnica capaz de descrever tais sistemas com a fidelidade necessária1

e com um custo computacional relativamente baixo quando comparadas com outras técnicas

1Por exemplo com precisão próxima da energia qúımica
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mais difundidas tais como Hartree Fock (HF) e Teoria do Funcional Densidade (DFT -Density

Functional Theory ) e comparáveis com resultados obtidos por Diagonalização Exata (ED -

Exact Diagonalization). Entre as muitas variações atualmente existentes das técnicas QMC

podemos citar as mais tradicionais, o Monte Carlo Variaconal (VMC - Variational Monte

Carlo ), Monte Carlo por Difusão (DMC - Diffusion Monte Carlo), Monte Carlo por Inte-

grais de Trajetória (PIQMC - Path Integral Quantum Monte Carlo) e por fim o Monte Carlo

com Correlação Temporal (TCQMC - Time Correlation Quantum Monte Carlo) apresentado

pela primeira vez por Ceperley e Bernu [1] e do qual, apesar de completamente geral para o

tratamento de estados excitados e outras propriedades f́ısicas de interesse, surpreendentemente

poucas aplicações são encontradas na literatura.

Nesta tese, além da apresentação do TCQMC com a construção de um código

próprio e independente de máquina, estamos interessados na aplicação desta técnica para uma

classe espećıfica de nanoestruturas semicondutoras: os pontos quânticos. Os pontos quânticos

(PQ), ou átomos artificiais, são excelentes candidatos a aplicações tecnológicas tanto na op-

toeletrônica convencional como na spintrônica moderna, devido as suas excelentes proprieda-

des eletrônicas e ópticas. As propriedades ópticas dos pontos quânticos são governadas pelas

transições inter-bandas entre as bandas de condução e valência bem como as transições inter-

sub-bandas dentro das bandas de condução ou de valência. Uma das mais ambiciosas aplicações

decorrentes da engenharia da separação dos ńıveis de energia é a realização do computador

quântico baseado na manipulação do spin do elétron confinado no ponto quântico. Neste sis-

tema o spin de um elétron é usado como um “qubit”, que é o elemento básico da computação

quântica. Um ingrediente necessário para o processamento quântico é a possibilidade de se

aclopar dois “qubit”-s. Portanto, no PQ uma operação de lógica quântica fundamental em

uma porta quântica pode ser alcançada misturando os estados de spin de dois elétrons por

meio de um campo elétrico ou magnético externo. A mistura entre os estados de spins pode

ser quantificada calculando-se a energia de troca como a diferença entre as energias do estado

fundamental singleto e o primeiro estado excitado tripleto do sistema de dois elétrons.
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Aqúı apresentamos simulações por QMC para pontos quânticos esféricos com

potencial do tipo parede dura e simulações para transições ópticas em moléculas de pontos

quânticos parabólicos. Antes, no caṕıtulo 1, discutimos as aproximações usuais mais bem susce-

didas no tratamento de problemas de muitos corpos. No caṕıtulo 2 discutimos a integração

de Monte Carlo e introduzimos a técnica de ”importance sampling” bem como o processo de

amostragem via algoritmo de Metropolis, descrevemos o Monte Carlo Variacional, o Monte

Carlo por Difusão e apresentamos o Monte Carlo com correlação temporal para o cálculo de es-

tados excitados. No caṕıtulo 3, apresentamos uma discussão sobre as funções de onda tentativas

e suas propriedades bem como um esquema para sua otimização. No caṕıtulo 4, apresentamos

o modelo, resultados e discussões para os pontos esféricos. Estes resultados mostram a superi-

oridade das simulações por QMC, vez que, obtemos resultados comparáveis aos da literatura,

extendemos para mais elétrons, sendo todos os cálculos realizados utilizando uma função de

onda muito simples como um produto de dois determinantes (um up e um down) e um fator

de correlação eletrônica. Este trabalho mostra considerável economia de cálculo em tempo

computacional para o cálculos de estrutura eletrônica. No caṕıtulo 5 discutimos o modelo para

pontos quânticos parabólicos bidimencionais acoplados com os nossos resultados e discussões.

Neste caṕıtulo, além de simulações de estados excitados com códigos para QMC tradicionais

para estado fundamental, intentamos na construção de um código QMC próprio para estados ex-

citados obtendo primeiros resultados em excelente concordância com a literatura. Finalmente,

no caṕıtulo 6 apresentamos nossas conclusões para os modelos discutidos nos caṕıtulos 4 e 5 e

nossas perspectivas. No apêndice desta tese apresentamos uma cópia do código desenvolvido.



Caṕıtulo 1

Sistemas de Muitos Corpos

Os problemas tratados nesta tese são inerentes a sistemas de muitos corpos inter-

agentes. As soluções anaĺıticas são posśıveis apenas para modelos muito simples. Assim, a

integração da equação de Schrödinger para sistemas de muitos corpos é um problema de dif́ıcil

solução, às vezes imposśıvel [2]. O tratamento numérico de tais problemas é um ponto cŕıtico,

dadas as limitações da maioria dos métodos em aspectos importantes da interação de muitos

corpos, como, por exemplo, a correlação eletrônica nos cálculos de estrutura eletrônica.

Para um sistema de dois elétrons, a equação de Schrödinger tem solução anaĺıtica, como

por exemplo para o átomo de Hélio artificial, com energia calculada exatamente [3] ou para

ponto quântico em duas dimensões sem [4] e com campo magnético [5]. Porém, se um terceiro

elétron é adicionado ao sistema, a solução anaĺıtica torna-se imposśıvel devido à correlação

de um dado elétron com os outros dois, ou seja, fixando-se um elétron, haverá um número

extremamente grande de combinações das posições dos outros dois elétrons com a mesma energia

de interação, tornando o problema imposśıvel de ser tratado analiticamente. O cálculo da

correlação eletrônica é de grande interesse em problemas de f́ısica da matéria condensada, e

as soluções existentes geralmente partem, a despeito de outros métodos relativamente bem

suscedidos, de cálculos pelo método de Hartree-Fock (HF), o mais conhecido, e pelo método de

Interação de configurações (CI - Configuration Interaction) que é o mais preciso.

A teoria de HF assume que a função de onda é formada por um único determinante

e despreza a correlação entre os elétrons. Nesta aproximação, um elétron é submetido a um

potencial médio não local criado por todos os outros elétrons. Esta forma de levar em conta a
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presença dos outros elétrons do sistema dificulta a descrição correta da correlação eletrônica já

que o método não leva em conta a interação eletrônica instantânea entre os elétrons.

O método de HF usa um conjunto finito de orbitais quando o conjunto de funções base

usado na expansão também é finito. Em geral, um conjunto de M funções base resulta em

2M diferentes orbitais. Os N orbitais ocupados são usados para formar o estado fundamental,

e os 2M − N orbitais restantes são os chamados orbitais virtuais. Usando uma única função

de onda determinantal Φ0 como referência, é posśıvel classificar todos os outros determinantes

de acordo com o número de elétrons que são promovidos, a partir dos orbitais ocupados, para

os orbitais virtuais. Assim, um determinante unicamente excitado corresponde a um para o

qual um único elétron é excitado; um determinante duplamente excitado a um para o qual dois

elétrons são excitados, e assim por diante. Cada um dos determinantes, ou uma combinação

linear de um pequeno número deles e construida com a simetria correta, é chamada uma função

estado de configuração (CSF- configuration State function). Estas CSF excitadas podem ser

usadas para aproximar a função de onda de um estado excitado, ou ainda, em uma combinação

linear com Φ0 para melhorar a estimativa do estado fundamental ou algum estado excitado.

Em cálculos de CI, a função de onda do estado fundamental ou de um estado excitado

é representada por uma combinação linear dos determinantes de Slater. O método é flex́ıvel

e fornece funções de onda altamente precisas para sistemas pequenos, e pode ser usado para

descrever problemas de estrutura eletrônica complexos. O principal problema do método CI é

que ele não fornece uma descrição compacta da correlação eletrônica e o número de configurações

cresce muito com o tamanho do sistema. A partir dem conjuntos completos de orbitais, a função

de onda exata do sistema Ψ para algum estado pode ser escrita como

Ψ = C0Φ0 +
∑
a,i

C i
aΦ

i
a +

∑

ab,ij

Cij
abΦ

ij
ab +

∑

abc,ijk

C ij
abcΦ

ijk
abc + ... (1.1)

onde os C são os coeficientes da expansão e os Φi
a’s são os determinantes unicamente excitados,

os Φij
ab’s são os determinantes duplamente excitados, e etc. Os elétrons são promovidos de φa

para φi, de φa para φb e φj, etc. Um cálculo é classificado como um CI-total se todos os CSF’s
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de simetria apropriada são usados para um dado conjunto base. O número de determinantes

de Slater a ser determinado em um esquema CI é

(
2M
N

)
. (1.2)

Como consequência, a equação (1.1) na prática deve ser truncada, sendo também na prática

um cálculo de CI limitado. O estado Ψs é escrito como a combinação linear

Ψs =
L∑

I=1

CI,sΦI , (1.3)

onde a soma é sobre um número finito (L) de CSF. Os coeficientes da expansão são determinados

variacionalmente minimizando-se o valor esperado da energia como

〈E〉 =

∫
Ψ∗ĤΨ∫
Ψ∗Ψ

. (1.4)

Reescrevendo a equação (1.4) na forma matricial, obtemos a equação de auto-valores generali-

zada

HC = ESC (1.5)

onde

HIJ =

∫
Ψ∗

IĤΨJ (1.6)

são os elementos da matriz Hamiltoniana e os elementos da matriz de correlação S são escritos

como

SIJ =

∫
Ψ∗

IΨJ . (1.7)

Esta forma de escrever o prinćıpio variacional, conhecida como a razão de Rayleigh, conforme

a equação (1.4) e as seguintes, serão úteis na formulação do Monte Carlo com Correlação

Temporal que será apresentada no caṕıtulo seguinte.

Uma deficiência dos cálculos de CI limitado é a falta de consistência com o tamanho

do sistema. Um método tem consistência com o tamanho se a energia de um sistema de muitos

corpos é proporcional ao número de elétrons N no limite N →∞. Em particular, a energia de

um sistema AB calculada quando os sistemas separados é igual à soma das energias dos dois

sistemas A e B quando calculados separadamente.



Caṕıtulo 2

Teoria do Monte Carlo Quântico

2.1 Integração de Monte Carlo

Uma aplicação clássica do esquema de Monte Carlo é na solução de integrais definidas,

em particular de integrais multidimensionais com condições de contorno complicadas. De acordo

com o método, a integração de uma função f(x) é realizada sobre um conjunto de pontos

distribuidos de acordo com uma densidade de probabilidade p(x)

I =

∫
f (x) p (x) dx. (2.1)

Se considerarmos uma distribuição de probabilidade uniforme, então a equação (2.1) poderá

ser reescrita como

I =

∫
f (x) dx. (2.2)

Assim sendo, escolhemos um conjunto de M pontos (xi) distribuidos aleatoriamente1, nos quais

o integrando é avaliado como (fi). A integral na equação (2.2) é então estimada como

I = lim
M→∞

1

M

M∑
i=1

fi. (2.3)

A equação (2.3) mostra que o integrando f(x) deve ser amostrado um número infinito de vezes.

Contudo, na prática isto não ocorre e em algum momento é preciso truncar o processo de

amostragem. Como conseqência disto, o método de Monte Carlo estima a integral com um

erro estat́ıstico associado, que é decorrente do truncamento do processo de amostragem. Se os

1No programa esses pontos são obtidos a partir de um gerador de números aleatórios ou pseudo-aleatórios.
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pontos de integração são independentes2, este erro estat́ıstico é determinado por

σI =
σf√
M
, (2.4)

onde σf é a variância do integrando sobre o conjunto de pontos amostrados, e é dado por

σ2
f =

1

M − 1

M∑
i=1

(f(xi)− f)2. (2.5)

O erro, σ, que é a ráız quadrada da variância, é proporcional a 1/
√
N . Uma afirmação forte

sobre a distribuição de I no limite assintótico é dada pelo teorema do limite central [6]. O

teorema diz que no limite de infinitas amostragens, o valor observado de I será normalmente

distribuido com média 〈f〉 e a variância será proporcional a 1/N .

Esta forma de integração de Monte Carlo, utilizando uma distribuição de probabilidade

uniforme não é muito eficiente3. Se considerarmos, por exemplo, um integrando que varia muito

rapidamente e é diferente de zero em grandes intervalos, um esquema de Monte Carlo usando

uma amostragem uniforme terá um alto custo computacional devido ao grande número de

pontos amostrados por unidade de volume para avaliar corretamente a integral. Neste mesmo

esṕırito, a variância dos pontos amostrados será grande e conseqentemente a eficiência baixa.

Uma forma de contornar estes problemas de eficiência é usar o procedimento de amostragem

por importância (importance sampling), que descrevemos abaixo.

2.1.1 Amostragem por Importância

No procedimento de amostragem por importância, multiplicamos e dividimos o in-

tegrando na equação (2.2) por uma função distribuição de probabilidade w(x), cujo compor-

tamento é semelhante ao da função que será integrada f(x). A integral I pode ser reescrita

como ∫
f(x)

w(x)
w(x)dx. (2.6)

2Os pontos de integração são independentes ou não correlacionados, se o gerador gera números aleatoria-
mente, melhor do que pseudo-aleatoriamente.

3A eficiência ξ de um esquema de integração está relacionada com o tempo de computação T necessário para
se obter um erro estat́ıstico σ como ξ = 1

σ2 T onde T é o tempo de computação por passo de Monte Carlo.
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Em lugar de uma distribuição uniforme, os pontos amostrados são distribuidos agora com uma

probabilidade w(xi). Como as funções f(x) e w(x) possuem comportamentos semelhantes,

somente as regiões onde f(x) é diferente de zero serão amostrados. Conseqentemente maior

esforço computacional será direcionado para as regiões onde f(x) é grande. Outra conseqência

do comportamento semelhante das funções f(x) e w(x), é que o novo integrando f(x)
w(x)

da equação

(2.6) passa a ser uma função mais suave que o integrando original, o que contribui para a redução

do erro estat́ıstico na determinação da integral. O valor da integral com o procedimento de

amostragem por importância é dado por

I ≈ 1

M

M∑
i=1

fi

wi

, (2.7)

com um erro estat́ıstico de

σI =
σ f

w√
M
. (2.8)

2.2 Amostragem de Metropolis e Processos de Markov

Uma das ferramentas mais poderosas no esquema de Monte Carlo é o caminho aleatório

ou “random walk” [6]. Portanto, o ponto de partida é descrever um método que permita

amostrar números pseudo-randômicos de acordo com alguma função densidade de probabilidade

desejada, ou seja, um método de random walk.

Um método de caminho aleatório foi proposto por Metropolis [7] em 1953, e tem sido

largamente utilizado para a geração de funções densidade de probabilidade, especialmente em

algoritmos de Monte Carlo Quântico. Tal método é chamado Amostragem de Metropolis ou

Algoritmo M(RT )2.4

Em um caminho aleatório, define-se também uma entidade matemática (part́ıcula

fict́ıcia) chamada caminhante ou “walker”, que se move em um espaço de estados apropriado,

por uma combinação de deslocamentos randômicos a partir de sua posição anterior.

O método de Metropolis (caminho aleatório) gera uma sequência de caminhantes que

4Algoritmo M(RT )2 devido aos autores Metropolis, Rosembluth, Rosembluth, Teller e Teller.
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são distribúıdos conforme alguma função de distribuição desejada [7]. Um caminhante descreve

completamente um sistema, já que ele é definido como o conjunto de todos os graus de liberdade

do sistema. Um grau de liberdade é definido como cada uma das coordenadas cartesianas de

cada part́ıcula. Portanto, um sistema contendo N part́ıculas em um espaço d-dimensional,

possui dN graus de liberdade. Assim um caminhante pode ser representado matematicamente

por R = ~r1, ..., ~rN e a sequência de caminhantes por R = R1,R2, ...,RM . Um caminhante

pode ser modificado (movido), mudando a posição de cada part́ıcula, para uma nova posição

tentativa. Do ponto de vista computacional, o movimento de todas as part́ıculas tomadas

uma a uma, para todos os caminhantes, representa um passo de Monte Carlo. Repetindo este

processo, a coleção das posições dos caminhantes para um número grande de passos de Monte

Carlo descreve um caminho (”walk”) no espaço dos estados, de R para R′ de acordo com uma

probabilidade de transição P (R → R′) tal que

∑

R′
P (R → R′) = 1 (2.9)

e

P (R → R′) ≥ 0. (2.10)

Devido a natureza estocástica do processo descrito acima, o caminho (walk) formado é chamado

cadeia de Markov [6]. No algoritmo de Metropolis, nós devemos trabalhar com as propriedades

estat́ısticas dos pontos sobre esta cadeia de Markov especificadas pela probabilidade de transição

P (R → R′). Isto deve ser feito considerando um número grande dessas cadeias, todas evoluindo

simultaneamente de acordo com a mesma probabilidade de transição. Cada cadeia pode então

ser gerada movendo-se uma part́ıcula fict́ıcia (caminhante). Os caminhantes movem-se passo a

passo através do espaço de fase de acordo com P (R → R′), cada um gerando uma cadeia de

Markov. Uma cadeia de Markov, portanto, é definida como uma sequência de eventos que são

independentes do tempo ou da história passada das part́ıculas, de tal forma que, a probabilidade

de transição conecta somente dois pontos do caminho. Uma propriedade necessária para a

cadeia de Markov é que a probabilidade de transição do algoritmo de Metropolis, que conecta
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dois pontos da cadeia, seja ergódica, ou seja, considerando um espaço de estados com N estados

posśıveis, S1, S2, ..., SN , a probabilidade de o sistema passar de um estado Si para um estado

Sk qualquer é sempre diferente de zero. Esta propriedade garante o equiĺıbrio na distribuição

de caminhantes com um número finito de passos. Suponha que no j-ésimo passo da cadeia de

Markov a distribuição de caminhantes seja dada por ρj(R). Então, a distribuição no próximo

passo da cadeia será

ρj+1(R′) =
∑
R

P (R → R′)ρj(R). (2.11)

Com o equiĺıbrio, não haverá mudança da distribuição de caminhantes com algum passo adi-

cional ao longo da cadeia de Markov tal que

ρEQ(R′) =
∑
R

P (R → R′)ρEQ(R). (2.12)

A propriedade de ergodicidade garante o equiĺıbrio da distribuição de caminhantes, porém não

permite dizer qual será esta distribuição de equiĺıbrio. Para muitas situações de simulação com

Monte Carlo, é de interesse gerar conjuntos de caminhantes distribuidos de acordo com alguma

expressão anaĺıtica n(R) para a distribuição de probabilidade. Isto pode ser feito escolhendo a

probabilidade de transição que satisfaz a condição de balanço detalhado onde

n(R)P (R → R′) = n(R′)P (R′ → R). (2.13)

A escolha desta probabilidade de transição será dada pelo algoritmo de Metropolis a seguir.

2.2.1 O Algoritmo de Metropolis Simples

O algoritmo de Metropolis escolhe a forma da probabilidade de transição P (R → R′)

tal que os caminhantes, em um ponto do espaço de configurações, sejam distribuidos conforme

alguma função de distribuição desejada w(R). Vamos examinar como a escolha de P (R → R′)

produz uma distribuição de equiĺıbrio. Consideremos novamente um conjunto de N -estados

S1, S2, ..., SN , todos pertencendo ao mesmo espaço de estados. Tomemos dois destes estados,

Si e Sj, com populações de caminhantes ni e nj respectivamente. No equiĺıbrio, a razão entre



2.2.2 O Algoritmo de Metropolis Generalizado 12

as populações nos dois estados deve ser igual à razão das distribuições de probabilidades w(Ri)
w(Rj)

.

Se w(Ri) > w(Rj), então todos os caminhantes nj no estado Sj devem se mover em direção ao

estado Si. O número médio de caminhantes que podem se mover na direção contrária, de Si

para Sj, é dado por

ni
w(Rj)

w(Ri)
= niP (Rj → Ri). (2.14)

A mudança da população entre os estados Si e Sj é

δnj =
∑

i

ni
w(Rj)

w(Ri)
− nj. (2.15)

Conforme mencionado anteriormente, se a população de caminhantes do ensemble é tal que

ni/nj = w(Ri)
w(Rj)

, então δnj = 0 e a população está em equiĺıbrio. Se ni/nj >
w(Ri)
w(Rj)

, então,

δnj > 0 e a população do estado Sj cresce até o sistema atingir a igualdade, caminhando,

portanto, para o equiĺıbrio. Se ni/nj <
w(Ri)
w(Rj)

, então, δnj < 0 e a população decresce. Como de

forma geral P (R → R′) = w(Ri)
w(Rj)

, a escolha da transição de probabilidade leva o ensemble para

o estado de equiĺıbrio.

O algoritmo de Metropolis, portanto, escolhe a probabilidade de transição através de

passos de aceitação para os estados mais favoráveis tal que

P (R → R′) = min

[
1,
w(R′)
w(R)

]
. (2.16)

Neste caso, os movimentos dos caminhantes são propostos com igual probabilidade. Uma forma

mais eficiente é tentar o movimento de acordo com alguma transição de probabilidade marginal

T (R → R′). Isto é considerado pelo método de Metropolis generalizado.

2.2.2 O Algoritmo de Metropolis Generalizado

No algoritmo de Metropolis generalizado, a probabilidade de transição é escrita como o

produto da distribuição de probabilidades por uma função probabilidade de transição marginal

que governa o movimento dos caminhantes.

Consideremos ainda um ensemble cujas populações em dois estados Si e Sj, são res-

pectivamente ni e nj. Como antes, se w′(Rj) < w′(Ri), então o número médio de caminhantes
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tentando se mover do estado Sj para o estado Si será njT (Rj → Ri). Estas tentativas de movi-

mento serão aceitas com probabilidade P ′(Rj → Ri). Da mesma forma, para movimentos do es-

tado Si em direção ao estado Sj, o número médio de caminhantes é niT (Ri → Rj)P
′(Ri → Rj).

O aumento da população no estado Sj é dado por

δnj = T (Ri → Rj)P
′(Ri → Rj)ni − T (Rj → Ri)P

′(Rj → Ri)nj. (2.17)

No equiĺıbrio, δnj = 0 e da equação (2.17) temos

T (Ri → Rj)P
′(Ri → Rj)ni = T (Rj → Ri)P

′(Rj → Ri)nj, (2.18)

que também pode ser escrita como

nj

ni

=
T (Ri → Rj)P

′(Ri → Rj)ni

T (Rj → Ri)P ′(Rj → Ri)nj

. (2.19)

No equiĺıbrio temos que
nj

ni
=

w(Rj)

w(Ri)
. Portanto, dada a transição de probabilidade marginal

T (R → R′), a transição P ′(R → R′) deve satisfazer a condição de balanço detalhado

P ′(Ri → Rj)

P ′(Rj → Ri)
=
w(Rj)T (Rj → Ri)

w(Ri)T (Ri → Rj)
. (2.20)

Como antes, uma boa escolha para a probabilidade de transição é

P ′(R → R′) = min

[
1,
w(R′)T (R → R′)
w(R)T (R′ → R)

]
. (2.21)

Do ponto de vista computacional, a implementação do algoritmo de Metropolis para amostrar

pontos do espaço de configurações, dado um ponto inicial R, é relativamente simples.

No algoritmo de Metropolis simples, dado o ponto R, podemos obter um ponto vizinho

R′ como

R′ = R + ζ, (2.22)

onde ζ é um número pseudo-randômico escolhido entre 0 e 1. Já no algoritmo de Metropolis

generalizado, ζ são distribuidos de acordo com uma transição de probabilidade marginal T (R →

R′). A figura 2.1 mostra esquematicamente o algoritmo de Metropolis.
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Figura 2.1: Fluxograma para o algoritmo de Metropolis. O oráculo contém a probabilidade de
transição para aceitar/rejeitar o movimento proposto.

Apesar do algoritmo de Metropolis ter sido desenvolvido para descrever o comporta-

mento estocástico de nêutrons em material fissionável, foi o próprio Metropolis quem o aplicou

pela primeira vez para problemas de muitas part́ıculas quânticas [8]. Este trabalho foi a base

para o desenvolvimento dos modernos métodos Monte Carlo Variacional e Monte Carlo de

Difusão.

2.3 Aplicação para o Estado Fundamental

As técnicas de Monte Carlo mais conhecidas e difundidas são aquelas usadas para

cálculos de propriedades do estado fundamental dos sistemas quânticos de muitos corpos, em-

bora o Monte Carlo por integrais de trajetórias seja bem conhecido e difundido, com recentes

aplicações para pontos [9] e aneis [10] quânticos. Aqui apresentamos as duas variações mais co-

nhecidas no cálculo de propriedades do estado fundamental como o Monte Carlo variacional, o

Monte Carlo por difusão com nós fixos e uma formulação alternativa para o cálculo dos estados



2.3.1 Monte Carlo Variacional 15

excitados em geral.

2.3.1 Monte Carlo Variacional

Das técnicas mencionadas, o Monte Carlo Variacional é a aplicação mais transparente

do esquema de Monte Carlo que está no limite entre o clássico e o genúıno método Monte Carlo

Quântico [11]. Nós estamos interessados em resolver a equação de Schrödinger não relativ́ıstica

independente do tempo

ĤΨ = EΨ, (2.23)

onde Ĥ é o Hamiltoniano do problema de interesse. O ponto de partida de um cálculo VMC

é escolher uma função de onda tentativa |ΨT [η]〉, que usualmente depende de um conjunto de

parâmetros [η]. Tais parâmetros são variados para se encontrar um mı́nimo para a energia total

do sistema. Tal mı́nimo corresponde a um limite superior para a energia do estado fundamental

do sistema.

A função de onda tentativa pode ser expandida em termos de autofunções do operador

Ĥ; os elementos de matriz desse operador são facilmente acesśıveis como:

|ΨT [η]〉 =
∑

n

Cn[η]|φn〉. (2.24)

Então, o valor esperado de Ĥ é dado por

〈Ĥ〉 =
〈ΨT |Ĥ|ΨT 〉
〈ΨT |ΨT 〉

=
∑

n

P (n)E(n), (2.25)

com

P (n) =
|Cn|2∑
n′ |Cn′ |2 , (2.26)

E(n) = C−1
n

∑

n′
〈φn|Ĥ|φn′〉Cn′ . (2.27)

Portanto, no VMC o valor esperado de algum observável com respeito a alguma função de

onda tentativa |ΨT [η]〉 pode ser avaliado usando-se MC, onde [η] é um conjunto de parâmetros
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que podem ser otimizados para minimizar o valor esperado para a energia. Para verificar isso,

devemos agora reescrever a equação (2.25) na forma integral como:

〈Ĥ〉 =

∫
Ψ∗

T ([η],R)ĤΨT ([η],R)dR∫ |ΨT ([η],R)|2dR

=

∫ |ΨT ([η],R)|2EL([η],R)dR∫ |ΨT ([η],R)|2dR . (2.28)

Na equação (2.28), EL([η],R) é definida como a ”Energia Local”, e é dada por EL([η],R) =

bHΨT ([η],R)
ΨT ([η],R)

. Aqui, R representa o conjunto de todas as posições eletrônicas, com a função de onda

tentativa escrita agora no espaço das coordenadas. Esta forma de escrever o valor esperado

traz vantagens já que agora temos em lugar do valor esperado uma média ponderada. O peso

aqui é a função densidade de probabilidade normalizada dos elétrons |ΨT ([η],R)|2R |ΨT ([η],R)|2dR
. Podemos

agora reescrever a equação (2.28) da forma

〈H〉 =

∫ (
ĤΨT ([η],R)

ΨT ([η],R)

)( |ΨT ([η],R)|2∫ |ΨT ([η],R)|2dR
)
dR. (2.29)

Comparando a equação (2.29) com a equação (2.1) podemos identificar os termos

(
ĤΨT ([η],R)

ΨT ([η],R)

)
=⇒ f(x) (2.30)

( |ΨT ([η],R)|2∫ |ΨT ([η],R)|2dR
)

=⇒ p(x). (2.31)

Supondo que a função de onda tentativa seja normalizada, o VMC amostra a distribuição |ΨT |2.

Podemos usar o algoritmo de Metropolis, (seção 1.2), para gerar o random walk que amostra

a distribuição de probabilidade |ΨT |2 corretamente. A tentativa de movimento de um ponto

R para um ponto R′ no espaço de fase das posições dos elétrons é feita movendo um ou mais

elétrons, como mostrado esquematicamente na figura 2.1. A equação (2.16) dá a probabilidade

de aceitação da tentativa de movimento. É importante mencionar que a energia local EL

aparece como uma constante se a função de onda tentativa é uma autofunção do operador Ĥ.

Decorre desta propriedade que podemos ter uma variância zero para a energia do sistema ou

outra quantidade de interesse.
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Na prática, ΨT não é uma autofunção de Ĥ. Contudo, quanto mais próxima ΨT estiver

da função de onda exata do sistema menor será a variância de EL.

O método Monte Carlo resolve então a integral proposta nas equaçães (2.1) e (2.29), e

a energia do sistema pode ser estimada como

E[Ψ] = lim
M→∞

1

M

M∑
i=1

EL(Ri), (2.32)

e a variância pode ser calculada como

σ2 =
〈E2

L〉 − 〈EL〉2
M − 1

. (2.33)

Embora o Monte Carlo Variacional seja um método simples, como mencionado acima, sua pre-

cisão depende do quanto a função de onda tentativa se aproxima da função de onda verdadeira

do estado fundamental do sistema em questão. Como, de modo geral, esta função de onda

verdadeira não é conhecida, o VMC fornece um limite superior para a energia do estado funda-

mental que seria obtida caso conhecêssemos a função de onda verdadeira. Este limite superior

para a energia do estado fundamental está tão próximo da energia verdadeira do estado fun-

damental quanto a função de onda tentativa está próxima da função de onda verdadeira. As

funções de onda tentativas utilizadas nesta tese serão apresentadas e discutidas em detalhe no

próximo caṕıtulo.

Uma questão que surge é como saber se este limite superior está próximo da energia

verdadeira do estado fundamental, já que é esta energia que está sendo procurada. Uma forma

alternativa é portanto, em vez de minimizar o valor da energia, usar VMC para minimizar

a variância da energia. Esta forma de otimização foi proposta por Umrigar et al. [12]. Esta

escolha é justificada pelo fato que, como mencionado acima, caso conhecêssemos a função de

onda verdadeira do estado fundamental, obteŕıamos uma variância zero para a energia do estado

fundamental. Este esquema de otimização da função de onda tentativa também será discutido

no próximo caṕıtulo.

Um método consideravelmente mais complexo, porêm mais preciso, é o Monte Carlo

Difusão, que descreveremos na próxima seção.
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2.3.2 O Monte Carlo por Difusão

O Monte Carlo por Difusão é um método mais fundamental que o VMC, pois usa o

random walk para modelar exatamente a dinâmica da equação de Schrödinger dependente do

tempo (imaginário). Como consequência, a dinâmica do walk no DMC é mais fundamental

que a dinâmica do walk no VMC, cuja base é o prinćıpio variacional. Portanto, o DMC não é

inteiramente dependente da habilidade de escolha de uma funão de onda tentativa para o estado

fundamental. Assim, diferentemente do caminho trilhado na formulação para a aproximação

do VMC, no DMC o objetivo é resolver a equação de Schrödinger dependente do tempo, escrita

em tempo imaginário, trocando it −→ τ . Como sugerido por Fermi em 1945, o objetivo é

explorar as semelhanças entre a equação de Schrödinger escrita em tempo imaginário e uma

equação de difusão generalizada. Escrevemos então a equação de Schrödinger dependente do

tempo em unidades atômicas5

i
∂|Ψ, t〉
∂t

= Ĥ|Ψ, t〉. (2.34)

Como de costume, a solução da equação (2.34) pode ser escrita como um produto da solução

da equação (2.23) e a parte dependente do tempo. Assim temos

|Ψ, t〉 = ei bHt|Ψ, 0〉. (2.35)

Fazendo a mudança para tempo imaginário, trocando it −→ τ nas equações (2.34) e (2.35), e

escrevendo na representação de coordenadas, temos

∂Ψ(R, τ)

∂τ
= ĤΨ(R, τ). (2.36)

Nas equações (2.34) e (2.36), Ĥ é o operador Hamiltoniano do sistema, dado por

Ĥ = −1

2
∇2 + V̂ (R). (2.37)

Por ora, supomos um potencial V (R) geral que inclui o termo de interação coulombiana entre

as part́ıculas que supomos carregadas. As formas expĺıcitas dos Hamiltonianos serão discutidas

nos caṕıtulos 4 e 5 desta tese, para cada problema tratado.

5Em unidades atômicas fazemos ~ = m = 1. Neste sistema de unidades, a unidade de energia é o Hartree e
a unidade de comprimento é o Raio de Bohr.
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A mudança realizada, de tempo real para tempo imaginário, traz algumas consequências

tanto do ponto de vista f́ısico como do ponto de implementação para a simulação numérica.

Primeiramente, o objetivo de se tratar o sistema em tempo imaginário é possibilitar tratar um

problema de natureza quântica dentro de um quadro puramente clássico dado pela equação de

difusão. As part́ıculas quânticas em tempo real são representadas por coleções de part́ıculas

fict́ıcias em tempo imaginário (caminhantes), sendo necessário um grande número destas part́ıculas

fict́ıcias para se levar em consideração as flutuações caracteŕısticas da natureza quântica do sis-

tema. Considerando, portanto, que cada part́ıcula quântica real seja representada por uma

coleção de part́ıculas fict́ıcias clássicas, deve-se considerar cuidadosamente as interações entre

estas part́ıculas, sendo a única interação permitida aquela entre caminhantes de mesmo ı́ndice,

pertencentes a part́ıculas (tempo real) diferentes. Do ponto de vista da simulação, a equação de

difusão generalizada pode facilmente ser simulada via um processo de caminho aleatório [13] e

um processo de taxa ou ramificação, “branching”, com nascimento e morte de configurações pe-

sado pela energia potencial, em um DMC simples, ou pela energia local em um DMC contendo

amostragem por importância. A figura 2.2 mostra esquematicamente o processo de branching.

Nesta seção, discutiremos brevemente a técnica DMC com amostragem por importância sendo

esta uma condição essencial para simulação eficiente de sistemas mais complexos como os trata-

dos aqui. Uma das caracteŕısticas mais importantes dos algoritmos DMC é que, como veremos

posteriormente, os processos de difusão e ”branching”podem ser simulados separadamente, o

que torna a simulação computacional relativamente simples.

No esṕırito da equação de difusão, podemos reescrever a equação de Schrödinger da

forma

∂Ψ(R, τ)

∂τ
= D∇2

RΨ(R, τ)− V (R)Ψ(R, τ), (2.38)

onde D = 1
2

é a constante de difusão. A função de onda Ψ(R, τ) normalmente é otimizada a

priori usando VMC, e então evolúıda em tempo imaginário de acordo com a equação acima.

A solução desta equação tem a forma da equação (2.35). Naquela equação a parte exponencial

é o projetor, e Ψ(R, 0) é a função inicial para projetar o estado fundamental do sistema.
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Branching

(a)

(b)

(c)

Difusão

Figura 2.2: Esquema para o processo de branching: (a) um caminhante é morto; (b) ele é
mantido na trajetória; (c) uma cópia idêntica é feita.
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Uma última modificação simples mas crucial dentro do esquema DMC será introduzida

agora trocando V (R) −→ V (R)−ET . A presença da constante ET , chamada energia tentativa,

na equação de Schrödinger não muda a forma funcional das autofunções, e sua introdução é

importante para manter a população de caminhantes aproximadamente constante durante os

processos de difusão e branching. As equações (2.38) e (2.35) podem ser escritas respectivamente

como

∂Ψ(R, τ)

∂τ
= D∇2

RΨ(R, τ)− (V (R)− ET )Ψ(R, τ), (2.39)

Ψ(R, τ) = e−τ( bH−ET )Ψ(R, 0). (2.40)

Expandindo agora a função Ψ(R, 0) em termos dos autoestados de Ĥ, com autoenergias

E0, E1, ..., Ei, temos6

e−τ( bH−ET )Ψ(R, 0) =
N∑

i=0

Ciψie
−τ(Ei−ET ). (2.41)

A equação (2.41) mostra que a obtenção do estado fundamental depende também da escolha

da energia tentativa ET , que deve ser escolhida como a energia exata do estado fundamental

do sistema E0. De forma geral, isto não é posśıvel já que é justamente esta energia que

esta sendo procurada. Este problema é resolvido, computacionalmente, fazendo a correção da

energia tentativa de forma que no curso da simulação esta se aproxime da energia do estado

fundamental, e assim, para um tempo de simulação suficientemente longo (tempo imaginário),

o único estado que sobreviverá será o estado fundamental exato do sistema, dado pela equação

e−τ( bH−ET )Ψ(R, 0) = C0ψ0. (2.42)

De fato, o DMC forneceria resultados exatos, não fossem duas aproximações necessárias. A

primeira é a chamada Aproximação para Tempos Curtos (STA -Short Times Approximation)

que será discutida em detalhes ao longo desta seção. A segunda, Aproximação dos Nós Fixos

(FNA - Fixed Nodes Approximation), devido ao problema da troca de sinal da função de

onda quando estamos tratando de férmions. O QMC amostra o espaço de configurações com

6As autoenergias do operador Ĥ são ordenadas de tal forma que E0 ≤ E1 ≤ E2 ≤ ....
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probabilidade dada pela própria função de onda tentativa no caso do VMC, ou o produto da

função de onda guia pela função de onda do estado fundamental que está sendo projetada

no caso do DMC. Por conta deste produto, no caso de férmions é que surge o problema,

devido a eventuais trocas de sinais destas funções. A FNA também será discutida em detalhes

posteriormente.

Tendo em mente a propriedade de projeção, buscamos, então, um operador da mecânica

quântica que projete um estado inicial |Ψ, τ1〉 em um estado final |Ψ, τ2〉, em tempo imaginário.

Um tal operador é chamado projetor ou função de Green associada à equação de Schrödinger.

Nós podemos escrever a relação entre as funções de onda em diferentes instantes e o projetor

como

|Ψ, τ2〉 = Ĝ(τ2, τ1)|Ψ, τ1〉. (2.43)

Reescrevendo esta relação na representação de coordenadas e inserindo um conjunto completo

de estados, nós teremos a forma para as soluções a serem obtidas

Ψ(R′, τ2) =

∫
dRG(R′, τ2,R, τ1)Ψ(R, τ1). (2.44)

Uma expressão para G(R′, τ2,R, τ1) pode ser obtida operando de ambos os lados da equação

(2.44) com o operador hamiltoniano ajustado pela energia tentativa Ĥ(R′)− ET da forma

[Ĥ(R′)− ET ]Ψ(R′, τ2) =

∫
dR[Ĥ(R′)− ET ]G(R′, τ2,R, τ1)Ψ(R, τ1), (2.45)

e diferenciando a equação (2.44) com relação a τ2 obtemos

− ∂Ψ(R′, τ2)
∂τ2

= −
∫
dR

∂G(R′, τ2,R, τ1)
∂τ2

Ψ(R, τ1). (2.46)

Usando a equação (2.39), notando que Ĥ = −D∇2 + V̂ , podemos igualar o lado direito das

equações (2.45) e (2.46), e simplificando obtemos

∂G(R′, τ2,R, τ1)
∂τ2

= (Ĥ − ET )G(R′, τ2,R, τ1). (2.47)

Assim, o projetor satisfaz a mesma equação diferencial que o estado fundamental projetado.

Para τ2 = τ1 obtem-se para a função de onda

Ψ(R′, τ1) =

∫
dRG(R′, τ1,R, τ1)Ψ(R, τ1), (2.48)
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que implica na condição de contorno que a função de Green deve satisfazer G(R′,R, 0) =

δ(R′,R).

Voltando agora à função de onda que é solução da equação de Schrödinger, podemos

reescrevê-la introduzindo os dois tempos como

|Ψ(τ2)〉 = e−(H−ET )(τ2−τ1)|Ψ(τ1)〉. (2.49)

Inserindo um conjunto completo de estados de posições entre o operador de evolução temporal

e o estado Ψ e, além disso, multiplicado a equação do lado esquerdo por 〈R′| obtem-se

〈R′|Ψ(τ2)〉 =

∫
〈R′|e−(H−ET )(τ2−τ1)|R〉〈R|Ψ(τ1)〉dR (2.50)

Ψ(R′, τ2) =

∫
〈R′|e−(H−ET )(τ2−τ1)|R〉Ψ(R, τ1)dR. (2.51)

Comparando as equações (2.51) e (2.44) temos

G(R′, τ2,R, τ1) = 〈R′|e−(H−ET )(τ2−τ1)|R〉. (2.52)

Então, a função de Green depende somente da diferença dos tempos τ2−τ1 = δτ , logo a equação

(2.44) pode ser reescrita como

Ψ(R′, τ + δτ) =

∫
dRG(R′,R, δτ)Ψ(R, τ). (2.53)

Expandindo G(R′,R, δτ) em autofunções de H obtem-se

G(R′,R, δτ) =
∞∑
i=0

e−(Ei−ET )δτφi(R
′)φi(R). (2.54)

Esta expansão é obtida inserindo dois conjuntos completos de estados na equação (2.52). Subs-

tituindo esta última expressão na equação (2.53) e levando em conta a expansão Ψ(R, 0) =

∑
k Ckφk, obtem-se a primeira interação dada por

Ψ(R′, δτ) =

∫ ∞∑
i=0

e−(Ei−ET )δτφi(R
′)φi(R)

∞∑

k=0

Ckφk(R) (2.55)

=
∞∑

k=0

e−(Ek−ET )δτCkφk(R
′). (2.56)
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Isto mostra que os estados excitados decaem exponencialmente rápido e, depois de n

interações teremos,

Ψ(R′, nδτ) =
∞∑

k=0

Ckφk(R
′)e−(Ek−ET )nδτ . (2.57)

Com n grande a solução com energia mais baixa e com coeficiente Ck 6= 0 dominará a soma.

Em geral este será o estado fundamental do sistema. A solução pode ser escolhida de tal forma

que ela seja ortogonal ao estado fundamental e esta escolha possibilita o cálculo de estados

excitados dentro do formalismo QMC.

2.3.3 Monte Carlo por Difusão Simples

Para a implementação do esquema de projeção, como sugerido pela equação (2.44), a

forma da função de Green no espaço de configurações, que dá a evolução em tempo imaginário

da função de onda projetada por um passo de Monte Carlo, deve ser conhecida. Nesta equação,

G(R′,R, δτ) com δτ = τ2 − τ1 é o elemento de matriz do projetor no espaço de configurações

G(R′,R, δτ) = 〈R′|e−δτ( bH−E0)|R〉 (2.58)

e é simétrico trocando R e R′ [6]

G(R′,R, δτ) = G(R,R′, δτ). (2.59)

Esta propriedade de simetria, mostrada na equação (2.59), é uma consequência da hermiticidade

do Hamiltoniano.

Um problema que surge por conta do formalismo é que a simulação da equação (2.44)

torna-se extremamente complicada para o caso de part́ıculas interagentes. Caso V = 0, teŕıamos

uma equação de difusão simples que poderia ser simulada por um processo de random walk. No

caso geral, em que V 6= 0, a função de Green mencionada acima não se fatoriza para τ grandes,

o que impede que os processos de difusão e branching possam ser simulados independentemente.

Uma solução para este problema é escrever o projetor para tempos curtos (aproximação para

tempos curtos). Para δτ suficientemente pequeno a função de Green se fatoriza. Existem várias
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formas de se reescrever o projetor para tempos curtos, e a melhor escolha depende da natureza

do problema sob investigação, se discreto ou cont́ınuo. Para sistemas cont́ınuos, como tratado

nesta dissertação, a forma mais usada é a chamada expansão de Trotter [14]

e−δτ( bH−E0) = e−δτ(bT+bV )

= e−δτ bT e−δτ bV e−
δτ2

2
[bT ,bV ]

≈ e−δτ bT e−δτ bV +O(δτ 2). (2.60)

Esta expansão tem precisão até segunda ordem no tamanho do passo de Monte Carlo e é

exata para N → ∞ ou δτ → 0, onde N é o número de passos de Monte Carlo. Conforme a

equação (2.60), para δτ suficientemente pequeno, podemos considerar as operações de T̂ e V̂

separadamente, tal que

G(R′,R, τ) = Gdif (R
′,R, τ)Gb(R

′,R, τ) (2.61)

e podemos então separar a equação (2.47) em uma equação de difusão e uma equação de taxa

respectivamente como

∂Gdif (R
′,R, τ)

∂τ
= −D∇2Gdif (R

′,R, τ) (2.62)

− ∂Gb(R
′,R, τ)
∂τ

= [V − E0]Gb(R
′,R, τ). (2.63)

A solução da equação (2.62), Gdif (R
′,R, τ), dada a condição de contorno τ = 0, é uma gaussiana

multidimensional simétrica em R e R′

Gdif (R
′,R, τ) =

1

(4πDτ)
3Ne
2

e−
(R−R′)2

4Dτ , (2.64)

e a solução para equação (2.63), Gb(R
′,R, τ) é a solução para uma equação de taxa simétrica

multidimensional

Gb(R
′,R, τ) = e−τ [V (R)−E0]δ(R,R′). (2.65)

No processo de simulação da equação (2.44), usamos então as soluções (2.64) e (2.65). Uma

configuração inicial R é criada, sendo simplesmente um conjunto {ri} das coordenadas das
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part́ıculas. Uma nova configuração R′ é escolhida com uma probabilidade Gdif (R
′,R, τ) e é

então pesada de acordo com Gb(R
′,R, τ). O tempo associado com a configuração R′ é então

incrementado por δτ , e no limite de um tempo grande de simulação, que significa um número

suficiente de passos de Monte Carlo, a distribuição obtida se aproximaria da distribuição do

estado fundamental do operador Ĥ. Contudo, o esquema como descrito acima é ineficiente

já que as configurações escolhidas são pesadas de acordo com o potencial V (R). Os termos

de interação coulombiana das part́ıculas carregadas podem, eventualmente, divergir quando as

part́ıculas se aproximam uma da outra. Esta é a principal falha do algoritmo DMC simples, já

que ela causa grande flutuação no número de réplicas durante a simulação e, portanto, flutuações

em algumas quantidades medidas, como por exemplo, a energia do estado fundamental do

sistema, por eventualmente depender do número de réplicas, como discutiremos mais tarde.

Uma forma mais eficiente para o esquema DMC, pode ser implementado de forma que sejam

amostradas apenas as regiões de alta probabilidade da superf́ıcie potencial. Um tal algoritmo

será discutido posteriormente.

2.3.4 Algoritmo DMC com Amostragem por Importância

Passamos agora a descrever os principais passos para a implementação computacional de um

esquema de Monte Carlo por Difusão com amostragem por importância como mostrado acima.

Para a implementação, notamos que f(R, τ) deve ser interpretada como uma função densidade

de probabilidades para R. Esta função é representada no programa como um ensemble de

configurações {R}, consistindo tipicamente de 100 a 1000 configurações. Em prinćıpio, qualquer

escolha razoável para f(R, 0) é aceitável para iniciar a simulação. Contudo, na prática usa-se

simplesmente |ΨG(R)|2. Para um sistema de N part́ıculas sem spin temos:

1. Escolha o ensemble inicial que tanto pode ter distribuição uniforme como pode ser

distribuido com uma probabilidade |ΨG(R)|2, a partir de um cálculo VMC prévio.

2. Mova individualmente cada part́ıcula rj do caminhante Ri para uma nova posição
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r′j de acordo com

r′j = rj +Dτ ~FQ(Ri) + ζ (2.66)

onde ζ é um número randômico gaussiano com média zero e variância 2Dτ . Este passo repre-

senta a parte de difusão da função de Green.

3. Aceita o movimento com uma probabilidade A(R → R′) dada por

A(R → R′) =
w(R′)T (R → R′)
w(R)T (R′ → R)

. (2.67)

onde T (R → R′) é uma probabilidade de transição marginal. Conforme a equação (2.21) temos

uma probabilidade de transição P ′(R → R′) = min [1, A(R → R′)]. Computacionalmente, um

número randômico ξ entre 0 e 1 é gerado. Se P ′(R → R′) for maior que ξ, então o movimento

é sempre aceito, caso contrário o movimento é aceito com probabilidade A(R → R′).

4. Repita os passos 2 e 3 para cada part́ıcula(j = 1, ..., N) do caminhante Ri.

5. Calcule e armazene para cada configuração Ri, as quantidades de interesse como a

energia local EL(Ri).

6. Calcule a multiplicidade de cada configuração Ri usando o termo de branching

M = int

{
e−(

EL(R)+EL(R′)
2

+ET )τ + ξ

}
. (2.68)

7. A cada passo de Monte Carlo, a energia tentativa ET é reescrita como a média

acumulada da energia local EL. Estes passos são repetidos até que um estado estacionário

seja alcançado para, por exemplo, 〈EL(R)〉. Quando este estado estacionário é alcançado, o

algoritmo gera configurações R distribúıdas de acordo com o produto ΨG(R)Ψ0(R).

2.3.5 A Aproximação dos Nós Fixos

O método DMC discutido anteriormente tem um problema que é crucial para a simulação de

sistemas fermiônicos. Em geral, a função de onda do estado fundamental de sistemas fermiônicos

tem nós e, consequentemente, regiões de sinal positivo e negativo. Estas regiões são essenciais

para uma função de onda ser antisimétrica com respeito à troca de posição de dois férmions



2.3.6 Estimativa da Energia do Estado Fundamental 28

quaisquer. O método discutido aqúı é baseado em uma distribuição de probabilidade ou de

part́ıculas que é positiva definida. Se a antisimetria não é imposta a aplicação do método

DMC resulta em uma solução bosônica de energia menor que o estado fundamental fermiônico

procurado.

A forma mais bem sucedida de contornar o problema nodal é a aproximação dos nós

fixos. Ela é utilizada em todos os cálculos realizados nesta tese.

A aproximação dos nós fixos introduzida por Anderson [13] foi a primeira forma efetiva

de contornar o problema nodal. A aproximação consiste em impor os nós de uma função de

onda tentativa7. Esta aproximação é variacional e, portanto, a energia DMC com nós fixos é

um limite superior para a energia do estado fundamental exata [13]. Como na implementação

original de Anderson, os “walkers” que cruzam os nós são deletados da lista. Apesar de ter

sido mostrado que isto introduz um erro na energia, este erro é da mesma ordem de grandeza

do erro introduzido pela aproximação de tempos curtos para a função de Green.

2.3.6 Estimativa da Energia do Estado Fundamental

A principal quantidade obtida em simulações por VMC e DMC é a energia do estado funda-

mental do sistema. A partir da equação (2.42) nós vemos que, após todas as contribuições

dos estados excitados terem desaparecido, a única dependência temporal da função de onda é

e−(E0−ET )δτ . Para obtermos E0, podemos seguir dois procedimentos fundamentalmente difer-

entes, os chamados “estimators”. Em um algoritmo de DMC simples isto pode ser feito seguindo

o crescimento da população. Seja a população total dos caminhantes dada por N(τ). Clara-

mente f(R, τ) não é normalizada e, de fato, a normalização é a população no tempo τ dada

por

N(τ) =

∫
f(R, τ)dx. (2.69)

Portanto, a população muda como

N(τ + δτ) = e−(E0−ET )δτN(τ). (2.70)

7A Função tentativa ou guia que imita a função de onda verdadeira do sistema
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Para um número suficientemente grande de pontos amostrados pelo Monte Carlo, a energia do

estado fundamental pode ser estimada rearranjando a equação (2.70) como

Eg = ET + ln
N(τ1)

N(τ2)
. (2.71)

Nesta equação, a quantidade Eg é chamada energia de crescimento. Como a energia do estado

fundamental é a média da energia de crescimento, pode-se ver imediatamente desta equação que

uma grande flutuação nas populações para diferentes instantes de tampo (tempo imaginário)

durante a simulação resulta em uma grande variância na energia do sistema. Para simulações

por Monte Carlo Variacional e Monte Carlo por Difusão com amostragem por importância,

onde os caminhantes movem-se no espaço de fase com o conhecimento de uma função de onda

tentativa (ou guia), uma forma mais eficiente de se estimar a energia do estado fundamental é

tomando o valor médio da energia local associada a função tentativa EL. Particularmente em

simulações por DMC, o termo de “branching” pondera esta média, resultando em

〈EL〉f =

∫
f∞(R)EL(R)dR∫

f(R)dR
(2.72)

=

∫
Φ0(R)ΨG(R)

[
ĤΨG(R)

ΨG(R)

]
dR

∫
Φ0(R)ΨG(R)dR

=

∫
Φ0(R)ĤΨG(R)dR∫
Φ0(R)ΨG(R)dR

.

Aqúı Φ0 é a função de onda do estado fundamental e ΨG é a função guia para os caminhantes.

Como o operador Ĥ é hermitiano, permitindo operar tanto sobre Φ0 quanto ΨG, a última

expressão da equação (2.73) fornece a energia do estado fundamental 〈EL〉f = E0. A energia

do estado fundamental assim calculada será exata no limite em que f∞(R) é a distribuição

exata dos caminhantes. De acordo com a equação (2.60), a função de Green G̃ é exata somente

até segunda ordem em δτ . Portanto, a distribuição f∞(R) e consequentemente a estimativa

da energia terá um erro estat́ıstico associado em virtude do número finito de passos de Monte

Carlo. Uma forma de eliminar este problema é calcular 〈EL〉 como uma função de δτ e em

seguida extrapolar para δτ = 0.
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2.4 Aplicação para Estados Excitados

Até aqui descrevemos métodos de Monte Carlo Quântico que são utilizados para o cálculo de

propriedades do estado fundamental de sistemas quânticos, contudo, até o momento muito

poucas aplicações (ou nenhuma) foram feitas para cálculo de estrutura eletrônica e absorção

óptica em dispositivos semicondutores tais como pontos e anéis quânticos. As energias do

estados excitados podem ser obtidas dentro do formalismo do DMC com nós fixos. Como já

foi mencionado, a aproximação dos nós fixos é um procedimento variacional com respeito à

energia do estado fundamental exata. Este resultado pode ser generalizado para mostrar que

o estado de menor energia de uma dada simetria será um limite variacional para a energia

exata daquele estado. Contudo, para estados que têm a mesma simetria do estado mais baixo,

a energia resultante será dada por uma combinação linear das energias que inclue o menor

estado. Se a função de onda tentativa é uma boa aproximação para o estado de interesse, os

outros coeficientes serão pequenos. Especificamente, se Ψi é a função tentativa do estado i,

Ẽi =

〈
HΨi

Ψi

〉

f∞

=
∞∑

j=0

bijEj. (2.73)

Os coeficientes bij estão relacionados com a integral de superposição dos estados 〈Ψi|Φj〉. A

escolha ideal dos coeficientes deve ser tal que bij = δij, contudo, uma mistura das energias

pode ocorrer na equação (2.73) devido ao posicionamento incorreto dos nós que deve abaixar a

energia em algum volume nodal.

Uma forma usual de cálculo de estados excitados é utilizando o método CI diago-

nalizando diretamente a matriz Hamiltoniana 〈Ψi|Ĥ|Ψj〉. Um tal procedimento, que fornece

informações sobre os estados excitados pode ser implementado dentro do formalismo do Monte

Carlo Quântico. Esta implementação é denominada Monte Carlo Quântico com correlação

temporal [6] ou Monte Carlo Quântico com função de correlação [15].
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2.4.1 Monte Carlo com Correlação Temporal

Embora a literatura mostre aplicações no cálculo de estados rovibracionais em sistemas mo-

leculares [1], o TCQMC é um método completamente geral com o qual se pode obter muitos

estados excitados com um único ‘random walk’, além de preservar as caracteŕısticas usuais das

técnicas QMC (em particular VMC e DMC) de amostragem de integrais multidimensionais.

Como antes, o objetivo é resolver a equação de Schrödinger não relativ́ıstica independente do

tempo da equação (2.23)

ĤΨ(R) = EΨ(R), (2.74)

onde Ĥ é o operador Hamiltoniano do sistema de interesse e R = (R1,R2, ...,RN). Multi-

plicando a equação (2.74) por Ψ∗ do lado esquerdo, onde Ψ é uma função de onda tentativa,

e tendo em mente o prinćıpio variacional, o problema se transforma no de encontrar soluções

estacionárias para um funcional J [Ψ] da forma

J [Ψ] =

∫
dRΨ∗(R)(Ĥ − E)Ψ(R), (2.75)

já na representação de coordenadas. A função de onda tentativa é expandida em um conjunto

finito de funções de base Φα(R) α = 1, 2, ...,M do operador Hamiltoniano da forma usual

Ψ =
M∑

α=1

cαΦα(R), (2.76)

onde os cα são os coeficientes da expansão. Estes coeficientes devem ser tais que J [Ψ] seja

estacionário sob variações dos mesmos. Substituindo a equação (2.76) na equação (2.75) e

definindo

sαβ =

∫
dRΦ∗

α(R)Φβ(R) (2.77)

hαβ =

∫
dRΦ∗

α(R)HΦβ(R) (2.78)

pode-se então escrever a última forma da equação de autovalores generalizado resultante em

notação matricial como

Hc = ESc. (2.79)
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Na equação (2.79), H é a matriz Hamiltoniana formada pelos elementos hαβ, S é a matriz de

correlação formada pelos elementos sαβ e E é o autovalor. O TCQMC consiste em aplicar as

técnicas de QMC conhecidas (VMC ou DMC) para avaliar as integrais multidimensionais das

equações (2.77) e (2.78). Descreveremos a partir de agora o procedimento para o VMC com a

correlação temporal.

Monte Carlo Variacional

A versão VMC para o cálculo de estados excitados, utilizando o procedimento de correlação

temporal descrito, consiste em introduzir nas equações (2.77) e (2.78) uma função de onda guia

ΨG. Os elementos da matriz Hamiltoniana e da matriz de correlação podem ser reescritos como

sαβ =

∫
dRF ∗α(R)Fβ(R) (2.80)

hαβ =

∫
dR|ΨG(R)|2Fα(R)Fβ(R)ELβ

(R) (2.81)

onde vemos agora que a função Fα(R) é dada por

Fα(R) =
Φα(R)

ΨG(R)
, (2.82)

e

ELα(R) =
ĤΦα(R)

Φα(R)
, (2.83)

é a energia local associada com as funções base. Em seguida, as configurações R1,R2, ...,RN são

geradas e movidas da forma usual com o conhecimento da função de onda guia ΨG, utilizando-se

o algoritmo de Metropolis já discutido no caṕıtulo 1 desta tese. Finalmente, as equações (2.80)

e (2.81) são avaliadas como

sαβ =
1

p

p∑
i=1

F ∗α(Ri)Fβ(Ri) (2.84)

e

hαβ =
1

2p

p∑
i=1

Fα(Ri)Fβ(Ri)(ELα(Ri) + ELβ
(Ri)), (2.85)

respectivamente. Nestas equações, p é o número de passos de Monte Carlo e se considera

também as simetrias e a hermiticidade da matriz Hamiltoniana. Este último procedimento
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diferencia a implementação para o cálculo dos estados excitados em relação à implementação

usual para o estado fundamental.

Monte Carlo por Difusão

Nesta seção apresentamos também a versão DMC para o cálcudo dos estados excitados com o

uso do procedimento da correlação temporal. Este procedimento pode ser melhor vizualizado

escrevendo-se as equações (2.78) e (2.77) na representação de Dirac onde consideramos também

uma função de onda mais geral; assim

sij(τ) = 〈Ψi(τ)|Ψj(τ)〉 (2.86)

hij(τ) = 〈Ψi(τ)|Ĥ|Ψj(τ)〉. (2.87)

A função de onda |Ψi(τ)〉 pode ser expandida no conjunto das autofunções do operador Ĥ como

|Ψi(τ)〉 = eτ bH/2|φi〉

=
∑

k

cike
τ bH/2|Φk〉. (2.88)

Combinando as equações (2.88), (2.86), (2.87) e introduzindo conjunto completo de posições

obtem-se

sij =

∫
〈φi|R2〉〈R2|e−τ bH |R1〉〈R1|φj〉dR1dR2

=

∫
φ∗i (R2)〈R2|e−τ bH |R1〉φj(R1)dR1dR2 (2.89)

e

hij =

∫
〈φi|R2〉〈R2|e−τ bH |R3〉〈R3|Ĥ|R1〉〈R1|φj〉dR1dR2dR3

=

∫
φ∗i (R2)〈R2|e−τ bH |R1〉Ĥφj(R1)dR1dR2. (2.90)

Por fim, introduz-se a função de onda guia com a qual se amostra o espaço de fase e com isso se

reduz a variância estat́ıstica na amostragem por Monte Carlo Quântico. A matriz de correlação

e a matriz Hamiltoniana são, respectivamente

sij =

∫
Fi(R2)G(R2,R1, τ)Fj(R1)P (R1)dR1dR2 (2.91)
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e

hij =

∫
Fi(R2)G(R2,R1, τ)Fj(R1)ELj

(R1)P (R1)dR1dR2, (2.92)

onde P (R1) = |Ψ(R1)|2, Fi(R) e ELi
(R) são definidas nas equações (2.82) e (2.83) respectiva-

mente. G(R2,R1, τ) é a função de Green de amostragem por importância e é dada por

G(R2,R1, τ) = ΨG(R2)〈R2|e−τ bH |R1〉 1

ΨG(R1)
. (2.93)

Esta função de Green pode ser vista como um operador de evolução temporal na representação

de coordenadas que obedece a equação de difusão como da forma usual

− ∂g(R, t)

∂t
= −

∑
i

Di∇2
i g(R, t) + (ELΨ

− ET )g(R, t)

+
∑

i

Di∇ig(R, t) •Gi(R), (2.94)

onde g(R, t) = ΨT (R)Ψi(R, t) com Ψi(R, t) sendo a função de onda do sistema, Di = ~2
2m∗ é a

constante de difusão efetiva relativamente à massa efetiva do elétronm∗, Gi(R) = ∇iln|ΨT (R)|2 =

2∇iΨT (R)
ΨT (R)

é a força quântica relativa à função de onda guia e finalmente, ELΨ
=

bHΨT (R)
ΨT (R)

é a

energia local relativa à função de onda guia. Quando τ é suficientemente pequeno, a função

de Green G fica localizada em uma região da ordem de (dτ)1/2 e tanto Gi(R) quanto ELΨ

permanece constante nesta região e a função de Green se fatoriza como

lim
τ→ 0

G(R2,R1, τ) = Gb(R2,R1, τ)Gd(R2,R1, τ) (2.95)

com τ = t/n. Cada termo então, branching e difusão, podem ser escritos respectivamente como

Gb(R2,R1, τ) = e−[ τ
2
(ELΨ

(R2)+ELΨ
(R1))] (2.96)

e

Gd(R2,R1, τ) =
∏

i

(
1

4Diπτ
)

2
3 e


− (Ri

2−Ri
1−DiτGi(R1))2

4Diτ

ff

. (2.97)

As equações (2.88) a seguir mostram que a aplicação de um operador C(Ĥ) projeta a

base {φi}. Com a nova base o problema de autovalores generalizado pode ser escrito como

H(t)c(t) = Λ(t)S(t)c(t) (2.98)
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onde t = nτ , c(t) são os coeficientes da expansão na equação (2.88) e Λ(t) representa os

autovalores. Com t = 0 a equação (2.98) é idêntica à equação (2.79) para a versão VMC

que fornece um limite superior para o i-ézimo autovalor da energia Λ(0) ≥ Ei. O autovalor

particular Λi(t) converge exponencialmente rápido e no limite do tempo de simulação tendendo

ao infinito temos

lim
t→∞

Λi(t) = Ei. (2.99)

Uma consequência deste limite é que como os autovalores convergem para os autovalores de

energia exatos, as autofunções também irão convergir para as autofunções exatas e poderão ser

usadas para se calcular elementos de matriz entre autofunções ou o valor experado de algum

operador.

A implementação para uma versão DMC como a apresentada aqui difere consideravel-

mente daquela para o DMC tradicional. Primeiramente, apesar da função de Green se fatorizar

como no caso tradicional, não existe o processo de branching usual na versão com correlação

temporal, contudo, os pesos são gerados.



Caṕıtulo 3

Função de Onda

Como mencionado no caṕıtulo anterior, a função de onda tentativa ΨT (R, {η}), no

caso do VMC, e a função de onda guia ΨG(R, {η}), no caso DMC, são as informações mais

importantes para uma boa simulação por Monte Carlo Quântico.

Em uma simulação VMC, a função de onda tentativa é usada para se calcular o valor

esperado do Hamiltoniano de interesse. A energia é minimizada em relação ao conjunto {η} de

parâmetros variacionais para fornecer um limite superior para a energia exata do estado funda-

mental do sistema. Portanto, quanto mais próxima ΨT (R, {η}) estiver do estado fundamental

exato, mais próxima EV estará de E0. Assim, no VMC, a escolha da função de onda tentativa

determina a precisão das médias avaliadas.

No cálculo DMC, a função de onda tentativa desempenha um papel importante, porém

não é cŕıtica como no VMC, uma vez que podemos, para sistemas simples, utilizar um algoritmo

no qual os caminhantes se movem no espaço de configurações sem o conhecimento de uma função

de onda tentativa [6]. Em casos mais complexos e ou com necessidade de maior precisão, o

DMC usa ΨT como um ponto de partida do qual o estado fundamental exato será projetado.

O procedimento de amostragem por importância e o cálculo da energia local necessitam do

conhecimento de uma função de onda tentativa, que apesar de aumentar a complexidade do

algoritmo resulta numa menor variância das quantidades medidas. Neste caso, o DMC amostra

um produto da função de onda tentativa e da função de onda do estado fundamental do sistema.

Quanto maior for o overlap entre essas funções, DMC e GFMC podem amostrar a função de



3.1 Propriedades das Funções de Onda Tentativas 37

onda exata para bósons ou aproximadamente exata para férmions, já que, neste caso, há uma

dependência da estrutura nodal da ΨT [13]. Neste caṕıtulo, discutiremos as propriedades

desejáveis das funções de onda tentativa, bem como o processo de otimização com relação ao

conjunto de parâmetros {η}.

3.1 Propriedades das Funções de Onda Tentativas

A função de onda tentativa deve satisfazer certas condições. Primeiramente, ela deve

possuir a simetria correta do sistema para o qual está sendo proposta, deve ser normalizável para

que possa ser interpretada como uma distribuição de probabilidade, devendo também possuir

primeira (para o cálculo da força quântica) e segunda (para o cálculo da energia local) derivadas

em todos os pontos, além de incorporar uma condição de corte adequada, especialmente para o

caso de part́ıculas com interação coulombiana, para o caso em que as part́ıculas se aproximem

uma da outra, rij → 0. Esta condição de corte é imposta na expressão para a energia local,

onde o termo divergente da energia potencial é cancelado por um termo igual e de sinal oposto

na parte de energia cinética. Esta imposição para a energia local é passada para a função de

onda tentativa fixando-se adequadamente, dependendo da dimensão do sistema, um de seus

parâmetros. Esta imposição evita divergência na energia local, contribuindo para uma pequena

variância, já que quanto mais suave for o comportamento da energia local menor será a sua

variância.

Uma propriedade adicional está relacionada com a natureza das part́ıculas do sistema

tratado. Para bósons, a função de onda tentativa é simétrica com respeito à troca de coorde-

nadas de duas part́ıculas. Para férmions, a função de onda tentativa deve ser anti-simétrica

com respeito à troca de coordenadas de duas part́ıculas. Qualquer que seja a natureza do

sistema tratado, deve haver um compromisso entre precisão e simplicidade para a função de

onda tentativa proposta. Uma escolha ótima deve descrever da forma mais precisa posśıvel o

sistema ao mesmo tempo que deve ter uma forma funcional simples e flex́ıvel que possa rep-

resentar simplicidade na construção e implementação do código e baixo custo computacional,
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considerando que grande parte do tempo de computação é gasto com cálculos sobre a função

de onda e suas derivadas (gradiente e laplaciano).

A grande vantagem da simulação por métodos de Monte Carlo está na relativa arbi-

trariedade que se tem sobre a função de onda tentativa e a possibilidade de se incluir explicita-

mente a correlação eletrônica. De modo geral, a forma funcional prefeŕıvel para a inclusão da

correlação eletrônica para sistemas cont́ınuos é através de uma função tipo Padé-Jastrow [6,16].

Uma função do tipo Padé-Jastrow é uma razão exponenciada de dois polinômios da forma

exp {
N∑

i=1

∑
i<j

a0 + a1rij + a2r
2
ij + ...

1 + b1rij + b2r2
ij + ...

}, (3.1)

onde rij é a distância de separação entre duas part́ıculas e o parâmetro a1 é utilizado para

dar a condição de corte apropriada. O restante dos parâmetros são variados para abaixar o

valor esperado da energia associada à função de onda tentativa ou sua variância. A outra

parte é o termo da função de onda tentativa de uma part́ıcula. Portanto, fica em aberto para

uma melhor escolha que depende da natureza do problema tratado, considerando-se também

as caracteŕısticas dos códigos para a implementação computacional por difusão ou difusão com

correlação temporal. A função de onda total apresenta uma simetria associada dependendo

da natureza das part́ıculas quânticas, com relação à troca das coordenadas de duas part́ıculas.

Consideremos uma função de onda de muitos corpos da forma ΨN(x1, ...,xi, ...,xj, ...,xN). As

simetrias da função podem ser ilustradas definindo-se um operador de troca Pij enquanto o

operador de permuntação pode ser escrito como P̂ =
∏
Pij. O operador Pij age sobre a função

de onda total trocando as coordenadas de duas part́ıculas i e j

PijΨN(x1, ...,xi, ...,xj, ...,xN) = ±ΨN(x1, ...,xj, ...,xi, ...,xN). (3.2)

onde xj combina as coordenadas espacial e de spin. Se Pij é aplicado duas vezes a função de

onda volta para o estado inicial. Portanto, P̂ 2
ij = 1 e os seus autovalores são +1 ou −1. Seguem

então as seguintes definições: se P̂ijΨ = +Ψ a função de onda é simétrica e se P̂ijΨ = −Ψ a

função de onda é antisimétrica. O espaço de Hilbert das funções de estado de um sistema de

part́ıculas idênticas contém apenas funções simétricas ou apenas funções antisimétricas. Nesta
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tese, tratamos somente com part́ıculas de natureza fermiônica que são descritas por funções de

onda antisimétricas. A forma usual de inclusão da antisimetria é a utilização de determinantes

de Slater. As funções de onda de muitos corpos, utilizadas nesta tese serão apresentadas

oportunamente juntamente com resultados para os sistemas estudados. Por ora apresentamos

somente sua forma geral

ΨT (R) =
∑

i

D↑
iD

↓
i e
−U (3.3)

onde D↑ é o determinante de Slater com spins para cima, D↓ é o determinante de Slater com

spins para baixo e U é uma função de tipo Padé-Jastrow como na equação (3.1).

3.2 Otimização das Funções de Onda Tentativas

Nesta seção, descreveremos um esquema de otimização das funções de onda tentativas

descritas acima, para se encontrar os parâmetros que minimizam o valor esperado da energia

do sistema na simulação por VMC. Em um esquema de Monte Carlo, grande parte do tempo

computacional é gasto pelas rotinas que avaliam a função de onda tentativa e suas derivadas

em um grande número de pontos no espaço de configurações. A qualidade da função de onda

tentativa controla a eficiência estat́ıstica do algoritmo e limita a precisão final que pode ser

obtida, reafirmando assim o compromisso entre a precisão e a simplicidade, necessárias para

uma simulação com baixo custo computacional. Uma função de onda tentativa relativamente

simples, contendo poucos parâmetros, sobretudo parâmetros não lineares, representa economia

de tempo computacional. Ao lado das propriedades necessárias para a função de onda tenta-

tiva, enquanto função descritiva do sistema em estudo, a função objetivo1 associada á função

tentativa, deve satisfazer certas condições. Estas condições visam garantir uma otimização bem

sucedida em um esquema de Monte Carlo [17] sendo: (i) o mı́nimo global da função objetivo

deve corresponder a uma função de onda de alta qualidade; (ii) a variância da função objetivo

deve ser a menor posśıvel; (iii) o mı́nimo da função objetivo deve ser o mais profundo posśıvel.

Assim um algoritmo eficiente amostrará somente pontos próximos ao mı́nimo da função ob-

1A função objetivo é uma quantidade que será minimizada com respeito a um conjunto de parâmetros.
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jetivo. Uma função objetivo natural é o próprio valor esperado da energia. Contudo, é de

consenso geral que a energia não é uma boa função objetivo para otimização da função de onda

tentativa [18], sendo uma melhor escolha a variância da energia local, sobretudo, para funções

de onda mais refinadas com grande número de parâmetros variacionais.

A idéia de otimização da função de onda através da minimização de variância da energia

local não é nova, mas ganhou grande popularidade devido ao desenvolvimento de Umrigar et.

al. [12]. O método consiste na minimização da variância da energia local sob um conjunto de

Nc configurações {Ri} amostradas a partir do quadrado da melhor função de onda avaliada

antes de se iniciar a otimização. Conforme descrito na ref. [17], a função objetivo usada neste

trabalho tem a forma

B(α) =

∫
Φ2(α0)w(α)[EL(α)− E]2dR∫

Φ2(α0)w(α)dR
. (3.4)

Nesta equação, w(α) é um fator peso dado por

w(α) =
Φ2(α)

Φ2(α0)
. (3.5)



Caṕıtulo 4

Pontos quânticos esféricos com
potencial do tipo parede dura

Pontos quânticos semicondutores (SQD - “Semiconductors quantum dots”) têm sido

objeto de intensa investigação tanto teórica como experimental. Estas nanoestruturas são inte-

ressantes para a tecnologia porque podem ser aplicadas em novos dispositivos criados a partir

de novas tecnologias de crescimento e preparação de amostras. Isto torna posśıvel atualmente

o controle externo das propriedades eletrônicas, ópticas e magnéticas dos estados quânticos

confinados. Some-se a isto o interesse por um melhor entendimento dos fundamentos f́ısicos

destes sistemas de poucos elétrons interagentes. Os elementos básicos que determinam o com-

portamento de tais sistemas são a interação elétron-elétron, os efeitos de correlação eletrônica

e o confinamento espacial.

Várias aproximações e modelos têm sido usados para tratar SQD com poucos elétrons,

como o modelo de carga [19, 20, 21], os cálculos de Hartree-Fock [22, 23, 24, 25, 26] restrito e

irrestrito, o método de interação de configurações [27, 28, 29, 30] e a teoria do funcional den-

sidade [31, 32, 33, 34]. Porém, todos estes métodos não podem reproduzir alguns resultados

experimentais com a precisão necessária para um intervalo grande de densidades eletrônicas,

especialmente na ausência de campo magnético [35,36]. Assim, o modelo de cargas pode repro-

duzir bem alguns resultados experimentais para alta densidade mas falha para baixas densi-

dades, visto que neste caso se faz necessário introduzir detalhes microscópicos para se tratar as

interações elétron-elétron. Os cálculos por HF produzem resultados irreais em regimes de baixas
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densidades, onde o estado fundamental com spins polarizados são incorretamente favorecidos.

As técnicas de diagonalização exata são precisas para sistemas com número muito pequeno de

elétrons e altas densidades. Caso contrário, erros são introduzidos devidos à necessidade de

se truncar o espaço de Hilbert para se poder lidar com as matrizes de altas dimensionalidades

envolvidas nestas técnicas. Em particular, o método FCI requer sempre um grande número

de determinantes de Slater necessários para se produzir a correlação eletrônica desejada. Por-

tanto, este método impõe severas limitações ao número de elétrons interagentes que podem ser

estudados. Por fim, é bem sabido que o método DFT deve, em geral, introduzir apoximações

não controladas, especialmente quando o estado de referência exato não é conhecido.

O Monte Carlo Quântico, já apresentado nos caṕıtulos anteriores, tem demonstrado

ser uma ferramenta poderosa para o cálculo das energias do estado fundamental, com grande

precisão e para um grande intervalo de densidades. As técnicas QMC têm sido aplicadas para

pontos circulares [37], retangulares [38], parabólico tridimensional [39] e parabólico bidimen-

sional [40, 41]. Esta técnica é possivelmente a melhor escolha para se produzir dados sobre

pontos quânticos para todas as densidades eletrônicas, apesar de sofrer do também conhecido

problema de sinais da função de onda para sistemas fermiônicos [42]. Contudo, não existe uma

aproximação melhor para o tratamento do problema do sinal do que a chamada aproximação

dos nós fixos [43].

Neste caṕıtulo, apresentamos os resultados de simulações usando apenas as técnicas

clássicas como o Monte Carlo Variacional e por Difusão para energias do estado fundamental.

O modelo para o ponto quântico escolhido para esta primeira aplicação é o de um sistemas de

poucos elétrons interagentes confinados por um potencial tridimensional de tipo parede dura.

A principal motivação para o estudo é o fato de a f́ısica que se deduz deste potencial confinante

se aplica a pontos quânticos crecidos sobre matrizes v́ıtreas [44], nas quais a extensão da função

de onda fora da região do ponto é desprezivel. As simulações foram realizadas para um grande

intervalo de densidades sem a aplicação de campos externos. Os cálculos para o estado funda-

mental com polarização de spin são comparados com resultados obtidos por HF e FCI [29,30].
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Nossos resultados apresentados aqúı devem corroborar e complementar os resultados obtidos

por diferentes técnicas, que aqui são extendidos a até 10 elétrons. O tratamento teórico de

sistemas com tal número de elétrons apresenta sérios problemas na obtenção de resultados

precisos.

4.1 O modelo

Nós consideramos um sistema consistindo de N elétrons interagentes confinados por

um potencial do tipo parede dura de raio R0, cujo Hamiltoniano pode ser escrito como

H =
N∑
i

−~2

2m∗∇2
i +

N∑
i

Vext(~ri) +
e2

4πεε0

N∑
i < j

1

| ~ri − ~rj | . (4.1)

Os três termos são a energia cinética (primeiro termo), o confinamento externo (segundo termo)

e a interação elétron-elétron entre os portadores (último termo); ~ri (~rj) é a posição dos elétrons

ith (jth) em relação ao centro de massa do ponto quântico, m∗ é a massa efetiva e ε (ε0) é

a constante dielétrica da região confinante (espaço livre). Nesta aplicação, usamos unidades

atômicas efetivas onde a energia é medida em Rydberb efetivo (Ry∗) e o comprimento e o

raio de Bohr efetivos (a∗B), onde H∗ = 2Ry∗ = m∗e2/~2(4πεε0)
2 and a∗B = ~2(4πεε0)/m

∗e2,

respectivamente [31]. O potencial externo é definido como

Vext(~r) =

{
0, for |~r| ≤ R0,
∞, for |~r| > R0

. (4.2)

Este Hamiltoniano tem somente dois parâmetros independentes, o número de ocupação (N) e

o raio do ponto (R0). Usando uma densidade media de elétrons dentro do ponto definida como

ρ = N/4
3
πR3

0 = 1/4
3
πr3

s , nota-se que o raio de Wigner-Seitz (rs) estabelece uma ligação entre

estes parâmetros independentes como rs = R0/N
1/3.

As simulações de QMC foram realizadas em dois passos, baseados em ambos os métodos

(VMC) e (DMC). No primeiro passo, VMC, assume-se uma forma anaĺıtica para uma função de

onda do estado fundamental, ψT (R), que é otimizada com respeito a um conjunto de parâmetros

variacionais como já foi descrito no caṕıtulo 3 desta tese e, conforme a equação (3.3), podemos
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escrever

ψT (R) = D ↑[φn,l,m(R)]D ↓[φn,l,m(R)] exp

[∑
i < j

u(rij)

]
. (4.3)

Aqui, D ↑(↓)(φ(R)) é o determinante de Slater de spin-up (spin-down), formado pelos orbitais

de part́ıcula única que são soluções do Hamiltoniano de part́ıcula independente, equação (4.1),

sem o último termo. Estes orbitais (φn,l,m(R)) são autofunções ortonormalizadas dadas por

φn,l,m(r, θ, ϕ) =

[
2

R3
0

] 1
2 Jl (µn,l

r
R0

)

Jl+1(µn,l)
Yl,m(θ, ϕ). (4.4)

Aqui, Jl (x) são as funções de Bessel de l-ésima ordem e Yl,m(θ, ϕ) são os harmônicos esféricos

com número quântico angular l = 0, 1, 2, ... e o número quântico azimutal −l ≤ m ≤ l. A

condição de contorno radial com r = R0 determina um conjunto grande de valores µn,l, tomados

a partir do n-ézimo zero de cada função de Bessel, Jl(µn,l) = 0. Estes números, ordenados por

valor crescente de energia, (~µn,l)
2/2m∗, selecionam os ńıveis das camadas do ponto quântico,

como nl = 1s, 1p, 2s, 1d, 2p, .... Sem o campo magnético e interações spin-órbita, estas camadas

no ponto quântico são 2(2l+ 1) vezes degeneradas para os números (m) e componentes de spin

(↑, ↓), que são também observados em sistemas atômicos. Por fim, u(r) é um pseudo-potencial

que leva em conta a correlação elétron-elétron. Nós consideramos que

u(rij) =
βrij

1 + γrij

, (4.5)

onde β é um parâmetro escolhido para satisfazer a condição de corte ou ”cusp condition”, um

procedimento necessário para se manter finita a energia local quando dois elétrons se aproximam

um do outro rij → 0. Este parâmetro assume os valores β = 1/2 quando o par de elétrons

< ij > possue spins antiparalelos e β = 1/4 quando os spins são paralelos. O parâmetro γ

por sua vez é determinado a partir da minimização dos valores esperados da energia do estado

fundamental e sua variância.

No segundo passo, melhoramos a estimativa da energia do estado fundamental imple-

mentando o método DMC utilizando a função de onda otimizada previamente por VMC. Este

procedimento foi detalhado no capitulo 2 desta tese.
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4.2 Resultados e Discussões

Os resultados das simulações por QMC mostram energias relativamente menores que

aquelas obtidas por HF e FCI, e isto pode ser visto como uma demonstração do poder das

técnicas QMC para se capturar os efeitos da correlação eletrônica sobre os sistemas carregados.

Verificamos também a existência de estrutura de camadas através do cálculo do potencial

qúımico e da energia de adição de um elétron extra, em concordância com os resultados obtidos

por HF [22]. Devido à proximidade entre as energias dos estados com baixo e alto valor de

spin, notamos também que o sistema apresenta efeitos de blindagem de spin (blockade effects)

com a densidade eletrônica suficientemente baixa.

Na tabela 4.1, apresentamos os resultados para energia do estado fundamental para

baixos e altos valores de spin de um sistema com N ≤ 10 elétrons confinados por um potencial

do tipo parede dura como descrito anteriormente. Durante as simulações, nós usamos vários

tamanhos para os passos de Monte Carlo (0.0001, 0.0003, 0.0007, and 0.001), e então, extrapo-

lamos para zero e encontramos um passo com τ = 0.0001 Ry*−1 como sendo uma boa escolha

em termos da relação precisão por custo computacional. Na figura 4.1 nós mostramos a con-

vergência da energia como uma função do tamanho do passo de Monte Carlo para um sistema

com 3 elétrons e raio do QD R0 = 5. Ela mostra que os resultados são bem ajustados à fórmula

E(τ) = 1.62919 + 0.14404τ + 611.8985τ 2. A diferença na energia com τ = 0. e τ = 0.0001

é de 0.00002 Ry*. Portanto, nós consideramos que todos os resultados convergem bem com

um passo de Monte Carlo de 0.0001 Ry*−1. Aqui os valores do raio do ponto quântico foram

variados de modo a cobrir regimes de baixa (L), média (M) e alta (H) densidade eletrônica,

como ρ = 1/4
3
πr3

s e onde rsN
1/3 = R0.

Nós comparamos nossos resultados de QMC com resultados obtidos por HF, UHF

e FCI [29, 30] em condições semelhantes. Pode-se notar que estes resultados mostram con-

cordância qualitativa com outras aproximações e, quantitativamente, são um pouco menores

quando comparados com o HF como seria esperado. Notamos também que nossos resultados
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Tabela 4.1: Resumo das energias para baixo e alto valor de spin S obtidas por DMC para
comparação com UHF and FCI [29] para varios valores de R0 como alta (H), média (M) e
baixa (L) densidade. Os parênteses refere-se á incerteza no último d́ıgito.

N Density EUHF EFCI EDMC

2 S = 0 1 S = 0 1 S = 0 1
R0 = 1 H 11.5135(2) 16.2540(1)
R0 = 5 M 0.7035(2) 0.8471(1)
R0 = 20 L 0.08657(3) 0.09229(1)
R0 = 100 L 0.010505(1) 0.01070(1)

3 S = 1
2

3
2

S = 1
2

3
2

S = 1
2

3
2

R0 = 1 H 24.5776 28.9578 24.5026 28.9402 24.502(1) 28.943(1)
R0 = 5 M 1.6852 1.7498 1.6292 1.7354 1.62920(1) 1.73536(9)
R0 = 20 L 0.2350 0.2350 0.2251 0.2275 0.22508(2) 0.22748(3)
R0 = 100 L 0.03161(1) 0.031526(9)

4 S = 1 2 S = 1 2 S = 1 2
R0 = 1 H 38.8311 42.9533 38.7287 42.9168 38.728(1) 42.916(2)
R0 = 5 M 2.8811 2.9046 2.8038 2.8752 2.8035(4) 2.8752(3)
R0 = 20 L 0.4337 0.4329 0.4184 0.4175 0.41865(4) 0.41748(7)
R0 = 100 L 0.062186(8) 0.061990(1)

5 S = 3
2

5
2

S = 3
2

5
2

S = 3
2

5
2

R0 = 1 H 54.3943 64.6182 54.2663 64.5785 54.2551(3) 64.5254(2)
R0 = 5 M 4.3277 4.5386 4.2273 4.5080 4.2236(3) 4.47984(9)
R0 = 20 L 0.6977 0.6970 0.6726 0.6841 0.669083(1) 0.680614(1)
R0 = 100 L 0.10205(1) 0.10282(1)

6 S = 1 3 S = 1 3 S = 1 3
R0 = 1 H 71.7549(4) 87.6900(5)
R0 = 5 M 5.99129(3) 6.41989(3)
R0 = 20 L 0.996826(2) 0.999183(3)
R0 = 100 L 0.15263(1) 0.15272(1)

7 S = 1
2

7
2

S = 1
2

7
2

S = 1
2

7
2

R0 = 1 H 90.4493(6) 112.0304(7)
R0 = 5 M 8.01819(5) 8.57097(6)
R0 = 20 L 1.376309(9) 1.39513(1)
R0 = 100 L 0.21515(2) 0.21580(1)

8 S = 0 4 S = 0 4 S = 0 4
R0 = 20 L 1.7977(2) 1.80872(8)
R0 = 100 L 0.29220(1) 0.29509(2)

9 S = 1
2

9
2

S = 1
2

9
2

S = 1
2

9
2

R0 = 20 L 2.3160(1)
R0 = 100 L 0.4150(1)

10 S = 1 5 S = 1 5 S = 1 5
R0 = 20 L 2.8455(3)
R0 = 100 L 0.5102(1)
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Figura 4.1: Extrapolação para τ = 0. para a energia total de três elétrons com S = 1/2
confinados em um ponto quântico com potencial do tipo parede dura.

têm boa concordância quantitativa com os obtidos por FCI para 3 e 4 elétrons, embora para

5 nossos resultados são levemente menores. As razões para esta pequena diferença podem ser

duas: primeiro, é conhecido que na aproximação HF somente a energia de troca é considerada

e não se leva em conta a interação inter-part́ıculas na função de onda, muito embora o termo de

Coulomb esteja presente no Hamiltoniano do sistema; segundo, os efeitos de troca e correlação

estão inclusos nos cálculos de FCI e, em prićıpio, devem fornecer uma descrição exata do es-

tado fundamental com a polarização de spin correta. Assim, nós acreditamos que a pequena

diferença de energia para o caso de 5 part́ıculas pode estar associada à convergência relacionada

ao número de funções de base usada na diagonalização exata.

Pode ser visto na Tabela 4.1 que, para regimes de alta (H) e média (M) densidade

de elétrons, R0 = 1 e R0 = 5 respectivamente, os estados de baixo spin serão o estados

fundamentais dos sistemas. Contudo, com regimes de baixa densidades, como para R0 = 20, o

UHF prediz o estado fundamental como sendo totalmente polarizado para números de ocupação

N = 3, 4 and 5. Ambos, o FCI e o QMC mostram que a verdadeira polarização de spin do

estado fundamental é a de mais baixo spin, exceto para N = 4. Neste caso particular o
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sistema antecipa a transição da polarização de baixo para alto spin. Nossos resultados QMC

mostram que esta transição de fase de spin para estados totalmente polarizados acontecerá a

densidades suficientemente baixas ou raios (R0 = rsN
1/3) suficientemente grandes para todos

os N ’s estudados. Além disso, as energias dos estados de alto spin são muito próximas das

energias de estado fundamental de baixo spin. Isto deve implicar que medidas de transporte

em tais sistemas devem mostrar ou a condutância diferencial negativa ou o desaparecimento dos

picos de condutância com baixas temperaturas. Isto também sugere que o efeito de blindagen

de spin deve ser verificado, ou por transporte ou provavelmente por medidas de emissão de

micro-fotoluminecência altamente senśıvel à polarização de spin em pontos quânticos [45] sob

regime de baixa densidade.

Na figura 4.2 nós mostramos os resultados para o potencial qúımico, µ(N) (escala à

esquerda) e a energia de adição ∆(N) (escala à direita) como uma função no número de elétrons

no ponto N . Estas quantidades são determinadas como µ(N) = E(N)− E(N − 1) e ∆(N) =

µ(N +1)−µ(N), usando os dados listados na tabela I. Eles representam a diferença de energia

entre dois estados fundamentais sucessivos e a energia necessária para se adicionar um elétron

extra na estrutura de camada do ponto, respectivamente. É claro que o potencial qúımico

mostra um crescimento linear e pequenos saltos conforme o número de ocupação cresce. Cada

salto, em µ(N), ocorre quando uma camada no ponto torna-se totalmente cheia e um elétron

encontra um ńıvel livre na próxima camada. A energia de adição ∆(N) deve ser vista como uma

forma de verificar a presença da estrutura de camada nestes sistemas. Esta quantidade também

fornece uma boa estimativa da dificuldade de se adicionar um elétron extra para uma camada já

completa. Espera-se que ∆(N) apresente picos grandes (pequenos) quando as camadas estejam

totalmente (metade) cheias. Ela também deve estimar a energia de blindagem total (única)

para os ńıveis cheios (parcialmente cheios). Nós temos claramente picos para N = 2, 8 devido

a camadas totalmente cheias e 5 devido a camada parcialmente cheia em concordância com

cálculos UHF [22], que indicam a existência de números mágicos para a sequência de camadas

cheias. Outros aspectos adicionais relacionados ao tamanho do pico devem ser associados a
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Figura 4.2: O potencial qúımico (circulos cheios) e energia de adição (quadrados cheios) como
uma função do número de elétrons N no ponto, en unidades de Hartree efetivo (H∗) para um
ponto quântico com potencial parede dura e raio R0 = 20 em unidades de a∗B.

diferenças no raio do ponto, à interação elétron-elétron tratada aqui exatamente e à ausência

dos efeitos de correlação nos cálculos HF.

Finalmente, nas figuras 4.3 a e b, nós mostramos a função de correlação de pares para

um ponto esférico com N = 6 elétrons para duas densidades correspondendo a R0 = 5.0 e

R0 = 20. Claramente, a função de correlação de pares g(r) para alta densidade, (a), mostra

que os elétrons são forçados a se aproximarem mais uns dos outros, do que para baixa densidade

(b). Podemos ver também que nos dois regimes a função de correlação de pares alcança seu

valor máximo com uma distância menor para o caso de spins antiparalelo do que para o caso de

spins paralelos para cima ou para baixo. Na figura 4.4 nós mostramos a função de correlação

de pares g(r) para o caso de um ponto quântico preenchido com N = 10 elétrons e R0 = 20.

Observamos nesta figura os mesmos aspectos que aparecem no caso com N = 6. A correlação

dos spins antiparalelos (figura 4.3-a para N = 6 e figura 4.4 para N = 10) mostram picos muito
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Figura 4.3: A função de correlação de pares, a partir do método DMC para um ponto quântico
com potencial do tipo parede dura com 6 elétrons e (a) raio R0 = 5 e (b) R0 = 20 em unidades
de a∗B.

próximos de r = 0. Isto ocorre por que para N = 6 existem dois pares de spins antiparalelos

sendo um no orbital tipo s e um outro no orbital tipo p. Para N = 10 existem quatro pares

de spins antiparalelos sendo um no orbital tipo s e três outros no orbital tipo p. Nstes casos

os elétrons estão muito mais próximos espacialmente que os outros pares. Todos estes aspectos

estão relacionados com o prinćıpio de exclusão de Pauli que impede a aproximação de elétrons

com spins iguais. Além disso, para pontos com N = 10 um pequeno pico surge na curva de

spins paralelos para baixo que deve caracterizar a formação de uma camada interna por dois

elétrons de spins para cima e para baixo.
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Figura 4.4: A função de correlação de pares, a partir do método DMC para um ponto quântico
com potencial do tipo parede dura com 10 elétrons e R0 = 20 em unidades de a∗B.



Caṕıtulo 5

Moléculas de pontos quânticos
parabólicos

Neste caṕıtulo, apresentamos os resultados para os pontos quânticos acoplados ou

moléculas de pontos quânticos. Para a simulação destes sistemas com poucos elétrons intera-

gentes, utilizamos QMC com aproximação de nós fixos e o QMC com tempo de correlação como

descritos nos caṕıtulos anteriores. O método QMC com nós fixos já foi utilizado no caṕıtulo 4

desta tese para calcular os estados fundamental e totalmente polarizado em pontos quânticos

esféricos com potencial do tipo parede dura e até 10 elétrons. Desta vez utilizamos o mesmo

esquema de QMC para o cálculo de estados excitados escolhendo a simetria correta da função

de onda de cada estado. Em seguida utilizamos o esquema de QMC com correlação temporal

próprio para a simulação de estados excitados e cálculo do espectro óptico.

Experimentalmente, o estudo de elétrons confinados em pontos quânticos semicon-

dutores é realizado por meio de espectroscopia de absorção magneto-óptica no infravermelho

distante (FIR). Contudo, é bem conhecido que a espectroscopia FIR não revela aspectos impor-

tantes da interação de muitos corpos para pontos quânticos com confinamento parabólico e o

principal motivo é que as ondas eletromagnéticas se acoplam somente ao movimento do centro

de massa do sistema. Assim, o espectro óptico para o ponto quântico parabólico é bastante

simples mostrando dois ramos,ω±, como função do campo magnético [49, 50]. Os dois ramos,

ω+ e ω−, como uma função do campo magnético são chamados de modos de Kohn. Este espec-

tro não depende do número de elétrons ou da interação entre eles para pontos quânticos com
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confinamento parabólico.

A forma usual de se revelar o espectro óptico e os efeitos das interações de muitos corpos

em pontos quânticos com confinamento parabólico é via introdução de alguma assimetria no

perfil de potencial do sistema de forma que a onda eletromagnética se acople ao movimento

relativo dos elétrons confinados. De fato, resultados experimentais sugerem uma violação do

teorema generalizado de Kohn [51]. Esta violação tem sido atribuida ao acoplamento spin-órbita

que tem atráıdo grande atenção nos últimos anos sendo os dois efeitos estudados descritos na

literatura como efeitos Rashba [52] e Dresselhaus [53]. Este era o nosso principal objetivo para

esta tese e ocupou grande parte do nosso tempo. Contudo, o estudo destes acoplamentos dentro

do formalismo de Monte Carlo Quântico impõem enormes dificuldades fundamentais e continua

sendo alvo de grande parte do nosso interesse e esforço. Uma outra forma de estudar estruturas

complexas do espectro óptico de elétrons confinados por potencial parabólico são as moléculas

de pontos quânticos. Apesar de matematicamente mais simples, também é de grande interesse

tecnológico devido à potencial aplicação como elemento básico de computação quântica qubit.

Do ponto de vista da f́ısica básica os pontos quânticos constituem-se em sistemas

ideais para a observação de transição de fase quântica. Uma discussão neste sentido já foi

apresentada no caṕıtulo 4, onde apresentamos uma transição de fase quântica em que o estado

fundamental passa do estado de mais baixo spin para um estado de altos spins (totalmente

polarizado). De fato, para pontos quânticos com dois elétrons confinados é posśıvel mudar o

estado fundamental magnético do ponto entre estados spin-0 singleto e spin-1 tripleto. Assim,

quando a diferença de energia singleto-tripleto vai para zero, o simples anti-cruzamento dos dois

estados de spin torna-se uma verdadeira transição de fase quântica com temperatura zero [54].

Portanto, além dos pontos quânticos usuais como os já discutidos no capitulo 4 desta tese e

referência [55] com potencial do tipo parede dura, e com potencial parabólico [37, 56], dois

pontos quânticos separados espacialmente o suficiente para serem tratados como dois pontos

porém próximos o suficiente para que sejam correlaciodados, formam as chamadas moléculas

de pontos quânticos. No caso ideal, os pontos constituindo a molécula são idênticos e os
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ńıveis de energia são quantizados e degenerados. Devido ao acoplamento, os ńıveis de energia

degenerados separam-se e a função torna-se delocalizada. Estados ligantes e antiligantes são

caracteŕısticos de moléculas de pontos quânticos. A referência [57] faz uma revisão das várias

técnicas aplicadas atualmente para preparação e fabricação de tais moléculas verticalmente e

lateralmente acopladas.

5.1 Modelo

Para facilitar o tratamento de sistemas tais como os estudados nesta tese, nós uti-

lizamos a aproximação da massa efetiva, que já foi utilizada no caṕıtulo quatro desta tese e

fazemos uma menção expĺıcita agora, para reduzir a complexidade do sistema. Esta aprox-

imação foi usada extensivamente para se descrever o movimento eletrônico perto dos extremos

das bandas na presença de pertubações fracas, tais como campos magnéticos e elétricos fra-

cos [70]. Com o advento das heteroestruturas semicondutoras, foi natural tentar estender a

aproximação para o cálculo dos autoestados nesses sistemas [71]. Nos sistemas como os estu-

dados aqúı esta aproximação se justifica pelo fato que o ponto quântico é muito maior que o

parâmetro de rede do cristal contendo o ponto.

A aproximação da massa efetiva consiste em substituir o efeito do potencial periódico

do cristal por um tensor de massa efetiva, cujos elementos são determinados pela estrutura de

banda não pertubada. Portanto, nesta aproximação é suposto que os elétrons ocupam a banda

de condução e se movem através do semicondutor com uma massa m∗ que é diferente da massa

do elétron livre. Dentro desta descrição, cada camada da heteroestrutura comporta-se como

um cristal macróscopico.

Neste tipo de estrutura, os experimentos normalmente são realizados com temperaturas

próximas do zero absoluto e, portanto, a energia cinética dos elétrons é pequena. Consequente-

mente, como uma boa aproximação, podemos considerar que os elétrons que estão livres para

conduzir ocupam somente o mı́nimo da banda de condução e sua massa efetiva permanece

aproximadamente constante enquanto ele se move através da estrutura semicondutora. Pode-



5.1 Modelo 55

mos então escrever o Hamiltoniano com campo magnético na aproximação da massa efetiva

para os pontos quânticos estudados neste trabalho como

Ĥ =
1

2m∗

N∑
i=1

[
~pi − e

c
~A
]2

+
N∑

i=1

Vext(~ri) +
N∑

i<j

e2

ε|~ri − ~rj| . (5.1)

Aquim∗ é a massa efetiva, ε é a constante dielétrica do material, ~A é o potencial vetorial

e e é a carga eletrônica. O campo magnético é introduzido de forma usual, conforme equação

(5.1), simplesmente trocando ~p −→ ~p − e
c
~A no Hamiltoniano do sistema. O momento clássico

é substituido utilizando a forma do operador momento da mecânica quântica ~p −→ p̂ = −i~∇.

O campo magnético uniforme dado por ~B = B0k̂ é obtido fazendo ~B = ~∇ × ~A, onde ~A é o

potencial vetor. Para um campo estático como o mencionado acima o potencial vetor pode ser

escrito como

~A = −1

2
~r × ~B =

B0

2
(−yî+ xĵ). (5.2)

O Potencial de confinamento é do tipo parabólico bidimensional. Este potencial modela

um sistema de N part́ıculas movendo-se no plano z = 0 e confinadas lateralmente por

Vext(~r) =
1

2
m∗ω2 min

[
(x− d

2
)2 + y2, (x+

d

2
)2 + y2

]
, (5.3)

onde d é a distância de separação entre os dois mı́nimos do potencial confinante. Os mı́nimos

da energia potencial são mostrados na figura 5.1.

De modo geral, vários autores usam valores diferentes para os parâmetros da equação

de Schrödinger, dificultando a comparação das energias com os resultados da literatura. Con-

tudo, dois Hamiltonianos caracterizados por conjuntos de parâmetros diferentes devem ter o

mesmo espectro de energia a menos de um fator multiplicativo. Valores t́ıpicos para parâmetros

tais como m∗ e ε em ligas semicondutoras bem conhecidas como AlGaAs/InGaAs/GaAs são

mostrados na tabela 5.1 [72].

Dentre os parâmetros da equação de Schrödinger, a frequência de confinamento ω é o

mais cŕıtico, dadas as diferentes formas de introdução e controle deste parâmetro durante os
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Figura 5.1: Energia potencial para uma molécula de ponto quântico com os mı́nimos separados
por uma distância d.

Tabela 5.1: Parâmetros usuais para o cálculo em heteroestruturas semicondutoras.
Material ε m∗

GaAs 12.4 0.067
Al0.22Ga0.78As 12.5 0.085
In0.05Ga0.95As 13.18 0.067

cálculos para os vários valores de N . Para o caso bidimensional, se consideramos o parâmetro de

confinamento ω constante, a densidade no ponto cresce com N . Do ponto de vista experimental,

se a voltagem de gate é feita menos negativa, o confinamento efetivo diminui e simultaneamente,

o número de elétrons no ponto cresce. Logo, deve-se considerar que a densidade média de

part́ıculas no ponto permanece constante [36]. Assim, fixa-se um parâmetro de densidade de

part́ıculas rs deixando que a frequência de confinamento ω varie com o número de part́ıculas

N no ponto. Uma expressão envolvendo estes parâmetros em duas dimensões pode ser escrita

como [31]

ω2 =
e2

4πε0εm∗r3
s

√
N
. (5.4)
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Outras formas de introdução da frequência de confinamento são posśıveis, por exemplo,

mantendo-se o parâmetro ω fixo, fazendo o controle da densidade de part́ıculas via função

de onda tentativa, onde o raio médio do ponto é uma função do número de part́ıculas [37].

Contudo, isto aumenta em complexidade a forma funcional da função de onda tentativa. Nesta

tese a frequência de confinamento é mantida fixa. As intensidades consideradas foram de ~ω =

3.0−3.75 meV , que são valores t́ıpicos encontrados na literatura como forma de calibragem dos

nossos códigos. Contudo, os resultados apresentados são para uma fequência de confinamento

de ~ω = 3.0 meV .

De forma geral utiliza-se unidades atômicas efetivas onde se define ~ = e2

ε
= m∗ = 1.

Neste sistema de unidades, a unidade de comprimento é o produto do raio de Bohr por εme

m∗ ,

e a unidade de energia é o produto do Hartree H por m∗
meε2

, ou simplesmente a?
0 (raio de Bohr

efetivo) e H? (Hartree efetivo), respectivamente. Aqui, para efeito de comparação com outros

resultados da literatura, apresentamos os resultados com energia dada em meV e comprimento

medido em nm. As relações entre estes sistemas de unidades são facilmente obtidas utilizando-

se os parâmetros mostrados na tabela 5.1. Para efeito de conversão, temos H = 27, 21 eV , e

para o GaAs a∗0 = 97, 93 Å e H∗ = 11, 86 meV .

Dentro de um esquema de Monte Carlo Quântico a função de onda desempenha um

papel fundamental e em última instância determina a precisão que pode ser obtida. Em um

esquema de DMC, uma configuração é amostrada de acordo com uma função de distribuição

dada por uma função de onda guia Ψg que imita a função de onda verdadeira do sistema e

guia os caminhantes para as regiões de probabilidade máxima. Uma boa escolha da função de

onda guia garante uma boa convergência com menor erro e reduz o custo computacional. No

caṕıtulo 3 desta tese apresentamos a forma geral da função de onda tentativa (guia)1 também

já utilizada no caṕıtulo 4, como o produto do determinante de Slater e do fator de Jastrow.

Naquela aplicação o determinante de Slater era constituido de orbitais de part́ıcula única como

produto de funções de Bessel e harmônico esféricos. Para esta nossa primeira aplicação, usando

1Nas versões variacional e difusão consideramos a função de onda tentativa igual à função de onda guia



5.1 Modelo 58

o Monte Carlo quântico com correlação temporal trataremos primeiramente um sistema com

dois elétrons confinados. Para este caso a função de onda para o estado singleto possui a parte

espacial simétrica e anti-simétrica para o estado tripleto. Escolhemos então uma função de

onda que possui a simetria correta para os dois casos, como na referência [73], da forma

ΨS(r1, r2) =
∑
i≤j

[φi(r1)φj(r2) + (−1)Sφi(r2)φj(r1)], (5.5)

onde S é o spin total do estado, sendo S = 0 para estado singleto e S = 1 para estado tripleto.

Os φi(r), são funções de base de part́ıcula única escritas como

φnx,ny(~r) = Hnx(x)e
−x2

2 Hny(y)e
− y2

2 , (5.6)

onde Hn(x) é o polinômio de Hermite de ordem n e exclúımos a parte de spin. Os ı́ndices

dos polinômios de Hermite estão relacionados ao número quântico principal por N = nx + ny.

As soluções para o oscilador harmônico são indexadas também pelo momento angular l =

0,±1,±2, .... A tabela 5.2 lista alguns dos polinômios de Hermite utilizados na construção dos

orbitais de part́ıcula única. Esta função de onda assume um papel importante na simulação,

sendo a função de onda tentativa para o VMC e a função de onda guia para o DMC e TCDMC.

Tabela 5.2: Polinômios de Hermite para construção dos orbitais de part́ıcula única.
Ordem n Hn

0 1
1 2x
2 4x2 − 2
3 8x3 − 12x
4 16x4 − 48x2 + 12

Na prática, no caso de simulações com TCDMC em que vários estados são obtidos

simultaneamente, os caminhantes são amostrados segundo uma função de onda guia simples

como proposto por Bernu. A função de onda guia e dada por

ΨG = [Ψtrial]
ε, (5.7)

onde ε é um parâmetro escolhido para reduzir a flutuação estat́ıstica da matriz Hamiltoniana, e

Ψtrial é uma função do estado fundamental. Todas as simulações foram realizadas com ε = 0.30.
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5.2 Resultados e Discussões

Nesta seção, apresentamos os resultados obtidos por meio das duas técnicas discutidas

anteriormente. Primeiramente apresentamos os resultados obtidos por DMC com nós fixos.

Simulações por DMC

As simulações são realizadas em dois passos. Primeiramente são realizadas simulações

curtas por VMC para a otimização do único parâmetro variacional livre, presente na função de

onda tentativa, nominalmente o parâmetro γ presente no termo de Jastrow que correlaciona os

dois elétrons.
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Figura 5.2: Minimização da energia (escala da direita e curva vermelha) e variância σ (escala
da esquerda e curva preta), para o quinto estado excitado singleto em função do parâmetro
variacional γ. Consideramos d = 20 nm sem campo magnético aplicado.

Um resultado t́ıpico para simulações por VMC é mostrado na figura 5.2. A figura

mostra os mı́nimos para a energia e sua variância para dois elétrons confinados em uma molécula

de pontos quânticos com d = 20 nm.
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Na figura 5.3, apresentamos os resultados das simulações por DMC para alguns ńıveis

de energia selecionados e comparamos com os resuldatos da figura 3 2 da referência [75]. A

figura mostra alguns ńıveis do espectro de energia para dois elétrons interagentes confinados por

um potencial parabólico (d = 0) com campo magnético aplicado. Estes resultados são utilizados

para calibrar o código e justificar o uso do esquema de DMC para o cálculo de estados excitados,

observando-se a concordância entre as curvas azuis obtidas por diagonalização exata e as curvas

vermelhas obtidas por simulação com DMC. A figura 5.4 mostra o espectro de energia, agora

com os ńıveis mais relevantes para as transições ópticas para dois elétrons interagentes e campo

magnético aplicado com d = 10 nm. As linhas verticais mostram as transições de fase quânticas

onde o estado fundamental muda de estado singleto para tripleto.
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Figura 5.3: Alguns ńıveis de energia por ED (linhas azuis) [75] e DMC (linhas vermelhas
pontilhadas) para um ponto quântico com dois elétrons interagentes para d = 0 nm e campo
magnético aplicado.

A figura 5.5 mostra o espectro de energia para um ponto contendo dois elétrons confi-

2Os pontos para curva DE foram retirados a partir da figura utilizando o aplicativo G3data Graph Analyzer
for linux.
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Figura 5.4: Espectro de energia singleto (linhas pretas) e tripleto (linhas vermelhas) para um
ponto quântico com dois elétrons por Monte Carlo difusão com nós fixos para d = 10 nm.

nados com uma distância entre os pontos d = 40 nm. Os colchetes indicam os estados sendo

a primeira posição o spin total S, a segunda posição a ordem do polinômio de Hermite na

direção x e a terceira posição a ordem do polinômio de Hermite da direção y. Então, os esta-

dos são marcados como [S, nx, ny] e, portanto, o estado designado por [0, 0, 0], indica o estado

fundamental singleto com S = 0, H0(x) e H0(y), conforme a tabela 5.2.

Como já mencionado anteriormente, a relação de dispersão para um ponto quântico

com confinamento harmônico é constituido de dois ramos principais ω+ e ω−, e é bem sabido que

não depende do número de elétrons confinados. As transições de dipolo permitidas consideradas

aqui conservam o seu carater de spin e o momento angular entre os estados deve mudar por

uma unidade como ∆l = ±1.

A figura 5.6 mostra as energias de transição para vários valores de d (separação entre os

pontos) dos estados singleto com S = 0. Com o requerimento que ∆l±1 e conservação de spin,

as transições mostradas nesta figura partem de um estado [0, 0, 0] para um estado [0, 0, 1] como



5.2 Resultados e Discussões 62

0 1 2 3 4 5 6
B (T)

8

10

12

14

16

18

20

22

E
 (

m
eV

)

[0,0,0]

[0,1,0]

[0,0,1]

[0,0,2]

[0,2,0]

[1,1,0]

[1,0,1]
[1,0,2]

[1,1,1]

[1,2,0]

Figura 5.5: Espectro de energia singleto (linhas pretas) e tripleto (linhas vermelhas) para um
ponto quântico com dois elétrons por Monte Carlo difuão com nós fixos para d = 40 nm.

sendo o ramo ω− e [0, 1, 0] como sendo o ramo ω+. A figura 5.7 mostra o efeito da separação

d sobre a energia de transição para campo magnético nulo. Com campo magnético nulo, os

ńıveis são degenerados com d = 0 nm resultando em uma mesma energia de transição para

as polarizações ω+ e ω− conforme figura. As degenerescências são levantadas e a separação

aumenta para d = 10, d = 20 e d = 30 nm. Estas separações são incrementadas pelo efeito do

campo magnético com B > 0.

A figura 5.8 mostra as energias de transições, agora para estados tripletos. As energias

de transições se diferenciam para d = 30 nm e d = 40 nm. Para o caso tripleto as transições

ocorrem entre os estados [1, 1, 0] e [1, 0, 2] conforme mostrado na figura 5.4 com ∆l = 1 sendo

o ramo ω−. O ramo ω+ é constituido por transições entre os estados [1, 1, 0] e [1, 1, 1] com

∆l = −1. A figura mostra a dependência das transições com a distância de separação entre

os pontos. Um outro ramo ω+ aparece na dispersão que coincide com a dispersão para d = 0

nm, não mostrada na figura, como resultado de transições entre os estados [1, 0, 1] e [1, 0, 2]
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Figura 5.6: Energia de transição dos estados singleto S = 0 para dois elétrons interagentes em
moléculas de pontos quânticos com vários valores de d por Monte Carlo difusão com nós fixos.

com ∆l = −1. As simulações mostram um decréscimo na energia do estado [1, 2, 0] com o

crescimento da distância entre os pontos até d = 35 nm crescendo novamente para d > 35 nm.

Como a energia decresce sempre para o estado [1, 1, 1], o resultado é o cruzamento das curvas

para energia de transição (curva amarela) com d = 40 nm para B pequeno.

A figura 5.9 mostra a energia de troca (diferença entre as energias tripleto e singleto)

para moléculas de pontos quânticos para vários valores da distância d, de separação entre os

pontos. Como já mencionado, quando a diferença ET −ES vai para zero, o simples cruzamento

de dois estado de spins torna-se uma verdadeira transição de fase quântica. Com B = 0 o estado

fundamental é o estado singleto para todos os valores de d estudados. Os estados singleto e

tripleto aproximam-se como uma função da distância d e com o crescimento de B finalmente

os estados se cruzam mudando ao carater de spin do estado fundamental do sistema.

Do ponto de vista da simulação computacional, o uso do esquema DMC com nós

fixos implica na realização de uma simulação completa para cada estado que se deseja obter

apesar das simulações serem menores (tempo de simulação computacional) para cada estado.

As simulações por TCQMC permitem a obtenção de vários estados simultaneamente apesar
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Figura 5.7: Energia de transição dos estados singleto S = 0 para dois elétrons interagentes em
moléculas de pontos quânticos com vários valores de d por Monte Carlo difusão com nós fixos.

do tempo de simulação ter necessariamente que ser grande para se obter uma convergência

satisfatória.

Simulações por TCQMC

Nesta seção apresentamos os resultados obtidos por TCDMC. Como já mencionado, a

função de onda que guia os caminhantes é a própria função de base para o estado fundamental

com γ = 0.30. As simulações foram conduzidas com 4, 5 × 106 passos de Monte Carlo e

1 − 150 caminhantes. A parte de diagonalização necessária para cálculo dos autovalores foi

realizada usando um conjunto de subroutinas retiradas do pacote eispack. Na amostra do

código apresentada no apêndice desta tese não inclui as subroutinas para a diagonalização das

matrizes hamiltoniana e de correlação, mas podem ser obtidas através referência [76].

Uma das dificuldades de se construir um código completo e de grande complexidade

reside na confiabilidade do mesmo para o cálculo de sistemas mais complexos e para tratamento

de novos problemas. Dois testes preliminares podem confirmar a eficiência dos códigos escritos

e utilizados nesta tese. Um primeiro teste neste sentido já foi verificado com a apresentação
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Figura 5.8: Energia de transição dos estados tripleto S = 1 para dois elétrons interagentes em
moléculas de pontos quânticos com vários valores de d por Monte Carlo difusão com nós fixos.

Tabela 5.3: Comparação entre os resultados da refência [1] (primeira coluna) e os nossos re-
sultados (segunda coluna) para estados com simetria par, para uma única paŕıcula em uma
molécula de ponto quântico em uma dimensão. Energias em unidades atômicas

estado EBernu ETese

1 0.47571 0.47510
2 1.36752 1.36674
3 2.33541 2.33992

dos resultados do caṕıtulo quatro desta tese. Para o caso espećıfico do TCQMC um primeiro

teste é a reprodução do caso de uma part́ıcula em uma dimensão apresentado no trabalho de

Bernu [1]. Isto é mostrado na tabela 5.3, onde os resultados mostram boa concordância a

despeito da simplicidade de nosso código. Os resultados são obtidos com um único caminhante

e 250000 passos de Monte Carlo. Um outro teste é o cálculo da energia para dois elétrons

não interagentes. Grande parte do tempo computacional em simulações por QMC é gasto na

avaliação da função de onda e suas derivadas e os resultados para part́ıculas independentes

mostram a coerência na construção das várias partes do código que avaliam essas funções e as

expressões anaĺıticas para as derivadas. Os resultados para dois elétrons não interagentes, como

a soma da energia de cada elétron tomada separadamente, são: E0 = 5.99954, E1 = 8.99973,
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Figura 5.9: Energia de troca para dois elétrons interagentes em moléculas de pontos quânticos
com vários valores de d por Monte Carlo difusão com nós fixos.

E2 = 9.00014, E3 = 12.00057, para os quatro primeiros estados, com 200000 steps e um único

caminhante. Após esta checagem inicial resta a introdução, como uma caracteŕıstica única

das técnicas QMC, da correlação eletrônica expĺıcita entre os elétrons. Uma das perspectivas

antecipadas nesta tese é a necessidade de uma posterior otimização dos códigos como forma de

aliar precisão e economia de tempo de computação e obtenção de um maior número de estados

simultaneamente.

A figura 5.10 mostra os ńıveis de energia para um ponto quântico com d = 0 nm com

campo magnético aplicado por DMC, TCQMC e também os resutados por ED (linhas azuis)

como na figura 5.3. As curvas mostram boa concordância para campo baixo. Para campos

maiores os estados tripletos concordam para simulações por DMC e TCQMC e estão um pouco

acima dos resultados por ED. Os estados singletos concordam para as técnicas para DMC e ED

que encontram se um pouco abaixo dos resultados por TCQMC. O motivo para esta pequena

diferença ocorre por que existe uma tendência em simulações por TCQMC de subestimar o

estado de menor energia e superestimar o estado de maior energia. Estas diferenças crescem

com o número de estados que se deseja obter simultaneamente.



5.2 Resultados e Discussões 67

0 1 2 3 4 5 6
B (T)

10

12

14

16

E
 (

m
eV

)

ED
DMC
TCQMC

Figura 5.10: Energia do estado fundamental e os primeiros estados excitados singleto e tripleto
para um ponto quântico com d = 0 nm calculados por ED (linhas azuis cont́ınuas), DMC com
nós fixos (ćırculos vermelhos) e TCQMC (quadrados verdes).



Caṕıtulo 6

Conclusões

Neste trabalho, apresentamos um estudo das propriedades de muitos corpos em sis-

temas confinados utilizando o método de Monte Carlo quântico. No primeiro caso, estudamos

as propriedades de muitos corpos confinados por um potencial tridimensional do tipo parede

dura. Este estudo foi realizado utilizando esquemas de Monte Carlo quântico variacional e por

difusão utilizando um função muito simples composta por determinantes de Slater com spin

para cima e spin para baixo e um fator de correlação como uma simples função de Jastrow.

Apresentamos resultados de simulações para estados de alto e baixo spins para pontos com até

10 eléctrons confinados. Utilizamos as nomeclaturas baixa, média e alta densidades de acordo

com o tamanho do volume confinante. Nossos resultados estão em concordância com os resul-

tados de FCI para N ≤ 5 dispońıveis e extendemos este estudo para N ≤ 10. Para regime de

baixa densidade, as diferenças nas energias entre os estados de baixo e alto valor de spins se

mostram muito pequenas e podem conduzir a um efeito de blindagem de spins. Apresentamos

também resultados para o potencial qúımico. Estes resultados mostram claramente picos para

N = 2, 8 devido a camadas totalmente cheias e 5 devido a camada parcialmente cheia em con-

cordância com cálculos UHF, que indicam a existência de números mágicos para a sequência

de camadas cheias. Outros aspectos adicionais relacionados ao tamanho do pico devem ser

associados a diferenças no raio do ponto, à interação elétron-elétron tratada aqui exatamente

e à ausência dos efeitos de correlação nos cálculos HF. A função de correlação de pares para o

caso com polarização total dá informações úteis sobre a separação entre as part́ıculas.
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No segundo caso apresentamos resultados para simulações por Monte carlo variacional,

difusão e uma primeira aplicação utilizando uma formulação apropriada para o cálculo de es-

tados excitados, o chamado Monte Carlo com Correlação Temporal. Estes resultados são apre-

sentados para part́ıculas confinadas em pontos quânticos acoplado formados por um potencial

parabólico, as chamadas moléculas de pontos quânticos.

Os resultados apresentados utilizando VMC e DMC mostram boa concordância com

os resultados da literatura para 2 elétrons confinados em moléculas de pontos quânticos com

vários valores de separação d. Para d = 0 nm o problema se reduz ao de um único ponto

com potencial parabólico com excelente concordância com outras técnicas. Aqui apresentamos

resultados com a distância de separação variando até d = 40 nm. Os resultados mostram

que, apesar de ser formulado para estudo de estado fundamental, o DMC com nós fixos é

capaz de fornecer excelentes resultados para estados excitados demonstrados aqui tanto para o

caso do potencial do tipo parede dura descrito no caṕıtulo quatro como no cálculo dos vários

estados excitados para o caso de dois eletrons confinados em moléculas de pontos quânticos

apesar de raŕıssimas aplicações nos cálculos dessas estruturas eletrônicas. Além das facilidades

computacionais já conhecidas como a simplicidade dos códigos escritos para a solução destes

problemas, a extensão de todos estes códigos para o cálculo de estrutrura eletrônica para o

sistemas contendo um número muito maior de elétrons confinados e funções de ondas mais

complexas é absolutamente direta em contraste com outras técnicas como ED. Dos resultados

das simulações tiramos as energias das transições e as energias de troca.

Por fim apresentamos os primeiros resultados obtidos com o código recentemente escrito

para o cálculo dos estados excitados. O Monte Carlo Quântico com correlação temporal pos-

sibilita o cálculo de vários estados simultaneamente, contudo nenhuma aplicação para cálculo

de estrutura eletrônica foi feita até o momento. Os resultados apresentados aqúı para os três

primeiro estados singleto e os primeiros estados tripleto mostram-se muito promissores, com

boa concordância com nossas simulações por DMC e cálculos prévios por ED. Uma perspectiva

antecipada no caṕıtulo cinco trata da optimização deste código como forma de reduzir o custo
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computacional, redução do erro bem como a solução de aberrações como subestimar o estado

fundamental enquanto superestima o estato de maior energia. A concordância mostrada até

este ponto é um bom ind́ıcio para futuras aplicações no tratamento completo de problemas de

estrutura eletrônica mais complexos envolvendo amostragem de operadores que não comutam

com o operador Hamiltoniano.



Apêndice A

Código para Monte Carlo Difusão com
Correlação Temporal

Neste Apêndice fornecemos uma amostra do código para simulação por Monte Carlo quântico

com correlação temporal. O código escrito em fortran90 é constituido de três partes sendo um

módulo para variaveis contendo os parâmetros de entrada, programa principal e subrotinas.

module variaveis

implicit none
save
real(8), parameter :: dfc = 0.5d0, pi = 3.14159265358979, dpi= 2.0d0*3.14159265358979
integer, parameter :: maxwlk=10,minwlk=1,nstep=1000
real(8), dimension(:, :, :), allocatable :: ee,ff,hh,ss,hdx,hdy,sd,dipx,dipy,x
real(8), dimension(:, :), allocatable :: w,y,fqx,fqy
real(8), dimension(:), allocatable :: elxg,elyg,psig,newpsig,elx,psi,newpsi
integer, dimension(:), allocatable :: imult

real(8), parameter :: epsln = 12.4d0 ! constante dieletrica GaAs
real(8), parameter :: massef = 0.067d0 ! massa efetiva do eletron para GaAs
real(8), parameter :: bT = 0.0d0 ! campo magnetico externo
real(8), parameter :: dnm = 0.0d0 ! distancia entre os dots
real(8), parameter :: w0meV = 3.0 ! frequencia de confinamento
real(8), parameter :: zeta = 1.745411d0 ! 2*m/hbar GaAs
real(8), parameter :: tau = 0.01 ! slice de tempo imaginario
real(8), parameter :: tcorr = 0.02 ! tempo de correlacao
real(8), parameter :: gama = 0.25 ! parametro fator de Jastrow
real(8), parameter :: bi = 0.30 ! ajusta a funcao de onda
integer, parameter :: spin = 0 ! spin total
integer, parameter :: npart = 2 ! numero de particulas
integer, parameter :: ndim = 2 ! dimensoes do sistema
integer, parameter :: mt = 2 ! temporizador
integer, parameter :: mw = 1 ! numero de walkers
integer, parameter :: nstate = 3 ! numero de estados disponiveis
integer, parameter :: nblock = 1 ! numero de blocos
integer, parameter :: nequil = 0 ! numero de blocos para termalizacao
integer, parameter :: dmcorvmc = 2 ! escolhe entre dmc e vmc
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integer, parameter :: nbin = 57 ! numero de bins
real(8) :: dum,eg,wsquare,wc,w0,lmbd0,meVtoH,nmtorB,b,d
integer :: nx1 = 0 , ny1 = 0
integer :: nx2g = 0 , ny2g = 0
integer :: seed,ik,nwalker,nx2,ny2
end module variaveis
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program ohq
use variaveis
use rotinas
!————————–declaracao———————————-
implicit none
character*14 :: filen1,filen2
real(8), dimension(:,:,:), allocatable:: hdav,hdk
real(8), dimension(:,:), allocatable :: Hav,Sav,hhk,ssk,fosc1
real(8), dimension(:), allocatable :: h,h1,ew,ewd,avEW,ewdav,EWav
real(8), dimension(ndim,nstate,nstate):: fosc
real(8), dimension(nstate) :: var
integer :: istep,nbdone,iblock,nold,l,k,kk,i,nj,lt
integer :: l0,j,n,iev,iord,ier,l2t,ipart,in
real(8) :: eblock,aratio,a,qq,evar,accept,reject,wl,nrot,tauinv
real(8) :: xbinwidth,xwidth,eave,eav2,time,sqrhbtau,rseed
real(8) :: xinit = -3.0d0
real(8) :: xlast = 3.0d0
!——————————————————————–
nwalker = mw
seed = 57721566
rseed = 57721566.
tauinv = 1.0d0/tau
!——————————————————————–
call unit !fator de conversao meV para Hartree
!——————————————————————–
w0 = w0meV/meVtoH
d = dnm/nmtorB/2.0d0
b = bT*1.7279/meVtoH !b medido em Tesla efetivo GaAs
wc = b
wsquare = sqrt(wc**2/4.0d0 + w0**2)
lmbd0 = sqrt( 1.0/wsquare )
sqrhbtau = sqrt( tau )
nj = int((nstep+2)/mt)
n = nstate
nrot = 1.0
iev = 1
iord = -1
!—————————-programa principal————————
allocate(x(npart,maxwlk,ndim),hh(nstate,nstate,maxwlk),ss(nstate,nstate,maxwlk))
allocate(hdx(nstate,nstate,maxwlk),sd(nstate,nstate,maxwlk))
allocate(elx(nstate),elxg(maxwlk),elyg(maxwlk),Hav(nstate,nstate),Sav(nstate,nstate))
allocate(h(nstate),ew(nstate),EWav(nstate),hdy(nstate,nstate,maxwlk))
allocate(ewd(nstate),hhk(nstate,nstate),ssk(nstate,nstate),h1(nstate),avEW(nstate))
allocate(ewdav(nstate),hdav(ndim,nstate,nstate),hdk(ndim,nstate,nstate))
allocate(fosc1(nstate,nstate),y(npart,ndim),fqx(npart,ndim),fqy(npart,ndim))
!———————————————————————-
filen1=’e1’
filen2=’e2’
14 format(a14)
open(unit=15,file=filen1)
OPEN(UNIT=16,FILE=FILEN2)
!———————————————————————-
allocate(psi(nstate),newpsi(nstate),psig(maxwlk),newpsig(maxwlk))
!———————————————————————-
xwidth = xlast - xinit
xbinwidth = xwidth/nbin
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do k=1,mw
do ipart = 1,npart

do j =1,ndim
x(ipart,k,j)=ran(seed)*xwidth + xinit

end do
end do

end do
!———————————————————————–
nbdone = 0
EWav = 0.0
ewdav = 0.0
hhk = 0.0
ssk = 0.0
hdk = 0.0
ewd = 0.0
do iblock = 1,nblock

if (iblock .gt. nequil) nbdone = nbdone + 1
eg = 0.0d0
accept = 0.0d0
reject = 0.0d0
hh = 0.0d0
ss = 0.0d0
allocate(ff(nstate,0:nj,maxwlk),ee(nstate,0:nj,maxwlk),dipx(nstate,0:nj,maxwlk))
allocate(dipy(nstate,0:nj,maxwlk),w(0:nj,maxwlk))

!=====================================================
do istep=0,nstep-1

!———————————————————————–
elxg(:) = 0.0d0
elyg(:) = 0.0d0
w = 0.0d0
do ik=1,nwalker

if (istep < 1 )then
l = istep/mt

else
l = (istep + 2)/mt

end if
if (mod(nstep,mt) == 0 ) then

!———————————————————————–
call psiguess(psig(ik),x(:,ik,:),elxg(ik),fqx)
call psiTrial(psi,x(:,ik,:),elx)
do i=1,nstate

ff(i,l,ik) = psi(i)/psig(ik)
ee(i,l,ik) = elx(i)
dipx(i,l,ik)= sum(x(:,ik,1))
dipy(i,l,ik)= sum(x(:,ik,2))

end do
end if

!———————————————————————-
do ipart = 1,npart

do j = 1,ndim
y(ipart,j) = x(ipart,ik,j) + gauss(rseed)*sqrhbtau + dfc*fqx(ipart,j)

end do
end do

!———————————————————————-
call psiguess(newpsig(ik),y(:,:),elyg(ik),fqy)

!———————————————————————-
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qq = 0.0d0
do ipart = 1,npart

do j = 1,ndim
qq = qq + 0.5*(fqx(ipart,j)+fqy(ipart,j))*((dfc*tau/2.0)*(fqx(ipart,j)-fqy(ipart,j))-(y(ipart,j)-

x(ipart,ik,j)))
end do

end do
a=min(exp(qq)*newpsig(ik)*newpsig(ik)/(psig(ik)*psig(ik)),1.0d0)
if(a > ran(seed)) then

x(:,ik,:) = y(:,:)
accept = accept + 1.0d0

else
reject = reject + 1.0d0

end if
wl = exp(-(elxg(ik) + elyg(ik))*tau/2.0d0)
do kk=0,nj

w(kk,ik) = w(kk,ik) + wl
end do
time = tau*istep - tcorr
if (time > 0. .and. mod(int(time),mt) == 0 ) then

l2t= istep/mt + tcorr/tau/mt
lt = istep/mt
l0 = istep/mt - tcorr/tau/mt
do i=1,nstate

do j=1,nstate
hh(i,j,ik)=hh(i,j,ik)+1.0d0/4.0d0*w(lt,ik)*(ff(i,lt,ik)*ff(j,l0,ik)*ee(j,l0,ik)+ff(i,l0,ik)*ff(j,lt,ik)*ee(j,lt,ik) &

+ ff(i,lt,ik)*ff(j,l0,ik)*ee(i,lt,ik) + ff(i,l0,ik)*ff(j,lt,ik)*ee(i,l0,ik) )
ss(i,j,ik) = ss(i,j,ik) + 1.0d0/2.0d0*w(lt,ik)*(ff(i,lt,ik)*ff(j,l0,ik) + ff(i,l0,ik)*ff(j,lt,ik) )
hdx(i,j,ik)= hdx(i,j,ik)+1.0d0/4.0d0*w(l0,ik)*(ff(i,l2t,ik)*ff(j,l0,ik)*dipx(j,lt,ik)+ff(i,l2t,ik)*ff(j,l0,ik)*dipx(i,lt,ik) &

+ ff(j,l2t,ik)*ff(i,l0,ik)*dipx(j,lt,ik)+ff(j,l2t,ik)*ff(i,l0,ik)*dipx(i,lt,ik))*w(l2t,ik)
hdy(i,j,ik)= hdy(i,j,ik)+1.0d0/4.0d0*w(l0,ik)*(ff(i,l2t,ik)*ff(j,l0,ik)*dipy(j,lt,ik)+ff(i,l2t,ik)*ff(j,l0,ik)*dipy(i,lt,ik) &

+ ff(j,l2t,ik)*ff(i,l0,ik)*dipy(j,lt,ik)+ff(j,l2t,ik)*ff(i,l0,ik)*dipy(i,lt,ik))*w(l2t,ik)
sd(i,j,ik) = sd(i,j,ik) + 1.0d0/2.0d0*w(l0,ik)*(ff(j,l0,ik)*ff(i,l2t,ik) + ff(j,l2t,ik)*ff(i,l0,ik))*w(l2t,ik)

end do
end do

end if
end do ! end loop walkers

end do ! end loop steps
deallocate(ee,ff,w,dipx,dipy)

!———————————————————————————————————————————
avEW = 0.0
hdav = 0.0
hhk = 0.0
ssk = 0.0
do ik = 1,nwalker

do i=1,nstate
do j=1,nstate

Hav(i,j) = hh(i,j,ik) / (nstep - nj)
Sav(i,j) = ss(i,j,ik) / (nstep - nj)
hhk(i,j) = hhk(i,j) + Hav(i,j)
ssk(i,j) = ssk(i,j) + Sav(i,j)
hdav(1,i,j) = hdav(1,i,j) + hdx(i,j,ik)/sqrt(sd(i,i,ik)*sd(j,j,ik))
hdav(2,i,j) = hdav(2,i,j) + hdy(i,j,ik)/sqrt(sd(i,i,ik)*sd(j,j,ik))

end do
end do
call EWEVGE (nstate,nstate,N,Hav,Sav,EW,H,IEV,IORD,IER)
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avEW = avEW + EW
end do

!———————————————————————-
hdk(:,:,:) = hdk(:,:,:) + hdav(:,:,:)
call EWEVGE (nstate,nstate,N,hhk,ssk,EWd,H1,IEV,IORD,IER)
EWav = EWav + avEW
EWdav = EWdav + EWd

!———————————————————————-
write(*,*) ’block number’,iblock,’aratio=’,accept/(accept+reject)
do i=1,nstate
write(*,*)’order’,i,’eigenvalues=’,avEW(i)/nwalker*meVtoH,’+-’,(avEW(i)/nwalker-EWd(i))/(nwalker-1)
end do

!———————————————————————-
do in=1,npart

do ik=1,nwalker
write(15,’(f9.6,3x,f9.6)’) x(in,ik,1),x(in,ik,2)

end do
end do

end do !fim loop de blocos
!———————————————————————-
EWav = EWav/nwalker

do i=1,nstate
do j=1,nstate

do l= 1,ndim
fosc(l,i,j) = (zeta/2.0)*abs(hdk(l,i,j)*nmtorB/nwalker)**2*(EWav(j) - EWav(i))*meVtoH/1000.

end do
end do

end do
923 format(/,’matriz(ij)=’,1x,i2,i2,5x,’fosc=’,1x,f9.6,2x,’dim’,i2)
do i=1,nstate

do j=1,nstate
do l=1,ndim

write(3,923) i,j,fosc(l,i,j),l
end do

end do
end do
!———————————————————————-
deallocate(x,hh,ss,Hav,Sav,ew,EWav,ewd,h,h1,fosc1,hdx,hdy)
end program ohq
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module rotinas
use variaveis
contains
!=====================================================
subroutine psiguess(psi2,rr,enloc,drift)
!———————————————————————–
implicit none
! This funciton evaluates the local energy, potential, drift, and Psi
! Argument variable
REAL*8, INTENT(IN) :: rr(npart,ndim)
REAL*8:: psi2
REAL*8:: enloc
REAL*8 :: v,betha,vconf,ddjastrow
REAL*8, INTENT(OUT) :: drift(npart,ndim)
real*8 :: djastrow(ndim),dorb(npart,ndim)
! Local variable
REAL*8 :: r1l,r1in,r2l,r2in,r12,r12in,d2orb1,d2orb2,psis,psij
REAL*8, DIMENSION(ndim) :: r1vect,r2vect,r12vect
REAL*8 :: vdrift(npart,ndim) ! Drift velocity = 2 hbar/2m * grad psi
REAL*8 :: term !factor that appears several times
enloc = 0.0d0
betha = 1.0d0
! Since there are only two particles, there is no loop.
r1vect = rr(1,:)
r2vect = rr(2,:)
r12vect = r1vect - r2vect
r1l = SQRT(DOT−PRODUCT(r1vect,r1vect))
r1in = 1.0d0/r1l
r2l = SQRT(DOT−PRODUCT(r2vect,r2vect))
r2in = 1.0d0/r2l
r12 = SQRT(DOT−PRODUCT(r12vect,r12vect))
r12in = 1.0d0/r12

vconf = 0.5d0*wsquare*wsquare*min((r1vect(1)-d)**2+r1vect(2)**2,(r1vect(1)+d)**2+r1vect(2)**2) &
+ 0.5d0*wsquare*wsquare*min((r2vect(1)-d)**2+r2vect(2)**2,(r2vect(1)+d)**2+r2vect(2)**2)

v = r12in

psis = ( orbital(r1vect,nx1,ny1)*orbital(r2vect,nx2g,ny2g)&
+(-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2g,ny2g))

psij = EXP( betha*r12/( 1.d0 + gama*r12) )

psi2 = ( psis*psij )**bi

term = betha / ( 1.0d0 + gama * r12 )**2

djastrow(1) = term * r12vect(1)*r12in
djastrow(2) = term * r12vect(2)*r12in

ddjastrow = term*r12in - 2.0d0*term*gama / ( 1.0d0 + gama*r12 ) + dot−product( djastrow,djastrow )

dorb(1,1) = (orbital(r2vect,nx2g,ny2g)*dorbital(1,r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*dorbital(1,r1vect,nx2g,ny2g))

dorb(1,2) = (orbital(r2vect,nx2g,ny2g)*dorbital(2,r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*dorbital(2,r1vect,nx2g,ny2g))

dorb(2,1) = (dorbital(1,r2vect,nx2g,ny2g)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &
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+ (-1)**spin*dorbital(1,r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2g,ny2g))
dorb(2,2) = (dorbital(2,r2vect,nx2g,ny2g)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &

+ (-1)**spin*dorbital(2,r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2g,ny2g))

vdrift(1,1) = bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*dorb(1,1) + psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*djastrow(1) )
vdrift(1,2) = bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*dorb(1,2) + psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*djastrow(2) )
vdrift(2,1) = bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*dorb(2,1) - psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*djastrow(1) )
vdrift(2,2) = bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*dorb(2,2) - psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*djastrow(2) )

drift(:,:) = tau*vdrift(:,:)/(psij*psis)**bi

d2orb1 = (orbital(r2vect,nx2g,ny2g)*d2orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*d2orbital(r1vect,nx2g,ny2g)*orbital(r2vect,nx1,ny1))

d2orb2 = (d2orbital(r2vect,nx2g,ny2g)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r1vect,nx2g,ny2g)*d2orbital(r2vect,nx1,ny1))

enloc = 2.0d0*bi**2*( psis*psij )**(bi-1.0d0)*dot−product(dorb(1,:),djastrow(:)) &
+ bi*(bi-1.0d0)*((psij)**bi*(psis)**(bi-2.0d0)*dot−product(djastrow,djastrow) &
+(psis)**bi*(psij)**(bi-2.0d0)*dot−product(dorb(1,:),dorb(1,:))) &
+ bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*d2orb1 + psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*ddjastrow) &
+ 2.0d0*bi**2*( psis*psij )**(bi-1.0d0)*dot−product(dorb(2,:),djastrow(:)) &
+ bi*(bi-1.0d0)*((psij)**bi*(psis)**(bi-2.0d0)*dot−product(djastrow,djastrow) &
+(psis)**bi*(psij)**(bi-2.0d0)*dot−product(dorb(2,:),dorb(2,:))) &
+ bi*(psij**bi*psis**(bi-1.0d0)*d2orb2 + psis**bi*psij**(bi-1.0d0)*ddjastrow)

enloc = -0.5d0*enloc/( psis*psij )**bi + v + vconf
return
end subroutine psiguess
!=====================================================
subroutine psiTrial(psi2,rr,enloc)
!———————————————————————–
implicit none
! This funciton evaluates the local energy, potential, drift, and Psi

! Argument variable
REAL*8, INTENT(IN) :: rr(npart,ndim)
REAL*8 :: v,betha,vconf,ddjastrow
real*8 :: djastrow(ndim),dorb(npart,ndim)
! Local variable
REAL*8 :: r1l,r1in,r2l,r2in,r12,r12in,d2orb1,d2orb2,psis
REAL*8, DIMENSION(ndim) :: r1vect,r2vect,r12vect
real*8, dimension(nstate) :: psi2,enloc,gamma(nstate)
REAL*8 :: vdrift(npart,ndim)
REAL*8 :: term !factor that appears several times
integer:: ims
enloc = 0.0d0
betha = 1.0d0
gamma(1:2)= 0.25
gamma(3:nstate)= 0.20

r1vect = rr(1,:)
r2vect = rr(2,:)
r12vect = r1vect - r2vect

r1l = SQRT(DOT−PRODUCT(r1vect,r1vect))
r1in = 1.0d0/r1l
r2l = SQRT(DOT−PRODUCT(r2vect,r2vect))
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r2in = 1.0d0/r2l
r12 = SQRT(DOT−PRODUCT(r12vect,r12vect))
r12in = 1.0d0/r12

v = r12in

vconf = 0.5d0*wsquare*wsquare*min((r1vect(1)-d)**2+r1vect(2)**2,(r1vect(1)+d)**2+r1vect(2)**2)&
+ 0.5d0*wsquare*wsquare*min((r2vect(1)-d)**2+r2vect(2)**2,(r2vect(1)+d)**2+r2vect(2)**2)

do ims = 1, nstate
select case (spin)
case (0)
call select−orbital−singleto(ims,nx2,ny2)
case (1)
call select−orbital−tripleto(ims,nx2,ny2)
case default
exit
end select
term = betha / ( 1.0d0 + gamma(ims) * r12 )**2

djastrow(1) = term * r12vect(1)*r12in
djastrow(2) = term * r12vect(2)*r12in

ddjastrow=term*r12in-2.0d0*term*gamma(ims)/(1.0d0+gamma(ims)*r12)+dot−product(djastrow,djastrow)

psis = ( orbital(r1vect,nx1,ny1)*orbital(r2vect,nx2,ny2)&
+(-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2,ny2))

psi2(ims) = psis*EXP( betha*r12/( 1.d0+gamma(ims)*r12) )

dorb(1,1) = (orbital(r2vect,nx2,ny2)*dorbital(1,r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*dorbital(1,r1vect,nx2,ny2))/psis

dorb(1,2) = (orbital(r2vect,nx2,ny2)*dorbital(2,r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r2vect,nx1,ny1)*dorbital(2,r1vect,nx2,ny2))/psis

dorb(2,1) = (dorbital(1,r2vect,nx2,ny2)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*dorbital(1,r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2,ny2))/psis

dorb(2,2) = (dorbital(2,r2vect,nx2,ny2)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*dorbital(2,r2vect,nx1,ny1)*orbital(r1vect,nx2,ny2))/psis

d2orb1 = (orbital(r2vect,nx2,ny2)*d2orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*d2orbital(r1vect,nx2,ny2)*orbital(r2vect,nx1,ny1))/psis

d2orb2 = (d2orbital(r2vect,nx2,ny2)*orbital(r1vect,nx1,ny1) &
+ (-1)**spin*orbital(r1vect,nx2,ny2)*d2orbital(r2vect,nx1,ny1))/psis

enloc(ims) = -0.5*(d2orb1+ddjastrow+2.0d0*dot−product(dorb(1,:),djastrow(:)))-0.5*lorb(nx1,ny1)*wc &
-0.5*(d2orb2 + ddjastrow-2.0d0*dot−product(dorb(2,:),djastrow(:)))-0.5*lorb(nx2,ny2)*wc &
+ v + vconf

end do
return
end subroutine psiTrial
!=====================================================
subroutine unit
implicit none
real(8) :: eV
eV = 27.2116
meVtoH = massef/epsln**2*eV*1000.
nmtorB = epsln/massef*0.0529
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return
end subroutine unit
!=====================================================
FUNCTION ran(idum)
!———————————————————————-
IMPLICIT NONE
INTEGER, PARAMETER :: K4B=selected−int−kind(9)
INTEGER(K4B), INTENT(INOUT) :: idum
REAL*8 :: ran
INTEGER(K4B), PARAMETER :: IA=16807,IM=2147483647,IQ=127773,IR=2836
REAL*8, SAVE :: am
INTEGER(K4B), SAVE :: ix=-1,iy=-1,k
if (idum <= 0 .or. iy < 0) then

am=nearest(1.0,-1.0)/IM
iy=ior(ieor(888889999,abs(idum)),1)
ix=ieor(777755555,abs(idum))
idum=abs(idum)+1

end if
ix=ieor(ix,ishft(ix,13))
ix=ieor(ix,ishft(ix,-17))
ix=ieor(ix,ishft(ix,5))
k=iy/IQ
iy=IA*(iy-k*IQ)-IR*k
if (iy < 0) iy=iy+IM
ran=am*ior(iand(IM,ieor(ix,iy)),1)
END FUNCTION ran
!=====================================================
FUNCTION RANNOS(DSEED)
! returns a uniformly distributed random number between 0 and 1
!=====================================================
real(8) :: DSEED,RANNOS
real(8) :: D2P31M,D2P31
DATA D2P31M/2147483647.D0/
DATA D2P31 /2147483711.D0/
!=====================================================
DSEED = MOD(16807.D0*DSEED,D2P31M)
RANNOS = DSEED / D2P31
RETURN
END FUNCTION RANNOS
!=====================================================
FUNCTION GAUSS(DSEED)
! returns a Gaussian random number with zero mean and unit variance
!=====================================================
INTEGER :: IGAUSS !sum index
REAL(8) :: DSEED !random number seed
REAL(8) :: GAUSS !uniform random number
!=====================================================
GAUSS=0. !sum 12 uniform random numbers
DO IGAUSS=1,12
GAUSS=GAUSS+RANNOS(DSEED)
END DO
GAUSS=GAUSS-6. !subtract six so that mean=0
RETURN
END FUNCTION GAUSS
!=====================================================
function orbital(rr,nx,ny)
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!———————————————————————–
implicit none
real(8) :: rr(ndim)
real(8) :: orbital
integer :: nx,ny
if ( nx == 0 .and. ny == 0 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(0,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(0,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=0 ; ny=0

else if ( nx == 1 .and. ny == 0 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(1,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(1,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=1 ; ny=0

else if ( nx == 0 .and. ny == 1 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(0,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,1,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(0,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,1,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=0 ; ny=1

else if ( nx == 0 .and. ny == 2 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(0,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,2,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(0,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,2,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=0 ; ny=2

else if ( nx == 2 .and. ny == 0 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(2,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(2,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,0,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=2 ; ny=0

else if ( nx == 1 .and. ny == 1 ) then
orbital = 0.5d0*hermite(1,0,rr+d)*exp(-(rr(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*hermite(0,1,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2))&
+ 0.5d0*hermite(1,0,rr-d)*exp(-(rr(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*hermite(0,1,rr)*exp(-rr(2)*rr(2)/(2.0d0*lmbd0**2)) ! nx=1 ; ny=1

end if
return
end function orbital
!=====================================================
function dorbital(dm,rx,nx,ny)
!———————————————————————–
implicit none
real(8) :: rx(ndim)
real(8) :: dorbital,gradiente
integer :: nx,ny,dm
gradiente = 0.0
if ( nx == 0 .and. ny == 0 ) then
!—primeira derivada do orbiral 1 ==> nx=0, ny=0————————————————————–

if ( dm == 1 ) then
gradiente=-exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)+d)/lmbd0**2&

-exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)-d)/lmbd0**2
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

else
gradiente=-exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*rx(2)/lmbd0**2&

-exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*rx(2)/lmbd0**2
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gradiente= 0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

end if
else if ( nx == 1 .and. ny == 0 ) then
! primeira derivada do orbital 2 ==> nx=1, ny=0——————————————————————-

if ( dm == 1 ) then
gradiente=exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(2.0d0/lmbd0-hermite(1,0,rx+d)*(rx(1)+d)/lmbd0**2)&

+ exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(2.0d0/lmbd0-hermite(1,0,rx-d)*(rx(1)-d)/lmbd0**2)
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital =gradiente

else
gradiente=-hermite(1,0,rx+d)*exp(-(rx(1) + d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*rx(2)/lmbd0**2&

-hermite(1,0,rx-d)*exp(-(rx(1) - d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*rx(2)/lmbd0**2
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital =gradiente

end if
else if ( nx == 0 .and. ny == 1 ) then
! primeira derivada do orbiral 3 ==> nx=0, ny=1——————————————————————-

if ( dm == 1 ) then
gradiente=-hermite(0,1,rx)*exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)+d)/lmbd0**2&

-hermite(0,1,rx)*exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)-d)/lmbd0**2
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

else
gradiente=exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(2.0d0/lmbd0 - hermite(0,1,rx)*rx(2)/lmbd0**2)&

+exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(2.0d0/lmbd0 - hermite(0,1,rx)*rx(2)/lmbd0**2)
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

end if
else if ( nx == 0 .and. ny == 2 ) then
! primeira derivada do orbital 4 ==> nx=0, ny=2——————————————————————-

if ( dm == 1 ) then
gradiente=-exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)+d)/lmbd0**2&

-exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(1)-d)/lmbd0**2
gradiente=0.5d0*gradiente*hermite(0,2,rx)*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital =gradiente

else
gradiente=(exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))+exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2)))&

*(8.0d0*rx(2)-hermite(0,2,rx)*rx(2))/lmbd0**2
gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

end if
else if ( nx == 2 .and. ny == 0 ) then
!primeira derivada do orbital 5 ==> nx=2, ny=0——————————————————————-

if ( dm == 1 ) then
gradiente=exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*(8.0d0*(rx(1)+d)-(rx(1)+d)*hermite(2,0,rx+d))/lmbd0**2&
+exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*(8.0d0*(rx(1)-d)-(rx(1)-d)*hermite(2,0,rx-d))/lmbd0**2

gradiente=0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

else
gradiente=exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*hermite(2,0,rx+d)&

+exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*hermite(2,0,rx-d)
gradiente=-0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*rx(2)/lmbd0**2
dorbital =gradiente
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end if
else if ( nx == 1 .and. ny == 1 ) then
!primeira derivada do orbital 6 ==> nx=1, ny=1——————————————————————-

if ( dm == 1 ) then
gradiente = exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*(2.0d0/lmbd0-hermite(1,0,rx+d)*(rx(1)+d)/lmbd0**2)&
+ exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*(2.0d0/lmbd0-hermite(1,0,rx-d)*(rx(1)-d)/lmbd0**2)

gradiente = 0.5d0*hermite(0,1,rx)*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

else
gradiente = hermite(1,0,rx+d)*exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&

*(rx(1)+d)*(2.0d0/lmbd0-hermite(0,1,rx)*rx(2)/lmbd0**2)&
+ hermite(1,0,rx-d)*exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*(rx(1)-d)*(2.0d0/lmbd0-hermite(0,1,rx)*rx(2)/lmbd0**2)

gradiente = 0.5d0*gradiente*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
dorbital = gradiente

end if
end if
return
end function dorbital
!=====================================================
function d2orbital(rx,nx,ny)
!———————————————————————–
implicit none
real(8) :: rx(ndim)
real(8) :: d2orbital,laplaciano
integer :: nx,ny
laplaciano = 0.0
if ( nx == 0 .and. ny == 0 ) then
! segunda derivada do orbital 1 ==> nx=0, ny=0———————————————————————
laplaciano=exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*((rx(1)+d)**2/lmbd0**2-1.0d0)*(1.0d0/lmbd0**2)&
+ exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(2)**2/lmbd0**2-1.0d0)*(1.0d0/lmbd0**2)&
+ exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*((rx(1)-d)**2/lmbd0**2-1.0d0)*(1.0d0/lmbd0**2)&
+ exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))*(rx(2)**2/lmbd0**2-1.0d0)*(1.0d0/lmbd0**2)
laplaciano = 0.5d0*laplaciano*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
d2orbital = laplaciano
else if ( nx == 1 .and. ny == 0 ) then
! segunda derivada do orbital 2 ==> nx=1, ny=0———————————————————————
laplaciano = hermite(1,0,rx+d)*exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*((rx(1)+d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-4.0d0/lmbd0**2)&
+ hermite(1,0,rx-d)*exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*((rx(1)-d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-4.0d0/lmbd0**2)
laplaciano = 0.5d0*laplaciano*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
d2orbital = laplaciano
else if ( nx == 0 .and. ny == 1 ) then
! segunda derivada do orbital 3 ==> nx=0, ny=1———————————————————————
laplaciano = hermite(0,1,rx)*exp(-(rx(1)+d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*((rx(1)+d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-4.0d0/lmbd0**2)&
+ hermite(0,1,rx)*exp(-(rx(1)-d)**2/(2.0d0*lmbd0**2))&
*((rx(1)-d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-4.0d0/lmbd0**2)
laplaciano = 0.5d0*laplaciano*exp(-rx(2)**2/(2.0d0*lmbd0**2))
d2orbital = laplaciano
else if ( nx == 0 .and. ny == 2 ) then
! segunda derivada do orbital 4 ==> nx=0, ny=2 ——————————————————————–
laplaciano = hermite(0,2,rx)*((rx(1)+d)**2/lmbd0**2 + rx(2)**2/lmbd0**2 - 6.0d0)/lmbd0**2 &
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* exp(-((rx(1)+d)**2 + rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2)) &
+ hermite(0,2,rx)*((rx(1)-d)**2/lmbd0**2 + rx(2)**2/lmbd0**2 - 6.0d0)/lmbd0**2 &
* exp(-((rx(1)-d)**2 + rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2))
laplaciano = 0.5d0*laplaciano
d2orbital = laplaciano
else if ( nx == 2 .and. ny == 0 ) then
! segunda derivada do orbital 5 ==> nx=2, ny=0———————————————————————
laplaciano = hermite(2,0,rx + d)*((rx(1)+d)**2/lmbd0**2 + rx(2)**2/lmbd0**2 - 6.0d0)/lmbd0**2 &
* exp(-((rx(1)+d)**2 + rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2)) &
+ hermite(2,0,rx - d)*((rx(1)-d)**2/lmbd0**2 + rx(2)**2/lmbd0**2 - 6.0d0)/lmbd0**2 &
* exp(-((rx(1)-d)**2 + rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2))
laplaciano = 0.5d0*laplaciano
d2orbital = laplaciano
else if ( nx == 1 .and. ny == 1 ) then
!segunda derivada do orbital 6 ====>nx=1, ny=1——————————————————————–
laplaciano = hermite(1,0,rx+d)*hermite(0,1,rx)*((rx(1)+d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-6.0d0/lmbd0**2)&
*exp(-((rx(1)+d)**2+rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2)) &
+ hermite(1,0,rx-d)*hermite(0,1,rx)*((rx(1)-d)**2/lmbd0**4+rx(2)**2/lmbd0**4-6.0d0/lmbd0**2)&
*exp(-((rx(1)-d)**2+rx(2)**2)/(2.0d0*lmbd0**2))
laplaciano = 0.5d0*laplaciano
d2orbital = laplaciano
end if
return
end function d2orbital
!=====================================================
function hermite(nx,ny,xx)
!———————————————————————-
implicit none
real(8), dimension(:) :: xx
real(8) :: hermite
integer :: nx,ny
!———————————————————————-
if (nx==0 .and. ny==0) then

hermite = 1.0d0
else if (nx==1 .and. ny==0) then

hermite = 2.0d0*xx(1)/lmbd0
else if (nx==0 .and. ny==1) then

hermite = 2.0d0*xx(2)/lmbd0
else if (nx==0 .and. ny==2) then

hermite = 4.0d0*(xx(2)/lmbd0)**2 - 2.0d0
else if (nx==2 .and. ny==0) then

hermite = 4.0d0*(xx(1)/lmbd0)**2 - 2.0d0
end if
return
end function hermite
!=====================================================
subroutine select−orbital−singleto(ist,nxx,nyy)
!———————————————————————-
implicit none
integer :: ist,nxx,nyy
!———————————————————————-
if ( ist == 1 ) then

nxx = 0 ; nyy = 0
else if (ist == 2 ) then

nxx = 1 ; nyy = 0
else if (ist == 3 ) then
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nxx = 0 ; nyy = 1
else if (ist == 4 ) then

nxx = 0 ; nyy = 2
else if (ist == 5 ) then

nxx = 2 ; nyy = 0
else if (ist == 6 ) then

nxx = 1 ; nyy = 1
end if
return
end subroutine select−orbital−singleto
!=====================================================
subroutine select−orbital−tripleto(ist,nxx,nyy)
!———————————————————————-
implicit none
integer :: ist,nxx,nyy
!———————————————————————-
if ( ist == 1 ) then

nxx = 1 ; nyy = 0
else if (ist == 2 ) then

nxx = 0 ; nyy = 1
else if (ist == 3 ) then

nxx = 0 ; nyy = 2
else if (ist == 4 ) then

nxx = 2 ; nyy = 0
else if (ist == 5 ) then

nxx = 2 ; nyy = 0
else if (ist == 6 ) then

nxx = 1 ; nyy = 1
end if
return
end subroutine select−orbital−tripleto
!=====================================================
function lorb(nx,ny)
!———————————————————————-
implicit none
real(8) :: lorb
integer :: nx,ny
!———————————————————————-
if (nx==0 .and. ny==0) then

lorb = 0.0d0
else if (nx==1 .and. ny==0) then

lorb = 1.0d0
else if (nx==0 .and. ny==1) then

lorb = -1.0d0
else if (nx==0 .and. ny==2) then

lorb = -2.0d0
else if (nx==2 .and. ny==0) then

lorb = 2.0d0
else if (nx==1 .and. ny==1) then

lorb = 0.0d0
end if
return
end function lorb

end module
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