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Resumo

Nesta tese exploramos dois tipos de correlacoes quanticas: o emaranhamento e a discérdia.
Apresentamos um método geométrico de caracterizacao e quantificacaio do emaranhamento
baseado em simetrias de vetores e matrizes associados ao operador densidade dos estados
quanticos de dois qubits. Introduzimos uma nova base de parametros que descrevem o op-
erador densidade, e este procedimento nos permite estabelecer o critério de separabilidade de
Peres-Horodecki em termos de distancias quadraticas que obedecem a métrica de Minkowski,
proporcionando uma interpretagao mais geral deste critério bem como a construcao de um
quantificador de emaranhamento. Neste método, quando as distancias quadraticas forem nao
negativas, o sistema é dito separavel, por outro lado, quando forem negativas o sistema é dito
emaranhado. Tais distancias quadraticas sao invariantes por transformacoes unitarias e podem
ser representadas graficamente em um espaco de fase hiperbdlico parametrizado, onde uma
analise quantitativa pode ser realizada e até mesmo trajetérias podem ser tracadas. O método
¢ generalizado para uma classe maior de estados com até sete parametros independentes, que
nomeamos de estados de variedade D-7, através do uso de teoria de grupos, onde classificamos
os estados de acordo com as simetrias de seus sete geradores, sendo que um deles comuta
com todos os outros. Para ilustrar o método proposto, uma série de exemplos presentes na
literatura sao estudados. Esta mesma notacao é empregada no calculo da discérdia quantica
para estados de variedade D-7, proporcionando uma abordagem mais explicita da condigao
de minimizagao da entropia. A dinamica dissipativa da discérdia para um sistema de dois
qubits imersos em reservatorios individuais é calculada e, escolhendo condigoes iniciais que
manifestem o fenomeno de morte subita do emaranhamento, comparamos as duas dinamicas
(emaranhamento e discérdia) e mostramos que nos casos onde o emaranhamento desaparece

subtamente, a discérdia quantica desaparece somente no limite assintético.
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Abstract

In this thesis, we explore two sort of quantum correlations: entanglement and quantum discord.
We present a geometric method to identify and measure the degree of entanglement based on
symmetries of vectors and matrices associated with the two-qubits density operator of quantum
states. We introduce a new basis of parameters describing the density operator, and this
procedure allows us to establish the Peres-Horodecki separability criterion in terms of squared
distances that obey the Minkowski metric, giving a more general interpretation of this criterion
as well as building a quantifier of entanglement. In this method, if the squared distance is of the
kind timelike, i.e. non-negative, the two-qubit system is separable. Otherwise, if it is spacelike,
namely, the squared distance is negative, the two qubits are entangled. Such squared distances
are invariant by unitary transformations and can be represented graphically in a hyperbolic
parameterized phase space, allowing a suitable graphic representation, i.e., in a phase space
where the system trajectories can be drawn. The method is generalized to a larger class of
states having at most seven independent parameters, the D-7 manifold class. Using group
theory methods we classify these states according to the symmetries of seven generators, where
one of them commutes with the others. We illustrate the method and the theory by presenting
several two-qubit systems found in the literature. This same notation is used to calculate the
quantum discord for states whose 4 x 4 matrices belong to the D-7 manifold class, providing
a more explicit condition of minimization of entropy. We calculate the dissipative dynamics of
two-qubits quantum discord under local noisy environments. Choosing initial conditions that
manifest the so-called sudden death of entanglement, we compare the dynamics of entanglement
with that of quantum discord and we show that in cases where the entanglement suddenly

disappears, quantum discord vanishes only in the asymptotic limit.
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Capitulo 1

Introducao

Uma correlagao é a relagao entre duas ou mais varidveis e é um fenéomeno universal, sendo
a ponte através da qual nos comunicamos e transmitimos informacgoes. No mundo classico,
as correlagoes foram bem estudadas do ponto de vista da teoria da informagao (ver Ref. [1]).
Contudo, a “quantizacao” da informagcao classica ou o estudo das correlagoes de carater quantico
nao é uma tarefa simples. As dificuldades surgem devido ao fato de que tal informacao é
codificada em estados quanticos, que podem ser nao ortogonais e, portanto, nao podem ser
distinguidos de forma inequivoca e, além disso, ao fato de que os sistemas quanticos podem ser
correlacionados de modo inacessivel aos objetos classicos.

O estudo de possiveis correlagoes entre sistemas quanticos teve inicio com Einstein,
Podolsky, Rosen [2] e Schrodinger [3]. Estes precursores estavam interessados no fenomeno
do emaranhamento, um tipo peculiar de correla¢ido quantica entre subsistemas (ou entre dife-
rentes graus de liberdade em um tnico sistema), sem nenhum anélogo cldssico. Desde 1964,
quando J.S. Bell propos suas engenhosas desigualdades para distinguir entre as propriedades
locais e nao locais de um estado quantico [4], intensivas investigagoes foram realizadas sobre
o emaranhamento tanto no ambito experimental quanto no tedrico [5-14], elevando o status
do emaranhamento de um conceito fundamental em fisica para um recurso utilizado no pro-

cessamento de informacao quéntica [15]. Na década de 1990 testemunhamos um avango com a
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criacao de um interessante critério para decidir se um sistema bipartido, de baixa dimension-
alidade no espaco de Hilbert, é separavel ou emaranhado; este ficou conhecido como o critério
de transposigao parcial positiva (TPP) ou critério de Peres-Horodecki, levando os nomes dos
seus descobridores [7,8]. O critério consiste na andlise de uma possivel ocorréncia de autoval-
ores negativos em uma matriz densidade parcialmente transposta, p’, construida a partir do
estado p de dois qubits. A existéncia de pelo menos um autovalor negativo é uma assinatura de
emaranhamento. Posteriormente, varios outros critérios foram descobertos, como a concurrence
(que é mais do que um critério - é uma medida do grau de emaranhamento), proposta por W.
K. Wootters [9], assim como a negatividade, proposta por G. Vidal e R. F. Werner [10], que
estd intimamente relacionada com o critério de separabilidade de Peres-Horodecki [7,8].

Nao ha duvida de que o emaranhamento é realmente um aspecto importante da mecanica
quantica e que é também um pré-requisito para muitos processos de informagao quantica [16].
No entanto, o emaranhamento nao é o inico aspecto quantico das correlagoes, ou seja, a nocao
de correlacao quantica é mais geral do que o emaranhamento. Embora exista vasta literatura
sobre o estudo do emaranhamento, apenas recentemente as correlagoes quanticas receberam a
atencao devida. Uma das motivacoes para o estudo deste tema foi, por exemplo, a descoberta
de que o emaranhamento nao é necessario para a computacao quantica deterministica com um
qubit (CQD1) [17], mostrando que outros tipos de correlagoes nao-cldssicas sdo responsaveis
pela eficiéncia computacional na CQD1 [18,19].

Neste cenario, torna-se uma necessidade logica o estudo das correlagoes quanticas, di-
ferentes do emaranhamento, em sistemas quanticos compostos. A primeira tentativa de se
estabelecer uma medida para o contetido quantico das correlagoes se deve a Harold Ollivier e
Wojciech H. Zurek, que introduziram o conceito de discérdia quantica [20] com o intuito de

medir o quao nao-cldssica é a correlagao entre dois sistemas quanticos. Uma abordagem difer-
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ente, contudo, complementar a de Ollivier e Zurek, foi proposta por Leah Henderson e Vlatko
Vedral, que sugeriram a divisao da correlagao total, associada a um sistema quantico, em duas
partes, uma cldssica e outra quantica [21], sendo a parte classica definida como a maxima in-
formagao sobre um subsistema que pode ser obtida realizando-se medidas no outro subsistema.
Todas estas consideragoes, lancam uma nova luz sobre as propriedades das correlagoes associ-
adas a um sistema quantico composto. Desta forma, muitos trabalhos tém sido dedicados ao
estudo das fungoes desempenhadas pelos diferentes tipos de correlagoes em processos quanticos,
revelando a relagao existente entre elas [18,22-25].

No entanto, nao existe um método eficaz para calcular analiticamente resultados exatos
para a discérdia quantica. Ao contrario da medida de emaranhamento, os novos paradigmas da
“quanticidade” das correlacoes sao as medidas orientadas. O que deve ser feito em todos esses
paradigmas é extrair informacoes sobre um sistema A medindo o sistema B. Dado um sistema
quantico bipartido no estado p4?, quando o subsistema B é medido, fornecendo um resultado
i com probabilidade p;, o sistema A estaria em algum estado pés-medida p;'. Para se obter
uma medicao completa no sistema B, p; e p; devem ser os membros e as probabilidades de um
conjunto do estado local do sistema A, ou seja, p? = > pip. A informacao acessivel sobre o
sistema A, com respeito a medida particular feita em B, é dada por S (,oA) —>ipiS (p{‘), onde
S(p) é a entropia de von Neumann de um estado p. O maior obstéculo é o de maximizar o acesso
a informacao, ou de forma equivalente, minimizar a entropia média S4 = > piS (p;“) sobre
todas as possiveis medicoes completas realizadas sobre o sistema B. Os resultados analiticos
explicitos para a discordia quantica sao obtidos apenas para casos muito especiais: os estados de
Bell diagonais [26], estados do tipo X [27], e para estados Gaussianos de sistema com varidveis
continuas [28].

Neste contexto, apresentaremos, no capitulo 3, uma perspectiva geométrica para os
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estados emaranhados, que difere das ja conhecidas na literatura [29]. Nesta abordagem, es-
creveremos os estados quanticos de dois qubits num espago proprio de parametros e estabele-
ceremos distancias entre o estado emaranhado e seu correspondente separavel mais préximo, o
que tornard possivel nao apenas determinar quantitativamente a fronteira entre os espacos de
estados separdveis e emaranhados, fornecendo uma interpretagao mais geral do critério de TPP,
mas também tracar trajetorias para estados dinamicos num espaco de fase construido em analo-
gia ao diagrama de Minkowski. Construiremos ainda uma medida de emaranhamento baseada
nestas distancias quadraticas e a compararemos com duas medidas ja conhecidas na literatura.
Nesta parte do trabalho, nos restringiremos a uma classe de estados amplamente conhecidos na
literatura, nomeados estados do tipo X, que englobam muitos sistemas estacionarios de dois
qubits [7,8,30,31], bem como sistemas que evoluem no tempo [12,13,32-37].

No capitulo 4, estabeleceremos a invariancia das distancias quadraticas para todo sub-
conjunto de matrizes com variedade D-7 (matrizes contendo no maximo sete parametros inde-
pendentes) usando-se a teoria de grupos. Além disso, mostraremos que este método se aplica
também a estados com outras simetrias e nao apenas ao tradicional estado X. Esta abor-
dagem nos permitird generalizar o método proposto no capitulo 3, fornecendo uma visao mais
abrangente acerca do emaranhamento em diferentes sistemas pertencentes ao D-7.

No capitulo 5, calcularemos a discordia quantica para um estado X genérico, baseados
no trabalho de Rau e colaboradores em [27]. Neste caso, empregaremos a notagao apresen-
tada no capitulo 3 e mostraremos que nossa analise proporciona uma abordagem mais explicita
da condicao de minimizacao da entropia. Ainda neste capitulo, faremos a comparacao entre o
emaranhamento, a discordia e a correlacao classica para alguns estados quanticos conhecidos na
literatura e verificaremos que nao existe um ordenamento entre estes trés tipos de correlacoes,

podendo a discérdia ser maior que o emaranhamento, quando é medido via concurrence [9],
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ou vice-versa. Mostraremos também que a discérdia quantica exibe um fendmeno muito in-
teressante, revelando-se imune a morte subita mesmo em sistemas que a apresentam para o
emaranhamento. No capitulo 6 apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

A teoria quantica da informagcao tem como objetivo estudar as tarefas basicas no processamento
de informacao, que podem ser realizadas utilizando-se sistemas fisicos descritos de acordo com
as leis da mecanica quantica [15]. Ela foi construida, em grande parte, pela generalizagdo no
ambito dos elementos da teoria da informagao tradicional, que foram planejados para explicar
a transmissao, armazenamento e processamento de informagao usando meios cldssicos [1]. A
descricao matematica de sistemas quanticos difere fundamentalmente da descrigao dos sistemas
classicos e esta diferenca presta a informacao quantica um carater significativamente diferente
da informacao cléssica.

O objetivo deste capitulo nao é dar uma visao global deste tema vasto, mas sim fazer
uma breve revisao dos conceitos tedricos relacionados a este tema que serao utilizados ao longo
desta tese. Iniciaremos com o conceito e representacao de um bit quantico seguidos da defini¢ao
de emaranhamento e separabilidade, onde apresentaremos o critério de separabilidade de Peres-
Horodecki. Em seguida introduziremos o formalismo de medidas em Mecanica Quantica e
apresentaremos, por fim, o conceito de informacao e sua relacdo com a entropia. O leitor
poderd encontrar um extenso tratamento sobre a teoria quantica da informagao em [15,38,39]

e nas referéncias citadas ao longo do capitulo.
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2.1 Os bits Quanticos e suas Representacoes

O bit quantico, ou qubit [15], é a unidade fundamental da teoria quantica da informagcao e pode
ser representado por vetores em um espaco complexo bidimensional, H = C2. Qualquer base
ortonormal deste espago pode ser aplicada em correspondéncia com dois valores de bits, 0 e 1, a
fim de representar a base computacional de um tnico qubit, {|0),|1)}. Os estados puros' desta
base podem ser fisicamente implementados por qualquer sistema quantico de dois estados, tais
como, o alinhamento de um spin nuclear em um campo magnético uniforme ou dois niveis de
energia em um atomo.

A diferenca crucial que existe entre um bit cldssico e o qubit, reside no fato de que os
estados quanticos, ao contrario dos classicos, podem existir em superposicoes lineares de seus
elementos. O principio da superposicao implica que qualquer combinacao linear complexa dos

estados da base do qubit representa também um estado fisico deste qubit, ou seja,

V) = al0) + B[1), (2.1)

com {a, B} € C e |a]*+|B|° = 1, descreve o estado do qubit, mostrando que existe um continuo
de configuragoes possiveis, enquanto que para sistemas classicos o bit pode assumir apenas
dois valores légicos, 0 ou 1. Estes vetores da base, chamada base computacional, podem ser
representados na forma matricial como |0) = <1 ())T e|l) = (() 1>T, sendo (- -+ )T a operagao
de transposicao total.

Uma representacao geral para o estado de um qubit é fornecida pelo operador densidade
(ou estatistico) escrito em termos das matrizes de Pauli mais o operador unidade {i, Oz, Oy, &Z},

tal que

1 /. B}
5 5<1+&-P), (2.2)

!Seja o operador densidade p = >, P; |U;)(¥,;|, com Y, P, = 1 para 0 < P; < 1. Teremos um estado puro
se P; = §;;, acarretando em Trp? = 1, e um estado de mistura ocorrerd se P; # 0, o que nos leva a p? # p e
consequentemente a Trp? < 1.
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com as propriedades

= 512
Tep =1, ‘P) <1 e Trp?= ‘P’ . (2.3)

O vetor ﬁ, conhecido como vetor de Bloch, denota a direcao da polarizacao em R3 e & =
ozl + 0y] + o.k. O caso ]13] = 1, representa um estado puro do qubit, onde Trp = Trp? = 1,
e |]3\ < 1 o caso de mistura estatistica, tal que, Trp? < 1. Assumindo o vetor de Bloch como
sendo P = P,i + P,j+ le%, entao a forma explicita da matriz densidade que descreve o qubit

sera
1 1+P, P,—1iP,

= (2.4)
2\P.+iP, 1-P

p

A representacao de Bloch revela a geometria dos qubits no R3, constituindo um iso-
morfismo com vetores em H2. Escrevendo o vetor P como funcao de dois angulos, tal que,
P = (sinfcos ¢)i + (sinfsin¢)j + (cosO)k, para 0 < 6 < m e 0 < ¢ < 2, veremos que o0s
nimero 6 e ¢ definem um ponto sobre a superficie de uma esfera de raio unitario conforme
ilustrado na Fig.(2.1), conhecida como esfera de Bloch, que auxilia a visualizagao e o entendi-
mento das propriedades gerais dos vetores em H2. A fronteira da esfera consiste inteiramente
de estados puros, |¢ (0, ¢)), e os estados mistos do qubit, p(d,¢), encontram-se no interior da
esfera e sdo combinagoes ponderadas dos estados puros. O estado de maxima mistura, (1/2)1,
estd no centro da esfera e é uma combinacao linear uniformemente ponderada de quaisquer dois

estados puros ortogonais.

2.2 Emaranhamento

O espago de Hilbert de um sistema composto constituido de vérios subsistemas (1,2, 3, ..., N),
¢ formado pelo produto tensorial dos espagos de Hilbert dos subsistemas individuais, ou seja,

Hios,.n = Hi1 @ Ho ® ... ® Hy. Se for possivel escrever o estado do sistema composto,
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1)
Figura 2.1: Esfera de Bloch.

P123..N € Hizs, N, COMO
P1,23,..N = Zpipg QP RP D ... QpY, (2.5)

sendo pi = [}) (W}], p7 = 1@]) (7], s 0 = [01) (81|, i = Le {[0]) 1) s s [01) } 08
estados puros normalizados dos subsistemas 1, 2, ..., N, entao este estado é dito ser separdvel.

Se nenhuma combinacao linear convexa do tipo (2.5) é possivel para um dado p; 23 N, entdo

este estado é dito emaranhado e inclui correlagoes quanticas.

A interpretacao fisica para sistemas bipartidos, que podem ser escritos como o estado
produto p12 = p1 ® pa, é a de que quando o primeiro sistema esta no estado p;, o estado do
segundo sistema ¢ certamente determinado por ps [15]. Para um sistema composto emaranhado
é realmente complicado atribuir as propriedades dos subsistemas individuais, pois ha um tipo

especial de correlacao entre as diferentes partes que nao pode ser interpretada classicamente, o

tempo todo.
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Uma das caracteristicas dos sistemas separaveis é que eles podem ser preparados local-
mente. Em outras palavras, é possivel que algumas pessoas afastadas espacialmente e deten-
toras dos subsistemas, prepararem todo o estado separavel de um sistema composto via uma
seqiiéncia de operagoes locais, feitas em seus subsistemas, combinadas previamente através de
algum canal de comunicagao cldssica compartilhado entre elas (isto é, via LOCC - do inglés
Local Operations and Classical Comunication). Isso nunca é possivel caso as partes desejem
preparar qualquer estado emaranhado cujos subsistemas estejam separados espacialmente, ou
seja, LOCC nao pode gerar emaranhamento. Este fenomeno pode ser descrito como a impos-
sibilidade de criar aspectos nao-locais em um sistema global por alguma manipulagao local.

Encontrar uma decomposicao como a da Eq.(2.5) para um estado misto genérico
P123...N, Ou provar que ela nao existe nao é uma tarefa facil. Muitas consideracoes tem sido
feitas para analisar o cardter de separabilidade dos estados quanticos?, mas para casos de sis-
temas multipartidos (sistema de 3 ou mais partes), o problema é nao trivial. Para sistemas
bipartidos, temos condig¢oes necessarias e suficientes, enunciadas pelos chamados critérios de
separabilidade. Nesta tese nos restringiremos somente a sistemas bipartidos de dimensionali-

dade 2 x 2 e usaremos o método da transposicao parcial positiva como critério de separabilidade.

2.2.1 Critério de Separabilidade de Peres-Horodecki

Em 1996, Asher Peres mostrou que a operagao de transposicao matricial executada em um
dos subsistemas da matriz densidade do estado conjunto (chamada transposigao parcial) estéd
profundamente ligada ao emaranhamento [8]. Em seu trabalho, Peres conjecturou sobre a
suficiéncia desta condigao, mas foram os integrantes da “familia Horodecki” (a saber, M.
Horodecki, P. Horodecki e R. Horodecki), que demonstraram a suficiéncia deste critério para

sistemas de dimensionalidade 2 x 2 e 2 x 3, revelando que nos demais casos este é somente uma

2Para uma revisio detalhada sobre o assunto consultar a Ref. [16]
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condigao necessdria [7]3. Tal formulacao ficou conhecida como critério de Peres-Horodecki.
Primeiramente, note que se uma matriz densidade p descreve um estado fisico, entao

sua matriz transposta p’ também descreverd um estado fisico, uma vez que, os autovalores

de ambas serao positivos? (para uma operagao de transposigao total). Todavia, a operagao de

transposicao parcial, que por definicao, leva um estado

P = Z Pia,jiB |i,Oé> <jaﬁ| ) (26)
i7j7a7ﬂ
em outro estado, descrito por
P =Y piags i, 8) (oal, (2.7)
i,J,a,3

para uma transposicao feita com relacao ao segundo indice, pode conduzir a diferentes resulta-
dos quanto a positividade dos autovalores.

Considerando um estado separavel para um sistema bipartido descrito por

pra= Y pip; ®pi, (2.8)

encontra-se que a sua transposicao parcial, que é uma operacao linear no espaco de operadores®,

¢ dada por
Py = piot @ (o). (2.9)

T, : :
)" é a matriz densidade

Este resultado permitiu que Peres fizesse a seguinte analise: como (p?
que descreve o subsistema 2, tem-se, por definicao, que esta é representada por um operador
positivo semidefinido. Diante disso, o autor enunciou o seguinte critério [8]: o estado de um

sistema fisico, representado por um operador densidade p, serd emaranhado se a sua transposta

parcial nao for positiva.

3Na verdade, trata-se de um trabalho, concomitante ao de Peres, que demonstra um critério necessério e
suficiente de separabilidade. Tal critério, baseado na teoria de mapas positivos, que tem a transposi¢cao parcial
como caso equivalente para dimensionalidades 2 ® 2 e 3 ® 3.

4Podemos dizer entdo que trata-se de um operador positivo semidefinido.

®Dado o operador de transposicao 7', teremos que T (AB) = T (A) T (B) para quaisquer matrizes A e B.
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No mesmo ano em que Peres enunciou este critério de separabilidade, a familia Horodecki
mostrou que o éxito do mesmo reside no fato da transposicao parcial ser um mapa® positivo,
mas nao completamente positivo.

Por definicao, um mapa M : C" — C" é dito positivo quando leva operadores positivos

em outros operadores também positivos, isto é, dado um operador
p>0, (2.10)

entao

M (p) > 0. (2.11)

Note portanto que a transposicao de matrizes é um mapa positivo, pois como vimos anterior-
mente, ¢ um tipo de operacao que nao muda os autovalores da matriz.
Em contrapartida, um mapa ¢é dito completamente positivo quando é positivo e sua

extensao a qualquer produto tensorial é também um mapa positivo, ou seja, se
0> 0. (2.12)

entao

M®Iy)(p) >0 VN, (2.13)

sendo Iy um mapa que representa a matriz identidade de dimensao N x N.

Nesta linguagem de mapas positivos, a familia Horodecki generalizou o critério de Peres
da seguinte forma: uma matriz densidade p € separdvel se, e somente se, para qualquer mapa
positivo M o operador (I ® M) (p) seja também positivo.

A partir desta definicao eles provaram que todos os mapas positivos agindo sobre os
espacos C?2 ® C? e C? ® C?, podem ser contruidos por combinacoes de mapas completamente
positivos e a transposicao parcial, mostrando assim que, para estas dimensoes, o critério de

Peres é necessario e suficiente.

6 Aqui, a palavra mapa ¢ utilizada para designar um operador que age no espaco dos operadores.
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2.3 Medidas Quanticas

Estados quanticos podem sofrer dois tipos distintos de transformagao: (i) as transformagoes
unitarias, que regem a evolugao de sistemas quanticos ndo interagentes; (ii) as transformagoes
nao-unitarias, das quais os processos de medicao fazem parte. Executar as tarefas de processa-
mento de informacao quantica geralmente envolvem uma etapa de medicao quantica, uma vez
que tais medicoes sao necessarias para se obter informagoes a partir dos estados quanticos.
Um dos postulados da teoria quantica que descreve o ato de medicao, pode ser apre-
sentado da seguinte forma [15]: Um observdvel fisico € descrito por um conjunto completo de
operadores de medida, M,, que atuam no espaco de Hilbert H do sistema a ser observado. A

probabilidade de obtermos o resultado r, rotulada por p(r), para um estado descrito por |¥) é
p(r) = (WIMIM,|¥), (2.14)

sendo o estado pos-medicao descrito por

AU
M) (2.15)
V@M, |9)
Os operadores M, satisfazem as propriedades:
MIM, >0,
> MM, =1, (2.16)

que implicam em probabilidades positivas cuja soma ¢é igual a unidade.

Medidas de von Neumann

A medida de von Neumann, conhecida também como medida projetiva, é vista como um caso
muito particular da definicao de medida enunciada no postulado acima. Quando, além de

satisfazerem as propriedades dadas em (2.16), os operadores também satisfazerem a condigao

MT‘MT‘/ = Mrcsr,r’a
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estaremos lidando com medidas projetivas. Em outras palavras, os operadores de medida M,
serao projetores’ ortonormais.

A titulo de ilustragao, consideremos um sistema de dois qubits emaranhados cujo estado

1
V2

com {a,3} € Ce |a]>+|8)* = 1. Se o aparelho de medigao for construido para detectar e

[¥1.2) = —= (100) + [11)) (2.18)

registrar autovalores associados a um estado |r;) do subsistema 1, entdo o projetor é escrito

1 : o L
como MY = |r1)(r1], e o estado do sistema que resultard apds a medicao é

) o B 1
M [r2) = [r) = ) {rileng) = ) @ E(<T|0>1|0>2+<7’\1>1|1>2) : (2.19)

sendo os coeficientes (r|0); e (r|1); as probabilidades de encontrarmos os autovalores 0 ou 1,
respectivamente. O estado MY |9h12) € diferente do original, pois o conteiddo informativo é
modificado, porém, se a medigao for repetida imediatamente a seguir, teremos como resultado
o mesmo autovalor, ou seja, uma segunda medicao nao modificard o estado ja medido. O
subsistema 2 é projetado em um estado que depende do resultado das medigoes feitas em
1, uma vez que, feita uma medicao sobre o subsistema 2, as probabilidades associadas aos
resultados [0)2 e |1)2 sao p(0)y = [(r|0)1]?/2 e p(1)2 = [{r|1)1]?/2, respectivamente. Neste

sentido, os resultados das medigoes sobre o estado |1y 2) estao correlacionados.

Medidas POVM

Como vimos em (2.14) e (2.15), o postulado da medida em mecanica quantica descreve a es-

tatistica de medigoes e o estado do sistema pos-medi¢ao. Contudo, em algumas aplicagoes, os

"Os projetores foram introduzidos na mecanica quantica por John von Neumann (1903 - 1957). Eles devem
satisfazer as condigoes de serem hermitianos, mutuamente exclusivos e idempotentes,

(P)' = (Py), PPy = Pibpp- (2.17)
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estados do sistema apds a medida é de pouco interesse, sendo mais importante a probabili-
dade dos diferentes resultados da medicao. Este é, por exemplo, o caso em que a medida ¢é
feita somente uma vez, e o experimento ¢é concluido. Neste caso, faz-se uso de uma ferramenta
matematica conhecida como formalismo da medida valorada por operadores positivos ou, como
é mais conhecida na literatura, o formalismo POVM (do inglés ” Positive Operator-Valued Mea-
sure)®. Tal conceito tem a seguinte definicio: Os operadores 11, = MIM,, conhecidos como
elementos POVM associados ao possivel resultado da medicdo, possuem as sequintes carac-

teristicas:
o Sdio hermitianos e positivos semidefinidos, ou seja, I, = III e 11, > 0 para todo r;

o A probabilidade de obtermos o resultado v para um estado descrito por |¥) é dada por

p(r) = (¥IIL |¥);
o Satisfazem a relagdo de completude, ou seja, > 11, =1

O conjunto completo 11, é conhecido como POVM.
Para ilustrar o conceito de POVM, faremos uso de um exemplo bem simples envolvendo
dois individuos, Alice e Bob [15]. Suponha que Alice envie a Bob um qubit preparado em um

dos dois estados

(10) + 1))
\/5 )

e que Bob tenha como objetivo descobrir qual estado Alice enviou. Como estes estados nao sao

1) =10) ou [ih) = (2.20)

ortogonais, Bob nao poderia distingui-los utilizando-se apenas de medidas projetivas de von
Neumann, uma vez que [i2) pode ser decomposto em uma componente paralela a |¢), o que
poderia levéa-lo ao erro em um processo de medicao, uma vez que em ambos os estados existe

uma probabilidade nao nula do resultado estar relacionado ao estado |0). Contudo, se Bob faz

8 Adotaremos a sigla POVM por conveniéncia.
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uso do POVM descrito pelos elementos

V2
_ V2 Y (10) = [1))({0] — (1))
I, = <1+\/§> 5 (2.22)

Hg - I - H1 - HQ, (223)

ele poderd, em algumas vezes, distinguir entre os estados [1);) e |1)g) sem cometer erros na
identificacgao.
Uma vez que a cada elemento POVM est4 associada uma probabilidade {II;, ITo, 113} —

{p(1),p(2),p(3)}, caso Alice envie a Bob o estado [¢;), ele encontrara

p()=0, p2)#0,  p3)#0. (2.24)

Note que o elemento II; foi intencionalmente construido para que, dado o estado [¢1), a proba-
bilidade associada fosse nula. Dessa forma, diante de p(1) = 0, Bob pode afirmar que o estado
enviado foi |¢)9).

Por outro lado, recebendo |15) tera que

p(1)#0,  p(2)=0,  p(3)#0. (2.25)

Dessa forma, se Bob medir II, e o resultado for nulo ele concluird, com seguranca, que o estado
enviado foi [11). No entanto, algumas vezes, Bob medira o elemento I3 e ndo poderd afirmar
nada sobre o estado recebido, diferentemente dos demais elementos onde ele pode determina-lo

com exatidao. Este é o custo da distingao exata de estados nao ortogonais.
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2.4 Entropia e Informacao

2.4.1 A entropia de Shannon

Entropia é um conceito que se expandiu muito além de suas origens termodinamicas e assumiu o
papel de conceito-chave nas teorias da informacao cldssica e quantica. A entropia de Shannon?,
que é a idéia central da teoria classica da informacao, pode ser interpretada como uma medida
da incerteza sobre o resultado de uma experiéncia que ocorre de acordo com uma distribuicao
de probabilidades, ou ainda como a quantidade de informacao necessaria para especificar os
resultados que realmente ocorrem [1]. Tal medida é definida como fun¢ao de uma distribuigao
de probabilidades, pi,ps,...on (p;i > 0 e >, p; = 1), associada a uma varidvel aleatéria X, tal
que

H(X)=H(pi,p2,...pn) = —Zpilogpi, (2.26)

i

na qual o logaritmo é na base 2 (todos os logaritmos daqui em diante serdo na base 2 ) e a
entropia é expressa em bits. Se X assume algum valor o com probabilidade 1 entao nenhuma
informagao nova é obtida com a observagao de X e consequentemente (2.26) retorna um valor
nulo. Todavia, se X possui uma distribuicdo uniforme (todos os resultados sdo igualmente
provaveis), tal que p; = 1/n para todo ¢, entao o valor de H(X) é logn.

A entropia de Shannon apresenta muitas propriedades interessantes, tais como

e Positividade: claramente H (py, ps,...p,) > 0 para todas as distribui¢oes de probabilidade

discretas;
e Continuidade: H(py,p2,...pn) ¢ uma funcao continua da distribuicao.

e Expansibilidade: adota-se a convencao de que Olog0 = 0. Entao serd verdade que

H<p17p27 pn) - H(p17p27 pnao)

9Desenvolvida por Claude E. Shannon (1916 - 2001) em 1948, com o objetivo de investigar a capacidade
méaxima de comunicagio em um canal (cldssico).
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e Concavidade: é uma funcao concava no sentido da teoria de conjuntos convexos.

o Aditividade: se temos uma distribuicao de probabilidade conjunta p; o de duas variaveis
aleatorias e se elas sao independentes, de modo que as probabilidades conjuntas sao

produtos das probabilidades individuais, entao

H(pip2) = H(p1) + H(p2),

Ou seja, as informacoes necessarias para descrever duas variaveis aleatérias independentes

é a soma das informagoes necessarias para descrevé-las separadamente;

e Subaditividade: se as duas variaveis aleatérias X e Y nao sao independentes, entao

H(pi2) < H(p1) + H(p2),

com igualdade se, e somente se, as variaveis aleatérias sdo independentes (neste caso uma
variavel nao carrega informagcao sobre a outra, ou seja, o total da informacao no par é
a soma das informagoes em cada uma). Caso contrario, o total de informagdo no par
¢ menor que a soma da informacdo em seus constituintes. H(p;s) é conhecida como

entropia conjunta e é definida como
H(X)Y)=— E pij log pij,
]

para as variaveis aleatérias X e Y que apresentam uma distribuicao de probabilidades
pi = P(X = «o;) e ¢ = P(Y = «;). A distribui¢do conjunta do vetor aleatério (X,Y)
é caracterizada pela probabilidade p;; = P(X = «;,Y = «j), sendo p;; = piq; se as

variaveis sao independentes.
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Entropia Relativa

Considerando agora duas variaveis aleatérias, X e Y, com distribuicoes de probabilidade

(p1,D2,---Pn) € (q1, G2, ---qn), definimos a entropia relativa de X com relagdo a Y como

. Di
HX | Y)=) p loga. (2.27)
i=1 v

A entropia relativa informa o quao distintas sao as duas distribuicoes de probabilidade,

(p1,D2, ---Pn) € (q1, G2, ---qn). Como principais caracteristicas podemos citar:

e Positividade: H(X || Y) > 0, sendo a igualdade satisfeita se, e somente se, (p1, pa, ...pn) =

(Qh q2, Q’rz)

e Assimetria: H(X || Y) # H(Y || X), mostrando que esta medida nao poderia nos fornecer

uma nocao de distancia.

A entropia relativa é frequentemente util, ndo por si mesma, mas porque outras quan-
tidades entrépicas podem ser vistas como casos especiais desta entropia. No que segue, faremos

uso desta afirmativa.

Entropia Condicional e Informagao Mitua

Dadas duas variaveis aleatorias X e Y, podemos nos perguntar como o contetido de informacao
de X se relaciona com o conteudo de informacao de Y. A entropia conjunta, apresentada na
propriedade de subaditividade de (2.26), sugere que pode haver correla¢do entre as varidveis e
que, ao adquirir conhecimento sobre uma podemos também ganhar informacao sobre a outra.
Tal afirmacao pode ser pensada da seguinte forma: suponha que o valor de Y seja conhecido, tal
que tenhamos H(Y') bits de informagao sobre o par (X,Y). Embora tenhamos conhecimento
sobre Y, ainda hd uma incerteza relacionada ao par (X,Y) que estd diretamente ligada ao

desconhecimento da varidavel X. Desta forma, definimos a entropia de X condicionada ao
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conhecimento de Y, como

H(X|Y)=H(X,Y)—- H(Y). (2.28)

Esta entropia é uma medida da nossa ignorancia (na média) sobre X, dado que a variavel Y
seja conhecida.

Outra indagacao importante é a de como medir a quantidade de informagao que X e
Y possuem em comum, ou seja, qual é a informagdo mitua do par (X,Y). Tal quantidade
definida por

HX:Y)=HX)+HY)-H(X,Y) (2.29)

¢ uma medida do grau de correlagao entre as duas variaveis aleatorias e ¢ um funcional simétrico:
HX:Y)=H(Y :X).

Podemos relacionar a entropia condicional & informacao mutua através da definicao
(2.28), tal que H(X : Y)=H(X)—- H(X |Y)

Apresentamos algumas relacoes entre as entropias vistas até o momento:
e HX,)Y)=H(Y,X)e HX :Y)=H(Y : X), ou seja, estas fungdes sdo simétricas.

e H(X | Y) > 0, portanto H(X : Y) < H(Y), com a igualdade sendo satisfeita se, e

somente se, Y for uma funcao de X.

e H(X) < H(X,Y), com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, Y for uma funcao

de X.

e H(X,Y)< H(X)+H(Y), com aigualdade sendo satisfeita se, e somente se, X e Y forem

variaveis aleatérias independentes.

e H(X |Y)<H(Y), e portanto, H(X : Y) > 0, com a igualdade sendo satisfeita em cada

uma das desigualdades se, e somente se, X e Y forem variaveis aleatérias independentes.
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2.4.2 Entropia de von Neumann

No ambito da teoria de probabilidades cléssica, estado é uma distribuicao de probabilidades e
a entropia de Shannon é uma funcao desta distribuicao. No que concerne a teoria quantica, um
estado é representado por uma matriz densidade p que pode ser associada a muitas distribuigoes
de probabilidades, uma vez que existem muitos POVMs possiveis. Além disso, qualquer matriz
densidade pode originar-se de diferentes formas da mistura de estados puros normalizados. Esta
diferenca entre a descricao matematica de sistemas quanticos e classicos, confere a informacao
quantica um carater significativamente diferente da informacao classica.

A medida padrao da informacao contida em um sistema quantico descrito pelo operador

estatistico p é a entropia de von Neumann

S(p) = ~Te(plog ) = — 3" Alog (2:30)

onde o logaritmo é na base 2 e \; sao os autovalores de p.

A entropia de von Neumann desempenha um papel importante na teoria quantica da
informacao anédlogo ao desempenhado pela entropia de Shannon na teoria cléssica: S(p) mede
a incerteza!’ associada a um estado quantico descrito por uma matriz densidade. No entanto,
a entropia de von Neumann difere da entropia de Shannon em aspectos importantes. No caso
de sistemas classicos, a entropia pode ser vista como a informacao obtida ao identificarmos
o estado do sistema, enquanto p, em geral, nao pode ser identificada pela observacao de um

evento, tal que S(p) fornece apenas um limite para esta informagao.

Entropia Relativa Quantica

Como no caso da entropia de Shannon, é muito 1til definir uma versao quantica da entropia

relativa. Para qualquer par de estados quanticos p e &, definimos a entropia relativa quantica

10Fsta quantidade deve, no entanto, ser distinguida da incerteza nos valores de propriedades quanticas in-
compativeis na relagao de incerteza de Heisenberg, que existe até mesmo no mais simples estado puro.
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COo1mo
S(p |l o) = Tx(plog p) — Tr(plog 5) (2.31)

A entropia relativa quantica é nao negativa, um resultado algumas vezes chamado de

desigualdade de Klein.

Teorema 1 (Desigualdade de Klein). A entropia relativa quantica é ndo negativa:
Splle) =0,
com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, p = 4.

Demostracao
Sejam p = >, pili)(i] e & = >_; ¢;]7)(j| decomposicoes ortogonais para ¢ e p. Pela definicao
(2.31) temos

S(919) = S plogp. = 3 (ioog o) (2.32)

%

Como |i) é autovetor de p, temos (i|p = p;(i| e

(il log &) <Zlog g)li) .7|> Zlog a) Py,

onde P;; = (i|j)(j]7) > 0. A Eq.(2.32) pode ser escrita como

P || U sz <logpz Z log Qj) .

Note que P,; satisfaz as equacoes P;; > 0, > . P; = 1l e Zj P;; = 1. Usando o fato de
que o logaritmo é uma funcao estritamente concava, segue que » ; P;jlogq; < logr;, em que
r; = Zj P;;q;, com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, existir um valor de j para o

qual P;; = 1. Portanto,

T Di
S >N pilog 2
(pllo)> ;p 0g
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com a igualdade sendo satisfeita se, e somente se, para cada i existir um valor de j tal que
P;j =1 esep; =r. A condicao p; = r; nos diz que os autovalores correspondentes de p e &
serao idénticos, e portanto p = & serao as condigoes de igualdade.

No que segue, listaremos algumas propriedades basicas da entropia de von Neumann,

as quais referiremos como um teorema:
Teorema 2 (Propriedades bésicas da entropia de von Neumann).

1. A entropia de von Neumann € nao-negativa e € nula se, e somente se, o estado for puro.

2. Para sistemas descritos por estados em um espaco de Hilbert d-dimensional, teremos

0 < S(p) <logd, de modo que para qubits 0 < S(p) < 1.

3. Suponha que p; sejam probabilidades e que os operadores densidade p; tém suporte em

subespacgos ortogonais. Entao,

S(ZPiPi) = H(pi) + ZPiS(Pi>- (2.33)

Demonstragao

1. Segue diretamente da definicao.
2. Da desigualdade de Klein (Teorema 1) temos, 0 < S(p || I/d) = —S(p) + logd.

3. Sejam N e [e]) os autovalores e autovetores correspondentes de p;. Observe que p; X e

e}

7) sao autovalores e autovetores de ), p;p;, de onde

S (Z piﬂi) == sz’/\g log pi]
i ij
= —Zpilogpi - ZPZZAZ log)\g
= H(p;) + ZPiS(Pi)'

Como queriamos demonstrar.
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A Eq.(2.33) mostra como as entropias de Shannon e von Neumann se complementam.

Entropia Condicional Quantica e Informacao Mitua Quantica

O andlogo quantico da entropia conjunta para dois sistemas A e B é definida como S(A, B) =
S(pap) = —Tr(paplog pap), onde pap é a matriz densidade do sistema AB. Podemos fazé-lo
também para a entropia condicional, de forma andloga a quantidade classica correspondente,

por
S(A| B) = S(A, B) — S(B) (2.34)

No entanto, ao contrario da entropia condicional classica, (2.34) pode tornar-se negativa, indi-
cando que é possivel que a ignorancia nos estados dos componentes individuais seja maior do
que no estado conjunto de um sistema quantico bipartido. Como exemplo, consideremos um
sistema AB de dois qubits no estado emaranhado (|00) 4 |11))/+/2. Como esse é um estado
puro, S(A, B) = 0. Todavia, o sistema A possui operador densidade igual a /2 e, portanto,
sua entropia ¢ igual a 1, logo S(B | A) = S(A,B) — S(A) = —1.

Teorema 3. A entropia condicional quantica € subaditiva para sistemas quanticos distintos
representados pelo estado conjunto S(pa @ pgp), isto €, S(pap) < S(pa) + S(ps), sendo a

igualdade satisfeita se o estados estao descorrelacionados, ou seja, S(pa®pp) = S(pa)+S(pp).
Demonstracao A prova da subaditividade é uma aplicacao simples da desigualdade de Klein,
S(p) < —Tr(plogo). Designando p = pap € 0 = papp, notamos que
—Tr(plogo) = =Tr[paplog(paps)]
= —Tr(palogpa) — Tr(pslog ps)
= S(A) + S(B).

A desigualdade de Klein fornece, portanto, S(pag) < S(pa) + S(ps), como queriamos demon-

strar.
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Teorema 4. A entropia € uma fung¢dao concava no conjunto dos operadores densidade, ou
seja, dada uma distribuicao de probabilidade p; e os correspondentes operadores densidade p;,

a entropia satisfaz a desigualdade

S(ZPiPi) > ZPz‘S(Pz‘)- (2.35)

Demonstragao Suponhamos que p; sao estados de um sistema A e consideremos um sistema

auxiliar B cujo espaco de estados tenha uma base ortonormal {|i)}. Para o sistema composto

pAB = Zpipi ® |i) (il, (2.36)

(szﬂi),
S(B) = s(me <z|> = H(p),

S(A,B) = H(p:) + ZPiS(Pz‘)'

obtemos as seguintes desigualdades

Il
N

S(4)

Usando a subaditividade de S(A, B) teremos (2.35).
A informacao mutua quantica entre dois subsistemas descritos pelos estados pa e pp

que compoem um sistema descrito pelo estado conjunto pap é

I(A: B) = 5(A) + 5(B) = S(A, B) = 5(pa) + S(ps) — S(pas)

= S(A) — S(A| B) = S(B) — S(B | A), (2.37)

também por analogia com a quantidade classica correspondente dada em (2.29). A Eq.(2.37)
tem dois significados operacionais distintos porém relacionados [23,40]. Em especifico, a quan-
tidade total de correlacao, medida pela taxa minima de aleatoriedade que é necessaria para
apagar completamente todas as correlagoes em um estado pap, ¢ igual a informagao mutua

quantica.



Capitulo 3

Emaranhamento: uma Visao
Geomeétrica.

Neste capitulo apresentamos um método geométrico que nos permite interpretar a separabili-
dade dos estados emaranhados de uma forma inédita e estabelecer distancias quadraticas que
nos permitem quantificar o grau de emaranhamento.

O método apresentado aqui é baseado em simetrias de vetores e matrizes, associados ao
operador densidade dos estados quanticos de dois qubits (puros e de mistura) e estas simetrias
sao reveladas por operacoes de reflexao nos vetores e matrizes por planos cartesianos. Nesta
abordagem, a cada estado p, associa-se dois vetores de polarizacao (VPs) e uma matriz de
correlagao (MC), encontrados a partir da representagdo de p na forma de Fano [41]. Neste
cendario, uma operagao de transposicao parcial em p é equivalente a operagao de reflexao nos
VPs e na MC, por um plano escolhido no R?, em somente um dos qubits.

No que se segue, concentramos nossa atencao sobre os estados representados por ma-
trizes 4 x 4 pertencentes a classe de variedade D-7, ou seja, matrizes contendo no maximo
sete parametros independentes. Em particular, estudaremos estados que recaem em um caso
especial dos D-7, que sao comumente referidos como estados do tipo X. Muitos estados esta-
ciondrios de dois qubits [7,8,30,31], bem como estados que evoluem no tempo [12,13,32-37], se

enquadram nesta classe. Neste contexto, analisamos as simetrias dos VPs e dos elementos da

26
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MC resultantes das reflexoes locais por planos cartesianos no R?, e verificamos que em todos
os casos o conjunto de autovalores de p permanece invariante. Isto nos permite estabelecer o
critério de separabilidade de Peres-Horodecki em termos de uma distancia quadratica com a
métrica de Minkowski, de forma similar a relatividade restrita, mas com o suporte compacto
[0,1]. Na relatividade, a métrica de Minkowski resulta na distancia s> = > — 7%, mas com o
espago-tempo admitindo valores de [—00, 00]. A projegao deste hiperespaco é feita em analogia
A projecao do espaco-tempo quadridimensional de Minkowski no plano t? vs. 7 (conhecido
como diagrama de Minkowski), que aqui chamaremos de espago de fase. Neste diagrama a
projecao da superficie conica, que separa os espacos tipo tempo e tipo espago, isto é, uma reta
a 45 graus, agora caracteriza a fronteira dos estados separaveis e emaranhados, tal que, os
estados separaveis sao identificados por pontos situados dentro do cone, ou em sua superficie,
enquanto que, além do cone, os pontos representam os estados emaranhados.

Neste contexto, apresentaremos alguns exemplos ilustrativos, onde é possivel visualizar
fenomenos interessantes apresentados pelos estados quanticos emaranhados, tais como a morte
sibita e o renascimento subito do emaranhamento. Finalizaremos estabelecendo uma me-
dida de emaranhamento baseada nas distancias quadréticas e a compararemos com as medidas
algébricas usuais: a concurrence de Wooters [9] e a negatividade de Werner-Vidal [10]. Este
método dispensa operacoes diretas na matriz densidade, sendo suficiente escrever as expressoes
diretamente em termos das entradas da matriz, o que o torna um método simples, porém ro-

busto, comparado aos demais que exigem o calculo dos autovalores. Todo o contetido deste

capitulo pode ser encontrado na referéncia [42].
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3.1 Vetores de Polarizacao e Matriz de Correlacao

Qualquer estado de um sistema de dois qubits no espaco de Hilbert C?®@C? pode ser parametrizado

na forma de Fano [41]!

R 1 . B, = B

P12 = 52 (11® Iy +11 ®02- P+ 01 'P1®12+2Mij‘71,z’®02,j> ) (3.1)
ij

sendo {o;,0,,0.} os operadores de Pauli, 1;) o operador unidade associado ao subsistema

1(2) e os indices da soma recebem o conjunto {z,y, z}. Nos segundo e terceiro termos de (3.1),

151 e 132 sao os Vetores de Polarizacao (VPs) e o quarto termo engloba os elementos da Matriz

de Correlagao (MC)

M:Jc:r Mxy sz
Mym Myy Myz ) (32)
sz sz Mzz

sendo Mij = <01,i02,j> =Tr (,51720'171‘0'27]‘

~—

com |M;;| < 1; o primeiro (segundo) subscrito i (j)
estd associado ao qubit 1 (2).

Calculando, por exemplo, o trago sobre o qubit 2 encontramos o estado do qubit 1
p1 = (14 P,-31)/2, onde P, = (#) é o VP, cujas propriedades sdo Trp2 = (1+ |P[?)/2<1e
1P| <1.

Um estado separavel de dois qubits escrito em termos de VPs e MC, possui as seguintes

propriedades:
e 0s VPs sao escritos como
P,u = ZkaLk)u
k

onde Q)Lk) ¢ um vetor com |QLk)| < 1 para (u = 1,2); o sobrescrito k caracteriza uma

direcao.

!Para mais informacoes, veja o Apéndice A.
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e 0s elementos da MC sao escritos como
=(k) R(k
M;; = ZPngz)Q;J),
k
com pesos pi € [0,1] e >, pr = 1.

Desta forma, a Eq.(3.1) passa a ser escrita como
Py = izpk (L+@P-a) e (1.+d0 - a). (3.3)
k
Se o estado (3.1) ndo pode ser reduzido para a forma (3.3), entdao dizemos que os qubits estao
emaranhados.

Podemos observar que: (a) se todos os |@Lk)\ = 1, isto é, sao vetores unitdrios, entao os
estados (11 + @ﬁ’“ '51> /2 e <12 + ngk) -52) /2 sao puros, e se pr # 0 para um unico valor de
k, k = ko, entdo o estado p75 ¢ puro; (b) Fazendo-se medigdes em pi5’, a tinica informacao que
pode ser recuperada resume-se aos VPs e a matriz (3.2). Os valores dos pesos pj permanecem
desconhecidos.

Embora a representacao de Fano (3.1) pareca mais complicada que a forma habitual
escrita em termos dos elementos da matriz p;; = (i|p12]7), 4,7 = 1,..,4, esta tem a vantagem
de revelar caracteristicas fisicas interessantes sobre a natureza do emaranhamento 2.

Os VPs podem ser escritos em termos dos elementos usuais da matriz densidade como

P, 2Re (p13 + p2a)

P = Py | = —2Im(p13+ p24) (3.4)
P, 2(p11 +p2) —1
P, 2Re (pi2 + psa)

P, = Py, | =1 —2Im(pia+psa) | (3.5)
Py, 2(p11+p33) — 1

2Para a base computacional, podemos verificar que as polarizacoes P e a matriz de correlacio M permanecem
invariantes sob as mudancas dos rotulos 1 &2 2 e 3 = 4.
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assim como a MC

2Re (p1a + p23) 2Im (pag + pa1) 2Re (p13 — poa)
M= | 2Im (ps + ps2) 2Re (p2s — p1a) 2Im (p2s — p13) . (3.6)
2Re (p12 — psa) 2Im (psa — p12) 1 —2(p2a + p33)

As matrizes densidade de cada subsistema sao independentes dos elementos da MC, de

forma que
.| putpa2 pztpa | 1 1+P,. Pi,—iPy,
" P31+ paz P33+ Paa 2 P,+1iP, 1-P,
e
[ putpss p2tpa |1 1+ P, Pap—ibyy
" P21+ pa3z P22+ pau 2 Py +iPpy, 1—-P,

Note que Tr(p2) < 1 e Tr(p2) < 1 implica |B| < 1, para k = 1,2.
3.2 Simetrias da Transposicao Parcial Positiva

No capitulo 2 apresentamos o critério de separabilidade de Peres-Horodecki, no qual, fazendo-se
uso da operacao de transposicao parcial em um sistema de dois qubits representado pela matriz
p, uma nova matriz p! é obtida e a positividade de seus autovalores é checada, de forma que,
se houver pelo menos um autovalor negativo os qubits possuem algum grau de emaranhamento
e caso contrdrio, lidamos com estados separdveis® [7,8].

Para uma matriz densidade p; o, escrita na base computacional, a matriz transposta
parcialmente, ,5{2, ¢é obtida executando-se as seguintes permutacoes nos elementos da matriz
original, p1o & po1, P14 = Pa3, P32 = P41, P34 — pa3- Contudo, esse procedimento nao apresenta

um significado fisico até que seja analisado sob a perspectiva da matriz (3.1) que, escrita na

3Esta conclusdo é vélida apenas para sistemas 2 x 2 e 2 x 3.
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base computacional, é dada por

1+P1,z+P2,z+Mzz P2,m_iP2,y+Mzm_isz
“ 1 P27x+ip2,y+sz+isz 1+P1,Z_P2,Z_MZZ
P12 = —
41 P+iPiy+ M. +iM,. My + My, —i(My, — M,,)

Myy — My, +i (Myy + My,) Py +iPyy, — M,, —iM,,
Pro—iPry+ My, —iMy, My — My, —i (M, + M,y)
My + Myy + i (Myy — My,)  Prg — 1Py — My, + 1M,
1-P.+P,—M,, Py — 1Py — M., + 1M,
Py +iPyy — M., — 1M, 1-P,.—P,+M,,

(3.7)

Fazendo-se uma comparagao termo a termo entre as matrizes (3.7) e sua transposta, verifica-se
a ocorréncia de alteragoes locais nos VPs, ﬁk, e na MC (3.2), tal que o VP ]32, do qubit 2, é
substituido por sua imagem refletida pelo plano z-z em R3, ou seja,
Py
B=|-p, |, (3.8)
P

)

e que o mesmo se aplica ao segundo subscrito da matriz (3.2), tal que HlMHé = M, onde a

matriz unidade I; atua sobre o qubit 1 e

1 0 0
L=|0 -1 0
0 0 1

sobre o qubit 2, resultando em
Mx:p _Mmy Mmz
M'=1| M, —-M, M, |- (3.9)
sz _sz Mzz
E importante ressaltar que os mapas (3.8) e (3.9) s@ao operagoes locais e ndo podem ser

obtidos por transformagoes unitarias sobre o estado p; o.
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3.3 Estados do tipo X: Parametrizacao do Espaco

Vérios sistemas fisicos estudados na teoria quantica da informagao tem sido descritos por uma
classe de estados puros ou mistos denominados estados X [34]. Estes estados sao representados
por matrizes 4 x 4 pertencentes a classe de variedade D-7 (matrizes contendo no méximo sete
parametros independentes, de um total de quinze)*. Apesar de esta classe de estados j4 ter sido
usada anteriormente na literatura (veja, por exemplo, [43,44]), foi assim denominada em [34]

devido ao aspecto visual da matriz densidade, que remete a letra X do alfabeto:

pii 0 0 puy

0 pao ps O
p g
0 p32 p3s O

P41 0 0 P44

Neste caso, elementos nao nulos ocorrem apenas na diagonal principal e na diagonal secundaria.
Muitos calculos relacionados a emaranhamento e a outras propriedades, como a discordia
quantica [27,45,46], que sera tratada no capitulo 5, podem ser realizados analiticamente para
estes estados, o que os tornam convenientes para uma analise direta e transparente.

A matriz densidade apresentada em (3.7) pode ser reduzida para a forma X fazendo-se

P.,=PFP,y=M;,=0,parak=1,2ej=2x,y,z Assim

1+P1,z+P2,z+Mzz 0
~ 1 0 1+P1,Z_P2,Z_Mzz
P12 = — ‘
O M:):a: + Myy + 3 (Myx - Mxy)
My — My + i (Myy + M) 0
0 M:m: - Myy —1 (Myx + Mffy)
My + My, — i (My, — M,,) 0 (3.10)
1_P1,z+P2,z_Mzz 0
0 1_P1,Z_P2,2+Mzz

4Esta classe de matrizes serd tratada em detalhes no préximo capitulo.
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e os VPs e a MC passam a ser escritos como

0 M,, M,, 0
Pe=| 0 e M=| M, M, 0
Pk:,z 0 0 Mzz

A fisica torna-se mais transparente e a descricao do emaranhamento e da separabilidade adquire
uma compreensao mais clara neste tipo de estado.
Neste ponto, introduzimos oito novos parametros escritos em termos dos PVs e da MC

COI110 se segue

@:légi (3.11)
%:&ﬁ%ﬁ 3.1
vy = §ZEE%§£%§Q, (3.13)
wy = w, (3.14)

que assumem valores no intervalo [0, 1]. Podemos escrever os autovalores de (3.10) em termos

das defini¢oes (3.11) - (3.14) como

i+ V t -V

M= Lo = 5 L (3.15)
/ t —

Ay = +;V2, A= *2‘/2, (3.16)

onde

Vi=q/ur +0vi+w2 e Vo=/ul+0v 4 wi. (3.17)

Transpondo parcialmente a matriz (3.10) e calculando os autovalores, encontramos

t_+ V7 e

AT = % R (3.18)
ty + VI t, -Vl

A = %7 Vi %? (3.19)
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sendo
Vi = /u?2 +02 4wl e V5 =y /ul+0v2+uw. (3.20)
Note que os subscritos dos parametros v e w nas equagoes (3.17) e (3.20) foram trocados.
Isto acontece porque, segundo os mapas (3.8) e (3.9), a transposigao parcial corresponde a
reflexoes pelo plano z-z no VP e nos elementos da MC do subsistema 2, tal que P, — —FPs, e
M;, = —Mj,, com (j = z,y, z). Logo, a base de autovalores {/\;f} pode ser obtida diretamente

do conjunto {\;} fazendo-se tais reflexdes ou, de forma equivalente, aplicando-se as modificagoes

{vg,we} — {vg, we} (3.21)

Analisando os autovalores da matriz p12 dados por (3.15) e (3.16), podemos visualizar
a transposicao parcial por uma perspectiva mais geral no espaco R3. Para tal, notemos, anal-
isando a Tabela 3.1, que reflexoes locais dos VPs e da MC, quer no qubit 1 ou 2, por qualquer
um dos planos z-z, y-z, -y ou mesmo um plano arbitrario passando pela origem do sistema de
coordenadas (veja o apéndice B), preservam o mesmo espectro de autovalores dado em (3.18)

e (3.19).

2— 11—z 1— 1—z
/\1T: Ag V= 1 - 3 - Ag )= )‘g V= Aé )

/\g _ >\§2_y) _ )\(2—:17) _ )\512—z) )\gl—m) _ )\gl—y) _ )\Ell—z)

2— 2—x 2—z
)\%‘ — )\é Y) — )\( ) — )\g ) — 3

1-z 1- 1-2
)\( ) — )\é Y) — )\g )

)\T _ )\4(127y) _ )\4(1272) _ )\(272) . )\Z(llfac) _ )\Z(llfy) _ )\élfz)

Tabela 3.1: Invariancia do espectro de autovalores da matriz pl, para a reflexdo de uma
particula.

Nas primeiras duas colunas da Tabela 3.1, encontramos os autovalores da matriz pl,
dados por (3.18) e (3.19), onde a segunda coluna é dada pelo mapa (3.21) que corresponde ao
critério de TPP. Cada autovalor \{7erfiewia-Coordenada que muda de sinal) o - qomajs colunas, corres-

ponde a reflexoes locais dos VPs e da MC do qubit 1 ou 2, pelos planos
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e 2-y, onde o sinal das componentes x de uma das particulas é trocado (x — —x),
e -z, onde o sinal das componentes y de uma das particulas é trocado (y — —y),
e z-y, onde o sinal das componentes z de uma das particulas é trocado (z — —z),

por exemplo, >\§1‘Z) ¢é o autovalor da nova matriz construida a partir das reflexdes no plano -y
executadas no qubit 1, ou seja, M,; — —M,;, com (j = z,y, 2). Note que o ordenamento das
linhas nas colunas 4 e 7 difere do ordenamento das demais, mas o espectro total de autovalores
continua preservado.

A invariancia do espectro de autovalores para pr,, evidencia que transpor parcialmente
um estado é equivalente a fazer qualquer reflexao local de uma particula sob qualquer plano
cartesiano.

Por outro lado, as matrizes construidas a partir de duas reflexoes locais, uma em cada
qubit, dos VPs e da MC do estado pi2, preservam (ou restauram) o espectro de autovalores da

matriz original, dado por (3.15) e (3.16), como mostra a Tabela (3.2). A primeira coluna desta

A = /\1(1—33,2—@ _ )\§1—y,2—y) _ )\ZQ—Z,Q—Z)
A = /\gl—m,Q—z) _ /\(11—y,2—z) _ /\:())1—3;,2—31)
Ay = /\él—;r,Q—z) _ )\gl—y,Q—z) _ )\Ell—x,Q—y)
Ag — /\5)1—1,2—2) _ )\:(31—2,,2—,2) _ )\gl—x,2—y)
A — /\Ell—m,Z—z) _ Ai1—y,2—z) _ )\gl—x,Q—y)

Tabela 3.2: Invariancia do espectro de autovalores da matriz p;s para duas reflexdes locais,
uma em cada particula.

tabela mostra os autovalores da matriz p12 dados por (3.15) e (3.16). Nas demais, cada autovalor

(Particula 1-Coordenada que muda de sinal, Particula 2-Coordenada que muda de sinal) ~
A , corresponde a uma reflexao

local dos VPs e dos elementos da MC de cada um dos qubits que compdem o estado, por um
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dos planos z-z, y-z ou z-y. Se os dois qubits forem refletidos pelo mesmo plano, todo o
espectro de autovalores da matriz pi5 é preservado e ha uma correspondéncia um a um para

1—y,2— 1—-2,2— , .
g v:2-y) )\g *272) O mesmo é verificado

cada autovalor, por exemplo, \; = Agl‘”‘” = A
para o conjunto de reflexoes pelos planos y-z e -y nos qubits 1 e 2, respectivamente, bem
como para as reflexoes pelos planos z-z e z-y nos qubits 1 e 2, respectivamente; como exemplo

3 = Aél_w’Q_Z) = /\51—31,2—2). No entanto, para os qubits 1 e 2 refletidos pelo

podemos citar, A
plano y-z e x-z, nao ha o mesmo tipo de correspondéncia, mas sim uma permutacao entre os
diferentes indices dos autovalores (representados pelo subscrito), como mostra a quarta coluna
da tabela. Embora haja esta permutagao, toda a base de autovalores \; é restaurada.

3.3.1 Condicoes de Positividade dos Autovalores: Espaco de Fase
dos Estados Emaranhados

Como cada autovalor do estado p12, dados em (3.15) e (3.16), estd no intervalo [0, 1], teremos

0<M<1 = 0<(t-+W) <2 (3.22)
0< A<l = 0<(t—V)<2 (3.23)
0<A<1 = 0<(ty+V) <2 (3.24)
0<M<1 = 0<(ty—Vo) <2 (3.25)

As condigdes (3.22)-(3.25), nos permitem validar as seguintes desigualdades:
si=t2 —V2>0, s5=t2-Vy>0. (3.26)

Ao identificarmos os parametros ¢4 como “varidveis temporais’e {uy,vi,ws} como
“variaveis espaciais”, podemos fazer uso do léxico da teoria da relatividade restrita e dizer que
2 2

si e s3 sao distancias quadraticas do “tipo tempo”, apesar de terem um suporte compacto,

s? € [0,1]. Além disso, as igualdades em (3.26) definem uma superficie conica no hiperespago
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quadridimensional, assim como nos diagramas de Minkowski, onde os estados sao separados por
um cone de eventos e a regiao interior ao cone caracteriza estados do tipo tempo e a exterior
do tipo espago (veja Apéndice D).

Fazendo o mesmo procedimento para os autovalores da matriz transposta, dados em

(3.18) e (3.19), encontramos desigualdades similares,
V= — (V>0 V= - (V>0 3.27
(s1)" =t2 = (W) =0, (s2)" =1 —(Vy) =0 (3.27)

As distancias quadréaticas (3.26) sao do “tipo tempo”, ou seja, sempre positivas e nao
fornecem nenhuma informacao sobre a separabilidade ou o grau de emaranhamento do sistema.
No entanto, as desigualdades (3.27) possuem uma caracteristica interessante: se pj o contém
algum grau de emaranhamento para um conjunto de valores dos parametros intrinsecos ao
estado, entao as distancias quadraticas ((SIT)2 ou/e (55)2) tornam-se negativas®, ou seja, do
“tipo espago”. Neste caso, podemos identificar duas regioes separadas por uma fronteira com
a forma de uma superficie conica, como mostrada na Fig.(3.3.1).

Esta analogia com a teoria da relatividade, proporciona uma caracterizacao dos estados

quanticos sob a mesma Stica geométrica, isto é, uma descricao destes estados no plano t? vs.

72, 0 que nos permite estabelecer o seguinte significado ao critério de TPP:
o set? > (VlT)2 (ou t7 > (VQT)Z) o estado py o ¢ tipo separdvel;
o set? < (VlT)2 (ou t3 < (V2T)2), este é tipo emaranhado.

A fronteira do cone de eventos, determina a separacao entre estados do tipo separdvel e estados

do tipo emaranhado.

Uma vez que (s1)° = 4\ da e (s2)° = 434, bem como (ST)Q =4\[A] e (52T)2 =

SEm geral, a violacdo das desigualdades se d4 de forma alternada, onde, se (SIT)2 é negativa (82T)2 é positiva,

ou vice-versa. Contudo, para determinados estados ambas podem ser violadas.



3.3.1 Condicoes de Positividade dos Autovalores: Espaco de Fase dos Estados
Emaranhados 38

Tipo Separavel
(Tipo Tempo) 7
/s

e
7
e
7’
4

o Tipo Emaranhado
s (Tipo Espago)

-
AL .y

( Tempo)

7’

)
h Y )
-

(Coordenadas de Espago) (1 T ) 2
i )

(a) (b)

Figura 3.1: Diagramas de Minkowski: (a) Projegao do cone de eventos no plano. (b) Analogia
do cone de eventos no hiperespaco para estados quanticos.

ANEAT | as distancias quadraticas sao invariantes sob transformagoes de similaridade nos estados

f12 € pio. Note que, como Af + AJ + AJ + A = 1, teremos as seguintes possibilidades:
e se A{AL >0 e MJAT > 0, entdo necessariamente {A], A3, AT, AT} sdo todos positivos.

e se NPT > 0e MAT <0 (ou MTAT < 0e MAT > 0), entdao necessariamente 3 autovalores

possuem o mesmo sinal e o restante sinal oposto.

Foram apresentadas na literatura diversas representagoes pictéricas de estados quanticos
de acordo com o caréter separavel/emaranhado [33,47,48], mas aqui apresentamos uma rep-
resentacao quantitativa no espaco de fase através das desigualdades (3.27), onde os estados
podem ser imediatamente reconhecidos como separaveis ou emaranhados. Para ilustrar o nosso
procedimento fizemos o gréfico (t4)? vs. (V1T2)2 para cinco estados de sistemas bipartidos en-
contrados na literatura, mostrando que suas caracteristicas com relagao a separabilidade e ao
emaranhamento podem ser imediatamente identificadas. Neste espaco de fase, (t+)* e (V1T2)2

desempenham o papel de variaveis dependentes de parametros intrinsecos de cada estado estu-
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dado.

Estado de Werner

O primeiro estado a ser analisado, denominado estado de Werner, é uma mistura estatistica

cuja matriz densidade é dada por [30]
. _ _ 1
pW:x’w ><w ’+4_l[’ (3.28)

sendo [1p~) = (1//2) (|01) — [10)) e I a matriz identidade. Representando-o matricialmente,

na base computacional (|00), |01), |10), |11)), teremos

—_

20 0 0
0 = _z
pw = 433 1+i (3.29)
0 =3 =5 0
o 0 o0 L=

Pp|

Calculemos os vetores de polarizacao e a matriz de correlagao do estado py usando
(3.4), (3.5) e (3.6), onde os VPs e os elementos de MC sao apresentados em termos dos ele-
mentos da matriz py,. Note que este é um estado X, assim como todos os demais estados que
apresentaremos aqui, implicando, como vimos anteriormente, em P, = P, = M;, = 0, para

k=1,2ej=uxvy,z2 Logo,

P, 2Re (p13 + poa) 0
Py | = | 2Im(pis+p2a) | =] 0 |
P, 2(p11 + p22) — 1 0
P, 2Re (p12 + p34) 0
Py | = | —2Im(pia+psa) [ = 0 |-
P, 2(p11 +ps33) — 1 0



3.3.1 Condicoes de Positividade dos Autovalores: Espaco de Fase dos Estados

Emaranhados 40
My My, M, 2Re (p1a+ p23) 2Im (pas + ps1) 2Re(piz — pos)
My, My, M, | = | 2Im(ps + p32) 2Re(paz — p1a) 2Im (pos — p13)
M., M,, M., 2Re (p12 — p3a) 2Im (psa — p12) 1 —2(paz2 + ps3)
-z 0 0
= 0O —x 0
0 0 —x

Uma vez calculados os VPs e a MC do estado py,, podemos encontrar os parametros
introduzidos em (3.11)-(3.14) e assim obtermos as desigualdades (3.27) que nos permitirao

analisar os intervalos de separabilidade e emaranhamento de py,. A saber

t _ 1+M,, _ 1—z t _1-M.. _ 14z
+— 2 T 2 - 2 T2
Py .+P Py .—P
Uy = 1,22 2,2 _ 0 T 1,22 2,2 0 (3 30>
_ (Mga+Myy) _ (Mao—Myy) _ ’
Uy = o =% U—_T_O
M, M, My — M,
w+:%:0 w_ = Tt — ),

Na Figura (3.2), a linha continua representa o estado de Werner e a linha pontilhada a
45° é o delimitador que divide o espago de fase em duas regioes, tipo separdvel e tipo emaranhado.
No primeiro caso estao apenas os estados que, para um certo conjunto de parametros internos
do sistema, sao separdveis (e se encontram na regiao superior ao delimitador) e no outro os que
sao emaranhados (regiao inferior ao delimitador). Um tnico ponto neste espago (um para cada
valor de z), representa o estado dado pela matriz (3.29) e uma seqiiéncia densa destes pontos é
representada pela linha continua no intervalo em que este representa um estado fisico, a saber,
0<z<1.

A desigualdade (slT)2 > 0 nunca é violada®, ou seja, é sempre positiva para qualquer

valor de x no intervalo de existéncia de py, e por isso nao fornece nenhuma informacgao sobre

6Veja o Apéndice C para mais detalhes sobre os intervalos de validade das desigualdades, dadas em (3.27),
para todos os exemplos mostrados aqui.
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Figura 3.2: Espaco de fase do estado de Werner variando o Unico parametro interno do es-
tado. As setas indicam a direcao das sequéncias de pontos quando aumentamos os valores do
parametro, de 0 a 1. A linha pontilhada em 45° é o limite que separa as regioes onde o estado
é separavel ou emaranhado. As grandezas sao adimensionais.

- . . 2 .
a condicao de separabilidade do estado. Contudo, o mesmo nao acontece com (32T) que exibe

uma curva que passa pelas duas regioes dividas pela superficie delimitadora. As setas indicam
a direcao das seqiiéncias de pontos quando aumentamos os valores do parametro x, de 0 a 1.
A desigualdade (55)2 sé é satisfeita quando 0 < x < 1/3, mostrando que este é o intervalo
de separabilidade do sistema, que concorda exatamente com o resultado encontrado usando-se
o critério de TPP onde, transpondo parcialmente a matriz (3.29) e diagoalizando-a, obtemos
trés autovalores iguais a (1 — x) /4 e um igual a (1 — 3z) /4, que serdo positivos para qualquer

x < 1/3, 0 que garante um estado separdvel para este intervalo.
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Estado de Peres-Horodecki
Um outro exemplo interessante é o estado de Peres-Horodecki, cujo matriz densidade ppy é
dada por [7]

pru = |07) (] + (1= 2) 100) (00], (331)

sendo [¢p~) = (1/+/2) (|01) — |10)). Representando-o matricialmente, na base computacional

(|00), |01), |10), |11)), teremos

1—2 0 0 0
0 2 -z 0
ppir = 2 2 (3.32)
0 -5 5 0
0 0 0 0
Os VPs e os elementos da MC do estado ppy sao dados por
Pl,z:]-_x P2,z:]-_$
M,, = —=x M,, =0
(3.33)
My, = —=x My, =0
M,, =1-—2zx.
e os os parametros (3.11)-(3.14) tornam-se
ty = —1+g4” =(1—-1x) t_ = —1_]2\/[22 =z
u+ — Pl,z;‘PQ,z — 1 — u_ = Pl,z;P2,z — O (3 34)
vy = (Mm‘;Myy) = 1 v = (MM;Myy) =0 )
wy = Martur _ w_ = MM _

Na Fig.(3.3), a linha continua representa uma seqiiéncia densa de pontos para o estado
dado pela matriz (3.32), no intervalo 0 < x < 1, em que este representa um estado fisico.
Assim como para o estado de Werner, a desigualdade (sr{)2 > 0 é sempre valida

para qualquer valor de x no intervalo de existéncia do estado (3.32), nao fornecendo nenhuma
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Figura 3.3: O gréfico do espaco de fase do estado de Peres-Horodecki variando o tinico parametro
interno do estado. As setas indicam a direcao das seqiiéncias de pontos quando aumentamos
os valores dos parametros, de 0 a 1.

informacao sobre a condi¢ao de separabilidade. Todavia, a desigualdade (55)2 > 0, exibe uma
curva que nao cruza a borda que delimita as duas regioes, mas permanece sobre ela para um
certo valor do parametro z. Analisando o intervalo de validade da desigualdade (35)2 > 0,
encontramos que esta sé é satisfeita para um unico valor de z, x = 0, mostrando que este
estado sO é separavel para este valor. Este resultado concorda com o encontrado usando-se o

critério de TPP.
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Estado de Gisin

Consideramos agora o estado representado pela seguinte matriz densidade [31]

l1—=x

2
+ zab (|01) (10| + |10) (01]) (3.35)

pe = (100) (00| + [11) (11]) + = (a” [10) (10] + b*01) {01])

ondeaebeRea®+b=1.

Representando o estado matricialmente, teremos

=20 0 0
0 xa® zab 0
re 0 xab x> 0 (330
0 0 0 1=
Os VPs e os elementos da MC do estado pg sao
P, =2za*> —x Py, =2zb* —x
M, = 2xab M, =0 (3.37)
My, = 2xab M,, =0
M,, =1-2x.
Logo,
ty == =2 2p to= 120 = 2y
uy = Detle — uo =022l — 9 (02 - 1) (3:38)
vy = (Mzz;rMyy) — 4rab v — (Mzngyy) -0

A Fig. (3.4) representa o estado Gisin [31] que depende de trés parametros intrinsecos,
destes apenas dois sao independentes, onde cada linha continua corresponde a valores fixos do
par (a,b) enquanto x é variado. Novamente, a desigualdade para (5{)2, encontrada usando-se
os parametros dados em (3.38), é sempre véalida para qualquer valor dos parametros a, b e x no

intervalo de existéncia do estado (3.36), enquanto que a desigualdade para (32T)2 exibe curvas
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Figura 3.4: Espaco de fase para o estado Gisin, que depende de trés parametros, onde apenas
dois sao independentes. Cada curva com seta corresponde a valores fixos de dois parametros,

enquanto o terceiro é variado em seu dominio.

que cruzam a borda delimitadora representando os diversos estados para trés diferentes valores

do par (a,b). Analisando o intervalo de validade da desigualdade para (

53

T

2
) , encontramos

que esta é violada quando & > (1 + 2|ab|)™", mostrando que neste intervalo temos um estado

emaranhado. Este resultado concorda exatamente com o encontrado usando-se o critério de

TPP.

Estado de Almeida-Davidovich

Consideremos agora um estado dinamico que evolui no tempo, constituido por dois qubits,

inicialmente preparados em um estado emaranhado, onde cada qubit esta imerso em um reser-
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vatério de amplitude”. Este sistema foi produzido experimentalmente por Almeida e colabo-
radores [12] usando 6ptica linear, onde cada qubit e seu respectivo reservatério foram implemen-
tados usando-se diferentes graus de liberdade de um tnico féton. Com este sistema verificou-se
experimentalmente que, para um certo valor dos parametros envolvidos, existe um desemaran-
hamento abrupto do sistema devido a interacdo com estes reservatorios. KEste fenomeno é
conhecido na literatura como morte subita do emaranhamento e foi proposto teoricamente por
T. Yu e J. H. Eberly [34].

Para o estado inicial [|a|[00) + |8|exp (i) |11)], com |a|® + |8]* = 1, onde os qubits

estao em contato com reservatorios individuais idénticos, a evolucao do sistema é dada por

pap = (Jaf” + 81> p?) [11) (11| + | |8] (1 — p) (e7 |00) (11| + €™ |11) (00])

+ |8 (1 = p)?[00) (00| + B> p(1 — p) (]10) (10| + [01) (01]), (3.39)

com 0 <p<1.

Representando (3.39) matricialmente, na base computacional, teremos

lof* + |8 p? 0 0 lal[Ble™(1 - p)
0 21— 0 0
o — 16]" (1 —p)p 2 | (3.40)
0 0 161" (1 = p)p 0
18] ] e (1 — p) 0 0 18] (1 — p)?

Os VPs e a MC do estado pap sao dados por:

P.=2(laf+|8p) -1 Py.=2(la]*+ |8 p) — 1
M., = 2|al|8] cos (8) (1 - p) M., = 218||a|sin (8) (1 — p) 1)
M,, = —2|a| || cos (5) (1 — p) My, = 218|[a] sin (8) (1 —p)

M., =1 _4|B|2 (1 —p)p

"Reservatério de amplitude é aquele no qual toda a energia do sistema é transferida para o reservatério. Um
exemplo comum dessa dindmica é o decaimento exponencial de um atomo de dois niveis interagindo com os
infinitos modos de um campo eletromagnético a temperatura nula.
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e os parametros introduzidos em (3.11)-(3.14) tornam-se

o= S a)B (L plp
=T =2 8P (L p)p

we= EOIEG g (o 52p) -1
u_:Pz(l);Pz(2) _ 0

o= Wee = M) g o 51 cos (8) (1 - )
wy = Tt g1 jafsin (5) (1 )
UL:M:O

Para o estado (3.39) de Almeida-Davidovich, a desigualdade para (82T)2 é sempre valida,

diferentemente dos tultimos trés exemplos, onde esta sempre era violada. Neste caso, as in-
formagoes sobre a condicao de separabilidade e emaranhamento serao fornecidas por (slT)2, uma
vez que (sg)2 é sempre positiva. A Fig.(3.5) apresenta a evolugao temporal do estado pap, de
acordo com o parametro p = [1—exp(—~t)] (onde 7 ¢é a taxa de decaimento e p € [0, 1)), para um
dado conjunto de valores de |a| / |5]. As setas indicam a diregao da seqiiéncia de pontos quando
aumentamos os valores do parametro p. Nesta figura sao exibidas trés trajetorias, sendo que
para dois valores do conjunto escolhido, a saber |a| /|5 = 0,25 ¢ || / |B] = 0,51, a fronteira que
demarca os espacos separavel e emaranhado é cruzada em um tempo finito, o que caracteriza o
fenémeno de morte sibita do emaranhamento. Para o outro valor (|| /|5| = 1,02) a trajetéria
nunca atravessa a fronteira, ou seja, o estado é separavel somente no regime assintético.
Analisando (sf)2, encontramos os intervalos de separabilidade e emaranhamento para o

estado (3.39). Esta desigualdade é sempre satisfeita no intervalo |a/5| < p <1 (para |5| > |«]),

evidenciando entao o regime de separabilidade do estado, enquanto que, para 0 < p < |a/3] esta
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Figura 3.5: O grafico representa o estado dindmico de Almeida-Davidovich. Sao atribuidos
valores fixos aos parametros a e (3, enquanto p = (1 — exp(—yt)) varia no intervalo [0, 1).
Os estados representados pelas linhas tracejada e sélida atravessam a fronteira em um tempo
finito, um fenomeno conhecido como morte siibita do emaranhamento. A linha ponto-tracejada
nunca atravessa a fronteira, alcancando-a assintoticamente. Os parametros estao em unidades
adimensionais.

é sempre violada, garantindo que neste intervalo temos um estado emaranhado. Observando
estes regimes, fica claro que existe um desemaranhamento stubito quando p = |a/3|. Estes
resultados concordam exatamente com os encontrados teoricamente [34] e experimentalmente

[12] para o estudo do fendmeno de morte sibita do emaranhamento.

Estado de Das-Agarwal

Um exemplo muito interessante foi apresentado por S. Das e G. S. Agarwal [37], onde um sistema

de dois qubits inicialmente emaranhados e interagindo com os seus respectivos reservatérios,
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apresenta um comportamento atipico ao longo de sua evolucao temporal, exibindo repetidos
intervalos de emaranhamento e separabilidade. Este fenomeno ficou conhecido como colapso
e ressurgimento do emaranhamento ou tao somente renascimento subito do emaranhamento.
Este sistema foi modelado por dois atomos de dois niveis acoplados um ao outro, com parametro
de interacao v, e interagindo com diferentes reservatorios, que levam a uma descoeréncia local
e a perda de emaranhamento, sendo esta descoeréncia representada pela taxa de decaimento ~
(assumindo que os dois qubits decaem com a mesma taxa).

Considerando os qubits no estado inicial p = (1/3) (a [11) (11] + d|00) (00| + [¢) (¢]),
onde |¢) = [10) + exp (ix) |01), para d =1 — p e p > 0, podemos escrever a matriz densidade

que representa a evolugao do sistema como

a(t) 0 0 0
on = 1 0 b(t) z(t)exp(ix) O | (3.42)
3 0  wi(t)exp(—ix) c(t) 0
0 0 0 d (1)

sendo os coeficientes dados por
a(t) = pexp (=21),
b(t) = exp (—vt)[1 — sin (x) sin (2vt)],
c(t) = exp (—t) {1 +sin (x) sin (2vt) + p [1 — exp (—71)]},
d(t) =3—exp(=7t) (p+2),
2(t) = exp (—7t) {cos” (x) + sin® (x) cos (2vt) + isin (x) cos (x) [cos (2vt) — 1]},
w (t) = exp (—t) exp (2ix) {cos® (x) — sin® (x) cos (2vt) — isin (x) cos (x) [cos (2vt) + 1]},
onde v ¢é a taxa de decaimento espontaneo dos quibts, y é a diferenca de fase no estado inicial,

v é o parametro de interagao e p é o parametro do estado inicial que deve satisfazer a condicao

p>0.
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Os parametros necessarios para a andlise das desigualdades (3.27) sdo dados por

ty=1—[b(t)+c(t)]

o =b(t)+c(t)

uy =2a(t)+b(t) +e(t)—1

ul =b(t)—c(t)

v = 2[Re(z (1)) cos (x) — Im(z (¢)) sin(x)]

v =10

wy = [Re(z (t)) — Re(w (¢))] sin (x) + [Im(z (¢)) 4+ Im(w(?))] cos(x)

w- = [Re(z (1)) + Re(w (t))] sin (x) + [Im(z (£)) — Im(w(#))] cos(x)

A Fig.(3.6) mostra a evolugao do estado ppa para dois parametros de interagao, reve-
lada pela desigualdade (32T)2 > 0, uma vez que (slT)2 > 0 é sempre valida. A linha tracejada
representa a evolucao na auséncia de interacao entre os qubits, ou seja, para v = 0, mostrando
que neste caso, o estado permanece emaranhado. Para v # 0, uma mudanca dréastica é obser-
vada, pois o estado evolui e atravessa a fronteira em ambas as dire¢oes. Um cruzamento da
direita para a esquerda caracteriza o colapso do emaranhamento (ou morte sibita do emaran-
hamento), enquanto o outro cruzamento, da esquerda para a direita, o ressurgimento sibito do
emaranhamento (ou renascimento sibito). Este resultado concorda com o encontrado em [37].

O emaranhamento tem sido reconhecido como um recurso util, que permite ao proces-
samento quantico da informagao um alto grau de superioridade perante o tratamento classico.
Diante disso é natural a indagagao de como este recurso deve ser quantificado, isto é, o quanto de
emaranhamento contém um dado estado que sera utilizado em tais tarefas de processamento. Na
préxima se¢ao, proporemos uma medida de emaranhamento baseada nas distancias quadréticas

apresentadas em (3.27). Antes, mostraremos algumas medidas algébricas de emaranhamento
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Figura 3.6: Evolucao do estado dinamico de Das-Agarwal para dois qubits interagentes com
condicao inicial p = 0,4 e diferenga de fase inicial y = w/4. A curva tracejada representa

a evolucao para v = 0 e a sdlida para v = 5y. Os eixos estao em unidades adimensionais,

enquanto v e v estdo em s L.

para que tenhamos uma base de comparacao.
3.4 Quantificacao do Emaranhamento
Concurrence

Uma medida pratica para quantificar o emaranhamento em qualquer estado de dois qubis foi
proposta por Wootters e denominada concurrence [9]. Sua definigao estd relacionada com os ele-

mentos do operador p, que é construido a partir do operador densidade do sistema executando-se
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operacoes de spin-flip em seus subsistemas, tal que
p=0yQ0yp 0yQ o0y, (3.43)

sendo o, o operador de Pauli e p* o complexo conjugado da matriz p.

Dada a Eq.(3.43), define-se a concurrence de p como sendo

C(p) = max{0, VM, V2, Vs, v/}, (3.44)

onde \; sdo os autovalores da matriz pp, rotulados em ordem decrescente (A; > (v/ X2, VA3, vV A41)).
Para estados separdveis tem-se C'(p) = 0 e para estados maximamente emaranhados C(p) = 1.

Podemos escrever a concurrence para um estado X em termos dos parametros (3.11)-
(3.14), tal que

C' = max {0,C1, Co} (3.45)

com

C, = \/vg + w? — \/tz_ —u?, (3.46)
Cy =\ /v3 +w? — /13 — uZ.

Necessariamente, t2 > u? e t3 > u?, e para que nao haja emaranhamento ambas as desigual-

dades C7 <0 e Cy < 0 devem ser satisfeitas, ou seja,

Uz+wi+u2 <t2_

vl +w? +ui <t (3.47)
Negatividade
A medida de emaranhamento proposta por Vidal e Werner [10] estd relacionada com o critério

de separabilidade de Peres-Horodecki [7,8] e é denominada negatividade. Como vimos anteri-

ormente, se o operador resultante da transposicao parcial em uma dada matriz densidade for
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positivo, diz-se que este estado é separavel, mas caso este leve a um operador nao fisico, ou
seja, com autovalores negativos, diz-se entao que é emaranhado. A negatividade se propoe a
medir o quanto p’i (para i = 1 ou 2) falha em ser positivo semi-definido, de forma que em sua

definicao, faz-se uso da soma dos médulos dos autovalores de p’i, tal que

N (p) = [|p"] = 1, (3.48)

sendo ||o|| a norma do trago do argumento.

A Eq.(3.48), pode ser escrita em termos dos parametros {t+, t_, VI, VQT}, como
1
Nyw = ([t + VI + [t = V| + [t + VT + [t = 15T]) — 1. (3.49)

Ao se comparar a negatividade e a concurrence, nota-se que estas duas quantidades
sdo iguais para estados puros, mas que N < C para estados de mistura [10], logo, para um
dado valor da concurrence, existe um intervalo de possiveis valores para a negatividade, o que

implica que estas ordenam diferentemente os estados quanto ao seu emaranhamento.

3.4.1 Medida de Emaranhamento via Distancias Quadraticas

A partir da violagao das desigualdades propostas em (3.27) podemos efetivamente definir uma
medida de emaranhamento, ou seja, verificaremos quao negativa é a distancia (s7)2. A esta

(2

medida em termos das desigualdades damos o nome Ny, e a definimos como
Nyist = max {O, — (slT)2 ,— (SQT)Q} : (3.50)

Note que existe uma certa equivaléncia entre (3.50) e a concurrence, uma vez que
as condigoes para que nao haja emaranhamento nos conduzem as desigualdades dadas em
(3.47), que coincidem com as distancias quadréticas em (3.27). Desta forma, a condi¢ao de

separabilidade ¢é igual para ambas as medidas.
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Suponha ainda que em (3.47) tenhamos Cy > 0 e Cy > (. Dessa forma, C = C5 é
a medida do emaranhamento, que é diferente da distancia (35)2 =2 — (V2T)2. No entanto,

podemos encontrar uma relacao entre as duas, de forma que

C3 + 2054\ /12 — 2 = — (53)2.

Para Cy = 0, necessariamente si = 0, e para Cy = 1 (emaranhamento méximo entre os
subsistemas), temos, a partir de (3.47), que \/m =1+ m, tal que a Eq.(3.4.1)
assumira o seu menor valor (sg)fmn = — (1 + 2m> Uma andlise similar pode ser feita
para o caso C > 0 e (7 > (5, obtendo resultados semelhantes. Desta forma (slT)2 decresce
nonotonicamente de 0 a — (1 + 2m> e (55)2 de 0a — (1 + 2m>

No que segue, faremos uma analise comparativa entre a distancia quadratica, a nega-
tividade e a concurrence, dadas respectivamente por (3.50), (3.49) e (3.45).

A Fig.(3.7) mostra as medidas de emaranhamento (3.45), (3.50) e (3.49) para o estado
de Werner que é descrito pela matriz densidade (3.29) [30]. Todas estas medidas podem ser
escritas como funcgoes do parametro intrinseco x que estd no intervalo de existéncia do estado.
Através de (3.7)-(a) e (3.7)-(b), podemos notar que existe uma concordancia qualitativa entre
as trés medidas. O mesmo acontece para o estado de Peres-Horodecki [7] descrito por (3.32)
e exibido na Fig.(3.8); para este estado, a concurrence é uma linha reta e as negatividades
apresentam curvas quase coincidentes.

Os gréficos da Fig.(3.9) esbocam as medidas de emaranhamento para o estado de
Gisin [31], descrito pela matriz (3.36), para diferentes valores do parametro |ab|. A Fig.(3.9)-
(a) mostra que a concurrence C' e as negatividades Ny;s; € Ny sdo coincidentes para |ab| = 0.5.
No entanto, para os outros valores de |ab| isso nao acontece, como exemplificamos na Fig.(3.9)-
(b) para |ab| = 0.34.

Para o estado dinamico de Almeida e colaboradores [12], mais uma vez hd uma con-
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cordancia qualitativa entre as trés medidas de emaranhamento, como podemos verificar na
Fig.(3.10). Quando || /|8 < 1, o fenémeno de morte stubita do emaranhamento ¢ revelado,
como podemos ver na Fig.(3.10)-(a), caso contrario os sistemas permanecem emaranhados para
todos os tempos finitos, como mostrado em (3.10)-(b). Da mesma forma, para o sistema
de qubits interagentes proposto por Das-Agarwal [37], descrito pela matriz densidade (3.42)
e esbocado pela Fig.(3.11), quando uma seqiiéncia de colapsos e ressurgimentos do emaran-
hamento emerge, as curvas sao ligeiramente diferentes quanto as amplitudes dos picos, man-
tendo no entanto o mesmo padrao. Em suma, as trés medidas fornecem as mesmas informagoes
e sao qualitativamente equivalentes.

Com os exemplos apresentados verificamos que todas as trés medidas fornecem as
mesmas informagoes e também exibem a mesma tendéncia gréfica, apesar de serem formalmente

distintas.
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Figura 3.7: Medidas de emaranhamento para o estado de Werner, como funcao do parametro
x. No item (a) faz-se a comparacao entre as medidas (3.44) e (3.50) e em (b) a comparagao
entre (3.49) e (3.50).
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amente para o estado de Peres-Horodecki.
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fungao do parametro intrinseco x. No item (a) visualiza-se as curvas para |ab| = 0.34 e em (b)
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Capitulo 4

Emaranhamento e separabilidade para
estados da variedade D-7

O método de distancias de emaranhamento definido em termos de varidveis com uma geometria
hiperbdlica, semelhante ao espago de Minkowski da relatividade especial, foi apresentado no
Capitulo 3 [42]. Apesar de ser baseado no critério de TPP [7,8] ele conduz a uma nova visao do
fenomeno de separabilidade e de emaranhamento, uma vez que fornece uma divisao quantitativa
de um espaco de fase, que estabelece uma real, nao apenas pictorica, determinacgao das fronteiras
entre os estados separaveis e emaranhados. O método expressa o operador densidade em termos
de vetores de polarizagao (VPs) e da matriz de correlagao (MC), e permite verificar que o critério
TPP é realmente uma reflexao de um VP e de alguns elementos da MC por planos especiais no
espaco 3-D e nos permite ainda definir um quantificador de emaranhamento.

Enquanto que no capitulo 3 foram trabalhados exemplos com um tipo especial de
estado, bastante comum na literatura, denominado estado X [12,30, 31, 35-37, 48-51], aqui
mostraremos que ele pertence a uma classe maior de estados de dois qubits, que denominamos
classe da variedade D — 7, pois cada estado depende, no mdximo, de sete parametros indepen-
dentes e tém a propriedade de simetria de um subgrupo de SU(4), o SU(2) x U(1) x SU(2).
Este subgrupo possui quatro algebras su(2) (seis geradores) em intersec¢ao, que comutam com

o gerador de u(1). Esta abordagem, baseada no trabalho de A.R.P. Rau [52], fornece uma visao

61
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mais abrangente do método proposto anteriormente, bem como sua generalizacao.

4.1 A Algebra su(4)

Estados globais de sistemas de dois qubits sao representados por matrizes 4 X 4 que possuem
quinze elementos independentes, mais a identidade. Estes sistemas apresentam as simetrias do
grupo SU(4) e os estados sdo expressos em termos dos geradores da élgebra su(4). Existem
quinze geradores mais a unidade. Cada gerador é escrito em termos de um produto direto
envolvendo o operador unidade e as trés matrizes de Pauli {fl, 6‘1)‘} X {fz, (35 }, com (6%6° =
I dop +i€apy07), onde os indices gregos denotam as componentes x, y, z dos geradores. Trés
geradores da élgebra su(4) sdo { ® 65, seis outros possuem a forma 6§ ® &2’8 (a # B), trés
sao 0y ® jz, outros trés fl ® 05 e por ultimo a identidade fl ® fQ. Cada um destes dezesseis
geradores sera representado como ¢é;, com [ = 0,...15 e ¢y = I, ® I,. Os indices subscritos
denotam a qual subsistema os geradores pertencem. Sendo assim, um estado de dois qubits
pode ser escrito como
1 15
pra= (éo +)° clél) (4.1)
1=1
e necessariamente, Treée; = 0.

Muitos sistemas fisicos tém seus estados associados as subalgebras do su(4). Em par-
ticular, é bastante comum encontrar na literatura estudos tedricos e experimentais de estados
fisicos representados pelos geradores da subalgebra su(2) xu(1) x su(2) [53]. Esta dlgebra é orig-
inada pelo operador unidade mais 7 geradores: um pertence a algebra unitaria u(1) e comuta
com as seis outras, criando assim quatro subalgebras su(2). As dlgebras su(2) ndo permitem
qualquer produto direto su(2) x su(2), pois os geradores de uma das su(2) ndo comutam com
os geradores das outras, como serd mostrado abaixo. Os estados dos dois subsistemas possuem,

conjuntamente, sete grupos de parametros independentes, esses estados sao ditos formar uma
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classe de variedade D-7.

4.2 As subalgebras su(2) x u(1) x su(2)

Vamos agora construir as diversas representagoes de estados da classe de variedade D-7. Os
possiveis geradores para a dlgebra u(1) sdo: (1) 6 ® 6%, (2) 6¢ @ 65 ¢ (3) 6% ® I, (que ¢
equivalente a 1; ® 63 mudando os subindices 1 < 2).

(1) O gerador é; = 6§ ® 6% de u(1) comuta com os seis elementos do subgrupo

és =6l @6l 66=06" 247, é7:6y®&§}, (4.2)
com (a # [ # 7), que forma quatro subalgebras su(2)
Al — {é2)é47é6}7 A2 - {é27é57é7}7 A3 - {é37é47é7}7 A4 - {é37é57é6}7 (43>

sendo Eg = |J, Ar. As relagoes de comutacao obedecidas, por exemplo, pelos elementos da
subalgebra A, sao [éq, é4] = 2iéq, [é4, 4] = 2ié5 € [é6, €2] = 21é4, as demais relagoes sao obtidas
pela mudanca ciclica dos operadores. Note que [éq, €3] = [é4, €5] = [é6, €7] = 0 e que quaisquer
duas bases Aj possuem um elemento em comum (A; () A; = {&}), o que implica que nao
podemos formar nenhum produto direto su(2) x su(2) escolhendo qualquer duas subalgebras
desta base.

(2) Outra possibilidade ¢ escolher f; = 6% ® &f como gerador de u(1). Esta base

comuta com o subgrupo

f=ol0s =l =606}, (44)
com (a # B # 7). As quatro subalgebras su(2) formadas por (4.4) sao

By, = {f2,f4,f6}, By = {.]Emfs,f?} , Bs= {f3,f47f7} , By= {f3;f57f6}7 (4.5)
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onde Fs = J, Bi e u(1) x Fg C su(4).

(3) Por tltimo, o gerador §; = 6§ ® I, que comuta com a base
Go={n=051908, gs =196, 1 =07 ©.5,
G = h ol go=hed =510}, (4.6)
com (a # B # ), que forma quatro subalgebras su(2)
Cr =1{92,01: 96}, C2=1{02,95,97}, C3=1{93,92,97}, Cs=1{9s,05, 6}, (4.7)

com (Fg = J, Gk e u(1) x G C su(4)).

Estes trés tipos de subalgebras, dadas por (4.3), (4.5) e (4.7), sdo determinadas pelos
seus respectivos geradores u(1) e possuem a mesma estrutura de grupo, em outras palavras,
elas seguem a mesma tabela de multiplicacdo dada em Tab.(4.1). As relagoes de comutagao,

que também sado comuns as trés subalgebras, estao descritas na Tabela (4.2).

€o | €1 ] €9 €3 €4 €5 €6 ér
€o | €| 61| € €3 €4 €5 €6 ér
€1 €1 |€é | é3 €9 €5 €4 é7 €6
éz ég ég éo él Zéﬁ Zé7 —1€4 | —1€5
ég ég é2 él é[) Zé7 Zéﬁ —1€5 | —1€4
é4 é4 é5 —1€¢ —Zé7 éo él Zég Zé5
é5 é5 é4 —1€7 —iéﬁ él éo Zé3 Zég
€ | €6 | €7 | 164 165 | —i€y | —i€3 | €9 €1
ér | ér | € | 165 16y | —i€3 | —i€y | € €0

Tabela 4.1: Tabela de multiplicagao é; - é;.
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& |é1] & é3 é4 é é6 é-
| 00| 0 0 0 0 0 0
&l0]0] 0 0 0 0 0 0
&1 00| 0 0 2iee | 2ier | —2iéy | —2iés
és1 00| 0 0 ey | 2ieg | —2iés | —2iéy
és| 0| 0| —2ieg | —2iex | 0 0 2iey | 2ies
és | 0| 0| —2ie; | —2ieg | O 0 ey | 2iéy
6| 0| 0| 2iey | 2ié5 | —2ies | —2ie5 | 0 0
ér | 0| 0| 205 | 2iey | —2iey | —2iés | O 0

Tabela 4.2: Tabela de comutagao [€;, é;].

4.3 Estrutura dos autovalores para os estados de varie-
dade D-7

Uma vez que o operador densidade de estados pode ser escrito da forma da Eq.(4.1), utilizando-
se os elementos do subgrupo como base, e como o elemento comutativo comum comuta com cada
um deles em separado, isto implica que ele deve comutar também com o operador densidade.

Desta forma, utilizando-se um estado genérico de dois qubits, parametrizado na forma de

Fano [41],

<11®1Q+11® Y Pttt Y Pot@l+ YooY Mée&fe@&;), (4.8)

d=a,B,y d=a,Byy d=a,B,y e=a,B,y

p=

1 =

onde, Pj()s sao os VPs para o subsistema 1(2) e Ms. = <6‘f ® &§> sao os elementos da MC,
apresentamos a estrutura matricial dos estados construidos a partir das condigdes [p, é4], [,6, fl]
e [p, g1], e as novas desigualdades quadraticas que resultam destas novas estruturas. Em (4.8)
os indices § e € recebem, cada um, o conjunto («, 3,7), que posteriormente assumirao, cada

um, os rétulos (z,y, 2).
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4.3.1 O gerador é; =6 ® 6%

O comutador entre a matriz (4.8) e o gerador é; = 6{ ® 65 é dado por

(11 ® Z P2,5(3(2;> , (07 ®65)
0=a,B,y

(5 wotos).aron

d=a,Byy e=a,By

A A

1 a1
p.é1) = 1 (1 ® 1), (68 ©63)] + -

1
+ =

1
4 4

(}:}3wf®b>,w?®&@

d=a,B,y

Uma vez que este gerador comuta com a base (4.2), teremos

.o =5 [~RsleT 060+ Py [(67 @63)] - Paslot @63 + Py [ (5 @62

+M@Kh®&ph4mth®6®]_Mmua®1m+w@aK£@uQH.@@

Cada termo da soma (4.9) possui um elemento de base que é linearmente independente, entao,

para que [p, é;] = 0 é necesséario que o coeficiente que multiplica cada termo seja nulo, ou seja,
Pig=0, P,=0, Pp=0 D8h,=0,
My =0, My, =0, Mg,=0, M,=0. (4.10)
Dessa forma, o novo estado contruido a partir do gerador é; = 6{ ® 6§ é dado por
A 1 Ao ~Q FX &
P = 1(11 X 12+P27a11 ®02 +P17a01 ®12+Maa01 ®02+
—w%ﬁ®£+mwmw%w%ﬁ®@+Mmhw@, (4.11)

reduzindo, assim, o niimero de parametros livres de quinze para sete. Para diferentes escolhas
de a, f e v uma nova classe de estados é encontrada. Cada estado apresenta um novo conjunto

de autovalores, que serao analisados a seguir.

Escolha 1: (o, 3,7) = (x,y, 2).

Para o =z, B =y e 7 = 2, verificamos que o elemento comutativo comum serd é¢; = 6{ ® 63 e

que as condigoes (4.10) reduzem-sea Py, = P, = Py = P», = My, = M,, = M,, = M,, = 0.
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Assim, a matriz densidade (4.11) pode ser escrita na base computacional como

14 M. PQ,x - isz Pl,x - iMyZ My, — Myy
1 P2:ff + isz - MZZ M:m + Myy Pl,g: + iMyz

Pr2 =7 , (4.12)
P+ iMyz M.+ Myy 1-M,, Py, + isz

Mx:c - Myy Pl,x - ZMyz PZ,ac - 1sz 1+ Mzz

com os seus autovalores dados por

>‘i = zll (1 - Mm) + zll\/(Pl,w - PQ,x)z + (Mzz + Myy)2 + (Myz - sz)Qv (4-13)

Ht = zll (1 + sz) + i\/(PLz + P2,z)2 + (Mzz - Myy)2 + (Myz + sz)Q' (4'14)

Como vimos no capitulo anterior, dada a matriz densidade de um sistema, a trans-
posicao parcial positiva é equivalente a fazermos as mudancas P, — — P, ¢ My, — —Mj,
para (k = x,y,z) em seus elementos. Dessa forma, podemos obter a base de autovalores da

matriz transposta p’ através das Eqs.(4.13) e (4.14). A saber

N = L= M) £ 5y (P — Poa)? o (Mee = Myy)* 4 (Mye + M), (415)

PE = (1 M) £ (P + Pl + (Mee 4 My (Mye — Mo (46)

Uma analise semelhante aquela feita no capitulo 3, nos permite construir novas distancias
quadraticas examinando a positividade dos autovalores da matriz transposta, (4.15) e (4.16).
Para tal, consideremos oito novos parametros

_1iMmz _Pl,Q?:i:PQ,.Z

M,, + M.. M,. + M
t:t - 2 9 u:l: 2 9 = 4 - 4

= 20 4.17
U+ 9 , W+ 9 ( )

Uma vez que A = (t- £ V) /2 e pl = (¢4 £ V4) /2, onde escrevemos
VIE = Ju +02 +wl, V) = ud +0d (4.18)
estao no intervalo [0, 1], as seguintes desigualdades sao validas

(D=2 - (v’ >0, (D=2 - W) >0 (4.19)
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Para esta classe de estados, podemos verificar, assim como fizemos no capitulo anterior,
que as desigualdades encontradas a partir dos autovalores da matriz original, nao fornecem

nenhuma informagao sobre as condigoes de separabilidade ou emaranhamento do sistema.

Escolha 2: (o, 3,7) = (z,2,y).

Para esta escolha de parametros, verificamos que o elemento comutativo comum sera é; =
07 ® 65 e que as condigoes (4.10) reduzem-se a P, = Py, = Py, = Py, = M, = M,, = M,, =

M,, = 0. Logo, a matriz densidade (4.11) torna-se

1+P1,3+P2,2+Mzz 0
~ 1 0 1+P17z_P2,z_Mzz
P12 = Z
0 Mxm + Myy +1 (My:r - M‘Ty)
My — Myy + i (Myy + Myy) 0
0 Mx:p - Myy —1 (Myw + Mxy)
My, + My, — i (M, — M) 0 (4.20)
1_Pl,z+P2,z_Mzz 0
0 1_P1,Z_P2,z+Mzz

Como vimos no capitulo anterior, este estado é conhecido na literatura como um estado
X, devido ao formato de sua matriz densidade [52]. Mostramos, entao, que este tipo de estado
constitui um caso particular da classe de estados de variedade D-7.

Retomando as quantidades encontradas no capitulo 3, verificamos que as desigualdades
encontradas a partir dos autovalores da matriz transposta para o estado X possuem a mesma

estrutura apresentada em (4.19), mas para diferentes valores de ¢4, uy, vy e wy. A saber

1+ M., Pi.+ P, M,, & M,, My, + M,,
tp=———, up=—"F—"" pypp=—" wyg=——-—

= = 4.21
2 2 ’ 2 ’ 2 ( )

Lembremo-nos que as desigualdades encontradas a partir dos autovalores da matriz original

nao oferecem nenhuma informacgao adicional.
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Escolha 3: (o, 3,7) = (y, 2, ).
Neste caso, o elemento comutativo comum é é; = ¢} ® d35 e as condigoes (4.10) sao P, =

P,=P,=P,=M,,=M, =M, =M, =0. Desta forma, a matriz densidade (4.11) é
escrita como

1+ M., —iPyy+ M., —iPry+ My My, — M,
1| iPy+ M, 1-M. M, +M, -iP.,—M,.
151,2 =7 Q’y " Y ) (422>
iPry+M,. My+M,  1—M. —iPy,— M,

My — My, Py — M, 1Py, — M, 1+ M,

=~

sendo os autovalores dados por

1
A= (1= My,)+ Z\/ (Pry— Poy)? + (Myo — M) + (M, + M)’ (4.23)

Ht =

I g

1
(14 M,,) £ Z\/(PLy + Py, + (Myye = M..)” + (M., — M.,)". (4.24)

Note que a estrutura dos autovalores para esta classe de estados é a mesma encontrada
para as duas ultimas subalgebras geradas por é;. Desta forma, é facil ver que as novas distancias
quadraticas terao a mesma estrutura ja apresentada, com os novos parametros dados por

_1iMyy
B 2

_ Pyt Py,
2

_ wa j: MZZ
a 2

[ 5

y U+ s V4 y W+ (425)

4.3.2 O gerador fl =07 ® 526 (a # 5)

De forma andloga ao gerador é;, calculamos o comutador entre a matriz (4.8) e o gerador
oY ® &5’ . Uma vez que este gerador comuta com a base (4.4), teremos

N i ~o S ~o Ao = a 2 a
.| =5 [Pra (63 ©63) — Py (60 ©65) — P (67 067 + Pis (6] @ 6F)

+Maa (11 @ 63) = Moo (11 @ 65) = Mas (6] @ 1) + My (60 @ 1) | (4.26)

Como cada termo da soma (4.26) possui um elemento de base que é linearmente independente,

entao, para que [/3, fl} = 0 é necessario que o coeficiente que multiplica cada termo seja nulo,
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ou seja,

Pl,ﬂzoa Pl,'y:()a P2,a:O7 PZ,’y:()a

Myo =0, My, =0, Mgg=0, M,3=0. (4.27)
Desta forma, o novo estado contruido a partir do gerador fl =07® 62’3 é dado por

1
p=17 (11 @ 1o+ Pogly ® 65 + PLo6® @ 1y + Mpadt @ 65

b Moub? ® 65 + Mapo? @ 65 + Mg, 6?0 © 67 + M..67 @ &;) (4.28)

reduzindo, assim, o nimero de parametros livres de quinze para sete. Como anteriormente,

diferentes escolhas de «, 8 e v conduzirao a diferentes estados.

Escolha 4: (o, 3,7) = (x,y, 2).

Para tais parametros, verificamos que f; = 67 ® 5 é o gerador u(1) da subalgebra e que as

condicoes (4.27) reduzem-se a Py, = Py, = Py, = P5, = My, = M,, = M,, = M,, = 0. Logo,

a matriz densidade (4.28) é dada como

1+ P27z + Mzz —iPQ,y + Mzz Pl,a: - iMyz —1 (Ma:y + MyI)
R 1 Z'PQ,y + Mza: 1- P2,z - Mzz Z(sz - Mya:) Pl,x + Z-2\47;2:
pra=3 L (4.29)
P ,+iM,, —i(My, —M,) 1—P,—M,, —iPy,— M,

{ (Mmy + My:v) Pl,w - ZMyz P2,y - Mzm 1— Pl,z + Mzz

sendo os seus autovalores

1 1

A:t = Z (1 + Mwy) j: ZL\/(PLCC + P2,y>2 + (Myz - sz)2 + (Mzz + Myl‘)27 (430)
1 1

e = 4_1 (1 B MSEy) + Z\/(Pl’m o P27y)2 + (Myz + MZCB)Z + (Mzz - Myz>2- (431)

Assim como fizemos anteriormente, construiremos novas distancias quadraticas exam-

inando a positividade dos autovalores da matriz (4.29) transposta parcialmente. Antes disso,
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note que a estrutura dos autovalores (4.30) e (4.31) é a mesma encontrada nos casos estudados
em é1, logo, a estrutura das desigualdades permanece a mesma.

Partindo dos autovalores encontrados e do equivalente geométrico para a transposigao
parcial (P, — —P, e My, — —DM,;, para (k=x,y,%)), encontramos as desigualdades
(S{)2 = 2 — (VIT)2 > 0e (35)2 = 2 — (\/2T)2 > 0, sendo V' = /u? +02 +w? e

Vi = /u? +v2 + w?, construidas com os parametros

1+ M,, Pty MM M My,
_— =, = 4+ = .

_ 4.32
b g U 2 2 2 (4.32)

Note que a diferenca entre as desigualdades construidas para este gerador e as demais calculadas

anteriormente é o conjunto de parametros {t4, uq,ve, wy} dados em (4.32).

Escolha 5: (o, 3,7) = (z,2,y).

Para esta escolha, verificamos que o elemento comutativo comum é f; = 67 ® 5. Desta forma,
as condigbes (4.27) reduzem-se a Py, = Py =Py, =Py =M,, = M,, = M, = M,, =0¢e¢
podemos escrever a matriz densidade (4.28) como

— My, — 1M,

1+ Pl,z PQ,a: + Mz:v MJ:Z — M,

Yz
R 1 P2,x + sz 1 + Pl,z Myy + ZMa:y _M:cz + Z‘]\Iyz
Pr2=7 . (4.33)
Mmz + iMyz Myy — 'lM;py 1 - Pl,z P2:E - MZ:B
—My, + 1My, —My, —iM,, P, — M, 1—-P .
Uma vez que a estrutura das desigualdades permanece a mesma, basta encontrarmos

os diferentes parametros {t4, uy, vy, w4} para este gerador. Partindo dos autovalores da matriz

(4.33) e aplicando as mudangas equivalentes ao critério de TPP, encontramos

1+ M, P.+tP, M,. & M,, My, = M,
ty = —— Uy = ————— Vy = ———— Wy = —————.

2 2 2 ’ 2 ( )
Assim como para os demais casos, as desigualdades construidas a partir dos autovalores
da matriz original (4.33) nao fornecem nenhuma informagao adicional a respeito do regime de

separabilidade do estado.
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Escolha 6: (o, 3,7) = (y, 2, ).
Neste caso, o gerador da subalgebra f(1) é 67 ® 65 e a condigao [[), fl} =0, dada em (4.27),

¢ satisfeita para Py, = P, = Py = Po, = My, = My, = M., = M,. = 0, o que nos permite
escrever a matriz densidade como
1+ P, M., —iM,, —iP,—iM,, My, —iM,,
. 1 M., + M., 1— P, Myy +iMy,,  —1iP, +iM,,
P2 =7 . (4.35)
1Py 4+ 1M, My, —iM,, 1+ P, —M,, + i,
Myy +iMy,, 1P, —iM,, —M,, —iM,, 1-P,,

Os autovalores da matriz (4.35) sao dados por

| 1

Ar = 4 (1—M,,) =+ Z\/(Pl,y — Py2) 4 (Mg + May)? + (Mag — M.,)?,
| 1

o= 7 (L My.) £ Z\/(Pl,y 4P+ (May — M) + (Mg + M,,)?

Logo, para este gerador os parametros {t4, u4, vy, wy} sao

1+ M,

Py % Py
te = —5 0, uy = A

2 Y

M., + M,,

U+t Ut 9 ) T

4.3.3 O gerador g; =0 ® 1,

Uma vez que o gerador 6¢ ® 1o comuta com cada um dos elementos de base (4.6), encontramos

o comutador entre a matriz (4.8) e este gerador

o i Ay oG B o2 v ra . .
&l =5 [_PLB (61 ®11) + Py <Uf ® 12) — Mo (61 ® 65) — Mpggs (UY ® 0’5)

~ M (67 © 63) + Moo (67 @ 05) + Mg (67 @07 ) + Moy (60 057)|  (430)

Como cada termo da soma (4.36) possui um elemento de base que é linearmente independente,

entdo, para que [p, g1] = 0 é necessario que o coeficiente que multiplica cada termo seja nulo,
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ou seja,

legzo, PL»Y:O

Mgo =0, Mpgg=0, Mg, =0, Myy=0, Mypg=0, M, =0, (4.37)
Dessa forma, o novo estado contruido a partir do gerador ¢; ¢ dado por

~ 1 Ao 5 %
=1 (11 ® 1s + (P2,a11 ® 05 + Pl ®‘7§ + Poyly ®U;>

4 (PLat® @ 1) + Maod® ® 65 + Mago® @ 65 + Moo ® &;) . (4.38)
Note que o niimero de parametros livres foi reduzido de quinze para sete. Como anteriormente,
analisaremos a diferencas entre os parametros das desigualdades geradas a partir das diferentes

escolhas de a, e 7.

Escolha 7: (o, 3,7) = (x,y, 2).

Neste caso, o elemento comutativo comum é §, = 6% ® 15 e as condicdes dadas em (4.37)
tornam-se Py, = P, = My, = M,, = M,, = M., = M., = M., = 0. Desta forma, a matriz
(4.38) é reescrita como

1+ P, Py =Py Py + M, M, —iM,,

N 1 PZ,x + iPQ,y 1— P2,z me + ZMxy Pl:r - sz
pra=7 ; (4.39)
Pl,r + M:cz Ma:a: - Zsz 1 + P2,z PZ,:E - iP2,y

Mxx + ZMa:y Pl,at - M$Z PQ,:C + Z.PQ,y 1 - PQ,Z

sendo os seus autovalores dados por

1
>\i = (]- - Pl,x) + Z\/(PQ,Z - sz)2 + (M:cy - P2,y)2 + (P2,a: - Ma:x)2

Ht =

N N

1
(14 Pra) & 7 (Pae o Moo o (Poy + M)+ (Pog + M), (440)

Note que, ao aplicarmos as mudancas equivalentes ao critério TPP, encontramos o

mesmo conjunto de autovalores. Isto se da, devido ao fato de g; gerar somente estados
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separaveis. Desta forma, as desigualdades
(51T)2 =2 — (v +v> +uwi) >0, (55)2 =12 — (u + 02 +w?) >0

para os parametros

,_1EPy
+ — 9 ) 9 ) 9 ) W4 9 )

sempre serao satisfeitas.

Escolha 8: (o, 3,7) = (z,2,y).

Para esta escolha, o elemento comutativo comum de u(1) é §; = 67 ® 15 e as condicoes dadas
em (4.37) tornam-se P, , = Py, = M,, = M, = M, = M,, = M,,, = My, = 0. Desta forma,
a matriz (4.38) é reescrita como

].+P17z+P2’z+Mzz PZ,I_iP?,y+sz_isz
. 1 PQ’g; + Z.P27y + M. + Zsz 1+ PLZ — P2,z - M,,
P12 = 1
0 0
0 0

0 0
0 0
1—P .+ P, — M, Py,—iPyy— M, +iM,
Pyy+iPyy — My, —iM,, 1—P,— P, + M,

, (4.41)

ou seja, duas matrizes 2 x 2 bloco diagonais. Isto mostra que o gerador o ® 1,, também
constréi somente estados separdveis. Logo, as matrizes p; o € ﬁ1T2 possuem o mesmo conjunto
de autovalores.

A titulo de informacao, o conjunto de parametros {ti,us,v4,ws} para este estado é
dado por

1+P,

" P2,z + Mzz P2,x + sz P2,y + sz
+ = = = —_— = =

9 ; U+ 9 ) U+ = 9 ) w4 9



4.4 Exemplos Ilustrativos 75

Escolha 9: (o, 3,7) = (y, 2, ).

O elemento comutativo comum é §; = 7 ® 12 e as condicoes (4.37) reduzem-se a P, =
P M,y =M., =M,, = My, = M,, = M,, =0. O estado gerado ¢ da forma

1+ P,  Py,—iPy, —iPi,—iM,, —DM,, —iM,

1| Pw+iPy,  1—Py. My —iM, —iP.,+iM,.
Pr2 =7 : (4.42)
iPl,y + iMyz Myy + ZMyx 1 + PQ,Z P271- — Z'PQ,y

—My, + 1My, Py, — M, Prg+iPay, 1-P,
Trata-se de um estado separavel, onde as desigualdades construidas a partir dos autovalores
da matriz transposta parcialmente sao sempre satisfeitas. Para este estado os parametros
{t+,us, v, ws} sdo dados por

. ]. :|: -F)'Ly -P],z j: Myz -F)jﬂf :t Myz Pjy :F Myy

t:l:_ I u:t: Y U:I:: 2 I w:l:: 2

2 2

Mostramos que as nove formas para (4.8), os estados (4.12) a (4.41), tém em comum
a estrutura de seus autovalores { A, pu+} e que o produto de cada par, 4\ A e 4, p_, pode
ser escrito como s? = 2 — V2, com V = (u,v,w), onde u, v e w sdo considerados componentes
de um vetor no espago 3-D. Mostramos também que os autovalores AL e ul de cada estado
transposto parcialmente, pi,, sdo obtidos diretamente dos autovalores de p o, simplesmente
mudando P, — —Fs, e My, — —My, , gerando um conjunto de parametros {ti, us, vy, wy}
diferente para cada estado como mostrado na Tabela (4.3). As Tabelas (4.4), (4.5) e (4.6)

exibem um resumo das nove formas para (4.8) geradas a partir dos operadores é;, fi e g.

4.4 Exemplos Ilustrativos

Apresentamos aqui dois exemplos encontrados na literatura e representaremos suas distancias
;. T 2 T 2 .
quadraticas (sl) e (32) no espaco de fase. Neste contexto, estudaremos as quantidades de

emaranhamento, mostrando uma estreita relagdo com a concorréncia proposta por Wooters [?].
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u(1) 2ty U4 204 I 24 214
6069 || 14 Moo | PiatPaq | MaotM., | M g+Mg,
60 @5 || 14 Mag | PiatPas | Mg tM o | Myyt=Mp, | £V, | t,£V,
6010y | 14 Piy | PoytMeo, | PogtMy | PratMag

Tabela 4.3: A primeira coluna se refere ao gerador u(1) enquanto as quatro colunas seguintes
mostram os novos parametros em termos dos vetores de polarizacao e componentes da matriz
de correla(;ao As colunas 6 e 7 contém os autovalores para um estado de dois qubits. Omitimos
0S €asos 01 ® 05 e L® 0 uma vez que eles sao trivialmente obtidos da segunda e terceira
linhas.

u(1) o] R0 ol ®0 oy ® 73
4pn 1+ P, + P, + M., 1+ M., 1+ M.,
4p12 0 Py — i, —i Py + M,
4p13 0 Py —iM,, —i Py + M,
4p14 My — Myy — i (Mye + Myy) My, — My, My — My,
4pa2 1+ P, — Py, — M, 1—-M., 1— M.,
4pa3 My + My, — i (My, — Myy) My + My Mgy + My,
4poy 0 P, + 1M, —iPy, — M,,
4ps33 =P+ P, — M., 1—-M,, 11— M.,
4p34 0 Py, +iM,, —i Py — M,
4pas 1—P,— Py, + M, 1+ M., 1+ M.,

Tabela 4.4: A primeira coluna mostra as componentes da matriz (4.8) na base computacional,
multiplicada por 4. As outras trés colunas exibem os elementos da matriz dados em termos dos
VPs e dos elementos da MC para cada operador u(1), mostrado na primeira linha.

4.4.1 Exemplo 1: A matriz Tanas-Ficek

Um estado dindmico foi deduzido em [54] para um sistema consistindo de dois dtomos de
dois niveis, coletivamente acoplados a um campo, com menores niveis de energia |g;) e niveis
mais elevados de energia |e;) (i = 1,2), separados por um gap de energia hwy. Os dtomos,

considerados idénticos, sao acoplados a um campo de radiacao multimodal que se encontra
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u(1) o7 ® 63 07 @63 0! ® 65
4p1 L+ P, + M., 1+ P, 1+ P,
4p12 —1Pyy + M., Py + M, M., — i,
413 Py —iM,, M, —iM,, —i Py, —iM,,
dpra | —i(Myy + My,) —M,, — iMy, My, — My,
4p2o 1= P, — M, 1+ P, 1= P,
4pas3 i (Myy — My,) My, + iM,, My, +iM,,
4pas Pry +iM,, —M,, +iM,, —iPy, +iM,,
4ps3 1 =P, — M, 1—-P, 1+ P,
4p34 —1Pyy — M., Poy — M, —M., + i,
4p44 1= P+ M. 1= P, 1= P,

Tabela 4.5: A primeira coluna mostra as componentes da matriz (4.8) na base computacional,
multiplicada por 4. As outras trés colunas exibem os elementos da matriz dados em termos dos

VPs e dos elementos da MC para cada operador u(1), mostrado na primeira linha.

u(1) 67 @ 1y 6y @1, 67 ® 1,

dp1, 1+ P 1+ Py 1+ P+ Py, + M.,
4p12 Poy — 1Py, Poy — 1Py, Py —iPyy + M., — 1M,
4p13 Py + M, —i By — 1M, 0

414 My — 1My, —~Myy — iM,, 0

4p22 1= P, 1= P, 1+ P, — Py — M,
dpss | Mg+ iM,, M,, — iM,, 0

42y Py — M,, —i Py, + 1M, 0

4ps3 L+ P, 1+ P, 1=P.+ P, — M.,
4p34 Py — 1Py, Py — 1Py, Py — 1Py — M, + 1M,
4p44 1= P, 1= P, =P, — Py, + M.,

Tabela 4.6: A primeira coluna mostra as componentes da matriz (4.8) na base computacional,
multiplicada por 4. As outras trés colunas exibem os elementos da matriz dados em termos dos

VPs e dos elementos da MC para cada operador u(1), mostrado na primeira linha.
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inicialmente no estado de véicuo [{0}). Os atomos irradiam espontaneamente e seus campos
exercem uma forte influéncia dinamica, um sobre o outro, através dos modos do vacuo. A base

dos estados ¢ escolhida em funcao do estado singleto (ou estado anti-simétrico)

ja) = % (lg1) le2) = lea) [g2)) (4.43)
e o tripleto (ou estado simétrico)
le) =ler)lea), o) =lan)lg2),  s) = % (lg1) le2) +[e1) |g2)) , (4.44)

também conhecidos como estados de Dicke. Se no tempo t = 0 ambos os atomos estao prepara-
dos em um estado de superposicao [¢g) = /ple) + /1 —plg), onde p € [0,1], segundo a

Ref.( [54], a matriz densidade que fornece a evolucao do sistema é dada por

Pee (t) Peg (t> 0 0
p(t) = P:g (t) Pgg (t) 0 0 ’ (4.45)
0 0 ps(t) O
0 0 0 Paa (1)

sendo que cada elemento da matriz evolui conforme

Pee (1) = pexp (—27t), (4.46)

Peg (t) = /P (1 —p)exp (1), (4.47)
B Y+ Y12

per ) = pesp (=31) ( 2522 foxp () — exp ()] (4.48)

pon () = pexp (=10) (522 ) fexp rat) = exp (0] (4.49

sendo v a taxa de decaimento espontaneo dos atomos, causado pelo acoplamento com o campo
de vacuo, e 712 o damping coletivo (parametro de amortecimento coletivo). Os elementos
(4.46)-(4.49) estao sujeitos a conservacao da probabilidade pyg (£) = 1 — pgs (£) — paa (£) = pee ().
Vale a pena notar que a matriz depende efetivamente de apenas trés parametros intrinsecos

independentes, vt, v12/7v and p.
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Na base computacional o estado (4.45) torna-se

pec (¢) 0 0 Peg (1)
sy | 0 e @F e gpu(t) =500 () 0
0 3pua (1) = 3pus (1) $paa () + $pss (1) 0
Peg (1) 0 0 1= pss (t) = paa (t) = pee (1)

(4.50)
que é do formato X (como apresentado em 4.20) e comuta com &,; ® &,5. Para este estado,

os vetores de polarizacao e a matriz de correlagao sao dados por

Pia=Py=P,=P,=0 (4.51)

Pl,z = P2,z - 2pee (t) + Paa (t) + Pss (t) - ]-7 (452)

My, =M,, = M,, = M,, =0, (4.53)
1

M., =2Re (peg (t) + ipaa pss ) (4.54)
. 1 1

Mxy = Myw =2Im peg (t) + 2Paa (t) - 5 ( ) (455>

1 1
Myy = 2Re ~Peg (t) + §paa (t) - épss (t) ) (456)
M.z =1 =2 (paa (t) + pss (1)) - (4.57)

Desta forma, podemos encontrar os parametros {t4, us, vy, w+} para o estado (4.50)

uy = pexp (—t) KW — m) [exp (712t) — exp (—7t)]

Y+ M2
+2exp (—7t) + (%) [exp (—712t) — exp (—vt)]} —1
u_ =20
v = pexp (=300 { (252 fexp (at) — exp (1)
— (222 fexp () — exp (0]

_ =2pexp (—1) (#)
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Mmy + Mym o

1= pexp (—7t) { (25222 ) fexp (12t) — exp (—78)] + (222 ) [exp (—72t) — exp (—72)] |
2

_vep (o) {(353) loxp (nat) — exp (—1t)] + (3522 exp (—t) — exp (1))}

- : .

t+:

O diagrama no espaco de fase para a matriz transposta, p? (£) mostra uma evolucao temporal

do sistema.

1,0
v /"
_
Vd s
- 7/ - .
Separavel ps PR
rd -
0,8 , - .
s _- .
7 _ -
7
s, v g
0,6 4 LS -
7z P - .
L T Emaranhado
1 Y dd .
~NF -~
" 04
L 2 T\2
024 r — tvs. (V)
‘ 2 T2
---t, Vs (V)
0,0 . ; ; ; . . . T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
T\2
Vi)

Figura 4.1: Espaco de fase do estado Tanas-Ficek.

4.4.2 Exemplo 2: matriz Shabani-Lidar

Em [55], os autores estudaram a discérdia (que veremos no préximo capitulo) para mapas
positivo e afirmaram que uma matriz A é positiva se cada sub-matriz principal de A é positiva.

Nesta abordagem eles manipularam uma sub-matriz 4 x 4 positiva e parametrizada 4 x 4 que
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1,0
0,010 ‘I
o 0000 “‘. _____________
0,5 4 o VT
\‘_’/
0,005 - (SD?
—(&)?
N o~ ' 1 2 :‘! 4 “{t 5 6 ; 8
—~ 0,0 ~—_—=
"o /
~ ]
!
[
]
I T\2
084 ---(s])
[}
T\2
,' —(s5)
{
-1,0 T T T T T
0 2 4 6 8 10

vt

Figura 4.2: Medida de emaranhamento para o estado Tanas-Ficek.

nao é da forma X (e nao foi associada a qualquer sistema fisico),

tl iCL ZbR — b[ t3
N 1 —ia t t3 —ibg + by
PsL =7 : (4.58)
—ibR - b[ tg tg —1ic
t3 ZbR + b[ ic tz

A matriz (4.58) possui sete parametros {t1, to, t3, a, bg, by, ¢} e uma verificacao imediata mostra
que a mesma comuta com 65 ®d3 (seu gerador u(1)), logo a matriz (4.58) pertence a classe D—7
do tipo (4.35), permutando particulas 1 e 2. Porém, apenas seis parametros sao independentes
uma vez que a normalizacao estabelece a restrigao (¢; + t2) /2 = 1. A fim de que [p, 07 ® 65] =0

as seguintes condigoes sao impostas P, = Po, = Py = Py = My, = Myy =M., = M., =0, e
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os seis outros geradores sao

L= oY ® 6%, 6:Ay®02,f7—&f®c}§}. (4.59)

Os demais componentes da polarizagao sao Py, = t;—1, P, = (¢ — a) /2 e a matriz de correlacao

é

Mxx Maﬂy Ma:z t3 0 _bI
Mo = My, My, M,, = 0 0 —bgr
M., M, M., 0 &

N2 N2
Nas expressoes para as distancias s? = t2 — <V1> >0e s3=12 — (Vg) >0

(Vi = u2 + vl +w? e Vo= /ui +0v2 4+ w?), tém-se

2F (c+a) 2(t1 — 1) £ (c—a)
e = T ues i
b ts F b
v = Fo, wi:@. (4.60)

As distancias quadréticas para a matriz transposta p? , podem ser facilmente calculadas fazendo-
se uso dos parametros (4.60). Note que as diferengas entre as distancias quadraticas da matriz

transposta e da matriz original sao dadas por
(3?)2 — 57 = +t3bp > 0 (82) — 53 = —t3bp > 0,

portanto, o emaranhamento ocorre se t3bp > s3 ou t3br < —s7.



Capitulo 5

Discordia Quantica

5.1 Correlacoes Classicas e Discordia Quantica

A discérdia quantica é uma medida que tem por objetivo captar todas as correlagoes quanticas
do sistema, nao se limitando somente ao emaranhamento. Esta quantidade foi originalmente
proposta por Harold Ollivier e Wojciech H. Zurek como a diferenca entre duas formulas classicas
idénticas, mas quanticamente distintas, que medem a quantidade de informagao mitua de um
par de sistemas quanticos [20].

Em teoria classica da informacao, a correlacao total entre os dois subsistemas A e B,
cujo estado é matematicamente representado por uma distribuicao de probabilidades conjunta

pﬁgB, pode ser obtida pela informagao mitua

I (pAB) =H (pA) +H (pB) - H (pAB) (5.1)

onde pj-‘ =>, p;‘kB epl =3 i pka sao as probabilidades marginais com j e k indexando os

resultados da medicao das partes A e B, e H(-) é um funcional da entropia de Shannon, isto é,

H (pAB ) =—> p]AkB log(pﬁgB ). Esta mesma quantidade pode ser reescrita como

I (p*?)=H (p*) - H (p*" | p”), (5.2)

83
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onde

H (p*? | p”) = H (p*P) — H (p°) = = _ ppZlog (pj}f) (5.3)
k

é a entropia condicional cldssica e pﬁkB = ﬁB /p2 é a distribui¢do de probabilidade condicional

dada a distribuigdo marginal p?, e como vimos anteriormente (5.1) e (5.2) quantificam a ig-

norancia (em média) em relagdo ao valor de A, quando se conhece B. Na teoria cldssica da

informacgao estas duas expressoes sao equivalentes, mas existe diferenca entre elas no dominio

quantico.

Para generalizar estas expressoes para o dominio quantico, substituimos as distribuicoes
de probabilidades classicas pelos operadores densidade e a entropia de Shannon pela entropia
de von Neumann. Em particular, se pA? denota o operador densidade de um sistema bipartido
AB) AB)

e pP = Tra(p sao os operadores densidade reduzidos

composto AB, entdao p?* = Trp(p
que descrevem o estado dos subsistemas A e B, respectivamente. Agora podemos fornecer as

versoes quanticas das equagoes. (5.1) e (5.2), respectivamente:
I(p"%) =S (p") + 8 (%) = 5 (p"7) (5.4)
Z(p"") = S (p*) = S(p"7 | ). (5:5)

com a entropia condicional sendo definida como

St | p") =S (p"P) = S (p7), (5.6)

que é uma generalizagdo formal da entropia condicional cldssica dada em (5.3). As Eqgs.(5.4)
e (5.5) sao denominadas informacdo mitua quantica e sdo usualmente utilizadas como uma
medida das correlagoes totais do sistema, quantificando a robustez da correlacao e, opera-
cionalmente, sendo a taxa minima de ruido que ¢é necesséaria para apagar completamente todas

as correlacoes em pAP [23,40].
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Para generalizar a Eq.(5.5), Oliver e Zurek fizeram uso do operador densidade condi-
cional que é obtido através de medidas projectivas efetuadas em um dos subsistemas [20]. Por
influéncia da teoria quantica da informacao, consideraremos que cada subsistema deste sistema
bipartido estd em posse de dois personagens: Alice e Bob. Dessa forma, suponhamos que Bob
realize medigdes projectivas (do tipo von Neumann) em seu estado B. A base de elementos das
medidas projectivas ¢ indicada por {B;} com B; > 0 e > . B; = 1. A probabilidade de que o

resultado 7 seja obtido é dada por
O estado do sistema A que corresponde ao resultado i é

A = % (I®B)p™ (1®B,)]. (5.7)

Considerando todos os elementos B;s das medicoes, os estados do subsistema A serdo caracteri-
zados pelo conjunto {p;, p;}. Note que o estado local de Alice p* permanece inalterado, ou seja,
p = > pipt, para qualquer conjunto pés-medidas. Em outras palavras, as medicoes de Bob
induzem uma decomposicao do estado local de Alice p? para o conjunto {,0;4, pi}. Claramente,
p dado em (5.7), pode ser considerado como um operador densidade condicional (condicionado
aos resultados de medida rotulados por i), que é uma generalizagao formal da distribuicao de
probabilidade cldssica. Assim, uma definicao alternativa para a entropia condicional quantica

pode ser escrita como
S (" 1{B}) =) _wiS (v) .
permitindo uma definigao diferente da informagao mitua quéantica dada em (5.5), a saber
Z(p"" | {B:}) = S (p") = S (0" | {B:})

=5 (p") - Zp@-S (o)
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Medidas projetivas sobre o subsistema B removem todas as correlagoes nao cléssicas
entre A e B, e o valor de Z(p*P | {B;}) depende da escolha de {B;}. Desta forma, o méximo de
Z(p*B | {B;}), sobre todas as medicoes {B;} de Bob, pode ser interpretado como a correlagao

classica contida no sistema, isto é,

CA—HIBSLX sz P ] S(p mm [Zpl o ] (5.8)

O sobrescrito A em C indica a situagao em que Bob adquire informagoes sobre o subsistema
A de Alice realizando medigoes em seu subsistema B. Da mesma forma, se Alice faz medicoes
projectivas, {A;}, podemos definir a informagao obtida sobre a particula B através de medigoes

sobre a particula A,

cP = max Zp] ] = S — mm [Z p;S

Geralmente, C4 # CB, o que significa que a informacao cldssica é assimétrica. Tal quantidade

(5.9)

foi estudada por Henderson e Vedral, que postularam os seguintes critérios para uma medida

de correlagoes classicas [21]:
e C = 0 para estados produtos,

e C é invariante sob transformacoes unitarias locais. Isso ocorre porque qualquer mudanca

de base nao deve afetar as correlacao entre os dois subsistemas.

e C nao aumenta sob operacoes locais. Se os dois subsistemas evoluem de forma indepen-

dente entao a correlagao entre eles nao pode aumentar.
e C=S(p") =5 (pP) para estados puros.

Possuimos, entao, dois andlogos a informacao mutua cléssica, dados por (5.4) e (5.5).
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A diferenca

Dt = 1-C*

= S(pB) —S(pAB) —|—rr]131’n

zi:pz-S (pé“)] :

¢ conhecida como discordia quantica e ¢é interpretada como uma medida de correlagoes pura-
mente quanticas. De forma similar podemos escrever que D =7 — C5.

Para estados puros, o emaranhamento e a discérdia sao equivalentes, entretanto ex-
iste uma diferenca fundamental entre estas grandezas ao tratarmos com estados mistos. Um

exemplo que ilustra bem esta diferenca é o estado de Werner [30]
. _ _ 1
pw = [u7) (7] + 21, (5.10)

com [¢p~) = (1//2)(|01) — |10)) e I a matriz identidade, que engloba estados emaranhados
e separaveis dependendo do parametro z. A Fig.(5.1) mostra o gréfico da discérdia quantica
para este estado e revela que tal quantidade é nao nula mesmo no intervalo de separabilidade,
0 < x < 1/3, mostrando que as correlagoes quanticas podem estar presentes mesmo em estados
nao emaranhados, revelando entao que as medidas de emaranhamento, tais como, concurrence,
negatividade, etc., nao capturam todas as correlagoes entre dois sistemas mistos separaveis.
Obter a discérdia quantica requer consideravel esfor¢o devido ao complicado processo de
maximizagao (dado em (5.8)) no célculo da correlagao cldssica, uma vez que esta maximizagao
deve ser sobre todas as possiveis medicoes projectivas de Bob. Diante disso, torna-se clara a
dificuldade do céalculo da discérdia para sistemas quanticos bipartidos genéricos. Como vimos
no Capitulo 3, varios sistemas fisicos estudados na teoria quantica da informacao tem sido
descritos por uma classe de estados puros e mistos pertencentes a classe de variedade D-7,
denominados estados X, e para estes estados o célculo da discérdia torna-se possivel. Em [26],

Shunlong Luo calculou a discordia analiticamente para uma classe destes estados, contudo,
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0.8
0.6
Separavel Emaranhado
D

0.4
0.2
0.0 / : : . : . :

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.1: Discérdia quantica para o estado de Werner que apresenta um intervalo de separa-
bilidade em 0 < x < 1/3.

restringindo-se somente a trés parametros livres. Extendemos este resultado para um conjunto
de cinco parametros livres em [56] e calculamos a dinamica dissipativa da discérdia para um
sistema de dois qubits sujeito a varios canais dissipativos.

No que segue, vamos além do resultado encontrado em [56] e calcularemos a discérdia
quantica para um estado X com sete parametros livres, baseados no resultado encontrado por
Rau e colaboradores em [27], e faremos a comparacao entre o emaranhamento, a discérdia
e a correlagao classica para alguns estados quanticos. Mostraremos também que a discordia
quantica exibe um fenomeno muito interessante, revelando-se imune a morte subita mesmo em

sistemas que a apresentam para o emaranhamento.
5.1.1 Discordia para Estados do Tipo X

No Capitulo 4, vimos que os estados do tipo X de sistemas de dois qubits, constituem um caso

particular da classe de estados da variedade D-7. A matriz densidade que representa tal estado,
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escrita na forma de Fano [41] e em termos dos parametros {t.,us, vy, ws}, introduzidos no

Capitulo 3, é dada por

t+ + Uy 0 0 V- — iw+
1 0 t_+u_ vy 4w 0
pAB = = " (5.11)
2 0 vy —tw_ T —u_ 0
v_ + iw+ 0 0 t+ — Uyg
lembrando que
y 1+ M., Py, £ Pp.
= u —
+ 9 ) + 9 )
M., + M M, + M,
vy = 2= Ty g, = Zve— ey (5.12)
2 2
Os autovalores da matriz (5.11) séo
(t,+\/u2_ —l—vi—l—w%) (t,—\/u%—l—vi—%w%)
)\ - )\ —
1 9 ) 2 9 )
<t++\/ui+v3+wi> (t+—\/ui+v3+wi)
A3 = = :
3 9 ’ 4 9
A informagao mitua quantica é entdo dada por [15]
3
Z(p"") =S (p*) + S (p%) + > Ailog A,
i=0
onde p? e p? sdo os estados reduzidos de pA? com
1] 1+uy +u_ T—u_ —ug |
S(p') = 5 (1+uy +u_)log (%) + (1 —u- —uy)log (f) ;
(5.13)
1T l+uy —u_ T4+u_ —uy\]
S (p?) = —3 (14+uy —u_)log (%) + (1 +u_ —uy)log (#) :
(5.14)

Nas Egs. (5.13) e (5.14) foi usado o fato de que t; +¢_ = 1, que pode ser verificado através
das defini¢oes dadas em (5.12). Todos os logaritmos estao na base 2 e o serao ao longo de todo

o capitulo.
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Calculemos agora a correlagao classica C (pAB ) considerando medidas projetivas sob
o subsistema B. Como vimos anteriormente, C (pAB) é assimétrica com relacao a troca do
subsistema a ser medido, contudo medidas projetivas efetuadas no subsistema A fornecem o
mesmo resultado se nos restringirmos a estados com u; = 0 ou u_ = 0, uma vez que para esta
classe de estados S(p?) = S(p?), o que pode ser facilmente verificado pelas Eqgs.(5.13) e (5.14).
Faremos aqui o calculo para o caso geral, ou seja, sem as restrigoes mencionadas, contudo, os
exemplos utilizados nesta tese recaem sempre em um destes dois casos.

Seja {II; = |¢) (i], ¢ = 0,1} um conjunto de medigbes projetivas aplicadas ao subsis-
tema B na base computacional {|i)}, de forma que qualquer medigdo de von Neumann para o

subsistema B pode ser escrita como
{B, =VILV', i=0,1} (5.15)

para algum operador unitdrio V' € SU(2). Mas qualquer operador unitario V' € SU(2) pode
ser escrito como [26]

V =tl+ij-d,

com t, yi, Yo, y3 € R e t2 + 47 + y2+ y2 = 1, implicando que ¢, y; € [—1,1], parai=1,2,3.
Depois de executada a medicao, o estado do subsistema A sera descrito pelo ensemble

{pi7pi}7 onde
i = l I Bl AB I Bl

Este ensemble pode ser caracterizado pelos autovalores de py e p1, que sao dados por

Ax (po) = 5 (1£0),

H+ (pl) = (1:|:6/)7

N = DN =
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com
o [(ty —t_ +up +u)k+ (t- —ty +uy +u_)l]’> +40 (5.17)
(14 uy —u )k + (1 —uy +u )l '
g et tu tu )l (e —ty +uy +u )k’ +40 (5.18)
(1 uy —u )14+ (1= uy +u) k] 7 '
onde
O =kl [(v- +v1)* + (wy +w_)*] — 4m (v_vy + wpw_) + 4n (vow- — wivy) . (5.19)
As probabilidades correspondentes sao dadas por
1
po = 5[(1+u+—u—)k+(1—u++u—)l],
1
P = 5[(1+u+—u,)l+(1—u++u7)k]
e os parametros m, n, k e [ sao definidos como
= (tyr + 12u3)°,
= (ty2 — y1ys) (ty1 + v2ys) . (5.20)

k=t +ys,

L=y +y;.

Uma vez que k+1 = 1, o que corresponde a t* +y3 + ya+ y3 = 1, verificamos que as Eqgs.(5.17)

e (5.18) dependem de trés parametros reais k, m e n, tais que k € [0,1], m € [0,1/4], e

€ [-1/8,1/8], para t, y; € [-1,1] com i = 1,2,3 [27].

Note que p;, dado em (5.16), pode ser considerado como um operador densidade condi-

cional, uma vez que, estd condicionado ao resultado ¢ da medigao executada sobre o sistema

descrito por pAZ. Com este operador densidade condicional, podemos definir a entropia condi-

cional quantica como [26]

S(p{B}): sz (pi) = oS (po) + p1S (p1) .

(5.21)
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onde as entropias do ensemble {p;, p;} s@o

== ()15 - () (5)
o==(57)=(59)-(5)=(5)

com 6 e 0" dados pelas Eqs.(5.17) e (5.18). Dessa forma, a correlacdo classica é escrita como

C (p) = max[Z (r*” {Bi})]

=5 (p") ~min[$ (" 1{B})]. (5.22)
O calculo da correlagao cldssica envolve a minimizac¢ao da quantidade S (p [{B;}) com respeito
as medicoes de Von Neumann e, em geral, esta nao é uma tarefa trivial. Entretanto, Rau e
colaboradores propuzeram uma analise diferenciada que permite o calculo analitico da maxima
correlagao classica e, consequentemente, da discérdia quantica [27].
Para minimizar a Eq.(5.21), definindo iguais a zero suas derivadas parciais com respeito
a k, m e n, devemos observar primeiramente que esta expressao € simetrica sob a troca de k
e | = 1 — k, mostrando, portanto, que se trata de uma funcao par de (k — [) com o limite de
valores nos pontos k = [ = 1/2 ou nos pontos k = 0 ou k = 1. Da defini¢do destes parametros
dada em (5.20), os pontos k = 0 e k = 1, requerem que t = y3 = 0 ou y; = yo = 0 e, portanto,
m = n = 0. Por outro lado, para k = [ = 1/2 podemos verificar, através das Eqgs.(5.17) e (5.18),
que 6 = 0 e, consequentemente, S (po) = S (p1), mostrando que neste caso a minimizac¢ao de
S (p|{B:}) ¢ igual a minimizagao de S (pg) ou de S (p1). Além disso, podemos notar que O,
dado em (5.19), envolve somente expressoes lineares de m e n, de forma que o limite dos seus
valores s@o obtidos somente nos pontos m = 0,1/4 e n = 0,4+1/8. Assim a méaxima correlagao
classica e, consequentemente, a discérdia podem ser calculadas analiticamente.
No que segue, apresentaremos estes calculos para um caso geral, onde nenhuma re-

stricao ¢ imposta a matriz densidade que representa um estado do tipo X e mostraremos que
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uma nova analise pode ser feita proporcionando uma abordagem mais explicita da condi¢ao de

maximizacao de 6 e ¢'.
Cilculo para k =1=1/2
Como vimos anteriormente, para k = [ = 1/2 o parametro © assume o limite dos seus valores

nos pontos m = 0,1/4 e n = 0,41/8. Desta forma, calculando o parametro 6 para cada valor

de m e n obtemos

m n 0;

0 0 VV +a
0| 1/8 | VV+a+p
0 | -1/8|VV+a—-p

/41 0 VV —«a
14| 1/8 |V =a=+7
1/4 | =1/8 | /V=a—3

(5.23)

onde

V= (V)" + (Va)* + 2uju_
a=2(v_vy +wiw)

f=2v_w_ —wyvy).

Analisando a Tabela (5.23), notamos que os possiveis maiores valores de 6 sao

92:\/V+Oé+ﬂ
€3:\/V+Oé—6
Q5: V—Oé‘i‘ﬁ

06: V—Oé—ﬁ
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Supondo que a e § possam ser positivos ou negativos, teremos

a > 0 quando v_vy +wiw_ > 0,
a < 0 quando v_vy +wiw_ <0,
£ >0 quando v_w_ —wy vy >0,

B <0 quando v_w_ —wyvy < 0.
Assim, analisando cada um dos valores de 6 quanto a positividade de « e 3, encontramos que

sea>0ef>0 = Ogyp =0,
sea>0ef<0 = O =05
SeOé<0€B>0 = gsup:057

sea<0ef<0 = O ="0

onde 0g,, representa o valor maximo do parametro 6.

Neste caso, a entropia condicional dada em (5.21) é escrita como

S(pi)| = 1poS (po) +p1S (p1)

0;

sendo

parak=101=1/2,e

s -st-- (15)m(52) - (5 (152)

0 que resulta em
B 1-06; 1-06; 1+0; 1+06;
) < 5 ) log < 5 > ( 5 ) log ( 5 . (5.24)

S (Po)
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Desta forma, a minimizacao de S (pA% |{B;}), dada em (5.22), é encontrada calculando-se
apenas o valor miimo de S (py), o que corresponde & minimizacao de S (py)| a partir do
0;

maior valor do parametro #, ou seja,

min S (p** |{B;}) = min[S (py)] = S (po) ;

esup
onde

Hsup = max {92, 93, 95, ‘96} . (525)

Calculo para k=0 e [ =1

Da defini¢ao destes parametros vimos que os valores limites sao dados nos pontos k =0e k =1,

e que requerem m = n = (. Isto nos permite escrever 6 e 6’ como

0 — |t,—t++U++U,’

5.26

1 —uy+u| (5.26)

gt totuy | (5.27)
|1 +U+ —U_’

Neste caso a entropia condicional é dada por

S (pi>‘9]. = poS (po) +p1S (p1)

co1m

Po == [(14+us —us) k4 (L= s +u) ] = = (1—us +u),

N — DN =
N — N~

m=-l14+uy —u)l+1—uy +u_)kl=-1+uy —u_),

parak=0el=1,¢

s (5e(59)- () (5)
(5 () (55

M ‘

[\]



5.1.1 Discordia para Estados do Tipo X 96

O que nos leva a

S(pi)|gy =5 (L —uy +u) [— <1%0> log (1—;9) — <1%0> log (#)1 (5.28)
on- (5 m(5)- (5)m(57)]

Correlagao Classica e Discordia Quantica

_%

N o =

Para definirmos a correlacdo classica do sistema descrito por p*” devemos encontrar o valor

minimo entre S (po)| , dada em (5.24), e S (p; encontrada em (5.28), de forma que

Moo

sup

C(*%) =5 (")~ min | S|, 500l

{B:}

esup

onde Oy, 0 € 0 sdo dados por (5.25), (5.26) e (5.27), respectivamente.
p

A informacao mutua quantica, que quantifica a correlacao total do sistema, é dada por

Z(p)=8 (") + 5 (") - 5 (). 529
sendo
é; (ﬁf4) - __Eg [(1 _F 1L+ _% IL_) h)g (i}—:t—zfgilt—zizi> —% (1 —U_ — 1L+) logg <}1_::;g€5_::;g:t:)} ,
S (pP) = —% {(1 +uy —u_)log <1+“++“—) +(1+u_ —uy)log (H“—#_Wr)]
e
3
S (IOAB) == — Z/\Z 10g /\z
i=0
A A A AN AN |
(et Ve e+ B\ ([t =V t—V,
( 5 >10g( 5 ) ( 5 )log( 5 )
com

Vi=q/uz +vi4+w? e Vo= ul+0v2+uwl
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Desta forma, a discérdia quantica é calculada como

=5 (%) +5 (%) = 5 (6*) ~ |5 () ~ min | 5w

I
N

O ) S (pi)’979/:|:|
By (pi ‘9 9/}

S (
1 — 1 _ -
(1+u+—u_)log( —|—u+ u) 1+u_—u+)log<#)]
- +W - +V t—W t-—W
(535 (4« (5 (5
Va tr+ V5 ty = V5 ty = Vs
e (2) ¢ () (5

S (Pi)‘e,e)/] :

(pB) + 9 (pAB) + min {S (o)

asup

| —|

~
+
+ o

Relembrando que

bo=+Vtath 6=VVita-5 b6=V-ath 6=yV-a-p

e
0: |t_—t++U++U_|.
1—up+u|
=ty +u|
T+uy —u|
com

o (v_vy + w+w,);

2
(v-w- —wivy )

g =,

V=)’ + (Va)* + 2uju_;

Vi=1/uZl +vi+w

o o
| o
o |

Vo = /ui +v2 +wi.
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5.1.2 Aplicagoes

No que segue, estudaremos a relagao entre a discordia, o emaranhamento e a correlagao classica
para alguns estados anteriormente apresentados. O emaranhamento sera quantificado pela

cuncurrence [9] que foi amplamente discutida nos capitulos anteriores.

Estado de Werner

No inicio deste capitulo, apresentamos o estado de Werner como um exemplo onde a discordia
é nao nula mesmo no intervalo onde o estado é separavel. Aqui, analisaremos a relacao entre a

correlacao classica, a discérdia e o emaranhamento para este estado. Sabendo que

(A (A Uy |u_ | ve |- Jwy [wo |V | V|V ]alp

1-z)/2|(Q+x)/2, 0|0 |—=2| 00| 0 |]z]|0|2*|0]|0

encontramos

Oy | 65 | 05 | O | 6 | O

| ol | Jel | fa] | ] | Jd

Desta forma, as quantidades S (po) serao iguais e dadas por

) e S(p:)

J

& B 1 — |z 1— |z 1+ |z 1+ |z|
gj—S<Pz)|e7e'—‘(T>1°g(T e )l )

tal que podemos escrever a correlagao classica como

C(p*P) =1+ (1 _2|x|) log (1 _2|m|> + (1 +2|w|> log (HTm) . (5.30)

A informagao mitua quantica, dada em (5.29), torna-se

1+3 143 1— 1—
I(pAB):2~|—( 4x>10g( 4:6)—1-3( 4x)log< 4:6).

Entao, a discordia quantica pode ser escrita como

0,0’

S (po)

D (p*") = —[(1 —2)log (1 — 2) + (1 4 3z)log (1 + 3z) — 2(1 + =) log (1 + z)] .

A
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Figura 5.2: Discérdia, concurrence e correlacao classica para o estado de Werner como funcao

do parametro x para 0 < z < 1.

A Fig. (5.2) mostra a discérdia, a concurrence e a correlacao classica para o estado

de Werner, onde a linha sélida representa a discordia, a tracejada representa a concurrence

e a pontilhada a correlacao classica. Notamos que a discérdia é inicialmente maior que a

concurrence e a correlagao classica, contudo para 0,5 < x < 1 a concurrence torna-se maior

que a discordia e a correlacao classica.

Estado de Peres-Horodecki

Para o estado de Peres-Horodecki [8], dado na Eq. (3.31) no Capitulo 3, encontramos

t+ t_ Uy

V4

l—2z)| x| (1—2x)
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logo

Vi| Va 0 s | 65 | 65 |6 @
| [ [1—2| || V2r(x—1) 41| =0, | =0y | =6, | 1] L2

Primeiramente, devemos analisar qual é o maior valor do parametro 6 no intervalo de existéncia

da ppg, 0 < 2 < 1. Neste caso podemos notar que 6; > @, de forma que S (po) > S (pi)‘ee"

sup

logo a correlagao classica é dada por
1 2—x T
=—|(2—-12)1 — 1 (—)
C(ppm) 5 {( z) og( 5 ) + x log 5 }

+<1— 2x(2x—1)+1)log<1— 2x(2x—1)+1>

. <1+\/2x(x—1)+1>log<1+\/2x(x—l)+1>
; .

2

Assim, a discérdia é escrita como
2—x T
D (ppu) =2 — (T) log (2 —z) + <§> log (z) + (1 —x)log (1 — x)

- (1_ 2$($_1)+1>10g(1— 2x(x—1)+1)

2

- <1+\/2x(2x—1)+1>10g(1+\/m>

A Fig. (5.3) mostra a discérdia, a concurrence e a correlacao classica para o estado de
Peres-Horodecki, onde a linha sélida representa a discordia, a tracejada representa a concurrence
e a pontilhada a correlagao classica. Notamos que para este estado a concoréncia sempre é maior
do que a discérdia e a correlagao classica. Note, entretanto, que D (ppy) = C (ppy) para todo
o intervalo de existéncia do estado, 0 < z < 1.

Os exemplos mostram que nao existe um ordenamento entre a discérdia, o emaran-
hamento e as correlagoes classicas, podendo a discordia ser maior que o emaranhamento, quando

o medimos via concurrence [9], ou vice-versa. Isso indica que a discérdia ndo é simplesmente a
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Figura 5.3: Discérdia, concurrence e correlagio cldssica para o estado de Peres-Horodecki como funcao do

parametro x para 0 < x <1

soma do emaranhamento e algum outro tipo de correlacao nao classica, mas sim uma medida

independente que pode incluir o emaranhamento.
5.1.3 Discordia vs. Morte Subita do Emaranhamento.

Como vimos anteriormente, ao considerarmos um par de qubits emaranhados expostos a reser-
vatérios individuais, desemaranhamento pode ocorrer em um tempo finito [12,34,57] diferente-
mente da usual decoeréncia local em tempo assintético. A ocorréncia deste fendomeno, denom-
inado como morte subita do emaranhamento (MSE), depende da interacao entre o sistema e o
reservatorio e do estado inicial dos dois qubits. Em [56] investigamos a dinamica da discérdia

de dois qubits sob condi¢oes onde a MSE pode ocorrer e mostramos que, mesmo em casos
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onde o emaranhamento desaparece subtamente, a discordia quantica decai somente em tempo
assintotico. Neste sentido, a discordia é mais robusta contra a decoeréncia que o emaran-
hamento, implicando que algoritmos quanticos baseados somente em correlacoes quanticas
mensuradas pela discérdia, podem vir a ser mais robustos do que aqueles baseados no emaran-
hamento.

Para examinar a dinamica do emaranhamento e da discordia para um sistema de dois
qubits sob a acdo de um reservatério de atenuacao da fase!, nds utilizamos o estado de Werner,
pw(0) = z|¢~) (=] + [/4, como condigao inicial. Neste caso, podemos escrever a matriz

densidade que representa a evolucao do sistema como

—_

Lx 0 0 0
0 s _z(]_4) 0

o (1) = A (5.31)
0 —501-» = 0
0 0 0 =

onde v =1 — e com I' denotando a taxa de decaimento [15]

Para o estado (5.31) teremos

b | uy | u- (o U_ | wy | wo

ts
ezt g0 |—z(l=9) 0] 0] 0

logo

Vi Va 02 03 05 Os 0 | ¢

z(1=7) | 0 Jz(l=7) (=) |2z1=7)|z(1=79)||]| ]

Podemos observar que # = §’ = |z| é maior que qualquer um dos 6;, logo S (p;) ‘ o < S (po)

gsup

e mingp,) [S (po) . S (pi)‘e,e'} =S (,01-)|979, que ¢ dada por

sup

50l =~ (52 or (150 - (15 e (A51).

! Este tipo de reservatério leva a extincdo das coeréncias quanticas sem que as amplitudes sejam modificadas,
ou seja, sem que haja perda de energia [15].
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Desta forma, a correlacao classica pode ser escrita como

Cpw) =5 (") —min S (o)l S' (Plo | (5.32)

e (5o (1) ¢ (g (1), g

e a discordia é finalmente dada por

D (z,7) = (1+x+2f(1_7)’>10g(1+x+2|$(1—7)|)

+ <1+x_2lx(1_7)|)log(1+:z:—2|a:(1—fy)|)

. (”T’“") log (1 + |z]) .

Para o estado (5.31), a concurrence pode ser escrita como

¢ o) == (252) - 5 (5.34)
2 2
e atinge um valor nulo em um tempo finito para qualquer x # 1, como pode ser visto na
Fig.(5.4). Por outro lado, a Fig.(5.5) nos mostra que, para qualquer valor de z, a discérdia se
anula somente no limite assintotico. Este mesmo comportamento é apresentado quando consi-
deramos os reservatérios de atenuacao de amplitude, de despolarizacao e os de fase aplicados
em conjunto com os de atenuacao da amplitude [56]. Podemos concluir, entao, que a discérdia
é mais robusta que as medidas de emaranhamento, sendo imune a morte subita. Isto aponta
para o fato de que a auséncia de emaranhamento nao indica necessariamente a auséncia de cor-

relacOes quanticas. Assim, a discordia quantica pode ser a melhor forma de quantificacao dos

recursos quanticos disponiveis para os processos de informagao quantica e computagao quantica.



5.1.3 Discordia vs. Morte Stubita do Emaranhamento. 104

Figura 5.4: Dinamica dissipativa da concurrence como fungao do parametro x e v, assumindo
independentes reservatérios de atenuacao da fase.
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Figura 5.5: Dinamica dissipativa da discérdia como fungao do parametro = e v, assumindo
independentes reservatérios de atenuacao da fase.



Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Nesta tese abordamos, inicialmente, a questao do emaranhamento e separabilidade em um sis-
tema de dois qubits representado por uma matriz X 4 x 4 de variedades D-7. Observamos que a
matriz do tipo X indica simetrias fisicas quando expressa em termos dos vetores de polarizacao
e dos elementos da matriz de correlacao em R3. Apresentamos entao um método geométrico
que nos permitiu interpretar a separabilidade dos estados emaranhados de uma forma inédita e
estabelecer distancias quadraticas, calculadas na métrica de Minkowski, que proporcionaram a
definicao de um quantificador do grau de emaranhamento, que mostrou-se equivalente a concur-
rence e a negatividade apesar de serem formalmente distintos. Do ponto de vista operacional, o
método proposto revelou-se bastante simples, uma vez que o calculo das distancias quadraticas
para um estado quantico genérico foi feita apenas com a identificacao direta dos elementos
da matriz densidade que descreve o sistema com as componentes (f4,uy,v4,ws) do espago
quadridimensional.

As simetrias foram reveladas através de operagoes de reflexdo nos vetores de polarizagao
e nos elementos da matriz de correlacao, o que nos permitiu concluir que transpor parcialmente
um sistema equivale a fazer uma reflexao, em um plano qualquer do R?, sob os elementos de
apenas um dos subsistemas. Foi possivel concluir também que duas reflexoes locais, efetuadas

de forma independente em cada subsistema, nao alteram o espectro de autovalores da matriz

106



6. Comentarios e Conclusoes 107

densidade do estado conjunto.

Este método geométrico nos proporcionou um enorme ganho quanto as representacoes
dos estados emaranhados, pois nos permitiu fazer uma anélise quantitativa do emaranhamento,
ao contrario das representacoes usuais que sao apenas pictoricas e qualitativas. Neste cenario,
foi possivel representar os estados através da projecao da superficie conica no plano t? vs. 2,
tal que, a fronteira do cone determinou a separacao entre estados do tipo separdvel e estados do
tipo emaranhado. Obtivemos curvas que nos permitiram analisar o intervalo de separabilidade
para cada estado estaciondario estudado como exemplo, bem como a tracar trajetérias para
os estados dinamicos que exibem a morte subita e o renascimento sibito do emaranhamento,
mostrando que, em um tempo finito, a trajetéria cruza a linha que separa os espacos, vinda da
regiao do estados tipo emaranhado para a regiao onde os estados sao do tipo separavel, o que
caracteriza a morte stubita do emaranhamento ou ainda que a trajetéria cruza a fronteira entre
as regioes no sentido oposto indicando o renascimento siibito do emaranhamento.

Posteriormente, estendemos o método para toda a subdlgebra dos D-7, o que nos
forneceu uma visao mais abrangente acerca das simetrias envolvidas nos estados descritos por
essa subdlgebra. Mostramos que as distancias quadraticas permanecem invariantes em sua
forma, tal que, somente a definicao das variaveis do espaco quadridimensional requer mudancas,
que sao aplicadas de acordo com a simetria e as relacoes de comutacao do estado estudado. Esta
analise nos permitiu concluir que existem simetrias proprias para a representacao dos estados
separaveis desta subalgebra, devido ao fato de que seis das quinze classes de estados s6 podem
representar estados separaveis, uma vez que a reflexdo de uma particula, em um plano qualquer
do R?, resulta sempre em um espectro de autovalores positivos, iguais ao do estado original.
Esta é uma caracteristica intrinseca e estd largamente relacionada a simetria do sistema.

Por fim, calculamos a discérdia quantica para um estado X genérico, escrito na forma
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de Fano, o que nos proporcionou uma abordagem mais explicita da condi¢ao de minimizacao
da entropia no calculo desta correlagao quantica. Fizemos ainda a comparagao entre o emaran-
hamento, medido via concurrence, a discérdia e a correlacao classica para alguns estados
quanticos conhecidos na literatura e verificamos que nao existe uma relacao de ordem entre
estes trés tipos de correlagoes, podendo a discordia ser maior que o emaranhamento, ou vice-
versa. Mostramos também que a discordia quantica, calculada para um sistema de dois qubits
acoplados a diferentes reservatérios de fase, é mais robusta que as medidas de emaranhamento,
sendo imune a morte subita. Tal resultado aponta para o fato de que a auséncia de emaran-
hamento nao indica necessariamente a auséncia de correlagoes quanticas.

Assim, a discérdia quantica parece ser a melhor forma de quantificacao dos recursos
quanticos disponiveis para os processos de informagcao. Diante disso torna-se fundamental sua
caracterizagao e o estudo do seu comportamento nos diversos sistemas quanticos. Inseridos
neste contexto, estamos trabalhando recentemente em uma interpretagao geométrica para a

discordia e estudando também qual o papel desta quantidade nas transicoes de fase quantica.



Apeéendice A

Matriz Genérica na Forma de Fano

A.1 Matrizes genéricas 2 x 2

Dada uma matriz genérica 2 x 2 com elementos em C, podemos escrevé-la como a soma de

duas matrizes hermitianas, H e Hsy, como segue

a
G = = Hl + ZHQ (A].)
c d
ap ¢ as Ch
S R (A2)
C1 bl Cy bg

os oito diferentes elementos sao rearanjados com o conjunto de nimeros reais {ai, by, as, by} e
imagindarios {c1,co}. As matrizes Hy, Hy s@o hermitianas, contudo a matriz G nao possui essa
propriedade:

G =H' —iH},=H, —H, #G. (A.3)
Os elementos desta matriz estao relacionados com os elementos das matrizes hermitianas da

seguinte forma
( 3\ ( 3

a = ai + 1as a; =Rea, ay=Ima
b=ci+1ich = 2(c+b*
= 1=t (A.4)
c=c+ic czzé(c—b*)
L d:bl—f-lbg J L blzRed, bQZIIIld J
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Cada matriz hermitiana, H; e Hy, pode ser escrita em termos das matrizes de Pauli 6,,6,,0.

e a matriz unidade 1, tal que

) 01 A 0 —i A 1 0 . (10
O-:E: s O'y: s O’Z: ]_:

10 0 0 -1 01

O fator aj é um nimero escalar e P, é um vetor, ambos sao expressos em termos dos elemetnos
da matriz (A.2) como

ay + by
2

= 1 ~ “
P, = (ck—l—CZ)H—E(ck—cZ)j—i—(ak—bk)k: (2Recg) i+ (2Imeg) j+ (ar — bi) k,

A =

ou em termos dos elementos da matriz (A.1) como

1
alzéRe(a—i-d),

Pi=Re(c+b)i+Im(c—b)j+Re(a—d)k

agzélm(a—f—d)

~

Po=TIm(c+b)i—Re(c—0b)j+Im(d—a)k.

Cco1m

2

= (Re(c+0))" + (Im (¢ = 1))* + (Re (a — d))’

2

— (Im (¢ +b))* + (Re (¢ — b))* 4 (Im (d — a))?

—

P

—

P,

e sendo o angulo entre eles dado por

s — Pi-P,  Re(c+b)Im(c+b) —Im(c—b)Re(c—b)+Re(a—d)Im(d—a)
ﬁl ﬁg ﬁl ﬁQ
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Reescrevendo a matriz G como
. N
G:H1+ZH2:agl+§PG'U
com Qg e 15@ sendo quantidades complexas dadas por,

(a+d)

aG:a1+ia2:

TI“(GE) :ﬁG:Reﬁg+iImﬁg,

o vetor de polarizacao.

Como complemento, destacamos as quantidades

A~ ]_—* ~ 1—’ ]_ g 2 A~ — ]_—» —
G? = (Ozgl—i- §PG&) (agl+§PG'5> = <Oéé+ Z_l (Pg) ) 1+ <agpg+izlpg X Pg>

1/=1\2] - ﬁ
=|:Oéé+Z<Pg>:|1+Oégpg5:

TrtG =20 =a+d (A.5)

e por fim,

[(TrG)” — TtG?] = ad — be = det G.

N | —
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A.2 Matrizes Hermitianas 2 x 2

Para que a matriz (A.1) seja hermitiana os elementos a e d devem ser reais ( a; = a, d = d,
Hy=0eG=H, =H) e b= tal que o vetor Pz = (2Rec)i+ (2Imc)j+ (a — d) k seja real.

A matriz hermitiana 2 x 2

a c
H = (A.6)
c d
tem autovalores reais
1
e =3 {(cH—d)i \/(a—d)2—|—4]c]2]. (A7)

Para que estes autovalores sejam positivos, as seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas
1)
0< Ay =a+d>0 (A.8)

(a+d)>Fy/(a—dP+4]d? = (a+d) > (a—d) +4]c]
— ad > |c*. (A.9)

Entao, os elementos a e d devem ser ntimeros reais nao negativos, ou seja, a > 0, d > 0 e

ad > |c|> ou det H > 0. Além disso

MAs == [(a+ d)? —(a—d)*—4 |c|2} = ad — |c[* = det H

A~ =

TrH=X\, + A\_ =a+d (A.10)
2
TIHQZAi_i_A%ZZ [(a+d)2+(a_d)2+4|c|2:| :a2—|—d2—|—2|c|2

Assim como no caso das matrizes genéricas, podemos escrever H em termos das matrizes

de Pauli e a identidade, tal que

oL
\'Ql

(A.11)

N —
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sendo
oo 2t (A.12)
2
P=(2Rec)i+ (2Imc)j+ (a—d) k. (A.13)

As condigoes de nao negatividade sao a > 0 e a > ‘]3 ‘ /2.

Quando H representar uma matriz densidade, H= p, devemos garantir que Tr p =1,
Tr p? < 1, e p deve ser positiva semidefinida. Isso implica que

a) Tr p=1= a+d =1, ou seja, « = 1/2, entdo

]_ ~ —
p:§<1+P-5>.

b) Tr 2 <1= |P

< 1. Uma vez que

(i+ﬁ-6)<i+ﬁ-&>:1/4 [(1+13-13>1+2F>-6 yiPx P37

—

(onde usamos a relagio A- 3B -G =A-B +iA x B - &) entdo,

| L2 B}
Trﬁ2:§(1+‘P )§1:>‘P‘§1

e para que esta condigao seja satisfeita devemos ter

[4(Re ¢)’ +4(Ime)* + (a — d)ﬂ <1
A.3 Matrizes Hermitianas 4 x 4 - Forma de Fano

Qualquer matriz hermitiana 4 x 4 pode ser escrita em quatro blocos, tal que

H, Gf H, G
IF = + N IFT == - ) (A14)
G H_ G H_

sendo as matrizes hermitianas H, e H_ dadas por

*
H, =
cy dy
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que podem ser escritas como

Hy=1I.1,+R:-d,

com

+d 3 ' .
[i:aiTi’ Ry =(Recy)i+ (Imey)j+

(ax —ds)
5 k.

A matriz G é nao hermitiana e nds a escrevemos como a soma de duas matrizes hermitianas
como fizemos na secao Al, a saber
G - Hl + ZHQ

G =Hl —iH! = H, — H, # G,

sendo
G+ Gf a; ct
H1 _ + _ 1 1
2 C1 d1
G -Gt as ¢
H, = —| )

21 ey dy
logo, lidamos com quatro diferentes matrizes hermitianas, H,, H_, H;, H,. Escrevendo-as

COo1Mo0 operadores teremos

Cco1m

d - —dio)»
Ty a2 + di2 Grs = (Recra)i+ (Imers)j+ (@12 ] 1’2)k.

) 2 )

Assim, reescrevendo G,
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sendo
J=J+ih, e Q=01+iQ,
e
Gt =J1,+Q" -3,
Desta forma, a matriz F pode ser escrita como
Li,+R, 3 Ji,+G" ¢
po | Dot e g S Q00 , (A.15)

Ji,+Q-3, I.1,+R_ -3,

onde o subscrito p refere-se a paridade. Interpretagao: I, e I_ representam as intensidades

dos tipos de graus de liberdade (ou particulas) e R, /I, e R_/I_ sio vetores de polarizacio

dos "feixes” (duas particulas), Cj R € Q ;1 o efeito de interfeéncia entre os dois graus de liberdade

onde o subscrito s refere-se a matriz (A.15) assumindo que seus elementos sao nimeros e nao

operadores (ou matrizes).

A matriz F pode ser escrita como a seguinte matriz 4 x 4 :

I+ Ry Ry, —iRy J 4+ Q% Qr — Q)

R, +tRy, I;—R. Q; +1Q, J* = Q)
J+Q.  Q.—iQ, I +R.. R.,—iR,

Q.+iQ, J-Q. R.+iR, I —R_.

F=

(A.16)
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que é positiva semidefinida (todos os autovalores sdo nao negativos) quando

I, > |R.|, (A.17)
I > ’1-?,‘ (A.18)
oL 1> [JP + ’Q‘z (A.19)
€
L2 L2 12
I, (|112 - |7 ] ) a (m? - |&| ) > (L + 1) (|J|2 +|d] )
. (1?2+ + RL) - (J@* + J*@) i (}1 - ﬁ_) - (@ X Q*) , (A.20)

2
e obviamente, detF > 0. Se IF representa
) ) - P

—

Ry

|2
(9] = 1@u + 1@, + 1Q-I", 0 mesmo para

um operador densidade teremos que Tr F =1 e isso implica
2(I,+1.)=1. (A.21)
além disso Tr F? < 1, implicando

2 [(|I+|2 + P+ 2107 + (ﬁi + R 42 ‘@

2)] <1 (A.22)

12 T
Q| =d-q.

Escrevendo a matriz (A.16) segundo os operadores encontrados, teremos

sendo

F= % [(I+1p+ﬁ+-5p> + (I_ip+ﬁ_-5p>] ® 1,
+% [(I+ip+ﬁ+-5,,) - (I_ip+§_ -5,,)] ® 6.,
+% [(J*L,Jr@*-&p) + Jip+@-5p} ® 6
+2%, [(Jip +Q- *p> - (J*ip+6§* : @ﬂ ® 6y (A.23)
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ou

R I.+1.\. . R _
F:(++ )1p®1s+<ﬂ

2 2

—

I.—T\. . R.—R
+<+ )1p®az,s+<+—

[\

+ JRip ® a':v,s + QR : 53p & a'ac,s

+ T, @6y, 4 Q1 7y @ 6y

S S . .
F:<+2 )1p®13+1p®|:JRO_x75+JIO—y75+(

+

Definindo os vetores

1- I, —1_
Ay = | Jr, J1,
2 (R by
1—* — —
§Ap:R++R_
e o tensor
— — <}_% -
ﬁz@ﬁ:“‘@]ﬁ"‘( &
encontramos

I, -1

— 5 N g N ~ E _é— — A~
Qr-0pR0,s+ Q10,0+ <+T> Oy ® 0,5

— R’i R
—) .&’p@ 13

(A.24)

(A.25)
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conhecida como forma de Fano (citar fano), onde

g,-M.3,=M:5,03,

QR'O-p®a-x,s+QI'0-p®a-ys ( > O-p®a-z,s

Iyl

Op ® 0 - 2+Q1 Tp @ 0 - +< ) 6p®5'5~f€

® ds)

I
—— &
@L
®>
@L
/‘\
\_/
v

Sendo F' uma matriz densidade, Tr,, F= 1, so

I+ 1
4(*42r ):1:>1++1_=—

Tomando o trago sobre cada grau de liberdade, teremos

A 1 ~ — A~ —
Tr P =5 (ip + & - 7,) = Tro, (F5,) = &,

55) — Tr,, (Fa)

i
N—

m>1
Il
m>1

N 1 /-
T, = 5 (1S+

Trp.s (ngvi05=j> = (Trpoy,i05) - W - (Trs0,,;0%) .
Mas uma vez que

oﬁ = O'iO'jéj = (51 ) 1€] —+ Z-gi,j,ko'kgj



A.3 Matrizes Hermitianas 4 x 4 - Forma de Fano

119
encontraremos
Try s (FUPZU&]») = 4¢; W €j
= &=
R = = R.—R_\ - R
:4€i'<QRZ+QI]+<—+2 )’f)'ﬁj
.. . Ryi—R_;\, .
:4[QR,i<Z'€j)+QLi(] €j)+( + 5 )k ]}
Podemos escrever
- S B.—R_\ . . .
QR *O0p X Oz,s + QI *O0p X Oy,s + - . Op X Ozs = Mi,j (Ui,p X Uj,s)
2
€como
®a—x,s
G- M3, = (Gn-5, G5, (555)-5, )| @s,.
®a-z,s
QR,z QI,:B <R+;R7>m ®5-ac,s
= ( Oup Oyp Ozp > Qry Qry <R+2R‘>y Ry
QR,Z Ql,z <R+;R7> ®5’z,s
tendo a matriz )
QR,x Ql,aj <R+;R7
M= | Qny @, (55%) (A.26)
y
QR,Z Ql,z <R+;R7>



Apeéendice B

Rotacoes e Reflexoes por planos
genéricos

B.1 Fixando o Eixo z

Vamos fazer uma rotacao dos eixos de coordenadas x e y

T cosf) —sinf 0 x
y | = | sinf cosf O Y
z 0 0 1 z

T = xcosf —ysinf

y = xsinf+ ycosb

zZ = z

Qualquer reflexao no plano T — z, ou seja, plano ¥ — z significa trocar o sinal da componente

normal ao plano. A componente normal ao plano é dada por

n = I Xz

n = (xcosf —ysinh) x z
n = ycosh+ xsind

n o=y

120
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Assim a reflexao serda dada pela troca

<
4
<

o que implica

Yr = —xsinf — ycosd

A matriz de transformagao conjunta (Rotagao e Reflexao) serd portanto

Tr cosf —sinf 0 x
yr | = | —sinf —cosf 0 Y
ZR 0 0 1 z
Tr = xcost —ysinf =7
Yr = —xsinf —ycost = -1y
ZrR = z2=2

B.2 Aplicagao em uma Matriz do tipo X

Seja a matriz de variedade D-7 na forma X, escrita em termos dos vetores de polarizacao e dos

elementos da matriz de correlacao

1+P.(1)+P.(2)+ M., 0
Y 14+ P (1) = P, (2) — M.,
S M,y + My, — i (Myy — M,,)
My — My, + i (M, + M,,) 0
0 My — My, — i (Myy + My,)
My + My, +i (M, — M,,) 0 -
1—P.(1)+P.(2) — M., 0

0 1—P.(1)— P,(2) + M.,
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Aplicando as operacoes de rotagao com reflexao somente na segunda particula, teremos

v (1) 0
P, (1) | = 0
P. (1) P, (1)
P, (2) cos) —sinf 0 0 0
P,(2) | = | —sinf —cosd 0 0 = 0
P.(2) o o0 1)\ rE P.(2)
M, Mwy 0 My, My, 0 cosf —sinf 0
]\7[3’,:,3 ]\7[yy 0 = My, M,, 0 —sinf —cosf 0
0 0 M., 0 0 M, 0 0 1

(cosl) My, — (sin@) My, —(cos@) My, — (sinf) M,, 0
= (cos @) My, — (sinf) M,, — (sinf) M,, — (cosf)M,, 0
O O MZZ

Os termos que devemos analisar sao

14+ M, P.(1)+ P.(2) (M + M,,) M,, + M,,
= Uy = 5 ; V= = —F

+ — 9 9

Neste caso teremos

ty =14
ﬂi = U4+
e
. (Mo + M,y,)
S
_ (cosO) My, — (sinf) M, — (sin @) M, — (cos0) M,,
N 2
_ (cos ) (Myy — My,) — (sin®) (M, + M,,)
B 2

= (cosf)v_ — (sinf)w,
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ou seja,

‘712

o = (Mm - Myy) _ (cosO) (Myy + My,) — (sin ) (M, — My,)

2 2

(cos@) vy — (sinf) w_

B (Mxy - Myx) _ —(cos ) My, — (sin0) My, — (cos0) My, + (sinf) M,,
2 B 2
— (cos0) (Myy + My,) — (sin) (Mg, — M,,)
2

= —(cosf)wy — (sinf)v_

= (Myy + My,) = — (cos8) My, — (sin6) My, + (cos8) My, — (sinf) M,,
= —(cosl) (M, — My,) — (sinf) (Mg, + My,)

= —(cosf)w_ — (sinf) v,

a? 4+ 02+ w?

u? + [(cosB) v_ — (sin @) wy])* + [~ (cos ) wy — (sin ) v_]?

u? + (cos0)*v2 — 2 (cosf) (sin ) v_w, + (sinh)” w? + (cos ) w?

+2 (cos ) (sin ) wyv_ + (sin ) v?

u? + [(cos 0)* + (sin 0)*] v2 — 2 (cos ) (sin6) v_w,. + 2 (cos ) (sin 6) wyv_
+ [(sin6)? + (cos 0)*] w2

u? +v? +wh
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Vi o= w400+ ]
= @ 4 [(cosO) vy — (sinf) w_]* + [~ (cos ) w_ — (sin @) vy ]?
= @ + (cos0)*v2 — 2(cosf) (sinf) vyw_ + (sin0)* w? + (cos ) w?
+2 (cos ) (sin @) w_vy + (sin)* v
= @ + [(cos 0)* + (sin 6)2} vl + [(sin 0)> + (cos 9)2] w?*
= ) +vl +uw?
Os autovalores da matriz depois da aplicacao das operacoes de rotacao e reflexao na

segunda particula serao

]
b — ST T
-t+ + ut +ovl + W]
el

Ao compararmos estes autovalors com os autovalores da tranposicao parcial vemos que sao

I
o=

N =

I
N =

N

idénticos

Eingenvaues of the matrix p”

M =2 lto+Vu2 +0% +w?
A =1 te = Jur +0? +uwd
N =1ty + i T
3 =2 |+ + T -
A =12t — VUl + 0l +w?

Assim temos que os autovalores sao invariantes sob tais transformagoes.

M= AT
N = AL
N = AT
= A




Apéndice C

Detalhes Matematicos dos Exemplos
Apresentados

C.1 Estado de Werner
Dada o operador densidade [30]
pw = o7) (07| + 1. (c.)

sendo |1v~) = (1/4/2) (J01) —|10)) e I é a matriz identidade. Representando-o matricialmente

na base computacional (]00), [01), [10), |11)), teremos

2000
N B
v 0 —& 1z
2 4
0 0 o0 L=
(1—2) (3x +1

teremos trés autovalores iguais a e um igual a sendo estes positivos para

4
qualquer _?1 <z<l1.

Vamos analisar o traco de p% e encontrar para qual intervalo de  este estado representa

125
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um estado fisico:

logo

1—z]° 1+2]° 2
Trsz:2{ 4$} —1-2{ 4x} —1-2[—%}

Para que este seja um estado fisico devemos ter Trp% < 1. Vejamos entdo, para quais valores

de z este é um estado fisico

1—1‘2 1+x2 72
2 9 2—_}<1
) e el s

2
2 —2x+1 N 1+ 2z + a2 +:c2 - 1
16 16 4 — 2
62> +2 <8
62> —6 <0
7] <1,
logo para que o estado seja fisico devemos ter —1 <ux < 1.

Fazendo a transposta parcial desta matriz e diagonalizando teremos trés autovalores

1 1-3
iguais a (1+2) e um igual a % Aplicando o critério PPT encontramos que estes auto-

valores serdo positivos para qualquer x < 1/3, ou seja para estes valores teremos uma matriz

separavel.
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Para este estado encontramos

Pz(l)zo
P.(2)=0
Mxx:_x
My, = —x
Mxy:()
Myz:()
Mzz:_x
Logo
P, (1 P, (2
MR CEL T
u _PZ(l)_PZ(Q):O
B 2
v :<Mm+Myy):_
* 2
v :<me_Myy):O
B 2
M, M,
w+:—y+ Y :O
2
w :Mxy—MyxZO
B 2
2 — (2-11 _MZZ|)2 _ (1+MZZ)2 _ (1 —:E)2
+ 4 4 4
2 — (2 - |1+MZZ|>2 o (1 _MZZ)2 o (1+x)2
- 4 B 4 !

As desigualdades sao

Desigualdade 1 : (slT)Q =t — (u> +02 +wl) >0
(14+2)°>0 — 224+204+1>0

Solucao: —oo <z <+
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Desigualdade 2 : (55)2 =7 — (uf +07 +w?) >0
(1—x)2—(4m2)20 — 1—2z4+22—422>0
32 —224+1>0 — 327+22-1<0
r=1/3 e z=-1

Solugao: —1<zx<1/3
Logo, o intervalo de separabilidade é —1 <z < 1/3.

C.2 Estado de Peres-Horodecki

Dado o estado [§]

pPpH =T W*> <¢7‘ + (1 — ) |00) (00,

sendo [¢~) = (1/4/2)(|01) — |10)) . Representando-o matricialmente na base computacional

(|00), |01), |10), |11)), teremos

1—2 0 0 O
: 05 -5 0
PPH = N N

0 —-% £ 0

0 0 0 O

possui dois autovalores nulos e os demais valendo x e 1 — z, que sao positivos para qualquer

0<z<1.

Vamos analisar o traco de p% e encontrar para qual intervalo de  este estado representa

um estado fisico:

[1—a]? 0 0 0

o | 0 [N BER 2[5 o
0 2[5 [+ o

0 0 0 0
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logo
Tr12
Tep? = [1 — 22 +2[——] +2H <1.
2 2
X xr
1 2[——] H <1
[1—af'+2|-3 2] =
2 1.2
I IR |
2 — 2z + +2+2 <

xQ—xSO,

logo para que o estado seja fisico devemos ter 0 < x < 1.
Fazendo a transposicao parcial e calculando os autovalores, vemos que para este estado,
somente em x = 0 teremos um caso separavel. Para todos os demais valores de x o estado esta

emaranhado.

Para este estado encontramos

P.(1)=1-x
P.2)=1-=x
M., =—=x
M, =0
My, = —x
My, =0
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Logo
ty = (1—x)
t_ =z
. (1) + P, (2
W POR@

M, + M
po OLadt,)
2
v = (My, — My,) =0
My, + M,
Wy = y; Y —0

As desigualdades ?? e ?7? serao dadas por

Desigualdade 1 : (sr{)2 =2 — (u2 +v2 +wi) >0
(22)°>0 — 42°>0

Solucao: —o00 <z <400

Desigualdade 2 : (32T)2 = ti — (u?|r + vi + wz) >0
(2—22)* = [(2—22)* + (—22)’] > 0
4 — 8z +4a® — [4— 8z +4a? +42%] > 0
—422 >0

Solucao: r=0

Como as duas devem ser satisfeitas ao mesmo tempo, teremos que somente em x = 0 o estado

¢ separavel.



C.3 Estado Almeida-Davidovich 131

C.3 Estado Almeida-Davidovich

O operador densidade é escrito como [12]

pp = (Jaf* + 81 p?) [11) (11] + |a [8] (1 = p) (7 |00) (11] + € [11) (00])

+ 181 (1 = p)*|00) (00] + [B[* p(L — p) (|10} (10] + |01) (01)

o + |8)? p? 0 0 la] |8l e (1 - p)
0 1B* (1 — p)p 0 0
PD = 9 )
0 0 181" (1 —p)p 0
18] |al (1 — p) 0 0 1B (1 — p)?

com 0 < p < 1. Calculando a expressao da concurrence para este estado encotraremos

C =max{0,2(1 —p)|B| (o] = p|B])}

Desta expressao, vemos que para |3| < |a| , o emaranhamento desaparece somente quando
p = 1. Enquanto que para || > |a| o emaranhamento desaparece para p = |a/8| < 1, que
corresponde a um tempo finito. Esse fenomeno foi chamado de morte stubita do emaranhamento.

Vamos analisar o trago de p% e encontrar para qual intervalo de z este estado representa

um estado fisico:

[la? + 181292 + [lo] 18] (1 — p)]? 0
) _ 0 (1812 (1 = p)p]”
Pp =
0 0
[18] |e]€®(1 = p)] [lef® + 181 p?] + [181* (1 — p)?] [I18] |a| € (1 — p)] 0
0 (o) + 1817 9] [lal 18] e (1 = p)] + [Jal[Ble(1 — p)] [|B* (1 - p)?]
0 0
(181> (1 = p)p]” 0

2

0 1811l (1 = p)I* + [IB° (1 — p)?]
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logo

Tep? = [|af* + [8Pp%] + [lal 18] (1 = p)2 + 2 [I8] (1 = p)p] " + 18] o] (1 = p))* + |81 (1 = p)?]

= [a|" + (B {IB]° + 2[af* — 4p [1 = 218 + [af*) p + 218" »* — 8] P*] } ,

ou seja, p deve estar entre 0 e 1.

Para este estado encontramos

P.(1) =2(lo)* + |8 p) — 1

P.(2) =2 (Jal* +[8"p) — 1
My = 20| B8] cos (9) (1 — p)
M,, = —2lal|B|cos (9) (1 - p)
Myy = 28] |afsin (9) (1 — p)
Mye = 2B |afsin (6) (1 — p)

M.=1 _4|6|2 (1 —p)p

Logo

up =P. (1) + P.(2) = [4 (Jo]* + |8]*p) — 2]
u- =P, (1) =P, (2)=0

vy = (Mg + Myy) =0

vo = (Myo — Myy) = 4af|f]cos (6) (1 - p)
wy = My + My, = 48] |asin () (1 - p)
w_ = My, — My, =0

2

2 = (1+M.)" = [2-4[87 (1 —p)p]

2= (1= M.)*=[4182 (1 —p)p]

2
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No caso do estado Davidovich para || = 2|«| , na morte subita p = |a/f| = 1/2 nao
havera violagao uma vez que o estado torna-se separavel.

Analisando as desigualdades

Desigualdade 1:  (s7)* = 1> — (u +0* +uw?) > 0
(4187 (1= p)p)” = {[4]a] 18] cos (8) (1 = p)]* + [4]8] || sin (8) (1 — )’} > 0
1616]" (1 = p)*p* = {16 o |8]" (1 = p)* cos® (6) + 16 |a]” |B]* (1 — p)*sin® (6)} > 0
1615]" (1 - p)?p* — 16|l |8 (1 = p)* > 0
16181° (1 = p)* (181°p* = |af*) > 0
18] p* = |a* >0
o | o

—o0<p< —— U — <p < oo. vale apenas para o intervalo fisico 0 < p <1

I Ve B 161
|

separabilidade — <p <1, para ~— ‘ | <1

18] 18]

A violagao da separabilidade (i.e. emaranhamento) ocorre no intervalo complementar: 0 < p <

%, portanto o emaranhamento desaparece em p = %, 0 que caracteriza a morte subita.

Desigualdade 2 : (55)2 = ti — (ui + Ui + w%) >0
2 [1-2182(1—p)p]” =22 [2(lo)* + 18 p) —1]" >0
[1=218P (1 =p)p]” = [2(Jaf* +18p) —1]" >0

2 (|af* + 18 p) =1 < [L—2]8]* (1 —p)p]

—[L =28 (1 —pp| < 2lal* + 2|8 p—1) < [1 - 2|8 (1~ p)p]
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1% Parte: —’1—2|ﬁ|2(1—p)p| < (2]04]2—0—2\5\210—1)
[1—2(8* (1 —p)p| < — (2]al* +2[8*p — 1)

2lo*+218Pp—1) <1-21B (1 —p)p < = 2|af* +2(8p - 1)
2—2|af?
2|8/
—lof®
16]°
1—|af?

51"

|2

Parte 1.1:  2p—p? <

Parte 1.2: p? <

Parte 1.1:  2p —p* <

_|a

Parte 1.2: p* < 5
|5

Parte 1.1:  2p —p° —

p—1[p—1]<0

p < 1, nao é violada nunca no estado fisico 0 < p <1
jaf?

— |
Parte 1.2: p? < ——— nao vale pois p deve ser real

2¢ Parte: (2|oz|2 + 2|8 p — 1) <|1- 2167 (1 —p)p|

Parte 2.1: 1—2|8*(1—p)p > (2|a)* + 2|8 p — 1)
2]o)* -2

2|8/
lp—1][p—1] <0,

2p —p* <

p < 1, nao é violada nunca no estado fisico 0 < p <1

Parte 2.2:1 — 2|8 (1 —p)p < — (2]al* + 2|8 p — 1)
o

p* < | ’2 nao vale pois p deve ser real

A segunda desigualdade nao é violada nunca no caso do estado Almeida-Davidovich.
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C.4 Estado de Gisin

Dada a matriz [31]

=20 0 0
0 xa®> xab 0
ps =
0 xab zb*> 0
0 0 0 I_Tx
com
a+bv=1
Sendo os autovalores
1
M= [+ Ja]]
1
Yo =2 [z~ Ja]
1
)\3:)\4—5(1—1’)

Vamos analisar o trago de p% e encontrar para qual intervalo de x este estado representa um

estado fisico:

[152)° 0 0 0
. 0 [za?) + [zab]’ [za?] [zab] + [zab] [zb?] 0O
0 [za?] [zab] + [zab] [xb?] [za?) + [zab]’ 0

0 0 0 2]’

logo
1—x
2

2
Trph = 2 { ] + 2 [za®]” + 2 [zab]®
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Para que este seja um estado fisico devemos ter Trp% < 1. Vejamos entao, para quais valores

de z este é um estado fisico

1
5 [1—2]* 4 22%a" + 222a%0% < 1

1 1
x? <§+2a4—|—2a2b2> —x—§§0

L /142 (4 + 204 +20262)
r =
2 (3 + 2a* + 2a%?)
12 da* + da?P?
1+ 4at + 4a2?
1+ /2+4a?(a® +1?)
1 +4a2(a® 4+ b?)
1+V2+4a?
T T e

(m_ 1+\/2+4a2) (m_ 1—\/2—|—4a2) “0

1+ 4a2 1+ 4a2

1+ 4a? 1+ 4a2

1+ V2 4+ 4a? 1 — 2+ 4a?
r——— | <0e [z —————— | >0

1+ V2 + 4a? 1 —+v2+4a2
ulz———— | >0e |l z—————— | <0ou

1+ 4a2 1+ 4a?

logo para que o estado seja fisico devemos ter

>1—|—\/2—|—4a2 <1—\/2—|—4a2
—e —_—

R R S

como nao existe interseccao entre estes intervalos, teremos que o intervalo de validade da rho

1—|—\/2—|—4a2> >1—\/2—|—4a2
P — e _—.
14+ 4a? - = 1+ 4a?
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Fazendo a transposicao parcial e calculando os autovalores

M= g (oo
Yo = 2 (z — a)
Agzé(a+d+ \/a2—2ad+d2+4\w\2>
/\3:%(a+d—\/a2—2ad+d2+4|w|2>.

vemos que para este estado teremos caso de emaranhamento para z > (1 + 2|ab|)”".

Neste caso encontramos

P, (1) = 2za* — x

P, (2) = 22b* — x

M., = 2xab
M, = 2zab
M,, =0
My, =0

M,,=1—2x.
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Logo

upy =P, (1) +P.(2) =2z (> +b°—1) =0
u- =P, (1) = P, (2) = 2z (¢’ — b°)

vy = (Myy + M,,) = 4xab

v = (Myy — My,) =0

wy = Myy + My, =0

w_ = My, — My, =0

2 =1+ M, =(2-2)?

2 =(1—M.)" = (22)°

As desigualdades sao

Desigualdade 1: (s7)” =2 — (u® + 0% +w?) >0
(22)? = [22 (> = *)]* > 0
2 [1- (@~ 1%)°] = 0
42% [a® — a'] > 0

Solucao: — oo <z < +00
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Desigualdade 2 : (35)2 =7 — (uf +0] +w?) >0
(2 — 22)% — (4zab)® > 0

4[z* (1 —4|abf’) =22+ 1] =0
L
olab[+1 " T 2fab — 1

1 1
- - | >
(x 2mb|+1> <x+'2mby—1)'—0

1 1
—_ >0 — >0
o ( 2|ab|+1)— e(“zmbr—l)— o

1 1
__ =~ V<o I R
(x 2hwy+1)'— ¢ (m*_zkw\—1) =

1 1

raizes: r =

o) > ————er>——20
YT s P B
1
<—m Qe < ————
Y 7 N R R P
Olhando o primeiro conjunto de desigualdades, vemos que ambas <a: > m ex > —ﬁ)
sao satisfeitas ao mesmo tempo quando:
S 1
x> —.
~ 2|ab| +1

que é o intervalo de separabilidade. Analizando o segundo conjunto de desigualdades

1 1
< <1
<I—2mm+1 ° = 2@&—1)

vemos que:

1
Der<——
=0l —1

r< ——
~ 2|ab| +1

que valem simultaneamente apenas paraa =0e a = 1.
No entanto, para a = 0, o intervalo de separabilidade seria x < 1, mas este intervalo nao

estd contido no intervalo de validade da rho, o que nos deixa como intervalo de separabilidade

1
apenas r > Sabl 1"
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C.5 Estado Das-Agarwal

Dada a matriz [37]

a(t) 0 0 0
= 1 0 b(t) z(t)exp(ix) O
S0 wep(—ix)  c(®) 0

0 0 0 d (t)

onde os coeficientes sao dados por

b(t) = exp (=71 [L = sin (x) sin (2v1)]
c(t) = exp (—7t) [1 + sin (x) sin (2vt) + p — pexp (—71)]
a(t) = pexp (=27t
a(0)=p
b(t) = exp (—7t) [1 — sin (x) sin (2v1) — pexp (—71) + pexp (—1)]
b(0) =1
c(t) = exp (=yt) {1 + sin (x) sin (2v1) + p[1 — exp (—71)]}
c(0) =1

d(t) =pexp(—=t) — 2exp (=t) [1 +p] + 3

z(t) = exp (—7t) {cos® (x) + sin® (x) cos (2vt) + i sin () cos (x) [cos (2vt) — 1]}
2(0) =1
w (t) = exp (—t) exp (2ix) {cos® (x) — sin® (x) cos (2vt) — isin (x) cos (x) [cos (2vt) + 1]}

w (0) = exp (2iy) {0082 (x) — sin® (x) — 2isin (x) cos (X)}
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P.(1)=2(a(t)+b(t) — 1
P.(2)=2(a(t)+c(t) -1
My, = 2(Re(z (t)) cos (x) — Im(z ()) sin(x))
M,y = 2(Re(z (¢)) cos (x) — Im(z (¢)) sin(x))
2(Re(z (t)) sin (x) + Im(z (t)) cos(x))

My, = 2(—Re(w (t)) sin (x) + Im(w(t)) cos(x))

=
|

M., =1-2(b(t)+c(t).
Logo
up = P, (1) + P, (2) = 4a (1) + 2b (1) + 2¢ (t) — 2
u_ =P, (1) = P, (2) = 2b(t) — 2¢(t)
v = (Mea + Myy) = 4(Re(z (1)) cos (x) — Im(z (t)) sin(x))
v = (M — My,) =0
Wy = Myy + My, = 2([Re(z (t)) — Re(w (2))] sin (x) + [Im(z (£)) + Im(w(t))] cos(x))
w- = Moy — Mye = 2([Re(2 () + Re(w (2))] sin (x) + [Im(z (£)) — Im(w(%))] cos(x))
3= (14 M..)" = (2=2(b(t) + (1)

2= (1= M.)" =20 +c(1)

Desigualdade 1 : (slT)2 = — (uQ_ +02 + wi) >0

o)+ e =4{b(t) —c®F +[[z () —w ®)]sin(x)]"} = 0

Desigualdade 2 : (55)2 = ti — (ufL + vi + w%) >0

[1—b(t)+c®)]” = {[2a(t) +b(t) + c(t) — 11> + [22() cos(x)]* + [[z (t) + w (t)] sin(x)]*} >0
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Os intervalos de separabilidade serao ciclicos.

C.6 Concurrence

Para uma matriz do tipo X
pi 0 0 puy

. 0 pa p3 O
P12 =
0 p32 p3z O

par 0 0 pyy

teremos que a concurrence possui uma forma analitica simples
C' = max {O, Cl, Cg}
sendo

C1 = 2|p14| — 2+/pazpss
Cy = 2|pas| — 24/p11paa

Para a matriz original teremos

t.l,_ —+ U4 0 0 v_ — ilU+
1 0 Lo +u_ vy +iw_ 0
P12 = 5
0 vy —tw- - —u_ 0
Vo + 'l.'UJ+ 0 0 t+ — U+
teremos
Vo — Wy
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C.7 Negatividade

A negatividade de p (quando esta descreve um sistema de 2 gbits) é definida como

N (p) = [[p"]] -1

sendo HpTH a norma do trago, ou seja, a soma dos moédulos dos autovalores da matriz trans-
posta. Desta forma a negatividade de um estado maximamente emaranhado de 2 gbits vale

1.

Para a matriz escrita em termos dos parametros {ti, U, Vi, wi} teremos

t_l,_ + U4 0 0 v_ — iw+
1 0 - +u_ vy +iw- 0
P12 = 5
0 vy —tw_  t_ —u_ 0
v_ + iW+ 0 0 t+ — Uy

com autovalores

1 1
)\1=§(t+\/u2_+vz+wi)a A2=§(t—\/u2_+’03+w3>

1 2 2 2 1 2 2 2
)\325 t++ U++U++w_ y )\425 t+_ U++U+ A

Logo a negatividade sera dada por

1
N(p):'§ (t_+\/u2_+v3r+w3)‘+’
1
+‘§ (t++\/ui—|—02+wi>

+ w
(t_—\/uQ_nLvi—i-w%)‘
(t+—\/ui+v2+wi>

— 1.

I N N

"



Apeéendice D
A Métrica de Minkowski

No contexto da relatividade restrita, um “evento”, é um ponto no espaco especificado pelo vetor
posicao 7 = {z!, 2%, 23} em um dado instante de tempo ¢, sendo *, com i = 1,2, 3, componentes
cartesianas de 7. Este ponto no espaco-tempo é rotulado pelo objeto de quatro componentes
s = {z#}, com pu = 0,1,2,3 e 2° = ct, sendo ¢ a velocidade da luz. Esse objeto contém
as componentes de um quadrivetor sob transformacgoes de Lorentz, que deixam invariante a

quantidade

S-SEZx”g,wx”EZZx”gMVx”EZx“x,,, (D.1)
pv v p

pv

em que a métrica é definida pelo tensor

1 0 0 0

0O -1 0 0
9w} =

0O 0 -1 0

0 0 0 -1

O grupo de transformacao de Lorentz é um conjunto de transformacoes lineares, reais
(para preservar o carater real das coordenadas espago-temporais), cujos elementos mantém

invariante a quantidade (D.1), que é dada explicitamente como [58]

s* = — | (D.2)

144
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Esta quantidade é portanto algo que, como a distancia, é real de algum modo. Portanto, s
define um intervalo quadrético entre dois pontos! no hiperespaco quadrimensional, cuja métrica
é definida a partir de c*t*> — |7]2. Este hiperespago é conhecido como espago de Minkowski.

Analisando a métrica dada por (D.2), notamos que a mesma apresentara valores posi-
tivos somente se c*t? > |7]%, ou seja, se o espago maximo percorrido nio for maior do que aquele
percorrido pela luz com velocidade ¢ no mesmo intervalo de tempo ¢. Portanto, qualquer ve-
locidade v nao deve ultrapassar ¢ no espaco-tempo com s> > 0. Tais eventos, caracterizados
por distancias positivas no espago-tempo, sao ditos do tipo tempo (ou timelike) e englobam a
realidade fisica que conhecemos. Distancias negativas por sua vez, caracterizam eventos onde
|72 > c*t? e sao definidos como eventos do tipo espago (ou spacelike).

A partir desta definicao Minkowski idealizou uma projecao deste hiperespaco no espago
tridimensional onde uma superficie conica delimita a fronteira entre os eventos tipo tempo
(interiores ao cone) e tipo espago (exteriores ao cone). A esta representagao damos o nome de
cone de eventos (ou cone de luz) e sua projegdo no plano ¢ vs. 7 é conhecida como diagrama

de Minkowski.

'Um deles é, neste caso, a origem.
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