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Resumo

Neste trabalho investigamos alguns processos estocdsticos de reacdo e difusiao na
rede. Em particular, determinamos as classes de universalidade de comportamento
critico de um processo de crescimento de superficies fora do equilibrio e do pro-
cesso de contato bdsico. Para isso utilizamos técnicas de diagonalizacdo numérica
exata e idéias de finite-size scaling. Também apresentamos uma aplicacao do ansatz
de Bethe na diagonaliza¢ao analitica do gerador infinitesimal do processo de difusao
de particulas sem exclusao conhecido como processo zero range.






Abstract

In this work we investigate some reaction-diffusion stochastic processes on the
lattice. In particular, we determine the universality classes of critical behavior of a
nonequilibrium surface growth process and of the basic contact process. Our main
tools of investigation are exact numerical diagonalizations and finite-size scaling
ideas. We also present an application of the Bethe ansatz in the exact diagona-
lization of the infinitesimal generator of a diffusion process of particles without
exclusion known as the zero range process.
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And I gave my heart to know wisdom, and to know
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Qoheleth 1.17-18, na tradu¢do de King James

If T were a medical man, I should prescribe a holiday to
any patient who considered his work important.

Bertrand Russel, Autobiography
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Introducao e fundamentos

Neste capitulo fazemos algumas observacoes sobre o desenvolvimento da mecéanica
estatistica fora do equilibrio e de sua interrelacdo de quase um século com a teoria
dos processos estocdsticos [1], enfatizando o papel e a importancia da equacao
mestra em um contexto especifico da mecanica estatistica fora do equilibrio, o da
cinética quimica. Comentamos do ponto de vista da fisica tedrica o estado atual
dessa drea e algumas das linhas de pesquisa que vém se desenvolvendo recente-
mente. Concluimos o capitulo com uma descri¢do sucinta do restante desta tese.

1.1 Fundamentos

O objetivo da mecanica estatistica € explicar e predizer as propriedades da matéria
macroscopica a partir das propriedades de seus constituintes microscopicos e de
suas interacoes, fornecendo a fundamentagdo atomistica para as leis fenomenoldgicas
da termodinamica, da mecanica dos fluidos e de areas correlatas.

Divide-se tradicionalmente a mecanica estatistica em uma parte que trata dos
fendmenos que ocorrem na matéria em estado de equilibrio, no sentido termo-
dinamico usual, e outra que trata daqueles fendmenos que ocorrem na matéria fora
do equilibrio, além da divisao entre uma parte cldssica e outra quantica, conforme se
considere uma ou outra a dinamica microscopica subjacente ao sistema. Podemos
dizer que a Mecanica Estatistica do equilibrio € uma teoria ja bem estabelecida:
as propriedades de equilibrio de sistemas macroscopicos com uma dada fungio
hamiltoniana microscopica podem ser obtidas como valores esperados sobre en-
sembles de Gibbs (medidas de probabilidade) bem definidos, € mesmo que seu
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programa seja realizavel na maior parte das vezes apenas em principio, ele fornece
um ponto de partida tanto para a compreensdo qualitativa quanto para aproximagoes
quantitativas para o comportamento de equilibrio, como nas teorias para o fendmeno
das transi¢oes de fase. Além disso € possivel investigar exatamente alguns modelos
simples que no entanto apresentam comportamento termodindmico complexo, o
modelo de Ising bidimensional sendo o exemplo mais conhecido e versatil.

A mecanica estatistica fora do equilibrio, ao contrario, encontra-se em um
estdgio muito menor de compreensao, uma vez que apresenta uma quantidade de
dificuldades tanto matemadticas quanto conceituais bem maiores que as encontradas
na sua contraparte de equilibrio. E fécil ver que a determinagio da dependéncia
temporal de propriedades macroscopicas associadas aos processos irreversiveis que
ocorrem nesses sistemas demanda uma andlise fina e detalhada da dindmica mi-
croscopica, que acaba se traduzindo em problemas matematicos formidaveis. No
nivel conceitual um dos maiores e mais antigos problemas reside em tentar conci-
liar e compreender a coexisténcia da irreversibilidade macroscopica, prevista pela
segunda lei da Termodinamica, com a completa reversibilidade microscopica das
equacgdes da dinamica para as particulas do sistema. O fato de a evolugdo temporal
de um gas em expansdo livre e sua evolucio reversa serem ambas consistentes
com as leis da dindmica mostra claramente que ndo € possivel provar o alcance
do equilibrio em sistemas isolados sem fazer hipdteses adicionais acerca dessa
evolucdo. Essas hipoteses sdo de cardter necessariamente ndo dinamico, e se-
gundo Nico van Kampen [2], “one cannot escape from this fact by any amount
of mathematical funambulism”. Tipicamente essas hipdteses dizem respeito a taxa
de decaimento das correlacdes entre muitas particulas ou a improbabilidade de
realizacdo, em uma situacao experimental real, de condi¢des iniciais que corres-
pondam a conjuntos de medida nula no espaco de fases do sistema [3], e sempre
estiveram cercadas de dificuldades técnicas e de controvérsias [4, 5].

Um esquema formal para a mecanica estatistica fora do equilibrio deve atender
a alguns requisitos bdsicos e, principalmente, deveriamos poder deduzir sistemati-
camente equacdes de transporte, compreender o alcance do equilibrio em sistemas
i1solados e estudar seus estados estaciondrios, além de poder observar a dependéncia
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1.1 Fundamentos 3

espaco-temporal de grandezas suficientes para uma especificacdo do estado ma-
croscopico do sistema. Na tentativa de se formular uma abordagem alternativa a
descricao microscopica direta dos fendomenos fora do equilibrio baseada na equacao
de Liouville, muitas outras diferentes foram propostas, mas nenhuma prescri¢ao
geral valida sempre. Essas abordagens t€m o seu escopo e utilidade avaliadas no
confronto de suas predi¢cdes com os resultados experimentais, e verifica-se que con-
forme o sistema ao qual se as aplique (e podemos estar tentando descrever de uma
reacdo bioquimica a uma atmosfera planetaria) obtemos resultados mais fidedignos
ou menos. Podemos classifica-las basicamente em duas categorias [6]: umas se
baseiam na teoria cinética dos gases diluidos e em suas extensOes para sistemas
densos, seguindo a linha inaugurada por Boltzmann, enquanto outras fazem uma
generalizacdo da teoria do movimento browniano, onde a partir de equagdes da
dindmica de cariter mesoscopico [7] conhecidas como de Newton-Langevin se
obtém, por exemplo, o formalismo das equagdes mestras [2, 5, 6].

A abordagem original de Boltzmann consiste em tentar derivar as propriedades
fora do equilibrio e o alcance dele através de sua equagao de transporte para a funcdo
f(r,v, ) de distribuicdo do nimero de moléculas num estado (r, v) no instante ¢ no
espaco de fases 4 = R® (u para molécula), das hipéteses de Stofzahlansatz [8] e
de caos molecular, e de seu teorema H. A generalizacdo da equagdo de Boltzmann
para sistemas densos se faz ao considerar na descricao colisdes que envolvem mais
de duas particulas, isto €, colisdes terndrias, quaterndrias e, em ultima instancia,
colisdes N-drias nas quais todas as N particulas do sistema participam. E claro
que a inclusdo de termos de colisdo de todas as ordens corresponde a descri¢ao
microscopica do sistema, e uma descri¢do de cardter macroscopico se obtém pela
eliminacdo, de alguma forma, de graus de liberdade que correspondam as suas
“varidveis rapidas”, associadas a processos microscopicos com tempos de relaxacao
curtos em relac@o aqueles de observagdo. O formalismo da origem a uma hierarquia
de equagdes integro-diferenciais para as distribuicOes marginais de configuracao
dos estados de uma, duas, ..., N particulas, conhecida pelo nome de hierarquia
BBGKY, para Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood e Yvon. Ali podemos ver que a
equacao de Boltzmann € apenas a primeira da hierarquia [9].

© 2000 J. R. G. Mendonga



4 Introdugdo e fundamentos

A segunda abordagem, a das equacOes mestras, € provavelmente a mais im-
portante, e sua raiz mesoscopica e browniana se baseia nas seguintes observacoes.
A posi¢do de um ponto vy, representativo do sistema no espaco de fases I' = RV
(" para gés), no instante ¢, € uma fungdo suave de ¢ e da condi¢do inicial yy nas
coordenadas microscopicas. No entanto, a variacdo da posi¢do de y; devido as
colisdes moleculares € tao rapida em I', que numa escala de observagdo mais gros-
seira, mesoscopica, ele realiza um movimento em tudo semelhante ao browniano.
Na prética, implementamos essa escala de observagao mesoscépica as equagdes
de movimento macroscopicas de um observavel qualquer acrescentando-lhes um
termo que fie a a¢do de todas as muitas coordenadas que ndo consideramos ex-
plicitamente, e que aja introduzindo flutuacdes de algum carater em torno das leis
macroscopicas, transformando portanto o observavel num processo estocdstico. O
exemplo mais conhecido de uma tal descricao € o do comportamento da veloci-

dade de uma particula browniana, em um processo estocastico conhecido como de
Ornstein-Uhlenbeck [10].

Como ndo poderia deixar de ser, ao perfazermos uma eliminagdo de graus de
liberdade microscopicos em favor de uma descri¢ao mais grosseira estamos fazendo
também hipoteses nao dinadmicas acerca da evolugdo do sistema no tempo, € que
correspondem de alguma forma a introdu¢do da nocdo de observacdo sobre um
ensemble. Essas hipéteses, umas aproximadamente equivalentes as outras e conhe-
cidas pelos nomes variados de Stoffzahlansatz, aproximacao de fases aleatdrias e
outros, ttm o papel importante no contexto das equacdes mestras de justamente
fazer com que os métodos da teoria do movimento browniano se apliquem ao mo-
vimento do ponto y,, € rendam com iSso um processo estocastico markoviano para
o observdvel em questdo. Aqui, markoviano qualifica um processo para o qual a
equacgao de Chapman-Kolmogorov vale para a fung¢ao de probabilidade condicional
de ocupacdo dos estados mesoscOpicos, e consiste em supor que a distribui¢ao de
estados atuais, dada uma distribui¢do anterior, tem um papel exatamente equivalente
ao de sua distribui¢do anterior no que tange a distribui¢do futura, e que esses papéis
ao longo do processo sejam descorrelacionados, sem memoria [2, 10].

Estabelecer uma relagdo entre a abordagem através das equagcdes mestras, na

© 2000 J. R. G. Mendong¢a



1.1 Fundamentos 5

qual todas as hipéteses probabilisticas estdo contidas na existéncia de um opera-
dor de evolugdo ou colisdo mestre, e aquela abordagem microscépica através da
equacao de Liouville € uma questiao importante que redunda em investigar se pode-
mos construir, de alguma maneira aproximada ou média, o operador mestre, isto €,
se podemos calcular termos de colisdo suficientes para uma descricdo mesoscopica
a partir da dinamica microscopica. Se por um lado a equaga@o de Liouville tem a seu
favor o status de uma equacao fundamental da Fisica, por outro lado as equagdes
mestras t€m um grande apelo técnico. Elas sdo lineares na funcdo de distribui¢ao
P({n},t) para um conjunto {n} conveniente de varidveis mesoscopicas, contém o
carater irreversivel, no sentido de uma evolugdo certa rumo ao equilibrio, imple-
mentado na propria constru¢do do operador mestre e nas hipéteses nao dinamicas
ali contidas, e uma vez que se as estabeleca, podemos utilizd-las eficientemente
em modelos semi-fenomenolégicos. Pode-se ainda, por exemplo, provar que as
solucdes das equacOes mestras alcancam o limite desejado no tempo, isto €, que no
limite de tempos infinitos as probabilidades de ocupagdo dos estados mesoscopicos
no espaco de fases I' alcangcam a expressao correta dada pelo fator microcandnico
usual. Diante destas e de outras caracteristicas bastante atraentes Max Dresden
declara que “it thus appears that the master equation approach allows an in principle
rigorous formulation of the original Boltzmann program.” [11].

O restante deste capitulo estd organizado como segue. Na proxima secao
discutimos um dos problemas centrais da cinética quimica, que € o de estabelecer
equacgoes apropriadas para se estudar as velocidades de reagdo, isto €, as taxas de
varia¢do das concentragdes de espécies interagentes e as limitagdes da abordagem
tradicional, principalmente para processos que ocorrem em sistemas de baixa di-
mensionalidade, e a sua relacdo com os avangos obtidos na teoria do magnetismo.
Na secao 1.3, damos exemplos de alguns dos processos estocdsticos de reacdo e
difusdo na rede que vém sendo muito investigados, uma vez que eles formam um
“conjunto minimo” de modelos na area. Finalmente, na se¢io 1.4 apresentamos al-
gumas perspectivas na area, tais como novos modelos e novas técnicas matematicas
que vém repercurtindo em outras dreas da fisica tedrica. Referéncias sdo dadas no
final da tese.

© 2000 J. R. G. Mendonga



6 Introdugdo e fundamentos

1.2 Da cinética quimica a teoria do magnetismo

1.2.1 Um problema em cinética quimica

A cinética quimica € um dos ramos mais tradicionais e importantes da fisico-quimica
e, como seu proprio nome indica, se ocupa do estudo da cinética e da dindmica das
reacOes quimicas. A sua importancia € dificil de subestimar, uma vez que toda a
inddstria quimica ndo faz sendo promover reacdes a fim de obter seus produtos,
e nessa operacdo o estudo das velocidades das reagdes, de possiveis mecanismos
de catdlise e de outros detalhes das reagdes adquirem importancia comercial dbvia.
Além disso, toda forma de vida depende crucialmente de reagdes complexas, nor-
malmente catalisadas por enzimas e em cascata, como no processo de coagulacao
do sangue. Pode-se portanto justificar amplamente o estudo da cinética quimica
tanto comercialmente quanto academicamente.

A abordagem tradicional da cinética quimica ao estudo das rea¢des consiste em
estabelecer equacodes diferenciais para expressar a taxa de variacdo temporal das
concentracdes das espécies reagentes, as rate equations. Esta abordagem assume
explicitamente que as concentragdes dos reagentes sdo uniformes espacialmente,
isto é, que as concentracdes locais e globais coincidem a todo instante, € que as
reacOes nao introduzem correlacdes entre as diversas espécies que participam do
processo. Essa uniformidade pode ser alcancada em sistemas nos quais os reagentes
tém uma mobilidade muito grande, tendendo ao infinito, ou, equivalentemente,
naqueles onde as probabilidades de haver reacdo quando do encontro dos reagentes
sdo muito pequenas, tendendo a zero. Para sistemas sob essas condi¢des, podemos
garantir que cada particula tem probabilidades iguais de reagir com qualquer outra
particula do sistema, e valem as rate equations. No caso de mobilidades pequenas
ou probabilidades de reacdo grandes, estabelece-se um regime no qual se espera
que as particulas tenham mais chances de reagir com outras proximas que com
aquelas mais distantes, e nesse caso dizemos que a reacdo € limitada ou controlada
por difusdo. Sob esse regime, flutuagdes espaciais nas concentracdes podem se
desenvolver e se tornar importantes, determinando o comportamento da reagao.

Podemos dizer que a abordagem através das equacOes para as velocidades de

© 2000 J. R. G. Mendong¢a



1.2 Da cinética quimica a teoria do magnetismo 7

reacdo em cinética quimica € andloga a aproximacao de campo médio em mecanica
estatistica, pois, como nesta dltima, ignora a existéncia de flutuagdes microscépicas
nas concentragdes locais, € que sabemos sao de suma importancia, especialmente
em sistemas de baixa dimensionalidade [12, 13]. De fato, para o processo X +
X — o, a abordagem tradicional prevé um comportamento assintdtico para a
concentracdo de X dado por px(t) « t!, enquanto em um calculo no qual se
considera as flutuacdes obtém-se ox(f) o« % com @ = min{l, %} onde d € a
dimensionalidade espacial do sistema. Observamos de passagem que para efeitos
de uma teoria de escala a dimensionalidade critica superior para esse processo €
241 [13]. Dessa forma, fica evidente que um modelo para esses tipos de reacoes
quimicas deve se basear em um formalismo no qual se possa considerar flutuacdes,
e ai as equagdes mestras sdo as candidatas naturais.

O primeiro a introduzir o conceito de reac¢des limitadas por difusdo em cinética
quimica foi Marian von Smoluchowski [14], num trabalho em que ele considerou
o processo de coagulacdo de coldides, uma extensdo de seus interesses acerca da
teoria do movimento browniano. As reacdes limitadas por difusdo surgiram relaci-
onadas ao fato de ele ter estudado o processo de coagulacdo numa fase diluida,
uma solu¢do de particulas coloidais, onde a etapa determinante da reacdo vem
a ser o passeio browniano executado pelos reagentes até que colidam e reajam,
com a reacao propriamente dita correspondendo a etapa rapida do processo. Peter
Debye também contribuiu para o estabelecimento desse conceito, calculando ta-
xas de reacdo entre duas espécies reagentes consideradas como esferas duras, ou
“esferas de influéncia”, através do uso de uma equagdo que Smoluchowski havia
derivado trinta e trés anos antes, ao estabelecer uma equagdo para a concentracao
de particulas brownianas evoluindo sob a acdo de um campo de forcas conserva-
tivo, equacdo que hoje é conhecida como de Smoluchowski-Fokker-Planck. Debye
estava aparentemente disposto a oferecer aos quimicos uma alternativa a teoria
das taxas absolutas de Henry Eyring, que o incomodava com seus A’s os quais,
segundo ele, ndo deveriam ser importantes em uma reagao limitada por difusdo, um
processo legitimamente estocastico, mesoscopico [15]. O trabalho no qual Debye se
inspirou € considerado o primeiro a fazer uso de métodos estocdsticos em cinética

© 2000 J. R. G. Mendonga



8 Introdugdo e fundamentos

quimica, creditando portanto a Smoluchowski o papel de pioneiro absoluto da édrea.
Infelizmente Smoluchowski morreu logo apds a publicacdo de seus trabalhos mais
relevantes, em 1917, e ndo pode apreciar o impacto que eles tiveram no desenvolvi-
mento subsequente da nossa compreensao da natureza dos processos estocdsticos,
que foi muito grande e envolveu os nomes de pesquisadores como H. Kramers,
L. D. Landau, S. Chandrasekhar, M. Kac, E. W. Montroll, e muitos outros; veja
[10, 15].

1.2.2  Teoria do magnetismo

Paralelamente ao desenvolvimento da teoria dos processos estocasticos, e de forma
independente desta, uma grande area da fisica, a da teoria do magnetismo, sofreu
muitos avangos e esclareceu bastante a natureza microscopica do fendmeno do mag-
netismo. Aos primeiros modelos baseados em conceitos classicos e em raciocinio
empirico e fenomenoldgico se sucederam, com o advento da mecanica quantica em
sua forma praticamente definitiva na década de vinte, outros mais fundamentais,
por assim dizer, baseados nas propriedades intrinsecas da matéria, os spins das
particulas, e em seu comportamento coletivo. O primeiro modelo a implemen-
tar caracteristicas quanticas, embora através de uma matemaética ainda classica (c-
numbers), foi o de E. Ising em 1925 [16], que o analisou em uma dimensdo e
concluiu, erradamente, que ele ndo se prestava a uma explicacdo do comportamento
ferromagnético em nenhuma dimensao. Ele foi corrigido onze anos depois por
R. Peierls através de seu argumento de contornos, cuja versao definitiva pertence a
R.B. Griffiths [17]. O primeiro modelo realmente quantico para o ferromagnetismo
foi proposto em 1928 por W. Heisenberg [18], que reconheceu nas integrais de troca,
que envolvem a superposicdo de orbitais eletronicos, e no principio de exclusao de
Pauli a verdadeira origem do comportamento ferromagnético [19]. Logo apds P.
A. M. Dirac mostrou como se pode atribuir ao termo de troca um potencial efetivo
que envolve a interacdo entre spins, agora considerados como entidades quanticas
(g-numbers), e o modelo assim apresentado ficou conhecido como de Heisenberg.
Este modelo constitui o primeiro exemplo do que viriam a se chamar depois cadeias
quanticas, modelos de Heisenberg generalizados.
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1.2 Da cinética quimica a teoria do magnetismo 9

A fim de extrair as propriedades macroscopicas do modelo de Heisenberg,
F. Bloch [20] divisou o método das ondas de spin, satisfatorio a baixas temperaturas
€ que se mostrou um instrumento conveniente para a andlise perturbativa, quando
nao exata, de modelos de spins quanticos em geral. Um desses modelos é o antifer-
romagneto de Heisenberg, no qual o sinal da integral de troca vem contrario ao do
caso ferromagnético, desfavorecendo o alinhamento de spins. Em uma dimensao
este modelo foi analisado por H. Bethe [21], que descobriu seu estado fundamental
numa generalizacdo do tratamento em termos de ondas de spins, o seu poderoso
ansatz para as funcdes de onda do modelo, numa técnica matematica que se mos-
trou muito mais geral e se tornou das mais importantes no contexto dos modelos
exatamente soliveis em matéria condensada e teoria quantica de campos, embora
restrita a sistemas em 1+1 dimensdes.

Devido a sua origem em fisica dos solidos, maiores esfor¢os foram concen-
trados na tentativa de se propor e resolver modelos magnéticos definidos sobre
reticulados, onde resolver significa calcular algumas grandezas observaveis de tais
modelos de maneira exata. Nesse sentido, a solucdo exata para a energia livre do
modelo de Ising bidimensional por L. Onsager em 1944 [22] € certamente um dos
resultados mais celebrados, e pode-se dizer que com ele surgiu uma nova frente de
pesquisa em mecanica estatistica, a da busca por modelos exatamente soliveis. A
corrida foi grande e envolveu muitos pesquisadores, e varios modelos classicos e
quanticos se mostraram passiveis de andlise exata, gerando uma grande quantidade
de idéias fisicas e técnicas matemadticas com implicagdes para toda a fisica tedrica
[23, 24].

Quanto aos processos estocdsticos, no entanto, as idéias e técnicas desenvol-
vidas no contexto magnético aparentemente tiveram pouca penetracio imediata. E
claro que muitos problemas em ambas as dreas partilhavam das mesmas solugdes,
como no caso das fungdes de Green de rede para o problema do passeio aleatdrio
e da interag@o entre ondas de spin, mas isso ndo foi suficiente para que se iniciasse
uma investigacdo sistematica das possibilidades de aplicacdo dos métodos de uma
teoria na outra. A situacdo mudou quando R. J. Glauber, em 1963, usou uma
equagdo mestra para descrever a evolucao de uma cadeia unidimensional de spins
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10 Introdugdo e fundamentos

de Ising rumo ao equilibrio [25], introduzindo a famosa dinamica de Glauber e
inaugurando o uso de métodos estocdsticos em magnetismo. Além do mais, as taxas
de transi¢do por ele escolhidas permitiam a andlise exata do modelo, tranformando-
o num cléssico. Desde entdo o uso de processos estocasticos e de equacdes mestras
em teoria do magnetismo se tornou freqiiente, e surgiram diversas propostas dife-
rentes de dindmicas microscépicas, por exemplo de mais de um spin ou mesmo de
blocos inteiros de spins, ou de dindmicas que preservam determinadas grandezas,
como magnetizacdo ou energia [26, 27].

De uma forma ou de outra todos estes métodos se baseiam em um conheci-
mento prévio de propriedades de equilibrio de sistemas magnéticos classicos para
estudar uma dinamica, em geral artificial, de um sistema de spins em torno daquelas
propriedades, com a equacdo mestra como instrumento de investigacdo. A passa-
gem do cendrio magnético de spins para o de particulas interagentes ou de gas de
rede é quase imediata, e assim muitos dos resultados obtidos no primeiro contexto
serviram como ponto de partida para o estudo de sistemas de particulas interagentes,
“moléculas”, em processos de reacao e difusao.

1.2.3  Processos estocdsticos de reagdo e difusdo na rede

A conexao entre os problemas das duas grandes 4reas expostas acima se da através
das matrizes de transferéncia de modelos cldssicos d-dimensionais de equilibrio
quando estas sdo tomadas como operadores de evoluciao de um sistema [(d— 1)+ 1]-
dimensional, isto é, com uma das direcdes espaciais originais usada como varidvel
temporal, passada ao continuo ou ndo. E claro que no estudo de processos es-
tocdsticos interessa pensar reversamente, isto €, dada uma dindmica em um sistema
de d — 1 dimensdes espaciais através das taxas de transi¢do na equacdo mestra, re-
conhecer no operador de evolu¢do um modelo cldssico d-dimensional de equilibrio.

Ocorre porém que houve nas ultimas duas décadas um desenvolvimento muito
grande na teoria de modelos classicos bidimensionais de spins e de suas matrizes de
transferéncia associadas, que deu origem ao estudo das cadeias quanticas [23, 24],
e que possibilitou, com a abertura do horizonte dos modelos exatamente soldveis, a
investigacdo de uma variedade cada vez maior de processos estocasticos na rede. De
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fato, recentemente se percebeu que para o processo de exclusdo simples simétrico
com dindmica sincronica discreta (um automato celular probabilistico), o operador
de evolucdo corresponde a matriz de transferéncia, em uma direcdo diagonal, do
modelo de seis vértices, um dos mais bem estudados da teoria do magnetismo
[24, 28]. Da mesma forma, recentemente muitos outros processos estocasticos
importantes foram investigados com o auxilio de técnicas magnéticas: o processo de
exclusdo simples completamente assimétrico com o auxilio do ansatz de Bethe [29],
o processo de adsorcdo e dessor¢do de k-meros em redes d-dimensionais através
do uso de técnicas de ondas de spins e argumentos de simetria [30], e também
certos modelos para processos de catdlise e adsor¢do sequencial aleatdria pelo uso
do formalismo de segunda quantizacdo para variaveis fermidnicas [31, 32, 33, 34],
entre outros. Para uma referéncia geral consulte [35].

O uso do formalismo magnético traz a possibilidade de se responder a questoes
importantes sobre o sistema de particulas associado. Uma dessas questdes diz
respeito ao comportamento da concentragdo de particulas no sistema, que pode
rumar ao valor de equilibrio algebricamente como o(#) « %, ou exponencialmente
como o(f) « e~"/*; uma andlise do operador de evoluc¢do pode vir a predizer o tipo
de comportamento observado. Existe também a possibilidade de se tentar repetir
no caso de fendmenos fora de equilibrio uma teoria de transicdes de fases nos mol-
des daquela praticada para fendmenos de equilibrio, e pela definicdo de expoentes
criticos apropriados tentar uma classificacdo “universal” para tais fendmenos; este
¢ na verdade um dos objetivos mais ambiciosos da mecanica estatistica contem-

poranea’.

1.3 Alguns modelos relevantes

Vamos mostrar alguns hamiltonianos magnéticos associados a processos estocasticos
importantes que foram e vém sendo estudados recentemente, sem entrar nos deta-
lhes de sua derivacao.

'Outro objetivo aparentemente bastante ambicioso, por exemplo, é derivar a lei de Fourier para o
fluxo de calor a partir de um modelo microscépico fora do equilibrio.
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12 Introdugdo e fundamentos

Certamente, o mais simples e paradigmatico de todos os processos de reacao e
difusdo na rede € o processo de exclusdo simples simétrico de uma espécie, no qual
particulas difundem com iguais probabilidades em todas as direcoes, X+@ = I+X.
Para este processo o operador de evolucao temporal (o gerador infinitesimal do
semigrupo de Markov) é dado por

H=-2 @i - 1. (1.1

2 ¢

com D a constante de difusdo e & = (0%, 0¥, 0°) operadores de Pauli. Uma ma-
neira de se ver que este € realmente o operador de evolucao do processo € reparar
que podemos representar a difusdo simétrica através do operador de permutacio
Priiiloe, 0er1) = |01, 0¢), € requerendo a estocasticidade da evolugdo, isto é,
que a soma dos elementos de cada uma das colunas de H se anule para que haja
conservacao de probabilidades, chegamos a

H==D (P = 1). (12)
4

Uma vez que podemos escrever P = %(6)'5 - 041 + 1), recobramos a expressao
para H.

O operador H nada mais é que o hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético
isotropico com a energia do estado fundamental subtraida. O espago de autoes-
tados deste operador se divide em L + 1 setores indexados pelo valor esperado
da magnetizagdo total S* = >, 07, que € uma grandeza conservada. No cendrio
de particulas este fato estd associado a conservacdo do nimero de particulas ao
longo do processo, ja que N = %(L + M), M = (S%). Em cada um dos setores
de H, o estado fundamental ou estaciondrio € composto de uma soma de todas
as L!/N!(L — N)! possiveis combinacoes de estados compativeis com o valor de
M. Como se sabe [36], o ferromagneto de Heisenberg isotrépico tem seus estados
excitados dados por ondas de spin. Dado o setor de magnetizagao M, aplicamos
ao seu estado fundamental o operador S = L~'/? 3}, exp(igf)o} obtendo assim um
estado dito uma onda de spin de momento g, naturalmente no setor de magnetizacao
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M + 1. Estas ondas de spin apresentam um espectro com as energias de excitagao
dadas por E, = D(1 — cos g), que no limite termodindmico L — oo € um espectro
sem gap, comportando-se para comprimentos de onda ¢~' muito grandes como
E, ~ Dqg*/2. Também se sabe que grandezas conservadas, simetrias continuas e
decaimento algébrico das funcdes de correlagdo em sistemas de particulas intera-
gentes estdo intimamente ligados. Uma simetria continua implica em uma gran-
deza conservada, uma vez que o gerador dessa simetria comuta com o operador
de evolucdo do sistema. Quando um estado fundamental quebra essa simetria,
isto €, quando a despeito de a dindmica preservar a simetria o estado fundamental
nao a possuir, surgem no sistema modos normais com uma relacdo de dispersdo
sem gap conhecidos como bdsons de Goldstone; veja por exemplo a exposi¢dao
elementar em [37]. Assim, as ondas de spin sdo bosons de Goldstone, magnons,
oriundos da simetria do operador H com relagdo as rotagdes de todos os spins do
sistema em torno de um eixo arbitrario na dire¢do fi, produzida pelo operador S.h,
S = > [H, §1 = 0, simetria que nao é compartilhada pelo estado fundamental
composto de todos os spins paralelos (no setor de M = L). De fato, para uma dada
concentracdo de particulas p = N/L, obtém-se a funcao de autocorrelacao no limite
termodinamico dada por [30]

G(t) = p(1 — p) exp(=2D1)y(2D1) =5 172, (1.3)

onde /y(z) € uma fungao de Bessel modificada, mostrando comportamento difusivo
tipico.

E importante reparar que o hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético iso-
tropico € também, apds uma transformacao de similaridade envolvendo subredes, o
operador de evolugdo do processo de adsor¢cdo e dessorcao de dimeros com taxas
iguais, X + X = O + J, e portanto as observagdes acima se aplicam igualmente
neste caso [30]. Na verdade, os argumentos de Goldstone relativos a grandezas
conservadas e comportamento algébrico das correlagdes podem ser aplicados ao
caso mais geral de adsor¢cdo e dessor¢c@o assimétricas de k-meros, k > 2, em redes
que admitem particao em k subredes tais que os processos de adsor¢ao e dessor¢ao
envolvam sempre um sitio de cada subrede, como por exemplo ocorre com trimeros

© 2000 J. R. G. Mendonga



14 Introdugdo e fundamentos

na rede triangular, num resultado muito importante para a compreensao do compor-
tamento difusivo observado nesses modelos [30].

Um outro processo muito estudado € a versdo assimétrica da exclusao simples.
Fisicamente podemos pensar na assimetria entre os processos de difusao a esquerda
e a direita como resultado de um gradiente de potencial, por exemplo elétrico ou de
temperaturas. O espectro do gerador deste processo, dado por

1
H(e) = ~7 D (@0 Fro = 1) +ie@r X Frn) 2], (1.4)
¢

com ¢ a assimetria relativa das taxas, foi investigado em [29] com relagdo a um
processo de discretizacdo do campo de velocidades da equacdo de Burgers unidi-
mensional com ruido para a evolucao de um fluido (veja o Apéndice B),

Ou(x,1) l ou(x, 1)’ N vazu(x, 1) N on(x, 1)
ot 2 oOx Ox2 ox

(1.5)

onde v € a viscosidade do fluido e 1(x, #) um ruido branco ao longo do espaco e do
tempo. O operador acima contém um termo de Dzialoshinski-Moriya (DM) do tipo
(G¢ X &F41)-2 bastante curioso. Os termos de DM foram primeiramente propostos
como um mecanismo de competi¢do entre acoplamentos planares e interplanares
de sinais opostos em antiferromagnetos que apresentam ferromagnetismo fraco nos
planos [38], e como se pode ver induzem uma orientagdo no espago através do
produto vetorial, quebrando a simetria quiral do sistema. No cendrio de particulas
interagentes isto € exatamente o que uma difusao assimétrica faz.

Em [29] os autores utilizaram o ansatz de Bethe na determinaciao dos primei-
ros estados excitados do operador H(g) e mostraram que o gap entre os estados
estaciondrio e primeiro excitado escala com o comprimento da rede como L™3/2,
enquanto no outro extremo do espectro o gap entre os dois maiores autovalores
escala como L™!. Estas relagdes sio importantes porque elas fornecem o expoente
critico dinamico do modelo, revelando o comportamento assint6tico do sistema no
tempo de acordo com o gap de energia, uma vez que 7' ~ E ~ ¢° ~ L7, de
forma que 7 ~ L*. Acredita-se que as fun¢des de correlacdo de dois pontos na
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criticalidade (na fase sem “massa”) escalem com os comprimentos caracteristicos
do sistema como
G(bx,bt) = bG(x, 1) = t Y D(u), (1.6)

com y uma dimensao de escala e na ultima igualdade com u = x*/t a variavel de
escala. Para o processo de exclusdo simples completamente assimétrico (¢ = 1) no
setor de M = L/2, os autores em [29] encontraram z = 3/2, isto €, que ele pertence
a mesma classe de universalidade do processo de Kardar-Parisi-Zhang [39, 40].

Os processos estocasticos que apresentamos acima foram investigados com
auxilio de duas técnicas tipicas da teoria do magnetismo, as ondas de spin e o
ansatz de Bethe. A primeira destas técnicas ndo se restringe ao caso de sistemas
unidimensionais, podendo ser utilizada com igual proveito em sistemas de qualquer
dimensionalidade, ao contrario da segunda, que s6 funciona em uma dimensao.
Para sistemas unidimensionais de dois estados existe ainda uma outra técnica que se
mostrou bastante poderosa em magnetismo e que pode ser utilizada no contexto dos
sistemas de particulas, a fermioniza¢do ou bosonizacao das relagdes de comutagdo
dos operadores de Pauli. Para particulas esferas duras usa-se a fermionizagdo, e
com o operador de evolugado escrito em termos de férmions interagentes pode-se
lancar mao de métodos bem estabelecidos nestes casos, como por exemplo teoria
de perturbacio. E possivel, no entanto, como nos casos acima, encontrar alguns
modelos que sdo exatamente soliveis em termos de férmions, os chamados modelos
de férmions livres, para os quais se pode diagonalizar exatamente o operador de
evolucdo, uma forma quadratica. De fato, os modelos de férmions livres sdo os
unicos dos quais se conhece todos os detalhes da dinamica, como seus autoespectros
e todas as fungdes de correlagdo, estas pelo menos em principio.

1.4 Perspectivas

As perspectivas de desenvolvimento na drea sao muito amplas. Virtualmente qual-
quer novo método ou resultado em uma das duas grandes dreas, teoria do magne-
tismo ou de sistemas de particulas interagentes, pode ter relevancia para a outra.
Isto abre a perspectiva de interdisciplinaridade, e com isso uma mistura saudavel
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de métodos e conceitos e também de dados experimentais das duas areas, que
contam com muitos resultados tedéricos e com uma vasta fenomenologia indo do
estudo de sais magnéticos a biomembranas, passando pela formulagao de problemas
de transito e outros. Esses processos t€ém em comum o fato de serem passiveis
de abordagem através de equacdes mestras e portanto do formalismo de cadeias
quanticas.

Recentemente houve muitos avangos nas técnicas de diagonalizacdo de ope-
radores hamiltonianos unidimensionais, mais geralmente ditos cadeias quanticas,
de origens magnéticas. Entre estas técnicas estdo o ansatz de Bethe e os grupos
quanticos, além de técnicas numéricas cada vez mais refinadas em maquinas cada
vez mais velozes e disponiveis. O ansatz de Bethe, por exemplo, foi utilizado
com sucesso no estudo do processo de exclusido simples assimétrico sob diversas
condicdes de contorno [29, 41], e em processos em que particulas extensas de
diversos tamanhos difundem e se excluem em uma dimensao [42]. Pelo lado da
teoria de grupos, reconheceu-se um grande ndumero de processos estocasticos que
em cadeias abertas tém por operadores de evolugao geradores de dlgebras invarian-
tes pela acdo de certos grupos quanticos [43, 44, 45, 46], para as quais se conhe-
cem varios resultados relevantes. Por exemplo, o processo de difusdo assimétrica
tem o operador de evolugdo invariante pela a¢ao do grupo U,[S U(2)], enquanto
o processo de difusdo assimétrica e aniquilacdo de pares X + X — & + & tem o
operador de evolu¢do invariante pela agao do grupo U,[S U(1[1)] [43, 44]. O mais
interessante desta formulacao algébrica € que enquanto em teoria do magnetismo
0s grupos quanticos s6 aparecem pela adicdo de termos de fronteira ou campos
externos dificeis de justificar fisicamente, nos processos de reacdo e difusio eles
aparecem naturalmente, decorrentes das proprias taxas que definem o modelo. Mais
ainda, todos os processos de reacdo e difusao exatamente soltiveis conhecidos até o
momento t€m seus operadores de evolucao elementos de alguma algebra de Hecke
[43, 44, 45, 46].

O processo de exclusdo simples completamente assimétrico com termos de
injecdo e retirada de particulas nas extremidades de uma cadeia aberta é capaz de
sofrer transi¢oes de fase no estado estacionario. Havendo inje¢do numa extremidade
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com uma taxa « e retirada na outra com uma taxa 8, o modelo apresenta trés
fases distintas no plano @f: uma de altas densidades na regido o > S, 8 < 1/2,
uma de densidades baixas na regidio @ < 1/2, B > «@, e uma fase de corrente
maxima na regido de @ > 1/2 e 8 > 1/2. Entre as fases de densidades altas
e baixas existe a linha @« = 8 < 1/2 de transi¢do de fases de primeira ordem,
enquanto entre estas fases e a fase de corrente mdxima ha uma linha de segunda
ordem. Estes resultados puderam ser obtidos exatamente utilizando uma técnica
de matrizes que funciona como um ansatz para o estado estaciondrio do operador
de evolugdo [47], numa adaptacdo de uma técnica previamente desenvolvida no
contexto magnético [48]. Com esta técnica pode-se calcular exatamente os perfis de
densidade, as correntes e varias outras func¢des de correlagdo no estado estacionério,
e assim levantar exatamente o diagrama de fases do processo. A técnica lembra uma
abordagem variacional do tipo “campo médio” ou ainda estados do tipo valence-
bond solids, utilizando porém coeficientes ndo comutativos, isto é, amplitudes que
sdo g-numbers e que obedecem a relacdes de comutacdo ditadas pelas taxas de
reacao.

Percebeu-se também que outros sistemas de particulas interagentes em (1+1)
dimensoes, apresentam fendmenos como transicoes de fases induzidas por defeitos
ou termos de superficie [49, 50], as vezes associadas a quebra espontanea de sime-
tria [51, 52, 53], e tem havido tentativas sérias no sentido de se compreender um
pouco mais esses fendomenos [54, 55, 56].

Ha ainda muito que fazer nesta drea de interface entre a teoria do magnetismo
€ 0s processos estocdsticos, tanto do ponto de vista puramente técnico, desenvol-
vendo métodos e algoritmos eficientes para determinadas classes de modelos ou
tentando entender as condi¢cdes matematicas que fazem um modelo ser exatamente
integravel, quanto do ponto de vista de fundamentos, tentando por exemplo en-
tender o fendmeno da quebra espontinea de simetria ou ainda buscando classes
de universalidade para transi¢cdes de fase fora do equilibrio, todos esses problemas
grandemente em aberto. Uma visdo panordmica da drea de mecénica estatistica
fora do equilibrio junto de excelentes artigos originais e de revisdo apareceu recen-
temente no Brazilian Journal of Physics, onde o leitor pode encontrar mais reféncias
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sobre esta grande area da fisica contemporanea [57]. Um outro trabalho de revisao
particularmente interessante para os modelos que estudamos nesta tese € [58].

1.5 Este trabalho

Nesta tese procuramos investigar alguns modelos e idéias em mecanica estatistica
fora do equilibrio que surgiram nos dltimos anos. Principalmente, desenvolvemos
e aplicamos técnicas numéricas e analiticas de diagonalizacido exata e idéias de
finite-size scaling com o objetivo de determinar a classe de universalidade dos
modelos, bem como algumas de suas propriedades tanto no estado estaciondrio
quanto dependentes do tempo.

Esta tese estd organizada como segue. No Capitulo 2, examinamos a transi¢ao
de enrugamento de um modelo de crescimento de superficies fora do equilibrio
que apresenta expoentes da classe de universalidade da percolacdo orientada, a
despeito de a transi¢ao ndo envolver estados absorventes. La investigamos também
uma determinada funcdo de correlagdo que surgiu no contexto de modelos de spins
quanticos de equilibrio que no entanto nos ajuda a esclarecer a natureza da transi¢ao
de enrugamento do modelo. No Capitulo 3 investigamos o processo de contato
bésico utilizando idéias de finite-size scaling, e determinamos alguns expoentes
criticos deste processo com alta precisdo. Em particular, desenvolvemos uma técnica
para o estudo de propriedades dependentes do tempo em sistemas com estados
absorventes e a aplicamos na determinagdo do expoente critico associado a probabi-
lidade de sobrevivéncia do processo de contato basico. No Capitulo 4 fazemos uma
investigacao analitica, baseada no ansatz de Bethe, da dindmica de uma interface
no modelo de Ising bidimensional estocdstico com dindmica de Glauber no regime
de baixas temperaturas. Neste capitulo mostramos como o formalismo de cadeias
quanticas pode ser utilizado para calcular algumas grandezas fisicas associadas a
superficie de maneira bastante direta. Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos nos-
sas conclusdes e perspectivas sobre os modelos estudados nesta tese. Os apéndices
A e B contém material de interesse para os estudos que fizemos, e complementam
o material apresentado no corpo da tese.
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Um modelo de crescimento de superficies

Neste capitulo estudamos um modelo unidimensional de crescimento de superficies
fora do equilibrio que apresenta uma transicao de enrugamento na classe de univer-
salidade da percolagdo orientada, transi¢ao essa associada a uma quebra espontinea
de simetria. Na fase rugosa, o modelo pertence a classe de universalidade de Kardar-
Parisi-Zhang. Usando idéias de finite-size scaling e diagonalizacdes numéricas
determinamos o ponto critico e o expoente critico dinamico no ponto de transi¢ao.
Investigamos também a fun¢do de correlacdo de string e mostramos que ela € um
bom pardmetro de ordem para essa classe de modelos. Apresentamos ainda uma
simulacao de Monte Carlo da distribuic@o estaciondria do processo e do funcional
“energia livre” associado a ela. Uma breve revisao das transicdes de enrugamento
e das idéias de finite-size scaling sdo apresentadas, uma vez que utilizaremos estes
conceitos no resto desta tese.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na préxima sec¢do introdu-
zimos alguns dos problemas na drea de sistemas de particulas interagentes que
abordaremos através do estudo de um modelo de crescimento de superficies. Na
secdo 2.2 fazemos uma pequena revisdo sobre as transicoes de enrugamento, de
carater didatico, enquanto na secdo 2.3 apresentamos o formalismo das equagdes
mestras assim como o utilizamos, fazemos alguns comentarios sobre o seu conteido
fisico, e derivamos o operador de evolucdo temporal para o modelo especifico que
consideramos. A secdo 2.4 contém uma revisao das idéias sobre transicoes de fases
de segunda ordem e finite-size scaling tendo em vista o uso que fazemos delas
neste trabalho. Na secdo 2.5 mostramos e discutimos nossos dados para o expoente
critico dindmico, o parametro de ordem da transicao de enrugamento e um funcional
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“energia livre” associado a distribui¢@o estaciondria do processo e o parametro de
ordem de string. Finalmente, na secao 2.6 tracamos nossas conclusdes e indicamos
algumas direcdes nas quais as investigacdes podem ser continuadas.

2.1 Introducao

Recentemente percebeu-se que alguns sistemas de particulas interagentes podem vir
a exibir fendmenos bastante interessantes em (1+1) dimensdes, tais como transi¢oes
de fases induzidas por defeitos ou termos de superficie [49, 50, 51]. Mais ainda,
percebeu-se que muitas dessas transi¢oes de fases sdo acompanhadas por uma que-
bra espontanea de simetria (spontaneous symmetry breaking, SSB) [51, 59], na qual
algum observavel macroscépico do sistema se comporta no estado estacionario
de maneira assimétrica com relacdo ao que seria de se esperar a partir das re-
gras microscopicas que regem a dindmica do processo. Fendmenos deste tipo
ndo sdo usuais no contexto dos sistemas unidimensionais de particulas que inte-
ragem através de forcas de curto alcance apenas, e tem havido algumas tentativas
sérias no sentido de se compreender esses fendmenos, em particular o de quebra
espontanea de simetria [55, 60, 61]. Aparentemente, entre os muitos ingredientes
que favorecem o aparecimento de uma fase de simetria quebrada, a presenca de
ruido ndo renormalizével (unbounded noise) € uma componente importante, venha
ele de termos de superficie ou da presenca de defeitos.

Modelos de crescimento de superficies fornecem um excelente cendrio tedrico
para o estudo de uma grande quantidade de fendmenos, e ocorre que se pode usa-los
também para investigar alguns dos fendmenos citados acima. Em um trabalho re-
cente [52], introduziu-se uma classe de modelos de crescimento a fim de se estudar
tanto a possibilidade da ocorréncia de uma transi¢ao de fases lisa-rugosa em uma
dimensado quanto a de uma quebra espontanea de simetria. No que tange esta ultima,
os autores em [52] investigaram quais deveriam ser os ingredientes essenciais em
um modelo para que este apresentasse quebra espontanea de simetria, € encontraram
que € possivel haver SSB em um modelo com condicdes periddicas de contorno e
caracterizada por um parametro de ordem nao conservado, em oposicdo ao que
ocorre em modelos correlatos porém com termos de superficie bastante conspicuos
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e onde a quebra de simetria estd associada a um pardmetro de ordem conservado
[51, 59].

Os modelos apresentados em [52] existem na versao restrita (restricted solid-
on-solid, RSOS), na qual as diferencas de alturas entre sitios vizinhos s6 podem
assumir os valores 0 e +1, e na versao nao restrita, na qual as diferencgas de alturas
podem assumir qualquer valor inteiro. Na versdo ndo restrita 0 modelo pode ser
mapeado em um problema de percolacdo orientada, compartilhando portanto os
mesmos expoentes criticos deste processo, o que foi confirmado por simulacdes de
Monte Carlo [52]. Para a versao restrita, no entanto, nao € possivel fazer o mesmo
mapeamento, € permaneceu como uma conjectura o fato de o modelo pertencer
também 2 classe de universalidade do processo de percolagio orientada. E possivel,
no entanto, através de uma tranformagdo do tipo sitio-ligacdo entre as diferencas
entre as alturas de sitios vizinhos do modelo restrito e diferentes tipos de particulas
em um cendrio de gés de rede, chegar a um sistema equivalente de particulas de
cargas opostas que difundem assimetricamente e reagem por aniquilagdo.

Nosso trabalho consistiu em investigar um pouco mais as versdes RSOS dos
modelos propostos em [52] a fim de caracterizar as suas fases e a sua classe de
universalidade. Nosso estudo se baseou no mapeamento da equagdo mestra que
rege a dinamica do processo de reacdo e difusdo associado ao modelo em uma
equacao de Schrodinger em tempo imaginario cujo hamiltoniano € o de uma cadeia
quantica nao hermitiana de spin S = 1. Isto nos permitiu aplicar técnicas de finite-
size scaling ao processo estocdstico da mesma forma que se faz com teorias de
campos hamiltonianas ou com matrizes de transferéncia de sistemas cldssicos de
spins [35, 62, 63, 64], embora existam algumas diferencas tanto técnicas quanto
conceituais entre os dois casos. Dessa forma fomos capazes de analisar o espectro
do operador de evolugdo temporal para cadeias de até L = 16 sitios, e com isso
determinar o expoente critico dindmico do modelo RSOS, assim como a fungio
de correlacdo de string no estado estaciondrio do processo. Primeiro, no entanto,
apresentamos uma pequena revisao das transicdes de enrugamento.
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22 Um modelo de crescimento de superficies

2.2 Pequena revisao das transicoes de enrugamento

Nesta secdo apresentamos uma breve revisdo das transi¢coes de enrugamento e da
teoria de escalas e das classes de universalidade de comportamento critico para esta
classe de transi¢Oes de fases. Seguimos as referéncias [65, 66] de perto.

Vamos considerar modelos de crescimento definidos sobre um substrato hi-
perctibico discreto A C Z? de volume |A| = L? sitios com condi¢des periddicas de
contorno. Seja (X, 1) a fungdo que descreve a altura associada a cada sitio ¥ € A
no instante ¢t > 0, isto é, seja (X, ) o perfil instantineo da superficie. Podemos
escrever a equacao que descreve o crescimento desta superficie na forma

Oh(X, 1)

Fyam Glh(X, 1), %, 1] + n(X, 1), 2.1)

onde G[h(X, ), X, t] é o termo deterministico, e (%, t) é o termo de ruido, adicionado
para representar o cardter aleatorio dos processos de crescimento (por deposicao,
por exemplo) que queremos descrever. A parte deterministica da eq. (2.1) despreza
os termos inerciais em favor dos termos dissipativos, mas pode-se provar que no
regime assintético, estaciondrio, o termo inercial € irrelevante para efeitos de uma
teoria de escala.

A fim de determinar a forma especifica de G[h(X, 1), %, t], a abordagem tra-
dicional consiste em expandir em série G[h(X, t), ¥, t] em poténcias de h(X, 1), X e
t, e manter na eq. (2.1) somente aqueles termos apropriados as simetrias e leis de
conservacao do problema. Os argumentos sdo os seguintes. Invariancia com relacao
a tranlagdes espaciais ou temporais eliminam a possibilidade de G[Ah(, 1), X, f] de-
pender explicitamente de X ou do instante especifico 7, de forma que devemos ter
G[h(X,1), %, t] = G[h(X,1)] apenas. Invaridncia translacional ao longo da dire¢ao
de crescimento elimina a possivel dependéncia nos valores de h(%, ), uma vez que
as regras de crescimento nao devem depender de onde se define h(Xy, 7)) = 0, e
temos G[h(%,1)] = G[ﬁh()?, 1)]. Analogamente, invariancia com relacdo a rotagdes
e invers@o em torno da dire¢do de crescimento eliminam derivadas de ordem impar
da expansao de G[ﬁh(i’, 1)], tais como ﬁh(f, 1) ou ?)Vzh(f, 1).
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Vamos olhar agora para as leis de conservagdao. Podemos classificar os termos
que aparecem na expansio de G[ﬁh()?, )] em conservativos € ndo conservativos.
Para derivar a equa¢do de movimento para um sistema conservativo, observamos
que a parte deterministica deve ter a forma de uma equacao de continuidade,

TED iz, 22)

7z . - 7 Y
onde a corrente macroscopica J(¥, 1) que descreve o fluxo de 4tomos na superficie
surge em geral de diferencas no potencial quimico local u(%, 1),

J(®1) = -V, 1). 2.3)

A fonte mais simples de potencial quimico é a energia gravitacional, u(X,7) o
WX, 1), e em 1982 Edwards e Wilkinson (EW) [67] propuseram o que é provavel-
mente o mais simples dos modelos estocésticos de crescimento de superficies, dado

pela equacao

% = VW2h(Z, 1) + (R 1). (2.4)

Na equacdo de EW o ruido surge devido a natureza aleatdria do fluxo de
particulas que atinge a superficie, sendo portanto nao conservativo. O ruido também
pode surgir a partir de consideragdes acerca das flutuacdes térmicas ou da difusao
das particulas no substrato, sendo neste caso conservativo. A funcao de correlacio
de dois pontos para cada um do casos € dada por

204X — ¥)o(t — t'), ndo conservativo,

LOn(X, 1)) = i
(X, Hn(x', 1)) —(F2V2+1"4V4)5d(f—37)5(t_t')’ conservativo,

(2.5)

onde os I';’s sdo constantes. Devido a seu carater linear, a equacdao de EW pode ser
resolvida exatamente para ruidos gaussianos [67].

A eq. (2.4) é invariante pela inversdo h(¥, 1) — —h(X,t). Esta caracteristica é

. ~ ~ A = - . =
genérica em equagdes que ndo contém termos pares em VA(¥, 1), tais como (VA(F, 1))
No entanto, se considerarmos um processo no qual particulas de uma fase gasosa
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24 Um modelo de crescimento de superficies

adsorvem em uma superficie fazendo-a crescer, ndo temos razdo para considerar
um processo com a simetria de inversao h(X,t) — —h(X, f). Adicionando-se o termo
nao linear de ordem mais baixa permitido na expansao de G[ﬁh()?, 1)], obtemos a
equacao de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [39]

Oh(%, 1)

el VW2h(X, 1) + g(ﬁh(ﬁ 0)* + n(Z,1). (2.6)

Na equacao de KPZ o mecanismo de relaxagao difusional € o mesmo que na equacao
de EW. A origem do termo nao linear reside no particular mecanismo de adsorcao
perpendicular das particulas na superficie, o que faz da equagdo de KPZ um bom
modelo para o processo de deposicdo balistica, onde as particulas podem aderir
lateralmente as particulas ja depositadas.

A equacido de KPZ esta relacionada a um grande numero de problemas muito
interessantes, tais como a estatistica de polimeros orientados em um meio aleatério
[68, 69, 70], a equacdo de Burgers [71], e os processos de exclusdo assimétricos
[72]. No Apéndice B estabelecemos com detalhes algumas dessas relagdes.

Podemos caracterizar o crescimento de uma superficie através de sua altura
média

1
(0) = 75 ) h(E.0), 2.7

e de sua largura quadrética média ou rugosidade

1
w(L, 1)’ = <F Z[h(ﬁ - <h>(t)]2>, (2.8)

XeA

onde os parénteses retos indicam média sobre as realizacdes do ruido. Supondo
que o processo de crescimento se inicie a partir de uma superficie completamente
lisa, conforme as particulas vao se depositando a superficie vai se tornando mais
rugosa, e w(L, ) cresce. Em 1985, Family e Vicsek [73] propuseram, baseados em
evidéncias numéricas, uma teoria de escala para as superficies supondo que elas sdo
auto-afins. De acordo com esta teoria, a rugosidade da superficie se comporta por
uma transformagao de escala L — bL, t — b*t de acordo com w(bL, b*t) = b*w(L, 1),
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2.3 O operador de evolugao temporal 25

que implica em
w(L,t) = L"®(L™). (2.9)

Sabe-se que para t — oo a rugosidade w(L, r) satura para redes finitas, de forma que
®(u — o0) = constante. No entanto, para L fixoe 1 < t < L, esperamos que as
correlagdes nas flutuacdes das alturas tenham se estabelecido apenas para aquelas
distancias menores que #'/%, de forma que w(L,t) deve ser independente de L. Isto
implica que ®(u < 1) ~ ¥, com 8 = @/z. Dessa forma chegamos a conclusdo que
paral <t < L, w(L,t) ~ 5, enquanto para r > L* w(L,t) ~ L*. Nestas relagdes o
expoente z € o expoente critico dinamico usual [74], enquanto a € conhecido como
expoente de rugosidade, e caracteriza a auto-afinidade da superficie rugosa. Repare
que a forma de escala (2.9) é invariante pelas tranformagdes ¥ — bX, t — b't, e
h(X,t) — b*h(bX, b‘t), como devia ser.

Os expoentes « e z sao usados para se identificar as possiveis classes de univer-
salidade de comportamento critico das transi¢des de enrugamento de superficies.
Para a equacdo de EW em uma dimensao, estes expoentes assumem os valores
a = % e z = 2. Na verdade, um simples argumento de escala revela que devemos
ter em geral @ = %(2 —d) e z = 2 para a equagao de EW [65, 67]. Para a
equacdo de KPZ em uma dimensdo, por outro lado, @ = % ez = %1. Estes
expoentes nao podem ser obtidos por um simples reescalonamento da equacao
de KPZ, sendo necessdrio um tratamento em termos de grupo de renormalizacao
dindmico para obté-los [39]. As classes de universalidade de EW e KPZ sdo as duas
classes de universalidade de comportamento critico conhecidas para transi¢oes de

enrugamento, € aparentemente ambas sdo bastante robustas.

2.3 O operador de evolucao temporal

Vamos nos concentrar no sistema de particulas associado ao modelo de cresci-
mento, mais especificamente na sua matriz estocastica de transi¢do ou matriz de
intensidade. Existem vdrias maneiras de se escrever a equagdo mestra em forma
operatorial, umas mais convenientes para a andlise de simetrias [44], outras tendo

"Pode-se provar que para a classe de universalidade de KPZ a relacdo a + z = 2 vale sempre [65, 39].
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em vista uma abordagem perturbativa [75, 76]. Aqui damos uma breve derivacao
para caso geral e mostramos como se pode construir o operador de dois corpos para
0 nosso processo usando as matrizes candnicas de Weyl, como em [44].

Vamos associar a cada sitio ¢ de uma rede unidimensional A C Z de volume
|A] = L uma variavel estocdstica n, tomando valores no conjunto de estados w =
{0,1,...,N — 1}. Denotando por P(n,t) a densidade de probabilidade de realizacdo
de uma determinada configuracio n = (ny,n,...,n;) € Q = w” no instante ¢,
escrevemos a equacao mestra como

ditP(n, 1) = Z [I'(n, n)P(f1,t) — I'(fi, n)P(n, )], (2.10)

neQ)
na qual os I'(7i, n) > 0 sdo as taxas de transi¢ao para o processo rn — fi.

Vamos agora introduzir espagos vetoriais na descri¢do da eq. (2.10). Para isso
transformamos w = {0,1,...,N — 1} em w = C" (estritamente falando, w = R"
bastaria), e nem |n) = |ny, ny, ..., n.) € Q = w®*. Tomando a base ortonormal {|n))}
diagonal na representacdo de niimero de ocupacdo para € escrevemos

IP() = > P(n,1)lm) 2.11)

neQ)

para o vetor gerador das densidades de probabilidade P(n,t) = (n|P(t)). Estamos
dessa forma equipando o espaco das func¢des geratrizes com uma estrutura de espago
de Hilbert. Com este formalismo reescrevemos a eq. (2.10) como

d
d—th(t)> = —H|P(1)) (2.12)
onde H é dado por
H=> > HGmni)nl (2.13)
com H(fi,n) = —I'(ii,n) e H(n,n) = };., (i1, n). O operador H nada mais é que

o gerador infinitesimal do semigrupo de Markov U(f) = exp(—Ht) do processo de
Markov {n,,t > 0} definido pelas taxas I'(7z, n). O espectro de H reside no semi-
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plano complexo Re{z} > 0, e uma vez que H € um operador real, seus autovalores
sdo reais ou ocorrem em pares complexos conjugados. O estado estaciondrio de H
tem autovalor nulo, e para sistemas finitos ele € inico, a menos de degenerescéncias
devido a simetrias. Dizemos que a eq. (2.12) é uma equacdo de Schrodinger em
tempo imaginario, muito embora H nao tenha conotagdo direta de energia e em geral
observe H # H'. Mesmo assim é conveniente pensar em H como um hamiltoniano
cujas flutuagdes quanticas governam as flutuacdes temporais dos observaveis do
sistema classico de particulas.

Quando apenas colisdes bindrias intervém no processo, escrevemos ['(it, n) =
Fg;g para o processo elementar (a, b) — (c,d) e aeq. (2.10) fica

N-1
d
d—P(n, 1 = Z Z FZ?;‘:"'"”’P(m, oong+a,... n,+b,...,n.t)
t (t,m)eA La,b=0
N-1
ne,Mm
=y e P, (2.14)
c,d=0

com as adi¢des nos indices das taxas e nos argumentos de P(n, t) efetuadas modulo
N. Vamos subentender no que se segue condi¢des de contorno periddicas para A.
Podemos realizar explicitamente a dlgebra dos operadores de Q) através das matrizes
de Weyl (ou canonicas) EY = |p){q| de elementos (EP%); j = 6,0, ,,0 < p,q,i, ] <
N — 1. Um pouco de reflexdo revela que com essas matrizes podemos escrever o
operador H da eq. (2.13) na forma

H= ) > reh (EpER - EgUELY), (2.15)

4 m ¢ m

onde )" =1®---®1®E"®1®---®1, com 1 a matriz unitiria N X N, e com
EP4 ocupando a ¢-ésima posi¢ao no produto direto. Da eq. (2.15) vemos que H é
uma matriz N© x N%, em geral ndo simétrica e muito esparsa.

O processo no qual estamos interessados € um modelo para crescimento de
superficies como segue [52]. Seja h, € N a altura de uma superficie ou interface
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e ass it ekl o 159

q=0.230

lg (@92 (g2

Figura 2.1: Modelo de crescimento de superficies RSOS. A esquerda vemos os processos
e taxas que definem o modelo; repare que ndo h4 dessor¢do de monomeros a partir de
terracos completos. A direita vemos uma ilustracdo da transi¢io de enrugamento: para
q > g" =~ 0.189 a superficie se move e cresce, enquanto para valores de ¢ < ¢* a
superficie ndo avanga e permanece lisa, em ma fase desordenada com estrutura de fluido
antiferromagnético de spins.

apoiada sobre o sitio £ € A. A superficie evolui sequencialmente no tempo pela
tentativa, em um sitio escolhido aleatoriamente, de adsor¢ao de uma particula h, —
hy + 1 com probabilidade gdt, e dessor¢do de uma particula i, — min{h,_y, hs}
ou h; — min{hy, h,1} cada qual com probabilidade %(1 — @)dt. Impomos agora a
condicdo de RSOS |hsy — hy| < 1, para todo € € A, que sugere o uso de varidveis
de ligacdo ¢, = hyyy — hy € {—1,0,1}; veja as Figuras 2.1 e 2.2. A fim de ndo
sobrecarregar a nota¢io com sinais de mais e de menos desnecessarios, vamos tomar
os valores de ¢, mddulo 3, mapeando ¢, = —1,0, 1 em ¢, = 2,0, 1, respectivamente.
Nesta representacdo o processo de crescimento pode ser descrito pelas taxas de
transicao

L = 3(-9, Ty = g

e = 4 e = 3(t-9,

(2.16)
Ty = 1-a¢ Ty = g

00 _
e ', = q.

De acordo com a eq. (2.12), escrevemos para este processo o operador de evolucao
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Figura 2.2: Mapeamento entre a superficie e o conjunto de cargas interagentes.

temporal como

L
H=>" Hy (2.17)
=1

com a matriz de transi¢do de dois corpos dada explicitamente por

q - o4 - ~(1-9)
sl-¢) - —-q - - :
: g - - - —3-9
-3(1-¢) - ¢ :
Heypo =| - . . . . . 1, (2.18)

onde ordenamos os vetores da base de dois sitios antilexicograficamente, isto €,
tomamos a ordem [0,0) < [1,0) < ... < |1,2) < |2,2), e os pontos indicam
elementos nulos.

No modelo definido pelas Eqgs. (2.16), quando a taxa de adsor¢do € pequena,
dessorcao a partir das “quinas” de regides rugosas junto da auséncia de dessorc¢ao
a partir de terracos lisos fornecem mecanismos locais que eliminam ilhas da fase
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minoritdria, estabilizando portanto a fase lisa a despeito da ergodicidade do modelo.
Regras locais que dissolvem ilhas de uma fase minoritaria t€ém sido procuradas ha
muito tempo por cientistas tedricos da computacdo, uma vez que elas permitem a
construcao de dispositivos de cdlculo e armazenamento confidveis utilizando apenas
mecanismos locais de correcdo de erros [60, 61]. Elas também sdo de algum
interesse a bidlogos tedricos que investigam a possibilidade de auto-organizacao
na presenca de ruido “hostil” [61]. De um ponto de vista mais fundamental, um
aspecto importante deste tipo de regras € que elas fornecem contra-exemplos a
chamada conjectura das probabilidades positivas, que diz que se todas as probabi-
lidades de transi¢@o locais sao positivas entdo um meio unidimensional € ergddico
[77]. O primeiro contra-exemplo a esta conjectura apareceu no modelo do votante
anisotrépico de A.L. Toom [54], que desde entdo tem tido um papel importante no
desenvolvimento do assunto [55, 78].

Antes de passar a anélise do operador H, convém mencionar algumas de suas
propriedades gerais. Sendo uma matriz estocdstica de transi¢do, conservacao do
fluxo de probabilidades requer que a soma dos elementos de cada uma de suas co-
lunas se anule, de forma que

ZH,, =0,  Hy=-) Hy (2.19)

i+

A primeira dessas propriedades implica na existéncia de um autovetor trivial a
esquerda de autovalor zero,

A
1 X
1
= m=| | . (QH=0, (2.20)
neQ) :
1

com (Q|Q) = |Q| = N* o volume do espaco de estados. Este vetor especial tem um
papel importante no cdlculo de valores esperados, pois podemos escrever a média de
um observavel O(n) do sistema com relacdo as densidades de probabilidade P(n, 1)
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como

(0)(1) = Z O(m)P(n,1) = (QO|P(1)). (2.21)

neQ
Esperamos que observéveis fisicos do sistema cldssico de particulas sejam diago-
nais na base natural {|n)}, ja que devem todos comutar entre si. H obviamente nao
€ diagonal nesta base, pois ndo € um observavel do sistema. A eq. (2.21) expressa
uma diferenca importante entre a fisica quantica e o tipo de fisica classica que temos
aqui: € a de que os valores esperados dos observaveis sdo lineares em |P(¢)), € ndo
bilineares, os elementos de |P(¢)) sendo densidades de probabilidade elas proprias,
e nao amplitudes de probabilidade.

Além dessas propriedades gerais, comuns a todas as matrizes estocdsticas de
transi¢do, a matriz H na eq. (2.17) € invariante translacional, devido as taxas ho-
mogéneas em uma geometria periddica, e possue uma simetria U(1) indexada pela
diferenca Q = Q™ — Q) entre os nimeros de particulas do tipo “+” e do tipo “~”
que participam do processo e que € uma grandeza conservada, veja as Eqs. (2.16).

Estas simetrias permitem-nos bloco-diagonalizar H e escrevé-la como a soma direta

L L-1

H= Z Z HC, (2.22)
(@]

=—L k=0

na qual Q e k rotulam os setores de carga U(1) e de momento, respectivamente.
Cada setor de carga U(1) representa uma classe fechada do processo estocéstico,
com a correspondente matriz bloco H? sendo ela prépria uma matriz estocdstica
de transi¢do regendo a dinamica dentro do setor dado. Dizemos neste caso que o
processo € decomponivel, ndo ergddico, e que o indice Q de carga U(1) classifica
suas 2L+ 1 classes fechadas, irredutiveis. A decomposi¢dao em setores de momento,
no entanto, foi feita puramente por conveniéncia numérica, uma vez que ela reduz a
ordem das matrizes de ~ 1/L, sendo que o setor de momento fisicamente relevante
¢ o de momento nulo k = 0, ja que € neste setor que estd o estado estaciondrio do
sistema, de autovalor zero, e também a superficie completamente lisa do modelo
(no setor de carga Q = 0). E claro que poderfamos procurar por uma relacio da
forma E(k) ~ k* entre os autovalores de H e os momentos, mas nao esperamos
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ser capazes de extrair informagdes relevantes a partir desta relacdo, por exemplo
acerca do valor de z, para redes pequenas. Além do mais, a interpretacdo de uma tal
relacdo para as excitacdes elementares do processo estocastico como uma relacao
de dispersdo para quasi-particulas de uma teoria de campos livres seria um pouco
temeraria, veja [79, 80].

2.4 Um pouco de finite-size scaling

Os conceitos de finite-size scaling surgiram no contexto da mecanica estatistica
de equilibrio como uma maneira de se inferir as propriedades dos sistemas no
limite termodindmico, de volume infinito, a partir das propriedades observadas em
sistemas finitos [35, 62, 63, 64]. A principal observacao por tras destes conceitos € a
de que préximo a um ponto de transi¢ao de fases, as componentes microscépicas de
sistema se comportam coletivamente em escalas de comprimento ¢ macroscopicas.
(A grandeza ¢ esté associada ao decaimento da func¢do de correlac@o de dois pontos
G(r) através de G(r) « exp(—r/€)). No limite termodindmico, ¢ diverge algebrica-
mente (preservando assim a invariancia de escala), o que define o expoente critico v
através de & «< (g—g")™". Junto do expoente 5 associado ao parametro de ordem m o
(¢ — q¢*)® quando g | g* (que é nulo na fase desordenada, de “altas temperaturas”, e
diferente de zero na fase ordenada, de “baixas temperaturas’), podemos classificar
as transi¢oes de fase de segunda ordem (ou superior) de sistemas em equilibrio em
classes de universalidade de comportamento critico indexadas pelos valores de v e .
Em sistemas finitos, £ ndo pode divergir, uma vez que nao pode se tornar maior que
o tamanho caracteristico L do sistema. Ele é, no entanto, uma func¢ao crescente de L
quando nos aproximamos de um ponto critico, e esperamos encontrar &, oc L para
algum expoente v;. Idealmente, investigando as propriedades de &, para valores
diferentes de L podemos inferir o verdadeiro comportamento critico do sistema.
As idéias de finite-size scaling foram exploradas a exaustdo e se mostraram muito
frutiferas, principalmente quando aliadas a estudos numéricos, sendo atualmente
muito bem fundamentadas, inclusive matematicamente.

Em mecanica estatistica fora do equilibrio, temos a introdugao do tempo como
uma dimensao adicional do problema. Em principio nada nos autoriza a considerar
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as dimensodes espaciais e a dimensdo temporal equivalentes, e a fim de aplicar as
idéias de finite-size scaling a problemas fora do equilibrio devemos distinguir com-
primentos de correlacdo espaciais, usualmente denotados por &, , do comprimento
de correlacdo temporal &;. Proximo a um ponto de transicdo de fases continua,
esperamos que estes comprimentos de correlacio divirjam como &, oc (g —g*) "+ e
& o« (g —q")™, onde os expoentes v, e v caracterizam os graus de divergéncia em
cada uma das dimensdes. Podemos relacionar estes dois expoentes dizendo que

oo & oclg =g ™ e |g =g, (2.23)

de forma que z = v/v, mede de alguma forma o grau de anisotropia entre as
dimensdes espaciais e a dimensao temporal. Este expoente é conhecido como
expoente critico dinamico, e € ele que usualmente se calcula em problemas de
mecanica estatistica fora do equilibrio, devido a sua importincia para se entender
os tempos de relaxacdo dos sistemas (0 que tem importancia, por exemplo, ao se
fazer simulacdoes de Monte Carlo). Novamente, junto do expoente associado ao
parametro de ordem do problema, podemos classificar as transi¢cdes de fase em
sistemas fora do equilibrio em classes de universalidade de comportamento critico
indexadas pelos valores de v, , v (ou z) e .

Em um sistema finito de tamanho caracteristico L fora do equilibrio, a hip6tese
de finite-size scaling toma a forma

&1 =L (g - g;IL'"), (2.24)

onde z; e v, ; sdo as versoes finitas de ze v, , e ®(u) € uma fun¢do de escala que se
comporta para valores grandes de u como ®(u > 1) ~ u”I. Esperamos que no limite
termodindmico lim; . q7,21,v. 1 = q%,2,v.. Das Egs. (2.23) e (2.24) obtemos

In|&.0(a)) /10| n|&(a;) /4]
= =2z, (2.25)
In(L/L") In(L”/L)

que através da comparagdo de sistemas de trés tamanhos diferentes L' < L < L”
fornece simultaneamente os valores de ¢; € z;. Mais ainda, de acordo com a
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hipétese de escala (2.24), podemos obter o expoente v, ; como leL =z, + %({ L+

{1.17), onde

n|(9401) (56101
In(N/M) ’

(2.26)

gM,N =

com as derivadas calculadas em g = ¢j.

Na eq. (2.24), escolhemos expressar a hipdtese de escala em termos do compri-
mento de correlacdo temporal &, porque assim como em um sistema finito a tnica
escala de comprimento presente € o comprimento caracteristico L, a tnica escala de
tempo presente € aquela associada ao gap E(Ll) - E(LO) = E(Ll) do operador de evolugdo

temporal H do sistema, e esta € uma grandeza “facilmente” calculdvel. E claro que

1)

1 }. Toda nossa abordagem de

este gap e &, estdo relacionados por & | = RelE
finite-size scaling se baseou neste principio.

2.5 Comportamento critico

2.5.1 O expoente critico dindmico

Calculamos os gaps AE; usando o algoritmo de Arnoldi [81, 82]. Este algoritmo
¢ um método de proje¢do em subespacos de Krylov que efetua a reducdo de uma
matriz complexa ndo simétrica genérica a uma matriz de Hessenberg superior cujos
autopares (autovalores e respectivos autovetores) convergem variacionalmente para
aqueles da matriz original, com as partes mais externas do autoespectro conver-
gindo primeiro (veja o Apéndice A). A fim de economizar memdria usamos uma
versao restarted do algoritmo, na qual fixamos o tamanho do subespago de Krylov
e usamos alguns dos autovetores obtidos numa iteragcdo do algoritmo, de preferéncia
aqueles mais préximos dos que estamos procurando, como vetores iniciais para a
proxima iteragao, até que tenhamos obtido a precisao desejada nos autopares que
convergiram. Desta forma fomos capazes de lidar com matrizes de ordens até
324 862 (a dimensao do espaco de Hilbert no setor Q = 0, kK = 0 para uma rede de
L = 16 sitios), mantendo o subespaco de Krylov sempre com menos de 64 vetores.
Os célculos foram feitos em um computador Digital Alpha Server 8200-5/300 com
1 Gb de memoria RAM e rodando a 300 MHz; o maior caso levou ~ 45 minutos
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e 195 Mb para gerar a matriz e calcular alguns de seus primeiros autovalores com
uma precisdo de 1074, necessitando de 6 a 15 restarts para convergir.

Os resultados obtidos a partir das Egs. (2.25) estdo sumarizados nas Tabelas
2.1 e 2.2. Os valores extrapolados na ultima linha das tabelas foram obtidos pelo
algoritmo de Bulirsch-Stoer [83], com o valor do parametro wgst escolhido para
minimizar as diferencas entre os elementos da penultima entrada nas tdbuas de
extrapolagao.

Os dados destas tabelas em principio nos surpreenderam, pois eles mostram
dois conjuntos de valores aparentemente convergentes para pontos distintos do espaco
de pardmetros. Ao aplicarmos as Eqs. (2.25) para obter os valores de q; € z;,
encontramos duas regides para as quais esses valores apresentavam, de alguma
forma, comportamento regular. Em uma delas observamos que a igualdade entre as
duas primeiras expressdes da eq. (2.25) ndo era exata, mas que mesmo assim havia
um ponto de maxima aproximacdo (minima diferenca entre as duas férmulas) em
que os valores de g; e z;, pareciam se comportar bem. Estes dados estdao mostrados
na Tabela 2.1. Também encontramos uma regiao no espaco de parametros em que a
igualdade se realizava exatamente, e estes dados estdo mostrados na Tabela 2.2. O
comportamento destes dois conjuntos de dados pode ser visto na Figura 2.3.

O primeiro conjunto de dados, Tabela 2.1, mostrou uma convergéncia bastante
suave tanto para ¢*’ quanto para z’, enquanto o segundo conjunto de valores mostrou
um comportamento bem mais irregular. Os valores na Tabela 2.1 indicam que o
expoente critico dindmico do processo converge para z =~ 1.585, compativel com
o expoente critico dinamico da percolacdo orientada, cujo melhor valor conhecido
atualmente € zpp = 1.580745(10) [84], e que o ponto de transi¢do de fases de
segunda ordem esté localizado em ¢*" ~ 0.1875. J4 os valores da Tabela 2.2 parecem
indicar que o ponto de transi¢ao de fases ¢*”” obtidos € robusto, e acreditamos que se

’

tivéssemos tido acesso a tamanhos de rede maiores, teriamos observardo g’ — ¢g*'.
O caso do expoente critico dindmico € diferente: ele parece convergir para um valor
completamente distinto de zpp. Na verdade, esperdvamos por isso, pois de acordo
com a Ref. [52], na fase rugosa o modelo apresenta os expoentes dos modelos de

Kardar-Parisi-Zhang [39], em particular zxp; = % Como se pode ver da Tabela 2.2,
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Figura 2.3: Variacio do expoente z com g. Os valores de z'" e z® foram obtidos a partir
da primeira e da segunda igualdades na eq. (2.25), respectivamente, usando L', L,L” =
13, 14,15. A figura menor mostra que a diferenca entre os valores de z(!) e z® alcanca um
minimo préximo de g = 0.188, e se anula préximo a g = 0.226.

no comego da sequéncia de dados finitos z; parece estar convergindo para zgpz,
mas logo depois os valores se degradam bastante, apresentando inclusive uma nao
monotonicidade pouco usual. Ainda assim, podemos tomar o conjunto de valores
de z;/ na Tabela 2.2 como indicando a presenca de toda uma fase critica com um
expoente diferente de zpp, provavelmente com 7/ = zxpy.

2.5.2 Conexdo com a percolacdo orientada

Podemos entender o surgimento do expoente critico dinamico da classe da percolacdo
orientada no modelo que estamos investigando da seguinte forma. Considerando os
sitios com h, = 0 como particulas X, crescimento segundo o processo hy; — h; + 1
corresponde a uma aniquilacdo espontanea X — <. Analogamente, dessorcao
hy — min{hy, hy,} pode ser considerada como um processo de criagdo, mas uma vez
que a dessorcao s6 ocorre a partir das “quinas’ dos terragos, este processo de criacao
necessita da presenca de uma outra particula para ocorrer, € temos um processo do
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Tabela 2.1: Dados de tamanho finito para a regido onde observamos apenas uma apro-
ximacdo mdxima entre as duas primeiras expressdes na eq. (2.25). Os ndmeros entre
parénteses representam o erro estimado para o dltimo digito de cada dado.

L,L L" q; 4
5,6,7 0.190461(1) | 1.794411(1)
6,7,8 0.190676(1) | 1.749008(1)
7,8,9 0.189988(1) | 1.718350(1)
8,9,10 0.189294(1) | 1.695320(1)

9,10,11 0.188753(1) | 1.677170(1)

10,11,12 | 0.188355(1) | 1.662589(1)

11,12,13 | 0.188076(1) | 1.650766(1)

12,13,14 | 0.187885(1) | 1.641112(1)

13,14,15 | 0.187761(1) | 1.633190(2)

14,15,16 | 0.187683(1) | 1.626 655(2)

Extrapolado | 0.18752(3) 1.5853(2)
[wasT] [7.329] [2.543]

tipo X, X — XX. Este processos lembram as regras que definem o processo da
percolacdo orientada. Mais especificamente, a conexdao com a percolagcdo orientada
pode ser estabelecida exatamente no caso do processo sem a restricdo RSOS. No
modelo irrestrito, a dinAmica da primeira camada se desacopla da dinamica do
resto da superficie, e introduzindo as varidveis n; = 0y, reescrevemos as regras
de crescimento como

q
ngzl — n[:()

3(1-9)
(nf—bnf, n€+1) = (07 07 1) 2_) (nf—l’nf’ n€+1) = (07 17 1)

3(1-9)
2
(ne-1,ne,n41) = (1,0,0)  "—> (g1, n¢,n01) = (1,1,0)
1-q
(nf—lvnf’n€+l) = (1’07 1) B (nf—l’nf’nf+1) = (17 1’ 1)'
Estas regras para as varidveis n, nada mais sdo que as regras para o processo de

contato basico (veja o Capitulo 3), segundo as quais uma particula n, = 1 se aniquila
a uma taxa unitaria, e uma particula € criada em um buraco n, = 0 a uma taxa

© 2000 J. R. G. Mendonga



38 Um modelo de crescimento de superficies

Tabela 2.2: Dados de tamanho finito para a regido onde observamos cruzamento de niveis,
isto é, igualdade entre as duas primeiras expressoes na eq. (2.25). Acreditamos que os dados

sem uma incerteza associada sdo exatos até€ as casas mostradas.

L,L L" q;’ 44
5,6,7 0.295749 | 1.445967
6,7,8 0.275660 | 1.458235
7,89 0.261 781 1.463 535
8,9,10 0.251648 | 1.464937

9,10,11 0.244 053 1.463 830

10,11,12 0.238186 | 1.461059

11,12,13 0.233511 1.457203

12,13,14 0.229689 | 1.452672

13,14,15 0.226497 | 1.447753

14,15,16 0.223784 | 1.442647

Extrapolado | 0.193204(1) | 1.414(7)
[wasT] [1.815] [7.345]

A =(1—-¢q)/2q por particula vizinha.

A transi¢do de percolagdo estd na origem da transi¢do de enrugamento para o
processo de crescimento irrestrito. Na fase ativa da percolacao orientada, a interface
flutua préxima a camada inferior, de forma que neste caso a superficie permanece
lisa. Ja na fase inativa da percolacdo orientada, a interface comecga a se mover.
A velocidade de crescimento da interface para ¢ > ¢ € portanto proporcional
ao tempo caracteristico de sobrevivéncia de um processo de percolagcdo orientada
na fase inativa, v oc &/ ' o (g — ¢")'/". Estes argumentos foram originalmente
apresentados e verificados em [52].

2.5.3 Quebra espontdnea de simetria

Uma vez que a superficie sofre uma transi¢do entre uma fase lisa e outra rugosa,
¢ natural pensar em um parametro de ordem que revele essa transicao. Seria ainda
interessante trabalhar com um parametro de ordem que levasse em consideracao

© 2000 J. R. G. Mendong¢a



2.5 Comportamento critico 39

as simetrias do processo, que sdo, além das simetrias translacional e U(1), uma
simetria Z,, devido ao fato de a dindmica microscOpica ser invariante por uma
translagc@o arbitrdria nas alturas. Um parametro de ordem apropriado é dado por
[52]

L

_ l _ 1\
M=~ ;( D, (2.27)

que € uma grandeza “rdpida”, na medida em que ndo € conservada pela dinamica.
A escolha deste parametro de ordem antecipa a interpretacao da transi¢do de enru-
gamento (na verdade, da transi¢do de alisamento) como resultado de uma quebra
espontanea da simetria Z,,: enquanto na fase rugosa todas as alturas sdo igualmente
provaveis, na fase lisa o sistema seleciona um nivel fiducial em torno do qual a
superficie apenas flutuard, sem se mover como um todo. Portanto, espera-se que no
limite termodinamico M = lim;_,., M| seja finito na fase lisa e nulo na fase rugosa,
devido as flutuagdes que ali ocorrem.

Calculamos o valor do parametro de ordem M para valores pares de L entre
L = 8e L = 16, e os nossos dados de tamanho finito junto das extrapolagdes
aparecem na Figura 2.4. Desta figura podemos ver claramente que a transi¢ao
ocorre em torno de g = 0.190, embora a localizacdo precisa do ponto critico nao
seja possivel a partir desta figura. Nao encontramos nenhum sinal de dois valores
criticos ¢, conforme se poderia supor dos dados para os expoentes criticos, uma

’

indicacao de que realmente devemos ter g*” — ¢ quando L — oo.

O pardmetro de ordem M; se anula para valores de ¢ < ¢* como
M = lim; ., M, < (g° — ¢)". Um gréfico de In M X In(¢* — g) para os pontos
0.12 < g < 0.18 da curva extrapolada da Figura 2.4 junto de uma regressao
linear aparecem na Figura 2.5. Encontramos um expoente n = 0.57 + 0.03, de
acordo com valores previamente encontrados na literatura para este modelo e em
modelos correlatos: no primeiro dos trabalhos em [52], foi encontrado um valor
n = 0.55 £ 0.05, enquanto em uma simulagdo de um modelo de crescimento de
colonias de fungos em agarose (com dinamica paralela) encontrou-se =~ 0.50
[85]. Também em uma certa linha do diagrama de fases de um processo de exclusao
simples assimétrico com interacdo de segundos vizinhos bastante similar ao nosso
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Figura 2.4: Parimetro de ordem M; para L par entre L = 8 e L = 16 junto da curva
extrapolada.

modelo de crescimento de superficie encontrou-se que n = 0.54 + 0.04 [86]. No
segundo dos trabalhos em [52], no entanto, o valor supostamente mais preciso de
n = 0.66 = 0.06 foi publicado, empurrando as estimativas de n um pouco mais
para cima. Nossos resultados com um funcional energia livre fora do equilibrio,
por outro lado, parecem indicar que o cendrio da quebra espontanea de simetria
nesses modelos € tipicamente de Ginzburg-Landau, o que seria consistente com
um valor n = % Acreditamos que resultados de simulagdes mais extensas podem
vir a esclarecer este ponto, e pretendemos trabalhar nesta direcdo, principalmente
através das técnicas de histograma que chamamos de funcional “energia livre” fora
do equilibrio, do qual oferecemos uma breve descricao a seguir.

2.5.4 Um funcional energia livre fora do equilibrio

A fim de ilustrar o fendmeno de quebra espontinea de simetria mencionado acima,
vamos nos concentrar em um funcional “energia livre” do pardmetro de ordem M.
A sua defini¢ao vem de uma generalizacdo do conceito de fase termodinamica [87].
No ensemble candnico, uma fase de equilibrio pura € definida de forma unica pela
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Figura 2.5: Gréfico de In M X In(g* — g). A inclinag@o da regressdo linear (LR) fornece o
valor n = 0.57 £+ 0.03 para o expoente critico.

sua medida de Gibbs, que é a medida de probabilidades que maximiza a entropia

do sistema hamiltoniano subjacente no limite termodinAmico?

. Em analogia ao
caso hamiltoniano, definimos, seguindo [55], uma fase fora do equilibrio através
de uma medida de probabilidades que seja estaciondria pela dindmica do processo
€ que ndo possa ser expressa como uma combinagao linear de outras medidas es-
taciondrias, caso elas existam; para sistemas finitos esta medida ¢ sempre Unica
[88]. Se insistirmos em escrever esta distribuicdo de probabilidades estacionaria
como a exponencial de alguma funcdo “energia” (possivelmente ndo local), e a
realizarmos em fun¢do de um parametro M das varidveis microscopicas, chegamos
naturalmente ao conceito de um funcional energia livre fora do equilibrio dado pelo

limite termodinamico de !
Fi(M) = ~7 In P; (M), (2.28)

assumindo que o limite existe.

ZRepare no entanto que quando a hamiltoniana do sistema contém pardmetros relacionados por
operacgdes de simetria mais de uma tal medida de Gibbs pode aparecer, dando origem a linhas de
coexisténcia no diagrama de fases do modelo.
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A definicdo de F, acima difere de outras defini¢des de um tal funcional na
medida em que ndo o construimos a partir das probabilidades condicionais P(X,|X;)
de observar a configuracdo X, no instante # dada a configuragdo X, em um instante
t anterior. Conforme ja se reparou [55, 89, 90], a defini¢do de uma func¢do “energia”
local na direcdo temporal através de

H(Xy,X,) = —In P(X/|X,) (2.29)

fornece, para um sistema d-dimensional, uma energia livre d + 1-dimensional que
vale zero em toda parte, independentemente da dinAmica microscopica, isso porque
a conservacao de probabilidades

> PXaX) =1, (2.30)
X,

faz com que a funcao de parti¢do calculada a partir de H tenha sempre o valor um.

Nossas simulacdes de Monte Carlo foram feitas da seguinte maneira. A rede é
inicializada lisa, com todas as alturas 4, = 0. Esta configuracio inicial € relaxada,
para um dado valor de g, através de L? passos de Monte Carlo (PMC), onde um
PMC vale L tentativas de movimento. Amostramos entdo os valores de M; a cada L
PMC, acumulando os dados como um histograma normalizado, isto €, como P, (M)
a partir da qual o funcional energia livre F (M) segue de sua definicdo dada na
eq. (2.28).

A medicao de M, envolveu um pequeno truque. Primeiro definimos uma rede
auxiliar com o mesmo tamanho da rede “fisica”, porém ocupada pelos pseudo-
spins m, = (—1)". Efetuamos entdo o processo de crescimento somente nesta
rede auxiliar, onde medimos diretamente o valor do parametro de ordem M;. Isto
¢ possivel porque a dindmica das varidveis m, € bastante simples: a cada pro-
cesso elementar (a,b) — (c,d) na representacdo de links c, corresponde um flip
+ — F na representacdo de pseudo-spins, uma vez que cada processo elementar
na representacao de links corresponde a um processo de adsor¢ao ou dessor¢ao que
muda a paridade da altura da coluna a qual o pseudo-spin esta associado.
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Os numeros pseudo-aleatorios que utilizamos foram obtidos a partir de um
gerador do tipo lagged Fibonacci, baseado na recorréncia R, < (R,-, + R,—,) mod
2>, com o lag pair (p,q) = (30,127) e b = 24, uma vez que reais de 4 bytes na
maioria dos computadores (aqueles conformantes com o padrao IEEE 754) tém 24

3. Este gerador tem um periodo teérico de 222?77 — 1) ~ 1.43 x

bits na fracao
10%, bastante longo [91]. Sabemos que os geradores do tipo lagged Fibonacci
falham em alguns testes de equidistribuicdo [91], porém eles se mostraram rapidos
e bons o suficiente para nossa aplicagdo. De qualquer forma, a fim de minimizar os
efeitos de correlacdo entre os nimeros pseudo-aleatdrios, intercalamos cada PMC
“real” com um PMC “vazio” no qual jogamos fora L nimeros aleatorios. Este
procedimento, embora quase dobre o tempo das corridas, aumenta nossa confianga

nos dados obtidos.

A fim de obter um histograma normalizado de boa qualidade, usamos redes
relativamente pequenas, L < 128, e amostramos M um numero bastante grande
de vezes, tipicamente 2?° vezes, o que tornou nossas corridas de Monte Carlo
relativamente longas, até 12 horas por ponto nos maiores casos (em um processador
Alpha Digital de 300 MHz). Variando os valores de ¢ obtemos um conjunto de
curvas a partir das quais podemos visualizar a quebra espontanea de simetria e
estimar o ponto critico. Um desses conjuntos estd mostrado na Figura 2.6.

A Figura 2.6 nos fornece um tipico cendrio de Ginzburg-Landau, envolvendo
uma energia livre do tipo AM*. Podemos ver desta figura que o ponto critico deve
estar localizado em torno de g = 0.186. Para obtermos uma estimativa mais precisa
do ponto critico fazemos um gréfico de miny{|F, (M)|} X g, isto é, de (M) X q,
que pode ser visto na Figura 2.7. Desta figura podemos estimar o ponto critico em
q° = 0.187 £ 0.001, de acordo com nossos outros resultados. O mais interessante
deste cendrio de Ginzburg-Landau € que ele fornece uma explicagdo para o expoente
n associado ao parametro de ordem M: neste cendrio, o expoente i nada mais € do
que o expoente “magnético” 8 = % cléssico.

3Nio é qualquer lag pair (p,q) que fornece um bom gerador de nimeros pseudo-aleatérios. Alguns
valores sdo (p,q) = (24,55), (38,89), (37, 100), (83,258), (273,607), e (1029,2281). Para outros
valores veja [91].
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Figura 2.6: Funcional energia livre F (M) para uma cadeia de L = 128 sitios e varios
valores de ¢: de baixo para cima g = 0.180,0.182,0.184,0.186, ¢ 0.188. As curvas foram
obtidas a partir de 22° passos de Monte Carlo.

2.5.5 O parametro de ordem de string

A fim de entender melhor a natureza da transicao de enrugamento, decidimos olhar
mais de perto algumas configuragcdes microscopicas tipicas do modelo. A configuracao
mais rugosa possivel é dada, na representacdo de links ¢, = hpy — hy, por | +
+---+— —---—), o estado de altura méxima no setor de carga total Q = 0. Em
linguagem de spin, este estado corresponde a dois dominios separados por dois
kinks antiferromagnéticos. As segundas configuracdes mais rugosas possiveis sao
aquelas nas quais comparece um par de 0’s, por exemplo |+ --- +00 —---—) ou
0+---+—---—0). Destes exemplos e das taxas de transi¢ao que definem o modelo,
fica claro que o processo de alisamento da superficie ocorre através da aniquilagao
dos kinks antiferromagnéticos, enquanto a difusdo de 0’s introduz flutuacdes em seu
perfil. E importante reparar que a auséncia de dessor¢do de particulas a partir do
meio de terracos lisos forca uma certa ordem antiferromagnética entre os links, uma
vez que eles apenas podem ser criados na forma de pares +—, nunca como pares
—+, e desde que ndo ha reacdes do tipo +— = —+, podemos ver que esta ordem
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Figura 2.7: Pardmetro de ordem (M) versus g em redes de L = 64 e L = 128 sitios. Os
pontos foram obtidos a partir de 2%° passos de Monte Carlo.

permanece tanto quanto os pares +— sobreviverem as reacdes de aniquilacdo. Na
fase rugosa de valores altos de ¢, os links do tipo + movem-se preferencialmente
para a esquerda, enquanto os links do tipo — preferem se mover para a direita,
eventualmente deixando um par de 0’s entre eles que gera um novo par +—, levando
a configuracdes cada vez mais rugosas, como por exemplo |-+ +0--- =0 —---).
Na fase lisa, de valores baixos de ¢, a difusdo de links se torna mais simétrica e
a segregacdo entre os tipos + € — de particula menos eficiente, de tal forma que
esperamos observar uma distribui¢do mais uniforme de pares +— ao longo da rede
do que na fase de valores altos de g.

No contexto de modelos de crescimento de cristais RSOS em duas dimensdes
e da conjectura de Haldane [92], previu-se [93] e logo depois verificou-se exten-
sivamente [94, 95, 96, 97, 98, 99] que existe um tipo peculiar de ordem de longo
alcance em antiferromagnetos de Heisenberg isotrépicos de spin inteiro. No estado
fundamental dessas cadeias, esta ordem pode ser vista como feita de dipolos +—,
nao necessariamente proximos, dispersos por entre os 0’s, formando o que passou
a ser conhecido como um fluido de spin antiferromagnético. O parametro que
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identifica esse tipo de ordem € o parametro de ordem de string [93]

¢

0:(6) = <s§exp [st;)s;>, (2.31)
n=1

onde os parénteses retos indicam valor esperado no estado fundamental. Na fase

com gap, de Haldane, do antiferromagneto de Heisenberg isotrépico, bem como na

fase lisa dos modelos em [93], temos que lim,_,., O%(£) # 0; para o antiferromagneto

de Heisenberg isotropico de spin § = 1 temos O%(o0) = 0.374 325 096(2) [99].

Pelo que dissemos acima, esta claro que a ordem de string € justamente o tipo
de ordem que esperamos observar na fase lisa de nosso modelo. Procedemos entao
ao calculo de O%(f) com S% = c, e £ = L/2 + 1, a distdncia maxima em uma cadeia
fechada, e nossos resultados aparecem na Figura 2.8. Nossas extrapolagcdes nao
ficaram muito boas para esse conjunto de dados, e ndo sdo mostradas na figura. O
comportamento geral, no entanto, € bastante claro: acima do ponto critico, ¢ > ¢*,
O%(?) tende fortemente a zero, enquanto que para ¢ < ¢* temos lim;,., O%(£) # 0.
O ponto g = 0 € especial, uma vez que para g = 0 a superficie completamente lisa
se torna um estado absorvente, e dai O%(£) = 0 exatamente neste ponto. Conforme
g aumenta a partir do zero, o fluido de spin antiferromagnético comeca a se formar
e O%({) aumenta, at€é que em g = ¢ a assimetria nas taxas de difusdo para os links
rompe esta estrutura de fluido de spin, dominios come¢am a se formar e o parametro
de ordem de string se anula. Podemos entdo ver que o parametro de ordem de string
revela claramente que o mecanismo da transi¢do de enrugamento corresponde ao
rompimento dos pares de links antiferromagnéticos em estado fluido em favor da
formacao de dominios ordenados.

2.6 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho efetuamos uma analise de finite-size scaling de um modelo de cres-
cimento restrito de superficies (restricted solid-on-solid) introduzido em [52] que,
mesmo em uma dimensao, apresenta uma transicao de fase de enrugamento acom-
panhada por uma quebra espontinea de simetria. O expoente critico dinamico do
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Figura 2.8: Parametro de ordem de string O%(L/2 + 1) para L parentre L =8 e L = 16.

modelo foi calculado e encontramos que a transicdo de enrugamento pertence a
classe de universalidade da percolacdo orientada, apresentando um cruzamento de
comportamento critico para a classe de universalidade de Kardar-Parisi-Zhang [39]
em sua fase rugosa. Encontramos que o parametro de ordem M, da transi¢do de
enrugamento vai a zero quando nos aproximamos do ponto critico g* como M =
lim; ., M « (g*—¢q)", com um expoente n = 0.57+0.03, de acordo com valores pre-
viamente encontrados na literatura [52, 85, 86]. O calculo do parametro de ordem de
string O%(€) no estado estacionario do modelo revelou que a fase lisa, que apresenta
um gap de massa, é desordenada com uma estrutura de kinks que forma um fluido
antiferromagnético de spins andlogo ao que se encontra nos antiferromagnetos de
Heisenberg isotropicos de spin inteiro, onde a fase desordenada é conhecida como
fase de Haldane, embora seja dominada pela configuracao completamente lisa, sem
kinks. A transi¢cao de enrugamento pode entdo ser entendida no cendrio de spins
como uma ruptura na estrutura de longo alcance do fluido antiferromagnético em
favor da formacao de dominios ordenados, ferromagnéticos, que passam a se fundir
impingindo a superficie uma velocidade de crescimento finita.

E possivel estender um pouco mais a investigacao desses modelos. A idéia
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€ quebrar explicitamente a simetria das taxas que definem o processo, da seguinte
maneira [100]. No cendrio de particulas, dobramos o nimero de sitios introduzindo
entre duas ligagdes consecutivas ¢y, ¢4 uma varidvel ndo interagente mi.;,, assu-
mindo dois valores possiveis, vamos chaméa-los de + e —. Essas varidveis nada mais
sdo que os pseudo-spins (—1)"*. Em nosso novo sistema, um processo elementar
(ag, mep1/2, Do) — (cp, —myi1p2,dpyr) tem sua taxa parametrizada por um “campo
externo” u € [—1, 1] tal que agora ela depende de ¢g e u através das combinacdes

p=q(l —u) e p=q(l+u) (2.32)

a,+,b _ 1a,b a,—,b _ ab;~ z: ~
de acordo com FC,_’ = Fc’ Jp)e FC, d = FC, ,(P), os papéis de p e p trocados sempre
que tivermos um FZ’f_ # 0 para um dado Fj’Z # 0. Por exemplo, I“(l)’t’? = %(1 -p)
-0 _ 1.1 _ = 0+1 _ = 01 _ z ’ .
ely,; =31 -p),masl ) = pel ;= p. Eclaro que a escolha de quais
das novas taxas vao usar p ou p com relagdo as taxas originais € imaterial, uma
vez que uma escolha difere da outra apenas pela troca de u por —u. O papel do
campo u € o de quebrar a simetria quiral do sistema com relacdo as taxas para os
processos de difusdo. Para este modelo estendido, podemos perguntar se ocorre

quebra espontanea de simetria, com o parametro de ordem dado (como antes) por

L
1
My= 7 > meap. (2.33)
L
=1
Quando aplicamos o campo u, ele desestabiliza uma das fases, “+” ou “~”’, em favor

da outra, e pode ser que para alguns valores de u observemos pontos espinodais, isto
€, pontos no diagrama de fases para os quais a “energia livre” F'(u) = F"”(u) = 0,
possivelmente associados a expoentes criticos dindmicos pouco usuais, por exemplo
z = 1, uma vez que eles ja foram observados em sistemas de particulas interagen-
tes parecidos com este [59]. Calculos preliminares [101] indicam que realmente
existem pontos espinodais neste modelo, embora nao saibamos ainda se z assume
algum valor diferente daqueles ja conhecidos para este modelo.

Alguns dos resultados deste capitulo apareceram em [53].
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O processo de contato basico

Neste capitulo aplicamos idéias de finite-size scaling no estudo do processo de
contato unidimensional, e desenvolvemos uma técnica para estudar propriedades
dependentes do tempo de processos de Markov com estados absorventes em espagos
de estado finitos.

3.1 Introducao

Em sua formulacdo original [102, 103], a conjectura da percolagao orientada esta-
belecia que todas as transicoes de fase de segunda ordem entre uma fase ativa (com
ruido) e um estado absorvente em sistemas de uma componente com parametro
de ordem escalar e na auséncia de simetrias extras estdo na classe de universali-
dade de comportamento critico da percolacdo orientada [104]. Sob essa forma,
a conjectura foi verificada em uma grande quantidade de modelos, entre outros no
processo de contato basico [88, 105], nos modelos de Schlogl para reacdes quimicas
autocataliticas [106], e em uma teoria cldssica de campos fenomenoldgica para pro-
cessos de colisdo hadronica em altas energias [107, 108, 109, 110]. Investigacdes
posteriores revelaram que a classe de universalidade da percolacao orientada € bas-
tante robusta, e verificou-se que alguns modelos com mais de uma componente
[111, 112, 113, 114] ou mais de um estado absorvente, em alguns casos, com
um ndmero infinito de estados absorventes [115, 116, 117, 118, 119] apresentam
expoentes criticos da percolacdo orientada. Até mesmo alguns modelos de cresci-
mento de superficie sem nenhum estado absorvente apresentam expoentes criticos
da percolacdo orientada [52, 53, 120].
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Neste capitulo calculamos os expoentes criticos z = v /vy, v, € 6 (veja a
definicdo de ¢ abaixo) da classe de universalidade da percolacdo orientada através
da diagonalizacdo numérica exata do operador de evolucdo temporal do processo
de contato bésico unidimensional. O método utilizado estd baseado no conhecido
método da poténcia (veja o Apéndice A), modificado para levar em conta a presenga
de um estado absorvente no processo. O célculo de ¢ envolveu a investigacao
das propriedades dependentes do tempo do processo, e neste trabalho mostramos
como se pode fazer isto a partir do operador de evolugdo do processo e do método
da poténcia. Tentativas de se aplicar idéias de grupo de renormalizacdo fenome-
noldgico a problemas “direcionados” na rede existem desde pelo menos o trabalho
de W. Kinzel e J. Yeomans [104], e tém reaparecido na literatura de tempos em
tempos com variados graus de sofisticacdo [121]. A aplicacdo da formulacdo em
termos de cadeias quanticas para processos de Markov na rede para se estudar
propriedades dependentes do tempo, no entanto, quase ndo vem sendo explorada;
aparentemente a Unica referéncia nesta drea anterior ao presente trabalho é [122].
Neste trabalho mostramos como se deve escolher a escala de tempo microscopica
que maximiza a eficiéncia do método e fornece a evolucao temporal correta.

3.2 O processo de contato basico unidimensional

O processo de contato basico [88, 105] pode ser visto como um modelo para o
avango de uma epidemia entre individuos que vivem em uma rede em d dimensoes.
Neste processo, um individuo sauddvel @ se infecta a uma taxa proporcional ao
nimero de seus vizinhos infectados, enquanto um individuo infectado X se recobra
espontaneamente a uma taxa unitdria. Em uma dimensao, podemos visualizar estes
processos como XY i> XXo, goX i> ogXX, XoX 2_% XXX, e X —1> .
Conforme o valor de A cresce, o processo de contato basico sofre uma transi¢ao
entre as fases de extincdo (todos os individuos saudéveis) e sobrevivéncia (pelo
menos um individuo infectado) em qualquer dimensdo d, sendo que a dimensdo
critica superior d* para este processo € d* = 4. Nao existe um célculo exato do
ponto critico A* para d < d*, mas existem algumas cotas bastante estreitas: em uma
dimensao sabe-se que 1.539 < A" < 1.942 [123].
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De acordo com o formalismo apresentado no Capitulo 2, obtemos o operador
de evolucao temporal para o processo de contato basico a partir da matriz de trés
corpos

Hi i 0001 = (3.1)

24 - -1

onde agora ordenamos os vetores da base de trés corpos lexicograficamente, (&, &, &) <
(9,9,X) < -+ < (X,X,9) < (X,X,X), e os pontos indicam elementos nulos.

Repare que escrevemos este operador na forma Hy_ s ¢ = Hf_)L e 1® HE,I) ®1,

onde o termo Hf—)l, ¢.¢+1 TEpresenta os processos elementares de trés corpos X&& —
XXO, 30X - XX, e XX — XXX, e o termo H;l) indica o termo de um corpo
X — @. Curiosamente, sob condi¢des de contorno periddicas o operador acima
pode ser escrito como um operador de dois corpos. Identificando um individuo
sauddvel @ com o estado de spin para cima e um individuo infectado com o estado
de spin para baixo na base diagonal na matriz de Pauli 0%, a matriz Hy_j 441 €

equivalente a cadeia quantica ndo hermitiana
H . 207 + 2i0Y + oyot, |+ oloy, + 0o, + ioio
e ¢ ¢ TOYn 9 e+1 s eV er
R PR )+1(1—UX+iay+az (3.2)
) e )Ty ¢ e TY¢)> :

onde as matrizes 0% sdo as matrizes de Pauli de spin % usuais,

01 0 —i 1 O

ot = , o/=| . , o= .
10 i 0 0 -1

Na prdtica, € a cadeia quantica (3.2) que analizamos neste trabalho.
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3.3 O métodos da poténcia

A aplicacgdo das técnicas de finite-size scaling dependem do calculo do primeiro gap
do operador de evolu¢ao H do processo, conforme ja vimos no Capitulo 2. Existem
varias técnicas disponiveis para se calcular esses gaps. Quando H é uma matriz
simétrica, o melhor método sem duvida é o método de Lanczos. Para processos
estocésticos, no entanto, H em geral € ndo simétrico, € muito embora existam
generalizagdes do algoritmo de Lanczos para matrizes ndo simétricas, tais como
o algoritmo de Arnoldi utilizado no Capitulo 2, eles em geral demandam muita
memoria ou sdo intrinsicamente instaveis [124]. Uma vez que estamos interessados
em apenas um autovalor de H, o mais preciso possivel, escolhemos desta vez
trabalhar com o método da poténcia, que requer apenas multiplicacdes de matriz por
vetor que podem ser implementadas usando-se tipos de dados de alta precisdo, e ndo
requer uma diagonalizacdo usual (“QR”) no final, uma etapa que pode introduzir
erros nos dados. O fato de estarmos lidando com um processo que possue um
estado absorvente foi decisivo na nossa escolha pelo método da poténcia, uma vez
que ele permite que exploremos este fato, como segue.

A fim de se aplicar o método da poténcia, primeiro definimos a matriz T =
1 — 7H. Esta matriz deve ser encarada como o operador de evolucdo de uma cadeia
de Markov em tempo discreto cujas transi¢des ocorrem em intervalos 7. Para que
T seja uma matriz estocdstica consistente com esta interpretacdo, seus elementos
devem satisfazer a 0 < T(it,n) < 1 e );T(i,n) = 1. Esta ultima condi¢do
sempre € satisfeita, uma vez que }.; H(#t, n) = 0. A primeira condi¢do, no entanto,
demanda que 77! > max{|H(#, n)|} = max{H(n,n)}. Uma vez que vamos calcu-
lar os autovalores de 7 (na verdade, apenas o segundo maior autovalor) por uma
técnica puramente iterativa, obteremos a maior taxa de convergéncia possivel se
escolhermos o maior 7 possivel, de forma que tomamos 7! = 1.01 x max{H(n, n)}.

Ao contrério do que pode parecer, nio se deve tomar 77!

= max{H(n, n)} porque
isto zera alguns dos elementos da diagonal de 7 (pelo menos um), introduzindo
ciclos em uma cadeia de Markov irredutivel. Repare que os espectros de H e T

aparecem em ordem contraria, com o maior autovalor de T correspondendo ao
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menor autovalor de H, o que facilita a aplicagio do método da poténcia'.

A escolha acima para a escala de tempo microscOpica T para 0 processo em
tempo discreto corresponde a exigir que a probabilidade de duas transi¢des ocorre-
rem simultaneamente neste processo sejam pequenas, de ordem o(7). Isso pode ser
visto da seguinte forma. A solugdo formal da equacao mestra em forma operatorial

7z

€

Xk

|P(1)) = exp(-~H1)|P(0)) = %(—H)k |P(0)). (3.3)
k=0

Em principio, a expansdo da funciao exponencial em sua série de poténcias fornece
uma maneira de se calcular as probabilidades transientes |P(¢)) para qualquer valor
de t apenas pela aplicacdo sucessiva de H. Pode-se mostrar, no entanto, que este
método fornece resultados muito ruins quando aplicado ingenuamente, pois 0 erro
de truncagem obtido ao substituirmos o limite superior k = co do somatdrio por um
numero finito k qualquer (que na pratica nunca passa de k ~ 10-30, dependendo do
tamanho da matriz) € incontroldvel, dependendo fortemente da norma da matriz H.
Portanto, quando ||H|| ou # s3o muito grandes, a expansao em série da exponencial
ndo serve ao proposito de se calcular |P(r)). Na verdade, existem varias maneiras
muito ruins de se calcular a exponencial de uma matriz, como discutido em [125].
Em termos da matriz 7', de outra forma, a eq. (3.3) fica

o (/0

k'amﬂwm» (3.4)

|P(1)) = exp((T — Dt/7) =
k=0

Observe agora que a expansdo em série da exponencial na equacdo acima contém
a funcao de distribuicdo para um processo de Poisson {X,,7 > 0}, de acordo com a

qual

_ (t/T)k e_[/T
C k! ’
Podemos interpretar o processo estocdstico em tempo continuo {X;,¢ > 0} como

k>0, t>0. (3.5)

'De outra forma terfamos de usar o método da poténcia inverso, que requer a decomposigdo LU
de H e a solugdo de dois sistemas lineares a cada passo, aumentando a complexidade e o tempo
de execucdo do método.
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um processo em tempo discreto com matriz de transi¢cdo 7 mergulhado (embedded)

em um processo de Poisson de taxa 77!

, isto é, a probabilidade de observarmos
k transicdes do processo discreto em um intervalo de tempo ¢ segue um processo
de Poisson de parametro #/7. Nossa escolha de 7 faz entdo com que a aproximagao
exp(—7tH) =~ 1—71H para o semigrupo de Markov seja exata no que tange a dinamica,
isto €, ela preserva a estocasticidade da dinamica, e os vetores evoluidos no tempo
|P(t + 1)) = exp(—-TH)|P(t)) e |P(t + 7)) = (1 — TH)|P(¢)) = T|P(t)) coincidem até

ordem o(7). Basta tomar t = 7 e k = 1 em (3.5) para se chegar a essas conclusdes.

A constru¢do da matriz T apresentada acima junto da escolha apropriada de
com o proposito de se estudar propriedades dependentes do tempo em processos es-
tocasticos € bem conhecida em teoria de filas, onde com alguns poucos refinamentos
ela € conhecida como método da uniformizacao [126, 127].

No processo de contato basico em um volume finito, o estado estacionério
unico € dado pelo estado absorvente |0) = 10,0, ...,0). Este conhecimento a priori
torna possivel o cdlculo do segundo maior autovalor de T, correspondendo ao gap
de H, simplesmente ortogonalizando o vetor iterado do método da poténcia com
relacdo ao estado estaciondrio a cada iteracdo. Dessa forma ficamos com uma
versao do método da poténcia que se implementa como

|P(m + 1)) = (T = [0)0D|P(m)),

na qual m estd em unidades de 7. Esperamos que apds sucessivas aplicacoes dessa
relac@o alcancemos um ponto fixo E*|P*) = T|P*), onde E* = (P*|T|P*)/{P*|P*) =
1 — 7EW e |P*)y é uma combinacio linear de estados de uma particula. A vantagem
de se estar lidando com um estado absorvente ao invés de um estado estacionario
determinado numericamente é que aquele em geral é um estado “puro”, como em
nosso caso, ou entdo um estado bastante simples de coeficientes conhecidos, por
exemplo ruido branco, um fato que minimiza os inevitdveis erros de arredonda-
mento numérico e torna os cdlculos mais rapidos e confidveis. Em nossos célculos,
consideramos um autovalor estdvel apos ele coincidir com seus antecessores mais
de 64 vezes em mais de uma parte em 2''? ~ 5.2 x 103,
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A caracteriza¢do completa da classe de universalidade da percolagdo orientada
requer o cdlculo de mais um expoente além de z e v, sendo que todos os outros
expoentes podem dai ser obtidos a partir de relacdes de escala e hiperescala [109,
128]. Um expoente facilmente calculdvel € 6, definido através do comportamento
assintotico da probabilidade de sobrevivéncia no ponto critico A* como

Pan(t) = Z P(n,t)=1-P0,) o« (1 +ar® +..). (3.6)

n+0

Um gréfico logaritmico de Py, (f) versus ¢ para um sistema infinito deve ser uma
linha reta, com o coeficiente angular dado por d. O expoente de correcdo ¢’ aparen-
temente é dado por ¢’ = 1 [129]. Para sistemas finitos, no entanto, o espectro do
operador de evolucdo sempre apresenta um gap, € a probabilidade de sobrevivéncia
invariavelmente entra em um regime de decaimento exponencial governado por
este gap. A fim de acompanhar a evolucdo temporal do processo antes de ele
atingir o estado absorvente, tomamos um valor pequeno para T na defini¢do de
T e sucessivamente calculamos |P(m + 1)) = T|P(m)). Neste trabalho usamos
77! = 1000 x max{H(n, n)}. O estado inicial usado corresponde ao estado com uma
tnica particula localizada na origem, |P(0)) = |1,0,...,0). Um grafico de Pg,.(f)
versus ¢ para um sistema de L = 16 sitios aparece na Figura 3.1. Desta figura
podemos ver claramente que apds um periodo inicial no qual os “modos” mais
altos s@o amortecidos, a curva entra em um regine de decaimento algébrico quase
puro, até que o gap se manifesta e comegcamos a observar o decaimento exponencial
esperado em um sistema finito. Podemos ver isto mais facilmente da figura menor
inserida na Figura 3.1, que mostra a derivada de log Py, (#) com relacdo a logt, isto
é, o valor instantianeo de 9;.

3.4 Expoentes criticos

O célculo do ponto critico e dos expoentes criticos z € v, para o processo de contato
basico seguiu o esquema apresentado no Capitulo 2. Nossos resultados para A%,
Z, v, e ¢ estdo resumidos na Tabela 3.1. Os valores extrapolados nesta tabela
foram obtidos com o algoritmo de Bulirsch-Stoer [83]. As derivadas necessarias
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Figura 3.1: Probabilidade de sobrevivéncia em A = A; para um sistema de L = 16 sitios.
A figura menor mostra o valor instantaneo do expoente critico dy.

para o cdlculo de v, foram obtidas com uma férmula de diferencas simétrica de
nove pontos, com um erro estimado de ordem o(h°) [130], enquanto os valores
de ¢ foram obtidos de regressoes lineares para log Py, () na regidao de decaimento
algébrico de Py, (?), tipicamente usando 100 pontos com os pontos separados por
um intervalo de tempo At = 1007. Os ndmeros na Tabela 3.1 indicam que o
comportamento critico do processo de contato bésico pertence a classe de uni-
versalidade da percolacdo orientada com um alto grau de precisdo. Eles concordam
bastante bem com aqueles obtidos por outras técnicas, a saber, expansoes de altas
temperaturas para um modelo correlato de spins quanticos [107], outros estudos
de finite-size scaling [121], teoria de perturbacdo dependente do tempo [131], e
expansoes em séries e andlises em termos de aproximantes diferenciais [84]. Os
melhores valores de z, v,, e 6 at¢ o momento sdo dados por z = 1.580745(6),
v, = 1.096854(2), e 6 = 0.159463(5) [84]; este ultimo valor foi estimado de
acordo com uma relacdo de hiperescala. Nossa estimativa para A* € melhor que
aquelas atualmente disponiveis na literatura de processos de contato [123, 131].
Muito embora nossa determinacdo de ¢ ndo tenha sido tdo precisa quanto a de
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Tabela 3.1: Dados de tamanho finito e valores extrapolados para o ponto critico 1* e os
expoentes z = v)/v., v, € ¢ do processo de contato bdsico unidimensional. Os nimeros
entre parénteses representam os erros estimados na ultima casa de cada dado, enquanto
aqueles dados sem um erro associado sdo numericamente precisos até as casas mostradas.

L,LL" 4 L Vil oL
7.8.9 1.629092086 131 | 1.495084 128 194 | 0.963208 351697 | 0.1657(2)
8,9,10 1.632522345029 | 1.502980235818 | 0.977 844866308 | 0.1656(2)
9,10,11 | 1.635178201359 | 1.509743775238 | 0.989427 140315 | 0.1654(2)
10,11,12 | 1.637262542035 | 1.515558577 190 | 0.998 833401056 | 0.1653(2)
11,12,13 | 1.638921714266 | 1.520588023063 | 1.006 632974979 | 0.1651(2)
12,13,14 | 1.640260494 445 | 1.524967 656357 | 1.013211430501 | 0.1649(2)
13,14,15 | 1.641354409414 | 1.528807324384 | 1.018839364 776 | 0.1647(1)
14,15,16 | 1.642258557889 | 1.532195497 121 | 1.023712402567 | 0.1645(1)
15,16,17 | 1.643013687274 | 1.535203516 105 | 1.027 975558429 | 0.1644(1)
16,17,18 | 1.643650350303 | 1.537889 180610 | 1.031738664 206 | 0.1643(1)
17,18,19 | 1.644 191762995 | 1.540299611765 | 1.035086466706 | 0.1641(1)
18,1920 | 1.644 655789991 | 1.542473490560 | 1.038085430711 | 0.1640(1)
Extrapolado 1.648 96(2) 1.58077(2) 1.096 81(2) 0.162(2)
[wesT] [1.071] [1.171] [0.895] [2.701]

z ou v,, ela é precisa o suficiente para se distinguir entre possiveis classes de
universalidade que possam aparecer em sistemas de particulas interagentes fora
do equilibrio com estados absorventes, a saber, a classe da percolacdo orientada,
e a classe dos passeios aleatorios branching and annihilating com nimero par de
“filhotes”, para o qual 6 ~ 0.286 [132]>. Uma alternativa para se estimar § seria
determinar cada ¢, como o valor da deriva do respectivo log P, (f) com relacio a
logt em seu ponto de inflexdo, veja a Figura 3.1. Este procedimento oferece uma
determinacdo de ¢; mais “local” que o ajuste de uma reta a log Py, (f) X log ¢ sobre
dezenas ou centenas de pontos, € uma vez que se consiga estimar corretamente 0s
erros neste cdlculo, pode levar a uma determinagdo mais precisa de 6. Esperamos
realizar este estudo em uma proéxima oportunidade.

20 caso dos passeios aleatérios branching and annihilating com n = 2 filhotes sio excessio e nio
apresentam uma transi¢@o de fases, estando sempre na fase inativa [133].
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3.5 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo apresentamos uma aplicagcdo das idéias de finite-size scaling e do
método da poténcia ao processo de contato basico em uma dimensao. Obtivemos
valores precisos para o ponto critico A* € 0os expoentes criticos z € v,, € também
uma boa estimativa para o expoente 6. O método de projecao utilizado por nds se
mostrou eficiente e é facilmente implementdvel. Uma vez que levou menos de 500
horas de CPU em uma méquina de 300 MHz para coletar os dados da Tabela 3.1 e
que nos maiores casos utilizamos apenas 21 Mb de memoria para levar os cdlculos
a cabo, acreditamos que o método € bastante competitivo com relagdo a outros
métodos numéricos no caso de sistemas com estados absorventes. Nossos métodos
podem ser extendidos a casos mais gerais, por exemplo a sistemas com mais de
um estado absorvente ou em mais de uma dimensio, de maneira bastante imediata.
Uma vez que ndo obtivemos resultados muito bons para o expoente ¢, a0 contrario
do que ocorreu com os outros dois expoentes que calculamos, pretendemos investi-
gar a relacdo que este expoente tem com as propriedades espectrais do operador de
evolugdo temporal do processo, de forma que possamos vir a extender as idéias de
finite-size scaling para o cdlculo de ¢ sem termos de efetuar simulacdes dependentes
do tempo.

Os resultados deste capitulo foram originalmente publicados em [134].
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Dinamica de interfaces no modelo de Ising estocastico

Neste capitulo investigamos a dindmica de uma interface no modelo de Ising bi-
dimensional estocastico com condicdes de contorno helicoidais sob a acdo de um
campo externo. A baixas temperaturas e para campos externos fracos, a dinamica da
interface pode ser descrita por um modelo exatamente soluvel pelo ansatz de Bethe.
O gerador infinitesimal do processo € equivalente a um hamiltoniano quéntico nao
hermitiano de grandes spins (S > %), que nada mais é que o gerador infinitesimal do
processo zero range. Calculamos exatamente o expoente critico dindmico do pro-
cesso, € mostramos que ele pertence a classe de universalidade de comportamento
critico de Kardar-Parisi-Zhang.

4.1 Introducao

A dinamica de interfaces no modelo de Ising bidimensional sempre foi um tépico
muito investigado devido a sua conexdao com um grande nimero de fendOmenos
muito interessantes em fisica, tais como a dinamica de transi¢cdes de fase de primeira
ordem e decomposic¢ao espinodal, metaestabilidade e coarsening, cinética de cresci-
mento de dominios magnéticos, o enrugamento de superficies em equilibrio e fora
dele, e também tem sido investigado com relacdo a alguns sistemas de particulas
interagentes para os quais existe um grande nimero de resultados matematicamente
rigorosos. Para revisoes sobre esses assuntos e para uma lista extensiva de re-
feréncias, veja [70, 88, 135, 136, 137].

Mapeamentos das configuracdes de interface do modelo de Ising sdo conheci-
das desde pelo menos o trabalho de Rost [138], e vém sendo bastante exploradas
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60 Dindmica de interfaces no modelo de Ising estocdstico

desde entdo [28, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147]. Em alguns desses
estudos [28, 139, 140, 141], a dindmica das interfaces do modelo de Ising bidimen-
sional em temperatura zero e na auséncia de campos externos foi mapeada no pro-
cesso de exclusdo simples simétrico, com o principal resultado do ponto de vista da
dindmica das interfaces sendo a solu¢do de um problema de primeira passagem que
mostra que a drea perdida por uma regido (uma droplet) da fase minoritaria sob uma
dindmica ndo conservativa cresce linearmente no tempo, isto €, que o tempo de vida
médio de uma ilha da fase minoritaria € proporcional a sua drea inicial, fornecendo
assim uma fundamentagdo microscopica para este fato bem conhecido. Também
reconheceu-se em [28, 141] que o processo de exclusdo resultante pode ser visto
como um autdémato celular probabilistico cuja matriz de transi¢ao € equivalente a
matriz de transferéncia em uma direcao diagonal do modelo de seis vértices em uma
de suas linhas criticas [148]. A relac@o entre os processos de exclusao, modelos de
vértices, e interfaces foi explorada em [29, 149, 150], onde se percebeu que um
hamiltoniano de Heisenberg com termos de Dzyaloshinsky-Moriya de acoplamento
imagindario puro que comuta com a matriz de tranferéncia do modelo de seis vértices
corresponde ao gerador infinitesimal do processo de exclusdo simples assimétrico
que descreve um processo de crescimento de superficies conhecido como modelo
single step, bem como uma versdo de velocidades discretas (+v) da equacao de Bur-
gers com ruido, que por sua vez estd relacionada com a equagdo de Kardar-Parisi-
Zhang [39, 40]; veja o Apéndice B para algumas destas conexdes. Por outro lado,
uma grande quantidade de resultados obtidos primeiramente para o processo de ex-
clusao simples assimétrico encontraram sua tradugdo para o problema de interfaces
no modelo de Ising e, em particular, a investigagdo do movimento de particulas mar-
cadas (tagged particles), introduzida no estudo do comportamento hidrodinamico
dos processos de exclusdo [153, 154, 155], forneceu uma explicagdo parcial para as
caracteristicas dos diferentes regimes assintéticos encontrados em modelos unidi-
mensionais estocasticos de crescimento de superficies [143, 144, 145].

Neste capitulo investigamos a dindmica de uma interface no modelo de Ising
estocastico bidimensional na presenca de um campo externo. Mostramos que sob
condicdes generalizadas (porém bastante naturais) de contorno, a dindmica da in-
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terface pode ser mapeada em um sistema de particulas que saltam em uma rede
unidimensional sem sofrerem exclusdo. Na literatura matematica este processo é
conhecido como processo zero range [156, 157, 158, 159]. Uma excelente re-
visdo do processo zero range em nivel elementar tendo em vista uma audiéncia
de fisicos pode ser encontrada em [160]. O processo resultante € similar a um
modelo introduzido em [161], e corresponde ao limite ¢ — oo de um modelo de
boésons g-deformados [162]. O gerador infinitesimal do processo zero range pode
ser identificado com um hamiltoniano quéantico ndo hermitiano de grandes spins,
S = % que € o logaritmo da matriz de tranferéncia de um modelo de vértices
exatamente soluvel pelo ansatz de Bethe [42, 163, 164].

Na secdo 4.2 introduzimos o modelo de Ising estocdstico bidimensional na
presenca de um campo externo, e as taxas de banho térmico de um flip em termos
das quais vamos analisar a dinamica da interface. Na secdo 4.3 mostramos que a
interface pode ser descrita pelo processo zero range, e exibimos o gerador infini-
tesimal deste processo como uma cadeia quantica ndo hermitiana. Na secdo 4.4
obtemos a resolucao exata do autoespectro deste gerador usando o ansatz de Bethe,
e calculamos o expoente critico dinamico do processo. A se¢do 4.5 contém um
resumo de nossos resultados e algumas pespectivas.

4.2 Descricao do modelo

O modelo de Ising bidimensional em um campo externo é descrito pela
hamiltoniana

HAS) == ) $,Sy =B ) S,, (4.1)
(rr) r

onde {S} = {S,,r € Ay}, S, € {—1,+1} sdo spins de Ising, Ay C Z? é um membro
de uma familia de redes semi-infinitas de |Ay| = coX L sitios, e {r, r’) indica pares de
sitios vizinhos mais proximos em Ay. O indice N € N em Ay se refere as condigoes
de contorno que adotamos para Ay, que sdo livres na direcdo infinita e helicoidal
com passo N na dire¢do finita, isto é, r + Li + Nj = r,Vr € Ay. Quando N = 0
recuperamos as condicdes de contorno usuais, que no entanto nao sao interessantes
para o nosso problema, como veremos. Em H({S}) tomamos J >0e B > 0.
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Introduzimos uma dindmica nos spins de Ising através da equacdo mestra

dpP({S}, 0

i = 2 WS- isHPAs) 0 - wasy - Sppasto] - (42)

{5)

para a probabilidade P({S},t) de observar a configuracdo {S} no instante ¢, onde
WS} — {§}) é a taxa segundo a qual a configuraciio {S'} é alcancada a partir da
configuracdo {S} por unidade de tempo. As taxas W({S} — {§}) devem ser inva-
riantes translacionais e verificar a condi¢do de balanceamento detalhado wW({S}) —
(SHPUS})H = W{S} = {SHP({S}), com P({S}) a distribuicio de probabilidades
candnica usual P({S}) o exp[-BH({S})]. Vamos considerar taxas de transi¢ao de
banho térmico de um flip dadas por

~ ~ 1
W(S) =15 = W(S,—S,) = — expl-BH(S )], (4.3)
onde
Z,= ) expl-BH(S)] e HS)=-J) S5 ~BS.  (44)
S, (r':ry

onde (r' : r) ={r' € A : |r' — r| = 1}. Repare que no caso do modelo de Ising estas
taxas sao idénticas as taxas de Glauber [25], o que ndo ocorre com modelos mais
complicados, de mais de dois estados, por exemplo.

Seja w(S,) = % 2 1S+ — S| 0 nimero de spins vizinhos mais proximos de
S, que tém o sinal oposto ao de S,. Em termos de w(S,), reescrevemos as taxas
(4.3) como

1
1+ exp {—28[-J(4 - 2w(S,)) — BS,1}’

W, -8, = (4.5)
A temperaturas suficientemente baixas, e para B < 2J, spins com w(S,) = 0, 1 difi-
cilmente vao se reverter, porque suas taxas de transi¢do se tornam exponencialmente
pequenas quando comparadas as outras taxas, da ordem de exp[—-28(2J — B)] no
maximo. Isto ocorre essencialmente porque o aumento de entropia ndo compensa
a criagdo de paredes de dominio abaixo da temperatura critica. Processos com
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w(S,) = 3,4 correspondem aos processos rapidos, ja que a baixas temperaturas,
e de novo para B < 2J, suas taxas se tornam de ordem um, W(S, —» §,) = 1 —
exp[—26(2J — B)] no minimo. No limite de baixas temperaturas § — oo € no regime
de campos B < 2J, portanto, as taxas de banho térmico de um flip (4.3) definem um
processo no qual apenas spins com w(S,) > 2 tém uma probabilidade aprecidvel
de se reverter, e de agora em diante vamos ignorar os processos associados com
spins de w(S,) < 2. Spins com w(S,) = 3,4, por sua vez, podem ser evitados pela
escolha da condicao inicial especial na qual a fase “+” estd separada da fase “—”
por uma unica interface sem “ganchos”, isto €, por uma interface univoca sem auto-
intersec¢Oes, como na Figura 4.1. Com condigdes iniciais deste tipo, € no regime de
baixas temperaturas e campos, obtemos um processo no qual apenas os spins com
w(S ;) = 2 se revertem. Uma vez que spins com w(S,) = 2 sdo aqueles localizados
na interface, vemos que a dindmica de um flip definida acima na verdade define
uma dindmica de interfaces. Na proxima secdo veremos como se pode mapear
esta dindmica de interfaces em um sistema de particulas interagentes em uma rede
unidimensional.

4.3 Mapeamentos para processos de difusao

Existem varias possibilidades de se mapear a dindmica de interfaces do modelo
de Ising em um sistema de particulas interagentes. Uma possibilidade consiste em
associar uma particula a cada ligacdo (bond) vertical da interface e um buraco a cada
ligacao horizontal, como foi feito por exemplo em [141]. Uma outra possibilidade
foi dada em [143, 144]. Neste caso, consideramos um conjunto de L particulas
em uma rede unidimensional ocupando as posi¢des x,, 1 < ¢ < L. Se associ-
armos aos indices £ das particulas uma coordenada horizontal, e as suas posi¢coes
x¢ a altura de uma interface, temos um mapeamento um-a-um entre o conjunto de
particulas e uma interface. Com a restri¢do adicional x;,; — x, > 1 nas posicoes
das particulas, o modelo foi chamado de particle-height model. O modelo particle-
height pode ser utilizado para mapear a dindmica de uma interface de Ising em
baixas temperaturas e o processo de exclusdo simples (veja mais adiante como
1Ss0 ocorre), muito embora a restri¢do nas posi¢oes das particulas pareca um pouco
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Figura 4.1: Interface do modelo de Ising do tipo “escada” separando as fases “+” e “~"" do
modelo. Neste caso, L = 18 e N = 15. Quando B > 0 (B < 0), a fase “+” (=) invade
a fase “—” (“47), enquanto para B = 0 a interface apenas flutua ao redor de sua posi¢do
inicial. Quando 8 — oo e |B| < 2J o nimero de liga¢gdes (bonds) na interface se conserva.

artificial no cenario de interfaces.

O modelo particle-height pode ser generalizado para processos nos quais a
restri¢ao nas posi¢oes das particulas € dada por x,y — x, > s > 0, gerando um
processo de exclusdo no qual as particulas se movem somente se a particula mais
proxima estiver a uma distancia de s sitios, pelo menos. Identificando uma particula
com o estado de spin para cima e um buraco com o estado de spin para baixo na
base diagonal na matriz de Pauli 0, a evolug¢ao temporal dos processos de exclusao
acima sao governados pelo gerador infinitesimal [42, 164]

L

~ B 1

HS = — Z Ps [(]O'ZO-HI + PU€0'2+1 + Z (0-;0-;@1 - 1)] Ps’ (46)
=1

onde p e g = 1—p sdo as taxas segundo as quais as particulas saltam respectivamente
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para a direita e para a esquerda,

L s—1
1 1 1
P, = €| | 5(1 -0+ 5(1 +07) | 1| 5(1 — of;ﬂ.) 4.7)
= Jj=

1

€ o operador que projeta fora as configuracdes nas quais as particulas estdo mais
préximas que por s sitios, e o* = %(0')“ + oY), 0° sdo matrizes de Pauli, veja o
Capitulo 3. Os geradores infinitesimais H, sdo exatamente soldveis pelo ansatz de
Bethe para qualquer escolha do inteiro s > 0 [42, 164]; para s = 1 recobramos o
gerador infinitesimal do processo de exclusdo simples usual [29, 149, 150].

Nosso mapeamento da interface de Ising para um conjunto de particulas na
rede equivale a0 mapeamento particle-height com s = 0. SejaI'Y = {yY : |y} =
L + N} o conjunto de todas as configuragdes y} do tipo “escada” de comprimento
|y’LV | = L+ N, N > 0, narede infinita Ay de largura L com condi¢des de contorno
helicoidais r + Li + Nj = r,¥r € Ay. A dinimica das interfaces y} sob a agdo das
taxas W(S,) na eq. (4.5) no regime onde 8 > 1 e B < 2J preserva o comprimento
das interfaces, isto €, dada uma configuracao inicial yJLV (r=0) € FILV , todas as
configura¢des subsequentes y)'(r > 0) € I'Y. O nimero de liga¢des verticais na in-
terface portanto decompode o espago de fases ' de possiveis configuracdes de inter-
face em um ndmero infinito de setores disjuntos, I';, = (Jy> 'Y As configuragdes
de interface ) podem ser tomadas como fungdes univocas com relagéo a coorde-
nada horizontal. Seja h, € Z, 1 < ¢ < L a altura de uma interface de Ising no sitio
¢. Entdo as diferencas de alturas n, = hyy; — h, sdo nimeros nao negativos devido
a forma especial de y}, e sua dindmica se relaciona com a dinmica da interface
da seguinte maneira. Vamos considerar o caso 0 < B < 2J, e que a fase “+”

13 2

estd abaixo da fase , como na Figura 4.1. Cada spin “~” (“+”) que se reverte
contribui para o crescimento da fase “+” (“~""), aumentando (diminuindo) a varidvel
de altura associada com sua posic@o horizontal de uma unidade. As taxas com as
quais os spins se revertem sao dadas, de acordo com a eq. (4.5), por

1 1

- D+ p=— e +—>—:q:Te2ﬂB;

1 +e 28 (4.8)
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obviamente p + ¢ = 1. Quando B = 0, temos um sistema com invariancia por
reversao de todos os spins (simetria Z,), que no caso dindmico significa um sistema
com invariancia por reversao temporal, e a interface ndo se move como um todo,
ndo cresce, apenas flutua em torno de sua posi¢ao inicial. Por outro lado, quando
0<B<2Jef — oo,p=1,qg=0,eo0sspins “—" nunca se revertem, € neste caso a
superficie s6 pode crescer. Obtemos a situagdo geral 0 < g < p < 1 quando 8 — o
e B — 0 tal que B = constante. Os movimentos associados as diferencas nas
alturas correspondentes as reversoes de spin acima sao (n,_y,ny) — (np_y —1,n,+1)
quando h; — he+1, e (ng—y,n;) = (ng—1+1,n,—1) quando hy — h,—1. A diferenca
maxima de alturas em Ay é ny = N,casoemque hy = hy = ... =h;=0¢€ hyyy =
heyr = ... = hy = N. Mais geralmente, temos que Z?;ll ne = hy — hy = N. Pode-se
agora apreciar o papel das condi¢des de contorno helicoidais que adotamos para Ay:
o passo N fornece o nimero total de particulas interagentes no cendrio de diferencas
de alturas. As condi¢des de contorno neste cendrio sao simplesmente periddicas.

A dindmica das variaveis n, nada mais € que a do processo zero range [156,
157, 158, 159, 160], na qual particulas saltam em uma rede unidimensional sem
sofrerem exclusdao. Exceto pelos valores absolutos das alturas, que dependem do
conhecimento do valor absoluto de uma das alturas (digamos 4;), a dinamica das
variaveis n, contém toda a informac¢do sobra a interface de Ising. Os processos
elementares para as variaveis n, sdo dados por

p
(e +1,np) = (me_y,ne+1), 0<ney,n, <N, 1<C<L 4.9)

q

O gerador infinitesimal do processo zero range acima € dado por

L
_ m+1,m+1 -n,n _ m,m+1 -n+1,n m,m n+1,n+1 _ m+1,m n,n+1
Hy = Z [p (Ef E —E7 Epyy ) + ‘](Ez E. E,TEL )] J

(4.10)
onde E™" sdo as matrizes de Weyl introduzidas no Capitulo 2. Vamos diagonalizar
este operador na proxima se¢ao.
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4.4 O ansatz de Bethe

4.4.1 Resolugdo do autoespectro
Estamos interessados nas solu¢des do problema de autovalores
Hy|¥y) = Enl¥n), (4.11)
onde Hy € o operador dado em (4.10), e

Way = DL D0 X XWX X ) (4.12)

XSSV

€ a autofuncdo escrita na base que especifica as posi¢des das N particulas no sis-

tema, com ®(xy, x5, ..., xy) 0 coeficiente para a configuracdo |xi, xo, ..., xy). Re-
pare que as posi¢des Xy, xp, . .., Xy podem coincidir, ja que nao hé exclusdo entre as
particulas.

Ao invés de tentar resolver a eq. (4.11) no caso geral para um nimero arbitrario
N de particulas, vamos primeiro tentar resolvé-la no setor de uma particula, depois
no setor de duas particulas, e entdo tentar adivinhar a solu¢ao geral. Quando temos
apenas uma particula no sistema, escrevemos

L
W)= D 0, D) = e (4.13)
x1=1

e imediatamente obtemos o autovalor
Ei(k) = &(ky) = 1 — pe™ — ge™, (4.14)

onde definimos a “energia” de uma particula £(k), e condi¢des periodicas de con-
torno ®(x; + L) = O(x;) implicam k; = 276/L, 0 < € < L — 1. Este € um caso
bastante simples. Vamos agora olhar para o setor de duas particulas. Neste setor,
temos de distinguir os casos em que as duas particulas x; € x, ocupam o mesmo
sitio ou ndo. Quando x, > x;, a equagdo de autovalor (4.11) para os coeficientes
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d(x1, xp) se torna

E,D(x1,x2) = —p®(x; —1,x) —qP(x; + 1, x2) + O(xy, x2)
—pO(x1,x, — 1) = gP(x1, x2 + 1) + O(xy, x2). (4.15)

Esta equacdo pode ser resolvida pelo ansatz

ik x

D(x, xp) = el giker (4.16)

resultando no autovalor
Es(ki, ky) = e(ky) + e(ky). 4.17)

Vemos entdo que quando as duas particulas estdo longe uma da outra, em nosso
caso apenas nao no mesmo sitio, elas se comportam como se estivessem livres, e
a “energia” total do sistema € a soma das “energias” de duas particulas. Uma vez
que este autovalor € simétrico em k; e k,, podemos escrever a solu¢do mais geral da
eq. (4.15) na forma

O(x1, xp) = Appefmeee 4 A, e gk (4.18)

que se pode ver facilmente que € uma solu¢do da eq. (4.15) com o mesmo autovalor
(4.17). Agora vem a segunda condicao a ser satisfeita por ®(xy, x,). Quando as
duas particulas estdo no mesmo sitio, a equacao de autovalores (4.11) fica

ExD(x1, x2) = —p®(x; — 1, x1) — qP(x1, x1 + 1) + P(x1, x1). 4.19)
Substituindo o coeficiente (4.18) junto do autovalor (4.17) obtido previamente na

equagado acima obtemos a seguinte condicao para as amplitudes A, e Ay,

A iko )
A_i - _%e@", (4.20)

onde a “fase de espalhamento de duas particulas™ (two-particle scattering phase)

© 2000 J. R. G. Mendong¢a



4.4 O ansatz de Bethe 69

0, € definida por
i(kj+ke) _ ik
ei@)ﬂ _ p +Qel jtke etk

p + qei(kj+k[) — eik[ ’

(4.21)

Observamos de passagem que uma vez que o gerador infinitesimal (4.10) ndo é
hermitiano, os “ndmeros de onda” k sdo em geral nimeros complexos. Fixamos
esses “nimeros de onda” através das condi¢cdes de contorno

D(xa, x1 + L) = O(xy, x2), (4.22)
que fornecem para as amplitudes A, e A, as relagdes
A = eMEA,, e Ay =eRlA,. (4.23)

As equagdes (4.20), (4.21), e (4.23) fornecem para os “nimeros de onda” k; no setor
de duas particulas as equacoes

2 ik 2 ik, i(k j+k ik;

L _ (1 e'ke O _ (1 e\ p + ge'kitkd — eiki 1< i<?2
e = (=1 sl A =D i | p + geikitko — gk’ SIS
=1 t=1

com autovalores dados pela eq. (4.17).

Estamos agora em condi¢des de tratar o problema de N particulas. Se as
posicdes das particulas satisfazem x;,; > x;, 1 < j < N, vemos facilmente que o
sistema € equivalente a um sistema de N particulas livres, e a equagdo de autovalor
(4.11) € satisfeita pela autofungdo (4.12) com coeficientes

N
(D(Xl, X2yenny .XN) = Z AP(])P(Z)mP(N) exXp [l Z kp(j)xj] (425)
P =1
com o autovalor .
Entki, ko, ky) = . 2(k;), (4.26)

J=1

onde a soma na eq. (4.25) se estende sobre todas as N! permutacdes P dos indices
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(1,2,...,N) usados para rotular as posi¢des das particulas, e os “nimeros de onda”
ki, ks, ..., ky sdo escolhidos de tal forma que |Wy) satisfaca a eq. (4.11). Este é o
famoso ansatz de Bethe. Quando um par de particulas se encontra no mesmo sitio,
Xj+1 = xj, obtemos das Eqgs. (4.11), (4.25) e (4.26) que as amplitudes Ap)p)..pav)
devem satisfazer

e ikpis
APWPO)Y-PGPGH-POY) = —el ,P(I ])eiGP(j)P(j+1>_ 4.27)
Apwp@y-p(npG-PO) €O
As condi¢des de contorno
O(xy, X3,...,x1 + L) = D(xy, x2, ..., Xn) (4.28)
fornecem as relacdes adicionais
k)L
Apyp@)-pavy = € Ap@)pi)-p(1)- (4.29)

Iterando as relacOes (4.27) N vezes, a eq. (4.29) nos fornece as equacdes do ansatz
de Bethe para os “niimeros de onda” k; no setor de N particulas,

x ike N ike i(k j+k¢) ik ;
kL N-1 I—I e o Nl ¢\ p + geith _ it ‘
e = —1 — e it — 1 : . g 1 < < N.
(-1 L ] (etk,-) = (=D €|=1| (e’kf) p + geltkitko — giki J
(4.30)

As solucdes ki, ks, . .., ky destas equacdes fornecem através da eq. (4.26) os auto-
valores do operador (4.10).

As autofungoes (4.12) com os coeficientes (4.25) sao também autofuncdes do
operador de translagdo 7 que desloca as posicdes das particulas para a esquerda de
uma posicao, T|xy, xp, ..., xy) =[x —1,x—1,...,xy—1),uma vez que [H,T] = 0.
Os autovalores e de T sdo dados por

N
TI¥y) = "Wy = []_[ e | 1Py), (4.31)
=1

J
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onde definimos o0 momento total P como

z 2l
P= ij (mod2m) = =—, 0<¢
=1

N

T

L-1. 4.32

7 (4.32)

As Egs. (4.30) t€ém uma interpretacdo interessante. Com a definicdo de P
acima, vemos que as Eqgs. (4.30) podem ser reescritas na forma

ik (L+N) N-1,i 3l k - i0; N-1 ,iP . p + ettt — el ;

e’ = (=1)" e e fl_[e r=(=D""e itkj+ke) _ pike’ AR
- L p+gettittd) —e
=1 =1

(4.33)
Podemos reconhecer nas equacdes acima as equagdes do ansatz de Bethe para o
processo de exclusdo simples assimétrico de N particulas em uma rede de L + N
sitios [29, 150] com condi¢des de contorno torcidas (twisted) [165], com o dngulo
de tor¢do dado pelo momento total P do sistema. Para processos estocdsticos o
Unico setor de momento relevante € o setor de momento nulo P = 0, jd que os
coeficientes ®(xy, x,,...,xy) t€m de ser todos reais e positivos, e neste setor a
analogia com o processo de exclusdo simples € perfeita.

Completamos assim a diagonaliza¢ao do gerador infinitesimal do processo em
que N particulas difundem em uma rede unidimensional de L sitios sem sofrerem
exclusdo. Nossa maior tarefa agora é resolver as equacdes do ansatz de Bethe
(4.30), usualmente feita numericamente. Neste caso, porém, pode-se atacar essas
equacgoes de forma analitica, como segue.

4.4.2 O expoente critico dindmico

O expoente critico dinamico z esta relacionado com o gap espectral em sistemas
finitos de acordo com Re{ES)(L)} ~ L%, onde agora indicamos a dependéncia de
E](\}) com o tamanho L do sistema; veja o Capitulo 2. A fim de calcular z a partir das
equacoes de Bethe (4.30), devemos portanto calcular as corre¢des de tamanho finito
ao segundo autovalor (o “primeiro estado excitado”) do conjunto de autovalores
En(L) na eq. (4.26). Este calculo, além de ser puramente técnico, ja foi feito em
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grande detalhe para o caso do processo de exclusdo assimétrico [29, 150], e também
para alguns modelos correlatos [42, 161], de forma que aqui apenas o esbo¢amos.

Simulacdes numéricas extensivas, junto de argumentos tedricos e célculos
explicitos [29, 137, 150, 152] indicam que o valor de z nao depende dos valores
particulares de p e g (ou melhor, de p/q) desde que p # g, isto é, basta distinguir
entre os casos simétrico e assimétrico. Vamos portanto nos restringir ao caso em
que p = 1 e g = 0, uma vez que neste caso a andlise das equacdes de Bethe se torna
muito mais facil. Um método para se estudar o caso mais geral de p # 0 # g pode
ser encontrado em [150]. Como ja dissemos, no cendrio de interfaces o caso p = 1,
g = 0 significa que estamos investigando as flutuagdes criticas de uma interface
de Ising em um campo externo mas a temperatura nula. Simula¢des numéricas,
no entanto, indicam que pelo menos para temperaturas baixas (mas ndo nulas), o
comportamento critico observado ¢ o mesmo que no caso de temperaturas nulas
[166].

Vamos definir os “nimeros de onda deslocados™ z; por
zj=2e% -1, 1<j<N. (4.34)

Os autovalores Ey(L) € e nas Egs. (4.30) € (4.31) com p = 1, g = 0 em termos das
novas varidveis z; ficam

N N
1 ip 1
En(L) = ; s1-z) e o'= ];[ S(1+2), (4.35)
enquanto as equagdes de Bethe (4.30) se tornam
N
I+ 2 =z =25 [ Ja -2, 1<i<N (4.36)
=1

Este conjunto de equacdes pode ser simplificado mais ainda se considerarmos o
setor no qual N = L, isto €, o setor no qual em média temos uma particula por sitio,
ou, no cendrio de interfaces, uma interface com inclinacdo média de 45°. Neste

© 2000 J. R. G. Mendonga



4.4 O ansatz de Bethe 73

setor, e tomando L par por conveniéncia, obtemos
N
(- =-2"T]d-z0. 1<j<N, (437)
=1

A escolha N = L é analoga a escolha de um setor “meio-cheio” (half-filled) 2N = L
para o processo de exclusao simples [29]. Na verdade, pode-se mostrar que para um
s > 0 arbitrario na eq. (4.6), a escolha (1 + s)N = L fornece equacdes semelhantes
as que obtemos aqui [42].

O lado direito da eq. (4.37) € independente do indice j (dai nossa escolha de
N = L), e seguindo a referéncia [29] parametrizamos o lado direito daquela equagao
por duas varidveis a e 8 de acordo com

N
—aVeN? = N ]_[(1 ~ 2, (4.38)
=1

onde a > 0e 6 € [-n/N,n/N). As 2N raizes das equacdes de Bethe (4.37) sdo
dadas em termos das N raizes de Y(a, 6) por

Zj= \/l—yj, Zj+N = ~Ljs I<j<N, (4.39)
onde
Yy = aei(’ez”i(j‘%)/N, I1<j<N. (4.40)

Para uma dada escolha das raizes z;, as duas incognitas a e 6 sdo fixadas pela
eq. (4.38).

Nossa tarefa € encontrar o autovalor Ex)(L) mais préximo do autovalor EI(\(,))(L) =
0 correspondente ao estado estaciondrio, que € obtido escolhendo todas as raizes
zj = 1, isto €, colocando todos os y; = 0, 0 que implicaa = 0 e 8 = 0 na eq. (4.38).
O estado estacionario também possue P = 0. Das Eqgs. (4.35) vemos que cada par
Zj, Zj+N contribui um fator unitdrio para a “energia”, uma vez que z; + Zj,ny = 0.
Estados de autovalor mais baixo sdo portanto obtidos escolhendo-se um conjunto
de N raizes com o menor nimero possivel de pares z;, z;,ny, € vamos olhar para os
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conjuntos Z; = {z21,22,--.,2n-1-2n+1} € Z- = {20, 23, - - -, 2N, 22N}, qUE t€M momentos
P = F2n/N, respectivamente. Uma andlise andloga aquela feita em [29] revela
que de fato estes conjuntos de raizes fornecem os autovalores mais baixos, com o
resultado que o gap se comporta assintoticamente como

EV(L) ~ 2301345 L7 - igL-‘, (4.41)

enquanto a amplitude a e a fase 6 na eq. (4.38) se comportam como
a=1+aLl ' +o(L™"), 6==2BL7?*+ 0oL, (4.42)

com «a e 8 duas constantes. Os detalhes das contas acima, incluindo uma bela
aplicacao da formula de Abel-Plana [167], podem ser encontrados em [29, 150],
enquanto alguns resultados pertinentes ao caso de um H, geral na eq. (4.6) aparece-
ram em [42].

Vemos da eq. (4.41) que o expoente critico dindmico z do processo zero range
totalmente assimétrico € dado por z = %, indicando que este processo pertence a
classe de universalidade de comportamento critico de Kardar-Parisi-Zhang [39].

4.5 Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo mostramos como se pode mapear a dinamica de interfaces de um
modelo de Ising estocastico bidimensional a baixas temperaturas e campos externos
fracos em um modelo de particulas interagentes exatamente soldvel pelo ansatz de
Bethe. O modelo resultante nada mais € que o processo conhecido como zero range,
no qual particulas difundem em uma rede unidimensional sem sofrerem exclusao. A
andlise das equacgdes de Bethe revelam que o gap espectral da versdo assimétrica do
processo zero range, correspondendo ao caso em que o campo externo no modelo
de Ising é ndo nulo, escala com o tamanho L do sistema como L~*/2. Este fato se
traduz no problema de interface do modelo de Ising dizendo que na presenga de um
campo externo a superficie cresce e se enruga dinamicamente com os expoentes da
classe de universalidade de Kardar-Parisi-Zhang.
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Seria interessante explorar o mapeamento do problema de interface do modelo
de Ising e o processo zero range mais um pouco e tentar determinar as funcdes
de correlacdo degrau-degrau da interface usando particulas marcadas (fagged parti-
cles) no processo zero range [143, 144, 145, 153, 154, 155, 158, 159, 160]. Estamos
no momento investigando essa possibilidade [168].
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Conclusoes e perspectivas

Neste capitulo apresentamos conclusdes de cardter geral e tracamos algumas pers-
pectivas com relacdo aos assuntos investigados nesta tese.

5.1 Conclusoes

Nesta tese efetuamos a investigacdo de alguns sistemas de particulas interagentes
fora do equilibrio através de técnicas de diagonalizacdo numérica e idéias de finite-
size scaling. Também investigamos um modelo exatamente solivel relacionado ao
modelo de Ising através do ansatz de Bethe. As conclusdes especificas relativas a
cada um dos problemas que atacamos podem ser encontradas ao final dos respecti-
vos capitulos, e ndo vamos reproduzi-las aqui.

Por um lado, técnicas de diagonalizacdo numérica sdo extremamente pode-
rosas, uma vez que ao efetuarmos a resolucio espectral do operador de evolucdo
temporal H de um problema estamos de fato resolvendo exatamente a equacdo
mestra do processo, e temos acesso as suas propriedades exatas em sistemas finitos.
As idéias de finite-size scaling entdo nos ajudam a extrapolar o que observamos nos
sistemas finitos para o limite de um sistema infinito. Por outro lado, essas mesmas
técnicas sdo dificeis de se aplicar (em comparacao com simulacdes diretas de Monte
Carlo), e os resultados obtidos nem sempre sdo animadores. Aparentemente as
dificuldades numéricas encontradas podem ser atribuidas a nao hermiticidade dos
operadores de processos fora do equilibrio (sem balanceamento detalhado). Como é
bem sabido na literatura de dlgebra linear computacional [82, 124], o tratamento de
problemas nao simétricos esta longe de ser um assunto bem estabelecido, uma vez
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que toda sorte de “patologias” que ndo ocorrem em problemas simétricos podem
vir a ocorrer quando tratamos de problemas ndo simétricos. Como ressaltamos no
Apéndice A, a menos que lancemos mao de algoritmos bastante custosos em termos
de tempo e memoria (que no entanto vém barateando a cada dia), ndo se pode nem
mesmo garantir a estabilidade dos métodos utilizados. Recentemente, o algoritmo
de grupo de renormalizacdo por matriz densidade (density matrix renormalization
group, DMRG) [169], surgido no contexto do magnetismo, passou a ser utilizado
em sistemas de particulas fora do equilibrio, mas os resultados por enquanto nao
sao muito bons [170, 171]. Provavelmente isto se deve a duas caracteristicas do
algoritmo de DMRG que ndo fazem dele um bom método no estudo de fendmenos
criticos: primeiro, ele funciona melhor com condi¢des de contorno abertas, o que
préximo ao ponto critico amplifica efeitos indesejados de tamanho finito, e segundo,
ele funciona melhor para sistemas com gap, e na investigacao de transi¢cdes de fases
estamos justamente procurando pontos no espaco de parametros nos quais o sistema
“fecha” o gap. Se ele € ruim no célculo de expoentes criticos, por outo lado ele é
excelente no cdlculo de fungdes de correlagdo, como foi demonstrado em [170].
Teria sido uma boa idéia, por exemplo, calcular o parametro de ordem de string do
modelo apresentado no Capitulo 2 usando o DMRG.

A técnica que desenvolvemos Capitulo 3 para estudar propriedades depen-
dentes do tempo usando o gerador infinitesimal do processo parece nunca ter sido
explorada em fisica antes de nosso trabalho. Uma tentativa anterior parecida com
nossa abordagem apareceu em [122], mas ali a determinacdo da escala de tempo
microscopica foi feita ad hoc, por tentativa e erro [172]. Nossa abordagem, que
nao € nova, conforme ressaltamos no Capitulo 3, pode representar algum avanco
na tentativa de se utilizar o formalismo de matrizes na investigacao de propriedades
dependentes do tempo em processos estocdsticos com estados absorventes. O pro-
blema aqui € a concorréncia, uma vez que neste ramo simulacdes diretas de Monte
Carlo sao muito mais eficientes, e no cédlculo de expoentes criticos relacionados a
grandezas dependentes do tempo fornece resultados muito mais precisos, veja por
exemplo [109, 128, 129, 132].

A aplicacdo do ansatz de Bethe a resolucdo do autoespectro de operadores
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estocasticos € hoje uma drea bem estabelecida da fisica matemaética, e conta com
uma literatura bastante grande, veja por exemplo as referéncias dadas no Capitulo
4. Apesar da aparente simplicidade dos célculos apresentados naquele capitulo, essa
€ uma area bastante técnica, pelo seguinte motivo: como saber se um dado operador
de evolucao é exatamente soluvel pelo ansatz de Bethe? Esta decisdo envolve
a verificacdo das relacdes de Yang-Baxter para a matriz de pesos de Boltzmann
associada ao modelo de vértices subjacente ao sistema de particulas [24, 173],
modelo esse que por si s6 ja pode ser dificil de encontrar, ou equivalentemente
das relacdes de fatorizagdo para a matriz S para as amplitudes de espalhamento
associada aos processos elementares, aparentemente mais facil de ser verificada no
caso de sistemas de particulas interagentes. Uma outra dificuldade associada ao
ansatz de Bethe € que ele fornece o autoespectro do operador de evolucao de forma
relativamente imediata, e portanto o diagrama de fases do modelo, mas o calculo de
funcoes de correlacio (fora do equilibrio ou ndo) a partir do ansatz de Bethe € uma
tarefa muito dificil, se ndo impossivel, na maior parte dos casos.

5.2 Perspectivas

5.2.1 Processos de contato com conservagdo de paridade

Recentemente percebeu-se que nem todas as transi¢des de fase envolvendo estados
absorventes pertencem a classe de universalidade da percolagdo orientada. Exem-
plos de modelos que exibem comportamento critico diferente do da percolacdo
orientada vao de autdmatos celulares probabilisticos e modelos de Ising cinéticos
em duas temperaturas a modelos de interacao entre mondmeros e dimeros na rede,
passeios aleatérios com criacdo e aniquilagdo de particulas, e processos de con-
tato com conservagao de paridade do nimero de particulas; para uma revisao veja
[128, 132, 174]. O que ha de comum entre estes modelos é que em todos eles as
taxas de transi¢do microscopicas sdo tais que o nimero total de particulas N no
sistema conserva sua paridade, isto €, N mod 2 é uma grandeza conservada. Aqui o
termo particula deve ser entendido no sentido mais geral de particulas interagentes,
podendo ser particulas mesmo ou paredes de dominio em alguns modelos; isto no
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principio causou alguma confusdo. A nova classe de universalidade de compor-
tamento critico que surgiu passou a ser conhecida como classe de universalidade
da conservacdo da paridade. Surgiram porém alguns modelos que, embora suas
taxas de reacdo conservem paridade, apresentam comportamento critico na classe
de universalidade da percolagdo orientada [175, 176]. A explicagdo corrente para
este fato € a de que ndo € somente a conservacao da paridade que determina a classe
de universalidade a qual o comportamento critico de determinado modelo pertence,
mas também o nimero de estados estaciondrios equivalentes no modelo.

Pretendemos investigar alguns aspectos relacionados a classe de universali-
dade da conservagdo da paridade usando para isso os processos de contato com
conservacao de paridade primeiramente introduzidos em [177], utilizando as mes-
mas técnicas que desenvolvemos no estudo do processo de contato bdsico, veja o
Capitulo 2. Nestes processos, um conjunto de m individuos sauddveis & rodea-
dos de k individuos infectados X se torna infectado a uma taxa kA, enquanto m
individuos infectados se recobram espontaneamente a taxa unitaria. Chamamos
estes processos de CP(m); o caso m = 1 se reduz ao processo de contato basico
usual. Em uma dimensao, podemos visualizar o CP(2) como X@2 @ 4 XXX,

2 22 1
ooBX — XXX, XooX — XXXX, e XX — @9, e analogamente para m >
2. Destas reagdes podemos ver que os processos CP(m) conservam a m-paridade
do numero total de particulas.

Os processos CP(m) apresentam muitas propriedades interessantes. A primeira
delas se refere ao numero de estados absorventes do processo. Enquanto para o
processo de contato basico (m = 1) existe um unico estado absorvente dado pela
rede completamente vazia, para valores de m > 2 o nimero de estados absorventes
aumenta. Por exemplo, para m = 2 temos que, além da rede completamente vazia
|0) = 10,0,...,0), as configuracdes |9, X, <, X, ---,,X) e |X,9,X,9,---,X, D)
também sdo absorventes. E claro que sob condi¢des de contorno periédicas estes
dois estados sio o mesmo; vamos denotd-lo por |0). Este estado pertence ou nio
ao espacgo de configuragdes acessiveis a dinamica de acordo com as paridades do
tamanho L da rede e de Nmod 2: se L € impar, entdo o tnico estado absorvente
do processo € |0), uma vez que € impossivel preencher a rede com uma repeticao
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de @X’s apenas. Para uma rede par, o estado |0) contém L/2 particulas, e este
nimero tem de ser compativel com a paridade de Nmod 2: se L = 4k, comk € N, e
Nmod 2 = 0, entdo |0) é um estado absorvente do processo; ja se L = 4k + 2, entdo
|0) é um estado absorvente somente se Nmod 2 = 1. Desta discussio podemos
ver que o nimero dos subespagos invariantes dos processos deve crescer com m,
uma vez que quanto maior o valor de m, mais fécil fica de encontrar estados para os
quais nenhuma evolugao € possivel. Estes estados s@o ditos estados congestionados,
e foram bastante estudados no contexto de processos de adsor¢ao e dessorcao de m-
meros na rede [178]. Na verdade, pode-se provar que o numero I;(m) de estados
absorventes para o processo CP(m) em uma rede unidimensional de L sitios € dado
por I;(m) ~ 2¢*, onde ¢ é a maior raiz da equacgio ¢" = 2¢™ ' —1. Param = 3 temos
¢=(1+ \/5) /2 ~ 1.61803, a famosa razdo dourada (golden mean) relacionada aos
nimeros de Fibonacci, enquanto para m = 4, ¢ ~ 1.83929. O fato do nimero
de estados absorventes crescer exponencialmente com m torna o comportamento
critico destes modelos bastante interessante, uma vez que eles tendem a apresentar
uma diversidade dindmica muito grande, com expoentes que variam continuamente,
como no processo de contato de pares [128], e com violagdes as relagdes de escala
em determinados subespacos. Na verdade, acreditamos que este fato pode ter mas-
carado uma transicao de fases esperada para o processo CP(3), conforme resultados
de simulacdes de Monte Carlo [177]. Seria interessante demonstrar rigorosamente
a existéncia ou nao de transi¢des de fases para a classe de modelos CP(m > 2).

Outra caracteristica importante dos processos CP(m) € o fato de que a adi¢do de
difusdo simples X = X@ ao processo deve modificar a classe de universalidade
de seu comportamento critico. Como se sabe [179], para o processo de contato
basico a difusao representa uma perturbagao irrelevante (desde que a constante de
difusdo permaneca finita). Para valores de m > 2, no entanto, adicionar difusio
ao processo significa interligar regides desconexas do espaco de fases, reduzindo
o numero de estados estaciondrios do processo de um nimero exponencialmente
grande a m. O estudo dos efeitos da difusdo sobre o comportamento critico dos
processos CP(m) viria entdo adicionar evidéncias, a favor ou contra, a conjectura
atual que diz que a classe de universalidade de comportamento critico de transi¢oes
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de fase envolvendo estados absorventes depende ndo das simetrias envolvidas no
processo, como se poderia esperar a partir de nosso conhecimento da mecanica
estatistica de equilibrio, mas sim do nimero de estados absorventes equivalentes
envolvidos na transi¢ao [175, 176]. Investigacdes nestas dire¢des se encontram em
andamento [180].

5.2.2 O processo zero range

Pretendemos nos dedicar ao estudo analitico dos processos de difusdo assimétrica
sem exclusdo conhecidos como processos zero range, apresentados no Capitulo
3 desta tese em conexdo com a dinamica de interfaces do modelo de Ising es-
tocastico bidimensional. Em particular, pretendemos investigar o comportamento
de particulas marcadas (tagged particles) sob a dindmica deste processo. Apesar
de sua aparente simplicidade, o processo zero range apresenta um comportamento
dindmico muito interessante para algumas classes de condicdes iniciais, € mui-
tos resultados gerais na drea de sistemas de particulas interagentes foram obtidos
utilizando-se o processo zero range como modelo, como a obtengdo de limites
hidrodindmicos [181]. Pretendemos efetuar estes estudos utilizando o ansatz de
Bethe, como recentemente proposto para toda uma classe de processos estocasticos
envolvendo particulas de tamanhos diferentes [42], e também de tipos diferentes
[182]. Este estudo envolve o que se conhece como ansatz de Bethe nested, uma
versdo razoavelmente mais complicada do ansatz de Bethe simples apresentado no
Capitulo 3. Pretendemos também investigar o comportamento de uma particula de
“segunda classe” sob a dinamica do processo.

Para os processos de exclusdo generalizados citados acima, seria interessante

calcular as probabilidades condicionais P(xy, xp,...,Xy;t| Y1, Y2, ..., yy;0) de ob-
servar as particulas nas posi¢des xi, Xz, ..., Xy no instante + > 0 dado que elas
ocupavam as posi¢des yi, Y, . . . , Yy no instante ¢ = 0, ja que no caso completamente

assimétrico essas probabilidades podem ser obtidas como solu¢des determinantais
da equagdo mestra [183, 184].

As perspectivas tragadas acima constituem parte do projeto de pesquisa do
autor para o futuro imediato.
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Métodos de projecao em subespacos de Krylov

Todos os métodos iterativos de projecdo em subespacos para a determinagdo de
alguns poucos autovalores e autovetores de uma matriz H podem ser vistos como
variantes do método da poténcia. Vamos portanto primeiro descrever este método.

Usamos a notagao de bra-ket de Dirac para vetores. Seja uma matriz H qual-
quer de ordem N que possue em seu autoespectro um autovalor simples de maior
modulo,

[ > VE>1, (A.1)

associado ao autovetor normalizado |¢/),

Hlgy) = Ailyn). (A.2)

Se estivermos interessados no autopar {4, [/)}, podemos determina-lo da seguinte
forma. Comegando com um vetor qualquer |¢;), formamos a sequéncia

1) = Hige) = H¥|¢p1) (A3)

e enunciamos o seguinte teorema: dada a condi¢do (A.1) e um vetor |¢;) tal que
(Y1l¢1) # 0, a sequéncia (A.3) converge para /l’]‘(:,ml(/)])Iw]) conforme k — oo. A
demonstracdo é muito simples. Seja {ld’g}}i,v: | 0 conjunto de autovetores normaliza-
dos de H, e escrevamos'

|61 = fild1) + Lalb2) + ...+ fulyw). (A4)

'Vamos assumir que {|¢//[>}?’: | € completo, embora este ponto ndo seja essencial para a discussdo do
método da poténcia. Uma discussdo do método sob hipdteses variadas pode ser encontrada em [185].
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Dai

[ + LA + ..+ fydi )
1\ v\
A [fmm +fz(f) W) + ... m(f) |¢/N>}, (A.5)

(%

e como temos |A,/A;| < 1 por hipétese, segue limy_,, H*|¢,) = /l’f(l//l |[p1)y). Ataxa
de convergéncia do método da poténcia € ditada pelo maior valor de |1,/4;| < 1.

Na prética, usamos os chamados quocientes de Rayleigh dados por

Rois1 _ (Dldrs1) _ (DrlH |1
Ry (Prldr) (Drldi)

(A.6)
na determinag@o de A, pois como se pode ver facilmente, limy_,o, Rogy1/Rox = A;.

Se o maior autovalor de H tem uma multiplicidade geométrica g, o vetor
iterado |¢,) se torna com as iteracdes mais proporcional a um vetor do subespaco
g-dimensional associado a A;, com a sua direcdo particular dentro desse subespaco
dependendo do vetor inicial |@;).

O espago formado pelos vetores |@y), [92),.. ., |¢,), n < N € conhecido como
subespaco de Krylov,

K{H,|p1)} = {lo1).162), - . .. [du)}. (A7)

No método da poténcia olhamos apenas para os dois Ultimos vetores desta sequéncia.
Podemos no entanto tentar utilizar toda a informag¢do contida na sequéncia através
de uma combinagdo linear conveniente,

W) = phld1) + plléa) + ... + Pl (A.8)

onde por enquanto os coeficientes p* da expansio acima estdo a nossa disposi¢io.
Arranjando estes coeficientes em um vetor |p,) = |pl, p2,..., p") e denotando a
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matriz N X n formada pelos vetores coluna |¢;) por ®,, escrevemos

Podemos agora encontrar o vetor |p,) de acordo com o procedimento variacional de
Ritz-Galerkin [82, 124], que consiste em formar o residuo

lon) = Hlrn) = uln) (A.10)

para um dado valor de 6, e exigir que este residuo se localize, tanto quanto possivel,
no subespaco ortogonal ao subespaco de Krylov K,{H, |¢:)}. E claro que quando
n aumenta, |p,) tem de ser ortogonal a um subespaco cada vez maior, com |i/,)
neste subespaco, de forma que em ultima instancia o residuo se anula e {6,, |¥,)}
se torna um autopar de H. Na pratica impomos um limite superior para |||p,)|l a
partir do qual {6,,|y,)} passa a ser uma aproximacao aceitdvel para um autopar
legitimo de H. Uma vez que o subespaco K,{H,|¢;)} contém a mesma quantidade
de informacao utilizada pelo método da poténcia, o procedimento de Ritz-Galerkin
converge no minimo tao rapidamente quanto este; na verdade, converge muito mais
rapido.

Por razdes de estabilidade, € melhor trabalhar com uma base ortonormal para
K.{H,|p1)}, o que pode ser feito com o procedimento de Gram-Schmidt. Sejam
1), |$2), . . ., |¢;) ortonormais. Geramos o proximo vetor da sequéncia calculando
|¢;+1) = H|@;), projetando-o ortogonalmente aos vetores prévios da sequéncia,

J
@1 — 1Bjr1) — Z<¢k|<z’j+1>|¢k>
k=1

e finalmente normalizando-o

|‘;5j+1>

T T
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Com esta base @, fica ortonormal, e o procedimento de Ritz-Galerkin redunda em
(@LH®)Ipa) = balpa), (A.11)

isto &, temos um problema de autovalor para a matriz ®, H®,, de ordem n X n. Este
problema de autovalores em geral € suficientemente pequeno para ser resolvido
pelos métodos padrdes da dlgebra linear computacional, como por exemplo pelo
método QR [82, 124]. Mais ainda, podemos selecionar 6, em uma regiao particu-
larmente interessante do autoespectro de H para obter um vetor |,,) no subespaco
gerado pelos vetores de H de autovalores proximos a 6, (no sentido de minimo
residuo).

Se a nossa matriz original € simétrica ou hermitiana, o procedimento de Ritz-
Galerkin se torna equivalente ao procedimento de Lanczos [186], e a matriz (DZH [0
¢ tridiagonal simétrica ou hermitiana; se a matriz H nao for simétrica, temos o
procedimento de Arnoldi [81], com d)j,H(Dn uma matriz Hessenberg superior, i.e.,
triangular superior com mais uma subdiagonal. Os autopares {6, [,,)} aproximados
sdo ditos valores e vetores de Ritz. Estes métodos geralmente fornecem excelentes
aproximacoes para as regides mais externas do espectro de H para valores bastante
pequenos de n, n < N (tipicamente N ~ 10° — 10°, enquanto n ~ 100 — 500).
Devemos ressaltar que no caso de matrizes simétricas em geral se obtém métodos
bastante econdmicos e estaveis do ponto de vista de sua implementacao numérica,
enquanto a estabilidade dos algoritmos para os casos ndo simétricos s6 se obtém a
custa de um aumento consideravel na demanda por meméria RAM ou de tréfego de
dados nos discos € buses [82].

O procedimento de Ritz-Galerkin pode ser aplicado a qualquer subespaco,
nao necessariamente ao subespaco de Krylov. Recentemente, surgiu bastante in-
teresse no algoritmo de Davidson [187] para gerar subespagos convenientes quando
a matriz H € dominada por sua diagonal, ||H|| ~ ||diag(H)||. O interesse em fisica
surgiu ligado a idéia de grupo de renormalizacdo por matriz densidade no estudo de
sistemas eletronicos fortemente correlacionados [188], ja que a matriz densidade é
dominada por sua diagonal, além de muitas aplicacdes em quimica quantica. Para
estes casos, o algoritmo de Davidson se mostrou consideravelmente mais eficiente
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que o tradicional algoritmo de Lanczos. A vantagem de se trabalhar com subespacos
de Krylov, no entanto, reside no fato de que sua construcdo exige apenas a operacao
de multiplicacdo de uma matriz por um vetor, o que pode ser implementado efici-
entemente para matrizes esparsas muito grandes a um custo razodvel de tempo e
memoria. O mesmo ndo acontece com o algoritmo de Davidson, o qual requer uma
inversdao matricial a cada passo na construcao do subespaco que implica no minimo
em dobrar o niimero de operacdes de multiplicacdo de matriz por vetor.
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As equacoes de Burgers, Kardar-Parisi-Zhang

e 0 processo de exclusao

B.1 A equacao de Burgers

As ondas ndo-dispersivas mais simples que existem sao as ondas planas hiperbdlicas
descritas pela equagdo

ou ou
Ou ou _ B.1
o e Y (B.1)

onde u = u(x,t) € a amplitude da onda e v € uma constante com dimensao de
velocidade, [v] = LT~!. A solugio da eq. (B.1) é imediata,

u(x, t) = up(x — vr), (B.2)

e representa a propagacao sem distorcao de um perfil inicial ug(x) = u(x,t = 0).
Estas ondas sdo ditas ndo-dispersivas porque sua velocidade de propagagdo ndo
depende das frequéncias envolvidas na onda que se propaga.

E possivel generalizar a eq. (B.1) e escrever uma “lei de conservacio hiperbélica”
[189]

o +o(u)— =0 (B.3)

com condi¢do inicial uy(x) = u(x,t = 0), e com a velocidade de propagacdo v(u)
dependente da amplitude da onda. Podemos resolver esta equacao pelo método das
caracteristicas [189, 190], como segue. Definindo uma curva caracteristica C no

plano (x, t) por
dx
i v(u), (B.4)
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vemos que sobre a curva C a eq. (B.3) se torna

du

— =0, B.5

7 (B.5)
isto €, u € constante sobre C. Uma vez que isto significa que v(x) também € constante
sobre C, vemos que as curvas caracteristicas sdo linhas retas no plano (x,7) de
inclinag¢do (v(u))~'. Impondo as condi¢des iniciais x(f = 0) = xy, encontramos
que u(x,t) = uy(xp) sobre C, e obtemos uma solugdo implicita para a eq. (B.3) na
forma

{ x(t) = xo+ v(ug(xo))t, (B.6)

ulx,t) = up(xp).

Repare que, ainda que de forma implicita, podemos escrever u(x, t) = uo(x — v(u)t),
em analogia com a eq. (B.2).

Se pudermos determinar x, = Xxo(x,?) a partir da primeira das Egs. (B.6),
encontramos u(x,t) para todo x, . Este porém ndao é sempre o caso, e quando
encontramos duas caracteristicas que se intersectam temos problemas. Pode-se
provar [189, 190], usando o teorema da funcao implicita, que no caso de termos

d
d—v(uo(xo)) <0 (B.7)
X0
para algum x, na condi¢do inicial, entdo no instante ¢ dado por #~' = min{ d%)v(uo(xo))}

as derivadas parciais 0,u(x, t) e 0,u(x, t) divergem, e a solug¢do da eq. (B.3) deixa de
ser unica. Este fenomeno analitico se traduz fisicamente na formacdo de ondas de
choque, nas quais a amplitude u(x, f) da onda muda abruptamente em uma regiao
muito pequena do espago. A formacgdo de ondas de choque € um fend6meno tipico
das equacdes do tipo (B.3). Uma das formas de se “suavizar” este efeito consiste
em levar em consideracao intera¢des locais com o meio, tal como uma dissipacao
viscosa, que leva a equagdes do tipo

(B.8)
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com v o coeficiente de dissipacdo com dimensdes [v] = LT~
Tomando v(u) = vu na eq. (B.3), obtemos a equagdo de Riemann

ou ou

—_— + vu— = 0, B.9

ot 0x B.9)
que descreve o fluxo de particulas ndo-interagentes ao longo do eixo x com velo-
cidade u [190]. Adicionando o termo de dissipacdo linear a esta equacdo, proce-
dimento também conhecido como regularizagao parabdlica, obtemos a equacao de

Burgers unidimensional

— +ou— = (B.10)

que acompanhada de condi¢des iniciais aleatorias uy(x) € uma das equagdes mais
investigadas da mecanica dos fluidos contemporanea, uma vez que ela pode ser
considerada uma aproximacao unidimensional da equacdo de Navier-Stokes

ou

E+(ﬁ-ﬁ)ﬁ:—€p+vvzﬁ+ﬁ (B.11)

descrevendo o fluxo (campo de velocidades) i = (¥, 1) de um fluido quando se
desprezam o gradiente de pressao -V p e a forga externa f

Na equacdo de Burgers, o fluxo parece ser aleatério mesmo quando as condi¢des
iniciais sdo suaves, ndo aleatorias, e este fato € um dos pricipais motivos para o
interesse nela e na teoria da turbuléncia em geral. Uma pergunta basica acerca da
equacdo de Burgers é: dadas condicdes iniciais aleatdrias u(x, t = 0) = uy(x), como
as inomogeneidades iniciais de uy(x) se propagam no tempo ao longo do fluxo de
Burgers u = u(x, t)? Como se pode imaginar, esta ¢ uma questao dificil que envolve
em sua investigacao conceitos sofisticados de andlise e teoria de probabilidades, tais
como andlise funcional nao-linear e teoria de campos aleatdrios, e vem mobilizando
as comunidades de fisicos e mateméticos desde sua introdugdo por J. M. Burgers no
final dos anos 30 como um modelo para a turbuléncia [40, 191].

Recentemente, a equacdo de Burgers voltou a pauta entre os fisicos devido
a sua relagdo com certos modelos de crescimento de superficies, mais especifica-
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mente com o modelo de Kardar-Parisi-Zhang [39], que descrevemos brevemente a
seguir.

B.2 A equacao de Kardar-Parisi-Zhang

Suponha que uma superficie cresce através de um processo de deposi¢do balistica,
no qual uma particula, que pode ser um d&tomo ou molécula de um vapor quimico,
por exemplo, atinge a superficie em uma posicao aleatdria e se deposita sobre ela
em uma direcao perpendicular a da superficie ja existente. Vamos derivar a equacao
diferencial que descreve o comportamento macroscopico de um tal processo de
crescimento seguindo a derivagdo original de Kardar, Parisi, e Zhang [39]. Veja
também a derivacdo baseada em argumentos de simetria e leis de conservacao
esbocada na Secdo 2.2. A geometria desta derivacdo aparece na Fig. B.1. Dada
uma fung¢do i = h(X,t) descrevendo o perfil instantdneo de uma superficie que
cresce sobre um substrato d-dimensional, a fragdo i que cresce na direcio de &
pela adicao de massa que atinge a superficie perpendicularmente a uma velocidade
v durante um intervalo de tempo 67 é dada por

Sh = \/(vat)z + (vStVhY? = vor[1 + %(Wz)z] (B.12)

para ||§h|| < 1. Fazendo 6t — 0, transformando as alturas para o referencial que se
move com velocidade v, h — h — vt, e adicionando um termo de relaxacdo difusivo
para levar em consideracdo o movimento das particulas sobre a superficie devido,
por exemplo, a tens@o superficial, obtemos a equacao de Kardar-Parisi-Zhang

% - g(ﬁhf +yW2h+ (B.13)
onde n = n(X, f) € um ruido branco, isto €, um ruido com as propriedades (n(X, 1)) =
0e (X, Hn(R’, 1)) = 2[6%(¥—x")6(t—1'), adicionado para representar as flutuacdes
no processo de deposicdo. Este termo é muito importante, pois sem ele a equacao
acima se torna deterministica e pode ser resolvida exatamente para qualquer valor da
dimensionalidade d do espago [39]. Dois exemplos de ruido muito utilizados tanto
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Figura B.1: Geometria para a derivacdo da equacdo de Kardar-Parisi-Zhang.

analiticamente quanto numericamente sao o ruido gaussiano, com distribui¢dao de
probabilidades P(17) « exp(-17*), € o ruido de Bernoulli simétrico, com distribui¢do
de probabilidades P(n7) occ 6(np + 1) + 6(np — 1).

A equacgdo de Kardar-Parisi-Zhang pode ser transformada na equagdo de Bur-
gers com ruido pela substituicdo i = —Vh, com o ruido dado pelo gradiente do
ruido original e com v = % na eq. (B.13). Pode-se ainda efetuar a transformacao
W(X, t) = exp[(1/2v)h(X, 1)] e obter a partir da equacdo (B.13) a equagdo

%V =yW2W + Zivnw, (B.14)
que € uma equacao de difusdo em um potencial aleatério dependente do tempo. A
funcdo W(X, r) pode ser entendida como a soma dos pesos de Boltzmann para todas
as configuragdes estdticas de um polimero (d + 1)-dimensional de extremidades
(6, 0) e (¥4, 1), onde o termo de ruido descreve um potencial aleatério quenched
exercido pelo meio sobre o polimero [39, 192]. Como podemos ver, a equacao
de Kardar-Parisi-Zhang € uma das mais interessantes equagoes diferenciais parciais
nao-lineares da atualidade, pelo menos tdo interessante quanto a equagdo de Burgers
com ruido.
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B.3 O limite hidrodinamico do processo de exclusao assimétrico

O processo de exclusdo simples é um dos modelos microscOpicos de particulas
interagentes mais bem estudados [88]. Neste processo, particulas inicialmente dis-
tribuidas em uma rede A C Z¢, com no madximo uma particula por sitio, aguardam
um tempo aleatdrio distribuido exponencialmente com parametro unitdrio e entao
tentam se mover para um dos sitios vizinhos mais préximos, efetuando o movimento
no caso de o sitio almejado estar desocupado. Em uma dimensdo (d = 1), se
a particula salta para a direita com probabilidade p € [0, 1] e para a esquerda
com probabilidade g = 1 — p, obtemos o processo de exclusdao simples assimétrico
quando p # q.

A existéncia de um processo de Markov unico {X;,t > 0} correspondente
ao processo descrito acima € garantido pelos teoremas gerais de existéncia para
os sistemas de particulas interagentes [88]. O sistemas de equagdes diferenciais
estocasticas correspondentes ao processo de exclusao simples unidimensional ass-
simétrico sao

dx,(f) = X({—- D[l = X(OdP(£ - 1) = X, (O[] = X,(£ + D]dP(£)
+ X+ D[ = X(O)dO:«(£ + 1) = X((O1 = Xi(€ = D]dQ:()(B.15)

para todo ¢ € A, onde P,(€) e Q,(€) sdo dois processos de Poisson homogéneos de
parametros p e ¢ = 1 — p, respectivamente. Estes processos fazem os papéis de
“alarmes”: quando um deles “toca”, a particula tenta se mover na direcao corres-
pondente.

O limite hidrodinamico do processo de exclusdo assimétrico pode ser obtido a
partir de um reescalonamento hiperbdlico das posicdes e tempos das grandezas que
aparecem na eq. (B.15) [181, 193],

X0 = ) Xen(OUlet, 8+ DN,
teA

Pix) = ) &P (OU[ el e + D), (B.16)
leA
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0/ = D 801 (OUl &L, + D)),

e

onde 1{[ a,b]}(x) é a funcdo indicadora do intervalo [a,b] C R, que vale um se
x € [a,b] e zero em caso contrdrio, e € > 0 é o parametro de reescalonamento.
Definindo as operagdes

F*u(x) = u(x)[1 — u(x + &)] e D¥u(x) = e u(x + &) — u(x)],

para uma funcdo real continua qualquer u(x), o sistema de equacdes diferenciais
estocdsticas (B.15) pode ser reescrito em termos do processo reescalonado como

dX?(x) = —DF[F**X*(x)dP(x)] + D**[F*X*(x)dQ°(x)]. (B.17)

No limite € — 0, com probabilidade um obtemos

lirré Pi(x) = pt e lina Q7 (x) =qt =(1 - p), (B.18)
e também
lim D**u(x) = ag(x) e limFux) = u(oll - u(xl, (B.19)
&= X &

de forma que o processo estocastico X (x)dx converge (fracamente) com probabili-
dade um para a fun¢ao u(x, r)dx solucao da equacao diferencial parcial

ou Olu(l —u)]
Y Qp - 1)—(9x =0, (B.20)

isto €, para a equagao de Riemann (B.9).

Para p = % a derivagdo apresentada acima ndo vale, e devemos neste caso usar
o reescalonamento parabdlico x — ex e t — &£*t, obtendo a equacdo de difusio
usual [181].

Pode-se igualmente obter a equacdo de Burgers ao invés da equagao de Rie-
mann como o limite hidrodindmico do processo de exclusdo simples assimétrico,
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porém desta vez tomando-o como um autdmato celular probabilistico [194].

Estabelecemos portanto neste apéndice as relagdes que existem entre as equa-
coes de Burgers, de Kardar-Parisi-Zhang e o processo de exclusdo simples as-
simétrico, como queriamos.
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