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RESUMO

Nesta dissertagdo abordamos o problema de um ion de trés niveis
armadilhado e inserido em uma cavidade com alto fator de qualidade. Desejamos
estudar o processo de interagcdo fénon-féton-matéria, mediado por um campo
classico. Em particular, estaremos interessados na engenharia do processo de troca
de duas excitagdes, fébnon e/ou féton, que resultam na compressédo do modo da
cavidade e/ou do modo de vibragcdo do ion. Empregaremos a técnica de

aproximacao adiabatica para a obtengao de Hamiltonianos efetivos simplificados.



ABSTRACT

In this work we consider the problem of a three-level trapped ion inside a high-
Q cavity. We study the process of phonon-foton-matter interaction mediated by a
classical field. We are particularly interested in the engineering process of two
excitation changes, phonons and/or photons, which result in squeezing of the cavity
mode and/or the vibrational field. The adiabatic aproximation is employed to obtain

simplified effective Hamiltonians.
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CAPIiTULO 1

INTRODUCAO

A teoria quéntica teve seu inicio em 1900, quando Planck [1] propds que se
poderia descrever a distribuicdo espectral da energia eletromagnética irradiada por
uma fonte térmica, postulando que a energia de um oscilador harménico é
discretizada (quantizada). Em 1905, Einstein [2] mostrou que o efeito fotoelétrico
poderia ser explicado a partir da hipétese de corpuscolaridade da radiagéo
eletromagnética. O quantum da radiacao foi denominado de féton muito tempo
depois, em 1926, pelo quimico Lewis [3], em um artigo no qual propunha uma lei de
conservacgao de fétons.

A outra corrente principal nas fundagées da teoria quantica estava centrada
na explicacdo das linhas do espectro atomico. A interacdo da radiagao
eletromagnética com o atomo foi discutida inicialmente por Einstein [4] em 1917,
que introduziu os coeficientes de emissao espontanea e estimulada (teoria semi-
classica — atomo + campo + Egs. de Maxwell).

Uma grande excitacao decorreu da sugestao feita por Schawlow e Townes e
por Prokhorov em 1958 [5] que um maser poderia ser operado em frequéncias
opticas. Dentro de uma década de operagdo bem sucedida do primeiro maser
optico, ou laser, areas da fisica completamente novas se abriram e uma onda de
desenvolvimento tecnoldgico associado surgiu. A fisica do laser englobou campos
como estatistica de fétons, micro-contagem, medida e absorg¢ao de dois fétons.

A partir do desenvolvimento do laser e sua teoria, uma nova area surgiu: a
Optica Quantica. Inicialmente, quantizou-se o campo eletromagnético luminoso e

procurou-se por alguns critérios e efeitos que tornassem a Optica Quantica
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necessaria como uma teoria para a explicagédo dos fenbmenos luminosos, tanto dos
campos estacionarios isolados, quanto de sua interagdo com a matéria. Alguns
efeitos como o anti-agrupamento de fotocontagens, mostraram-se explicaveis
somente se o campo de radiacdo estivesse quantizado. Dai por diante, outros
efeitos, como a estatistica sub-Poissoniana, compressao de quadraturas, colapsos e
ressurgimentos da inversdo de populagdo atdbmica foram observados
experimentalmente. Conceitos novos como a distribuicdo de quase-probabilidade e
novas interpretagdes com respeito ao espaco de fase de um sistema foram
abordados e puderam ser implementados na area de Optica quantica.

Muitas das indeterminacdes que estdo associadas as medidas na area de
Optica Quantica, s&o devidas a influéncia do meio, tal como componentes 6pticos
na fonte de luz que vibram de uma forma nao controlada e levam a uma mudanga
aleatdria na freqiéncia e na amplitude do campo de radiagédo. Esses ruidos podem
ser eliminados com “designs” especiais das fontes de luz, sobrando apenas tipos de
ruidos opticos mais fundamentais. Tais ruidos resultam da indeterminagao quéntica
intrinseca ao processo de geragao de luz e a seu acoplamento com a matéria e tem
sido objeto de estudo recente [6].

Concentrando-nos na amplitude do campo, o estado que apresenta ruido
mais baixo € o vacuo eletromagnético. Tal flutuagdo independe da freqiéncia e da
excitacao do modo do campo. Recentemente, trabalhos sobre estados coerentes
comprimidos [7,8,9] mostraram que € possivel diminuir o ruido 6ptico quéntico
abaixo do ruido de vacuo, para certos valores de angulos de fase ou quadraturas,
com um respectivo aumento do ruido na quantidade conjugada. Isto é devido a
incerteza de Heisenberg [10], na qual dois observaveis canonicamente conjugados

tem o produto de suas incertezas sempre maior ou igual a constante 7/2.

Como possiveis geradores de estados comprimidos, os processos de

amplificacdo paramétrica passaram a ser considerados um dos temas centrais em
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Optica Quantica, tanto no que concerne a fundamentagdo da Teoria Quantica,
quanto ao incrivel apelo tecnoldgico associado. Como produto direto dos processos
de amplificacdo paramétrica, os estados comprimidos tem sido profundamente
estudados como forma de aumentar nossa compreensao acerca das propriedades
quanticas da radiacdo [11] e a natureza de sua interagdo com a matéria
[12,13,14,15].

A melhora na razao sinal ruido que pode ser obtida via compressao do
campo de radiagdo, deve representar uma motivagdo para a imediata
implementacgao tecnoldgica. Salta as vistas o fato de, se uma das quadraturas do
campo de radiagao for comprimida, mais informagao do que numa quadratura nao
comprimida podera ser armazenada, motivando a busca tecnoldgica pelo controle
do processo de transmissao de informagcao comprimida. Quando sistemas capazes
de transmitir informagdo comprimida numa das quadraturas do campo forem
implementados, devera ocorrer uma revolugdo na tecnologia atual em
telecomunicacdes [16,17]. E ainda mais fascinante a possibilidade futura de
detectarmos ondas gravitacionais com “ponteiros” medidores constituidos de campo
comprimido, que serao ultra sensiveis as menores perturbag¢des espaciais [18,19].

Na literatura, € bem discutido que a interagao radiagao-matéria, descrita pelo
modelo de Jaynes-Cummings [20], pode atuar comprimindo o estado de um campo

inicial na cavidade |w> como discutido nas Refs. [21, 22 e 23]. Porém, o Modelo de

Jaynes-Cummings nao permite um completo controle do processo de compressao,

pois, para um dado estado inicial do campo de radiagao |w> nao podemos

descrever a compressao como a aplicagao do operador de compressao sobre o

estado inicial S(y)w).

Comummente a compressao do campo de radiagdo é obtida em processos

paramétricos em meios nao lineares [24,25,26] sendo escassa na literatura a
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obtengao do processo de compressao em sistemas envolvendo cavidades. Celso
Villas-Bbas ef al. [27], propuseram recentemente um dos primeiros modelos para a
obtengao de compressao do campo de radiagao num sistema envolvendo um atomo
de trés niveis interagente com um modo da cavidade, amplificado por um laser.

Neste trabalho estaremos considerando um ion de trés niveis armadilhado,
inserido numa cavidade com alto fator de qualidade e constantemente amplificado
por um laser. Ndo nos importaremos com as especificagdes da armadilha iGnica
empregadas. Aplicaremos a técnica da aproximagao adiabatica, para fazermos
engenharia de interagdes, obtendo diferentes Hamiltonianos, selecionados por
ajuste conveniente dos parametros do sistema. Dentre os Hamiltonianos efetivos
possiveis, dedicaremos especial atengdo aqueles que envolvam processos de dois
fétons, pois resultam em compressdo paramétrica do modo da cavidade.
Mostraremos como obter o operador de compressao de uma das quadraturas do
campo de radiagao, como consequéncia do operador de evolugao temporal.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma. No Capitulo 2, desenvolvemos
o modelo de interacao radiagao-matéria para um ion interagindo com o campo de
radiacdo, tanto do laser, quanto da cavidade. No Capitulo 3 sdo apresentados
conceitos basicos sobre processos de compressdo paramétrica e taxa de
compressado. Engenharia de interagbes via aproximagdo adiabatica, algumas
consideragdes sobre o método de aproximagao usado e discussao dos resultados,
sdo apresentados no Capitulo 4. Uma breve conclusdao com algumas perspectivas
futuras sera apresentada no Capitulo 5. Apresentamos também cinco apéndices
que discutem: a quantizacdo da radiagcao (Apéndice A); a quantizacdo do campo
eletrénico (Apéndice B); a invaridncia da Eq. de Liouville-Von Neumann (Apéndice
C); a integracdo formal na aproximacao adiabatica (Apéndice D) e a aproximagao

adiabatica numa base diferente da proposta neste trabalho (Apéndice E).
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Durante todo o desenvolvimento deste trabalho estaremos utilizando a

constante de Planck como a unidade (7=1).
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CAPITULO 2

INTERACAO RADIACAO-MATERIA

2.1. INTRODUCAO

Um sistema de dois niveis interagindo com o campo de radiagdo, gera um
modelo quantico simplificado e importante para a interacdo da radiacdo com a
matéria. O modelo torna-se muito simples se o campo € monocromatico [20,28]

Tal modelo tem sido vastamente utilizado em varias areas da Fisica
moderna, como no estudo da ressonancia magnética nuclear, onde se trabalha com
o modelo de interacdo de um dipolo magnético e o campo magnético de radio
freqiiéncia. O modelo também constréi a base da Fisica de laser em Optica
Quantica, em que um dipolo elétrico, tanto um atomo de Hydberg [29] quanto um ion
armadilhado, interage com um unico modo do campo de radiagdo. Com uma
interacdo ressonante, a maior parte das transigcdes atdbmicas fica longe da
ressonancia com os modos do campo e podem ser desprezadas.

Necessitamos a deducdo de dois tipos diferentes de Hamiltonianos de
Interagao radiagao-matéria, chamados Hamiltonianos tipo Jaynes-Cummings, pois
na sequéncia deste trabalho estaremos considerando as interagdes: ion
armadilhado interagindo com o campo de um laser, ion armadilhado interagindo

com o campo de radiacao de uma cavidade.

2.2. QUANTIZACAO DA INTERACAO RADIACAO-MATERIA
O Hamiltoniano classico que descreve a interagdo entre o campo
eletromagnético e um elétron, desprezando-se o spin deste elétron [30,31,32], &

dado por
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1
H =%(p_eA)2 +V(X)+Hcampo’ (2.1)

sendo m a massa, € e p a carga € o momento do elétron, respectivamente, V(x) o}
potencial de Coulomb e H 3,0 Hamiltoniano do campo de radiagao livre.

Quanticamente podemos escrever o Hamiltoniano Total de interagcao
radiagcdo-matéria como

H=Hy+H,, +H (2.2)

campo !
Da quantizagdo dos campos de radiagao e eletrénico, sabemos que (ver

Apéndices A e B)

Hearpo = Y1 (88 +12) (2.3)
|
Hy :Z% E, (2.4)
j

sendo que, as Egs. (2.3) e (2.4) descrevem os Hamiltonianos quanticos do campo

de radiagao H,.,,, € do campo eletronico Hg

O Hamiltoniano H.

int?

refere-se ao termo de interagdo que pode ser obtido
abrindo-se o0 quadrado perfeito no paréntese em (2.1). Identificando-se o termo
p2/2m com o Hamiltoniano do campo eletronico livre, restam-nos os outros dois

termos do Hamiltoniano de interagao radiagdo-matéria que devem ser quantizados,

dados por
m
2
£ Az (2.6)
2m

E facil demonstrar que o termo (2.6) é muito pequeno comparado com o

termo (2.5), sendo desprezivel sua contribuigao.
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Vamos utilizar o mesmo formalismo de segunda quantizagao apresentado no

Apéndice B, para obtermos o Hamiltoniano de interagao radiagao matéria.
Expandindo os operadores do campo eletrénico de forma que o operador de

campo ‘P(x) possa ser entendido como uma superposicdo de modos normais, e

9 (x) como autofungdes do Hamiltoniano Hg com autovalor E;, podemos escrever
\P(X):ZBM’] (%), (2.7)
j
e da mesma forma escrever o Hamiltoniano de interagdo como
Hin :j‘PT(x) {_—eA-p} ¥ (x) d®x (2.8)
m
Substituindo o potencial vetor quantizado, obtido no Apéndice A,

A(r,t):z fzgol% (& (t) uc(x)+hc), (2.9)

no Hamiltoniano de interagcdo em segunda quantizacao (2.8), temos

H. =‘—r:ZBJTa 1 jq)}"(x){ [a(1) u ()8 (1) i (x) ]p b (x) &

2640,

D N 810 [0 Luwt) 0] 0 Perne]

que pode se rescrito na forma

Hint :Zﬁm { & (t) gj|k+é‘l1(t) gEk}' (2.10)

jlk

onde foi definido o fator de acoplamento atomo-campo g, como sendo

gjlk{%ﬂ\/; jgb}‘(x) [uk(x) -p] ¢ (x) d°x. (2.11)

Assumindo que a forma espacial da fungao vetorial uk(x), seja dada para

ondas planas

Uy () =1/ 13 & kxvo), (2.12)



CAPITULO 2. INTERACAO RADIACAO-MATERIA 9
e que para um ion aprisionado, apenas uma pequena variagao em torno da posi¢cao

X, (tomado como o centro da armadilha) seja permitida, podemos perceber que a
funcao uk(x) variara muito pouco em comparagao com as fungdes eletrdnicas,

podendo ser tirada de dentro da integral. Desta forma podemos aproximar gy, por

1 % 3
Ok =€ /250% uk(xo)-J‘a)j (x) (%) ¢ (x) d*. (2.13)

A partir do Hamiltoniano livre do elétron,

A~ p2
Heagron = % +V(X)1

pode-se demonstrar com facilidade que,

- P
-l E = [Hdétron’x] = Helétron X-X He|étron' (214)

Substituindo a Eq. (2.14) na Eq. (2.13), temos

. 1 w
g =i /m Vi U (o) j¢j (x)(e)d (x) d*x, (2.15)

com v :(Ej—E|).

Descrevendo o Hamiltoniano (2.10) na representagao de interagdo, que é

definida a partir da transformagdo unitaria U:e_i(H“‘“""“He‘)t levando ao

3

Hamiltoniano H' =U'H, U - Hcampo—ﬁd, podemos obter o Hamiltoniano de

interacao nesta representacao, apds alguma algebra, como

|:|i|nt = Bm {gjlk & e’ ()t +guk a;r o) } (2.16)
ilk
Considerando agora, que temos um elétron, que pode ocupar somente dois

niveis, ou seja, | = j =(1,2), reescrevemos a Eq. (2.16) na forma

H Int = 61T62|:glzkake “crva) | U2 kake ~a) J

~ . (2.17)
+b;rb1[921kékeil(wki alt y 01 kake(WkWZl) ]
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identificando que temos somente duas frequiéncias diferentes em (2.17).

Se nos restringirmos a analisar apenas um unico modo @ = @, , de forma que,
a4 =4, e assumirmos que existe uma quase ressonancia entre o modo de transigéo
atdbmica, representado pelo operador ﬁ (I =1,2) e o0 modo de vibragéo da radiag&o,
representado pelo operador &, ou seja v,, = w, entdo notamos claramente que uma

das duas frequéncias envolvidas na expressao (2.17) sera praticamente nula,
enquanto a outra sera grande, em outras palavras,

w-v,y=0 e w+v,=2w.
Substituindo esses valores na Eq. (2.17), encontramos,
Hilnt = Bfﬁz(glzé ety g§1éT)+ 6;r61(921é+ O a'et? )1 (2.18)
e sabendo-se que g,, = 0;,, para g,, = g, podemos simplifica-la para
Hi, = g"bb, (et +a")+ gﬁgﬁl(é +a'e? ). (2.19)
Calculando-se a média temporal sobre cada um dos termos que envolvem

exponenciais no Hamiltoniano (2.19), encontramos

)

. T)
1 j e 2ongg = SNOT) cior (2.20)
T 0 T

T

. T)
lj eorgy = N(T) gor (2.21)
T 0 T

onde notamos que ambas tornar-se-d0 muito pequenas e poderéo ser desprezadas
se o intervalo de tempo T, sobre o qual calculamos a média temporal, for muito
grande em comparagao com o tempo dado pela freqiéncia natural do modo da
cavidade . E importante notar que o intervalo de tempo T, sera proporcional ao
inverso da freqliéncia de acoplamento de Rabi T =1/g, o que implica que essa
escala sera muito maior do que a escala de tempo do campo na cavidade.

Desta forma, justificamos que se desprezem os termos que oscilem muito

rapidamente, em comparagcao com aqueles que pouco oscilam. Os termos de
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oscilagdo rapida terdao contribuigdo média pequena, para a dinamica do sistema
como um todo. Esta aproximacao é chamada de aproximagao de onda girante.

Com estas consideragdes, vamos reescrever o Hamiltoniano de interagao
atomo-campo dado por (2.19), na forma

Hi =g biba+g'hb,a’, (2.22)
com o fator de acoplamento atomo-campo, que € a frequéncia de Rabi para o modo

k, é dado por

: 1
g=-i /2.9050 Vo U(Xg) dpo, (2.23)

e o0 momento de dipolo para a transicédo 1— 2 é

d,, = j o (x)(ex)4) (x) d (2.24)

Tratando os operadores fermibnicos 61 e 62 pela algebra de pseudo-spin,
apresentada no Apéndice B, reescrevemos a Eq. (2.22) na forma sintética.

Hix =046, + g'd'6 . (2.25)

2.3. DIFERENTES INTERACOES

Na secao anterior, obtivemos o modelo de interacao radiagdo-matéria, mas
nao fizemos consideragdes sobre qual a forma do acoplamento de Rabi [33]. Para
comegcar, vamos identificar a Eq. (2.24) o dipolo elétrico para a transicao permitida,

como
d,, = j 0" (%)(x)4 (x) d,
em seguida lembremos que a fungdo dos modos do campo de radiagao € dada por

Uk(xo):]/\/Fei (kxor0),

assim como o acoplamento de Rabi por
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) 1
g=-—i /28060 Vo, U(Xg)dy,,

que depende tanto do momento de dipolo, quanto da forma da expansao espacial

dos modos do campo.
Se estivermos interessados no acoplamento de um ion com o campo de
radiacdo de uma cavidade, poderemos aproximar a dependéncia exponencial da

funcdo u, (xo) por Seno ou cosseno, ja que o campo de radiacao sera estacionario,

dependendo da posicao em que o centro da armadilha esteja colocado, se no nodo
ou anti-nodo do campo de radiagao dentro da cavidade.
g=g'sin(k -xq) — nodo,
ou (2.26)
g =g’cos(k - x,) — anti-nodo.

E facil entender se devemos escolher seno ou cosseno. Primeiro lembremos
que o campo da cavidade se anula nas bordas. Agora imagine que o centro da
armadilha seja colocada no centro da cavidade e neste ponto o campo da cavidade
seja nulo, neste caso o ion sente um campo tipo seno, pois a fungdo que descreve o
campo deve ser impar, portanto seno. Caso o centro da armadilha esteja na origem
e 0 campo da cavidade esteja no seu valor mais intenso, o anti-nodo, entdo o ion
sofre a agdo de um campo que pode melhor ser representado por cosseno, pois a
funcdo que descreve o campo tem de ser par, portanto, cosseno. Podemos também
nao colocar o centro da armadilha no centro da cavidade, mas apenas nos nodos ou
anti-nodos, mas as fungdes que descreveriam o campo ainda seriam melhor
representadas por seno e cosseno, respectivamente.

A posigcao que aparece na fungao deve sofrer um tratamento quantico, sendo
preciso trata-lo como operador do modo de vibragao.

Com estas consideragoes, podemos reescrever o Hamiltoniano de interagao,

na representacido de Schrédinger, para uma interacdo de apenas um modo da
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cavidade com uma transigao eletrénica, sem a aproximagao de ondas girantes na

forma
Hi =] g'(8"+8)6, + g" (8" +a)6_ |L(kx,), (2.27)

onde definimos

L(k-xo):{

sin(k -xo) — nodo,

2.28
cos(k - x, ) - anti-nodo. (2.28)

Agora, se estivermos interessados no acoplamento do ion com um laser,
temos de tratar quanticamente toda a parte espacial da expansdo do campo,
portanto redefiniremos o novo parametro de acoplamento de dipolo como

g=gé ko) (2.29)
porém as amplitudes da expansédo do campo para o laser deverao ser tratadas de
forma classica, pois a amplitude do laser ndo pode ser quantizada, ele € um campo

classico, assim devemos substituir

( ) —|a)t
2.30
T( ) Qe +|a)t ( )

Com estas consideragoes, podemos reescrever o Hamiltoniano de interagao,
na representagcao de Schrodinger, para uma interacdo de apenas uma transi¢cao
eletrbnica com um laser monomodal de freqiiéncia ressonante com esta transigao,

sem a aproximacgao de ondas girantes por

HS —Q —|a)t (k XO+$) +Q elwc O- e (k X0+¢)_ (231)

int

2.4. PARAMETRO DE LAMB-DICKE
O Parametro de Lamb-Dicke pode ser determinado a partir da expressao
k-x,, veja por exemplo a Ref. [34], onde tomamos x, = Ax (c'+c)X e k :275//“2.

Desta forma, podemos escrever
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K-X, = Zﬂjx" (CT+c)(Iz-)“<)

=n(c"+0),

com o parametro de Lamb-Dicke sendo dado por

n=2"0 k%),

14

(2.32)

Note, a diregao kK nos da a dire¢cdo do campo de radiagdo, enquanto a

direcdo X nos da a diregao de confinamento do ion na armadilha. Podemos

entender Ax, como a oscilagdo média do ion, enquanto A é o comprimento de

onda do campo de radiagao.

Podemos controlar o valor do parametro de Lamb-Dicke variando a

freqliéncia do campo de radiagdo ou variando o angulo relativo entre a direcdo do

campo e a dire¢ao de confinamento do ion, o que nos garante um controle suficiente

deste parametro.
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CAPITULO 3

PROCESSO DE COMPRESSAO PARAMETRICA

3.1. INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos as idéias principais acerca dos processos de
compressao paramétrica de quadraturas, para servir de suporte para a interpretagéo

dos resultados que serao obtidos no Capitulo 4.

3.2. QUADRATURAS DO CAMPO ELETRICO

Uma outra forma de escrevermos o campo elétrico quantizado para um unico

modo, é

_i | W 4 -i(a)t+|2.F)_ t i(a)t+|Z.F)
E_I\/ 280Ce {ae ae } (3.1)

onde, @ e k sdo a freqliéncia e o vetor de onda de um Unico modo do campo, a e

a' os operadores de destruicdo e criagdo deste Unico modo (em analogia com o
oscilador harménico vale a relagdo de comutagdo [a,a']=1),£, a constante de
permissibilidade elétrica, ¢ a velocidade da luz e € a diregdo do campo. Se
definirmos as quadraturas do campo elétrico como sendo

t _af
_ara o y-2-a (3.2)
2 2i

X

que respeitam a relagdo de comutacéo [X,Y]:i/2, podemos reescrever 0 campo

elétrico (3.1), com auxilio de (3.2), na forma

E=2| Y& [ X sen(at +KF)-Y cos(at +KF) . (3.3)
2¢,C
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As quadraturas (3.2) sao de suma importdncia, pois nos déo o
comportamento do campo elétrico e pode-se entendé-las como se fossem a posi¢cao

e o momento do campo, em franca analogia com o oscilador harmonico.

3.3. ESTADO COERENTE E ESTADO COMPRIMIDO

No desenvolvimento desta sec¢ao, utilizaremos um estado muito especial para
tomarmos valores médios e calcularmos variancias, chamado de estado coerente ou
quase classico, pois apresenta a incerteza minima. Dentre os estados quanticos, o

mais classico é o estado coerente, que sera designado por |a>. Este estado é

obtido por meio da aplicagdo do operador deslocamento, D(«) :exp{aaT— a*a},

sobre o vacuo, em outras palavras, |) = D()|0).

Pode-se demonstrar facilmente que o estado coerente satisfaz as operacgoes,
ala)=ala),
(@la’ =a" (a], (3.4)
(] a*a |a)=|af",
e pode-se notar que o estado coerente é auto-estado do operador de destruicao de

fétons. E principalmente, o valor médio do operador de nimero a'a, tomado neste
’ T . ~ 2
estado, fornece-nos o niumero médio de excitacao do estado coerente |a| )

Invertendo as egs. (3.2), obtemos a relagao entre o operador de destruicao e
os operadores de quadratura,

a=X+iY. (3.5)

Utilizando as relagdes (3.4) e a Eq. (3.5), podemos escrever o valor médio do
operador destruicdo de um modo do campo como,

(a)=(a] X |a)+i {a] Y |a),

. (3.6)
=ax+i o, =,
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ou seja, o (0 estado coerente) pode ser interpretado como um vetor no plano
complexo, possuindo como coordenada real o valor médio da quadratura X e como
coordenada imaginaria o valor médio da quadratura Y, ambos os valores médios
sao tomados com relagao ao estado coerente.

Pode-se demonstrar com facilidade que as variancias para as quadraturas do
campo elétrico, obtidas a partir do estado coerente, sdo numericamente iguais a

minima incerteza possivel, <(AX)2>:<(AY)2>=% , levando-nos a associar ao estado

coerente a idéia de estado mais classico possivel.
Pictoricamente, podemos visualizar o estado coerente como o vetor

o =ay+ia, no plano complexo, com um circulo de incerteza de didmetro d =1/2

centrado no ponto do plano complexo (ag,o,)[32]. Ou seja, temos o comprimento
do vetor complexo bem definido e identificamos |0(|2 como 0 numero meédio de

fétons do estado coerente, figura (3.1-a).

Figura 3:1 Representagdo pictorica da incerteza no espago de fase associada a

um (a) estado coerente e a um (b) estado comprimido.
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Vamos agora definir um estado comprimido |,B> como aquele que possui a

variancia diminuida em uma quadratura e aumentada na outra, sem violar a relagao
de incerteza de Heizenberg. O operador de compressao € dado por:

y*az—y aTz)

S(y)=e2 77, (3.7)
onde podemos escrever y =re'’. Os operadores de destruicdo e criagdo de um
modo comprimido, satisfazem as relagdes

A =S'(y) aS(y) = ua—va', (3.8)

A =s'(pa's(y)=ua'-v'a, (3.9)
sendo v:senh(r)eie e u=cosh(r), dois numeros complexos que, como veremos
mais adiante, representam a rotagdo do estado comprimido |ﬁ> em relagdao ao
estado coerente |a). E facil demonstrar que a relagdo de comutagéo usual
[A A']=1 se mantém.

O estado coerente comprimido |,B> € dado por um deslocamento do vacuo e
por uma compressao,

|8)=|a.y)=S(r)D()|0). (3.10)

Notamos que, obter o valor médio do operador de aniquilagdo a no estado

coerente comprimido |ﬁ> sera igual a se obter o valor médio do operador de

aniquilagdo comprimido A na base coerente,
(a)=(p| a|B)=(a|Ala)=ua-va"=p, (3.11)
0 que nos leva a interpretar que, comprimir um estado coerente € o0 mesmo que

transformar o vetor de estado coerente |a> em outro vetor coerente (comprimido)

1 8) =\ ua —ve' > (3.12)

Notamos ainda que existe uma relagao importante entre os operadores de

compressao e de deslocamento [8], dada por: S(y)D(«) = D(8)S(y) .
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3.4. VARIANCIAS E INCERTEZA NO PROCESSO DE COMPRESSAO

~ ~

Vamos agora comprimir as quadraturas. Sejam X e Y as quadraturas

comprimidas, obtidas por meio da atuagado do operador de compresséo,

T

X =s'(8) X S(B) = A+2A , (3.13)
N

v=s'(B) Y S(B) = AZiA , (3.14)

substituindo as eqgs. (3.8) e (3.9) nas relagdes (3.13) e (3.14), podemos reescrever

as quadraturas comprimidas apos, alguma algebra, como
r - % %

X = cos(gj e’ +isen(gj e | a+ cos(gj e’ —i sen(g]e' e—aT, (3.15)
2 2 2 2 2 2

i 9

Y= :sen[gj e —i cos(gje’}e_iz% a{sen(gje‘r +i cos(%j er}e—faT . (3.16)

e por conseguinte, obter as variancias para as quadraturas comprimidas,

<(A)~()2>:%(cosz (gje‘zr +senz(%je2rj, (3.17)
<(A§?)2> = %(senz(@ e’ + cosz(gj e’ J : (3.18)

Note que as variancias sdo independentes da amplitude do estado coerente

o, mas dependem do angulo @, o que significa dizer que, estando na base das
quadraturas do campo elétrico originais, X e Y, as novas quadraturas do campo
elétrico comprimidas, XevY, apresentar-se-ao com uma rotagéo que dependera do
angulo 6. Isto fica claro olhando, tanto para a forma das quadraturas comprimidas
(3.15) e (3.16), quanto para as variancias obtidas a partir das quadraturas
comprimidas (3.17) e (3.18). A existéncia desta dependéncia em &, entre as
exponenciais em r e em -, que correspondem as quadraturas estendida e
comprimida, respectivamente, diz-nos que nao estamos descrevendo o problema na

melhor base possivel.



CAPITULO 3. PROCESSOS DE COMPRESSAO PARAMETRICA 20

Vamos agora descobrir qual a rotagdo da base de quadraturas, que melhor
descreve o0 processo de compressao. Para tanto, aplicaremos o operador de
compressao nas quadraturas do campo elétrico rodadas de um angulo ¢ arbitrario, a

se determinar.
: N isal
Aplicando-se o operador de rotacdo R(¢)=€"'?22, teremos 0s novos

operadores de aniquilagdo e de criagdo do campo de radiagdo aea', descritos na
forma:

R'(¢) aR(@)=ae" ",

R'(¢)a' Rig)=a'e’,
assim, apds algumas passagens, as quadraturas do campo elétrico na base { X,Y;}

obtidas via rotagcao serao:

“igp | T o

X, = R'(¢) X R(g) :w, (3.19)
2 AT

Y, =R'(¢) Y R(g) =%. (3.20)

Aplicando o operador de compressao (3.7) as quadraturas “rodadas” (3.19) e
(3.20), obtemos:

X, =A"a+]a’, (3.21)

Y,=pa+pa, (3.22)

que sao as quadraturas “rodadas” e comprimidas, sendo A e p dados por,

1o {cosh(r)ei”’ —senh(r)e@? }
5 :

_ .{cosh(r)ei"’ +senh(r)e' =9 }
0= 2 .

Escolhendo-se @ = 2¢, estaremos analisando o processo de compressao na

rotacdo adequada dos eixos das quadraturas, pois estaremos descrevendo as

novas quadraturas na diregao dos eixos principais da elipse representativa do
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estado coerente comprimido, Figura (3.1-b). Com esta escolha particular de ¢,

obtemos

e’ ) [ €)
A=|—|€? e p=i|—=|e""’,

Substituindo-se estes valores para 4 e p nas eqgs. (3.21) e (3.22),

encontramos
-ig i ot
- e Pa+e’a' | _
X1: - _ e r,
2
- e'%a-ée?’a’
Y1= - . er,
21

e, como os parénteses sdo exatamente as quadraturas rodadas X; e Y;, dadas por
(3.19) e (3.20), segue que

X, =X,€e", (3.23)

Y, =Ye' . (3.24)

As equagdes acima, apresentam-se numa forma simples e elegante para se
descrever o processo de compressao das quadraturas do campo de radiagao. A Eq.
(3.23) corresponde a quadratura que sera comprimida, enquanto a Eq. (3.24)
corresponde aquela que sera distendida. S6 nos interessaremos pela quadratura
(3.23). Este conjunto de operagdes sobre as quadraturas, justifica-se, pois a
compressao nao se da nas diregées das quadraturas originais do campo, mas numa
direcdo que sofreu uma rotagdo de ¢ =6/2. Por isso precisamos efetuar uma
rotacido sobre as quadraturas originais, descrevendo o processo todo na rotacao
particular que a compressao selecionou.

As variancias para as quadraturas )Zl e\?l, assim como a relagao de incerteza

de Heisenberg para o problema completo de um estado comprimido, podem agora

ser obtidas com muita facilidade como
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—2r

(8% ) =2 (3.25)

<(AY1)2> =%, (3.26)

\/<(A>”<1)2><(AY1)2> -+ (3.27)

Desta forma, podemos visualizar o processo de compressdo como uma

rotacdo do estado (vetor complexo) no espaco de fase, em conjunto com uma
alteragao do formato pictorico da incerteza associado a ele, mas obrigatoriamente
tendo que preservar a area da figura pictorica original, para nao violar a relacao de
incerteza de Heisenberg. Para o caso de uma compressado de estados coerentes,

temos que: um vetor complexo |a>, com a incerteza pictoricamente na forma
circular, é rodado pelo processo de compressao para um novo vetor complexo |ﬁ>

com a incerteza pictoricamente na forma eliptica, Figura (3.1-b).

3.5. TAXA DE COMPRESSAO

Para um dado parametro de compressdo y, a rotacdo dos eixos sera
determinada por ¢ =6/2, que é a rotagéo particular selecionada pelo processo e o
fator de compressao sera dado pela relagao r :| y | .

Assim, teremos o grau de compressdo da quadratura )~(1, dado pela
expressao pratica:

o =(1-€ 2 )x100 %, (3.28)

sendo @; o valor da compressédo em porcentagens que sofrera a quadratura X .
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CAPITULO 4
ENGENHARIA DE INTERACOES

4.1. Introducéo

Neste capitulo, aplicaremos a técnica de aproximacao adiabatica para a
engenharia de interagdes efetivas. Vamos abordar o problema de um ion de trés
niveis armadilhado num potencial eletromagnético, inserido numa cavidade quantica
com alto fator de qualidade e excitado por um campo classico. Nosso objetivo é
reduzir o Hamiltoniano total do sistema, que apresenta consideravel grau de
complexidade, a um Hamiltoniano mais simples, que possa ser tratado
analiticamente, ou que possa, ao menos, mostrar de maneira clara quais processos
sao mais importantes para a dinamica efetiva do sistema.

Os parametros ajustaveis do sistema sofrerao restricoes quanto aos valores
que poderao assumir devido a aproximacgao adiabatica. Chamaremos de regime de
parametros ao conjunto de valores que os parametros ajustaveis terao de assumir
para a distingdo entre os possiveis Hamiltonianos efetivos que governardao a
dinamica do sistema de interacao fénon-féton-matéria.

Dentre os possiveis Hamiltonianos, dedicaremos especial atengao aquele
que apresenta termos de troca de dois fétons, por levar impreterivelmente a
compressdo de uma das quadraturas do campo de radiagcdo. Como exemplo de
aplicagcao das técnicas apresentadas de engenharia de interagdes, obteremos a
taxa de compressdo de uma das quadraturas do campo de radiagdo para o
Hamiltoniano efetivo que gera o operador de compressao do campo como

consequéncia da evolugao temporal.
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4.2. Modelando a Interacdo Fonon-Foton-Matéria

Existem na literatura muitos trabalhos que abordaram a interagdo tipo
Jaynes-Cummings envolvendo cavidades, armadilhas ibnicas e campos classicos
(laser) acoplados, encontramos nas Refs. [35,36,37,38,39,40,27] alguns exemplos
de trabalhos que modelam a interagdo de modo semelhante ao nosso, destaque
especial para as Ref. [35,36]. Outros trabalhos também abordaram o problema de
um ion armadilhado numa cavidade, com enfoque pouco diferente [41,33,42]

No desenvolvimento deste capitulo, ndo faremos consideragdes quanto ao
formato da armadilha e as estratégias usadas para aprisionar o ion. A saber,
encontramos grande variedade de arquiteturas na literatura, as que aplicam campos
de quadrupolo eletrostaticos e magnetostaticos sao as mais comuns [43],
denominadas armadilhas de Penning. Ha& também as que usam campos de
radiofreqiiéncia, também marcadamente quadrupolares, denominadas armadilha de
Paul [44,45,46] que se dividem em lineares e elipticas.

Nosso sistema de interesse pode ser esquematicamente visualizado na

Figura (4.1).

Figura 4.1 : Representacdo esquemadtica para um lon de trés niveis armadilhado
dentro de uma cavidade (com a armadilha dentro da cavidade) e

amplificado por um campo classico.
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Consideremos o diagrama de niveis e acoplamentos, proposto para o

sistema ion armadilhado inserido numa cavidade e excitado por um campo classico.

—

B ZI

i

03 & |2
Lo A

&y | &y

175

Figura 4.2 : Esquema de Energias e acoplamentos para os niveis infernos do fion

com o /aser e com o modo da cavidade

No esquema acima temos que |e),|g)el|i) sdo os niveis excitado,

fundamental e intermediario do ion de trés niveis, respectivamente. Os niveis
eletrbnicos interagem com um unico modo de frequiiéncia do campo da cavidade w.
O sistema ion-armadilha-cavidade é constantemente amplificado por um laser de
freqiéncia w, . O Laser promove a transigdo g <> e com constante de acoplamento
Q e dessintonia ¢. A cavidade induz transigdes “virtuais” g <> i com constante de
acoplamento g; e i <> e com constante de acoplamento g,.

As transicboes i <> e e g« i acoplam-se dispersivamente com o modo da
cavidade, com dessintonias y+A e y—A, respectivamente. Porém, a transicao
g <> e é quase ressonante com o dobro da freqiéncia do modo @, com dessintonia
2y . No esquema de energias adotados, vemos que o estado intermediario possui
dessintonia A com o zero de energias. Veremos mais adiante que A> 7,0 .

Analisando o diagrama de energias da Figura (4.1) vemos que:
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w =2(w+7)+6, (4.1)
We=w+7, (4.2)
wg =~(w+y), (4.3)
w =A, (4.4)

onde os indices ¢, g e / referem-se as frequéncias associadas a energia interna dos
niveis eletrénicos.

Naturalmente podemos descrever o Hamiltoniano livre do sistema como uma
soma das energias dos niveis eletrénicos, da vibragdo do ion armadilhado e do
modo na cavidade, dado por

Ho =vc'c+wa'a+ w0+ 0,0, + w0y, (4.5)
onde o indice “S” refere-se a representacdo de Schrédinger e v é a freqiéncia
normal de vibracao do ion na armadilha.

Para descrever as interagdes envolvidas, usamos os modelos de interagcéo
radiacao-matéria apresentados no capitulo 2, sendo que, teremos agora trés niveis
internos, ao invés de dois. Assim, os termos de interagdo sem a aproximagao de
ondas girantes, sao dados por

VE=(004+0,01)(a" +a)L(n,,¢".c)+He i

+Qe“‘”°‘o-egF(nL,cT,c)+§2*ei‘”°‘0'geFT(nL,cT,c), (49)
onde a'(a) e c'(c) sdo os operadores de criagdo (destruigdo) de fétons na
cavidade e de fonons na armadilha; o, (j,k:e,g,i) sao os operadores de
transicao eletronica.

A primeira linha da Eq. (4.6) descreve a interagédo entre o campo de radiagao

da cavidade com o ion. A segunda linha da Eq. (4.6) descreve somente a interacao

do ion com o laser. Os operadoresL(nC,cT,c) e F(UL,CT,C) aparecem das
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interagdes entre o ion armadilhado com o modo da cavidade e com o laser,

respectivamente e sao definidos como (ver Capitulo 2)

sin[nc(cJr +c)}

L(UC’CT’C): cos[nc(cuc)}

, (4.7)

. T .
F(ﬂbciC):ém“+qéWh (4.8)
onde 7, e 7. sdo os parametros de Lamb-Dicke, apresentados no Capitulo 2,

relativos as interagdes do ion com o campo na cavidade e com o campo classico. A

fase ¢, é uma fase relativa e pode ser ajustada para obtermos acoplamentos reais,

imaginarios ou complexos na interagao ion-laser. Temos dois valores diferentes
para o parametro de Lamb-Dicke, pois temos dois campos diferentes que interagem
com o ion e consequentemente dois comprimentos de onda diferentes

Podemos escolher seno ou cosseno para a interagao ion-modo da cavidade,
0 que na realidade implica em posicionarmos o centro da armadilha i6nica no nodo
ou anti-nodo do campo da cavidade. Para os operadores definidos nas Egs. (4.7) e

(4.8), sao validas as relagdes

L=L",
F'F=FF" =1,
[F,L]:[FtL]:[F,U]:[FTJﬁ}:O. (4.9)

Substituindo as frequéncias, definidas nas Egs. (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) no
Hamiltoniano total do sistema, obtemos

H®=Hg+V*®,

Hy =vc'c+wa'a+(w+y)(0e =0y )+ Aoy, (4.10)
VS = [(glagi + gchie)(aT + a) L+Qe ' lg F+H c}
Por motivo de simplificagdo de notagdo, ndo manteremos a dependéncia

funcional dos operadores L e F durante o desenvolvimento deste capitulo.
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4.3. Transformacdes e Rotacdes

Passando o Hamiltoniano (4.10) para a representagéo de interagao, definida

e—iHOSt

a partir da transformacado unitaria U, = , obtemos que o novo Hamiltoniano

nesta representagéo sera H, =U,H U, —HS. Desta forma
H, :{ [glo'gi e 4 9,0, ] (a'+ae®) L, +Qo e " F+HC. } (4.11)

Olhando para o Hamiltoniano de interagdo, notamos que existem termos que
possuem frequiéncias muito maiores que os demais. Estes podem ser desprezados
fazendo a aproximagao de ondas girantes, mas para que esta aproximacao seja
valida, é necessario que a freqiéncia @ seja muito maior que as demais,
satisfazendo w>>A,9,y .

Assim a Eq. (4.11) reduz-se a

H, :{ (0,048 + 0,08 oL, + Qo6 ™, + Hoc } 4.12)

onde definimos os novos operadores dos modos de Fénons

L =U/LU,,

F =UJFU,,
que passam a ter dependéncia temporal devido a rotagdo provocada pela
representacao de interacao.

Vamos agora aplicar outra transformagdo unitaria U,, que pode ser
entendida como a transformagdo que coloca o sistema na frequéncia do nivel

intermediario. Definindo U, =e (="

, 0 novo Hamiltoniano que descreve a
evolugéo sera dado por H, =UJH,U, -A(o, +04,). Desta forma
H, :{ [glo'gie“‘st + gzoqee‘“ﬁ}sﬂi+Qo-ege“‘5t F+Hec }—A(o-ee +04).  (4.13)
Note que esta transformacéo nao afetou os operadores dos modos de féonon.

A transformacdo U, é importante para garantirmos que os termos diagonais do
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Hamiltoniano H,, escrito na base {|€),|g),|i)} sejam muito maiores do que os

termos de interagdo, fora da diagonal. Esta condi¢do consiste no amago da
aproximacao adiabatica, e é também chamada de regime de acoplamento fraco.
Deduz-se desta afirmagdo que o pardametro A, deva ser maior do que 0s outros
acoplamentos, e sem duvidas esta sera uma das condicdes para a validade da
aproximacao adiabatica (ver Apéndice D).

A melhor forma de se fazer a aproximacgao adiabatica sera rodar novamente

o Hamiltoniano H,. Esta nova rotagdo sera montada de forma a diagonalizar o
subespago {|e),|g)} de H,, conduzindo-nos a um novo Hamiltoniano H,, dado por

+ dUs
=3

H,=UJH,U,-iU (4.14)

Antes de escrevermos U, a rotagéo que diagonaliza o subespago {|e),|g)},
a titulo de facilitar a manipulagao algébrica, definimos o operador

A=a'Le™. (4.15)

Para visualizarmos melhor o que significa diagonalizar o subespago {|e),|g)}
de H,, vamos representar esquematicamente este Hamiltoniano na forma de uma

matriz dada na base {|€),|g),|i)} . Assim esquematicamente temos
A QR gAf
H,=| Q'F'é" -A gA |, (4.16)
g,A gikAT 0

onde visualizamos claramente que, a matriz que diagonaliza o bloco e« g do

Hamiltoniano (4.16) sera

1
TR TR
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que possui dependéncia temporal, tanto explicitamente na exponencial, quanto
implicitamente no operador do modo de fénon F .

E evidente que a transformagcéo unitaria U, e o Hamiltoniano H, n&o devem
ser encarados como matrizes, pois ndo iremos aqui definir como se comporta uma
matriz de matrizes, isto foi apenas um artificio para reconhecer a transformacao que

diagonaliza o sub-bloco e« g do Hamiltoniano H,.

A transformagao U, é unitaria e pode ser descrita na forma usual como

Tiot

U3=i (aee+0'eg)+£F e (age—agg) +0;. (4.17)

1
V2 <
Particularmente € interessante, definirmos U; sem nenhuma dependéncia

temporal, pois assim, ndo teremos o0 segundo termo da Eq. (4.14), e a

transformagédo U, representara simplesmente uma rotacao sobre H,.

Para eliminarmos a dependéncia temporal de U;, precisamos impor que a
dessintonia do laser com a transi¢do e« g seja nula

0 =0, (4.18)
e que a expansao em série do operador F, dado pela Eq. (4.8), ndo dependa dos

operadores de destruicao e criagao de fébnons na armadilha (CT,C),
t M4, )2 ig i
_ : e g~ A
F= 1+|77L(c +c) > (c +c) +...|]et=e ",
que implica em termos o parametro de Lamb-Dicke para o acoplamento do laser

com o ion muito pequeno 7, <1.
Com as considerag¢des acima, iremos encontrar o novo Hamiltoniano H; na
base rodada pela transformagéo unitaria U;.

Definindo a quantidade

dzg —i¢|_’

N (4.19)
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podemos rescrever o Hamiltoniano (4.16) na base {|€),|g),|i)} como

H, = _A(O'gg +O—ee)+(gdo-eg +Q*d*0'ge)

. (4.20)
+(gA Gy + 6,A0, )+ (AT + 0 Aoy ).
Definindo os operadores
1( ..+ d
R=—| g, A"+ —0g,A|,
Al o)
(4.21)
1( ..+ d
S=—|g,A'——gA|,
podemos aplicar a transformag¢do U; sem dependéncia temporal, dada por
U3:i (O‘ee+0' )+d—*(0'e—0' ) +0;, (4.22)
\/E g |d| 9 99
em H,, obtendo assim, o novo Hamiltoniano na base nova {|+),|-),|i)} como
Hy=—(A+|Q|)o,, -(A-|Q])o__+Ro,;+So +R'o;, +S'o; . (4.23)

Esta ultima transformagao unitaria pode ser interpretada como aquela que

provoca uma rotagéo da base {|€),|g).|i)} para a base {|+),|-).|i)]. Desta forma

estabelecemos uma ligagao entre as bases, que sera

+>=i[e>+d—*g>}
V27 (4.24)

V2 (4.25)

)=
|9>=|3—|%-

Agora, estamos em condigcbes de finalmente fazermos a aproximacgao

adiabatica sobre nossas transicoes, eletrénicas. Notando que, se antes imporiamos
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que nao houvesse transigdes entre os niveis g« i e i <> e, agora imporemos que

n&o haja transigées entre os novos estados eletronicos |-) <> i) e [i) <> |+).

4.4. Aproximacado Adiabética

Na representacao de Schrodinger a equacéao de Liouville-Von Neumann é:

i%ps:[Hs,ps]

sendo de facil demonstracdo que sua estrutura ndo se modifica
transformagdes unitarias por nés aplicadas sobre o Hamiltoniano

representacao de Schrodinger (ver Apéndice C). Assim, podemos escrever

. 0
|§p3:[H3,,03],

que, aberta para seus nove elementos corresponde a

o, = Hyp-p H, + H p -p H,  + H,po -pH;
o, = Hop -p H_ + H_ p -p H_+ H;p -pH_
ip, = Hop-pHy + Hoep;-p, H; + H,pi-poH;
o, = H,p,-p H, + H_ p,-p H,  + H;p -pH;
ip = H, p-p H_ + H_ p -p H_ + Hip -pH_
oy = H, ps-p H;, + H_p,—-p_ H,; + H_ 0 -p,H;
ip, = Hup-pH, + Hiop-p H., + Hypo,-piHy
ip. = Hupo-pH_ + Hi_p_-pH_ + Hp_-pH_
ipy = Hyipi-puH, + Hipi-pH, +  Hipi—piH;

Substituindo os elementos de H,, nas Equagdes acima, obtemos

io,, = Rpi. - p,iR,

io, = 2lQ|p,_ +Rp_ - p,;S",

ip;, = -(8-]Q])p,i+Rpi—p,,R-p,S,
ip., = -2|Q[p_, + p_R" = Sp,,

ip_ = Sp,_-p.S',

ip, = —(A+|Q))p,+Spi-p _S-p_ R,
io, = (A-|Q)p, -pR"+Rp,, +S"p_,,
in. = (A+|Q))p_-0iS"-p,.ST+Rp,_,
Yo R'o,-p,R+S'p-p_S .

(4.26)

sob as

total na

(4.27)

(4.28)

(4.29)
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Impondo a condigdo adiabatica para as transigdes dos niveis

|+) e |-) para |i), que equivale a fazer p,; = p_; =0 nas Egs. (4.29), encontramos

que os elementos do operador densidade, associados aqueles em que impomos a

condigao adiabatica serao

A+|Q
Pii = [AZ_:Q:ZJ(RIOH - P R-p,_S),
(4.30)
A+|Q
P = [Az_:Q:ZJ(piiRT_RTIO++ —STIO_+),
A-|Q
{ ; 2 (Spi—p_S-p_.R),
A% -laff
(4.31)
a9l ) oo
= LAZ o J(p..S -s'p_-R'p,_).

Substituindo as Egs. (4.30) e (4.31) aos elementos ip,,,ip__ eip,; das Eqgs

(4.29), encontramos as equagdes, no regime adiabatico, que descrevem a evolugao

da probabilidade de medirmos o ion no nivel |+> por

i, :[%H [-(A+|Q)RR | oy - o[ - (A +|Q|) RR']

A*-[0] (4.32)
[-{a+ )RS - [-(a+i0)s] |
de medirmos o fon no nivel |-) por
.. 1
'P:[ ; ZH | -(a-[el)ss" | oy - o ~(a-[e])ss']
A% -[e (4.33)

+[—(A—|Q|)S?T]0ii = Pii [_(A_|Q|) RST} }’

e de medirmos o fon no nivel |i) por
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. 1
|0 = [Az——IQIZJ{ [A( R'R+S'S)+[Q|(R'R- s*s)} o
—p: [A(RTR+ STS)+|Q|(RTR—STS)J (4.34)

20| s'p_,R-R'p, S| }

Assumindo que o Hamiltoniano H; no regime adiabatico possa ser
representado na forma mais geral por

HA =(Hf+a++ +HAo__+HA0, )+(Hf_0'+_ + H_ﬁa_+)

(4.35)
+(Hi/-:0-i+ +Hfo, )+(Hf_\0'i_ +H%0o )

podemos encontrar um conjunto de equacdes analogas as Egs. (4.28), que serao

usadas para a comparagcdo dos elementos ip,,, ip__ e ip; obtidos pela
aproximacao adiabatica com aqueles obtidos a partir do Hamiltoniano adiabatico
(4.35). Depois de compararmos os elementos do operador densidade, encontramos
os elementos do Hamiltoniano adiabatico total.

Os elementos adiabaticos do Hamiltoniano (4.35) sao

1
HA = —A2—|Q|2 [—(A+[Qf)RR"], (4.36)

1
s e [-(a-j)ss'], (4.37)

obtidos imediatamente, sem nenhuma condigao,

Hif\=[A2—1|Q|2J[A(RTR+ s's)+[0|(R'R-S's) ], (4.38)

que requer que seja satisfeita a condigao, STp_+R: RT,0+_S, e

HA = [AZ_;WJ[—ARST], (4.39)
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1
HA =| ——— || -ASR" |, 4.40
* LAz—IQIZJ[ | o
onde devemos impor que |Q < A.

A condicao para Hi{* nao € um problema, pois ela sera sempre verdadeira se
o ion for inicialmente preparado no estado intermediario. Neste caso, somente o
elemento p; do operador densidade total inicial sera ndo nulo. Como no regime
adiabatico, o nivel intermediario ndo transiciona para os demais, o operador

densidade total possuira somente o subespaco de base {||>} nao nulo. Caso o ion

nao seja preparado inicialmente no estado intermediario, o sistema nunca

A
i’

transicionara para este estado, sendo portanto, irrelevante o valor de H.:', podendo

ser desconsiderado.
Substituindo as Egs. (4.36), (4.37), (4.38), (4.39) e (4.40) no Hamiltoniano

dado pela Eq. (4.35), obtemos o Hamiltoniano adiabatico total na base {|+).|-),|i)}

como

Hg\:[AZ:—IlQIzH (A+]Q))RR'o,, +(A-|Q[)SS'o._+ASR'o , +ARS'o, }

+£ﬁ|gf}{ |A(R'R+S'S)+[Q|(R'R-S'S) |, }

(4.41)
Reescrevendo o Hamiltoniano (4.41) na forma mais resumida,
H=H%o,,+H"0c +H 0, +HA0 , +H 0, (4.42)

e substituindo as Eqgs. (4.21), (4.20), (4.19), (4.15) e (4.9) aos elementos obtidos

acima, encontramos

- A+|Q|)|—f { 2 2 2. 1 ig o
HA = (— a.l” +|g,|" |a'a+]g,|” + = (Qg,0,e " e?"a2 + Hc) ¢,
"] 2(a2-[ef) [af 1o )e'as1ed o (0 )
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(4.43)

_ _ 2
P bl Gl ) { (|91|2+|92|2)afa+|92|2—i(ﬁglgze‘i“e_zma”+H-C) }

EGE 9
(4.44)

A _ Lﬁ 2 2\ Lt 2 i ootz
" 2(a%-gf?) { (2 ~leif*)aa+ e +|g|(991926 Le a2 He) |,
(4.45)

A _ Lﬁ 2 2\ Lt 2_i ootz
H- 2(A2—|Q|2){(|92| [A )aa+|gz| |Q|(991926 Le g H.c) ,
(4.46)

AL? 1 L
H[ﬁ}{ o+l ala o+ 3 (0mge™ e al e) ,

(4.47)

que s&o os elementos do Hamiltoniano adiabatico, na base rodada {|+),|-).|i)} .

Encontrados os elementos do Hamiltoniano adiabatico, podemos aplicar a

rotagéo inversa U] e retornarmos para a base {|€),|g),|i)} .

Temos duas formas de retornarmos a base antiga, ou aplicamos
explicitamente a transformacéo unitaria de rotagao inversa, ou encontramos como
os elementos de transicao eletrénica na base nova se conectam aos elementos de

transigdo na base antiga. Aplicamos explicitamente a transformag&o unitaria U; na

ida”, portanto escolhemos conectar os elementos de transigdo eletrénica no
caminho de “volta”.
Dadas as equacgodes de rotagao (4.24), podemos escrever os elementos de

transicao eletrébnica de uma base em fungao dos elementos da outra, como
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1 e gt
O'++=E£O'ee+0'gg+wo'eg+wage], (448)
1 Qe Qe
== 4.49
o__ Ot 0gy < Oeg o T ( )
1 Qe Qe
- = _o. —== == 4.50
O4-=5| O~ Oy o Oeg + o Tge | (4.50)
1 Qe Qdh
0'_+:§ aee—agg+|eT|0'eg—ﬁage , (4.51)

que podem ser substituidos no Hamiltoniano (4.42), nos dando os elementos do

Hamiltoniano adiabatico na base {|€),|g).|i)} escritos como

HQ:%HQ+H5+Hﬁ+Hiy (4.52)
Hgg:%(Hme__Hi-Hi), (4.53)
Q:%T;T(HQ—H_A_—HQ+H_A+), (4.54)
H§G=S§|§;“’|L(HQ-H5_+H;*_-H1). (4.55)

O elemento H“A nao foi alterado pela rotagdo, permanecendo o mesmo que
foi obtido na Eq. (4.47).

Substituindo os elementos de Hamiltoniano (4.43), (4.44), (4,45) e (4.46) nas
Egs. (4.52), (4.53), (4.54) e (4.55), encontramos finalmente os elementos do
Hamiltoniano adiabatico na base {|€),|g).|i)}, dados por

2
Ha=| 2 || lefaarlaf +S(onae e at o) | @)
A® -9 A

H{; = LL]Z-Z { |91|2 a_Ta+£(leg2e_i¢Le_2maT2+ HC) }, (458)
A*-[Q] A
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~ALZ Qe 2 |0," Qe
= 1 2 - _ 1 2 l ’ .
Ha=| |L;2|2 { (o o Ja'a+ 2=+ @ gige A 1, (4.59)

2 ig

—AL2 Qd Qe
= lLsizl { (o Jatae LT

+Qg, g, 2"a'? } (4.60)

Se definirmos as quantidades

o= grl9fle)

A%l (4.61)
_ 90,9, g
-lof
juntamente com
o= ot
-lof
4.62
o= o], (.62
-lof
@ =w,+,,

podemos reescrever de forma resumida os elementos adiabaticos obtidos acima,

como
Ha = [waaﬂv +§e2""a +;* zmajL1 (4.63)
2 275 2 )
Hey Lw ata+ s Mgl & Y e?"a? j (4.64)
19575 2 et '
A _ig WaTa"'wz AL” g g2t gt2
HE =Qe™ Le?al? |12, (4.65)
2 |9|
A ey wa*a+w2 AL T
Ha=Q'e : a? |2, (4.66)
|9|
HA = (wa*a+ @, + e a2+ g“*ez”"az) L2, (4.67)

O Hamiltoniano adiabatico total para a base antiga € dado por
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A A A A A A
Hy =HeO + HyyO g + HegO oy + HgeO g + Hif'oyi, (4.68)
onde seus elementos s&o dados pelas equagdes obtidas acima.
Antes de analisarmos os resultados obtidos até aqui, algumas outras

questdes podem ser levantadas:

Primeiro, realizar formalmente a integragdo dos elementos p, =0 =0,

dados pelas Egs. (4.29) conduziria-nos aos mesmos resultados? e se conduazir,
existe alguma condic&o para que a aproximagao adiabatica valha? A resposta para
estas duas perguntas sao apresentadas no Apéndice D.

Segundo, por que tivemos que aplicar uma transformagao unitaria que atua

rodando os niveis eletrénicos da base {|e),|g),|i)} para a base {|+),|-).|i)] antes de

realizarmos a aproximacgao adiabatica? poderiamos fazer a aproximagao adiabatica
sem esta rotagao? As respostas para estas perguntas encontram-se no Apéndice E,

onde mostramos que existe um inconveniente em nao mudarmos de base.

4.5. Hamiltonianos Efetivos e Regime de Parametros

Nosso Hamiltoniano de interesse a partir daqui, sera aquele que descreve a
evolugdo do sistema para o atomo inicialmente no estado intermediario. Olhando
para o Hamiltoniano total dado pela Eq. (4.68), vemos claramente que o estado
intermediario ndo se acopla com os demais, enquanto os estados excitado e
fundamental permanecem acoplados. Nosso enfoque, portanto, sera somente para
o Hamiltoniano H,*.

O Hamiltoniano efetivo que atuara sobre o sistema, para o ion inicialmente

em ||> € dado pela Eq. (4.67), que sera renomeada para

H :(wa*a+w1+§e‘2”"a”+§*e2”"a2)Li. (4.69)
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Aplicando as transformagdes inversas u; e Uf, retornamos para a
representacao de Schrodinger, obtendo

HS =vc'c+wa' a+A+(waTa+w1+§e Aarr)tgt2 | prell@n) ty 2)L2 (4.70)

Para prosseguirmos, temos de escolher se colocamos a armadilha no nodo

ou anti-nodo do campo da cavidade, escolhendo seno ou cosseno para o operador

L . Desprezando termos da ordem O(ncs) ou maiores, encontramos

2 t e 2(ct sl
2 sin [nc(c +c)}~77C (c +c) :
2
cosz[nc(cT+c)}z1—ncz(cT+c) :
Substituindo o operador L no Hamiltoniano efetivo (4.70), encontramos dois
Hamiltonianos efetivos diferentes na representagdo de Schrédinger, que

chamaremos de Hf para a escolha do seno e de I:I§' para a escolha do cosseno,

dados por
HS = (v+chzwl)cTc+a)aTa+(A+nfwl)
+77§wa*a(c*2 + CZ) +nlm, (CTZ + CZ)+ chzwaTa(cTcH/ 2)
(chg“e e igt2 4 o2 e? ”+“a2)(c c+]/2) (4.71)

(ﬂcfe 2i( w+yta‘rzc‘rz+ncg 2i(w+y)t 2 2)

2i(w+y)t 2.2 2i(w+y)t 2 T2
e )

para a armadilha no nodo do campo da cavidade e

H =vC C+(a)+w)a a+(A+ZD'1)+§e 2i(w+y)t T2+§ eZl (w+p)t a2

_ 2i(w+y)t T2 x 2i(o+y)t 2 (472)
né| wa'a+m, + e +{"e (20 c+c?+c +1)

para a armadilha no anti-nodo do campo da cavidade.

O primeiro Hamiltoniano I—~I1S pode ser levado para a representagao de

interacao definida a partir do seu Hamiltoniano livre, com a transformagao
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—i [(v+217czwl)cTc+waTa:| t

U,=e ,

H,=UJHU, —(v+ chzwl)cTc—a)aTa.
O segundo Hamiltoniano I:|§' pode ser levado para a representacdo de

interagao definida a partir do seu Hamiltoniano livre, com a transformagéao

i chc+(w+m)aTa] t

U5:e_'[ :

a.

Hs =UJH U, -vc'e-(w+@)a

Desta forma teremos dois Hamiltonianos efetivos na representacédo de
interacao, dados por

H, = chzwaTa(cTcH/Z) + (Ziyczg“e‘zmaT2 + ZnCZQ“*‘eZ‘V‘aZ)(cTcH/Z)

2i v+2772m t =2i v+2772m t
+(n§waTa+nczml)[e (2]t oz 22 cz}

+|:77czé,e—2|(1/ v— chwl) taTZCTZ +770§ e (]/ V- chml)ta2C2i| (473)
+|:77(:2§e 2i (J/+v+277cwl) taTZCZ 7 é, ‘eZi(y+v+27702w1) taZCTZ]
quando o atomo encontra-se no nodo do campo da cavidade e
{e 2i(y-o)t T2+§ e m)taz, (474)

quando o atomo encontra-se no anti-nodo do campo da cavidade, além de termos
desprezado termos de ordem O(ncz) Ou superior.

Escolhendo convenientemente o valor das fases tanto para o Hamiltoniano

H, quanto para o Hamiltoniano H;, podemos obter Hamiltonianos efetivos

diferentes.

Agrupamos as escolhas particulares de parametros que conduzem a

interagoes diferentes, obtendo:
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Para L= cos[nc(cT +c)] considerando 77C2 =0 e ajustando y =@, obtemos o

Hamiltoniano efetivo

v, =¢a'?+ 7l (4.76)

Para L:sin[nc(cuc)] considerando 77C3z0, ajustando y =0 e garantindo

que nczwl < v (esta condi¢ao sera discutida mais adiante), obtemos o Hamiltoniano

efetivo

V, = Z(CTC+]/ 2)(277§waTa+ 2n2la?+ 2n?l *az). (4.77)

Escolhendo L:sin[nc(cuc)] considerando 7703z0, deixando y livre, mas

garantindo que y<v e nczml < v, obtemos o Hamiltoniano efetivo

V, = Z(CTC+]/ 2) (2n§wa*a+ 2n2le?ral? 1+ 2n?¢ *eZiyaz). (4.78)

Escolhendo L = sin[nC (cT + c)} , considerando 7,.° =0, escolhendo y =v+a, /2,

garantindo 7.%@, < v, obtemos o Hamiltoniano efetivo

V, = ZwaTa(cTcH/ 2) + (775{ a'%c™ +n?*a’c? ) (4.79)

Escolhendo L = sin[nC (cT +c)} , considerando 7.2 =0, escolhendo y =—v -, /2,

garantindo 7.°@, < v, obtemos o Hamiltoniano efetivo

V, = ZwaTa(cTcH/ 2) + (77025 a'’c® +n?¢ *aZCTZ). (4.80)
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4.6. Analise e Discusséo dos Resultados

Dos cinco Hamiltonianos efetivos obtidos no final da se¢do anterior, o
primeiro sera objeto de nosso estudo mais pormenorizado.

Como V, ndo apresenta dependéncia temporal, podemos escrever o

Vit

operador de evolugao temporal de forma usual e ", sendo 7 o tempo de interacao

do ion com os campos classico e da cavidade.

A evolugdo temporal, obtida com a interagdo V, serd o operador de

compressao, estudado no Capitulo 3, que podera ser escrito como
S(¢,7) = exp{%[(zigf)* a-(zi;f)aT]},

onde identificamos claramente o fator de compressao dado por y=2i{r e o raio de
compress&o por r(z)=2|{|z.

Assumindo valores tipicos para os parametros envolvidos [47,48,49,27] que
satisfacam as restricbes encontradas no desenvolvimento deste trabalho, temos

para os acoplamentos de dipolo |gy|=|g,|~3x10°s™, para a intensidade do campo

classico |Q| ~ 3x10°s™ e para a dessintonia do nivel intermediario A ~3x10°s™.
Além dessas escolhas, temos algumas outras que nao aparecem

explicitamente na interacdo V,, e podem ser tomadas como 77CSB><10‘1 e
17, <1x10* para os parametros de Lamb-Dicke, v ~5x10°s™ para a freqiiéncia de
vibragdo do ion, 6=0 para a dessintonia do laser com a transicdo e<>g e
o ~10"s™.

Com as escolhas acima encontramos

{ ¢]~3x10°s7,

@ = 2m, ~ 3x10%°s <« v,
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que juntamente com um tempo de interagdo ion-armadilha-cavidade-laser da ordem

de 7~2x10"*s, nos fornecem um raio de compress&o r(z)~12, resultando uma
taxa de compressao

q= (1— e )><100% ~91%.

Outra condicdo importante exigida para obtermos as interagbes V., Vi,
V, eV, foi satisfeita, pois, pelas escolhas feitas temos realmente 7@, <V .

Evidentemente os Hamiltonianos de interagdo, V,, V;,V, eV;, também

apresentardo compressao, sendo que os dois ultimos apresentardo compressao
tanto numa quadratura do campo da cavidade, quanto do campo de vibracao,
podendo gerar-se, a partir deles, estados comprimidos emaranhados.

Podemos ainda fazer aproximacdes semi-classicas sobre os operadores de
modo de fénons e encontrar compressao nas quadraturas do campo de radiagao
dependente da excitagao de vibragao idnica; ou aproximagdes semi-classicas sobre
os operadores de modo de fétons e encontrar compressao nas quadraturas do

modo de vibragao.
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CAPITULO 5

CONCLUSAO

Desenvolvemos neste trabalho, um estudo sobre engenharia de
Hamiltonianos, onde mostramos como € possivel obter processos paramétricos em
sistemas envolvendo um ion armadilhado inserido numa cavidade com alto fator de
qualidade e constantemente amplificado por um campo classico, utilizando a técnica
da aproximacgao adiabatica.

Consideramos a interagdo de um ion de trés niveis, submetido a um
processo de amplificagao linear, com um unico modo da cavidade. Tratamos o caso
ideal sem considerar perdas. Utilizamos o método da aproximacgao adiabatica, para
encontrar varios Hamiltonianos efetivos diferentes, que poderéo ser escolhidos para
governar a evolucdo do sistema segundo ajuste conveniente do regime de
parametros, controlando as dessintonias envolvidas e a colocagdo da armadilha na
cavidade. Em particular, para um dos Hamiltonianos efetivos, obtivemos uma alta
taxa de compresséo, em torno de 91%, utilizando os parametros atuais em Optica
Quantica.

Apresentamos um desenvolvimento detalhado do método da aproximacgao
adiabatica. Encontramos o regime de validade da aproximagdo adiabatica, via
integragao formal, de forma a garantir que a escolha do regime de parametros se
adeqliem aos valores selecionados pelo método aproximativo. Descobrimos duas
formas diferentes de se realizar a aproximagao adiabatica, sendo que uma delas

apresenta o inconveniente de necessitar de simetrizagdo, um artificio matematico
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pouco rigoroso. Em vista dos dois caminhos possiveis, sugerimos para a aplicagao
de tal método aproximativo, o caminho que nao apresenta ambiglidades.

Por fim, os Hamiltonianos efetivos encontrados, e nao analisados,
continuardo a ser objetos de nossos estudos futuros, pois tais Hamiltonianos
evidentemente geram estados comprimidos emaranhados entre o estado da
cavidade e do modo de vibracdo, podendo ser utilizados para esquemas de
protecédo de estados. Podemos também fazer aproximagdes semi-classicas obtendo
compressao tanto no modo de fétons quanto no modo de fénons, mais interessante
ainda, é a possibilidade de obter o operador de compressdao do modo de vibragéao.
Esperamos comegar em breve a analisar numericamente todas as quatro interagdes

que aqui foram deixadas de lado.
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APENDICE A

QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Neste apéndice, vamos realizar de forma sucinta a quantizagdo do campo de
radiacao eletromagnética [30,31,32]. Partindo das equacboes de Maxwell do
eletromagnetismo classico e da expansao do potencial vetor em termos dos modos
normais do campo na cavidade, podemos, de forma simples, quantizar o campo
pela substituicdo das amplitudes classicas, por operadores que atuam no espacgo de
Hilbert.

As equacgodes de Maxwell para o caso de nao existirem fontes presentes, sao

expressas na forma,

V.-B=0, (A.1)

yxE=_%E (A.2)
ot

V.D=0, (A.3)

VxH :a—D, (A.4)
ot

que satisfazem as relagédo entre os campos,

B = u,H, (A.5)

D =¢,E, (A.6)
sendo u,e,=c, onde c é a velocidade da luz no vacuo, ¢, a permissibilidade
elétrica e u, a permeabilidade magnética.

A Eq. (A.1) nos diz que B é solenoidal, ou seja, B=VxA, enquanto a Eq.
(A.2) sera satisfeita se tivermos, E=-0A/dt—VV , sendo A e V os potenciais vetor

e escalar, respectivamente.
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Demonstra-se facilmente que as equagdes de Maxwell sdo invariantes sob
transformacoes de calibre (gauge), podendo-se trabalhar com quaisquer A e V,
que respeitem as equagdes acima. Quando nao existem fontes presentes, por
motivo de simplicidade, o gauge de Coulomb é ideal, pois pode ser escrito como
V-A=0 e V=0, de modo que os campos E e B ficam completamente

determinados somente pelo potencial vetor A e dados por

B=VxA, (A.7)
0A

E=-2" A.8
o (A.8)

Substituindo as Eqgs. (A.7) e (A.8) em (A.4), e usando as relacdes (A.5) e
(A.6), vemos que o potencial vetor satisfaz a equagao de onda,

1 09°A

VA=,
c? ot?

(A.9)

Para resolver a equagdao de onda, faremos algumas consideracoes.
Assumiremos que o campo de radiacdo esteja contido em uma cavidade com
paredes perfeitamente condutoras; assumiremos que a cavidade seja um cubo de
volume total L®, de forma que se estivermos interessados em um campo de
radiagao no espago livre, basta fazer o volume ir ao infinito no final dos calculos.

Impondo condi¢gdes de contorno sobre os campos, a solugao da equagao de
onda tera um conjunto infinito (discreto) de solugées de modos normais ortogonais
uns aos outros. Qualquer campo arbitrario na cavidade podera ser expresso como
uma soma desses modos normais, com amplitudes convenientes. Os modos
normais formam um conjunto completo de fungdes ortogonais, que podem ser
combinadas para expressarem qualquer campo na cavidade.

Para expandir o potencial vetor A(r,t), nos modos normais de vibrag&o.
usaremos o procedimento de separagao de variaveis, de forma que a Eq. (A.9), se

torna
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A(r,t):%z g (t) u (1), (A.10)

sendo, ]/,/eo a normalizagao, q (t) a l-ésima amplitude temporal associada ao
modo / e u,(r) o ~ésimo modo normal da expans&o do potencial vetor.

Substituindo a Eq. (A.10) na equacéao de onda (A.9), teremos para cada /,

2

VA, (r)+w'—2uI (r)=0, (A.11)
c
2
S +ofq =0 (A12)

sendo a)lz a freqiiéncia normal para cada modo |.

Obteremos as solugbes estacionarias se impusermos que nas paredes da
cavidade a componente tangencial de E e a componente normal de B sejam nulas
respeitando as relagoes

ul,. =0, (A.13)

tan

Vx| 0. (A.14)

normal =
Substituindo as Eqgs. (A.13) e (A.14) no gauge de Coulomb notamos que

V-u,(r)=0, deve ser satisfeita para todo modo /.

As solucoes de (A.11) que satisfazem as condi¢gdes de contorno (A.13) e
(A.14) nos fornecem um conjunto discreto de modos normais que sdo mutuamente

ortogonais e satisfazem a relagao de normalizagao,

Jul(r)-um(r)d?’r:é,m, (A.15)

av

Devido as condigdes de contorno para a cavidade clbica, os u,(r) somente
podem ser sen(k,-r) ou cos(k,-r), que sdo fungbes reais, assim como as

amplitudes temporais que também o sao (discutiremos mais adiante). Entretanto,

para outras geometrias, teremos outros conjuntos completos de fungées ortogonais.
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Para ondas propagantes no espaco livre, por exemplo, teremos combinagdes
' . ' iikl.r . . . ~
lineares de exponenciais do tipo e , assim como as amplitudes temporais seréao
dadas por exponenciais ¢ (t) =C e ", Condigdes de contorno e geométricas dos
diversos sistemas possiveis determinam os diferentes modos normais, que sao
distinguidos pelo indice / Em geral, varios numeros sdo necessarios para se
especificar o modo /de forma que, /€ somente uma abreviatura para este conjunto
de numeros.

As amplitudes q (t) satisfazem a equacédo (A.12), que € a equacgédo de

movimento do oscilador harménico, para cada modo. E a cada modo do campo,

pode ser associado um oscilador harménico de freqiiéncia «j .

A energia de um campo eletromagnético € dada por:

1 1 oA 1
meo:zj (gOEZWOHz)d?’r:EI [50(5] +ﬂ—0(VxA)2}d3r. (A.16)

Substituindo a expressao para o potencial vetor dada por (A.10) em (A.16),

obtemos,

1 o
HMO:EZqumI 0 (1)U (r) o
I.m cav

2
+C—Zq,qmj Vxu, (r)-Vxup(r) d°r,
2 I,m cav

(A17)

e usando a relacao de ortogonalidade (A.15), notamos que a primeira somatéria de
(A17) reduz-sea >, g°.

Usando a identidade vetorial

Vxu,-Vxu, =u, -Vx(Vxu,)+V-(u,xVxu,),

na segunda integral de (A.17) e aplicando o teorema de Gauss, encontramos



APENDICE A. QUANTIZAGAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO 51

J (Vxu,-Vxu,,) d° :I Up - Vx(Vxu, )d®
cav cav (A.18)
+I (upxVxu,) ds,
paredes

onde dS é o elemento de area sobre as paredes da cavidade.
Na equacao acima, percebemos que a integral de superficie se anula, devido
a condigao (A.14). Substituindo outra identidade vetorial,
Vx(Vxu,)=V(V-u,)-VZu,,

na primeira integral de (A.18), obtemos

J um~Vx(qu|)d3r:I um~V(V-u|)d3r—J. u, -V, d’,
cav cav

cav
e notamos a primeira integral do lado esquerdo da Eq. acima é nula devido ao
gauge de Coulomb. Substituindo-se a Eq. (A.11) e a relagao de ortogonalidade

(A.15) na expressao acima, obtemos

a)Z CUZ
J Uy Vx(Vxu) dr == | up-u, dr ==5-6,,. (A.19)
cav C

c cav
E por fim, notamos que se substituirmos esta Eq. (A.19) na Eq. (A.17),

encontramos

Hcarmo%Z(qzﬂequ) EZH., (A.20)

que nos da a energia total do campo eletromagnético, como uma somatéria infinita

das energias de cada oscilador harmoénico de frequéncia «j, ou seja, a energia do

campo € equivalente a soma de energias de infinitos modos de radiagcéo
desacoplados.
Quantizamos cada um dos / osciladores harmdnicos desacoplados com

energia classica H, do campo de radiagédo de forma usual, definindo os operadores

nao hermitianos de destruicdo e criacao de uma excitacdo do campo de radiacéao,

para um unico modo do campo, como
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A~

1, .
a —ﬁ(wﬁh +'I0|),
— 1 —
—E(WM if),

em que §, e P, séo os operadores associados a amplitude temporal e ao seu

(A.21)

momento, respectivamente. Existe uma completa analogia entre estes operadores

de campo de radiagdo com a posicdo e 0 momento para o oscilador harménico.
Assim, § e éﬂ sao os operadores de destruicao e de criacdo de uma excitagcao no
modo /.

Os operadores de destruicdo e de criagado, para quaisquer modos, respeitam
as relacdes de comutacao bosoOnicas usuais:

EXENEL

|&.8,]=0=]4".3,"|

Podemos demonstrar com facilidade que as Eq. (A.21), satisfazem

3(t)=8e"",

éIT (t) — éIT +i) t’

e portanto podemos escrever o Hamiltoniano total do campo de radiagao quantizado

(A.22)

dentro da cavidade como

Heampo = Z@ (&a+y2) (A.23)
|

E igualmente facil obter a express&o para o potencial vetor quantizado, com o
auxilio da Eq. (A.22), invertendo as Egs. (A.21), e substituindo-as na Eq. (A.10),

obtendo assim

A(r,t)= /2a)1|€0 Z( a'e" '+ e t) uy (r). (A.24)
|
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Para encerrar esta seg¢ao, € importante notar que o Hamiltoniano para o
campo de radiagado quantizado n&o apresenta dependéncia no volume da cavidade,

de modo que para um campo livre, teremos o0 mesmo Hamiltoniano.
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APENDICE B

QUANTIZACAO DO CAMPO ELETRONICO

Ao iniciarmos este procedimento, devemos atentar para a franca analogia
entre o campo de luz e o campo eletrénico, levando-nos assim, a repetirmos os
passos que nos conduziram a quantizacdo do campo de radiagao, para obtermos o
campo eletrénico quantizado [30,31,32]. Um modo mais rigoroso para se fazer esta
quantizagao € baseado no formalismo lagrangeano, porém, optamos por utilizar este
método mais direto, pois complicagées desnecessarias fogem ao escopo deste
apéndice.

Os modos individuais do campo eletrbnico obedecem a equagcdo de
Schrédinger,

Had (X):{

hz

—Z—VZ +V(X)]¢J (X) = E]¢J (X)1 (B1)
m

sendo m a massa do elétron, V(x) o potencial de Coulomb e E, a energia do f

ésimo nivel eletrénico. As interagdes entre os elétrons sdo desprezadas.
Podemos expandir uma funcao de onda geral em uma superposicao de auto-

fungées (modos) como
¥ (x)= D by, (x)
j

em que, por analogia com a quantizagdo do campo de luz, os coeficientes da

A

expanséo b; tornar-se-do operadores (bj) na quantizagdo do campo eletrénico e

‘P(x) tornar-se-a um operador de campo que sera definido por
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: ~ (B.2)
¥ (x)= D bg; (x)

]
As fungoes ¢ (x) obedecerao a relagédo de ortogonalidade
[ 090, 00a=6,. ®.9

Para derivar um novo tipo de equacao de Schrédinger que descreva o campo
eletrbnico quantizado, partiremos de uma expressao para a energia total. Uma

expressdo que faz papel analogo a energia do campo (Hcampo), que € o valor

esperado do Hamiltoniano Hy, dado por
Q=Iww@[quq@d&, (B.4)

que podera ser rescrito com o auxilio das Egs. (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) como

Hd__[ Zw { V24V (x }Zb(bl
:ZﬁTﬁjj(b‘*(x) [EJ 6, (x) d°
Zh*b 5,

ij

e que pode ser rescrito elegantemente na forma
Hy = Zthj E;, (B.5)
j

sendo que tfbj € interpretado como o “operador numero” para o numero de

ocupacgao de elétrons no nivel de energia /.

Sendo o estado de vacuo definido como, 6j|0>:0, um estado com um

elétron no j-ésimo nivel de energia é descrito por b |0). O principio de excluséo de
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Pauli exclui a possibilidade de termos dois ou mais elétrons no mesmo estado,

entdo o estado formado aplicando-se duas vezes o operador de criagdo sobre o

vacuo nao pode existir, a’raf|o>:o, mais ainda, para qualquer estado |¢> a relacdo
b'h'|¢) =0 deve ser satisfeita.

Os operadores de campo eletrbnicos deverao obedecer as relagbes de

anticomutagao fermibnica
AN
{b,.0(} =5y,
N T
{bj,q}_o_{bj,q}.
Vamos agora analisar o caso em que temos um unico atomo, com um unico
elétron, que pode assumir apenas dois niveis de energia: 1 ou 2; que serao os

niveis fundamental e excitado.

O Hamiltoniano em segunda quantizagao para este caso sera dado por
2

Hy :Zb}bj E, =, E, +BIb,E,, (B.6)
=1

sendo E; =w;. Assumindo que o ponto de energia zero seja exatamente o valor
médio entre E, e E;, segue que,

W, -, =,
(B.7)

B L
wz—_w1—51

em que o (temosn=1) é a diferenca de energia entre os niveis E, e E;, que
coincide em modulo a diferenga de frequéncia entre os niveis excitado e
fundamental.

Substituindo as relagdes (B.7) na Eq. (B.6), obtemos o Hamiltoniano em

segunda quantizagao para o campo eletronico.

Ha = (BB ~BJb, ). (B.8)
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Podemos utilizar a algebra de spin, se lembrarmos que: sempre que uma
excitacao eletrbnica é criada no estado excitado (2) outra é destruida no estado
fundamental (1), e vice-versa. Chamaremos de operadores de pseudo-spin aos
operadores de campo eletronico, pois respeitam a mesma regra de equivaléncia,
dada por
6;62 —Bfﬁl =0, (operador de transigéo eletronica),
bib, +bb, =1 (operador identidade),
6;61 =0, (operador delevantamento de nivel eletronico),
6;62 =¢_ (operador de abaixamento de nivel eletronico).
Utilizando a equivaléncia entre as algebras, podemos reescrever o

Hamiltoniano (B.8) como

HAeI=

(CIRS

5, . (B.9)

Portanto, obtivemos o Hamiltoniano em segunda quantizagao, para o campo

eletrbnico de um elétron, num atomo com dois niveis possiveis de energia.
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APENDICE C

INVARIANCIA DA EQUACAO DE LIOUVILLE-VON NEUMANN

Seja a Equacgao de Liouville-Von Neumann dada por

i%:[HS,pS], (C.1)

escrevendo o Hamiltoniano em Schrédinger como

HS=Hg+VS,
vamos demonstrar que a equacgao de Liouville-Von Neumann Eq. (C.1) ndo se altera
sob as transformacgdes apresentadas no Capitulo 4.

Dadas as transformacdes unitarias

U, =",

t

%) , (C.2)

—iA(o-ee+a

U,=e
U3=% (aee+aeg)+|(::j—](age—agg) + 0,

podemos criar uma transformagdo U,, que seja a associagdo de U, e U, definida

como
Up=U, = (M7t (C.3)
e obter as derivadas temporais na forma
aLaJtZI =i ( Ho + A0 +A0y, )U21,
@§£:WH§+A0%+Aa%ﬁQL (C.4)
u,_aui_

ot ot
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O Hamiltoniano H; que foi obtido no Capitulo 4, que pode ser rescrito como
Hy =UJH Uy =UJ (UL H U, —HG — Ao - Aoy U (C.5)
Sabendo que o operador densidade se transforma como se segue

Ps =U§U §1PSU21U3’
A (C.6)
Ps =UUz0U3U,,

podemos substituir pg, dado pela Eqg. (C.6), no lado esquerdo da Eq. de Liouville-

Von Neumann dado pela EQ. (C.1). Abrindo as derivadas temporais, encontramos

. J - 1.0V . ou]
'U21U3%U§Ug1=_HS,Ps__' AU303Uz —1U,Usp 0 —2
=[H®, pg || HE + A0+ A0, UpUsoU U1, | (C.7)
=|H S,ps_ —[HOS +A0'ee+A0'gg,pS],

onde usamos as relacbes dadas nas Egs. (C.4) e (C.6). Aplicando as

transformagées UJUJ, do lado esquerdo dos dois lados da igualdade em (C.7) e

U,U; no lado direito, encontramos

. 0P (S s

|a—t3=[U3(H —HO+A0'ee+A0'gg)U3,p3J
=[U3TH2U31/03]

onde usamos a Eq.(C.5), e assim

%5~ [H,, 4] c8)

Portanto a equacao de Liouville-Von Neumann pode ser escrita de forma

analoga a que tinhamos na representag¢ao de Schrddinger.
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APENDICE D

INTEGRACAO FORMAL E CONDICOES DE APLICACAO DA

APROXIMACAO ADIABATICA

Vamos descobrir quais as condigdes que devem ser impostas sobre o
sistema para que a aproximacgao adiabatica possa ser aplicada sobre os elementos
do operador densidade que descreve as transi¢cées eletrénicas que envolvem o
estado intermediario, ou seja, p_; = p,; =0. As Egs. (4.29) nos dao

0, =~(8~]Q]) psi +Roy —p..R- 0,8, 0.1)

ip. =~(A+[Q) o +Sp - p_S-p_,R
que podem ser integradas formalmente. Realizaremos a integragdo para a primeira

equacgao de (D.1), o resultado podera ser estendido para a segunda sem qualquer

problema. Assim

i[ﬂri —i (A—|Q|)/0+i]= Roi -0, R=p,_S, (D.2)
onde vemos que o lado esquerdo da igualdade pode ser apresentado como um
unico operador

T=Rp;-p.,R-p,_S, (D.3)

Olhando para os operadores Re S apresentados na Eq. (4.22) e com o
auxilio da Eq. (4.15), podemos mostrar que o lado direito da igualdade acima pode
ser quebrada em duas partes,

T =T, +T,%,
onde &, e 0, representam as dependéncias temporais explicitas que vém dos

termos do Hamiltoniano. Os operadores T, e T, possuem dependéncia temporal
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implicita, vinda do fato de envolverem elementos do operador densidade. Assim,

(D.2) pode ser escrita como
[ 5 -1(8-]2) . ]=Tid +T,%, (04)
que pode ser melhorada se usarmos o fato de

%[erie_i(A_Q) t:| = |:10+i —i (A - |Q|) 10+i ]e_i(A_‘QD t

5 _ _ (D.5)
= a[mie"(A-Q) t};(A-Q) to [p+i —-i(A-]Q)) o, ]
Substituindo a Eq. (D.5) na Eq. (D.4), encontramos
‘9 s L P “(Taot oot | @i (-2 ¢
0,.€ di=| (TE*+T,e*)e dt, (D.6)
o ot 0
que sera integrada por partes, resultando
. -i(A-Qf) 7 im, o, —i (A-]Q-8) t ' T, -i (A-jQl-5;) t
||:,O-(Z')€|<A ) —p-(O)}: 1 Ll_ 1 J e Dt L g A
+i +i A—|.Q| A—|Q| . (A—|.Q|)2 .

T, o (a-10H5)t

+

iT, (1_ 0, je—i (al-5,) t

t 2
Aol e ., (a-]a) :
+O[(A—|Q|)3} .
A expansao pode ser truncada se tivermos
6 _ 9
A—|Q| =~ A—|£2| <<, (D.7)

que corresponde a termos as dependéncias temporais explicitas dos elementos do
Hamiltoniano pequenas comparadas com a dessintonia A.
Considerando

T T
e e

1

que nao deve ser entendida como uma comparagdo entre operadores e a
dessintonia A, mas que corresponde, se olharmos para as Egs. (4.15) e (4.22), a

termos os acoplamentos muito menores do que esta dessintonia, encontramos
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9 . 9
-l a-|of

<<1. (D.8)

Dissemos anteriormente que a aproximagao adiabatica também era
conhecida como regime de acoplamento fraco, isto se deve ao fato de
necessitarmos que os elementos diagonais do Hamiltoniano sejam muito maiores do
que os termos de acoplamento fora da diagonal.

Com as consideracdes acima, vemos que a integracao (D.6) reduziu-se a

T

['0“( )e et T P4 (O)} |Q| (Tle (alao)t +T,e i (aQl-5)t )

0

que pode ser reescrita como
{(8-]]) o (1) =T ()&% ~T, ()&} (4190 0.9
=(A-]Q]) £, (0)-T,(0)~T,(0).

Reconhecendo que o lado direito da igualdade acima possui apenas

operadores constantes, podemos definir o operador
=(A-|9]) .1 (0)-T,(0)-T,(0),
de forma a escrevermos
(A-]2)) o, (£) - T, ~T,e% = Ke (* . (D.10)
Tomando a média temporal sobre o lado direito da Eq. (D.10)

=_J’ Sty ooy SN (A T/2]
(a-[ef)T/2

vemos que, se a média for feita sobre um intervalo de tempo suficientemente

grande, (A-|Q|)T >>1, ela se anulara, mas isto equivale a dizer que a escala de

tempo de interesse em nosso problema, tera de ser grande comparada com

]/(A—|Q|). Desta forma, teremos M <<1 e o lado direito da integracéo (D.10) pode

ser tomada como nula, restando
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(A-19)) o, (t)=Te ot LTt =T

-
(1) =——,
= p+| ( ) A —|Q|

substituindo a Eq. (D.3) na equacao acima, obtemos finalmente

A+|Q|
A% -|Qf

que corresponde a Eq. (4.30), obtida pela imposi¢do da condi¢gdo adiabatica. Se

p+i(t) |Rp“ ,0++R—p+_5) [ } /)II—,O++R—,O+_S),

A-|Q

realizarmos o mesmo raciocinio para p_;, encontraremos uma expressao, que sera
idéntica a Eq. (4.31), dada por

1
(a+|2)

A-|Q]
(Soi —p._S-p_R)= o

-1

Portanto, as conclusdes que tiramos ao realizar a integragao formal sobre os

p(t)=

j(Spn - p__S-p_,R).

elementos de transi¢ao para o nivel intermediario do operador densidade, sao:
1. Os acoplamentos devem ser muito menores do que os termos diagonais do
Hamiltoniano efetivo, pois das integragdes obtivemos

P = g9, <<A-]9],

(D.11)
oL = |gy.|gs<<A+]g,
que podem ser reorganizadas de forma a resultarem na condi¢céo

Q| << A (D.12)

2. As dependéncias temporais explicitas devem ser muito pequenas em
comparagao com a dessintonia do nivel intermediario

01,0, <<A. (D.13)
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Durante o desenvolvimento desta tese, percebemos que tinhamos de rodar a

base {|€),|g),|i)} paraanova base {|+),|-).|i)} antes de realizarmos a aproximagao

adiabatica, pois aplicar a aproximagéo aos elementos p4 = p,, =0, conduzia-nos a

necessidade de simetrizacdo dos termos do Hamiltoniano adiabatico final.

Entendemos a simetrizacdo como um artificio muito radical, que nao

gostariamos de langar mao com freqiéncia. Nao nos sentimos atraidos pela idéia

de fazer simetrizagdes em sistemas quanticos.

Neste apéndice, vamos mostrar como a aproximagao adiabatica na base

{le).|9).]i)} requer a simetrizagdo como forma de restituir os resultados encontrados

para a base {|+),|-).]i)} .

Os nove elementos de evolugcao do operador densidade, obtidos a partir da

equagao de Liouville-Von Neumann, séo

| 0ge
| pgg
104
i Die
yon
03

HeeOee — PecHee
Heeloy — PecH g
Heele — PeeHg

H gl = PgeHee
H ge0eg ~ PgeHeg
H gele — PgeHei
Hielee ~ MeHee
Hieley — PieH o
HiePs — PeHa

+ + + 4+ + + 4+ + o+

HegOge = PegH ge
Heggg ~ PegH gg
Heg0gi = PegH g
H g906e = PggH ge
H 9049 = PogHgg
Hog0g —PggHg
HigPge — PigH ge
HigPgg = PigH gg
Higog —PgHg

O Hamiltoniano nesta base é dado por

+ 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ 4+ + o+

Heoe = PeHie
Hao —pgHi
He i — ogHj
HgiOie = PgiHic
Hgog —PgHig
Hgi o — pgiHii
Hiipe = piHie
Hiipg — piHig
Hii o — o H;

(E.1)
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H, = —A(O'gg + aee)+(£2d0'eg +Q°d age)

. (E.2)
+(g§ATaei + gZAaie)+(glAagi +0, Al )

Substituindo o Hamiltoniano (E.2) nas Egs. (E.1), obtemos

P = A(dpge—d"0g ) +(9A 0~ 505 A),

e = ~Ad (pee— Pgg )+ G A Pg — G 05 AT,

ips = —As +(GA D — 030eAT )+ Ad g — Gy Py A

ipge = AQ" (e = Pgg )~ G205 A= Gy ADe,

D = A0 0g—dpge ) +(sA0g - giogAT), (E.3)
ipg = —Aog+(GAG — 0 Py A)+Ad pg — Grng AT,

iPe = Moe—(9201A- 0:ADg )~ Ad Py — g Apy,

ipg = Mog—(goiA - gl A py |~ Adpg — 9, A0,

i = (9.0~ oA )+(Gr A oy — oG A)

Aplicando a condicéo adiabatica pg4 = 0, =0, aos elementos dados pelas

Egs (E.3) encontramos

7o {ﬁlglzl[(gl’”dxg;’“)“i ~01(gg 0" ) A= G5 P+ 0" AT |, (E.4)

e {AZ%QF}[/)" (GA+d G AT) - g AT (d" gy + 2 )~ BA(d" g +peeﬂ'

Substituindo os elementos calculados nas Egs. (E.4) em ip; e i(pee+pgg),

encontramos
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e . A 2 - 2 -
I (,Oee * Ogg ) = LAZ—WJ{ Pge (d | 92| ATA+ O ngTZ)_ (d |91| ATA+ O gZATZ)pge

+ g (0" A" A+ 0, 0,A7) (0| 0, A"A+ 0,9, A7) oy

"o (|91|2 AR+ dglngz)‘(|91|2 AAT +d'G/g3A" ) g,

e também

. A x x
yor :LAZ——WJ{ (dgng_d 9192)(/0ee_'099)

+[0]" A0 pgg —doge ) AT ~|gy” AT (0" pgg —d e ) A
2 2 %k ok
+(|g* AAT +[g)* A'A+ dg,0,A% + d"g[g3A )
2 ppt 2 pt 2 | qF e AT2
—p (|92| AA" +|g|” A"A+dg,g,A% +d gy g3 A ) }
Comparadas as equagdes acima com as equagdes abaixo
| (Dee+ g ) = (HebOee = PecHe )+ (H g 05 — PggH )
+(Hegpge_pgeHe/3)+(H§epeg _pegHSe)’
ipy = Hif oy — o Hip
obtidas a partir das Egs. (E.1) e do Hamiltoniano adiabatico geral, ndo encontramos
concordancia expressa entre os termos que deveriamos obter para o Hamiltoniano
adiabatico.

Em outras palavras, encontramos para os mesmos elementos, diferentes

expressoes, notadamente

_A N
HQ%[AZ_WJ(IQZIZATAM 0, GA"? | # { o |J(|92| Al A+ dg,g, A7),

-A A
Hgg %[AZ_—WJ(MF AAT*'dglngz) LZ—HJ(|91| AA" +d" 9192AT2)
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— —2—A 5 (d|gz|2ATA+gfg§AT2)¢
A*-[Q]

_A * 2 T % kAT
AZ——|£2|2 (d |91| AA' +0,0,A 2),
-A

HA = ———
A*-|Q)

ge

(d |91|2 AA + g, ngZ) # AZ:—TQF (d*

91|2 ATA+ O, ngZ)-
Note que temos duas expressdes diferentes para cada termo do
Hamiltoniano adiabatico. A unica maneira de fazer com que eles coincidam, é
simetriza-los, ou seja, tomarmos as duas expressoes diferentes, soma-las e dividir
por dois. Figurativamente, faremos
H #Hj
_Hi+Hj

:>Hj|
2

sendo (j,I :e,g,i). Somente com esta simetrizacao recuperaremos os resultados
obtidos no Capitulo 4.

O elemento adiabatico para o nivel intermediario, € encontrado corretamente,
apenas a condi¢cao sobre o operador densidade aparece aqui, um pouco diferente
da obtida no Capitulo 4, podendo ser escrita como

d” 0y = d0ge,

Pee = Pyg>
mas a interpretagdo ainda sera a mesma. Se tivermos o ion inicialmente no nivel
intermediario, entado todos os elementos do operador densidade que nao o elemento
©; serdo sempre nulos em todos os tempos, pois o ion n&o transiciona para os
outros niveis, satisfazendo a condi¢ao requerida para o Hamiltoniano adiabatico do
nivel intermediario. Caso o sistema nao inicie no estado intermediario, entdo nao
existe motivo para procurarmos estabelecer o elemento H.”.

Portanto demonstramos que é mais conveniente fazer a aproximagao

adiabatica , ndo na base {|e),|g),|i)}, mas na base rodada {|+),|-),|i)} .
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