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Resumo

Em Optica Quintica a construcio de hamiltonianos efetivos é um assunto de suma im-
portancia, visto que a partir deles podemos manipular e gerar estados quanticos e operacdes
l16gicas. Nesta dissertacdo discutimos 3 métodos aproximativos para a obtenc¢do de hamiltonia-
nos efetivos: 1) a eliminagdo adiabaética, ii) o métodos de dinamicas efetivas para hamiltonianos
oscilantes e iii) o0 método de pequenas rotacdes nao-lineares, de forma a analisar o regime de
validade destas técnicas, desvantagens e vantagens. Notamos que, embora a elimina¢do adiaba-
tica seja a mais utilizada e divulgada, apresenta inconsisténcias e prevé hamiltonianos efetivos
incorretos. O método de dinamicas efetivas, embora seja uma técnica simples e muito operaci-
onal, também apresenta inconsisténcia e nao se aplica a sistemas dissipativos. Por outro lado,
o método de pequenas rotacdes nao-lineares, que aparece como 0 mais preciso, € muito pouco
utilizado na literatura.

Palavras-chave: Hamiltoniano efetivos, Engenharia de estados quanticos, Métodos aproxima-
tivos em Optica Quatica.



Abstract

In the Quantum Optics area, the construction of effective hamiltonian is a matter of great
importance, since from them we can generate and manipulate quantum states and logical opera-
tions. In this work we discuss 3 approximate methods for obtaining such effective hamiltonians:
i) adiabatic elimination, ii) method of effective dynamics for oscillating hamiltonians and iii)
nonlinear small rotations. Here we analyze the regime of validity of these techniques, their di-
sadvantages and advantages. We note that, although adiabatic elimination is the most used and
known, it has inconsistencies and can provide incorrect effective hamiltonians. The method of
effective dynamics, although a very simple technique, also has inconsistencies and is not appli-
cable to dissipative systems. Moreover, the method of nonlinear small rotations, which appears
as the most accurate, is rarely used in the literature.

Keywords: Effective Hamiltonians, Engineering of quantum states, Approximate methods in
Quantum Optics.
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1 Introducao

A ()ptica Quantica € uma das areas da Fisica derivada da Mecanica Quantica, e € onde a
teoria adquirida por este ramo tdo importante da Fisica pode ser testada e aplicagdes tecnologi-
cas da Mecanica Quantica sdo possiveis, como o caso dos laseres. Seu principal foco € o estudo
da interagdo radiacdo-matéria onde, analisando o comportamento da luz, consegue muitas vezes
inferir a resposta da matéria a interagdo. O modelo de interacdo entre luz e matéria, dependendo
do fendmeno a ser estudado em ()ptica Quantica, pode ser hibrido, onde a luz é um ente cldssico
e matéria quantico, ou ambos sdo quantizados. H4 situacdes onde a aproximagao semicldssica
falha em explicar o que estd acontecendo, como a emissdo espontanea em um sistema atdomico,

a qual é entdio fenomenologicamente considerada’.

Um dos problemas importantes que surgem ao se trabalhar com Fisica Tedrica é que, muitas
vezes, a expressao analitica de uma grandeza relevante do sistema nao pode ser devidamente
expressa, neste contexto € imprescindivel a busca de melhores formas de aproximagdo entre o
resultado obtido e o que julgamos ser a resposta do problema. Portanto, os métodos aproxima-
tivos sdo de vital importancia para a contrucao de hamiltonianos e calculos de probabilidades,

por exemplo.

O trabalho a seguir se propde a estudar trés métodos aproximativos para a obtencdo de
hamiltonianos efetivos: a eliminacdo adiabdtica (2), o método de dindmicas efetivas para ha-
miltonianos oscilantes (4, 5)% e o método de pequenas rotacdes nao-lineares (6). Embora o
termo adiabdtico seja tradicionalmente conhecido na termodininica para denominar processos
onde ndo haja troca de calor entre o sistema e o meio ambiente, aqui ele € utilizado no sen-
tido em que o processo seja quasi-estdtico, de modo que seja possivel trabalhar em regimes

estaciondrios ou assintéticos das grandezas fisicas envolvidas.

O método de dinamicas efetivas para hamiltonianos oscilantes € um trabalho recente que
propde encontrar hamiltonianos que descrevam a dinamica média do sistema utilizando expan-

sao da série de Dyson e consideracdes sobre o cdlculo de médias.

"Veja por exemplo (1-3).
2Qs autores em (4, 5) nio nomearam seu método, por isso tomei a liberdade de denomind-lo método de dina-
micas efetivas para hamiltonianos oscilantes.
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A técnica de pequenas rotagdes nao-lineares € um método simples, mas que exige que o

hamiltoniano de interaco possa ser descrito por operadores deformados da Algebra SU(n).

O objetivo do presente trabalho € estudar as técnicas de obteng¢do de hamiltonianos efetivos,

analisando suas condi¢des de validade, vantagens e desvantagens.

No capitulo 2 apresentaremos o modelo bésico de interacdo entre um dtomo de dois ni-
veis e um campo de radiacio®, o modelo de Jaynes-Cummings. Em seguida, no capitulo 3
apresentamos a técnica de elimina¢ao adiabdtica, no capitulo 4 o método de dindmicas efetivas
para hamiltonianos oscilantes e no capitulo 5 o método de pequenas rotacdes nao-lineares, to-
dos apresentados com exemplos praticos. Por fim no capitulo 6 comparamos os resultados dos

métodos com um exemplo analitico ja bem conhecido.

3Ver (2) por exemplo.
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2 O modelo de Jaynes-Cummings

2.1 Hamiltoniano de um 4tomo no campo de radiacao

Um 4tomo hidrogendide pode ser considerado como um sistema elétron-nticleo. A energia
do atomo hidrogendide no campo eletromagnético se deve as interagdes radiagdo-elétron, nu-
cleo-elétron e radiacdo-nucleo. A ultima ndo € estimada porque a energia tipica da interacdo

eletromagnética ndo € compativel com as energias de transi¢cao nucleares.

Abaixo, iremos obter a hamiltoniana clédssica que descreve tal interacdo e posteriormente

sua quantizacdo (candnica).
Um elétron com velocidade ¥ em um campo eletromagnético estd sujeito a forca de Lorentz
F=e(E+-xB), (2.1)
onde E é o campo elétrico, Bo campo de indug¢do magnética e e = —|e| a carga elétrica do
elétron.

A hamiltoniana obtida de (2.1) é dada por1

Ao — % (ﬁ—e;l)z—f—egb, 2.2)

onde p € o momento conjugado do elétron, Ao potencial vetor e ¢ o potencial escalar. Ja a

energia armazenada pelo campo eletromagnético pode ser escrita como
1 = - =3 —
0 — —(E-D+B-H>dv, 2.3)
v 2
onde V refere-se ao volume do sistema, D é o deslocamento elétrico e H é a intensidade mag-
nética.

Finalmente, através da soma de (2.2) com (2.3), mais um termo referente a energia de

interagdo entre o elétron e o nicleo, U(7), obtemos a hamiltoniana total, .#7, do sistema:

1/ a2 .
j‘fT:%<p—eA> Yed +U(R) + . 2.4)

! Apéndice A
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A hamiltoniana (2.2), entretanto, ndo € tnica. Isto se deve ao fato da invariancia por trans-
formacdes de gauge dos campos EeB.Em particular, um gauge muito comum para campos de

radiacdo € o gauge de Coulomb

3
Y ouAu=0. (2.5)
u=1

Em tal gauge, fica evidente a transversalidade do campo de radia¢do. Além disso, tal pro-

priedade mostrar-se-4 muito conveniente na quantiza¢ao do campo.

Ha porém outras restricdes que serdo impostas para definir o sistema. Entre elas a defini¢do
do contorno. E necessdrio salientar que a precisa descri¢io do contorno define determinadas
caracteristicas do sistema como, por exemplo, os comprimentos de onda permitidos. Este é
um passo de muita importincia para a quantizacdo do sistema. Para compreender melhor a
afirmac@o anterior basta considerar o volume V' como uma caixa de comprimento L, = L, =
L, = L. No gauge de Coulomb, a equagdo de onda para o campo, em termos do potencial vetor,
é dada por?

27 9% -
V°A = EOIUVOwA, (26)
onde Uy € a permeabilidade magnética e & é a permissividade elétrica no vacuo. Supondo

condicdo periddica de contorno

A(F+Le;,t) =A(71), 2.7)

[ = x,y,z. E possivel expressar A(7,1) numa série de Fourier?:

AF D =R LY di(k)exp(ik-PQu(1) |, (2.8)
!

onde k> = ®?/c?, & é o versor na direcio I e R(.o7(k)Qk(t)) representa a parte real da funcio
7} (k)Qx (). Devido a periodicidade de A (¥), os valores que o vetor de onda k pode assumir sdo
dados por,

k; = —ny, (2.9)

n; = 1,2,....

No gauge de Coulomb a propagacdo da onda € transversal, visto que V-4 =0, entdo

k-A=0. (2.10)

ZVer apéndice B
3Note que é utilizada série ao invés de transformada devido ao volume finito da caixa.
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Utilizando (2.8) os campos E e B tém a forma*
E(#,1) = =Y (k) cos(k-7)Ox(1)&, (2.11)
k1
B(7,1) = =Y ket (k) sen(k-F)Qx() (k x &). (2.12)
k1

A energia contida no campo eletromagnético® é dada por:

1 )
A= ;E[mngnmz + MV On(1)?], (2.13)

o= = e (e = ).

Embora haja semelhanga entre a hamiltoniana acima e a de osciladores harmo6nicos inde-

pendentes ndo significa que a luz seja um oscilador harmoénico, mas sim que a dindmica do

campo eletromagético seja semelhante a deste sistema.

2.1.1 Quantizacio do Campo Eletromagnético

Paul Adrien Maurice Dirac propde uma regra de quantizagdo que faz corresponder o parén-
tese de Poisson, de duas varidveis canonicamente conjugadas, com o comutador dos operadores

correspondenetes a elas
1.4

{A,B} — —[A,B], (2.14)

S|

A,B] = AB— BA.
Por causa da semelhanca entre as hamiltonianas do oscilador harmonico e do campo ele-

tromagnético (2.13) as variaveis P, () = Q;;l—(l) e O, (t) sdo canonicamente conjugadas, como x e

Dx-

Seguindo a regra de Dirac:
[ 0] = —in,
[00,04] =0, (2.15)
(2., B,] =0.

O hamiltoniano € obtido dando “status” de operadores as varidveis conjugadas

. P2(t)  mpyv20,(1)?
A=Y -2 n . 2.1
=) o T 5 (2.16)

n

4Ver apéndice B
>Ver apéndice B
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Seguindo o mesmo procedimento da quantizacao do oscilador harmoénico definimos novas

variaveis: .
an(t) = —Zmnhvn (M v On (1) +1P,(1)], 2.17)
1 ~ R
At - - g
al(t) = ST (M, vy On (2) — 1P, (1)], (2.18)

que satisfazem a relagio de comutagio [d,(t),d} (¢)] = 1.

Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.16),

, _
A=Y hv, (a},&n + —) : (2.19)

2.1.2 Modelo de interacao atomo-campo

Ha casos onde a interacao dtomo-campo € bem descrita pelo hamiltoniano de acoplamento
de um dipolo elétrico em um campo eletromagnético, o chamado hamiltoniano de acoplamento
minimo. Esta aproximacdo € boa quando o comprimento de onda do campo é muito maior
que a dimensdo atdmica. Nesta situagdo, o 4tomo se encontra num campo elétrico uniforme
espacialmente e o campo magnético é nulo. Em Optica Quantica o hamiltoniano de acopla-
mento minimo € um modelo muito usado porque o comprimento de onda 6tico (microondas) é

da ordem de 103(10®) vezes maior que o raio atomico.

Como visto anteriormente, o hamiltoniano que descreve um dtomo hidrogendide na pre-

senca de um campo eletromagnético é dado por:
1 - 2
Hie =5 (B—eA()) +U(#), (2.20)
m

=2 — -
p . . ’ e — — . ~
onde £ representa a energia de movimento do elétron, —5% (p-A+A- j) a interagdo momento
. U - B ~ . . o
do elétron-campo de radiacao, % a interagdo entre diferentes osciladores do campo, U(7) € o

potencial elétrico entre elétron e niicleo e ¢ = 0, j4 que ndo ha fonte de carga elétrica.

Por construgdo r; e p; sdo varidveis canonicamente conjugadas, portanto a quantizagdo da

hamiltoniana (2.20) é conhecida®

. 1 R
A= (p—eA(#,1)) > +U(P). (2.21)

Suponha que o dtomo esteja imerso em uma regido onde o campo de radiacdo ndo varia

5Ver Sessdo anterior
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com a posicao, a ndo ser a grande distancia do 4tomo

E(fg+7,1) ~ E(fo,1), (2.22)
o que implica em
A(Pg+7,1) ~ A(Ro,1), (2.23)
c portanto
B(#g+#,t) =0, (2.24)

7p € a posicdo do nicleo atdmico em relacdo a um referencial fonte da radiagdo (um laser por

exemplo) e 7 a distancia do niicleo ao elétron.

Para que as equacdes acima sejam satisfeitas a condi¢do que k-7 < 1— A>>r ésuficiente

A(Rg+7,1) NZZ% Yexp(ik - 7) Ok (t)& = A(Fo,1). (2.25)

Em Mecanica Quantica os resultados dos observaveis fisicos sdo probabilisticos, mas ha

uma equacao que representa a evolucdo temporal dos estados quanticos dos sistema, a equagao

de Schrodinger:
d A
in—|y(0)) = Hly(1)). (2.26)
A equagdo de Schrodinger, projetada na base de posi¢cdo, do sistema dtomo-campo €
Y h? 2
Fit) =<4 —— V——A t Uur 7.t 2.27
at( ) { 2m|: h (r07 ):| + (l") W(rv )7 ( )

onde as relagdes (F|p = iAV (7|, (F|y(t)) = (7 t) foram usadas.

Se aplicarmos uma transformag@o unitaria em H,.(H,. — U"H,.U), para que o hamiltoni-

ano (2.21) seja simplificado, ou de maneira andloga, definindo uma nova fungéo de onda @ (7,1)

0(7)=exp |~ 3R Gor) 7| Wiz .29

substituindo (2.28) em (2.27)

d o, Lo
Ve+U E(t)- 7t 2.29
iS00 = | 3 V3 U) - EG)-fi| 9. 2.29)
o ultimo termo representa a energia de acoplamento do dipolo, [i = eF e o campo elétrico
E = —A. Retornando 2 forma operatorial
PP
H. = ot U(F)—E(r)- . (2.30)
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A nova funcio de onda (2.28) difere da primeira por uma fase e por isso caracteristicas
importantes como a densidade de probabilidade nio mudam com a nova representacao. Além
disso @(7,t) carrega a varia¢do ponto a ponto do campo eletromagnético levando-o a um campo

constante na regiao atomica.

Como queriamos demonstrar, um modelo de interacdo dtomo-campo de radiacdo pode ser
aproximado por um hamiltoniano de acoplamento dipolo elétrico-campo sob a condi¢do que

A>r

O hamiltoniano de acoplamento minimo pode, sob algumas condi¢des representar proces-

sos onde a destrui¢do de um unico féton produza uma transi¢do atdomica.

A primeira contribui¢do de (2.30) advém da energia do elétron ligado ao nucleo. Essa ener-
gia é dependente de seu momento e da posi¢do do elétron, porém ela ndo varia continuamente,
ha estados especificos, estaciondrios de ocupacdo. O operador de energia do elétron no i-ésimo
estado de ocupacgdo € dada por

E = E;6;, (2.31)
onde 6;; = |i)(i].

O hamiltoniano de interagdo atomo-campo segundo (2.30) é

I:IT = ZFLVH (dTaAn—‘r ) +ZE Gu—i—hZZg Gz] ap+a )7 (2.32)
n

iLj n

onde o campo elétrico é dado por £ = ¥, &,(&,d, + £a)),

p= Zel il77) (1 = Y. £61), (233)
i#]
g = 20 (2.34)

Para um dtomo de dois niveis g5° = gy ,6€g =64,6g=6_¢ 6, = 6, — Gy,

n U | hawy A A NIA | A
HT = Zhvn <a};an—|— 5) -+ TGZ+thn(G+ +G_)(an+ajl) (235)
n n

Aplicando a seguinte transformacao unitdria em (2.35)

T =exp [—i(Z woﬁjﬁn + %61)4 )

3 (2.36)
Hy =T'HrT —h (L wod)an + 26;)
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Y nvaata, + hZ gn [man + 6.4 exp(2iant)
n
6 dnexp(—2imot)a } hZ 0! an, (2.37)
eliminando os termos que variam muito no tempo, aproximacao de onda girante (RWA)

Ar =Y wvuajan+1Y gu(614,+a}6-) — 1Y woa)a. (2.38)
n n n

Voltando para a antiga representacdo
Ar=Yh P 6+ BY ga(6sdn+alo 239
se um unico modo do campo interagir com um atomo de dois niveis temos

. B
Ay = hv,ata+ Twocz+hg(6+a—|—a &), (2.40)

este € o chamado hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

A dinamica representada por este hamiltoniano torna possivel a transicdo de um nivel de

menor energia para um de maior energia somente se houver a absor¢io de um tinico féton ’

"Nos préximos capitulos, por motivo de simplificagio, serd omitido o simbolo * para denominar operadores
quéanticos
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3 Eliminacao adiabadtica

Ha variados métodos para obtencdo de hamiltonianos efetivos e cédlculo de probabilidades
de transicdo. Cada abordagem apresenta diferentes vantagens e desvantagens. Neste capitulo

iremos detalhar quais as propriedades da aproximag¢do conhecida como eliminacao adiabdtica.

Embora o termo adiabético seja tradicionalmente conhecido na termodinénica para deno-
minar processos onde ndo haja troca de calor entre o sistema e o meio ambiente, aqui ele é
utilizado no sentido em que o processo seja quasi-estatico, de modo que seja possivel trabalhar

em regimes estaciondrios ou assintéticos das grandezas fisicas envolvidas.

A eliminacdo adiabdtica é uma aproximacao que advém do tratamento de equagdes dife-
renciais. Ela se sedimenta sobre a hipdtese de que hd grandezas no sistema que variam muito

rapidamente ou lentamente em relacio a outras, em um determinado intervalo de tempo.

A técnica de eliminagdo adiabatica em Optica Quantica originou-se entre os anos de 1960
e 1970 com o advento das teorias dos laseres, por exemplo no tratamento das equacdes de
Heisenberg-Langevin (2) e (1). Basicamente um laser € composto por um conjunto de dtomos
que interagem com um campo eletromagnético em uma cavidade. A cavidade € um conjunto
de espelhos arranjados de forma a fazer com que o campo eletromagnético seja minimamente
transmitido, semi-transparente. Ela € construida para que possa conter fétons com a frequén-
cia de uma das transi¢cdes atdmicas, para que eles sejam absorvidos e emitidos pelo dtomo,

iniciando um processo de emissdo estimulada.

Nesse contexto, a descri¢do da dindmica de um campo eletromagnético interagindo com
um atomo em uma cavidade que perde energia rapidamente para o meio ambiente! foi muito
simplificada com o uso da eliminacdo adiabética. O reservatdrio térmico ao retirar a energia
extra do dtomo tdo logo ela € recebida do campo eletromagnético, gera uma situacdo onde o
nimero de fétons na cavidade € constante, ou seja, ndo hd uma interacao direta entre o 4&tomo
e o campo. Consideragdes sobre o tempo de relaxacdo das varidveis atdmicas e do campo sao

essenciais nessa analise.

ITambém chamado de reservatério térmico.
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3.1 Revisao historica

Visando mostrar como a eliminacao adiabdtica foi primeiramente aplicada, determinaremos
o comportamento do campo eletromagnético, em uma cavidade, interagindo com um atomo que
perde energia para o meio ambiente através de decaimento espontaneo. Neste contexto a varia-
cdo temporal da polariza¢do atdmica serd mais rdpida que a do campo do laser, possibilitando a
eliminacao adiabdtica desta e da diferenca de populacao, para intervalos de tempo entre o tempo

de relaxacdo do 4tomo e do campo eletromagnético.

Por motivo de simplifica¢do utilizaremos a abordagem semi-cldssica para a interacao ato-

mo-campo.

Com o uso das equagdes de Maxwell® e as relagdes constitutivas:

E = “Oﬁa
D =¢)E +P, (3.1
J = oE,

a equacdo que o campo de radiacdo injetado na cavidade pelo laser deve obedecer é:

2E(zt)  0’Ednt) 0 0E(z1) _ 1 °RA(z1)
072 ot? g Ot g ot

(3.2)

onde E, é o campo elétrico na cavidade, P, é o campo de polarizacdao atomico, 0, €&y € ¢ sdo a

condutividade elétrica, a constante dielétrica e a velocidade da luz no vacuo .

A solucido de (3.2) na auséncia de perda de energia e termo dirigido, c =0e a; t’;’x =0, com

a condicio de contorno E,(0,7) = E,(L,t) = 03, é:
Ei(z,t) = Y (Epe ' + Ejre'™" ) sen(kyz), (3.3)

E, é a amplitude do campo, w, a freqii€éncia angular e k;, o nimero de onda.

Devido a condic@o de contorno de que as ondas eletromagéticas permitidas na cavidade
tém valor nulo em suas paredes, e com o auxilio de relacdes ja bem estabelecidas pela teoria

ondulatéria encontramos:

kn = "F
o L (3.4)
n— "

com L sendo o comprimento da cavidade no eixo z.

Baseado em (3.3) podemos supor que a solucdo de (3.2) para o campo do laser na cavidade

ZVer apéndice B
3Ver apéndice B.
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e o de polariza¢do sejam da forma:

Ex(z,1) = ) An(t) sen(K;2), (3.5)

n

Pi(z,1) =) Pu(t) sen(K;2). (3.6)

n

onde A,(t) e P,(t) sdo fungdes a serem determinadas.

Escolhendo a seguinte variacdo temporal para o campo elétrico e de polarizagao:

An(t) = Ep(1)e " 4 & (1)l (3.7)
P,(t) = Pu(1)e O + (1), (3.8)

com
Y0 < oo, | 2] < 02,0, 39)

En(t) e Py(t) variam lentamente.
A freqiiéncia @ é dada por
€ —&
h Y
onde & = hw, e € = hw, sdo as energias dos niveis |e) e |g) selecionados pelo laser para

0~ (3.10)

ocorrer transigoes.

Substituindo (3.5-3.6) e (3.9) em (3.2):

dé,@t) 1y . o OP(1)
7+ §+l(wn (D) (b@n(t)—l 280

(3.11)

0nde}/z%<<a),ecoza)n.

No tratamento semi-cldssico da intera¢do dtomo-campo o campo eletromagnético € classico
e o atomo € um ente quantico, sendo assim, as grandezas fisicas relacionadas ao dtomo serdao

associadas a operadores e seu valor observado a resultados médios feitos sobre o dtomo.

Em mecénica quantica o valor médio de um observavel é determinado através da relagdo:
0 = (y(t)|Oly()). (3.12)

Se o operador % possuir um conjunto continuo de auto-estados (3.12) tem a forma integral:

= [ [ avan y W) w11 Wy (), 5.13)

se |k) = |x),(x|y(r)) é a funcdo de onda associada a probabilidade do elétron estar em uma
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determinada posi¢do do espaco.

Segundo (3.12) a polarizacdo induzida pelo campo elétrico no meio atdmico é:

P(z,t) = N(y(z,t)|ef|y(z,1)), (3.14)
onde N € o nimero de 4&tomos no meio.

Considerando que o campo eletromagnético ndo seja intenso, podemos inferir que seu efeito
€ o de perturbar os estados estaciondrios do hamiltoniano livre. Através desta interacdo o elétron
torna-se capaz de realizar transi¢des entre os niveis atdbmicos. Portanto, a funcdo de onda do

elétron perturbado pode ser escrita como:

(W (z,1)) = cg(z,0)€'?"?|g) + co(z,1)e 192 e), (3.15)
onde
H =h
0lg) = haylg), (3.16)
Hole) = haele),

Hpy é o hamiltoniano livre do elétron, |g) e |e) sdo os estados estaciondrios do elétron quando

ndo h4 campo externo* e ® = @, — .

Para conhecermos a funcio de onda do elétron temos que determinar o comportamento das
amplitudes de probabilidades c4(z,?) e c.(z,t) no tempo e no espago, para isso utilizamos a

equacgdo de Schrodinger:

L Olw(z,r N
in V) . (3.17)
o hamiltoniano dtomo-campo é:
H=Hy+V, (3.18)
com
V=—ei-E(F,t)=—e) #[&(t)e ' + & (1) ] sen(Knz), (3.19)

n

sendo a interacdo de dipolo em um campo elétrico”.

Substituindo (3.15), (3.16) e (3.19) em (3.17) e utilizando a relagdo de ortogonalidade dos

autoestados do hamiltoniano livre, as amplitudes de probabilidade obedecerao as equagdes:

d 0 & i ;
9% _ _j (5 + Eg) Co— %cee—lwvge, (3.20)

~\2 n

0 0w & i
= i ) e 2o Veg, (3.21)

h
4 As exponenciais em (1.15) foram acrescentadas por motivo de simplificagdo.
>Ver capitulo 1.
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comw, =%, ,0,=—%e

SIS

Vee = —e(g|%]e) [6(t)e " + & (1)e' ] sen(Kpz). (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.20) e (3.21) e desconsiderando os termos que oscilam muito,

aplicando a aproximacdo de onda girante (RWA), as equacdes (3.20) e (3.21) sdo:

dc I, /o ¢ i *

T == |35+ et geesentkiang; o) G2

8ce Fe . (@ Ee i *

o |27 (E B %) Ce + 7 cgsen(Knz) 1 (7). (3.24)
onde u = e(g|%|e) = e(e|%|g)*. O decaimento atdmico foi introduzido & mio em (3.23) e (3.24),

adicionando um termo proporcional a respectiva amplitude de probabilidade (%ci> .

A polarizacdao do meio € calculada substituindo (3.15) em (3.14):
P(z,t) = N[c}(z,1)ce(z,0)e " 1+ cglz,0)c) (z,0)! 1], (3.25)

assim como o nimero de populagdo nos estados |g) e |e) sdo dados por N|c,(z,t)|> = N, e

N|ce(z,1)|> = N,. Derivando no tempo tais grandezas encontramos:

8Nga_(tz,t) = —T'gNy(z,1) + %[P(z,t)é’n* (t) — P*(z,0)&,(1)], (3.26)
% = —T N,(z,t) + %[ﬁ*(z,t)é"n(t) —P(z,1)&; (1)), (3.27)

P~ re-ifo+ 2% | e
- %sen(l(nz)\,u|2[Ne(z,t)—Ng(z,t)]éan(t), (3.28)

com P(z,1) = P(z,1)e 1 + P*(z,1)el%, P = P(1) sen(Knz) e Tge = £ + .

Segundo a mecanica quintica o vacuo possui energia, fato que conseguiu explicar alguns
efeitos experimentais observados, como o efeito Casimir e o Lamb “shift”®. Na aproximagcio
semi-cldssica da interagdo dtomo-campo o efeito de flutuacdo de energia do campo eletromag-
nético na cavidade, além daquele pertencente a variagao do campo do laser, é considerada “‘ad-

-hoc” em (3.26-3.27). A contribuicdo média espacial das grandezas atdomicas € dada por:

d]\ift(tl = Ry (1) —TgNg(t) + %[@(r)gn* (t) — 2*(1)&, (1)), (3.29)

5Ver (3).
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di\(’;f(r) =Re(t) —TeNe(t) + %[9*@)(5;(;) — 21 (1)], (3.30)
2
dgdzt(t) = —[Tge —i(0 — tg)] P(t) — i%[m(r) — N (1)]8n(t), (3.31)

onde R, () e R.(t) sdo fungdes que ddo conta de explicar os efeitos causados pela energia do va-
cuo, como a transi¢ao inexplicdvel do elétron entre niveis atdmicos na abordagem semicldssica

da interacdo entre &tomo e campo eletromagnético.

De (3.31) vemos que se o campo eletromagnético acoplar-se fracamente com o 4tomo o
termo que dirige o campo de polarizacdo ird produzir uma polariza¢do que decai rapidamente
para zero, fazendo com que a populagdo se aproxime de um valor constante para tempos da
ordem de (T'g) !

Se o decaimento atdmico (I'y.) for mais forte que o fator de perda de energia da cavidade

(), para tempos da ordem do intervalo:

1 1
->H > =, 3.32
” 1 T, (3.32)

a polarizacdo e a diferenca de populacdo médias ndo irdo variar, portanto segundo (3.29-3.31):

i 1 |? &, (1) [Ne(21) — Ny (11))]
h [Tge —i(0—weg)]

I

P (1) (3.33)

_ _ Re/Ts —Ry/T
Ne(t1) = Ng(11) = P 2 /32 2g y 2"

(3.34)

Vemos que com o crescimento da intensidade do campo eletromagnético na cavidade a
diferenca de populag@o ird diminuir at€ que chegue a uma situagao limite onde esta € nula (R, €

R, constantes), entdo o campo na cavidade estabelecerd um regime estaciondrio de intensidade.

Neste problema a eliminag¢ao adiabatica consistiu em eliminar as variacdes atomicas através

de consideracdes sobre o tempo de relaxagdo do campo e dtomo.

3.2 Eliminacao mais rigorosa

Segundo o trabalho proposto em (7), a eliminag@o adiabdtica é uma técnica que consegue
eliminar varidveis rdpidas, reduzindo a complexidade do problema e algumas vezes possibili-

tando a solucdo analitica deste.

Para utiliz4-la temos que primeiramente olhar para as equacdes de movimento do sistema

de interesse e observar se as razdes com as quais as grandezas variam sdo suficientemente
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diferentes umas das outras, na escala de tempo considerada.

Por exemplo, no caso visto na (sec@o 3.1) as equacdes de movimento sdo as seguintes:

d& Y NOXZ
G = i (3.35)

d(N,— N, 2i
( — o _ Rb—Ra—F(Nb—Na)+gl(<@*£—<@é"*), (3.36)
dz |l
= . —i- (Np—N,)&, (3.37)

comI'=1,=1,¢eQ,,—w=0.

Segundo (7) hd um menor parametro natural nas equagdes diferenciais que permite a apli-
cacdo da eliminacdo adiabdtica, este, € a razao entre a menor e a maior constante das equacoes,
como veremos a seguir. Utilizaremos o menor parametro natural para comparar a variacdo

temporal das grandezas campo elétrico, polarizacdo e diferenca de populacao.

Nas equagdes acima a ordem de magnitude dos parametros € mais facilmente visivel quando

fazemos a seguinte mudanca de escala:

(1) =T &(),

. 1W(Ry—R,
P = it R (3.38)

Ny —No = 274D,

substituindo (3.38) em (3.35-3.37):

d(pf"_ Y, »

—=—(&-20P 3.39
d .
& _(P-8D), (340)
dt
dD 1, 5 -~ ~ ~ -
—=-T| (X" +E"P)+D—1|, (3.41)
dt 2
onde y e I' sdo as as razdes com as quais as grandezas &, & e D variam, estas serdo denomi-
nadas razoes constantes, e C = %’;}f").

De acordo com (7) as condicdes necessdrias para que a eliminagao adiabética seja aplicada

sdo’:

1. Asrazdes constantes podem ser divididas em grupos, tal que as constantes em cada grupo

tenham a mesma ordem de magnitude. A razdo entre a menor e a maior razao constante

7Em (7) h4 outros elementos responsaveis por uma eliminagio adiabdtica mais rigorosa, porém julguei desne-
cessdrios tais pormenores ja que estes apenas refinam as condi¢des expressas em i, ii e iii.
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€ o menor pardmetro natural, €, da eliminacdo adiabatica (¢ < 1), para este problema

=7
e=¢.

ii. Depois de feita a mudanca de escala, as varidveis, neste problema &, 2,D e C, devem

permanecer finitas no limite € — 0.

iii. No limite € — 0 as flutuacOes das varidveis ndo devem divergir.

A mudanca de escala serd a responsavel pela magnitude das flutuagdes das varidveis, neste
contexto &, e D, por isso temos que verificar se ela permite que a terceira condicdo seja
satisfeita. Dependendo da escolha de qual das razdes constantes for maior ou menor podemos

eliminar a varia¢do da polarizacao, inversao atdbmica ou campo.

Escolhendo € = { e utilizando a escala de tempo 7 = %’t para o desenvolvimento do sistema,

as equacoes (3.39-3.41) tornam-se:

— =-&420P 3.42
e + ; (3.42)
47 _ 5. 2p. (3.43)
art
ed—D:—l(éﬁwé"*@)—Dﬂ, (3.44)
dt 2
no limite € — O: .
d& ~ ~
—=-&420¥ 3.45
i + ; (3.45)
. &
1+ &2 (5-46)
€
D= ! (3.47)
C1+87 '
Substituindo (3.38) em (3.45-3.47):
d& Y O]
=z __7 i 4
o 2é~“r12€0 P, (3.48)
e
P = _lrabh (N, —N,)&, (3.49)
R,/Tp —R,/Ty
Ny — Ny = (Re/To h /Ta) (3.50)
1+ K g2

2
nrs,

como encontrado em (3.11), (3.33) e (3.34) respectivamente.

Naturalmente eliminamos a variagdo da inversdo atdmica e polariza¢do. Se tomarmos a de-
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rivada de & e D como sendo nulas em (3.43-3.44) iremos obter 0 mesmo resultado encontrado
em (3.49-3.50), este é o procedimento que comumente € feito para eliminar adiabaticamente
as variacdo das grandezas atdmicas, como ird ser mostrado na préxima se¢do. Assim como
tivemos de considerar o intervalo de tempo em que o processo acontece, consideragdes sobre
as constantes do sistema devem ser feitas na eliminacdo adiabatica comum, como veremos na

proxima secao.

Segundo (7) a teoria ndo € védlida somente para acoplamento fraco entre o 4&tomo e o campo,
j4 que nenhuma condicao foi imposta a esta varidvel. Vimos que para aplicarmos a eliminagao
adiabdtica as equacdes, foi necessario que uma das varidveis do sistema evoluisse muito mais
rapidamente que outras, de modo que sua razido constante fosse muito maior. A condicdo de
acoplamento fraco entre o campo eletromagnético e o dtomo € necessdria somente quando as

varidveis atbmicas sdo eliminadas, como serd mostrado a seguir.

3.3 Eliminacao adiabatica e hamiltonianos efetivos

Em vista da eliminacdo adiabdtica ser uma técnica propria para tratar equagdes diferenciais
podemos utilizd-la na constru¢do de hamiltonianos efetivos, através do uso da equagdo de Liou-
ville-Von Neumann. No dominio da Optica Quantica esta técnica foi introduzida recentemente

para obtencdo de hamiltonianos efetivos®, principalmente no contexto de fons aprisionados.

A engenharia de hamiltonianos, ou interagdes, ¢ um campo de suma importancia para a
Optica Quantica, interessante para teste da teoria quntica e principalmente para a informacdo
quantica. Em (10) hd um exemplo de construcio de hamiltonianos efetivos utilizando a elimina-
cdo adiabdtica. Através da interagdo entre fonon e f6ton diversos hamiltonianos sdo construidos.
Dependendo do ajuste de parametros do sistema como intensidade de campos cldssicos e des-
sintonias entre 4tomo e campos, o estado do campo na cavidade pode apresentar compressao
em uma de suas quadraturas, ou do movimento vibracional do ion, e emaranhamento entre o

fon e o campo eletromagnético.

Descreveremos trés exemplos onde a eliminagdo adiabética € utilizada, segundo o processo
descrito em (2) para determinar o hamiltoniano efetivo de sistemas que nao dissipam energia,
mas veremos que essa técnica pode ser expandida para problemas dissipativos, como utilizado
em (13, 14). Aqui a eliminacdo adiabdtica serd utilizada ao impor que a variacao temporal de

alguns dos elementos do operador densidade serd mais lenta que a dos outros.

8Ver (8-12).
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Exemplo 3.3.1 fon em um potencial harménico

A seguir descreveremos como a eliminagao adiabéatica pode ser usada para obter o hamilto-
niano efetivo que descreve a interacao dispersiva entre dois campos de radiagcdo classicos € um

ion de trés niveis.

Figura 3.1: Dois campos cldssicos interagindo dispersivamente com os niveis de energia inter-
nos de um fon.

O hamiltoniano do fon aprisionado em um potencial harmdnico interagindo com dois cam-
pos cléssicos, descrito na figura 3.1, € determinado pela energia de movimento do ion e a energia

de interagc@o dos campos com os niveis internos deste.

A energia do sistema livre é dada por:
Hy = hoa'a+ 1oy + 16,6, + a0, (3.51)

onde o ¢ a feqiiéncia de vibracdo do fon, w,, W, e ®; sdo as freqiiéncias dos nives |g),|e) e |i)
respectivamente, a e a' sdo os operadores de criacio e destrui¢io da excitagio de movimento

do ion, ou seja, operadores de criacdo e destruicao de fonons.

A energia de interacdo do 4&tomo com os campos cldssicos € dada pela expressao:
V =h[Qe =0l g, 1 0, iki=®g e, (3.52)

N \/2h/mw . , cen
com Qi = e&i i, Qy = e&rllei, X = +(a +a") (m é a massa do fon e v sua freqiiéncia
de oscilacdo) ky,ky, @ € @, sd@o os numeros de onda e as freqii€ncias dos respectivos campos

classicos.

Somando a energia livre com a energia devido a interagdo dos campos cldssicos com o ion,

obtemos o seguinte hamiltoniano total do sistema:

+ RQeTihiion g, 4 O itetg e, (3.53)
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Na representagdo de interacdo (3.53) é:

Hi — h[Qle_lklxe_lAtGgi + Qlelkl.felAt Gig]

+ h[Qzefikz)fe*i(Afs)tGei + Qzeiszei(Afs)[Gie]’ (354)

~ \/ 21 /mw i ;
comA=0,— W, — 0, A—8 =0, — 0, — M e X= 2/m (ae 1O gt el®h).

Aplicando a seguinte transformacdo temporal em (3.54), eliminamos a temporalidade ex-
plicita no hamiltoniano:

Uy = e%(hAGii-FhﬁGee)t (3.55)

H= h[Qle_iklngi + Qleikljﬁig + Qze_ikziﬁei + Qzeikzi@'e + (AG,‘Z' + 5(5@6)] . (3.56)
A equagdo de movimento para a matriz densidade na auséncia de perdas é:

' [A,p], (3.57)

=l

p=—

St~

portanto, as equacdes que seus elementos obedecem sdo:

Pii = —i[Q €% P + Q™2 i — Qi M1 p, — Qpe R Gy, (3.58)
Pee = —i[Qoe 7Py, — Qe B, (3.59)

Pog = —i[Qie 1P — Q1 M17py], (3.60)

pie = —i[Q1€1Bge + Q2" Py + (A — 8)pic — Qe i), (3.61)
Pig = —i[Q151%Pyy + Q™ P,y + APi, — Q117 (3.62)

Poe = —i[Qre 1P — Qe 2Py — 5], (3.63)

onde pji = (j|plk) e prj = (Pjx)"-
Se impusermos a condi¢do de que |A| > |Q [, |/, |6|, garantimos o regime de forte dessin-

tonia de modo que os campos cldssicos dificilmente induzirdo transi¢des entre os niveis |e) < |i)

e |g) < i), dessa forma os elementos p;. € pjg S30 constantes’. Portanto, podemos escrever Pie

€ Pig COMO:
Pic(t) = Pie(0) = _% (Qleikliﬁge + QZeikziﬁee - QZeikziﬁii) (3.64)
Pig(t) = Pig(0) = —x[Q1eX17fge + Qre™2T g — Q1 h15;.
Substituindo (3.64) em (3.58)
i = 0. (3.65)

9Ver apéndice C.
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Entdo se p;;(0) =0 — p;i(t) =0:

Pee = —i [%ei(bk')iﬁge _ %ei(kzkl)fﬁeg} : (3.66)
. Q1 . - QQ . =
pgg — [ IA Zel(kz—kl)Xpeg . IA 28—1(k2—k1)xﬁge} ’ (3.67)
. 2 2 . s . N
Poe =1 [(% _ % . 6) Pee + QIAQze1(k2—k1)xﬁeeﬂlAQz el(kz—kl)xpgg] ) (3.68)

O préximo passo consiste em comparar as equagoes (3.66-3.68) com as novas equagdes de

movimento geradas a partir de uma equagao geral,

p'=—[H'.p"), (3.69)

com H' sendo o hamiltoniano mais geral possivel para o sistema, ja desconsiderando o nivel |i),

uma vez que assumimos p;;(0) =0,

H' = ha(Cpe — Ogg) + 1P Gge + " Gpg. (3.70)

Gerando equacdes de movimento para os elementos pég, p..€ pg,e utilizando (3.69), temos:

Pee = —i(B"Pge — BPeg); (3.71)
Pge = —1(BPog — B Pge); (3.72)
Pge = —i(—20tpg, + B — BPygy); (3.73)

identificando (3.71-3.73) com (3.66-3.68)

__1(9 9
O‘__§<K_K_3 7

3.74
ﬁ _ QIAQQei(kQ—kl)f, ( )
e portanto
,  h(QF Q3 Q1 i)z
H :_E X_K_S (Gee—crgg)—f—h Te 2 0ge +hoc| . (3.75)
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Levando H' para a representac¢@o de Schrodinger o hamiltoniano final é

1/Q2 Q2
1/Q% Q2 §
tnjoy (F-F 3ot s

Q19
A

onde kp1 = kp — k.
Exemplo 3.3.2 Interagdo dispersiva

O hamiltoniano de um campo quintico interagindo dispersivamente com um dtomo de dois

niveis, como na figura a baixo, é descrito pelo modelo de Jaynes-Cumming;:

h
H=haya'a+ Twocz +11(gaGCe + g% a Oge). (3.77)

g)

Figura 3.2: Campo quantico interagindo dispersivamente com um atomo de dois niveis.

Na representagdo de interacdo o hamiltoniano (3.77) é:
H; = h[gac,gexp(iAr) + g*a’ 6. exp(—iAt)], (3.78)

onde A = Wy — w,.

Para que o hamiltoniano nio contenha dependéncia temporal explicita aplicaremos a se-
guinte trasformacao

Uy = 21% (3.79)

obtendo o seguinte hamiltoniano transformado:

A
A=h (gaceg + g*aToge) +n3o. (3.80)
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As equagdes de movimento para os elementos da matriz densidade na auséncia de perdas
sdo:
f)gg = _i(g*aTﬁeg - gﬁgea)a
Pee = —i(gaPge — g"Pega’) (3.81)
Pee = —ig*(a" Pec — Pgga’) +iAPge,

para |A| > |g|v/fi+ 1, onde 7 € o nimero médio de fotons na cavidade,
Pee 0= Pye = 5 (a'Pee — Pega). (3.82)

substituindo (3.82) em (3.81)

/3gg = i%[aTa,ﬁgg],
(3.83)

~ . 2 ~
Pee = _1%[‘1Ta7pee]-

Podemos determinar um hamiltoniano mais geral possivel, que consiga descrever as intera-

coes descritas em (3.83),

H' = a(a,a" )04+ B(a,a")Coe + 11 (a,a") Oge + 1 (a,a’) Oy (3.84)

Utilizando a relacdo (3.57) encontramos as equagdes de movimento do operador densidade

para o hamiltoniano geral:

: i
P'oe = =7 ([ Pgg] +11Peg = 12Ppe) (3.85)
: i
Plee = =7 (1BsPee] +1Pge = MPL) (3.86)
: i
Ploe == (OPge = PyeP +NPec = Pyt (3.87)

Identificando (3.85-3.87) com as equacdes em (3.83):

B = h%cﬁa,

(3.88)
YI = 07
=0

Retornando a representacdo de Schrédinger o hamiltoniano encontrado é:

2
A
H,; =hoa‘a+h (% + %cﬂa — 5) o;. (3.89)



3.3 Eliminacdo adiabdtica e hamiltonianos efetivos 32

Exemplo 3.3.3 Atomo de trés niveis interagindo com dois campos qudnticos

i)

g)

Figura 3.3: Dois campos quanticos interagindo dispersivamente com um atomo de trés niveis.

Utilizando o modelo de Jaynes-Cummings o hamiltoniano do sistema, como representado

na figura acima, é:

H=Hy+V, (3.90)
Hy = 1) Ggg + 113 Gj; + h, G, + hrya’ a+ hanb' b, (3.91)
V = h(ga0iga + gha' Og) + i(gp0ih + gjbT 00i). (3.92)

onde @,,®; ¢ ®, sao as frequéncias dos niveis |g), |i) e |e) respectivamente e @, e @)} sdo as

frequéncias dos campos a e b.
Levando o hamiltoniano para a representacao de interagao:
H; = 1i(g,Gigae'™" + g*a' 0 781") 4 1i(g, 01be ™ + gib" G,ie 71227, (3.93)
comA; = @ — W — 0, € Ay = O — @ — W
Aplicando a seguinte transformacao unitdria em (3.93):
U, = exp[—i(A1 Ogg +A20 1], (3.94)
para que o hamiltoniano nao tenha dependéncia explicita no tempo,

H - U;Hlﬁl _h(A]Ggg+AZG€€)
= h<ga6iga + gZaTGgi) + h<gb6ieb +gszGei) - h(AIGgg +A2Gee)- (395)

Segundo (3.57) as equagdo de movimento para os elementos da matriz densidade na ausén-

cia de perdas sdo:
Pog = —i(gaa’ pig — 8aPgict), (3.96)

Bee = —i(g50 P — 81Peib), (3.97)
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pii = —i(gaaPgi — &Piga’) —i(gbbPei — &3Pk, (3.98)
Poi = —ig(a'Pii — Pgoa’) +igiPeb” +iA1 Py, (3.99)
Pei = —igh (b Py — Pecb’) +igPega’ +iArpei, (3.100)

Pee = —igha’ Pie +igPgib +i(A1 — A2)Pge. (3.101)

Para |A1|,|A2| > |galV7ia + 1, |gn|VAp + 1 € |A1] — |Az] < |galV7ia+1,|85|V/7ip + 1, onde

i1; é o nimero médio de fétons do modo i = {a,b},

{ Pgi 0= pgi = A—j(a pii — Pgga’) — i_liﬁgeb-k’ (3.102)
ﬁei ~ 0= Pei = i—b(bTP” peebT) ﬁegaT-

Quando impomos |A;|,|Az| > |ga|v7ia + 1, |8p|v/7ip + 1, estamos assumindo um regime de

forte dessintonia de modo que as transi¢des |i) < |g) e |i) < |e) dificilmente ocorram.

Substituindo (3.102) nas equagdes (3.96-3.101):

2 *
a ga8} - )
Boo = —it8el 15 ata]—i (% bpgeb*a—@a*bpeg , (3.103)
Al A1
2 *
< . ~ . ~ 8a8
pee:_lLZ‘ [pee,b*b]—l(%pega*b beT pge), (3.104)
2 -|ga|2 T |gb| t
o i85 b'b, B 3.105
IAI[aap] i7a, 0Bl (3.105)
* 2
Poe ~ —i g“gbpgg — 898 b, ) — ’g"| R Peeb b~ Jgal® a'ape ).  (3.106)
A%} JAY)

Vemos que a populagdo nos autoestados |g) e |e) ndo dependem do nivel |i) estar ocu-
pado ou ndo, ou seja, efetivamente a dindmica atdmica é composta por transi¢des entre os dois

primeiros estados.

Podemos determinar um hamiltoniano mais geral possivel, que consiga descrever as intera-

coes descritas pelas equagdes (3.103-3.106),
H = ala,a’,b,b")0u + B(a,a’,b,b") 0, +Y(a,a’,b,b" )0y

+ ®(a,a’,b,b")0g +DPy(a,at b, b0y (3.107)

Utilizando a relacdo (3.57) encontramos as equagdes de movimento do operador densidade

para o hamiltoniano geral:

. i
pég = _E ([a’pé’g] +<D1pég _péeq)Z) ’ (3108)
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_ i
Pee = =5 ([B:PLe] + P2pye = Peg®1) (3.109)
. i
pi=—v:pil; (3.110)
, i
Phe = —5 (XPge — PgelB +P1pLe — P ®1) (3.111)

Considerando |A;| =~ |A|, podemos identificar (3.108-3.111) com as equagdes (3.103-3.106):

2
a= —h—“i‘]‘ a‘a,

@) = 1% alp,

@) = —h%hpia, (3.112)
2
B =—n'lpip,

|2

2
y=n(%Laa+ Blp10).

de modo que o hamiltoniano na representacao de Schrodinger é:

2 2
H = hoga'a+hob’b+h <a)g +A - %cﬁa) Ogg +1i (a)e + Ay — %b*b) Coe
2 2 * *
+ B <m,- + |‘i“1| a'a+ |gA”1| b*b) Gi—h (%cﬂbdge + ngbb*aoeg.) . (3113)

Com o uso da aproximagao |A;|,|Az| > |g4|v7ia + 1, |gp|v/7ip + 1, conseguimos determinar
um regime quase estético de transi¢@o entre os niveis atdmicos |i) < |g) e |i) < |e), desaco-

plando as equagdes de movimento para tais transi¢oes.

Um fato interessante provindo deste método € que ele gera ambiguidades na determinagdo
do hamiltoniano efetivo do sistema. Isso acontece porque utilizamos operagdes com comuta-
dores para determinar o hamiltoniano que melhor descreve a interacdo. No exemplo 3.3.2, por

exemplo, poderiamos ter obtido:

2 A 2

O tipo de hamiltoniano acima prevé um deslocamento, "shift", de energia no nivel |e), fato
o qual em (15) o autor utiliza para gerar estados maximamente emaranhados entre dois &tomos
idénticos e com isso realizar portas logicas CNOT e teleportacdo quantica em uma cavidade

dispersiva.

Como visto nos exemplos (3.3.1-3.3.3), aplicamos a eliminacdo adiabética na equagdo de
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movimento do operador densidade para que pudéssemos construir o hamiltoniano efetivo de um
sistema com fraca intera¢do entre campos cldssicos/quanticos e &tomo, vimos que desta forma
o estado mais excitado do d&tomo pdde ser adiabaticamente eliminado. Em resumo, o método

descrito neste capitulo € descrito pelos seguintes passos:

1. Determinar o hamiltoniano do sistema interagente;

ii. Encontrar a equagdo de movimento para os elementos da matriz densidade através da

equagdo de Liouville-Von Neumann;

i1i1. Aplicar a eliminacdo adiabatica, desprezando-se algumas das variacdes dos elementos da

matriz densidade;

iv. Construir um hamiltoniano mais geral possivel e achar a equagdo de movimento para os

novos elementos da matriz densidade;
v. Comparar os elementos gerados em (iii) com os gerados em (iv);

vi. Determinar o hamiltoniano efetivo utilizando v.

3.4 Sistemas dissipativos

A técnica utilizada para a construg¢do do hamiltoniano efetivo na se¢@o 3.3 pode contemplar
sistemas dissipativos, pois € baseada em aproximacdes feitas na equacdo de movimento do

operador densidade, onde geralmente os efeitos de perda sao adicionados.

Exemplos interessantes do emprego da eliminacdo adiabdtica feita na equacao de Liouvil-
le-Von Neumann estio em (14, 16). Nestes trabalhos utiliza-se esta aproximacao para a criagdo
de um reservatorio artificial, de modo que alguns estados do sistema sejam protegidos da deco-
eréncial®. Em (18) esta mesma técnica é utilizada para construir um hamiltoniano efetivo tipo
Jaynes-Cummings mais anti-Jaynes-Cummings, por meio do qual os autores constroem um re-
servatorio artificial onde um estado comprimido deslocado do campo da cavidade € protegido

da decoeréncia.

Decoeréncia é um fendmeno onde a superposicao de estados € perdida pela interacdo com
o meio ambiente, por isso a importancia de proteger os estados de sua acdo. A decoeréncia é

um dos assuntos mais relevantes em Optica Quantica.

19Ver por exemplo (17)
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No intuito de demostrar a simplicidade do método para sistemas abertos, ou dissipativos,
encontraremos o hamiltoniano efetivo de um 4dtomo de dois niveis, que apresenta decaimento

espontaneo, interagindo com um campo eletromagnético.

Exemplo 3.4.1 Atomo de dois niveis com decaimento espontdneo

g)

Figura 3.4: Campo quantico interagindo dispersivamente com um atomo de dois niveis que
apresenta decaimento espontineo.

O hamiltoniano do sistema descrito pela figura acima é:

H=Hy+V, (3.115)
a energia livre do 4&tomo + campo é:
Ho= h%(cee — Gy) +haa'a, (3.116)
e a energia de interagdo:
V = hg(Oeea+ Ogea’). (3.117)

Na representacdo de interacdo (3.115) € dada por:
H; = hg (@~ g, q 4 ¢ (@@l o), (3.118)
Podemos realizar uma mudanca de base em (3.118) para que o hamiltoniano nao dependa
explicitamente do tempo, o operador responsavel por esta transformacgdo sera:
Uy = €'2(%e 0wt (3.119)
com A = wy — @, € 0 hamiltoniano transformado dado por:

A
H = 11g(0pqa+ Ogea’) + 7= (Gee — Oe)- (3.120)
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Em muitas abordagens em Optica Quantica o tratamento da dissipacdo de energia se da
na equagdo de movimento do operador densidade, esse fato advém de consideracdes existentes
na mecanica cldssica sobre a distribui¢do de microestados acessiveis ao sistema, o teorema de

Liouville.

O teorema de Liouville descreve a conservagao da distribui¢do dos pontos, configuracoes,

a que o sistema pode ocupar no espago de fase:

H}+8—p —0, (3.121)

dp
o P ot

dt
sendo a distribuicdo dos pontos incompressivel.

A operacio {p,H}!!, o paréntese de Poisson das duas varidveis, pode ser representada por

um operador cldssico agindo na distribui¢cdo, da seguinte forma:

Lp = _aa_lt)’ (3.122)

que € conhecido como Liouvilliano.

A representacao de (3.121) para um sistema quantico dissipativo, denominada equacdo de

Liouville-Von Neumann, é:
dp 1
dt ih
onde p,H e .Z sdo os operadores densidade, hamiltoniano e Liouvilliano respectivamente,

[H,p]=Hp—pHe Z(p)=—%.

[H.p]+Z(p). (3.123)

A forma do Liouvilliano .Z(p) é encontrada quando conseguimos simular a perda de ener-
gia do sistema de interesse para o meio ambiente, por isso a dificuldade em determinar um

Liouvilliano geral. Mas a forma do Liouvilliano é conhecida:
2(p) = =Y. 5[ pJ] 1+ ip, ], (3.124)

o indice i representa o i-ésimo mecanismo de dissipacdo, ¥; € a razdo da perda de energia para

o meio ambiente e J; € o operador responsavel pelo tipo de perda.

Um 4tomo de dois niveis que apresenta decaimento espontaneo tem o seguinte Liouvilliano:
Zp)= —%/(G+G,p+pc+6,—20:p6+). (3.125)

onde oy = [e)(gle 0 = [g){e].

1 _ v (0A OB _ 0A 3B _ B - . .
{A,B} =Y, (quTPk — a—pka—qk), onde A = A(g, p,t), B=B(q,p,t) e g, p sdo varidveis canOnicas.
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Para o sistema descrito neste exemplo a equacao de Liouville-Von Neumann é:
dp 1 . . 7 < A ~
- =z -5 — _—20_ . 12
com p = UFUJPUOUI, Uy = e_%HOI el = ei%(ceefo'gg)f_
As equacdes de movimento geradas por (3.126) sado:
f)ee = _ig(apge - pegaT) — YPee;
Pes = —i8(a"Peg — Peett) + YPee; (3.127)
Peg = —ig(aPgg — Pectt) —iAPeg —  Peg:

para |A| > v,g\/7

Bog — 0= Pog = _(A%@(aﬁgg — Pectt). (3.128)
Substituindo (3.128) em (3.127):
2
& N g T x ~
ee — — 3 yPee] — [Pee; 3.129
P I(A_I%)[aa Pee] — 7P (3.129)
2
< . 8 N ~
Pgg = 1M[aTa,pgg] +YPee- (3.130)

Seguindo o mesmo procedimento da secdo (3.3), serd proposto um operador densidade
geral:

p'=—2IH P+ Z(p), (3.131)

que mantém a mesma dindmica do Liouvilliano (3.125)

L(p") = —g(G+Gp/+p/G+G —20_p'oy). (3.132)

Supondo que o hamiltoniano seja o mais geral possivel:
H' = a(a,a")og + B(a,a’ )0y, (3.133)
substituindo (3.133) e (3.132) em (3.131) e calculando os respectivos elementos da equacao,

pée = _%(Bpée - péeB) - Fpée?

S/ i / / / (3.134)
pgg = _ﬁ(apgg _pgga) +rpee7



3.5 Uma técnica incorreta 39

temos
) g’ il
o= — ma a,
_ g i 3.135
ﬁ—h(Aii%)aa , ( )
I'=y.

Substituindo (3.135) em (3.133) e levando para a representacdo de Schrodinger

2

2
_ ¥ @ 8 ¥ ®o 8 ¥
H=hw,a'a—h (74‘@& Cl) Ggg+h <7+m(d a— 1)) Ope- (3136)

3.5 Uma técnica incorreta

Diferentemente do método descrito na sec¢do 3.3, hd outras técnicas que utilizam a elimina-
cdo adiabdtica para encontrar hamiltonianos efetivos. Nesta se¢ao iremos comentar o método
utilizado em (19) e adotado por exemplo em (20-22). O hamiltoniano efetivo € encontrado
através do procedimento de aplicar a eliminagdo adiabética a equacdo de movimento dos ope-
radores de transi¢do atdmica do hamiltoniano, e entdo substitui-los no hamiltoniano de partida,

como no exemplo a seguir.
Exemplo 3.5.1 Atomo de trés niveis interagindo com dois campos qudnticos

Utilizando um dos sistemas da sec¢do 3.3, um 4dtomo de trés niveis interagindo com dois

campos quanticos, aplicaremos o método proposto em (19).

O hamiltoniano da interagao é:

H=Hy+V, (3.137)
Hy = haya' a+hopb'b + hwyGyg + hw, 0, + hw;oy, (3.138)
V =n(gsa" 0gi + 8a0iea) + h(g}h" Opi + g5 0ich). (3.139)

Levando (3.137) para a representacdo de interacao:
H; = h(gia' oge ™ + g,010ae™") +1i(g}b" 0 + g Gi0be™?'), (3.140)
onde A| = @; — Wy — Wy € Ay = W — W — W,

Utilizando a transformacgao de base:

Uy (1) = exp[—it (Ao e + A1 Ogg )], (3.141)
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o hamiltoniano no novo referencial é:

H= ?'l(gZ;aJr Oy + gaG,-ga) + h(gaTGgi + gp0ieb) — h(A20pe + A Ggg). (3.142)

Os operadores do 4&tomo na representacao de intera¢ao possuem as equagdes de movimento:

B 1
Gjr = —g[ojk,H], (3.143)
onde Gj; sdo os operadores na nova representa¢do, determinados pela transformagao:
&= U, (1)US (1) o Uo(1)Ui (1), (3.144)

portanto
i¢ = 01 8o = 01,61 o = Cpgel V=)l
=e —iayt a7aT = glwalak’ (3145)

b=e 1] hT = O pT,

Qe

N

Substituindo (3.145) e (3.144) em (3.143):

Gig = —ilgad’ (Gii— Gyg) — ghb" Bug — A1 Gig), (3.146)
i = —i[gpb" (81 — Bee) — 84" Gge — A2 Bic) (3.147)
Gii = —i[(—g1d" 64i + 846iga) + (—g}b" 601 + g Gich)], (3.148)

para [A1| > [ga|Viia + 1€ A > |gp|\/7ip +1

* o

Sig — 0= Gip = 5247 (63— 64) — 2B76,
lg_A 88 €8

Ay
Osi = (G” Ggg) i_ Ose (3.149)
Gie — 0 = G, = & b (Gii — Gee) — 32 G,
Gei = 52b(6ii — Gee) — 8ab,,,
que substituindo em (3.148) gera:
6ii = 0= 6; = 0. (3.150)
Levando (3.149) para a representacao de Schrédinger temos :
Oig = §2a¥(0i — Ogg) — 327 04,

g, g
Oje = A_ZbT(Gii - Gee) - A_;aTGgw

Oei = i_gb(cii - Gee) - i_zacega
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substituindo (3.151) em (3.142) o hamiltoniano na representa¢do de Schrodinger encontrado é:

2
Hf = hwa*a+hwb*b+h<wg+m—2"2“'
1

aTa) Ogg +1i (a)e +Ay — 2|i—l;|bTb) Coe

2 2 * *
+ h (coi+2’g“‘ aTa+2@bTb) Gii— 2h <gzﬁa%age + a8 b*aoeg) . (3.152)
1 1

Ay A A
onde All ~ ALQ

Comparando (3.152) e (3.113) vemos que o valor encontrado do hamiltoniano efetivo nas
diferentes aproximagdes nao sao iguais, ha um fator "2" a mais em (3.152). Calculos ja conhe-
cidos mostram que o hamiltoniano efetivo descrito pelo método proposto em (3.3) estd correto.
Vemos também que a técnica proposta nesta secdo gerou operadores de transicdo que nao co-

mutam com operadores do campo,

[0ig,a] #0,[0ig,a’] = 0,
[G4i,a] = 0, [0gi,a"] # 0, (3.153)
[Gie,a] # 0, [0i,a"] = 0,
[Geiya] = 0,[0ei,a’] # 0.

Esses resultados vém a comprovar que a eliminacdo adiabdtica ndo € uma aproximacgao
onde seja suficiente considerar a variagdo temporal de um operador nulo, 6, ~ 0, olhando
somente para sua equacao de movimento (3.146-3.148). O procedimento nao permite observar a

evolucdo completa do sistema, provavelmente por isso o problema dos comutadores em (3.153).

Como vimos nas sec¢des anteriores, foi necessario que a evolu¢do de algumas grandezas
fisicas, como a polarizacdo, ou a variacao de populacdo de um determinado nivel, fossem muito
distintas de outras para que a eliminacdo adiabdtica fosse feita. Observamos, entdo que o mé-
todo de eliminagdo adiabética faz consideracdes sobre as equacdes de movimentos de grandezas

que sdo observadas, ou seja, € uma aproximagao de perfil cldssico.

3.6 O problema do referencial

Em (23), (10) os autores nos chamam atencdo quanto a elimina¢do adiabética depender do
referencial em que ela ¢é feita, fato que pode trazer ambigiiidade a aproximacdo. Nesta se¢dao
iremos discutir tal questao e verificar se conseguimos escolher transformagdes onde a elimina-
¢do nos ofereca hamiltonianos efetivos semelhantes. Inicialmente descreveremos o sistema ao

qual (23) se refere.

O hamiltoniano do sistema representa a interacdo de um adtomo de trés niveis, na configura-
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cdo tipo A, com dois campos cldssicos:

. . (3.154)
+1[Q1 €'V Gy + Q€' 6, + h.c.].

Em um referencial girante, onde a transformacgao temporal € dada por:

U(t) = exp{—% {@Ggﬁ (a)l —w — §) hO.e + ((m — o ;62) ho,-,} }, (3.155)

2 2

0 hamiltoniano transformado é:

+ h[QleiéltGgi + Qzeiaztﬁe,‘ + h.C.]
0 o o1+ 6
— h {Ecgg—l— (an — ) — 5) Oce + ((m S > ) G,-,} , (3.156)

O =0 —W— 0,00 =0;— W, —ed=0 —0.

Aplicando uma transformacao temporal em (3.156) de modo que o hamiltoniano seja inde-

pendente do tempo

A =1 (=304 + § e+ A0y ) +HQ1Oy + Qo0+ hc ], (3.157)

onde A = #

Uma maneira usual de eliminar o estado excitado € aplicar a eliminacao adiabética as equa-

coes de movimento geradas pela equacao de Schrodinger. Escrevendo o estado do &tomo como:

lw(t)) = al(t)lg) +B(t)le) +r()]i), (3.158)
encontramos as relacdes:
100 = —ga + %y
ip=4B+%y (3.159)

iy=Po+ LB +Ay.
Impondo o regime de forte dessintonia de modo que ¥ = 0, encontramos:

o Q
y——ZAa—zA[B. (3.160)

Agora, podemos considerar uma interacdo efetiva onde somente haja transicdes entre 0s
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niveis |g) e |e), pois estdo desacopladas de [i):

. d
lha(a|g> +Ble)) = Her(t|g) + Ble)), (3.161)
obtendo entio
5§ o2 5 Q1
Hep = —h [(5 + 4—Al) Ogg — (5 - 4—A2) Gee + 37— (Oge +0g) | (3.162)

Se 0 mesmo problema for calculado em uma representacao diferente, por exemplo em uma

representacio que acrescenta uma fase a |y(7)), | ) = e 114 |y)

W) = a(n)lg) +B(1)le) +7(0)]0), (3.163)

encontramos as relacdes:

2
%f/ (3.164)

impondo ¥ = 0, encontramos:

- Q. Q
__ _ 3.165
V= ot P (3:163)

comn # —1.

Da forma com que encontramos (3.162) procedemos para construir o hamiltoniano efetivo

na nova representacao

2 2
Ae = —nd|o- + 2 o, +nA— 2
ef 2 AT A | % T 2T T A )| O
Q1)
4A(1+n)(oge+ceg)}, (3.166)

voltando para a antiga base

_ 5, 9 5 Q3
Her = _h{ [EWLW} Ogg — [7 - m] Oce

019,

(3.167)
+aatiy (Oge +0eg) ¢

vemos que (3.167) ndo possui 0 mesmo valor de (3.162).

Analisando mais criteriosamente os “Ansatz”, ¥ = 0 e 7 = 0, vemos que eles ndo podem ser

simultaneamente corretos, ja que para Y =0

Y= —inAe Myt e My = —inAe MMy £ 0, (3.168)
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Vt, A M.
Portanto a eliminagdo adiabéatica depende do referencial onde ela € feita.

Ja que a eliminacao adiabética € vinculada ao referencial onde € feita, iremos verificar quais
transformacdes temporais permitem simultaneamente a aproximacdo. Suponha que a equagao

de onda de um sistema com trés estados, |a), |b) e |c), seja da forma:

lw(1)) = a(r)a) + B(1)|b) +¢(1)]c), (3.169)

o operador densidade de tal sistema é:

p=lw() (v (3.170)

Considerando que a eliminacao adiabética possa ser aplicada a alguns elementos de (3.170),

por exemplo p,p, a seguinte relacdo deve ser obedecida:

aB* +af* =0. (3.171)

Agora, ao invés do sistema evoluir nas bases |a), |b) e |c), vamos aplicar uma transformagao

em |y/(t)), de modo que
V(@) = Ui()ly()

= o(r)e|a) 4 B(t)e® |b) + ¢ (1) |c), (3.172)

o elemento p!, evolui segundo a relagdo:

5 OB )

dt
— j(xl_X2)a/ﬁ’*+ei(%1—lz)f(aﬁ*+aﬁ'*)
= iy —x)o' ", (3.173)

ou seja, a menos que — %1, ndo podemos aplicar automaticamente a eliminacao adiabatica
2 1

ao elemento p/, .

Concluimos portanto, que a eliminacao adiabatica depende do referencial onde ela é feita,
vimos também que a transformag¢do que acrescenta fase aos autoestados do hamiltoniano pode

levar a um mesmo hamiltoniano efetivo que o sistema ndo transformado.
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3.7 Comentarios

Apesar da eliminacao adiabatica ser uma aproximacao relativamente simples, onde con-
seguimos sair de um sistema de equacdes diferencias acopladas para um sistema de equacdes
algébricas, ela requer que as equacdes de movimento do sistema evoluam em tempos razoa-
velmente distintos, e por isso condicdes de acoplamento fraco entre d&tomo e campo ou forte

decaimento atdmico, para a eliminac¢ao das varidveis atomicas, devem ser impostas.

Vimos também que a elimina¢do adiabética depende do referencial em que € feita, porém
existem algumas transformag¢des onde a aproximacao é simultaneamente valida, como no caso
de transformacdes que dao um mesmo “shift” aos niveis de energia. Isso se d4 porque ao le-
varmos nosso sistema a uma nova representacdo as equacdes de movimento da maioria das
grandezas ndo evoluem como anteriormente, isso porque adotamos um novo referencial para
olharmos o que estd acontecendo. Concluimos também que o procedimento de anular as varia-
cOes temporais das grandezas, como a amplitude de probabilidade (23) e operador de transi¢ao
(19) ndo correspondem a correta eliminacdo adiabdtica das varidveis atdmicas, dado que sempre
podemos aplicar tal procedimento em qualquer referencial, além disso este procedimento nao

permite observar a evolugdo completa de nosso sistema.

A anélise feita em (7) permite a eliminacdo adiabdtica da variacdo do campo, campo e
polarizagdo ou polarizacdo e inversdo, apenas escolhendo a ordem de magnitude das razdes

constantes.
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4 Dindmicas efetivas para
hamiltonianos oscilantes

Neste capitulo, abordamos as vantagens e desvantagens do método de obten¢ao de dinami-
cas efetivas proposto em (5). O desenvolvimento de tal método da-se via expansao da série de

Dyson e um processo de célculo de médias temporais.

Antes de introduzir a teoria proposta em (5) torna-se mister explicar as técnicas usuais de
perturbacido dependentes do tempo, em particular, a série de Dyson. Para tanto, partimos da
equacgdo de Schrodinger

in (1) = Hlw(o), @
onde
H=Hy+V, (4.2)

V representa o termo devido a interacdo e Hy a parte livre do hamiltoniano, cujos autovetores
sdo conhecidos. Nesse caso, a representacdo de interacdo da funcdo de onda, que atribui aos

operadores as flutuacdes temporais em relagdo ao sistema nao-interagente, € dada por

()i =U"(t)|w(1)), (4.3)

onde o operador U (t) é:
U(t) =exp(—iHot/h). 4.4)

Substituindo (4.3) na equacdo (4.1), temos uma equacdo que € equivalente a (4.1)

d
ihEW/(I))im = Hine(1) [W(7) )int, (*3)

onde

Hin(t) =UTHU —Hy =U"VU. (4.6)

Utilizando o operador de evolucdo temporal, U(¢,1)), expressa-se a funcdo de onda no

tempo ¢, |W(t))int, em termos da fungdo de onda no tempo o, |Y(70))int,

(W (1)) ine = U (2,20) |W(10) it (4.7)
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sujeito a condi¢do inicial

U(t,10) 1=, = 1. (4.8)

Através do uso de (4.7) em (4.5), obtém-se uma equagdo diferencial para o operador de

evolugdo temporal, dada por

dU<t7t0)

i7
R

= Hyn (1)U (t,10). (4.9)

E interessante salientar que a equacgao diferencial acima descreve precisamente a evolugao
da interacdo entre os sistemas em relacao a parte livre. Além disso, com a condicao inicial (4.8),

a equacgdo (4.9) fornece a seguinte equacdo integral:

U<t7t0 _1__/ Hmt tl t17t0)dt17 (410)
Io

que pode ser resolvida por iteracao, isto é,

- i [!
Ult,tg) = 1_£/0Hmt t) (1——/ Hin(t2)U tz,lo)df2> dn
t

2
1
= 1__/ Hlnt n dll'i‘(_%) /dll/ dtZHlnt(tl)Hmt(lZ)

i\"” 1 In—1
T ---+(—£) [an [ atee [ dtaHi 1) i) - Hi 1)+ @11
t0 t0 t0

conhecida como Série de Dyson (24).

Caso a escala tipica de energia, envolvendo o termo perturbativo, seja pequena frente as
energias de transi¢do tipicas de Hy, espera-se que a série convirja apds alguns termos. Outro
ponto é que o ordenamento temporal entre os operadores Hiy(t;) € Hin(#;),i # j, é importante!.

Utilizando esse ingrediente, € possivel reescrever a série acima numa forma muito mais simples:

Ul(t,to) = Texp (——/ Hin (11 dtl) (4.12)

onde .7 € o operador de ordenamento temporal.

Expandindo o operador evolucdo (4.12) perturbativamente, em termos de série de poténcias
de integrais da energia de interacdo, podemos truncar a série (4.11) em primeira ordem quando
a energia de interacdo for muito menor que a energia livre do sistema. Neste contexto, em
posse do operador evolugdo conseguimos determinar facilmente a evolugdo da funcio de onda

no tempo e obter os valores médios dos observéaveis.

Em engenharia de interacdo, hamiltonianos efetivos sdo operadores importantissimos para

'Ver Apéndice D.
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que estados quanticos sejam manipulados, de forma a gerar estados especificos da matéria e
campo eletromagnético, como os estados de campo comprimido, os estados de matéria emara-

nhados? com o campo eletromagnético, dentre outros.

hamiltonianos efetivos também sdo utilizados nos casos onde um operador evolucdo do
sistema nao pode ser determinado, por exemplo, quando ha dissipacdo de energia para o meio

ambiente.

Agora ja possuimos todas as ferramentas necessdrias para discutir o trabalho proposto em
(5), mas antes, iremos analisar um primeiro trabalho, proposto por um dos autores’, que deu
origem a (5). O resultado obtido em (4), serviu de base para muitos outros artigos, como em
(25), onde uma interacao efetiva entre dois fons e um campo cldssico é construida de modo a
gerar uma porta légica quantica de dois qubits*, robusta 4 decoeréncia provinda da transferéncia
de energia térmica do meio ambinete para o movimento vibracional do ion. Em (26) a técnica
¢ utilizada para a constru¢do de uma porta ldgica quantica de fase de dois qubits, para os mo-
dos do campo de duas cavidades, onde uma amostra atdmica é empregada para gerar estados

emaranhados entre fotons.

4.1 Trabalho inicial

Na presente sec¢do discutiremos o trabalho proposto em (4), onde um hamiltoniano efetivo

¢ determinado segundo uma aproximacao feita na evolu¢do da fungdo de onda.

Na representagdo de interacdo a equacio de Schrodinger é:

d
ifﬁlw(t)hm = Hine()| W (1) )int (4.13)

a solucdo formal de |y/(7) )i é:
1 t
V)i = WOt [ Hin0) W0 @14
Da mesma forma como procedemos em (4.11), substituimos (4.14) em (4.13) e obtemos:

. d 1 t
lhEW/(I»int = Hin (1) |W(0))int + ﬁHim(t)/o Hin(t1)|w(11))inedt1 5 (4.15)

supondo que Hjy(¢) oscile muito no tempo, em média, podemos negligenciar o primeiro termo

ZEmaranhamento é uma propriedade estritamente quantica, onde dois ou mais objetos apresentam medidas
correlacionadas, ou seja, seus estados ndo podem ser separados.

3Ver (4).

4"Quantum Bits", linguagem prépria da computacio quéntica.
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de (4.15).

Para hamiltonianos fortemente oscilantes, podemos utilizar o argumento de que a fun¢do
de onda varia muito mais lentamente que o hamiltoniano no intervalo considerado em (4.15),
de modo que a fungdo de onda |y(¢))in pode ser retirada da integral. Com isso, (4.15) pode ser

reescrita como:

. d 1 t
lha—W(f))im% [,—Him(l)/ Hint(tl)dll:| (W (t))int (4.16)
t i 0
que resulta em
. d
lhEW/(t»int ~ Hef(t)’W(t)>int; 4.17)
com
1 t
H, <t> = EHint(t)/o Hint(tl)dtl- (4.18)

Utilizando (4.13) vemos que:

o< gVit+ L[W(t) )indl (4.19)

d
SV

derivando o hamiltoniano no tempo:

<%Hm(r)> o< AgVii+ leTY, (4.20)

onde A € a freqiiéncia de oscilagdo do hamiltoniano na representacdo de interacdo, 71 € o nimero
médio de fétons no campo, § < 1 e

Hip o< g(ac ™ +h.c). (4.21)

Certamente a freqiiéncia de oscilagdo da funcdo de onda serd no maximo da ordem de
gV i+ 1, por isso podemos dizer, olhando para (4.19) e (4.20) que a funcao de onda ndo varia

temporalmente tanto quanto o hamiltoniano na interacao.

Na préxima se¢do, utilizando (5), demonstraremos melhor como chegar em (4.17) e (4.18).

4.2 Obtencao do método

Em (5) os autores expdem sua metodologia para obter hamiltonianos efetivos, utilizando a
seguinte forma para (4.9):
d - -
ihEU(I,to) = AHjn (1)U (2,19), (4.22)

onde A é um pardmetro de ordenamento, que mais tarde serd substituido pela unidade.
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Nesta etapa, um procedimento de média temporal serd aplicada a (4.22) para encontrar o
hamiltoniano efetivo do sistema. Efetivo no sentido em que os operadores que caracterizam o

sistema sao operadores resposta, ou “outputs”, gerados por convolugdo integral:
(1) = / Flt—1)o()dr'. (4.23)

A funcdo f(r) é responsavel pelo impulso ao qual o sistema é submetido, devido a presenca
de um laser, por exemplo, enquanto O(r) representa o operador “input”, caracterizando algum

aspecto do sistema.

Se a equagio (4.22) for convoluida com a fungdo f(¢), utilizando a relagio’ % = %O(r),

tem-se

ih%ﬁ(l,to) = AHyn (1)U (2,10). (4.24)

O “ansatz” feito em (5) consiste em supor que a média da multiplicagao dos dois operadores

em (4.24) € igual ao produto da média deles, ou seja:

Hine(t)U (1,10) = Het (1)U (1, 19), (4.25)
€ portanto
ih%ﬁ(t,to) — AH ()0 (t.10), (4.26)

onde He¢(t) € o hamiltoniano efetivo.

E razodvel expandir o operador He¢(f) em termos de uma base de operadores W, (), mas
devido a generalidade de tais operadores € necessdrio encontrar expressoes que restrinjam as

possibilidades. Como veremos abaixo, a determinagdo € razoavelmente simples.

Expandindo o hamiltoniano efetivo na base dos operadores W, (¢), e considerando-se que é

possivel organiza-los de acordo com o pardmetro A, temos

Het(t) = i AW, (1), 4.27)
n=0

Uma expressao andloga pode ser obtida para o operador de evolucdo,

Ult,tg) = i A"V, (t). (4.28)
n=0

>Ver Apéndice E
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E possivel identificar os operadores V,, com os termos da série de Dyson, ou seja,
1 /—=i\" [ 4 I
ann(t) == (—) / dn / dr. / dl‘anim(l‘l)lHim(l‘z) . ..;LHint(tn), (4.29)
n! \ h 10 10 10
sujeitos a condi¢ao
Vo(t) = 1.
Segundo o “ansatz”, substituindo (4.27) e (4.28) em (4.26) temos a igualdade:
Y A Hin (0)Va(t) = Y Y APTW, (1), () = Y Y APTIW, () V, (1), (4.30)
n=0 p=0g=0 p=0g=0
comparando as poténcias em A:
Hing(1)Va(1) = Y. Wy (t) Vo (1). 4.31)

Para ver algum tipo de recorréncia em (4.31) substituimos 7 por seus valores possiveis, com

nzp:
n=0
Hin (1) = Wo(2),
n=1
Hino(1)V1(t) = Wo(t)Vi (1) + Wi (6)Vo (1),
n=2

Hin (1)Va(t) = Wo(2)Va(t) + Wi (£)Vi(2) +Wa(2),

paran > p e n # 0 temos a relacdo de recorréncia:

que substituindo em (4.27) gera o hamiltoniano:

p=l1

o0 n—1
He(t) = Wo(t) + ; An {Him(t)Vn(t) — Hip (1) - Vo (2) — Z Wp(t)Vnp(t)} )

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

Se considerarmos a série (4.36) até segunda ordem, ou seja, perturbativamente, o hamilto-

niano efetivo €é:

Hef(t) :Him(t) —l—Him(l‘)Vl(t) —Him(l‘) -Vl(t),

comA, = 1.

(4.37)
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Uma questio importante sobre o hamiltoniano acima é se ele é Hermiteano®, por razio de

uma possivel ndo Hermiticidade de (4.37) realizamos a soma:

Hyp = % (e +H) (4.38)

que gera,

(H,-n, ()i () + VlT (£)Hin (t) — Hie (£) - V1 () — V1(£)T - Hipg (t)T) . (4.39)

1
H,¢ :Him(l‘) +§

com

it
Vi = —g/ Hmt(tl)dtl. (4.40)
fo

4.2.1 Hamiltonianos com dependéncia harmoénica no tempo

Veremos que o método de aproximacao proposto em (5) encontra uma forma analitica muito
simples para hamiltonianos efetivos se o sistema na interacdo possuir dependéncia harmonica

no tempo

N
Hint(t) = Y hnexp(iont) + hfexp(—iot), (4.41)

n=1
onde h, representa um operador qualquer: operadores do dtomo o5, do campo a (a"), ou a

multiplicagdo deles, respeitando a condig@o - () > < 1.

Substituindo (4.41) em (4.40)

N1 ( h, hi
Vi(t) = ’; P {E exp(im,t) — 1] — En[exp(—lwn ) — 1]}
= Vi(t) +Vi(to). (4.42)
Segundo (4.39)
Hep = Hin(t) +% (H,-m(t)[f/] () 4+ Vi(to)] — [Vi () + Vi (t0)| Hint (1)
— Hy (1) - [71(6) + Vi (t0)] + [V (6) + Vi (r0)] - H, (1 )) (4.43)

®Em (5) ha consideragdes sobre a ndo unitariedade do operador de evolugdo em razio do processo de média
realizado, o que gerard um hamiltoniano ndo Hermiteano, por isso a soma.
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No processo de média, devido ao sistema possuir altas freqii€ncias, teremos

Hip () =0
Vi(t)=0
Vi(10) #0 (4.44)
Hi (1)V1(t) #0
Hip (1) -Vi(tg) =0,
pois
exp(tiw,t) =0
(4.45)

exp[ti(w, + @,)t] =0
exp[£i(®, — 0 )t] = Sum,

entao
Hog = §Hin(6), V1 (1)] = — 35 [ Hine (1), [}, Hine (1)t (4.46)

Vemos que (4.46) é muito semelhante a relacdo encontrada em (4.18). Escrevendo (4.46)

em termo de operadores:
(4.47)

ns

uMz

Exemplo 4.2.1 Interagdo dispersiva

g)

Figura 4.1: Campo quantico interagindo dispersivamente com um atomo de dois niveis

O hamiltoniano do sistema é
H=Hy+YV, (4.48)
a energia livre do dtomo+campo:
Ho — h% 6, +hawa'a, (4.49)
(4.50)

e a energia de interagdo:
V =1(gac,, +g"a oge).
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Na representagdo de interacao
Hyy = h(eiAtgaGeg e Mg T Oge), 4.51)

com A= wy— 0.

Identificando (4.51) com (4.41)
hi = hgao,,, (4.52)

[h1,h}] = (h|g|)*[a’ac, + o], (4.53)

com N = 1,®; = A, de modo que a relacao (4.47) possa ser aplicada

—(d'ac; + oce). (4.54)

Na representagdo de Schrodinger (4.55) é

2 2
h
He = hoata+h (%a*a + %) G, + %oee. (4.55)

Como € conhecido na literatura, uma interagdo dispersiva entre dois niveis gera um deslo-

camento das energias destes proporcional ao niimero de féton na cavidade.

Se ao invés de um campo quantico tivéssemos um campo cldssico, o hamiltoniano efetivo

encontrado na representacao de Schrodinger seria:

Q 2
He = h (% + %) o, (4.56)

onde |Q| é o fator de acoplamento entre dtomo e campo eletromagnético. Para encontrar (4.56)

substituimos ga — Q e g*a’ — Q* em (4.55).
Exemplo 4.2.2 Atomo de trés niveis interagindo com dois campos qudnticos

O hamiltoniano do sistema é

H=Hy+V, (4.57)

a energia livre do dtomo:
Hy = hoga'a+ ha)bb‘bb + ", Ogy + 1 ;0 + M0, O, (4.58)

e a energia de interagdo:

V = h[g1a0;g + g2b0j. + h.c|. (4.59)
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g)

Figura 4.2: Dois campos quénticos interagindo dispersivamente com um atomo de trés niveis.

Na representagdo de interacdo o hamiltoniano é dado por:
.5 .8 .
Hine = 1[(g1a€"2" 03 + gabe 2" 07, ) ™ + h.c], (4.60)

onde fizemos a seguinte mudanca de varidvel: # =AeA;—A,=6.

Identificando os termos (4.60) com (4.41)

N=1,

o) =A,

hy = h(glaeigtcig + gzbe*ig’cie),

h = h(gja'e 13 oy + g3bleil0y),

[h1,h}] = 1?|g1|? [a"a(0i — Ogg) + 03] +12|g2|? [b7b(0i — Oee) + 0]
—12(g185b" ac,ee® + g graT boge ™).

(4.61)

\

Podemos utilizar o método proposto nesta se¢ao para encontrarmos o hamiltoniano efetivo

deste sistema substituindo (4.61) em (4.47), obtendo:

2 2
Hy = hoga'a+hob'b+h {wmt (%aa* + %bb“)} Oy

lg1]* + 21?4
+ h wg—Taa Ggg+h (De—Tbb Oge
— n (%b“a@g + %cﬁboge) . (4.62)

Se a mudanga de varidvel acima ndo fosse feita, irfamos obter um hamiltoniano efetivo

diagonal, que ndo descreve uma interagdo entre os niveis |e) e |g), € que ndo obedece a relagdo
(4.45).
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Considerando campo cldssico, o hamiltoniano obtido pelo método é:

Q7 | Q1
Hy = h(a)i+| Al| +| A2’ )G,-,-+h(a)g—‘ A1| >Ggg
Q12 Q0 Qi)

que € o hamiltoniano efetivo largamente utilizado em fons aprisionados, onde a transi¢do |g) <

le) dd-se via o nivel auxiliar |).

4.3 Comentarios

Vimos que em (5) obtem-se uma melhor constru¢do do hamiltoniano efetivo, em vista de
(4), partindo do “ansatz” (4.17). Vimos também que a técnica apresentada é desenvolvida para
sistemas sem dissipacdo, dado que sua constru¢c@o tomou como base a expansao do operador de
evolucdo e a condi¢do de evolucdo unitdria. Desse modo, ndo € possivel utiliza-la em situagdes

em que o efeito do reservatdrio sobre o sistema seja relevante.

Em (27), por exemplo, hamiltonianos bilineares e quadraticos sdao construidos, segundo
(4), de modo a gerar compressdao em uma das quadraturas do campo eletromagnético em uma
cavidade. O esquema foi baseado na intera¢do entre um atomo de dois niveis, um modo do
campo da cavidade e um campo cldssico. Postumamente a dissipacao provinda do decaimento

atomico e vazamento de f6tons pela cavidade, € considerada.

Em (28) utilizando (4) gera-se o mesmo tipo de hamiltoniano que em (27), porém com a
interacao de um dtomo de trés niveis, dois modos do campo da cavidade e um campo cléssico.
Neste trabalho mostra-se teoricamente que € possivel gerar superposi¢do de estados comprimi-
dos de um tdnico modo do campo, emaranhamento de dois modos e estado de vacuo comprimido

de dois modos (tal como o estado original EPR”), com alto fator de compressio.

Os autores em (29) utilizam a técnica proposta em (5) para a proteger estados de decoeréncia
utilizando um “squid”® acoplado a uma cavidade de microondas, onde as operagdes que 0s

estados sdo submetidos sdo operacdes geométricas nao convencionais.

Concluimos que o método proposto descreve bem alguns sistemas, mas ele nao € perfeita-
mente confidvel, j4 que podemos encontrar hamiltonianos efetivos ndo hermiteanos na auséncia

de dissipacdo. Também vemos que, segundo o exemplo 4.2.2, é necessdrio que montemos um

"Estado quéntico previsto por Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen que é um exemplo de estado
emaranhado.

8«Superconducting quantum interference device”, é um mecanismo utilizado para medir campos muitissimo
fracos através de uma jungéo Josephson.
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hamiltoniano tal que as condi¢des (4.45) sejam obedecidas.

Por fim concluimos que a expressao (4.47) é muito simples e nos permite obter rapidamente
hamiltonianos efetivos quando os hamiltonianos de partida sdo oscilantes, por esta razdo a téc-
nica proposta em (5) € interessante e deve ser empregada, porém, cédlculos numéricos devem
ser feitos, principalmente em razdo da possivel ndo Hermiticidade do hamiltoniano construido,

sendo este um fator problemético na teoria.
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5 Meétodo de pequenas rotacoes
ndo-lineares

Através de uma transformacio de pequena rotacao ndo-linear encontramos, com alguma
aproximacao, o hamiltoniano efetivo para a interacao. A transformagao proposta em (6, 30) tem
o efeito de diagonalizar o hamiltoniano em termos de um menor pardmetro natural do sistema,
para isso a dlgebra de operadores deformados de SU(n) € utilizada. O menor parametro natural,
por exemplo, do sistema composto por um campo quantico interagindo dispersivamente com
um atomo de dois niveis, € a razao entre o acoplamento dtomo-campo e a dessintonia do campo

em relagcdo aos niveis atdmicos, € = %.

Mostraremos também que o método € aplicdvel a sistemas acoplados com o meio am-
biente,! e que a forma de procedimento de obtencio de hamiltonianos efetivos é idéntica a

utilizada em sistemas fechados.

5.1 Motivacao do método

Baseado na transformacdo utilizada para diagonalizar o hamiltoniano linear abaixo
H=wS3+g(S++S_), (5.1)

onde o hamiltoniano representa uma particula de spin j em um campo magnético, construire-
mos o hamiltoniano efetivo de sistemas onde a algebra € nao-linear. Os operadores de (5.1)

pertencem ao grupo de rotacdo SU(2), e obedecem as relacdes de comutagao:

3,8+ = £S5+,
(S3,5+] + 52)
[S4+,S_] =283,
os autovalores destes operadores na base de momento angular | j,m) sdo:
S3|j,m) =m|j,m),
31j,m) = mlj,m) (53)

Seljom)=/(GFm)(GEm+1)|j,m).

Wer (31).
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Uma maneira conveniente de diagonalizar (5.1) € aplicar a rotagdo
U = expla(S+ —5_)], (5.4)
onde & € um parametro complexo a ser ajustado em fung@o dos parametros do sistema, mas que
faz U unitario.
Utilizando a relacio de Baker-Hausdorff?> o hamiltoniano transformado é

A = UHU'
= [wcos(2a)+2gsen(2c)]S3 + %[ZgCOS(ZOC) —owsen(2a)|(S++S-). (5.5

Escolhendo o pardmetro o podemos cancelar os termos ndo diagonais do hamiltoniano

(5.5), que se anulam para

tan(20) = %g (5.6)

e 0 hamiltoniano efetivo encontrado €

[ 4g?
Hes= w0/ 1 +WS3 5.7

Se em (5.1) considerarmos ® > g, o hamiltoniano € quase diagonal em S3. Aplicando uma

transformacdo de pequena rotacdo com o = %, o hamiltoniano efetivo é facilmente encontrado:

g2
Hep =~ <w+25> Ss, (5.8)

que coincide com a soluc¢do exata (5.7), quando expandida em poténcias de % < 1

Utilizando a semelhanca das algebras SU(n) e as algebras deformadas associadas a este
grupo faremos uso da transformacao de pequena rotacdo nao-linear para construirmos hamilto-

nianos efetivos provindos de hamiltonianos nao lineares.

5.2 Hamiltonianos nao-lineares

Admita um sistema que possui constantes de movimento® e que o hamiltoniano de interacdo
possa ser escrito na forma:

V=AX;+g(Xy+X_), (5.9)

2e"Be™ = B+[A,B]+ 5 [A,[A,B]] + ...
3Se [H,1] = 0, I é uma constante de movimento.
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onde g é uma constante de acoplamento e A é um parametro utilizado usualmente para medir
a diferenca entre as freqiiéncias do campo e do dtomo. As relacdes de comutacdo entre os
operadores sdo as seguintes:
X, K] = X, (5.10)
(X4 X_] = P(X3),
onde P(X3) é uma func@o polinomial arbitraria de X3 com coeficientes que podem depender das
constantes de movimento. Essas relagdes de comutagdo correspondem a chamada deformacao

polinomial da dlgebra SU(2).

Baseando-se na semelhanca dos hamiltonianos (5.1) e (5.9) e nas relagdes de comutagdo
que seus operadores obedecem, utilizamos uma transformagdo de pequena rotacao ndo-linear,
semelhante a (5.4) com o = %, para determinar o hamiltoniano efetivo de (5.9):

Hy = UHU'+UvUT
2

(04
= Ho+V+afXe =X V4 X =X X =X V] 4o, (D)
para o < 1
2
H. ™ Hy +AX3+gXP(X3). (5.12)

Exemplo 5.2.1 Interagdo dispersiva

{ o

Wy

g)

Figura 5.1: Campo quantico interagindo dispersivamente com um dtomo de dois niveis.

O modelo que descreve um campo quantico, de um tnico modo, interagindo com um atomo

de dois niveis é:

H = hoya'a +h%cz +1(gaGe + g a" Oe). (5.13)
Substituindo:
S3 = %
S. = 0y (5.14)
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em (5.13), onde os operadores S3,S5+ sdo elementos do grupo SU(2) e possuem as relagdes de

comutacgdo (5.2), o hamiltoniano obtido é:

H = hwya'a+hooS; +h(gaS, +g*a’s). (5.15)

Podemos dividir o hamiltoniano (5.15) em uma soma de operadores que representem as
constantes de movimento do sistema e operadores que contenham a parte relativa a interagao,
da seguinte forma:

H=Hy+V, (5.16)
Hy=ho.V, (5.17)
onde .4 = a'a+S3, é o nimero de excitacio do sistema dtomo+campo e

V =hAS3 +h(gaS, +g*a'S_), (5.18)

com A = wy— ®.

Baseado na solu¢@o do hamiltoniano (5.9) introduzimos os operadores da dlgebra defor-
mada de SU(2):

X4 = a0,
X_ :aTGgea (5.19)
X3 =83,

que respeitam as relagdes de comutacao:

[X37Xj:] = :l:Xj:,

(5.20)
[X-HX—] :P(X3)7

onde P(X3) = 2a'aX3 + oe.

Susbstituindo (5.19) em (5.18)

V = hAX3 +h(gXy + g*X_). (5.21)

No limite dispersivo, onde |A| > |g|v/7i+ 1, o hamiltoniano de interagdo é quase diagonal
na base de X3. Utilizando a técnica descrita na se¢do (5.2), para a construcao de hamiltonianos
efetivos, aplicamos a seguinte transformagao de pequena rotagao nao-linear

*

U = exp (%)@ - gXX) , (5.22)
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em (5.21) e obtemos

2 2
Hy=howatasn |2+ 8 0t0] oy nl8s (5.23)
2 A A
Como ¢ conhecido na literatura, uma interacdo dispersiva entre um atomo de dois niveis
e um campo eletromagnético gera um deslocamento das energias do primeiro, proporcional ao

numero de fétons na cavidade.

Exemplo 5.2.2 Limite dispersivo para a configuracdo A

g)

Figura 5.2: Um campo quantico interagindo dispersivamente com um atomo de trés niveis.

Um campo quantico interagindo com um atomo em configuracdo A tem o seguinte hamil-

toniano:

+ h(giracig+ g*faJr O,i) +h(g2a0; + gﬁaTGe,-). (5.24)

A constante de movimento do sistema é A4 =a'a+ 0, =a‘a+1— Ogg — Oge € pOrtanto
Hy = haw, NV, (5.25)

V = —1iA1Ogy — 1A Ope + T1(g1a0;4 + gTaTGgi) + (g2b0ie + g;bTGe,'), (5.26)
comAj = (@ — W) — 0 e Ay = (0 — @,) — .
Definindo os operadores da dlgebra deformada SU(3):

X388 = Gggvxee = Gee7Xii = Ojj,

X8 = ao; Xfi =a' o,
+. 18 . 8Ly (527)
X‘il = aGi&Xfl = aTceh
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obtemos as seguintes relacdes de comutagao:

X$, X8 = (X8, X =0

X8 X8| = X -ala(X - Xx88), [X¢ X = X7 +afa(XT — X°),

- - (5.28)
X8 X4 = —a'ac,, = —Y§°,
X% X4 = atacy, = Y¥.
Substituindo (5.27) em (5.26) obtemos:
V = —hAIX% — hAX +1(g1 XS + g1X5) + h(g2X S + 35X ). (5.29)
Na situagdo dispersiva, onde
A > [g1|Vi+1, (5.30)

podemos utilizar o seguinte operador de pequena rota¢do ndo-linear para anularmos a interagao
entre os niveis |i) e |g) :

Uy = exp(e. X8 — gf X%, (5.31)
com || = [§| < 1.

O hamiltoniano transformado por (5.31) é:

2
H = Hy—hA X — X + h% lata(X' — X88) + X]
1
+ R(gXY 4 giX ) —h (giﬁyfe + %YEQ) . (5.32)
1 1

Aplicando o mesmo procedimento para desacoplar os niveis |e) e |i) de (5.32), considerando

interacao dispersiva entre o &tomo e o campo
|Ao] > g2V + 1, (5.33)
o operador de pequena rotagdo nao-linear responsavel pela transformacao é:
Uy = exp(&,X¢ — X%), (5.34)

com |&| =[§| < L.
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O hamiltoniano (5.32) transformado é:

H" = Hy—hA X% —hAX + |i1| X +aa(X — X))
1
2 *
L oplel laa(X - x¢¢) — X1 — g‘gZYgeJrgngYge (5.35)
Ay Ay Ay

2 2 2
x . s gllgel” leilfe L lg1ltg
onde ndo consideramos termos proporcionais a A AR, © A

, € como Vvisto anterior-

ge _ f ge _ %
mente YY" =a'a0e, e Yo =a'aog.

Ap6s as transformagdes de pequena rotagcdo nao-linear (5.31) e (5.34), o hamiltoniano efe-

tivo obtido é:

2 2
Hy ~ hwaa*a+h(wg—%a a) Ggg—'_h(we_%) Oce
1 2
g1* | lg2f 8183 + 882 &
o O aC., + =——-a'ac 5.36
+ |:l+(A1+A2 ii Al eg‘l‘AlClagea ( )

onde agora os niveis |g) e |e) estdo acoplados.

5.2.1 Caso dissipativo

Adotando um modelo mais realistico, onde consideracdes sobre a perda de energia para
o meio ambiente sdo levadas em conta, iremos aplicar o método de pequenas rotagdes nao-li-
neares a equacdo de Liouville-Von Neumann, como em (31). A escolha do operador que fard
esta transformacgao serd semelhante a que utilizamos anteriormente. O operador responsavel
pela rotacdo € aquele que na pequena rotacao ndo-linear desacopla os niveis que inicialmente

interagem no hamiltoniano, em termos de um menor pardmetro natural do sistema.

Como ja visto no capitulo 1, a equacdo de Liouville € dada por:
. i
p=—7H.pl+ Y 1mZICulp, (5.37)

onde ¥, séo pardmetros determinados pelo reservatério e os -Z[Cy,] sdo os superoperadores de

Lindblad, que operados em p fornecem a relacao:
ZL[Clp = 2CupCly— CiCup — pCy,Cin, (5.38)

com
[Ho,Cp| = 0,Cpn, (5.39)

Hj € a parte do hamiltoniano livre e C,, sdo seus auto operadores.



5.2 Hamiltonianos ndo-lineares 65

A seguir iremos considerar um exemplo onde os efeitos de perda para o meio ambiente sdo
contabilizados e o método de pequenas rotacdes nao-lineares € aplicado, de forma a obter um

hamiltoniano e um Liouvilliano efetivos.

Exemplo 5.2.3 Interacdo dispersiva com dissipacdo

g)

Figura 5.3: Campo quantico interagindo dispersivamente com um atomo de dois niveis com
decaimento espontaneo.

Segundo (5.17) e (5.21), o hamiltoniano livre e de interacdo de um dtomo de dois niveis

interagindo com um campo quantico sio:

Hy = ha)a(aTa + S3)

(5.40)
V= hg(X; +X.),
onde os auto operadores do hamiltoniano livre sdo:
[Hy,a] = —hw,a
[Hy, Cee] =0 (5.41)
[H(), Ggg] =0.

Considerando que a perda de energia € causada pela ma qualidade da cavidade a equagao
(5.37) é dada por: .
i
LH.p] + 2 Zldlp. (5.42)

onde Y descreve o qudo rapido a dissipacdo acontece.

p=-

Aplicando a seguinte transformac¢do de pequena rotagdo ndo-linear no hamiltoniano (5.40)

e no operador densidade (5.42):

U =exp [i()@ —X_)] : (5.43)
encontramos: ) )
Hep = haga'a—+h {% + %a"‘a} . + thcee, (5.44)
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e
pef = _%[Hefu pef] + %/Ug[a]pUh (545)
onde utilizamos a relagao:
- 8 8 _
out=[1+ 306 -x)+.. } [1 - S0 x4+ ] —1. (5.46)

Calculando o termo referente a dissipacdo em (5.45) temos:

ULalpU" = 2apea’ —a'apes— pera’a+ i [(2apeeS +25_pera’)
— (a"S_pet+Saper) — (Pesa’ S— + perS+a)]

g 2
+ (5) 25-purSs = 5 per— purSS-), (5.47)
que podemos €SCrever como:
ULapU" = L]a]pes + .,zﬂ][a si]pef+( ) LIS_]pet. (5.48)

Substituindo (5.48) em (5.45)

. i

Per = — [Her, per] + 5 {X[G]PefﬂL ~Z[a,S+]per+ ( ) 521N ]Pef} : (5.49)
Em uma representagdo de onda girante o termo .#] oscila muito mais rapidamente que os

demais, por causa de a e a' estarem acompanhados de operadores do 4tomo, em razio disso .Z;

pode ser eliminado em (5.49)

Pet = _i[ﬁefaﬁef] +%/ [3[ 1Pet + < ) BZIN ]ﬁef} : (5.50)

h

Olhando para (5.50) vemos que se inicialmente o campo estiver no vacuo e o estado do
atomo for uma superposi¢do dos estados |e) e |g) ndo hd energia perdida entre a cavidade e
meio ambiente, fato que acontece porque niao ha troca de fétons entre o 4tomo e o campo.
Nesse limite, a dissipacao efetiva se da através do atomo. Nesse contexto o operador densidade

¢ dado por:

et = — 117 ~]+Z(§)2(2S 5erS.. — S-S Pot — PerS+5_) (5.51)
Pef = A ef, Pef > \A —Pefd+ +0—Pef — Pefd+9— ). .
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5.3 Comentarios

Apesar de prevermos a utilizacdo do método a todo sistema onde o hamiltoniano possui
operadores que formam uma algebra deformada de SU(n), muitas vezes ndo é simples e nem
possivel reduzirmos os operadores do hamiltoniano a operadores que possuam a mesma estru-
tura do grupo SU(n). Segundo os artigos (6, 30-32),* o método desenvolvido contempla os
casos de interacdes dispersivas, sistemas dissipativos e modelo de Dick no limite de campo

forte sem dissipagdo.

Em (33) o método € utilizado para gerar estados de qubits do movimento vibracional de um
fon, em um regime onde a aproximacao de onda girante ndo € feita no hamiltoniano e onde o
parametro de Lamb-Dicke ndo é necessariamente pequeno. Em (34) estudou-se a estabilidade
da coeréncia de um sistema quantico, sem a aproximacao de Markov ou de Born, para um curto
espaco de tempo, utilizando o método de transformacao de rotagao infinitesimal para a obten¢ao
de um hamiltoniano efetivo para o sistema. Nesse trabalho obteve-se uma expressdo geral que
permite estimar a escala de ordem do tempo de decoeréncia para o qual o sistema quantico é

instavel.

Em (35) os autores utilizam o método de pequenas rotagdes nao-lineares para resolver a
equacgao mestra de um campo quantizado pela cavidade em temperatura ndo nula que interage
dispersivamente com um atomo, interag¢ao tipo Jaynes-Cummings, determinando os efeitos de

fotons térmicos na dindmica do emaranhamento.

Um cuidado que devemos ter ao utilizar este método € o de expandirmos a transformacgao
infinitesimal em ordem suficientemente grande de forma que o hamiltoniano contenha todos os

. . . . 2 2
termos proporcionais a constante de interesse, que no exemplo 5.2.1 foi £ e em 5.2.2 % e

|g2[?
Ay °

4Ver apéndice F.
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6 Comparacdo dos métodos

Em vista da escolha de um melhor método para obtencdo de hamiltonianos efetivos, iremos
comparar algumas grandezas geradas através das técnicas estudadas com as obtidas por célculo

exato.

Por simplica¢@o utizaremos um dos sistemas mais bdsicos em Optica Quantica que possui
solu¢do analitica conhecida, um campo quantico interagindo dispersivamente com um dtomo de
dois niveis, para verificar o qudo bons sao os hamiltonianos efetivos obtidos via as aproximagoes

mencionadas nos capitulos anteriores.

As grandezas calculadas s@o o niimero médio de fétons, a inversdo atdmica entre os niveis
le) e |g) e a parte real dos coeficientes de amplitude de probabilidade C, , € C,,. O nimero
médio de fétons é uma medida importante no problema porque é uma grandeza mensurdvel
experimentalmente, assim como a inversao atdmica. Através da inversdo atdmica podemos
compreender melhor a dindmica de excitacdo e desexcitacao atomica. Porém é com o conhe-
cimento das amplitudes de probabilidades que iréd ser possivel comparar os métodos estudados

com o valor previsto exatamente.

Os hamiltonianos efetivos na representacdo de interagdo, do sistema composto de um campo
quantico interagindo dispersivamente com um dtomo de dois niveis, obtidos pelos métodos de
eliminacao adiabatica (EA), dinamicas efetivas para hamiltonianos oscilantes (DE), método de

pequenas rotagdes nao-lineares (PR) e eliminacao adiabatica "a Ia" Knight (EAK) sdo respecti-

vamente: )
. A

HiEA:h(%a}a—E> o, (6.1)
HPE — h|g|2(a T4G, + Ope), (6.2)

1 A Z ee .
; A a an+Gee) (6.3)

2 A

Hl.EAK =h < |gA| a'a— 5) O;. (6.4)

Os hamiltonianos (6.1-6.4) ddo origem a coeficientes de amplitude de probabilidade, C, ,

e C,, desacoplados e por isso facilmente manipuldveis. Neste caso basta que fagamos uma
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boa escolha do estado inicial do sistema para que os valores das amplitudes de probabilida-
des encontradas pelas aproximagdes se comportem diferentemente uma das outras, e assim a

compararagio de qual curva melhor se aproxima do valor exato é imediata !.

Escolhendo o estado inicial |y(0)) = |g)|0), com A =10 e g = 1, obtemos os gréficos para

o nimero médio de fotons, figura 6.1, a inversdo de populagao, figura 6.2 e R(C, ), figura 6.3:

1,0 -
Exato
7)) o EA
§ 057 A DEPR
° EAK
L
35
o 0,0 3-8
©
‘@
=
o
)
£ -0,5
3
b4
-1,0 T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10

Tempo

Figura 6.1: Nimero médio de f6tons em fun¢do do tempo para |y(0)) = |g)|0)

O valor encontrado do nimero médio de f6tons e inversao atdomica utilizando os métodos

Ja citados, estdo de acordo com os valores analiticos esperados.

Na figura 6.3 vemos o comportamento de R(Cy ), podemos notar que as curvas que me-
lhor se aproximam da curva exata sdo as calculadas pela aproximacao de dinamicas efetivas
para hamiltonianos oscilantes e pelo método de pequenas rotagdes ndo-lineares. Este fato é
interessante pois comprova por comparacao dos resultados que o "shift" de energia A nos ha-

miltonianos efetivos (6.1) e (6.4) ndo € previsto.

Utilizando o estado inicial |y(0)) = |e)|0), com A = 10 e g = 1, encontramos os graficos

para o nimero médio de fétons, figura 6.4, e a inversao de populagdo, figura 6.5:

Apesar de nenhum método concordar perfeitamente com as curvas exatas o valor maximo
da diferenca entre as curvas para o nimero médio de f6tons € de 4% e para a inversao atdmica

é de quase 8%. Ao escolhermos o estado inicial |e,0) hd a probabilidade de que o dtomo decaia

'Vemos aqui que o hamiltoniano efetivo obtido pelos métodos de dindmica efetiva e pequenas rotagdes nio-li-
neares sdo idénticos.
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Figura 6.3: R(C, 0) em funcdo do tempo para |y(0)) = |g)|0).

para o nivel |g), por isso hd oscilagdo entre o nimero médio de fétons 1 e 0 e a inversdo atdmica

le-1.

No comportamento de R(C, ), na figura 6.6, vemos que o “shift” no nivel atdmico |e) é
importante para a dindmica do sistema, fato ndo previsto pelos métodos da elimina¢do adiaba-
tica e eliminacdo adiabdtica "a la" Knight. A curva que mais se aproxima da exata € aquela

prevista pelo método de dinamicas efetivas e pequenas rotacdes nao-lineares.
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Figura 6.5: Inversdo atdbmica em fungdo do tempo para |y (0)) = |e)|0).

Fazendo uso do estado inicial |y(0)) = |g)|1), com A= 10 e g = 1 encontramos os graficos

para o nimero médio de fotons, figura 6.7, inversdo de populacdo, figura 6.8 e de R(C, ), figura

6.9.

A diferenca maxima entre os valores calculados exatamente e aqueles obtidos por apro-

ximagdo para o nimero médio de fétons e a inversdo atdmica sdo respectivamente 4% e 8%.

Por causa da forte dessintonia entre a freqiiéncia do campo do laser e aquela necessdria para a

transi¢do atdmica o nivel |e) ndo é efetivamente populado.
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Figura 6.7: Nimero médio de f6tons em fun¢do do tempo para |y(0)) = [g)[1)

Na figura 6.10 mais uma vez verificamos que os métodos de dinamicas efetivas e de peque-
nas rotagdes ndo-lineares sdo 0s que mais se ajustam a curva exata. Podemos notar também que

as curvas de R(C,,1) calculadas por eliminagdo adiabatica e "a la" Knight se distanciam com o
passar do tempo uma da outra.

Em posse destes dados, concluimos que apesar de termos feito uso de um sitema largamente

estudado e que possui solucdo analitica conhecida®, conseguimos verificar alguns regimes de

2Ver "Quantum Optics", Cambridge University Press (1952), cap. 6 pag. 198.
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validade das aproximacdes e verificar quais os métodos para a obtencao de hamiltonianos efe-

tivos sao mais confiaveis nestes casos.

A dependéncia do referéncial para o método de eliminacao adiabatica pode ter sido o fator
gerador da discrepancia entre o valor aproximado das grandezas e o exato. Também vimos que
com a eliminagdo adiabdtica ndo pudemos prever o "shift" de energia no nivel |e), isso por causa
da ambiguidade desta técnica gerada devido a utilizacao de comutadores em sua construgdo. Ja

o método de eliminac¢do adiabatica proposto por Knight além de nio prever o "shift" de energia
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no nivel |e), ndo fornece um resultado correto quanto aos acoplamentos efetivos, dando origem

a um fator "2" que ndo estd presente na solucao exata.
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APENDICE A - Cdlculo da hamiltoniana de um
elétron em um campo
eletromagnético

A forca que um elétron sente na presenga de um campo eletromagnético € dada pela forca
de Lorentz:
— — 1% —
F:e<E~|——><B), (A.1)
c
onde e € a carga do elétron, E e B sio os vetores campo elétrico e campo de indu¢do magnética

respectivamente, v € o vetor velocidade do elétron e ¢ € a velocidade da luz.

Fazendo uso do formalismo Lagrangiano determinaremos a equagdo de movimento do elé-
tron no campo eletromagnético e para isso primeiramente temos que encontrar a Lagrangiana

do sistema.

A Lagrangiana € um funcional que depende de coordenadas generalizadas, g e ¢, e da
variagcdo temporal destas. Em mecanica conseguimos determinar a posi¢do de um corpo univo-

camante em cada instante de tempo através de coordenadas generalizadas, g;.

A Lagrangiana de um sistema € definida como:
£(3:9) =T(q)—U(3,9), (A2)

onde T € a energia cinética e U o potencial generalizado.

Partindo das equacgdes de Lagrange deduzimos as equacdes de Newton:

d (a.z) 0%

dt dgi B dq; =0, (A3

portanto

d (0T dU d [dU
dr (36]}') ~ g +E <3q'i)' (A.4)
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Com base na igualdade:

d (dT
F=_[= A5
vemos que o potencial generalizado d4 origem a forcas generalizadas
oU d [dU
FF=——F—+4+—|=]. A.6
: dqi * dt (8(]1) (4.6)

Com o auxilio de duas das equacdes de Maxwell:

V-B=0, A7)
VXE = —%‘9—?, '
podemos reescrever 0s campos E e B em termos de potenciais Ae ()
B=V xA, (A.8)
- 10-
E=-V¢———A. A9
¢ Y (A.9)
Substituindo (A.9) e (A.8) em (A.1)
dop 10A; 1
Fi=e|—=—————+4+—(q¢;Br— qiB; A.l
] e{ 94, Cat+c(q1k qk j)}? (A.10)
com V=¢gel[dxb);= & jka by
dp 10A; 1 JdA; OA; 1 dA; dA;
Fi=e|-——————+4+—¢i| =—— - =——=— - A.ll
! e{ dqg; ¢ ot +ch <8q,~ dq;j T dqr  dq; ( .
Comparando (A.11) com (A.6)
U agp 1 0A; 0A;
———=e|——+—-|gi=— +qr—=— A.12
g e{ a‘Ii+c(qjaCIi+qkai ’ (A12)
d 8U e 8Ai 3Ai aAi
— = )=-(- —qi —q A.13
i <8q’,~) c ( o Vag  %oq) (A13)
o que nos da
U=ecop—S5-A. (A.14)
c
Substituindo (A.14) em (A.15)
mc_}z 5
L=———eP+eq-A, (A.15)



Apéndice A — Cdlculo da hamiltoniana de um elétron em um campo eletromagnético 77
g ~ L JL
utilizando a relacao p; = Er
0%
Pi= = =mqgi+eA;, (A.16)
dgi
onde p; € um dos momentos generalizados.
Encontrando ¢; de (A.16) e substituindo em (A.15) temos:
-2 T\2
eA
A, (A.17)
2m 2m

Conhecida a Lagrangiana e o momento conjugado, podemos encontrar a hamiltoniana do

elétron imerso no campo eletromagnético através da operacgao:
3
%<q7pat) - Z%Pz _Za
i=1

1 N2
H = — (ﬁ—eA) +ed,
2m

com i sendo um dos €ixos x,y, z.

(A.18)

(A.19)
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APENDICE B - Equacées dos Campos de radiacdo

Com o auxilio das equagdes de Maxwell,

VxH=J %ﬁ,
— a—)
VX_‘E:—EB, (Bl)
VD:pa
V.-B=0

B=VxA. (B.2)

Substituindo (B.2) na segunda equacgdo de (B.1)

— a —
VxE_—E(V XA), (B.3)
que resulta em
— a —
E = —gA—V(p. (B.4)

Utilizando as seguintes relacdes constitutivas no vacuo:

DZE()E, (B.5)
B = oA, '

e as equacoes (B.2) e (B.4) temos que, na auséncia de fontes de corrente, a primeira equacao de

(B.1) é escrita como:

R o ( 0-
Vx (VxA) =g (-EA—W) , (B.6)

que € igual a

S - 2. 0
v <V-A> ~V2E = —eopp <WA+ EV‘P) . (B.7)
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Adotando o gauge de Coulomb V .A = 0 e na auséncia de fontes de carga, p =0

2

oA (B.8)

V2A = golio=—

Se ha condi¢do de contorno periddica A pode ser escrita como uma série de Fourier:

(ZZJM[ exp(ik - 7) Ok (1)8 ) (B.9)

onde k = w/c, & é o versor na direcdo [ e R(f) é um operador que retem somente a parte real
de f. Devido a periodicidade de X(?, t), os valores que o vetor de onda k pode assumir sdo dados
por,

2n

comm=1,...el=x,yz

Substituindo (B.9) e p = 0 em (B.4) os campos cldssicos obedecem as equacdes:

E=-%R Z@% (k) exp(ik - 7)Ox(1)& | (B.11)
kl
B=%R Y iker(k)exp(ik-7)Qr()k x & | . (B.12)
k|l

Para calcularmos a energia contida no campo eletromagnético iremos necessitar das propri-
edades das fungdes ortogonais. Fungdes ortogonais sao fungdes complexas de varidvel real que
satisfazem as seguintes relacoes:

12 00(x) G (x)dx = 0,m # n

n'_m - B.13
(9 0m) {fgbn(x) m(x)dx > 0,m = ( )

onde (¢, - ¢,,) representa o produto entre duas fungdes.

Se considerarmos E e B fun¢des complexas, a energia contida no campo eletromagnético €

dada por:

1 /o o = =
. = /‘/E(E-D+B-H>dv
/
_ Z M/ [goexp(iz-?)eXp(—iE/'?)le(mz
LK Y
k(—k')

m exp(ik - F) exp(—ik’ - 7)|Qx(t)|?dv | . (B.14)
0
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Sabendo que " e "™ sdo fungdes ortogonais, utilizaremos as propriedades destas para
calcularmos a integral acima

—

(7 e 7y = [ exp(if-7)exp(—ik -F)dv = (2L)*S,_; B.15
=L P p(—ik -F)dv=(2L) 6y_3. (B.15)

Entdo utilizando as rela¢des k = ZLﬂ e Y *(k) = 7, (B.14) é
M =L 3 [l On()? +mn Vi |Qu(1) ] (B.16)

2
onde m, = 847 L3¢y e v = ()"
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Liouville-Von Neumann

81

Com base no Hamiltoniano abaixo, as equagdes dos elementos do operador densidade,

utilizando a equacdo de Liouville-Von Neumann, sdo dadas por:

H= h%cz Q0 KO | ),

Pee = —1(QPge = Q" Peg)
Peg = —i[8Peg + Q(Pgg — Pec)],
Pgg = i(Q2Pge — Q" Peg)-
Utilizando a seguinte mudanca de varidvel
Peg(t) = B(1),
Pec — Pgg = O(1),

podemos escrever (C.3) como:

B =—i6p +iQO.

Definindo f = ¢ ' ® ()
b =00
Integrando (C.7) formalmente
ro.,
o) = iQ / & o(t)dr,
0

; Logy .
= cp<0)+%[@<t)el5f—®(o>]—% / % Odr’
0

integrando o terceiro termo de ®(¢) temos:

Q

(1) = B(0) + 3 1O()F¥ ~ O(0)] +i53[O(1)c ~O(0)] + 2 / '8 B’

62 Jo

(C.1)

(C.2)
(C.3)

(C4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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Das equacdes (C.2) e (C.4)
O = Pee — Pgg = —21Q(Pge — Peg) = —2iQ, (C.10)

que substituindo em C.9 da:

(1) = D(0) + %[@(t)ei& —0(0)]+ 2?—22[r(t)e15’ —I(0)]+ 2?—22 /O " Ty (C.11)
Para |6 > |Q]
(1) = d(0) + %[@(I)ei& —0(0)]. (C.12)

Fazendo a substitui¢io contraria de (C.5), pe(f) = ®(t)e ', substituindo em (C.12)

Pegt) = D(0)e 1 — %@(O)e_i& +200). (C.13)

Fazendo uso da média temporal de peg, Peg () = 7 I peg(t')ar’

Sk

Peg = < (Pee — Pgg)- (C.14)

Vemos que os niveis |e) e |g) estdo desacoplados, como o esperado!



APENDICE D - Perturbacéo de Dyson para o

operador evolugao

A equagdo que o operador de evolugdo tem de obedecer

hdU(t 1)

o = H;(t)U(t,10),

tlo—l——/HI tt()

agindo iterativamente

Ult,tg) = 1——/H1 1——/ H(t")O (" 19)dt" | dt’

— 1——/H1 dt+(h)2/dt/ dt"Hy({"H (t") + ...

+ ( )/a’t/ ar" .. / dt " H (VH (") . H (1™),

Ul(t,ty) = ﬁexp_%%H’(ﬂ)dﬂ,

H](I])H](Z‘z) sety > 1y,
H[(l‘z)H](ll)Selz > 1.

T H(t)H(12)] = {

83

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.5)
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APENDICE E - Convolucio

A convolug@o de um operador O(r) é dada por:

o(t) :/w fe—tHo(ar', (E.1)
com f € R.

Podemos encontrar a convolugio da derivada temporal do operador O(r)

20 = p)
ait) - /_ _fl=)5500")dr"
© 9 / / / > 9 , "
= /ww[f(t—t)O(t )] dt _/wﬁf(t_l)()(’ )dt
= fE=1)0- Z%f (t=to()dt', (E.2)

fazendo a seguinte mudanga de varidvel t - t” = X vemos que

d ddx _ dox_ J

3 " axar  axar ar (53
Substituindo a relacdo (E.3) em (E.2)
90U) _ re—tyou) =+ 2 / -0, (E4)
ot ot J -
se f(t—1)[*2=0
200) _ 9%, (E.5)
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APENDICE F - Campo forte no modelo de Dicke

Utilizando o método de Transformac¢ao de Rotacao Infinitesimal encontraremos o Hamil-
toniano efetivo de um campo quantico ressonante a transicdo de N dtomos idénticos, de dois

niveis, no limite de campo forte!.

O Hamiltoniano da intera¢do atomo-campo € descrito pelo modelo Jaynes-Cummings:
H=owa"a+ oyS.+g(aSy+a'S_), (F.1)

onde os operadores do d&tomo sao:

N o
SZ = Zi:l 2
S+ =YY, 0L, (F2)
S =YY |0k

Reescrevendo o Hamiltoniano (F.1) em termos de suas constantes de movimento temos:

H=Hy+V, (F.3)
Hy= .V, (F4)
V=AS.+g(aS,+d'S_), (E.5)

onde A =a'a+S3,A=wy—we [N H =0.
As relacdes de comutacdo obedecidas pelos operadores atdmicos (F.2) sdo as mesmas do

grupo de rotacdo SU(2).

Definindo operadores de fase para o campo eletromagnético de modo que os operadores de

criacdo e destruicao possam ser escritos em termos desses operadores:

a' =exp(—i)vVa+1,

A (F.6)
a=+/n+1lexp(ig),

'Como feito em (32)
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e substituindo (F.6) em (F.1), com o campo quantico em ressonincia com a transicéo, |g) < |e),
obtemos o Hamiltoniano:
H=ao/ +g[Vi+1lexp(id)S, +exp(—id)vVa+1S_]. (F.7)

O operador de fase, ei¢, foi primeiramente definido em (36), onde buscou-se encontrar
um operador unitdrio que possuisse autoestados de fase bem definida e que suas propriedades
coincidissem com as que normalmente associamos a fase 2. Os autoestados associados a este
operador sao aqueles definidos em (36)

N
1) = lim (s+1)""/2 Y explin6]|n). (F8)
§—00 n:O
O estado (F.8) tem um desenvolvimento no tempo muito natural e simples para um oscilador

harmo6nico ou um modo do campo eletromagnético:
|6) — |6 — wt). (F.9)
Selecionando um estado de fase de referéncia em (F.8), |6)), onde s possa ser arbitraria-

mente grande, de modo a ser permitido tender a infinito quando valores médios sdo calculados,

podemos construir estados de fase ortogonais, da seguinte maneira:

S
160) = (s+1)"/2 Y explin6o]|n), (F.10)
n=0
trocando apenas 6 por 6,,:
S
16) = (s+1)7/2 Y. exp[ing,]|n), (F.11)
n=0

com (6,,|6,,) = 1.

Impondo condi¢@o de ortogonalidade entre 6y e 6, os estados |6,,) formardo uma base
completa ortogonal, onde a seguinte relacdo entre 6y e 6,, deve ser satisfeita:

2mm

6,=20
O+s+1

(m=0,1,...s). (F.12)

Como os estados |6,,) pertencem a uma base completa ortogonal, nds podemos expandir o

estado de Fock, |n), em termos dessa base:

1) = ¥3,=010) (Omlln) = (s +1) 72 L5, _oexp[—in6,.]|6,n). (F.13)

2Ver (37)
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Pode-se notar em (F.13) que o estado com nimero de f6tons |n) tem a mesma probabilidade

de ser encontrado em qualquer estado de fase |6,,).

Em posse das relagdes entre o operador de fase e o nimero de fétons construidas a partir de
(F.13) e a condigdo de que os estados |6,,) sdo autoestados deste operador?, percebemos que o

operador de fase € ndo unitario:

<I’l| eXpG‘ﬁ) CXp(—i(ﬁ”l’l/) = 5n,n’a

A N (F.14)
(n|exp(—i@)exp(ip)|n’) = &, comn’ >0,
o que leva a
eXP(1¢.)Aexp(—lfif) =1, E15)
exp(—ig)exp(i¢) =1 —10)(0]

Embora o operador de fase ndo seja unitdrio segundo (F.15), vimos que ele tem uma decom-
posicao espectral em (F.13). Visando corrigir o problema da nao unitariedade vamos considerar
que o nimero de fétons total € muito maior que o nimero de 4&tomos, € entdo nao haverd nimero

de fétons nulo na cavidade, e nesta condi¢d@o, o operador de fase € unitério.

Utilizando a tranformacdo a seguir vamos conseguir expandir o Hamiltoniano (F.7) em

termos de um menor pardmetro do sistema
Q = explig(S: +C)], (F.16)

onde
Q(|k7 Y>at ® ’n>c) = eXp(i(ﬁk)’k, }/>at ® ‘n>C = |k7 Y>at ® |n - k>6 (F'17)

O conjunto {|k,¥)a} € a base de representacdo da dlgebra atdmica:

Sz|k7 ’}/>at = (k_C)‘ka '}/>at7 (F18)

onde k € o ndmero de excitagdo do sistema atomico, 0 < k < N, N € o nimero de dtomos, C
¢ uma constante que corresponde ao mais baixo nivel de energia do sistema quando k =0e ¥y

representa todos os outros indices atdbmicos necessarios para que o estado seja bem descrito.

A transformagdo (F.16) aplicada aos operadores do dtomo e campo oferecem os seguintes

resultados:
0S5, 07" =exp(if)S,
0S_Q ' =exp(—ig)S_, (F.19)
0(—-C)Q ' ="

Yexp(—if)|n)c = n+1)c e exp(id)|n)e = |n—1)c (comn > 0).
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Substituindo (F.19) em (F.7) obtemos o Hamiltoniano transformado:
H = 00@-C)0 '+g[Vai+105.07 '+ 05 0 '"Wi+1]
= o{w-C)+gl(Q"'ViT10)s, +S-(0"'Vi+10)} 0!
= Q{oV+g[\/V—S.+15, +S_ /V-S.+1)}0 ' =0A0 !, (E.20)
v=n—-C.
Expandindo a raiz /A — S, + 1 para (V) > (S;), ou sejan > N,k
_ . 1 /=S, +1/2\ 1 [(=S.+1/2\?

—S,+1= 12014+ ) —= | ——5& F21
VV=Setl=v+l/ +2(0+1/2) 23(0+1/2 Foeps (B2D
—S,+1/2 . L o 1 Lo )

onde ( 12 ) <& I. Definindo a varidvel € = WYk e substituindo-a em (F.21):
1
V=S +1= % + (=8, +1/2)—3(=S.+1/2)*+... (F.22)
Utilizando a relacdo acima em H:
~ N 1
H = wv+g{ {i+s(—sz+ 1/2) —83(—SZ—|—1/2)2—|—..} S,
1
Considerando as seguintes operagdes e substitui¢des:
26 (S4+5-) = g5,
e[(=S;+1/2)S4 +S_(—=S;+1/2)] = —€{S;, S}, (F.24)
83[(_52 + 1/2)ZS+ +Sf(_Sz + 1/2)2] = _83{527 {Smsx}};
~ R 1
H=wV+g (gsx —e{S;, S} — {8, {S., S} } + ﬁ(sS)) , (F.25)

onde {,} representa a relacdo de anticomutagdo entre os operadores € S4 = §, 1S,

Para a utilizacdo do método de rotacdes infinitesimais para Hamiltonianos efetivos* temos

que dividir o Hamiltoniano acima em parte livre e perturbada. Também € necessario que o

Hamiltoniano livre esteja escrito em uma base diagonal, para isso aplicamos a seguinte rotagdo:

U
Uy = exp <1§Sy> ,

4Ver capitulo 5.

(F.26)
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H' =U,HU] = 0V +¢ éX3 +e(Xy+X)— %3{3)(,)@ +X_}, (F.27)
onde os operadores
Xy = 5{8.,84},
X_=1{s.,S_}, (F.28)
X3=25,
e o polindmio associado é
X\, X | = P(X3,5%) = 4X; — %X3 (457 —1), (F.29)

comSzz%](%—I—l).

Definindo a seguinte transformagao de rotacdo infinitesimal, como descrita pelo método ja
citado

U =exp[e?(X, —X_)], (F.30)

e utilizando a expansdo de Baker-Hausdorff

UX3UT ~ X3 — (X, +X_) —e*P(X3,5%),
UXy+X U™~ (X, +X_)+2e?P(X3,5%), (F.31)
U{Se, Xo +X_JUT = {8, {S.,8:}} = %,

encontramos o Hamiltoniano transformado:

H/

12

. 1 e’
oV +g |:EX3 + 283P(X3752) - ?{Sxa {SZ7SX}}:| )
1
= wV+g { R £3[8X; — X3(48% — 3/2)]} : (F.32)
Aplicando a transformacdo inversa a (F.26) o Hamiltoniano efetivo encontrado é:

N 1
Hi=0V+g [ESX+£3 853 —5,(45% -3 /2)}. (F.33)
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