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UFSCar - São Carlos

Março/2009



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da 
Biblioteca Comunitária da UFSCar 

 
 
 
O482em 

 
Oliveira, Thiago Werlang de. 
    Estudo do modelo de Rabi no contexto de sistemas 
quânticos abertos / Thiago Werlang de Oliveira. -- São 
Carlos : UFSCar, 2009. 
    56 f. 
 
    Dissertação (Mestrado) -- Universidade Federal de São 
Carlos, 2009.  
  
    1. Sistemas quânticos abertos. 2. Hamiltoniano de Rabi. 
3. Interação da radiação com a matéria. 4. Decoerência 
(Decoherence). 5. Efeito Casimir dinâmico. 6. Ótica 
quântica. I. Título. 
 
 
                                                      CDD: 539 (20a) 
 

 



Thiago Werlang de Oliveira

Dissertação de Mestrado submetida
à Coordenação do Programa de
Pós-Graduação em Física, da
Universidade Federal de São
Carlos, como requisito parcial para
a obtenção do título de Mestre em
Física.

Aprovado em: 27 de Fevereiro de 2009
~

BANCA EXAMINADORA

Prol Dr. Ce1S&Jm-ge Vi/las-Bôos (orientador)
Universidade Federal de São Carlos - DF

~ ~ \u.~
Profa. Dra. Maria Carolina Nemes

Universidade de Federal de Minas Gerais - DF

,

/

..



Agradecimentos
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Resumo

O hamiltoniano de Rabi descreve a interação entre um átomo de dois

ńıveis e um único modo de um campo eletromagnético quantizado. Neste trabalho

estudamos numericamente e analiticamente a dinâmica do hamiltoniano de Rabi

sujeita aos reservatórios de fase e decaimento, introduzidos na equação mestra

através dos operadores de Lindblad usuais. Quando o sistema está sujeito a um

reservatório de fase atômico markoviano, os termos contra-girantes no hamiltoni-

ano de Rabi induzem uma criação de fótons a partir do vácuo a uma taxa linear.

No caso em que há efeitos dissipativos, o número médio de fótons atinge um valor

assintótico maior que o número médio de fótons térmicos, esperado na ausência

dos termos contra-girantes. Revelamos a origem do fenômeno e estimamos a sua

importância em situações realistas. Ainda, calculamos aproximadamente a taxa

de criação de fótons quando há apenas defasagem e os valores estacionários do

número médio de fótons e da inversão atômica no caso geral.
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Abstract

The Rabi Hamiltonian describes the interaction between a two-level atom

and a single mode of the quantized electromagnetic field. In this work we study

numerically and analytically the dynamics of the Rabi hamiltonian subjected to

damping and dephasing reservoirs, included via the usual Lindblad superopera-

tors in the master equation. When the system is subjected to the Markovian

atomic dephasing reservoir, the anti-rotating term in the Rabi hamiltonian leads

to a linear photon generation from the vacuum. In the case where the dissipation

effects are present, the asymptotic mean photon number attains a value higher

than the thermal photon number, expected in the absence of the anti-rotating

term. We reveal the origins of the phenomenon and estimate its importance in

realistic situations. Still, we evaluate approximately the photon creation rate in

the pure dephasing case and the asymptotic mean photon number and the atomic

population inversion in the general case.
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B Trajetórias Quânticas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



Caṕıtulo 1

Introdução

Um problema fundamental e de grande importância em F́ısica é a des-

crição da interação entre a radiação e a matéria. O modelo mais simples a abordar

este tema foi introduzido por I. I. Rabi [1] e consiste na interação de um átomo de

dois ńıveis com um único modo de um campo eletromagnético (EM) quantizado.

Embora o modelo de Rabi (MR) tenha sido muito estudado nas últimas

décadas, até o momento não foi posśıvel obter uma solução exata para ele, apenas

soluções numéricas [2, 3, 4, 5] e soluções anaĺıticas aproximadas [6, 7, 8] foram

obtidas. A aproximação mais utilizada para se obter uma solução anaĺıtica é

a aproximação de onda girante (RWA, do inglês rotating wave approximation),

válida em um regime onde o campo não é muito intenso e o acoplamento entre

átomo e campo é fraco. Esta aproximação elimina certos termos do hamiltoniano

que descreve o modelo de Rabi, chamados de termos contra-girantes, como ficará

claro no decorrer do texto. Neste limite o modelo de Rabi possui solução exata

sendo então conhecido como modelo de Jaynes-Cummings (MJC) [9, 10].

Por ter solução exata o MJC tem sido exaustivamente empregado na

Óptica Quântica, principalmente na Eletrodinâmica Quântica (EDQ) em cavi-

dades, onde a maioria do experimentos satisfazem as condições exigidas pelo

modelo. O MJC revelou interessantes fenômenos devido à natureza quântica do

campo eletromagnético como, por exemplo, colapsos e ressurgimentos da inversão

de população [11], oscilações de Rabi [1], estados não-clássicos do campo como o
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1. Introdução 2

“gato de Schrödinger” [12] e o emaranhamento entre átomo e campo [13]. Ainda, a

manipulação da interação átomo-campo é utilizada na implementação de portas

lógicas quânticas em ı́ons aprisionados [14] e em EDQ em cavidades [15], bem

como em processos de teletransporte atômico [16], contribúındo assim para um

rápido desenvolvimento da ciência da informação quântica [17]. Além disso, nos

últimos anos o MJC tem sido investigado experimentalmente num contexto que

une EDQ em cavidades e matéria condensada usando qubits supercondutores

como átomos de dois ńıveis artificiais acoplados (fortemente) a um guia de micro-

ondas [18, 19, 20] (área conhecida como EDQ em circuitos [21]) e pontos quânticos

acoplados a microcavidades de cristais fotônicos [22, 23].

Entretanto, recentes trabalhos tem questionado a validade da RWA [24,

25, 26] e novos métodos aproximativos tem sido propostos [8, 6]. Além disso,

foi demonstrado que os termos contra-girantes são responsáveis por diversos

fenômenos novos, como a implementação das transições de Landau-Zener de um

qubit em EDQ em circuitos [30, 31], geração de emaranhamento entre átomo e

campo [32, 36], simulação do efeito Casimir dinâmico em microcavidades super-

condutoras [33, 34, 35] ou em EDQ em circuitos [36], e o caos quântico [27, 28, 29]

onde estuda-se, por exemplo, o que ocorre com certas propriedades quânticas do

sistema quando o análogo clássico deste apresenta um comportamento caótico.

Uma grande parte dos estudos sobre a influência dos termos contra-

girantes foi realizado considerando o sistema átomo-campo isolado do meio-ambiente.

Embora a dinâmica do MJC tenha sido exaustivamente estudada na presença de

vizinhanças dissipativas [37, 40, 41, 42], a dinâmica do MR não tem recebido tanta

atenção no contetxo de sistemas abertos. Em vista desse fato, nesta dissertação

realizamos um estudo sobre a dinâmica do MR sujeita à ação do meio-ambiente.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no caṕıtulo 2 é feita

a dedução do modelo de Rabi no contexto de cavidades e discutida a questão

da não-conservação de energia associada aos termos contra-girantes presentes no

modelo; no caṕıtulo 3 realizamos um estudo numérico da dinâmica do MR sujeita

aos reservatórios de fase e decaimento e mostramos que existe uma criação de

fótons devido a decoerência; no caṕıtulo 4 apresentamos cálculos anaĺıticos para



1. Introdução 3

a taxa de criação de fótons, no caso onde o sistema interage com um reservatório

de fase markoviano, e também os valores estacionários do número médio de fótons

e da inversão atômica para quando há dissipação. Finalmente, no caṕıtulo 5

apresentamos nossas conclusões.



Caṕıtulo 2

O Modelo de Rabi

Neste caṕıtulo é apresentado o modelo de Rabi que descreve um sistema

constitúıdo de um único modo do campo eletromagnético quantizado interagindo

com um átomo de dois ńıveis no interior de uma cavidade com paredes perfeita-

mente condutoras.

Nosso ponto de partida é o hamiltoniano Ĥ que descreve a interação

de um átomo com um campo eletromagnético quantizado no interior de uma

cavidade (deduzido no Apêndice A). O hamiltoniano Ĥ é dado pela seguinte

expressão:

Ĥ = Ĥc + Ĥa + ĤI , (2.1)

com

Ĥc =
∑

k

~ωk

(
n̂k +

1

2

)
(2.2)

Ĥa =
∑

i

Eiσ̂ii (2.3)

ĤI = ~
∑
i,j

∑
k

{
gk,i,j âkσ̂ij + g∗k,i,j â

†
kσ̂ij

}
, (2.4)

onde ωk é a frequência do k-ésimo modo, âk e â†k são operadores que aniquilam e

criam fótons de vetor de onda ~k na cavidade, e n̂k = â†kâk é o operador número

do k-ésimo modo. Ainda, σ̂ij = |ψi〉 〈ψj| tal que |ψi〉 é um autoestado de Ĥa com

autoenergia Ei e gk,i,j é a constante de acoplamento entre o átomo e o k-ésimo

modo do campo.

4



2. O Modelo de Rabi 5

Este hamiltoniano leva em conta todos os modos do campo eletromagnético

e todos os ńıveis atômicos. Ajustando a geometria da cavidade é posśıvel fazer

com que a frequência ω de um dos modos da cavidade fique muito próxima da

frequência de transição atômica ω0. Ainda, se este modo estiver suficientemente

separado dos modos vizinhos então praticamente apenas este modo irá ser ex-

citado pela transição atômica. Esta condição é satisfeita se o comprimento dos

intervalos de frequência para os modos vizinhos forem (em módulo) muito maiores

que a largura espectral da transição atômica entre os dois ńıveis definida por ω0.

Garante-se assim que apenas um dos modos do campo seja levado em conta. O

hamiltoniano do campo passa a ser dado por:

Ĥc = ~ω
(
n̂+

1

2

)
. (2.5)

Agora, se for posśıvel garantir que apenas estes dois ńıveis sejam popula-

dos então os demais ńıveis podem ser desprezados. Uma forma de viabilizar esta

condição é usar regras de seleção, por exemplo. Supondo que isso seja posśıvel

e que tenhamos um átomo de dois ńıveis cujas autoenergias são Ee e Eg com

os respectivos autoestados |e〉 (estado excitado) e |g〉 (estado fundamental), o

hamiltoniano referente ao átomo livre é então:

Ĥa = Eeσ̂ee + Egσ̂gg. (2.6)

Agora, observe que o operador dipolo atômico d̂ = er̂ é ı́mpar em relação

à inversão pelo centro do átomo (r̂ → −r̂) e que o hamiltoniano (2.6) é invariante

em relação a esta transformação, ou seja, os seus autoestados tem paridade bem

definida. Portanto, os elementos 〈e| d̂ |e〉 e 〈g| d̂ |g〉 são nulos.

Para verificar isso observe que:

〈e| d̂ |e〉 =

∫
d3r 〈e| d̂ |~r〉 〈~r| |e〉

= e

∫
d3r |ψe(~r)|2 ~r , ψe(~r) = 〈~r|e〉

= 0,

pois a integração é em todo o espaço e o integrando é uma função ı́mpar. Analo-

gamente mostra-se que 〈g| d̂ |g〉 = 0.
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Portanto o operador d̂ tem elementos nulos na diagonal. Usando a

seguinte notação:

σ̂eg = |e〉 〈g| = σ̂+,

σ̂ge = |g〉 〈e| = σ̂−,

o hamiltoniano de interação é:

ĤI = ~
∑

i,j∈{e,g}

{
gâσ̂ij + g∗â†σ̂ij

}
= ~

{
gâσ̂+ + g∗â†σ̂+ + gâσ̂− + g∗â†σ̂−

}
. (2.7)

Fazendo uso deste resultado e das eqs. (2.5) e (2.6) o hamiltoniano total,

eq. (2.1), assume a seguinte forma:

Ĥ = ~ω
(
n̂+

1

2

)
+ Eeσ̂ee + Egσ̂gg

+ ~ (σ̂+ + σ̂−)
(
gâ+ g∗â†

)
, (2.8)

com a seguinte constante de acoplamento g = g(~r):

g(~r) = −i
√

ω

2ε0~L3
ei~k·~r ~deg · ~ε. (2.9)

O termo referente ao átomo pode ser escrito de outra maneira:

Ĥa = Eeσ̂ee + Egσ̂gg

=
1

2
~ω0 (σ̂ee − σ̂gg) +

1

2
(Ee + Eg) , (2.10)

onde ~ω0 = Ee − Eg com ω0 sendo a frequência de transição atômica.

Portanto, a menos de um deslocamento na energia, o hamiltoniano atômico

é:

Ĥa =
1

2
~ω0σ̂z, (2.11)

com σ̂z = σ̂ee− σ̂gg igual à componente z do momento angular para uma part́ıcula

de spin 1/2. Desta maneira, não levando em conta a energia de ponto zero e

considerando g real, a hamiltoniano total possui a seguinte expressão:

Ĥ = ~ωâ†â+
1

2
~ω0σ̂z + ~g (σ̂+ + σ̂−)

(
â+ â†

)
, (2.12)
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conhecido como Hamiltoniano de Rabi (HR) [1].

A constante de acoplamento g é a frequência de Rabi do vácuo, ou seja,

é a frequência de troca de energia entre o átomo e o campo, quando o campo está

inicialmente no vácuo e o átomo no estado excitado.

2.1 Conservação de Energia

A interação descrita pelo hamiltoniano (2.12) possui dois tipos de termos,

os ressonantes e os anti-ressonantes ou contra-girantes. Os termos ressonantes

âσ̂+ e â†σ̂− representam respectivamente a absorção de um fóton e a conseqüente

transição do estado fundamental para o estado excitado, e a transição do estado

excitado para o fundamental seguida da emissão de um fóton. Estes processos

são aqueles “normalmente intúıdos” na interação entre fótons e átomos, não

apresentando maiores surpresas.

No entanto, os termos contra-girantes âσ̂− e â†σ̂+ são geralmente chama-

dos de não-conservativos [47, 48, 49], pois implicariam numa violação do prinćıpio

de conservação de energia. Esta interpretação está associada aos processos que

eles representam, respectivamante, a transição do estado excitado para o funda-

mental seguida da absorção de um fóton, e a transição do estado fundamental

para o excitado como conseqüência da criação de um fóton.

Este intrigante fato é melhor ilustrado com o seguinte exemplo: considere

um átomo no estado fundamental |g〉 parado no interior de uma cavidade na

presença de um campo no estado |0〉, ou seja, com zero fótons. O termo contra-

girante â†σ̂+ possibilita a seguinte transição:

|g〉 ⊗ |0〉 −→ |e〉 ⊗ |1〉 ,

e portanto existe uma probabilidade não-nula de medir um fóton sendo que

não havia inicialmente nenhum fóton na cavidade e o átomo estava no estado

fundamental. Um fóton foi criado a partir do vácuo!

Perante estes argumentos, a pergunta a se fazer é: existe uma violação da

conservação de energia? A resposta é não. Para verificar isso parte-se da equação
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de Heisenberg, que descreve a evolução temporal de um operador Ô,

dÔ

dt
=
i

~

[
Ô, Ĥ

]
+
∂Ô

∂t
,

onde Ĥ é o hamiltoniano do sistema. No caso em questão Ô = Ĥ(0) e como[
Ĥ, Ĥ

]
= 0 então,

dÔ

dt
=
i

~

[
Ô, Ĥ

]
= 0,

mostrando que Ĥ é uma constante de movimento, logo a energia total do sistema

E =
〈
Ĥ

〉
é conservada.

Este resultado parece ser paradoxal para alguns quando confrontado com

o exemplo acima, mas este aparante paradoxo pode ser solucionado de forma

simples. Se a energia total do sistema for tratada como sendo a energia do átomo

mais a energia do campo então realmente a energia não é conservada. Porém,

claramente esse não é o caso, pois é necessário levar em consideração a energia de

interação entre o átomo e o campo, que atua como um tipo de “energia potencial”,

como constatado em [50].

Como,

E =
〈
Ĥ

〉
=

〈
Ĥa

〉
+

〈
Ĥc

〉
+

〈
ĤI

〉
,

a energia de interação é:〈
ĤI

〉
= E −

〈
Ĥa

〉
−

〈
Ĥc

〉
, (2.13)

e para o exemplo dado E = 0. Esta energia potencial é a responsável por dar

conta das diferenças de energia associadas aos termos contra-girantes.

Mesmo tendo demonstrado a conservação de energia, os processos gera-

dos pelos termos contra-girantes ainda causam uma certa “estranheza”. Muito

provavelmente, isso ocorre pois é comum pensar que o estado fundamental do

sistema é aquele em que o átomo está no estado fundamental |g〉 e o campo no

vácuo |0〉, mas este não é o caso, o estado |g〉 ⊗ |0〉 não é o estado de menor

energia do hamiltoniano (2.12).

Além disso, o número de excitações, definido pelo operador:

N̂ = â†â+
1

2
σ̂z +

1

2
I. (2.14)
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não é uma constante de movimento, pois N̂ não comuta com Ĥ, o que implica

na existência de transições entre estados com diferentes números de excitação,

provocadas pelos termos contra-girantes.

2.2 Aproximação de Onda Girante

Como mencionado na introdução, com a aproximação de onda girante

é posśıvel obter uma solução anaĺıtica para o modelo de Rabi. Para aplicar

esta aproximação é conveniente mudar temporariamente para a representação de

interação, que consite na aplicação de uma transformação unitária U = e−
i
~ H0t,

com H0 = ~ωâ†â + 1
2
~ω0σ̂z, ao hamiltoniano (2.12). Nesta representação os

operadores â, â†, σ̂+ e σ̂− possuem a seguinte dependência temporal:

â = âeiωt, (2.15)

â† = â†e−iωt, (2.16)

σ̂− = σ̂−e
iωt, (2.17)

σ̂+ = σ̂+e
−iωt, (2.18)

introduzindo ao hamiltoniano (2.12), na representação de interação, uma de-

pendência temporal:

ĤI = ~g
(
σ̂+âe

i∆t + σ̂−â
†e−i∆t

)︸ ︷︷ ︸
termo 1

+ ~g
(
σ̂−âe

iω̄t + σ̂+â
†e−iω̄t

)︸ ︷︷ ︸
termo 2

, (2.19)

onde ∆ = ω − ω0 e ω̄ = ω + ω0.

A aproximação de onda girante consiste em desprezar os termos mais

oscilantes da eq. (2.19), os quais são determinados através da média temporal de

cada termo desta expressão. O termo 1 é proporcional a

1

T

∫ T

0

σ̂+âe
i∆tdt =

∣∣∣∣ σ̂+â

〈â〉

∣∣∣∣ g 〈â〉i∆

(
ei∆T − 1

)
, (2.20)

enquanto que o termo 2 é proporcional a

1

T

∫ T

0

σ̂−âe
−iω̄tdt =

∣∣∣∣ σ̂−â〈â〉
∣∣∣∣ g 〈â〉−iω̄

(
e−iω̄T − 1

)
, (2.21)
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levando em conta os respectivos complexos conjugados.

Na condição em que ∆ � ω̄ (próximo da ressonância), pode-se desprezar

o termo 2 se,

g 〈â〉
ω̄

� 1, (2.22)

onde 〈â〉 ≈
√
n̄ com n̄ =

〈
â†â

〉
.

Esta condição é geralmente satisfeita nos experimentos usuais da Eletro-

dinâmica Quântica em Cavidades [51], onde o acoplamento t́ıpico g é da ordem

de 104 Hz ou 105 Hz e as frequências ω e ω0 da ordem de 1010 Hz no regime de

microondas, e g da ordem de 107 Hz ou 108 Hz com frequências ω e ω0 da ordem

de 1015 Hz no regime óptico.

Aplicando a transformação inversa recupera-se o hamiltoniano de Rabi

na representação de Schröndiger sujeito à aproximação de onda girante:

Ĥ = ~ωâ†â+
1

2
~ω0σ̂z + ~g

(
σ̂+â+ σ̂−â

†) , (2.23)

conhecido como hamiltoniano de Jaynes-Cummings (HJC).

A solução deste hamiltoniano é obtida observando que ele pode ser escrito

como uma soma direta da seguinte forma:

Ĥ = Ĥg ⊕ Ĥ0 ⊕ Ĥ1 ⊕ Ĥ2 ⊕ . . . , (2.24)

onde

Ĥg = −~ω0

2
|g, 0〉 〈g, 0| , (2.25)

Ĥn =

 (n+ 1)~ω − ~ω0

2
~g
√
n+ 1

~g
√
n+ 1 n~ω + ~ω0

2

 .

Com isso, nota-se que os estados |e, n〉 e |g, n+ 1〉 geram um subespaço

invariante em relação ao hamiltoniano (2.23). Portanto, o operador Ĥ pode ser

diagonalizado, pois para isso basta diagonalizar matrizes 2 × 2. Os autoestados

e as respectivas autoenergias são dados abaixo:

|ψ0〉 = |g, 0〉 , (2.26)∣∣ψ+
n

〉
= cos θn |e, n− 1〉 − sin θn |g, n〉 , (2.27)∣∣ψ−n 〉
= sin θn |e, n− 1〉+ cos θn |g, n〉 , (2.28)
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com

E0 = −~ω0

2
, (2.29)

E+
n = ~

[
(n− 1)ω +

ω0

2

]
− ~

2
(Ωn −∆), (2.30)

E−
n = ~

[
nω − ω0

2

]
+

~
2
(Ωn −∆), (2.31)

onde

Ωn =
√

∆2 + 4g2n, (2.32)

sin θn =
Ωn −∆√

(Ωn −∆)2 + 4g2n
, (2.33)

cos θn =
2g
√
n√

(Ωn −∆)2 + 4g2n
. (2.34)

A base formada por estes autoestados recebe o nome de base vestida e

este processo de diagonalização de método do átomo vestido. Se o estado inicial

do sistema for |ψ(0)〉 = |e, n〉 e ∆ = 0 então o estado evolúıdo |ψ(t)〉 irá oscilar

no tempo entre os estados |e, n〉 e |g, n+ 1〉 e assim a troca de energia entre o

átomo e o campo será periódica.

O número de excitações N̂ comuta com o hamiltoniano (2.23) e por-

tanto é uma quantidade conservada, com isso as transições produzidas por este

hamiltoniano conservam o número de excitação. Quando esta quantidade não é

conservada, como ocorre com o hamiltoniano (2.12), o subespaço gerado pelos

estados |e, n〉 e |g, n+ 1〉 deixa de ser invariante tornando a decomposição (2.24)

inaplicável, impossibilitando o processo de diagonalização aqui apresentado.

Próximo a condição de ressonância (ω ≈ ω0), para um acoplamento fraco,

os termos ressonantes oscilam mais lentamente com relação aos contra-girantes

e portanto eles tem uma contribuição acumulativa com o tempo. Assim, a

troca de energia entre átomo e campo é periódica sendo este padrão chamado de

oscilações de Rabi. Já os termos contra-girantes, por oscilarem muito rapidamente

(com frequência da ordem de ω), não terão um efeito cumulativo com o tempo,

contribuindo apenas com pequenas oscilações em torno da oscilação de Rabi.

Um gráfico da população do estado excitado Pe em função do tempo t,

figura (2.1), mostra a influência dos termos contra-girantes para g/ω0 = 0.5 e
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∆ = 0.3g quando o átomo está inicialmente no estado excitado e o campo com

n = 4 fótons. Essa influência é minimizada conforme o acoplamento torna-se

mais fraco, como mostra a figura (2.2) onde g/ω0 = 0.05.

FIGURA 2.1: Probabilidade de encontrarmos o átomo no estado |e〉 em função do

tempo t via o modelo de J.C., com RWA (linha sólida) e sem RWA (linha tracejada).

Para ∆ = 0.3g, n = 4 e g/ω0 = 0.5.

FIGURA 2.2: Probabilidade de encontrarmos o átomo no estado |e〉 em função do

tempo t via o modelo de J.C., com RWA (linha sólida) e sem RWA (linha tracejada).

Para ∆ = 0.3g, n = 4 e g/ω0 = 0.05.



Caṕıtulo 3

Interação com o Meio-ambiente -

um tratamento numérico

Neste caṕıtulo estuda-se numericamente a dinâmica do hamiltoniano de

Rabi sujeita aos efeitos dos reservatórios de fase e decaimento. Assumimos1 que

a descrição da dinâmica deste sistema seja dada pela equação mestra padrão, fa-

zendo uso dos superoperadores de Lindblad usuais para a defasagem e decaimento

[53].

Na F́ısica, o conceito de sistema isolado representa uma idealização de

sistemas reais. Em geral, os sistemas de interesse não são isolados, mas sim

abertos, e portanto interagem com outros sistemas, resultando, por exemplo, na

troca de energia e part́ıculas.

Geralmente, estes sistemas apresentam um comportamento irreverśıvel

e, se estiverem inicialmente em um estado de não-equiĺıbrio, irão evoluir para um

estado de equiĺıbrio (ou estacionário) determinado por certas condições externas.

Chama-se de processo de relaxação essa evolução do sistema para um estado de

equiĺıbrio.

A abordagem de sistemas abertos [53] considera a interação do sistema de

interesse S com outro sistema R de maneira tal que o comportamento irreverśıvel

do sistema S seja contemplado. Para tanto, assume-se que os sistemas S eR sejam

1Nesta dissertação não é apresentada uma dedução da equação mestra utilizada, mas a validade
da mesma pode ser garantida segundo os argumentos apresentados no final do caṕıtulo.

13
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fracamente acoplados e que R possua um número infinito de graus de liberdade,

garantindo assim que a reação de R sobre S possa ser desprezada. Com isso, o

estado de R passa a ser descrito por uma distribuição de equiĺıbrio, ou seja, R

atua como um reservatório térmico.

Como resultado da interação com o meio-ambiente o estado do sistema

perde a sua coerência com o passar do tempo, tendendo a uma mistura estat́ıstica.

Esse processo é chamado de decoerência.

Na Mecânica Quântica o estado de um sistema pode ser descrito por um

operador densidade ρ̂T [54]. A evolução unitária de um sistema isolado é dada

pela equação de Liouville - Von Neumann:

i~
∂ρ̂T (t)

∂t
=

[
Ĥ(t), ρ̂T (t)

]
, (3.1)

onde Ĥ(t) é o hamiltoniano do sistema.

Como estamos interessados na dinâmica do sistema S, toma-se o traço

parcial sobre os graus de liberdade do reservatório R, resultando no operador

densidade ρ̂(t) = TrRρ̂T (t). Na condição em que o tempo de correlação entre as

variáveis do reservatório for muito menor que o tempo de relaxação do sistema

pode-se fazer a aproximação de Markov [53], onde é assumido que toda a in-

formação sobre o passado do sistema é perdida. Nesse caso é posśıvel obter uma

equação para descrever a evolução do sistema S conhecida como equação mestra:

∂ρ̂(t)

∂t
= − i

~
[H(t), ρ̂(t)] + L (ρ̂) . (3.2)

A dinâmica que resulta da equação (3.2) é não-unitária e descreve a

evolução do sistema S sujeito a interação com o reservatório R. A informação

sobre o efeito do reservatório está totalmente contida no superoperador L (ρ̂),

cuja forma funcional depende do tipo de interação entre sistema e reservatório.

Como mencionado no ińıcio deste caṕıtulo, em nosso estudo assumimos

a validade da equação mestra (3.2) onde o superoperador L (ρ̂) é dado por:

L (ρ̂) = La (ρ̂) + Lf (ρ̂) + Lda (ρ̂) + Ldf (ρ̂) , (3.3)

definido em termos dos seguintes superoperadores de Lindblad [53]

La (ρ̂) = γ(nt + 1)D[σ̂−]ρ̂+ γntD[σ̂+]ρ̂,
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Lf (ρ̂) = κ(nt + 1)D[â]ρ̂+ κntD[â†]ρ̂,

Lda (ρ̂) =
γph

2
D[σ̂z]ρ̂, Ldf (ρ̂) =

Γph

2
D[n̂]ρ̂,

que fazem uso da notação padrão [37] D[L̂]ρ̂ ≡
(
2Lρ̂L† − L†Lρ̂− ρ̂L†L

)
/2.

O superoperador La (ρ̂) descreve a interação do átomo com um reser-

vatório térmico com número médio de fótons térmicos igual a nt e taxa de

decaimento atômico γ. A transição |e〉 → |g〉 é proporcional a γ(nt + 1) en-

quanto que a transição |g〉 → |e〉 é proporcional a γnt. Observa-se assim que as

emissões espontâneas podem ocorrer a temperatura zero, o que não ocorre com

as excitações. A interação entre o campo e o reservatório térmico (com número

médio de fótons térmicos igual a nt) é descrita pelo superoperador Lf (ρ̂). A

perda de fótons é proporcional a κ(nt +1) enquanto que o acréscimo de fótons no

sistema, devido exclusivamente à temperatura, é proporcional a κnt. κ é então

definida como a constante de decaimento do campo.

Outra fonte de decoerência no sistema é o reservatório de fase atuando no

átomo (campo), representado por Lda (ρ̂) (Ldf (ρ̂)) com γph (Γph) denotando a taxa

de defasagem do átomo (campo). Geralmente, em EDQ em circuitos a taxa de

defasagem da cavidade é muito pequena em relação as outras fontes de decoerência

[62] e portanto pode ser desprezada. Entretando, em EDQ em cavidades tal efeito

pode ser significativo devido a medida de back-action [38], que ocorre quando o

campo é medido por meio de medidas quânticas não-demolidoras usando átomos

de Rydberg não-ressoantes [39]. No restante do caṕıtulo considera-se Γph = 0.

3.1 Reservatório de Fase Atômico

Nesta seção considera-se apenas a ação do reservatório de fase atômico

(κ = γ = 0). Os paramêtros utilizados na integração numérica da eq. (3.2)

foram escolhidos de forma a optimizar os cálculos e não estão relacionados a

dados experimentais. Entretanto, verificou-se que para parâmetros realistas tem-

se qualitativamente o mesmo comportamento. Por conveniência escolhemos a

frequência da cavidade como ω = 1 com os demais parâmetros dados em termos

desta frequência. Nas figuras 3.1-3.4 escolhemos os parâmteros g = 0.1 e ∆ = 0.
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O estado |g, 0〉 é o estado fundamento do MJC, e portanto não está

acoplado aos demais autoestados do hamiltoniano. Por outro lado, os termos

contra-girantes induzem transições entre este e os demais estados e como os

estados do átomo e do campo são limitados por |g〉 e |0〉, respectivamante, estas

transições contribuem apenas para o crescimento de 〈n̂〉. Na fig.3.1(a) fizemos

o gráfico do número médio de fótons 〈n̂〉 em função do tempo adimensional

τ ≡ tη, com η = 0.1, para o estado inicial |g, 0〉. No caso sem defasagem

(γph = 0, fig.3.1a, curva 1) observa-se um comportamento oscilatório limitado,

como descrito detalhadamente em [3], mostrando a criação de fótons a partir

do vácuo devido aos termos contra-girantes. Entretanto, no caso em que o

reservatório de fase esteja atuando (γph = 0.1), a fig.3.1a (curva 2) mostra também

que 〈n̂〉 cresce com o tempo, mas agora tendendo assintoticamente2 a uma taxa

de crescimento linear. Um comportamento aparentemente inesperado! Ainda, de

acordo com o gráfico do fator de Mandel q em função de τ (fig.3.1b) é posśıvel

constatar que a estat́ıstica do campo criado é super-Poissoniana, pois q > 0.

O mecanismo de geração de fótons através da decoerência atômica de-

monstrado na fig.3.1a é independente da condição inicial. Isso é verificado no

gráfico de 〈n̂〉 em função de τ (fig.3.2a) para seis diferentes estados iniciais:

|φ1〉 = |g, 0〉, |φ2〉 = |g, α〉, onde |α〉 é um estado coerente com |α|2 = 0.05,

|φ3〉 =
[
(|g〉+ |e〉) /

√
2
]
⊗ |0〉, |φ4〉 =

[
(|g〉+ |e〉) /

√
2
]
⊗ |α〉, |φ5〉 = |e, 0〉 e

|φ6〉 = |e, α〉. A diferença básica entre estes estados é o número de excitação

inicial
〈
N̂k

〉
= 〈φk| N̂ |φk〉:

〈
N̂1

〉
= 0,

〈
N̂2

〉
= 0.05,

〈
N̂3

〉
= 0.5,

〈
N̂4

〉
= 0.55,〈

N̂5

〉
= 1 e

〈
N̂6

〉
= 1.05. Observa-se que após o regime transiente (τ & 15), cuja

duração é proporcional ao número inicial de quantas, todas as curvas apresentam

o mesmo comportamento - uma dependência linear com a mesma taxa de criação

de fótons. Na fig.3.2b tem-se o gráfico da inversão atômica 〈σ̂z〉 em função de τ

para estes mesmos estados, mostrando que 〈σ̂z〉 tende assintoticamente para zero.

Este resultado era esperado devido à decoerência atômica.

Como visto na seção 1.1, a energia do sistema átomo-campo é conservada

na situação ideal, pois quando há um aumento da energia do átomo e/ou do

2O termo assintótico usado nesta seção é em relação ao tempo de simulação numérica nos
impedindo de inferir o comportamento do sistema para t →∞.



3. Interação com o Meio-ambiente - um tratamento numérico 17

FIGURA 3.1: Dinâmica do hamiltoniano de Rabi para ∆ = 0 e g = 0.1 e estado

inicial |g, 0〉 em função do tempo adimensional τ = ηt (η = 0.1). a) Número médio

de fótons 〈n̂〉 sem defasagem (linha 1) e com defasagem γph = 0.1 (linha 2). A linha

2 mostra a criação de fótons a partir do vácuo devido à defasagem atômica. b) Fator

q de Mandel em função de τ para γph = 0.1, mostrando que a estat́ıstica do campo

criado é super-Poissoniana, pois q > 0.

campo existe uma compensação da mesma devido ao termo de interação
〈
ĤI

〉
=

(â + â†)(σ̂+ + σ̂−). Conforme a discussão nos parágrafos anteriores, a interação

com um reservatório de fase leva a uma criação de fótons e portanto um aumento

da energia do campo na cavidade, dada por
〈
Ĥc

〉
= ω 〈n̂〉. Porém, como

consequência da decoerência, a energia de interação
〈
ĤI

〉
tende a zero (fig.3.3b)

e com isso a energia do sistema
〈
Ĥ

〉
tende a aumentar com tempo, exibindo

um comportamento análogo ao do número médio de fótons (fig.3.3a). Este é um

resultado interessante pois mostra um aumento da energia do sistema mesmo com

o reservatório de fase não trocando energia diretamente com o sistema.

A equação mestra descreve um efeito médio do meio-ambiente sobre o
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FIGURA 3.2: Dinâmica do HR para ∆ = 0 and g = 0.1 em função de τ . a)

Número médio de fótons 〈n̂〉 para diferentes estados iniciais |φi〉, i = 1, .., 6 (ver o

texto), demonstrando que a taxa de criação de fótons assintótica independe do estado

inicial. b) Inversão atômica 〈σ̂z〉 para os estados iniciais |φi〉 mostrados em (a): como

esperado, 〈σ̂z〉 vai a zero assintóticamente devido a decoerência.

sistema. Para uma melhor compreensão do papel da defasagem na criação de

fótons fez-se uso da abordagem das Trajetórias Quânticas (ver o Apêndice B)

para estudar o comportamento do número médio de fótons 〈n̂〉 durante trajetórias

individuais.

Para o reservatório de fase tem-se Â = σ̂z e portanto o hamiltoniano

efetivo não-hermitiano é:

Ĥeff = Ĥ − i(γph/2)I, (3.4)

onde Ĥ é o hamiltoniano de Rabi (eq. (2.12)). Na figs.3.4a-c foi feito o gráfico

do número médio de fótons 〈n̂〉 em função de τ para três trajetórias indiv́ıduais,

partindo sempre do estado inicial |g, 5〉. Note que em cada umas das trajetórias
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FIGURA 3.3: a) Energia total (átomo+campo+interação)〈Ĥ〉 em função de τ para

∆ = 0 e g = 0.1 e estado inicial |g, 0〉. A energia do sistema exibe um comportamento

análogo ao do número médio de fótons. b) Energia de interação 〈ĤI〉 em função de τ

para os mesmos parâmetros de a).

a tendência de 〈n̂〉 é sempre aumentar com o passar do tempo. Isso ocorre por

duas razões: (i) os termos contra-girantes no hamiltoniano de Rabi e (ii) o fato

do campo na cavidade ser limitado inferiormente pelo estado de vácuo, â |0〉 = 0.

Para justificar (i), fizemos o gráfico de 〈n̂〉 em função de τ (fig.3.4d) para

uma trajetória quântica particular usando o hamiltoniano de Jaynes-Cummings

(eq.(2.23)) no lugar do HR na equação (3.4). Esse gráfico mostra que o 〈n̂〉 oscila

com o tempo mas não cresce, em contraste com o caso anterior (figs.3.4a-c).

A explicação do processo de criação de fótons segue do seguinte ar-

gumento: note que todo estado pode ser escrito em termos da base {|s, n〉}

(com s = {g, e} e |n〉 um estado de Fock). Entre os saltos o sistema evolui

de acordo com o hamiltoniano de Rabi (2.12) (o termo não-hermitiano não é

importante devido a condição de normalização [55]). O HJC induz transições

do tipo |g, n〉 ↔ |e, n− 1〉, enquanto que os termos contra-girantes induzem

transições do tipo |g, n〉 ↔ |e, n+ 1〉. A combinação de ambas as partes gera todas
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FIGURA 3.4: a-c). Número médio de fótons 〈n̂〉 para o HR em função de τ para três

trajetórias particulares, obtidas através da abordagem das trajetórias quânticas. Os

parâmetros usados foram ∆ = 0, g = 0.1, γph = 0.1, e estado inicial |g, 5〉. 〈n̂〉 tende

a crescer com o tempo. d) 〈n̂〉 para uma única trajetória usando o HJC. e) 〈n̂〉 vs. τ

para o HR (linha 1) e para o hamiltoniano ĤE (linha 2, ver o texto), demonstrando

que o fenômeno é devido aos termos contra-girantes e ao estado de vácuo, â|0〉 = 0.

as transições posśıveis. Entretanto, os estados de Fock são limitados inferiormente

pelo estado de vácuo (ii), assim se o sistema estiver no estado |s, n〉 existem

mais estado acesśıveis da forma |s′,m > n〉 do que estados da forma |s′,m < n〉

e portanto o número médio de fótons tende a cresce entre os saltos. Durante um

salto, o reservatório “mede” o estado atômico através da aplicação do operador σ̂z

na função de onda, transformando |g〉 → − |g〉 e |e〉 → |e〉. Com isso a coerência

entre os estados |g〉 e |e〉 é perdida e a subsequente evolução pelo hamiltoniano

Ĥ não levará o sistema novamente para o estado anterior ao salto. Essa é a razão

que faz com que o 〈n̂〉 tende a aumentar após cada salto, como foi constatado

nas figs.3.4a-c. Após fazer a média em relação a muitas trajetórias contata-se que
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〈n̂〉 sempre cresce, em concordância com o resultado obtido via equação mestra

(fig.3.1a, curva 2).

Além das duas razões apresentadas acima como justificativas do processo

de criação de fótons, poderia se pensar numa terceira razão - os diferentes pesos
√
n+ 1 e

√
n que surgem após a aplicação dos operadores â† e â, respectivamente,

ao estado de Fock |n〉. Para verificar isso considera-se o hamiltoniano ĤE obtido

mediante a substituição dos operadores â† e â pelos operadores exponenciais de

fase [56, 57] Ê− ≡ (n+ 1)−1/2â e Ê+ = Ê†
− no HR (2.12), respectivamente, onde

Ê+Ê− = I− |0〉 〈0|. O hamiltoniano ĤE escreve-se como:

ĤE = ωÊ+Ê− +
1

2
ω0σ̂z + g (σ̂+ + σ̂−)

(
Ê− + Ê+

)
. (3.5)

Com isso, eliminam-se os pesos
√
n+ 1 e

√
n do HR, desde que Ê+ |n〉 =

|n+ 1〉 e Ê− |n〉 = |n− 1〉. Na fig.3.4(e) tem-se o gráfico de 〈n̂〉 (curva 1) e 〈n̂E〉

(curva 2), obtido de ĤE (3.5), em função de τ para o estado inicial |g, 0〉. Em

ambos os casos há criação de fótons do vácuo, embora 〈n̂E〉 aumente a uma taxa

menor que 〈n̂〉, e portanto os pesos
√
n+ 1 e

√
n não são os responsáveis pela

criação de fótons.

No limite assintótico 〈n̂(τ)〉 cresce linearmente com o tempo, como cons-

tatado na fig.3.1a. O próximo passo desta análise númerica foi encontrar como a

taxa de criação de fótons assintótica d 〈n̂〉 /dt|a escala com ω+ω0, g, e γph usando

a equação mestra do sistema. Na fig.3.5a fez-se o gráfico de d 〈n̂〉 /dt|a em função

de ω + ω0 para g = 0.1 e γph = 0.1 o qual mostra que d 〈n̂〉 /dt|a é inversamente

proporcional a (ω + ω0)
2. Para γph = 0.1 e ∆ = 0 observa-se que na condição em

que g � 1 a taxa de criação de fótons assintótica d 〈n̂〉 /dt|a é proporcional a g2

(fig3.5b), embora esta dependência seja modificada para valores de g fora desse

limite. Finalmente, a análise da fig.3.5c mostra que d 〈n̂〉 /dt|a ∝ γph, onde os

parâmetros usados foram g = 0.1 e ∆ = 0. Este resultado está de acordo com a

abordagem das trajetórias quânticas, onde um maior valor de γph implica numa

maior probabilidade de salto e consequentemente num crescimento de 〈n̂〉 a uma

taxa maior.
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FIGURA 3.5: Variação da taxa de criação de fótons assintótica d 〈n̂〉 /dt|a em função

de a) (ω + ω0) para g e γph fixos; b) g para γph e ω0 fixos; c) γph para g e ω0 fixos.

Observa-se que d 〈n̂〉 /dt|a ∼ γph e é inversamente proporcional a (ω0 + ω)2. No limite

de acoplamento fraco d 〈n̂〉 /dt|a ∼ g2.

3.1.1 Frequência Aleatória

Uma das origens da defasagem de um ponto de vista f́ısico é a variação

aleatória da frequência de transição atômica ω0 devido a interação com o meio-

ambiente [60, 61]. Em átomos artif́ıciais (qubits supercondutores) a fonte de

decoerência dominante é o rúıdo 1/f atuante sobre a frequência de transição

atômica. Para investigar o efeito desse rúıdo no sistema átomo-cavidade, a

equação mestra (3.2) para o HR (2.12) foi integrada numericamente (com κ = γ =

γph = 0), onde assumiu-se uma frequência ω0 sujeita a flutuações estocásticas. O

objetivo aqui é mostrar que, em relação a uma média sobre um ensemble, essa

fonte de decoerência induz uma criação de fótons a partir do vácuo. Este resultado
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é esperando pois a sua descrição matemática é dada pelo superoperador Lda (ρ̂)

estudado no tópico anterior.

Considere o seguinte modelo para a frequência de transição dependente

do tempo ω0(t):

ω0 (t+ dt) = ω0 (t) +


0.1εxr se ω0(t) < Ω0 − 0.8 ε

−0.1εx r se ω0(t) > Ω0 + 0.8 ε

0.1εx (r − 1/2) para demais valores

, (3.6)

onde Ω0 ≡ ω0(t = 0) é a frequência de transição atômica média, r ∈ (0, 1)

um número aleatório, ε � 1 é o deslocamento máximo da frequência atômica,

e dt é o “passo” computacional, com gdt � 1. O parâmetro x está associ-

ado à “frequência” do rúıdo: qualitativamente, para x pequeno (veja discussão

abaixo) tem-se um rúıdo de baixa frequência e no limite oposto um rúıdo de alta

frequência.

Para o estado inicial |g, 0〉 calculamos, em relação a uma média sobre um

ensemble, o número médio de fótons 〈n̂〉av e a probabilidade do átomo estar no

estado excitado Pe, para os parâmetros Ω0 = 1, g = 6·10−2 e ε = g. Considerou-se

três exemplos de rúıdos cujos espectros aparecem na fig.3.6a: x = 1 corresponde

a um rúıdo de baixa frequência (curva 1) e x = 6 é a nossa referência para um

rúıdo de alta frequência (curva 3), enquanto que x = 3 é um rúıdo de média

frequência3. A fig.3.6b mostra três curvas do número médio de fótons 〈n̂〉 que

correspondem a três realizações computacionais particulares para um rúıdo de alta

frequência: é posśıvel notar que embora ocorra um acréscimo e um decréscimo

aleatório do número médio de fótons, em média 〈n̂〉 sempre cresce. As figs. 3.6c e

3.6d mostram, respectivamente, 〈n̂〉av e Pe em relação a uma média após muitas

realizações computacionais para os três tipos de rúıdos. Observa-se que há um

crescimento de 〈n̂〉av e Pe; além disso, o crescimento de 〈n̂〉av é aproximadamente

linear, o que está de acordo com os resultados anteriores.

O crescimento do número médio de fótons é maior para rúıdos de alta

frequência, como mostra a fig.3.6c. Este comportamento pode ser entendido

qualitativamente da seguinte forma: A dinâmica do HR sujeita a uma frequência

3A curva correspondente a este rúıdo não foi inserida na fig.3.6a, pois ela se encontra entre as
outras duas e isso comprometeria a compreensão do gráfico.
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FIGURA 3.6: Simulação da defasagem atômica através de variações aleatórias da

frequência atômica para os parâmetros Ω0 = 1, g = 6 · 10−2, ε = g. a) Espectro

de frequências do rúıdo ω0(t) − Ω0. Linha 1 corresponde a um rúıdo de baixa

frequência e a linha 3 a um rúıdo de alta frequência. b) 〈n̂〉 para três realizações

computacionais usando um rúıdo de alta frequência. c) 〈n̂〉av média sobre muitas

realizações computacionais, mostrando um crescimento de fótons que depende da

frequência do rúıdo. A linha 2 indica um rúıdo de média frequência. d) Pe média

sobre muitas realizações computacionais. Estas curvas concordam qualitativamente

com os resultados obtidos por meio da equação mestra.
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atômica não-aleatória ω0(t) permite a geração coerente tanto de excitações do

campo eletromagnético como do átomo quando ω0(t) exibe uma dependência

temporal periódica [33, 34, 35, 36, 61] ou linear [31, 32]. Ainda, a taxa de criação

de fótons depende da forma de ω0(t) [31] e no caso periódico da modulação

de ω0(t) [33, 36]. Por exemplo, no caso periódico, dependendo da frequência

de modulação de ω0(t), denotada por η, a dinâmica efetiva do sistema será

descrita aproximadamente pelo hamiltoniano de Jaynes-Cummings, Anti-Jaynes-

Cummings, ou por um hamiltoniano que simula o efeito Casimir dinâmico. Cada

um destes processos é caracterizado por uma frequência de ressonância, ou seja,

um valor espećıfico de η.

Como a transformada de Fourier do rúıdo (fig.3.6a) contém frequências

ressonantes (ν ≈ 2, por exemplo [33, 36]), com seus respectivos pesos, para as

quais existe criação de fótons no caso periódico, espera-se em média um lento e

incoerente crescimento do número médio de fótons devido a estas componentes

do espectro do rúıdo. Para rúıdos de alta frequência existe um número maior de

frequências ressonantes e/ou os pesos destas são maiores em relação aos rúıdos de

baixa frequência. Isso explica o porque de uma maior taxa de criação de fótons

para rúıdos de alta-frequência (fig.3.6c).

Portanto, uma posśıvel origem f́ısica para a criação de fótons a partir

do vácuo através da decoerência na EDQ de cavidades é a variação aleatória da

frequência de transição atômica, que induz um HR efetivo dependente do tempo,

para o qual os fótons são criados devido às frequências ressonantes presentes no

espectro do rúıdo [33, 36].

3.2 Efeitos Dissipativos

Em situações realistas, além do reservatório de fase, existem outras im-

portantes fontes de decoerência que atuam sobre o sistema, por exemplo, os

reservatórios térmicos. Quando outros reservatórios estão presentes existe uma

competição entre os fótons criados através da defasagem atômica e os fótons

perdidos através do decaimento (atômico e da cavidade).
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Para observar este efeito, a eq.(3.2) foi integrada numericamente e fez-se

então um gráfico de 〈n̂〉 vs. τ (ver fig.3.7a) para diferentes taxas de decaimento

e parâmetros: ∆ = 0, g = 0.1, nt = 0 e para o estado inicial |g, 0〉. Quando

o reservatório de fase é desconsiderado, curva 1, com os parâmetros dissipativos

(0, 0, 1) · 10−1 [segundo a notação (γph, γ, κ)] e curva 2, com parâmetros (0, 1, 0) ·

10−1, observa-se que o valor estacionário de 〈n̂〉 é menor que aquele obtido na

presença da defasagem: curvas 4, com (1, 0, 1) · 10−1, e 5 com (1, 1, 0) · 10−1.

Ainda, os valores estacionários de 〈n̂〉 para os parâmetros (1, 1, 1) · 10−1 (curva

3), (1, 0, 1) · 10−1 (curva 4) e (1, 1, 0) · 10−1 (curva 5) são maiores que o valor

máximo de 〈n̂〉 obtido na ausência de reservatórios [para (γph, γ, κ) = (0, 0, 0)],

como mostra a curva 6. O efeito da temperatura (nt 6= 0) é de apenas deslocar

todas as curvas para cima.

Na fig.3.7b considerou-se um conjunto de parâmetros experimentais ob-

tidos de recentes experimentos em EDQ em circuitos [62]: ∆ = 0, g = 2 · 10−2, e

nt = 6 ·10−2. A curva 1 mostra o número médio de fótons térmicos nt e a curva 2

mostra 〈n̂〉 obtido através da eq. (3.2) para as taxas de dissipação presentes nos

experimentos atuais: γph = 2 · 10−4, γ = 3 · 10−4 e κ = 4 · 10−5. Não existe uma

diferença viśıvel entre 〈n̂〉 e nt, mesmo para ∆ = 0.2 (a correspondente curva não

foi inclúıda no gráfico). O próximo passo foi considerar um cenário futuro onde

as taxas de decaimento atômico e de dissipação da cavidade sejam suprimidas

em uma ordem de magnitude: γ = 3 · 10−5 e κ = 4 · 10−6, mantendo o mesmo

valor para γph. Neste caso (curva 3) nota-se uma pequena diferença entre 〈n̂〉

e nt tornando o fenômeno observável em medidas com grande precisão. Agora,

mantendo os valores atuais para as taxas de dissipação, γ = 3 ·10−4 e κ = 4 ·10−5,

considera-se uma vizinhança altamente ruidosa [63] que proporcione uma taxa de

defasagem γph = 2 · 10−2 (curva 4), duas ordens de grandeza maior que a melhor

taxa de defasagem atual. Nesta condição, em consequência da criação de fótons

através da decoerência, 〈n̂〉 é quase o dobro do número médio de fótons térmicos

nt.

Finalmente, na fig.3.7c fez-se o gráfico de Pe em relação aos parâmetros da

fig.3.7b, onde a curva 1 mostra PRWA
e obtida através do HJC para os parâmetros

dissipativos atuais a qual é independente das taxas de dissipação. O compor-
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FIGURA 3.7: a) 〈n̂〉 vs. τ usando a equação mestra (3.2) para o estado inicial |g, 0〉

e parâmetros ∆ = 0, g = 0.1, nt = 0, e (γph, γ, κ) como segue. Linha 1: (0, 0, 1) · 10−1,

linha 2: (0, 1, 0) · 10−1, linha 3: (1, 1, 1) · 10−1, linha 4: (1, 0, 1) · 10−1, linha 5: (1, 1, 0) ·

10−1, linha 6: (0, 0, 0). b) 〈n̂〉 vs. gt para o estado inicial |g, 0〉 usando os parâmetros da

EDQ em circuitos ∆ = 0, g = 2 · 10−2, nt = 6 · 10−2 (a linha 1 denota o número médio

de fótons térmicos nt). Linha 2: parâmetros atuais (2, 3, 0.4) · 10−4. Linha 3: cenário

futuro (2, 3, 0.4) · 10−5. Linha 4: vizinhança altamente ruidosa (200, 3, 0.4) · 10−4. c)

Pe para os parâmetros correspondentes em (b); o comportamento de Pe é semelhante

ao de 〈n̂〉.
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tamento de Pe é semelhante ao de 〈n̂〉, indicando que Pe cresce devido à ação

combinada da defasagem e dos termos contra-girantes, embora este fenômeno

seja insignificante para os parâmetros atuais. Agora, para valores maiores de γph

(curva 4), Pe é substancialmente maior que PRWA
e , mostrando que grandes taxas

de defasagem podem induzir um erro do tipo bit flip.

FIGURA 3.8: Comparação da estat́ıtica dos fótons criados através da decoerência

para o estado inicial |g, 0〉 e parâmteros atuais da EDQ em circuitos: g/ω = 2 · 10−2,

∆ = 0, (γph, γ, κ) = (2, 3, 0.4) · 10−4 com nt = 0 (sólido), com a estat́ıstica do campo

térmico com o mesmo número médio de fótons nth = 10−3 (esparsa). P (n) denota a

probabilidade do estado |n〉.

É interessante observar também que mesmo interagindo com reservatórios

inicialmente a T = 0K, no limite assintótico o sistema irá se comportar como se

estivesse sujeito a um reservatório “térmico” efetivo com ñt > 0, pois limτ→∞ 〈n̂(τ)〉 >

0. O número médio de fótons térmicos efetivo ñt cresce quando o reservatório

de fase está presente (veja a fig.3.7a: curvas 3, 4 e 5) e decresce quando os

reservatórios térmicos dissipativos do campo e do átomo são predominantes.

Entretanto, na fig.3.8 comparou-se a estat́ıstica dos fótons criados (assintoti-

camente) através da decoerência para o estado inicial |g, 0〉, temperatura nula

(nt = 0), e os parâmetros atuais da EDQ em circuitos: g = 2 · 10−2, ∆ = 0

e (γph, γ, κ) = (2, 3, 0.4) · 10−4, com uma distribuição térmica com o mesmo
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número de fótons térmicos nt = 10−3 e, como previamente observado em [24],

as estat́ısticas diferem uma da outra.

3.3 Considerações Finais

Embora não tenha sido apresentada uma dedução formal da equação

mestra (3.2) usada neste caṕıtulo, podemos assegurar a validade desta no regime

de acoplamento fraco (g � ω, ω0) baseado nos recentes experimentos em EDQ em

circuitos [18, 62] onde os resultados experimentais mostram-se de acordo com esta

descrição [22, 64]. Além disso, como discutido na seção 3.1.1, os resultados obti-

dos via a simulação numérica de uma frequência de transição atômica aleatória

concordam qualitativamente com a descrição da equação mestra, mostrando que

a descrição dada por esta deve estar correta.



Caṕıtulo 4

Tratamento anaĺıtico

Neste caṕıtulo é obtida uma expressão anaĺıtica aproximada para a taxa

de criação de fótons quando há apenas a ação do reservatório de fase atômico.

Para o caso geral (onde Γph, γph, γ, κ 6= 0) são obtidas expressões anaĺıticas para

o número médio de fótons e para a inversão atômica no regime estacionário.

Nosso tratamento é válido quando o número médio de fótons é pequeno e a

comparação com resultados numéricos exatos mostram uma boa concordância

com as expressões anaĺıticas obtidas.

O ponto de partida é a equação mestra (3.2), com a qual é posśıvel obter

as seguintes equações de movimento de Heisenberg para o número médio de fótons

〈n̂〉 e para a inversão atômica 〈σ̂z〉 usando a relação
〈
Ô

〉
= Tr(ρ̂Ô):

d 〈n̂〉
dt

= −
√

2g 〈p̂σ̂x〉 − κ 〈n̂〉+ κnt, (4.1)

d 〈σ̂z〉
dt

= 2
√

2g 〈x̂σ̂y〉 −
γ

2
[1 + (2nt + 1) 〈σ̂z〉] . (4.2)

As equações para as variáveis dinâmicas de segunda ordem são:

d 〈p̂σ̂x〉
dt

= −ω 〈x̂σ̂x〉 − ω0 〈p̂σ̂y〉 − χ 〈p̂σ̂x〉 −
√

2g,

d 〈x̂σ̂x〉
dt

= ω 〈p̂σ̂x〉 − ω0 〈x̂σ̂y〉 − χ 〈x̂σ̂x〉 ,

d 〈p̂σ̂y〉
dt

= −ω 〈x̂σ̂y〉+ ω0 〈p̂σ̂x〉 − χ 〈p̂σ̂y〉 −
√

2gα, (4.3)

d 〈x̂σ̂y〉
dt

= ω 〈p̂σ̂y〉+ ω0 〈x̂σ̂x〉 − χ 〈x̂σ̂y〉 −
√

2gζ,

30
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onde

χ ≡ γph + Γph +
κ

2
+ γ

(
nt +

1

2

)
. (4.4)

O sistema de equações (4.3) não é fechado pois as variáveis dinâmicas

ζ ≡ 〈2x̂2σ̂z〉 e α ≡ 〈(x̂p̂+ p̂x̂)σ̂z〉 obedecem suas equações diferenciais corres-

pondentes. Portanto, este sistema de equações acopladas não pode ser integrado

exatamente, embora alguns métodos numéricos baseados numa semi-álgebra de

Lie tenham sido propostos [26]. Novamente escolhemos por conveniência ω = 1 e

os demais parâmetros dados em termos de ω.

4.1 Reservatório de Fase Atômico

Nesta seção é deduzida a taxa de criação de fótons assintótica1 d 〈n̂〉 /dt|a
na ausência do decaimento atômico (γ = 0), defasagem do campo na cavidade

(Γph) e da dissipação da cavidade (κ = 0), para o estado inicial |g, 0〉 e nos regimes

de acoplamento fraco (g � ω, ω0) e baixas temperaturas (nt � 1).

Para tanto, note que, quando o número médio de fótons gerados através

da decoerência for pequeno, 〈n̂〉 � 1, o estado |g, 0〉 terá a maior probabilidade

de ocupação e portanto é posśıvel assumir que ζ ' 〈g, 0| 2x̂2σ̂z |g, 0〉 = −1 e

α ' 〈g, 0| (x̂p̂ + p̂x̂)σ̂z |g, 0〉 = 0 tornando o sistema de equações (4.3) solúvel

exatamente. Neste caso o sistema (4.3) apresenta uma solução assintótica, pois

cada uma das equações das variáveis dinâmicas segue o padrão

d
〈
Ô

〉
dt

= . . .− χ
〈
Ô

〉
,

cuja solução é da forma
〈
Ô

〉
= f(t)e−χt (onde f(t) é uma função das variáveis

dinâmicas) que tende a zero para t� 1.

Para testar a validade desta hipótese, estudamos numericamente o com-

portamento assintótico dos valores de ζa e αa em função dos parâmetros g, γph e

∆+ (com ∆+ ≡ ω + ω0). Como pode ser observado na fig.4.1 os valores de ζa e

αa estão sempre próximos de −1 e 0, respectivamente, como era esperado.

1Quando 〈n̂〉 passa a depender linearmente do tempo.
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FIGURA 4.1: Valores assintóticos de ζa e αa para Γph = γ = κ = 0 em função de a)

g para γph = 0.05 e ∆+ = 2; b) γph para ∆+ = 2 e g = 0.02; c) ∆+ para g = 0.02 e

γph = 0.05.

Na condição de 〈n̂〉 � 1 os valores assintóticos das quantidades que

aparecem nas eqs. (4.1) e (4.2) são:

〈p̂σ̂x〉a = −〈x̂σ̂y〉a ' −
√

2
gγph

∆2
+ + γ2

ph

.

Substituindo 〈p̂σ̂x〉a na equação (4.1) encontramos que a taxa de criação

de fótons assintótica d 〈n̂〉 /dt|a atinge o seguinte valor:

d 〈n̂〉 /dt|a ' 2γph
g2

∆2
+ + γ2

ph

. (4.5)

Como em geral γph � ∆+ tem-se que d 〈n̂〉 /dt|a é proporcional a g2 e

γph, e também inversamente proporcional a ∆2
+, como constatado numericamente

no caṕıtulo anterior. Na fig.4.2 comparamos os valores numéricos de d 〈n̂〉 /dt|a
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com aqueles obtidos através da eq.(4.5) em função dos parâmteros g, γph e ∆+.

Nota-se que a expressão anaĺıtica aproximada escala corretamente em relação

aos parâmetros usados, mas difere ligeiramente dos valores numéricos. Isso

ocorre devido ao fato dos parâmetros ζa e αa diferirem um pouco de −1 e 0,

respectivamente, diferença essa que não é levada em conta nos cálculos anaĺıticos.

Entretanto, a fórmula (4.5) fornece a ordem de magnitude correta da taxa de

criação de fótons através da decoerência.

FIGURA 4.2: Comparação entre os valores numéricos de d 〈n̂〉 /dt|a (bolas) e a eq.

(4.5) (quadrados) para Γph = γ = κ = 0 em função de a) g para γph = 0.05 e ∆+ = 2;

b) γph para ∆+ = 2 e g = 0.02; c) ∆+ para g = 0.02 e γph = 0.05.
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4.2 Caso Dissipativo - Regime Estacionário

Aplicamos agora o mesmo procedimento da seção anterior para tratar-

mos o caso geral, quando o decaimento atômico, a defasagem do campo, e a

dissipação da cavidade estão presentes (Γph, γph, γ, κ 6= 0). Neste caso os valores

estacionários 〈n̂〉∞ e 〈σ̂z〉∞ obtidos das eqs.(4.1) e (4.2) são:

〈n̂〉∞ = −
√

2g

κ
〈p̂σ̂x〉∞ + nt, (4.6)

〈σ̂z〉∞ = − 1

2nt + 1
+

2
√

2g

γ(nt + 1/2)
〈x̂σ̂y〉∞ . (4.7)

No limite de 〈n̂〉 � 1, as quantidades 〈p̂σ̂x〉∞ e 〈x̂σ̂y〉∞ derivadas da solução do

sistema de equações (4.3) são dadas por:

〈p̂σ̂x〉∞ = −〈x̂σ̂y〉∞ ' −
√

2
gχ

∆2
+ + χ2

.

Subsituindo estes valores nas eqs.(4.6) e (4.7) obtemos as seguintes expressões

para 〈n̂〉∞ e 〈σ̂z〉∞:

〈n̂〉∞ ' nt + 2Θ
χ

κ
, (4.8)

〈σ̂z〉∞ ' − 1

2nt + 1
+ 4Θ

χ

γ(nt + 1/2)
, (4.9)

onde

Θ ≡ g2

∆2
+ + χ2

. (4.10)

Segundo a equação (4.9) se a temperatura for próxima de zero (nt ' 0)

e o acoplamento átomo-campo for fraco (g � ω, ω0) a inversão atômica 〈σ̂z〉∞ é

próxima de -1. Este resultado era esperado, pois nestas condições o efeito dos

termos contra-girantes é pequeno e assim o átomo terá uma maior probabilidade

de permanecer no estado fundamental.

Podemos ainda obter limitantes inferiores para 〈n̂〉∞ e 〈σ̂z〉∞. Os valores

mı́nimos de 〈n̂〉∞ e 〈σ̂z〉∞ ocorrem na condição em que a matriz densidade do

sistema seja a mais próxima posśıvel de |g, 0〉 〈g, 0|. Portanto, das eqs.(4.8) e (4.9)

e tomando o menor valor de χ [eq.(4.4) ] deduzimos as expressões 〈n̂〉∞ ≥ nt + Θ

e 〈σ̂z〉∞ ≥ −(2nt + 1)−1 + 4Θ resultando nas seguintes desigualdades para os
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valores estacionários:

Θ ≤ 〈n̂〉∞ − nt . 2Θ
χ

κ
(4.11)

4Θ ≤ 〈σ̂z〉∞ +
1

2nt + 1
. 4Θ

χ

γ (nt + 1/2)
. (4.12)

A equação (4.11) mostra que a combinação dos contra-girantes com os

efeitos dissipativos cria pelo menos Θ ' (g/∆+)2 fótons acima do número médio

de fótons térmicos nt. Nas tabelas (4.1) e (4.2) comparamos as quantidades

N ≡ 〈n̂〉∞ − nt e S ≡ 〈σ̂z〉∞ + (2nt + 1)−1 obtidas via cálculo numérico com

os limitantes inferiores (N<, S<) e superiores (N>, S>) obtidos das eqs.(4.11) e

(4.12), mostrando que os limitantes inferiores são sempre satisfeitos. Os limitantes

superiores são satisfeitos em quase todos os casos2, concordando em ordem de

magnitude com todas as simulações realizadas.

Finalizamos este caṕıtulo notando que a expressão (4.11) pode vir a

explicar parcialmente porque o número médio de fótons observados em [39] nt =

0.06 é um pouco maior que o número de fótons térmicos esperado nt = 0.05 -

neste caso o erro de fase introduzido no estado do campo na cavidade pela medida

de back-action pode ser significativo, e assim seria esperada uma criação de fótons

devido à decoerência.

2Os desvios associados aos casos onde os limitantes não são satisfeitos estão associados com a
divergência das quantidades ζ e α dos valores −1 e 0, respectivamente.
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103γph 103γ 103κ 104N 104N> 104S 104S>

20 10 1 15.2 50.0 21.0 21.0

20 10 3 19.7 18.0 28.7 30.0

20 10 5 9.69 10.9 12.3 22.0

20 10 10 6.50 6.00 40.0 37.0

2 10 10 2.51 2.40 8.90 10.0

3 10 10 3.51 3.20 6.00 13.0

10 10 10 4.51 4.00 7.00 24.0

20 3 10 5.78 5.30 48.0 70.0

20 5 10 5.93 5.50 78.0 76.0

TABELA 4.1: Valores numéricos N e S e os limitantes superiores (N>, S>) dados

pelas desigualdades (4.11) e (4.12) para diferentes valores de γph, γ e κ para

g = 2 · 10−2, ∆ = 0 e Γph = 0. Os limitantes inferiores são N< = 10−4 e

S< = 4 · 10−4, pois para os parâmetros usados Θ ' (g/∆+)2.
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103g ∆+ 104N 104N> 104S 104S>

104N< 104S<

8 2.0 0.39 0.38 1.00 1.54

0.16 0.64

10 2.0 0.62 0.60 1.20 2.40

0.25 1.00

50 2.0 15.7 15.0 29.0 60.0

6.25 25.0

20 1.6 3.75 3.75 7.50 15.0

1.56 6.25

20 1.4 4.85 4.90 9.80 19.6

2.04 8.16

20 1.0 9.58 9.60 20.0 38.4

4.00 16.0

20 0.8 14.7 15.0 30.0 60.0

6.25 25.0

TABELA 4.2: Valores Numéricos N e S, e limitantes inferiores (N<, S<) e

superiores (N>, S>) dados pelas desigualdades (4.11) e (4.12) para diferentes

valores de g e ∆+ para nt = 0 e (Γph, γph, γ, κ) = (0, 0.1, 1, 1) · 10−2.



Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho estudamos numericamente e analiticamente a dinâmica do

hamiltoniano de Rabi sujeita aos reservatórios de fase e decaimento, introduzidos

na equação mestra através dos operadores de Lindblad usuais. Mostrou-se que

a defasagem atômica combinada com os termos contra-girantes proporciona uma

criação de fótons a partir do vácuo. A interpretação f́ısica para o fenômeno foi

dada por duas abordagens distintas: 1) uma abordagem via trajetórias quânticas

e 2) um modelo microscópico da defasagem baseado nas flutuações estocásticas

da frequência de transição atômica. Mostrou-se também que na presença de

fontes dissipativas a criação de fótons através da decoerência é suprimida, sendo

fornecida uma estimativa da magnitude do fenômeno em situações realistas.

Foi obtida uma expressão anaĺıtica aproximada para a taxa de criação de

fótons quando o sistema está sujeito apenas a defasagem atômica. Também foram

deduzidas desigualdades que fornecem limitantes inferiores e superiores para os

valores assintóticos do número médio de fótons e da inversão atômica, no caso

em que os efeitos dissipativos estão presentes. Nossos resultados anaĺıticos são

válidos somente quando o número médio de fótons é pequeno e o acoplamento

átomo-campo é fraco. Entretando, nos sistemas atuais da EDQ em cavidades

e circuitos estas condições são geralmente satisfeitas. Finalmente, nosso es-

tudo mostrou a importância dos termos contra-girantes no contexto de sistemas

quânticos abertos, estimando a sua influência sobre as quantidades experimental-

mente observáveis.
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Apêndice A

Quantização do campo

eletromagnético numa cavidade

perfeitamente condutora

Na óptica quântica, cavidade significa um “ressonador” para a radiação

eletromagnética. Um ressonador é um aparelho que é ressonante somente com cer-

tas frequências, onde os padrões espaciais de vibração destas frequências chamam-

se modos do ressonador.

Neste apêndice tem-se como objetivo apresentar a quantização do campo

eletromagnético restrito a uma cavidade condutora ideal e posteriormente a des-

crição da interação deste campo com um átomo. A hipótese das paredes da

cavidade serem perfeitamente condutoras implica em graus de liberdade discretos

do campo, em vez de cont́ınuos, representando uma simplificação considerável

do procedimento de quantização. Assume-se também que o átomo é neutro e

se move sempre com velocidades não-relativ́ısticas em relação à cavidade, mas

com velocidades altas o suficiente para que os efeitos quânticos do movimento

sejam desprezados1 [44]. Também é empregado neste tratamento uma importante

aproximação, a aproximação dipolar, onde o tamanho do átomo é pequeno o

suficiente em relação ao comprimento de onda de forma tal que o átomo é pontual

do ponto de vista do campo, podendo ser tratado como um dipolo elétrico.

1Os experimentos t́ıpicos utilizam átomos com velocidades de aproximadamente 400 m/s.
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Inicialmente, faremos a quantização do campo eletromagnético na cavi-

dade na ausência de cargas e correntes, através do método desenvolvido em [43],

para posteriormente introduzir a interação entre átomo e campo.

A.1 Potenciais para o Campo Eletromagnético

Clássico

O ponto de partida para fazermos a quantização do campo eletromagnético

é as equações de Maxwell da eletrodinâmica clássica [45] que, num meio não-

magnético, são dadas por:

∇ · ~E =
ρ

ε0
, (A.1)

∇ · ~B = 0, (A.2)

∇× ~E = −µ0
∂ ~H

∂t
, (A.3)

∇× ~H = ε0
∂ ~E

∂t
+ ~J, (A.4)

onde ε0 e µ0 são a permissividade elétrica e a permeabilidade magnética do vácuo.

ρ e ~J são, respectivamente, densidade de carga e densidade de corrente.

Em termos do potencial vetorial ~A(~r, t) e do potencial escalar φ(~r, t),

definidos por:

µ0
~H = ∇× ~A, (A.5)

~E = −∂
~A

∂t
−∇φ, (A.6)

podemos reescrever as equações acima. Substituindo as eqs. (A.5) e (A.6) nas eqs.

(A.3) e (A.4) são obtidas as seguintes equações de movimento para os potenciais:

−∇2 ~A+
1

c2
∂2 ~A

∂t2
+∇(∇ · ~A) +

1

c

∂

∂t
∇φ = µ0

~J, (A.7)

−ε0∇2φ− ε0
1

c

∂

∂t
∇ · ~A = ρ. (A.8)

Como os campos ~H e ~E são invariantes em relação às chamadas trans-
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formações de calibre, dadas por:

~A −→ ~A+∇f ; (A.9)

φ −→ φ− 1

c

∂f

∂t
; (A.10)

onde f é uma função arbitrária das coordenadas e do tempo, as eqs. (A.7) e (A.8)

não determinam de forma única os potencias ~A e φ. Agora, como f é arbitrária,

ela é escolhida de forma a satisfazer

∇ · ~A = 0; (A.11)

escolha esta denominada calibre de Coulomb. Além desta condição, para simplifi-

car as eqs. (A.7) e (A.8) faz-se uso do Teorema de Helmholtz [46]. Este teorema

afirma que todo vetor pode ser decomposto em duas partes, uma com divergente

nulo (componente transversal) e outra com rotacional nulo (componente longitu-

dinal). Assim, para o vetor densidade de corrente temos:

~J = ~JL + ~JT ; (A.12)

onde ∇ · ~JT = 0 e ∇× ~JL = 0. Usando a equação de continuidade

∇ · ~J +
∂ρ

∂t
= 0;

e a eq. (A.8) a componente longitudinal da densidade de corrente é obtida:

~JL = ε0∇
∂φ

∂t
.

Assim, no calibre de couloumb, as eqs. (A.7) e (A.8) tornam-se:

−∇2 ~A+
1

c2
∂2 ~A

∂t2
= µ0

~JT ; (A.13)

∇2φ = − ρ

ε0
. (A.14)

A.2 Campo Livre

Considere o campo eletromagnético numa região cúbica de lado L sujeito

a alguma condição de contorno real. Na ausência de densidade de carga e

dendidade de corrente, condição de espaço livre, temos:

~JT = 0.
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Assim, nesta região o potencial vetorial ~A pode ser expandido numa série

de Fourier:

~A(~r, t) =
∑

k

{
~Ak(t)e

i~k·~r + ~A∗
k(t)e

−i~k·~r
}

; (A.15)

onde as componentes do vetor ~k, devido às condições de contorno na cavidade

(assume-se que as paredes possuem uma condutância infinita), possuem os se-

guintes valores:

kj =
2πnj

L
, nj ∈ Z, j = x, y, z. (A.16)

Para satisfazer o calibre de Coulomb,

~k · ~Ak = ~k · ~A∗
k = 0.

Portanto, usando as eqs. (A.15) e (A.13) (com ~JT = 0) obtem-se que

todas as componentes de ~A seguem a seguinte equação:

∂2 ~Ak(t)

∂t
+ ω2

k
~Ak(t) = 0, (A.17)

onde ω2
k = ck. Observe que tal equação também é válida para ~A∗

k. A solução

desta equação é bem conhecida:

~Ak(t) = ~Ak(0)e
−iωkt,

substituindo-a na eq. (A.15) o potencial vetorial assume a seguinte forma:

~A(~r, t) =
∑

k

{
~Ak(0)e

−iωkt+i~k·~r + ~A∗
k(0)e

iωkt−i~k·~r
}
. (A.18)

Os campos elétrico e magnético associados a cada modo k são obtidos

através das eqs. (A.5) e (A.6), observando que na ausência de cargas livres e

campos de origem externa podemos sempre escolher φ = 0 como solução da

equação (A.14). Portanto,

~Ek(~r, t) = iωk

{
~Ak(t)e

i~k·~r − ~A∗
k(t)e

−i~k·~r
}
, (A.19)

~Hk(~r, t) =
i

µ0

~k ×
{
~Ak(t)e

i~k·~r − ~A∗
k(t)e

−i~k·~r
}
. (A.20)
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A energia média contida no k-ésimo modo é dada por:

Uk =
1

2

∫
cavidade

(
ε0 ~E2

k + µ0
~H2

k

)
dV, (A.21)

onde a “barra” denota uma média temporal.

As amplitudes ~Ek e ~Hk estão relacionadas da seguinte forma:

Ek =

√
µ0

ε0
Hk.

Substituindo as eqs. (A.39) e (A.20) em (A.21) e calculando as médias

temporais a seguinte expressão é obtida:

Uk = 2ε0L
3ω2

k
~Ak · ~A∗

k. (A.22)

Esta expressão para a energia média pode ser reescrita em termos de

uma coordenada generalizada qk e seu momento conjugado pk usando as seguintes

transformações:

~Ak(t) =
(
4ε0L

3ω2
k

)−1/2
(ωkqk(t) + ipk(t))~εk, (A.23)

~A∗
k(t) =

(
4ε0L

3ω2
k

)−1/2
(ωkqk(t)− ipk(t))~εk, (A.24)

onde ~εk é um vetor unitário e tanto qk(t) como pk(t) são grandezas escalares.

Usando estas trasnformações a energia média contida no k-ésimo modo

assume a seguinte forma:

Uk =
1

2

(
p2

k + ω2
kq

2
k

)
. (A.25)

Observe que esta expressão para a energia média é a mesma daquela

obtida para um oscilador harmônico de massa unitária.

A quantização do campo eletromagnético é obtida mediante à associação

de um oscilador harmônico quântico com cada modo modo k do campo de

radiação. Formalmente, substitui-se as quantidades vetoriais ~Ak(t) e ~A∗
k(t) por

operadores. Para tanto, substituimos os escalares qk(t) e pk(t) por operadores

q̂k(t) e p̂k(t) obedecendo a seguinte relação de comutação:

[q̂k(t), p̂k(t)] = i~.
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Agora, no ambito da segunda quantização, os operadores q̂k(t) e p̂k(t) são

levados, por meio de uma transformação apropriada, aos operadores de destruição

âk(t) e criação â†k(t), respectivamente. A transformação mencionada é:

âk(t) = (2~ωk)
−1/2 (ωkq̂k(t) + ip̂k(t)) , (A.26)

â†k(t) = (2~ωk)
−1/2 (ωkq̂k(t)− ip̂k(t)) . (A.27)

Fazendo uso desta transformação as quantidades vetoriais ~Ak e ~A∗
k são

associadas aos seguintes operadores:

~Ak(t) −→
√

~
2ε0L3ωk

â(t), (A.28)

~A∗
k(t) −→

√
~

2ε0L3ωk

â†k(t). (A.29)

Nestas condições o potencial vetorial (eq. (A.18)) passa a ser represen-

tado como segue:

~A(~r, t) → Â(~r, t) =
∑

k

√
~

2ε0L3ωk

{
âk(t)e

i~k·~r + â†k(t)e
−i~k·~r

}
~εk. (A.30)

Nesta descrição, âk e â†k são operadores que aniquilam e criam um fóton

de vetor de onda ~k na cavidade. O número de fótons na cavidade, associado ao

k-ésimo modo, é determinando pelo autovalor do operador n̂k = â†kâk, chamado

operador de número.

Além disso, a energia média (eq. (A.25)) em termos dos operadores de

criação e aniquilação é:

Ûk = ~ωk

(
n̂k +

1

2

)
.

O hamiltoniano para o campo eletromagnético total é a soma sobre todos

os modos da equação anterior,

Ĥc =
∑

k

~ωk

(
n̂k +

1

2

)
. (A.31)

Algumas propriedades dos operadores âk, â
†
k e n̂k são apresentadas abaixo:

1) Os autovalores do operador número n̂k são sempre positivos.
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2) Se |nk〉 é um autoestado do operador número então:

âk |nk〉 = nk |nk − 1〉 ,

â†k |nk〉 = (nk + 1) |nk + 1〉 .

3) As seguintes relações de comutação são satisfeitas:[
âk, â

†
k

]
= 1,

[n̂k, âk] = −âk,[
n̂k, â

†
k

]
= â†k.

A.3 Hamiltoniano de Interação Átomo-Campo

Até o momento tratou-se do campo eletromagnético livre no interior de

uma cavidade, no entanto, tem-se interesse na interação deste campo com um

átomo. Neste intuito, uma forma de proceder seria partir da Lagrangeana Clássica

e desta derivar a hamiltoniana do sistema para então aplicar o procedimento de

quantização de Dirac. Porém, seguiremos outro caminho, através da introdução

de uma interação ad hoc que torna o procedimento mais simples e proporciona

interpretações f́ısicas mais diretas.

No caso de termos um átomo no interior da cavidade, espera-se que o

hamiltoniano total seja da forma:

Ĥ = Ĥc + Ĥa + ĤI , (A.32)

onde Ĥc é o hamiltoniano do campo na ausência do átomo (eq. (A.31)), Ĥa o

hamiltoniano do átomo na ausência do campo e ĤI o hamiltoniano que descreve

a interação do átomo com o campo.

O hamiltoniano Ĥa depende do átomo que será considerado, mas isso não

será levado em conta neste momento, apenas que as autoenergias e autoestados

deste hamiltoniano sejam conhecidos. As autoenergias e autoestados de Ĥa são

denotados, respectivamente, por Ei e |ψi〉, tais que:

Ĥa |ψi〉 = Ei |ψi〉 . (A.33)
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Como os auto estados de Ĥa formam uma base completa,∑
i

|ψi〉 〈ψi| = I,

pode-se reescrever Ĥa da seguinte forma:

Ĥa =
∑

i

Eiσii, (A.34)

onde os operadores σij são definidos como:

σij = |ψi〉 〈ψj| .

O próximo passo é determinar o hamiltoniano de interação ĤI . Como

geralmente tem-se interesse em regimes onde o comprimento de onda do campo é

da ordem de alguns milhares de angstrons (regime ótico) e o tamanho t́ıpico de um

átomo é da ordem de poucos angstrons, pode-se desprezar a variação espacial dos

campos ao longo da extensão do átomo. Está condição é formalmente expressa

por ~k ·~r << 1, onde ~r é o vetor posição do elétron, e conhecida como aproximação

de dipolo. Nesta condição o átomo é pontual do ponto de vista dos campos e assim

ele pode ser tratado como um dipolo elétrico.

Além disso, como as contribuções magnéticas são muito menores que

aquelas provenientes do termo de interação do campo elétrico com o dipolo

atômico [43] a influência do campo magnético pode ser desprezada. Portanto,

o hamiltoniano de interação ĤI descreve a interação de um dipolo atômico ~d com

o campo elétrico ~E.

No eletromagnetismo clássico a energia de interação de um dipolo elétrico

com um campo elétrico é:

HI = −~d · ~E, (A.35)

onde ~d é o vetor momento de dipolo do átomo.

Para a quantização desta hamiltoniana é introduzido o operador mo-

mento de dipolo:

d̂ =
∑
ij

σij
~dij, (A.36)
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onde

~dij = 〈ψi| d̂ |ψi〉 = ~d∗ij. (A.37)

O operador campo elétrico é obtido por meio da seguinte expressão:

Ê = −∂Â
∂t
, (A.38)

onde o operador Â é dado pela eq. (A.30). Assim,

Ê =
∑

k

√
~

2ε0L3ωk

{
iωkâk(t)e

i~k·~r − iωkâ
†
k(t)e

−i~k·~r
}
~εk. (A.39)

Usando as eqs. (A.36) e (A.39) o hamiltoniano de interação ĤI obtido a

partir da hamiltoniano clássica (eq. A.35) é:

ĤI = −d̂ · Ê

= −i~
∑
ij

∑
k

√
ωk

2ε0~L3

{
âkσij

~dije
i~k·~r − â†kσij

~dije
−i~k·~r

}
~εk

= ~
∑
i,j

∑
k

{
gk,i,j âkσij + g∗k,i,j â

†
kσij

}
, (A.40)

onde gk,i,j = gk,i,j(~r) é a constante de acoplamento átomo-campo:

gk,i,j(~r) = −i
√

ωk

2ε0~L3
ei~k·~r ~dij · ~εk, (A.41)

a qual depende da frequência ωk do modo, do volume da cavidade, do momento

de dipolo ~dij e do vetor posição ~r.



Apêndice B

Trajetórias Quânticas

A equação mestra nos dá a evolução de um ensemble (um conjunto

de estados puros: uma mistura estat́ıstica) ao invês da evolução de um único

estado puro. Porém, já é posśıvel observar experimentalmente a evolução de

um único elemento do ensemble em um meio dissipativo como, por exemplo, a

observação experimental de saltos quânticos na fluorescência de um único ı́on

de três ńıveis [58, 59]. Tal fato manifestou o interessante em uma equação

com a qual fosse posśıvel obter a evolução de um único vetor de estado no

contexto de sistema abertos. Em 1992, I.C. Percival sugeriu que uma equação

de Schrödinger estocástica (uma equação não-linear para o vetor de estado com

um termo aleatório) poderia ser utilizadas para este fim [?]. Ao mesmo tempo,

H. J. Carmichael, inspirado pela teoria de fotodetecção, propôs uma abordagem

análoga, a qual denominou de “trajetórias quânticas” [53].

O método das trajetórias quânticas (TQ) é uma abordagem que permite

descrever a dinâmica de um estado puro no caso de sistemas abertos. Esse

tratemento via TQ é equivalente àquele proveniente da equação mestra no li-

mite em que toma-se a média sobre muitas trajetórias, como será demonstrado

abaixo. Além de se poder tratar a evolução de estados puros, o método das TQ

proporciona uma fantástica técnica de simulação computacional para equações

mestras. Isso ocorre pois vamos lidar o tempo todo com vetores de estado e não

com operadores densidade e portanto, se o espaço de Hilbert do sistema tem

dimensão N então teremos que obter a solução de um sistema de N equações e

53
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não N2 como no caso da equação mestra.

Supondo que a dinâmica do operador densidade do sistema ρ̂ seja dada

pela equação mestra:

˙̂ρ = i
[
Ĥ, ρ̂

]
+
γ

2

(
2Âρ̂Â† − ρ̂Â†Â− Â†Âρ̂

)
, (B.1)

onde Ĥ é o hamiltoniano do sistema, Â um operador bosônico ou um operador

fermiônico de dois ńıveis (σ̂z ou σ̂± ) e γ a taxa de decaimento associada ao

processo. Podemos reescrever esta equação da seguinte forma:

˙̂ρ+ i
(
Ĥeff ρ̂− ρ̂Ĥeff

)
= γÂρ̂Â†, (B.2)

onde é definido o operador não-hermitiano:

Ĥeff = Ĥ − i
γ

2
Â†Â. (B.3)

A trajetória quântica é gerada da seguinta maneira: dado o estado inicial

|ψ(t)〉, existem duas possibilidade. Primeira, o sistema evolui não-unitariamente

segundo o hamiltoniano (B.3):

|ψ(t+ δt)〉 = e−iĤheff δt |ψ(t)〉 , (B.4)

ou sofre um “salto quântico” descrito como

|ψ(t+ δt)〉 = Â |ψ(t)〉 . (B.5)

Observe que estas operações são não-unitárias e portanto a norma do

vetor é alterada em cada passo, sendo necessário normalizá-lo. Para decidir entre

as duas possibilidades é gerado um número aleatório na entre 0 e 1 e este é

comparado com a probabilidade de ocorrer um salto P . A probabilidade P de

que ocorra ao menos um salto num dado intervalo de tempo é simplesmente

quanto a norma do estado (B.4) diminui, ou seja

P = 1− 〈ψ(t+ δt)|ψ(t+ δt)〉 , (B.6)

sendo |ψ(t+ δt)〉 dado por (B.4). Para δt pequeno a probabilidade P passa a ser

dada por:

P = γ 〈ψ(t)| Â†Â |ψ(t)〉 δt, (B.7)
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onde é posśıvel notar que a probabilidade diminui a medida que γ torna-se menor.

Assim, dado |ψ(t)〉 o estado evolúıdo |ψ(t+ δt)〉 é obtido através do

seguinte algoritmo:

1) Calcule a aprobabilidade P de que ocorra um salto segundo a eq.

(B.7).

2) Gere um número aleatório na entre 0 e 1 e compare com P . Decida

qual das duas possibilidades será usada como segue:

Se na < P ocorre um salto e o sistema colapsa no estado normalizado:

|ψ〉 −→ Â |ψ(t)〉√
〈ψ(t)| Â†Â |ψ(t)〉

.

Se na ≥ P então o sistema evolui segundo o hamiltoniano não-hermitiano

(B.3). O estado normalizado é então:

|ψ〉 −→ e−iĤeff δt |ψ(t)〉
1− P

,

ou, para δt pequeno,

|ψ〉 −→ (1− iĤδt− (γ/2)δtÂ†Â) |ψ〉
1− P

. (B.8)

3) Repita estes passos até obter uma trajetória completa.

Como mencionado no ińıcio deste apêndice os resultados obtidos via

trajetórias quânticas devem coincidir com aqueles obtidos através da equação

mestra. Para verificar isso, apresento agora uma demonstração desse fato. A

evolução do operador densidade |ψ〉 〈ψ| num intervalo ∆t é dada pela soma de

duas possibilidades:

|ψ〉 〈ψ| → P |ψsalto〉 〈ψsalto|+ (1− P ) |ψsem−salto〉 〈ψsem−salto| . (B.9)

Usando (B.7) e (B.8) teremos

|ψ〉 〈ψ| → γ∆tÂ |ψ〉 〈ψ| Â† (B.10)

+ (1− iĤ∆t− (γ/2)∆tÂ†Â) |ψ〉 〈ψ| (1 + iĤ∆t− (γ/2)∆tÂ†Â),
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como consideramos ∆t pequeno então

|ψ〉 〈ψ| → |ψ〉 〈ψ| − i∆t
[
Ĥ, |ψ〉 〈ψ|

]
(B.11)

+
γ

2
∆t

(
2Â |ψ〉 〈ψ| Â† − |ψ〉 〈ψ| Â†Â− Â†Â |ψ〉 〈ψ|

)
,

ou

∆ρ

∆t
= i

[
Ĥ, ρ

]
+
γ

2

(
2ÂρÂ† − ρÂ†Â− Â†Âρ

)
, (B.12)

que torna-se a equação mestra no limite de ∆t→ 0.


