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Resumo

A incidéncia simultanea de dois feixes luminosos em um ou mais atomos
provoca a interferéncia destrutiva desses feixes em um dos estados atomicos
causando o cancelamento da absorcao de um dos feixes incidentes e esse fenomeno
¢ denominado Transparéncia Eletromagneticamente Induzida (“FElectromagneti-
cally Induced Transparency”, EIT). O objetivo principal deste trabalho é mostrar
que a Transparéncia Eletromagneticamente Induzida, que é normalmente es-
tudada no contexto quantico, pode ser modelada classicamente em funcao de
osciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados. Para que a equivaléncia
classica seja bem fundamentada, sera apresentada a teoria da EIT em diversos

sistemas quanticos e também a teoria dos osciladores harmonicos classicos.

As equivaléncias serao realizadas comparando as equacoes de movimento
classicas e quanticas obtidas para cada regime. Para isso, vamos realizar a
equivaléncia da EIT em sistemas quanticos de trés niveis em configuracao A e dois
niveis com o sistema cléssico de dois osciladores harmonicos amortecidos forcados
e acoplados. Logo apos, serd analisada a equivaléncia de dois sistemas quanticos
compostos por atomos de quatro niveis e atomos de trés niveis mais um modo
da cavidade com o sistema classico de trés osciladores harmonicos amortecidos

forcados e acoplados em diferentes configuragoes.

Palavras-chave: Transparéncia Eletromagneticamente Induzida, EIT, Osciladores

Harmonicos, Eletrodinamica Quantica de Cavidades, Equivaléncia Cléssica.



Abstract

The simultaneously incidence of two light beams on one or more atoms
causes destructive interference of these beams in atomic states causing cancel-
lation of the absorption of one of the incident beams and this phenomenon is
called Electromagnetically Induced Transparency (EIT). The main objective of
this work is to show that the Electromagnetically Induced Transparency, which is
usually studied in the quantum context, can be modeled classically as a function
of coupled harmonic oscillators subject to an external force and dissipation. To
will establish the classical equivalence, it will be presented the theory of the EIT

in different quantum systems and also the theory of classic harmonic oscillators.

Equivalences are performed by comparing the equations of motion of
classical and quantum obtained for each scheme. For this, we perform the
equivalent of EIT in three-level quantum systems in setting A and two levels
with the classical system of two damped harmonic oscillators coupled and forced.
After that, we will analyze the equivalence of two quantum systems compounds
of four levels atoms and three levels atoms plus one mode of the cavity with the
classical damped forced harmonic oscillator and three systems coupled in different

configurations.

Keywords: Electromagnetically Induced Transparency, EIT, Harmonic Oscillators,

Cavity Quantum Electrodynamics, Classical Equivalence.
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Capitulo 1

Introducao

Na década de 1970, a introducao de técnicas de 6ptica em cristais causou
a procura e desenvolvimento de novos materiais épticos. Em 1976, Alzetta et
al [1] observaram que, para tempos suficientemente longos, um sistema atéomico
em configuracao A é levado para um estado escuro (“dark state”, em inglés) via
decaimento atomico. O termo estado escuro é devido a probabilidade nula de
absorcao dos campos incidentes. Em 1990, Harris observou que a interferéncia
quantica ao incidir um laser de controle juntamente com um laser de bombeio
em uma amostra modifica a resposta optica do material, notando que poderia
eliminar a absorcao e modificar o indice de refracao do meio material alterando
a susceptibilidade linear! do meio na frequéncia de transicao dos niveis atomicos.
Esse fenomeno, Harris cunhou o nome de Transparéncia Eletromagneticamente

Induzida (“FElectromagnetically Induced Transparency”, EIT).

O fenémeno da Transparéncia Eletromagneticamente Induzida (capitulo
2) consiste na anulagdo da absor¢ao de um feixe de luz (campo de prova) que
interage com um meio atomico quando sobre esse meio fazemos incidir outro
feixe de luz (campo de controle). Os feixes de luz originam-se de lasers que
sao acoplados a duas transicoes atomicas diferentes e compartilham um dos

niveis atomicos. Como consequéncia, temos uma interferéncia destrutiva entre

LA susceptibilidade linear ou elétrica do material no contexto cldssico consiste em verificar

0 quanto o meio se polariza em resposta a um campo elétrico incidente, de acordo com a

equacao: P = oné )E sendo P a polarizagao, €9 a permissividade elétrica do vécuo, X( )
a susceptibilidade elétrica e E o vetor campo elétrico. Essa é a equacao macroscépica da

polarizagao.



1. Introducao 2

os possiveis caminhos de absor¢ao [2], causando o cancelamento da absorgao do
campo de prova, modificacdo no indice de refragdo (n) do meio e fomentando
o fenémeno da “Slow Light” (Luz Lenta), “Stopping Light” (Parada da Luz) [3]
nesses meios atomicos. A EIT possui diversas aplicagoes notaveis, principalmente
devido a reducao da velocidade da luz e, dentre esses exemplos, podemos citar a

memoria quantica [3] e um método para ponderar o teor de glicose no sangue [4].

Usualmente estudamos a EIT utilizando a mecanica quantica em um
sistema atomico de trés niveis em configuracao A, V' ou cascata, porém podemos
obter processos anadlogos a EIT em outros sistemas quanticos como no atomo de
dois niveis interagindo com o modo de uma cavidade, apontando a Transparéncia
Induzida pelo Vacuo (em inglés “Vacuum-Induced Transparency, (VIT)") [5], o
tunelamento quéantico induzindo a transparéncia (em inglés “Tunneling Induced
Transparency, (TIT)”) [6], dois ressonadores® quanticos acoplados [7]. Contudo,
o trabalho [8] trouxe um sistema cldssico de dois osciladores harmonicos amorte-
cidos forgados e acoplados (sistema massa-mola) em que foi possivel estudar um

andlogo classico da EIT em um atomo de trés niveis em configuragao A.

O sistema massa-mola apresentado na referéncia [8] como andlogo classico
da EIT consiste em uma configuracao linear de dois osciladores acoplados por
uma mola com uma forga externa aplicada no primeiro oscilador (capitulo 3).
Neste interim, definimos varidveis classicas de acordo com as transformacgoes
canonicas para que resultassem em uma Lagrangiana e uma Hamiltoniana cléssica
do sistema para auferirmos um tratamento Hamiltoniano ao sistema apresentado.
Depois de algumas transformacgoes das varidveis, obtemos as equacoes de movi-
mento e as comparamos com as equagoes da EIT e verificamos a equivaléncia

classica com éxito.

No capitulo 4 é apresentado outros sistemas quanticos que reproduzem
o comportamento de EIT e que podem ser comparados com o modelo classico de
dois osciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados. Primeiramente,

como motivacao sera apresentado o trabalho 4.1 em que um simples sistema

2Ressonadores sdo dispositivos que, ao receber a incidéncia do campo eletromagnético,
apresentam em seu interior frequéncias especificas com comportamento ressonante. Existem
ressonadores de varios tipos, como 0s sonoros.



1. Introducao 3

optomecanico apresenta o regime de EIT e posteriormente vamos analisar o caso
em que duas cavidades estao acopladas [7]|, empregando o formalismo de dois
osciladores harmonicos quanticos acoplados e obtendo as equagoes de movimento
dos operadores quanticos de abaixamento e levantamento para realizar a analogia
com as variaveis classicas definidas para o sistema massa-mola. Logo apos,
tratamos o caso de um atomo de dois niveis utilizando a aproximagao semicléssica
(detalhes no capitulo 4) e a anélise de suas equagoes de movimento com as

equacgoes dos osciladores classicos foi satisfatoria.

Levando em consideracao os demais sistemas quanticos, a proposicao do
capitulo 5 é analisar o modelo classico de trés osciladores harmonicos acoplados,
também forcados e amortecidos, em diferentes configuragoes. Nosso principal
objetivo nesta parte é mostrar que as equacoes da EIT em um atomo de trés niveis
em configuragdo A mais um modo da cavidade [10] s@o equivalente as equagoes
de trés osciladores harmonicos acoplados. Posteriormente, serao apresentadas as
conclusoes deste trabalho (capitulo 6) e os apéndices, que contém parte da teoria

desenvolvida nos capitulos desta dissertacao.



Capitulo 2

Transparéncia

Eletromagneticamente Induzida

Como descrito no capitulo 1, a EIT é um fenomeno observado a mais de
duas décadas e estd baseada na interferéncia de dois campos classicos incidentes
em uma amostra atomica com dessintonial nula em um dos estados atdomicos
causando a anulacao da absorcao e a modificacao do indice de refracao do meio
com a alteracao das propriedades épticas do material, dadas pela susceptibilidade
elétrica de primeira ordem X,(fl) na equacao da polarizacao. A polarizagdo de um
meio é dada em funcao da susceptibilidade e no contexto quantico pode ser escrita
em funcao dos momentos de dipolo e dos elementos da matriz densidade, como
sera demonstrado com detalhes na secao 2.1. A parte imaginaria da susceptibili-

dade elétrica [I m(xgl))] determina a absorcao do meio enquanto que a parte real

[Re(xgl))] determina o indice de refragao do meio atéomico.

Neste capitulo, faremos uma analise do modelo quantico da EIT em um

sistema atomico de trés niveis em configuracao A.

!Dessintonia é a diferenca entre a frequéncia do campo eletromagnético e dos niveis do dtomo
que recebem a radiagao.
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2.1 Atomo de Trés Niveis na Configuracao A

A figura abaixo indica o sistema atomico de trés niveis na configuracao?
A, sendo os estados atomicos |1) e |2) os estados fundamentais do atomo e |3) o

estado excitado.

13)
A[ :|: % ....... I A2
.......... \
Y Iy, Q.

WO
\ |2)

-(Qp) a)p

RY,

FIGURA 2.1: Atomo de trés niveis na configuracdo A com os parametros relevantes, os
quais serao explicados no decorrer do texto.

A figura acima representa um sistema atomico de trés niveis interagindo
com dois campos eletromagnéticos. 2(2, é definido como frequéncia de Rabi do
campo de prova (frequéncia w,) e 2Q, a frequéncia de Rabi do campo de controle
(frequéncia w,). I's; e '3y sdo as taxas de decaimento espontaneo do nivel |3) para
os niveis |1) e |2), respectivamente. Note que os campos incidentes em questao

sdo tratados classicamente.

Na préxima secao, faremos uma andlise matematica da EIT na con-
figuragdo A. Para isso vamos definir o Hamiltoniano de interagdo (Hj) que
descreve a dinamica de dois campos (tratados classicamente) atuando sobre a

amostra atomica, induzindo as transigoes |1) <+ |3) e |2) <+ |3), dessa forma:
Hp = — (Q,(t)631€"" 4+ Qu(t)532¢"*") + hec, (2.1)

sendo Ay = ws; — w, a diferenga entre a frequéncia de transicao atomica ws;

transicao |3) <> |1)) e a do campo de prova w,; Ay = w3y — w, a diferenca entre
p

2Qutras possiveis configuragoes atomicas sdo: tipo cascata e V (detalhes na referéncia [3]).
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a frequéncia de transicdo atomica wsy (transicao |3) <> [2)) e a do campo de
bombeio w,; h.c. significa hermitiano conjugado e ¢;; ¢ o operador que identi-
fica as transicoes dos niveis atomicos. Note que o Hamiltoniano acima esta na

representacao de interacao.

2.2 EIT: Tratamento Matematico

O estudo do fenomeno da EIT proporciona observar a resposta do meio
material a incidéncia de luz. Para isso é necessario conhecer a polarizacao (15)
do meio dada em funcao do operador densidade de estados p e do momento de
dipolo atomico fi (com fi = —e) 75, sendo 7; a distancia entre o elétron do
i-ésimo atomo e o seu nicleo). A polarizagdo de um material pode ser escrita da
seguinte forma:

P=y.E = —e% = %Tr(,éﬁ), (2.2)
sendo E o vetor campo elétrico incidente no material, Xé” a susceptibilidade
elétrica do meio e N o nimero total de atomos contidos no volume V. Note que
2.2 é definida em termos macroscopicos (cldssicos) na esquerda e na direita em

termos quanticos.

Para estados bem definidos (|¥(¢))) o operador densidade é dado como
p=|W(t)){(¥(t)|, porém vamos escrever o operador densidade de uma forma mais

geral como p =Y . p;|W;(t))(¥:(t)]. Na representagao de Schrodinger temos:

po= pu|)(1] + p22|2) (2] + p33|3) (3| +
+ (pare” ™2 2) (1] + pare 1 3) (1] + page“2!3)(2| + h.c.).  (2.3)

Nesse caso, wq1, w31 € wsp 8o as frequéncias associadas as transigoes |2) <> [1),
13) <> |1) e |3) <> |2), respectivamente; p;; sdo os elementos do operador densidade
e |i)(j| sdo os operadores atomicos associados a populagao dos niveis (i = j) e as

transigoes entre esses niveis (i # j).

Podemos escrever o operador momento de dipolo para um tnico atomo
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na formas

~

fi = ef,

sendo e a carga do elétron e 7 o operador posicao da carga elétrica em relagao
ao nucleo atomico. Ao introduzirmos o operador unitario na equacao acima, os
elementos nao nulos (por paridade) sdo p13 € pog. Assim, podemos escrever o
operador momento de dipolo das transi¢bes permitidas |1) <> [3) e [2) <> [3)

COIMNo:

fi = pua3|1) (3] + 23| 2) (3] + hc., (2.4)
0 que nos permite calcular a polarizagdo do meio no sistema A (figura 2.1):

N —1lw, —lw
P = —(ui3ps1€ 1L L 1ogpgae” 32 c.c.), (2.5)

<

c.c. € o complexo conjugado. Nesse caso, ;; sao os elementos de dipolo atomico
das transigoes i <> j. Os elementos pa3 € p13 podem ser obtidos via evolugao da

equagao de Liouville-von Neumann (h = 1) (referéncia [3] e apéndice B):

op , R C s A s
8_;) —i[Hy, p] + U'31(2613p531 — G33p — p3s) +
+1'32(26930535 — G33p — pi3z) + V220920092 —
—G22p) — POa2) + V3(20330033 — G330 — PO33), (2.6)
sendo ;; = [i)(j| o operador que descreve a transigdo entre os niveis |i) e [j),

comi¢=1,2,3;1# jecasoi=j=1,2,3 o operador 7;; descreve a projecao dos
niveis [i) e [j).

Como estamos interessados em analisar o indice de refracao® e a absorcao
do meio, precisamos obter a susceptibilidade elétrica de primeira ordem X,(il) a qual
pode ser obtida via calculo da polarizacao P. Por sua vez, a polarizacao pode
ser calculada em fungao dos elementos p3; e p32 da matriz densidade do operador

p, através da equacao de Liouville-von Neumann. Em geral, analisamos o regime

D Opi;
assintético, isto é, impondo Z5Z = 0.

A16334+(A1—-A2)522)

Aplicando a transformacao unitéria U; = e tem 2.1 para

30 fndice de refragao determina a velocidade de grupo (subse¢ao 2.4) de um campo de radiagao
se propagando nesse meio atomico.
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passar para uma representacao independente do tempo, sendo uma forma mais

conveniente, temos

]z[] = A1633 -+ (Al — Ag)a'gg — (Qpa'gl -+ Qca'gg —+ hC) . (27)
Portanto,
0p oA . . . :
a = —1 [(A10'33 + (Al — A2>022> — (QpO'gl + Qcagg =+ hC) , P =+

1131 (26130031 — G33p — piss) + Usa(2693pGs9 — Gazp — pss) +

+72(2522/:)5722 — Gaop — 5522) + 73(25335533 — G33p — 5533)- (2.8)

13

Por simplicidade, omitiremos o “~” daqui para frente. Calculando os elementos

que nos interessam e impondo o regime assintético (p;; = 0), temos que

?

P31 = (iA; + Tsp + Tz + 73) (= Qpp3s + Qpp11 + Qepar), (2.9)
?
P32 (ZAQ + F31 -+ F32 + Yo + ,.)/3) ( pp33 pplZ pgg) ( )
1
P12 = Mo —i(Ar — Ay)) (Qpp32 — Qepr3), (2.11)

sendo ps1, p32 € p12 0s elementos da matriz densidade no regime assintético. De
posse dos elementos da matriz densidade em termos do Hamiltoniano de interagao
(2.7) e dos campos classicos incidentes, é conveniente analisar a intensidade
desses campos antes de impor o regime assintotico para esses elementos. E
nesse interim que se encontra um fenomeno mais geral que a Transparéncia
Eletromagneticamente Induzida (EIT): “Coherent Population Trapping (CPT)”
ou aprisionamento coerente de populacao. Uma revisao completa sobre o assunto

estd no trabalho de E. Arimondo, referéncia [18].

A primeira observacao experimental desse fenomeno foi reportada em
1976 por Alzetta et al, em “Nuovo Cimento” B36, 5(1976), referéncia [1]. Se-
gundo Alzetta, para tempos suficientemente longos, o sistema atoémico (na con-
figuragdo A) é levado para um estado escuro (“dark state”, em inglés) via decai-

mento atomico. Chama-se estado escuro pois a probabilidade de absorcao dos
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campos (ou excitagao dos atomos) é nula. A explicagdo dada para esse fenomeno
¢ a interferéncia destrutiva entre os campos quando os atomos encontram-se nesse

estado escuro.

A principal diferenca entre a EIT e a CPT é que na Transparéncia
Eletromagneticamente Induzida o campo de acoplamento é muito maior que o
de bombeio (|S2.| >> [©,]), aprisionando a populacao atdomica em um dos seus
estados (“dark state”), onde nao hé a absorgao pelo sistema devido a interferéncia
dos campos incidentes. Ja na CPT, os campos eletromagnéticos possuem inten-
sidades similares (|€2.| ~ [€2,]), permitindo uma certa absorcao até que o sistema

sature.

Na préxima secao, vamos discorrer sobre o estado escuro de um atomo
de trés niveis em configuragao A devido a agao dos campos classicos incidentes

para que possamos determinar o regime de EIT.

2.2.1 Estados Escuros de um Atomo de Trés Niveis na

Configuracao A

Para encontrarmos o estado escuro do sistema quantico que estamos
considerando (dtomo de trés niveis em configuragao A, figura 2.1) vamos encontrar
os autoestados e autovalores do Hamiltoniano 2.7. Para isso, é conveniente

escrever o Hamiltoniano em forma matricial (base adotada {|1), |2), [3)}):

0 0 Q,
Hi=—| 0 —(A1—2Ay) Q. |- (2.12)
Q, Q, —A
Adotando A; = Ay = A,
0 0 Q
H=-]0 0 Q |- (2.13)
Q, Q2 —-A
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Diagonalizando e extraindo os autovalores da matriz acima, temos:

Ey = 0; (2.14)
E, = [A+ \/A2+Q§+Q§J; (2.15)
E = [A— \/A2+Q§+QgJ, (2.16)
e os respectivos autoestados:
lag) = cos(0)|1) — sin(0)]2); (2.17)
lar) = sin(f)sin(@)|1) + cos(0)sin(¢)|2) + cos(¢)|3); (2.18)
la_) = sin(f)cos(¢)|1) + cos(f) cos(¢)|2) — sin(0)|3), (2.19)
com tan(f) = % e tan(2¢) = —VQ?Q%. Note que se o sistema for preparado no

autoestado |ag) ele ndo sofrerd alteragao alguma, uma vez que seu autovalor é
nulo. Portanto, o estado escuro |ag) aparece devido a interagao do 4tomo com os
campos incidentes e nao se altera sob a acao dos campos classicos em questao,

ou seja, nao possui evolugao temporal.

2.2.1.1 Analise da Intensidade dos Campos Classicos

1.9, << |Q]: vemos que tan(f) = 0. Com isso, os autoestados acima

escreveln-se:

I

11);
sin(¢)|2) + cos(¢)|3);
— cos(¢)[2) — sin(¢)[3). (2.20)

|ao)

I

lay)

ja.)

I

Nesse caso, o estado escuro é o autoestado |ag) = |1). Isso implica em
uma absor¢ao nula do campo de prova quando os atomos forem preparados
inicialmente nesse estado. Esse caso (|€2,] << [€|) é a condigao para que
o sistema apresente EIT.

Q2402

c

No limite em que A — 0, tan(2¢) = ¥—x— — oo e ¢ — 7. Os autoestados
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ficam:

R
=

|ao)

I

Sl

lay)

ja.)

~(12) + 1)

1
72 = 13)). (2.21)

Il

Q| >> [Q|: vemos que tan(f) = g—i — 00 e § — 7. Também, assumindo

que A — 0, tan(2¢) = ~ raalc

x— — 00 e ¢ — 7. Com isso, os autoestados

acima escrevem-se:

o) = o)
(11 +13))

1
E(H) —13)). (2.22)

12

lat)

ja.)

I

Nesse caso, o estado escuro é o autoestado |2).

- |2,| = Q| (Condigao de CPT): aplicando a mesma intensidade dos campos
classicos incidentes na amostra atomica, temos que tanf = 1, ou seja,

cos = sinf. Entao, os autoestados tornam-se:

1

Il

(1) = 12)];
[sin(¢)|1) + sin(¢)[2) + cos(¢)[3)];

Qa
) = —

2

lay)

ja)

1%

SEE

[cos(@)[1) + cos(#)[2)] — [3). (2.23)

Em dessintonia nula (A = 0), tan(2¢) — oo e ¢ = §. Assim,

1
2

1
o) = [ﬁuw 2t r3>>] ,

1 1
o = o [ﬁm o) - r3>>] . (2.24)

1%

1) = 12)];

|ao)

= 5

12

2

Note que o autoestado com autovalor nulo (portanto sem evoluc¢ao tempo-
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ral) é uma superposicao dos estados fundamentais. Portanto, a CPT é um

caso mais geral que a EIT.

2.3 Dinamica do Sistema

Considerando o item 1 acima (|€2,| << [€|, que é a condigao de EIT),
sabemos que o estado escuro é o estado |1) e assintoticamente o sistema estard
nesse estado. Assim, p1; = 1 e pa = p33 = 0. Usando essa condigao nas equagoes

(2.9 — 2.11) e adotando novamente dessintonias Ay e Ay arbitrarias, temos:

~ 1€, .
P12 = 721+i(A2—A1)'0137
= (2 + Qepn);
P31 zA1+’y31( p P21)
~ iQp
P32 = iA2+732p12’

em que Y31 = I's; + sz + 73, 732 = I's1 +I'sa + 72 + 73 € 721 = 2. Substituindo

P12 = P31 €M p31 € P32, temos que

iQp[% - i(Az - Al)]

_ : 2.25
P iy T o) — i(Ba — B)] 752 (2.25)
e
'QQQC
P [ | } (2.26)
ZAQ + Y32 (—ZAl + ’)/31)[’}/2 + Z(AQ — A1>] -+ QC

Substituindo 2.25 e 2.26 na equagao 2.5 obtemos:

N
V

. iQp[y2 — i.(Az —Ay)]
i+ Y31 [y2 — 1(Ag — Ay) + Q2]
1 220,
T BLAL ) ((—iAl + y31) 72 + i(Ag — Ay)] + 92)

P = hitemiwot | oo

eZAzteflw;;Qt _'_ c.c.

. (2.27)
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Como Ay = w31 —w) e Ay = w3e—w,, temos que A —wsz; = —wy, € Ag—wss = —w,.

Definindo também A = A; e § = A1 — A,, temos que

P = = et 4ce —
Vv {,Ul?) (ZA + ’}/31)[’}/2 + 2(5] + Qge “c

1 ( 020, )
FBT(A = 0) + 7sa) \ (=i + 7a1)[72 — 0] + 2
e~ iwel 1 c.c] . (2.28)

Sabendo que FE = Ej,e ! + E.e~“ + c.c., 0 termo de resposta linear do meio

ao campo de prova ¢ o termo proporcional a e “r! (e seu complexo). Como

E : .
Q, ="~ 1530 2 vemos que o termo de resposta linear do meio () ao campo de

prova é (h=1):

O | |*N/V i(y2 +19)

. 2.29
£o (PA + v31) (72 +i0) + Q2 (2.29)

Por inspecao das equagoes para ps; € p12 vemos que a resposta linear do
meio, dado por x!), é proporcional ao elemento de matriz da transicao atémica,
1) < |3), ou seja, YV o ps;. Vale salientar que o cancelamento da absorcio e a
modificagao no indice de refracao do meio ocorre na ressonancia, ou seja, quando
a diferenga entre a frequéncia de transicao atomica ws; e a do campo incidente w,
é nula. Nas figuras abaixo, assumimos o campo de acoplamento ressonante com a
transicao |2) <> |3), de modo que § = A. Na figura 2.2 é apresentada a variagao da
parte real da funcio Y™ (—w,,w,) em funcio da dessintonia A (comportamento
do indice de refracao n do meio e é nesse interim que estd o fendmeno da “Slow
Light” descrito na préxima se¢ao) e na figura 2.3 a variagdo da parte imaginaria

de xM(~w,,w,) em fun¢io de A (comportamento da absor¢ao do meio).
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Im(x'")

FIGURA 2.3: Parte imaginaria de x(!) (relacionada a absorcio do meio).

2.4 Velocidade de Grupo no Meio Atémico

Os campos classicos incidentes no atomo sao de natureza eletromagnética
e obedecem as leis de Maxwell (apéndice A, [19] e equages A.1-A.4). As leis de

Maxwell nos indicam que as ondas eletromagnéticas podem se propagar no vacuo

1
VH0EO

permeabilidade magnética e a permissividade elétrica do vacuo e sao constituidas

com velocidade igual a ¢ = = 3.10% m/s (velocidade da luz), sendo g e &g a
dos vetores campo magnético e elétrico, sendo sempre ortogonais entre si e a
dire¢ao de propagacgao da onda. Na figura abaixo, A é o comprimento de onda

que multiplicada pela frequéncia nos fornece a velocidade da onda.
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FIGURA 2.4: Propagacao de ondas eletromagnéticas.

A velocidade de grupo (v,) é definida como um tnico pulso constituido

por uma superposi¢ao de um grande nimero de ondas. Entao, podemos escrever

que:
dw
’Ug = %, (230)
sendo w a frequéncia da luz no meio. Se w = w(k) = <, com n = n(k),
_dw ¢ B ckdn
YO T Gk T n nwldk
¢ wdn ¢ wdndw ¢ wdn
_ co o wan_ £ wandw © won 2.31
n ndk n ndwdk n ndw? (2:31)
ou

vy + %Z—ng v, (1 %3-2) = % (2.32)
o que finalmente nos fornece:
= c
Vg = 7 —1—%3—2 b pr (2.33)
com ¢ a velocidade da luz no vacuo, g—z = ddTn,, e n = n(w) o indice de refragao

do meio material. Portanto, a velocidade de grupo é inversamente proporcional

a variagao (derivada) do indice de refracao do meio.

Uma interessante aplicacao da drastica mudanca de velocidade é a “Slow

Light”, exemplificada na figura abaixo:
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( N

FIGURA 2.5: “Delay” da onda eletromagnética ao mudar o meio de propagacao.

Delay

Nos primeiros trabalhos experimentais, Harris e seus colaboradores de-
terminaram que a velocidade da luz em um meio de vapor de chumbo foi reduzida
para v, = 165 m/s. Posteriormente, Meschede e colaboradores reportaram que a
velocidade de grupo foi v, = 200 m/s. Mas foi o trabalho da equipe de L. Hau
que direcionou a atencao da comunidade cientifica para a “Slow Light” quando
observaram que a velocidade da luz foi reduzida para apenas 17 m/s no contexto
da EIT, referéncia [21]. Para ter uma dimensao do acontecimento, uma onda
eletromagnética que se propaga normalmente no vacuo tem sua velocidade igual
a 3.10% m/s e ao penetrar em outro material, tendo como exemplo o vidro com
indice de refracao médio nygo = 1,5, altera sua velocidade para 2.10% m/s, ou
seja, houve uma grande variagao da velocidade da luz na mudanca dos meios. Nas
condicoes do trabalho de Hau, a velocidade da luz foi determinada em 1,7.10*

m/s, ou seja, a redugdo abrupta da velocidade é de sete ordens de grandeza.

2.5 Comprovacao Experimental da EIT

Segue a primeira observacao experimental da EIT, reportada em 1991
por K. J. Boller, A. Imamoglu e S. E. Harris (referéncia [22]) em um sistema do

tipo A.

A figura 2.6 indica o diagrama de niveis de energia do &tomo de estroncio.
O campo de bombeio, de frequéncia w, e com taxa de Rabi 2()., é aplicado na
transicao |3) <> |1) e o campo de prova, de frequéncia w, e com taxa de Rabi

2Q,, na transigao |3) <> |2)*. Na transmissdo o campo de prova apresentou um

40 campo de bombeio tem um comprimento de onda A, = 337,1 nm e o campo de prova
Ap = 570,3 nm. O experimento contou com atomos de estroncio e densidade de energia do
laser de bombeio de 10 :fn“é , em pulsos com intervalos de 4 ns. Os atomos eram aprisionados e
preparados no estado 5s5p' Py (nivel [1)) por 50 ns e o didmetro do feixe do campo de prova era
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atraso entre 25 e 150 ns em relacao ao campo de bombeio devido a passagem da

populagao para o nivel [1) (5s5p' ;).

4dsd'D,

3)

)\ =570.3 nm /\ =337.1 nm

[2)

4d5p' D,

5s5p*P, 3 1)

FIGURA 2.6: Diagrama de niveis de energia do &tomo de estroncio.

Os dados do experimento foram registrados através da medida de energia
do campo de prova. A figura 2.7 (retirada da referéncia [22]) indica a transmissao
como funcao da dessintonia do campo prova, com populacao inicialmente no
nivel 5s5p' Py (nivel |1)). Nas partes (a) e (b) da figura, a populagao do nivel
5s5p' Py é pequena, porém o suficiente para que o meio se torne transparente
e (a) indica o perfil de transmissao sem o campo de controle. Em (b) temos a
presenca do campo de controle, que corresponde a frequéncia de Rabi na transicao
4dbp' Dy <+ 4d5d' Do, de valor 1,3 ¢cm™. J& nas partes (c) e (d) da figura,
a populagao do nivel 5s5p' P, é suficientemente grande em relacao a (a) e (b)
e, em (c), nao foi aplicado o campo de controle. Em (d) o campo de controle,
correspondente a frequéncia de Rabi na transicao 4d5p' Dy — 4d5d* Dy, teve valor

1

1,5 em™.

De acordo com o trabalho [22], a unidade de frequéncia adotada é cm™*, o

que nao é usual. Porém, os autores unificaram a notacao das unidades de energia,

frequéncia e comprimento de onda utilizando o vetor de onda.

de 0,2 mm e o de bombeio 3 mm. Para garantir a maxima sobreposi¢ao temporal dos lasers
foi utilizado um fotodiodo (com intervalo de 100 ps para a recarga) e uma porta integradora
(modelo Stanford Reserch Systems SR255).
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1.0

1.0

0.5

Transmissao
Transmissao

(d)

Curva Tedrica 1

(b)

0.0 1 | 1

Dessintonia (ecm-1) Dessintonia (cm-1)

FIGURA 2.7: Transmissao vs dessintonia do campo de prova. Nas partes (a) e (¢) nao foi
aplicado o campo de prova. Ja em (b) o campo de prova teve 1,3 em™! de intensidade e
dessintonia Aw. = —0,2 em™! e em (d) intensidade de 1,5 em™! e dessintonia Aw. = —0,1
em™ L.

O autor registra que na primeira tentativa de observagao experimental da
EIT n&o obteve sucesso devido ao acoplamento do laser incidente (a EIT requer

acoplamento dos modos do campo com o atomo) e que a EIT pode ser observada

em frequéncia de luz branca com monocromador.



Capitulo 3

Osciladores e a Analogia Classica

da EIT

A finalidade deste capitulo é apresentar o resultado do analogo classico da
Transparéncia Eletromagneticamente Induzida com dois osciladores harmonicos
amortecidos forgados e acoplados, proposto em [8]. Utilizando um tratamento
Hamiltoniano, vamos definir as varidveis classicas e derivar as equagoes de movi-
mento no regime assintético para que possamos averiguar a equivaléncia cléssica
da EIT. Para solidificar a equivaléncia, esta incluida nas préximas secoes a teoria
bésica envolvendo oscilagoes, que servira de base para o entendimento do analogo

classico da EIT deste e dos demais capitulos.

3.1 Oscilagoes

Oscilagoes é um assunto de fundamental importancia pois é estudada
praticamente em todas as areas da fisica. Exemplos de modelos oscilatorios sao
encontrados em sistemas mecanico vibratoérios incluindo os péndulos, diapasoes,
cordas de instrumentos musicais, colunas de ar em instrumentos de sopro, corrente
elétrica alternada, oscilagoes de corrente em circuitos elétricos [24], etc. Esses e
outros modelos classicos podem ter sua fisica modelada por osciladores assim
como muitas situagoes na fisica quantica podem ter seu modelo analisado em

forma de osciladores, como no caso da EIT em um atomo de trés niveis em

19
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configuracao A e sistemas optomecanico, o que é objeto de estudo deste trabalho.

Os sistemas oscilantes mais simples possuem apenas um grau de liber-
dade, ou seja, sao descritos apenas por uma unica coordenada, como por exemplo
o angulo de desvio do péndulo em relacao a posicao vertical de equilibrio. A

forca que faz acontecer as oscilagoes é dada em funcao da energia poténcial

F(z) = —%g(f) e caso essa energia esteja na forma de energia potencial elastica
[23]-[30] a forca toma a forma F'(z) = —kx, sendo = o deslocamento do objeto

estudado, k = mw? a constante eldstica da mola e w a sua frequéncia de oscilacao
caracteristica, caracterizando a Lei de Hooke. A energia potencial elastica é dada

por U(z) = $ka?.

FIGURA 3.1: Sistema massa mola.

A equacao de movimento, admitindo que nenhuma outra forca age sobre

0 corpo é:

d*x

My +kz =0, (3.1)

Simplificando pela massa m, temos:
. 2
¥ =—w, (3.2)

sendo w = \/% . A equacao 3.2 descreve o movimento de um oscilador harmoénico
unidimensional. Para pequenos desvios de posicao qualquer oscilador harmonico
(com um grau de liberdade) deve obedecer a essa equagdo de movimento. E
importante ressaltar que a restricao para pequenos desvios € importante, pois
se passarmos do limite elastico de uma mola ela nao retornard a posicao de

equilibrio produzindo deformacgoes permanentes, o que sera desconsiderado nessa

dissertacao.

O movimento de um oscilador harmonico chama-se movimento harmoénico
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simples (mhs) e seu movimento é governado pela equacao 3.2, que é uma equagao
diferencial ordinaria de segunda ordem. Na préatica o movimento harmoénico
simples ocorre em sistemas que apresentam uma dissipacao v de energia. A

oscilacao é amortecida pelas forgas dissipativas que atuam no sistema.

FIGURA 3.2: Sistema massa mola dissipativo.

Como exemplo de sistemas dissipativos temos a oscilacao do péndulo que
perde energia devido a resisténcia do ar, um liquido em um tubo é amortecido
devido a sua viscosidade e esse amortecimento é proporcional a velocidade e, por

isso, vamos adicionar o termo dissipativo n& na equacao 3.2:

mi = —mw’x — i, n >0, (3.3)

sendo que —nz é a forca dissipativa do sistema e o sinal negativo significa que
essa resisténcia é no sentido oposto da velocidade (n > 0). Simplificando por m,

a equagao se torna:

i+ i+ wlr =0, (3.4)
em que foi empregado a frequéncia angular do sistema w? = % e a dissipacao
atomica v = L. Uma forca externa pode agir no oscilador produzindo uma

vibragao mecanica de modo que as oscilagoes por ela produzidas sao denominadas
oscilagoes forcadas. A forca externa age no oscilador de modo a suprir a perda

pelas dissipacoes.

Como exemplo de oscilagoes forcadas podemos citar: as oscilagoes do
diafragma de um microfone ou do timpano humano sob a acao das ondas sonoras;
as oscilagoes de uma pessoa sentada em um balanco sob a acao de empurroes
periddicos; as oscilagoes elétricas, produzidas em um circuito detector de radio

ou televisao sob o efeito do sinal eletromagnético captado; as oscilagoes dos
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FIGURA 3.3: Sistema massa mola forgado.

elétrons em atomos ou moléculas de um meio material sob a acao de uma onda

eletromagnética.

Sendo a forga periédica no tempo, vamos chamar Fy(t) = F cos(wst) a

forga externa de frequéncia angular w, e adicionando na equagao 3.2 temos que:
mi +mw? = F,(t) = F cos(wst). (3.5)
Novamente simplificando pela massa, obtemos:

F
i+ w'r = — 5t). :
I+ w mcos(w) (3.6)

3.1.1 Oscilagoes Forcadas e Amortecidas

Agora serd considerado um sistema em que € aplicada uma forca externa
periddica, forcando o sistema, e também que possua uma dissipacao proporcional

a velocidade na mesma equacgao, desse modo:
mi + ni + kx = Fy(t) = F cos(wst). (3.7)
Simplificando pela massa e passando para a forma complexa,

F o
i+t + Wit = —e M (3.8)
m
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FIGURA 3.4: Sistema massa mola for¢ado e amortecido.

Essa é a forma mais geral de sistemas fisicos oscilantes que encontramos
na natureza, pois normalmente o sistema recebe uma forca externa que condiciona
sua oscilagao e dissipa neste espago, seja por meio do atrito com o ar ou onde
estiver confinado. Caso a forca e a dissipacao nao estejam presentes no sis-
tema podemos apenas anular esses fatores de 3.8. Assim, praticamente qualquer
problema que envolva vibragoes mecanicas reduz-se a um oscilador harmoénico
desde que as pequenas amplitudes de vibragao também estejam envolvidas, isto

é, quando nao é ultrapassado o limite eldstico da mola.

Um exemplo esta na eletrodinamica, pois ao construirmos um circuito
elétrico com indutancia L, resisténcia R e capacitancia C' em série e sujeito a

uma forga eletromotriz aplicada F(t), temos a seguinte dinamica:

d*q dg ¢
L—2 + RE 4+ L Bt 3.9
a T e ®), (3.9)

sendo ¢ a carga e Z—Z a corrente no circuito. A teoria de oscilagbes elétricas
em uma linha de transmissao é matematicamente similar ao problema da corda
vibrante ou da cavidade de ar ressonante, podendo ter sua fisica modelada por
osciladores classicos. Essa modelagem oscilatéria por circuitos elétricos também

¢ apresentada em [8].

3.1.2 Oscilagcoes Amortecidas Forcadas e Acopladas

Considere dois osciladores de massa m; e my conectados a suportes fixos
(sem qualquer vibragao), ligados por molas de constantes eldsticas k; = mw? e

ks = muw3 e esses osciladores estao conectados entre si por uma terceira mola de
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constante eldstica ks = mw?,, sendo que wi, é a frequéncia de oscilagao da mola
que conecta os osciladores 1 e 2. Considere também que esse sistema, indicado

na figura 3.5, pode oscilar apenas em uma dimensao (no eixo x):

FIGURA 3.5: Sistema massa-mola acoplado.

Nesse caso, a massa m; estda acoplada com a massa ms por meio da
mola de constante elastica de acoplamento kis e qualquer vibracao em um dos
osciladores influenciara imediatamente o outro oscilador acoplado. Caso a mola
central nao estivesse presente, os dois osciladores moveriam-se livremente com

kn

frequéncias caracteristicas w,, = /-2, com n = 1, 2.

mn

A analise do acoplamento entre as massas ¢ feita através da investigacao
das equacoes de movimento do sistema, dada em funcao da posicao de desloca-

mento x, da constante elastica da mola k e da massa m:

mz; = —kixy + koo

mi}g = —k2$2+k12$1. (310)

Para simplificar os calculos, vamos utilizar ky = ko = k, my = my = m e fazer

2 k12

wi, = 22, Ao dividir o sistema acima por m, obtemos:

. 2 2
T1 +wiT1 — wisry = 0;

Ty + wiry —whry = 0. (3.11)

A introducao de uma forga (Fi(t) = Fe ™') na situagao ilustrada pela figura 3.5
farda a massa my oscilar influenciando a massa my e, considerando a dissipagao

dos elementos massivos do sistema nas equagoes 3.11, temos a figura 3.6.



3. Osciladores e a Analogia Classica da EIT 25

k.

FIGURA 3.6: Sistema massa-mola amortecido, forcado e dissipativo.

Note que a forca é aplicada apenas no primeiro oscilador. Dessa forma,

o novo sistema de equagoes possuira a seguinte forma:

. : 2 2 —iwst

T1+ Mo +wir) — Wity = —e
m

.. . 2 2

To + YoZo + Wity — wiyry = 0 (3.12)

O sistema modelado pelas equagoes acima (3.12) é apresentado em [8] e utilizado

como modelo cldssico da EIT.

3.2 Analogia Classica da EIT

No modelo classico, introduzido por Carlos Leonardo Garrido Alzar e
colaboradores|8], o dtomo é modelado por um sistema harmonico amortecido
forgado e acoplado, formado pela particula 1 de massa m;, unido a duas molas
de constantes elasticas ky e kqo, como discutido na secao anterior. A particula 1
é submetida a acdo de uma forca harmonica (forca sonda) Fj(t) = Fe iwst+os)

com frequéncia w;, como ilustrado na figura 3.6.

Ao averiguarmos a poténcia transferida pela forca harmonica a particula
1 vemos um perfil de absor¢ao com frequéncia de ressonancia w? = (ki + ki2)/m.
Essa poténcia transferida evidencia um comportamento de absorcao similar ao
da EIT, que muda a medida que alteramos o valor de k5. A curva de absorcao
comega a se dividir caracterizando um dubleto similar ao Autler-Townes [32]
da EIT. Essa divisao é uma manifestacao da separacao dos modos normais de

vibragao.
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Para realizar a analogia entre o oscilador harmonico cléssico massa-mola e
o modelo quantico de um atomo de trés niveis na configuragao A, vamos continuar
a impor (como na subsegdo anterior) que m;=mo=m, o que nos facilitard os
calculos. Nessa configuracao classica, o feixe de controle é simulado pelo acopla-
mento do oscilador 1 com o segundo oscilador via mola de constante elastica ko
e o feixe sonda é modelado pela for¢a harmonica que age sobre a particula 1. Os

calculos serao apresentados na préxima secao.

3.2.1 Formulagcao Hamiltoniana

Para a formulacao matemaética, utilizaremos a abordagem Hamiltoniana

do problema classico que estamos considerando.

Considerando que as particulas 1 e 2 estao acopladas, a lagrangiana total

27]-[30] do sistema é dada por L = Ly+Ly+Li+Lg, sendo Ly = smi?—imwia?

1
2

1

2.2 . ,
5wy T3 a lagrangiana da particula 2,

a lagrangiana da particula 1, Ly, = tmi3 —
Lint = —mwi,r1 79 a lagrangiana de interagao e Lp = 1 Fy(t) o termo lagrangiano

que indica o bombeio no sistema. Assim:

1 1 1 1
L= §ma:f - émwf:p% + §mx3 - §mw§m§ + mwi,zi e + 11 Fy(t).  (3.13)
A Hamiltoniana é
1 1
A equagao de movimento de Hamilton (p = —%—Z) para a particula 1 é dada por:

p1 = —k1z1 + kioxs + Fi(t)

e, desenvolvendo,
Fi(t)
ot

T1+ Wit — WiTs =

Sabendo que F,(t) = Fe ™' obtemos:

F
&1+ wir) — whry = Ee_“st. (3.15)
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Para a particula 2 é andlogo (F' = 0):

Fg + wirg — wir = 0. (3.16)

Adicionando a dissipagao em 3.15 e 3.16, obtemos:

. . F .
Ty + M+ wfxl — W%sz = EG wst (317)

i + Yolbs + WiTs — wirry = 0. (3.18)

As equagoes 3.17 e 3.18 sao idénticas as vistas em [8]. A partir de w? = %,
w% = % e considerando w; = wy = w (k1 = ko = k), segue a definicao das

variaveis classicas:

Definicao 3.2.1 (Variaveis Cléassicas)

i 1
ay = — + 1mwx e a =+ — 1MWy ); 3.19
+ m(pl 1) - b (pl 1) ( )
by = — ! (p2 + imw,) e b =+ ! (p2 — imwxs),  (3.20)

vV 2mhw 2mhw

sendo 3.19 para a particula 1 e 3.20 para a particula 2. Resolvendo o sistema

com (a4, a_, by, b)),

h h
T = (a+ + CL7> % € To = (b+ + bi) %, (321)
, hmw ‘ hmw
p=i(ar —a.) 5 e pa=1i(by —0) —5 (3.22)

em que os indices 1 e 2 indicam as particulas consideradas. Aplicando as equagoes

3.21 e 3.22 em 3.14, ficamos com:

2h h
H = hwlaya_+byb | — w;u larby +ayb +aby +ab]— (ar +a)y/ %Fs(t).
(3.23)

2 . .
O termo %2 serd denominado por Qy, e fazendo Fi(t) = F(e™'+e~*") podemos
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’ . 2 .
também denominar €2, = \/27‘:;—%. Assim,

H = hwlaza +bib]—hQuslarby +arb +aby+ab]—hQs(ar+a ) (et +e ™).

(3.24)
Aplicando a aproximacao de onda girante (a+ = a+e™™?) em 3.24 e determinando
a diferenca de frequéncias por A = w — w,, porém A << w o que implica em

w A Wwg, temos:
H = hwlaia_+byb] — AQslarb +aby] — iQg(ay + a ) (™" + e ™), (3.25)

portanto no regime de aproximacao de onda girante!, os termos (a,b,) e (a.b))
podem ser desprezados pois contribuem muito pouco para a dinamica do sistema.
Adotando a representagao { } para os Parénteses de Poisson [27]-[30] e de posse
de 3.25, podemos verificar a veracidade das equacgoes 3.17 e 3.18 da seguinte

forma:

OH

) . OH .
q—{q7H}—>rC—a—p : p—{pﬂ}——% (3.26)

e vemos que p nos fornece justamente as equagoes de movimento de Hamilton
para o problema massa-mola. Ainda adotando os Parénteses de Poisson, podemos

%

verificar que {z,p} = 1 e {ay,a_} = ¢ (note que na 1ltima identidade utilizamos

os Parénteses de Poisson e como resultado temos a constante de Planck).

Efetuando a mesma operacao com as variaveis classicas 3.19, 3.20 em

3.25 e h =1, temos:

, i OH , o

a ={a,H}= “hoa, = —i(wa_ — Qb — Qe ™), (3.27)
, i0H i
ay ={ay, H} = e i(way — Quaby — Que™). (3.28)

O mesmo desenvolvimento ¢ feito para a particula 2:

1 OH
b= g, = ~iwb. — uza); (3.29)

LA aproximacao de onda girante consiste em ignorar os termos contra girantes da Hamiltoniana,
valido quando o acoplamento do campo é muito fraco comparado com as frequéncias naturais
dos osciladores. Mais detalhes serdo apresentados futuramente, no capitulo 4 (subsegio 4.3.2).
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1 OH

by = hob, = i(why — Qoas). (3.30)
Adicionando a dissipagao 7, nas equacgoes 3.27-3.28 e 7, nas equagoes 3.29-3.30,

ficamos com:

a. = —i(wa — Qb — Qe ™) — yia;
iy = i(way — Quoby — Q™) — yiay;

b = —i(wb —Qoa) — b

by = =i(wby —Qay) — by (3.31)

Para eliminarmos a dependéncia temporal das equacoes acima, vamos fazer a

seguinte mudanca de variaveis:

a+ (t) = a4 (t)eiiwst (332)

bo(t) = by(t)e™st, (3.33)

Com essa mudanga e impondo o regime assintético (a+ = by = 0), podemos

escrever:
~ QS(A—Z’YQ)
a = - : X 3.34
S PN Tty o 5 (3:34)
- 01,0
b = 20 (3.35)

T (A=) (A = i) — Q)

em que A = w — ws e ay e by sao os conjugados.

Se tomarmos a equacao 2.25 assumindo Ay, = 0 e A = Ay, podemos

entao obter p3; (apds certa manipulacao algébrica) como:

a1 = QP(A - Z"Y2)
31 — N X .
' (A - 2731)(A - 272) — Q2

Comparando a equagao acima com as eqs.3.34 e 3.35 vemos que p3; é

idéntico a a_. A analogia classica para cada parametro é mostrado na tabela 3.1.
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2-OHA EIT
Q. Q,
Q12 Qc
T V31
V2 V2
A A

TABELA 3.1: Analogia da EIT com os dois osciladores harménicos acoplados (2-OHA).

Na figura 3.7 mostramos a parte imaginaria e real da susceptibilidade
elétrica x do sistema EIT, cujo o comportamento é determinado pela parte
imaginaria e real de p3;, em funcao da dessintonia entre &tomo e campo normal-
izada A/v3; para diferentes valores da frequéncia de Rabi do campo de controle
Q.. As curvas de (a) a (e) sdo obtidas considerando-se perfeita ressonancia
entre dtomo e campos A; = Ay = 0, utilizando os parametros €2, = 0,02vs;,
v2 = 0,017v31, 73 = 0. Os resultados do sistema EIT (linha vermelha pontilhada)
sao comparados com os resultados obtidos para o sistema de dois osciladores
harménicos acoplados (2-OHA, linha sélida azul), dados por 3.34, para o mesmo

conjunto de parametros seguindo a equivaléncia apresentada na tabela 3.1.

Como ja discutido anteriormente a parte imaginaria da susceptibilidade
elétrica Im{x} estd relacionada & absorgao e transmissao enquanto que a parte
real, Real{x}, as propriedades refrativas do meio atomico. Quando €. = 0,
figura 3.7(a), temos um perfil tipico de absor¢ao dada por uma Lorentziana com
maximo em A = 0. No sistema de osciladores esta condicao é equivalente a termos
um tunico oscilador harmoénico amortecido e forgado (k12 = 0) representando a
transicio atomica [1) <+ |3). A medida que aumentamos Q. = Q;5 observa-se
o aparecimento de uma estreita janela de absorcao para ambos os sistemas, a
qual vai a zero quando a condigao €, << (2. ¢é satisfeita, figuras 3.7(c), 3.7(d)
e 3.7(e). Essa condigdo também ¢é essencial para observagao da concordancia
completa entre o sistema atomico e cldssico. A figura 3.7(b) mostra um caso em
que a condicao é violada de modo que a aproximacao p;; # 1 nao é mais valida.
A janela de absorcao nao vai a zero nesse caso porque o parametro de defasagem
Yo # 0, mesmo com a segunda condi¢ao de EIT 7, << ~3; sendo satisfeita. O

parametro v, é responsavel pela destruicao do estado escuro.

As figuras 3.7(c), 3.7(d) e 3.7(e) mostram claramente que os dois maximos
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de absorg¢ao sao distanciados um do outro por 2€2., evoluindo do espectro de EIT,
estreita janela de absorcao, para o espectro do tipo Autler-Townes, em que os
picos sao afastados e com boa resolucao. Os resultados mostram que a principal
caracteristica da EIT dada pela janela de absorcao nula, atribuida ao efeito de
interferéncia quantica do sistema atomo-campo, também pode ser observada pela
interferéncia classica entre os modos normais de oscilagao de um sistema de dois

osciladores harmonicos acoplados quando €2, << 5.

1.0

(@) T 0.5

Im {y}

2 0
z&/y31

2 0 2 4 4 -
Ay

FIGURA 3.7: Analogia classica da EIT mostrando a susceptibilidade elétrica x o< p31
em comparacao com seu equivalente cldssico dado por a_, veja eq.3.34. Os parametros
utilizados sao €2, = 0,02v31, 72 = 0,01731, 73 = 0 para diferentes valores da frequéncia
de Rabi do campo de controle (a) . = 0,0, (b) 0,05v31, (¢) 0,5v31, (d) 1,0931 e
(e) 2,0v31, lembrando que 31 = I's; + I'sa + 73, sendo I'sy = I'sy = 0,5 [unidades
de frequéncia]. Para os osciladores acoplados foram utilizados o mesmo conjunto de
parametros seguindo a equivaléncia apresentada na tabela 3.1.



Capitulo 4

Analogo Classico da EIT: Dois

Osciladores Acoplados

Nos capitulos anteriores foi apresentado a teoria basica da EIT (em um
atomo de trés niveis em configuracao A), dos osciladores classicos (sistema massa-
mola) e da analogia ja realizada da EIT. Neste capitulo, serd apresentado um
sistema optomecanico que ¢ a motivacao para a investigacao de outros sistemas
quanticos em que ocorrem processos tipo EIT e possuem analogia com dois

osciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados.

4.1 Optomecanica de Cavidades

Em meados do século XVII, kepler descreve a influéncia luminosa em
particulas e apds varios anos surge a teoria eletromagnética de Maxwell em
que temos a solidificagao dos conceitos da dinamica da radiagao, impulsionando
experimentalistas da época a mostrar que a luz possui momento (denotado por

momento éptico) e traz os efeitos de radiac@o e pressao onde incide.

Com o advento dos lasers na década de 1970 foi proposto que seria
possivel utilizar essa for¢a (proveniente da radiacao do laser) para manipular o
movimento mecanico de certos objetos. Hansch e Schawlow, Wineland e Dehmelt

propuseram formas diferentes de utilizar a pressao da radiagao e Ashkin, Chu et al

32
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utilizaram novas técnicas para formar armadilhas em seus atomos usando forgas

opticas.

Depois de estabelecida a influéncia da radiacao no movimento mecanico,
os experimentalistas comecaram a entender e examinar cada termo do sistema
classico e sua correspondéncia com os termos da mecanica quantica para tentar

diferenciar o limite classico do quantico no sistema optomecanico estudado.

FIGURA 4.1: Radiagao interagindo com um sistema optomecanico. Figura retirada da
referéncia [68].

Nos anos posteriores a 1970, os sistemas optomecanicos tem atraido a
atencao dos cientistas da comunidade 6ptica, o que gerou um grande nimero de
modelos tedricos e seus respectivos experimentos. Para exemplificar essa procura
por modelos optomecanicos, varias aplicagoes foram (e ainda sao) estudadas como
o fenémeno do resfriamento dos modos do campo dentro da cavidade (“laser
cooling” , referéncia [62]), os metamateriais [86]-[87] que sdo materiais nao encon-
trados naturalmente no meio ambiente e apresentam propriedades surpreendentes
como indice de refracao negativo e o controle de suas propriedades pela radiagao

incidente.
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4.1.1 Optomecanica

Um sistema optomecanico simples [66] consiste em uma cavidade 6ptica
com suas paredes refletoras sendo submetidas a uma pequena forca gerada pelo
campo eletromagnético confinado em seu interior. Acoplado a um dos espelhos
(sendo que esse espelho é perfeitamente refletor, ou seja, a radiagdo nao deixa o
interior da cavidade e possui reflexao total) estd uma mola que faz com que esse

espelho tenha um deslocamento e uma consequente vibragao.

E
s

FIGURA 4.2: Sistema optomecanico simples. Cavidade sem dtomo com uma das paredes
acopladas a uma mola de frequéncia w.

A dependéncia entre a pressao de radiacao, a posicao e a distancia entre
os espelhos define a optomecanica de cavidades opticas: perturbagoes mecanicas
que causem flutuagoes na frequéncia de ressonancia 6ptica irao alterar a energia
eletromagnética armazenada na cavidade e, reciprocamente, essas flutuagoes de
energia eletromagnética modificarao as vibragoes mecanicas. Essa dinamica de
absorcao (armazenamento) de energia eletromagnética nos indicard o comporta-
mento da EIT. Como exemplo, a referéncia [63] nos propée um andlogo da EIT
em sistemas optomecanicos em que o amortecimento mecanico é muito menor
que a dissipagao da cavidade e a referéncia [65] nos mostra que a “Slow Light”

possui um andalogo na optomecanica de cavidades.

A oscilagao do espelho mével ird definir os modos do campo eletro-
magnético dentro da cavidade (energia armazenada) e a dinamica do sistema.
A frequéncia do campo de incidéncia une-se com a frequéncia de oscilacao das
paredes espelhadas da cavidade, acoplando-se. Como o espelho se move livre-
mente de acordo com a forca de oscilacao da mola do sistema mecanico, temos
que as frequéncias (do espelho e campo incidente) podem ser somadas (caso a

direcao de oscilacao do espelho e do campo incidente sejam momentaneamente
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contrarias, w; + £2,,,), sendo w; a frequéncia da radiacdo que entra na cavidade e
Q.. a frequéncia de oscilacao mecanica. Agora, se a frequéncia de oscilagao do
espelho e a frequéncia do campo estiverem no mesmo sentido, temos que w; — €2,,,.
As frequéncias serao introduzidas no campo intracavidade. No caso da soma de

frequéncias, temos o termo anti-Stokes e no caso da subtracao, o termo Stokes.

A frequéncia do campo de bombeio dentro da cavidade induz a EIT na
condicao de ressonancia com a frequéncia de oscilagao optomecanica e também
no regime de acoplamento fraco. Assim, o espalhamento Stokes (w; — €2,,,) néo
¢é considerado na dinamica do sistema por nao estar em ressonancia com a cavi-
dade, portanto apenas restarao as frequéncias anti-Stokes (w; + €2,,,) nos termos

intracavidade do operador a.

o (DS

FIGURA 4.3: Modos do campo eletromagnético dentro da cavidade optomecanica.

Utilizando a representagao de Heisenberg, o trabalho [63] apresenta as
equacoes de movimento da optomecanica e realiza a analogia com as equagoes
da EIT em um atomo de trés niveis em configuracao A a partir da Hamiltoniana
optomecanica abaixo (sem contar com efeitos como o “backation”?!), considerando

que apenas um modo do campo se acopla com um modo mecanico da cavidade.

H = f{mec + ﬁopt + ll—:[int + gcampoa (41)

!Previsto primeiramente na década de 1960 por Baginsky, o efeito “backation” [66] é a pressio
da radiacao, a qual modifica a dindmica do oscilador mecanico com a vibragao mecanica de uma
das paredes da cavidade. Essa modificagao da oscilagao do sistema, alterando as propriedades
opticas do sistema, é denominada dinamica backation e nao altera apenas o amortecimento e a
constante da mola, mas também a troca de energia entre os modos mecanicos e 6pticos.



4. Analogo Classico da EIT: Dois Osciladores Acoplados 36

sendo
~2
2 p 1 2 22
Hee = —Me £§2 : 4.2
2m6f+2mf mm (4.2)
A 1
H,y = hw, (aﬂa+§); (4.3)
H,, = hGiata; (4.4)
Heampo = ihy/mer(ea’ + €*a), (4.5)

sendo que & e p sao os operadores posicao e momento do sistema mecanico, M.y
¢ a sua massa efetiva e (), sua frequéncia angular, ¢ é a amplitude do campo
de bombeio, G' 0 acoplamento mecanico, k é o decaimento da cavidade, 7. é o
parametro da cavidade 6ptica e f = a'a o nimero de fétons dentro da cavidade.

A forga da pressao de radiagao ¢ dada por F(z) = ===

Resolvendo 4.1 na representagao de Heisenberg (equagoes quanticas de
Langevin (mais detalhes em [64]), sendo um tratamento mais apropriado para o
sistema optomecanico pois permite a descricao conjunta da interacao da radiagao

com a cavidade) para um sistema girante com A = w; — w,, temos os operadores

(a) e (z). No estado estacionario, esses operadores se tornam (i) = %
2
e () = Qé“gj - Utilizando o ansatz a = (@) 4+ 0a e & = (%) + 62 nas equagdes (a)
e (&), ficamos com:

5 = 6(a) (m - g) — iG8E6(a) + /nokoe; (4.6)

. . hG
62 + T2 + Q208 = ———(a)(0a + da’) + o F, (4.7)

mef
em que foi utilizada a propriedade hermitiana 62 = d2f, A = A — G2 é a

dessintonia do campo de controle e I',,, é o decaimento mecanico do sistema.

4.1.2 Susceptibilidade Optomecanica

No capitulo 2 (segao 2.2) foi definida a susceptibilidade de um material

Xe & partir de sua polarizagao P e do vetor campo elétrico F, dessa forma:

P =.E. (4.8)
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Para fazer a analogia com a susceptibilidade classica, é conveniente escrever os

operadores quanticos em funcio de suas amplitudes (da = A~e *¥ + ATei¥ seu
conjugado e §7 = Xe ™ + X*¢ sendo 2 = w, — w; o referencial girante) em

4.6-4.7 e obter:

_ 1+if(Q)
A _—u5+m+§+25ﬂmea (4.9)
em que @
—hG a2 XY
f(8) = hG™(a) AN (4.10)
! ! (4.11)

Q pr—
X = e e

sendo x(2) a susceptibilidade? do sistema optomecanico.

4.1.3 Regime de Acoplamento Fraco para Optomecanica

No regime de acoplamento fraco para a optomecanica (k << §2,,), pode-
mos fazer AT =~ 0. Desse modo, os parametros da susceptibilidade linear podem

ser assim aproximados:
Mep (2, — QF —il,Q) ~ Q,,(2A" —il,,). (4.12)

Com isso, a solugao para o campo dentro da cavidade (A™) é:

A = VIR (4.13)

—i(A 4 Qo+ A) + 52+

em que €. = 2G(a)x,,r é 0 acoplamento entre os ressonadores éptico e mecanico,

sendo Z.,r = /53— @& amplitude de flutuacao do ponto zero do oscilador

h
2Me Qm

mecanico. Portanto,

A = VIIelep (4.14)
T DA 2 |

em que a dessintonia do campo de prova é igual ao limite inferior da frequéncia

oscilagao mecanica (A = —Q,,).

2Note que a susceptibilidade optomecanica envolve termos do campo eletromagnético e do
sistema mecanico, portanto cabe aqui mencionar “susceptibilidade mecanica” do meio.
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A equacao 4.14 é equivalente a 3.34, identificando o analogo do sistema

optomecanico apresentado com o sistema de dois osciladores classicos.

4.1.4 Optomecanica e EIT Atémica

Utilizando a representacao de Heisenberg da mecanica quantica, o Hamil-
toniano que descreve a dinamica da EIT em um atomo de trés niveis em con-
figuragao A, sendo [3) o estado excitado, |1) e |2) os estados fundamentais (de

acordo com a figura 2.1) é dado por:

. ) h . . h . .
H = Z hw]‘O'jj — 5/123(0'23 + 0'32)6(t> - 5/1,13(0'13 + 0'31)8(t>, (415)
J
sendo G;; = |i)(j| os operadores projetores, com 4, j = 1,2, 3 os niveis atomicos.
wi; € pi; sao a frequeéncia e o momento de dipolo na transicao i <+ j, respectiva-

mente. Colocando os operadores atomicos no estado estacionario e em funcao

de suas amplitudes (615 = Sipe ™%, 513 = Sz WtV o g empt = ¢ emilwet )t
com w, = w, + ), ficamos com:
1H13€Ep
Sl3 = T A/ 2 13 Q2/4 ) (416)
—i(A +we —ws) + B + x50

em que A" = ) — wy = w, — ws1. Se o campo de controle estiver na ressonancia

com a transi¢ao [2) <> |3) (w. = ws2), temos:

Z':U'13<‘5p
Sy = — O . (4.17)
y 0/4
_ZA/ + % + 7iA’+'712/2

Note que 4.17 representa 2.25 na notagao de Heisenberg. Assim temos
uma equivaléncia clara entre a fisica da optomecanica e a da EIT (em um dtomo de
trés niveis em uma configuragao A). Assim 4.16-4.17 é perfeitamente equivalente

a 4.13-4.14, notando a diferenca de regimes e a aplicando a tabela abaixo:
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Optomecanica  EIT

A~ 013
th thl

2G<€L>[Ezpf /L23€ch

TABELA 4.1: Equivaléncia entre o sistema optomecanico apresentado e a EIT em um sistema
atomico de trés niveis em configuracdo A.

4.2 Dois Osciladores Harmonicos Quanticos: Dois

Modos de uma Cavidade

A versao quantica do oscilador harmonico consiste em resolver a equacao

de Schrodinger para o potencial V(2) = smw?2?,

O Hamiltoniano do oscilador 1 ¢ dado por H; = % + Vi(z), sendo p; e
V1(Z) o operador momento e o potencial para o oscilador 1, respectivamente. Da
mesma forma para o oscilador 2, obtendo H,. Vamos definir Hy o Hamiltoniano
resultante ([:IO = ﬁl + ﬁg), ﬁmt o Hamiltoniano de interacao entre eles e [:IB 0
Hamiltoniano de bombeio devido ao campo eletromagnético incidente no primeiro

oscilador. Portanto, o Hamiltoniano do sistema H se torna:

N N N ~ 1 ~ N
H:H0+Hmt+HB:2 (p? + p2) + Vi(@) + Va(&) + Hipy + Hp.  (4.18)

m
Para dispor 4.18 em uma notagao mais conveniente, vamos novamente considerar
w; = wy = w e a definicao 4.2.1.

Definigao 4.2.1 (Operadores Quanticos)

il = ———(p1 + imwiy) e 0 = ———=(p1 — imwi); (4.19)

2mhw vV 2mhw

bt = —;(ﬁz + imwi’g) e b= —(ﬁz - imwia). (4-20)

2mhw vV 2mhw

Note a semelhanga entre 3.19-3.20 (varidveis classicas) e 4.19-4.20 (operadores

quanticos) e essa analogia é assegurada pela quantizac¢ao do campo eletromagnético
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(detalhes no capitulo A). Portanto, no regime quantico

~

a. —al, a —a, by—b, b —b

Para obter o Hamiltoniano 4.18 para a particula 1 em funcao de 4.19 é conveniente

escrevé-lo na forma H, = hws (23 + pi). Ao substituir o produto a'a = 3(27 +

~

72 — 1) no Hamiltoniano ficamos com H; = hw(ala + 1). Sabendo que a'a = n

(operador niimero), entao Hy = fiw(f + 3).

Desprezando o fator ( %) do Hamiltoniano do H; (energia do ponto zero) e
adicionando os operadores (bth) da particula 2 (descartando o mesmo fator) temos
Hy = hw(a'a + b'b). O Hamiltoniano de interacao (H;,) devido ao acoplamento
dos osciladores transforma-se em Hj,; = h)\[&iﬂ + dTB] e o de bombeio devido
a energia do campo incidente no primeiro oscilador fica Hp = helae™s' + h.c.].
Portanto, o Hamiltoniano resultante (]:I = Hy+ Hyy + H ) dos dois osciladores

harmonicos é escrito como:

~

H = hwlata + b'0] + B [ab" + a'b] + helae™s! + h.c]. (4.21)

Note que o Hamiltoniano 4.21 é anédlogo a 3.25. Para facilitar os célculos
vamos escrever o hamiltoniano na representacio de interacdo (H;) utilizando
a transformacdo unitdria H, = Uo(Hint + HB)UJ, sendo Uy = e‘iiot, Hy, =
hw(ata + b'b) € Hiy + Hp = hAabt + a'b] + he[e™-'a + h.c.]. Utilizando a
aproximagao de Baker Campbell Hausdorff (eXYe ™ = Y+[X, V]+4[X, [X, Y]]+

5[ X, [X, [X,Y]]] + ..., apéndice B) temos que

H; = Mab' + ab) + e(ae™" + h.c.). (4.22)

Na equagao acima A = w,—w. A temporalidade de 4.22 é eliminada empregando-

< s _in(ata—bth
se uma segunda transformacdo unitéria, dada por U; = e *A@'a=b)t 1600

tem-se:

H; = A(bTb — ata) + Aab' + a'b) 4+ e(a + h.c.). (4.23)

A dinamica dissipativa desse sistema pode ser obtida via equacao de Liouville
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von-Neumann:

p=—ilHr, P + Lap + Lop, (4.24)
em que L, = k(24 pa — atap — pata), L, = ke (201 pb — bTbp — pbid), sendo k, a
taxa de decaimento do modo a (oscilador 1) e Ky a taxa de decaimento do modo

b (oscilador 2).

Podemos obter a evolugao média dos operadores do sistema calculando
o traco <é> = Tr(ﬁé), sendo 0 os operadores quanticos. Assim, as equagoes de

movimento que descrevem nosso sistema sao:

) = —i{(A —ir){a) +A0)
) = (A —im)a’) + A0 +e);

) = —i{(A —ir2)(b) + Ma)};

) = (A —irg)(b) + AMah)}. (4.25)

+e};

Desenvolvendo e colocando no regime assintético temos que:

(@) = e(A —ikg)
(A — ZH1>(A — Z'Iig) - )\2.

(4.26)

Comparando as equacoes 4.26 e 3.34,

T (A=) (A —idye) — Oy
vemos que ambas sao equivalentes. A analogia classica desse sistema consiste
na analise comparativa dos seguintes parametros: o campo de bombeio ¢ faz o
papel da expressao da forca classica €2, k1 € kg s@o as dissipagoes da cavidade
e suas analogias sao as dissipacoes 1 e 7 do sistema mecanico. A equivaléncia
dos sistemas de duas cavidades acopladas e dois osciladores acoplados é esperada
pois os modos do campo eletromagnético sao quantizados por um conjunto de
osciladores harmonicos, um para cada modo (apéndice A). A tabela abaixo (4.2)
resume a equivaléncia dos parametros do sistema de dois osciladores harmonicos

acoplados (2-OHA) com o modelo quantico de duas cavidades acopladas (2-CA):
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2-OHA 2-CA
Q, €
Qo A
Al K1
V2 K2
A A

TABELA 4.2: Parametros cldssicos e quanticos. Analogia do sistema de dois osciladores
acoplados (2-OHA) com o sistema de duas cavidades acopladas (2-CA).

4.3 Atomo de Dois Niveis em uma Cavidade

Como apresentado no apéndice A, o campo eletromagnético é quantizado
em uma analogia com o oscilador harmonico quantico associado aos operadores
criacao e aniquilacio (a e a') de fétons. A geometria e a distancia entre os
espelhos da cavidade nos informam os modos do campo em seu interior e a
intensidade do acoplamento dtomo-campo. Ao adaptarmos a distancia entre as
paredes da cavidade, podemos fazer a radiacao incidente ser ressonante com os

niveis atomicos.

A figura 4.4 ilustra um atomo de dois niveis em uma cavidade. A
dinamica desse modelo fisico, estudada em eletrodinamica quantica de cavidades
(EQC), é induzida pelo laser de amplitude ¢ e frequéncia w, acoplando com o
atomo a uma taxa g, implicando em uma emissao espontanea de um foton devido
a mudanca eletronica de niveis a uma taxa v e uma consequente perda de fétons

pela cavidade a uma taxa k.

~

N\~

FIGURA 4.4: Atomo de dois niveis confinado em uma cavidade.

Devido as regras de selecao e os modos da cavidade, o a&tomo pode ser
considerado como um sistema quantico com apenas dois niveis de energia em que

a informagdo deste sistema é uma superposi¢ao dos autoestados quanticos |g)



4. Analogo Classico da EIT: Dois Osciladores Acoplados 43

(“ground state” ou estado fundamental) e |e) (“excited state” ou estado excitado).
Portanto, esse modelo atomico é andlogo de um sistema de spin 1/2, ou seja, com
apenas dois estados acessiveis. Nesse caso, os operadores do campo sao descritos

por matrizes de Pauli para spin 1/2.

A notagao das matrizes de Pauli aplicada a um sistema de spin 1/2

(operadores de spin) é dada como:

) 0 1 ) 0 —i 1 0
Og = ; Oy = ; O, = ;
1 0 it 0 0 —1
) 01 ) 00
0’+: X o_ =
0 0 1 0

l9) = e =
e satisfazem a relacao de ortogonalidade
<Z|.]> :5i,j7 (i,j:g,€>

e a relacao de completeza

D =il = lg)(gl + le)(e] = bgg+ Gee =1,
=g

em que [ é a matriz identidade 2 x 2.

Entao, temos que

o, = le)(gl + |g)(el; &, = —ile){(gl +ilg){el; . =le)(e|l —|g)(g]; (4.27)
Op =0cg = le)(gl; 0 =g = [g){el; (4.28)
orlg) =le)y;  a_le) =lg). (4.29)

A partir de 4.28 e 4.29 concluimos que o operador 6_leva o atomo do estado
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excitado para o estado fundamental e 6, leva o atomo do estado fundamental

para o estado excitado.

O Hamiltoniano H que descreve a interagao de um atomo com um campo

eletromagnético quantizado no interior de uma cavidade é dado por:
H=H,+H,+ H, (4.30)

sendo

) o1
H,=>" hwy, (nk + 5) ; (4.31)
H, = Z E;6u: (4.32)
H, = hz Z (gk,z',jdka'ij + gz,i,jd};&ij> ) (4.33)
i k

em que wy ¢ a frequéncia do k-ésimo modo do campo, a; e dL sao os operadores
criacdo e aniquilacao dos fétons da cavidade, ;; = [i)(j| tal que |i) e |j) é
autoestado de ﬁa com autoenergia F; e gi; ; € a constante de acoplamento entre
o atomo e o k-ésimo modo do campo. O Hamiltoniano 4.30 considera os modos
do campo e os niveis atomicos. O Hamiltoniano do campo ressonante com a

frequéncia do atomo é dado por:
~ .1
H. = hw (n + 5) : (4.34)

Sabendo que o operador niimero é dado por 7 = a'a e desprezando a energia de

ponto zero, temos que o Hamiltoniano do campo é dado por:
H, = hwa'a. (4.35)

Supondo que o sistema que estamos discutindo possua suas autoenergias F, e £
com os respectivos autoestados |e) (estado excitado) e |g) (estado fundamental),
o Hamiltoniano do atomo 4.32 pode ser reescrito em termos dos operadores de
spin:

~

Hy = Euboe + E,6,. (4.36)
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Desenvolvendo a expressao acima,

. 1 1
H, = 571“(6% - &gg> + §(Ee + Eg)a (4‘37)

sendo hw = E. — E,; com w a frequéncia de transicao atomica. Empregando

(62) = (0ce) — (04g) € desconsiderando o deslocamento de energia ficamos com:

.1
H, = hw.. (4.38)

O Hamiltoniano de interacao 4.33 pode ser escrito da seguinte forma:

H[ = h Z {gd&w + g*dT@-,j}
i,je{e,g}
= h{gac,. + g*a'o,. + gas_ + gtalo_}

= W6, +6)(ga+g*al). (4.39)

4.3.1 O Modelo de Rabi

Utilizando os Hamiltonianos 4.35, 4.38 e 4.39, o Hamiltoniano 4.30

assume a forma:
. 1
H = hwa'a + 5hwos +hg(6y +6)(a+ al), (4.40)

que é o Hamiltoniano de Rabi (HR) [39]. O Hamiltoniano de Rabi descreve um
sistema constituido por um unico modo do campo eletromagnético quantizado
interagindo com um atomo de dois niveis no interior de uma cavidade com paredes

perfeitamente condutoras.

4.3.2 Aproximacao de Onda Girante e o Modelo de
Jaynes-Cummings
O Hamiltoniano de Rabi 4.40 possui os termos ressonantes e os anti-

ressonantes (contra-girantes). Os termos ressonantes ag, e a'G_ representam,

respectivamente, a absorcao de um féton do campo e a consequente transicao
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do estado fundamental para o estado excitado do atomo e a transicao do estado
excitado para o estado fundamental seguida da emissao de um féton. Os termos
anti-ressonantes (contra-girantes) as_ e a'é, representam, respectivamente, a
transicao do estado excitado para o fundamental seguida da absorcao de um
féton e a transicao do estado fundamental para o excitado com a criacao de um

foton.

Como discutido anteriormente, a aproximagao de onda girante consiste
em desprezar os termos mais oscilantes de 4.40 por nao contribuirem significativa-
mente com o Hamiltoniano de Rabi. Para a melhor visualizagao da aproximagcao
de onda girante, é conveniente mudar temporariamente para a representacao de

. ~ . . ~ ~ . —iHgt
interacao, que consiste na aplicacao de uma transformacao unitaria U = e~ 7

sendo Hy = hwa'a + %hwoc%z. Nessa representacdo, os operadores a, a', 6_ e 6

possuem a seguinte dependéncia temporal:

Assim, o Hamiltoniano de Rabi sera:
H; = hg(6,ae™ + 6_aTe ™) + hg(6_ae™ + 6,a"e "), (4.42)

com A=w-—wyed=uw-+wg.

Na condigao em que A << § (préximo da ressonancia), pode-se desprezar

o termo final do Hamiltoniano acima se
— << 1, (4.43)

em que (a) ~ v/n, com n = (a'a), sendo n o nimero médio de fétons.

Aplicando a transformagao inversa, recupera-se o Hamiltoniano de Rabi

na representacao de Schroedinger sujeito a aproximagao de onda girante:
: e Ly s a5 ot
H = hwa'a + §hw002 + hg(6ra+ac_a'), (4.44)

que é o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings. O modelo de Jaynes-Cummings é
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utilizado para descrever o acoplamento de um atomo de dois niveis com uma

cavidade.

4.3.2.1 Estados Vestidos do Modelo de Jaynes-Cummings

Escrevendo o Hamiltoniano 4.44 na forma matricial:

i (n+1Dhw—"% hgyn+1

ha
hgvn + 1 nhw + =52

podemos encontrar os respectivos autoestados e autoenergias:

| UT) = cosf,le,n — 1) —sinb,|g,n);

|U™) = sinf,le,n — 1) + cosb,|g,n), (4.45)

com

v _ wol _ P _ o,

EF = h[(n w + 2] 2(Qn A); Ey = 5

- _w) g, -

E; = hfm 2}+2(Qn A), (4.46)
sendo:

Q, — A 2gn

0sb, =

sinf, =

V(0 D) + g V0 —A) + a7

Q, = VAZ+4¢’n. (4.47)

A base formada por esses autoestados recebe o nome de base vestida e este
processo de diagonalizacao de método do dtomo wvestido (pois é constituida do
atomo e o campo). Para um acoplamento fraco na condigdo de ressonancia
(w & wyp) os termos ressonantes oscilam mais lentamente com relagdo aos contra-
girantes e por isso eles possuem uma contribuicao cumulativa com o tempo,
diferentemente dos termos contra-girantes que oscilam muito rapidamente e nao
terao efeito significativo no Hamiltoniano de Rabi, contribuindo apenas com
pequenas oscilagoes em torno da oscilagao de Rabi. A troca de energia entre

o atomo e o campo é periddica e é denominada de oscilacoes de Rabi.
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4.3.3 Aproximacao Semiclassica

A aproximacao semiclassica consiste em tratar o campo eletromagnético
incidente na amostra classicamente e o atomo de dois niveis quanticamente.
Logo, o produto da média dos operadores do dtomo () e do campo (a) pode
ser decomposto:

(@6) = (a)(5). (4.48)

Para um regime de acoplamento &tomo-campo forte, temos gy > (I', k) o que
indica a maior intensidade do acoplamento em relagao as dissipagoes (dtomo ou
cavidade) e esse processo estd relacionado com a anarmonicidade do Hamiltoniano
de Jaynes-Cummings [42]. No regime de acoplamento dtomo-campo fraco, a
intensidade da dissipacdo é maior que o acoplamento, ou seja, go < (I',k) e,
assim, podemos decompor o produto dos valores médios dos operadores do atomo
e do campo ({ad)) de acordo com 4.48 sem que ocorram divergéncias e perdas
de generalidades. Portanto, a aproximagao semiclassica é valida em regimes de
acoplamentos fracos, a qual utilizaremos para escrever as equacoes de um atomo

de dois niveis em regime de EIT.

Escrevendo o Hamiltoniano de Rabi 4.40 com a aproximacao de onda
girante temos o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings 4.44, como discutido anteri-
ormente. [luminando a cavidade com um laser (campo classico) de intensidade
€ e passando o Hamiltoniano 4.44 para a representacao de interagao (]f[ 7) com a

~ A —iH ~ ~
transformacao unitaria H; = UyH Uy, sendo Uy = e hot, h=1, Hy=wpy(a'a+ %)

(referencial do laser) e utilizando a aproximacgao de Baker-Campbell-Hausdorff

(apéndice B) ficamos com:
H=Ad'a+ A6, + (gacy + ca + h.c.), (4.49)

com A = w — w, a diferenca de frequéncia entre o campo de bombeio e 0 modo
da cavidade. Note que em 4.49 temos o bombeio (¢a + h.c.) na cavidade (figura

4.5).
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FIGURA 4.5: Sistema dtomo-campo. Bombeio na cavidade.

A dinamica dissipativa desse sistema é dada pela equacao de Liouville

von-Neumann (apéndice B), com
Ly = r(2apa’ — atap — pata), (4.50)

sendo £, o Liouvilliano do campo, que contém os termos dissipativos da equagao
mestra e k indica o decaimento da cavidade. Desse modo, podemos obter as

equacoes de movimento para as médias dos operadores do sistema:

(@) = (a)(—k —id) —i(g{o-) —<); (4.51)
(6-) = (6-) (=7 —id) +ig(6.a). (4.52)

Adotando a aproximacao semiclassica 4.48, ficamos com:

(@) = (@) (—x—id) —i(g{6-) —e); (4.53)

(0-) = (6-) (=7 —id) +ig(6.){a). (4.54)
Escrevendo 4.53 no regime assintético ((a) = 0) temos:

= (15, (4.59

Da mesma forma, empregando 4.54 no regime assintotico ficamos com:

(4.56)
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O resultado da manipulacao algébrica de 4.56 em 4.55 é:

e(A —iv)

= ATw —m) F e

(4.57)

Pelo resultado obtido para a_, dado pela eq. 3.34,

(A=) (A —iye) — Oy

vemos que a forca do campo de bombeio € no sistema dtomo-campo é analogo a
taxa de bombeio mecanico €2, para o sistema de dois osciladores acoplados. Note
também que k equivale a 7; e v a 3. Considerando o caso de baixa excitacao
atomica (6,) = (0ee) — (049) = —1 a correspondéncia entre os parametros é
completamente estabelecida, de modo que g é equivalente a taxa de acoplamento

classico §215. Logo,

€ Qs g < Qy; K4 Y Y2

Vemos entao que o equivalente classico do sistema atomo-cavidade com
bombeio na cavidade também é obtido com o sistema de dois osciladores harmonicos
acoplados. Na figura 4.6 é plotado a parte real e imaginaria do valor médio do op-
erador aniquilagao de fétons (curva vermelha pontilhada), dado pela equacao 4.57,
em funcao da dessintonia normalizada A/k para diferentes valores da frequéncia
de Rabi do campo de controle €2.. Note que as principais caracteristicas da
EIT, como o aparecimento de uma janela de transmissao, sao reproduzidas com

o sistema atomo-cavidade quando a condi¢ao ¢ << g (a) é satisfeita, sendo

max

(@),,00 = €/(A —ik) o valor médio de @ na auséncia de atomos g = 0.

Os resultados da figura 4.6 foram obtidos utilizando-se os parametros
2, = 0,025 e 2 = 0,01x. Utilizando a equivaléncia de parametros listada
anteriormente os gréaficos de 4.6(a) a 4.6(e) mostram que o sistema classico (curvas
sélidas em azul) reproduz os resultados quanticos perfeitamente para todos os

valores da frequéncia de Rabi do campo de controle utilizados.
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FIGURA 4.6: Comportamento tipo EIT observado no valor médio do operador
aniquilacao de fétons (@) vs. A/k obtido para um sistema composto por um atomo
de dois niveis interagindo com um tnico modo de uma cavidade 6ptica (2-NBC) em
comparacao com seu andlogo cléssico obtido utilizando-se um sistema de dois osciladores
harmonicos acoplados (2-OHA). O modo da cavidade é bombeado por um campo
classico de forga ¢ = 0,02k e dissipagdo atomica v = 0,01k para diferentes valores
da frequéncia de Rabi do campo de controle (a) 2. = 0,0, (b) 0,05k, (c) 0,5k, (d)
1,0k e (e) 2,0k. Para os osciladores acoplados foram utilizados o mesmo conjunto de
parametros seguindo a equivaléncia apresentada na tabela 4.3.

Se considerarmos o bombeio no dtomo (figura 4.7) o Hamiltoniano do

sistema atomo-campo € escrito como:

H = Aata+ NG, + (gacy + €6, + h.c.). (4.58)
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t:

FIGURA 4.7: Tlustragao do sistema dtomo-campo considerando o bombeio no dtomo.

Resolvendo da mesma forma como feito anteriormente, mas dessa vez
com o Liouviliano atémico £, = y(26_poy — 6,.6_p — p6+6_), a resposta do
campo de prova é obtida através do valor médio do operador atomico 6. No

estado estacionario tem-se:

8<&z><A — ZH)

R R N ) N ST (4:59)
o qual também é idéntico a a_ dado pela eq. 3.34,
s Q,(A — i)
T (A —in)(A —iy) - Q]
para o caso em que (G,) = —1. A equivaléncia entre os parametros classicos

e quanticos para o sistema atomo-campo com bombeio no atomo é obtida pela
comparagcao direta das equacoes acima e apresentada na tabela 4.3. Note que se

trocarmos k <> v obtemos o caso anterior, com bombeio na cavidade.

A figura 4.8 mostra a parte real e imagindria de (6_) em fungao da
dessintonia normalizada A/v (2-NBA) para diferentes valores da frequéncia de
Rabi do campo de controle 2. em comparagao com seu andlogo cldssico (2-OHA).
Os parametros utilizados sao os mesmos da figura 4.6 para o caso em que o
bombeio é no modo da cavidade, ou seja, €2, = 0,02y e K = 0,017. Como no caso

anterior os resultados cldssicos reproduzem perfeitamente os resultados quanticos.
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FIGURA 4.8: Comportamento tipo EIT observado no valor médio do operador atéomico
(6_) vs. A/~ obtido para um sistema composto por um dtomo de dois niveis interagindo
com um tunico modo de uma cavidade éptica com bombeio no atomo (2-NBA) em
comparagao com seu anédlogo classico (2-OHA). Os parametros utilizados sdo os mesmos
da figura 4.6.
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Portanto, o analogo classico do sistema quantico de um atomo de dois
niveis interagindo com um tnico modo da cavidade pode ser obtido com o bombeio
sendo considerado tanto na cavidade quanto no atomo. A tabela abaixo re-
sume as equivaléncias obtidas para a cavidade bombeada (2-NBC) e para o
atomo bombeado (2-NBA) utilizando-se um sistema classico de dois osciladores

harmonicos acoplados (2-OHA).

2-OHA 2-NBC 2-NBA

Q, € €
Qo g g
"N K v
Y2 Y Kk
A A A

TABELA 4.3: Analogias entre os parametros classicos do sistema de dois osciladores
harmonicos acoplados (2-OHA) com os sistemas quanticos de um atomo de dois niveis

interagindo com um modo de uma cavidade 6ptica considerando o bombeio na cavidade
(2-NBC) e no atomo (2-NBA).



Capitulo 5

Analogo Classico da EIT: Tres

Osciladores Acoplados

O foco agora é o analogo classico da EIT utilizando o sistema de trés os-
ciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados. Ao modificar o oscilador
em que a forca externa ¢é aplicada, identificamos um novo conjunto de equacgoes de
movimento do sistema massa-mola e cada nova caracterizacao mecanica implica
em uma configuracao atomica em que ocorre o analogo da EIT. Primeiramente
sera apresentado o sistema em que duas forgas sao aplicadas em osciladores dis-
tintos descrevendo o andlogo classico da dupla EIT (“Double Electromagnetically
Induced Transparency”, DEIT) em uma configuracao atomica de quatro niveis
do tipo “tripod” (secao 5.1). Na secao 5.2 é aplicada uma forga no oscilador
central para obter o andlogo classico da DEIT em um atomo de quatro niveis
do tipo Y invertido. As descrigoes dos sistemas quanticos contidas nas secoes
5.1 e 5.2 sao encontradas na literatura. Na proxima secao (5.3), serd exposta a
configuragao mecanica em que apenas uma forga é aplicada em um dos osciladores
para modelar classicamente o sistema quantico de um atomo de trés niveis em

configuracao A e o modo da cavidade.

95
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5.1 Atomo de Quatro Niveis: Configuracao Tipo
“Tripod”

Como discutido no capitulo 2, somente os niveis atomicos ressonantes ou
quase-ressonantes com os campos externos (lasers) sdo levados em consideracao na
interacao atomo-campo, obedecendo as regras de selecao que identificam as reais
transi¢oes populacionais do &tomo. Um exemplo é a DEIT, que em um atomo de

quatro niveis em configuragao do tipo “tripod” [11]-[15] possui a seguinte forma:

Ay ﬁ ' \ |4>

85 T

1)

FIGURA 5.1: Atomo de quatro niveis do tipo “tripod”.

Nota-se que o estado atomico |4) é o nivel de mais alta energia, sendo o
nivel excitado do dtomo e onde ocorre a interferéncia do sistema. Os niveis |1),
12) e |3) sao os niveis fundamentais, sendo que |2) possui maior energia que |3) e,
por sua vez, maior que |1). Az e Ay sao as dessintonias do terceiro e quarto niveis
atomicos. Um olhar atento vai indicar que o sistema tipo “tripod” ¢é constituido
de sistemas de trés niveis tipo A (detalhes no apéndice B). As transi¢oes proibidas
sao entre os niveis fundamentais. 2. é o campo de controle que incide na transicao
13) <> |4) e Q, é o campo de prova que estimula as transicoes |1) <+ [4). No caso
do atomo de quatro niveis do tipo “tripod” hé mais um campo de acoplamento

()5 e atua na transigao |2) <> |4).

A referéncia [11] apresenta o arranjo dos osciladores como analogo cléssico

da DEIT:
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m;

ks

FIGURA 5.2: Trés osciladores acoplados com duas forcas independentes aplicadas nos
osciladores 1 e 2.

A situacgao apresentada na figura 5.2 indica que duas forgas externas de
mesma intensidade (F,(t) = Fe ™<') sao aplicadas nos osciladores da direita,
forcando o sistema de modo que wy, ws € w3 sao as frequéncias naturais de seus
respectivos modos de vibragao, w1z e wo3 sao as frequéncias de acoplamento entre
os osciladores 1 <+ 3 e 2 <+ 3, 71, 72 e 73 as dissipacoes mecanicas relativas a cada
componente do sistema e mj, mo e ms3 suas massas. Ao desligarmos uma das
molas de acoplamento, o sistema apresentado reduz-se ao caso de dois osciladores

harmonicos amortecidos forcados e acoplados, como tratado no capitulo 3.

De acordo com a secao 3.1 do capitulo 3, podemos determinar as equagoes
de movimento para o sistema de trés osciladores acoplados com duas forgas

aplicadas (figura 5.2), expressas da seguinte forma:

Si'l + ’Yljfl —+ w%xl — w%gl'g = Eeiiwst; (51)

. . 2 2 F —iwst

To + Yoko + wWiTy — WisTy = Ee st (5.2)
f3 4 Y3d3 + wiTy — (Wit + wisws) = 0, (5.3)

sendo as frequéncias dadas por:

ki + K ko + K ks + k k
W = 1+ 3. 2 2+ R 3+ Ri3+ 23 (5.4)
m m m

em que ¢ utilizado wiy = 2 e w3y =
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Os gréficos apresentados em [11] indicam que a DEIT (em um dtomo de
quatro niveis do tipo “tripod”) pode ser modelada pelo seu andlogo classico de

trés osciladores amortecidos forcados e acoplados.

5.2 Atomo de Quatro Niveis: Configuracao Tipo
Y Invertido

O arranjo de um atomo de quatro niveis em configuragao Y invertido no

contexto da DEIT é dado por:

FIGURA 5.3: Atomo de quatro niveis do tipo Y invertido.

A figura 5.3 indica que o estado |4) ¢ o nivel de mais alta energia. Os
niveis fundamentais sao |1), |2) e |3), sendo crescente a ordem de energia nesses
estados atomicos. Podemos notar que essa configuragao atomica se resume ao
arranjo de um atomo de trés niveis em configuragao A ao desligar w,. As transigoes

proibidas para esse caso sao [1) <> [2) <> [4) e as permitidas indicadas na figura.

A proposta de [16] é assumir que a for¢a seja aplicada no primeiro
oscilador (de massa mg, figura 5.4) que se acopla com os demais, de massas

my € my por meio de wi3 € wa3, respectivamente.
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FIGURA 5.4: Trés osciladores acoplados com uma forca aplicada no oscilador de massa
ms.

Para esse sistema, as equacoes de movimento se tornam:

&1+ iy + Wi — wf?)mg = 0 (5.5)
‘.732 + 722'72 + w%xg — w§3$3 = 0; (56)
. ) F .,
B3+ Y33 + waxs — (WX + wisTy) = Ee st (5.7)

sendo considerado 5.4. Observando as simulac¢oes de [16], vemos que a DEIT
(em um &tomo de quatro niveis do tipo Y invertido) pode ser modelada pelo seu

analogo mecanico apropriado de trés osciladores acoplados.

5.3 Atomo de Trés Niveis em uma Cavidade

Ressonante

Nesta se¢ao, vamos propor o sistema quantico de um atomo de trés
niveis confinado em uma cavidade ressonante juntamente com um campo eletro-
magnético reproduzindo o fenomeno da EIT em cavidades ou “Cavity Electro-

magnetically Induced Transparency” (CEIT) [10]:
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FIGURA 5.5: Atomo de trés niveis em configuragdo A confinado no interior de uma
cavidade ressonante juntamente com um campo de radiagao.

O campo eletromagnético é quantizado (apéndice A) como uma soma
de osciladores harmoénicos independentes. O operador niimero n = <&T&> nos
fornece o numero de fétons dentro da cavidade. Para um determinado estado de
Fock do campo |n), o operador criagao adiciona um quantum de energia (Aiw) e o
operador aniquilacao retira a mesma quantidade de energia do modo considerado

da cavidade.

U LN

Atomo X Cavidade

FIGURA 5.6: Diagrama de energia de um atomo de trés niveis em configuracao A e do
modo do campo eletromagnético quantizado na cavidade.

A dinamica do sistema é descrita pelo seguinte Hamiltoniano:
HC’EIT = A&ll + (Al — AQ)OA_QQ +A15’33 — A&T&+ (gd&gl —{—Qc&gz +€d+h.c.), (58)

sendo A = w, — Wea a dessintonia entre a frequéncia (w,) do campo de prova
e a frequéncia do modo da cavidade (Weep), A1 = W31 — Weay © Do = wig —

w. sao as dessintonias entre atomo e cavidade e atomo e campo de controle,
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respectivamente. A equacao mestra do sistema é assim escrita:

p = —i[Heprr, p|+ w(2apa’ — alap — pata) + > Ts(2613p63 — G33p — p033)
=12
+ ) 7320550655 — 643D — po3;). (5.9)
j=2,3

O espectro quantico de transmissao (nimero de fétons transmitidos pela
cavidade n = <dT€L>) do sistema dtomo-cavidade é obtido numericamente resolvendo-
se para o estado estacionario de p truncando-se a base de Fock do campo da
cavidade de acordo com a forca do campo de prova. O resultado é apresentado

na figura 5.7 abaixo.

0.010 : ,

g y T
——N = 14tomo i
| == Cavidade Vazia 1

+

0.005

<a a>

0.000

Alx

FIGURA 5.7: Espectro de transmissao em funcao da dessintonia normalizada A/k de
um unico atomo de trés niveis no interior da cavidade (linha sélida), utilizando os
parametros g = b5k, ¢ = 0,01k, '3y = I'so = 0,5k, 72 = 73 = 0, Qo = 3,0k e
A1 = As = 0. A linha pontilhada mostra o espectro da cavidade vazia.

Substituindo 5.8 em 5.9, utilizando a aproximacao semiclassica 4.48 e

considerando a condigao Q. >> g (a) sendo (a),,.. = ¢/(A —ix) para Q. =

mazx’

g = 0, tem-se as equagoes de movimento dos operadores atomicos e do campo:

(@) = —i{(A—ir){a) + g(o13) + e},
(013) = —i(A+ Ay —iv31)(013) — i{g(a) ({(o11) — (F33)) + Q2e(G12) },
(012) = —i(A+ Ay — Ay —iv2)(012) — i{—9(a)(032) + Qe(013)}.  (5.10)
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Para o caso de baixa excitacao atomica (o11) ~ 1 e perfeita ressonancia
entre o atomo e os campos da cavidade e de controle A; = Ay = 0, tem-se no

regime assintotico

(@) = e(A —iry31) (A — iryg) + Q2 .
(A — 1931) (A — i) (A —ik) — Q2(A —ik) — g*(A — iy9)

(5.11)

O andlogo classico (figura 5.8) do sistema quantico (figura 5.5) que é
investigado nesta se¢ao (5.3) considera as discussdes em torno do sistema dtomo-
cavidade (figura 5.6), sendo que nessa configuracao de trés osciladores harmonicos
amortecidos for¢ados e acoplados como anélogo do sistema CEIT a forca é apli-
cada no oscilador de massa my, que tem sua oscilagao acoplada com o oscilador
de massa ms por meio da mola de acoplamento de frequéncia w3, que por sua

vez ¢ acoplado com o oscilador de massa my por meio da mola de frequéncia wss:

FIGURA 5.8: Trés osciladores acoplados com uma forca aplicada no oscilador de massa
ma.

As equagoes de movimento para esse sistema sao:

&1+ + Wi — wfgxg = 0 (5.12)

. . F —iw

o + Yoy + WaTy — WaaT3 = ot o (5.13)
i’g + ’73.f3 + W§$3 — (wf3$1 + w§3x2) = 0, (514)

em que novamente foi considerado 5.4. Como no capitulo 3, vamos utilizar o
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formalismo Hamiltoniano para o sistema proposto. Considerando que os ele-
mentos massivos da figura 5.8 estao acoplados pelas molas de contante elastica
k13 e koz e o sistema ¢é forcado por Fy(t) = Fe ™! temos que a Hamiltoniana
total (H = Hy + H; + Hp) do sistema é constituida pela Hamiltoniana inicial
Ho = 3=(pi + p3 + p3) + 3(k1a? + koa3 + ksa3), de interagao entre as particulas
Hiny = —kizr1x3 — kogrows e pela Hamiltoniana de bombeio Hp = zoF(t),

disposta assim:

1 1
H = %(p% +p§ + pg) + 5(1431%’% + ]CQI% + k3$§) —
— k13x1x3 — k’gg.TQSL’g — QZQFS(t) (515)

A confirmagao da abordagem Hamiltoniana em 5.15 é dada pela aplicacao da

equacao de Hamilton p = —%—f, o que nos fornece justamente as equacgoes de
movimento do sistema 5.12-5.14. Para reescrever a Hamiltoniana do sistema em
termo de variaveis classicas, é interessante convencionar que w; = wys = w3 = w €

empregar a definicao 5.3.1:

Definig¢ao 5.3.1 (Variaveis Classicas)

7 1
ay = ——F—=(p1 + tnwe e a. = +——=(p1 — 1mwx1); 5.16
t S e 2 = i Ui (516
) )
by = ———=(p2 + 1wz e b = +——=(p2 — 1mwxs); 5.17
+ \/m(pQ 2) - 2o (pZ 2) ( )
1 )
Cy = ——— + 1wz e c = +—— — 1mwxs). 5.18
+ S (p3 3) _ SN (p3 3) ( )

Note que a diferenca entre as definigoes 3.2.1 e 5.3.1 é a introducao da variavel
classica c4 para o terceiro oscilador. Em termos dessas novas variaveis, a Hamil-

toniana do sistema escreve-se como:

2
;3 (aycy +ayc.++acy +ac)—

H = hw(a/-f—ag + b+b7 + C+Ci) —

hew? h
253 (bycy +byc +bey+be)—(by +b) mFs(t). (5.19)

2 2
Definindo os acoplamentos como Q3 = 32, Qg = 22, a for¢a como Fi(t) =

_ ; 2 . . ~ .
F(e st 4 est) e Q, = 25—%, vamos aplicar a aproximacao de onda girante
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(“RWA”) para obter:

H = hw(ara +byb +cic)— s (arc. +acy)—
— W3 (byc +bey) — hQ(bpe ™t 4 b e™st), (5.20)

sendo novamente A = w — ws, mas A << w o que implica em w ~ w, e
5.20 é a Hamiltoniana do sistema em funcao das variaveis classicas definidas
anteriormente. Adotando os Parénteses de Poisson ([27]-[30]) para encontrar as

equacoes de movimento para as variaveis classicas e h = 1, temos:

i OH

a.={a, H} = “hoa = (wa_—Quze) —ma; (5.21)
. 1 OH ‘ —iw
b7 = _ﬁﬁ = —1 (u}b7 — 92307 - Qg@ St) - /72b7; (522)
. 1 OH ‘
c.= —?_LE = —i(we. — Qza_ — Qy3b ) — y3c; (5.23)

Note que 5.21-5.23 foram apresentadas acima com a adicao da dissipagao vy
de cada oscilador. Como em 3.32 e 3.33, a seguinte transformagao elimina a

temporalidade das equagoes acima:

a_(t) = a_(t)e ™

l@‘
—~
<~
~—
I
jw il

_(t)e_int;

c_(t) = c_(t)e ™" (5.24)

Com essa mudanca e impondo o regime assintotico, ficamos com:

~ Qysc.
CTA iy (5.25)
~ Qozc_ +
N A — 1’72 ’ (5 6)
& = Shi3a. + Csb. (5.27)

A—i;
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O valor médio do operador aniquilagao de fétons (a) do sistema CEIT
possui seu analogo classico com a varidvel 5.26 devido a aplicagao da forca no
oscilador de massa ms do sistema mecanico. O desenvolvimento de I~) em funcao

de ¢ e a_ nos fornece:

= QS(A - Z’Yl)(A - Z’)/g) - 959%3
b.= . - . o) . 3 —, (5.28)
(A = im)(A = i) (A —iv3) — Qf3(A —ir2) — Q35(A — i)

que é semelhante a 5.11,

S(A — Z’}/gl)(A — 'L’YQ) + 59(2:
(A —iy31) (A — i) (A —ik) — Q2(A —ir) — g2(A — i)

(@) =

A figura 5.9 apresenta a parte real e imaginaria do operador aniquilacao
de f6tons em fungao da dessintonia normalizada A/k indicando o comportamento
da CEIT para diferentes valores da frequéncia de Rabi do campo de controle (..
Quando €2, = 0, figura 5.9 (a.1), temos um unico pico central identificando o “dark
state” do sistema com maximo em dessintonia nula (A = 0) e comportamento
similar é visto em b.1. A medida que aumentamos a intensidade do campo
de controle surgem pequenos picos laterais indicando a interacao dos modos
do campo eletromagnético confinado na cavidade com o atomo, descritos pelas
figuras de cl-el. As figuras da direita (a.2-e.2) indicam o comportamento da
dispersao do sistema com o aumento da intensidade do campo de controle. Nas
mesmas figuras estao as curvas classicas para o mesmo conjunto de parametros.

Em todas as simulacoes a curva classica coincidiu com a quantica.

Das equacoes obtidas e da figura acima, podemos afirmar que o oscilador
de massa mg3 faz o papel do campo eletromagnético interagindo com o atomo,
os osciladores de massa ms e m; estabelecem as analogias com as transicoes
1) < |3) e |2) <> |3), respectivamente. Os fatores de acoplamento do 4tomo com
os campos classicos de radiacao sao equivalentes as constantes de acoplamento

(13.23). Uma andlise com maior profundidade induz a conclusao que g é o andlogo
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FIGURA 5.9: Valor médio do operador aniquilagdo de fétons (a) vs. A/k do sistema
CEIT em comparagao com seu anélogo cldssico obtido utilizando-se um sistema de trés
osciladores harmonicos acoplados (3-OHA). Os parametros utilizados sao €2, = 0,02k,
v9 =3 = 0, A1 = As = 0 para diferentes valores da frequéncia de Rabi do campo de
controle (a) 2. = 0; (b)0,05k; (¢)0,5k; (d)1,0k; ()2, 0k.

do acoplamento €293 € 0 campo de controle €2, o andlogo de €2;3. Sabendo que o
termo €2 indica a forca aplicada no sistema classico sendo o equivalente do campo
de prova (2, na configuragao quantica e a dissipagao do oscilador 3 o decaimento
I's e I'y; do atomo, a condi¢ao para que o sistema classico encontre-se em regime
de EIT é que a dissipacao do terceiro oscilador seja maior que a do primeiro, que

por sua vez, deve ser muito maior que a do segundo, ou seja, y; << Yo < V3.

A tabela 5.1 resume as equivaléncias classicas do sistema de trés os-
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ciladores harmonicos acoplados (3-OHA) e quanticas (CEIT) discutidas:

3-OHA CEIT

0, €

Ql3 Qc

Qa3 g
M1 2
Y2 K
V3 V31
A A

TABELA 5.1: Parametros cldssicos e quanticos. Analogia classica da CEIT com trés
osciladores harmonicos acoplados (3-OHA).

Desse modo, a andlise das equagoes 5.11, 5.28 e da figura 5.9 indica que
o sistema CEIT em um &tomo de trés niveis tipo A mais o modo do campo
confinado em uma cavidade se resume em um sistema classico de trés osciladores

harmonicos amortecidos forcados e acoplados.

5.3.1 Analogo Elétrico

Alguns componentes dos circuitos RLC estudados na literatura apresen-
tam justamente a funcao dos elementos do modelo mecanico em seus respectivos
regimes. Portanto, é justo fazer uma analogia entre o modelo RLC e o mecanico.
Dentre as varias maneiras de preparar o aparato experimental e elétrico que
¢é andalogo ao sistema massa-mola, considera-se que o sistema mecanico de trés
osciladores possui molas de acoplamentos e a anulagao de um desses acoplamentos
implica em uma configuracao de dois osciladores acoplados. Assim, o modelo

elétrico deve ser ajustado de modo que apresente circuitos independentes.

Como apresentado na subsecao 3.1.1 e em [8], [11] e [16], a forga classica
deve introduzir energia no sistema e o mesmo papel possui a forca eletromotriz
no analogo elétrico. As dissipagdes mecanicas no circuito sao as resisténcias
devido as suas funcgoes de retirar energia do sistema. O correspondente elétrico
do deslocamento mecanico z (sua derivada fornece a velocidade e a aceleracao)
é a carga (sendo que sua derivada indica a corrente do sistema). Por fim, a
constante das molas sao os capacitores no circuito RLC e com essa equivaléncia

de parametros estabelecemos a analogia elétrica.
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O circuito RLC equivalente ao sistema massa-mola constituido por trés

osciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados é assim apresentado:

AAA sl
1.
L, 8 -
v —| | ——
RZ
PN {'\ PN\ e— L3
Vz )
) T°
L, e, ci
T— | | |

FIGURA 5.10: Anélogo elétrico do modelo de trés osciladores harménicos amortecidos
forcados e acoplados.

Note que a figura 5.10 indica trés circuitos independentes constituidos
pelos circuitos R3, L3 e C3 formando um circuito por onde passa uma corrente
i3 eem Ry, L1, Cy e Ry, Ly e Cy formam os outros dois circuitos com correntes
11 e 19, respectivamente. Ao desligar a chave ilustrada na figura, o tnico circuito
que permanecera ligado sera o segundo, que possui corrente i, € ao desconectar
qualquer capacitor do andalogo elétrico sera desligado o circuito em que ele se
encontra. A modelagem matematica do circuito elétrico apresentado é dado pelas

equagoes diferenciais:

G +rg+wig — Qg = 0;

.. . 14 —iw
G+ rip +wiar = Qgy = e
G3 + 143 +wigs — (Ra + D) = 0, (5.29)
2 _ 1 2 _ 1 _ R 2 _ 1 P _ _cc
sendo QC = 7.0 QT = T,C T = L_j € Wj — L;Cy’ com j = 172737 Cel - (C+Clvl)7
Cea = % e Ces = % Para finalizar esse resultado, a tabela 5.2 resume

as analogias apresentadas nessa subsecao:
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Modelo Mecanico Modelo Elétrico

o R/L

m L

k 1/C

x q
F/me st V/Le™ st

TABELA 5.2: Equivaléncia entre os parametros dos sistemas elétrico e mecéanico.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

Este tultimo capitulo tem como objetivo reunir todos os resultados dos
capitulos anteriores e ainda discutir sua importancia e aplicacao. Para isso, nas
secoes 6.1-6.2 serao analisadas as equivaléncias entre o sistema cléssico de dois
e trés osciladores harmonicos amortecidos forgados e acoplados com a EIT em
atomos de dois, trés niveis e quatro niveis. Logo apds (sec@o 6.3), serdo apresen-
tados as aplicacoes tecnolégicas para destacar a importancia do estudo do analogo
classico da EIT e suas aplicagoes. A subsecao 6.3.1 refere-se as aplicagoes para o

sistema com dois osciladores e 6.3.2 aplicagoes para trés osciladores acoplados.

6.1 Dois Osciladores Harmonicos

A analogia classica da EIT com o sistema de dois osciladores harmonicos
amortecidos forcados e acoplados foi obtida por meio do formalismo Hamiltoniano
apos a definicao das varidveis cldssicas para a substituicao na Hamiltoniana do
sistema mecanico e as equacoes de movimento obtidas foram equivalentes as
equacoes de movimento da média dos operadores no regime assintotico para
um atomo de trés niveis em configuracgdo A. Para uma maior precisao dos
resultados, o comportamento das equacoes do caso classico foi comparado com
[3] e a analogia classica da EIT para esse sistema foi estabelecida. O sucesso
da descricao classica da EIT em um atomo de trés niveis em configuracao A

por osciladores mecanicos proporcionou uma certa seguranca para a busca por
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outros sistemas quanticos. Foi modelada classicamente a situacao em que temos
duas cavidades quanticas acopladas [7] se comportando como dois osciladores
harmonicos quanticos, cuja modelagem matematica obtida via equacao mestra
dissipativa no regime assintético se mostrou equivalente com o sistema cldssico
massa-mola. Logo apds, as equagoes do atomo de dois niveis empregando a
aproximacao semicldssica em sistemas bombeados na cavidade e diretamente
no atomo apresentaram seu comportamento similar ao sistema classico de dois
osciladores. Também foi apresentado um estudo ja realizado de um sistema
optomecanico, o qual indicou que sua dinamica ¢é similar a de um atomo de
trés niveis em configuracao A, estabelecendo que sua descricao classica também

¢é descrita por dois osciladores acoplados.

A tabela 6.1 resume a equivaléncia entre os parametros classicos do
sistema mecanico de dois osciladores harmonicos acoplados (2-OHA) e quanticos
dos sistemas de dois niveis com bombeio no dtomo (2-NBA), dois niveis com
bombeio na cavidade (2-NBC), duas cavidades acopladas (2-CA) e a EIT em um

atomo de trés niveis em configuracao A:

2-OHA 2-NBA 2-NBC 2-CA EIT

Q, € € € Q,
Qo g g A Q.
st Y ot K1 V31
Y2 K Y K2 Y2
A A A A A

TABELA 6.1: Analogias dos diversos sistemas quanticos com o sistema classico de dois
osciladores forcados e acoplados.

6.2 Treés Osciladores Harmonicos

O sistema classico de trés osciladores harmonicos amortecidos forcados
e acoplados foi estudado em diferentes configuragoes (detalhes no capitulo 5)
e interessantes analogias foram discutidas e obtidas. Para realizar a analogia
classica com trés osciladores acoplados é necessario um atomo de quatro niveis
ou um sistema de um datomo de trés niveis confinado em uma cavidade. A primeira

analogia discutida foi entre o arranjo classico de trés osciladores com duas forgas
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aplicadas em osciladores distintos com o modelo quantico da “Double Electro-
magnetically Induced Transparency” (DEIT) em um dtomo de quatro niveis na
configuragao do tipo “tripod” [11] (figura 5.1) e, logo apds, a DEIT em um sistema
atomico na configuragao do tipo Y invertido [16] com trés osciladores em que
apenas uma forca é aplicada no oscilador central. Os resultados anteriores sao
encontrados normalmente na literatura e suas equagoes apresentam um analogo
classico satisfatorio. Outro modelo foi tratado no capitulo 5 em que uma forca
é aplicada em um dos osciladores como indica a figura 5.8 e esse modelo é o
andlogo cléssico da EIT em um dtomo de trés niveis em configuragao A mais um
modo da cavidade. Ao modificar o oscilador em que é aplicada a forca, temos os
casos anteriores e se anular um dos acoplamentos mecéanicos (molas) do sistema

proposto, as equagoes de movimento recuperam a proposigao de [8].

A tabela 6.2 indica as equivaléncias obtidas entre o sistema mecanico de
trés osciladores e o modelo da EIT em um atomo de trés niveis mais um modo

da cavidade:

EIT (Atomo de Trés Niveis e Cavidade) Trés Osciladores Cldssicos

€ Q.
Qc Ql?)
g Qo3
V2 il
K Y2
Y31 Y3
A A

TABELA 6.2: Pardametros cldssicos e quanticos. Analogia com trés osciladores cldssicos.

6.3 Aplicacoes

Motivado pelas discussoes anteriores e pelo excelente resultado conquis-
tado na analogia classica da EIT, as secoes abaixo apresentam algumas aplicagoes

para deixar clara a importancia dos resultados obtidos.
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6.3.1 Dois Osciladores Harmonicos

Os metamateriais! foram previstos teoricamente pelo fisico Victor Vese-
lago em 1967 e mesmo apds a sua descoberta foram considerados impossiveis de
se produzir por apresentarem propriedades dpticas estranhas? de acordo com a
fisica da época, tais como indice de refracao negativo e efeito Doppler invertido.
Atualmente, os estudos de metamateriais apresentam um campo de pesquisa
préprio com inovacoes tecnolégicas e descobertas intrigantes®. Dentre essas linhas

de pesquisa estao os metamateriais controlados pela luz.

Alguns metamateriais apresentam em sua composicao estruturas em que
podemos obter um comportamento classico andlogo a EIT [86]-[91]. A estrutura
de [92] consiste em um metamaterial nanoplasmonico que é formado por células
funcionais, sendo que cada célula compreende uma barra de ouro empilhada em
cima de dois simétricos fios de ouro, como na figura 6.1 retirada da referéncia

[92].

a EM0
=

k(Z)IV Ny )

FIGURA 6.1: Metamaterial. Duas camadas formadas de fios (barras) de ouro em que
temos as oscilagoes das antenas de dipolo (camada superior) e de quadrupolo (camada
inferior).

Na figura acima, a barra de ouro da parte superior possui um dipolo
oscilante (dois osciladores) como uma antena que irradia fortemente para o espago

tridimensional e o par de fios de ouro na parte inferior atua como uma antena de

IMetamaterial é um material produzido artificialmente dotado de propriedades fisicas que nao
sao encontradas normalmente na natureza. O prefixo meta vem do grego e significa além de.
2Esse nome reflete a perplexidade da comunidade cientifica quando encontrou nos materiais
propriedades fisicas antes consideradas impossiveis e que normalmente nao sao encontradas na
natureza.

3Também podemos destacar os metamateriais que permitem alteractes em suas propriedades
eletromagnéticas oferecendo possibilidade de aplicagoes tecnoldgicas inéditas.
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quadripolo nao radioativa e sua frequéncia de ressonancia é ajustada dentro do
perfil de vibracao da antena superior. O amortecimento do quadrupolo deriva-se
quase que exclusivamente a partir de perdas intrinsecas do metal (amortecimento
de Drude) e é muito menor que o amortecimento de radiagdo da antena de dipolo.
A fisica desse sistema pode ser entendida como uma analogia da EIT em trés
niveis atémicos em configuragao V' ([3], [97]) em que os niveis |1) e |2) s@o os
niveis excitados, |0) é o nivel fundamental e as transigoes dipolo permitidas sao
|0) <> |1), sendo relacionados com fétons de frequéncia wy, dissipagao v; e |0) <>
|2) sao as transigdes dipolo nao permitidas (quadrupolo). O dipolo da antena é
representado pelo oscilador 1 em que é aplicado um campo E(t) e o quadrupolo

(dois osciladores acoplados) pelo oscilador 2 e sua dinamica é dada pelas equagoes:
G1(t) + i (t) +wiai(t) + rda(t) = E(t); (6.1)

Go(t) 4+ 7242(t) + (wo + 6)%qa(t) — K (t) = 0, (6.2)

sendo wy a frequéncia do oscilador 1, § denota a dessintonia entre as frequéncias
de ressonancia do oscilador 1 e 2, v; e 7, sao as dissipagoes dos osciladores 1 e 2,
respectivamente, sendo (7o << 71 << wp), K é o coeficiente do acoplamento entre
os osciladores e ¢ e ¢ sao as cargas oscilantes. Resolvendo as equacgoes 6.1-6.2,

utilizando w —wy << wp, wi —w? ~ —2wy(w — wp), obtemos a poténcia dissipada:

(W—wy—0)+i% ~ (6.3)

i
2(w—wo+ i) (w—wp— 0 +i%) - &

P(t) =

sendo as equagoes 6.1-6.3 semelhantes as equagoes de [8] e as equagoes encon-
tradas nessa dissertacao. Outro modelo que também utiliza metamateriais para
contribuir com o avango da medicina é o sensor de glicose proposto em [4], pois
apresenta um método de medida de glicose nao invasivo e em tempo real utilizando
metamateriais também com dipolos e quadrupolos oscilantes acoplados. Lentes

de contato sao inseridas na superficie dos olhos do paciente.

Esses metamateriais sao fotonicos e capazes de detectar em pouco tempo
as mudangas das propriedades dielétricas do meio e as lentes de contato contém em

sua composicao hidrogéis e indicadores fluorescentes que respondem a incidéncia
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de luz e atuam de acordo com a concentracao de glicose ocular, modificando o
indice de refracao das lentes de contato. Essas lentes sao invisiveis aos olhos hu-
manos e biocompativeis (compativeis com a estrutura ocular onde esta inserida).
Os dados sao recebidos por um fotodiodo e enviados para um leitor que fard o
tratamento desse sinal e ao final da medida temos o resultado da medicao do teor

de glicose ocular (e consequentemente do sangue) do individuo.

6.3.2 Trés Osciladores Harmonicos

O desligamento de uma das molas do sistema constituido por trés os-
ciladores harmonicos amortecidos forcados e acoplados implica diretamente no
modelo de dois osciladores, sendo um modelo mais geral. Assim concluimos que
todas as aplicagoes tecnoldgicas do modelo com dois osciladores sao também para
treés e as referéncias explicadas na subsecao 6.3.1 poderiam ser tratadas nessa

subsecao.

Considerando que o aparato experimental do sistema mecanico de trés
osciladores pode ser reproduzido em laboratérios de ensino de Fisica, esse sis-
tema nos permite apresentar a fisica classica envolvida no sistema e introduzir a

mecanica quantica no ensino médio.



Apeéendice A

Quantizacao do Campo

Eletromagnético em uma

Cavidade

Em 1864 James Clerk Maxwell apresentou a compilacao das equacoes que
descrevem o eletromagnetismo classico impulsionando o surgimento de muitas
descobertas como a invengao da lampada elétrica em 1879 por Thomas Edson e
outros fenomenos foram satisfatériamente explicados, como o Efeito Fotoelétrico
por Albert Eisntein. Nesses acontecimentos, a luz é tratada classicamente obe-
decendo as equacoes de Maxwell com amplitude e fase bem definidas. Em 1927,
Dirac apresentou a quantizacao do campo eletromagnético em que o modelo

semiclassico foi apresentado para explicar os fenomenos luminosos.

Utilizamos uma cavidade para confinar o campo eletromagnético em seu
interior e analisa-lo no regime estacionario, sendo que o tamanho da cavidade

determina os modos normais de vibragao do campo eletromagnético.

Neste capitulo serd apresentada uma descricao do campo de radiacao
no contexto de sua quantizacao confinado em uma cavidade. Posteriormente a
descricao da interacao desse campo com um atomo. Sera considerado que o atomo
é neutro e se move com velocidades nao relativisticas em relacao a cavidade, mas

com velocidades altas o suficiente para que os efeitos quanticos do movimento
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sejam desprezados [85]. Também serd empregada a aproximagao dipolar!, em que
o tamanho do atomo é pequeno em relacao ao comprimento de onda tornando
o atomo pontual para o campo eletromagnético e podendo ser tratado como um
dipolo elétrico. Todas essas aproximagoes simplificam o processo de quantizagao

do campo eletromagnético, que sera apresentado nas proximas secoes.

A.1 Eletrodinamica Classica

A transicao da mecanica cldssica para a mecanica quantica pode ser
mais facilmente alcancada se as equacoes da teoria eletromagnética de Maxwell
sao tratadas de forma que os vetores EeB possam ser expressos em termos dos
modos normais de vibragao, obedecam uma equagao do tipo oscilador harmonico
e estao relacionadas com as varidveis posigao (¢) e momento linear (p), as quais

sao substituidas por seus respectivos operadores () e (p).

H&4 analogias e pontos comuns entre a teoria cldssica e quantica da
radiacao eletromagnética. As analogias se baseiam no fato de que os campos
de radiagao sao tratados como quantidades algébricas (mecénica classica) e como
operadores (mecanica quantica) e ambas as teorias, sendo um ponto comum,
se baseiam na teoria de Maxwell, cujas equagoes em um meio nao magnético

possuem a forma:

v.E="L. (A1)
€0
V-B=0; (A.2)
. OH

E = —py—; A3
v X /J’O 8t ) ( )

L E -
VXHzﬁoaa—t—FJ, (A4)

-

€0, Mo, p € J sao, respectivamente, a permissividade elétrica e a permeabilidade

magnética do vacuo, a densidade de carga e a densidade de corrente elétrica.

INa aproximacdo dipolar, o comprimento de onda dos campos eletromagnéticos sio muito
maiores que a extensao atomica, portanto podemos desprezar a variacao espacial dos campos
em relagdo ao dtomo. Assim k-7 << 1, em que 7 é a posigdo do elétron em relagdo ao nticleo
e k é o vetor de onda.
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Sabendo que podemos escrever as equagoes de Maxwell em termos do
potencial vetor ILT(F, t) e do potencial escalar ¢(7,t), para simplificar os calculos

vamos escrever A.1-A.4 da seguinte forma:

Lo ey e 1O 182
—50V QS—S()@ : (%—?) =0, (A 6)

em que ¢ = (got0) "2 e foi utilizada a identidade V x V x A = V(V - A — V2A).

As transformagoes de gauge sao definidas por:

A A —VE (A7)
b i+ 2 (A.8)
ot '

sendo = a funcao de gauge, uma funcao arbitraria da posicao 7 e do tempo ft.
Portanto, podemos considerar V-A= 0, que é o calibre de Coulomb, substituir

em A.5 e obter:

L1295 129°A 0 -
—_— 2 — —_— —_— — T
At = Vot - o =) (A.9)
€
V=2, (A.10)
€0

A solugao da equagao A.9 pode ser facilitada utilizando o teorema de Helmholtz,
que permite escrever qualquer campo vetorial como uma soma de duas com-
ponentes: uma com o divergente (componente transversal) nulo e a outra com
o rotacional (componente longitudinal) nulo. Assim, podemos escrever o vetor

densidade de corrente da seguinte forma:
J = Jp+Jp. (A.11)

As componentes Jr e Jr, sao denominadas componentes transversal e longitudinal,

o5 _

respectivamente. Utilizando a equacao de continuidade (6 T+ p

), temos
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a componente longitudinal da densidade de corrente:

. ~ 9
= —. A.12
JL 50V 8t ( )

Utilizando o calibre de Coulomb, ficamos com:

So 7 19?°A - A
—ViA+ oo = Hodrs (A.13)
10~ >

A.2 Campo Eletromagnético Livre

Assuma um elemento de espagco ctibico de comprimento L, como ilustrado
na figura A.1. Essa regiao do espaco é denominada cavidade de quantizacao, pois

é a regiao do espaco onde o campo eletromagnético é confinado e quantizado.

FIGURA A.1: Cavidade de comprimento L com um campo eletromagnético confinado
em seu interior.

Assumindo que a cavidade esteja com auséncia de cargas,

. Lo 10%A
= implicand —VA+ - —
Jr =0, implicando em V°A + 2

= 0. (A.15)
Podemos expandir o potencial como uma soma de contribui¢coes dos modos da

cavidade, assim:

A(F 1) = Z [ﬁkeiE'Fﬁ— A’Ze*i’zf , (A.16)
k
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sendo k o vetor de onda, possuindo componentes discretas dadas por:

2mn 2mn 2mn
k, = . k, = B k., = = A.17
L ) L ) L ) ( )
com ng,ny,n, = 0,£1,£2,£3,... . Utilizando a condicao de contorno da cavi-

dade A.15 e equacao A.16, temos que as diferentes componentes de A sio inde-
pendentes e satisfazem a seguinte equacao:

ALt -
0—:2() +wiA, =0, (A.18)

sendo a frequéncia angular dada por w? = ck. A solugao da equagao acima é:

— —

Ap(t) = Ap(0)e™xt, (A.19)

Observe que a solucao acima também ¢ valida para g};(t) e que as solucoes de
ffk e ffz podem ser substituidas em A.16 para a obtencao do potencial vetorial.
Colocando nas equacgoes A.13-A.14 temos os campos elétrico e magnético para

cada modo do campo k na auséncia de cargas livres:
Ey(7, 1) = iy | A()e™™ = A (0)e™7] (A.20)

A (7 1) = —k x [/Tk(weiE-F - “;(t)e“?-ﬂ . (A.21)
Ho

O campo eletromagnético pode ser quantizado a partir da conversao da equacao
A.20-A.21 em uma equacao de um oscilador harmonico quantico e para isso
devemos expressar o potencial vetor ffk(t) em termo da posi¢ao (¢) e momento (p)
associados aos modos da cavidade k. Para isso, vamos calcular a energia média

classica de cada modo normal da cavidade:

O =5 / [505,3 + g B2 av, (A.22)
cavidade

sendo que a média é identificada por uma “barra”. E) e B} sao os vetores campo

elétrico e magnético associados com o modo k e sao proporcionais da seguinte
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forma:
By = /™0, (A.23)
€0
Substituindo Ek e ék, ficamos com
Uy = 260 LPw2 AL AL (A.24)

Os potenciais vetor (Ag) e (Aj) podem ser convenientemente escritos em funcao

das coordenadas generalizadas de posicao gx € momento linear p;, desta forma:

D=

/Tk<t) = (460[/3&)]3)_ (wqu(t) -+ Zpk(t>> gk; (A25)

(ST

Ax(t) = (4o LPw}) "2 (wraqr(t) — ipr(t)) &x- (A.26)

As quantidades g e pp sao escalares e as propriedades vetoriais ffk e ffz foram
separadas pela introdugao do vetor unitario £;. Utilizando as expressoes A.25-
A.26 e substituindo na expressdao da energia média contida no modo k (A.24),
obtemos:

_ 1

Uy = 3 (pi + wiqy) = H. (A.27)

A equacao acima é a energia média de um oscilador de massa unitaria, que é
equivalente a Hamiltoniana de um sistema de osciladores desacoplados (detalhes
no capitulo 3), em que cada oscilador tem massa unitéria e frequéncia de vibracao

Wg-

A.3 O Oscilador Harmonico Quantico

Nesta secao, vamos desenvolver a teoria do oscilador harmonico quantico
em uma dimensao na forma mais adequada da quantizacao do campo, sendo
que cada modo k£ do campo eletromagnético corresponde a um oscilador. A
quantizacao do campo eletromagnético consiste em considerar a proposta de Dirac

e fazer as coordenadas generalizadas escalares ¢; e p, como operadores posicao e
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momento, satisfazendo as seguintes regras de comutacao:

[P, Pr| = [, 4] = 0 (A.28)

(G, i) = th. (A.29)

O campo eletromagnético é quantizado [85] pela associacdo com o oscilador
harmonico quantico para cada modo do campo eletromagnético k& dentro da
cavidade. Para isso, substitui-se A.25-A.26 por operadores. Portanto, podemos
alterar os escalares g, e p, por operadores posigdo ¢r e momento py (satis-
fazendo as regras de comutacao A.28-A.29) na Hamiltoniana A.27 e determinar
as autoenergias do sistema quantico pela resolucao da equacao de autovalores
H |U) = E|¥). Os operadores posi¢do e momento estao relacionados com os

operadores criacao a e aniquilacao a' da seguinte forma:

ar(t) = (2hwy) 2 (wrle(t) + ipi(t)) ; (A.30)

N

it (1) = (2hwi) ™2 (widi(t) — ipr(t)) - (A.31)

Assim, as quantidades vetoriais Ay e A também sao dadas em fungao dos

operadores criagao e aniquilagao:

. 7
A \———a A.32
k() — 250L3wkak(t) (A.32)
AL(t) — _h al (1) (A.33)
k \ 220 L3y, E\ '

A representacao do potencial vetorial tem a forma:

Com isso, os operadores criacao e aniquilagao estao relacionados com a
dinamica do campo dentro da cavidade, criando e aniquilando fétons. O operador

nimero de fétons do k-ésimo modo da cavidade (7 = a'a) estd associado com a
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energia do oscilador em termo dos operadores criagao e aniquilagao de fétons:

A 1
U, = hwk (ﬁk + 5) . (A.35)

O Hamiltoniano quantizado para o campo eletromagnético é a soma de todos os

modos do campo:
- . 1
H, = ; hwr, (nk + 5) . (A.36)

Os operadores ay, &L e N apresentam as seguintes propriedades:

i. Os autovalores do operador niimero 7, sao sempre positivos;
ii. Se |ny) é um autoestado de ny, entao:

&k]nk> = nk]nk—l),

allng) = (ng+1)|ng + 1); (A.37)

iii. As relacoes de comutacao devem ser satisfeitas:

A.4 Acoplamento Atomo—Campo

Assumindo o sistema fisico descrito pelo Hamiltoniano 4.30 e o trata-
mento dado aos Hamiltonianos na segao 4.3, vamos assumir que um atomo pontual
recebe um campo de radiacao eletromagnético. Portanto, o atomo é considerado
um dipolo elétrico (duas cargas iguais oscilantes) e esse processo, como discutido

anteriormente, recebe o nome de aproximacao de dipolo.
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Como estamos considerando o atomo como um dipolo, o Hamiltoniano

de interacao é dado é pelo produto do dipolo atomico com o campo elétrico:

A~ —

H =—-d-E, (A.38)

sendo d o vetor momento de dipolo do atomo. O operador momento de dipolo é

definido da seguinte forma:

d=">"6idy. (A.39)
4]
O campo elétrico é escrito como:

- aA h LA kP N k7| =
E = = ; \/ CEN [@wkak(t)e BT jwal (t)et ] E- (A.40)

Utilizando A.39, o Hamiltoniano A.38 fica:
i, = 1 h i k-7 At s d. —ik7| _
ro= i)y Qeg Loy, | %€ — A0 hisC =
ij  k
=y > [Qk,z‘,j&k@,g’ + g;,i,jdz&i,j] ) (A.41)
ik
sendo gy ; a constante de acoplamento atomo-campo, que possui a forma:
w g
i (7) = =iy | 55" 7ds ;- & (A.42)

Note que a constante de acoplamento depende da geometria da cavidade, a qual
indica a configuracao dos modos e o volume onde o campo eletromagnético esta

confinado.



Apeéendice B

Evolucao de Estados Atomicos

A interpretacao probabilistica da mecanica quantica indica que é conve-
niente tratar os sistemas quanticos com o operador densidade de estados. Esse
operador descreve quanticamente o sistema estudado e é dado em termos da
funcao de onda, que possui a informacao do sistema. A variacao temporal do
operador densidade de estados juntamente com a introducao das dissipagoes do
sistema (operadores de Lindblad) permite descrever a dindmica do sistema com

a equacao mestra, a qual serd discutida e demonstrada neste apéndice.

B.1 Operador Densidade de Estados

O formalismo do operador densidade de estados foi descrito na Mecanica
Quantica Estatistica para resolver o problema de medidas de um sistema quantico
quando esse se encontra em uma mistura estatistica de estados. Para a melhor
compreensao do operador densidade, vamos discutir os casos em que temos um

estado puro e uma mistura estatistica de estados.

85
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B.1.1 Estado Puro

Considere um sistema que se encontra em um estado bem definido |¥(¢)),

cuja expansao na base ortonormal discreta {u,} é dada por:
U(t) = enlt)|n(t))- (B.1)
J

Os coeficientes acima devem satisfazer a relacao:

Z‘CHP = 17 (BQ)

indicando que |¥(¢)) é normalizado. Os elementos do operador |¥(¢))(¥(¢)| sao:

(pap| W (8)) QW ()| ) = € (E)ep(2)- (B.3)

Portanto, a defini¢ao do operador densidade (p) na representacio mais geral de

Schréedinger é dada por:

pt) = W) (W (D). (B4)

Assim, podemos escrever os elementos da matriz do operador densidade como:

Prp(t) = (pin|p()|11p) = cn(t)cy(2)- (B.5)

Dessa forma, o operador densidade é suficiente para caracterizar o estado quantico
e assim podemos obter todas as predicoes fisicas do sistema. A soma dos elemen-

tos da diagonal (trago) da matriz densidade deve ser igual a:

Z lenl® = Zﬁnm(t) =Tr[p@t)] =1, (B.6)

n n

designando a conservacao da probabilidade. Por essa razao, podemos calcular a
média de um sistema fisico. Para isso, considere # um operador ou um observavel,

entao a sua média é calculada como:

O)(t) = > (plp() 1) {palblen) = (1l p(0)6)1) = Tr{ 6} (B.7)

np p
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Portanto, a média de um operador é calculada como o traco desse operador, como

foi feito em B.7.

A evolugao do operador j(t) pode ser dada por:

%ﬁ(t) — (%w(m) (U(t)] + |W(t)) (%(\P(ﬂI):
= LA ()] + ) (e () =
= L (B.8)

A equacao acima é conhecida como Equacao de von-Neumann.

B.1.2 Mistura Estatistica de Estados

Em uma mistura estatistica de estados, o sistema tem probabilidade p;
de estar no estado |W), ps de estar no estado |Ws), ..., pi de estar no estado

|W;) e assim por diante desde que satisfagam as seguintes relagoes:

0§p1,§p2,...,pk...§1,

B.9
kak = 1. ( )

O caso de um sistema no estado puro é um caso particular de uma mistura
estatistica quando uma das probabilidades acima for 1 (consequentemente nulas

as demais). Para uma mistura estatistica, o operador densidade é definido como:
p=> Dipr, (B.10)
k

sendo py, o operador densidade do estado puro |Wy) (pr = >, Vi) (¥x|). Contudo,

ele nao é um operador projetor, pois

FE6 e TP AL (B.11)

Na equacao acima, teriamos uma igualdade se o estado fosse puro. Essa desigual-

dade nos indicard a observacao da coeréncia do sistema.
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B.1.2.1 Populagoes e Coeréncias

Vamos considerar os elementos diagonais de p uma mistura estatistica

(equacdo B.10) e considerar ¢’ como coeficiente da base {,} do estado |¥y).

Entao: ¢ = (un|Uy).

Assim, podemos definir o elemento p,,, da seguinte forma:

Pnn = Zpk‘ca(zk)L (B.l?)
k

sendo que 07(1) ¢ um numero real e positivo, indicando que se o estado for |¥;) a

ocupacao dos niveis de energia do sistema serao correspondentes ao autoestado
|ptn).  Sabendo que py representa a probabilidade de que o sistema esteja no
estado |¥y), podemos afirmar que p,, representa a média de encontrar o sistema

no estado |u,). Por essa razao p,, é chamado de populacao do estado |u,).

Para os elementos nao diagonais do elemento p,,,, temos:

Prp = Zpkcff) [cz(f)]*, (B.13)
k

k) (K . A
sendo que o termo cruzado o )[cl(, ) |* representa a interferéncia entre os estados

\pn) € |p), que pode aparecer quando o estado |Uy) é uma superposicao linear
coerente desses estados. p,, nulo significa que na média dos estados possiveis
da mistura estatistica ndo ha os efeitos de interferéncia entre os estados |u,) e
|ttp) € se ppp ndo for nulo haverd coeréncia entre esses dois estados. Portanto, os

elementos nao diagonais sao chamados de coeréncias.

B.2 Série de Baker-Campbell-Hausdorff

Considere um operador unitdrio A tal que A™'A = AA™! = 1. Por

definigao, podemos expandir uma func¢ao de operador F(A) em uma série de
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poténcias nos coeficientes f,,:
F(A) =) faA™ (B.14)
n=0

Como exemplo, a expansdo da exponencial e? nos fornece:

= A" A% A3 At A"
A _ — _ — —_
e _Eon!_1+A+ 2!+3!+4!+...+n!+... (B.15)

Levando em consideracao as definigoes acima, podemos escrever as seguintes

propriedades:
AP B4 AP B4
A B _ S 2 _ :
ee = Zplzq! _Zp!q!’
p q p,q
B1 AP B1AP
B A _ D7 a .
ee = quzp!_zp!q!’
q p p,q
A+B (A+ B)*
e = _— B.16
> 10
q
Se os operadores A e B comutarem, temos que ede? = ePed = eAtB. Assim,

estamos aptos a definir a série infinita de Baker-Campbell-Hausdorft:

Definicao B.2.1 (Série de Baker-Campbell-Hausdorff)

o S(ATB) _ o—sA 5B~ %5 [A,B] =5 [A[A,B] .~ 5 [2B+A[AB] (B.17)

e

B.2.1 Sistemas Quanticos Abertos

Quando nos referimos ao conceito de sistema isolado, ou seja, sistema
sem qualquer dissipacao, entende-se uma idealizagao de um sistema real. Em
geral, os sistemas de interesse nao sao isolados mas sim abertos. Assim, outros

sistemas interagem na dinamica do sistema de interesse, trocando energia.

Os sistemas fisicos normalmente apresentam um comportamento irre-
versivel e, com o passar do tempo, irdo evoluir para um estado de equilibrio (ou

estacionario, assintdtico) determinado pelas condigoes do ambiente. Esse processo
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de evolugao para um estado estacionario recebe o nome de processo de relaxacao.

Para simplificar a notacao, vamos determinar como o sistema de interesse
como S e o reservatério como R [64]. O sistema S é irreversivel, R possui muitos
graus de liberdade (garantindo que a reacao de R sobre S possa ser desprezada) e
vamos assumir que R e S sao fracamente acoplados (aproximagao de Born) [20],

assim R é um reservatdrio térmico.

B.2.1.1 Equacao Mestra

Sabemos que o estado de um sistema quantico pode ser descrito pelo
operador densidade p e a evolugao desse sistema é dada por B.8. Agora, como
estamos interessados na evolugdo do sistema mais geral possivel (sistema e o
reservatorio), o operador densidade serd descrito pela seguinte equagao abaixo,

de Liouville-von-Neumann B.S&:

1

psr(t) = %[ﬁsm psr(t)]. (B.18)

O operador ﬁgR atua no espaco de Hilbert F[SR = Hg X fIR e ¢ formado
pelos Hamiltonianos livres do sistema, reservatorio e de interacao entre eles. Na
condicao em que o tempo de correlacao entre as variaveis do reservatorio for
muito menor que o tempo de relaxacao do sistema, pode-se fazer a aproximagcao

de Markov:

Aproximacao de Markov: as escalas de tempo das correlagoes do
reservatério sao muito menores que as da dinamica do sistema de interesse de tal

forma que seus efeitos de memoria podem ser ignorados.

Na representacao de Schroedinger a eliminagao de varidveis do ambiente
nos conduz a uma equacao mestra generalizada, uma equagao diferencial linear
para a matriz densidade reduzida do sistema S. Na representacao de Heisenberg

somos levados as equagoes de Langevin generalizadas para os observaveis de S.

A equacao para descrever a evolucao do sistema S é conhecida como
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Equacao Mestra:
1

psr(t) = E[ﬁSR,ﬁSR(f)] + L(p), (B.19)

sendo L(p) o superoperador chamado de Liouvilliano, que introduzird o com-
portamento dissipativo e nao unitario do sistema em que se encontra toda a
informacgao da acao do efeito do reservatério e sua forma depende do tipo de
interagao entre o sistema e o reservatorio. Para um reservatério constituido por
infinitos osciladores harmonicos a temperatura nula acoplados fracamente a um

unico modo de um campo eletromagnético, esse superoperador tem a forma:
K
L(p) = 5(2@;3&* —pata —a'ap), (B.20)

sendo k a constante de amortecimento para o modo considerado.
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