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Resumo 
 
 

Neste trabalho nós consideramos um Condensado de Bose-Einstein em uma armadilha 

interagindo simultaneamente com o campo quantizado de uma cavidade de alto fator de 

qualidade e com o campo de um laser tratado classicamente e suposto de intensidade fixa. 

Colisões entre átomos são incluídas por meio de um potencial de contato tipo delta. É 

obtido um modelo linearizado que inclui amplificação simultânea dos campos óptico e 

atômico. Nós analisamos os efeitos das colisões atômicas sobre a estabilidade e as 

propriedades estatísticas do sistema. Também é realizado um estudo do grau de 

emaranhamento entre os campos óptico e atômico. 

 

 



 
 
 
 
 
 

Abstract 
 
 

In this work we consider a trapped Bose-Einstein Condensate interacting simultaneously 

with a high quality cavity quantized field and a classical undepleted laser field. Collisions 

between atoms are taken into account by a delta type contact potential. A linearized model 

is obtained which take into account simultaneous amplification of atomic and optical fields. 

We analyse the effects of atomic collisions on the system stability and statistical properties. 

Also is done a study of the degree of entanglement between atomic and optical fields. 
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ââ (t) ,respectivamente. (a) regime I, com δ = 1, χ2 = 1;

(b) regime II, δ = −1, χ2 = 1. Adotamos α = 2e−iπ/2 e κ = 0. Os
parâmetros estão em unidades de ω. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Capítulo 1

Introdução

Em 1925, Satyendra Nath Bose e Albert Einstein predisseram um estado parti-

cular da matéria em que os átomos de um gás ideal, que obedeçam a estatística

de Bose, perdem sua identidade individual e passam a atuar como uma enti-

dade única, através de uma ocupação macroscópica de mesmo estado quântico

de momento nulo, formando um condensado de Bose-Einstein (em inglês, Bose-

Einstein Condensation ou BEC) [1]. Bose e Einstein consideraram N partículas

bosônicas e não-relativísticas, de massa m, em uma caixa de volume L3 com

condições de contorno periódicas. No limite termodinâmico, verificaram que

ocorre uma transição de fase a uma certa temperatura crítica Tc, definida por

ρλ3dB(Tc) = 2, 612..., onde ρ = N
L3
é a densidade, λdB(Tc) = 2π~2

mkbTc
é o compri-

mento de onda térmico de de Broglie e kb é a constante de Boltzmann, e que,

para temperaturas T < Tc, tal que a distância entre os átomos é da ordem do seu

comprimento de onda de de Broglie, a razão entre o número de partículas no es-

tado fundamental, N0, e o número de partículas total tende a N0
N
→ 1−

³
T
Tc

´3/2
,

ou seja, para T → 0, todos os bósons tendem ao estado fundamental, N0 → N .

Porém, quase todos os materiais cuja densidade e temperatura, no equilíbrio

térmico, obedecem a ρ
T 3c
= 2, 612

¡
mkbTc
2π~2

¢3/2
, encontram-se no estado sólido. O

He4 é uma exceção, que em T → 0 é um fluido, mas é um sistema tão fortemente

interagente, em comparação com o gás ideal predito por Einstein, que N0
N

< 0, 1

[2]. Por isso, passaram-se 70 anos após a predição de Bose e Einstein, até que

um BEC fosse observado.

O esquema experimental que levou à condensação de gases atômicos foi o de

obter um gás bosônico de densidade extremamente baixa (∼ 1015cm−3) e resfriá-
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1. Introdução 3

lo (a temperaturas inferiores à 10−5K) rapidamente o suficiente para que não

tivesse tempo de se recombinar e solidificar. Para chegar a essas temperaturas,

foi preciso confinar os átomos, alterando assim, a temperatura crítica [3] e com-

binar técnicas de resfriamento, como resfriamento por lasers (laser cooling) [4] e

resfriamento evaporativo [5].

O primeiro BEC foi obtido em 1995, pelo grupo do Eric Cornell e Carl Wie-

man (National Institute of Standars & Technology), com átomos de rubídio [6].

No mesmo ano, dois outros condensados foram obtidos, um BEC com átomos de

sódio, pelo grupo do Wolfgang Ketterle (Massachusetts Institute of Technology)

[7] e um BEC com átomos de lítio, pelo grupo do Randy Hulet (University of

Colourado) [8].

Um dos interesses nos condensados de Bose-Einstein deve-se ao fato de que

o BEC é um sistema quântico com grande número de partículas e assim, uma

importante ferramenta para o estudo das bases da Mecânica Quântica, como por

exemplo, o emaranhamento entre sistemas. O emaranhamento é uma das mais

notáveis propriedades da Mecânica Quântica de sistemas com mais de uma com-

ponente. Em um sistema de duas componentes (a e b), o emaranhamento entre

as partes caracteriza-se pelo fato do vetor de estado do sistema não poder ser

escrito como um produto do vetor de estado de cada subsistema. O estudo do

emaranhamento, sobretudo quanto a obtenção de fontes de estados emaranhados

e medida quantitativa de emaranhamento, tem importância fundamental para

o desenvolvimento das áreas de comunicação, informação e computação quân-

tica, por exemplo, na implementação do teletransporte [9, 10] e da criptografia

quântica [11].

Em particular, o estudo da interação entre átomos de um condensado e luz

tem despertado grande interesse, como por exemplo, o espalhamento de luz por

condensados [12, 13], para determinação do índice de refração de condensados

[14] e a detecção óptica da fase relativa entre dois condensados [15]. Nestes ca-

sos, os feixes luminosos são considerados como clássicos e usados para sondar

as propriedades dos átomos, sindo que a dinâmica e as propriedades quânti-

cas dos campos ópticos não são consideradas. Entretanto, a situação em que o

condensado interage com campos ópticos quantizados, formando uma entidade

dinamicamente acoplada, tem mostrado resultados interessantes, como a possi-

bilidade de amplificação de campos ópticos e atômicos [16, 17, 18], o controle

óptico das propriedades estatísticas dos átomos [19, 20] e emaranhamento entre
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átomos e luz [17, 21]. Especificamente, do ponto de vista do processamento de

informação quântica, estados emaranhados de átomos e luz são interessantes,

pois átomos podem atuar como elementos de armazenamento de informação,

enquanto que a luz pode atuar como um canal de transmissão de informação.

É conhecido que a armadilha que aprisiona os átomos modifica as propriedades

atômicas, como por exemplo, em uma armadilha harmônica, onde a temperatura

crítica [3], cuja dependência com o número de átomos no estado fundamental é

alterada para N0
N
→ 1−

³
T
Tc

´3
. Espera-se, então, que a interação entre átomos

e luz também seja modificada pela presença da armadilha. Esta situação pode

ser chamada de Óptica Atômica de Cavidades [17] em analogia à Eletrodinâmica

de Cavidades, onde a emissão espontânea pelos átomos é modificada devido à

presença da cavidade [22, 23], isto é, devido à mudança das condições de con-

torno em relação ao espaço livre. Os efeitos da armadilha foram introduzidos

na referência [17] em um modelo de átomos, não-interagentes, de um conden-

sado interagindo com campos ópticos quantizados através da expansão do campo

atômico nas autofunções da armadilha. A dinâmica deste sistema foi comparada

com o modelo no espaço livre, onde o campo atômico foi expandido em ondas

planas. Verificou-se que, no regime de confinamento, as intensidades dos cam-

pos óptico e atômico apresentam dois regimes de instabilidade exponencial. O

estudo das propriedades estatísticas deste mesmo modelo foi realizado na refe-

rência [20] e verificou-se que, variando a intensidade e a fase do estado inicial

do campo óptico, os modos óptico e atômico apresentam correlações de segunda

ordem que variam de coerentes a supertérmicas. Estes resultados sugerem que

podemos ter um controle óptico para o emaranhamento. Entretanto, nenhuma

análise detalhada sobre o emaranhamento foi realizada. Além disso, em ambos

os trabalhos [17, 20], as colisões atômicas foram desprezadas.

Neste trabalho de mestrado, para tornar o modelo considerado nas referências

[17, 20] mais realista, incluímos colisões atômicas e estudamos seus efeitos sobre

a estabilidade e as propriedades estatísticas do sistema. Além disso, fizemos um

estudo detalhado do grau de emaranhamento entre átomos e luz, através de duas

medidas, entropia linear e coeficiente y definido por A. S. M. de Castro e V. V.

Dodonov em [24] e analisamos os efeitos das colisões sobre o emaranhamento.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no capítulo 2 apre-

sentamos detalhadamente o modelo descrevendo este sistema de átomos e luz;
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no capítulo 3 estudamos a estabilidade e as propriedades estatísticas do sistema;

no capítulo 4 apresentamos o estudo do emaranhamento entre átomos e luz e,

finalmente, no capítulo 5 apresentamos as conclusões e perspectivas.



Capítulo 2

Descrição do Sistema Físico e do
Modelo

O sistema físico estudado é constituído por N átomos bosônicos, aprisionados

por um potencial externo V (r), onde consideramos apenas transições entre dois

níveis, com freqüência de transição ω0. Os átomos interagem com dois campos

eletromagnéticos monocromáticos, um campo fraco de uma cavidade em forma

de anel (ring cavity - [25]) de alto fator de qualidade e um campo intenso de

um laser, de freqüências ω1 e ω2, respectivamente. Na Figura 2.1 apresenta-

mos um esquema do sistema. O laser, denominado “pump”, é tratado como

um campo clássico, enquanto que o campo na cavidade, denominado “probe”

é tratado quanticamente. Inicialmente consideraremos que a amostra atômica

é suficientemente diluída para podermos desprezar colisões atômicas. Assim, o

Hamiltoniano do sistema átomos-luz pode ser escrito como

Ĥ = Ĥátomos + Ĥluz + Ĥátomos−luz (2.1)

onde Ĥátomos e Ĥluz representam a evolução livre dos campos atômico e ópticos

e Ĥátomos−luz descreve o acoplamento entre átomos e luz.

Para considerar o caráter quântico estatístico dos átomos, vamos descrevê-los

em segunda quantização [26] pelo operador de campo atômico Ψ̂†
g(e)(r), que cria

um átomo no esta do fundamental (excitado) na posição r do centro de massa,

satisfazendo as seguintes relações de comutaçãoh
Ψ̂i(r), Ψ̂

†
j(r

0)
i
= δijδ

3(r− r0), i, j = {e, g} (2.2)

6



2. Descrição do Sistema Físico e do Modelo 7

Figura 2.1: Formado por N átomos bosônicos no estado fundamental de uma ar-
madilha, sob ação do campo de uma cavidade (ring cavity), com freqüência ω1 e vetor
de onda k1, e do campo de um laser (ω2,k2).

h
Ψ̂i(r), Ψ̂j(r

0)
i
=
h
Ψ̂†
i(r), Ψ̂

†
j(r

0)
i
= 0. (2.3)

A contribuição atômica para o Hamiltoniano (2.1) é dada por

Ĥátomos =

Z
d3rΨ†

g(r)H0Ψg(r) +

Z
d3rΨ†e(r)(H0 + ~ω0)Ψe(r), (2.4)

onde

H0 =
p2

2m
+ V (r) (2.5)

é o Hamiltoniano de um átomo no estado fundamental, com energia cinética p2

2m

e energia potencial V (r), e m é a massa atômica. Em 2.4 consideramos que o

potencial V (r) é o mesmo para os estados fundamental e excitado.

O campo da cavidade é descrito quanticamente pelos operadores de criação

(â†1) e aniquilação (â1) de fótons, que satisfazem as relações de comutação
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h
â1, â

†
1

i
= 1;

h
â†1, â

†
1

i
= [â1, â1] = 0, (2.6)

enquanto que o campo do laser é tratado classicamente e suposto com intensidade

fixa, permitindo que façamos a substituição

â2 (operador) −→ a2e
−iω2t (número complexo), (2.7)

onde |a2|2 é proporcional à intensidade do laser. Dessa forma, a contribuição do
campo do laser ao Hamiltoniano óptico seria ~ω2 |a2|2, que não depende do tempo
e, portanto, não precisa ser incluída pois não participa da dinâmica. Assim, o

Hamiltoniano óptico é dado por

Ĥluz = ~ω1â†1â1. (2.8)

A interação entre átomos e luz, último termo da equação (2.1), é considerada

na aproximação de dipolo elétrico e de onda girante [27], ou seja,

Ĥátomos−luz = ~g1â1
Z

d3rΨ̂†
e(r)e

ik1·rΨ̂g(r) (2.9)

+~g2a2e−iω2t
Z

d3rΨ̂†
e(r)e

ik2·rΨ̂g(r) + h.c.

onde k1(2) é o vetor de onda dos campos probe (pump), g1(2) é o coeficiente de

acoplamento átomos - luz e h.c. significa hermitiano conjugado.

Portanto, o Hamiltoniano (2.1) pode ser escrito explicitamente como

Ĥ =

Z
d3rΨ†

g(r)H0Ψg(r) +

Z
d3rΨ†e(r)(H0 + ~ω0)Ψe(r) + ~ω1â†1â1 + (2.10)·

~g1â1
Z

d3rΨ̂†
e(r)e

ik1·rΨ̂g(r) + ~g2a2e−iω2t
Z

d3rΨ̂†e(r)e
ik2·rΨ̂g(r) + h.c.

¸

2.1 Regime Não-ressonante

Vamos considerar que no instante inicial os átomos estão no estado fundamental

interno g e que a temperatura é bem abaixo da temperatura crítica de tran-

sição, de forma que eles formam um condensado de Bose-Einstein ocupando o

estado fundamental da armadilha. Além disso, vamos considerar o caso em que
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as freqüências ω1 e ω2 são várias ordens de grandeza maior que a freqüência de

transição atômica ω0 e que a diferença ~∆ = ~ (ω2 − ω0) é muito maior que a

energia dos átomos (~∆ À hH0i). Nesta situação, podemos desprezar a emis-
são espontânea. Além disso, processos de um único fóton, excitando o átomo,

não ocorrem neste regime não-ressonante. Os átomos sofrem apenas transições

virtuais de dois fótons, em que seu estado interno permanece inalterado, mas o

movimento do seu centro de massa pode mudar, devido ao recuo. Por exemplo,

um átomo que absorve um fóton do campo pump e emite um fóton para o probe,

sofre um recuo igual à diferença de momenta dos campos.

A equação de movimento de um dado observável Â pode ser obtida pela

equação de Heisenberg [32]

dÂ(t)

dt
=
−i
~
[Â, Ĥ]. (2.11)

Assim, introduzindo o operador

Ψ̃e(r, t) = eiω2tΨ̂e(r), (2.12)

obtemos, a partir do Hamiltoniano (2.10) e da Eq. (2.11), a equação de movi-

mento

dΨ̃e(r, t)

dt
= i∆Ψ̃e(r, t)− i

¡
g1ã1e

ik1·r + g2a2e
ik2·r¢ Ψ̂g(r), (2.13)

onde desprezamos a energia cinética e potencial e definimos o operador ã1 =

eiω2tâ1, cuja equação de movimento é

dã1
dt

= −iδã1 − ig∗1

Z
d3rΨ̂†g(r)e

−ik1·rΨ̃e(r, t), (2.14)

com δ = ω1 − ω2. Do mesmo modo, para o operador Ψ̂g(r) temos

dΨ̂g(r)

dt
= −iH0

~
Ψ̂g(r)− i(g∗1â

†
1e
−ik1·r + g∗2â

∗
2e

iω2te−ik2·r)Ψ̂e(r). (2.15)

No regime não-ressonante temos

dΨ̃e(r, t)

dt
≈ 0, (2.16)

e assim, das equações (2.12 e 2.13) temos
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Ψ̂e(r) =
1

∆

¡
g1â1e

ik1·r + g2a2e
−iω2teik2·r

¢
Ψ̂g(r). (2.17)

Substituindo a equação (2.17) nas equações (2.14 e 2.15) e desprezando ter-

mos independentes de r, que corresponderiam a um desvio das freqüências óptica
e atômica, eliminamos o estado excitado do sistema e as equações de movimento

podem ser obtidas do Hamiltoniano efetivo

Ĥ =

Z
d3rΨ̂†

g(r)

·
H0 +

~g∗1g2a2
∆

â†1e
−ik·r +

~g∗2g1a∗2
∆

â1e
ik·r
¸
Ψ̂g(r) + ~δâ†1â1,

(2.18)

que descreve a interação entre os campos ópticos com átomos no estado funda-

mental, onde k = k1 − k2.

2.2 Regime Linear

O operador de campo Ψ̂g(r) pode ser expandido numa base de funções, como por

exemplo, na base de ondas planas. A expansão em ondas planas é adequada para

o caso de sistemas homogêneos, isto é, sem potencial de confinamento (V (r) = 0).

Para átomos confinados (V (r) 6= 0) esta expansão é razoável para tempos curtos1,
tais que, durante os processos de emissão e absorção de fótons, os átomos se

propagam por distâncias curtas comparadas com as dimensões da armadilha e

se comportam, durante esse intervalo de tempo, como se estivessem no espaço

livre. Portanto, para o caso de interesse, átomos em uma armadilha, é mais

apropriado expandir o operador de campo atômico nas autofunções {ϕn(r)} da

armadilha, isto é,

Ψ̂g(r) =
∞X
n=0

ϕn(r)ĉn, (2.19)

onde ĉn é o operador de aniquilação de átomos no estado interno g do modo n

da armadilha. As autofunções ϕn obedecem à relação de ortogonalidadeZ
ϕ∗n(r)ϕn0(r)d

3r = δnn0 (2.20)

e à equação de autovalores

1estima-se que seja da ordem de dezenas de milisegundos, já que a velocidade de recuo é
da ordem de 1cm/s e as armadilhas medem cerca de 100 microns (10−2cm) [26].
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H0ϕn(r) = εnϕn(r), (2.21)

onde εn = ~ωn é a energia do n-ésimo modo da armadilha.

Usando a expansão (2.19) e a relação (2.20), o Hamiltoniano (2.18) é reescrito

como

Ĥ = ~δâ†â+
∞X
n=0

~ωnĉ
†
nĉn + ~χ

¡
â† + â

¢ ∞X
n,n0=0

ĉ†nĉn0Ann0 , (2.22)

onde χ = |g1||g2||a2|
|∆| , â ≡ g1g∗2a

∗
2∆

|g1||g2||a2||∆| â1 é o operador de campo óptico redefinido

com um fator de fase extra e

Ann0 =

Z
d3rϕ∗n(r)e

ik·rϕn0(r) (2.23)

é o elemento de matriz de transição entre os estados ϕn(r) e ϕn0(r), que consi-

deramos, sem perda de generalidade, como um número real.

Por simplicidade vamos supor que o estado condensado se acopla apenas com

um estado m da armadilha e que os elementos de matriz Ann0 são nulos para

n = n0. Desse modo, o Hamiltoniano (2.22) simplifica-se para

Ĥ = ~δâ†â+ ~ω0ĉ†0ĉ0 + ~ωmĉ
†
mĉm + ~χA0m

¡
â† + â

¢
(ĉ†0ĉm + ĉ†mĉ0). (2.24)

Apesar das simplificações, o Hamiltoniano (2.24) contém termos com produto

de três operadores, o que resultará em equações de movimento não-lineares.

Nós vamos considerar que o número N de átomos no estado fundamental da

armadilha seja grande o suficiente tal que permaneça praticamente constante

durante o tempo de interação com os campos ópticos. O valor esperado de

ĉ†0 e ĉ0 é da ordem de (N + 1)1/2 e N1/2, respectivamente. Como N À 1, a

diferença entre ĉ†0 e ĉ0 é desprezível e podemos tratá-los como números em vez

de operadores. Com essa hipótese podemos fazer a aproximação

ĉ0 '
√
N, (2.25)

que é válida para tempos de interação tais que
D
ĉ†0ĉ0

E
À 

ĉ†mĉm
®
. Assim, o

Hamiltoniano (2.24) é simplificado para o Hamiltoniano quadrático

Ĥ = ~δâ†â+ ~ωmĉ
†
mĉm + ~χm(â†ĉm + âĉ†m)| {z }

V1

+ ~χm(â†ĉ†m + âĉm)| {z }
V2

, (2.26)
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onde χm =
√
NχA0m.

No Hamiltoniano (2.26) o termo V1 representa uma interação em que há troca

oscilante de excitações entre átomos e luz enquanto que o termo V2 é análogo

ao Oscilador Paramétrico Óptico (OPO) não-degenerado [27], responsável pela

amplificação da intensidade dos campos, exceto que, no caso do OPO ambos os

campos são campos ópticos.

2.3 Modelo Linear com Colisões

O Hamiltoniano (2.18) foi obtido desprezando-se interações entre os átomos.

Com a finalidade de nos aproximarmos do sistema físico real e, assim, dos experi-

mentos, neste trabalho vamos acrescentar colisões atômicas ao modelo. Devido às

baixas densidades das amostras gasosas produzidas em laboratório (∼ 1015cm−3),

a contribuição mais significativa às colisões é devido às colisões binárias, que em

segunda quantização são escritas na forma

Ĥátomo−átomo =
1

2

Z
d3r

Z
d3r0Ψ̂†(r)Ψ̂†(r0)U(r, r0)Ψ̂(r)Ψ̂(r0), (2.27)

onde U(r, r0) é o potencial de interação.

No caso de um condensado de Bose-Einstein, em que o comprimento de es-

palhamento é muito pequeno (da ordem da nuvem eletrônica ∼ 1nm) e as den-
sidades são baixas ( ∼ 1015cm−3 ), tal que a distância média entre os átomos

seja de ∼ 100nm, o potencial U(r, r0) pode ser aproximado por uma função de
contato,

U(r, r0) = U0δ
3(r− r0), (2.28)

com

U0 =
4π~2a
m

, (2.29)

onde a é o comprimento de espalhamento, que a princípio pode ser positivo

ou negativo dependendo do potencial entre os átomos ser repulsivo ou atrativo.

Entretanto, a > 0 favorece a ocupação múltipla de um mesmo estado, isto é, o

condensado é mais estável [28, 29], de forma que consideraremos apenas o caso

em que a é positivo.
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Devido à adoção do regime não ressonante de interação entre átomos e cam-

pos ópticos, a probabilidade de encontrarmos átomos no estado interno excitado

é muito pequena e, assim, podemos desprezar as colisões entre átomos no es-

tado interno excitado e entre átomos no estado interno fundamental com átomos

do estado interno excitado. Portanto, a contribuição atômica ao Hamiltoniano

(2.18) é modificada pela inclusão de colisões entre átomos no estado fundamental,

tornando-se

Ĥátomos =

Z
d3rΨ̂†

g(r)

·
H0 +

U0
2
Ψ̂†
g(r)Ψ̂g(r)

¸
Ψ̂g(r). (2.30)

Novamente vamos considerar a hipótese (2.25) e a expansão (2.19) e, como

estamos interessados no regime linear, vamos considerar o termo contendo ĉm

como uma perturbação. Dessa forma vamos manter no Hamiltoniano (2.30)

apenas termos de 2a ordem nos operadores ĉm, ĉ†m. Com essas considerações o

Hamiltoniano torna-se

Ĥátomos = ĉ†mĉm

Z
d3rNϕ∗m(r)

£
H0 + 2NU0 |ϕ0(r)|2

¤
ϕm(r)

+

·
NU0
2

ĉ†2m

Z
d3rϕ∗2m (r)ϕ

2
0(r) + h.c.

¸
(2.31)

+

·√
Nĉ†m

Z
d3rϕ∗m(r)[H0 +NU0 |ϕ0(r)|2]ϕ0(r) + h.c.

¸

Mas a função de onda do condensado, ϕ0(r), devido à presença de colisões,

agora satisfaz à equação de Gross-Pitaevskii (Apêndice I)

£
H0 +NU0 |ϕ0(r)|2

¤
ϕ0(r) = µϕ0(r), (2.32)

onde µ é o potencial químico, de modo que os termos lineares em ĉm e ĉ†m (2.31)

são nulos, devido à relação de ortogonalidade (2.20). Portanto o Hamiltoniano

(2.31) torna-se

Ĥátomos = ~ω̃mĉ
†
mĉm +

~κm
2
(ĉ2m + ĉ†2m), (2.33)

onde Z
d3rNϕ∗m(r)

£
H0 + 2NU0 |ϕ0(r)|2

¤
ϕm(r) = ~ω̃m (2.34)
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é a energia do modo m modificado por colisões e

κm =
2NU0
~

Z
d3rϕ∗2m (r)ϕ

2
0(r) (2.35)

é o parâmetro de colisão, suposto real e que depende da “ integral de overlap”

da função de onda dos átomos no estado ϕ0(r) com a função de onda dos átomos

no modo m da armadilha. Nós vamos considerar que a contribuição da integral

de overlap é pequena, de modo que κm < ~ω̃m.

Dessa forma, o Hamiltoniano quadrático descrevendo a interação entre áto-

mos e luz incluindo colisões é dado por

Ĥ = ~δâ†â+ ~ωĉ†ĉ+
~κ
2
(ĉ2 + ĉ†2) + ~χ(â† + â)(ĉ† + ĉ), (2.36)

onde redefinimos os parâmetros e operadores sem índices para simplificar a

notação. Note que as colisões contribuem com um termo análogo ao do os-

cilador paramétrico óptico degenerado [27], neste caso contribuindo com criação

e aniquilação de dois átomos simultaneamente no mesmo modo, que poderia ser

útil na geração de estados comprimidos [22].

Consideraremos que inicialmente o modo ĉ não contenha átomos, isto é, se

encontra em estado de vácuo, e que o campo óptico está em um estado coerente,

ou seja

|ψit=0 = |0iátomos |αiluz , (2.37)

onde

â |0, αi = α |0, αi e ĉ† |0, αi = |1, αi , (2.38)

com

α = |α| e−iφ. (2.39)

Nos próximos capítulos estudaremos a dinâmica do sistema átomos-luz, suas

propriedades estatísticas e seu grau de emaranhamento.



Capítulo 3

Estabilidade e Estatística dos
Campos

Neste capítulo analisaremos a estabilidade e as propriedades estatísticas do sis-

tema interagente descrito pelo Hamiltoniano (2.36). Para isso é necessário obter

a dinâmica dos campos, determinada pela equação de Heisenberg,

dÂ(t)

dt
=
−i
~
[Â, Ĥ], (3.1)

onde Â(t) é um observável e Ĥ é o Hamiltoniano do sistema.

A partir do Hamiltoniano (2.36) obtemos o seguinte sistema linear de equações

diferenciais acopladas para as amplitudes dos campos ópticos e atômicos

dâ

dt
= −iδâ− iχ(ĉ† + ĉ), (3.2)

dâ†

dt
= iδâ† + iχ(ĉ† + ĉ), (3.3)

dĉ

dt
= −iωĉ− iκĉ† − iχ(â† + â), (3.4)

dĉ†

dt
= iωĉ† + iκĉ+ iχ(â† + â), (3.5)

cuja solução foi obtida usando o método da Transformada de Laplace [30] (de-

talhes são apresentados no Apêndice II). A solução do sistema (3.2 - 3.5) pode

ser escrita como

â(t) =
4X

j=1

uj(t)ôj, (3.6)

15
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ĉ(t) =
4X

j=1

vj(t)ôj, (3.7)

onde definimos ô1 = ĉ(0), ô2 = ĉ†(0), ô3 = â(0), ô4 = â†(0) e os coeficientes

uj(t), vj(t) são

u1(t) =
4X

k=1

(ωk − iδ)(−iωk + κ− ω)χ

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.8)

u2(t) =
4X

k=1

(ωk − iδ)(ω − iωk − κ)χ

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.9)

u3(t) =
4X

k=1

(ω2k + ω2 − κ2)(ωk − iδ) + 2iχ2(ω − κ)

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.10)

u4(t) =
4X

k=1

2iχ2(ω − κ)

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.11)

v1(t) =
4X

k=1

(ω2k + δ2)(ωk − iω) + 2iδχ2

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.12)

v2(t) =
4X

k=1

2iδχ2 − iκ(ω2k + δ2)

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.13)

v3(t) =
4X

k=1

−iχ(ωk − iδ)(ωk − iω + iκ)

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.14)

v4(t) =
4X

k=1

−iχ(ωk + iδ)(ωk − iω + iκ)

Πk0 6=k(ωk − ωk0)
exp[ωkt], (3.15)

com Πk0 6=k(ωk − ωk0) =
4

Π
k0=1
k0 6=k

(ωk − ωk0) sendo o produtório em k0 e

ω1 =

r
κ2 − δ2 − ω2 +

q¡
δ2 + ω2 − κ2

¢2
+ 4δ(κ− ω)(δκ+ δω − 4χ2)

√
2

, (3.16)

ω2 = −

r
κ2 − δ2 − ω2 +

q¡
δ2 + ω2 − κ2

¢2
+ 4δ(κ− ω)(δκ+ δω − 4χ2)

√
2

,

(3.17)
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ω3 =

r
κ2 − δ2 − ω2 −

q¡
δ2 + ω2 − κ2

¢2
+ 4δ(κ− ω)(δκ+ δω − 4χ2)

√
2

, (3.18)

ω4 = −

r
κ2 − δ2 − ω2 −

q¡
δ2 + ω2 − κ2

¢2
+ 4δ(κ− ω)(δκ+ δω − 4χ2)

√
2

(3.19)

são as raízes da equação de quarto grau

4 + (δ2 + ω2 − κ2) 2 + δ2(ω2 − κ2) + 4δχ2(κ− ω) = 0. (3.20)

3.1 Análise da Estabilidade

Os coeficientes uj(t) e vj(t), dependentes de δ, χ, ω e κ, embora sejam compli-

cados, carregam toda a dependência temporal nas exponenciais exp[ωkt]. Assim,

a estabilidade do sistema é determinada pela natureza das freqüências ωk, que

podem ser reais, imaginárias puras ou complexas. Das equações (3.16 - 3.19)

verifica-se que para

δ > 0 e χ2 >
δ (κ+ ω)

4
,

duas raízes são reais e duas puramente imaginárias, da forma

ω1 = iΩ ω2 = −iΩ ω3 = −Γ ω4 = Γ, (3.21)

onde Ω e Γ são quantidades reais. Nesta situação, o sistema é exponencialmente

instável. Denominaremos este regime de instabilidade, de regime I.

Para

δ < 0 e χ2 >
(κ2 + δ2 − ω2)2

16δ(κ− ω)
, (3.22)

todas as raízes são complexas, da forma

ω1 = Γ+ iΩ ω2 = −Γ+ iΩ ω3 = Γ− iΩ ω4 = −Γ− iΩ, (3.23)
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e o sistema também será instável, mas agora a instabilidade será causada por

duas exponenciais crescentes no tempo (devido às freqüências ω1 e ω3), à mesma

taxa Γ, mas girantes com freqüências iguais e opostas ±Ω, causando um cresci-

mento exponencial com oscilações. Denominaremos este regime de instabilidade

de regime II. Para os demais valores de parâmetros as soluções são oscilantes e,

portanto, o sistema será estável.

Na Figura 3.1 mostramos as regiões de instabilidade dos regimes I e II para

diferentes valores do parâmetro de colisão κ, onde adotamos κ ≡ κ/ω, χ ≡ χ/ω

e δ ≡ δ/ω. Verifica-se que a presença de colisões atômicas reduz as regiões de

instabilidade do sistema. Uma possível explicação para esse efeito, é o fato de

que as colisões favorecem os átomos a permanecerem no estado ϕ0(r) [28], para

κ < ω.

δ

2χ

4.0=κ
0=κ

8.0=κ

δ

2χ

4.0=κ
0=κ

8.0=κ

Figura 3.1: O acoplamento entre átomos e luz, χ2, em função da diferença de fre-
qüência entre os campos ópticos, δ. Para parâmetros na região I o sistema é ex-
ponencialmente instável, enquanto que para parâmetros na região II o sistema é ex-
ponencialmente instável e oscilante. Os parâmetros δ, χ e κ estão em unidades de
ω.
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Para ilustrar o comportamento dos campos no tempo, vamos analisar o

número médio de fótons e de átomos. Usando as equações (3.6 e 3.7) e con-

siderando o estado inicial (2.37), obtemos o valor médio do número de fótons e

de átomos,


â†(t)â(t)

®
= |u2(t)|2 + |u4(t)|2 + u∗4(t)u3(t)α

2 (3.24)

+u∗3(t)u4(t)α
∗2 + |α|2 (|u3(t)|2 + |u4(t)|2)


ĉ†(t)ĉ(t)

®
= |v2(t)|2 + |v4(t)|2 + v∗4(t)v3(t)α

2 (3.25)

+v∗3(t)v4(t)α
∗2 + |α|2 (|v3(t)|2 + |v4(t)|2).

Note que os valores médios contêm termos independentes de α, contribuindo para

uma amplificação espontânea dos campos, podendo ser atribuídos a flutuações

de vácuo, e termos dependentes de α, contribuindo para uma amplificação es-

timulada dos campos.

Nas Figuras 3.2 - a e 3.2 - b mostramos o comportamento em escala loga-

rítmica do número médio de fótons e de átomos em função do tempo, respectiva-

mente, para valores de parâmetros no regime I de instabilidade, onde adotamos

δ = 1 e χ2 = 1 e variamos o parâmetro de colisão. Verificamos que o efeito das

colisões é de diminuir a taxa de crescimento exponencial dos campos.

Na Figura 3.3 apresentamos gráficos semelhantes aos da Figura 3.2, mas para

valores de parâmetros no regime II de instabilidade, δ = −1, χ2 = 1. Podemos
verificar que além da diminuição na taxa de crescimento exponencial, a presença

de colisões altera a freqüência e a amplitude de oscilação da função.

Finalmente, nas Figuras 3.4 - a e 3.4 - b mostramos os gráficos do número

médio de fótons e de átomos, respectivamente, para valores de parâmetros ex-

ternos às regiões I e II, δ = 4, χ2 = 0, 5, α = 2e−
iπ
2 , e diferentes valores para

o parâmetro de colisão. Observamos que as colisões alteram as oscilações do

número médio de fótons e de átomos em função do tempo, sendo a amplitude de

oscilações do número médio de fótons a mais afetada neste regime de parâmetros.
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Figura 3.2: Logaritmo do número médio em função do tempo no regime I de ins-
tabilidade. (a) o número médio de fótons e (b) o número médio de átomos, para
δ = 1, χ2 = 1, α = 2e−iπ/2 e parâmetros de colisão κ = 0 e κ = 0, 8. Os parâmetros
foram tomados em unidades de ω.
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Figura 3.3: Logaritmo do número médio em função do tempo no regime II de insta-
bilidade. (a) o número médio de fótons e (b) o número médio de átomos, para δ = −1,
χ2 = 1, α = 2e−iπ/2 e parâmetros de colisão κ = 0 e κ = 0, 8. Os parâmetros foram
tomados em unidades de ω.
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Figura 3.4: Número médio em função do tempo no regime estável. (a) o número
médio de fótons e (b) o número médio de átomos, para δ = 4, χ2 = 0, 5, α = 2e−iπ/2

e parâmetro de colisão κ = 0 e κ = 0, 8. Os parâmetros foram tomados em unidades
de ω.
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3.2 Correlação átomo-átomo e fóton-fóton

Nesta seção caracterizamos as propriedades estatísticas dos modos óptico e atô-

mico do sistema átomos-luz através das funções de correlação de segunda ordem

normalizadas,

g
(2)
ĉĉ (t) =


ĉ†(t)ĉ†(t)ĉ(t)ĉ(t)

®
hĉ†(t)ĉ(t)i2 , (3.26)

g
(2)
ââ (t) =


â†(t)â†(t)â(t)â(t)

®
hâ†(t)â(t)i2 , (3.27)

onde g(2)ĉĉ (t), g
(2)
ââ (t) são as funções de correlação de segunda ordem entre átomo-

átomo e luz-luz normalmente ordenadas, respectivamente. As funções de cor-

relação foram introduzidas na teoria da coerência desenvolvida por Glauber em

1963, que se baseia no uso de funções de correlação para caracterizar propriedades

estatísticas dos campos [22]. Por exemplo, para uma luz linearmente polarizada,

o campo elétrico quantizado é

E(r, t) = E−(r, t) +E+(r, t), (3.28)

onde

E−(r, t) = −i
X
k

µ
~ωk

2 0V

¶1/2
â†ke

i(ωkt−k·r), (3.29)

com E+ = (E−)†, V é o volume quantizado, ωk e k são freqüências e vetor de

onda de um fóton e â†k, âk são operadores de criação e aniquilação de um fóton

no k-ésimo modo. A intensidade média da luz, hI(t)i, é definida por [27]

hI(t)i = E−(r, t)E+(r, t)® (3.30)

e a função de correlação de intensidade-intensidade de 2a ordem, g(2)(τ), é

definida como

g(2)(τ) =
h: I(t)I(t+ τ) :i

hI(t)i2 , (3.31)

onde h: :i significa que a média sobre os operadores deve ser tomada no orde-
namento normal. Assim,

g(2)(τ) =
hE−(t)E−(t+ τ)E+(t+ τ)E+(t)i

hE−(t)E+(t)i2 . (3.32)
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Fisicamente, g(2)(τ) é proprocional à probabilidade de detecção de um fóton no

tempo t+τ , dado que um outro fóton foi detectado no tempo t. Para o nosso caso

(3.26 e 3.27), em que consideramos τ = 0, g(2)ââ (t) corresponde à probabilidade

de detecção de dois fótons simultaneamente. Um experimento para a medida

de g(2) foi introduzido por Hanbury-Brown e Twiss nos anos 50 [22]. A função

de correlação de segunda ordem permite, por exemplo, que se faça a distinção,

entre um campo coerente e um campo térmico, pois g(2)coerente = 1 e g
(2)
térmico = 2

[22]. Embora tenha sido desenvolvida para fótons, a teoria de Glauber pode ser

generalizada para átomos, onde o operador Ê− é substituído pelo operador Ψ̂†.

Considerando o estado inicial (2.37), obtivemos para a função de correlação

átomo-átomo,

g
(2)
ĉĉ (t) =

f(vi) + f(vi, α)

hĉ†(t)ĉ(t)i2 , (3.33)

onde

f(vi) = 2 |v2|4 + 2 |v4|4 + |v1|2 |v2|2 + 4 |v2|2 |v4|2 + |v3|2 |v4|2 + (v∗1v∗2v3v4 + h.c.),

(3.34)

f(vi, α) = |α|2 £|v4|4 (3 + 8 |v3|2 + 4 |v2|2) + 4 |v3|2 |v2|2 + 2(v∗1v∗2v3v4 + h.c.)
¤

+ |α|4 £4 |v3|2 |v4|2 + |v3|4 + |v4|4¤+ £α4(v∗24 v23) + h.c.
¤

(3.35)

+
£
α2
£
v∗1v

∗
2v
2
3 + 4 |v2|2 v∗4v3 + v∗24 v1v2

¤
+ h.c.

¤
+
£
α2
£
v3v4v

∗2
4 (5 + 2 |α|2) + v∗3v

∗
4v
2
3(1 + 2 |α|2)

¤
+ h.c.

¤
,

onde vi(t) ≡ vi para simplificar a notação. A função g
(2)
ââ (t) é obtida substituindo,

vi por ui.

Vamos considerar as correlações nos regimes instáveis, pois, devido ao com-

portamento exponencial das soluções, as correlações tornam-se estacionárias para

tempos longos, como ilustrado na Figura 3.5, e dependendo da intensidade e da

fase do campo óptico inicial, apresentam propriedades estatísticas interessantes.

Apresentamos nas Figuras 3.6 e 3.7 as funções g(2)ĉĉ (t) e g
(2)
ââ (t) em função da

intensidade (|α|2) e da fase (φ) do campo óptico no regime I, para o caso sem
colisões (κ = 0) e com colisões (κ = 0, 8), onde fixamos o tempo t ≡ ωt = 12.

Observamos que as correlações de segunda ordem entre átomo-átomo e entre

luz-luz são extremamente sensíveis à intensidade e à fase do campo óptico e que,
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Figura 3.5: Correlação de 2a ordem no tempo. As linhas tracejada e cheia representam
g
(2)
ĉĉ (t) e g

(2)
ââ (t) ,respectivamente. (a) regime I, com δ = 1, χ2 = 1; (b) regime II,

δ = −1, χ2 = 1. Adotamos α = 2e−iπ/2 e κ = 0. Os parâmetros estão em unidades
de ω.

variando |α|2 e φ, os campos apresentam estatística que varia entre coerente

(g(2)ii (t) = 1), térmica (g(2)ii (t) = 2) e supertérmica (g(2)ii (t) > 2) [31]. Nota-se

também que a presença de colisões desloca, na fase, a estatística dos campos

(Figuras 3.6 - b e 3.7 - b).

Analogamente, apresentamos nas Figuras 3.8 e 3.9 as funções g(2)ĉĉ (t) e g
(2)
ââ (t)

em função da intensidade e da fase do campo óptico para o regime II. Neste caso,

quanto maior o valor de |α|2, menos sensíveis são as correlações à fase do campo
óptico comparadas às correlações no regime I, mas a estatística também varia de

coerente até supertérmica. Entretanto, nas Figuras 3.8 - a e 3.8 - b podemos

ver que a inclusão de colisões tornam as correlações atômicas mais sensíveis à

fase, enquanto que as correlações ópticas tornam-se menos dependentes da fase,

como mostram as Figuras 3.9 - a e 3.9 - b.
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Figura 3.6: Função de correlação g(2)ĉĉ em função da intensidade e da fase do campo
óptico no regime I. (a) κ = 0 e (b) κ = 0, 8. Adotamos δ = 1, χ2 = 1 e t = 12. Os
parâmetros estão em unidades de ω.
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Figura 3.7: Função de correlação g(2)ââ em função da intensidade e da fase do campo
óptico no regime I. (a) κ = 0 e (b) κ = 0, 8. Adotamos δ = 1, χ2 = 1 e t = 12. Os
parâmetros estão em unidades de ω.
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Figura 3.8: Função de correlação g(2)ĉĉ em função da intensidade e da fase do campo
óptico no regime II. (a) κ = 0 e (b) κ = 0, 8. Adotamos δ = −1, χ2 = 1 e t = 12.
Os parâmetros estão em unidades de ω.
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Figura 3.9: Função de correlação g(2)ââ em função da intensidade e da fase do campo
óptico no regime II. (a) κ = 0 e (b) κ = 0, 8. Adotamos δ = −1, χ2 = 1 e t = 12.
Os parâmetros estão em unidades de ω.
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3.3 Correlação entre átomo-fóton

Nesta seção, estudamos as propriedades estatísticas entre os átomos e os fótons

do sistema, através da função de correlação de segunda ordem

g
(2)
ĉâ (t) =


ĉ†(t)ĉ(t)â†(t)â(t)

®
hĉ†(t)ĉ(t)i hâ†(t)â(t)i , (3.36)

tomada no ordenamento de número. Considerando o estado inicial (2.37), obte-

mos

g
(2)
ĉâ (t) =

f(vi, ui) + f(vi, ui, α)

hĉ†(t)ĉ(t)i hâ†(t)â(t)i , (3.37)

onde

f(vi, ui) = (v∗2v3 + v∗4v1)(u
∗
1u4 + u∗3u2) + 2v

∗
2v1u

∗
1u2 (3.38)

+2v∗4v3u
∗
3u4 + (|v2|2 + |v4|2)(|u2|2 + |u4|2)

f(vi, ui, α) = c1(vi, ui) |α|2 + c2(vi, ui) |α|4 +
£
c4(vi, ui) |α|2 α2 + h.c.

¤
+[c3(vi, ui)α

2 + v∗4v3u
∗
4u3α

4 + h.c.], (3.39)

com

c1(vi, ui) = (u∗1u4 + u∗3u2)(v
∗
2v3 + v∗4v1) + (v

∗
3v1 + v∗2v4)(u

∗
1u3 + u∗4u2)

+4v∗4v3u
∗
3u4 + |v3|2 (|u2|2 + |u3|2 + 2 |u4|2) (3.40)

+ |v2|2 (|u3|2 + |u4|2 + |v4|2 (|u2|2 + 3 |u4|2 + 2 |u3|2)),

c2(vi, ui) = (|v3|2 + |v4|2)(|u3|2 + |u4|2) + v∗4v3u
∗
3u4 + v∗3v4u

∗
4u3 (3.41)

c3(vi, ui) = (u∗1u3 + u∗4u2)(v
∗
2v3 + v∗4v1) + u∗4u3(|v2|2 + |v4|2)

+v∗4v3(|u2|2 + 3 |u4|2 + 2 |u3|2). (3.42)
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c4(vi, ui) = u∗4u3(|v3|2 + |v4|2) + v∗4v3(|u3|2 + |u4|2). (3.43)

Particularmente, para campos clássicos, que possuem distribuição P de Glau-

ber positiva [27], a função de correlação de segunda ordem entre átomo-fóton é

limitada por

g
(2)
ĉâ (t) ≤

q
g
(2)
ĉĉ (t)g

(2)
ââ (t),

enquanto que os campos quânticos são limitados por [27]

g
(2)
ĉâ (t) ≤

s·
g
(2)
ĉĉ (t) +

1

hĉ†(t)ĉ(t)i
¸ ·

g
(2)
ââ (t) +

1

hâ†(t)â(t)i
¸
. (3.44)

que para

ĉ†(t)ĉ(t)

®
e

â†(t)â(t)

®À 1, tendem ao limite clássico (??).
Comparamos g(2)ĉâ (t) com os limites clássico e quântico nas regiões instáveis,

para diferentes valores de α, nos casos sem e com colisões atômicas. Na Figura

3.10 apresentamos g(2)ĉâ (t) em função do tempo no regime I para κ = 0, com

α = 0, α = 2 e α = 2e−iπ/2 e para κ = 0, 8 para os mesmos valores de α.

Verificamos que para o caso espontâneo, α = 0, apenas para tempos muito

curtos a desigualdade clássica (??) é maximamente violada (Figura 3.10 - a).
Para α 6= 0, comparando Figura 3.10 - c com a Figura 3.10 - e, observamos que
g
(2)
ĉâ (t) depende da fase e que ambas tendem ao limite clássico para tempos longos.

Para α = 2 a correlação fica bem mais distante do limite superior quântico se

comparada ao caso espontâneo, mas ainda viola a desigualdade clássica para

tempos curtos. Com a inclusão de colisões, verificamos que as correlações são

mais oscilantes e ligeiramente menores e, para α = 2e−iπ/2 a desigualdade clássica

não é mais violada em momento algum.

Apresentamos na Figura 3.11 os mesmos gráficos da Figura 3.10 no regime

II, para κ = 0 e κ = 0, 8. Verificamos que as características são semelhantes ao

regime I para tempos curtos, mas para tempos longos as correlações estacionam

abaixo do limite superior clássico e que a presença de colisões atômicas faz com

que a correlação entre átomo-luz atinja valores menores.
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Figura 3.10: Correlação átomo-fóton em função do tempo para o regime I. Compara-
mos g(2)ĉâ (t) com os limites superiores clássico e quântico, sem colisão (a,c,e) e com
colisão (b,d,f). Adotamos δ = 1 e χ2 = 1. Os parâmetros estão em unidades de ω.
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Figura 3.11: Correlação átomo-fóton em função do tempo para o regime II. Com-
paramos g(2)ĉâ (t) com os limites superiores clássico e quântico, sem colisão (a,c,e) e com
colisão (b,d,f). Adotamos δ = 1 e χ2 = 1. Os parâmetros estão em unidades de ω.
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Neste capítulo, verificamos que as correlações de segunda ordem g
(2)
ii (t) a-

presenta comportamento variando entre coerente, térmico e supertérmico de-

pendendo dos valores da intensidade e fase do campo óptico. A presença de

flutuações térmicas e supertérmicas indicam a presença de emaranhamento, pois

cada subsistema estaria em um estado misto. As correlações típicas de estado

coerente indicam que cada subsistema estaria em um estado puro e, assim, in-

dicam ausência de emaranhamento. Isto sugere que poderíamos ter um controle

óptico sobre o grau de emaranhamento. Entretanto, para garantir que um estado

seja coerente seria necessário verificar a fatoração das correlações em todas as

ordens e não apenas a de segunda ordem. Assim, tornou-se necessário um es-

tudo mais detalhado do emaranhamento, através de outra técnica. Este estudo

foi realizado e os resultados são apresentados e discutidos no próximo capítulo.



Capítulo 4

Emaranhamento entre Átomos e
Luz

Em um sistema de duas componentes (a e b), o emaranhamento entre as partes

caracteriza-se quando o vetor de estado do sistema, |Ψabi, não pode ser escrito
como um produto do vetor de estado de cada subsistema |Ψabi 6= |φai⊗|χbi. Ou,
equivalentemente, por não ser possível fatorar o operador densidade do sistema,

ρ̂ab(t), na forma

ρ̂ab(t) = ρ̂a(t)⊗ ρ̂b(t), (4.1)

onde ρ̂a(b)(t) é o operador densidade reduzido, descrevendo as propriedades do

subsistema a(b), dado por:

ρ̂a(b)(t) = Trb(a) [ρ̂ab(t)] (4.2)

e Trb(a) [ρ̂ab(t)] representa a operação traço sobre ρ̂ab(t) com relação à componente

b(a).

Neste capítulo caracterizaremos a presença de emaranhamento entre átomos

e luz no nosso sistema, através da entropia linear e do parâmetro y introduzido

por V. V. Dodonov [24].

4.1 Operador Densidade

Alguns sistemas físicos podem ser representados por um único vetor de estado

|α(t)i, onde está contida a informação sobre o sistema. Entretanto, existem situ-

35
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ações em que conhecemos apenas a probabilidade Pi de encontrarmos o sistema

em um dado estado |αi(t)i. No primeiro caso dizemos que o sistema se encon-
tra em um estado puro, cuja evolução é descrita pela equação de Schrodinger.

Para obtermos informação do sistema associada a um certo observável Â, basta

calcularmos o seu valor esperadoD
Â
E
= hα(t)| Â |α(t)i . (4.3)

No segundo caso, dizemos que o sistema se encontra em um estado misto. Nesse

caso, para obtermos o valor esperado do mesmo observável Â, tomamos a média

em um ensemble [32] D
Â
E
=
X
i

Pi hαi(t)| Â |αi(t)i , (4.4)

com

0 ≤ Pi ≤ 1 e
X
i

Pi = 1. (4.5)

Usando a relação de completeza
P

β |βi hβ| = 1, é simples mostrar que a

equação (4.4) pode ser escrita como

D
Â
E
=
X
β

hβ|
ÃX

i

Pi |αi(t)i hαi(t)|
!
Â |βi , (4.6)

de onde surge a definição do operador densidade

ρ̂(t) =
X
i

Pi |αi(t)i hαi(t)| (4.7)

e a média do observável Â pode ser reescrita comoD
Â
E
= Tr

h
ρ̂(t)Â

i
. (4.8)

O operador densidade tem as seguintes propriedades

hi| ρ̂ |ii ≥ 0 (4.9)

Trρ̂ = 1 (4.10)

ρ̂ = ρ̂† (4.11)

Trρ̂2 ≤ 1 (4.12)
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sendo que a igualdade em (4.12) ocorre quando o sistema se encontra em um

estado puro. Assim a relação (4.12) é útil para distinguir entre estados puros e

mistos.

O operador densidade (4.7) pode ser utilizado para a descrição de sistemas

puros e mistos. Entretanto, há formas alternativas e equivalentes para a descrição

de um sistema, em termos das funções de distribuição [22]. Especificamente para

o nosso sistema, convém usar uma outra representação para o estado do sistema,

uma vez que a presença simultânea dos termos V1 e V2 (2.26) e a presença de

colisões dificultam o processo de aplicação do operador evolução [27]. Neste

trabalho, vamos utilizar a função de distribuição de Wigner.

4.2 Pureza, Entropia Linear e Emaranhamento

Para sistemas de duas componentes, cujo estado total é puro,

ρ̂ab = |Ψabi hΨab| , (4.13)

a medida da pureza de uma das componentes é suficiente para medir a presença

de emaranhamento. Para visualizar, considere um sistema de duas componentes

em um estado total puro, representado pelo operador densidade (4.13). Quando

o subsistema representado por ρ̂a é puro? Isto é, em qual situação ρ̂a = |φai hφa|?
Somente quando

|Ψabi = |φai⊗ |χbi , (4.14)

onde |φai e |χbi representam o vetor de estado dos subsistemas. Para verificar,

considere que |Ψabi é dado pela equação (4.14), então:

ρ̂ab = |φai hφa|⊗ |χbi hχb| (4.15)

e, de acordo com a equação (4.2), ρ̂a é necessariamente puro:

ρ̂a = |φai hφa| , (4.16)

onde usamos Trb [|χbi hχb|] = 1. Portanto, se a matriz densidade do subsistema
a não for a de um estado puro da forma (4.16), |Ψabi 6= |φai⊗ |χbi e o sistema
total é emaranhado. O estado de máximo emaranhamento é aquele em que ρ̂a
e ρ̂b são maximamente mistos, isto é, aquele em que Trρ̂2a(b)(t) são mínimos.
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Entretanto é mais conveniente usar uma medida que cresça com o aumento do

emaranhamento, por isso utiliza-se a diferença

s(t) = 1− Trρ̂2(t), (4.17)

chamada entropia linear, limitada entre 0 ≤ s(t) ≤ 1, que corresponde aos

primeiros termos da expansão da entropia de von Neumann [33] definida por

S(t) = −Tr [ρ(t) ln ρ(t)] , (4.18)

que é uma generalização da entropia de Boltzmann da Mecânica Estatística

Clássica. É interessante notar que a entropia do sistema total independe do

tempo Sab(t) = Sab(0), enquanto que a entropia das partes,

Sa(b)(t) = −Tra(b)
£
ρa(b)(t) ln ρa(b)(t)

¤
, (4.19)

mantém a dependência temporal.

Assim como a entropia de von Neumann, a entropia linear total de um sistema

de duas componentes, sab(t), é limitada pela desigualdade de Araki - Lieb [34] :

|sa(t)− sb(t)| ≤ sab(t) ≤ sa(t) + sb(t), (4.20)

cuja demonstração é encontrada em [38] e onde

sa(b)(t) = 1− Tr
£
ρ2a(b)(t)

¤
. (4.21)

Portanto, se o sistema total estiver em um estado puro, sab(0) = sab(t) = 0,

necessariamente

sa(t) = sb(t). (4.22)

A equação (4.22) corrobora a conveniência da entropia linear como medida de

emaranhamento, pois o emaranhamento do sistema a com o sistema b, medido

pela entropia sa(t) é igual ao emaranhamento do sistema b com o sistema a,

medido pela entropia sb(t), visto que há apenas os dois subsistemas interagindo.

Para o nosso sistema, cujo estado inicial (2.37) é puro e a evolução é unitária,

a entropia linear total é nula e a entropia das partes será sa(t) = sb(t) = 1 para o

máximo emaranhamento e sa(t) = sb(t) = 0 quando não houver emaranhamento

entre átomos e luz.
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É importante lembrar que para sistemas de duas componentes cujo estado

total é misto ou sistemas com mais de duas componentes, a entropia linear não

é um parâmetro suficiente para determinar a presença de emaranhamento [35],

existindo várias propostas para o estudo do emaranhamento em tais situações

[36, 37].

4.3 Função de Wigner e Entropia Linear

De acordo com a discussão da seção 4.1, vamos utilizar a função de Wigner [22]

como representação do estado do sistema, que para dois modos é definida como

W (βa, βc, t) =
1

π4

Z
d2ηa

Z
d2ηc exp[βaη

∗
a − β∗aηa + βcη

∗
c − β∗cηc]C(ηa, ηc, t),

(4.23)

onde βa,c e ηa,c são complexos,Z
d2ηa(c) =

Z ∞

−∞
dRe(ηa(c))

Z ∞

−∞
d Im(ηa(c)) (4.24)

e C(ηa, ηc, t) é a função característica para dois modos, definida por

C(ηa, ηc, t) = Tr
£
exp[ηaâ

† + ηcĉ
† − η∗aâ+ η∗c ĉ]ρ̂(t)

¤
. (4.25)

A função de Wigner do modo óptico (atômico) é obtida por

Wa(c)(βa(c), t) =

Z
d2βc(a)W (βa, βc, t), (4.26)

e se relaciona com a pureza do modo óptico (atômico), Tr[ρ2a(c)(t)], através da

relação [38]

Tr[ρ2a(c)(t)] = π

Z
d2βa(c)W

2
a(c)(βa(c), t). (4.27)

Portanto, para o cálculo da entropia linear de um dos modos (4.21), será necessário

calcular a função de Wigner do sistema todo e, a seguir, traçar sobre um dos

modos.

A vantagem de utilizarmos a função de Wigner está no fato de que pode-

mos transferir a dependência temporal do operador densidade em (4.25) para os

operadores de criação e aniquilação de átomos e fótons, cuja solução obtivemos
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das equações de movimento de Heisenberg. Como o sistema de interesse tem

evolução unitária, então

ρ̂(t) = Û(t)ρ̂(0)Û †(t), (4.28)

onde Û(t) = e
−iĤt
~ é o operador de evolução temporal do sistema. Substituindo

(4.28) na equação (4.25) e usando a propriedade cíclica do traço obtemos

C(ηa, ηc, t) = Tr
h
Û †(t) exp[ηaâ

† + ηcĉ
† − η∗aâ+ η∗c ĉ]Û(t)ρ̂(0)

i
, (4.29)

e assim

C(ηa, ηc, t) = Tr
£
exp[ηaâ

†(t) + ηcĉ
†(t)− η∗aâ(t) + η∗c ĉ(t)]ρ̂(0)

¤
. (4.30)

Portanto, para obtermos C(ηa, ηc, t) e a função de Wigner do sistema, basta

usarmos as equações (3.6) e (3.7).

Assim, a Wigner do sistema é dada por

W (βa, βc, t) =
exp

h
N2

4I
+ E2

4J

i
exp[V ]

π2
p
[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2] IJ

, (4.31)

os coeficientes e o cálculo detalhado são apresentados no Apêndice III.

Uma vez obtida a função de Wigner do sistema (4.31), devemos calcular a

função deWigner de um dos modos (4.26). Escolhemos arbitrariamente aWigner

do modo óptico

Wa(βa, t) =

Z
d2βcW (βa, βc, t). (4.32)

cuja solução para o nosso sistema é

Wa(βa, t) =
eD+V+A

πξ1/2
exp

·
(S +Q−R)(B2 + C2)− 2i(B2 − C2)(S −Q)

2 [(S +Q−R)2 + (S −Q)2]

¸
,

(4.33)

o cálculo completo e os coeficientes são apresentados no Apêndice IV.

Substituindo a Eq.(4.33) na Eq.(4.27), obtemos, da Eq.(4.21), a entropia

linear do modo óptico
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sa(t) = 1−
exp[Y ∗ + z2

4X
]

πξ
p
t25 − 4t3t4

, (4.34)

cujos coeficientes são apresentados no Apêndice V.

Embora não tenha sido possível verificar explicitamente da expressão da en-

tropia (4.34), devido sua complexidade, verificamos numericamente que a en-

tropia linear independe da intensidade e da fase do campo óptico. Para ilustrar

essa independência, apresentamos na Figura 4.1 a entropia em função do tempo

para três diferentes valores de α, para o sistema sem colisões atômicas, nos

regimes I e II.

Figura 4.1: Entropia linear em função do tempo para três valores diferentes de α
= 0, 2 e 2e−iπ/2. (a) regime I (δ = 1, χ2 = 1) e (b) regime II (δ = −1, χ2 = 1).
Consideramos κ = 0. Os parâmetros estão em unidades de ω. Note a independência
da entropia com α.
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Além da entropia linear, utilizamos o parâmetro de emaranhamento y, defini-

do em [24]

y =


¯̄̄
âĉ†
¯̄̄2
+
¯̄
âĉ
¯̄2

2
³
â†â+ 1

2

´³
ĉ†ĉ+ 1

2

´

1/2

, (4.35)

com ab = habi − hai hbi. O parâmetro y tem a vantagem de ser facilmente

calculável para o nosso sistema. Usando a expansão dos operadores â(t) e ĉ(t)

(3.6, 3.7) e as relações (2.38), obtemos

y =

"
|u1v∗1 + u3v

∗
3|2 + |u1v2 + u3v4|2

2
¡|u2|2 + |u4|2 + 1

2

¢ ¡|v2|2 + |v4|2 + 1
2

¢#1/2 , (4.36)

que independe da intensidade e da fase do campo óptico, corroborando os resul-

tados obtidos numericamente para a entropia linear.

Para ilustrar, mostramos na Figura 4.2, o comportamento do coeficiente y

em função do tempo para os regimes I e II. Verificamos que o máximo de emara-

nhamento medido pelo coeficiente y, ao contrário do medido pela entropia, não

é o mesmo para os regimes I e II.

Figura 4.2: Coeficiente y de emaranhamento em função do tempo para os regimes I
(δ = 1, χ2 = 1) e II (δ = −1, χ2 = 1). Consideramos κ = 0. Os parâmetros estão
em unidades de ω.

A entropia linear em função do tempo é apresentada nas Figuras 4.3 e 4.4

para os dois regimes instáveis, I e II, respectivamente, e comparamos os casos
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sem (κ = 0) e com colisões atômicas (κ = 0, 8). Verificamos que, em ambos

os regimes, o emaranhamento atinge seu valor máximo mais lentamente com a

presença das colisões.

Figura 4.3: Entropia linear em função do tempo para o regime I (δ = 1, χ2 = 1).
Os parâmetros estão em unidades de ω.

A mesma análise dos efeitos das colisões foi realizada para o coeficiente y e

é apresentada nas Figuras 4.5 e 4.6. Para o regime I, verificamos que o emara-

nhamento, com a inclusão de colisões, atinge mais lentamente seu valor máximo.

Entretanto, para o regime II, o coeficiente y se torna oscilante, como pode ser

visto na Figura 4.6. Comparando os dois regimes de instabilidade, verificamos

que, para tempos longos, a entropia linear atinge o mesmo valor máximo para

as regiões I e II, enquanto o coeficiente y apresenta distinção na intensidade de

emaranhamento entre as regiões.

Para a região estável, com δ = 4 e χ2 = 0, 5, mostramos nas Figuras 4.7 e 4.8

a entropia linear e o coeficiente y em função do tempo, respectivamente. Verifi-

camos em ambas as funções, que átomos e luz emaranham-se e desemaranham-se

no tempo, sendo que, nesta região, o grau de emaranhamento medido pela en-

tropia é menor que o grau medido pelo coeficiente y. Verificamos também, que

a inclusão de colisões basicamente desloca os instantes em que o sistema é dese-

maranhado.
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Figura 4.4: Entropia linear em função do tempo para o regime II (δ = −1, χ2 = 1).
Os parâmetros estão em unidades de ω.

t

)(ty

0=k
8.0=k
0=k
8.0=k

Figura 4.5: Coeficiente y em função do tempo para o regime I (δ = 1, χ2 = 1). Os
parâmetros estão em unidades de ω.
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t

)(ty

0=k
8.0=k
0=k
8.0=k

Figura 4.6: Coeficiente y em função do tempo para o regime II (δ = −1, χ2 = 1).
Os parâmetros estão em unidades de ω.

Figura 4.7: Entropia linear em função do tempo para o regime estável (δ = 4, χ2 =
0, 5). Os parâmetros estão em unidades de ω.
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t

)(ty

0=k
8.0=k
0=k
8.0=k

Figura 4.8: Coeficiente y em função do tempo para a região estável (δ = 4, χ2 = 0, 5).
Os parâmetros estão em unidades de ω.



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho estudamos os efeitos das colisões atômicas sobre a dinâmica de

um sistema interagente de átomos aprisionados e luz, no qual ocorre amplificação

simultânea dos campos ópticos e atômicos. De acordo com os resultados obtidos,

podemos listar as seguintes conclusões:

- colisões atômicas alteram a estabilidade do sistema átomos-luz, diminuindo

a taxa de crescimento exponencial dos campos, para valores de parâmetros nos

quais o sistema é instável;

- nos regimes instáveis o sistema apresenta propriedades estatísticas, carac-

terizadas pelas funções de correlação de 2a ordem, que são estacionárias e que

dependem da intensidade e da fase do campo óptico, possibilitando o controle

da estatística dos átomos através de luz. As correlações têm características de

campos que variam de coerentes até supertérmicas e são mais afetadas pelas

colisões no regime II de instabilidade.

- analisando a entropia linear e o parâmetro y, verificamos que o emara-

nhamento independe da intensidade ou da fase do campo óptico. Portanto,

embora seja possível controlar as propriedades estatísticas do sistema, concluí-

mos que não é possível controlar opticamente o grau do emaranhamento. Além

disso, para tempos longos, a entropia linear atinge o mesmo valor máximo de

emaranhamento para ambos os regimes de instabilidade, enquanto que o coefi-

ciente y toma valores máximos de emaranhamento distintos entre uma região e

outra, sendo menor para o regime II.

Como vimos, sistemas interagentes de átomos aprisionados e campos ópti-

cos apresentam comportamento físico muito interessante. Alguns aspectos que

48
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não foram considerados neste trabalho e que podem ser explorados são, por

exemplo, a inclusão de dissipação no campo da cavidade e seu impacto sobre as

propriedades do sistema e a inclusão do modo ĉ0, que tornaria a dinâmica não

linear.



Capítulo 6

Apêndices

6.1 Apêndice I: Gross - Pitaevskii

A função de onda ψ(r) de um condensado, formado por N átomos no estado

fundamental do potencial, sem interação, obedece à equação de Schröedinger

linear

Ĥ0ψ(r) = Eψ(r), (6.1)

onde

Ĥ0 =
nP

α=1

µ
p̂2α
2mα

+ V (rα)

¶
. (6.2)

Mas esta é uma situação ideal. Os átomos no estado condensado interagem

sob um potencial efetivo

U(r, r0) = U0δ
3(r − r0), (6.3)

com

U0 =
4π~2a
m

, (6.4)

onde a é o comprimento de espalhamento de onda-s.

Com a presença de colisões a função de onda, ψ(r), é modificada e passa a

satisfazer a equação de Gross-Pitaevskii

50
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³
Ĥ0 + U0(N − 1) |ψ(r)|2

´
ψ(r1, .., rn) = µψ(r), (6.5)

onde N À 1 (∼ 106) de forma que podemos fazer N − 1 ≈ N .

Demonstração:

1) Hartree

Devemos inicialmente considerar o ansatz (Hartree): a função de onda de

um sistema de N partículas em um mesmo estado quântico é dada pelo produto

da função de onda de cada partícula naquele estado,

ψ(r1, ..., rn) = ψ1(r1)ψ2(r2)...ψn(rn). (6.6)

Para o caso de partículas idênticas, as funções de onda são idênticas e,

portanto

ψ(r1, ..., rn) =
n

Π
i=1

ψ(ri). (6.7)

2) Funcional da Energia

Considere um condensado de N átomos idênticos interagentes cujo Hamil-

toniano é dado por

Ĥ = Ĥ0 + ĤI , (6.8)

onde Ĥ0 é dado por (6.2) e ĤI é dado por

ĤI =
1

2

P
α6=β

U(rα, rβ). (6.9)

O valor esperado de Ĥ, tomado no estado condensado ψ(r1, ..., rn), é dado

por

hψ(r1, ..., rn)| Ĥ |ψ(r1, ..., rn)i = E[ψ,ψ∗], (6.10)

onde E[ψ,ψ∗] é o funcional da energia do sistema, isto é, a energia é um funcional

de ψ e ψ∗. Uma vez obtido o funcional da energia, basta minimizá-lo com relação

ao estado fundamental para obtermos a equação de Gross-Pitaevskii.

Para obter E[ψ,ψ∗] calcularemos o valor médio de Ĥ em duas partes:

a) contribuição de Ĥ0

- para um único átomo β
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hψ| Ĥβ
0 |ψi = hψ|

·
p̂2β
2m

+ V (rβ)

¸
|ψi (6.11)

=

Z
d3nxψ∗(r1)...ψ∗(rn)

·
p̂2β
2m

+ V (rβ)

¸
ψ(r1)...ψ(rn)

=

Z
d3nxψ∗(rβ)

·
p̂2β
2m

+ V (rβ)

¸
ψ(rβ) Π

α6=β
|ψ(rα)|2 ,

usando Z
d3rα6=β Π

α6=β
|ψ(rα)|2 = 1, (6.12)

obtemos

hψ| Ĥβ
0 |ψi =

Z
d3rβψ

∗(rβ)
·
p̂2β
2m

+ V (rβ)

¸
ψ(rβ). (6.13)

- para N átomos idênticos

hψ| Ĥ0 |ψi = N

Z
d3rψ∗(r)

·
p̂2

2m
+ V (r)

¸
ψ(r). (6.14)

b) contribuição de ĤI :

- para um único par de átomos β 6= γ

hψ|U(rβ, rγ) |ψi = U0 hψ| δ3(rβ − rγ) |ψi (6.15)

= U0

Z
d3nxψ∗(r1)...ψ∗(rn)δ3(rβ − rγ)ψ(r1)...ψ(rn)

= U0

Z
d3nxψ∗(rβ)ψ∗(rγ)δ3(rβ − rγ)ψ(rβ)ψ(rγ) Π

α6=β,γ
|ψ(rα)|2 ,

usando Z
d3rα6=β,γ Π

α6=β,γ
|ψ(rα)|2 = 1, (6.16)

obtemos

hψ|U(rβ, rγ) |ψi = g

Z
d3xψ∗2(rβ)ψ2(rβ). (6.17)

- para N(N − 1)/2 pares de átomos
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hψ| ĤI |ψi = U0
N(N − 1)

2

Z
d3xψ∗2(r)ψ2(r). (6.18)

Portanto o funcional da energia, por átomo, é dado por

E[ψ,ψ∗]
N

=

Z
d3rψ∗(r)

·
p̂2

2m
+ V (r)

¸
ψ(r) + U0

(N − 1)
2

Z
d3xψ∗2(r)ψ2(r).

(6.19)

3) Minimização do Funcional da Energia

Para minimizar E[ψ,ψ∗]
N

devemos usar cálculo variacional. Note, entretanto,

que há um vínculo para ψ(r)Z
d3xψ∗(r)ψ(r) = 1, (6.20)

que garante a normalização da função de onda. Portanto será preciso usar a

técnica dos multiplicadores de Lagrange.

- Teorema de Lagrange: calcular um extremo de F (x, y) sob o vínculoG(x, y),

é equivalente a calcular um extremo da função

F (x, y) + λG(x, y), (6.21)

onde λ é uma certa constante, desde que pelo menos uma das derivadas parciais
∂G
∂x
, ∂G

∂y
não se anule no ponto crítico.

Assim, calcular o mínimo da (6.19) com relação à ψ∗, com a restrição (6.20),

é equivalente a

∂

∂ψ∗

µ
E[ψ,ψ∗]

N
− µ

Z
d3rψ∗ψ

¶
= 0, (6.22)

onde escolhemos λ = −µ e µ é o potencial químico1. Note que podemos associar
uma densidade de energia K(ψ, ψ∗)

K(ψ,ψ∗) =
E[ψ, ψ∗]

N
− µ

Z
d3rψ∗ψ. (6.23)

Assim
1Essa escolha se justifica já que µ é a variação da energia em função do número de átomos,

mantendo entropia e volume constantes: µ =
¡
∂E
∂N

¢
S,V

.
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0 =
∂

∂ψ∗
K(ψ, ψ∗) (6.24)

=

Z
d3r

·
p̂2

2m
+ V (r)

¸
ψ(r) + U0(N − 1)

Z
d3xψ∗(r)ψ2(r)− µ

Z
d3rψ(r)

=

Z
d3r

µ
p̂2

2m
+ V (r) + U0(N − 1) |ψ(r)|2 − µ

¶
ψ(r).

Portanto, obtemos a equação de Gross-Pitaevskiiµ
p̂2

2m
+ V (r) + U0(N − 1) |ψ(r)|2

¶
ψ(r) = µψ(r). (6.25)

6.2 Apêndice II - Coeficientes uj(t) e vj(t)

Nosso problema consiste em resolver o seguinte sistema de equações diferenciais

dâ

dt
= −iδâ− iχm(ĉ

† + ĉ)

dâ†

dt
= iδâ† + iχm(ĉ

† + ĉ)

dĉ

dt
= −iωcĉ− iχm(â

† + â)− 2iκmĉ† (6.26)

dĉ†

dt
= iωcĉ

† + iχm(â
† + â) + 2iκmĉ.

Aplicando a Transformada de Laplace [30]

L(ĉ) ≡ F (s) =

Z ∞

0

e−stĉ(t)dt (6.27)

L(â) ≡ G(s) =

Z ∞

0

e−stâ(t)dt

e a propriedade

L

µ
dy

dt

¶
= sL(y)− y(0), (6.28)

obtemos o sistema de equações algébricas
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sF − ĉ(0) = −iωcF − iχm(G
† +G) (6.29)

sF † − ĉ†(0) = iωcF
† + iχm(G

† +G)

sG− â(0) = −iδG− iχm(F
† + F )

sG† − â†(0) = iδG† + iχm(F
† + F ),

cuja solução é dada por

F = f1(s)ĉ(0) + f2(s)ĉ
†(0) + f3(s)â(0) + f4(s)â

†(0), (6.30)

G = g1(s)ĉ(0) + g2(s)ĉ
†(0) + g3(s)â(0) + g4(s)â

†(0), (6.31)

onde

f1(s) =
−2iδχ2m − (s− iωc)(s

2 + δ2)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m
(6.32)

f2(s) =
iκm(s

2 + δ2)− 2iδχ2m
(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m

f3(s) =
−χm(s− iδ)(κm − ωc − is)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m

f4(s) =
−χm(s+ iδ)(κm − ωc − is)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m

g1(s) =
−χmωc(s− iδ) + χm(s− iδ)(κm − is)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m
(6.33)

g2(s) =
χmωc(s− iδ)− χm(s− iδ)(κm + is)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m

g3(s) =
(s2 + ω2c − κ2m)(s− iδ) + 2iχ2m(ωc − κm)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m

g4(s) =
2iχ2m(ωc − κm)

(s2 + ω2c − 4κ2m)(s2 + δ2) + (8κm − 4ωc)δχ2m
.

Agora basta fazermos a Transformada Inversa de Laplace dos coeficientes

fj(s) e gj(s),
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vj(t) =

Z ∞

0

e−stfj(s)ds (6.34)

uj(t) =

Z ∞

0

e−stgj(s)ds,

ou seja,

u1(t) =
χme

ω1t(ω1 − iδ)(−iω1 + κm − ωc)

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.35)

χme
ω2t(ω2 − iδ)(−iω2 + κm − ωc)

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

χme
ω3t(ω3 − iδ)(−iω3 + κm − ωc)

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

χme
ω4t(ω4 − iδ)(−iω4 + κm − ωc)

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

u2(t) =
χme

ω1t(ω1 − iδ)(ωc − iω1 − κm)

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.36)

χme
ω2t(ω2 − iδ)(ωc − iω2 − κm)

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

χme
ω3t(ω3 − iδ)(ωc − iω3 − κm)

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

χme
ω4t(ω4 − iδ)(ωc − iω4 − κm)

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

u3(t) =
eω1t[(ω21 + ω2c − κ2m)(ω1 − iδ) + 2iχ2m(ωc − κm)]

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.37)

eω2t[(ω22 + ω2c − κ2m)(ω2 − iδ) + 2iχ2m(ωc − κm)]

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

eω3t[(ω23 + ω2c − κ2m)(ω3 − iδ) + 2iχ2m(ωc − κm)]

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

eω4t[(ω24 + ω2c − κ2m)(ω4 − iδ) + 2iχ2m(ωc − κm)]

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)
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u4(t) =
2iχ2m(ωc − κm)e

ω1t

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.38)

2iχ2m(ωc − κm)e
ω2t

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

2iχ2m(ωc − κm)e
ω3t

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

2iχ2m(ωc − κm)e
ω4t

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

v1(t) =
eω1t[(ω21 + δ2)(ω1 − iωc) + 2iδχ

2
m]

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.39)

eω2t[(ω22 + δ2)(ω2 − iωc) + 2iδχ
2
m]

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

eω3t[(ω23 + δ2)(ω3 − iωc) + 2iδχ
2
m]

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

eω4t[(ω24 + δ2)(ω4 − iωc) + 2iδχ
2
m]

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

v2(t) =
[2iδχ2m − iκm(ω

2
1 + δ2)]eω1t

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.40)

[2iδχ2m − iκm(ω
2
2 + δ2)]eω2t

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

[2iδχ2m − iκm(ω
2
3 + δ2)]eω3t

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

[2iδχ2m − iκm(ω
2
4 + δ2)]eω4t

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

v3(t) =
−iχmeω1t(ω1 − iδ)(ω1 − iωc + iκm)

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.41)

−iχmeω2t(ω2 − iδ)(ω2 − iωc + iκm)

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

−iχmeω3t(ω3 − iδ)(ω3 − iωc + iκm)

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

−iχmeω4t(ω4 − iδ)(ω4 − iωc + iκm)

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)
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v4(t) =
−iχmeω1t(ω1 + iδ)(ω1 − iωc + iκm)

(ω1 − ω2)(ω1 − ω3)(ω1 − ω4)
+ (6.42)

−iχmeω2t(ω2 + iδ)(ω2 − iωc + iκm)

(ω2 − ω1)(ω2 − ω3)(ω2 − ω4)
+

−iχmeω3t(ω3 + iδ)(ω3 − iωc + iκm)

(ω3 − ω1)(ω3 − ω2)(ω3 − ω4)
+

−iχmeω4t(ω4 + iδ)(ω4 − iωc + iκm)

(ω4 − ω1)(ω4 − ω2)(ω4 − ω3)

onde ω1,2,3,4 são as raízes que satisfazem a equação quártica

(s2 + ω2c − κ2m)(s
2 + δ2) + (κm − ωc)4δχ

2
m = 0, (6.43)

dadas por

ω1 =

s
κ2m
2
− δ2

2
− ω2c
2
+
1

2

p
ξ (6.44)

ω2 = −
s

κ2m
2
− δ2

2
− ω2c
2
+
1

2

p
ξ (6.45)

ω3 =

s
κ2m
2
− δ2

2
− ω2c
2
− 1
2

p
ξ (6.46)

ω4 = −
s

κ2m
2
− δ2

2
− ω2c
2
+
1

2

p
ξ, (6.47)

com

ξ =
¡
δ2 + ω2c − κ2m

¢2
+ 4δ(κm − ωc)(δκm − 4χ2m + δωc). (6.48)

6.3 Apêndice III - Cálculo da Função deWigner

Considerando o estado inicial (2.37), temos

ρ̂(0) = |0, αi hα, 0|
e assim
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C(ηa, ηc, t) = hα, 0| exp[ηaâ†(t) + ηcĉ
†(t)− η∗aâ(t) + η∗c ĉ(t) |0, αi . (6.49)

Usando a expansão dos operadores â(t) e ĉ(t) (3.6, 3.7) e as relações (2.38),

encontramos

C(ηa, ηc, t) = exp[qα− q∗α∗ − 1/2 ¡|q|2 + |p|2¢], (6.50)

onde

q = ηau
∗
4 − η∗au3 + ηcv

∗
4 − η∗cv3, (6.51)

p = ηau
∗
2 − η∗au1 + ηcv

∗
2 − η∗cv1. (6.52)

Assim, a função de Wigner (4.23) é dada por

W (βa, βc, t) =
1

π4

Z
d2ηa

Z
d2ηce

βaη
∗
a−β∗aηa+βcη∗c−β∗cηceqα−q

∗α∗−1/2(|q|2+|p|2).

(6.53)

Para a integração, abrimos novamente os coeficientes q e p, juntamos os

termos em ηa e ηc e, para integrarmos inicialmente em ηa, explicitamos os termos

independentes de ηa,

W (βa, βc, t) =
1

π4

Z
d2ηcexp

£−(dη2c + c.c.)− (lηc − c.c.)− b |ηc|2
¤| {z }

A(ηc)

(6.54)

×
Z

d2ηaexp[−(cη2a + rηa + c.c.)− (jηa − c.c.)− a |ηa|2]| {z }
B(ηa,ηc)

,

onde c.c. significa complexo conjugado e
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a = 1/2(|u1|2 + |u2|2 + |u3|2 + |u4|2),
b = 1/2(|v1|2 + |v2|2 + |v3|2 + |v4|2),
c = −1/2(u∗1u∗2 + u∗3u

∗
4),

d = −1/2(v∗1v∗2 + v∗3v
∗
4),

f = 1/2(u∗1v1 + u∗2v2 + u∗3v3 + u∗4v4), (6.55)

g = −1/2(u∗1v∗2 + u∗2v
∗
1 + u∗3v

∗
4 + u∗4v

∗
3),

j = β∗a − u∗4α− u∗3α
∗,

l = β∗c − v∗4α− v∗3α
∗,

r = fη∗c + gηc.

Considerando que ηa pode ser separado como ηa = x+iy, tal que d2ηa = dxdy

(4.24), a primeira integração consiste em

Z
d2ηaB(ηa, ηc) =

Z ∞

−∞
dx

Z ∞

−∞
dye−(a+c+c

∗)x2−(r+r∗+j−j∗)x| {z }
D(x)

(6.56)

×e−(a−c−c∗)y2−i(r−r∗+j+j∗)y−2i(c−c∗)xy| {z }
E(x,y)

.

Vamos integrar primeiramente em y,

Z ∞

−∞
dyE(x, y) =

Z ∞

−∞
dye−(a−c−c

∗)y2−[i(r−r∗+j+j∗)+2(c−c∗)x]y, (6.57)

mas note que a integral é gaussiana, cuja solução é

Igaussiana =

Z ∞

−∞
dye−Ay

2−By (6.58)

=

Z ∞

−∞
dye−A(y

2+B
A
y)

= e
B2

4A

Z ∞

−∞
dye−A(y+

B
2A
)2| {z }√

π
A

=

r
π

A
e
B2

4A .



6. Apêndices 61

Assim, a integração em y (6.57) resulta

Z ∞

−∞
dyE(x, y) =

r
π

a− c− c∗
exp

·
[i(r − r∗ + j + j∗) + 2(c− c∗)x]2

4(a− c− c∗)

¸
. (6.59)

Portanto, a integral (6.56) torna-se

Z
d2ηaB(ηa, ηc) =

√
π

Z ∞

−∞
dx

e−(a+c+c
∗)x2−(r+r∗+j−j∗)x
√
a− c− c∗

e
[i(r−r∗+j+j∗)+2(c−c∗)x]2

4(a−c−c∗) ,

(6.60)

restando a integração em x, que também é uma gaussiana e, embora seja mais

trabalhosa, é resolvida da mesma forma que a integração em y, resultando

Z
d2ηaB(ηa, ηc) =

πq
a+ c+ c∗ + (c−c∗)2

a−c−c∗
exp

"
− [r − r∗ + j + j∗]2

4(a− c− c∗)

#

× exp
£r + r∗ + j − j∗ + r−r∗+j+j∗

a−c−c∗ (c− c∗)
¤2

4
³
a+ c+ c∗ + (c−c∗)2

a−c−c∗
´

 .(6.61)
Substituindo a (6.61) na função de Wigner (6.54)

W (βa, βc, t) =
1

π3

Z
d2ηc

A(ηc)q
a+ c+ c∗ + (c−c∗)2

a−c−c∗
exp

"
− [r − r∗ + j + j∗]2

4(a− c− c∗)

#

× exp
£r + r∗ + j − j∗ + r−r∗+j+j∗

a−c−c∗ (c− c∗)
¤2

4
³
a+ c+ c∗ + (c−c∗)2

a−c−c∗
´

 . (6.62)

A integração em ηc, foi feita de maneira análoga à em ηa: abrindo-se os coefi-

cientes dependentes de ηc (A(ηc) e r), separando ηc em partes real e imaginária,

ηc = x + iy, e resolvendo as integrais gaussianas em x e y. O procedimento é

idêntico, porém demasiado longo, apresentaremos apenas o resultado final:

W (βa, βc, t) =
exp

h
N2

4I
+ E2

4J

i
exp[V ]

π2
p
[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2] IJ

, (6.63)
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onde os coeficientes N, I,E, J,Q,R, S, T, U e V são:

N = i(T − U),

I = R−Q− S,

E = T + U +
(Q− S)(T − U)

R−Q− S
, (6.64)

J = Q+R+ S +
(Q− S)2

R−Q− S
,

Q = d− (g + f∗)2(a− c− c∗)
4 [(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

− 2(c− c∗)(g2 − f∗2)
4 [(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

(6.65)

+
(g − f∗)2(a+ c+ c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
,

R = b− 2(g + f∗)(f + g∗)(a− c− c∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

− 4(c− c∗)(gf − g∗f∗)
4 [(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

(6.66)

+
2(g − f∗)(f − g∗)(a+ c+ c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
,

S = d∗ − (f + g∗)2(a− c− c∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

− 2(c− c∗)(f2 − g∗2)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

(6.67)

+
(f − g∗)2(a+ c+ c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
,

T = l − 2(g + f∗)(j − j∗)(a− c− c∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

− 4(c− c∗)(jg + j∗f∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

(6.68)

+
2(g − f∗)(j + j∗)(a+ c+ c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
,
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U = −l∗ − 2(f + g∗)(j − j∗)(a− c− c∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

− 4(c− c∗)(jf + j∗g∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

(6.69)

+
2(f − g∗)(j + j∗)(a+ c+ c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
,

V =
(j − j∗)2(a− c− c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

+
2(c− c∗)(j2 − j∗2)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
(6.70)

− (j + j∗)2(a+ c+ c∗)
4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]

,

6.4 Apêndice IV - Cálculo da Wigner do Modo

Óptico

Para a integração em βc, devemos abrir os coeficientes da Eq.(6.63) para re-

cuperar a dependência em βc. Entretanto, observando os coeficientes (6.55),

notamos que apenas l depende de βc, de forma que basta abrir os termos que

dependam de l e l∗, ou seja, apenas os que contêm T ou U , que, de acordo com

as equações da (6.64), são N e E. Dessa forma, o único termo da Eq.(6.63)

que ficará na integral em βc será: exp
h
N2

4I
+ E2

4J

i
. Usando as definições (6.64),

obtemos para o argumento da exponencial

N2

4I
+

E2

4J
= − (T − U)2

4(R−Q− S)
+

h
T + U + (Q−S)(T−U)

R−Q−S
i2

4
h
Q+R+ S + (Q−S)2

R−Q−S
i , (6.71)

juntando os termos em T 2, U2 e TU encontramos

N2

4I
+

E2

4J
=

− [ST 2 +QU2 +RTU ]

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2
. (6.72)

Note (6.68 e 6.69), entretanto, que podemos definir T = T 0 + l e U = U 0 − l∗,

então
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N2

4I
+

E2

4J
=
−(2T 0S +RU 0)l + (2U 0Q+RT 0)l∗ − Sl2 −Ql∗2 +R |l|2

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2

+
−(RT 0U 0 +QU 02 + ST 02)

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2| {z }
A

, (6.73)

onde A independe de l,

A =
−(RT 0U 0 +QU 02 + ST 02)

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2
. (6.74)

Assim, a função de Wigner do modo óptico é reescrita como

Wa(βa, t) =
eV+A

R
d2βc exp

h
−(2T 0S+RU 0)l+(2U 0Q+RT 0)l∗−Sl2−Ql∗2+R|l|2

(R−Q−S)(Q+R+S)+(Q−S)2
i

π2
p
[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2] IJ

. (6.75)

Usando a definição de l (6.55) e organizando os termos, a integral em βc,

Intβc ≡
Z

d2βc exp

"
−(2T 0S +RU 0)l + (2U 0Q+RT 0)l∗ − Sl2 −Ql∗2 +R |l|2

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2

#
,

torna-se

Intβc =

Z
d2βc exp

£
Bβ∗c + Cβc − Sβ∗2c −Qβ2c +R |βc|2 +D

¤
, (6.76)

onde

B =
−2T 0S −RU 0 + 2S(v∗4α+ v∗3α

∗)−R(v4α
∗ + v3α)

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2
, (6.77)

C =
2U 0Q+RT 0 + 2Q(v4α∗ + v3α)−R(v∗4α+ v∗3α

∗)
(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2

, (6.78)

D =
(2T 0S +RU 0)(v∗4α+ v∗3α

∗)− (2U 0Q+RT 0)(v4α∗ + v3α)

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2
(6.79)

+
R |v4α∗ + v3α|2 − S(v∗4α+ v∗3α

∗)2 −Q(v4α
∗ + v3α)

2

(R−Q− S)(Q+R+ S) + (Q− S)2
.
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Separando βc em βc = x+ iy,

Intβc = eD
Z ∞

−∞
dx

Z ∞

−∞
dy exp[−(S +Q−R)x2 + (B + C)x] (6.80)

× exp[−(R− S −Q)y2 − i(B − C)y + 2i(S −Q)xy],

chegamos novamente a duas integrais gaussianas. Resolvendo em y a equação

(6.80) torna-se

Intβc =

r
π

S +Q−R
eD
Z ∞

−∞
dx exp[−(S +Q−R)x2 + (B + C)x]

× exp[[B − C − 2i(S −Q)x]2

4(S +Q−R)
], (6.81)

finalmente, integrando em x encontramos

Intβc =
π exp

h
D + (B−C)2

4(S+Q−R)
i
exp

h
[i(B−C)(S−Q)−(B+C)(S+Q−R)]2
4(S+Q−R)[(S+Q−R)2+(S−Q)2]

i
[(S +Q−R)2 + (S −Q)2]1/2

, (6.82)

e, portanto, a função de Wigner do modo óptico (6.75) é dada por

Wa(βa, t) =
eD+V+A

πξ1/2
exp

·
(S +Q−R)(B2 + C2)− 2i(B2 − C2)(S −Q)

2 [(S +Q−R)2 + (S −Q)2]

¸
,

(6.83)

onde

ξ = IJ
£
(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2

¤ £
(S +Q−R)2 + (S −Q)2

¤
.

(6.84)

6.5 Apêndice V - Coeficientes da Entropia

Obtida a função de Wigner do modo óptico (4.33), basta calcular a integral da

Eq. (4.27) para obtermos a entropia linear dada pela Eq.(4.21). Substituindo a

(4.33) na (4.27) obtemos
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Tr(ρ2a) =
1

πξ

Z
d2βae

D+V+A exp

·
(S +Q−R)(B2 + C2)− 2i(B2 − C2)(S −Q)

[(S +Q−R)2 + (S −Q)2]

¸
,

(6.85)

onde A,B,C,D (através dos coeficientes T 0, U 0) e V dependem de j, j∗ que de-

pendem de βa, β
∗
a. Explicitamente

T 0 = jf1 − j∗f2, (6.86)

U 0 = jf3 − j∗f4, (6.87)

V = f5j
2 + f6j

∗2 − f7 |j|2 , (6.88)

onde

f1 =
2(g − f∗)(a+ c+ c∗)− 4g(c− c∗)− 2(g + f∗)(a− c− c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.89)

f2 =
4f∗(c− c∗)− 2(g − f∗)(a+ c+ c∗)− 2(g + f∗)(a− c− c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.90)

f3 =
2(f − g∗)(a+ c+ c∗)− 4f(c− c∗)− 2(f + g∗)(a− c− c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.91)

f4 =
4g∗(c− c∗)− 2(f − g∗)(a+ c+ c∗)− 2(f + g∗)(a− c− c∗)

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.92)

f5 =
−4c∗

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.93)

f6 =
−4c

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
, (6.94)

f7 =
a− c− c∗

4[(a− c− c∗)(a+ c+ c∗) + (c− c∗)2]
. (6.95)

O procedimento para a integração βa (6.85) é idêntico ao ultilizado nas inte-

grações anteriores: substitui-se as equações (6.86 e 6.87) em A,B,C e D (6.77,
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6.78, 6.79 e 6.73) e, usando a definição de j = β∗a − u∗4α− u∗3α
∗ (6.55) e a sepa-

ração βa = x+ iy, obtém-se novamente duas integrais gaussianas, cujas soluções

conhecemos. Entretanto, os coeficientes se tornaram extremamente complexos,

de forma que não foi possível obter uma expressão analítica simples. O resultado

final para a entropia linear do modo óptico é

sa(t) = 1−
exp[Y ∗ + z2

4X
]

πξ
p
t25 − 4t3t4

, (6.96)

onde

Y ∗ = t6 − (t1 − t2)
2

4Y
, (6.97)

z =
(t1 − t2)(t4 − t3)

Y
− t1 − t2, (6.98)

X =
(t4 − t3)

2

Y
− (t3 + t4 + t5), (6.99)

com

t1 = 2k1 − (h1 − g1)(h3 − g3)

Φ
+

p1p3
Θ

, (6.100)

t2 = 2k2 − (h2 − g2)(h3 − g3)

Φ
+

p2p3
Θ

, (6.101)

t3 = 2k4 − (h2 − g2)
2

2Φ
+

p22
2Θ

, (6.102)

t4 = 2k5 − (h1 − g1)
2

2Φ
+

p21
2Θ

, (6.103)

t5 = 2k6 − (h2 − g2)(h1 − g1)

Φ
+

p2p1
Θ

, (6.104)

t6 = 2k3 − (h3 − g3)
2

2Φ
+

p23
2Θ

(6.105)

e os novos coeficientes gi, hi, ki, pi,Θ e Φ são

g1 =
2Qf3 −Rf1
R2 − 4QS , (6.106)
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g2 =
2Qf4 +Rf1
R2 − 4QS , (6.107)

g3 = −g1(αu∗4(t) + α∗u∗3(t))− g2(αu3(t) + α∗u4(t)) (6.108)

+
R(αv∗4(t) + α∗v∗3(t))

R2 − 4QS +
2Q(αv3(t) + α∗v4(t))

R2 − 4QS ,

h1 =
−2Sf1 +Rf3
R2 − 4QS , (6.109)

h2 =
2Sf2 −Rf4
R2 − 4QS , (6.110)

h3 = −h1(αu∗4(t) + α∗u∗3(t))− h2(αu3(t) + α∗u4(t)) (6.111)

+
R(αv3(t) + α∗v4(t))

R2 − 4QS +
2S(αv∗4(t) + α∗v∗3(t))

R2 − 4QS ,

k1 = −
·
(2Sf2 −Rf4) (αv

∗
4(t) + α∗v∗3(t)) + (Rf2 − 2Qf4)(αv3(t) + α∗v4(t))

R2 − 4QS
¸

−2(αu3(t) + α∗u4(t))
·
f5 +

Rf1f3 − Sf21 −Qf23
R2 − 4QS

¸
(6.112)

+(αu∗4(t) + α∗u∗3(t))
·
f7 +

R(f1f4 + f2f3)− 2Sf1f2 − 2Qf3f4
R2 − 4QS

¸

k2 =

·
(2Sf1 −Rf3)(αv

∗
4(t) + α∗v∗3(t)) + (Rf1 − 2Qf3)(αv3(t) + α∗v4(t))

R2 − 4QS
¸

−2(αu∗4(t) + α∗u∗3(t))
·
f6 +

Rf2f4 − Sf22 −Qf24
R2 − 4QS

¸
(6.113)

+(αu3(t) + α∗u4(t))
·
f7 +

R(f1f4 + f2f3)− 2Sf1f2 − 2Qf3f4
R2 − 4QS

¸
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k3 =
(αu3 + α∗u4) [(2Sf2 −Rf4) (αv

∗
4 + α∗v∗3) + (Rf2 − 2Qf4)(αv3 + α∗v4)]
R2 − 4QS

−(αu
∗
4 + α∗u∗3) [(2Sf1 −Rf3)(αv

∗
4 + α∗v∗3) + (Rf1 − 2Qf3)(αv3 + α∗v4)]
R2 − 4QS

+

¡
α2u∗24 + α∗2u∗23 + 2 |α|2 u∗3u∗4

¢
(f5 +Rf1f3 − Sf21 −Qf23 )

R2 − 4QS (6.114)

−S
£
α2v∗24 + α∗2v∗23 + 2 |α|2 v∗3v∗4

¤
R2 − 4QS − Q

£
α2v23 + α∗2v24 + 2 |α|2 v3v4

¤
R2 − 4QS

−R
£
α2v3v

∗
4 + α∗2v4v∗3 + |α|2 (|v3|2 + |v4|2)

¤
R2 − 4QS

k4 = f6 +
Rf2f4 − Sf22 −Qf24

R2 − 4QS (6.115)

k5 = f5 +
Rf1f3 − Sf21 −Qf23

R2 − 4QS (6.116)

k6 = f7 − R(f1f4 + f2f3)− 2Sf1f2 − 2Qf3f4
R2 − 4QS (6.117)

p1 = h1
2Q−R

R−Q− S
+ g1

2S −R

R−Q− S
, (6.118)

p2 = h2
2Q−R

R−Q− S
+ g2

2S −R

R−Q− S
, (6.119)

p3 = h3
2Q−R

R−Q− S
+ g3

2S −R

R−Q− S
, (6.120)

Θ =
Q+R+ S + (R−Q− S)(Q− S)2

R2 − 4QS (6.121)

Φ =
R−Q− S

R2 − 4QS , (6.122)
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