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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos uma teoria abstrata para existência e caracterização

de atratores para semigrupos mult́ıvocos definidos por semifluxos generalizados. Pos-

teriormente aplicamos os resultados abstratos à sistemas de inclusões diferenciais

governados pelo p-laplaciano e obtivemos semicontinuidade superior dos atratores

quando o parâmetro de difusão tende a infinito.



Abstract

In this work we developed an abstract theory for existence and characterization of

attractors for multivalued semigroups defined by generalized semiflows and we apply

the abstract results to systems of p-laplacian differential inclusions and we obtain

upper semicontinuity of the attractors as the parameter of diffusion goes to infinity.
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Caṕıtulo 0

Introdução

É conhecido na literatura que problemas de reação e difusão da forma

ut −D∆u+ f(u,∇u) = 0

com condições de fronteira de Neumann homogêneas, u = (u1, · · ·, um)T e D =

diag(d1, · · ·, dm) têm a dinâmica assintótica descrita por um sistema de equações

diferenciais ordinárias quando os coeficientes de difusão tornam-se arbitrariamente

grandes, isto é, quando d0 = inf1≤i≤mdi tende a infinito. A justificativa f́ısica

para este fenômeno baseia-se no fato de que, se a difusão é muito grande então

rapidamente ocorre um processo de redistribuição de u e, havendo homogenização,

qualquer variação espacial de u reduz-se a zero. Ou seja, o único parâmetro relevante

no limite da dinâmica do problema passa a ser o tempo, [11, 15, 17, 26, 35].

Este é o tema que norteia este trabalho, no qual mostramos que o mesmo

fenômeno ocorre em sistemas similares envolvendo o operador p-laplaciano ∆p, p > 2.

Neste caso, o processo de homogenização em um problema escalar descrito por uma

equação bem posta se dá de uma forma bastante natural e pode ser demonstrado

através de uma seqüência de passos que descreveremos a seguir.
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Consideramos

∂uD

∂t
(t)−D4pu

D(t) + |uD(t)|p−2uD(t) = B(uD(t)), t > 0

∂u

∂n
(t, x) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0

uD(0) = uD0 ∈ L2(Ω),

onde Ω é um domı́nio limitado de IRn com fronteira suave, n ≥ 1, D ≥ 1 é

constante, B : L2(Ω) → L2(Ω) uma aplicação globalmente Lipschitz, e ∆p =

div(|∇uD|p−2∇uD), p > 2. Primeiramente notamos que, para cada valor do pa-

râmetro D, o problema acima define um semigrupo cont́ınuo {SD(t)} de operadores

não-lineares em L2(Ω) e existe um atrator global AD para este semigrupo neste

espaço, [12]. Quando o parâmetro de difusão tende a infinito mostramos que as

soluções da equação aproximam-se de sua média espacial depois de transcorrido al-

gum tempo, e a famı́lia de atratores {AD} é semicont́ınua superiormente com relação

a D em D = +∞ no seguinte sentido: dist(AD,A∞) → 0 quando D → +∞, onde

A∞ é o atrator do semigrupo associado ao problema
u̇(t) + |u(t)|p−2u(t) = B(u(t)) t > 0

u(0) = u0 ∈ IR.

As afirmações acima estão descritas na primeira seção do Caṕıtulo 5 deste texto.

Ao tentarmos estender este procedimento a um sistema de inclusões difer-

enciais envolvendo o p-laplaciano degenerado deparamo-nos com um problema a-

parentemente simples mas cuja análise dependeria de respondermos a um fio de

perguntas. De fato, não encontramos na literatura uma teoria que fosse adequada

para o tratamento de sistemas dinâmicos descritos por operadores mult́ıvocos que

contemplasse as nossas necessidades. Muito embora tais sistemas venham sendo

tratados por vários autores há aproximadamente duas décadas e de forma cada vez

mais sistemática [3, 14, 32], há questões relevantes ainda não completamente anal-

isadas e descritas. Isto é, mesmo havendo diversos resultados que garantem condições

suficientes para existência de atratores para semigrupos mult́ıvocos ou semifluxos

generalizados, não sab́ıamos por exemplo se o atrator neste caso poderia ser car-
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acterizado pela reunião das trajetórias completas limitadas. Assim, uma grande

parte deste trabalho foi agrupar teorias já existentes adequadas ao tratamento de

problemas sem unicidade, unificar notações e terminologias, e complementá-las com

diversos resultados adaptados da teoria clássica de semigrupos. O produto deste es-

forço constitui o artigo [36] e está descrito no Caṕıtulo 3. Há diversas considerações

que fazemos nesta parte do texto que não têm uma aplicação direta nos dois caṕıtulos

subsequentes. Em particular aquelas que se relacionam com os “ϕ-conceitos”, isto

é, dissipatividade, atratividade e propriedades assintóticas que podem ocorrer sem

qualquer uniformidade no tempo. Os sistemas diferenciais que consideramos nos

caṕıtulos 4 e 5 satisfazem na verdade condições de compacidade e dissipatividade

bastante uniformes com relação ao tempo, dados iniciais e o parâmetro de difusão.

Ainda assim, com a finalidade de divulgar nosso trabalho, optamos por inserir o

texto [36] completamente no Caṕıtulo 3.

Uma vez estabelecida e organizada a parte teórica da nossa análise, vol-

tamo-nos novamente para problemas espećıficos envolvendo sistemas acoplados de

inclusões diferenciais da forma:

∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u ∈ F (u, v) t > 0

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) + |v|q−2v ∈ G(u, v) t > 0

∂u

∂n
(t, x) =

∂v

∂n
(t, x) = 0 em ∂Ω, t ≥ 0

(u(0), v(0)) em L2(Ω)× L2(Ω),

onde Ω ⊂ IRn é limitado, conexo e suave, p, q > 2, D1, D2 ∈ L∞(Ω), Di(x) ≥ σ > 0

q.t.p. em Ω, i = 1, 2, e F e G são operadores mult́ıvocos limitados, semicont́ınuos

superiormente e satisfazendo uma condição de sublinearidade descrita na Seção 4.1

do Caṕıtulo 4. A existência de solução global é garantida por um resultado de Diaz

e Vrabie, desenvolvido para operadores de difusão em meios porosos em [18], onde

os autores já anunciam a possibilidade de uma adaptação simples e direta para o

p-laplaciano e outras classes de operadores monótonos. Este resultado de existência

está feito com detalhes para sistemas envolvendo o p-laplaciano com condições de
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fronteira de Dirichlet homogênea em [34]. Mostramos no Caṕıtulo 4 que, para cada

par (D1, D2) nas condições acima, a dinâmica descrita por este sistema é dada por

um semifluxo generalizado G(D1,D2) em L2(Ω) × L2(Ω) o qual tem um B-atrator

global compacto invariante A(D1,D2). Além disso, mostramos que a famı́lia de atra-

tores {A(D1,D2)} é semicont́ınua superiormente com relação a (D1, D2) desde que

estes estejam em subconjuntos limitados de L∞(Ω)× L∞(Ω) e posicionados a uma

distância positiva σ da origem.

Para obter a semicontinuidade superior dos atratores bastam uma certa

continuidade no fluxo e um conjunto de estimativas uniformes para as soluções. As

propriedades de continuidade com relação aos dados iniciais e coeficientes de difusão

foram demonstradas com o aux́ılio de um teorema de compacidade que desempenhou

um papel importante neste trabalho, tendo sido usado sucessivas vezes ao longo dos

Caṕıtulos 4 e 5. Neste texto usamos não apenas a forma original deste resultado, o

Teorema de Baras, que encontra-se demonstrada em [40], mas também uma ligeira

variação dela dedut́ıvel exatamente da mesma forma, na qual admitimos variação

dos dados iniciais do sistema em um conjunto pre-compacto. Foi também necessário

lançar mão de um teorema de compacidade mais geral que este, no qual admite-se

variação dos operadores que governam o sistema, cuja demonstração apresentamos

na ı́ntegra no Caṕıtulo 4. Uma primeira versão deste resultado já havia sido demon-

strada em [23].

Finalmente demonstramos que a famı́lia de atratores {A(D1,D2)} associ-

ada ao sistema de inclusões diferenciais acima é semicont́ınua superiormente se os

parâmetros de difusão são números reais tendendo a infinito, e os atratores A(D1,D2)

convergem neste caso para o atrator A∞ do semifluxo generalizado associado ao

sistema de inclusões diferenciais em IR× IR
u̇+ |u|p−2u ∈ F (u, v)

v̇ + |v|q−2v ∈ G(u, v)

(u(0), v(0)) ∈ IR× IR.
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Em particular, exibimos com este resultado, sistemas de inclusões diferenciais cujas

concentrações assintóticas são descritas por atratores com dimensão de Hausdorff

finita.

A organização deste trabalho foi feita da seguinte forma: No Caṕıtulo

1 enunciamos, a fim de evitar muitas referências externas, os principais resulta-

dos de Análise, Análise Funcional, teoria de operadores monótonos em espaços de

Hilbert e equações de evolução governadas por tais operadores, e um conjunto de

definições e teoremas acerca de operadores mult́ıvocos que usaremos posteriormente.

No Caṕıtulo 2 definimos o operador p-laplaciano perturbado com condição de fron-

teira Neumann homogênea e enumeramos as principais propriedades deste operador.

O Caṕıtulo 3 conforme já foi dito contém os resultados sobre existência e carac-

terização de atratores para problemas diferenciais sem unicidade. O Caṕıtulo 4

destina-se à colocação de um problema envolvendo inclusões diferenciais governadas

pelo p-laplaciano. Nele demonstramos que o sistema considerado define um semi-

fluxo generalizado para cada valor do parâmetro de difusão, e que este semifluxo

possui atrator global compacto. No caṕıtulo 5 consideramos os coeficientes de di-

fusão constantes e analisamos o caso em que este parâmetro torna-se arbitrariamente

grande.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos algumas definições e resultados utilizados ao longo deste

trabalho.

1.1 Uma Coletânea de Resultados

Lema 1.1 (Gronwall-Bellman) Seja m ∈ L1(0, T ; IR) tal que m ≥ 0 qtp em

(0, T ) e seja a uma constante não-negativa. Seja φ uma função cont́ınua de [0, T ]

em IR verificando

φ(t) ≤ a+
∫ t

0
m(s)φ(s)ds,

para todo t ∈ [0, T ]. Então,

φ(t) ≤ ae
∫ t
0 m(s)ds

para todo t ∈ [0, T ].

Lema 1.2 (Gronwall) Seja m ∈ L1(0, T ; IR) tal que m ≥ 0 qtp em (0, T ) e seja

a uma constante não-negativa. Seja φ uma função cont́ınua de [0, T ] em IR tal que

1
2
φ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0
m(s)φ(s)ds,

para todo t ∈ [0, T ]. Então,

| φ(t) | ≤ a+
∫ t

0
m(s)ds
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para todo t ∈ [0, T ].

Lema 1.3 (Lema Uniforme de Gronwall) (Lema 1.1, p.89, [37]) Sejam g, h, y

três funções positivas localmente integráveis em ]t0,+∞[ tal que y
′

é localmente

integrável em ]t0,+∞[, e os quais satisfazem

dy
dt ≤ gy + h para t ≥ t0,∫ t+r
t g(s)ds ≤ a1,

∫ t+r
t h(s)ds ≤ a2,

∫ t+r
t y(s)ds ≤ a3, para t ≥ t0,

sendo que r, a1, a2, a3, são constantes positivas. Então

y(t+ r) ≤ (a3
r + a2)exp(a1), ∀ t ≥ t0.

Lema 1.4 (Desigualdade de Tartar) Seja p ≥ 2. Então, para todo a, b ∈ IRm,

m ∈ IN

〈‖ a ‖p−2 a− ‖ b ‖p−2 b, a− b〉 ≥ γ0 ‖ a− b ‖p

onde γ0 é positivo e depende apenas de p e de m.

Se 1 < p < 2 então para todo a, b ∈ IRm

〈‖ a ‖p−2 a− ‖ b ‖p−2 b, a− b〉 ≤ γ1 ‖ a− b ‖p

onde γ1 depende apenas de p e de m.

Para a demonstração deste lema no caso p ≥ 2 veja a dissertação [34]. A

demonstração do caso 1 < p < 2 pode ser encontrada em [19].

Lema 1.5 (Lema 5.1, p.163, [37]) Seja y uma função positiva absolutamente con-

t́ınua em (0,∞) a qual satisfaz

y
′
+ γyp ≤ δ,

com p > 1, γ > 0, δ ≥ 0. Então, para t ≥ 0,

y(t) ≤ (δ/γ)1/p + (γ(p− 1)t)−1/(p−1).

Definição 1.6 (Definição 1.1, p.72, [16]) Seja X um espaço de Banach, Λ um

espaço topológico e Aλ ⊂ X, λ ∈ Λ. Dizemos que a famı́lia de conjuntos {Aλ}λ∈Λ



é semicontinua superiormente em λ = λ0 se supxλ∈Aλ dist(xλ,A)→ 0 quando λ→

λ0.

Lema 1.7 (Lema 1.1, p.72, [16]) Seja {Aλ}λ∈Λ como na Definição 1.6. Se qualquer

seqüência {xλn} com xλn ∈ Aλn , λn → λ0, possui uma subseqüência convergente

com o limite pertencente ao conjunto A, então {Aλ}λ∈Λ é semicontinua superior-

mente em λ0.

1.2 Operadores Maximais Monótonos em Espaços de

Hilbert

Para as demonstrações dos resultados dessa seção sugerimos ao leitor como um

excelente texto a dissertação [34]. O leitor que já estiver familiarizado com a teoria

de operadores maximais monótonos já pode ir direto a Seção 1.3.

1.2.1 Noção de Operador Monótono

Seja H um espaço de Hilbert sobre IR. Um operador é uma aplicação de H em P(H)

(conjunto das partes de H). Se para todo x ∈ H, o conjunto Ax contém no máximo

um elemento dizemos que A é uńıvoco, caso contrário dizemos que A é mult́ıvoco. O

domı́nio de A é o conjunto D(A) = {x ∈ H;Ax 6= ∅} e a imagem de A é o conjunto

R(A) =
⋃
x∈H

Ax.

Identificaremos A com o seu gráfico em H×H, isto é, A = {(x, y); y ∈ Ax}.

O operador A−1 é o operador cujo gráfico é simétrico ao de A, isto é, y ∈ A−1x⇐⇒

x ∈ Ay; evidentemente D(A−1) = R(A).

O conjunto dos operadores é ordenado pela inclusão dos gráficos: A ⊂ B

se e somente se para todo x ∈ H,Ax ⊂ Bx.

Definição 1.8 Dizemos que um operador A em H é monótono se para todo x1,

x2 ∈ D(A), 〈Ax1 − Ax2, x1 − x2〉 ≥ 0, ou mais precisamente para todo y1 ∈ Ax1 e

para todo y2 ∈ Ax2, 〈y1 − y2, x1 − x2〉 ≥ 0.
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Exemplo 1.9 Seja ϕ uma função convexa e própria sobre H, ou seja, uma aplica-

ção de H em ]−∞,+∞], tal que ϕ 6≡ +∞ e

ϕ(tx+ (1− t)y) ≤ tϕ(x) + (1− t)ϕ(y)

para todo x, y ∈ H e para todo t ∈ (0, 1). O domı́nio da função ϕ, D(ϕ), é dado por

D(ϕ) = {x ∈ H;ϕ(x) < +∞}. A subdiferencial ∂ϕ de ϕ, definida por

y ∈ ∂ϕ(x)⇐⇒ para todo ξ ∈ H, ϕ(ξ) ≥ ϕ(x) + 〈y, ξ − x〉,

é monótona em H.

A noção de operador monótono em um espaço de Hilbert aparece como um

caso particular de operador monótono de um espaço de Banach no seu dual. Seja

X um espaço de Banach de norma ‖ · ‖ e X∗ seu dual.

Definição 1.10 Uma aplicação B de X em P(X∗) é monótona se para todo x1, x2 ∈

D(B) e para todo y1 ∈ Bx1, y2 ∈ Bx2, tem-se

〈y1 − y2, x1 − x2〉X∗,X ≥ 0,

onde 〈·, ·〉X∗,X indica o produto escalar na dualidade X∗, X. Dizemos que B é ma-

ximal monótono se não estiver propriamente contido em qualquer outro conjunto

monótono. De forma expĺıcita, B é maximal monótono se, e somente se, B é

monótono e, se (x, y) ∈ X ×X∗ for tal que

〈y −Bξ, x− ξ〉X∗,X ≥ 0, ∀ ξ ∈ D(B)

(ou mais precisamente, 〈y − η, x− ξ〉X∗,X ≥ 0, ∀ (ξ, η) ∈ B),

então y ∈ Bx.

Definição 1.11 (Definição 1.3(i), p. 34, [5]) Seja B um operador uńıvoco definido

de X em X∗ tal que D(B) = X. Diremos que B é hemicont́ınuo em X se w −

limt→0B(u+ tv) = Bu, ∀ u, v ∈ X.
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Definição 1.12 Seja B um operador uńıvoco definido de X em X∗ tal que D(B) =

X. Diremos que B : X → X∗ é coercivo se limn→+∞
〈Bun,un〉X∗,X
‖un‖X = +∞, sempre

que limn→+∞ ‖un‖X = +∞.

Teorema 1.13 (Teorema 1.3, p. 40, [5]) Se X é um espaço de Banach reflexivo e

B é um operador monótono, definido em toda parte e hemicont́ınuo de X em X∗,

então B é maximal monótono. Se em adição B for coercivo, então R(B) = X∗.

Se o operador A estiver definido de X em P(X), a condição de monotoni-

cidade é expressa por meio do operador dualidade F da seguinte forma: para cada

x1, x2 ∈ D(A) e para todo y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2,

〈y1 − y2, f〉X,X∗ ≥ 0,

para algum f ∈ F (x1 − x2). Neste caso dizemos que o operador é acretivo e −A é

dissipativo. Em espaços de Hilbert as noções de operadores monótonos e acretivos

confundem-se. Para detalhes sobre operadores monótonos em espaço de Banach e

operadores acretivos, veja [5].

1.2.2 Noção de Operador Maximal Monótono

O conjunto dos operadores monótonos de H é ordenado pela inclusão dos gráficos,

e isto justifica a seguinte definição:

Definição 1.14 O operador monótono A de H é maximal monótono se ele não está

propriamente contido em qualquer outro operador monótono de H.

Explicitemos esta definição: A é maximal monótono se e somente se A é

monótono e, se (x, y) ∈ H ×H for tal que

〈y −Aξ, x− ξ〉 ≥ 0

para todo ξ ∈ D(A) (ou mais precisamente, 〈y−η, x− ξ〉 ≥ 0, para todo (ξ, η) ∈ A),

então y ∈ Ax.
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A próxima proposição nos dá algumas caracterizações de operadores maxi-

mais monótonos:

Proposição 1.15 Seja A um operador de H. As seguintes propriedades são equi-

valentes:

(i) A é maximal monótono;

(ii) A é monótono e R(I +A) = H;

(iii) Para todo λ > 0, (I + λA)−1 é uma contração definida sobre todo H.

Exemplo 1.16 Seja ϕ uma função convexa, própria sobre H. Se ϕ é semicont́ınua

inferiormente (s.c.i.), então ∂ϕ é maximal monótono e D(∂ϕ) ⊂ D(ϕ) ⊂ D(ϕ) =

D(∂ϕ).

1.2.3 Problemas de Evolução Associados a Operadores Monótonos

Resolução da inclusão
du

dt
+Au 3 0, u(0) = u0

Seja H um espaço de Hilbert e seja A um operador maximal monótono em H.

Considere o problema de valor inicial (p.v.i.):

(P )


du

dt
+Au 3 0

u(0) = x

onde x ∈ D(A) e A ⊂ H ×H é possivelmente mult́ıvoco.

Seja T > 0. Dizemos que uma aplicação u : [0, T ] → H é uma solução do

p.v.i. (P ) se u satisfaz as seguintes condições:

1. u ∈ C([0, T ];H) e u(0) = x.

2. u é Lipschitz cont́ınua em [0, T ].

3. a inclusão
du

dt
+ Au 3 0 é satisfeita qtp em [0, T ], (ou seja, existe η tal que

η(t) ∈ Au(t) qtp e
du

dt
+ η = 0).
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Observação 1.17 Em qualquer espaço de Banach reflexivo (em particular, em qual-

quer espaço de Hilbert), a condição (2) implica que u é absolutamente cont́ınua e

portanto diferenciável qtp. Além disso, u é a integral de sua derivada e isto garante

a existência de
du

dt
qtp em [0, T ], [5].

Passaremos agora aos principais resultados:

Proposição 1.18 Seja A um operador monótono. Então o p.v.i.

(P )


du

dt
+Au 3 0

u(0) = x

tem no máximo uma solução.

Teorema 1.19 Seja A um operador maximal monótono. Dado T > 0, para cada

x ∈ D(A) o p.v.i.

(P )


du

dt
+Au 3 0

u(0) = x

tem uma solução em [0, T ].

O Semigrupo gerado por um conjunto maximal monótono em um espaço

de Hilbert

Definição 1.20 Seja C um subconjunto fechado de H. Um semigrupo de contrações

em C é uma função S : [0,∞)× C → C a qual satisfaz:

(i) S(t+ s)x = S(t)S(s)x, para todo x ∈ C e para todo t, s ≥ 0;

(ii) S(0)x = x, para todo x ∈ C;

(iii) Para todo x ∈ C, S(t)x é cont́ınua em t ≥ 0;

(iv) ‖ S(t)x− S(t)y ‖ ≤ ‖ x− y ‖, para todo t ≥ 0 e para todo x, y ∈ C.
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Seja A maximal monótono e x ∈ D(A). Pelo Teorema 1.19 existe uma

solução u ∈ C([0, T ];H) para o p.v.i.

(P )


du

dt
+Au 3 0

u(0) = x

Podemos definir uma famı́lia de aplicações em D(A) da seguinte forma:

S(t)x = u(t)

para todo t ≥ 0 onde u(t) é solução do p.v.i. (P ).

A unicidade da solução do p.v.i. (P ) garante a propriedade de semigrupo.

De fato, se u é a solução que começou em u0 e u é a solução que começou em u(s),

então pela unicidade de solução temos que u(t+ s) = u(t), pois

‖ u(t+ s)− u(t) ‖ ≤ ‖ u(s)− u(0) ‖= 0

ou seja,

u(t+ s, x, u0) = u(t, x, u0) = u(t, x, u(s)) = u(t, x, u(s, x, u0))

e em notação de semigrupo: S(t+ s)u0 = S(t)S(s)u0.

A continuidade do semigrupo é bastante simples de ser verificada. Além

disso temos que o semigrupo é de contrações. Com efeito,

‖ S(t)x− S(t)y ‖= ‖ u(t)− v(t) ‖ ≤ ‖ x− y ‖

onde u e v são soluções de
du

dt
+Au 3 0

u(0) = x

e


dv

dt
+Av 3 0

v(0) = y

respectivamente.

Logo {S(t); t ≥ 0} forma um semigrupo de contrações em D(A). Vamos

estender o semigrupo por continuidade à todo o fecho do domı́nio de A, D(A).

Assim, se x ∈ D(A)\D(A), então existe uma seqüência {xn} de elementos

em D(A) tal que xn
H−→ x.
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Definimos,

S(t)x = lim
n→∞

S(t)xn.

Este limite certamente existe, desde que {S(t)xn} forma uma seqüên-

cia de Cauchy:

‖ S(t)xn − S(t)xm ‖ ≤ ‖ xn − xm ‖

que é de Cauchy, pois xn converge.

Note que quando estendido à D(A), o semigrupo é ainda cont́ınuo em t, e

é ainda um semigrupo de contrações. De fato, se xn → x e yn → y, então

‖ S(t)xn − S(t)yn ‖ ≤ ‖ xn − yn ‖

o que implica em

‖ S(t)x− S(t)y ‖ ≤ ‖ x− y ‖

e portanto é contração.

Agora, observe que xn → x implica em S(t)xn → S(t)x uniformemente,

pois

‖ S(t)xn − S(t)x ‖ ≤ ‖ xn − x ‖→ 0

quando n→∞.

Logo dado x ∈ D(A)\D(A), xn → x, t0 > 0 fixo e ε > 0, sejam m ∈ IN tal

que

‖ S(t)x− S(t)xm ‖ ≤
ε

3

em algum intervalo de tempo [0, T ] suficientemente grande e t ∈ [0, T ] tal que

‖ S(t)xm − S(t0)xm ‖ ≤
ε

3

então

‖ S(t)x− S(t0)x ‖ ≤ ‖ S(t)x− S(t)xm ‖

+ ‖ S(t)xm − S(t0)xm ‖ + ‖ S(t0)xm − S(t0)x ‖

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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Portanto o semigrupo estendido à D(A) é cont́ınuo em t.

Conclúımos assim que para todo conjunto maximal monótono A, em um

espaço de Hilbert H, existe um semigrupo {S(t); t ≥ 0} de contrações definido em

D(A).

Dizemos que o semigrupo {S(t); t ≥ 0} é gerado por A. É interessante

lembrar que D(A) é um convexo fechado em H.

No caso em que o operador A é a subdiferencial de uma função convexa,

própria e s.c.i., o semigrupo gerado por A exerce um efeito regularizante sobre o

dado inicial:

Teorema 1.21 (Teorema 3.2, p. 57, [7]) Seja ϕ uma função convexa própria e s.c.i.

em H e seja S(t) o semigrupo gerado por ∂ϕ em D(∂ϕ). Então para todo u0 ∈ D(∂ϕ)

e todo t > 0, S(t)u0 ∈ D(∂ϕ), e t 7→ S(t)u0 é Lipschitz em [δ,+∞), ∀ δ > 0.

Semigrupos Compactos

Uma classe especial de semigrupos que aparece frequentemente em aplicações é a

de semigrupos compactos, isto é, a classe de todos os semigrupos {S(t);S(t) : C →

C, t ≥ 0} contendo apenas operadores compactos não expansivos para cada t > 0, e

onde C é um subconjunto não vazio em um espaço de Banach real X.

Definição 1.22 Um operador T : C ⊂ X → X é compacto se ele é cont́ınuo e leva

subconjuntos limitados de C em subconjuntos relativamente compactos em X.

Definição 1.23 Um semigrupo {S(t);S(t) : C → C, t ≥ 0} de aplicações não ex-

pansivas em C ⊂ X é compacto se para cada t > 0, S(t) é um operador compacto.

Definição 1.24 Um semigrupo {S(t);S(t) : C → C, t ≥ 0} de aplicações não ex-

pansivas em C ⊂ X é equicont́ınuo se para cada subconjunto limitado M em C, a

famı́lia de funções {S(·)x;x ∈M} é equicont́ınua em cada t > 0.
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Resolução da inclusão
du

dt
+Au 3 f , u(0) = u0

Definição 1.25 Seja A um operador de H e f ∈ L1(0, T ;H). Chamamos de solução

forte da inclusão
du

dt
+Au 3 f à toda função u ∈ C([0, T ];H) absolutamente cont́ınua

sobre todo compacto de (0, T ) tal que u(t) ∈ D(A) e
d

dt
u(t) + Au(t) 3 f(t) qtp em

(0, T ).

Definição 1.26 Dizemos que u ∈ C([0, T ];H) é solução fraca da inclusão
du

dt
+Au 3

f se existem seqüências fn ∈ L1(0, T ;H) e un ∈ C([0, T ];H) tais que un é solução

forte da inclusão

dun
dt

+Aun 3 fn

e fn → f em L1(0, T ;H) e un → u uniformemente em [0, T ].

Teorema 1.27 Seja A um operador maximal monótono em H. Para toda f ∈

L1(0, T ;H) e todo u0 ∈ D(A), existe uma solução fraca única, u, da inclusão dife-

rencial
du

dt
+Au 3 f tal que u(0) = u0.

Corolário 1.28 Seja A um operador maximal monótono em H e u e v as soluções

em [0, T ] de 
du

dt
+Au 3 f

u(0) = u0

e


dv

dt
+Av 3 g

v(0) = v0

respectivamente. Então:

‖ u(t)− v(t) ‖ ≤ ‖ u(s)− v(s) ‖ +
∫ t

s
‖ f(τ)− g(τ) ‖ dτ

para todo 0 ≤ s < t ≤ T .

A proposição a seguir é extremamente importante na demonstração de um

resultado de existência, que aparecerá mais adiante.

Proposição 1.29 (Proposição 3.6, p. 70, [7]) Sejam A um operador maximal mo-

nótono, u ∈ C([0, T ];H) e f ∈ L1(0, T ;H). Então u é solução fraca da equação
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du

dt
+Au 3 f se e somente se u verifica

1
2
‖ u(t)− x ‖2≤ 1

2
‖ u(s)− x ‖2 +

∫ t

s
〈f(τ)− y, u(τ)− x〉dτ

para todo x ∈ D(A) e y ∈ Ax e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

O próximo resultado será importante para garantirmos que sob certas

condições as soluções fracas são de fato soluções fortes.

Teorema 1.30 (Teorema 3.6, p. 72, [7]) Seja ϕ convexa própria e s.c.i. em H

tal que min{ϕ(u);u ∈ H} = 0, e seja f ∈ L2(0, T ;H). Então toda solução fraca da

equação du
dt + ∂ϕ(u) 3 f, é uma solução forte. Além disso a função t 7→ ϕ(u(t))

pertence a L1(0, T ;H) e é absolutamente cont́ınua sobre todo intervalo [δ, T ], ∀ δ ∈

(0, T ) com |dudt |
2 + d

dtϕ(u) = 〈f, dudt 〉 q.t.p. em (0, T ). Se u(0) ∈ D(ϕ) então du
dt ∈

L2(0, T ;H) e a função t 7→ ϕ(u(t)) é absolutamente cont́ınua sobre [0, T ].

1.3 O Teorema de Baras

Nosso objetivo nesta seção é enunciar um resultado de compacidade devido à Baras

o qual será essencial para um resultado de existência.

O Teorema de Baras refere-se às propriedades de compacidade do conjunto

de soluções de uma famı́lia de equações diferenciais. Naturalmente, assim como

outros importantes resultados de compacidade existentes na literatura, este também

se apóia no clássico Teorema de Ascoli-Arzelà.

Considere (Pf ) o seguinte problema de valor inicial:

(Pf )


duf

dt
+Auf 3 f

uf (0) = u0

onde A é maximal monótono em um espaço de Hilbert H, f ∈ L1(0, T ;H) e u0 ∈

D(A). Fazendo f variar em um conjunto K ⊂ L1(0, T ;H) obtemos uma famı́lia de

problemas e portanto uma famı́lia de soluções.
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Estamos interessados em estabelecer condições para que o conjunto {uf ; f ∈

K} possua alguma propriedade de compacidade.

Definição 1.31 Um subconjunto K em L1([a, b];X) é uniformemente integrável se,

dado ε > 0, existe δ > 0 tal que ∫
E
‖ f(t) ‖X dt ≤ ε

para cada subconjunto mensurável E em [a, b] cuja medida de Lebesgue é menor que

δ(ε), e uniformemente para f ∈ K.

Observação 1.32 Como [a, b] é compacto, segue facilmente que cada subconjunto

uniformemente integrável em L1([a, b];X) é limitado na norma de L1([a, b];X).

Teorema 1.33 Seja A : D(A) ⊂ H → P(H) um operador maximal monótono, seja

u0 um elemento fixo em D(A), e seja K um subconjunto uniformemente integrável

em L1([0, T ];H). Sejam uf solução de (Pf ) em [0, T ] e M(K) = {uf ; f ∈ K}. Se

para cada t ∈ [0, T ], o conjunto M(K)(t) = {uf (t);uf ∈ M(K)} é relativamente

compacto em H, então o conjunto M(K) é relativamente compacto em C([0, T ];H).

Lema 1.34 Seja A : D(A) ⊂ H → P(H) um operador maximal monótono, seja

{S(t);S(t) : D(A) → D(A), t ≥ 0} o semigrupo gerado por A em D(A), e sejam

f ∈ L1([0, T ];H), u0 ∈ D(A) e u a única solução de (Pf ) em [0, T ] correspondente

a f e a u0. Então para cada t ∈ (0, T ], s ∈ [0, T ) e h > 0 com t − h ∈ [0, T ],

s+ h ∈ [0, T ], temos

‖ S(h)u(t− h)− u(t) ‖ ≤
∫ t

t−h
‖ f(s) ‖ ds

e

‖ S(h)u(s)− u(s+ h) ‖ ≤
∫ s+h

s
‖ f(s) ‖ ds.

Teorema 1.35 (Baras) Se A : D(A) ⊂ H → P(H) é um operador maximal mo-

nótono, A gera um semigrupo compacto, u0 é um elemento fixo em D(A), e K é um

subconjunto uniformemente integrável em L1([0, T ];H), então o conjunto M(K) =

{uf ; f ∈ K} é relativamente compacto em C([0, T ];H).
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1.4 Operadores Mult́ıvocos

Para as demonstrações dos resultados desta seção sugerimos ao leitor, como um

excelente texto, a dissertação [34].

Seja X um espaço de Banach real, e seja M um subconjunto Lebesgue

mensurável em IRq, onde q ≥ 1.

Consideraremos apenas dois casos espećıficos, quando M é um intervalo

não vazio em IR, ou M = I × Ω, onde I é um intervalo não vazio em IR e Ω é um

subconjunto Lebesgue mensurável, limitado e não vazio em IRq−1, q ≥ 2.

Definição 1.36 A aplicação G : M → P(X) é chamada mensurável se para cada

subconjunto fechado C em X o conjunto

G−1(C) = {y ∈M ;G(y) ∩ C 6= ∅}

é Lebesgue mensurável.

Se G é uńıvoco a definição acima é equivalente a definição usual de função

mensurável.

Definição 1.37 Uma função g : M → X é uma seleção da aplicação mult́ıvoca

G : M → P(X), se g(y) ∈ G(y), para y ∈M , qtp. Denotamos por

SelG
.= {f ; f : M → X, f é seleção mensurável de G}.

Teorema 1.38 Se X é separável e G : M → P(X) é uma aplicação mensurável

com valores não vazios e fechados, então G tem pelo menos uma seleção mensurável.

No que segue U denota um espaço topológico.

Definição 1.39 Uma aplicação G : U → P(X) é semicont́ınua superiormente (fra-

camente semicont́ınua superiormente) em u ∈ U , se

(i) G(u)é não vazio, limitado, fechado e convexo.
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(ii) Para cada subconjunto D aberto (fracamente aberto) em X com G(u) ⊂ D,

existe uma vizinhança V de u, tal que G(v) ⊂ D, para cada v ∈ V .

Se G é semicont́ınua superiormente (fracamente semicont́ınua superiormente) em

cada u ∈ U , então ela é semicont́ınua superiormente (fracamente semicont́ınua su-

periormente) em U .

Observação 1.40 É evidente que cada aplicação semicont́ınua superiormente G :

U → P(X) é fracamente semicont́ınua superiormente , uma vez que cada aberto

da topologia fraca é aberto na topologia forte. Porém, o contrário não é verdade, a

menos que X seja de dimensão finita.

Observação 1.41 Se G é uńıvoca, então ela é semicont́ınua superiormente (fraca-

mente semicont́ınua superiormente) em u se e somente se ela é cont́ınua (fracamente

cont́ınua) em u no sentido usual.

Lema 1.42 Considere a aplicação G : U → P(X) e suponha que para cada u ∈ U ,

G(u) é não vazio, limitado, fechado e convexo. As seguintes condições são equiva-

lentes:

(i) G : U → P(X) é semicont́ınua superiormente (fracamente semicont́ınua supe-

riormente) em U ;

(ii) Para cada aberto (fracamente aberto) D em X, o conjunto

G̃−1(D) = {v ∈ U ;G(v) ⊂ D}

é aberto em U ;

(iii) Para cada fechado (fracamente fechado) C em X, o conjunto

G−1(C) = {u ∈ U ;G(u) ∩ C 6= ∅}

é fechado em U .
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Lema 1.43 Sejam X e Y dois espaços de Banach reais, seja g : M → Y uma

função mensurável e G : Y → P(X) uma aplicação semicont́ınua superiormente.

Então

G ◦ g : M → P(X)

é mensurável.

Teorema 1.44 Seja M um subconjunto não vazio, limitado e Lebesgue mensurável

em IRp, p ≥ 1, U um espaço topológico, e X um espaço de Banach real. Se E : U →

P(X) é fracamente semicont́ınua superiormente, un : M → U , e fn ∈ SelE(un) para

n ∈ IN, são seqüências satisfazendo

fn ⇀ f em L1(M ;X)

e

un(y)→ u(y) qtp em M,

então f ∈ SelE(u).

Observação 1.45 Como cada aplicação semicont́ınua superiormente é fracamente

semicont́ınua superiormente, a conclusão do Teorema permanece inalterada se as-

sumirmos que E é semicont́ınua superiormente.

Na demonstração do teorema de existência nós usaremos o seguinte Teo-

rema do Ponto Fixo, o qual é uma variação de um Teorema devido a Arino, Gauthier

e Penot, [2], [18], [39].

Teorema 1.46 (Teorema do Ponto Fixo) Seja K um subconjunto não vazio

fracamente compacto em um espaço de Banach real X e seja E : K → P(K) tal

que para cada u ∈ K, E(u) é fechado e convexo. Se o gráfico de E é fracamente ×

fracamente sequencialmente fechado, então E tem pelo menos um ponto fixo, isto é,

existe pelo menos um elemento u ∈ K tal que u ∈ E(u).



Caṕıtulo 2

O Operador p-Laplaciano

Perturbado com Condição de

Fronteira Neumann Homogênea

2.1 Uma Teoria Preliminar

Consideremos os seguintes problemas
du

dt
(t) +AH(u(t)) = 0, t > 0

u(0) = u0 ∈ H,
(2.1)

e 
du

dt
(t) +AH(u(t)) = F (u(t)), t > 0

u(0) = u0 ∈ H,
(2.2)

onde AH é um operador maximal monótono num espaço de Hilbert H e F : H → H

uma aplicação globalmente Lipschitz.

Consideremos as seguintes condições:

(H − 14) : (i) Seja H um espaço de Hilbert e V um espaço de Banach reflexivo

tal que V ⊂ H ⊂ V ∗com inclusões cont́ınuas e densas e com V ∗ denotando o dual

topológico de V.

(ii) Seja A : V → V ∗ (definido em todo V) um operador não-linear, monótono,
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coercivo e hemicont́ınuo.

(H − 15) : Existem constantes w1, w2 > 0, c1 ∈ IR e p ≥ 2 tais que para cada v ∈ V

as seguintes duas condições ocorrem:

〈Av, v〉V ∗,V ≥ w1‖v‖pV + c1 (2.3)

‖Av‖V ∗ ≤ w2(1 + ‖v‖p−1
V ). (2.4)

Sob estas hipóteses o operador AH , a realização de A em H dada por
D(AH) = {v ∈ V ; Av ∈ H}

AH(v) = Av, se v ∈ D(AH),
(2.5)

é um operador maximal monótono em H (veja [9] e [33] e exemplo 2.3.7 do livro

[7]). Temos

Lema 2.1 (Lema 1, p. 696, [12]) Se (H - 14) e (H - 15) valem, então o domı́nio

D(AH) é denso em H, isto é, D(AH) = H.

Assim, considere o semigrupo cont́ınuo de operadores não-lineares {S(t) :

H → H}t≥0, gerado por AH .

Definição 2.2 Uma função u ∈ C([0, T ];H) é uma solução forte para (2.2) se

u é absolutamente cont́ınua em qualquer subintervalo compacto de (0, T ), u(t) ∈

D(AH) t− q.t.p. em (0, T ), e

du

dt
(t) +A(u(t)) = F (u(t)), t− q.t.p. em (0, T ).

Uma função u ∈ C([0, T ];H) é chamada uma solução fraca para (2.2) se existe uma

seqüência {un} de soluções fortes convergindo para u em C([0, T ];H).

Proposição 2.3 (Proposição 1, p. 695, [12]) Se (H - 14) vale, então a equação

(2.2) define um semigrupo de operadores não-lineares {T (t) : D(AH)→ D(AH), t ≥

0}, onde para cada u0 ∈ D(AH), t 7→ T (t)u0 é a solução fraca global de (2.2)

iniciando em u0. Este semigrupo é tal que IR+×D(AH) 3 (t, u0) 7→ T (t)u0 ∈ D(AH)

é uma aplicação cont́ınua. Adicionalmente, se u0 ∈ D(AH) então uT (·) .= T (·)u0 é

uma solução forte Lipschitz cont́ınua de (2.2).
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O lema a seguir mostra que é suficiente checar a compacidade do semigrupo

{S(t)}t≥0 gerado por AH , e o semigrupo {T (t)}t≥0 associado ao problema (2.2),

considerando dados iniciais u0 em subconjuntos densos do espaço de fase H, em

particular em D(AH).

Lema 2.4 (Lema 2, p. 697, [12]) Seja K uma aplicação cont́ınua em um espaço

métrico X. Seja W um subconjunto denso de X. São equivalentes:

1. Para cada bola aberta BX(r) a imagem K(BX(r) ∩W ) é precompacto em X;

2. Para cada subconjunto limitado B de X, a imagem K(B) é precompacta em X.

Teorema 2.5 (Teorema 2.6, p. 140-141, [5]) Suponhamos que valem (H − 14) e

(H − 15). Se u0 ∈ H e f ∈ Lp′(0, T, V ∗), onde 1
p + 1

p′ = 1, então existe uma única

função u(t) a qual toma valores em V ∗, que é absolutamente cont́ınua em [0, T ] e

satisfaz

u ∈ C([0, T ];H) ∩ Lp(0, T ;V ),
du

dt
∈ Lp′(0, T ;V ∗) (2.6)

du

dt
(t) +Au(t) = f(t), t-qtp em (0, T ) (2.7)

u(0) = u0.

Em particular, este resultado vale para f = 0 ∈ Lp′(0, T ;V ∗).

Teorema 2.6 ([30], p. 57-58) Suponhamos que a inclusão V ⊂ H é compacta.

Considerando o conjunto W
.= {v; v ∈ Lp0(0, T ;V ), v′ = dv

dt ∈ L
p1(0, T, V ∗)}, com

T finito e 1 < p0, p1 < +∞, munido com a norma ‖v‖Lp0 (0,T ;V ) + ‖v′‖Lp1 (0,T,V ∗),

temos que W é um espaço de Banach, W ⊂ Lp0(0, T ;H) com inclusão compacta.

O próximo teorema nos dá estimativas para ‖u‖Lp(0,T ;V ) e ‖dudt ‖Lp′ (0,T,V ∗) e

garante, sob certas condições, a compacidade do semigrupo gerado por AH .

Teorema 2.7 Se as hipóteses (H − 14) e (H − 15) são satisfeitas, então para qual-

quer u0 ∈ D(AH) e todo T > 0 tem-se:∫ T

0
‖u(s)‖pV ds ≤ C1(‖u0‖H , T ) (2.8)
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∫ T

0
‖du
dt

(s)‖p
′

V ∗ds ≤ C2(‖u0‖H , T ), (2.9)

onde C1 e C2 são funções localmente limitadas e u é solução do problema homogêneo

(2.1). Além disso, se a inclusão V ⊂ H é compacta, então S(t) : H → H é uma

aplicação compacta, para cada t > 0.

Demonstração: Seja u0 ∈ D(AH) e T > 0. Pelos Teorema 1.19 e Proposição

1.18 temos que existe uma única solução u ∈ C([0, T ];H) de (2.1). Aplicando o

Teorema 2.5 com f ≡ 0 ∈ Lp′(0, T, V ∗) obtemos que u ∈ C([0, T ];H) ∩ Lp(0, T ;V )

e du
dt ∈ L

p′(0, T ;V ∗). Sendo u solução de (2.1), temos que a equação é satisfeita t-

qtp em [0, T ]. Usando (H − 15) obtemos que

1
2
d

dt
‖u(t)‖2H = −〈A(u(t)), u(t)〉V ∗,V ≤ −w1‖u(t)‖pV − c1.

Integrando sobre (0, T ) encontramos:

‖u(t)‖2H + 2w1

∫ T

0
‖u(t)‖pV dt ≤ ‖u0‖2H + c2, c2 = −2c1T.

Isto mostra que (2.8) é satisfeito.

Temos que du
dt (t) = −Au(t), t- qtp em [0, T ]. Logo por (2.4)

‖dudt (t)‖p
′

V ∗ = ‖ −Au(t)‖p
′

V ∗ = ‖Au(t)‖p
′

V ∗

≤ [w2(1 + ‖u(t)‖p−1
V )]p

′

≤ 2p
′−1[wp

′

2 (1 + ‖u(t)‖(p−1)p′

V )]

= c3(1 + ‖u(t)‖pV ).

Integrando sobre (0, T ) e usando (2.8), obtemos (2.9).

Suponhamos agora que a inclusão V ⊂ H é compacta. Seja t > 0.

Mostremos que S(t) : H → H é uma aplicação compacta. De acordo com o

Lema 2.4, é suficiente considerar subconjuntos limitados de H tendo a forma B =

BH(r) ∩D(AH). Consideremos os conjuntos B̃ .= {S(.)u0, u0 ∈ B} ⊂ C([0, T ];H) e

W
.= {v ∈ Lp(0, T ;V ); dv

dt ∈ L
p′(0, T, V ∗)} (com p ≥ 2 como em (H − 15)) com W

munido com a norma ‖v‖W
.= ‖v‖Lp(0,T ;V )+‖dvdt ‖Lp′ (0,T,V ∗). Como uma conseqüência
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de (2.8) e (2.9) o conjunto B̃ é limitado na norma de W. O Teorema 2.5 garante que

B̃ ⊂W. Logo pelo Teorema 2.6, temos que B̃ é precompacto em Lp(0, T ;H).

Tome uma seqüência qualquer {un} ∈ B e considere a seqüência {S(.)un} ⊂

B̃. Logo existe uma subseqüência {S(.)unk} de {S(.)un} e v0 ∈ Lp(0, T ;H) tal que(∫ T

0
‖S(s)unk − v0(s)‖pHds

)1/p

→ 0 quando k → +∞. (2.10)

Então a seqüência {‖S(.)unk−v0(.)‖H} de funções reais ‖S(.)unk−v0(.)‖H : (0, T )→

IR converge a zero em Lp(0, T ; IR) e, em particular, existe uma subseqüência

{‖S(.)unkl − v0(.)‖H} tal que

‖S(.)unkl − v0(.)‖H → 0 qtp em (0, T ). (2.11)

Agora, usando (2.11), temos que para qualquer t > 0 exite τ ∈ (0, t) tal que

S(τ)unkl → v0(τ) em H. Portanto,

S(t)unkl = S(t− τ)S(τ)unkl → S(t− τ)v0(τ) em H,

o que prova que a seqüência {S(t)un} tem uma subseqüência convergente em H.

Portanto, S(t)B é precompacto, e portanto S(t) : H → H é uma aplicação

compacta.

Salientamos que embora tenhamos obtado por fazer a demonstração para

o caso homogêneo, este último resultado já foi estabelecido em [12] para uma F

globalmente Lipschitz geral, mais precisamente, segue dos Lemas 3 e 4 p. 697- 698

em [12] o seguinte resultado:

Teorema 2.8 Se as hipóteses (H − 14) e (H − 15) são satisfeitas e p > 2, então

para qualquer u0 ∈ D(AH) e todo T > 0 tem-se:∫ T

0
‖u(s)‖pV ds ≤ C1(‖u0‖H , T ) (2.12)∫ T

0
‖du
dt

(s)‖p
′

V ∗ds ≤ C2(‖u0‖H , T ), (2.13)

onde C1 e C2 são funções localmente limitadas e u é solução do problema (2.2).

Além disso, se a inclusão V ⊂ H é compacta, então T (t) : H → H é uma aplicação

compacta, para cada t > 0.
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Além disso, temos

Lema 2.9 (Lema 5, p. 700, [12]) Considere que (H − 14), (2.3) sejam satisfeitos.

Se p > 2, então o semigrupo {T (t)}t≥0 associado ao problema (2.2) é B-dissipativo

em D(AH).

Teorema 2.10 (Teorema 1, p. 700, [12]) Suponhamos que (H − 14), (2.3) valem

e p > 2. Se (2.12) e (2.13) são satisfeitas para algum T > 0 e a inclusão V ⊂ H

é compacta, então o semigrupo {T (t)}t≥0 associado ao problema (2.2) possui um

B-atrator global maximal compacto invariante em D(AH).

Assim, usando os três resultados acima podemos concluir

Teorema 2.11 Se as hipóteses (H − 14) e (H − 15) são satisfeitas, p > 2 e a

inclusão V ⊂ H é compacta, então o semigrupo {T (t)}t≥0 associado ao problema

(2.2) possui um B-atrator global maximal compacto invariante em H = D(AH).

2.2 O Operador p-Laplaciano Perturbado com Condi-

ção de Fronteira Neumann Homogênea

Consideremos Ω ⊂ IRN , N ≥ 1, um aberto (de classe C1), conexo, limitado, com

fronteira ∂Ω suave, e sejam H
.= L2(Ω, IR) e V .= W 1,p(Ω, IR), 2 < p < +∞ fixo

qualquer . Então H é um espaço de Hilbert real e V é um espaço de Banach real

reflexivo.

Sabemos pelo Teorema de Rellich-Kondrachov que W 1,p(Ω, IR)está com-

pactamente contido em Lp(Ω, IR), ∀ p ≥ 1. Mas Lp(Ω, IR) ↪→ L2(Ω, IR), ∀ p > 2.

Logo W 1,p(Ω, IR) ⊂⊂ L2(Ω, IR), ∀ p > 2.

Temos também que a inclusão V ⊂ H é densa, pois H = L2(Ω, IR) =

W 1,p
0 (Ω, IR)

H
⊂W 1,p(Ω, IR)

H ⊂ HH = H, logo V H = H.

Visto que V ⊂ H, considerando o operador restrição temos que H∗ ⊂ V ∗.

Pelo Teorema de representação de Riez, H ≡ H∗. Logo temos V ⊂ H ⊂ V ∗, com
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inclusões cont́ınuas e densas.

Portanto, a condição (i) de (H − 14) está verificada.

Passemos agora a definição do nosso operador definido em V. Seja {Dλ} ⊂

L∞(Ω, IR), Dλ(x) ≥ δ > 0 x−qtp em Ω para cada λ ∈ [0, λ0] e Dλ converge

para D0 em L∞(Ω, IR) quando λ → 0. Logo existe uma constante M > 0 tal que

‖Dλ‖L∞(Ω) ≤M, ∀ λ ∈ [0, λ0]. Consideremos, para cada λ ∈ [0, λ0], o operador AD
λ

que a cada elemento u ∈ V = W 1,p(Ω, IR) associa o elemento de V ∗,

AD
λ
u : V → IR

dado por

AD
λ
u(v) .=

∫
Ω
Dλ(x)|∇u(x)|p−2∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω
|u(x)|p−2u(x)v(x)dx.

AD
λ
u está bem definido, pois para cada v ∈ V temos

AD
λ
u(v) ≤ M ‖ ∇u ‖p−1

p ‖ ∇v ‖p + ‖ u ‖p−1
p ‖ v ‖p < ∞

visto que |∇u|, |∇v|, u, v ∈ Lp(Ω).

Mostremos agora, que se u ∈ V , então AD
λ
u ∈ V ∗. De fato, como AD

λ
u

está bem definido, para cada u, então resta mostrar que AD
λ
u é linear e limitado. A

linearidade segue diretamente da definição de AD
λ
u e das propriedades da integral.

AD
λ
u é limitado, pois

‖ ADλu ‖V ∗≤ C ‖ u ‖p−1
W 1,p(Ω)

< +∞, C = C(N, p,M) > 0.

Lema 2.12 O operador AD
λ

: V → V ∗ é monótono.

Demonstração: Usando a desigualdade de Tartar temos que para todo u, v ∈ V :

〈ADλu−ADλv, u− v〉V ∗,V = 〈ADλu, u− v〉V ∗,V − 〈AD
λ
v, u− v〉V ∗,V

≥ δγ1

∫
Ω
|∇u−∇v|pdx+ γ2

∫
Ω
|u− v|pdx

= δγ1 ‖ ∇u−∇v ‖pp +γ2 ‖ u− v ‖pp ≥ 0,

γ1 = γ1(p,N) ≥ 0, γ2 = γ2(p,N) ≥ 0.

Portanto AD
λ

é monótono.
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Lema 2.13 O operador AD
λ

: V → V ∗ é coercivo.

Demonstração: Se u ∈ V,

〈ADλu, u〉V ∗,V ≥ δ ‖ ∇u ‖pp + ‖ u ‖pp

≥ δ
N

∑N
i=1 ‖

∂u
∂xi
‖pp + ‖ u ‖pp

≥ C ‖ u ‖pV , C = C(N, δ) > 0.

Logo, se {uj} ⊂ V for tal que limj→+∞ ‖ uj ‖V = +∞, então

limj→+∞C ‖ uj ‖p−1
V = +∞ e 〈A

Dλuj ,uj〉V ∗,V
‖uj‖V ≥ C ‖ uj ‖p−1

V . Portanto

lim
j→+∞

〈ADλuj , uj〉V ∗,V
‖ uj ‖V

= +∞.

Lema 2.14 O operador AD
λ

: V → V ∗ é hemicont́ınuo.

Demonstração: Queremos mostrar que w − limt→0A
Dλ(u + tv) = AD

λ
u, para

quaisquer u, v ∈ V. Como V = W 1,p(Ω, IR) (p > 2) é reflexivo (V = V ∗∗), precisamos

mostrar que

〈ADλ(u+ tv), ϕ〉V ∗,V −→ 〈AD
λ
u, ϕ〉V ∗,V quando t→ 0, ∀ ϕ ∈ V.

De fato, sejam u, v, ϕ ∈ V e t ∈ (−1, 1). Temos

|〈ADλ(u+ tv), ϕ〉V ∗,V − 〈AD
λ
u, ϕ〉V ∗,V | =

= |
∫

ΩD
λ(x)|∇(u+ tv)|p−2∇(u+ tv)∇ϕdx+

∫
Ω |u+ tv|p−2(u+ tv)ϕdx

−
∫

ΩD
λ(x)|∇u|p−2∇u∇ϕdx−

∫
Ω |u|

p−2uϕdx|

≤ ‖Dλ‖L∞(Ω)

∫
Ω | |∇(u+ tv)|p−2∇(u+ tv)− |∇u|p−2∇u| |∇ϕ|dx

+
∫

Ω | |u+ tv|p−2(u+ tv)− |u|p−2u| |ϕ|dx→ 0, quando t→ 0,

pois φp(`)
.= |`|p−2`, ` ∈ IR, é cont́ınua e ∇(u + tv) = ∇u + t∇v → ∇u quando

t→ 0.

Portanto, O operador AD
λ

: V → V ∗ é hemicont́ınuo.

Observação 2.15 Usando o Teorema 1.13 conclúımos que o operador AD
λ

: V →

V ∗, D(AD
λ
) = V, é maximal monótono e R(AD

λ
) = Imagem(AD

λ
) = AD

λ
(V ) =

V ∗.
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Conclúımos que a hipótese (H − 14) é satisfeita.

Mostremos agora que a hipótese (H − 15) também é satisfeita: No Lema

2.13, mostramos que existe uma constante C = C(N, δ) > 0 tal que para cada u ∈ V

〈ADλu, u〉V ∗,V ≥ C ‖ u ‖pV . Considerando w1 = C e c1 = 0, obtemos (2.3).

Quando mostramos que AD
λ
u é limitado, mostramos que existe uma constante w2 =

C(N, p,M) > 0 tal que para cada u ∈ V,

‖ ADλu ‖V ∗≤ w2 ‖ u ‖p−1
V < w2(‖ u ‖p−1

V +1).

Portanto a hipótese (H − 15) é satisfeita.

Logo podemos concluir (por Browder-Minty) que o operador AD
λ

H , a reali-

zação de AD
λ

em H dada por
D(AD

λ

H ) = {v ∈ V ; AD
λ
v ∈ H}

AD
λ

H (v) = AD
λ
v, se v ∈ D(AD

λ

H ),
(2.14)

é um operador maximal monótono em H e D(ADλH ) = H = L2(Ω).

Dáı, pela teoria desenvolvida na seção 2.1, conclúımos que o semigrupo

gerado pelo operador AD
λ

H : D(AD
λ

H ) ⊂ H → H é compacto. Daqui em diante

denotaremos AD
λ

H : D(AD
λ

H ) ⊂ H → H por

AD
λ

H (u) .= −div(Dλ|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u.

Os semigrupos gerados por certas classes de operadores maximais monóto-

nos tem um efeito regularizante sobre os dados iniciais, isto é, S(t)u0 ∈ D(A) para

todo u0 ∈ D(A) e todo t > 0, principalmente no caso onde A é a subdiferencial de

uma função convexa, própria e s.c.i. ( veja Teorema 1.21).

É posśıvel mostrar que o operador AD
λ

H é do tipo subdiferencial. Considere

ψD
λ

: L2(Ω)→ IR ∪ {+∞}

definido por

ψD
λ
(u) :


1
p

[∫
Ω
Dλ(x)|∇u|pdx+

∫
Ω
‖ u ‖p dx

]
, u ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.
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Temos que ∂ψD
λ

é maximal monótono em L2(Ω), uma vez que ψD
λ

é uma

aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente ( veja Exemplo 1.16).

Mostremos que −div(Dλ|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u = ∂ψD
λ
u. Como ambos são

maximais monótonos basta mostrarmos apenas uma das inclusões. Mostraremos

então que −div(Dλ|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u ⊂ ∂ψDλu :

Seja u ∈ D(−div(Dλ|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u) e

v = −div(Dλ|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u, então para cada ξ ∈ V

〈v, ξ − u〉 = 〈ADλu, ξ − u〉

=
∫

Ω
Dλ(x)|∇u(x)|p−2∇u(x)(∇ξ(x)−∇u(x))dx

+
∫

Ω
|u(x)|p−2u(x)(ξ(x)− u(x))dx

=
∫

Ω
Dλ(x)|∇u(x)|p−2∇u(x)∇ξ(x)dx−

∫
Ω
Dλ(x)|∇u(x)|pdx

+
∫

Ω
|u(x)|p−2u(x)ξ(x)dx−

∫
Ω
|u(x)|pdx.

Logo

〈v, ξ − u〉+
∫

Ω
Dλ(x)|∇u(x)|pdx+

∫
Ω
|u(x)|pdx =

=
∫

Ω
Dλ(x)|∇u(x)|p−2∇u(x)∇ξ(x)dx+

∫
Ω
|u(x)|p−2u(x)ξ(x)dx

≤
∫

Ω
Dλ(x)|∇u(x)|p−1|∇ξ(x)|dx+

∫
Ω
|u(x)|p−1|ξ(x)|dx

≤ 1
p′

∫
Ω
Dλ(x)|∇u(x)|pdx+

1
p

∫
Ω
Dλ(x)|∇ξ(x)|pdx

+
1
p′

∫
Ω
|u(x)|pdx+

1
p

∫
Ω
|ξ(x)|pdx

=
1
p′

[∫
Ω
Dλ(x)|∇u(x)|pdx+

∫
Ω
|u(x)|pdx

]
+

1
p

[∫
Ω
Dλ(x)|∇ξ(x)|pdx+

∫
Ω
|ξ(x)|pdx

]
.

Logo,

〈v, ξ − u〉+
(

1− 1
p′

)[∫
Ω
Dλ(x)|∇u(x)|pdx+

∫
Ω
|u(x)|pdx

]
≤

≤ 1
p

[∫
Ω
Dλ(x)|∇ξ(x)|pdx+

∫
Ω
|ξ(x)|pdx

]
.
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Logo,

〈v, ξ − u〉+ ψD
λ
(u) ≤ ψDλ(ξ), ∀ ξ ∈ V = W 1,p(Ω).

Agora note que se ξ ∈ L2(Ω)\W 1,p(Ω) então ψD
λ
(ξ) = ∞ e o resultado

segue.

Logo,

〈v, ξ − u〉+ ψD
λ
(u) ≤ ψDλ(ξ)

para todo ξ ∈ L2(Ω), e portanto v ∈ ∂ψDλ(u).

Como AD
λ

H e ∂ψD
λ

são maximais monótonos segue que AD
λ

H = ∂ψD
λ
. Como

queŕıamos demonstrar.



Caṕıtulo 3

Atratores para Semigrupos

mult́ıvocos definidos por

Semifluxos Generalizados

Semifluxos Generalizados são uma abstração de EDP’s para as quais pode haver mais

do que uma solução correspondente a um dado inicial. Segundo [3], a necessidade

para a teoria de tais semifluxos generalizados chega pelas seguintes razões, podem

existir EDP’s que tem mais do que uma solução ou pode ser o caso de não se saber

que a solução é única. Problemas deste tipo são usualmente chamados mal-postos.

Mesmo com a falta de unicidade é posśıvel obter a existência de atratores globais

para problemas diferenciais. Na verdade, propriedades de compacidade e dissipati-

vidade são suficientes para provar a existência de um conjunto maximal compacto

invariante o qual atrai todos os conjuntos limitados. Existem vários autores lidando

com esta questão, entre eles citamos Ball, [3], Melnik e Valero, [32], e Carvalho e

Gentile, [14]. Também citamos [10], onde pode ser encontrada uma boa descrição

dos dois primeiros trabalhos citados e uma comparação entre eles. De uma maneira

muito simplificada, podeŕıamos dizer que Melnik e Valero consideram operadores

mult́ıvocos atuando em dados iniciais u0 do espaço de fase X e chegando no conjunto
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de todos os posśıveis estados em tempo t, T (t)u0 ⊂ X enquanto Ball olha as soluções

como o bloco fundamental em suas considerações, como brevemente descreveremos

neste caṕıtulo. As idéias no terceiro trabalho são conectadas com ambos os dois

primeiros, visto que lidam com semigrupos mult́ıvocos constrúıdos por considerar

todas as posśıveis soluções começando em dados iniciais. A principal distinção no

estudo do comportamento assintótico em [14] é que o semigrupo mult́ıvoco considera-

do lá possui uma propriedade de regularidade forte de modo que ele eventualmente se

torna um semigrupo. Parece ser dif́ıcil de lidar com esta condição, mas na verdade

ela pode ser facilmente obtida, por métodos de comparação, para uma classe de

problemas envolvendo operadores maximais monótonos com resolvente crescente e

para os quais a unicidade não é uma questão trivial, [13].

Neste trabalho estaremos interessados em semigrupos mult́ıvocos T (t) defi-

nidos por um semifluxo generalizado G, isto é, cada ponto ζ ∈ T (t)x, x ∈ X (X um

espaço métrico completo, t ∈ [0,∞)) é tal que ζ = ϕ(t), onde ϕ é uma solução em G

e ϕ(0) = x. A maioria das definições da teoria de semigrupos pode ser estendida de

uma maneira muito natural para a estrutura mult́ıvoca, mas algumas delas aceitam

mais do que uma extensão. Este é o caso quando consideramos a existência de um

certo tempo τ para o qual após ele uma certa condição precisa ser satisfeita, como

ocorre em conceitos de atração, absorção e dissipatividade ou propriedades even-

tuais. Na teoria de semigrupos, este tempo pode ser escolhido uniformemente em

conjuntos limitados ou não, e estas são as únicas duas possibilidades. Aqui, neste

contexto, podemos considerar a possibilidade em um tempo, após alguma coisa acon-

tece, sendo uniforme em conjuntos limitados, uniforme em pontos ou ainda não ser

uniforme em nenhum dos dois casos. Uniformidade nos pontos significa que dado

um ponto arbitrário x ∈ X, existe um tempo τ = τ(x) para o qual após ele todas as

soluções ϕ ∈ G começando em x satisfazem certa propriedade. Esta distinção gera

um novo grupo de definições o qual não faz sentido na teoria uńıvoca e alguns destes

conceitos parecem jogar uma regra especial no contexto de semigrupos mult́ıvocos.



45

Neste texto chamaremos de ϕ-conceitos aqueles que são definidos sem supor qualquer

uniformidade no tempo, isto é, adicionamos o prefixo ϕ com as palavras atração,

dissipatividade, limitado, etc, para indicar que não estamos supondo que o tempo

em tais definições seja uniformemente escolhido em qualquer sentido. Por exemplo,

dizemos que um conjunto A ϕ−atrai um subconjunto M ⊂ X se dado ε > 0, cada

solução em G começando num ponto em M , eventualmente entra numa ε vizinhança

de A, Oε(A), e permanece dentro dela. Um dos nossos principais resultados estab-

elece que, se um semifluxo generalizado G é ϕ-assintóticamente compacto e possui

uma função de Lyapunov, então existe um ϕ-atrator global fechado minimal N̂ para

G e N̂ coincide com o conjunto das soluções estacionárias em G.

Este caṕıtulo está baseado no trabalho [36], e será organizado como segue.

A seção 3.1 contém os principais resultados na literatura sobre existência de atratores

para problemas diferenciais sem unicidade e fornece a base de informações para

discusões posteriores. Descrevemos todas as definições e teoremas relevantes de [3],

[32], [10] e [14], e também adicionamos algumas outras estendidas facilmente de [24]

e [29]. Na seção 3.2 obtemos algumas caracterizações do atrator, como é feito em

[29] para semigrupos, e provamos que, até mesmo no caso mult́ıvoco, o B-atrator glo-

bal maximal compacto invariante pode ser descrito em termos do conjunto instável

dos equiĺıbrios, se existir uma função de Lyapunov para o sistema. Na seção 3.3

discutimos os ϕ-conceitos.

3.1 Semigrupos Mult́ıvocos - Uma Teoria para Proble-

mas Diferenciais sem Unicidade

Nesta seção introduzimos a estrutura abstrata geral para estudar atratores para

problemas diferenciais sem unicidade. A maioria dos resultados neste texto preli-

minar já está publicado em [3], [32], [10] ou [14], conforme indicaremos no ińıcio de

cada resultado conhecido. Introduzimos algumas definições e resultados adicionais os
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quais são facilmente estendidos da teoria clássica de semigrupos, e usamos fortemente

[31] para dar suporte a nossa discussão.

3.1.1 Definições, Notações e Fatos Preliminares

Seja (X, d) um espaço métrico completo e sejam P (X), B(X), C(X), K(X) e BC(X)

denotando respectivamente os subconjuntos não-vazio, não-vazio e limitado, não-

vazio e fechado, não-vazio e compacto e não-vazio limitado e fechado de X. Para

x ∈ X e A,B ∈ P (X), e ε > 0 definimos

d(x,A) .= infa∈A{d(x, a)};

dist(A,B) .= supa∈A{d(a,B)} = supa∈A infb∈B{d(a, b)};

dH(A,B) .= max{dist(A,B),dist(B,A)};

Oε(A) .= {z ∈ X; d(z,A) < ε}.

Definição 3.1 [3] Um semifluxo generalizado G em X é uma famı́lia de aplica-

ções ϕ : [0,∞)→ X satisfazendo as condições:

(H1) (Existência) Para cada z ∈ X existe pelo menos um ϕ ∈ G com ϕ(0) = z.

(H2) (Translação) Se ϕ ∈ G e τ ≥ 0, então ϕτ ∈ G, sendo que ϕτ (t) := ϕ(t+τ),∀t ∈

[0,∞).

(H3) (Concatenação) Se ϕ,ψ ∈ G, e ψ(0) = ϕ(t) para algum t ≥ 0, então θ ∈ G,

sendo que

θ(τ) .=


ϕ(τ) se τ ∈ [0, t]

ψ(τ − t) se τ ∈ (t,∞)

(H4) (Semicontinuidade superior com relação aos dados iniciais) Se {ϕj}∞j=1 ⊂ G e

ϕj(0)→ z, então existe uma subseqüência {ϕµ} de {ϕj} e ϕ ∈ G com ϕ(0) = z

tal que ϕµ(t)→ ϕ(t) para cada t ≥ 0.

Definição 3.2 Dizemos que G é um semifluxo generalizado cont́ınuo se cada

ϕ ∈ G é uma aplicação cont́ınua de [0,∞) em X.
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Definição 3.3 Um semigrupo mult́ıvoco {T (t)}t≥0 definido por G é uma famı́-

lia de operadores mult́ıvocos T (t) : P (X)→ P (X) tal que, para cada t ≥ 0,

T (t)E .= {ϕ(t); ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ E}.

É bem conhecido que a famı́lia {T (t)}t≥0 satisfaz

Proposição 3.4 [10]

(a) {T (t)}t≥0 é um semigrupo em P (X), isto é, T (0) = IdP (X) e T (t+s) = T (t)T (s)

para todo t, s ≥ 0;

(b) T (t) é monótono com relação a ordem parcial de inclusão de conjuntos, isto é,

E ⊂ F implica T (t)E ⊂ T (t)F para todo t ≥ 0;

(c) T (t)x é compacto para cada x ∈ X;

(d) Se {Kn}n≥1 é uma seqüência de subconjuntos compactos de X tal que

dist(Kn,K) → 0 quando n → ∞, então dist(T (t)Kn, T (t)K) → 0 quando n → ∞,

para cada t ≥ 0; e

(e) T (t) : X → K(X) tem gráfico fechado para cada t ≥ 0, e é uma aplicação

semicont́ınua superiormente, isto é, para cada x ∈ X e aberto N contendo T (t)x,

existe uma vizinhança M de x tal T (t)M ⊂ N.

Observação 3.5 Em todo este caṕıtulo G denotará um Semifluxo Generalizado e

{T (t)}t≥0 denotará um semigrupo mult́ıvoco definido por G.

Definição 3.6 A órbita positiva de ϕ ∈ G e E ⊂ X são dadas por

γ+(ϕ) .= {ϕ(t); t ≥ 0} e γ+(E) .=
⋃
t≥0 T (t)E.

Se τ > 0,

γ+
τ (ϕ) .= {ϕ(t); t ≥ τ} e γ+

τ (E) .=
⋃
t≥τ T (t)E.

Definição 3.7 Dizemos que existe uma órbita completa através de x ∈ X se

existe uma aplicação ψ : IR → X tal que, para qualquer s ∈ IR, ψs|IR+ ∈ G e
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ψ(0) = x. Neste caso, a órbita completa de ψ é dada por

γ(ψ) = Im ψ = {ψ(t), t ∈ IR}.

Também dizemos que ψ é uma órbita completa através de x.

Definição 3.8 Dizemos que uma órbita completa ψ : IR → X é estacionária se

ψ(t) = z, para todo t ∈ IR para algum z ∈ X. Consideremos

Z(G) .= {z ∈ X; existe uma órbita completa ψ tal que ψ(t) = z ∀ t ∈ IR}.

Observação 3.9 Observamos que z ∈ Z(G) pode ser chamada uma solução esta-

cionária em G visto que z ∈ Z(G) se, e somente se, ∃ φ ∈ G tal que φ(t) = z para

todo t ≥ 0.

Quando estamos lidando com equações ou inclusões diferenciais, também

temos que z ∈ Z(G) se, e somente se, z ∈ T (t)z para todo t ≥ 0, portanto neste caso

podemos nos referir a z como um equiĺıbrio de T (t).

Observação 3.10 Segue de (H4) que Z(G) é um conjunto fechado.

Definição 3.11 Dizemos que um subconjunto A ⊂ X é positivamente invari-

ante se T (t)A ⊂ A, ∀ t ≥ 0, A é negativamente invariante se A ⊂ T (t)A,

∀ t ≥ 0, A é invariante se T (t)A = A, ∀ t ≥ 0, e A é quasi-invariante se para

cada z ∈ A existe uma órbita completa ψ através de z e ψ(t) ∈ A para todo t ∈ IR.

Observação 3.12 Invariante ⇒ quasi-invariante ⇒ negativamente invariante.

Definição 3.13 Se ϕ ∈ G, ψ é uma órbita completa e E ⊂ X,

• ω(ϕ) .= {z ∈ X;ϕ(tj)→ z, tj → +∞};

• α(ψ) .= {z ∈ X;ψ(tj)→ z, tj → −∞};

• ω(E) .=
⋂
t≥0 γ

+
t (E);

• ωB(E) .= {z ∈ X;∃ ϕj ∈ G, {ϕj(0)} ⊂ E, {ϕj(0)} ∈ B(X), e existe

{tj} ⊂ IR+, tj → +∞ com ϕj(tj)→ z}.
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Observação 3.14 ω(ϕ) =
⋂
t≥0 γ

+
t (ϕ).

Observação 3.15 [32] O conjunto ω(E) consiste dos limites de todas as seqüências

convergentes {ξn}, onde ξn ∈ T (tn)E, tn → +∞. ωB(E) ⊂ ω(E) e ωB(E) = ω(E)

se E é limitado. Portanto denotamos ωB(B) = ω(B) se B ∈ B(X).

Definição 3.16 Sejam A,E ∈ P (X). Dizemos que A atrai E se para qualquer

ε > 0 existe τ = τ(ε, E) ≥ 0 tal que T (t)E ⊂ Oε(A) para todo t ≥ τ , ou equivalen-

temente, dist(T (t)E,A)→ 0 quando t→ +∞.

Definição 3.17

(a) O subconjunto A é um B-atrator global se ele atrai todos os subconjuntos

limitados de X.

(b) O subconjunto A é um atrator global de pontos se ele atrai todos os pontos

de X.

Definição 3.18 O semifluxo generalizado G é eventualmente limitado se para

qualquer B ∈ B(X) exite τ = τ(B) ≥ 0 tal que γ+
τ (B) ∈ B(X).

Definição 3.19

(a) G é limitado dissipativo ou B-dissipativo se existe um B-atrator global

limitado para G.

(b) G é ponto dissipativo se existe um atrator global de pontos limitado para G.

(c) Dizemos que G é ϕ-dissipativo se existe um conjunto limitado B0 tal que, para

qualquer ϕ ∈ G, ϕ(t) ∈ B0 para todo t suficientemente grande.

Observação 3.20 Limitado dissipativo ⇒ ponto dissipativo ⇒ ϕ-dissipativo.

(ϕ-dissipatividade é chamada ponto dissipatividade em [3] ).

Definição 3.21 G é compacto se, para qualquer seqüência {ϕj} ⊂ G com {ϕj(0)}

é limitado, existe uma subseqüência {ϕjk} ⊂ {ϕj} tal que {ϕjk(t)} é convergente

para cada t > 0.
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Definição 3.22 G é assintóticamente compacto se, para qualquer seqüência

{ϕj} ⊂ G com {ϕj(0)} ∈ B(X), e para qualquer seqüência {tj}, tj → +∞, a

seqüência {ϕj(tj)} possui uma subseqüência convergente; (Ou equivalentemente,

para qualquer B ∈ B(X), cada seqüência {ξn}, com ξn ∈ T (tn)B, ∀ n ∈ IN, e

tn → +∞, contém uma subseqüência convergente).

Definição 3.23 G é condicionalmente assintóticamente compacto se, para

qualquer B ∈ B(X) tal que γ+
τ(B)(B) ∈ B(X) para algum τ(B) ≥ 0, cada seqüência

{ξn}, com ξn ∈ T (tn)B, ∀ n ∈ IN, e tn → +∞, contém uma subseqüência con-

vergente. (Em [32], esta condição é chamada assintóticamente semicompacto

superior, e em [4] de classe AK).

Lema 3.24 Seja G assintóticamente compacto. Se B ∈ BC(X) é negativamente

invariante, então B é compacto.

A demonstração do lema é trivial.

Proposição 3.25 [3]

(a) Se G é assintóticamente compacto, então G é eventualmente limitado.

(b) Se G é eventualmente limitado e compacto, então G é assintóticamente compacto.

Proposição 3.26 [10] G é assintóticamente compacto se, e somente se, G é even-

tualmente limitado e condicionalmente assintóticamente compacto.

3.1.2 Atratores para G

Nesta seção damos condições no semifluxo generalizado G para que ω(B) atraia B

para todo B ∈ B(X), e provamos que estas condições implicam que
⋃
x∈X ω(x) é o

único atrator global de pontos fechado minimal e
⋃
B∈B(X) ω(B) é o único B-atrator

global fechado minimal. Em ordem para fazer isto, o seguinte lema será essencial.

Lema 3.27 Seja G um semifluxo generalizado e seja F ∈ C(X). Se F atrai um

subconjunto A ∈ P (X), então ωB(A) ⊂ ω(A) ⊂ F. Se ω(A) atrai A, então ele será
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o único conjunto minimal fechado que atrai A. Também, para qualquer A ∈ P (X) e

para qualquer τ ≥ 0, temos ω(γ+
τ (A)) = ω(A).

Teorema 3.28 (i) Se F ⊂ X é um atrator global de pontos fechado, então⋃
x∈X ω(x) ⊂ F. Em particular, se

⋃
x∈X ω(x) é um atrator global de pontos, então

ele será o único atrator global de pontos fechado minimal M̂.

(ii) Se para cada x ∈ X, ω(x) atrai x, então G possui o único atrator global de

pontos fechado minimal M̂ e M̂ =
⋃
x∈X ω(x).

Teorema 3.29 (i) Se F ⊂ X é um B-atrator global fechado, então⋃
B∈B(X) ω(B) ⊂ F, em particular, se

⋃
B∈B(X) ω(B) é um B-atrator global, então

ele será o único B-attractor global fechado minimal M.

(ii) Se para cada B ∈ B(X), ω(B) atrai B, então G possui o único B-attractor global

fechado minimal M e

M =
⋃

B∈B(X)

ω(B).

Lema 3.30 Seja G um semifluxo generalizado e K ∈ K(X). Se K atrai A ∈ P (X),

então cada seqüência {ξn}, com ξn ∈ T (tn)A e tn → +∞, contém uma subseqüência

que converge para algum ponto de K.

Os quatro resultados acima podem ser provados usando os mesmos argu-

mentos dos resultados análogos no caso únivoco (veja [31]). Somente observamos que

no contexto mult́ıvoco os conjuntos ω-limites não são necessariamente positivamente

invariantes. A próxima proposição segue o Lema 3.1.1 [24], e pode ser facilmente

provada usando os argumentos de Ball como está feito no Lema 3.4 (i), [3].

Proposição 3.31 Seja G um semifluxo generalizado e A ∈ P (X) tal que ω(A) é um

conjunto não-vazio compacto que atrai A. Então ω(A) é quasi-invariante e portanto

negativamente invariante. O mesmo é válido para ωB(A) se ωB(A) é um conjunto

não-vazio compacto que atrai A.
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O próximo lema estabelece a propriedade essencial de compacidade que

precisamos para obter boas condições nos conjuntos ω-limites. Sua demonstração é

evidente.

Lema 3.32 Seja G um semifluxo generalizado e A ∈ P (X). Se cada seqüência {ξn},

com ξn ∈ T (tn)A e tn → +∞, contém uma subseqüência convergente em X, então

ω(A) é o conjunto não-vazio minimal fechado que atrai A e também, ω(A) é com-

pacto e quasi-invariante.

Pelos Lemas 3.30 e 3.32, obtemos imediatamente os seguintes dois resulta-

dos:

Teorema 3.33 ω(A) é um conjunto não-vazio quasi-invariante e compacto que

atrai A se, e somente se, cada seqüência {ξn}, com ξn ∈ T (tn)A e tn → +∞,

contém uma subseqüência convergente em X.

Teorema 3.34 Seja G um semifluxo generalizado e K ∈ K(X). Se K atrai A ∈

P (X), então ω(A) é um conjunto não-vazio minimal fechado que atrai A, e ω(A) é

compacto e quasi-invariante.

Proposição 3.35 Seja G um semifluxo generalizado e seja A ∈ P (X) tal que γ+(A)

é compacto. Então ω(A) é um conjunto não-vazio compacto que atrai A e ω(A) é

quasi-invariante.

Demonstração: Seja {xn} ⊂ A. Por (H1) existe {ϕn} ⊂ G tal que ϕn(0) = xn.

Considere a seqüência tn → +∞ e a seqüência {ϕn(tn)}. Então {ϕn(tn)} possui

uma subseqüência convergente ϕnk(tnk) → y ∈ ω(A). Portanto ω(A) 6= ∅. Visto

que ω(A) ⊂ γ+(A) segue que ω(A) é compacto. Também, temos que ω(A) atrai

A. Suponhamos que não, então existe ε0 > 0 e seqüências tj → ∞, {ϕj} ⊂ G com

ϕj(0) ∈ A tal que ϕj(tj) 6∈ Oε0(ω(A)), o que é uma contradição. Portanto, segue da

Proposição 3.31 que ω(A) é quasi-invariante.
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Lema 3.36 [3] Seja G assintóticamente compacto.

(i) Seja B ∈ B(X). Então ω(B) é não-vazio, compacto, quasi-invariante, e é o

conjunto minimal fechado que atrai B. Se T (t0)ω(B) ⊂ B para algum t0 ≥ 0, então

ω(B) é invariante.

(ii) Se ϕ ∈ G então ω(ϕ) é não-vazio, compacto, quasi-invariante. Também, temos

limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0.

(iii) Se ψ é uma órbita completa limita então α(ψ) é não-vazio, compacto, quasi-

invariante, e limt→−∞ d(ψ(t), α(ψ)) = 0.

Teorema 3.37 Seja G um semifluxo generalizado condicionalmente assintóticamen-

te compacto e A ∈ P (X). Se existe τ ≥ 0 tal que γ+
τ (A) ∈ B(X), então ω(A) é um

conjunto não-vazio, compacto, quasi-invariante e ω(A) é o conjunto minimal fechado

que atrai A.

Demonstração: Considere uma seqüência arbitrária {ξn} com ξn ∈ T (tn)A e

tn → +∞. Podemos escolher uma subseqüência tnk → +∞ satisfazendo tnk ≥

τ, ∀ k ∈ IN. Temos que γ+
τ (γ+

τ (A)) ∈ B(X) e

T (tnk)A = T (tnk − τ)T (τ)A, ∀ k ∈ IN. Visto que G é condicionalmente assintótica-

mente compacto e ξnk ∈ T (tnk−τ)γ+
τ (A), obtemos que {ξnk} tem uma subseqüência

convergente em X. Então, segue do Lema 3.32 que ω(A) é um conjunto não-vazio

minimal fechado que atrai A, e ω(A) é compacto e quasi-invariante.

O próximo lema motiva a definição de outra propriedade de compacidade.

Lema 3.38 [31] Seja {Ln}∞n=1 uma seqüência decrescente de conjuntos em um espaço

métrico completo X (L1 ⊃ L2 ⊃ . . . ⊃ Ln ⊃ . . .), satisfazendo a seguinte condição:

Para cada n ∈ IN existe um conjunto compacto Kn ⊂ X e um número εn > 0 tal

que

Ln ⊂ Oεn(Kn) and εn → 0 as n→ +∞.

Então para cada yn ∈ Ln, ∀ n ∈ IN dado, a seqüência {yn}∞n=1 contém uma sub-

seqüência convergente.
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Definição 3.39 Dizemos que um semifluxo generalizado G possui B-ACP (B-

asymptotically compact property) se para qualquer B ∈ B(X) tal que γ+
t1(B)(B)

∈ B(X) para um certo t1(B) ≥ 0, existe um tempo t2(B) ≥ t1(B) tal que para

qualquer t ≥ t2(B), existem um conjunto compacto K(B, t) ⊂ X e ε(B, t) > 0

satisfazendo

T (t)B ⊂ Oε(B,t)(K(B, t)) e ε(B, t)→ 0 quando t→ +∞.

Usando (H3), Lemas 3.38, 3.32, 3.27, e com os mesmos argumentos podemos

estender o Teorema 4.12 em [31] para o caso mult́ıvoco:

Teorema 3.40 Seja G um semifluxo generalizado com B-ACP e A ∈ P (X). Se

existe τ ≥ 0 tal que γ+
τ (A) ∈ B(X), então ω(A) é um conjunto não-vazio, compacto,

quasi-invariante e ele é o minimal fechado que atrai A.

Assim, temos como uma conseqüência do Teorema 3.28 (ii), Teorema 3.29

(ii) e Teorema 3.40 o seguinte resultado:

Teorema 3.41 Seja G um semifluxo generalizado eventualmente limitado com B-

ACP. Então G possui o único atrator global de pontos fechado minimal M̂ e G possui

o único B-atrator global fechado minimal M. Também, temos

M̂ =
⋃
x∈X

ω(x), M =
⋃

B∈B(X)

ω(B).

Observação 3.42 Percebe-se que na literatura o objetivo final tem sido sempre en-

contrar o B−atrator global maximal compacto invariante A. Mas note que os teo-

remas 3.28, 3.29 e 3.41 são interessantes por si só, porque sempre que existir o

B−atrator global maximal compacto invariante A, ele coincidirá com M, o que nos

garante isto é o seguinte

Lema 3.43 [32] Seja B ∈ B(X) um conjunto negativamente invariante. Se Z é

um B-atrator global, então B ⊂ Z.
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Algumas outras classes de semifluxos generalizados, inspirado na Teoria de

Semigrupos, serão agora introduzidas e faremos uma comparação entre elas.

Definição 3.44 Seja G um semifluxo generalizado.

(a) Dizemos que G é de classe K∗ se T (t) : X → P (X) é compacto para algum

t1 > 0, i.e., para cada B ∈ B(X), sua imagem T (t1)B é relativamente compacto em

X.

(b) Dizemos que G é de classe B-K se para cada B ∈ B(X), existe t1 = t1(B) ≥ 0

tal que T (t)B é relativamente compacto para cada t ≥ t1.

(c) G é chamado assintóticamente suave se, para qualquer conjunto não vazio,

fechado, limitado e positivamente invariante B ⊂ X, existe um conjunto compacto

J ⊂ B tal que J atrai B. (Ball, [4], introduziu esta definição, mas não tem a condição

restritiva “para conjuntos fechados”).

(d) Dizemos que G é uniformemente compacto para t grande se para cada

B ∈ B(X) existe um t(B) ≥ 0 tal que γ+
t(B)B é relativamente compacto em X.

Teorema 3.45 Seja G um semifluxo generalizado, então

(i) G é de classe K∗ ⇒ G é de classe B-K ⇒ G é condicionalmente assintóticamente

compacto.

(ii) G possui B-ACP ⇔ G é condicionalmente assintóticamente compacto.

(iii) G possui B-ACP ⇒ G é assintóticamente suave.

(iv) G uniformemente compacto para t grande ⇔ G é eventualmente limitado e ele

é de classe B-K.

(v) G é assintóticamente compacto ⇒ G eventualmente limitado.

(vi) G compacto e eventualmente limitado ⇒ G é assintóticamente compacto.

(vii) G é assintóticamente compacto ⇔ G é condicionalmente assintóticamente com-

pacto e eventualmente limitado.

Observação 3.46 É interessante observar que se na definição de G ser assintó-

ticamente suave tirassemos a condição “conjunto fechado”, então teŕıamos que vale
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a volta em (iii), isto é, G assintóticamente suave implicaria que G possui B-ACP

(veja [4]). Mais adiante, na seção 3.1.3 veremos que se o semigrupo mult́ıvoco “se

comportar como um semigrupo para tempo grande”, então teremos que vale a volta

em (iii).

Lema 3.47 [3] Seja G um semifluxo generalizado ϕ-dissipativo e eventualmente lim-

itado. Então existe um conjunto limitado B1 tal que dado qualquer compacto K ⊂ X

existe ε = ε(K) > 0, t1 = t1(K) > 0, tal que T (t)Oε(K) ⊂ B1 para todo t ≥ t1.

Observação 3.48 Segue como um corolário da demonstração do Lema 3.5 em [3]:

Seja G um semifluxo generalizado eventualmente limitado. Se existe um conjunto

limitado B0 tal que, para qualquer ϕ ∈ G e ε > 0, ϕ(t) ∈ Oε(B0) para todo t

suficientemente grande, então do fato de ser eventualmente limitado sabemos que

para cada δ > 0 existe τ(B0, δ) ≥ 0 tal que B1
.= γ+

τ(B0,δ)
(Oδ(B0)) ∈ B(X), e além

disso para cada conjunto compacto K ⊂ X, existe ε = ε(K, δ) > 0 e t1 = t1(K, δ) ≥ 0

tal que T (t)Oε(K) ⊂ B1 para todo t ≥ t1.

Este resultado aparece na Teoria de Semigrupos, [29], [31], e sua demons-

tração usa a continuidade de cada operador T (t). Uma vez que admitimos que T (t)

é um operador mult́ıvoco ele perde a continuidade, mas os semigrupos mult́ıvocos

mantém a propriedade essencial de atração.

O Lema 3.47 nos diz que se G é ϕ-dissipativo e eventualmente limitado,

então existe um conjunto limitado B1 que absorve vizinhanças de compactos. Se

além disso G possuir B-ACP, então existe um conjunto limitado que absorve con-

juntos limitados. Veja a próxima proposição.

Proposição 3.49 Seja G um semifluxo generalizado eventualmente limitado e su-

ponha que G é ϕ-dissipativo. Se G possui B-ACP, ou equivalentemente, se G é

condicionalmente assintóticamente compacto, então G possui um conjunto limitado

que absorve todos os conjuntos limitados. Portanto, em particular G é B-dissipativo.
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Demonstração: Seja B1 como na Observação 3.48.

Afirmação: B1 absorve todos os conjuntos limitados de X. De fato, como G é even-

tualmente limitado, para cada B ∈ B(X) existe um t(B) ≥ 0 tal que γ+
t(B)(B) ∈

B(X). Logo, pelo Teorema 3.40, obtemos que ω(B) é um conjunto não vazio com-

pacto que atrai B. Logo existem ε > 0 e t0 ≥ 0 tal que T (t)Oε(ω(B)) ⊂ B1 e

T (t)B ⊂ Oε(ω(B)) para todo t ≥ t0.

Teorema 3.50 [3] Seja G um semifluxo generalizado. Se G possui um B-atrator

global compacto invariante, então G é ϕ-dissipativo e assintóticamente compacto.

Reciprocamente, se G é ϕ-dissipativo e assintótiticamente compacto, então G possui

um B-atrator global compacto invariante A. O B-atrator global A é único e é dado

por

A =
⋃

B∈B(X)

ω(B) = ωB(B1) = ωB(X),

onde B1 ∈ B(X) é como no Lema 3.47. Além disso, A é o subconjunto maxi-

mal compacto invariante de X, e A é o minimal entre todos os B-atratores globais

fechados.

Teorema 3.51 [32] Seja G um semifluxo generalizado. Se G tem um B-atrator

global compacto, então G tem um B-atrator global compacto invariante o qual é o

minimal entre todos os B-atratores globais fechados.

Agora daremos mais condições equivalentes para a existência do B-atrator

global maximal compacto invariante.

Teorema 3.52 Seja G um semifluxo generalizado. As seguintes sentenças são e-

quivalentes:

(I) G é condicionalmente assintóticamente compacto e B-dissipativo;

(II) G possui B-ACP e é B-dissipativo;

(III) G é condicionalmente assintóticamente compacto, eventualmente limitado e

ponto dissipativo;
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(IV) G possui B-ACP, é eventualmente limitado e ponto dissipativo;

(V) G possui B-ACP, é eventualmente limitado e ϕ-dissipativo;

(VI) G é assintóticamente compacto e ϕ-dissipativo;

(VII) G possui um B-atrator global fechado minimal não-vazio o qual é o subconjunto

maximal compacto invariante de X;

(VIII) G possui um B-atrator global compacto não-vazio.

Demonstração: É fácil ver que G B-dissipativo implica G eventualmente limitado

e ponto dissipativo; e ponto dissipativo implica ϕ−dissipativo. Pelo Teorema 3.45 (ii)

G possui B-ACP ⇔ G é condicionalmente assintóticamente compacto. Novamente

pelo Teorema 3.45 (vii) e (ii) G é assintóticamente compacto⇔ G é condicionalmente

assintóticamente compacto e eventualmente limitado⇔ G possui B-ACP e G é even-

tualmente limitado. Assim, temos (I) ⇔ (II) ⇒ (III) ⇔ (IV ) ⇒ (V ) ⇔ (V I).

Pelo Teorema 3.50 (V I) ⇔ (V II). Trivialmente (V II) ⇒ (V III). Finalmente, o

Lema 3.30 guarante que (V III)⇒ (I).

Observação 3.53 Se G é assintóticamente compacto, ou equivalentemente, se G

possui B-ACP e é eventualmente limitado, então:

(a) G é ponto dissipativo ⇔
⋃
x∈X ω(x) ∈ B(X).

(b) G é B-dissipativo ⇔
⋃
B∈B(X) ω(B) ∈ B(X).

Observação 3.54 [31] Se para cada B ∈ B(X), ω(B) =
⋃
x∈B ω(x), e ω(B) atrai

B, então M̂ = M.

Teorema 3.55 Seja G assintóticamente compacto, ou equivalentemente, G possui

B-ACP e é eventualmente limitado. Sejam M̂ e M como no Teorema 3.41. Se

M̂ ∈ B(X), então para cada δ > 0, M = ω(Oδ(M̂)). Além disso, M é o subconjunto

maximal compacto invariante de X.

Demonstração: Pela Observação 3.48 e Teorema 3.50, B1
.= γ+

τ(M̂,δ)
(Oδ(M̂)) ∈

B(X), e A .= ωB(B1) =
⋃
B∈B(X) ω(B) é um B-atrator global compacto invariante.
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Além disso, A é o subconjunto maximal compacto invariante de X, e A é o minimal

entre todos os B-atratores globais fechados. Portanto M = A e temos

M =
⋃

B∈B(X)

ω(B) =
⋃

B∈B(X)

ω(B) = ω(B1) = ω

(
γ+

τ(M̂,δ)
(Oδ(M̂))

)
= ω(Oδ(M̂)).

3.1.3 Eventual Semigrupos

Existe uma classe de semigrupos mult́ıvocos que se comportam, para valores de t

grandes, como um semigrupo uńıvoco. Isto ocorre quando lidamos com problemas

sem unicidade de solução mas que possuem propriedades regularizantes fortes. Esta

classe foi introduzida em [14], onde lidam com problemas a respeito do p-laplaciano,

p > 2. Quando se considera problemas parabólicos perturbados por operadores não

globalmente Lipschitz, a unicidade não é uma questão trivial mas, sob condições

razoáveis, estes problemas possuem regularidade suficiente e propriedades de ab-

sorção para que se consigua unicidade após um certo tempo ter ocorrido. Abaixo

descreveremos brevemente estas idéias, já colocando-as no contexto de semifluxos

generalizados.

Definição 3.56 Dizemos que um semifluxo generalizado G define um eventual

semigrupo se existe um semigrupo {S(t)}t≥0 tal que para qualquer B ∈ B(X),

existe τ0 = τ0(B) > 0 tal que, se τ ≥ τ0 e xτ ∈ T (τ)B então para cada t ≥

0, T (t)xτ = S(t)xτ , onde T (t) é o semigrupo mult́ıvoco definido por G.

Teorema 3.57 Seja G um semifluxo generalizado que define um eventual semi-

grupo associado com o semigrupo {S(t)}t≥0 e seja B0 ∈ B(X) tal que γ+
τ1(B0) =⋃

t≥τ1 T (t)B0 ∈ B(X) para algum τ1 = τ1(B0) ≥ 0. Se {S(t)}t≥0 é de classe K ou

de classe AK ou de classe B-AK ou se ele possui B-ACP (para estas definições veja

[31]), então

(i) ω(B0) é não vazio, compacto e invariante por {S(t)}t≥0;
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(ii) ω(B0) atrai B0;

(iii) ω(B0) é o conjunto minimal fechado que atrai B0;

Demonstração: O caso onde {S(t)}t≥0 é de classe K está feito no Teorema 2.1 em

[14] onde é usado o Teorema 2.1, [29]. Para os outros casos basta repetir o mesmo

racioćınio feito em [14], e o resultado segue do Teorema 4.13, [31], e Proposition 3.4,

[29] para {S(t)}t≥0 de classe AK e classe B-AK. Teorema 4.12 em [31] é usado se

{S(t)}t≥0 possui B-ACP.

Como uma conseqüência temos

Teorema 3.58 Seja G um semifluxo generalizado B-dissipativo que define um even-

tual semigrupo {T (t)}t≥0 associado com o semigrupo {S(t)}t≥0. Suponhamos que

para qualquer B ∈ B(X), ω(B) é um conjunto invariante sob {T (t)}t≥0. Se o semi-

grupo {S(t)}t≥0 é de classe K ou de classe AK ou de classe B-AK ou se ele possui

B-ACP, então G possui um B-atrator global maximal compacto invariante.

Observação 3.59 Como um complemento do Teorema 3.45 (iii) observamos que

se G define um eventual semigrupo {T (t)}t≥0 associado com um semigrupo assintó-

ticamente suave, então G possui B-ACP.

3.2 Caracterizações para o B-Atrator Global Maximal

Compacto Invariante

Nesta seção obtemos algumas caracterizações para o B-atrator global maximal com-

pacto invariante. Em particular provamos que, até mesmo no caso mult́ıvoco, este

conjunto pode ser descrito em termos do conjunto instável dos estados de equiĺıbrio,

se existe uma função de Lyapunov para o sistema. Também descrevemos este atra-

tor como união das órbitas completas limitadas (ou órbitas completas precompactas)

como está feito no caso uńıvoco.
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Teorema 3.60 Seja G assintóticamente compacto e ϕ-dissipativo. Então o B-atra-

tor global maximal compacto invariante pode ser caracterizado por:

(i) A =
⋃
B∈B(X) ω(B) ;

(ii) A = ωB(X) ;

(iii) A = ωB(B1), onde B1 ∈ B(X) é o conjunto do Lema 3.47;

(iv) A =
⋃
K∈K(X) ω(K) ;

(v) A é a união de todas as órbitas completas limitadas em X;

(vi) A é a união de todas as órbitas completas precompactas em X;

(vii) A é o conjunto maximal limitado invariante em X.

Demonstração: Para as partes (i), (ii) e (iii) veja Teorema 3.50.

(iv): Visto que A é compacto e invariante, ω(A) = A. Portanto, temos

⋃
K∈K(X)

ω(K) ⊂
⋃

B∈B(X)

ω(B) = A = ω(A) ⊂
⋃

K∈K(X)

ω(K).

Portanto A =
⋃
K∈K(X) ω(K).

(v) e (vi): Visto que A é invariante, então ele é quasi-invariante. Assim, dado

x ∈ A, existe uma órbita completa ψ através de x (isto é, ψ(0) = x) tal que

ψ(t) ∈ A, ∀ t ∈ IR. Considere γ(ψ) = Im ψ = {ψ(t), t ∈ IR} ⊂ A ∈ B(X). Então

γ(ψ) é limitado. Além disso note que, γ(ψ) é precompacto, uma vez que γ(ψ) ⊂ A.

Portanto podemos concluir que A está incluso na união de todas as órbitas completas

limitadas emX eA está incluso na união de todas as órbitas completas precompactas

em X.

Por outro lado, se x ∈ X e ψx é uma órbita completa limitada (ou precom-

pacta) em X através de x, considere γ(ψx) = Im ψx = {ψx(t), t ∈ IR}. Visto que

γ(ψx) é negativamente invariante, temos

γ(ψx) ⊂ γ(ψx) ⊂
⋂
τ≥0

γ(ψx) ⊂
⋂
τ≥0

γ+
τ (γ(ψx)) = ω(γ(ψx)) ⊂

⋃
B∈B(X)

ω(B) = A.

Portanto,
⋃
x∈X γ(ψx) ⊂ A.
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(vii) Se D ⊂ X é um subconjunto limitado e invariante de X, então

D ⊂
⋂
t≥0

γ+
t (D) = ω(D) ⊂

⋃
B∈B(X)

ω(B) = A.

Definição 3.61 [3] Seja G um semifluxo generalizado. A aplicação

V : X → IR é uma função de Lyapunov para G se

(i) V é cont́ınua;

(ii) V (ϕ(t)) ≤ V (ϕ(s)) sempre que ϕ ∈ G e t ≥ s ≥ 0;

(iii) Se V (ψ(t)) = constante, para alguma órbita completa ψ e todo t ∈ IR, então ψ

é estacionária.

Lema 3.62 Seja G um semifluxo generalizado, e x ∈ X tal que existe uma órbita

completa ψx através de x e um conjunto compacto K tal que

{ψx(t); t ≤ 0} ⊂ K, então α(ψx) é quasi-invariante.

Demonstração: Seja z ∈ α(ψx). Então existe uma seqüência tj → −∞ (podemos

supor sem perda de generalidade que . . . ≤ t2 ≤ t1 ≤ 0) tal que ψx(tj) → z. Por

definição de órbita completa temos ψtjx ∈ G e ψtjx (0)→ z. Dáı por (H4), existe uma

subseqüência, a qual não renomearemos, e uma solução g0 ∈ G com g0(0) = z, tal

que ψtjx (t)→ g0(t), ∀ t ≥ 0. Claramente g0(t) ∈ α(ψx), ∀ t ≥ 0. Agora consideremos

τj
.= tj − 1 (τj ≤ 0). Visto que ψtj−1

x (0) = ψx(tj − 1) = ψx(τj) ∈ K ∈ K(X), temos

(após extrair uma outra subseqüência) que ψtj−1
x (0) = ψx(τj)→ y. Por (H4), existe

uma subseqüência, a qual não renomearemos, e uma solução g1 ∈ G com g1(0) = y tal

que ψtj−1
x (t)→ g1(t), ∀ t ≥ 0. Claramente g1(t) ∈ α(ψx), ∀ t ≥ 0. Note que g1

1 = g0,

visto que g1
1(t) = g1(t+ 1) = limj→+∞ ψ

tj−1
x (t+ 1) = limj→+∞ ψ

tj
x (t) = g0(t), ∀ t ≥

0. Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 1, 2, . . . , uma

solução gr ∈ G tal que g1
r = gr−1 e gr(t) ∈ α(ψx), ∀ t ≥ 0. Dado t ∈ IR,

definimos g(t) como o valor comum de gr(t + r) para r ≥ −t. Então g é uma

órbita completa com g(0) = g0(0) = z. De fato, dado s ∈ IR e t ≥ 0, temos



63

gs(t) = g(t + s) = gr(t + s + r) = gs+rr (t), onde r .= d−se é o menor valor inteiro

positivo o qual é maior ou igual a −s. (note que s + r ≥ 0 e −(t + s) ≤ −s ≤ r).

Como gr ∈ G, por (H2), gs+rr ∈ G. Portanto gs = gs+rr ∈ G. Assim g é uma órbita

completa com g(0) = z e g(t) ∈ α(ψx), ∀ t ≥ 0. Portanto α(ψx) é quasi-invariante.

Lema 3.63 Seja G um semifluxo generalizado e suponha que existe uma função de

Lyapunov V : X → IR para G. Seja x ∈ X tal que existe uma órbita completa ψx

através de x e um conjunto compacto K com {ψx(t); t ≤ 0} ⊂ K. Então α(ψx) ⊂

Z(G).

Demonstração: Seja {tj} uma seqüência tal que tj → −∞ quando j → +∞

e . . . tj < . . . < t2 < t1 ≤ 0. Por hipótese existe uma subseqüência convergente

{ψx(tj`)} ⊂ {ψx(tj)}. Pela Definition 3.61 (ii) obtemos que {V (ψx(tj`))} é uma

seqüência não decrescente. De fato, tj`+1
< tj` então tj` = tj`+1

+ r, r > 0. Assim

ψx(tj`) = ψx(tj`+1
+ r) = ψ

tj`+1
x (r) e ψ

tj`+1
x ∈ G. Então

V (ψx(tj`)) = V (ψ
tj`+1
x (r)) ≤ V (ψ

tj`+1
x (0)) = V (ψx(tj`+1

)).

Portanto temos que

lim`→+∞ V (ψx(tj`)) = d
.= sup{V (ψx(tj`)), ` ∈ IN},

e este limite não depende da seqüência {tj} escolhida.

Seja y ∈ α(ψx). Então y = limj→+∞ ψx(tj), tj → −∞. Logo

lim`→+∞ V (ψx(tj`)) = d e lim`→+∞ ψx(tj`) = y, tj` → −∞. Também, temos

lim`→+∞ V (ψx(tj`)) = V (y). Pela unicidade do limite, V (y) = d. Sabemos do Lema

3.62 que α(ψx) é quasi-invariante. Então existe uma órbita completa ψ̃ através de

y tal que ψ̃(t) ∈ α(ψx), ∀ t ∈ IR. Portanto V (ψ̃(t)) = d = V (y), ∀ t ∈ IR, isto é, ψ̃ é

uma solução estacionária e y ∈ Z(G).

Teorema 3.64 Seja G um semifluxo generalizado cont́ınuo e suponhamos que existe

uma função de Lyapunov V : X → IR para G, e que G tem um B-atrator global ma-

ximal compacto invariante A. Então A = W u(Z(G)) onde W u(Z(G)) é o conjunto
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instável de Z(G) dado por {y ∈ X; existe uma órbita completa ϕy através de y e

d(ϕy(−t), Z(G)) t→+∞−→ 0}.

Demonstração: Seja x ∈ A. Visto que A é invariante existe uma órbita completa

φx através de x tal que φx(t) ∈ A, ∀ t ∈ IR. Visto que A é compacto, temos

pelo lema anterior que α(φx) ⊂ Z(G). Também, temos que φx(−t) → α(φx). De

fato, limt→+∞ d(φx(−t), α(φx)) = 0 ⇔ ∀ ε > 0 existe τε ≥ 0 tal que φx(−t) ∈

Oε(α(φx))), ∀ t ≥ τε. Suponhamos, por contradição, que existe ε0 > 0 tal que

para qualquer k ∈ IN, existe tk ≥ k com φx(−tk) /∈ Oε0(α(φx)). Uma vez que

{φx(−tk)}∞k=1 ⊂ A e A é compacto, temos que {φx(−tk)}∞k=1 tem uma subseqüência

convergente a qual converge a um ponto de α(φx)), o que é imposśıvel. Portanto

limt→+∞ d(φx(−t), α(φx)) = 0. Portanto x ∈W u(Z(G)) e A ⊂W u(Z(G)).

Por outro lado, seja x ∈ W u(Z(G)). Então existe uma órbita completa φx

através de x tal que φx(−t) → Z(G). Uma vez que Z(G) ⊂ A e A é um B-atrator

global, dado ε0 > 0, existe τ0 ≥ 0 tal que T (t)x ⊂ Oε0(A) ∈ B(X) and φx(−t) ∈

Oε0(A), ∀ t ≥ τ0. Visto que G é cont́ınuo, temos γ(φx) .= {φx(t); t ∈ IR} ∈ B(X),

e portanto A atrai γ(φx). Visto que γ(φx) é negativamente invariante, dado ε > 0,

x ∈ Oε(A). Portanto x ∈ A e W u(Z(G)) ⊂ A.

3.3 O ϕ−Atrator Global

Nesta seção introduzimos um novo grupo de definições que chamaremos de “ϕ-

conceitos”, mais precisamente, adicionaremos o prefixo ϕ as palavras atração, dis-

sipatividade, limitação, etc, em ordem para indicar que não estamos supondo que

o tempo em tais definições seja uniformemente escolhido em qualquer sentido. Um

dos nossos principais resultados neste trabalho verifica que, se um semifluxo gene-

ralizado G é ϕ-assintóticamente compacto e possui uma função de Lyapunov, então

existe um ϕ-atrator global fechado minimal N̂ para G e N̂ coincide com o conjunto

das soluções estacionárias G, veja Teorema 3.82.
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Definição 3.65 Seja G um semifluxo generalizado e A ∈ P (X). Definimos

ωϕ(A) .=
⋃

ϕ∈G,ϕ(0)∈A

ω(ϕ).

Definição 3.66

(a) Sejam A,M ∈ P (X). Dizemos que A ϕ-atrai M se para qualquer ε > 0 e ϕ ∈ G

com ϕ(0) ∈M, existe um t0 = t0(ϕ, ε) ≥ 0 tal que ϕ(t) ∈ Oε(A), ∀ t ≥ t0. Dizemos

que A ϕ-atrai x se A ϕ-atrai {x}.

(b) Dizemos que A é um ϕ-atrator global se A ϕ−atrai todos os pontos x ∈ X.

(c) Dizemos que G é eventualmente ϕ-limitado se para qualquer ϕ ∈ G, existe

t0 = t0(ϕ) ≥ 0 tal que γ+
t0

(ϕ) ∈ B(X).

(d) Dizemos que G é ϕ-assintóticamente compacto se, para qualquer ϕ ∈ G

e para qualquer seqüência tj → +∞, a seqüência {ϕ(tj)} tem uma subseqüência

convergente em X.

(e) Dizemos que G é ϕ-condicionalmente assintóticamente compacto se para

cada ϕ ∈ G tal que γ+
τ0(ϕ) ∈ B(X) para algum τ0 = τ0(ϕ) ≥ 0, cada seqüência

{ϕ(tn)} com tn → +∞, tem uma subseqüência convergente em X.

Observação 3.67 Temos

(i) G é ϕ-dissipativo ⇔ existe um ϕ-atrator global limitado para G.

(ii) B-atração ⇒ Ponto atração ⇒ ϕ-atração.

(iii) G assintóticamente compacto ⇒ G é ϕ-assintóticamente compacto.

(iv) G eventualmente limitado ⇒ G é eventualmente ϕ-limitado.

(v) G é ϕ-assintóticamente compacto ⇔ G é ϕ-condicionalmente assintóticamente

compacto e eventualmente ϕ-limitado.

Lema 3.68 Seja F ∈ C(X). Se F ϕ-atrai A ∈ P (X), então ω(ϕ) ⊂ F, para cada

ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A, portanto ωϕ(A) ⊂ F. Em particular, se ωϕ(A) ϕ-atrai A, então

ωϕ(A) será o conjunto minimal fechado que ϕ-atrai A.

Demonstração: Seja ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A. Visto que F ϕ-atrai A, dado qualquer

k > 0, existe tk = tk(ϕ) ≥ 0 tal que ϕ(t) ∈ O1/2k(F ), ∀ t ≥ tk. Seja z ∈ ω(ϕ). Então
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z = limj→+∞ ϕ(tj) com tj → +∞. Podemos extrair uma subseqüência tkj` tal que

tkj` ≥ tk, ∀ ` ∈ IN, e z = lim`→+∞ ϕ(tkj`). Então, z ∈
⋂
k>0O1/k(F ) = F. Portanto

ω(ϕ) ⊂ F e ωϕ(A) ⊂ F.

Lema 3.69 Seja G um semifluxo generalizado, A,M ∈ P (X), e x ∈ X. Então as

seguintes sentenças são equivalentes:

1. A ϕ-atrai M;

2. Para qualquer ε > 0, e ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ M, existe um t(ϕ, ε) ≥ 0 tal que

γ+
t(ϕ,ε)(ϕ) ⊂ Oε(A);

3. limt→+∞ d(ϕ(t), A) = 0, ∀ ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈M.

4. Para qualquer τ ≥ 0, A ϕ-atrai γ+
τ (M).

(Compare com o Lemma 4.9 em [31])

Demonstração: Pela definição de A ϕ-atrair M , (1)⇔ (2)⇔ (3) são claras.

(1) ⇒ (4) : Seja τ ≥ 0 e ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ γ+
τ (M). Então existe uma ψ ∈ G com

ψ(0) ∈M tal que ϕ(0) = ψ(t0), para algum t0 ≥ τ. Seja

θ(`) .=


ψ(`) for ` ∈ [0, t0]

ϕ(`− t0) for ` ∈ (t0,+∞)

Por (H3), θ ∈ G e θ(0) = ψ(0) ∈ M. Pela hipótese, para qualquer ε > 0 existe

t(θ, ε) ≥ 0 tal que θ(t) ∈ Oε(A), ∀ t ≥ t(θ, ε). Seja t1
.= max{t0, t(θ, ε)}. Se t >

t1 ≥ t0, então existe `t > t1 (`t
.= t0 + t ≥ t > t1) tal que t = `t − t0. Portanto

ϕ(t) = θ(`t) ∈ Oε(A), ∀ t ≥ t1. Portanto A ϕ-atrai γ+
τ (M).

(4)⇒ (1) : Suponhamos que A ϕ-atrai γ+
τ (M) para algum τ ≥ 0. Seja ε > 0 e seja

ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ M. Considere φ .= ϕτ . Por (H2), φ ∈ G e temos φ(0) = ϕ(τ) ∈

γ+
τ (M). Logo, por hipótese existe t(φ, ε) = t(ϕ, ε) ≥ 0 tal que φ(t) ∈ Oε(A), ∀ t ≥

t(φ, ε). Se t ≥ t(φ, ε) + τ, então existe `t ≥ 0 tal que t = `t + t(φ, ε) + τ. Portanto

ϕ(t) = ϕ(`t + t(φ, ε) + τ) = φ(`t + t(φ, ε)) ∈ Oε(A), ∀ t ≥ t(φ, ε) + τ. Portanto A

ϕ-atrai M.
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Observação 3.70 Observe que, para provar que (4)⇒ (1) foi suficiente supor que

A ϕ-atrai γ+
τ (M) para algum τ ≥ 0.

Lema 3.71 Seja G um semifluxo generalizado. Então para qualquer A 6= ∅ e para

qualquer τ ≥ 0, temos ωϕ(γ+
τ (A)) = ωϕ(A).

(Compare com o Lema 4.8 em [31])

Demonstração: Seja τ ≥ 0 arbitrário. Seja y ∈ ωϕ(A) =
⋃
ϕ∈G,ϕ(0)∈A ω(ϕ).

Então y ∈ ω(ϕ) para alguma ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A. Então y = limn→+∞ ϕ(tn) com

tn → +∞. Podemos extrair uma subseqüência {tnk} tal que tnk ≥ τ, ∀ k ∈ IN. Por

(H2), φ .= ϕτ ∈ G e temos φ(0) = ϕ(τ) ∈ γ+
τ (A). Dáı, para cada k ∈ IN, considere

`k
.= tnk − τ ≥ 0. Então,

y = limk→+∞ ϕ(tnk) = limk→+∞ ϕ(`k + τ) = limk→+∞ φ(`k) e `k → +∞. Portanto

y ∈ ω(φ) ⊂
⋃
ϕ∈G,ϕ(0)∈γ+

τ (A) ω(ϕ) = ωϕ(γ+
τ (A)).

Por outro lado, se z ∈ ωϕ(γ+
τ (A)), então z ∈ ω(ϕ) para algum ϕ ∈ G com

ϕ(0) ∈ γ+
τ (A). Então existe uma ψ ∈ G com ψ(0) ∈ A tal que ϕ(0) = ψ(t0), para

algum t0 ≥ τ. Seja

θ(`) .=


ψ(`) se ` ∈ [0, t0]

ϕ(`− t0) se ` ∈ (t0,+∞)

Por (H3), θ ∈ G e θ(0) = ψ(0) ∈ A. Temos z = limn→+∞ ϕ(tn) com tn → +∞.

Podemos extrair uma subseqüência {tnk} tal que tnk → +∞ e tnk > 0, ∀ k ∈ IN.

Então, considerando `k
.= tnk + t0, temos `k → +∞ e `k > t0, ∀ k ∈ IN. Logo

z = limk→+∞ ϕ(tnk) = limk→+∞ ϕ(`k − t0) = limk→+∞ θ(`k). Portanto z ∈ ω(θ) ⊂⋃
ϕ∈G,ϕ(0)∈A ω(ϕ) = ωϕ(A).

Portanto ωϕ(γ+
τ (A)) = ωϕ(A).

Teorema 3.72 (i) Se F ⊂ X é um ϕ-atrator global fechado, então
⋃
x∈X ωϕ(x) ⊂ F.

Em particular, se
⋃
x∈X ωϕ(x) é um ϕ-atrator global, então ele será o único ϕ-

atrator global fechado minimal N̂ .
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(ii) Se para cada x ∈ X, ωϕ(x) ϕ-atrai x, então G possui o único ϕ-atrator global

fechado minimal N̂ e N̂ =
⋃
x∈X ωϕ(x) = ωϕ(X).

Demonstração: (i) Visto que F é um ϕ-atrator global fechado, ele ϕ-atrai cada

x ∈ X. Logo, pelo Lema 3.68, ωϕ(x) ⊂ F, ∀ x ∈ X. Portanto⋃
x∈X ωϕ(x) ⊂ F.

(ii) Seja ξ ∈ X. Visto que ωϕ(ξ) ϕ-atrai ξ, temos que
⋃
x∈X ωϕ(x) ϕ-atrai ξ. Portanto⋃

x∈X ωϕ(x) é um ϕ-atrator global. Logo, por (i),
⋃
x∈X ωϕ(x) é o único ϕ-atrator

global fechado minimal N̂ .

Lema 3.73 Seja G um semifluxo generalizado e K ∈ K(X). Se ϕ ∈ G é tal que

d(ϕ(t),K) → 0 quando t → +∞, então cada seqüência {ϕ(tn)}, com tn → +∞,

contém uma subseqüência convergente em X, e o limite pertence a K.

A demonstração deste lema é trivial.

Teorema 3.74 Seja G um semifluxo generalizado e A ∈ P (X). Se para cada ϕ ∈ G

com ϕ(0) ∈ A, cada seqüência {ϕ(tn)} com tn → +∞ contém uma subseqüência

convergente em X, então ωϕ(A) é um conjunto não-vazio, ϕ-atrai A e ωϕ(A) é

quasi-invariante. O conjunto ωϕ(A) é o minimal fechado que ϕ-atrai A. Além disso,

cada ω(ϕ) com ϕ ∈ G e ϕ(0) ∈ A, é um conjunto não-vazio compacto e quasi-

invariante, e limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0.

(Compare este resultado com o Lema 3.32, e note que não temos necessariamente

que ωϕ(A) seja compacto).

Demonstração: Seja x ∈ A, por (H1), existe ϕ ∈ G com ϕ(0) = x ∈ A. Tome

uma seqüência tn → +∞. Por hipótese {ϕ(tn)} possui uma subseqüência convergente

ϕ(tnk) → ξ ∈ ω(ϕ) ⊂ ωϕ(A). Portanto ω(ϕ) 6= ∅ e consequentemente ωϕ(A) 6= ∅.

Vamos provar que ωϕ(A) ϕ-atrai A. Assuma, por contradição, que ωϕ(A) não ϕ-

atraia A, então existe ε0 > 0 e ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A tal que para cada n ∈ IN, ϕ(tn) 6∈

Oε0(ωϕ(A)) para algum tn > n. Por hipótese {ϕ(tn)} contém uma subseqüência
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convergente, ϕ(tnk) → ζ ∈ ω(ϕ) ⊂ ωϕ(A), o que é imposśıvel. Portanto, ωϕ(A)

ϕ-atrai A. Além disso, do Lema 3.68 temos que ωϕ(A) é o conjunto minimal fechado

que ϕ-atrai A.

Em ordem para provar que ω(ϕ), com ϕ ∈ G e ϕ(0) ∈ A, é quasi-invariante

procedemos como foi feito no Lema 3.4, (i), [3], e constrúımos uma órbita completa

ψ através de z e ψ(t) ∈ ω(ϕ), ∀ t ∈ IR. Isto também implica que ωϕ(A) é quasi-

invariante.

Agora seja {yn}∞n=1 ⊂ ω(ϕ), ϕ(0) ∈ A. Então, para cada n ∈ IN, e-

xiste tn > n tal que d(ϕ(tn), yn) < 1/n. Visto que {ϕ(tn)} contém uma sub-

seqüência convergindo para algum ponto ζ ∈ ω(ϕ), {yn} tem uma subseqüência

que converge para ζ ∈ ω(ϕ). Portanto ω(ϕ) é compacto. Agora provaremos que

limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0, para ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A. Assuma, por contradição, que

isto não acontece. Então existe ε0 > 0 tal que para cada n ∈ IN d(ϕ(tn), ω(ϕ)) > ε0

para algum tn > n. Mas isto contradiz a hipótese e a definição de ω(ϕ).

Como uma conseqüência imediata dos dois resultados acima temos

Lema 3.75 Seja G um semifluxo generalizado e seja x ∈ X e K ∈ K(X). Se para

cada ϕ ∈ G com ϕ(0) = x, d(ϕ(t),K) → 0 quando t → +∞, então ωϕ(x) é um

conjunto não-vazio, quasi-invariante que ϕ-atrai x. O conjunto ωϕ(x) é o conjunto

minimal fechado que ϕ-atrai x.

Observação 3.76 As sentenças (ii) e (iii) do Lema 3.36 permanecem válidas se

somente supormos que G é ϕ-assintóticamente compacto.

Proposição 3.77 Seja G um semifluxo generalizado. Se G é ϕ-dissipativo, então G

é eventualmente ϕ-limitado e ωϕ(X) ∈ B(X). Por outro lado, se G é ϕ-assintótica-

mente compacto e ωϕ(X) ∈ B(X), então G é ϕ-dissipativo.

Demonstração: Se G é ϕ-dissipativo então existe B0 ∈ B(X) tal que para qual-

quer ϕ ∈ G existe t0(ϕ) ≥ 0 tal que ϕ(t) ∈ B0, ∀ t ≥ t0(ϕ). Logo γ+
t0(ϕ)(ϕ) ⊂ B0 ∈
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B(X) e portanto G é eventualmente ϕ-limitado. Note que ω(ϕ) =
⋂
t≥0 γ

+
t (ϕ) ⊂

γ+
t0(ϕ)(ϕ) ⊂ B0. Então ωϕ(X) =

⋃
x∈X ωϕ(x) =

⋃
ϕ∈G, ϕ(0)∈X ω(ϕ) ⊂ B0 ∈ B(X).

Por outro lado, se G é ϕ-assintóticamente compacto e ωϕ(X) ∈ B(X), então

segue do Teorema 3.74, que ωϕ(X) =
⋃
x∈X ωϕ(x) é um ϕ-atrator global limitado.

Portanto G é ϕ-dissipativo.

Observação 3.78 Seja G um semifluxo generalizado, A ∈ P (X), e ϕ ∈ G com

ϕ(0) ∈ A. Se γ+(ϕ) ∈ K(X), ou se G é um semifluxo generalizado ϕ-condicional-

mente assintóticamente compacto e γ+(ϕ) ∈ B(X), então cada seqüência {ϕ(tn)}

com tn → +∞ contém uma subseqüência convergente. Se isto acontece para cada

ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ A, então podemos aplicar o Teorema 3.74.

Teorema 3.79 Seja G um semifluxo generalizado com B-ACP e A ∈ P (X). Se

existe τ ≥ 0 tal que γ+
τ (A) ∈ B(X), então ωϕ(A) é um conjunto não-vazio, quasi-

invariante e ϕ-atrai A.

Demonstração: Seja B .= γ+
τ (A). Então γ+

τ (B) = γ+
2τ (A) ⊂ γ+

τ (A) ∈ B(X). Seja

ϕ ∈ G com ϕ(0) ∈ B e considere uma seqüência arbitrária com tj → +∞. Do Lema

3.38, obtemos que {ϕ(tj)} tem uma subseqüência convergente. Logo, pelo Teorema

3.74, ωϕ(B) é um conjunto não-vazio, quasi-invariante e ϕ-atrai B. Mas, pelo Lema

3.71, ωϕ(A) = ωϕ(γ+
τ (A)) = ωϕ(B). Portanto ωϕ(A) é um conjunto não-vazio, quasi-

invariante e ϕ-atrai B = γ+
τ (A). Então pelo Lema 3.69 (4)⇒ (1), ωϕ(A) ϕ-atrai A.

Teorema 3.80 Se G é um semifluxo generalizado ϕ-assintóticamente compacto,

então G possui o único ϕ-atrator global fechado minimal não-vazio N̂ e

N̂ =
⋃
x∈X

ωϕ(x) = ωϕ(X).

Demonstração: Seja x ∈ X e seja ϕ ∈ G com ϕ(0) = x. Considere uma seqüência

arbitrária tj → +∞. Visto que G é ϕ-assintóticamente compacto, a seqüência {ϕ(tj)}

tem uma subseqüência convergente. Logo, pelo Teorema 3.74, ωϕ(x) é um conjunto
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não-vazio, quasi-invariante e ϕ-atrai x. Assim, pelo Teorema 3.72 (ii), G possui o

único ϕ-atrator global fechado minimal N̂ e N̂ =
⋃
x∈X ωϕ(x) = ωϕ(X) ⊃ ωϕ(x) 6= ∅.

Proposição 3.81 Se G é um semifluxo generalizado assintóticamente compacto e

ϕ-dissipativo, então seu ϕ-atrator global fechado minimal N̂ = ωϕ(X) pode ser ca-

racterizado por N̂ = ωϕ(B1), onde B1 ∈ B(X) é o conjunto do Lema 3.47.

Demonstração: Seja B1 ∈ B(X) como no Lema 3.47 e seja D
.= ωϕ(B1). Vis-

to que G é assintóticamente compacto, o Teorema 3.74 implica que ωϕ(B1) é um

conjunto não-vazio, quasi-invariante e ϕ-atrai B1. Sabemos, pelo Teorema 3.80,

N̂ =
⋃
x∈X ωϕ(x) é o único ϕ-atrator global fechado minimal não-vazio. Resta

mostrar que N̂ = D. Temos D = ωϕ(B1) ⊂
⋃
x∈X ωϕ(x) = N̂ .

Por outro lado, se y ∈
⋃
x∈X ωϕ(x), então y ∈ ωϕ(x), para algum x ∈

X. Então y ∈ ω(ϕ), para algum ϕ ∈ G com ϕ(0) = x. Pelo Lema 3.36, ω(ϕ) é

não-vazio, compacto, quasi-invariante, e limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0. Então se K .=

ω(ϕ) ∈ K(X) temos do Lema 3.47 que existe ε(K) > 0, t1 = t1(K) > 0, tal

que T (t)Oε(K)(K) ⊂ B1 para todo t ≥ t1. Seja 0 < ε < ε(K). Então existe um

t(ϕ, ε) ≥ 0 tal que ϕ(t) ∈ Oε(K), ∀ t ≥ t(ϕ, ε). Então ϕt(ϕ,ε)(t) ∈ T (t)Oε(K) ⊂

T (t)Oε(K)(K) ⊂ B1, ∀ t ≥ t1. Visto que G é assintóticamente compacto, para

qualquer ψ ∈ G com ψ(0) ∈ B1 e para qualquer seqüência tj → +∞, temos que a

seqüência {ψ(tj)} tem uma subseqüência convergente. Então, pelo Teorema 3.74,

ωϕ(B1) ϕ-atrai B1. Logo, existe τ(ϕ, t1, ε) ≥ 0 tal que ϕt1+t(ϕ,ε)(t) ∈ Oε(ωϕ(B1)) ⊂

Oε(D), ∀ t ≥ τ(ϕ, t1, ε). Então γ+
t1+t(ϕ,ε)+τ(ϕ,t1,ε)

(ϕ) ⊂ Oε(D). Considere t0
.= t1 +

t(ϕ, ε) + τ(ϕ, t1, ε). Então ω(ϕ) =
⋂
t≥0 γ

+
t (ϕ) ⊂ γ+

t0
(ϕ) ⊂ Oε(D). Logo y ∈ ω(ϕ) ⊂⋂

0<ε<ε(K)Oε(D) = D. Portanto
⋃
x∈X ωϕ(x) ⊂ D. Então N̂ =

⋃
x∈X ωϕ(x) ⊂ D =

D. Portanto N̂ = D
.= ωϕ(B1).
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Os próximos dois resultados são os principais resultados desta seção. No

caso uńıvoco a Ladyzhenskaya mostrou que se um semigrupo de classe k, ou semi-

grupo cont́ınuo de classe AK, possui uma “boa função de Lyapunov”, então seu

atrator global de pontos M̂ é não-vazio e coincide com o conjunto Z de todos os

pontos estacionários. No caso mult́ıvoco não temos isso, mas provamos:

Teorema 3.82 Se G é um semifluxo generalizado ϕ-assintóticamente compacto e

possui uma função de Lyapunov V : X → IR, então seu ϕ-atrator global fechado

minimal N̂ é não-vazio e N̂ = Z(G).

Demonstração: Seja ϕ ∈ G. Pela Observação 3.76 sabemos que ω(ϕ) é não-vazio,

compacto, quasi-invariante e limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0.

Seja {tj} tal que tj → +∞ quando j → +∞ e 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tj < . . ..

Pelo Lema 3.73, {ϕ(tj)} tem uma subseqüência convergente {ϕ(tj`)} e portanto

{V (ϕ(tj`))} converge também. Da Definição 3.61 (ii) obtemos que {V (ϕ(tj`))} é uma

seqüência não crescente, V (ϕ(tj`+1
)) ≤ V (ϕ(tj`)) ≤ . . . ≤ V (ϕ(0)). Logo {V (ϕ(tj`))}

converge para seu ı́nfimo,

lim
`→+∞

V (ϕ(tj`)) = c
.= inf{V (ϕ(tj`)), ` ∈ IN}.

e este limite não depende da seqüência {tj} escolhida.

Seja y ∈ ω(ϕ). Então y = limj→+∞ ϕ(tj), tj → +∞. Logo

limj→+∞ V (ϕ(tj)) = V (y) = c. Visto que ω(ϕ) é quasi-invariante, então existe uma

órbita completa ψ̃ através de y tal que ψ̃(t) ∈ ω(ϕ), ∀ t ∈ IR e V (ψ̃(t)) = c =

V (y), ∀ t ∈ IR, então ψ̃ é estacionária. Portanto y ∈ Z(G) e ω(ϕ) ⊂ Z(G).

Como temos limt→+∞ d(ϕ(t), ω(ϕ)) = 0 e ω(ϕ) ⊂ Z(G), ∀ ϕ ∈ G, con-

clúımos que Z(G) é um ϕ-atrator global. Pelo Teorema 3.80, ∅ 6= N̂ ⊂ Z(G).

Por outro lado, se z ∈ Z(G) então existe uma órbita completa ψ com

ψ(t) = z, ∀ t ∈ IR. Considere ϕ .= ψ|IR+ ∈ G. Visto que N̂ é um ϕ-atrator global,

dado ε > 0, existe um t0 = t0(ε, ϕ) ≥ 0 tal que z = ϕ(t) ∈ Oε(N̂), ∀ t ≥ t0. Então

z ∈ N̂ = N̂ . Portanto Z(G) ⊂ N̂ .
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Observação 3.83 Quando estivermos lidando com um problema parabólico sem u-

nicidade que tenha um semifluxo generalizado associado satisfazendo as hipóteses

do Teorema 3.82, conclúımos que o problema eĺıtico associado tem no mińımo uma

solução e o conjunto de todas as soluções estacionárias Z(G) = N̂ = ωϕ(X).

Teorema 3.84 Se G é um semifluxo generalizado assintóticamente compacto, então

existem N̂ , M̂ , M e N̂ ⊂ M̂ ⊂M. Se N̂ ∈ B(X), então para qualquer δ > 0 temos

M = ω(Oδ(N̂)), M é o subconjunto maximal compacto invariante de X e N̂ e M̂ são

conjuntos compactos. Além disso, se G possui uma função de Lyapunov V : X → IR,

então para qualquer δ > 0, M = ω
(
Oδ(Z(G))

)
.

Demonstração: Visto que G é assintóticamente compacto, pelo Lema 3.36, para

cada B ∈ B(X), ω(B) é não-vazio, compacto, quasi-invariante e atrai B. Logo,

pelo Teorema 3.28 (ii) e Teorema 3.29 (ii), G possui o único atrator global de

pontos fechado minimal M̂ e possui o único B-atrator global fechado minimal M

e M̂ =
⋃
x∈X ω(x), M =

⋃
B∈B(X) ω(B). Visto que G assintóticamente compacto

implica G ϕ-assintóticamente compacto, pelo Teorema 3.80, G possui o único ϕ-

atrator global fechado minimal não-vazio N̂ =
⋃
x∈X ωϕ(x), e N̂ ⊂ M̂ ⊂M.

Se N̂ ∈ B(X), então G é ϕ-dissipativo, dáı se considerarmos

B1
.= γ+

τ(N̂,δ)
(Oδ(N̂)) conclúımos pela Observação 3.48, como no Teorema 3.55, que

M = ω(B1) é o subconjunto maximal compacto invariante de X e M = ω(Oδ(N̂)).

Além disso, se G possui uma função de Lyapunov, pelo Teorema 3.82, N̂ = Z(G),

portanto M = ω(Oδ(N̂)) = ω
(
Oδ(Z(G))

)
.



Caṕıtulo 4

Semicontinuidade Superior de

Atratores para um Sistema de

Inclusões Diferenciais

Governadas pelo p-Laplaciano

Neste caṕıtulo consideramos sistemas acoplados de inclusões diferenciais da forma:

∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u ∈ F (u, v) t > 0

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) + |v|q−2v ∈ G(u, v) t > 0

∂u

∂n
(t, x) =

∂v

∂n
(t, x) = 0 em ∂Ω, t ≥ 0

(u(0), v(0)) em L2(Ω)× L2(Ω),

onde Ω ⊂ IRn é limitado, conexo e suave, p, q > 2, D1, D2 ∈ L∞(Ω), Di(x) ≥ σ > 0

q.t.p. em Ω, i = 1, 2, e F e G são operadores mult́ıvocos limitados, semicont́ınuos

superiormente e satisfazendo uma condição de sublinearidade descrita na Seção 4.1.

A existência de solução global é garantida pelo Teorema 4.2, que é obtido

através de uma simples reformulação do principal resultado de Diaz e Vrabie, de-

senvolvido para operadores de difusão em meios porosos em [18], onde os autores

já anunciam a possibilidade de uma adaptação simples e direta para o p-laplaciano
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e outras classes de operadores monótonos. Este resultado de existência está feito

com detalhes para sistemas envolvendo o p-laplaciano com condições de fronteira de

Dirichlet homogênea em [34].

Mostramos que, para cada par (D1, D2) nas condições acima, a dinâmica

descrita por este sistema é dada por um semifluxo generalizado G(D1,D2) em L2(Ω)×

L2(Ω) o qual tem um B-atrator global compacto invariante A(D1,D2). Além disso,

mostramos que a famı́lia de atratores {A(D1,D2)} é semicont́ınua superiormente com

relação a (D1, D2) desde que estes estejam em subconjuntos limitados de L∞(Ω)×

L∞(Ω) e posicionados a uma distância positiva σ da origem.

Para obter a semicontinuidade superior dos atratores bastam uma certa

continuidade no fluxo e um conjunto de estimativas uniformes para as soluções. As

propriedades de continuidade com relação aos dados iniciais e coeficientes de difusão

foram demonstradas com o aux́ılio de um teorema de compacidade que desempe-

nhou um papel importante neste trabalho, tendo sido usado sucessivas vezes ao longo

deste caṕıtulo e do Caṕıtulo 5. Neste texto usamos não apenas a forma original deste

resultado, o Teorema de Baras, que encontra-se demonstrada em [40], mas também

uma ligeira variação dela dedut́ıvel exatamente da mesma forma, na qual admitimos

variação dos dados iniciais do sistema em um conjunto pre-compacto. Foi também

necessário lançar mão de um teorema de compacidade mais geral que este, no qual

admite-se variação dos operadores que governam o sistema, cuja demonstração a-

presentamos na ı́ntegra neste caṕıtulo.

4.1 Um Sistema de Inclusões Diferenciais Governadas

pelo p-Laplaciano

4.1.1 Existência de Soluções Globais

O teorema de existência de solução que apresentaremos nesta seção pode ser obtido

através de uma simples reformulação do principal resultado em [18], onde os au-
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tores já haviam anunciado que o resultado poderia ser aplicado para o operador

p-laplaciano. As mudanças necessárias para realizar isso são apontadas abaixo. Con-

sideremos o sistema

(P )


ut +Au ∈ F (u, v)

vt +Bv ∈ G(u, v)

u(0) = u0, v(0) = v0,

sendo que A e B são operadores uńıvocos, os quais são subdiferenciais de funções

não-negativas, convexas, próprias e s.c.i., ψA, ψB, respectivamente, definidas num

espaço de Hilbert real H, com ψA(0) = ψB(0) = 0. Também suponhamos que A

e B geram semigrupos compactos, u0 ∈ D(A) = H, v0 ∈ D(B) = H e F ,G:

H ×H → P (H) são semicont́ınuas superiormente e levam limitados de H ×H em

limitados de H.

Definição 4.1 Uma solução forte [solução fraca] de (P ) é um par (u, v) satisfazen-

do: u, v ∈ C([0, T ];H) para os quais existem f, g ∈ L1(0, T ;H), f(t) ∈ F (u(t), v(t)),

g(t) ∈ G(u(t), v(t)) q.t.p. em (0, T ), e tais que (u, v) é uma solução forte [solução

fraca, no sentido da Definição 1.26] para o sistema (P1) abaixo:

(P1)


ut +Au = f

vt +Bv = g

u(0) = u0, v(0) = v0

Para o propósito de conseguir o resultado de existência de solução, a prin-

cipal ferramenta necessária é o Teorema do Ponto Fixo (Teorema 1.46). A idéia é

mostrar que uma aplicação mult́ıvoca definida adequadamente tem pelo menos um

ponto fixo cuja existência é equivalente à existência de pelo menos uma solução fraca

local de (P ).

Teorema 4.2 Sejam A e B operadores uńıvocos que são subdiferenciais de funções

não-negativas, convexas, próprias e s.c.i., ψA, ψB, respectivamente, definidas num

espaço de Hilbert real H, com ψA(0) = ψB(0) = 0. Também suponha que A e B
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geram semigrupos compactos, e que F,G : H × H → P (H) são semicont́ınuas

superiormente e que levam limitados de H ×H em limitados de H. Então dado um

subconjunto limitado B0 ⊂ H × H, existe T0 > 0 tal que para cada (u0, v0) ∈ B0

existe pelo menos uma solução forte (u, v) de (P ) definida em [0, T0].

Demonstração: Sejam (u0, v0) ∈ B0 e escolha m > 0 tal que

‖ u0 ‖H +1 ≤ m, ‖ v0 ‖H +1 ≤ m. Assim, segue por hipótese que existe r > 0

tal que max{‖ w1 ‖H , ‖ w2 ‖H} ≤ m ⇒ max{‖ z ‖H , ‖ z ‖H} ≤ r, ∀ (z, z) ∈

F (w1, w2)×G(w1, w2). Sem perda de generalidade podemos supor r > 1.

Seja T0 > 0 tal que T0 r
2 ≤ 1, e considere o conjunto

K
.= {(f, g); f, g ∈ L2(0, T0;H), ‖ f(t) ‖L2(0,T0;H) ≤ r, ‖ g(t) ‖L2(0,T0;H) ≤ r}.

É fácil verificar que K ⊂ L2(0, T0;H) × L2(0, T0;H) é fracamente compacto e não

vazio. Definimos

PT0 : K → C([0, T0];H)× C([0, T0];H)

por PT0(f, g) = (u, v), onde (u, v) é a única solução sobre [0, T0] de (P1). Não é

dif́ıcil verificar que

‖ u(t) ‖H ≤ m e ‖ v(t) ‖H ≤ m, para todo t ∈ [0, T0].

Dáı o Teorema do Ponto Fixo (Teorema 1.46) pode ser aplicado ao operador

ϕ : K → P (K)

(f, g) 7→ Sel F (u, v) × Sel G(u, v)

sendo que (u, v) = PT0(f, g). Podemos verificar que ϕ tem valores convexos e fecha-

dos. Para mais detalhes veja a dissertação [34] e o artigo [18].

O único fato que precisa ser garantido é que o gráfico de ϕ, Graf(ϕ), é fra-

camente × fracamente sequencialmente fechado em K, mas isto segue dos Teorema

1.27, Teorema 1.35, Proposição 1.29 e Teorema 1.44.
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Portanto podemos concluir que existe (f, g) ∈ K tal que (f, g) ∈ ϕ(f, g), e

consequentemente (u, v) = PT0(f, g) é uma solução fraca de (P1). Visto que (f, g) ∈

K ⊂ L2(0, T0;H) × L2(0, T0;H), o Teorema 1.30, garante que (u, v) = PT0(f, g) é

na verdade uma solução forte de (P1).

Para conseguir soluções globais impomos condições convenientes nos termos

F e G.

Definição 4.3 Diremos que um par (F,G) de operadores F,G : H × H → P(H)

(conjunto das partes de H) duas aplicações possivelmente mult́ıvocas que levam li-

mitados de H ×H em limitados de H é positivamente sublinear se existem a > 0,

b > 0, c > 0 e m0 > 0 tais que para cada (u, v) ∈ H × H com ‖u‖H > m0 ou

‖v‖H > m0 para os quais existe f0 ∈ F (u, v) com 〈u, f0〉 > 0 ou existe g0 ∈ G(u, v)

com 〈v, g0〉 > 0, tem-se simultaneamente:

‖f‖H ≤ a‖u‖H + b‖v‖H + c

e

‖g‖H ≤ a‖u‖H + b‖v‖H + c

para cada f ∈ F (u, v) e cada g ∈ G(u, v).

A condição acima definida, que chamaremos de sublinearidade positiva,

pode ser melhor explicada da seguinte forma:

Se (u, v) ∈ H ×H e

‖u‖H ≤ m0 e ‖v‖H ≤ m0 (4.1)

não exigimos nada de F (u, v) e G(u, v), uma vez que F,G levam limitados em

limitados e portanto os produtos escalares 〈f, u〉 e 〈g, v〉 são limitados quaisquer que

sejam f ∈ F (u, v) e g ∈ G(u, v). Se (4.1) não vale para um determinado par (u, v),

então ‖u‖ > m0 ou ‖v‖ > m0. Neste caso, também não há necessidade de impor

nada à F (u, v) e G(u, v) se

〈u, f〉 ≤ 0 e 〈g, v〉 ≤ 0, para todo f ∈ F (u, v) e g ∈ G(u, v). (4.2)
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No entanto, se ambos (4.1) e (4.2) não são satisfeitas, isto é, se

‖u‖ > m0 ou ‖v‖ > m0 e 〈u, f0〉 > 0 ou 〈v, g0〉 > 0 para algum f0 ∈ F (u, v) ou

algum g0 ∈ G(u, v) então impomos a condição que

‖f‖ ≤ a‖u‖+ b‖v‖+ c

e

‖g‖ ≤ a‖u‖+ b‖v‖+ c

para cada f ∈ F (u, v) e cada g ∈ G(u, v).

Observação 4.4 Seja T > 0 arbitrário. Por argumentos padrões podemos provar

que cada solução de (P ), a qual está definida em [0, T0], T0 ≤ T pode ser estendida

ao intervalo [0, T ] se o par (F,G) é suposto ser positivamente sublinear em H ×H.

A demonstração é muito similar daquela em [18].

De fato, primeiro observamos que, sob estas hipóteses, pode-se mostrar

através do Lema de Zorn que cada solução local ou é não continuável ou pode ser

estendida a uma solução (u∗, v∗) não continuável, definida ou em [0, Tm] ou em

[0, Tm) para algum Tm ≤ T . Para completar a prova é suficiente mostrar que a

última situação não pode ocorrer. Com esta finalidade, assumimos por contradição

que (u∗, v∗) é uma solução não continuável de (P) definida em [0, Tm), onde Tm ≤ T .

Fazendo o produto interno em ambos os lados da equação

du∗

dt
+Au∗ = f∗

com u∗ e integrando de 0 a t, t ≤ Tm, obtemos

1
2
‖ u∗(t) ‖2H≤

1
2
‖ u0 ‖2H +

∫ t

0
< f∗(s), u∗(s) > ds.

Agora, o par (F,G) é positivamente sublinear e f∗ ∈ F (u∗, v∗). Assim, seja

m0 > 0 como na Definição 4.3 e seja D ⊂ [0, Tm) definido da seguinte forma: s ∈ D

se e somente se

‖u∗(s)‖H ≤ m0 e ‖v∗(s)‖H ≤ m0
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ou

〈u∗(s), f∗(s)〉 ≤ 0 e 〈v∗(s), g∗(s)〉 ≤ 0.

Como f∗, g∗ ∈ L1([0, Tm];H), f∗(s) ∈ F (u∗(s), v∗(s)) e g∗(s) ∈ G(u∗(s), v∗(s)) é

claro que D é um conjunto mensurável.

Defina D̃
.= D ∩ (0, t) e ˜̃D .= DC ∩ (0, t). Ambos são mensuráveis como

intersecção de mensuráveis.

Assim, temos que existe M0 > 0 tal que∫
D̃
〈u∗(s), f∗(s)〉ds ≤ M0.

Da sublinearidade positiva de (F,G) temos que em ˜̃
D

〈u∗(s), f∗(s)〉 ≤ ‖u∗(s)‖H‖f∗(s)‖H ≤ ‖u∗(s)‖H [a‖u∗(s)‖H + b‖v∗(s)‖H + c]

com a, b, c > 0.

Logo,

‖ u∗(t) ‖2H ≤ ‖ u0 ‖2H +2
∫
D̃∪ ˜̃D〈f∗(s), u∗(s)〉ds

≤ ‖ u0 ‖2H +2
∫
D̃
〈f∗(s), u∗(s)〉ds

+ 2
∫
˜̃
D
〈f∗(s), u∗(s)〉ds

≤ ‖ u0 ‖2H +2M0 + 2
∫
˜̃
D

[a‖u∗(s)‖H + b‖v∗(s)‖H + c]‖u∗(s)‖Hds

≤ ‖ u0 ‖2H +2M0 + 2a
∫
˜̃
D
‖u∗(s)‖2ds

+ 2b
∫
˜̃
D
‖v∗(s)‖H‖u∗(s)‖Hds

+ 2c
∫
˜̃
D
‖u∗(s)‖ds

≤ ‖ u0 ‖2H +2M0 + 2a
∫ t

0
‖u∗(s)‖2Hds

+ 2b
∫ t

0
‖v∗(s)‖H‖u∗(s)‖Hds

+ 2c
∫ t

0
‖u∗(s)‖Hds.
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Assim, existem constantes positivas α, β, γ e C = C(u0) tais que

‖ u∗(t) ‖2H ≤ C2 + 2
∫ t

0
[α ‖ u∗(s) ‖H

+ β ‖ v∗(s) ‖H +γ] ‖ u∗(s) ‖H ds.

Usando a Desigualdade de Gronwall obtemos

‖ u∗(t) ‖H ≤ C + γ T

+
∫ t

0
[α ‖ u∗(s) ‖H +β ‖ v∗(s) ‖H ]ds.

Ou seja, existe M independente de t tal que

‖ u∗(t) ‖H≤M +
∫ t

0
[α ‖ u∗(s) ‖H +β ‖ v∗(s) ‖H ]ds.

Analogamente existe M̃ independente de t tal que

‖ v∗(t) ‖H≤ M̃ +
∫ t

0
[β ‖ u∗(s) ‖H +α ‖ v∗(s) ‖H ]ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por K .= M + M̃ e

ρ
.= α+ β temos

‖ u∗(t) ‖H + ‖ v∗(t) ‖H≤ K + ρ

∫ t

0
[‖ u∗(s) ‖H + ‖ v∗(s) ‖H ]ds

e da desigualdade de Gronwall- Bellman vem que

‖ u∗(t) ‖H + ‖ v∗(t) ‖H≤ KeρT

para todo t ∈ [0, Tm).

Como F e G levam limitados de H × H em limitados de H existe L > 0

tal que

‖ z ‖H ≤ L e ‖ z ‖H ≤ L

sempre que z ∈ F (u∗(t), v∗(t)) e z ∈ G(u∗(t), v∗(t)), qualquer que seja t ∈ [0, Tm).

Assim, sejam (f∗, g∗), f∗(t) ∈ F (u∗(t), v∗(t)) e g∗(t) ∈ G(u∗(t), v∗(t)) qtp

em [0, Tm), tais que u∗ e v∗ são soluções de
du∗

dt
+Au∗ = f∗

dv∗

dt
+Bv∗ = g∗



82

respectivamente em [0, Tm). Em vista das observações acima, tanto f∗ quanto g∗

pertencem a L1([0, Tm], H). Logo, pelo Teorema 1.27, o problema

(P∗)



dw1

dt
+Aw1 = f∗

dw2

dt
+Bw2 = g∗

w1(0) = u0, w2(0) = v0

tem uma única solução (w1, w2) : [0, Tm]→ H×H, a qual deve coincidir com (u∗, v∗)

em [0, Tm), e portanto,

lim
t→Tm

u∗(t) = lim
t→Tm

w1(t) = w1(Tm).

Analogamente

lim
t→Tm

v∗(t) = lim
t→Tm

w2(t) = w2(Tm).

Como w1(Tm) e w2(Tm) pertencem a H, usando a parte de existência local

podemos concluir que as soluções u∗ e v∗ podem ser continuadas a direita de Tm se

Tm < T, ou pelo menos até Tm se Tm = T, contrariando a maximalidade de u∗ e v∗.

Portanto cada solução é não continuável.

Agora, com o mesmo procedimento usado acima, prova-se que se (u, v) é

uma solução não continuável de (P ), então (u, v) está definida no intervalo todo

[0, T ].

4.1.2 O Semifluxo Generalizado Associado com o Sistema de In-

clusões Diferenciais

Pela seção anterior conclúımos que a hipótese (H1) da definição de Semifluxo Ge-

neralizado é satisfeita.

Seja D(u0, v0) o conjunto de todas as soluções de (P ) com dado inicial

(u0, v0) e considere G .=
⋃

(u0,v0)∈H×H D(u0, v0).

Não é dif́ıcil provar que o conjunto G de todas as soluções de (P ) satisfaz

(H2) e (H3). A condição de semicontinuidade superior (H4) pode ser obtida de um
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resultado que é uma pequena adaptação do Teorema de Baras, Teorema 1.35, que é

provado pelos mesmos argumentos, onde a diferença é que os dados iniciais podem

variar em um subconjunto precompacto {(u0n, v0n)} ⊂ H ×H:

Considere o seguinte problema de valor inicial:

(Pfn)


dun
dt

+Aun 3 fn

un(0) = u0n

onde A é maximal monótono em um espaço de Hilbert H, fn ∈ K ⊂ L1(0, T ;H) e

u0n ∈ H.

Fazendo fn e u0n variar obtemos uma famı́lia de problemas e portanto uma

famı́lia de soluções. Defina

M(K) .= {un;un é a única solução fraca de (Pfn), com (fn, u0n) ∈ K ×H}.

Estabelecemos condições para que o conjunto M(K) possua alguma propri-

edade de compacidade. O próximo teorema é uma consequência direta do Teorema

2.3.2, p.46 em [40] e do Lema 1.34.

Teorema 4.5 Se A : D(A) ⊂ H → P (H) é um operador maximal monótono que

gera um semigrupo compacto, {u0n} ⊂ H, com u0n → u0, e K = {fn;n ∈ IN} é um

subconjunto uniformemente integrável em L1([0, T ];H), então o conjunto M(K) é

relativamente compacto em C([0, T ];H).

Agora, considere {ϕn} ⊂ G com ϕn(0) → z quando n → +∞. Então

ϕn = (un, vn), ϕn(0) = (u0n , v0n), z = (u0, v0), e (un, vn) satisfaz o problema

(Pn)



dun
dt

+Aun = fn em (0, T ]

dvn
dt

+Bvn = gn em (0, T ]

un(0) = u0n , vn(0) = v0n

Considere K .= {fn;n ∈ IN} e K̃ .= {gn;n ∈ IN}, fn ∈ Sel F (un, vn),

gn ∈ Sel G(un, vn), n ∈ IN. Usando a sublinearidade positiva do par (F,G), mostra-

se que as soluções {(un, vn), n ∈ IN} são uniformemente limitadas em [0, T ]. Dáı,
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usando o fato que F,G levam limitados de H ×H em limitados de H, conclúımos

que os conjuntos K e K̃ são uniformemente limitados em [0, T ], e portanto, uni-

formemente integráveis em L1([0, T ];H). Então segue do Teorema 4.5 que M(K) e

M(K̃) são relativamente compactos em C([0, T ];H). Então (H4) segue do Teorema

1.44 e da Proposição 1.29. Assim, obtemos o seguinte

Teorema 4.6 Se F,G : H × H → P (H) são semicont́ınuas superiormente, levam

limitados de H ×H em limitados de H e o par (F,G) for positivamente sublinear,

então G é um semifluxo generalizado em H ×H.

4.1.3 Existência de Atratores

Seja T > 0 fixo arbitrariamente grande, B ⊂ H × H, G o semifluxo generalizado

associado com (P), e PT (f, g) = (u, v) como na demonstração do Teorema 4.2, e

K̃(B) .={(f, g)∈Sel F (u, v)× Sel G(u, v); (u, v) =PT (f, g), e (u(0), v(0)) ∈ B}.

Observação 4.7 Os mesmos argumentos usados para assegurar a existência global

de soluções mostram que, se B é um subconjunto limitado de H ×H, então K̃(B) é

um subconjunto limitado de L1(0, T ;H)× L1(0, T ;H), isto é, existe uma constante

C ≥ 0 tal que ‖f‖L1(0,T ;H) + ‖g‖L1(0,T ;H) ≤ C, ∀ (f, g) ∈ K̃(B).

Teorema 4.8 Se o semifluxo generalizado G associado com (P ) é eventualmente

limitado então G é assintóticamente compacto.

Demonstração: Seja {ϕj} ⊂ G com {ϕj(0)} limitado em H ×H, e {ϕj(tj)} uma

seqüência em H × H com tj → +∞. Queremos mostrar que {ϕj(tj)} tem uma

subseqüência convergente. Segue da definição de G que ϕj = (uj , vj), ϕj(0) =

(uj(0), vj(0)) ∈ H × H. Como tj → +∞, podemos supor tj ≥ 1, ∀j ∈ IN, e como

G é um semifluxo generalizado ϕ̃j
.= ϕ

tj−1
j = (utj−1

j , v
tj−1
j ) ∈ G. Então para cada

j ∈ IN existe fj , gj ∈ L1(0, 1;H), fj ∈ Sel F (utj−1
j , v

tj−1
j ), gj ∈ Sel G(utj−1

j , v
tj−1
j ),

e (utj−1
j , v

tj−1
j ) = P1(fj , gj).
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Seja Ki
.= πi(K̃({ϕ̃j(0)})), i = 1, 2, M(K1)(t) .= {utj−1

j (t), j ∈ IN} e

M(K2)(t) .= {vtj−1
j (t), j ∈ IN}, t ∈ [0, 1], e {S(t), t ≥ 0} o semigrupo compacto

gerado por A em H. Visto que G é eventualmente limitado, {ϕ̃j(0)} = {ϕj(tj − 1)}

é um subconjunto limitado de H ×H se j é grande o suficiente.

Agora, seja h > 0 tal que 1− h ∈ [0, 1]. Definimos

Th : M(K1)(1)→ H

por utj−1
j (1) 7→ Th(utj−1

j (1)) .= S(h)utj−1
j (1 − h). Visto que M(K1)(1 − h) é um

subconjunto limitado de H, então Th é um operador compacto. Também temos pelo

Lema 1.34 que

‖ S(h)utj−1
j (1− h)− utj−1

j (1) ‖ ≤
∫ 1

1−h
‖ fj(s) ‖ ds, ∀ j ∈ IN.

Pela Observação 4.7 temos que K1 = {fj , j ∈ IN} é um subconjunto limi-

tado de L1(0, 1;H), e portanto K1 é uniformemente integrável em L1(0, 1;H). As-

sim, temos limh→0 Th = I, uniformemente em M(K1)(1). Portanto I : M(K1)(1)→

M(K1)(1) é um operador compacto e então, M(K1)(1) é relativamente compacto

em H. Os mesmos argumentos mostram que M(K2)(1) é relativamente compacto

em H, portanto {ϕj(tj)} tem uma subseqüência convergente em H ×H.

Assim, de acordo com os Teoremas 3.50 e 4.8, para assegurar a existência

de um B-atrator global compacto e invariante para o problema (P ), é suficiente

impor condições em F,G para garantir que o semifluxo generalizado G definido por

(P ) seja B-dissipativo e portanto, eventualmente limitado e ϕ−dissipativo.

Para mostrar a B−dissipatividade vamos nos restringir a sistemas onde A

e B são os operadores p, q−laplaciano perturbados em H = L2(Ω) com condições

de fronteira Neumann homogêneas, isto é, vamos provar B−dissipatividade para o
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seguinte sistema:

(PN )



∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u ∈ F (u, v) em (0, T )× Ω

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) + |v|q−2v ∈ G(u, v) em (0, T )× Ω

∂u

∂n
(t, x) =

∂v

∂n
(t, x) = 0 em (0, T )× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) em Ω

sendo que Ω é um domı́nio limitado do IRn, n ≥ 1, com fronteira suave ∂Ω, p, q > 2,

D1, D2 ∈ L∞(Ω), Di(x) ≥ σ > 0 q.t.p. em Ω, i = 1, 2, u0, v0 ∈ L2(Ω) F,G

são operadores mult́ıvocos que levam limitados de L2(Ω) × L2(Ω) em limitados de

L2(Ω), semicont́ınuos superiormente e positivamente sublinear em L2(Ω) × L2(Ω),

∂u
∂n

.= D1|∇u|p−2〈∇u,−→η 〉, e −→η é o vetor normal unitário apontando para fora. Ob-

serve que sempre olhamos o problema (PN ) como um problema de valor inicial, e a

condição de fronteira Neumann aparece, num sentido fraco, na definição do operador

p−laplaciano perturbado, onde tudo está bem definido.

No caso particular (PN ) onde A e B são os operadores p, q−laplaciano

perturbados em H = L2(Ω) para condições de fronteira Neumann homogêneas (note

que aqui Dλ = D1, ∀ λ, mas hav́ıamos definido o operador de uma forma mais geral

porque mais para frente pretendemos provar semicontinuidade superior de atratores),

as mesmas condições impostas em F,G para conseguir existência global de soluções

também serão suficientes para provar que o semifluxo generalizado GN definido por

(PN ) é B-dissipativo. Temos o seguinte:

Teorema 4.9 Se F,G : H × H → P (H) são semicont́ınuas superiormente, levam

limitados de H ×H em limitados de H e o par (F,G) for positivamente sublinear,

então existe um conjunto limitado B0 em H × H e t0 > 0 tais que para qualquer

ϕ ∈ GN , ϕ(t) ∈ B0, ∀ t ≥ t0. Em particular, o semifluxo generalizado GN definido

por (PN ) é B-dissipativo.

Demonstração: De fato, se ϕ = (u, v) ∈ GN é uma solução de (PN ) então existe

(f, g) ∈ Sel F (u, v) × Sel G(u, v), f, g ∈ L1(0, T,H) para cada T > 0 tal que u, v
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satisfazem o problema

∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u = f em (0, T )× Ω

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) + |v|q−2v = g em (0, T )× Ω

∂u

∂n
(t, x) =

∂v

∂n
(t, x) = 0 em (0, T )× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) em Ω,

Multiplicando a primeira equação por u, e a segunda por v e supondo, sem

perda de generalidade que p ≥ q, obtemos
1
2
d
dt‖u(t)‖2H ≤ −δ‖u(t)‖pH + 〈f(t), u(t)〉

1
2
d
dt‖v(t)‖2H ≤ −δ̃‖v(t)‖qH + 〈g(t), v(t)〉

sendo que δ, δ̃ são números reais positivos dependendo de D1, D2, σ,Ω, p, q. Usando

a Definição 4.3, Cauchy-Schwartz, a Desigualdade de Young e somando as equações

obtemos

1
2
d

dt
(‖u(t)‖2H + ‖v(t)‖2H) ≤ −C1(‖u(t)‖qH + ‖v(t)‖qH) + C2

= −C1(‖u(t)‖2q/2H + ‖v(t)‖2q/2H ) + C2

≤ −C1
1

2q/2
(‖u(t)‖2H + ‖v(t)‖2H)q/2 + C2,

sendo que C1, C2 são números reais positivos dependendo de D1, D2, σ,Ω, p, q.

Dáı a demonstração segue do Lema 1.5.

Usando os Teoremas 3.50, 4.8, 4.9, conclúımos que GN tem um B−atrator

global compacto e invariante AN(D1,D2). O B−atrator global AN(D1,D2) é único e é dado

por

AN(D1,D2) =
⋃

B∈B(H×H)

ω(B) = ωB(H ×H).

Além disso, AN(D1,D2) é o subconjunto maximal compacto invariante de H ×H, e é

o minimal entre todos os B−atratores globais fechados, e usando o Teorema 3.60,

também temos que AN(D1,D2) é a união de todas as órbitas completas limitadas em

H ×H.
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Como GN assintóticamente compacto implica GN ϕ-assintóticamente com-

pacto, pelo Teorema 3.80 temos que GN possui o único ϕ-atrator global fechado

minimal não-vazio N̂(D1,D2) e N̂(D1,D2) =
⋃
x∈H×H ωϕ(x) = ωϕ(H ×H).

Observação 4.10 Observe que a existência do semifluxo generalizado foi feita de

uma forma abstrata e o único momento em que fizemos uma restrição foi para provar

a B-dissipatividade. Também podemos provar B−dissipatividade, da mesma maneira

como foi feito no Teorema 4.9, quando A e B são os operadores p, q−laplaciano em

H = L2(Ω) com condições de fronteira Dirichlet homogêneas, i.é., para sistemas

como o seguinte:

(PD)



∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) ∈ F (u, v) em (0, T )× Ω

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) ∈ G(u, v) em (0, T )× Ω

u(t, x) = v(t, x) = 0 em (0, T )× ∂Ω

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x) em Ω

sendo que Ω é um domı́nio limitado do IRn, n ≥ 1, com fronteira suave ∂Ω, p, q > 2,

D1, D2 ∈ L∞(Ω), Di(x) ≥ σ > 0 q.t.p. em Ω, i = 1, 2, u0, v0 ∈ L2(Ω), e F,G

são operadores mult́ıvocos definidos em L2(Ω) × L2(Ω) com as mesmas condições

dadas anteriormente. (Também olhamos o problema como um problema de valor

inicial, mas a condição de fronteira Dirichlet homogênea aparece no domı́nio do

operador). Assim, também podemos concluir que o problema (PD) (ou seu semifluxo

generalizado associado GD) tem o B−atrator global maximal compacto invariante

AD(D1,D2), e tem o único ϕ-atrator global fechado minimal não-vazio N̂(D1,D2).
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4.2 Dependência de Parâmetros

Nesta seção consideramos o problema

(PNλ)



∂uλ
∂t
− div(Dλ

1 |∇uλ|p−2∇uλ) + |uλ|p−2uλ ∈ F (uλ, vλ) em (0, T )× Ω

∂vλ
∂t
− div(Dλ

2 |∇vλ|q−2∇vλ) + |vλ|q−2vλ ∈ G(uλ, vλ) em (0, T )× Ω

∂uλ
∂n

(t, x) =
∂vλ
∂n

(t, x) = 0 em (0, T )× ∂Ω

uλ(0, x) = u0,λ(x), vλ(0, x) = v0,λ(x) em Ω

sendo que u0,λ, v0,λ ∈ L2(Ω), Dλ
1 , D

λ
2 ∈ L∞(Ω), Dλ

i (x) ≥ σ > 0 q.t.p. em Ω, i = 1, 2,

λ ∈ [0, λ0] e Dλ
i → D0

i , em L∞(Ω) quando λ→ 0, i = 1, 2. Ω, p, q e F,G satisfazem

as mesmas condições da seção 4.1.3, portanto para cada λ ∈ [0, λ0] podemos associar

um semifluxo generalizado Gλ o qual tem um B-atrator global compacto invariante

Aλ, conforme foi provado na seção 4.1.3.

O que precisamos para obter a semicontinuidade superior de {Aλ}λ∈[0,λ0]

em λ = 0 é uma certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para as soluções.

Para conseguir continuidade no fluxo, primeiramente estabelecemos um resultado

de compacidade. Depois disso mostramos que as condições impostas em (PNλ) são

suficientes para garantir estimativas uniformes e portanto semicontinuidade superior

de atratores.

Nesta seção denotaremos

AD
λ
1 (θ) .= −div(Dλ

1 |∇θ|p−2∇θ) + |θ|p−2θ, BDλ2 (θ) .= −div(Dλ
2 |∇θ|q−2∇θ) + |θ|q−2θ,

SD
λ
1 o semigrupo gerado por AD

λ
1 e Tλ o semigrupo mult́ıvoco definido por Gλ.

4.2.1 Um Argumento de Compacidade

Seja Λ um conjunto de ı́ndices munido de uma métrica e considere (Pλ) o seguinte

problema de Cauchy:

(Pλ)


duλ
dt

+Aλuλ 3 fλ

uλ(0) = u0 ∈ H

sendo que fλ ∈ L1(0, T ;H), ∀ λ ∈ Λ, Aλ é um operador maximal monótono num

espaço de Hilbert H, Aλ = ∂φλ é a subdiferencial de uma função não-negativa,
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convexa, própria e s.c.i. φλ : H → IR, e suponhamos ∩λ∈ΛD(φλ) = H e que para

cada u ∈ ∩λ∈ΛD(φλ) existe uma constante k(u) > 0 tal que φλ(u) ≤ k(u), ∀ λ ∈ Λ.

Seja {Sλ(t)} o semigrupo gerado por Aλ em H.

Lema 4.11 Para cada u0 ∈ H fixado, {Sλ(.)u0}λ∈Λ ⊂ C([0, T ];H) é equicont́ınua

em t0 = 0.

Demonstração: Seja h > 0. Primeiro suponha u0 ∈ ∩λ∈ΛD(φλ). Do Teorema

2.1.1 em [40], temos

‖Sλ(h)u0 − u0‖H ≤ 3‖u0 − Jλhu0‖H , sendo que Jλh = (I + h∂φλ)−1.

Também, da Proposição 2.11 em [7], segue que

1
2h
‖u0 − Jλhu0‖2H ≤ φλ(u0) ≤ k(u0), ∀ λ ∈ Λ.

Então

‖Sλ(h)u0 − u0‖H ≤ 6hk(u0), ∀ λ ∈ Λ,

e isto garante a equicont́ınuidade da famı́lia {Sλ(.)u0}λ∈Λ em t0 = 0. Agora seja

u0 ∈ H, e considere uma seqüência {un0} ⊂ ∩λ∈ΛD(φλ) tal que
n→∞

un0 −→ u0. Dado

ε > 0, seja N0 ∈ IN tal que ‖uN0
0 − u0‖H ≤ ε

4 . Então

‖Sλ(h)u0 − u0‖H ≤‖Sλ(h)u0 − Sλ(h)uN0
0 ‖+‖S

λ(h)uN0
0 − u

N0
0 ‖+‖u

N0
0 − u0‖

≤ 2‖uN0
0 − u0‖H + 6hk(uN0

0 ), ∀ λ ∈ Λ.

Tomando δ .= ε

12k(u
N0
0 )

> 0, obtemos que |h| < δ implica

‖Sλ(h)u0 − u0‖H < ε, ∀ λ ∈ Λ.

Seja K
.= {fλ, λ ∈ Λ} um subconjunto uniformemente integrável de

L1([0, T ];H) e seja

M(K) .= {uλ;uλ é a única solução fraca de (Pλ) em [0, T ], λ ∈ Λ}.

Temos
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Teorema 4.12 Se para cada t ∈ [0, T ], M(K)(t) .= {uλ(t);uλ ∈M(K)} é relativa-

mente compacto em H, então M(K) é relativamente compacto em C([0, T ];H).

Este resultado pode ser provado da mesma maneira como o Teorema 2.3.1 em [40]

(veja Teorema 1.33). A principal diferença é que permitimos que o operador Aλ

varie com λ. Neste caso precisamos usar o Lema 4.11 para provar que M(K) é

equicont́ınua em t0 = 0. O resto é análogo.

O próximo lema é similar ao Lemma 2.3.1 em [40] (veja Lema 1.34).

Lema 4.13 Seja fλ ∈ L1(0, T ;H) e uλ satisfazendo (Pλ) em [0, T ]. Então para

cada t ∈ (0, T ], s ∈ [0, T ) e h > 0 com t− h ∈ [0, T ], s+ h ∈ [0, T ] temos

‖ Sλ(h)uλ(t− h)− uλ(t) ‖ ≤
∫ t

t−h
‖ fλ(s) ‖ ds

e

‖ Sλ(h)uλ(s)− uλ(s+ h) ‖ ≤
∫ s+h

s
‖ fλ(s) ‖ ds.

Teorema 4.14 Suponha que K
.= {fλ, λ ∈ Λ} é um subconjunto uniformemente

integrável de L1([0, T ];H). Se para cada t ∈ (0, T ] e h > 0 tal que t − h ∈ (0, T ], o

operador Th : M(K)(t)→ H definido por

Thuλ(t) = Sλ(h)uλ(t− h)

é um operador compacto, então M(K) = {uλ;λ ∈ Λ} é relativamente compacto em

C([0, T ];H).

Demonstração: A prova segue o Teorema 2.3.3 em [40]. Usando o Lema 4.13 e

o fato de K ser uniformemente integrável, temos que lim
h→0

Th = I uniformemente em

M(K)(t). Portanto o operador identidade I : M(K)(t)→ M(K)(t) é um operador

compacto e então visto que M(K)(t) é um conjunto limitado em H temos que

M(K)(t) é relativamente compacto para cada t ∈ (0, T ]. Note que M(K)(0) = {u0}

é relativamente compacto em H. Dáı o resultado segue do Teorema 4.12.
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4.2.2 Semicontinuidade Superior de Atratores

Para cada λ ∈ Λ := [0, λ0] seja Aλ o B-atrator global compacto invariante asso-

ciado com o semifluxo generalizado Gλ definido por (PNλ). Nosso objetivo nesta

seção é provar que a famı́lia de atratores {Aλ}λ∈Λ é semicont́ınua superiormente em

λ = 0. Para fazer isto usaremos o Teorema 1.2 em [28], no contexto de semifluxos

generalizados:

Teorema 4.15 : Seja Λ um espaço métrico, λ1 um ponto não-isolado e seja {Gλ}λ∈Λ

uma famı́lia de semifluxos generalizados no espaço de Banach X satisfazendo:

(i) Para cada λ ∈ Λ, Gλ tem um B-atrator global compacto invariante Aλ e⋃
λ∈ΛAλ ∈ B(X);

(ii) A aplicação mult́ıvoca definida por Gλ, λ 7→ Tλ(t)(A), A .=
⋃
λ∈ΛAλ, é fraca-

mente semicont́ınua superiormente em λ1 para t grande, i.e., existe t0 > 0 tal que

para cada t ≥ t0 fixado, dado ε > 0, ∃ δ > 0 tal que Tλ(t)(A) ⊂ Oε(Tλ1(t)(A)), ∀ λ ∈

Oδ(λ1).

Então dist(Aλ,Aλ1)→ 0 quando λ→ λ1.

Primeiramente precisamos obter algumas estimativas uniformes para as

soluções (uλ, vλ) do problema (PNλ). Temos o seguinte:

Lema 4.16 Se (uλ, vλ) é uma solução de (PNλ), então existem números positivos

r0 e t0 tais que ‖(uλ(t), vλ(t))‖H×H = ‖uλ(t)‖H + ‖vλ(t)‖H ≤ r0, para cada t ≥ t0 e

λ ∈ Λ.

Demonstração: De fato, se (uλ, vλ) satisfaz (PNλ), então existe

(fλ, gλ) ∈ F (uλ, vλ)×G(uλ, vλ) tal que

(P 1
λ )


∂uλ
∂t
− div(Dλ

1 |∇uλ|p−2∇uλ) + |uλ|p−2uλ = fλ

∂vλ
∂t
− div(Dλ

2 |∇vλ|q−2∇vλ) + |vλ|q−2vλ = gλ

Os mesmos argumentos usados para provar o Teorema 4.9 podem também ser apli-

cados aqui, observando que as constantes δ, δ̃, C1, C2 podem ser escolhidas uniforme-

mente para λ ∈ Λ = [0, λ0], porque Dλ
i (x) ≥ σ > 0 q.t.p. em Ω, i = 1, 2, ∀ λ ∈ [0, λ0]
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e Dλ
i → D0

i , em L∞(Ω) quando λ→ 0, e portanto temos que existe uma constante

positiva Mi > 0 tal que ‖Dλ
i ‖L∞(Ω) ≤ Mi,∀ λ ∈ Λ. Assim, existem números posi-

tivos r0 e t0 tais que tais que ‖(uλ(t), vλ(t))‖H×H ≤ r0, para cada t ≥ t0 e λ ∈ Λ.

Observação 4.17 As constantes r0, t0 do Lema 4.16 independem dos dados iniciais

e de λ ∈ [0, λ0].

Observação 4.18 Se (uλ, vλ) é uma solução de (PNλ), então existe uma constante

positiva K = K(u0,λ, v0,λ, t0) tal que ‖uλ(t)‖H + ‖vλ(t)‖H ≤ K(u0,λ, v0,λ, t0), ∀ t ∈

[0, t0]. Se os dados iniciais estão todos num conjunto limitado de H × H ou se

uλ(0) = u0, vλ(0) = v0, ∀ λ ∈ [0, λ0], então temos K uniforme com relação a

λ ∈ [0, λ0], isto é, temos que ‖uλ(t)‖H + ‖vλ(t)‖H ≤ K, ∀ λ ∈ [0, λ0] e ∀ t ∈ [0, t0].

Neste caso podemos considerar t0 = 0 no Lema 4.16.

Para demonstrar esta observação basta usar a hipótese que o par (F,G) é positiva-

mente sublinear e aplicar as desigualdades de Gronwall e Gronwall-Bellman (Veja a

demonstração da Observação 5.17).

Lema 4.19 Existe um conjunto limitado B0 em H × H tal que Aλ ⊂ B0, ∀ λ ∈

[0, λ0].

Demonstração: Seja (xλ, yλ) ∈ Aλ. Visto que Aλ = Tλ(t0)Aλ, sendo que Tλ é o

semigrupo mult́ıvoco definido por Gλ, então pelo Lema 4.16, temos ‖(xλ, yλ)‖H×H ≤

r0.

Assim, a famı́lia {Gλ}λ∈[0,λ0] satisfaz a condição (i) do Teorema 4.15.

Agora, usando o Lema 4.16 e o fato que F e G levam limitados de H×H em

limitados de H, podemos repetir os mesmos argumentos que foram feitos no Lema

2.2 em [22] para cada equação em (P 1
λ ), e obtemos:

Lema 4.20 Se ϕλ
.= (uλ, vλ) ∈ Gλ, então existem constantes positivas k > 0 e

t1 > t0, independentes de λ, tal que
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‖ϕλ(t)‖W 1,p×W 1,q = ‖uλ(t)‖W 1,p + ‖vλ(t)‖W 1,q < k, para todo t ≥ t1 e λ ∈ [0, λ0],

sendo que t0 é a constante positiva do Lema 4.16.

Demonstração: Seja (uλ, vλ) solução de (PNλ), então existe

(fλ, gλ) ∈ F (uλ, vλ)×G(uλ, vλ) tal que

(P 1
λ )


∂uλ
∂t
− div(Dλ

1 |∇uλ|p−2∇uλ) + |uλ|p−2uλ = fλ

∂vλ
∂t
− div(Dλ

2 |∇vλ|q−2∇vλ) + |vλ|q−2vλ = gλ

Consideremos

ϕD
λ
1 (v) .=


1
p

[
Dλ

1

∫
Ω
|∇v|pdx+

∫
Ω
|v|pdx

]
, v ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.

Temos que ϕD
λ
1 é uma aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente e

AD
λ
1 = ∂ϕD

λ
1 é maximal monótono em L2(Ω). Temos que

d

dτ
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) = 〈∂ϕDλ1 (uλ(τ)),

∂uλ(τ)
∂τ

〉 = 〈fλ(τ)− ∂uλ(τ)
∂τ

,
∂uλ(τ)
∂τ

〉

= 〈fλ(τ)− ∂uλ(τ)
∂τ

,
∂uλ(τ)
∂τ

− fλ(τ) + fλ(τ)〉

= −‖fλ(τ)− ∂uλ(τ)
∂τ

‖2H + 〈fλ(τ)− ∂uλ(τ)
∂τ

, fλ(τ)〉,

para τ > 0 q.t.p.. Logo

‖fλ(τ)− ∂uλ(τ)
∂τ

‖2H +
d

dτ
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) ≤ ‖fλ(τ)− ∂uλ(τ)

∂τ
‖H‖fλ(τ)‖H

≤ 1
2
‖fλ(τ)− ∂uλ(τ)

∂τ
‖2H +

1
2
‖fλ(τ)‖2H ,

para τ > 0 q.t.p.. Portanto

1
2
‖fλ(τ)− ∂uλ(τ)

∂τ
‖2H +

d

dτ
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) ≤ 1

2
‖fλ(τ)‖2H

para τ > 0 q.t.p.. Usando o Lema 4.16 e o fato que F e G levam limitados de

H × H em limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva C0 tal que

‖fλ(τ)‖H ≤ C0, ∀ t ≥ t0 e ∀ λ ∈ [0, λ0]. Assim, obtemos em particular, que

d

dτ
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) ≤ 1

2
‖fλ(τ)‖2H ≤

1
2
C2

0 , ∀ λ ∈ [0, λ0] e τ ≥ t0 q.t.p.. (4.3)
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Pela definição de subdiferencial temos a seguinte desigualdade

ϕD
λ
1 (uλ(τ)) ≤ 〈∂ϕDλ1 (uλ(τ)), uλ(τ)〉 (4.4)

Assim,

1
2
d

dt
‖uλ(τ)‖2H + ϕD

λ
1 (uλ(τ)) = 〈∂uλ(τ)

∂t
, uλ(τ)〉+ ϕD

λ
1 (uλ(τ))

≤ 〈∂uλ(τ)
∂t

, uλ(τ)〉+ 〈∂ϕDλ1 (uλ(τ)), uλ(τ)〉

= 〈fλ(τ), uλ(τ)〉

≤ ‖fλ(τ)‖H‖uλ(τ)‖H ≤ C0r0, (4.5)

∀ λ ∈ [0, λ0] e τ ≥ t0 q.t.p..

Fixando r > 0 e integrando a desigualdade (4.5) de t a t+r, t ≥ t0, obtemos

que ∫ t+r

t
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) dτ ≤ 1

2
‖uλ(t+ r)‖2H +

∫ t+r

t
ϕD

λ
1 (uλ(τ)) dτ

≤ 1
2
‖uλ(t)‖2H + C0r0r ≤

1
2
r2

0 + C0r0r
.= a3, (4.6)

∀ λ ∈ [0, λ0].

Considerando yλ(τ) .= ϕD
λ
1 (uλ(τ)), g ≡ 0 e h ≡ 1

2C
2
0 temos

∫ t+r
t g(τ) dτ = 0 .= a1,∫ t+r

t h(τ)) dτ = 1
2C

2
0r

.= a2 e
∫ t+r
t yλ(τ) dτ =

∫ t+r
t ϕD

λ
1 (uλ(τ)) dτ ≤ a3, ∀ λ ∈ [0, λ0].

Logo pelo Lema Uniforme de Gronwall, temos que

yλ(t+ r) ≤ (
a3

r
+ a2)e0 .= r̃1, ∀ t ≥ t0 e ∀ λ ∈ [0, λ0]. (4.7)

Fazendo ` = t+ r, obtemos

1
p
‖uλ(`)‖p

W 1,p(Ω)
=

1
p

[‖∇uλ(`)‖pp + ‖uλ(`)‖pp] (4.8)

≡ ϕD
λ
1 (uλ(`)) = yλ(`) ≤ r̃1, ∀ ` ≥ t0 + r e ∀ λ ∈ [0, λ0].(4.9)

Considerando r1
.= (pr̃1)1/p e t1

.= t0 + r, conclúımos que ‖uλ(`)‖W 1,p(Ω) ≤ r1, para

cada ` ≥ t1 e λ ∈ [0, λ0].

Analogamente mostra-se que existe r2 > 0 tal que ‖vλ(`)‖W 1,q(Ω) ≤ r2, para

cada ` ≥ t1 e λ ∈ [0, λ0]. Considerando k .= r1 + r2, conclúımos a demonstração.
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Observação 4.21 Se (uλ, vλ) ∈ Gλ com os dados iniciais todos num conjunto li-

mitado de W 1,p(Ω) ×W 1,q(Ω) ou se uλ(0) = u0, vλ(0) = v0, ∀ λ ∈ [0, λ0], então

existe uma constante positiva K̃ tal que ‖uλ(t)‖W 1,p(Ω) + ‖vλ(t)‖W 1,q(Ω) ≤ K̃, ∀ λ ∈

[0, λ0] e ∀ t ∈ [0, t1]. Neste caso podemos considerar t1 = 0 no Lema 4.20.

De fato, seja (uλ, vλ) solução de (PNλ) em (0, t1). Logo, existem fλ, gλ ∈ L1(0, t1;H),

com (fλ, gλ) ∈ F (uλ, vλ)×G(uλ, vλ) tais que (uλ, vλ) é uma solução do sistema (Ĩ)

abaixo:

(Ĩ)



∂uλ
∂t
− div(Dλ

1 |∇uλ|p−2∇uλ) + |uλ|p−2uλ = fλ em (0, t1)

∂vλ
∂t
− div(Dλ

2 |∇vλ|q−2∇vλ) + |vλ|q−2vλ = gλ em (0, t1)

uλ(0) = u0,λ, vλ(0) = v0,λ

Fazendo o produto interno da primeira equação em (Ĩ) com ∂uλ(t)
∂t , obtemos

‖∂uλ(t)
∂t
‖2H +

d

dt
ϕD

λ
1 (uλ(t)) = 〈fλ(t),

∂uλ(t)
∂t
〉

≤ ‖fλ(t)‖H‖
∂uλ(t)
∂t
‖H

≤ 1
2
‖fλ(t)‖2H +

1
2
‖∂uλ(t)

∂t
‖2H . (4.10)

Logo

1
2
‖∂uλ(t)

∂t
‖2H +

d

dt
ϕD

λ
1 (uλ(t)) ≤ 1

2
‖fλ(t)‖2H .

Em particular,

d

dt
ϕD

λ
1 (uλ(t)) ≤ 1

2
‖fλ(t)‖2H . (4.11)

Usando a Observação 4.18 e o fato que F e G levam limitados de H ×H

em limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva C, independente de

λ ∈ [0, λ0], tal que ‖fλ(t)‖2H ≤ C, ∀ t ∈ [0, t1] e λ ∈ [0, λ0]. Integrando de 0 a

τ, τ ∈ [0, t1] em (4.11), obtemos

‖uλ(τ)‖W 1,p(Ω) ≡ ϕD
λ
1 (uλ(τ)) ≤ ϕDλ1 (u0,λ) +

1
2

∫ τ

0
‖fλ(t)‖2Hdt

≤ ‖u0,λ‖W 1,p(Ω) +
1
2

∫ t1

0
‖fλ(t)‖2Hdt

≤ ‖u0,λ‖W 1,p(Ω) +
1
2
Ct1. (4.12)
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∀ τ ∈ [0, t1] e λ ∈ [0, λ0]. Analogamente prova-se que

‖vλ(τ)‖W 1,q(Ω) ≡ ϕD
λ
2 (vλ(τ)) ≤ ‖v0,λ‖W 1,q(Ω) +

1
2
Ct1, ∀ τ ∈ [0, t1] e λ ∈ [0, λ0].

Visto que t1 independe das condições iniciais, podemos concluir que nestas condições

temos

‖uλ(t)‖W 1,p(Ω) + ‖vλ(t)‖W 1,q(Ω) ≤ C, ∀ λ ∈ [0, λ0] e t ≥ 0,

onde C > 0 é constante.

Como conseqüência do Lema 4.20 temos que
⋃
λ∈ΛAλ é um subconjunto

limitado de W 1,p(Ω)×W 1,q(Ω) e portanto podemos concluir o seguinte:

Lema 4.22 A :=
⋃
λ∈Λ

Aλ é um subconjunto compacto de H ×H.

Agora mostramos o seguinte:

Teorema 4.23 A aplicação λ 7→ Tλ(t)(A) é fracamente semicont́ınua superior-

mente em λ1
.= 0 para cada t > 0.

Demonstração: Suponhamos, por contradição, que existe t0 > 0 tal que a a-

plicação λ 7→ Tλ(t0)(A) não é fracamente semicont́ınua superiormente em λ1
.= 0.

Portanto, existe uma γ-vizinhança Oγ(T0(t0)(A)) tal que para cada n ∈ IN existe

0 ≤ λn < min{λ0,
1
n} e ξλn ∈ Tλn(t0)(A) com ξλn 6∈ Oγ(T0(t0)(A)). ( Note que

λn → λ1 = 0 quando n → +∞ ). Então ξλn = (uλn(t0), vλn(t0)), (uλn , vλn) ∈

Gλn , (uλn(0), vλn(0)) ∈ A.

É suficiente mostrar que existe uma subseqüência {ξλnk} de {ξλn} com

ξλnk → ξ0 ∈ T0(t0)(A), assim obtendo uma contradição.

De fato, temos que ϕλn = (uλn , vλn) é uma solução do problema (PNλ) com

(uλn(0), vλn(0)) ∈ A. Logo, existem fλn , gλn ∈ L1(0, T ;H), com

fλn(t) ∈ F (uλn(t), vλn(t)), gλn(t) ∈ G(uλn(t), vλn(t)) q.t.p. em (0, T ),
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e tais que (uλn , vλn) é uma solução em (0, T ) do sistema (P 1
λn

) abaixo:

(P 1
λn)



∂uλn
∂t
− div(Dλn

1 |∇uλn |
p−2∇uλn) + |uλn |p−2uλn = fλn em (0, T )

∂vλn
∂t
− div(Dλn

2 |∇vλn |
q−2∇vλn) + |vλn |q−2vλn = gλn em (0, T )

uλn(0) = u0,λn , vλn(0) = v0,λn

Podemos supor t0 ∈ (0, T ). Como A é compacto existe (u0, v0) ∈ A com

(uλn(0), vλn(0))→ (u0, v0) em H ×H.

Denotemos uλn(·) .= I(u0,λn)fλn(·) e vλn(·) .= I(v0,λn)gλn(·) e também de-

notemos por zλn(·) .= I(u0)fλn(·) e wλn(·) .= I(v0)gλn(·) como sendo as soluções dos

problemas

(Pfλn ,u0)


∂zλn
∂t
− div(Dλn

1 |∇zλn |
p−2∇zλn) + |zλn |p−2zλn = fλn

zλn(0) = u0

e

(Pgλn ,v0)


∂wλn
∂t
− div(Dλn

2 |∇wλn |
q−2∇wλn) + |wλn |q−2wλn = gλn

wλn(0) = v0,

respectivamente.

Sabemos que uλn é uma solução de

∂uλn
∂t
− div(Dλn

1 |∇uλn |
p−2∇uλn) + |uλn |p−2uλn = fλn .

Fazendo o produto interno desta equação com uλn e integrando de 0 a t, t ≤ T ,

obtemos

1
2
‖ uλn(t) ‖2H≤

1
2
‖ u0,λn ‖2H +

∫ t

0
〈fλn(s), uλn(s)〉ds.

Como {u0,λn} é uma seqüência convergente temos que existe uma constante

positiva R tal que ‖ u0,λn ‖2H≤ R2. Assim,

1
2
‖ uλn(t) ‖2H≤

1
2
R2 +

∫ t

0
〈fλn(s), uλn(s)〉ds.

Usando a hipótese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-

dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas α, β, γ e C tais que

‖ uλn(t) ‖H ≤ C + γ T +
∫ t

0 [α ‖ uλn(s) ‖H +β ‖ vλn(s) ‖H ]ds.
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Portanto, existe uma constante positiva M independente de t tal que

‖ uλn(t) ‖H≤M +
∫ t

0
[α ‖ uλn(s) ‖H +β ‖ vλn(s) ‖H ]ds.

Analogamente, existe uma constante positiva M̃ independente de t tal que

‖ vλn(t) ‖H≤ M̃ +
∫ t

0
[β ‖ uλn(s) ‖H +α ‖ vλn(s) ‖H ]ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por N .= M + M̃ e

ρ
.= α+ β temos

‖ uλn(t) ‖H + ‖ vλn(t) ‖H≤ N + ρ

∫ t

0
[‖ uλn(s) ‖H + ‖ vλn(s) ‖H ]ds

e dáı segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que

‖ uλn(t) ‖H + ‖ vλn(t) ‖H≤ NeρT

para todo t ∈ [0, T ], e para todo n ∈ IN.

Como F e G levam conjuntos limitados de H ×H em conjuntos limitados

de H, existe L > 0 tal que

‖ fλn(t) ‖H ≤ L e ‖ gλn(t) ‖H ≤ L, para todo t ∈ [0, T ], e para todo n ∈ IN.

Considere K .= {fλn ;n ∈ IN}, K̃ .= {gλn ;n ∈ IN}, M(K) .= {zλn ;n ∈ IN}

e M(K̃) .= {wλn ;n ∈ IN}. Uma vez que K e K̃ são conjuntos limitados, é fácil ver

que eles são subconjuntos uniformemente integráveis.

Dados t ∈ (0, T ] e h > 0 tais que t − h ∈ (0, T ], consideremos o operador

Th : M(K)(t)→ H definido por Thzλn(t) = Sλn(h)zλn(t− h).

Afirmação 1: O operador Th : M(K)(t)→ H é compacto.

De fato, seja B um subconjunto limitado de M(K)(t), consideremos o conjunto

S
.= {Sλn(h)zλn(t− h);n ∈ IN tal que zλn(t) ∈ B}.

Queremos mostrar que o conjunto S é relativamente compacto em H. Como

W 1,p(Ω) ⊂⊂ H .= L2(Ω), é suficiente mostrarmos que S é um subconjunto limitado

de W 1,p(Ω).
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Seja zλn(t) ∈M(K)(t) e definimos

vλn : [t− h, t]→ H

por vλn(τ) = Sλn(τ − (t− h))zλn(t− h), para todo τ ∈ [t− h, t].

Observe que vλn é a única solução do problema
dvλn
dτ

(τ) + ∂ϕD
λn
1 (vλn(τ)) = 0 t− h ≤ τ ≤ t

vλn(t− h) = zλn(t− h)

com

ϕD
λn
1 (v) .=


1
p

[
Dλn

1

∫
Ω
|∇v|pdx+

∫
Ω
|v|pdx

]
, v ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.

Temos

d

dτ
ϕD

λn
1 (vλn(`)) = 〈∂ϕD

λn
1 (vλn(`)),

∂vλn
∂τ

(`)〉 = −〈∂vλn
∂τ

(`),
∂vλn
∂τ

(`)〉

= − ‖ ∂vλn
∂τ

(`) ‖2H≤ 0, q.t.p. em [t− h, t].

Então, integrando de t− h a t, obtemos

1
p
‖ vλn(t)‖

p
W 1,p≤ ϕD

λn
1 (vλn(t)) ≤ ϕD

λn
1 (vλn(t− h)) =ϕD

λn
1 (zλn(t− h)).

Assim, nosso trabalho é mostrar que {ϕD
λn
1 (zλn(t − h))} é um conjunto

limitado, uma vez que S = {vλn(t);n ∈ IN tal que zλn(t) ∈ B}.

Já sabemos que existe L > 0 tal que

‖ fλn(τ) ‖H≤ L e ‖ gλn(τ) ‖H≤ L, para todo 0 ≤ τ ≤ T e para todo n ∈ IN,

e zλn e wλn satisfazem

‖ zλn(`) ‖L2(Ω) ≤ ‖ u0 ‖L2(Ω) +
∫ `

0
‖ fλn(τ) ‖L2(Ω) dτ, ∀ ` ∈ [0, T ]

e

‖ wλn(`) ‖L2(Ω) ≤ ‖ v0 ‖L2(Ω) +
∫ `

0
‖ gλn(τ) ‖L2(Ω) dτ, ∀ ` ∈ [0, T ].

Então,

‖ zλn(`) ‖L2(Ω) ≤ ‖ u0 ‖L2(Ω) +L.T, ∀ ` ∈ [0, T ] e n ∈ IN
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e

‖ wλn(`) ‖L2(Ω) ≤ ‖ v0 ‖L2(Ω) +L.T, ∀ ` ∈ [0, T ] e n ∈ IN.

Visto que t − h > 0 então existe r > 0 tal que t − h > r. Usando o Lema

Uniforme de Gronwall, mostra-se (veja a conta feita no Lema 4.20) que existe r̃1 > 0

tal que

ϕD
λn
1 (zλn(θ + r)) ≤ r̃1, ∀ n ∈ IN e θ > 0.

Em particular, para θ = t− h− r, temos

ϕD
λn
1 (zλn(t− h)) ≤ r̃1, ∀ n ∈ IN.

Isto conclui a demonstração da Afirmação 1.

Assim, temos pelo Teorema 4.14 que o conjunto M(K) é relativamente

compacto em C([0, T ];H) e portanto existe z ∈ C([0, T ];H) e existe uma sub-

seqüência, que continuaremos chamando do mesmo modo, {zλn(·)} tal que zλn → z

em C([0, T ];H).

Como cada zλn é uma solução de (Pfλn ,u0), então zλn verifica

1
2
‖ zλn(t)− θ ‖2H≤

1
2
‖ zλn(s)− θ ‖2H +

∫ t

s
〈fλn(τ)− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ (4.13)

para todo θ ∈ D(AD
λn
1 ) ⊂W 1,p(Ω) ⊂ H e yλn = AD

λn
1 (θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Analogamente, podemos mostrar que existe w ∈ C([0, T ];H) e existe uma

subseqüência {wλn(·)} tal que wλn → w em C([0, T ];H), verificando

1
2
‖ wλn(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ wλn(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈gλn(τ)− yλn , wλn(τ)− θ〉dτ (4.14)

para todo θ ∈ D(BDλn2 ) ⊂W 1,p(Ω) ⊂ H e yλn = BDλn2 (θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Como ‖ fλn(τ) ‖H≤ L e ‖ gλn(τ) ‖H≤ L, para todo 0 ≤ τ ≤ T e para todo n ∈ IN,

conclúımos que existe uma constante positiva L̃ tal que

‖ fλn ‖L2(0,T ;H)≤ L̃ e ‖ gλn ‖L2(0,T ;H)≤ L̃, para todo n ∈ IN.

Como L2(0, T ;H) é um espaço de Banach reflexivo, existem f, g ∈L2(0, T ;H) e

subseqüências, que continuaremos chamando do mesmo modo, {fλn} e {gλn} tais
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que fλn ⇀ f e gλn ⇀ g em L2(0, T ;H). Consequentemente fλn ⇀ f e gλn ⇀ g em

L1(0, T ;H).

Afirmação 2: uλn → z e vλn → w em C([0, T ];H) e além disso f(t) ∈ F (z(t), w(t))

e g(t) ∈ G(z(t), w(t)) q.t.p. em [0, T ].

De fato, seja t ∈ [0, T ]. Temos

‖ uλn(t)− z(t) ‖H≤‖ uλn(t)− zλn(t) ‖H + ‖ zλn(t)− z(t) ‖H .

Então,

sup
t∈[0,T ]

‖ uλn(t)− z(t) ‖H ≤ sup
t∈[0,T ]

‖ I(u0,λn)fλn(t)− I(u0)fλn(t) ‖H

+ sup
t∈[0,T ]

‖ zλn(t)− z(t) ‖H

≤ ‖ u0,λn − u0 ‖H + sup
t∈[0,T ]

‖ zλn(t)− z(t) ‖H→ 0

quando n→ +∞.

Portanto uλn → z em C([0, T ];H). Analogamente mostra-se que vλn → w

em C([0, T ];H).

Logo, pelo Teorema 1.44, f(t) ∈ F (z(t), w(t)) e g(t) ∈ G(z(t), w(t)) q.t.p.

em [0, T ]. Como queŕıamos demonstrar.

Observemos que

fλn ⇀ f em L2(0, T ;H) =⇒ fλn ⇀ f em L2(s, t;H),∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ;

e

zλn → z em C([0, T ];H) =⇒ zλn → z em C([s, t];H)

e consequentemente

zλn → z em L2(s, t;H), ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ;

então

〈fλn − h, zλn − θ〉L2(s,t;H) → 〈f − h, z − θ〉L2(s,t;H)

para todo θ, h ∈ H.
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Agora consideremos θ ∈ D(AD
0
1) ⊂ W 1,p(Ω) ⊂ H e seja h

.= AD
0
1(θ) ∈

H. Consideremos yλn
.= AD

λn
1 (θ) = −div(Dλn

1 |∇θ|p−2∇θ) + |θ|p−2θ. Notemos que

D(AD
λn
1 ) = D(AD

0
1), ∀ n ∈ IN.

Por (4.13) sabemos que

1
2
‖ zλn(t)− θ ‖2 ≤ 1

2
‖ zλn(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fλn(τ)− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ

=
1
2
‖ zλn(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fλn(τ)− h+ h− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ

=
1
2
‖ zλn(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fλn(τ)− h, zλn(τ)− θ〉dτ

+
∫ t

s
〈h− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ (4.15)

Afirmação 3:
∫ t
s 〈h− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ → 0 quando n→ +∞.

De fato, consideremos a função Bn(x) .= D0
1(x) −Dλn

1 (x). Temos por hipótese que

‖Bn‖L∞(Ω) = ‖D0
1 − D

λn
1 ‖L∞(Ω) → 0 quando n → ∞. Usando a desigualdade de

Hölder, obtemos para cada τ ≥ 0, que vale a seguinte desigualdade

〈h− yλn , zλn(τ)− θ〉 = 〈h, zλn(τ)− θ〉 − 〈yλn , zλn(τ)− θ〉

= 〈Bn|∇θ|p−2∇θ,∇(zλn(τ))−∇θ〉

≤ ‖Bn‖L∞(Ω)

∫
Ω
|∇θ|p−2|∇θ||∇(zλn(τ))−∇θ|dx

≤ ‖Bn‖L∞(Ω)

[ ∫
Ω
|∇θ|p−1|∇(zλn(τ))|dx+

∫
Ω
|∇θ|pdx

]
≤ ‖Bn‖L∞(Ω)

(
‖∇θ‖p‖∇(zλn(τ))‖p + ‖∇θ‖pp

)
,

onde 1
p + 1

p′ = 1.

Usando o Lema 4.20 e a Observação 4.21, temos que

(
‖∇θ‖p‖∇(zλn(τ))‖p + ‖∇θ‖pp

)
é uniformemente limitado para λn ∈ [0, λ0] e τ ≥ 0, isto é, existe uma constante

positiva C, independente de λn ∈ [0, λ0], tal que

(
‖∇θ‖p‖∇(zλn(τ))‖p + ‖∇θ‖pp

)
≤ C, ∀ τ ≥ 0 e λn ∈ [0, λ0].
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Logo ∫ t

s
〈h− yλn , zλn(τ)− θ〉dτ ≤

∫ t

s
‖Bn‖L∞(Ω)Cdτ ≤ ‖Bn‖L∞(Ω)CT → 0

quando n→ +∞. Como queŕıamos demonstrar.

Assim, tomando o limite em (4.15) quando n→ +∞, obtemos

1
2
‖ z(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ z(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈f(τ)− h, z(τ)− θ〉dτ + ε, ∀ ε > 0.

Portanto,

1
2
‖ z(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ z(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈f(τ)− h, z(τ)− θ〉dτ

para todo θ ∈ D(AD
0
1) e h .= AD

0
1(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Da mesma maneira podemos mostrar que

1
2
‖ w(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ w(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈g(τ)− h,w(τ)− θ〉dτ

para todo θ ∈ D(BD0
2) e h .= BD0

2(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Portanto (z, w) ∈ G0 com (z(0), w(0)) = (u0, v0) ∈ A. Então,

(z(t), w(t)) ∈ T0(t)(A), ∀ t ≥ 0.

Assim, definindo ξ0
.= (z(t0), w(t0)) ∈ T0(t0)(A), obtemos

‖ ξλn − ξ0 ‖H×H = ‖ uλn(t0)− z(t0) ‖H + ‖ vλn(t0)− w(t0) ‖H

≤ sup
τ∈[0,T ]

‖ uλn(τ)− z(τ) ‖H + sup
τ∈[0,T ]

‖ vλn(τ)− w(τ) ‖H→ 0,

quando n→ +∞.

Isto é uma contradição, e portanto conclúımos que a aplicação

[0, λ0] 3 λ 7→ Tλ(t)(A)

é fracamente semicont́ınua superiormente em λ1
.= 0 para cada t > 0.

Assim, conclúımos que a famı́lia {Gλ}λ∈[0,λ0] satisfaz a condição (ii) do

Teorema 4.15. Portanto, obtemos imediatamente, pelo Teorema 4.15, o seguinte

resultado:

Teorema 4.24 A famı́lia de atratores {Aλ}λ∈[0,λ0] associada com o problema (PNλ)

é semicont́ınua superiormente em λ1 = 0.



Caṕıtulo 5

Difusão Grande e Dinâmica

Assintótica Descrita por

Inclusões Diferenciais

Ordinárias

Vários autores têm lidado com a questão de reduzir o estudo de uma equação diferen-

cial parcial ao estudo de uma equação diferencial ordinária, entre eles mencionamos

[11], [15], [17], [25], [26] e [27]. Conforme [11], observa-se que a questão de encontrar

pontos de equiĺıbrio para um problema parabólico com um polinômio não-linear pode

ser uma tarefa muito dura ou até mesmo intocável. No entanto, se este problema

pode ser associado com uma EDO esta questão tem muito mais chances de ser

respondida.

O principal teorema em [17] diz que existem constantes c1, c2 > 0 tais que

para cada t > 0

‖∇u(·, t)‖L2 ≤ c1e
−σt e ‖u(·, t)− u(t)‖L2 ≤ c2e

−σt,

sendo que u = (u1, u2, . . . , un), n ≥ 1, é a solução do seguinte sistema de equações

105
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de reação-difusão

∂u

∂t
= D4u+

m∑
j=1

Aj(x, u)
∂u

∂xj
+ f(u), em Ω× IR+

∂u

∂n
(t, x) = 0 em ∂Ω× IR+

u(0, x) = u0(x) em Ω

onde Ω ⊂ IRm, m ≥ 1, é um domı́nio suave com fronteira razoavelmente suave, ∂Ω,

D > 0 é uma matriz diagonal com os componentes sendo constantes positivas, e Aj ’s

são funções matriciais cont́ınuas, u é a média de u em Ω, e é a solução de uma EDO, e

σ = dλ−M−a
√
mλ onde λ é o menor autovalor (positivo) de−4 em Ω com condição

de fronteira Neumann homogênea, a .= max{|Aj(x, u)| : x ∈ Ω, u ∈ Σ, 1 ≤ j ≤ m},

com Σ =
n⋂
k=1

{u ∈ IRn : ak ≤ uk ≤ bk}, onde −∞ < ak < bk <∞, d denota o menor

autovalor da matriz D, e M .= max{|df(u)| : u ∈ Σ}. Note que se d fica grande,

então σ fica grande. Assim, para cada t > 0 fixo o gradiente da u fica pequeno e u

vai para sua média quando o parâmetro de difusão fica grande.

Provaremos algo similar neste trabalho, isto é, provaremos que existe t1 > 0

tal que para cada t ≥ t1, ‖∇uD(t)‖L2(Ω) → 0 quando D → +∞ e uD → u em

C([0, T ];L2(Ω)) quando D → +∞, sendo que uD é a solução de uma EDP e u é a

solução do problema limite a ser determinado (que será uma EDO). Mostraremos

que para cada parâmetro D a EDP possui um B-atrator global compacto invariante

AD associado, e por final provaremos que a famı́lia de atratores {AD} é semicontinua

superiormente no infinito, isto é, que

sup
aD∈AD

distH(aD,A∞)→ 0 quando D → +∞,

sendo que A∞ é o atrator do problema limite. O que precisamos para obter a

semicontinuidade superior dessa famı́lia de atratores para difusão grande é uma

certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para as soluções, e por final

fazer a construção de uma órbita completa limitada. Faremos isto primeiramente
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para a equação

(PD)


∂uD

∂t
(t)−D4pu

D(t) + |uD(t)|p−2uD(t) = B(uD(t)), t > 0

uD(0) = uD0 ,

onde B : H → H é uma aplicação globalmente Lipschitz, e depois para o sistema

acoplado

(I)



∂u

∂t
− div(D1|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u ∈ F (u, v) t > 0

∂v

∂t
− div(D2|∇v|q−2∇v) + |v|q−2v ∈ G(u, v) t > 0

∂u

∂n
(t, x) =

∂v

∂n
(t, x) = 0 em ∂Ω, t ≥ 0

(u(0), v(0)) em L2(Ω)× L2(Ω),

onde D1, D2 ≥ 1, são constantes positivas, p, q > 2, Ω ⊂ IRn é limitado, conexo

e suave, com fronteira ∂Ω suave, e F e G são operadores mult́ıvocos limitados,

semicont́ınuos superiormente e satisfazendo a condição de sublinearidade descrita

na Seção 4.1 do Caṕıtulo 4. Mostraremos que o problema limite quando D → +∞

de (PD) é

(PL)


u̇(t) + |u(t)|p−2u(t) = B̃(u(t)), t > 0

u(0) = u0 ∈ IR,

sendo que B̃ .= B|IR, e que o problema limite quando D1, D2 → +∞ de (I) é

(II)


u̇+ φp(u) ∈ F̃ (u, v)

v̇ + φq(v) ∈ G̃(u, v)

u(0) = u0, v(0) = v0,

sendo que φp(s)
.= |s|p−2s, F̃

.= F|IR×IR, G̃
.= G|IR×IR : IR× IR→ P (IR).

Uma vez que foram determinados os problemas limites e detectado que

se tratam de EDO’s cujas soluções também são soluções das EDP’s (as soluções

das EDO’s são constantes na variável espacial), também obtemos semicontinuidade

inferior da famı́lia dos atratores globais e de forma trivial, pois neste caso temos que

o atrator do problema limite A∞ está contido em cada atrator associado a EDP.
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5.1 Equação Quasilinear com Termo Perturbativo não-

Linear Globalmente Lipschitz

Consideremos o seguinte problema

(PD)


∂uD

∂t
(t)−D4pu

D(t) + |uD(t)|p−2uD(t) = B(uD(t)), t > 0

uD(0) = uD0 ,

onde Ω é um domı́nio limitado com fronteira suave de IRn, n ≥ 1, uD0 ∈ H
.= L2(Ω),

p > 2, D ≥ 1 é constante e B : H → H uma aplicação globalmente Lipschitz, com

constante de Lipschitz L ≥ 0.

Usando a definição e as propriedades do operador

ADu
.= −div(D|∇u|p−2∇u) + |u|p−2u = −D4pu+ |u|p−2u,

com condição de fronteira Neumann conforme definido no caṕıtulo 2, temos que AD

é um operador maximal monótono em H, e pela Proposição 2.3 o problema (PD)

determina um semigrupo cont́ınuo de operadores não-lineares SD(t) : H → H, sendo

que SD(t)uD0 é a solução fraca global de (PD). Pelo Teorema 2.11, o semigrupo as-

sociado ao problema (PD) possui um B-atrator global maximal compacto invariante

AD em H.

Queremos mostrar que a dinâmica assintótica da EDP em (PD) é equiva-

lente a dinâmica de uma certa EDO, seD for suficientemente grande, espećıficamente

da seguinte EDO:

(PL)


u̇(t) + |u(t)|p−2u(t) = B̃(u(t)), t > 0

u(0) = u0 ∈ IR,

quando restrita ao subespaço das funções constantes, sendo que B̃ .= B|IR.

Nosso objetivo final é provar que a famı́lia de atratores {AD}D≥1 é semi-



109

continua superiormente no infinito, isto é, que

sup
aD∈AD

distH(aD,A∞)→ 0 quando D → +∞,

sendo que A∞ é o atrator do problema limite (PL), cuja existência será justificada

nas próximas seções. Sendo assim, podemos sempre considerar uD0 ∈ AD ⊂ D(AD).

Consequentemente, pela Proposição 2.3, SD(t)uD0 é uma solução forte global de

(PD).

5.1.1 Estimativas Uniformes

Nesta seção obteremos algumas estimativas para as soluções uD’s do problema (PD),

uniformemente em D ≥ 1. Estes limites uniformes serão úteis para obter semicon-

tinuidade superior de atratores.

Lema 5.1 Se uD é uma solução de (PD) em (0,∞), então existem constantes po-

sitivas r0, t0 tais que ‖uD(t)‖H ≤ r0, para cada t ≥ t0 e D ≥ 1.

Demonstração: Fazendo o produto interno da equação em (PD) com uD(τ), vem

que

〈uDt (τ), uD(τ)〉+ 〈ADuD(τ), uD(τ)〉 = 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉.

Logo

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H +D

∫
Ω
|∇uD(τ)(x)|pdx+

∫
Ω
|uD(τ)(x)|pdx = 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉.

Então

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H +D ‖ ∇uD(τ) ‖pp + ‖ uD(τ) ‖pp= 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉 =

= 〈B(uD(τ))−B(0), uD(τ)〉H + 〈B(0), uD(τ)〉H

≤ ‖B(uD(τ))−B(0)‖H‖uD(τ)‖H + ‖B(0)‖H‖uD(τ)‖H

≤ L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H ,
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para τ > 0 q.t.p.. Logo

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H ≤ −D ‖ ∇uD(τ) ‖pp − ‖ uD(τ) ‖pp +L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H

≤ − ‖ ∇uD(τ) ‖pp − ‖ uD(τ) ‖pp +L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H

= − ‖ uD(τ) ‖p
W 1,p(Ω)

+L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H

≤ −C−pp ‖ uD(τ) ‖pH +L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H ,

para τ > 0 q.t.p., sendo que Cp = C(p,Ω) > 0 é a constante de imersão de W 1,p(Ω)

em L2(Ω) e c = ‖B(0)‖H é constante. Usando a desigualdade de Young obtemos

que

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H ≤ −

C−pp
2
‖uD(τ)‖pH + c1,

para τ > 0 q.t.p., sendo que c1 = c1(p) > 0 é um número real. Portanto, a função

yD(τ) .= ‖uD(τ)‖2H satisfaz a desigualdade

d

dt
yD(τ) ≤ −C−pp

(
yD(τ)

)p/2
+ 2c1,

para τ > 0 q.t.p.. Dáı, segue do Lema 1.5 que

‖uD(t)‖2H ≤
( 2c1

C−pp

)2/p
+

(
1

(Cp)p
(p

2
− 1
)
t

)− 2
p−2

, ∀ t > 0.

Fixe t0 > 0 (por exemplo t0
.= 1) e escolha

r0
.=

[( 2c1

C−pp

)2/p
+

(
1

(Cp)p
(p

2
− 1
)
t0

)− 2
p−2
]1/2

.

Então, temos que ‖uD(t)‖H ≤ r0, sempre que t ≥ t0.

Observação 5.2 Observe que as constantes r0, t0 do Lema 5.1 independem dos

dados iniciais e de D.

Observação 5.3 Para cada D ≥ 1 fixo existe uma constante positiva r̃0(uD0 , t0)

tal que ‖uD(t)‖H < r̃0(uD0 , t0), ∀ t ∈ [0, t0]. Se os dados iniciais estão todos num

conjunto limitado de H ou se uD0 = u0, ∀ D ≥ 1, então temos r̃0 uniforme com

relação a D, isto é, temos que ‖uD(t)‖H < r̃0, ∀ D ≥ 1 e ∀ t ∈ [0, t0].
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De fato, fazendo o produto interno da equação (PD) com uD(τ), vem que

〈uDt (τ), uD(τ)〉+ 〈ADuD(τ), uD(τ)〉 = 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉.

Pela monotocidade do operador AD temos que

〈ADuD(τ), uD(τ)〉 = 〈ADuD(τ)−AD(0), uD(τ)− 0〉 ≥ 0.

Logo

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H = 〈uDt (τ), uD(τ)〉 ≤ 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉

= 〈B(uD(τ))−B(0), uD(τ)〉+ 〈B(0), uD(τ)〉

≤ ‖B(uD(τ))−B(0)‖H‖uD(τ)‖H + ‖B(0)‖H‖uD(τ)‖H

≤ L‖uD(τ)‖2H +
1
2
‖B(0)‖2H +

1
2
‖uD(τ)‖2H

=
1
2
‖B(0)‖2H +

(
L+

1
2

)
‖uD(τ)‖2H .

Integrando de 0 a t, t ∈ [0, t0], obtemos que

‖uD(t)‖2H ≤ ‖uD0 ‖2H + ‖B(0)‖2Ht0 +
∫ t

0
(2L+ 1)‖uD(s)‖2H ds, ∀ t ∈ [0, t0].

Dáı, por Gronwall-Bellman segue que

‖uD(t)‖2H ≤ (‖uD0 ‖2H + ‖B(0)‖2Ht0)e(2L+1)t0 , ∀ t ∈ [0, t0]. (5.1)

Tome r̃0(uD0 , t0) .=

(
(‖uD0 ‖2H + ‖B(0)‖2Ht0)e(2L+1)t0

)1/2

Lema 5.4 Existe um conjunto limitado B0 em H tal que AD ⊂ B0, ∀ D ≥ 1.

Demonstração: Seja xD ∈ AD. Visto que AD = SD(t0)AD, então pelo Lema 5.1,

temos ‖xD‖H ≤ r0.

Observação 5.5 Como B é globalmente Lipschitz em H segue do Lema 5.1 que

se uD é uma solução de (PD), então existe constante estritamente positiva k1, tal

que ‖B(uD(t))‖H < k1, ∀ D ≥ 1 e t ≥ t0. Além disso, usando a Observação 5.3

temos que para cada D ≥ 1 fixo existe uma constante positiva k̃1 = k̃1(uD0 , t0) tal
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que ‖B(uD(t))‖H < k̃1(uD0 , t0), ∀ t ∈ [0, t0]. Se os dados iniciais estão todos num

conjunto limitado de H ou se uD0 = u0, ∀ D ≥ 1, então temos k̃1 uniforme com

relação a condições iniciais, isto é, temos que ‖B(uD(t))‖H < k̃1, ∀ D ≥ 1 e ∀ t ∈

[0, t0].

Agora, usando o Lema 5.1, Observação 5.5 e o Lema Uniforme de Gronwall,

podemos repetir os mesmos argumentos usados no Lema 2.2 em [22] e obtemos:

Lema 5.6 Se uD é uma solução de (PD) em (0,∞), então existem constantes po-

sitivas r1 > 0 e t1 > t0 tais que ‖uD(t)‖W 1,p(Ω) ≤ r1, para cada t ≥ t1 e D ≥ 1, com

t0 como no Lema 5.1.

Demonstração: Consideremos

ϕD(v) .=


1
p

[
D

∫
Ω
|∇v|pdx+

∫
Ω
|v|pdx

]
, v ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.

Temos que ϕD é uma aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente e

AD = ∂ϕD é maximal monótono em L2(Ω). Seja uD uma solução da equação (PD).

Temos que

d

dτ
ϕD(uD(τ)) = 〈∂ϕD(uD(τ)), uDτ (τ)〉 = 〈B(uD(τ))− uDτ (τ), uDτ (τ)〉

= 〈B(uD(τ))− uDτ (τ), uDτ (τ)−B(uD(τ)) +B(uD(τ))〉

= −‖B(uD(τ))− uDτ (τ)‖2H + 〈B(uD(τ))− uDτ (τ), B(uD(τ))〉,

para τ > 0 q.t.p.. Logo

‖B(uD(τ))− uDτ (τ)‖2H +
d

dτ
ϕD(uD(τ))

≤ ‖B(uD(τ))− uDτ (τ)‖H‖B(uD(τ))‖H

≤ 1
2
‖B(uD(τ))− uDτ (τ)‖2H +

1
2
‖B(uD(τ))‖2H ,

para τ > 0 q.t.p.. Portanto

1
2
‖B(uD(τ))− uDτ (τ)‖2H +

d

dτ
ϕD(uD(τ)) ≤ 1

2
‖B(uD(τ))‖2H
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para τ > 0 q.t.p.. Em particular

d

dτ
ϕD(uD(τ)) ≤ 1

2
‖B(uD(τ))‖2H <

1
2
k2

1, ∀ D ≥ 1 e τ ≥ t0 q.t.p., (5.2)

com k1 como na Observação 5.5.

Pela definição de subdiferencial temos a seguinte desigualdade

ϕD(uD(τ)) ≤ 〈∂ϕD(uD(τ)), uD(τ)〉 (5.3)

Assim,

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H + ϕD(uD(τ)) = 〈uDt (τ), uD(τ)〉+ ϕD(uD(τ))

≤ 〈uDt (τ), uD(τ)〉+ 〈∂ϕD(uD(τ)), uD(τ)〉

= 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉

≤ ‖B(uD(τ))‖H‖uD(τ)‖H ≤ k1r0, (5.4)

∀ D ≥ 1 e τ ≥ t0 q.t.p..

Fixando r > 0 e integrando a desigualdade 5.4 de t a t+ r, t ≥ t0, obtemos

que ∫ t+r

t
ϕD(uD(τ)) dτ ≤ 1

2
‖uD(t+ r)‖2H +

∫ t+r

t
ϕD(uD(τ)) dτ

≤ 1
2
‖uD(t)‖2H + k1r0r ≤

1
2
r2

0 + k1r0r
.= a3, ∀ D ≥ 1.(5.5)

Considerando yD(τ) .= ϕD(uD(τ)), g ≡ 0 e h ≡ 1
2k

2
1 temos

∫ t+r
t g(τ) dτ = 0 .= a1,∫ t+r

t h(τ)) dτ = 1
2k

2
1r

.= a2 e
∫ t+r
t yD(τ) dτ =

∫ t+r
t ϕD(uD(τ)) dτ ≤ a3,∀ D ≥ 1.

Logo pelo Lema Uniforme de Gronwall, temos que

yD(t+ r) ≤ (
a3

r
+ a2)e0 .= r̃1, ∀ t ≥ t0 e ∀ D ≥ 1. (5.6)

Fazendo ` = t+ r, obtemos

1
p
‖uD(`)‖p

W 1,p(Ω)
=

1
p

[‖∇uD(`)‖pp + ‖uD(`)‖pp]

≤ 1
p

[D‖∇uD(`)‖pp + ‖uD(`)‖pp]

= ϕD(uD(`)) = yD(`) ≤ r̃1, ∀ ` ≥ t0 + r e ∀ D ≥ 1. (5.7)
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Considerando r1
.= (pr̃1)1/p e t1

.= t0 + r, conclúımos que ‖uD(`)‖W 1,p(Ω) ≤ r1, para

cada ` ≥ t1 e D ≥ 1.

Como conseqüência do Lema 5.6 temos que
⋃
D≥1AD é um subconjunto

limitado de W 1,p(Ω) e como W 1,p(Ω) ⊂⊂ L2(Ω), podemos concluir o seguinte:

Lema 5.7 A .=
⋃
D≥1AD é um subconjunto compacto de H.

5.1.2 O Problema Limite e Propriedades de Convergência

Conforme [38], fisicamente, difusão grande implica em uma rápida redistribuição na

não-homogeneidade espacial, e assim esperamos para valores grandes de D, que as

soluções de (PD) sejam aproximadamente constantes na variável espacial. Nosso

objetivo é comparar o fluxo da equação (PD) e da equação limite quando D → +∞.

Para obter a equação limite provamos primeiramente o

Lema 5.8 Se para cada D ≥ 1, uD é a solução de (PD) em (0,∞), então para cada

t > t1, a seqüência de números reais {‖∇uD(t)‖H}D≥1 possui uma subseqüência

{‖∇uD`(t)‖H} que converge para zero quando `→ +∞, sendo que t1 é a constante

positiva do Lema 5.6.

Demonstração: Seja t1 como no Lema 5.6 e considere t > t1 fixo. Escolha T > t1

fixado arbitrariamente grande de modo que t1 < t < T . Fazendo o produto interno

da equação em (PD) com uD(τ), vem que

〈uDt (τ), uD(τ)〉+ 〈ADuD(τ), uD(τ)〉 = 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉.

Logo

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H +D

∫
Ω
|∇uD(τ)(x)|pdx+

∫
Ω
|uD(τ)(x)|pdx = 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉.
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Então

1
2
d

dt
‖uD(τ)‖2H +D ‖ ∇uD(τ) ‖pp + ‖ uD(τ) ‖pp= 〈B(uD(τ)), uD(τ)〉 =

= 〈B(uD(τ))−B(0), uD(τ)〉H + 〈B(0), uD(τ)〉H

≤ ‖B(uD(τ))−B(0)‖H‖uD(τ)‖H + ‖B(0)‖H‖uD(τ)‖H

≤ L‖uD(τ)‖2H + c‖uD(τ)‖H ≤ k2, τ − q.t.p. em (t1, T ) (5.8)

com k2 > 0 constante independente de D.

Integrando a desigualdade (5.8) de t1 a T, obtemos

1
2
‖uD(T )‖2H +D

∫ T

t1

‖ ∇uD(τ) ‖pp dτ +
∫ T

t1

‖ uD(τ) ‖pp dτ ≤

≤
∫ T

t1

k2dτ +
1
2
‖uD(t1)‖2H ≤ k2T +

1
2
r2

0
.= k3(T ).

Em particular

D

∫ T

t1

‖ ∇uD(τ) ‖pp dτ ≤ k3(T ),

o que implica ∫ T

t1

‖ ∇uD(τ) ‖pp dτ ≤
1
D
k3(T )→ 0 quando D → +∞,

ou seja,

‖ ‖ ∇uD(τ) ‖pp −0‖L1(t1,T ;IR) =
∫ T

t1

| ‖ ∇uD(τ) ‖pp −0|dτ → 0 quando D → +∞.

Logo existe uma subseqüência {‖ ∇uD`(τ) ‖pp} tal que

‖ ∇uD`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞, τ − q.t.p. em (t1, T ).

Logo existe um conjunto J ⊂ (t1, T ) com m((t1, T )/J) = 0 tal que

‖ ∇uD`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞, ∀ τ ∈ J.

Visto que m(J) ≤ m((t1, T )) = T −t1 <∞, temos pelo Teorema de Egoroff

que existe um conjunto Et ⊂ J tal que m(J − Et) < ε
′ .= t− t1 e

‖ ∇uD`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞
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uniformemente em Et, isto é, dado ε > 0 existe `0 = `0(ε) > 0 tal que se ` > `0

então

‖ ∇uD`(τ) ‖pp<
ε

2
, ∀ τ ∈ Et.

Note que sempre existe s ∈ Et com s < t, caso contrário teŕıamos (t1, t) ⊂ ECt , o

que implicaria que m(ECt ) = m(J −Et) ≥ t− t1, o que dá uma contradição. Então

tome um s ∈ Et com s < t e considere h = t− s.

Consideremos

ϕD`(v) .=


1
p

[
D`

∫
Ω
|∇v|pdx+

∫
Ω
|v|pdx

]
, v ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.

Temos que ϕD` é uma aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente e

AD` = ∂ϕD` é maximal monótono em L2(Ω).

Sabemos que uD` é solução da equação

(PD`)


∂uD`

∂t
(τ)−D`4pu

D`(τ) + |uD`(τ)|p−2uD`(τ) = B(uD`(τ)), τ > 0

uD`(0) = uD`0 ∈ H
.= L2(Ω),

logo uD`(τ) ∈ D(AD`) ⊆W 1,p(Ω), τ − q.t.p. em (0, T ).

Temos que

d

dτ
ϕD`(uD`(s+ τ)) = 〈∂ϕD`(uD`(s+ τ)), uD`τ (s+ τ)〉, τ − q.t.p. em (0, T ).

Logo

1
p

[D`‖∇uD`(s+ h)‖pp + ‖uD`(s+ h)‖pp]−
1
p

[D`‖∇uD`(s)‖pp + ‖uD`(s)‖pp]

= ϕD`(uD`(s+ h))− ϕD`(uD`(s))

=
∫ h

0

d

dτ
ϕD`(uD`(s+ τ)) dτ =

∫ h

0
〈∂ϕD`(uD`(s+ τ)), uD`τ (s+ τ)〉 dτ

=
∫ h

0
〈BuD`(s+ τ)− uD`τ (s+ τ), uD`τ (s+ τ)〉 dτ

=
∫ h

0
〈BuD`(s+ τ), uD`τ (s+ τ)〉 dτ −

∫ h

0
〈uD`τ (s+ τ), uD`τ (s+ τ)〉 dτ
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≤
∫ h

0
‖BuD`(s+ τ)‖H‖uD`τ (s+ τ)‖H dτ −

∫ h

0
‖uD`τ (s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
‖BuD`(s+ τ)‖2H dτ +

1
2

∫ h

0
‖uD`τ (s+ τ)‖2H dτ −

∫ h

0
‖uD`τ (s+ τ)‖2H dτ

=
1
2

∫ h

0
‖BuD`(s+ τ)‖2H dτ − 1

2

∫ h

0
‖uD`τ (s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
‖BuD`(s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
k1dτ =

1
2
k1h.

sendo que k1 é a constante positiva que aparece na Observação 5.5.

Assim,

D`‖∇uD`(s+ h)‖pp ≤ D`‖∇uD`(s)‖pp + ‖uD`(s)‖pp +
p

2
k1h (5.9)

Logo,

‖∇uD`(s+ h)‖pp ≤ ‖∇uD`(s)‖pp +
1
D`
‖uD`(s)‖pp +

p

2D`
k1h (5.10)

e portanto,

‖∇uD`(s+ h)‖pp ≤ ‖∇uD`(s)‖pp +
1
D`
rp1 +

p

2D`
k1|T − t1|, (5.11)

onde r1 é a constante positiva que aparece no Lema 5.6.

Assim, escolha `1 = `1(ε) grande o suficiente para que

1
D`
rp1 +

p

2D`
k1|T − t1| < ε/2,

sempre que ` > `1 e, além disso, consideramos `2 = `2(ε) = max{`0, `1}. Para ` > `2

temos

‖∇uD`(t)‖pp = ‖∇uD`(s+ t− s)‖pp

≤ ‖∇uD`(s)‖pp +
1
D`
rp1 +

p

2D`
k1|T − t1|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Como p > 2,

‖ ∇uD`(t) ‖pH≤ m(Ω)1/2−1/p ‖ ∇uD`(t) ‖pp≤ m(Ω)1/2−1/pε.
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Portanto,

‖ ∇uD`(t) ‖H→ 0 quando `→ +∞.

O Lema 5.8 nos diz que a equação (PL) é um bom candidato para o pro-

blema limite.

Lema 5.9 O problema (PL) possui uma única solução global.

Demonstração: Consideremos φp : IR → IR e ψ : IR → IR dadas por φp(v) .=

|v|p−2v e ψ(v) .=
∫ v

0 |s|
p−2s ds, respectivamente.

Temos que ψ é uma função convexa, própria e cont́ınua, em particular, s.c.i.,

logo, ∂ψ : IR→ IR é maximal monótono (veja Exemplo 1.16). Pelo Segundo Teorema

Fundamental do Cálculo temos que ψ′(v) = |v|p−2v = φp(v). Usando a definição de

subdiferencial e de derivadas laterais obtemos que ∂ψ(v) = ψ′(v) = φp(v). Portanto

φp : IR→ IR é um operador maximal monótono com D(φp) = IR.

Como B̃ : IR → IR é globalmente Lipschitz, usando o Teorema 3.17 e

Observação 3.14 das páginas 105-106 em [7] podemos concluir que o problema (PL)

possui uma única solução global.

Teorema 5.10 O problema (PL) define um semigrupo de classe K e é B-dissipativo,

e portanto existe um B-atrator global A∞ associado ao problema (PL). Além disso,

o atrator A∞ é igual a união de todas as trajetórias completas limitadas em IR.

Demonstração: Definimos S(t) : IR→ IR por S(t)v0 = v(t), com v sendo a única

solução global do problema (PL) com v(0) = v0. É fácil ver que S(t) verifica as

propriedades de semigrupo.

Mostremos que S(t) é de classe K e é B-dissipativo. De fato, multiplicando

a equação vt + φp(v) = B̃(v) por v e usando a desigualdade de Young obtemos que

1
2
d

dt
|v(t)|2 ≤ −1

2
|v(t)|p + c,
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onde c > 0 é uma constante. Portanto, a função y(t) .= |v(t)|2 satisfaz a desigualdade

d

dt
y(t) ≤ −(y(t))p/2 + 2c.

Dáı, segue do Lema 1.5 que

|v(t)|2 ≤
(2c

1

)2/p
+

(
1
(p

2
− 1
)
t

)− 2
p−2

, ∀ t > 0.

Fixe τ0
.= 1 e escolha s0

.=

[(
2c
1

)2/p
+

(
1
(
p
2 − 1

)
τ0

)− 2
p−2
]1/2

. Então, temos que

|v(t)| ≤ s0, sempre que t ≥ τ0 = 1. (5.12)

A desigualdade (5.12) garante que o semigrupo é B-dissipativo.

Agora, novamente multiplicando a equação vt + φp(v) = B̃(v) por v, vem

que

1
2
d

dt
|v(t)|2 + φp(v(t))v(t) = B̃(v(t))v(t).

Visto que φp(v(t))v(t) = |v(t)|p ≥ 0, temos

1
2
d

dt
|v(t)|2 ≤

∣∣∣B̃(v(t))− B̃(0)
∣∣∣|v(t)− 0|+ |B̃(0)||v(t)|

≤ L|v(t)|2 +
1
2
|B̃(0)|2 +

1
2
|v(t)|2, ∀ t > 0,

onde L é a constante de Lipschitz de B̃. Integrando de 0 a τ, τ ∈ [0, τ0], obtemos

que

|v(τ)|2 ≤ |v0|2 + |B̃(0)|2 +
∫ τ

0
(2L+ 1)|v(t)|2 dt, ∀ τ ∈ [0, τ0].

Dáı, pelo Lema de Gronwall-Bellman segue que

|v(τ)|2 ≤ (|v0|2 + |B̃(0)|2)e(2L+1), ∀ τ ∈ [0, τ0]. (5.13)

Usando (5.12) e (5.13) conclúımos que para cada t > 0, S(t) leva limitados

em limitados. Como todo limitado da reta é precompacto, conclúımos que {S(t)} é

de classe K, ou seja, para cada t > 0 o operador S(t) : IR→ IR é compacto.

Assim, o Teorema 2.2 e a Proposição 2.2 em [29], garantem que o semigrupo

S(t) possui um B-atrator global maximal compacto invariante A∞, dado como união

de todas as trajetórias completas limitadas em IR.
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O próximo resultado garante que (PL) é de fato o problema limite para

(PD), quando D → +∞.

Teorema 5.11 Para cada D ≥ 1, seja uD a solução de (PD) com uD(0) = uD0 e

seja u a solução de (PL) com u(0) = u0. Se uD0 → u0 em H quando D → +∞, então

para cada T > 0, uD → u em C([0, T ]; H) quando D → +∞.

Demonstração: Seja T > 0 fixo. Para cada D ≥ 1, seja uD a solução de

(PD)


duD

dt
(t) +ADuD(t) = B(uD(t)) em (0, T )

uD(0) = uD0 ∈ H
.= L2(Ω),

com ADuD(t) = −D4pu
D(t) + |uD(t)|p−2uD(t) e seja u a solução de

(PL)


u̇(t) + |u(t)|p−2u(t) = B̃(u(t)) em (0, T )

u(0) = u0 ∈ IR.

Suponhamos que uD0 → u0 em H quando D → +∞.

Subtraindo as duas equações e fazendo o produto interno com uD−u obte-

mos

〈uDt − ut, uD − u〉H + 〈ADuD − φp(u), uD − u〉H = 〈B(uD)−B(u), uD − u〉H .

Usando a Desigualdade de Tartar obtemos que existem constantes C1, C2 ≥

0 independentes de D tais que

〈ADuD − φp(u), uD − u〉 ≥ DC1‖∇uD −∇u‖pp + C2‖uD − u‖pp ≥ 0.

Assim,

1
2
d

dt
‖uD − u‖2H = 〈uDt − ut, uD − u〉

≤ 〈B(uD)−B(u), uD − u〉

≤ ‖B(uD)−B(u)‖H‖uD − u‖H

≤ L‖uD − u‖2H , q.t.p. em (0, T ).
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Integrando de 0 a t, t ≤ T, obtemos

‖uD(t)− u(t)‖2H ≤ ‖uD0 − u0‖2H +
∫ t

0
2L‖uD(s)− u(s)‖2H ds

Dáı, pelo Lema de Gronwall-Bellman obtemos que

‖uD(t)− u(t)‖2H ≤ ‖uD0 − u0‖2He
∫ t
0 2Lds

≤ ‖uD0 − u0‖2He2Lt

≤ ‖uD0 − u0‖2He2LT , ∀ t ∈ [0, T ].

Portanto uD → u em C([0, T ]; H) quando D → +∞, sempre que uD0 → u0

em H quando D → +∞.

5.1.3 Semicontinuidade Superior de Atratores

Precisamos do seguinte lema técnico:

Lema 5.12 Se para cada D ≥ 1 uD0 ∈ AD e u0
.= limD→+∞ u

D
0 em H, então u0 é

uma função constante.

Demonstração: Seja {uD0 } uma seqüência com uD0 ∈ AD, para cada D ≥ 1, e seja

u0
.= limD→+∞ u

D
0 em H. Como cada AD ⊂W 1,p(Ω) ⊂W 1,2(Ω), pela Desigualdade

de Poincaré-Wirtinger (p.194 em [8]) temos

‖uD0 − uD0 ‖H ≤ C‖∇u
D
0 ‖H ,

sendo que C > 0 é uma constante e uD0
.= 1
|Ω|
∫

Ω u
D
0 (x) dx.

Pela invariância dos atratores, AD = SD(τ)AD, ∀ τ ≥ 0. Considere t1 > 0

como no Lema 5.6 e seja t > t1. Logo, para cada D ≥ 1,

uD0 = uD(t) .= SD(t)(v0), com v0 ∈ AD.

Dáı, pelo Lema 5.8, a seqüência de números reais {‖∇uD(t)‖H}D≥1 possui uma

subseqüência {‖∇uD`(t)‖H} que converge para zero quando `→ +∞. Logo

‖∇uD`0 ‖H = ‖∇uD`(t)‖H → 0 quando `→ +∞.
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Portanto

‖uD`0 − u
D`
0 ‖H → 0 quando `→ +∞.

Então, usando a desigualdade triangular, conclúımos que

‖u0 − uD`0 ‖H → 0 quando `→ +∞.

Visto que uD`0 → u0 em H implica uD`0 ⇀ u0 em H, e considerando a função

caracteŕıstica χΩ ∈ L2(Ω) (Ω é limitado), obtemos que uD`0 → u0 (convergência de

números reais). Logo, olhando como funções constantes, isto implica que uD`0 → u0

em H = L2(Ω).

Portanto, pela unicidade do limite em H, conclúımos que u0 = u0. Portanto,

u0 é uma função constante.

Agora enunciamos o principal resultado desta seção:

Teorema 5.13 A famı́lia dos B-atratores globais {AD;D ≥ 1} do problema (PD) é

semicont́ınua superiormente no infinito, na topologia de H = L2(Ω).

Demonstração: Seja {uD0 } uma seqüência qualquer com uD0 ∈ AD, para cada

D ≥ 1, e D → +∞. Usando o Lema 1.7, para obtermos semicontinuidade superior

da famı́lia dos B-atratores globais é suficiente garantirmos que {uD0 } tem uma sub-

seqüência convergente e que o limite pertence ao B-atrator A∞ do problema limite.

Pelo Lema 5.7, A .=
⋃
D≥1

AD é um subconjunto compacto de H. Logo existe uma

subseqüência {uDj0 } de {uD0 } tal que uDj0 → u0 em H quando j → +∞. Pelo Lema

5.12, u0 ∈ IR.

Nosso objetivo é mostrar que u0 ∈ A∞. Usando a Proposição 2.2 em [29],

é suficiente mostrar que passa uma trajetória completa limitada ϕ : IR→ IR por u0.

Nosso trabalho se resume então a fazer a construção dessa trajetória ϕ : IR→ IR.

Sejam {SD(τ)} e {S(τ)} os semigrupos associados aos problemas (PD) e

(PL), respectivamente. Consideremos também os semifluxos correspondentes GD e

G e os semigrupos mult́ıvocos TD e T definidos por GD e G respectivamente (Veja

caṕıtulo 3).
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Para cada j ∈ IN, considere tj > j, t1 < t2 < . . . < tj < . . . . Pela

invariância dos atratores, existem xj ∈ ADj e uma solução ϕDjxj ∈ GDj com ϕ
Dj
xj (0) =

xj tal que ϕ
Dj
xj (tj) = u

Dj
0 → u0 em H quando j → +∞. Note que ϕ

Dj
xj (tj) ∈

TDj (tj)(xj) ∈ ADj , ∀ j ∈ IN.

Usando a condição (H2) da definição de semifluxo generalizado, temos

que para cada j ∈ IN, as transladadas
(
ϕ
Dj
xj

)tj
também são soluções, e temos(

ϕ
Dj
xj

)tj
(0)→ u0 em H quando j → +∞.

Pelo Teorema 5.11, obtemos que

(
ϕ
Dj
xj

)tj
(t)→ g0(t) .= S(t)u0 em H quando j → +∞, ∀ t ≥ 0.

Agora consideremos a seqüência {ϕDjxj (tj − 1)}. Note que

ϕ
Dj
xj (tj − 1) ∈ TDj (tj − 1)(xj) ⊂

⋃
D≥1

AD

que é um subconjunto precompacto em H, logo temos que, passando para uma

subseqüência se necessário,

(
ϕ
Dj
xj

)(tj−1)
(0) = ϕ

Dj
xj (tj − 1)→ z1 em H quando j → +∞.

Como para cada j ∈ IN, ϕDjxj é uma solução que começou no atrator ADj , obte-

mos pela invariância dos atratores que a seqüência de dados iniciais ϕDjxj (tj − 1) ∈

ADj , ∀ j ∈ IN. Pelo Lema 5.12, z1 ∈ IR. Novamente pelo Teorema 5.11, obtemos

que (
ϕ
Dj
xj

)(tj−1)
(t)→ g1(t) .= S(t)z1 em H quando j → +∞, ∀ t ≥ 0.

Agora note que g1
1 = g0, pois para cada t ≥ 0, temos

g1
1(t) = g1(t+ 1) = lim

j→+∞
(ϕDjxj )(tj−1)(t+ 1) = lim

j→+∞
(ϕDjxj )tj (t) = g0(t).

Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 0, 1, 2, · · · ,

uma solução gr ∈ G com gr(0) = zr tal que g1
r+1 = gr. Dado t ∈ IR, definimos g(t)

como o valor comum de gr(t + r) para r > −t. Então temos que g é uma órbita
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completa para G com g(0) = g0(0) = u0. Note que para cada t ≥ 0, r = 0, 1, 2, · · · ,

temos que cada

gr(t) = lim
j→+∞

(
ϕ
Dj
xj )
)(tj−r)

(t) e
(
ϕ
Dj
xj

)(tj−r)
(t) ∈ ADj , ∀ j ∈ IN.

Usando o Lema 5.12, conclúımos que cada gr(t) independe de x. Consequentemente,

obtemos que g(t) é uma função constante em x. Como ADj ⊂
⋃
D≥1AD, ∀ j ∈ IN,

obtemos que existe uma constante C > 0 tal que ‖gr(t)‖H ≤ C, ∀ t ≥ 0 e r =

0, 1, 2, · · · . Assim, em particular, temos que g(t) é limitada em H. Dáı, existe uma

constante C̃ > 0 tal que

|g(t)| = 1
|Ω|1/2

‖g(t)‖H ≤ C̃, ∀ t ∈ IR.

Portanto, conclúımos que g : IR → IR é uma órbita completa limitada

para G passando pelo ponto u0. Isto implica que g : IR → IR é uma trajetória

completa limitada para {S(τ)}. De fato, sejam s ∈ IR e τ ≥ 0. Como g é uma

órbita completa para G, temos que a transladada gs ∈ G, isto é, gs(τ) = S(τ)g(s).

Portanto, g(s+ τ) = gs(τ) = S(τ)g(s). Isto conclui a nossa demonstração.

Observação 5.14 Notemos que cada órbita completa limitada do problema limite

(PL) é uma órbita completa limitada do problema (PD). Logo A∞ ⊂ AD, ∀ D ≥ 1.

Consequentemente obtemos que a famı́lia de atratores {AD;D ≥ 1} do problema

(PD) é semicont́ınua superiormente no infinito, na topologia de H = L2(Ω), isto é,

que

sup
x∈A∞

distH(x,AD)→ 0 quando D → +∞.

Assim, usando o Teorema 5.13 e a Observação 5.14, obtemos que a famı́lia

de atratores {AD;D ≥ 1} do problema (PD) é cont́ınua no infinito, na topologia de

H = L2(Ω), isto é, que é semicont́ınua superiormente e semicont́ınua inferiormente

no infinito, na topologia de H.
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5.2 Sistemas de Inclusões diferenciais

Nesta seção consideramos o seguinte problema

(I)



∂uD1

∂t
−D14pu

D1 + |uD1 |p−2uD1 ∈ F (uD1 , vD2) em (0, T )× Ω

∂vD2

∂t
−D24qv

D2 + |vD2 |q−2vD2 ∈ G(uD1 , vD2) em (0, T )× Ω

∂uD1

∂n
(t, x) =

∂vD2

∂n
(t, x) = 0 em (0, T )× ∂Ω

uD1(0, x) = uD1
0 (x), vD2(0, x) = vD2

0 (x) em Ω,

onde D1, D2 ≥ 1, são constantes positivas, p, q > 2, Ω é um domı́nio limitado

de IRn, n ≥ 1, com fronteira ∂Ω suave, uD1
0 , vD2

0 ∈ H = L2(Ω) e F,G satisfazem

as mesmas condições como na seção 4.1.3. Portanto para cada par (D1, D2), pode-

mos associar um semifluxo generalizado G(D1, D2) o qual tem um B-atrator global

compacto invariante A(D1,D2), conforme foi provado na seção 4.1.3.

Nosso objetivo final é provar que a famı́lia de atratores

{A(D1,D2)}D1,D2≥1 é semicontinua superiormente no infinito, isto é, em (∞,∞). O

que precisamos para obter a semicontinuidade superior dessa famı́lia de atratores

para difusão grande é uma certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para

as soluções, e por final fazer a construção de uma órbita completa limitada.

Levando-se em consideração a seção anterior podemos dizer que um bom

candidato para o problema limite é

(II)


u̇+ φp(u) ∈ F̃ (u, v)

v̇ + φq(v) ∈ G̃(u, v)

u(0) = u0, v(0) = v0,

sendo que φp(s)
.= |s|p−2s, F̃

.= F|IR×IR, G̃
.= G|IR×IR : IR× IR→ P (IR).

Nas próximas seções vamos obter as estimativas uniformes, a continuidade

do fluxo e a compacidade necessária para a demonstração da semicontinuidade su-

perior dos atratores.
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5.2.1 Estimativas Uniformes

Nesta seção obteremos algumas estimativas para as soluções (uD1 , vD2) do problema

(I), uniformemente em D1, D2 ≥ 1.

Lema 5.15 Se (uD1 , vD2) é uma solução de (I), então existem constantes positivas

r0, t0 tais que ‖(uD1(t), vD2(t))‖H×H = ‖uD1(t)‖H + ‖vD2(t)‖H ≤ r0, para cada

t ≥ t0 e D1, D2 ≥ 1.

Demonstração: Seja (uD1 , vD2) uma solução do problema (I). Logo, existem

f, g ∈ L1(0, T ;H), com

f(t) ∈ F (uD1(t), vD2(t)), g(t) ∈ G(uD1(t), vD2(t)) q.t.p. em (0, T ),

e tais que (uD1 , vD2) é uma solução do sistema:

(Ĩ)



∂uD1

∂t
−D14pu

D1 + |uD1 |p−2uD1 = f em (0, T )

∂vD2

∂t
−D24qv

D2 + |vD2 |q−2vD2 = g em (0, T )

uD1(0) = uD1
0 , vD2(0) = vD2

0

Fazendo o produto interno da primeira equação de (Ĩ) com uD1(t), vem que

〈uD1
t (t), uD1(t)〉+ 〈AD1uD1(t), uD1(t)〉 = 〈f(t), uD1(t)〉.

Logo

1
2
d

dt
‖uD1(t)‖2H +D1

∫
Ω
|∇uD1(t)(x)|pdx+

∫
Ω
|uD1(t)(x)|pdx = 〈f(τ), uD1(t)〉.

Então

1
2
d

dt
‖uD1(t)‖2H = −D1 ‖ ∇uD1(t) ‖pp − ‖ uD1(t) ‖pp +〈f(t), uD1(t)〉

≤ − ‖ ∇uD1(t) ‖pp − ‖ uD1(t) ‖pp +〈f(τ), uD1(t)〉

= − ‖ uD1(t) ‖p
W 1,p +〈f(t), uD1(t)〉

≤ −C−pp ‖ uD1(t) ‖pH +〈f(t), uD1(t)〉, (5.14)
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sendo que Cp > 0 é a constante de imersão de W 1,p(Ω) em H. Análogamente,

mostra-se que

1
2
d

dt
‖vD2(t)‖2H ≤ −C−qq ‖ vD2(t) ‖qH +〈g(t), vD2(t)〉H , (5.15)

Agora usando a Definição 4.3, Cauchy-Schwartz, a Desigualdade de Young, supondo

sem perda de generalidade que p ≥ q e somando as equações (5.14) e (5.15) obtemos

1
2
d

dt

(
‖uD1(t)‖2H + ‖vD2(t)‖2H

)
≤ −1

2(Cq)q
(
‖uD1(t)‖2q/2H + ‖vD2(t)‖2q/2H

)
+ C1

≤ −1
21+q/2(Cq)q

(
‖uD1(t)‖2H + ‖vD2(t)‖2H

)q/2
+ C1

sendo que C1 = C1(p, q,Ω) > 0 é uma constante que não depende de (D1, D2).

Assim, usando o Lema 1.5, obtemos que existem constantes positivas r0, t0 tais

que ‖(uD1(t), vD2(t))‖H×H = ‖uD1(t)‖H + ‖vD2(t)‖H ≤ r0, para cada t ≥ t0 e

D1, D2 ≥ 1.

Observação 5.16 As constantes r0, t0 do Lema 5.15 independem dos dados iniciais

e dos pares (D1, D2) .

Observação 5.17 Para cada par (D1, D2) fixos existe uma constante positiva K =

K(uD1
0 , vD2

0 , t0) tal que ‖uD1(t)‖H + ‖vD2(t)‖H ≤ K(uD1
0 , vD2

0 , t0), ∀ t ∈ [0, t0]. Se

os dados iniciais estão todos num conjunto limitado de H × H ou se uD1(0) =

u0, v
D2(0) = v0, ∀ D1, D2 ≥ 1, então temos K uniforme com relação a (D1, D2),

isto é, temos que ‖uD1(t)‖H + ‖vD2(t)‖H ≤ K, ∀ D1, D2 ≥ 1 e ∀ t ∈ [0, t0]. Neste

caso podemos considerar t0 = 0 no Lema 5.15.

De fato, seja (uD1 , vD2) uma solução do problema (I) em (0, t0). Logo, existem

f, g ∈ L1(0, t0;H), com

f(t) ∈ F (uD1(t), vD2(t)), g(t) ∈ G(uD1(t), vD2(t)) q.t.p. em (0, t0),

e tais que (uD1 , vD2) é uma solução do sistema (Ĩ) abaixo:

(Ĩ)



∂uD1

∂t
−D1∆pu

D1 + |uD1 |p−2uD1 = f em (0, t0)

∂vD2

∂t
−D2∆qv

D2 + |vD2 |q−2vD2 = g em (0, t0)

uD1(0) = uD1
0 , vD2(0) = vD2

0
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Fazendo o produto interno da primeira equação com uD1 e integrando de 0

a t, t ≤ t0, obtemos

1
2
‖ uD1(t) ‖2H≤

1
2
‖ uD1

0 ‖2H +
∫ t

0
〈f(s), uD1(s)〉ds.

Usando a hipótese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-

dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas α, β, γ e C = C(uD1
0 )

tais que

‖ uD1(t) ‖H ≤ C + γ t0 +
∫ t

0 [α ‖ uD1(s) ‖H +β ‖ vD2(s) ‖H ]ds.

Portanto, existe uma constante positiva M = M(uD1
0 , t0) tal que

‖ uD1(t) ‖H≤M +
∫ t

0
[α ‖ uD1(s) ‖H +β ‖ vD2(s) ‖H ]ds.

Analogamente, existe uma constante positiva M̃ = M̃(vD2
0 , t0) tal que

‖ vD2(t) ‖H≤ M̃ +
∫ t

0
[β ‖ uD1(s) ‖H +α ‖ vD2(s) ‖H ]ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por N .= M + M̃ e

ρ
.= α+ β temos

‖ uD1(t) ‖H + ‖ vD2(t) ‖H≤ N + ρ

∫ t

0
[‖ uD1(s) ‖H + ‖ vD2(s) ‖H ]ds

e dáı segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que

‖ uD1(t) ‖H + ‖ vD2(t) ‖H≤ Neρt0
.= K(uD1

0 , vD2
0 , t0), para todo t ∈ [0, t0].

Se os dados iniciais estão todos num conjunto limitado de H × H ou se

uD1(0) = u0, v
D2(0) = v0, ∀ D1, D2 ≥ 1, então temos K uniforme com relação a

(D1, D2), isto é, temos que ‖uD1(t)‖H +‖uD2(t)‖H ≤ K, ∀ D1, D2 ≥ 1 e ∀ t ∈ [0, t0].

Assim, considerando r̃0
.= max{r0,K} segue que

‖(uD1(t), vD2(t))‖H×H ≤ r̃0, para cada t ≥ 0 e D1, D2 ≥ 1.

Visto que t0 não depende das condições iniciais, a constante r̃0 é uniforme com

relação as condições iniciais em subconjuntos limitados de H ×H. Neste caso pode-

mos considerar t0 = 0 no Lema 5.15.
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Lema 5.18 Existe um conjunto limitado B0 em H × H tal que A(D1,D2) ⊂ B0,

∀ D1, D2 ≥ 1.

Demonstração: Seja (xD1 , yD2) ∈ A(D1,D2). Visto que

A(D1,D2) = T(D1,D2)(t0)A(D1,D2), sendo que T(D1,D2) é o semigrupo mult́ıvoco defini-

do por G(D1, D2), então pelo Lema 5.15, temos ‖(xD1 , yD2)‖H×H ≤ r0.

Agora, usando o Lema 5.15 e o fato que F e G levam limitados de H×H em

limitados de H, podemos repetir os mesmos argumentos que foram feitos no Lema

2.2 em [22] para cada equação em (Ĩ) (veja as contas nas demonstrações dos Lemas

4.20 e 5.6), e obtemos:

Lema 5.19 Se (uD1 , vD2) é uma solução de (I), então existem constantes positivas

r1 > 0 e t1 > t0 tais que

‖(uD1(t), vD2(t))‖W 1,p×W 1,q = ‖uD1(t)‖W 1,p + ‖vD2(t)‖W 1,q ≤ r1, para cada t ≥ t1 e

D1, D2 ≥ 1, com t0 como no Lema 5.15.

Como conseqüência do Lema 5.19 temos que
⋃

D1,D2≥1

A(D1,D2) é um sub-

conjunto limitado de W 1,p(Ω)×W 1,q(Ω) e portanto podemos concluir o seguinte:

Lema 5.20 A .=
⋃

D1,D2≥1

A(D1,D2) é um subconjunto compacto de H ×H.

5.2.2 O Problema Limite e Propriedades de Convergência

Para obter a equação limite provamos primeiramente o

Lema 5.21 Se (uD1 , vD2) é uma solução de (I), então para cada t > t1, as se-

quências de números reais {‖∇uD1(t)‖H}D1≥1 e {‖∇vD2(t)‖H}D2≥1 possuem sub-

seqüências {‖∇uD1`(t)‖H} e {‖∇vD2`(t)‖H} que convergem para zero quando ` →

+∞, sendo que t1 é a constante positiva do Lema 5.19.

Demonstração: Seja t1 a constante positiva do Lema 5.19 e considere t > t1

fixo. Escolha T > t1 fixado arbitrariamente grande de modo que t1 < t < T . Seja
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(uD1 , vD2) uma solução do problema (I). Logo, existem f, g ∈ L1(0, T ;H), com

f(t) ∈ F (uD1(t), vD2(t)), g(t) ∈ G(uD1(t), vD2(t)) q.t.p. em (0, T ),

e tais que (uD1 , vD2) é uma solução do sistema:

(Ĩ)



∂uD1

∂t
−D14pu

D1 + |uD1 |p−2uD1 = f em (0, T )

∂vD2

∂t
−D24qv

D2 + |vD2 |q−2vD2 = g em (0, T )

uD1(0) = uD1
0 , vD2(0) = vD2

0

Fazendo o produto interno da primeira equação de (Ĩ) com uD1(τ), vem

que

〈uD1
t (τ), uD1(τ)〉+ 〈AD1uD1(τ), uD1(τ)〉 = 〈f(τ), uD1(τ)〉.

Logo

1
2
d

dt
‖uD1(τ)‖2H +D1

∫
Ω
|∇uD1(τ)(x)|pdx+

∫
Ω
|uD1(τ)(x)|pdx = 〈f(τ), uD1(τ)〉.

Então

1
2
d

dt
‖uD1(τ)‖2H +D1 ‖ ∇uD1(τ) ‖pp + ‖ uD1(τ) ‖pp= 〈f(τ), uD1(τ)〉. (5.16)

Análogamente, mostra-se que

1
2
d

dt
‖vD2(τ)‖2H +D2 ‖ ∇vD2(τ) ‖qq + ‖ vD2(τ) ‖qq= 〈g(τ), vD2(τ)〉. (5.17)

Consideremos θ .= q/2, s .= q/q′ ( q′ significa expoente conjugado, isto é,

1
q + 1

q′ = 1). Usando a sublinearidade positiva do par (F,G) e a Desigualdade de

Young prova-se que

〈f(τ), uD1(τ)〉 ≤
(2
q

+
2
q

)
‖uD1(τ)‖qH +

1
s′

( 1
q′
bq
′
)s′

+
1
s
‖vD2(τ)‖qH

+
( 1
θ′
aθ
′
+

1
q′
cq
′
)

+ C1m0

e

〈g(τ), vD2(τ)〉 ≤
(2
q

+
2
q

)
‖vD2(τ)‖qH +

1
s′

( 1
q′
aq
′
)s′

+
1
s
‖uD1(τ)‖qH

+
( 1
θ′
aθ
′
+

1
q′
cq
′
)

+ C1m0,
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sendo que C1 > 0 é uma constante que não depende de (D1, D2), e a, b, c e m0 são

as constantes que aparecem na Definição 4.3.

Então, somando as equações (5.16) e (5.17), obtemos

1
2
d

dt

(
‖uD1(τ)‖2H + ‖vD2(τ)‖2H

)
+D1 ‖ ∇uD1(τ) ‖pp +D2 ‖ ∇vD2(τ) ‖qq

+ ‖ uD1(τ) ‖pp + ‖ vD2(τ) ‖qq= 〈f(τ), uD1(τ)〉+ 〈g(τ), vD2(τ)〉 ≤

≤
(2
q

+
2
q

+
1
s

)(
‖uD1(τ)‖qH + ‖vD2(τ)‖qH

)
+ C2,

sendo que C2 > 0 é uma constante que não depende de (D1, D2). Usando o Lema

5.15, obtemos que existe uma constante C3 > 0 que não depende de (D1, D2), tal

que

1
2
d

dt

(
‖uD1(τ)‖2H + ‖vD2(τ)‖2H

)
+D1 ‖ ∇uD1(τ) ‖pp +D2 ‖ ∇vD2(τ) ‖qq

+ ‖ uD1(τ) ‖pp + ‖ vD2(τ) ‖qq≤ C3, q.t.p. em (t1, T ).

Como ‖ uD1(τ) ‖pp + ‖ vD2(τ) ‖qq≥ 0, temos em particular que

1
2
d

dt

(
‖uD1(τ)‖2H + ‖vD2(τ)‖2H

)
+D1 ‖ ∇uD1(τ) ‖pp +D2 ‖ ∇vD2(τ) ‖qq≤ C3, (5.18)

q.t.p. em (t1, T ).

Integrando a desigualdade (5.18) de t1 a T, obtemos

1
2

(
‖uD1(T )‖2H + ‖vD2(T )‖2H

)
+ D1

∫ T

t1

‖ ∇uD1(τ) ‖pp dτ

+ D2

∫ T

t1

‖ ∇vD2(τ) ‖qq dτ

≤
∫ T

t1

C3dτ +
1
2

(
‖uD1(t1)‖2H + ‖vD2(t1)‖2H

)
≤ C3T + r2

0
.= k(T ).

Em particular

D1

∫ T

t1

‖ ∇uD1(τ) ‖pp dτ ≤ k(T )

e

D2

∫ T

t1

‖ ∇vD2(τ) ‖qq dτ ≤ k(T ),
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o que implica∫ T

t1

‖ ∇uD1(τ) ‖pp dτ ≤
1
D1

k(T )→ 0 quando D1 → +∞,

ou seja,

‖ ‖ ∇uD1(τ) ‖pp −0‖L1(t1,T ; IR) =
∫ T

t1

| ‖ ∇uD1(τ) ‖pp −0|dτ → 0 quando D1 → +∞.

Logo existe uma subseqüência {‖ ∇uD1`(τ) ‖pp} tal que

‖ ∇uD1`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞, q.t.p. em (t1, T ).

Logo existe um conjunto J ⊂ (t1, T ) com m((t1, T )/J) = 0 tal que

‖ ∇uD1`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞, ∀ τ ∈ J.

Visto que m(J) ≤ m((t1, T )) = T −t1 <∞, temos pelo Teorema de Egoroff

que existe um conjunto Et ⊂ J tal que m(J − Et) < ε
′ .= t− t1 e

‖ ∇uD1`(τ) ‖pp→ 0 quando `→ +∞

uniformemente em Et, isto é, dado ε > 0 existe `0 = `0(ε) > 0 tal que se ` > `0

então

‖ ∇uD1`(τ) ‖pp<
ε

2
, ∀ τ ∈ Et.

Note que sempre existe s ∈ Et com s < t, caso contrário teŕıamos (t1, t) ⊂ ECt , o

que implicaria que m(ECt ) = m(J −Et) ≥ t− t1, o que dá uma contradição. Então

tome um s ∈ Et com s < t e considere h = t− s.

Consideremos

ϕD1`(v) .=


1
p

[
D1`

∫
Ω
|∇v|pdx+

∫
Ω
|v|pdx

]
, v ∈W 1,p(Ω)

+∞, caso contrário.

Temos que ϕD1` é uma aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente e

AD1` = ∂ϕD1` é maximal monótono em L2(Ω).

Sabemos que uD1` satisfaz a equação

∂uD1`

∂t
−D14pu

D1` + |uD1` |p−2uD1` = f em (0, T )
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com

f(t) ∈ F (uD1`(t), vD2`(t)), q.t.p. em (0, T ),

logo uD1`(τ) ∈ D(AD1`) ⊆W 1,p(Ω), q.t.p. em (0, T ).

Usando o Lema 5.15 e que F e G levam limitados de H×H em limitados de

H, obtemos que existe uma constante positiva K, independente dos pares (D1, D2),

tal que ‖f(ζ)‖2H ≤ K, ∀ ζ ≥ t0.

Temos que

d

dτ
ϕD1`(uD1`(s+ τ)) = 〈∂ϕD1`(uD1`(s+ τ)), uD1`

τ (s+ τ)〉, τ − q.t.p. em (0, T ).

Logo

1
p [D1`‖∇uD1`(s+ h)‖pp + ‖uD1`(s+ h)‖pp]

− 1
p

[D1`‖∇uD1`(s)‖pp + ‖uD1`(s)‖pp]

= ϕD1`(uD1`(s+ h))− ϕD1`(uD1`(s))

=
∫ h

0

d

dτ
ϕD1`(uD1`(s+ τ)) dτ

=
∫ h

0
〈∂ϕD1`(uD1`(s+ τ)), uD1`

τ (s+ τ)〉 dτ

=
∫ h

0
〈f(s+ τ)− uD1`

τ (s+ τ), uD1`
τ (s+ τ)〉 dτ

=
∫ h

0
〈f(s+ τ), uD1`

τ (s+ τ)〉 dτ −
∫ h

0
〈uD1`
τ (s+ τ), uD1`

τ (s+ τ)〉 dτ

≤
∫ h

0
‖f(s+ τ)‖H‖uD1`

τ (s+ τ)‖H dτ −
∫ h

0
‖uD1`

τ (s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
‖f(s+ τ)‖2H dτ +

1
2

∫ h

0
‖uD1`

τ (s+ τ)‖2H dτ

−
∫ h

0
‖uD1`

τ (s+ τ)‖2H dτ

=
1
2

∫ h

0
‖f(s+ τ)‖2H dτ − 1

2

∫ h

0
‖uD1`

τ (s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
‖f(s+ τ)‖2H dτ

≤ 1
2

∫ h

0
Kdτ =

1
2
Kh.

Assim,

D1`‖∇uD1`(s+ h)‖pp ≤ D1`‖∇uD1`(s)‖pp + ‖uD1`(s)‖pp +
p

2
Kh (5.19)
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Logo,

‖∇uD1`(s+ h)‖pp ≤ ‖∇uD1`(s)‖pp +
1
D1`
‖uD1`(s)‖pp +

p

2D1`
Kh (5.20)

e portanto,

‖∇uD1`(s+ h)‖pp ≤ ‖∇uD1`(s)‖pp +
1
D1`

rp1 +
p

2D1`
K|T − t1|, (5.21)

onde r1 é a constante positiva que aparece no Lema 5.19.

Assim, escolha `1 = `1(ε) grande o suficiente para que

1
D1`

rp1 +
p

2D1`
K|T − t1| < ε/2,

sempre que ` > `1 e, além disso, consideramos `2 = `2(ε) = max{`0, `1}. Para ` > `2

temos

‖∇uD1`(t)‖pp = ‖∇uD1`(s+ t− s)‖pp

≤ ‖∇uD1`(s)‖pp +
1
D1`

rp1 +
p

2D1`
K|T − t1|

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Como p > 2,

‖ ∇uD1`(t) ‖pH≤ m(Ω)1/2−1/p ‖ ∇uD1`(t) ‖pp≤ m(Ω)1/2−1/pε.

Portanto,

‖ ∇uD1`(t) ‖H→ 0 quando `→ +∞.

Análogamente conclui-se que

‖ ∇vD2`(t) ‖H→ 0 quando `→ +∞.

Observação 5.22 Se (uD1 , vD2) é uma solução do problema (I) em (0, t1), então

para cada t ∈ [0, t1], as seqüências de nos reais{‖∇uD1(t)‖pp}D1≥1 e{‖∇vD2(t)‖pp}D2≥1

ficam limitadas quando D1, D2 → +∞ sempre que os dados iniciais estiverem num
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conjunto limitado de W 1,p(Ω) ×W 1,q(Ω). Se os dados iniciais forem iguais a uma

mesma constante, ou seja, se (uD1(0), vD2(0)) = (u0, v0) ∈ IR × IR, ∀ D1, D2 ≥ 1,

então temos que para cada t ∈ [0, t1], as seqüências de nos reais {‖∇uD1(t)‖pp}D1≥1

e {‖∇vD2(t)‖pp}D2≥1 convergem para zero quando D1, D2 → +∞, respectivamente.

De fato, seja (uD1 , vD2) uma solução do problema (I) em (0, t1). Logo, existem

f (D1,D2), g(D1,D2) ∈ L1(0, t1;H), com

f (D1,D2)(t) ∈ F (uD1(t), vD2(t)), g(D1,D2)(t) ∈ G(uD1(t), vD2(t)) q.t.p. em (0, t1),

e tais que (uD1 , vD2) é uma solução do sistema (Ĩ) abaixo:

(Ĩ)



∂uD1

∂t
−D1∆pu

D1 + |uD1 |p−2uD1 = f (D1,D2) em (0, t1)

∂vD2

∂t
−D2∆qv

D2 + |vD2 |q−2vD2 = g(D1,D2) em (0, t1)

uD1(0) = uD1
0 , vD2(0) = vD2

0

Fazendo o produto interno da primeira equação com ∂uD1 (t)
∂t , obtemos

‖∂u
D1(t)
∂t

‖2H +
d

dt
ϕD1(uD1(t)) = 〈f (D1,D2)(t),

∂uD1(t)
∂t

〉

≤ ‖f (D1,D2)(t)‖H‖
∂uD1(t)
∂t

‖H

≤ 1
2
‖f (D1,D2)(t)‖2H +

1
2
‖∂u

D1(t)
∂t

‖2H . (5.22)

Logo

1
2
‖∂u

D1(t)
∂t

‖2H +
d

dt
ϕD1(uD1(t)) ≤ 1

2
‖f (D1,D2)(t)‖2H .

Em particular,

d

dt
ϕD1(uD1(t)) ≤ 1

2
‖f (D1,D2)(t)‖2H . (5.23)

Usando a Observação 5.17 e o fato que F e G levam limitados de H×H em

limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva C tal ‖f (D1,D2)(t)‖2H ≤
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C, ∀ t ∈ [0, t1] e ∀ D1, D2 ≥ 1. Integrando de 0 a τ, τ ∈ [0, t1] em (5.23), obtemos

1
p

(
D1‖∇uD1(τ)‖pp + ‖uD1(τ)‖pp

)
= ϕD1(uD1(τ))

≤ ϕD1(uD1
0 ) +

1
2

∫ τ

0
‖f (D1,D2)(t)‖2Hdt

≤ ϕD1(uD1
0 ) +

1
2

∫ t1

0
‖f (D1,D2)(t)‖2Hdt

≤ ϕD1(uD1
0 ) +

1
2
Ct1

≤ 1
p

(
D1‖∇uD1

0 ‖
p
p + ‖uD1

0 ‖
p
p

)
+

1
2
Ct1,(5.24)

∀ τ ∈ [0, t1] e ∀ D1 ≥ 1. Logo,

‖∇uD1(τ)‖pp ≤ ‖∇u
D1
0 ‖

p
p +

1
D1

(
‖uD1

0 ‖
p
p +

p

2
Ct1

)
, (5.25)

∀ τ ∈ [0, t1] e ∀ D1 ≥ 1. Analogamente prova-se que

‖∇vD2(τ)‖qq ≤ ‖∇v
D2
0 ‖

q
q +

1
D2

(
‖vD2

0 ‖
q
q +

q

2
Ct1

)
, (5.26)

∀ τ ∈ [0, t1] e ∀ D2 ≥ 1.

O Lema 5.21 confirma que a equação (II) é um bom candidato para o

problema limite.

Lema 5.23 O problema (II) possui uma solução global.

Demonstração: Mostramos no Lema 5.9 que φp : IR → IR é subdiferencial de

uma função não-negativa, convexa, própria e s.c.i., ψ, definidas no espaço de Hilbert

IR com ψ(0) = 0. Consequentemente, conclúımos que φp : IR → IR é um operador

maximal monótono com D(φp) = IR. Uma vez que qualquer operador maximal

monótono A de IR em IR com A(0) = 0 gera um semigrupo compacto, conclúımos

que φp e φq satisfazem todas as condições exigidas no Teorema 4.2. Aplicando

este teorema com H = IR obtemos a existência de uma solução forte local para o

problema (II).

Como o par (F,G) é positivamente sublinear em H ×H, temos que o par

(F̃ , G̃) é positivamente sublinear em IR × IR, e dáı prova-se a existência de solução

global de modo inteiramente análogo ao que foi feito na Observação 4.4.
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Teorema 5.24 O problema (II) define um semifluxo generalizado G∞ que possui

um B-atrator global A∞.

Demonstração: O Lema 5.23 garante que a condição (H1) da definição de semi-

fluxo generalizado é satisfeita. Seja D(u0, v0) o conjunto das soluções de (II)

com dados iniciais (u0, v0) e considere G∞ .=
⋃

(u0,v0)∈IR×IRD(u0, v0). Note que

A = φp, B = φq com H = IR, satisfazem as condições do ińıcio da seção 4.1.1, i.e.,

A e B são operadores uńıvocos, os quais são subdiferenciais de funções não-negativas,

convexas, próprias e s.c.i., ψA, ψB, respectivamente, definidas num espaço de Hilbert

real H, ψA(0) = ψB(0) = 0, com A e B gerando semigrupos compactos. Portanto,

podemos aplicar os resultados abstratos das seções 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3.

Aplicando o Teorema 4.6 para A = φp, B = φq, H = IR, podemos concluir

que G∞ é um semifluxo generalizado em IR× IR.

Precisamos do seguinte

Teorema 5.25 Existe um conjunto limitado B0 em IR × IR e t0 > 0 tais que para

qualquer ϕ ∈ G∞, ϕ(t) ∈ B0, ∀ t ≥ t0. Em particular, G∞ é B-dissipativo.

Demonstração: Procedimento análogo ao Teorema 4.9.

Usando o Teorema 4.8 temos que G∞ é assintóticamente compacto e ϕ−dis-

sipativo. Dáı, o Teorema 3.50 garante que G∞ possui um B-atrator global A∞.

Isto conclui a demonstração do Teorema 5.24.

Provemos agora que (II) é de fato o problema limite para (I), quando

D1, D2 → +∞.

Teorema 5.26 Seja (uD1n , vD2n) uma solução do problema (I). Suponha que os

dados iniciais (uD1n(0), vD2n(0)) = (uD1n
0 , vD2n

0 ) → (u0, v0) ∈ IR × IR em H ×

H quando n→ +∞. Então existe uma solução (u, v) do problema (II) satisfazendo

(u(0), v(0)) = (u0, v0) e uma subseqüência {(uD1nj , vD2nj )}j de {(uD1n , vD2n)}n tal

que, para cada T > 0, uD1nj → u, vD2nj → v em C([0, T ];H) quando j → +∞.
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Demonstração: Seja T > 0 fixo arbitrariamente grande. Seja (uD1n , vD2n) uma

solução do problema (I) com (uD1n(0), vD2n(0)) = (uD1n
0 , vD2n

0 )→ (u0, v0) ∈ IR× IR

em H ×H quando n→ +∞. Logo, existem fn, gn ∈ L1(0, T ;H), com

fn(t) ∈ F (uD1n(t), vD2n(t)), gn(t) ∈ G(uD1n(t), vD2n(t)) q.t.p. em (0, T ),

e tais que (uD1n , vD2n) é uma solução do sistema (P 1
n) abaixo:

(P 1
n)



∂uD1n

∂t
−D1n∆pu

D1n + |uD1n |p−2uD1n = fn em (0, T )

∂vD2n

∂t
−D2n∆qv

D2n + |vD2n |q−2vD2n = gn em (0, T )

uD1n(0) = uD1n
0 , vD2n(0) = vD2n

0

Denotemos uD1n(·) .= I(uD1n
0 )fn(·) e vD2n(·) .= I(vD2n

0 )gn(·) e também de-

notemos por zD1n(·) .= I(u0)fn(·) e wD2n(·) .= I(v0)gn(·) como sendo as soluções dos

problemas

(Pfn,u0)


∂zD1n

∂t
−D1n∆pz

D1n + |zD1n |p−2zD1n = fn

zD1n(0) = u0

e

(Pgn,v0)


∂wD2n

∂t
−D2n∆q + |wD2n |q−2wD2n = gn

wD2n(0) = v0,

respectivamente.

Fazendo o produto interno da primeira equação em (P 1
n) com uD1n e inte-

grando de 0 a t, t ≤ T , obtemos

1
2
‖ uD1n(t) ‖2H≤

1
2
‖ uD1n

0 ‖2H +
∫ t

0
〈fn(s), uD1n(s)〉ds.

Como {uD1n
0 } é uma seqüência convergente temos que existe uma constante

positiva R tal que ‖ uD1n
0 ‖2H≤ R2. Assim,

1
2
‖ uD1n(t) ‖2H≤

1
2
R2 +

∫ t

0
〈fn(s), uD1n(s)〉ds.

Usando a hipótese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-

dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas α, β, γ e C tais que

‖ uD1n(t) ‖H ≤ C + γ T +
∫ t

0 [α ‖ uD1n(s) ‖H +β ‖ vD2n(s) ‖H ]ds.
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Portanto, existe uma constante positiva M independente de t ∈ [0, T ] tal que

‖ uD1n(t) ‖H≤M +
∫ t

0
[α ‖ uD1n(s) ‖H +β ‖ vD2n(s) ‖H ]ds.

Analogamente, existe uma constante positiva M̃ independente de t ∈ [0, T ] tal que

‖ vD2n(t) ‖H≤ M̃ +
∫ t

0
[β ‖ uD1n(s) ‖H +α ‖ vD2n(s) ‖H ]ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por N .= M+M̃ e ρ .= α+β

temos

‖ uD1n(t) ‖H + ‖ vD2n(t) ‖H≤ N + ρ

∫ t

0
[‖ uD1n(s) ‖H + ‖ vD2n(s) ‖H ]ds

e dáı segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que

‖ uD1n(t) ‖H + ‖ vD2n(t) ‖H≤ NeρT ,

para todo t ∈ [0, T ] e para todo n ∈ IN.

Como F e G levam conjuntos limitados de H ×H em conjuntos limitados

de H, segue da desigualdade acima que existe L > 0 tal que

‖ fn(t) ‖H ≤ L e ‖ gn(t) ‖H ≤ L, para todo t ∈ [0, T ] e para todo n ∈ IN.

Considere K .= {fn;n ∈ IN}, K̃ .= {gn;n ∈ IN}, M(K) .= {zD1n ;n ∈ IN} e

M(K̃) .= {wD2n ;n ∈ IN}. Uma vez que K e K̃ são conjuntos limitados em H, é fácil

ver que eles são subconjuntos uniformemente integráveis em L1(0, T ;H).

Dados t ∈ (0, T ] e h > 0 tais que t − h ∈ (0, T ], consideremos o operador

Th : M(K)(t)→ H definido por ThzD1n(t) = SD1n(h)zD1n(t− h).

Afirmação 1: O operador Th : M(K)(t)→ H é compacto.

A prova é inteiramente análoga ao que foi feito na demonstração da Afirmação 1 do

Teorema 4.23.

Logo, pelo Teorema 4.14, temos que o conjunto M(K) é relativamente com-

pacto em C([0, T ];H) e portanto existe z ∈ C([0, T ];H) e existe uma subseqüência

{zD1nj (·)} de {zD1n(·)} tal que zD1nj → z em C([0, T ];H).
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Como cada zD1nj é uma solução de (Pfn,u0) em (0, T ), então pela Proposição

3.6 em [7], zD1nj verifica

1
2
‖ zD1nj (t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ zD1nj (s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fnj (τ)− yj , zD1nj (τ)− θ〉dτ (5.27)

para todo θ ∈ D(AD1nj ) ⊂W 1,p(Ω) ⊂ H, yj = AD1nj (θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Analogamente, podemos mostrar que existe w ∈ C([0, T ];H) e existe uma

subseqüência {wD2nj (·)} de {wD2n(·)} tal que wD2nj → w em C([0, T ];H), verifi-

cando

1
2
‖ wD2nj (t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ wD2nj (s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈gnj (τ)− yj , wD2nj (τ)− θ〉dτ (5.28)

para todo θ ∈ D(BD2nj ) ⊂W 1,q(Ω) ⊂ H, yj = BD2nj (θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Como ‖ fnj (τ) ‖H≤ L e ‖ gnj (τ) ‖H≤ L, para todo 0 ≤ τ ≤ T e para todo

j ∈ IN, conclúımos que existe uma constante positiva L̃ tal que

‖ fnj ‖L2(0,T ;H)≤ L̃ e ‖ gnj ‖L2(0,T ;H)≤ L̃, para todo j ∈ IN.

Como L2(0, T ;H) é um espaço de Banach reflexivo, existem f, g ∈

L2(0, T ;H) e subseqüências, que continuaremos chamando do mesmo modo, {fnj}

e {gnj} tal que fnj ⇀ f e gnj ⇀ g em L2(0, T ;H). Consequentemente fnj ⇀ f e

gnj ⇀ g em L1(0, T ;H).

Afirmação 2: uD1nj → z e vD2nj → w em C([0, T ];H) e além disso f(t) ∈

F (z(t), w(t)) e g(t) ∈ G(z(t), w(t)) q.t.p. em [0, T ].

De fato, seja t ∈ [0, T ]. Temos

‖ uD1nj (t)− z(t) ‖H≤‖ uD1nj (t)− zD1nj (t) ‖H + ‖ zD1nj (t)− z(t) ‖H .

Então,

sup
t∈[0,T ]

‖ uD1nj (t)− z(t) ‖H ≤ sup
t∈[0,T ]

‖ I(u
D1nj

0 )fnj (t)− I(u0)fnj (t) ‖H

+ sup
t∈[0,T ]

‖ zD1nj (t)− z(t) ‖H

≤ ‖ u
D1nj

0 − u0 ‖H + sup
t∈[0,T ]

‖ zD1nj (t)− z(t) ‖H→ 0



141

quando j → +∞.

Portanto uD1nj → z em C([0, T ];H) quando j → +∞. Analogamente

mostra-se que vD2nj → w em C([0, T ];H) quando j → +∞.

Logo, pelo Teorema 1.44, f(t) ∈ F (z(t), w(t)) e g(t) ∈ G(z(t), w(t)) t-q.t.p.

em [0, T ].

Observe que

fnj ⇀ f em L2(0, T ;H) =⇒ fnj ⇀ f em L2(s, t;H), ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ;

e

zD1nj → z em C([0, T ];H) =⇒ zD1nj → z em C([s, t];H)

e consequentemente

zD1nj → z em L2(s, t;H), ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ;

então

〈fnj − η, z
D1nj − θ〉L2(s,t;H) → 〈f − η, z − θ〉L2(s,t;H)

para todo θ, η ∈ H.

Agora considere θ ∈ IR ⊂ H e seja h
.= φp(θ) ∈ IR ⊂ H. Consideremos

yj
.= AD1nj (θ) = −D1nj∆pθ + |θ|p−2θ. Note que D(AD1nj ) ⊃ IR, ∀ j ∈ IN e yj =

h, ∀ j ∈ IN, pois ∇θ = 0, visto que θ é função constante.

Por (5.27) sabemos que

1
2
‖ zD1nj (t)− θ ‖2 ≤ 1

2
‖ zD1nj (s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fnj (τ)− yj , zD1nj (τ)− θ〉dτ

=
1
2
‖ zD1nj (s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈fnj (τ)− h, zD1nj (τ)− θ〉dτ.

Tomando o limite quando j → +∞, obtemos

1
2
‖ z(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ z(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈f(τ)− h, z(τ)− θ〉dτ (5.29)

para todo θ ∈ IR, h .= φp(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .



142

Da mesma maneira podemos mostrar que

1
2
‖ w(t)− θ ‖2≤ 1

2
‖ w(s)− θ ‖2 +

∫ t

s
〈g(τ)− h,w(τ)− θ〉dτ

para todo θ ∈ IR, h .= φq(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Afirmação 3: z(t) e w(t) independem de x, para cada t > 0.

De fato, seja t > 0. Já sabemos que zD1nj (t) → z(t) em H. Visto que zD1n(0) =

u0, ∀ n ∈ IN, então pela Observação 5.22 e Lema 5.21 temos que ‖∇zD1nj (t)‖H → 0

quando j → +∞. Também temos que zD1nj (t) ∈ D(AD1nj ) ⊂ W 1,p(Ω) ⊂ W 1,2(Ω).

Dáı, pela Desigualdade de Poincaré-Wirtinger

‖zD1nj (t)− zD1nj (t)‖H ≤ C‖∇zD1nj (t)‖H → 0 quando j → +∞.

Logo

‖z(t)− z(t)‖H = ‖z(t)− zD1nj (t) + zD1nj (t)− zD1nj (t) + zD1nj (t)− z(t)‖H

≤ ‖z(t)− zD1nj (t)‖H + ‖zD1nj (t)− zD1nj (t)‖H

+ ‖zD1nj (t)− z(t)‖H → 0 quando j → +∞.

Portanto z(t) = z(t) .= 1
|Ω|
∫

Ω z(t)(x) dx.

Analogamente, mostra-se que w(t) = w(t). Como queŕıamos demonstrar.

Já mostramos na Afirmação 2 que f(t) ∈ F (z(t), w(t)) e g(t) ∈ G(z(t), w(t))

q.t.p. em (0, T ). Logo f(t) e g(t) independem de x t-q.t.p. em (0, T ).

Assim, de (5.29)

1
2
|z(t)− θ|2|Ω| ≤ 1

2
|z(s)− θ|2|Ω|+

∫ t

s

∫
Ω

(f(τ)− h)(z(τ)− θ) dx dτ

Portanto

1
2
|z(t)− θ|2 ≤ 1

2
|z(s)− θ|2 +

∫ t

s
(f(τ)− h)(z(τ)− θ) dτ

para todo θ ∈ IR, h .= φp(θ) e para todo 0 ≤ s < t ≤ T .

Se t = s = 0, temos z(0) = limj→+∞ z
D1nj (0) = limj→+∞ u0 = u0. Logo

1
2 |z(0)− θ|2 = 1

2 |u0 − θ|2.
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Portanto

1
2
|z(t)− θ|2 ≤ 1

2
|z(s)− θ|2 +

∫ t

s
(f(τ)− h)(z(τ)− θ) dτ

para todo θ ∈ IR, h .= φp(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Do mesmo modo,

1
2
|w(t)− θ|2 ≤ 1

2
|w(s)− θ|2 +

∫ t

s
(g(τ)− h)(w(τ)− θ) dτ

para todo θ ∈ IR, h .= φq(θ) e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Portanto pela Proposição 3.6 em [7], conclúımos que (z, w) é uma solução

fraca do problema (II) com (z(0), w(0)) = (u0, v0), mas como f, g ∈ L2(0, T ;H)

temos na verdade que (z, w) é uma solução forte do problema (II).

Observação 5.27 O Teorema 5.26 continua válido sem a hipótese que (u0, v0) ∈

IR × IR, desde que (uD1n
0 , vD2n

0 ) ∈ A(D1n,D2n), ∀ n ∈ IN, pois neste caso prova-se,

analogamente como foi feito no Lema 5.12, que u0 e v0 independem de x.

5.2.3 Semicontinuidade Superior de Atratores

No caso da equação, para provar semicontinuidade superior de atratores fizemos a

construção de uma trajetória completa limitada. Também faremos a construção de

uma órbita completa limitada neste caso de sistema acoplado.

Teorema 5.28 A famı́lia de atratores {A(D1,D2)}D1,D2≥1 associada com o problema

(I) é semicont́ınua superiormente no infinito, na topologia de H ×H.

Demonstração: Seja {(uD1j

0 , v
D2j

0 )}D1j ,D2j≥1 uma seqüência qualquer com

(uD1j

0 , v
D2j

0 ) ∈ A(D1j ,D2j), ∀ D1j , D2j ≥ 1 e D1j , D2j → +∞ quando j → +∞.

Pelo Lema 5.20, existe uma subseqüência, que continuaremos chamando do mesmo

jeito tal que (uD1j

0 , v
D2j

0 )→ (u0, v0) em H×H quando j → +∞. Novamente usando

o Lema 1.7, nosso trabalho se resume a provar que (u0, v0) ∈ A∞.
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Usando a invariância dos atratores, o Lema 5.21 e a desigualdade de Poin-

caré-Wirtinger, prova-se analogamente ao Lema 5.12, que (u0, v0) ∈ IR× IR.

Para cada j ∈ IN, considere tj > j, t1 < t2 < . . . < tj < . . . . Pela

invariância dos atratores, existem (xj , yj) ∈ A(D1j ,D2j) e soluções ϕ(D1j ,D2j) =

(ϕD1j

1 , ϕ
D2j

2 ) ∈ G(D1j , D2j) com ϕ(D1j ,D2j)(0) = (xj , yj) tal que ϕ(D1j ,D2j)(tj) =

(uD1j

0 , v
D2j

0 ) → (u0, v0) em H × H quando j → +∞. Note que ϕ(D1j ,D2j)(tj) ∈

T(D1j ,D2j)(tj)(xj , yj) ∈ A(D1j ,D2j), ∀ j ∈ IN.

Usando a condição (H2) da definição de semifluxo generalizado, temos que

para cada j ∈ IN, as transladadas
(
ϕ(D1j ,D2j)

)tj
também são soluções, e temos(

ϕ(D1j ,D2j)
)tj

(0)→ (u0, v0) em H ×H quando j → +∞.

Usando o Teorema 5.26, obtemos que existe uma solução g0 do problema

limite (II) com g0(0) = (u0, v0) e uma subseqüência de{(
ϕ(D1j ,D2j)

)tj}
j

, que continuaremos chamando do mesmo modo, tal que

(
ϕ(D1j ,D2j)

)tj
(t)→ g0(t) em H ×H quando j → +∞, ∀ t ≥ 0.

Agora consideremos a seqüência {ϕ(D1j ,D2j)(tj − 1)}. Note que

ϕ(D1j ,D2j)(tj − 1) ∈ T(D1j ,D2j)(tj − 1)(xj , yj) ⊂
⋃

D1,D2≥1

A(D1,D2)

que é um subconjunto precompacto em H ×H, logo temos que, passando para uma

subseqüência se necessário,(
ϕ(D1j ,D2j)

)(tj−1)
(0) = ϕ(D1j ,D2j)(tj − 1)→ z1 em H ×H quando j → +∞.

Como para cada j ∈ IN, ϕ(D1j ,D2j) é uma solução que começou no atrator

A(D1j ,D2j), obtemos pela invariância dos atratores que a seqüência de dados iniciais

ϕ(D1j ,D2j)(tj − 1) ∈ A(D1j ,D2j), ∀ j ∈ IN. Dáı usando a Observação 5.27 e o Teorema

5.26, obtemos que existe uma solução g1 do problema limite (II) com g1(0) =

z1 e uma subseqüência de

{(
ϕ(D1j ,D2j)

)(tj−1)
}
j

, que continuaremos chamando do

mesmo modo, tal que(
ϕ(D1j ,D2j)

)(tj−1)
(t)→ g1(t) em H ×H quando j → +∞, ∀ t ≥ 0.
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Agora note que g1
1 = g0, pois para cada t ≥ 0, temos

g1
1(t) = g1(t+ 1) = lim

j→+∞
(ϕ(D1j ,D2j))(tj−1)(t+ 1) = lim

j→+∞
(ϕ(D1j ,D2j))tj (t) = g0(t).

Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 0, 1, 2, · · · ,

uma solução gr ∈ G∞ com gr(0) = zr tal que g1
r+1 = gr. Dado t ∈ IR, definimos

g(t) como o valor comum de gr(t+ r) para r > −t. Então temos que g é uma órbita

completa para G∞ com g(0) = g0(0) = (u0, v0).

Note que para cada t ≥ 0, r = 0, 1, 2, · · · , temos que cada

gr(t) = lim
j→+∞

(
ϕ(D1j ,D2j)

)(tj−r)
(t) e

(
ϕ(D1j ,D2j)

)(tj−r)
(t) ∈ A(D1j ,D2j), ∀ j ∈ IN.

Usando a invariância dos atratores, o Lema 5.21 e a desigualdade de Poincaré-

Wirtinger, trabalhando com as funções coordenadas, prova-se analogamente ao Lema

5.12, que cada gr(t) independe de x. Consequentemente, obtemos que g(t) é uma

função constante em x. Como A(D1j ,D2j) ⊂
⋃
D1,D2≥1A(D1,D2), ∀ j ∈ IN, obtemos

que existe uma constante C > 0 tal que ‖gr(t)‖H×H ≤ C, ∀ t ≥ 0 e r = 0, 1, 2, · · · .

Assim, em particular, temos que g(t) é limitada em H×H. Dáı, existe uma constante

C̃ > 0 tal que

|g(t)|IR×IR =
1
|Ω|1/2

‖g(t)‖H×H ≤ C̃, ∀ t ∈ IR.

Portanto, conclúımos que g : IR→ IR× IR é uma órbita completa limitada

para G∞ passando pelo ponto (u0, v0).

Usando o Teorema 3.60, obtemos que (u0, v0) ∈ A∞.

Observação 5.29 É interessante observar que a construção da órbita completa li-

mitada foi inspirada na técnica do Ball, [3], mas não foi posśıvel aplicar essa técnica

aqui, pois a condição (H4) só pode ser usada para cada parâmetro fixo. Sendo assim,

tivemos que encontrar uma nova condição que pudesse “substituir”a condição (H4)

na técnica. A nova condição foi o Teorema 5.26 no caso do sistema acoplado e o

Teorema 5.11 para o caso da equação.
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Observação 5.30 Notemos que cada órbita completa limitada do problema limite

(II) é uma órbita completa limitada do problema (I). Logo A∞ ⊂ A(D1,D2), ∀ D1, D2 ≥

1. Consequentemente obtemos que a famı́lia de atratores {A(D1,D2)}D1,D2≥1 associ-

ada com o problema (I) é semicont́ınua inferiormente no infinito, na topologia de

H ×H, isto é, que

sup
x∈A∞

distH×H(x,A(D1,D2))→ 0 quando D1, D2 → +∞.

Assim, usando o Teorema 5.28 e a Observação 5.30, obtemos que a famı́lia

de atratores {A(D1,D2)}D1,D2≥1 associada com o problema (I) é cont́ınua no infinito,

na topologia de H × H, isto é, que é semicont́ınua superiormente e semicont́ınua

inferiormente no infinito, na topologia de H ×H.
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