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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos uma teoria abstrata para existéncia e caracterizagao
de atratores para semigrupos multivocos definidos por semifluxos generalizados. Pos-
teriormente aplicamos os resultados abstratos a sistemas de inclusoes diferenciais
governados pelo p-laplaciano e obtivemos semicontinuidade superior dos atratores

quando o parametro de difusado tende a infinito.



Abstract

In this work we developed an abstract theory for existence and characterization of
attractors for multivalued semigroups defined by generalized semiflows and we apply
the abstract results to systems of p-laplacian differential inclusions and we obtain

upper semicontinuity of the attractors as the parameter of diffusion goes to infinity.
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Capitulo 0

Introducao

E conhecido na literatura que problemas de reacao e difusao da forma
ur — DAu+ f(u,Vu) =0

com condigoes de fronteira de Neumann homogéneas, u = (uy, - - -,um)T e D =
diag(dy,- - -,d;,) tém a dindmica assintética descrita por um sistema de equagoes
diferenciais ordinarias quando os coeficientes de difusao tornam-se arbitrariamente
grandes, isto é, quando dy = infi<;<md; tende a infinito. A justificativa fisica
para este fenomeno baseia-se no fato de que, se a difusao é muito grande entao
rapidamente ocorre um processo de redistribuicao de u e, havendo homogenizacao,
qualquer variacao espacial de u reduz-se a zero. Ou seja, o iinico parametro relevante
no limite da dinamica do problema passa a ser o tempo, [11, 15, 17, 26, 35].

Este é o tema que norteia este trabalho, no qual mostramos que o mesmo
fenémeno ocorre em sistemas similares envolvendo o operador p-laplaciano A, p > 2.
Neste caso, o processo de homogenizagao em um problema escalar descrito por uma
equacao bem posta se dd de uma forma bastante natural e pode ser demonstrado

através de uma seqiiéncia de passos que descreveremos a seguir.
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Consideramos
duP D D -2 D D
5 (t) = DApu~ (t) + [u” () [P=u" (t) = B(u"(t)), t>0
ou

a—n(t,x) =0, z€0Qt>0
uP(0) = uf € L*(Q),

onde 2 é um dominio limitado de IR"™ com fronteira suave, n > 1, D > 1 é
constante, B : L?(Q) — L2(Q) uma aplicacdo globalmente Lipschitz, e A, =
div(|VuP |P=2VuP), p > 2. Primeiramente notamos que, para cada valor do pa-
rametro D, o problema acima define um semigrupo continuo {S”(¢)} de operadores
nao-lineares em L?(Q) e existe um atrator global Ap para este semigrupo neste
espago, [12]. Quando o parametro de difusdo tende a infinito mostramos que as
solucoes da equagao aproximam-se de sua média espacial depois de transcorrido al-
gum tempo, e a familia de atratores {Ap} é semicontinua superiormente com relac¢ao

a D em D = 400 no seguinte sentido: dist(A”, 4°) — 0 quando D — +o0, onde

A é o atrator do semigrupo associado ao problema

a(t) + |u(t)[P~2u(t) = B(u(t)) t>0

u(0) = up € R.
As afirmacoes acima estdo descritas na primeira se¢ao do Capitulo 5 deste texto.

Ao tentarmos estender este procedimento a um sistema de inclusées difer-

enciais envolvendo o p-laplaciano degenerado deparamo-nos com um problema a-
parentemente simples mas cuja andlise dependeria de respondermos a um fio de
perguntas. De fato, ndo encontramos na literatura uma teoria que fosse adequada
para o tratamento de sistemas dinamicos descritos por operadores multivocos que
contemplasse as nossas necessidades. Muito embora tais sistemas venham sendo
tratados por varios autores ha aproximadamente duas décadas e de forma cada vez
mais sistematica [3, 14, 32], ha questoes relevantes ainda nao completamente anal-
isadas e descritas. Isto é, mesmo havendo diversos resultados que garantem condicoes
suficientes para existéncia de atratores para semigrupos multivocos ou semifluxos

generalizados, nao sabiamos por exemplo se o atrator neste caso poderia ser car-
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acterizado pela reunido das trajetorias completas limitadas. Assim, uma grande
parte deste trabalho foi agrupar teorias ja existentes adequadas ao tratamento de
problemas sem unicidade, unificar notacoes e terminologias, e complementa-las com
diversos resultados adaptados da teoria classica de semigrupos. O produto deste es-
forgo constitui o artigo [36] e estd descrito no Capitulo 3. H& diversas consideragoes
que fazemos nesta parte do texto que nao tém uma aplicacao direta nos dois capitulos
subsequentes. Em particular aquelas que se relacionam com os “p-conceitos”, isto
é, dissipatividade, atratividade e propriedades assintéticas que podem ocorrer sem
qualquer uniformidade no tempo. Os sistemas diferenciais que consideramos nos
capitulos 4 e 5 satisfazem na verdade condigoes de compacidade e dissipatividade
bastante uniformes com relagao ao tempo, dados iniciais e o parametro de difusao.
Ainda assim, com a finalidade de divulgar nosso trabalho, optamos por inserir o
texto [36] completamente no Capitulo 3.

Uma vez estabelecida e organizada a parte tedrica da nossa andlise, vol-
tamo-nos novamente para problemas especificos envolvendo sistemas acoplados de

inclusoes diferenciais da forma:

% — div(Dy|Vu[P2Vu) + [uP~%u € F(u,v) t>0
?): — div(Do|Vv]|12V0) + 0|7 %0 € G(u,v) t>0
ou ov
s — = >
n (t,x) o (t,z) =0 em 09, t>0
(u(0),v(0)) em L*(Q) x L*(92),

\

onde 2 C R™ é limitado, conexo e suave, p,q > 2, D1, Dy € L>®(Q), Di(z) >0 >0
q.t.p. em Q, i =1,2, e F' e G sdo operadores multivocos limitados, semicontinuos
superiormente e satisfazendo uma condicao de sublinearidade descrita na Secao 4.1
do Capitulo 4. A existéncia de solugao global é garantida por um resultado de Diaz
e Vrabie, desenvolvido para operadores de difusdo em meios porosos em [18], onde
os autores ja anunciam a possibilidade de uma adaptacao simples e direta para o
p-laplaciano e outras classes de operadores mondétonos. Este resultado de existéncia

esta feito com detalhes para sistemas envolvendo o p-laplaciano com condicoes de
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fronteira de Dirichlet homogénea em [34]. Mostramos no Capitulo 4 que, para cada
par (D1, D2) nas condigdes acima, a dinamica descrita por este sistema é dada por
um semifluxo generalizado G(p, p,) em L*(Q) x L*(Q) o qual tem um B-atrator
global compacto invariante A(p, p,). Além disso, mostramos que a familia de atra-
tores {A(p, p,)} ¢ semicontinua superiormente com relacdo a (D1, Dg) desde que
estes estejam em subconjuntos limitados de L (£2) x L*°(Q) e posicionados a uma
distancia positiva o da origem.

Para obter a semicontinuidade superior dos atratores bastam uma certa
continuidade no fluxo e um conjunto de estimativas uniformes para as solugoes. As
propriedades de continuidade com relacao aos dados iniciais e coeficientes de difusao
foram demonstradas com o auxilio de um teorema de compacidade que desempenhou
um papel importante neste trabalho, tendo sido usado sucessivas vezes ao longo dos
Capitulos 4 e 5. Neste texto usamos nao apenas a forma original deste resultado, o
Teorema de Baras, que encontra-se demonstrada em [40], mas também uma ligeira
variacao dela dedutivel exatamente da mesma forma, na qual admitimos variagao
dos dados iniciais do sistema em um conjunto pre-compacto. Foi também necessario
langar mao de um teorema de compacidade mais geral que este, no qual admite-se
variagao dos operadores que governam o sistema, cuja demonstracao apresentamos
na integra no Capitulo 4. Uma primeira versao deste resultado ja havia sido demon-
strada em [23].

Finalmente demonstramos que a familia de atratores {A(p, p,)} associ-
ada ao sistema de inclusoes diferenciais acima é semicontinua superiormente se os
parametros de difusao sdo ntimeros reais tendendo a infinito, e os atratores A(p, p,)
convergem neste caso para o atrator A, do semifluxo generalizado associado ao

sistema de inclusoes diferenciais em IR x IR
o+ |uP~2u € F(u,v)
b+ [v]7 %0 € G(u,v)

(u(0),v(0)) € R x IR.
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Em particular, exibimos com este resultado, sistemas de inclusoes diferenciais cujas
concentragoes assintéticas sdo descritas por atratores com dimensao de Hausdorff
finita.

A organizagao deste trabalho foi feita da seguinte forma: No Capitulo
1 enunciamos, a fim de evitar muitas referéncias externas, os principais resulta-
dos de Anadlise, Anélise Funcional, teoria de operadores mondtonos em espacgos de
Hilbert e equacoes de evolucao governadas por tais operadores, e um conjunto de
definicoes e teoremas acerca de operadores multivocos que usaremos posteriormente.
No Capitulo 2 definimos o operador p-laplaciano perturbado com condicao de fron-
teira Neumann homogénea e enumeramos as principais propriedades deste operador.
O Capitulo 3 conforme ja foi dito contém os resultados sobre existéncia e carac-
terizacao de atratores para problemas diferenciais sem unicidade. O Capitulo 4
destina-se a colocagao de um problema envolvendo inclusoes diferenciais governadas
pelo p-laplaciano. Nele demonstramos que o sistema considerado define um semi-
fluxo generalizado para cada valor do parametro de difusdo, e que este semifluxo
possui atrator global compacto. No capitulo 5 consideramos os coeficientes de di-
fusdo constantes e analisamos o caso em que este parametro torna-se arbitrariamente

grande.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢oes e resultados utilizados ao longo deste

trabalho.

1.1 Uma Coletanea de Resultados

Lema 1.1 (Gronwall-Bellman) Seja m € L'(0,T;1R) tal que m > 0 qtp em
(0,T) e seja a uma constante nao-negativa. Seja ¢ uma fungdo continua de [0,T]

em IR wverificando
t
o0 < at [ mls)olds
0
para todo t € [0,T). Entao,

d)(t) < ae‘[g m(s)ds

para todo t € [0,T].

Lema 1.2 (Gronwall) Seja m € LY(0,T;IR) tal que m > 0 gtp em (0,T) e seja
a uma constante nao-negativa. Seja ¢ uma fungao continua de [0,T] em IR tal que

1

§¢2(t) < ;a2+/0 m(s)p(s)ds,

para todo t € [0,T]. Entdo,

6(t) | < a+ /0 m(s)ds
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para todo t € [0,T].

Lema 1.3 (Lema Uniforme de Gronwall) (Lema 1.1, p.89, [37]) Sejam g, h,y
trés fungoes positivas localmente integrdveis em |to,+oo| tal que y € localmente
integravel em |to, +00[, e os quais satisfazem

W < gy +h para t > to,

ft+r g(s)ds < ay,

. T h(s)ds < ag, [T y(s)ds < as, parat > to,

t t

sendo que r,aq,a9,as, sdo constantes positivas. Entao

y(t +r) < (% +az)ewp(ar), Vit > to.

Lema 1.4 (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € IR™,
m € IN

(lalP=2a= b P2 ba—b) = lla=0b]P

onde 7y € positivo e depende apenas de p e de m.

Se 1 < p < 2 entao para todo a,b € R™
(lalP=?a= 0[P ba=b) <y lla—blP
onde 1 depende apenas de p e de m.

Para a demonstragao deste lema no caso p > 2 veja a dissertagao [34]. A

demonstragao do caso 1 < p < 2 pode ser encontrada em [19].

Lema 1.5 (Lema 5.1, p.163, [37]) Seja y uma fungao positiva absolutamente con-

tinua em (0,00) a qual satisfaz
Y+ <6,
comp>1,v>0,0 >0. Entdo, para t > 0,
y(t) < 6/ + (v(p — 1)) 77D,

Definig¢ao 1.6 (Definicio 1.1, p.72, [16]) Seja X um espa¢o de Banach, A um

espago topoldgico e Ay C X, A € A. Dizemos que a familia de conjuntos {Ayx}ren



€ semicontinua superiormente em A\ = X se sup,, ¢ 4, dist(wy, A) — 0 quando X —

Xo.

Lema 1.7 (Lema 1.1, p.72, [16]) Seja {Ax} en como na Defini¢ao 1.6. Se qualquer
seqiiéncia {zy,} com xy, € Ay, A\n — Ao, possui uma subseqiiéncia convergente
com o limite pertencente ao conjunto A, entao {A)}xen € semicontinua superior-

mente em Ag.

1.2 Operadores Maximais Mondétonos em Espacos de

Hilbert

Para as demonstracoes dos resultados dessa secao sugerimos ao leitor como um
excelente texto a dissertacao [34]. O leitor que ja estiver familiarizado com a teoria

de operadores maximais mondtonos ja pode ir direto a Segao 1.3.

1.2.1 Nocao de Operador Monétono

Seja H um espaco de Hilbert sobre IR. Um operador é uma aplicagdo de H em P(H)
(conjunto das partes de H). Se para todo x € H, o conjunto Az contém no maximo
um elemento dizemos que A é univoco, caso contrario dizemos que A é multivoco. O
dominio de A é o conjunto D(A) = {z € H; Az # ()} e a imagem de A é o conjunto
R(A) = | ] Ax.

zeH

Identificaremos A com o seu grafico em H x H, isto é, A = {(x,y);y € Az}.
O operador A~! é o operador cujo grafico é simétrico ao de A, isto é, y € A~z =
r € Ay; evidentemente D(A™1) = R(A).

O conjunto dos operadores é ordenado pela inclusao dos graficos: A C B

se e somente se para todo x € H, Ax C Bzx.

Definigao 1.8 Dizemos que um operador A em H € mondtono se para todo x1,
x9 € D(A), (Axy — Axg,x1 — x2) > 0, ou mais precisamente para todo y1 € Axy e

para todo yz € Axa, (y1 — y2, 71 — 22) >0
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Exemplo 1.9 Seja ¢ uma fung¢do convexa e propria sobre H, ou seja, uma aplica-

¢do de H em | — oo, +00], tal que p # 400 e

otz + (1 —t)y) < to(z) + (1 —t)e(y)

para todo x,y € H e para todo t € (0,1). O dominio da funcao ¢, D(p), € dado por

D(p) ={z € H;p(x) < +o0}. A subdiferencial Op de @, definida por

y € 0p(x) <= para todo § € H, (&) > p(x) + (y,§ — z),

é mondtona em H.

A nogao de operador monétono em um espaco de Hilbert aparece como um
caso particular de operador monétono de um espaco de Banach no seu dual. Seja

X um espago de Banach de norma || - || e X™* seu dual.

Definigao 1.10 Uma aplica¢ao B de X em P(X™*) é mondtona se para todo x1,xo €

D(B) e para todo y1 € Bx1,y2 € Bxa, tem-se

(Y1 — 2,21 — w2) x*,x > 0,

onde (-,-)x+ x indica o produto escalar na dualidade X*, X . Dizemos que B € ma-
ximal mondtono se nao estiver propriamente contido em qualquer outro conjunto
mondtono. De forma explicita, B ¢ maximal mondtono se, e somente se, B €

mondtono e, se (x,y) € X x X* for tal que
(y—B&z—&)x-x 20, V¢ e D(B)
(ou mais precisamente, (y —n,x — &) x+=x >0, V (§,n) € B),

entao y € Bzx.

Definicao 1.11 (Definicio 1.3(i), p. 34, [5]) Seja B um operador univoco definido
de X em X* tal que D(B) = X. Diremos que B é hemicontinuo em X se w —

lim; .o B(u + tv) = Bu, Y u,v € X.
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Definigao 1.12 Seja B um operador univoco definido de X em X* tal que D(B) =

(B“mun>x*,x

X. Diremos que B : X — X* € coercivo se lim,_, 1 Tanllx
n

= 400, sempre

que limy, ¢ o [Jup || x = +00.

Teorema 1.13 (Teorema 1.3, p. 40, [5]) Se X € um espago de Banach reflezivo e
B € um operador mondtono, definido em toda parte e hemicontinuo de X em X,

entdo B é mazimal mondtono. Se em adigdo B for coercivo, entdo R(B) = X*.

Se o operador A estiver definido de X em P(X), a condi¢do de monotoni-
cidade é expressa por meio do operador dualidade F' da seguinte forma: para cada

x1,x2 € D(A) e para todo y1 € Axy,ys € Axa,

(y1 —y2, f)x,x= >0,

para algum f € F(x1 — x2). Neste caso dizemos que o operador é acretivo e —A é
dissipativo. Em espacos de Hilbert as nogoes de operadores mondtonos e acretivos
confundem-se. Para detalhes sobre operadores monétonos em espago de Banach e

operadores acretivos, veja [5].

1.2.2 Nogao de Operador Maximal Moné6tono

O conjunto dos operadores monétonos de H é ordenado pela inclusao dos graficos,

e isto justifica a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.14 O operador mondtono A de H é maximal mondtono se ele nao estd

propriamente contido em qualquer outro operador mondtono de H.

Explicitemos esta definicao: A é maximal mondtono se e somente se A é

mondétono e, se (z,y) € H x H for tal que

para todo £ € D(A) (ou mais precisamente, (y —n,z —&) > 0, para todo (£,n) € A),

entdo y € Ax.
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A préxima proposicao nos dé algumas caracterizacoes de operadores maxi-

mais mondtonos:

Proposicao 1.15 Seja A um operador de H. As sequintes propriedades sdGo equi-

valentes:
(i) A € maximal mondtono;
(i1) A € mondtono e R(I +A) =H;
(iii) Para todo A >0, (I + AA)~! é uma contracio definida sobre todo H.

Exemplo 1.16 Seja ¢ uma fungao convexa, propria sobre H. Se ¢ é semicontinua

inferiormente (s.c.i.), entdo Op € mazimal mondtono e D(Op) C D(p) C D(p) =

D(0y).

1.2.3 Problemas de Evolugao Associados a Operadores Mondtonos
- . - du
Resolugao da inclusao I + Au 3 0, u(0) = ug

Seja H um espaco de Hilbert e seja A um operador maximal mondétono em H.

Considere o problema de valor inicial (p.v.i.):

dﬁ%—AuB 0
(P) dt
u(0) ==z

onde x € D(A) e A C H x H é possivelmente multivoco.
Seja T' > 0. Dizemos que uma aplicagao u : [0,7] — H é uma solugao do

p.v.i. (P) se u satisfaz as seguintes condigoes:
1. we C([0,T); H) e u(0) = z.
2. u é Lipschitz continua em [0, 7.

d
3. a inclusdo di: + Au > 0 é satisfeita gtp em [0,7T], (ou seja, existe n tal que

du

7 +n=0).

n(t) € Au(t) qtp e
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Observagao 1.17 Em qualquer espago de Banach reflezivo (em particular, em qual-
quer espago de Hilbert), a condi¢ao (2) implica que u € absolutamente continua e
portanto diferencidvel gtp. Além disso, u € a integral de sua derivada e isto garante

du
a existéncia de T qtp em [0,T], [5].
Passaremos agora aos principais resultados:

Proposicao 1.18 Seja A um operador mondtono. Entdo o p.v.i.

dﬁ—l—AuBO
(P) dt
u(0) ==

tem no mdzrimo uma solucdo.

Teorema 1.19 Seja A um operador mazximal mondtono. Dado T > 0, para cada

x € D(A) o p.v.i.

dﬁ%—AuB 0
(P) dt
u(0) ==z

tem uma solugao em [0,T].

O Semigrupo gerado por um conjunto maximal monétono em um espacgo

de Hilbert

Definigao 1.20 Seja C um subconjunto fechado de H. Um semigrupo de contracdes

em C é uma fungao S : [0,00) x C' — C a qual satisfaz:

(i) S(t+ s)x = S(t)S(s)z, para todo x € C' e para todo t,s > 0;

(i) S(0)x = x, para todo x € C;

(111) Para todo x € C, S(t)x € continua em t > 0;

(w) | St)x — Sty || <|| z—y ||, para todo t > 0 e para todo x,y € C.
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Seja A maximal monétono e z € D(A). Pelo Teorema 1.19 existe uma

solugao u € C([0,T]; H) para o p.v.i.

d£+Au90
(P) dt
u(0) =z

Podemos definir uma familia de aplicagoes em D(A) da seguinte forma:

para todo t > 0 onde u(t) é solucao do p.v.i. (P).
A unicidade da solugao do p.v.i. (P) garante a propriedade de semigrupo.
De fato, se u é a solu¢do que comegou em ug € U é a solugdo que comegou em u(s),

entdo pela unicidade de solugdo temos que u(t + s) = u(t), pois

[ u(t+s) —u(@) | <[ u(s) =a(0) [[= 0

ou seja,

u(t+ s,x,u0) = ult,x,uo) = u(t,z,u(s)) = u(t, z,u(s,x,up))

e em notacao de semigrupo: S(t + s)ug = S(¢)S(s)up.
A continuidade do semigrupo é bastante simples de ser verificada. Além

disso temos que o semigrupo é de contracées. Com efeito,

IS@z =SBy || =l ut) —o@) [ <[ z—-yll

onde u e v sao solucoes de

du dv

1A 0 — +Av30
dt+ u S . dt+ ()
u(0) = @ 0(0) =y

respectivamente.

Logo {S(t);t > 0} forma um semigrupo de contracoes em D(A). Vamos

estender o semigrupo por continuidade a todo o fecho do dominio de A, D(A).

Assim, se x € D(A)\D(A), entao existe uma seqiiéncia {x,} de elementos

em D(A) tal que A, 2
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Definimos,

S(t)xr = lim S(t)zp.

n—oo
Este limite certamente existe, desde que {S(t)x,} forma uma seqiién-
cia de Cauchy:

| SE)zn — SE)wm | < || 20 — 2 ||

que é de Cauchy, pois x,, converge.

Note que quando estendido & D(A), o semigrupo é ainda continuo em ¢, e

¢ ainda um semigrupo de contragoes. De fato, se =, — = e y, — y, entao

I1'S®)zn = SEyn | <l 2 — yn |

o que implica em

1S®z =SBy [ <[lz—yl

e portanto é contragao.
Agora, observe que x, — z implica em S(t)z, — S(t)z uniformemente,
pois

IS®)zn = SE)a || < 2n —2 =0

quando n — oo.

Logo dado = € D(A)\D(A), x,, — x, tg > 0 fixo e € > 0, sejam m € IN tal

que

IStz = St)wm || <

(UG

em algum intervalo de tempo [0, T suficientemente grande e ¢t € [0, 7] tal que

| S(t)zm — S(to)zm || <

Wl

entao

I'S(t)z — S(to) ||

IA

IS(t)z = St)am |

+ 1 S®zm = S(to)em | + [ Sto)zm — S(to)z |

IN
|
+
|
4
|
I
™
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Portanto o semigrupo estendido & D(A) é continuo em t.

Concluimos assim que para todo conjunto maximal monétono A, em um
espaco de Hilbert H, existe um semigrupo {S(t);t > 0} de contragoes definido em
D(A).

Dizemos que o semigrupo {S(t);t > 0} é gerado por A. E interessante
lembrar que D(A) é um convexo fechado em H.

No caso em que o operador A é a subdiferencial de uma fungdo convexa,

prépria e s.c.i., o semigrupo gerado por A exerce um efeito regularizante sobre o

dado inicial:

Teorema 1.21 (Teorema 3.2, p. 57, [7]) Seja ¢ uma fungdo convexa prépria e s.c.i.

em H e seja S(t) o semigrupo gerado por Oy em D(0y). Entdo para todo ug € D(0p)

e todot >0, S(t)up € D(0p), et — S(t)uy € Lipschitz em [0, +00), V § > 0.

Semigrupos Compactos

Uma classe especial de semigrupos que aparece frequentemente em aplicagoes é a
de semigrupos compactos, isto é, a classe de todos os semigrupos {S(t); S(t) : C —
C,t > 0} contendo apenas operadores compactos nao expansivos para cada t > 0, e

onde C' é um subconjunto nao vazio em um espaco de Banach real X.

Definigao 1.22 Um operador T : C C X — X € compacto se ele é continuo e leva

subconjuntos limitados de C' em subconjuntos relativamente compactos em X.

Definicao 1.23 Um semigrupo {S(t); S(t) : C — C,t > 0} de aplicagoes ndo ex-

pansivas em C C X é compacto se para cada t > 0, S(t) é um operador compacto.

Definicao 1.24 Um semigrupo {S(t); S(t) : C — C,t > 0} de aplicagoes ndo ex-
pansivas em C C X € equicontinuo se para cada subconjunto limitado M em C, a

familia de fungoes {S(-)xz;x € M} € equicontinua em cada t > 0.
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d
Resolucao da inclusao ditl + Au > f, u(0) = uy

Definicao 1.25 Seja A um operador de H e f € LY(0,T; H). Chamamos de solugdo

forte da inclusdo %+Au > f a toda fungdo u € C([0,T]; H) absolutamente continua
d

sobre todo compacto de (0,T) tal que u(t) € D(A) e £u(t) + Au(t) > f(t) qtp em

(0,7).

d
Definicao 1.26 Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugao fraca da inclusao diz—i-Au >
[ se existem seqiiéncias f, € LY(0,T;H) e u, € C([0,T]; H) tais que u, € solugdo

forte da inclusdo

e fon— f em LY0,T; H) e u, — u uniformemente em [0, T).

Teorema 1.27 Seja A um operador mazimal mondtono em H. Para toda f €

LY(0,T; H) e todo ug € D(A), existe uma solugdo fraca unica, u, da inclusdo dife-

d
rencial di: + Au > f tal que u(0) = ug.

Corolario 1.28 Seja A um operador mazximal mondtono em H e w e v as solugoes

em [0,T] de
du dv
T + Au>s f . I +Av>yg

respectivamente. Entao:
¢
[ u) — o) | <[l uls) —v(s) | +/ | f(r) —g(7) [l dr
S
para todo 0 < s <t < T.

A proposicao a seguir é extremamente importante na demonstragao de um

resultado de existéncia, que aparecerd mais adiante.

Proposicao 1.29 (Proposicao 3.6, p. 70, [7]) Sejam A um operador mazimal mo-

nétono, u € C([0,T];H) e f € L'(0,T;H). Entio u € solugio fraca da equagdo
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du
I + Au 3 f se e somente se u verifica

3 00— 1< 5w = |2 + [ (70) = y.utr) —a)ar

para todo x € D(A) ey € Az e para todo 0 < s <t <T.

O préximo resultado serd importante para garantirmos que sob certas

condigoes as solucoes fracas sao de fato solucoes fortes.

Teorema 1.30 (Teorema 3.6, p. 72, [7]) Seja ¢ convexa prépria e s.c.i. em H
tal que min{p(u);u € H} = 0, e seja f € L?(0,T; H). Entdo toda solugdo fraca da
equacao CC%‘ + 0p(u) > f, € uma solugao forte. Além disso a funcgdo t — p(u(t))
pertence a L1(0,T; H) e é absolutamente continua sobre todo intervalo [6,T], ¥V § €
(0,T) com %\2 + %gp(u) = <f,%> q.t.p. em (0,7). Se u(0) € D(p) entdo % €

L2(0,T; H) e a fungio t — @(u(t)) é absolutamente continua sobre [0, T).

1.3 O Teorema de Baras

Nosso objetivo nesta se¢ao é enunciar um resultado de compacidade devido a Baras
o qual serd essencial para um resultado de existéncia.

O Teorema de Baras refere-se as propriedades de compacidade do conjunto
de solucoes de uma familia de equactes diferenciais. Naturalmente, assim como
outros importantes resultados de compacidade existentes na literatura, este também
se apdia no classico Teorema de Ascoli-Arzela.

Considere (Pf) o seguinte problema de valor inicial:

f
du? +Auf > f
(Pr)q @
uf (0) = up

onde A é maximal monétono em um espaco de Hilbert H, f € LY(0,T;H) e ug €
D(A). Fazendo f variar em um conjunto K C L'(0,T; H) obtemos uma familia de

problemas e portanto uma familia de solugoes.
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Estamos interessados em estabelecer condi¢oes para que o conjunto {uf i f €

K} possua alguma propriedade de compacidade.

Defini¢ao 1.31 Um subconjunto K em L'([a,b]; X) é uniformemente integrdvel se,

dado € > 0, existe § > 0 tal que

/ | £ Il di < e
E

para cada subconjunto mensurdvel E em [a,b] cuja medida de Lebesgue é menor que

d(€), e uniformemente para f € K.

Observacao 1.32 Como [a,b] é compacto, seque facilmente que cada subconjunto

uniformemente integrdvel em L'([a,b]; X) € limitado na norma de L'([a,b]; X).

Teorema 1.33 Seja A: D(A) C H — P(H) um operador maximal mondtono, seja
ug um elemento fizo em W, e seja K um subconjunto uniformemente integrdvel
em L'([0,T]; H). Sejam u! solugdo de (Pf) em [0,T] e M(K) = {uf; f € K}. Se
para cada t € [0,T], o conjunto M(K)(t) = {uf(t);uf € M(K)} € relativamente

compacto em H, entdo o conjunto M (K) € relativamente compacto em C([0,T); H).

Lema 1.34 Seja A : D(A) C H — P(H) um operador maximal mondtono, seja

{S(t);S(t) : D(A) — D(A),t > 0} o semigrupo gerado por A em D(A), e sejam
f € LY[0,T]; H), ug € D(A) e u a nica solugdo de (Pf) em [0,T) correspondente
a f e awug. Entdo para cada t € (0,T), s € [0,T) e h > 0 comt —h € [0,T],

s+ h € [0,T], temos

I'S(h)u(t = h) —u(t) || < /t_h I f(s) [I ds

s+h
I'S(h)u(s) —u(s +h) || < / I f(s) | ds.

Teorema 1.35 (Baras) Se A : D(A) C H — P(H) é um operador mazimal mo-
ndtono, A gera um semigrupo compacto, ug € um elemento firo em D(A), e K € um

subconjunto uniformemente integravel em L'([0,T]; H), entdo o conjunto M(K) =

{ul; f € K} ¢ relativamente compacto em C([0,T]; H).



29
1.4 Operadores Multivocos

Para as demonstragoes dos resultados desta secao sugerimos ao leitor, como um
excelente texto, a dissertagao [34].

Seja X um espacgo de Banach real, e seja M um subconjunto Lebesgue
mensuravel em IR?, onde g > 1.

Consideraremos apenas dois casos especificos, quando M ¢é um intervalo
nao vazio em IR, ou M = I x Q, onde I é um intervalo nao vazio em IR e 2 é um

subconjunto Lebesgue mensuravel, limitado e néo vazio em IRY™!, ¢ > 2.

Definicao 1.36 A aplicacao G : M — P(X) € chamada mensurdvel se para cada

subconjunto fechado C' em X o conjunto
GHC) ={y e M;G(y) N C # 0}
€ Lebesgue mensurdvel.

Se GG é univoco a definicao acima é equivalente a defini¢ao usual de funcao

mensuravel.

Definicao 1.37 Uma funcao g : M — X ¢ uma selecdo da aplicacdo multivoca

G: M — P(X), segly) € G(y), paray € M, gtp. Denotamos por

SelG ={f;f: M — X, fé selecio mensurdvel de G}.

Teorema 1.38 Se X ¢ separdvel e G : M — P(X) é uma aplicagio mensurdvel

com valores nao vazios e fechados, entao G tem pelo menos uma selecdo mensurdvel.
No que segue U denota um espago topolégico.

Definig¢ao 1.39 Uma aplicagio G : U — P(X) € semicontinua superiormente (fra-

camente semicontinua superiormente) em u € U, se

(i) G(u)é nao vazio, limitado, fechado e convexo.
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(ii) Para cada subconjunto D aberto (fracamente aberto) em X com G(u) C D,

existe uma vizinhanc¢a V' de u, tal que G(v) C D, para cada v € V.

Se G € semicontinua superiormente (fracamente semicontinua superiormente) em
cada v € U, entdo ela é semicontinua superiormente (fracamente semicontinua su-

periormente) em U.

Observagao 1.40 E evidente que cada aplicacdo semicontinua superiormente G :
U — P(X) € fracamente semicontinua superiormente , uma vez que cada aberto
da topologia fraca é aberto na topologia forte. Porém, o contrdrio ndo € verdade, a

menos que X seja de dimensdo finita.

Observagao 1.41 Se G € univoca, entdao ela é semicontinua superiormente (fraca-
mente semicontinua superiormente) em u se e somente se ela é continua (fracamente

continua) em u no sentido usual.

Lema 1.42 Considere a aplicagio G : U — P(X) e suponha que para cada u € U,
G(u) € nao vazio, limitado, fechado e convexo. As seguintes condigdes sio equiva-

lentes:

(i) G:U — P(X) é semicontinua superiormente (fracamente semicontinua supe-

riormente) em U;

(ii) Para cada aberto (fracamente aberto) D em X, o conjunto
G YD) ={veU;Gw) c D}
€ aberto em U;

(i1i) Para cada fechado (fracamente fechado) C em X, o conjunto
GHC)={uecU;Gu)NC + 0}

é fechado em U.
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Lema 1.43 Sejam X e Y dois espagos de Banach reais, seja g : M — Y uma
fungdo mensurdvel e G :' Y — P(X) uma aplicagio semicontinua superiormente.
Entao

Gog: M — P(X)

é mensuravel.

Teorema 1.44 Seja M um subconjunto ndo vazio, limitado e Lebesgue mensurdvel
em IRP, p > 1, U um espago topoldgico, e X um espago de Banach real. Se E : U —
P(X) € fracamente semicontinua superiormente, u, : M — U, e f, € SelE(uy,) para

n € IN, sdo seqiiéncias satisfazendo

fn—f em Ll(M;X)

un(y) — uly)  qtp em M,

entao f € SelE(u).

Observagao 1.45 Como cada aplicacdo semicontinua superiormente € fracamente
semicontinua superiormente, a conclusao do Teorema permanece inalterada se as-

sumirmos que E € semicontinua superiormente.

Na demonstragao do teorema de existéncia nés usaremos o seguinte Teo-
rema do Ponto Fixo, o qual é uma variagao de um Teorema devido a Arino, Gauthier

e Penot, [2], [18], [39].

Teorema 1.46 (Teorema do Ponto Fixo) Seja K um subconjunto nao vazio
fracamente compacto em um espago de Banach real X e seja E : K — P(K) tal
que para cada u € K, E(u) € fechado e convexo. Se o grdfico de E € fracamente X
fracamente sequencialmente fechado, entdo E tem pelo menos um ponto fizo, isto €,

existe pelo menos um elemento u € K tal que u € E(u).



Capitulo 2

O Operador p-Laplaciano
Perturbado com Condicao de

Fronteira Neumann Homogénea

2.1 Uma Teoria Preliminar

Consideremos os seguintes problemas

du
= () + A (u(t)) =0, >0 (2.1)
u(O) =ug € H,
¢ du
=0+ An(u(t)) = F(u(t), t>0 (2.2)
u(0) = ug € H,

onde Ay é um operador maximal mondétono num espaco de Hilbert H e F': H — H
uma aplicagao globalmente Lipschitz.

Consideremos as seguintes condigoes:
(H —14) : (i) Seja H um espago de Hilbert e V um espaco de Banach reflexivo
tal que V' C H C V*com inclusoes continuas e densas e com V* denotando o dual
topologico de V.

(73) Seja A : V. — V* (definido em todo V) um operador nao-linear, mondtono,
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coercivo e hemicontinuo.
(H — 15) : Existem constantes wi,wy > 0, ¢; € IR e p > 2 tais que para cada v € V

as seguintes duas condigOes ocorrem:
<AU, U>V*,V 2 U]1H’UH€/ + C1 (23)

1Av]lve < wa (1 + [Jolf). (2.4)

Sob estas hipdteses o operador Ap, a realizagao de A em H dada por

D(Ag)={veV; Ave H}
(2.5)
Ap(v) = Av, se v € D(Ag),

¢ um operador maximal monétono em H (veja [9] e [33] e exemplo 2.3.7 do livro

[7]). Temos

Lema 2.1 (Lema 1, p. 696, [12]) Se (H - 14) e (H - 15) valem, entdo o dominio

D(Ap) € denso em H, isto é, D(Ap) = H.

Assim, considere o semigrupo continuo de operadores nao-lineares {S(t) :

H — H}i>0, gerado por Ap.

Definicao 2.2 Uma fung¢ao u € C([0,T); H) € uma solugdo forte para (2.2) se
u € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,T), u(t) €
D(Ag)t—q.t.p.em (0,T), e

%(t) + A(u(t)) = F(u(t)), t—q.t.p. em (0,T).

Uma fungao v € C([0,T); H) é chamada uma solugdo fraca para (2.2) se existe uma

seqiiéncia {uy} de solugoes fortes convergindo para u em C([0,T]; H).

Proposigao 2.3 (Proposicao 1, p. 695, [12]) Se (H - 14) vale, entao a equagdo

(2.2) define um semigrupo de operadores nao-lineares {T'(t) : D(Ag) — D(Am),t >

0}, onde para cada ug € D(Ag), t — T(t)ug € a solugao fraca global de (2.2)
iniciando em ug. Este semigrupo € tal que RT x D(Ag) > (t,ug) — T(t)up € D(Ag)

¢ uma aplicacdo continua. Adicionalmente, se ug € D(Apy) entio u’ (-) = T(-)ug €

uma solugao forte Lipschitz continua de (2.2).



34

O lema a seguir mostra que é suficiente checar a compacidade do semigrupo
{S(t)}+>0 gerado por Ap, e o semigrupo {7'(t)}+>0 associado ao problema (2.2),
considerando dados iniciais ug em subconjuntos densos do espaco de fase H, em

particular em D(Ap).

Lema 2.4 (Lema 2, p. 697, [12]) Seja K uma aplicagao continua em um espago
métrico X. Seja W um subconjunto denso de X. Sao equivalentes:
1. Para cada bola aberta Bx(r) a imagem K(Bx(r) N W) € precompacto em X;

2. Para cada subconjunto limitado B de X, a imagem K(B) é precompacta em X.

Teorema 2.5 (Teorema 2.6, p. 140-141, [5]) Suponhamos que valem (H — 14) e

(H—15). Seug € H e f € LV (0,T,V*), onde %—i— ﬁ = 1, entdo ewiste uma unica

fungdo u(t) a qual toma valores em V*, que € absolutamente continua em [0,T] e

satisfaz
we C([0,T); H) N LP(0,T; V), % e LY (0,T;V*) (2.6)
%(t) + Au(t) = f(t), t-qgtp em (0,T) (2.7)
u(0) = wo.

Em particular, este resultado vale para f =0 € Lp/(O,T; V).

Teorema 2.6 (/30], p. 57-58) Suponhamos que a inclusao V. C H é compacta.
Considerando o conjunto W = {v;v € LP°(0,T;V),v' = % € LP(0,T,V*)}, com
T finito e 1 < po,p1 < +00, munido com a norma ||v| e r:v) + [V [|r10.1,v+),

temos que W € um espago de Banach, W C LP°(0,T; H) com inclusdo compacta.

O préximo teorema nos da estimativas para ||u|| gy o,7,v) € || % ||Lp/(0 T,V €

garante, sob certas condicoes, a compacidade do semigrupo gerado por Ay.

Teorema 2.7 Se as hipdteses (H —14) e (H — 15) sao satisfeitas, entao para qual-

quer ug € D(Ap) e todo T > 0 tem-se:

T
/O ()15 ds < Cx(luoll, T) (2.8)
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T du o
|15 I ds < Caluoln. 7). (29)

onde C1 e Co sao funcdes localmente limitadas e u € solucdo do problema homogéneo
(2.1). Além disso, se a inclusio V- C H € compacta, entdo S(t) : H — H € uma

aplicagcao compacta, para cada t > 0.

Demonstragao: Seja ug € D(Ag) e T > 0. Pelos Teorema 1.19 e Proposicao

1.18 temos que existe uma tunica solu¢ao v € C([0,T]; H) de (2.1). Aplicando o

Teorema 2.5 com f = 0 € L¥ (0,T,V*) obtemos que u € C([0,T]; H) N LP(0,T;V)
du

e g € LP'(0,T;V*). Sendo u solucdo de (2.1), temos que a equacio é satisfeita t-

qtp em [0, 7. Usando (H — 15) obtemos que
5wl = —{Au®), ut)v-y < —wilfu@®)]f, — .
Integrando sobre (0,7") encontramos:
T
lu(®)1IF + 21U1/ lu(@®)Idt < |luollF; + 2, c2 = —2ea T,
0

Isto mostra que (2.8) é satisfeito.

Temos que %(t) = —Au(t), t- qtp em [0, 7T]. Logo por (2.4)

1@ r. = || - Au@®)|F. = [|Au(t)]

P
dt %

IN

[ (1 + JJu(®)[F )

20wt (1 4 u(t)[|& 7]

IN

cs(1 + [[u@®)|[7,)-
Integrando sobre (0,7") e usando (2.8), obtemos (2.9).

Suponhamos agora que a inclusao V' C H é compacta. Seja t > 0.
Mostremos que S(t) : H — H é uma aplicacdo compacta. De acordo com o
Lema 2.4, é suficiente considerar subconjuntos limitados de H tendo a forma B =
By (r) N D(Ay). Consideremos os conjuntos B = {S(.)ug,up € B} ¢ C([0,T); H) e
W ={velLP0,T;V); &£ e LY (0,T,V*)} (com p > 2 como em (H — 15)) com W

munido com a norma ||v|lw = [|vl o0, + || I 1o (0,7,v+)- Como uma conseqiéncia
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de (2.8) e (2.9) o conjunto B é limitado na norma de W. O Teorema 2.5 garante que
BcW. Logo pelo Teorema 2.6, temos que Bé precompacto em LP(0,T; H).
Tome uma seqiiéncia qualquer {u, } € B e considere a seqiiéncia {S(.)u,} C

B. Logo existe uma subseqiiéncia {S(.)un, } de {S()un} e vg € LP(0,T; H) tal que
T 1/p
(/ 1S (s)un, — v0(5)||€1d5> — 0 quando k — 4o0. (2.10)
0
Entao a seqiiéncia {||S(.)un, —vo(.)|| g} de fungdes reais ||S(.)un, —vo(.)||z : (0,T) —
IR converge a zero em LP(0,T;1R) e, em particular, existe uma subseqiiéncia
{I1S()un,, —vo()llm} tal que

1S ()uny, —vo()|[z — 0 qtp em (0,T). (2.11)

Agora, usando (2.11), temos que para qualquer t > 0 exite 7 € (0,t) tal que

S(7)tn,, — vo(7) em H. Portanto,
S(t)un,, =St = 7)S(T)tn,, — St — T)vo(7) em H,

o que prova que a seqiiéncia {S(t)u,} tem uma subseqiiéncia convergente em H.
Portanto, S(t)B é precompacto, e portanto S(t) : H — H é uma aplicacao
compacta. |
Salientamos que embora tenhamos obtado por fazer a demonstracao para
o caso homogéneo, este ultimo resultado ja foi estabelecido em [12] para uma F
globalmente Lipschitz geral, mais precisamente, segue dos Lemas 3 e 4 p. 697- 698

em [12] o seguinte resultado:

Teorema 2.8 Se as hipéteses (H — 14) e (H — 15) sao satisfeitas e p > 2, entao

para qualquer ug € D(Ap) e todo T > 0 tem-se:

T
/0 lu(s)I[%ds < Cx(luoll s, T) (2.12)

T du o
1= ($)llvds < Ca[luollar, T), (2.13)
0
onde C1 e Cy sdo fungées localmente limitadas e u € solugdo do problema (2.2).
Além disso, se a inclusao V- C H € compacta, entio T(t) : H — H é uma aplica¢ao

compacta, para cada t > 0.
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Além disso, temos

Lema 2.9 (Lema 5, p. 700, [12]) Considere que (H — 14), (2.3) sejam satisfeitos.
Se p > 2, entao o semigrupo {T(t)}+>0 associado ao problema (2.2) é B-dissipativo

em D(Ag).

Teorema 2.10 (Teorema 1, p. 700, [12]) Suponhamos que (H — 14), (2.3) valem
ep > 2. Se (2.12) e (2.13) sdo satisfeitas para algum T > 0 e a inclusio V. C H
¢ compacta, entdo o semigrupo {T'(t)}+>0 associado ao problema (2.2) possui um

B-atrator global maximal compacto invariante em D(Af).
Assim, usando os trés resultados acima podemos concluir

Teorema 2.11 Se as hipdteses (H — 14) e (H — 15) sao satisfeitas, p > 2 € a
inclusao V. C H é compacta, entao o semigrupo {T(t)}+>0 associado ao problema

(2.2) possui um B-atrator global mazimal compacto invariante em H = D(Ap).

2.2 O Operador p-Laplaciano Perturbado com Condi-

cao de Fronteira Neumann Homogénea

Consideremos Q@ ¢ RN, N > 1, um aberto (de classe C1), conexo, limitado, com
fronteira 0Q suave, e sejam H = L?(Q,R) e V = W'P(Q,IR), 2 < p < +oo0 fixo
qualquer . Entao H é um espago de Hilbert real e V' é um espago de Banach real
reflexivo.

Sabemos pelo Teorema de Rellich-Kondrachov que W1P(Q,IR)est4 com-
pactamente contido em LP(Q,IR), Vp > 1. Mas LP(Q,IR) — L?(Q,R), ¥V p > 2.
Logo W1P(Q,R) cC L?*(Q,R), Vp > 2.

Temos também que a inclusdo V' C H é densa, pois H = L?*(Q,R) =
Wol’p(Q,]R)H C WH cH" = H, logo v =m

Visto que V' C H, considerando o operador restricao temos que H* C V*.

Pelo Teorema de representacao de Riez, H = H*. Logo temos V C H C V*, com
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inclusoes continuas e densas.

Portanto, a condigao (i) de (H — 14) estd verificada.

Passemos agora a definicdo do nosso operador definido em V. Seja {D*} C
L®(Q,R), DMz) > § > 0 z—qtp em  para cada A € [0,\o] e D* converge
para D? em L*(Q,IR) quando A\ — 0. Logo existe uma constante M > 0 tal que
DMl oo () < M, ¥ A € [0, Ag]. Consideremos, para cada A € [0, Ao], o operador AD*

que a cada elemento u € V = WHP(Q, IR) associa o elemento de V*,
APV SR
dado por
AP () = /Q D@ [ Vu(@) P2V u(z) Vo(z)dz + /Q () [P~ 2o () dv.
APy estd bem definido, pois para cada v € V temos
AP u(w) < M| Va7 Vo llp + w57 vl < oo

visto que |Vul, |Vv|,u,v € LP(Q).

Mostremos agora, que se u € V, entao APy € V*. De fato, como APy
estd bem definido, para cada u, entio resta mostrar que AP *u é linear e limitado. A
linearidade segue diretamente da definicao de AP *u e das propriedades da integral.

APy 6 limitado, pois

DX —
| A7 wfly-<Clu

Tt < +00, C = C(N,p, M) > 0.

Lema 2.12 O operador AP .V — V* ¢ monétono.

Demonstracao: Usando a desigualdade de Tartar temos que para todo u,v € V:
D> D> D> D>
(A u—A""vu—v)yy~y = (A7 u,u—v)y+y — (A" v,u —v)y=-y
> om / |Vu — VolPdz + ’}’2/ |u — v|Pdx
Q Q
= m | Vu=Volp+rllu—v]z= 0,

Y1 =7(p,N) >0, 2 =(p,N) > 0.

A, ,
Portanto AP" é mondétono. [ |
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Lema 2.13 O operador AP LV — V* € coercivo.

Demonstragao: Se u €V,

A
(AP, u)ys v

Y

O Vullp + Il

N
SN IR+

> Cllulf, C=CW,8 >0,

v

Logo, se {u;} C V for tal que lim;_ || u; ||v= 400, entdo

lim.s C |y Hp—l_ <AD)\uj’uj>V*,V > C | u Hp—l Portant

M 400 . uj |y, =+ooe llujllv = u; ||y, . Portanto
D

j—+oo | ug llv

Lema 2.14 O operador AP .V — V* ¢ hemicontinuo.

Demonstracio: Queremos mostrar que w — limy_, AP (u + tv) = APy, para
quaisquer u,v € V. Como V = WP(Q,R) (p > 2) é reflexivo (V = V**), precisamos

mostrar que

A

<ADA (u+tv), vy — <AD u,p)v=y quandot — 0, Vo € V.

De fato, sejam u,v, € V et € (—1,1). Temos

(AP (u+ 1), Q) v = (AP, @)y | =

= | [ D*(@)|V(u+ t0) P72V (u+ tv)Vdz + [ |u+ to[P~2(u + tv)pda

— Jo DM@)|VulP~2VuVeds — [, [ulP~?updz|

< DM ey Jo | V(a4 )72V (u + 1) = [Vulr~2Vu] [Vilda

+ Jo | lu+ toP~2(u+ tv) — [ulP~2u| |¢|dz — 0, quando t — 0,

pois ¢,(¢) = [(|P72¢, ¢ € R, é continua e V(u + tv) = Vu + tVv — Vu quando
t— 0.

Portanto, O operador AP * 1V — V* ¢ hemicontinuo. |

Observagao 2.15 Usando o Teorema 1.13 concluimos que o operador AP v
v, D(ADA) =V, € mazimal mondtono e R(ADA) = Imagem(ADA) = ADA(V) =

V=
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Concluimos que a hipdtese (H — 14) é satisfeita.

Mostremos agora que a hipétese (H — 15) também é satisfeita: No Lema
2.13, mostramos que existe uma constante C' = C'(N, ) > 0 tal que para cadau € V
(AP, w)y+y > C || u |}, . Considerando w; = C e ¢; = 0, obtemos (2.3).
Quando mostramos que APy ¢ limitado, mostramos que existe uma constante we =

C(N,p, M) > 0 tal que para cada u € V,
A -1 -1
| AP (v <y || (57 < wa (]| w [ +1).

Portanto a hipétese (H — 15) é satisfeita.
Logo podemos concluir (por Browder-Minty) que o operador AL H , a reali-

zacao de AP * em H dada por

D(APYY ={veV; AP ve H
(Ax") =A } (2.14)

Agk(v) = APy, se v e D(AEIA),

é um operador maximal mondtono em H e D(Agk) =H = L*(Q).

Dai, pela teoria desenvolvida na secao 2.1, concluimos que o semigrupo
gerado pelo operador AgA : D(AgA) C H — H é compacto. Daqui em diante
denotaremos AgA : D(AEIA) C H — H por
AP (u) = —div(DMVulP~2Vu) + |ulP~2u.

Os semigrupos gerados por certas classes de operadores maximais mondto-
nos tem um efeito regularizante sobre os dados iniciais, isto é, S(t)ug € D(A) para
todo ug € M e todo t > 0, principalmente no caso onde A é a subdiferencial de
uma fun¢do convexa, propria e s.c.i. ( veja Teorema 1.21).

E possivel mostrar que o operador AE,A é do tipo subdiferencial. Considere
»P* L*(Q) - R U {+o0}
definido por

[/ DMa |Vupdx+/ |l dx] we whe(Q)

+00, caso contrario.
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Temos que P * ¢ maximal monétono em L? (Q), uma vez que P * ¢ uma
aplicac@o convexa, prépria e semicontinua inferiormente ( veja Exemplo 1.16).
Mostremos que —div(DVu[P~2Vu) + |u|P~2u = &P u. Como ambos sdo
maximais mondtonos basta mostrarmos apenas uma das inclusoes. Mostraremos
entdo que —div(DNVulP~2Vu) + [u[P~2u C 0P u :
Seja u € D(—div(DMNVulP~2Vu) + |ulP~2u) e
v = —div(D*|Vu[P~2Vu) + |ulP~2u, entdo para cada £ € V
(0.6 —u) = (AP uE—u)
= /QD)‘($)|Vu(x)lp2Vu($)(V§(x) — Vu(z))dz
+ [ @)l 2 u(@)(@) - ula))da
_ /Q D ()| V() P2V u(2) Ve (z)de — /Q D ()| Vu(z) Pda

+/Q|u($)|p_2u(az)§(:ﬂ)d$—/ﬂ]u(x)pdz.

Logo

v, —u M) I Vul(z) Pda w(x)|Pdx =
(0,6 >+/QD<>rv<>rd +/Qr<>rd
= /D/\(x)|Vu(:r)|p_2Vu(:E)V£(:E)d:I:+/ \u(az)\p_2u(m)£(:n)dx
Q Q
A p—1 x)|dx w(2)PLeE () |de
< /QD<x>|Vu<x>| Ve ())d +/Q (@) P e ()|d

1 Mz uuvp:):1 Mz x)|Pdx
< o [ P@Nuerie+ [ D\@vew)a

s [ utopas+ L [ lepas
5| [ P@mu@pds + [l

D
| [ D@veras+ [ e
Logo,
(v,€ — u) + (1—;> UQ D)‘(:U)|Vu(:n)|pdaz+/9|u(m)|pdaz} <
< | [ p@iverda s [ lewpa).
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Logo,
(0,6 —u) + 9P (w) < PP (), VE € V = WIP(Q).

Agora note que se ¢ € L%(Q)\WP(Q) entdo Tk () = oo e o resultado
segue.
Logo,

(0,6 — u) + 9P (u) < PP (€)

para todo & € L?(€2), e portanto v € P (u).
Como AgA e Ol * s80 maximais monétonos segue que A?IA = oyP *. Como

queriamos demonstrar.



Capitulo 3

Atratores para Semigrupos
multivocos definidos por

Semifluxos Generalizados

Semifluxos Generalizados sdo uma abstracao de EDP’s para as quais pode haver mais
do que uma solucdo correspondente a um dado inicial. Segundo [3], a necessidade
para a teoria de tais semifluxos generalizados chega pelas seguintes razoes, podem
existir EDP’s que tem mais do que uma solucao ou pode ser o caso de nao se saber
que a solucao é unica. Problemas deste tipo sao usualmente chamados mal-postos.
Mesmo com a falta de unicidade é possivel obter a existéncia de atratores globais
para problemas diferenciais. Na verdade, propriedades de compacidade e dissipati-
vidade sao suficientes para provar a existéncia de um conjunto maximal compacto
invariante o qual atrai todos os conjuntos limitados. Existem varios autores lidando
com esta questdo, entre eles citamos Ball, [3], Melnik e Valero, [32], e Carvalho e
Gentile, [14]. Também citamos [10], onde pode ser encontrada uma boa descrigao
dos dois primeiros trabalhos citados e uma comparacao entre eles. De uma maneira
muito simplificada, poderiamos dizer que Melnik e Valero consideram operadores

multivocos atuando em dados iniciais ug do espago de fase X e chegando no conjunto
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de todos os possiveis estados em tempo t, T'(t)ug C X enquanto Ball olha as solugoes
como o bloco fundamental em suas consideragoes, como brevemente descreveremos
neste capitulo. As idéias no terceiro trabalho sdo conectadas com ambos os dois
primeiros, visto que lidam com semigrupos multivocos construidos por considerar
todas as possiveis solugoes comegando em dados iniciais. A principal distingao no
estudo do comportamento assintético em [14] é que o semigrupo multivoco considera-
do 14 possui uma propriedade de regularidade forte de modo que ele eventualmente se
torna um semigrupo. Parece ser dificil de lidar com esta condicao, mas na verdade
ela pode ser facilmente obtida, por métodos de comparacao, para uma classe de
problemas envolvendo operadores maximais monétonos com resolvente crescente e
para os quais a unicidade nao é uma questao trivial, [13].

Neste trabalho estaremos interessados em semigrupos multivocos 7'(¢) defi-
nidos por um semifluxo generalizado G, isto é, cada ponto ¢ € T'(t)z, z € X (X um
espaco métrico completo, ¢t € [0,00)) é tal que ( = ¢(t), onde ¢ é uma solugao em G
e ¢(0) = z. A maioria das defini¢oes da teoria de semigrupos pode ser estendida de
uma maneira muito natural para a estrutura multivoca, mas algumas delas aceitam
mais do que uma extensao. Este é o caso quando consideramos a existéncia de um
certo tempo 7 para o qual apds ele uma certa condicao precisa ser satisfeita, como
ocorre em conceitos de atracao, absorcao e dissipatividade ou propriedades even-
tuais. Na teoria de semigrupos, este tempo pode ser escolhido uniformemente em
conjuntos limitados ou néo, e estas sdo as tnicas duas possibilidades. Aqui, neste
contexto, podemos considerar a possibilidade em um tempo, apds alguma coisa acon-
tece, sendo uniforme em conjuntos limitados, uniforme em pontos ou ainda nao ser
uniforme em nenhum dos dois casos. Uniformidade nos pontos significa que dado
um ponto arbitrario z € X, existe um tempo 7 = 7(z) para o qual apds ele todas as
solugoes ¢ € G comecando em x satisfazem certa propriedade. Esta distingao gera
um novo grupo de defini¢cdes o qual nao faz sentido na teoria univoca e alguns destes

conceitos parecem jogar uma regra especial no contexto de semigrupos multivocos.
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Neste texto chamaremos de p-conceitos aqueles que sao definidos sem supor qualquer
uniformidade no tempo, isto é, adicionamos o prefixo ¢ com as palavras atragao,
dissipatividade, limitado, etc, para indicar que nao estamos supondo que o tempo
em tais definigOes seja uniformemente escolhido em qualquer sentido. Por exemplo,
dizemos que um conjunto A p—atrai um subconjunto M C X se dado € > 0, cada
solugao em G comegando num ponto em M, eventualmente entra numa ¢ vizinhanca
de A, O-(A), e permanece dentro dela. Um dos nossos principais resultados estab-
elece que, se um semifluxo generalizado G é p-assintéticamente compacto e possui
uma fun¢ao de Lyapunov, entao existe um p-atrator global fechado minimal N para
G e N coincide com o conjunto das solugoes estacionarias em G.

Este capitulo estd baseado no trabalho [36], e serd organizado como segue.
A sec¢@o 3.1 contém os principais resultados na literatura sobre existéncia de atratores
para problemas diferenciais sem unicidade e fornece a base de informagbes para
discusoes posteriores. Descrevemos todas as defini¢oes e teoremas relevantes de [3],
[32], [10] e [14], e também adicionamos algumas outras estendidas facilmente de [24]
e [29]. Na segao 3.2 obtemos algumas caracterizagoes do atrator, como é feito em
[29] para semigrupos, e provamos que, até mesmo no caso multivoco, o B-atrator glo-
bal maximal compacto invariante pode ser descrito em termos do conjunto instavel
dos equilibrios, se existir uma fungdo de Lyapunov para o sistema. Na secao 3.3

discutimos os (p-conceitos.

3.1 Semigrupos Multivocos - Uma Teoria para Proble-

mas Diferenciais sem Unicidade

Nesta secao introduzimos a estrutura abstrata geral para estudar atratores para
problemas diferenciais sem unicidade. A maioria dos resultados neste texto preli-
minar ja esta publicado em [3], [32], [10] ou [14], conforme indicaremos no inicio de

cada resultado conhecido. Introduzimos algumas defini¢Ges e resultados adicionais os
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quais sao facilmente estendidos da teoria classica de semigrupos, e usamos fortemente

[31] para dar suporte a nossa discussao.

3.1.1 Definicoes, Notacoes e Fatos Preliminares

Seja (X, d) um espago métrico completo e sejam P(X), B(X),C(X), K(X) e BC(X)
denotando respectivamente os subconjuntos nao-vazio, nao-vazio e limitado, nao-
vazio e fechado, ndo-vazio e compacto e nao-vazio limitado e fechado de X. Para

x€ X eA Be P(X), ee >0 definimos

d(q"a A) = infaGA{d(xv (I)},
diSt(Aa B) = SupaEA{d(a7 B)} = SUPgeA inbeB{d(a7 b)}7
dg(A,B) = max{dist(A, B), dist(B, A)};

O:(A) = {ze€ X;d(z,A) <e}.

Definicao 3.1 [3] Um semifluxo generalizado G em X ¢é uma familia de aplica-

¢oes ¢ : [0,00) — X satisfazendo as condigoes:
(H1) (Existéncia) Para cada z € X existe pelo menos um ¢ € G com p(0) = z.

(H2) (Translag¢io) Se p € G eT > 0, entdo o™ € G, sendo que ¢" (t) := p(t+71),Vt €

[0, 00).

(H3) (Concatenacao) Se v, € G, e ¥(0) = (t) para algum t > 0, entdo 0 € G,

sendo que

o(T) se 1€ 0,1
P(T — 1) se T € (t,00)
(H4) (Semicontinuidade superior com relagio aos dados iniciais) Se {p;}32, C G e
©;(0) — z, entdo existe uma subseqiiéncia {¢,} de {p;} e p € G com p(0) = z

tal que p,(t) — @(t) para cada t > 0.

Definicao 3.2 Dizemos que G € um semifluxo generalizado continuo se cada

v € G € uma aplicagao continua de [0,00) em X.
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Definicao 3.3 Um semigrupo multivoco {T'(t)}+>0 definido por G é uma fami-

lia de operadores multivocos T(t) : P(X) — P(X) tal que, para cada t > 0,

T(t)E = {¢(t); ¢ € G com ¢(0) € E}.
E bem conhecido que a familia {T'(t)};>o satisfaz

Proposicao 3.4 [10]

(a) {T'(t)}i>0 € um semigrupo em P(X), isto ¢, T(0) = Idpx) e T'(t+s) = T(t)T(s)
para todo t,s > 0;

(b) T'(t) é mondtono com rela¢ao a ordem parcial de inclusio de conjuntos, isto é,
E C F implica T(t)E C T(t)F para todo t > 0;

(c) T(t)x é compacto para cada x € X

(d) Se {Ky}n>1 € uma seqiiéncia de subconjuntos compactos de X tal que
dist(Kp, K) — 0 quando n — oo, entdo dist(T(t)K,,T(t)K) — 0 quando n — oo,
para cada t > 0; e

(e) T(t) : X — K(X) tem grdfico fechado para cada t > 0, e é uma aplicagao
semicontinua superiormente, isto é, para cada x € X e aberto N contendo T (t)z,

existe uma vizinhanga M de x tal T(t)M C N.

Observagao 3.5 Em todo este capitulo G denotard um Semifluxo Generalizado e

{T'(t)}+>0 denotard um semigrupo multivoco definido por G.

Definigao 3.6 A orbita positiva de p € G e E C X sao dadas por

Y () = {p(t);t > 0} erT(E) = U0 THE.

Se Tt >0,

Y (p) ={e(t);t > 7} e vH(E) = U, T(H)E.

Definicao 3.7 Dizemos que existe uma orbita completa através de © € X se

existe uma aplicacdo ¢ : R — X tal que, para qualquer s € 1R, ¢5!1R+ ege



48
¥(0) = x. Neste caso, a drbita completa de v é dada por

V(@) =1Imy ={y(t),t € R}.
Também dizemos que 1 € uma orbita completa através de .

Defini¢ao 3.8 Dizemos que uma orbita completa v : R — X € estaciondria se

Y(t) = z, para todo t € IR para algum z € X. Consideremos
Z(G) ={z € X; existe uma orbita completa ¢ tal que Y(t) =z Vt € R}.

Observagao 3.9 Observamos que z € Z(G) pode ser chamada uma solug¢ao esta-
ctondria em G visto que z € Z(G) se, e somente se, 3¢ € G tal que ¢(t) = z para
todo t > 0.

Quando estamos lidando com equagdes ou inclusdes diferenciais, também
temos que z € Z(G) se, e somente se, z € T(t)z para todo t > 0, portanto neste caso

podemos nos referir a z como um equilibrio de T(t).
Observagao 3.10 Segue de (Hy) que Z(G) € um conjunto fechado.

Definicao 3.11 Dizemos que um subconjunto A C X ¢é positivamente invari-
ante se T(t)A C A, Vt > 0, A € negativamente invariante se A C T(t)A,
Vit >0, A ¢éinvariante se T(t)A = A, YVt >0, e A é quasi-invariante se para

cada z € A existe uma drbita completa v através de z e Y(t) € A para todo t € R.
Observagao 3.12 Invariante = quasi-invariante = negativamente invariante.

Definicao 3.13 Se ¢ € G, @ € uma orbita completa e £ C X,

o w(p) ={z € X;0(tj) — 2,t; — +00};

o a(y) ={z € X;9(t;) = 2,t; — —oo};

© W(E) = Nz 2 (B);

ewp(F)={2z€X;3¢p; €G,{pj(0)} CE, {¢;(0)} € B(X), e existe

{t;} C R, t; — +o0 com p;j(t;) — z}.
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Observagao 3.14 w(p) =[5 ¥ ().

Observacao 3.15 [32] O conjunto w(E) consiste dos limites de todas as seqiiéncias
convergentes {&,}, onde &, € T(t,)E, t, — +0. wp(FE) C w(F) e wp(F) = w(FE)

se E ¢ limitado. Portanto denotamos wp(B) = w(B) se B € B(X).

Defini¢ao 3.16 Sejam A, E € P(X). Dizemos que A atrai E se para qualquer
e >0 existe T =7(e,E) > 0 tal que T(t)E C O (A) para todo t > T, ou equivalen-

temente, dist(T'(t)E, A) — 0 quando t — +o0.

Definicao 3.17
(a) O subconjunto A é um B-atrator global se ele atrai todos os subconjuntos
limitados de X.

(b) O subconjunto A é um atrator global de pontos se ele atrai todos os pontos

de X.

Definicao 3.18 O semifluxo generalizado G € eventualmente limitado se para

qualquer B € B(X) exite T = 7(B) > 0 tal que v} (B) € B(X).

Definicao 3.19

(a) G € limitado dissipativo ou B-dissipativo se existe um B-atrator global
limitado para G.

(b) G é ponto dissipativo se existe um atrator global de pontos limitado para G.
(c) Dizemos que G € p-dissipativo se existe um conjunto limitado By tal que, para

qualquer ¢ € G, p(t) € By para todo t suficientemente grande.

Observagao 3.20 Limitado dissipativo = ponto dissipativo = @-dissipativo.

(p-dissipatividade é chamada ponto dissipatividade em [3] ).

Definigao 3.21 G é compacto se, para qualquer seqiéncia {¢;} C G com {¢;(0)}
¢ limitado, existe wma subseqiéncia {¢;,} C {p;} tal que {p; (t)} € convergente

para cada t > 0.
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Definicao 3.22 G ¢ assintoticamente compacto se, para qualquer seqiiéncia
{pj} € G com {¢;(0)} € B(X), e para qualquer seqiéncia {t;}, t; — +o0, a
seqiiéncia {p;(t;)} possui uma subsegqiiéncia convergente; (Ou equivalentemente,
para qualquer B € B(X), cada seqiéncia {&,}, com &, € T(t,)B, Vn € IN, e

tn, — 400, contém uma subseqiiéncia convergente).

Definicao 3.23 G ¢ condicionalmente assintéticamente compacto se, para
qualquer B € B(X) tal que vj(B)(B) € B(X) para algum 7(B) > 0, cada seqiéncia
{&}, com &, € T(t,)B, Vn € N, e t, — +o0, contém uma subseqiiéncia con-
vergente. (Em [32], esta condi¢do é chamada assintoticamente semicompacto

superior, e em [4] de classe AK).

Lema 3.24 Seja G assintéticamente compacto. Se B € BC(X) € negativamente

invariante, entdo B € compacto.
A demonstracao do lema é trivial.

Proposigao 3.25 [3/
(a) Se G € assintdticamente compacto, entio G € eventualmente limitado.

(b) Se G € eventualmente limitado e compacto, entao G € assintéticamente compacto.

Proposigao 3.26 [10] G ¢ assintdticamente compacto se, e somente se, G € even-

tualmente limitado e condicionalmente assintdéticamente compacto.

3.1.2 Atratores para ¢

Nesta segao damos condigdes no semifluxo generalizado G para que w(B) atraia B
para todo B € B(X), e provamos que estas condi¢ées implicam que |J, .y w(z) é o
tinico atrator global de pontos fechado minimal e {Jge p(x) w(B) € o tinico B-atrator

global fechado minimal. Em ordem para fazer isto, o seguinte lema sera essencial.

Lema 3.27 Seja G um semifluzo generalizado e seja F € C(X). Se F atrai um

subconjunto A € P(X), entdo wp(A) C w(A) C F. Se w(A) atrai A, entdo ele serd
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o Unico congunto minimal fechado que atrai A. Também, para qualquer A € P(X) e

para qualquer T > 0, temos w(v (A)) = w(A).

Teorema 3.28 (i) Se F' C X ¢é um atrator global de pontos fechado, entdo
m C F. Em particular, se m é um atrator global de pontos, entdo
ele serd o unico atrator global de pontos fechado minimal M.

(ii) Se para cada v € X, w(x) atrai z, entao G possui o unico atrator global de

pontos fechado minimal M e M = Uzex w(z).

Teorema 3.29 (i) Se F' C X é um B-atrator global fechado, entdo
Upepx)w(B) C F, em particular, se Upepx)w(B) € um B-atrator global, entio
ele serd o unico B-attractor global fechado minimal M.

(ii) Se para cada B € B(X), w(B) atrai B, entao G possui o unico B-attractor global

fechado minimal M e

Lema 3.30 Seja G um semifluzo generalizado e K € K(X). Se K atrai A € P(X),
entdo cada seqiiéncia {&,}, com &, € T(tn)A ety — +00, contém uma subseqiiéncia

que converge para algum ponto de K.

Os quatro resultados acima podem ser provados usando os mesmos argu-
mentos dos resultados andlogos no caso inivoco (veja [31]). Somente observamos que
no contexto multivoco os conjuntos w-limites nao sao necessariamente positivamente
invariantes. A préxima proposigao segue o Lema 3.1.1 [24], e pode ser facilmente

provada usando os argumentos de Ball como estd feito no Lema 3.4 (i), [3].

Proposicao 3.31 Seja G um semifluzo generalizado e A € P(X) tal que w(A) é um
conjunto nao-vazio compacto que atrai A. Entao w(A) é quasi-invariante e portanto
negativamente invariante. O mesmo € vdlido para wp(A) se wp(A) é um conjunto

ndo-vazio compacto que atrai A.



52

O préximo lema estabelece a propriedade essencial de compacidade que
precisamos para obter boas condi¢Oes nos conjuntos w-limites. Sua demonstracao é

evidente.

Lema 3.32 Seja G um semifluzo generalizado e A € P(X). Se cada seqiiéncia {&,},
com &, € T(tp)A e t, — 400, contém uma subseqiiéncia convergente em X, entdo
w(A) € o conjunto nao-vazio minimal fechado que atrai A e também, w(A) € com-

pacto e quasi-invariante.

Pelos Lemas 3.30 e 3.32, obtemos imediatamente os seguintes dois resulta-

dos:

Teorema 3.33 w(A) € um conjunto ndo-vazio quasi-invariante e compacto que
atrai A se, e somente se, cada seqiéncia {&,}, com &, € T(t,)A e t, — +oo,

contém uma subseqgiiéncia convergente em X.

Teorema 3.34 Seja G um semifluzo generalizado e K € K(X). Se K atrai A €
P(X), entao w(A) é um conjunto nao-vazio minimal fechado que atrai A, e w(A) €

compacto e quasi-tnvariante.

Proposicao 3.35 Seja G um semifluxo generalizado e seja A € P(X) tal que v+ (A)

é compacto. Entao w(A) € um conjunto ndo-vazio compacto que atrai A e w(A) €

quasi-tnvariante.

Demonstracao: Seja {z,} C A. Por (H;) existe {p,} C G tal que ¢,(0) = zp.
Considere a seqiiéncia t, — 400 e a seqiiéncia {yy(t,)}. Entdo {¢n(t,)} possui

uma subseqiiéncia convergente ¢, (tn,) — y € w(A). Portanto w(A) # (). Visto

que w(A) C 7T (A) segue que w(A) é compacto. Também, temos que w(A) atrai
A. Suponhamos que nao, entao existe g > 0 e seqiiéncias t; — oo, {¢;} C G com
©;(0) € A tal que ¢;(tj) € Og(w(A)), 0 que é uma contradigdo. Portanto, segue da

Proposicao 3.31 que w(A) é quasi-invariante. [ |
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Lema 3.36 [3] Seja G assintoticamente compacto.

(i) Seja B € B(X). Entao w(B) € nao-vazio, compacto, quasi-invariante, e € o
conjunto minimal fechado que atrai B. Se T (tg)w(B) C B para algum ty > 0, entdo
w(B) ¢ invariante.

(ii) Se ¢ € G entao w(p) € nao-vazio, compacto, quasi-invariante. Também, temos
limy 4o d(p (1), () = 0.

(iii) Se ¢ é uma drbita completa limita entao a(v) € ndo-vazio, compacto, quasi-

invariante, e limy_,_ o d(¢(t), a(y)) = 0.

Teorema 3.37 Seja G um semifluzo generalizado condicionalmente assintoticamen-
te compacto e A € P(X). Se existe T > 0 tal que vF(A) € B(X), entio w(A) é um
conjunto ndao-vazio, compacto, quasi-invariante e w(A) é o conjunto minimal fechado

que atrai A.

Demonstragao: Considere uma seqiéncia arbitraria {£,} com &, € T(t,)A e
t, — +oo. Podemos escolher uma subseqiiéncia t,, — +oo satisfazendo t,, >
7, V k € IN. Temos que v, (7,7 (A4)) € B(X) e

T(tn,)A =T(tn, —7)T(1)A, V k € IN. Visto que G é condicionalmente assintdtica-
mente compacto e &,, € T(t,, —7)7v7 (A), obtemos que {&,, } tem uma subseqiiéncia
convergente em X. Entao, segue do Lema 3.32 que w(A) é um conjunto nao-vazio
minimal fechado que atrai A, e w(A) é compacto e quasi-invariante. [ |

O préximo lema motiva a definicdo de outra propriedade de compacidade.

Lema 3.38 [31] Seja {L,}02, uma seqiiéncia decrescente de conjuntos em um espago
métrico completo X (L1 D Lo D ... D L, D ...), satisfazendo a sequinte condigdo:
Para cada n € IN existe um conjunto compacto K,, C X e um numero €, > 0 tal
que

L,CO.,(K,) and &,—0 asn— +oo.

Entdo para cada y, € Ly, ¥V n € IN dado, a seqiéncia {yn}o>, contém uma sub-

seqliéncia convergente.
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Definigao 3.39 Dizemos que um semifluxo generalizado G possui B-ACP (B-
asymptotically compact property) se para qualquer B € B(X) tal que ’y;(B)(B)
€ B(X) para um certo t;(B) > 0, existe um tempo to(B) > t1(B) tal que para
qualquer t > to(B), existem um conjunto compacto K(B,t) C X e e(B,t) > 0

satisfazendo
T(t)B C Oy (K(B,t)) e e(B,t)—0 quandot — +o0.

Usando (Hs), Lemas 3.38, 3.32, 3.27, e com os mesmos argumentos podemos

estender o Teorema 4.12 em [31] para o caso multivoco:

Teorema 3.40 Seja G um semifluxo generalizado com B-ACP e A € P(X). Se
existe T > 0 tal que v (A) € B(X), entdo w(A) é um conjunto nao-vazio, compacto,

quasi-invariante e ele € o minimal fechado que atrai A.

Assim, temos como uma conseqiiéncia do Teorema 3.28 (ii), Teorema 3.29

(ii) e Teorema 3.40 o seguinte resultado:

Teorema 3.41 Seja G um semifluzo generalizado eventualmente limitado com B-
ACP. Entdo G possui o unico atrator global de pontos fechado minimal Me G possui
o unico B-atrator global fechado minimal M. Também, temos

M=Juw@), M= [J wB).

zeX BeB(X)

Observagao 3.42 Percebe-se que na literatura o objetivo final tem sido sempre en-
contrar o B—atrator global mazximal compacto invariante A. Mas note que os teo-
remas 3.28, 3.29 e 8.41 sdo interessantes por si SO, porque sempre que €exristir o
B—atrator global mazimal compacto invariante A, ele coincidird com M, o que nos

garante isto é o sequinte

Lema 3.43 [32] Seja B € B(X) um conjunto negativamente invariante. Se Z €

um B-atrator global, entdo B C Z.
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Algumas outras classes de semifluxos generalizados, inspirado na Teoria de

Semigrupos, serao agora introduzidas e faremos uma comparacao entre elas.

Definicao 3.44 Seja G um semifluxo generalizado.

(a) Dizemos que G € de classe K* se T(t) : X — P(X) € compacto para algum
t1 > 0, i.e., para cada B € B(X), sua imagem T (t1)B € relativamente compacto em
X.

(b) Dizemos que G € de classe B-K se para cada B € B(X), eziste t; = t1(B) > 0
tal que T'(t)B ¢é relativamente compacto para cada t > ty.

(¢) G é chamado assintdticamente suave se, para qualquer conjunto nao vazio,
fechado, limitado e positivamente invariante B C X, existe um conjunto compacto
J C B tal que J atrai B. (Ball, [4], introduziu esta defini¢ao, mas nao tem a condi¢do
restritiva “para conjuntos fechados”).

(d) Dizemos que G é uniformemente compacto para t grande se para cada

B € B(X) existe um t(B) > 0 tal que ’y:('B)B é relativamente compacto em X.

Teorema 3.45 Seja G um semifluxo generalizado, entao

(i) G € de classe K* = G € de classe B-K = G € condicionalmente assintdticamente
compacto.

(ii) G possui B-ACP < G é condicionalmente assintdticamente compacto.

(i1i) G possui B-ACP = G ¢é assintdticamente suave.

(iv) G uniformemente compacto para t grande < G € eventualmente limitado e ele
€ de classe B-K.

(v) G € assintéticamente compacto = G eventualmente limitado.

(vi) G compacto e eventualmente limitado = G € assintdticamente compacto.

(vii) G € assintdticamente compacto < G € condicionalmente assintdticamente com-

pacto e eventualmente limitado.

Observagao 3.46 E interessante observar que se na definicao de G ser assinto-

ticamente suave tirassemos a condi¢do “conjunto fechado”, entdo teriamos que vale
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a volta em (iii), isto €, G assintdticamente suave implicaria que G possui B-ACP
(veja [4]). Mais adiante, na se¢io 3.1.3 veremos que se o semigrupo multivoco “se
comportar como um semigrupo para tempo grande”, entdo teremos que vale a volta

em (iii).

Lema 3.47 [3] Seja G um semifluzo generalizado p-dissipativo e eventualmente lim-
itado. Entao existe um conjunto limitado B tal que dado qualquer compacto K C X

existe e = e(K) > 0, t; = t1(K) > 0, tal que T(t)O-(K) C By para todo t > t;.

Observagao 3.48 Segue como um coroldrio da demonstragcio do Lema 3.5 em [3]:
Seja G um semifluxo generalizado eventualmente limitado. Se existe um conjunto
limitado By tal que, para qualquer ¢ € G e e > 0, ¢(t) € O(By) para todo t
suficientemente grande, entdo do fato de ser eventualmente limitado sabemos que
para cada 6 > 0 existe T7(By,d) > 0 tal que By = fy;r(BOﬁ)(O(s(Bo)) € B(X), e além
disso para cada conjunto compacto K C X, existee = e(K,0) >0et; =t1(K,5) >0
tal que T(t)O.(K) C By para todo t > ty.

FEste resultado aparece na Teoria de Semigrupos, [29], [31], e sua demons-
tragcdo usa a continuidade de cada operador T'(t). Uma vez que admitimos que T'(t)
€ um operador multivoco ele perde a continuidade, mas os semigrupos multivocos

mantém a propriedade essencial de atracdo.

O Lema 3.47 nos diz que se G é -dissipativo e eventualmente limitado,
entao existe um conjunto limitado B; que absorve vizinhancas de compactos. Se
além disso G possuir B-ACP, entdo existe um conjunto limitado que absorve con-

juntos limitados. Veja a proxima proposicao.

Proposicao 3.49 Seja G um semifluro generalizado eventualmente limitado e su-
ponha que G € p-dissipativo. Se G possui B-ACP, ou equivalentemente, se G €
condicionalmente assintoticamente compacto, entao G possui um conjunto limitado

que absorve todos 0s conjuntos limitados. Portanto, em particular G € B-dissipativo.
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Demonstracao: Seja By como na Observacao 3.48.

Afirmacao: Bj absorve todos os conjuntos limitados de X. De fato, como G é even-
tualmente limitado, para cada B € B(X) existe um t(B) > 0 tal que vj(B) (B) €
B(X). Logo, pelo Teorema 3.40, obtemos que w(B) é um conjunto nao vazio com-
pacto que atrai B. Logo existem ¢ > 0 e tg > 0 tal que T(t)O-(w(B)) C Bj e

T(t)B C O:(w(B)) para todo t > ty. [ ]

Teorema 3.50 [3] Seja G um semifluro generalizado. Se G possui um B-atrator
global compacto invariante, entdo G é @-dissipativo e assintdticamente compacto.
Reciprocamente, se G € p-dissipativo e assintotiticamente compacto, entdo G possui
um B-atrator global compacto invariante A. O B-atrator global A € unico e é dado
por

A= |J w(B)=wp(B)=wp(X),
BeB(X)

onde By € B(X) € como no Lema 3.47. Além disso, A € o subconjunto maxi-
mal compacto invariante de X, e A € o minimal entre todos os B-atratores globais

fechados.

Teorema 3.51 [32] Seja G um semifluzo generalizado. Se G tem um B-atrator
global compacto, entao G tem um B-atrator global compacto invariante o qual € o

minimal entre todos os B-atratores globais fechados.

Agora daremos mais condi¢oes equivalentes para a existéncia do B-atrator

global maximal compacto invariante.

Teorema 3.52 Seja G um semifluro generalizado. As seguintes sentencas sdo e-
quivalentes:

(I) G € condicionalmente assintdticamente compacto e B-dissipativo;

(II) G possui B-ACP e é B-dissipativo;

(II1) G é condicionalmente assintéticamente compacto, eventualmente limitado e

ponto dissipativo,
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(1V) G possui B-ACP, é eventualmente limitado e ponto dissipativo;

(V) G possui B-ACP, é eventualmente limitado e @-dissipativo;

(VI) G € assintdticamente compacto e @-dissipativo;

(VII) G possui um B-atrator global fechado minimal nao-vazio o qual é o subconjunto
maximal compacto invariante de X ;

(VIII) G possui um B-atrator global compacto nao-vazio.

Demonstracao: E facil ver que G B-dissipativo implica G eventualmente limitado
e ponto dissipativo; e ponto dissipativo implica p—dissipativo. Pelo Teorema 3.45 (ii)
G possui B-ACP < G é condicionalmente assintéticamente compacto. Novamente
pelo Teorema 3.45 (vii) e (ii) G ¢ assintéticamente compacto < G é condicionalmente
assintéticamente compacto e eventualmente limitado < G possui B-ACP e G ¢é even-
tualmente limitado. Assim, temos (I) < (II) = (I1I) & (IV) = (V) & (VI).
Pelo Teorema 3.50 (VI) < (VII). Trivialmente (VII) = (VIII). Finalmente, o

Lema 3.30 guarante que (VIIT) = (I). [ ]

Observagao 3.53 Se G € assintoticamente compacto, ou equivalentemente, se G
possui B-ACP e ¢ eventualmente limitado, entao:
(a) G € ponto dissipativo < |, ¢ x w(z) € B(X).

(b) G € B-dissipativo < |Jpep(x)w(B) € B(X).

Observagao 3.54 [31] Se para cada B € B(X), w(B) = J,cgw(z), e w(B) atrai

B, entao M = M.

Teorema 3.55 Seja G assintdticamente compacto, ou equivalentemente, G possui
B-ACP e ¢ eventualmente limitado. Sejam M e M como no Teorema 3.41. Se
M e B(X), entao para cada 6 > 0, M = w(O(;(]/W\)). Além disso, M é o subconjunto

mazimal compacto invariante de X.

Demonstracao: Pela Observacio 3.48 e Teorema 3.50, By = 7" (05(]\/4\)) €

7(M,5)

B(X), e A=wp(B1) = Upepx)w(B) é um B-atrator global compacto invariante.
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Além disso, A é o subconjunto maximal compacto invariante de X, e A é o minimal
entre todos os B-atratores globais fechados. Portanto M = A e temos

M= J w»= U w<B>=w<Bl>:w(v;M76)<oa<M>>) = w(05(M)).

BeB(X) BeB(X)

3.1.3 Eventual Semigrupos

Existe uma classe de semigrupos multivocos que se comportam, para valores de ¢
grandes, como um semigrupo univoco. Isto ocorre quando lidamos com problemas
sem unicidade de solugao mas que possuem propriedades regularizantes fortes. Esta
classe foi introduzida em [14], onde lidam com problemas a respeito do p-laplaciano,
p > 2. Quando se considera problemas parabdlicos perturbados por operadores nao
globalmente Lipschitz, a unicidade nao é uma questao trivial mas, sob condigoes
razoaveis, estes problemas possuem regularidade suficiente e propriedades de ab-
sor¢ao para que se consigua unicidade apds um certo tempo ter ocorrido. Abaixo
descreveremos brevemente estas idéias, ja colocando-as no contexto de semifluxos

generalizados.

Definicao 3.56 Dizemos que um semifluxo generalizado G define um eventual
semigrupo se existe um semigrupo {S(t)}t>0 tal que para qualquer B € B(X),
existe 79 = 19(B) > 0 tal que, se T > 19 e xr € T(7)B entdo para cada t >

0, T(t)xr = S(t)x-, onde T(t) € o semigrupo multivoco definido por G.

Teorema 3.57 Seja G um semifluxo generalizado que define um eventual semi-
grupo associado com o semigrupo {S(t)}i>0 e seja By € B(X) tal que ~; (Bo) =
Uisr, T(#)Bo € B(X) para algum 11 = 71(Bo) > 0. Se {S(t)}i>0 € de classe K ou
de classe AK ou de classe B-AK ou se ele possui B-ACP (para estas definigoes veja
[31]), entdo

(1) w(By) € nao vazio, compacto e invariante por {S(t)}+>o0;
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(ii) w(By) atrai By;

(11i) w(By) € o conjunto minimal fechado que atrai By;

Demonstracgao: O caso onde {S(t)}+>0 é de classe K estd feito no Teorema 2.1 em
[14] onde é usado o Teorema 2.1, [29]. Para os outros casos basta repetir o mesmo
raciocinio feito em [14], e o resultado segue do Teorema 4.13, [31], e Proposition 3.4,
[29] para {S(t)}+>0 de classe AK e classe B-AK. Teorema 4.12 em [31] é usado se
{S(t)}+>0 possui B-ACP. [ |

Como uma conseqiiéncia temos

Teorema 3.58 Seja G um semifluzo generalizado B-dissipativo que define um even-
tual semigrupo {T(t)}+>0 associado com o semigrupo {S(t)}t>0. Suponhamos que
para qualquer B € B(X), w(B) € um conjunto invariante sob {T'(t)}+>0. Se o semi-
grupo {S(t)}e>0 € de classe K ou de classe AK ou de classe B-AK ou se ele possui

B-ACP, entdo G possui um B-atrator global maximal compacto invariante.

Observagao 3.59 Como um complemento do Teorema 3.45 (iii) observamos que
se G define um eventual semigrupo {T'(t)}+>0 associado com um semigrupo assinto-

ticamente suave, entdo G possui B-ACP.

3.2 Caracterizacoes para o B-Atrator Global Maximal

Compacto Invariante

Nesta secao obtemos algumas caracterizacoes para o B-atrator global maximal com-
pacto invariante. Em particular provamos que, até mesmo no caso multivoco, este
conjunto pode ser descrito em termos do conjunto instavel dos estados de equilibrio,
se existe uma funcao de Lyapunov para o sistema. Também descrevemos este atra-
tor como uniao das érbitas completas limitadas (ou 6rbitas completas precompactas)

como esta feito no caso univoco.
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Teorema 3.60 Seja G assintoticamente compacto e -dissipativo. Entao o B-atra-

tor global mazximal compacto invariante pode ser caracterizado por:

(1) A=Ugpepx)w(B) ;
(it) A =wp(X);
(iii) A = wp(B1), onde By € B(X) € o conjunto do Lema 3.47;

(iv) A= UKeK(X) w(K) ;
(v) A é a unido de todas as orbitas completas limitadas em X;
(vi) A € a unido de todas as orbitas completas precompactas em X;

(vii) A € o conjunto mazimal limitado invariante em X.

Demonstragao: Para as partes (i), (ii) e (iii) veja Teorema 3.50.
(iv): Visto que A é compacto e invariante, w(A) = A. Portanto, temos

U wrE)c | wB)=A=w)c |J wX).

KeK(X) BEB(X) KeK(X)

Portanto A = |J e (x) w(K)-
(v) e (vi): Visto que A é invariante, entdo ele é quasi-invariante. Assim, dado
x € A, existe uma O6rbita completa 1) através de x (isto é, ¥(0) = z) tal que
P(t) € A, ¥Vt € R. Considere v(¢) = Im ¢p = {¢(¢),t € R} € A € B(X). Entao
v(1) é limitado. Além disso note que, (1)) é precompacto, uma vez que (1)) C A.
Portanto podemos concluir que A est4 incluso na uniao de todas as 6érbitas completas
limitadas em X e A estd incluso na uniao de todas as érbitas completas precompactas
em X.

Por outro lado, se z € X e 19, é uma 6rbita completa limitada (ou precom-
pacta) em X através de z, considere v(¢,) = Im ¢, = {¢,(t),t € IR}. Visto que

(1) é negativamente invariante, temos

V(W) €YW) € () 7Wa) € ()7 (1) =w(v(¥e)) € | ) w(B) = A

720 720 BeB(X)

Portanto, | J,cx 7(%z) C A.
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(vii) Se D C X é um subconjunto limitado e invariante de X, entao

Dc (v (D)=wD)c () wB)=A

t>0 BeB(X)

Definicao 3.61 [3] Seja G um semifluzo generalizado. A aplicagao

V:X — IR € uma funcao de Lyapunov para G se

(i) V € continua;

(i) V(p(t)) < V(p(s)) sempre que p €G et > s > 0;

(iii) Se V(¢ (t)) = constante, para alguma orbita completa ¢ e todo t € IR, entao ¢

é estaciondria.

Lema 3.62 Seja G um semifluro generalizado, e x € X tal que existe uma Orbita
completa 1, através de x e um conjunto compacto K tal que

{Y.(t);t <0} C K, entdo a(v;) € quasi-invariante.

Demonstracao: Seja z € a(1),). Entao existe uma seqiiéncia t; — —oo (podemos
supor sem perda de generalidade que ... < ¢ty < ¢; < 0) tal que ¢,(¢;) — 2. Por
definicao de 6rbita completa temos @ZJ? €ge wij (0) — z. Dai por (Hy), existe uma
subseqiiéncia, a qual ndo renomearemos, e uma solu¢ao go € G com go(0) = z, tal
que ¥ (t) — go(t), ¥t > 0. Claramente go(t) € (1)), ¥Vt > 0. Agora consideremos
7; =t; — 1 (15 <0). Visto que @bij_l(O) =Y(t; — 1) = ¢a(15) € K € K(X), temos
(apds extrair uma outra subseqiiéncia) que z/J;j_l(O) = 1),(1j) — y. Por (Hy), existe
uma subseqiiéncia, a qual nao renomearemos, e uma solugao g; € G com ¢;(0) = y tal
que Y2 (t) — g1(t), V¢ > 0. Claramente g1 (£) € a(,), ¥ ¢ > 0. Note que g} = g,
visto que g}(t) = gu(t+1) = limy—poo 07 ¢+ 1) = limjsoc 62 () = go(t), V¢ >
0. Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 1,2,..., uma
solucio g, € G tal que g} = g1 e g.(t) € alp), Vt > 0. Dado t € IR,
definimos ¢(t) como o valor comum de g.(t + r) para r > —t. Entao g é uma

érbita completa com ¢(0) = g¢o(0) = z. De fato, dado s € R e ¢t > 0, temos
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g*(t) = g(t+s) = g (t+s+r) = git"(t), onde r = [—s] é o menor valor inteiro
positivo o qual é maior ou igual a —s. (note que s+r >0e —(t +s) < —s < 7).
Como g, € G, por (Hs), g3™" € G. Portanto ¢g° = ¢g5t" € G. Assim g é uma 6rbita
completa com g(0) = z e g(t) € a(y)y), ¥Vt > 0. Portanto a(1);) é quasi-invariante.

Lema 3.63 Seja G um semifluzo generalizado e suponha que existe uma fungao de
Lyapunov V : X — IR para G. Seja x € X tal que existe uma orbita completa 1),
através de x e um conjunto compacto K com {1,(t);t < 0} C K. Entao a(¢,) C

Z(G).

Demonstracao: Seja {t;} uma seqiiéncia tal que ¢; — —oo quando j — +oo
e...t; < ... <ty <ty <0. Por hipétese existe uma subseqiiéncia convergente
{2(tj,)} C {¥x(t;)}. Pela Definition 3.61 (ii) obtemos que {V (¢4 (t;,))} é uma
seqiiéncia nao decrescente. De fato, t;,. , < tj, entao t;, = t;, . +r, r > 0. Assim
VYo(ts,) = Vu(tj,, +1) = P (r) e bIH € G. Entdo
V(alti) = V™ (1) £ V™ (0)) = V(¥alty,):

Portanto temos que
lmyyoo VI(1a(ty,) = d = sup{V (¢ (;,)), £ € N},
e este limite ndo depende da seqiiéncia {t;} escolhida.

Seja y € a(1,). Entao y = limj_, 4o ¥2(t;), t; — —00. Logo
limy s joo V(¥2(t5,)) = d e limp oo tPa(tj,) = y, tj, — —oo. Também, temos
limy— 400 V(¥2(t,)) = V(y). Pela unicidade do limite, V (y) = d. Sabemos do Lema
3.62 que a(v,) é quasi-invariante. Entao existe uma 6rbita completa {E através de
y tal que J(t) € a(¢;), Vt € R. Portanto V(?Z(t)) =d=V(y), Vt € R, isto é, @Z é

uma solucao estaciondria e y € Z(G). [ ]

Teorema 3.64 Seja G um semifluzo generalizado continuo e suponhamos que existe
uma funcdo de LyapunovV : X — IR para G, e que G tem um B-atrator global ma-

zimal compacto invariante A. Entio A= W"(Z(G)) onde W"(Z(G)) € o conjunto
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instdvel de Z(G) dado por {y € X; existe uma drbita completa ¢, através de y e

d(py(~t), Z(G)) =2 0}.

Demonstragao: Seja x € A. Visto que A é invariante existe uma 6rbita completa
¢, através de x tal que ¢,(t) € A, V t € IR. Visto que A é compacto, temos
pelo lema anterior que a(¢,) C Z(G). Também, temos que ¢,(—t) — a(¢y). De
fato, limi—yoo d(¢pz(—t),a(¢z)) = 0 & V e > 0 existe 7. > 0 tal que ¢(—t) €
Oc(a(¢s))), V t > 7.. Suponhamos, por contradigao, que existe g > 0 tal que
para qualquer k € IN, existe ¢ > k com ¢z(—tr) ¢ Og(a(¢z)). Uma vez que
{bo(—tr)}72, C Ae Aé compacto, temos que {¢,(—t;)}3; tem uma subseqiiéncia
convergente a qual converge a um ponto de a(¢,)), o que é impossivel. Portanto
limy—, o0 d(p(—1), a(¢pz)) = 0. Portanto x € W*(Z(G)) e A C W“(Z(G)).

Por outro lado, seja € W*(Z(G)). Entao existe uma érbita completa ¢,
através de x tal que ¢, (—t) — Z(G). Uma vez que Z(G) C A e A é um B-atrator
global, dado g¢ > 0, existe 79 > 0 tal que T'(¢t)z C O (A) € B(X) and ¢,(—t) €
Og (A), YVt > 19. Visto que G é continuo, temos v(¢,) = {¢.(t); t € R} € B(X),
e portanto A atrai y(¢,). Visto que v(¢,) é negativamente invariante, dado € > 0,

x € Os(A). Portanto z € A e W*(Z(G)) C A. [ ]

3.3 O yp—Atrator Global

Nesta secao introduzimos um novo grupo de definicoes que chamaremos de “p-
conceitos”, mais precisamente, adicionaremos o prefixo ¢ as palavras atragao, dis-
sipatividade, limitacao, etc, em ordem para indicar que nao estamos supondo que
o tempo em tais defini¢bes seja uniformemente escolhido em qualquer sentido. Um
dos nossos principais resultados neste trabalho verifica que, se um semifluxo gene-
ralizado G é p-assintoticamente compacto e possui uma funcao de Lyapunov, entao
existe um g-atrator global fechado minimal N para G e N coincide com o conjunto

das solugoes estacionarias G, veja Teorema 3.82.
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Definigao 3.65 Seja G um semifluzo generalizado e A € P(X). Definimos

wy(A) = U w(p).

0€G,p(0)eA

Definicao 3.66

(a) Sejam A, M € P(X). Dizemos que A @-atrai M se para qualquere >0 e @ € G
com ¢(0) € M, existe um tg = to(p,e) > 0 tal que p(t) € O (A), ¥Vt > ty. Dizemos
que A p-atrai x se A p-atrai {x}.

(b) Dizemos que A € um p-atrator global se A p—atrai todos os pontos x € X.
(c) Dizemos que G € eventualmente ¢-limitado se para qualquer ¢ € G, existe
to = to() > 0 tal que 77 (¢) € B(X).

(d) Dizemos que G é p-assintdticamente compacto se, para qualquer ¢ € G
e para qualquer seqiéncia t; — +o00, a seqiéncia {p(t;)} tem uma subseqiéncia
convergente em X.

(e) Dizemos que G € p-condicionalmente assintoticamente compacto se para
cada ¢ € G tal que v/} (p) € B(X) para algum 19 = 79(p) > 0, cada seqiéncia

{p(tn)} com t, — +o0, tem uma subseqiiéncia convergente em X.

Observagao 3.67 Temos

(i) G € p-dissipativo < existe um @-atrator global limitado para G.

(ii) B-atra¢ao = Ponto atragcao = @-atracao.

(i1i) G assintdticamente compacto = G € @-assintdticamente compacto.

(iv) G eventualmente limitado = G € eventualmente p-limitado.

(v) G € p-assintdticamente compacto < G € p-condicionalmente assintdticamente

compacto e eventualmente -limitado.

Lema 3.68 Seja F € C(X). Se F -atrai A € P(X), entio w(yp) C F, para cada

© € G com p(0) € A, portanto w,(A) C F. Em particular, se w,(A) p-atrai A, entdo

wy(A) serd o conjunto minimal fechado que p-atrai A.

Demonstragao: Seja ¢ € G com ¢(0) € A. Visto que F ¢-atrai A, dado qualquer

k > 0, existe t, = tx(p) > 0 tal que p(t) € Oy /ox(F), Vt > t;. Seja z € w(yp). Entao
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z = limj_, 4o @(tj) com t; — +00. Podemos extrair uma subseqiiéncia té‘?e tal que
t?é > tg, Ve N, ez =limy, @(t;?e). Entdo, z € (50 O1/x(F) = F. Portanto

w(p) C Fewy,(A) CF. [ |

Lema 3.69 Seja G um semifluzo generalizado, A,M € P(X), e x € X. Entao as
sequintes sentencas sao equivalentes:

1. A p-atrai M;

2. Para qualquer € > 0, e o € G com p(0) € M, existe um t(p,e) > 0 tal que
71 () C O-(A);

3. limy 100 d(p(t),A) =0, Vo € G com ¢(0) € M.

4. Para qualquer 7 > 0, A p-atrai v} (M).

(Compare com o Lemma 4.9 em [31])
Demonstracao: Pela definicao de A p-atrair M, (1) < (2) < (3) sao claras.
(1) = (4) : SejaT >0 e p € G com p(0) € v, (M). Entao existe uma ¢ € G com

¥(0) € M tal que ¢(0) = 9(to), para algum ¢y > 7. Seja

P(0) for ¢ € [0, o]

ol —to) for ¢ e (to, +o0)
Por (Hs), 6 € G e 8(0) = ¢(0) € M. Pela hipdtese, para qualquer € > 0 existe
t(0,e) > 0 tal que 0(t) € O(A), ¥Vt > t(0,¢). Seja t1 = max{to,t(d,¢)}. Se t >
t1 > to, entao existe &, > t1 (b = tog+t >t > t1) tal que t = £ — tp. Portanto
o(t) = 0(4;) € O-(A), V't > t;. Portanto A @-atrai v, (M).
(4) = (1) : Suponhamos que A p-atrai v;f (M) para algum 7 > 0. Seja € > 0 e seja
v € G com p(0) € M. Considere ¢ = ¢". Por (H3), ¢ € G e temos ¢(0) = (1) €
v.F(M). Logo, por hipétese existe t(¢,e) = t(p,€) > 0 tal que ¢(t) € O(A), YVt >
t(¢,e). Se t > t(p,e) + 7, entao existe £ > 0 tal que t = ¢, + t(p,e) + 7. Portanto
o(t) = ol +t(p,e) +7) = ¢l + t(p,e)) € O(A), V't > t(p,e) + 7. Portanto A

p-atrai M. |
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Observagao 3.70 Observe que, para provar que (4) = (1) foi suficiente supor que

A p-atrai v (M) para algum 7 > 0.

Lema 3.71 Seja G um semifluxo generalizado. Entao para qualquer A # 0 e para

qualquer T > 0, temos wy(v (A)) = wy(A).

(Compare com o Lema 4.8 em [31])
Demonstragao: Seja 7 > 0 arbitrdrio. Seja y € wy(A4) = Ugeg p0)ea w(¥)-
Entao y € w(p) para alguma ¢ € G com ¢(0) € A. Entao y = lim,,—, ;0 ©(t) com
t, — +00. Podemos extrair uma subseqiiéncia {t,, } tal que ¢,, > 7, V k € IN. Por
(H3), ¢ = ¢™ € G e temos ¢(0) = o(7) € v (A). Dai, para cada k € IN, considere
ly =t,, — 7 > 0. Entao,
y = limg_ 100 @(tn,) = limp—yoo p(lr + 7) = limg_, 1 o0 (L) € £ — +00. Portanto
Yy Ew(e) C U@€g7¢(0)e%‘_"(A) w(p) = wy(77 (4)).

Por outro lado, se z € wy,(v7(A)), entdo z € w(yp) para algum ¢ € G com
©(0) € v (A). Entao existe uma ¢ € G com 9 (0) € A tal que ¢(0) = ¢(to), para

algum ty > 7. Seja

»(f) se £ € [0,10]

ol —to) se 0 € (tg, +00)
Por (H3), 8 € G e (0) = ¢(0) € A. Temos z = lim,, 4 ¢(t,) com ¢, — +oo.
Podemos extrair uma subseqiiéncia {t,, } tal que t,, — +ocoet, >0, Vk e IN.
Entao, considerando ¢, = t,, + to, temos ¢, — +o0o e {; > to, V k € IN. Logo
z = limy_y oo @(tn,) = limy_ 4o (€ — to) = limy_ 4 0(¢k). Portanto z € w(f) C

U<peg,¢(0)eA w(p) = wy(A).
Portanto wy, (v (A)) = w,(A). [ |

Teorema 3.72 (i) Se FF C X € um @-atrator global fechado, entao | J ¢ x wy(x) C F.
Em particular, se |J,cx wy(x) € um p-atrator global, entdo ele serd o 1nico -

atrator global fechado minimal N.
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(it) Se para cada x € X, wy(x) p-atrai z, entdo G possui o unico @-atrator global

fechado minimal N e N = Usex wo(z) = wy(X).

Demonstragao: (i) Visto que F' é um @-atrator global fechado, ele yp-atrai cada
x € X. Logo, pelo Lema 3.68, w,(z) C F, V « € X. Portanto

Usex we(@) C F.

(ii) Seja & € X. Visto que w,,(§) p-atrai £, temos que m p-atrai €. Portanto
m é um @-atrator global. Logo, por (i), m ¢ o tnico p-atrator

global fechado minimal N. |

Lema 3.73 Seja G um semifluzo generalizado e K € K(X). Se ¢ € G € tal que
d(e(t),K) — 0 quando t — 400, entdo cada seqiéncia {p(t,)}, com t, — o0,

contém uma subseqiiéncia convergente em X, e o limite pertence a K.
A demonstracao deste lema é trivial.

Teorema 3.74 Seja G um semifluzo generalizado e A € P(X). Se para cada ¢ € G
com ¢(0) € A, cada seqiéncia {¢(tn)} com t, — 400 contém uma subseqiiéncia

convergente em X, entdo wy(A) € um conjunto nao-vazio, @-atrai A e wy(A) €

quasi-invariante. O conjunto wy,(A) € o minimal fechado que p-atrai A. Além disso,
cada w(p) com ¢ € G e p(0) € A, é um conjunto nao-vazio compacto e quasi-

invariante, e limy_, o d(p(t),w(p)) = 0.

(Compare este resultado com o Lema 3.32, e note que nao temos necessariamente
que wy,(A) seja compacto).

Demonstracao: Seja x € A, por (Hi), existe ¢ € G com ¢(0) = x € A. Tome
uma seqiiéncia t,, — +o00. Por hip6tese {¢(t,,)} possui uma subseqiiéncia convergente
(tn,) — & € w(p) C wy(A). Portanto w(p) # () e consequentemente wy,(A) # 0.
Vamos provar que wy,(A) p-atrai A. Assuma, por contradicdo, que wy,(A) nao ¢-
atraia A, entao existe g > 0 e ¢ € G com p(0) € A tal que para cadan € IN, p(t,,) &

Oco(we(A)) para algum t, > n. Por hipdtese {¢(t,)} contém uma subseqiiéncia
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convergente, p(t,,) — ¢ € w(p) C wy(A), o que é impossivel. Portanto, w,(A)

p-atrai A. Além disso, do Lema 3.68 temos que w,(A) é o conjunto minimal fechado
que p-atrai A.

Em ordem para provar que w(p), com ¢ € G e ¢(0) € A, é quasi-invariante
procedemos como foi feito no Lema 3.4, (i), [3], e construimos uma érbita completa
Y através de z e Y(t) € w(p), Vt € IR. Isto também implica que wy,(A) é quasi-
invariante.

Agora seja {yn}o2, C w(y), ¢(0) € A. Entdo, para cada n € IN, e-
xiste t, > n tal que d(p(tn),yn) < 1/n. Visto que {p(t,)} contém uma sub-
seqliéncia convergindo para algum ponto ¢ € w(p), {yn} tem uma subseqiiéncia
que converge para ( € w(p). Portanto w(yp) é compacto. Agora provaremos que
limy 400 d(p(t),w()) = 0, para ¢ € G com (0) € A. Assuma, por contradi¢ao, que
isto nao acontece. Entao existe €9 > 0 tal que para cada n € IN d(¢(tn),w(p)) > €o

para algum t,, > n. Mas isto contradiz a hipétese e a definigao de w(yp). [ |

Como uma conseqiiéncia imediata dos dois resultados acima temos

Lema 3.75 Seja G um semifluzo generalizado e seja x € X e K € K(X). Se para
cada p € G com p(0) =z, d(p(t),K) — 0 quando t — 400, entdo wy(x) € um
conjunto ndao-vazio, quasi-invariante que @-atrai x. O conjunto wy(x) € o conjunto

minimal fechado que p-atrai x.

Observagao 3.76 As sentencas (ii) e (iit) do Lema 3.36 permanecem vdlidas se

somente supormos que G € p-assintoticamente compacto.

Proposicao 3.77 Seja G um semifluxo generalizado. Se G € p-dissipativo, entdo G
¢ eventualmente p-limitado e w,(X) € B(X). Por outro lado, se G é p-assintotica-

mente compacto e wy(X) € B(X), entdo G € ¢-dissipativo.

Demonstragao: Se G é p-dissipativo entao existe By € B(X) tal que para qual-

quer ¢ € G existe to(p) > 0 tal que ¢(t) € By, Yt > to(¢). Logo VZS(¢)(¢) C By €
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B(X) e portanto G é eventualmente ¢-limitado. Note que w(y) = [\;5 v (¢) C

7:0(50)(@) C By. Entao wy(X) = Uyex wo(®) = Uyeq. s0)ex W) C By € B(X).
Por outro lado, se G é yp-assintéticamente compacto e wy,(X) € B(X), entao

segue do Teorema 3.74, que w,(X) = U, cx wo(x) é um p-atrator global limitado.

Portanto G é (p-dissipativo. [ |

Observacao 3.78 Seja G um semifluxo generalizado, A € P(X), e ¢ € G com
©(0) € A. Se vt (p) € K(X), ou se G € um semifluzo generalizado ¢-condicional-
mente assintdticamente compacto e v (p) € B(X), entao cada seqiéncia {o(ty)}

com t, — +0oo contém uma subseqiéncia convergente. Se isto acontece para cada

v € G com p(0) € A, entao podemos aplicar o Teorema 3.7/.

Teorema 3.79 Seja G um semifluxo generalizado com B-ACP e A € P(X). Se
existe T > 0 tal que v (A) € B(X), entio wy(A) é um conjunto nao-vazio, quasi-

invariante e p-atrai A.

Demonstragdo: Seja B = v, (A). Entao v} (B) = 74 (A) C v (A) € B(X). Seja
¢ € G com p(0) € B e considere uma seqiiéncia arbitraria com t; — +00. Do Lema
3.38, obtemos que {¢(t;)} tem uma subseqiiéncia convergente. Logo, pelo Teorema
3.74, wy(B) é um conjunto nao-vazio, quasi-invariante e p-atrai B. Mas, pelo Lema
3.71, wy(A) = wu (v (A)) = wy(B). Portanto wy,(A) ¢ um conjunto nao-vazio, quasi-
invariante e g-atrai B = v, (A). Entao pelo Lema 3.69 (4) = (1), w,(A) p-atrai A.

Teorema 3.80 Se G ¢ um semifluxo generalizado p-assintdticamente compacto,

entdo G possui o unico w-atrator global fechado minimal ndo-vazio Ne

N = U W () = we(X).

Demonstragao: SejaT € X eseja ¢ € G com p(0) = Z. Considere uma seqiiéncia
arbitraria t; — 4o00. Visto que G ¢é p-assintéticamente compacto, a seqiiéncia {¢(t;)}

tem uma subseqiiéncia convergente. Logo, pelo Teorema 3.74, w,(Z) é um conjunto
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nao-vazio, quasi-invariante e ¢-atrai . Assim, pelo Teorema 3.72 (ii), G possui o

tinico g-atrator global fechado minimal N e N = Usex wo() = wu(X) D wy(T) # 0.

Proposicao 3.81 Se G € um semifluzo generalizado assintdticamente compacto e
p-dissipativo, entdo seu w-atrator global fechado minimal N = wy(X) pode ser ca-

racterizado por N = wy(B1), onde By € B(X) € o conjunto do Lema 3.47.

Demonstracao: Seja By € B(X) como no Lema 3.47 e seja D = wy,(B). Vis-
to que G é assintéticamente compacto, o Teorema 3.74 implica que wy,(By) é um
conjunto nao-vazio, quasi-invariante e @-atrai B;. Sabemos, pelo Teorema 3.80,

N = Uzex wo(x) é o tinico g-atrator global fechado minimal nao-vazio. Resta

mostrar que N = D. Temos D = wy(B1) C Ugex wolx) = N.

Por outro lado, se y € |J,cx wy(7), entdo y € w,(r), para algum z €
X. Entao y € w(yp), para algum ¢ € G com ¢(0) = z. Pelo Lema 3.36, w(y) é
nao-vazio, compacto, quasi-invariante, e lim;_, . d(o(t),w(y)) = 0. Entao se K =
w(p) € K(X) temos do Lema 3.47 que existe ¢(K) > 0, t; = t1(K) > 0, tal
que T'(t)O.k)(K) C By para todo t > t1. Seja 0 < ¢ < &(K). Entao existe um
t(p,e) > 0 tal que ¢(t) € O.(K), V t > t(p, ). Entdo ¢! #9)(t) € T(t)0.(K) C
T(t)Oek)(K) C B1, ¥ t > t1. Visto que G ¢ assintéticamente compacto, para
qualquer 9 € G com ¥(0) € B; e para qualquer seqiiéncia t; — +o0o, temos que a
seqiiéncia {1 (t;)} tem uma subseqiiéncia convergente. Entao, pelo Teorema 3.74,
w,(B1) g-atrai By. Logo, existe 7(p,t1,¢) > 0 tal que ¢! T1#9)(t) € O.(w,(B1)) C

O:(D), YVt > 7(p,t1,¢). Entao ’ytt“ )(4,0) C Og(D). Considere tg = t; +

(@7E)+T(¢7t1 €

t(p,€) + T(p,t1,€). Entao w(p) = ;>0 v () C %Jg(cp) C O:(D). Logo y € w(yp) C

No<e<e(rr) O=(D) = D. Portanto |J,ex wp(z) C D. Entéo N = Usex wo(z) © D =

D. Portanto N = D = wy(B1).
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Os proximos dois resultados sao os principais resultados desta secdo. No
caso univoco a Ladyzhenskaya mostrou que se um semigrupo de classe k, ou semi-
grupo continuo de classe AK, possui uma “boa funcéao de Lyapunov”, entdo seu
atrator global de pontos M é nio-vazio e coincide com o conjunto Z de todos os

pontos estacionarios. No caso multivoco nao temos isso, mas provamos:

Teorema 3.82 Se G é um semifluxo generalizado p-assintdticamente compacto e
possui uma funcao de Lyapunov V : X — IR, entdo seu @-atrator global fechado

minimal N € ndo-vazio e N = Z(G).

Demonstragao: Seja ¢ € G. Pela Observagao 3.76 sabemos que w(p) é nao-vazio,
compacto, quasi-invariante e lim;—, 1o d(p(t),w(p)) = 0.

Seja {t;} tal que t; — +oo quando j — +ooe 0 <t <ty <...<t; <...
Pelo Lema 3.73, {¢(t;)} tem uma subseqiiéncia convergente {¢(t;,)} e portanto
{V(¢(t;,))} converge também. Da Definigao 3.61 (ii) obtemos que {V (¢(t;,))} é uma
seqiiéncia nao crescente, V(o(t;,,,)) < V(p(tj,)) < ... < V(e(0)). Logo {V (p(t;,))}

converge para seu infimo,

ZEEFDOOV(SO(tjz)) =c= inf{V(SO(tjz))v ¢ e N}

e este limite ndo depende da seqiiéncia {¢;} escolhida.

Seja y € w(yp). Entao y = lim; .4 ¢(t;), t; — +00. Logo
lim;j, 1o V(¢(tj)) = V(y) = c. Visto que w(p) é quasi-invariante, entao existe uma
6rbita completa ¢ através de y tal que ¥(t) € w(yp), V¢t € R e V(J(t)) =c=
V(y), Vt € R, entdo 1 é estaciondria. Portanto y € Z(G) e w(y) C Z(G).

Como temos limy 4o d(@(t),w(p)) = 0 e w(p) C Z(G), V ¢ € G, con-
clufmos que Z(G) é um p-atrator global. Pelo Teorema 3.80, () # Ncz (9).

Por outro lado, se z € Z(G) entdo existe uma érbita completa 3 com
P(t) = z, V't € IR. Considere ¢ = 1/1‘]R+ € G. Visto que N é um -atrator global,
dado € > 0, existe um ty = to(e, ) > 0 tal que z = ¢(t) € O(N), ¥ t > to. Entdo

~

zeﬁ:ﬁ.PortantoZ(g)CN. [ ]
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Observagao 3.83 Quando estivermos lidando com wm problema parabdlico sem u-
nicidade que tenha um semifluxo generalizado associado satisfazendo as hipdteses
do Teorema 3.82, concluimos que o problema elitico associado tem no minimo uma

solugcdo e o conjunto de todas as solugoes estaciondrias Z(G) = N = wp(X).

Teorema 3.84 Se G € um semifluro generalizado assintéticamente compacto, entao
existem ]\Af, J\/Z, MeNcCMcCM. SeN e B(X), entao para qualquer § > 0 temos
M = w(Os(N)), M ¢é o subconjunto mazimal compacto invariante de X e N e M sdo
conjuntos compactos. Além disso, se G possui uma funcao de LyapunovV : X — IR,

entdo para qualquer § >0, M = w(O(;(Z(Q))).

Demonstracao: Visto que G é assintéticamente compacto, pelo Lema 3.36, para
cada B € B(X), w(B) é nao-vazio, compacto, quasi-invariante e atrai B. Logo,
pelo Teorema 3.28 (ii) e Teorema 3.29 (ii), G possui o dnico atrator global de
pontos fechado minimal M e possui o unico B-atrator global fechado minimal M
e M = m, M = W. Visto que G assintéticamente compacto
implica G p-assintéticamente compacto, pelo Teorema 3.80, G possui o Unico -
atrator global fechado minimal nao-vazio N = m, e NcMcM.
Se N € B(X), entdio G é o-dissipativo, dai se considerarmos

By =4t (05(]/\} )) concluimos pela Observagao 3.48, como no Teorema 3.55, que

7(N.0)
M = w(By) é o subconjunto maximal compacto invariante de X e M = w(O5(N)).

Além disso, se G possui uma funcao de Lyapunov, pelo Teorema 3.82, N=2z (9),

portanto M = w(O5(N)) = w(05(2(g))). n



Capitulo 4

Semicontinuidade Superior de
Atratores para um Sistema de
Inclusoes Diferenciais

Governadas pelo p-Laplaciano

Neste capitulo consideramos sistemas acoplados de inclusoes diferenciais da formas:

?;Z — div(D1|VulP~2Vu) + |u[P2u € F(u,v) t>0
Z: — div(Da|Vu|172Vv) + |v|9 %0 € G(u,v) t>0
Oou ov

- — = >
o (t,x) o (t,z) =0 em 09, t>0
(u(0),v(0)) em L(Q) x L*(Q),

onde 2 C IR™ é limitado, conexo e suave, p,q > 2, D1, Dy € L>®(Q), Di(z) >0 >0
q.t.p. em Q, i =1,2, e F' e G sdo operadores multivocos limitados, semicontinuos
superiormente e satisfazendo uma condicao de sublinearidade descrita na Secao 4.1.

A existéncia de solucao global é garantida pelo Teorema 4.2, que é obtido
através de uma simples reformulagdo do principal resultado de Diaz e Vrabie, de-
senvolvido para operadores de difusdo em meios porosos em [18], onde os autores

ja anunciam a possibilidade de uma adaptacao simples e direta para o p-laplaciano
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e outras classes de operadores monétonos. Este resultado de existéncia esta feito
com detalhes para sistemas envolvendo o p-laplaciano com condigoes de fronteira de
Dirichlet homogénea em [34].

Mostramos que, para cada par (Dj, D) nas condigoes acima, a dinamica
descrita por este sistema ¢ dada por um semifluxo generalizado G(p, p,) em L?(Q) x
L?(Q) o qual tem um B-atrator global compacto invariante A(D,,D,)- Além disso,
mostramos que a familia de atratores {A( D1, DQ)} é semicontinua superiormente com
relacdo a (Dq, D2) desde que estes estejam em subconjuntos limitados de L () x
L*>(Q) e posicionados a uma distancia positiva o da origem.

Para obter a semicontinuidade superior dos atratores bastam uma certa
continuidade no fluxo e um conjunto de estimativas uniformes para as solugoes. As
propriedades de continuidade com relacao aos dados iniciais e coeficientes de difusao
foram demonstradas com o auxilio de um teorema de compacidade que desempe-
nhou um papel importante neste trabalho, tendo sido usado sucessivas vezes ao longo
deste capitulo e do Capitulo 5. Neste texto usamos nao apenas a forma original deste
resultado, o Teorema de Baras, que encontra-se demonstrada em [40], mas também
uma ligeira variagao dela dedutivel exatamente da mesma forma, na qual admitimos
variagao dos dados iniciais do sistema em um conjunto pre-compacto. Foi também
necessario lancar mao de um teorema de compacidade mais geral que este, no qual
admite-se variacao dos operadores que governam o sistema, cuja demonstracao a-

presentamos na integra neste capitulo.

4.1 Um Sistema de Inclusoes Diferenciais Governadas
pelo p-Laplaciano

4.1.1 Existéncia de Solugoes Globais

O teorema de existéncia de solucdo que apresentaremos nesta se¢ao pode ser obtido

através de uma simples reformulagdo do principal resultado em [18], onde os au-
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tores ja haviam anunciado que o resultado poderia ser aplicado para o operador
p-laplaciano. As mudangas necessarias para realizar isso sao apontadas abaixo. Con-

sideremos o sistema

ut + Au € F(u,v)
(P)q v+ Bv e G(u,v)
u(0) = up, v(0) = vo,
sendo que A e B sao operadores univocos, os quais sdo subdiferenciais de fungoes
nao-negativas, convexas, préprias e s.c.i., ¥4, ¥p, respectivamente, definidas num

espaco de Hilbert real H, com 14(0) = ¥p(0) = 0. Também suponhamos que A

e B geram semigrupos compactos, ug € D(A) = H, vog € D(B) = H e F,G:
H x H — P(H) sao semicontinuas superiormente e levam limitados de H x H em

limitados de H.

Definigao 4.1 Uma solugdo forte [solugao fraca] de (P) é um par (u,v) satisfazen-
do: u,v € C([0,T); H) para os quais existem f,g € L' (0,T; H), f(t) € F(u(t),v(t)),
g(t) € G(u(t),v(t)) g.t.p. em (0,T), e tais que (u,v) é uma solucao forte [solu¢do

fraca, no sentido da Definicao 1.26] para o sistema (P1) abaizo:

ur + Au = f
(P1)§ v+ Bv= g
u(0) = ug,v(0) = vy
Para o propdésito de conseguir o resultado de existéncia de solugao, a prin-
cipal ferramenta necesséaria é o Teorema do Ponto Fixo (Teorema 1.46). A idéia é
mostrar que uma aplicacdo multivoca definida adequadamente tem pelo menos um

ponto fixo cuja existéncia é equivalente a existéncia de pelo menos uma solucao fraca

local de (P).

Teorema 4.2 Sejam A e B operadores univocos que sao subdiferenciais de fungoes
ndo-negativas, convexas, proprias e s.c.i., P4, ¥p, respectivamente, definidas num

espaco de Hilbert real H, com 1¥4(0) = ¢p(0) = 0. Também suponha que A e B
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geram semigrupos compactos, e que F.G : H x H — P(H) sdo semicontinuas
superiormente e que levam limitados de H x H em limitados de H. Entdo dado um
subcongunto limitado By C H x H, existe Ty > 0 tal que para cada (ug,vo) € By

existe pelo menos uma solugao forte (u,v) de (P) definida em [0, Tp].

Demonstragao: Sejam (ug,vg) € By e escolha m > 0 tal que

| wo |z +1 < m, || vo ||z +1 < m. Assim, segue por hipétese que existe r > 0
tal que max{|| wy [l || ws i} < m = max{| 2 |l % lu} <7V (57) €
F(wi,w2) x G(wy,ws2). Sem perda de generalidade podemos supor r > 1.

2

Seja Ty > 0 tal que Tpr < 1, e considere o conjunto

K ={(f.9); f.g € L*(0,To; H), | f(t) 1200101 < 7 9(t) I 22001081 < 7}-

E facil verificar que K C L?(0,Ty; H) x L?(0,Ty; H) é fracamente compacto e ndo
vazio. Definimos

Pr, : K — C(]0,To]; H) x C([0,To]; H)

por Pr,(f,9) = (u,v), onde (u,v) é a unica solugao sobre [0,7p] de (P;). Nao é

dificil verificar que
| u(t) [ < m e | v(t) ||g < m, paratodot e [0,Tp).
Dai o Teorema do Ponto Fixo (Teorema 1.46) pode ser aplicado ao operador
¢: K — P(K)

(f,g) — Sel F(u,v) x Sel G(u,v)

sendo que (u,v) = Pr,(f,g). Podemos verificar que ¢ tem valores convexos e fecha-
dos. Para mais detalhes veja a dissertagao [34] e o artigo [18].

O tnico fato que precisa ser garantido é que o grafico de ¢, Graf(yp), é fra-
camente X fracamente sequencialmente fechado em K, mas isto segue dos Teorema

1.27, Teorema 1.35, Proposicao 1.29 e Teorema 1.44.
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Portanto podemos concluir que existe (f,g) € K tal que (f,g) € ¢(f,g), e
consequentemente (u,v) = Pr,(f, g) é uma solucao fraca de (Pp). Visto que (f,g) €
K C L*(0,Ty; H) x L*(0,Ty; H), o Teorema 1.30, garante que (u,v) = Pr,(f,g) é
na verdade uma solugao forte de (P). [ ]

Para conseguir solugoes globais impomos condicoes convenientes nos termos

Fed.

Definig¢ao 4.3 Diremos que um par (F,G) de operadores F,G : H x H — P(H)
(conjunto das partes de H) duas aplicagdes possivelmente multivocas que levam li-
mitados de H x H em limitados de H ¢ positivamente sublinear se existem a > 0,
b>0,c>0emy >0 tais que para cada (u,v) € H x H com ||ullg > mo ou
|lvller > mo para os quais existe fo € F(u,v) com (u, fo) > 0 ou existe gy € G(u,v)

com (v,go) > 0, tem-se simultaneamente:

Il < allulleg +bllvllm + ¢

l9lle < allullg +bljvlla + ¢

para cada f € F(u,v) e cada g € G(u,v).

A condicdo acima definida, que chamaremos de sublinearidade positiva,
pode ser melhor explicada da seguinte forma:

Se (u,v) € Hx H e
Jullg <mo e vz < mo (4.1)

nao exigimos nada de F(u,v) e G(u,v), uma vez que F,G levam limitados em
limitados e portanto os produtos escalares (f,u) e (g, v) sdo limitados quaisquer que
sejam f € F(u,v) e g € G(u,v). Se (4.1) nao vale para um determinado par (u,v),
entao |lul| > mg ou ||v|]] > mg. Neste caso, também nao hé necessidade de impor

nada a F(u,v) e G(u,v) se

(u, f)y <0 e (g,v) <0, para todo f € F(u,v) e g € G(u,v). (4.2)
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No entanto, se ambos (4.1) e (4.2) nao sao satisfeitas, isto é, se
|lul]| > mg ou ||v]| > mg e (u, fo) > 0 ou (v,g0) > 0 para algum fy € F(u,v) ou

algum gy € G(u,v) entdo impomos a condigao que

11 < allull + blfv]l + ¢

lgll < allull + bllvll + ¢

para cada f € F(u,v) e cada g € G(u,v).

Observagao 4.4 Seja T' > 0 arbitrdrio. Por argumentos padrées podemos provar
que cada solugao de (P), a qual estd definida em [0,Ty], To < T pode ser estendida
ao intervalo [0,T] se o par (F,G) € suposto ser positivamente sublinear em H x H.

A demonstragao é muito similar daquela em [18].

De fato, primeiro observamos que, sob estas hipdteses, pode-se mostrar
através do Lema de Zorn que cada solucao local ou é nao continudvel ou pode ser
estendida a uma solucdo (u*,v*) nao continudvel, definida ou em [0,7,,] ou em
[0,T,,) para algum T,, < T. Para completar a prova é suficiente mostrar que a
ultima situagao nao pode ocorrer. Com esta finalidade, assumimos por contradigao
que (u*,v*) é uma soluc@o nao continuavel de (P) definida em [0, T5;,), onde T, < T'.

Fazendo o produto interno em ambos os lados da equacao

du* * *
E%-Au =f

com u* e integrando de 0 a t, t < T,,, obtemos

1, 1 b
5 1w @ 1< 5 1o I +/O < f(s),u(s) > ds.

Agora, o par (F, Q) é positivamente sublinear e f* € F(u*,v*). Assim, seja
mo > 0 como na Defini¢ao 4.3 e seja D C [0,T},,) definido da seguinte forma: s € D

se e somente se
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Como f*,g* € LY[0,T,]; H), f*(s) € F(u*(s),v*(s)) e g*(s) € G(u*(s),v*(s)) é

claro que D é um conjunto mensuravel.

Defina D = DN (0,t) e D = D N (0,¢). Ambos sdo mensurdveis como

interseccao de mensuraveis.

Assim, temos que existe My > 0 tal que

/~<u*(8),f*(8)>ds < M.
D

Da sublinearidade positiva de (F,G) temos que em D

(u?(s), f7(s)) <l ()|l f* ()l < [l ()l mlallu”(s) || + bllo*(s) ]|z + ]

com a,b,c > 0.

Logo,

Il () 1%

IN

IN

IN

IN

o g +2 [ (7°(9)u(s))ds

DuUD

o 13 +2 /D (f*(5),u(s))ds

o 11 +2Mo + 2 /B[GIIU*(S)IIH +0l[v*(s)l[m + llu” ()l mds

I uo Iy +2Mo +2a [ [ (s) s
D
20 [ )l ()]s
D
2e [ (s)ds
D
t
I o |3 +2Mo + 2a /0 o (s) | %ds
t
2% / lo* ()l ll(s) | s

t
20/ ()| srds.
0
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Assim, existem constantes positivas a, 3, v e C = C(uyp) tais que
t
lw@ il < 42 [ ol v la

+ B v*(s) |l +] | w(s) ||ar ds.

Usando a Desigualdade de Gronwall obtemos
v @) ln < C+T
t
+ /0 [ [l w™(s) Nl +5 (| v*(s) [|m]ds.

Ou seja, existe M independente de ¢ tal que

[ (8) la< M+/O [ | w*(s) ler +8 [| 0™ (s) || alds.

Analogamente existe M independente de t tal que

[0 () [[m < J\7+/0 [B 1 w*(s) [l +a || v7(s) ||alds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por K = M + M e

p = o+ (3 temos
t
(&) |l + [ 0" (@) [[a< K+p/0 [l w(s) [l + 1] v*(s) [|m]ds
e da desigualdade de Gronwall- Bellman vem que
(@) Nl + 1| v (t) I < Ket

para todo t € [0, T},).
Como F e G levam limitados de H x H em limitados de H existe L > 0
tal que

lzlla< L e 1Z]la< L

sempre que z € F(u*(t),v*(t)) e z € G(u*(t),v*(t)), qualquer que seja t € [0, T},).
Assim, sejam (f*,g*), f*(t) € F(u*(t),v*(t)) e g*(t) € G(u*(t),v*(t)) qtp

em [0,7),), tais que u* e v* sao solugdes de

du*

A * — *
ddt* + Au f
v +B'U* — g*

dt
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respectivamente em [0,7,,). Em vista das observagoes acima, tanto f* quanto g*

pertencem a L'([0,Ty,], H). Logo, pelo Teorema 1.27, o problema

dw1

20 Aw =

ddt +Aw = f
P, w2 Bws = o*
(Ps) at + bwz =g

w1 (0) = ug, w2(0) = vo
tem uma unica solugao (wy,ws) : [0,T,,] — H x H, a qual deve coincidir com (u*, v*)

em [0,7,,), e portanto,

tLlI]I}m u*(t) = tLHYI}m w(t) = wi(T).-

Analogamente

lim v*(t) = lim wy(t) = we(Th).

t—Tm t—Tm
Como w1 (T},) e wa(T),) pertencem a H, usando a parte de existéncia local
podemos concluir que as solugoes u* e v* podem ser continuadas a direita de T;,, se
T, < T, ou pelo menos até T, se T,,, = T, contrariando a maximalidade de u* e v*.
Portanto cada solugéo é nao continudvel.
Agora, com o mesmo procedimento usado acima, prova-se que se (u,v) é
uma solugao nao continudvel de (P), entdo (u,v) estd definida no intervalo todo

[0,T]. m

4.1.2 O Semifluxo Generalizado Associado com o Sistema de In-

clusoes Diferenciais

Pela se¢ao anterior concluimos que a hipdtese (H1) da definicao de Semifluxo Ge-
neralizado é satisfeita.

Seja D(ug,vg) o conjunto de todas as solugoes de (P) com dado inicial
(uo,vo) e considere G = U, vo)emxm P (w0, vo).-

Nao é dificil provar que o conjunto G de todas as solugoes de (P) satisfaz

(H2) e (H3). A condigao de semicontinuidade superior (H4) pode ser obtida de um
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resultado que é uma pequena adaptagao do Teorema de Baras, Teorema 1.35, que é
provado pelos mesmos argumentos, onde a diferenga é que os dados iniciais podem
variar em um subconjunto precompacto {(ug,,von)} C H X H:

Considere o seguinte problema de valor inicial:

duy,

— + Auy, 2 fn
(Pr)q @

un(0) = up,

onde A é maximal mondtono em um espaco de Hilbert H, f, € K C L*(0,T; H) e
up,, € H.
Fazendo f,, e up, variar obtemos uma familia de problemas e portanto uma

familia de solugoes. Defina
M (K) = {un;up é a tnica solucao fraca de (Py,), com (f,,uo,) € K x H}.

Estabelecemos condigoes para que o conjunto M (K') possua alguma propri-
edade de compacidade. O proximo teorema é uma consequéncia direta do Teorema

2.3.2, p.46 em [40] e do Lema 1.34.

Teorema 4.5 Se A : D(A) C H — P(H) € um operador mazimal mondtono que
gera um semigrupo compacto, {uo, } C H, com ug, — ug, e K = {fn;n € IN} € um

subconjunto uniformemente integravel em L*([0,T); H), entio o conjunto M(K) é

relativamente compacto em C([0,T]; H).

Agora, considere {¢,} C G com ¢,(0) — 2z quando n — +oo. Entao

©n = (Un, vpn), ©n(0) = (uo,,v0,), 2 = (ug,vo), € (un,vy,) satisfaz o problema

dun,
% + Aup, = fn em (0,7
(FPn) dditn + Bu, = gn em (0,7

un(0) = uo,, vn(0) = vo,
Considere K = {fn;n € N} e K = {gn;n € N}, fn € Sel F(up,vn),
gn € Sel G(up,vy,), n € IN. Usando a sublinearidade positiva do par (F, G), mostra-

se que as solugoes {(un,v,), n € IN} sdo uniformemente limitadas em [0,7]. Dali,
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usando o fato que F, G levam limitados de H x H em limitados de H, concluimos
que os conjuntos K e K sio uniformemente limitados em [0,T7], e portanto, uni-
formemente integraveis em L'([0,7]; H). Entdo segue do Teorema 4.5 que M (K) e
M(K) sdo relativamente compactos em C([0,T]; H). Entao (H4) segue do Teorema

1.44 e da Proposicao 1.29. Assim, obtemos o seguinte

Teorema 4.6 Se .G : H x H — P(H) sdo semicontinuas superiormente, levam
limitados de H x H em limitados de H e o par (F,G) for positivamente sublinear,

entdo G € um semifluxo generalizado em H x H.

4.1.3 Existéncia de Atratores

Seja T' > 0 fixo arbitrariamente grande, B C H x H, G o semifluxo generalizado
associado com (P), e Pr(f,g) = (u,v) como na demonstragao do Teorema 4.2, e

I?(B)i{(f, g)€Sel F(u,v) x Sel G(u,v); (u,v)=Pr(f,qg), e (u(0),v(0)) € B}.

Observagao 4.7 Os mesmos argumentos usados para assequrar o existéncia global
de solugoes mostram que, se B € um subconjunto limitado de H x H, entdo f((B) é

um subconjunto limitado de L*(0,T; H) x L*(0,T; H), isto €, eviste uma constante

C >0 tal que || fll 2o + 9l omm < Co Y (f.9) € K(B).

Teorema 4.8 Se o semifluro generalizado G associado com (P) € eventualmente

limitado entdo G € assintéticamente compacto.

Demonstracao: Seja {¢;} C G com {p;(0)} limitado em H x H, e {¢;(t;)} uma
seqiiéncia em H x H com t; — +oo. Queremos mostrar que {¢;(t;)} tem uma
subseqiiéncia convergente. Segue da definicdo de G que ¢; = (uj,v;), ¢;(0) =

(uj(0),v;(0)) € H x H. Como t; — +00, podemos supor t; > 1, Vj € IN, e como

i—1

. : . — . - ti—1 tj—1
G ¢ um semifluxo generalizado ¢; = ¢/ ~ = (u? 4

) € G. Entao para cada

(R
. . ti—1 tj— —1 tj—1
j € N existe fj, gj € L*(0,1; H), f; € Sel F(uj] U7 ) ),

1 t;

), g5 € Sel G(uf
t;—1 t;—1

€ (Ujj ’ng ) = Pl(fj?.gj)'
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Seja I = m(K({g;(0)}), i = 1,2, M(K1)(t) = {u} ' (t),j € N} e

T IS P :
M(K>)(t) = {v;/ "(t),j € N}, t € [0,1], e {S(t), t > 0} o semigrupo compacto
gerado por A em H. Visto que G é eventualmente limitado, {¢;(0)} = {¢;(t; — 1)}
¢ um subconjunto limitado de H x H se j é grande o suficiente.

Agora, seja h > 0 tal que 1 — h € [0, 1]. Definimos
Th: M(K1)(1) - H

por u;j_l(l) — Th(uz-j_l(l)) = S(h)u;j_l(l — h). Visto que M(K1)(1 — h) é um
subconjunto limitado de H, entao T}, é um operador compacto. Também temos pelo
Lema 1.34 que
1
ISE0G ™ =1 =y W< [ e s Ve,

Pela Observagao 4.7 temos que K; = {f;,j € IN} é um subconjunto limi-
tado de L'(0,1; H), e portanto K; é uniformemente integravel em L'(0,1; H). As-
sim, temos limy,_,o 7}, = I, uniformemente em M (K7)(1). Portanto I : M (K;)(1) —
M(K1)(1) é um operador compacto e entao, M(K7)(1) é relativamente compacto
em H. Os mesmos argumentos mostram que M (K3)(1) é relativamente compacto
em H, portanto {¢;(t;)} tem uma subseqiiéncia convergente em H x H. [ ]

Assim, de acordo com os Teoremas 3.50 e 4.8, para assegurar a existéncia
de um B-atrator global compacto e invariante para o problema (P), é suficiente
impor condigoes em F, G para garantir que o semifluxo generalizado G definido por
(P) seja B-dissipativo e portanto, eventualmente limitado e ¢—dissipativo.

Para mostrar a B—dissipatividade vamos nos restringir a sistemas onde A
e B sdo os operadores p, g—laplaciano perturbados em H = L?*(Q)) com condigoes

de fronteira Neumann homogéneas, isto é, vamos provar B—dissipatividade para o
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seguinte sistema:

g@; — div(D1|VulP2Vu) + |[u|P~?u € F(u,v) em (0,7T) x Q

Py % — div(D2|Vo|7*Vv) + |v]9%0 € G(u,v) em (0,T) x Q
O ) = 02 (1) = 0 em (0,7) x 99
u(0,z) = ug(z),v(0,z) = vo() em Q

sendo que €2 é um dominio limitado do IR™, n > 1, com fronteira suave 952, p,q > 2,
D1,Dy € L®(Q),Di(x) > o > 0 q.t.p. em Q, i = 1,2, ug, vg € L*(Q) F,G
sdo operadores multivocos que levam limitados de L?(Q) x L?(2) em limitados de
L?(£2), semicontinuos superiormente e positivamente sublinear em L2(2) x L2(),
% = D1|Vul|P~2(Vu, 1), e 7 é o vetor normal unitdrio apontando para fora. Ob-
serve que sempre olhamos o problema (Py) como um problema de valor inicial, e a
condicao de fronteira Neumann aparece, num sentido fraco, na definicao do operador
p—laplaciano perturbado, onde tudo estd bem definido.

No caso particular (Py) onde A e B sao os operadores p,g—laplaciano
perturbados em H = L?(12) para condiges de fronteira Neumann homogéneas (note
que aqui D* = Dy, V¥ \, mas haviamos definido o operador de uma forma mais geral
porque mais para frente pretendemos provar semicontinuidade superior de atratores),
as mesmas condigoes impostas em F, G para conseguir existéncia global de solugoes
também serao suficientes para provar que o semifluxo generalizado Gy definido por

(Py) é B-dissipativo. Temos o seguinte:

Teorema 4.9 Se .G : H x H — P(H) sdo semicontinuas superiormente, levam
limitados de H x H em limitados de H e o par (F,G) for positivamente sublinear,
entao existe um conjunto limitado By em H x H e tqg > 0 tais que para qualquer
v € Gy, p(t) € By, Yt >ty. Em particular, o semifluzo generalizado Gy definido

por (Py) € B-dissipativo.

Demonstracao: De fato, se ¢ = (u,v) € Gx é uma solucao de (Py) entao existe

(f,g) € Sel F(u,v) x Sel G(u,v), f,g € L'(0,T, H) para cada T > 0 tal que u,v
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satisfazem o problema

88?: — div(D1|VuP2Vu) + [uP~%u = f em (0,7) x Q
% — div(Do|V|972Vv) + [v|T 20 = ¢ em (0,7) x Q
ou ov

%(t,x)—a—n(t,x)—o em (0,7) x 09
u(0,2) = up(z),v(0,z) = vo(x) em £,

Multiplicando a primeira equacao por u, e a segunda por v e supondo, sem

perda de generalidade que p > ¢, obtemos

—6lu(@)l + (f (1), u(®))

T @3, < =dllu% + (g(t), v(t))

N[ —
&l
I
—~
~
-
e
VAN

sendo que 9, § 30 nlimeros reais positivos dependendo de D1, Ds, 0,€), p,q. Usando
a Defini¢ao 4.3, Cauchy-Schwartz, a Desigualdade de Young e somando as equagoes

obtemos

%%(Hu(ﬂl!?{ @) < ~Cillu®)ly + Jo(@)%) + Co
= —Ci(lu@®F” + @ IF) + Cs

C

< - 1W(HU(t)II%+IIU(t)II?{)q/ZJrCz,

sendo que C1, Cy sao nimeros reais positivos dependendo de D1, Do, 0,8, p, q.
Dai a demonstragao segue do Lema 1.5. |
Usando os Teoremas 3.50, 4.8, 4.9, concluimos que Gy tem um B—atrator
global compacto e invariante A%h D)’ O B—atrator global A%h Dy) é nico e é dado
por

Abion= U w(B) =ws(HxH).
BeB(HxH)

Além disso, Aé\]gl Ds) ¢é o subconjunto maximal compacto invariante de H x H, e é
o minimal entre todos os B—atratores globais fechados, e usando o Teorema 3.60,
também temos que .AéVDI Dy) ¢ a uniao de todas as orbitas completas limitadas em

H x H.
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Como Gy assintéticamente compacto implica Gy @-assintéticamente com-

pacto, pelo Teorema 3.80 temos que Gy possui o unico @-atrator global fechado

minimal nao-vazio ]/\\T(DLDQ) e ]/\\T(Dl,DQ) = Uperxn wWo(r) = w,(H x H).

Observagao 4.10 Observe que a existéncia do semifluzo generalizado foi feita de
uma forma abstrata e o Unico momento em que fizemos uma restri¢do foi para provar
a B-dissipatividade. Também podemos provar B— dissipatividade, da mesma maneira
como foi feito no Teorema 4.9, quando A e B sdo os operadores p, q—laplaciano em
H = L*(Q) com condi¢ées de fronteira Dirichlet homogéneas, i.é., para sistemas

como o sequinte:

881; — div(Dy|VuP~2Vu) € F(u,v) em (0,T) x

ov

— — div(D|Vo|?2Vv) € G(u,v em (0,T) x Q
b)) G DAV € Glae) (0,7

u(t,z) =v(t,x) =0 em (0,T) x 02

u(0,z) = up(z),v(0,x) = vo(x) em Q

sendo que ) € um dominio limitado do IR™, n > 1, com fronteira suave 0S), p,q > 2,
D1,Dy € L®(Q),Di(z) > 0 > 0 qtp. em Q, i = 1,2, ug, vo € L*(Q), e F,G
sdo operadores multivocos definidos em L*(Q) x L%*(Q) com as mesmas condigdes
dadas anteriormente. (Também olhamos o problema como um problema de valor
inicial, mas a condicao de fronteira Dirichlet homogénea aparece no dominio do
operador). Assim, também podemos concluir que o problema (Pp) (ou seu semifluzo
generalizado associado Gp) tem o B—atrator global mazimal compacto invariante

A?Dl Ds) € tem o unico @-atrator global fechado minimal ndo-vazio N(DLDQ).
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4.2 Dependéncia de Parametros

Nesta secao consideramos o problema

(

85? — div(D}|Vuy[P72Vuy) + [ua[P"2uy € F(uy,vy) em (0,7) x Q
0
(Py.) % — div(D3| Va2 Vuy) + [val?ox € G(ua,va) em (0,T) x ©
N aU)\ 81))\
Z7A = A = T Q
o (t,z) 5 (t,z) =0 em (0,7) x 0
ux(0,z) = ug r(x),vA(0,2) = vor(T) em 2

sendo que ugx, vox € L?(Q), D}, D3 € L®(Q), DMx) > 0 > 0q.t.p. em Q,i=1,2,
A €[0,N0] e D} — DY, em L®°(Q) quando A — 0,7 = 1,2. , p,q e F,G satisfazem
as mesmas condigoes da se¢ao 4.1.3, portanto para cada A € [0, A\g] podemos associar
um semifluxo generalizado G) o qual tem um B-atrator global compacto invariante
Ay, conforme foi provado na se¢do 4.1.3.

O que precisamos para obter a semicontinuidade superior de {Ay} AE[0,)0]
em A = 0 é uma certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para as solugoes.
Para conseguir continuidade no fluxo, primeiramente estabelecemos um resultado
de compacidade. Depois disso mostramos que as condi¢des impostas em (Py, ) sao
suficientes para garantir estimativas uniformes e portanto semicontinuidade superior
de atratores.

Nesta secao denotaremos
ADPL(9) = —div(D}VO[P~2V0) + |9[P=20, BP2(0) = —div(D3|V6|1-2V ) + |6]726,

SP o semigrupo gerado por AP e T o semigrupo multivoco definido por Gj.

4.2.1 Um Argumento de Compacidade

Seja A um conjunto de indices munido de uma métrica e considere (Py) o seguinte

problema de Cauchy:

d

A + A/\u)\ S fi
(Py)g dt

UA(O) =ug € H

sendo que fy € L'(0,T;H), VX € A, A* é um operador maximal monétono num

espaco de Hilbert H, A* = 9¢* é a subdiferencial de uma funcdo nao-negativa,
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convexa, prépria e s.c.i. ¢* : H — IR, e suponhamos NycpD(¢*) = H e que para
cada u € NyepD(¢*) existe uma constante k(u) > 0 tal que ¢*(u) < k(u), ¥ A € A.

Seja {S*(t)} o semigrupo gerado por A* em H.
Lema 4.11 Para cada ug € H fizado, {S*()uo}trea C C([0,T]; H) € equicontinua

em to = 0.

Demonstragao: Seja h > 0. Primeiro suponha ug € NycpaD(¢"). Do Teorema

2.1.1 em [40], temos
1S* (h)uo — uol|zr < 3||luo — Jiuo||z, sendo que Ji = (I + hd¢™) L.
Também, da Proposigao 2.11 em [7], segue que
Sl — Thuolly < 6 (uo) < ko), YA € A

Entao

1M (h)uo — uollg < 6hk(ug), VA € A,
e isto garante a equicontinuidade da familia {S*(.)ug}rea em to = 0. Agora seja
up € H, e considere uma seqiiéncia {uf} C NyeaD(¢) tal que ugnio up. Dado
£ >0, seja Ny € IN tal que |[ud® — ug||g < <. Entao
18 (h)uao — wollar < 15 (h)eao — SM(Y® |- (Yo — o -l — ol
< 2| ud® — u| g + 6hk(ud), VX € A.

)
12k(u)©)

Tomando § = > 0, obtemos que |h| < ¢ implica
|1SM(h)ug — uo||zr < &, VX € A.

|
Seja K = {fx, A € A} um subconjunto uniformemente integravel de

LY([0,T); H) e seja
M(K) = {uy;uy é a tnica solugao fraca de (Py) em [0,T], A € A}.

Temos
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Teorema 4.12 Se para cada t € [0,T], M(K)(t) = {ux(t);ur € M(K)} € relativa-

mente compacto em H, entao M(K) € relativamente compacto em C([0,T]; H).

Este resultado pode ser provado da mesma maneira como o Teorema 2.3.1 em [40]
(veja Teorema 1.33). A principal diferenca é que permitimos que o operador A*
varie com A. Neste caso precisamos usar o Lema 4.11 para provar que M (K) é
equicontinua em tg = 0. O resto é andlogo.

O préximo lema ¢ similar ao Lemma 2.3.1 em [40] (veja Lema 1.34).

Lema 4.13 Seja f\ € LY(0,T; H) e uy satisfazendo (Py) em [0,T]. Entdo para

cada t € (0,T],s€[0,T) e h >0 comt—he[0,T], s+he€|0,T] temos

I S*(R)ua(t — h) —ux(t) || < / I fa(s) | ds
t—h

N B s+h
|15 (R)ur(s) —ua(s +h) || < / | fx(s) || ds.

Teorema 4.14 Suponha que K = {f\, A € A} € um subconjunto uniformemente
integrdvel de L1([0,T]; H). Se para cada t € (0,T] e h > 0 tal que t —h € (0,T], o

operador Ty, : M(K)(t) — H definido por
Thux(t) = S*(R)ux(t — h)

é um operador compacto, entao M(K) = {ux; A € A} € relativamente compacto em

c([0,T); H).

Demonstracao: A prova segue o Teorema 2.3.3 em [40]. Usando o Lema 4.13 e
o fato de K ser uniformemente integravel, temos que }lll_)n% Ty, = I uniformemente em
M(K)(t). Portanto o operador identidade I : M (K)(t) — M(K)(t) é um operador
compacto e entao visto que M(K)(t) é um conjunto limitado em H temos que
M(K)(t) é relativamente compacto para cada t € (0,7]. Note que M (K)(0) = {uo}

é relativamente compacto em H. Dai o resultado segue do Teorema 4.12. |
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4.2.2 Semicontinuidade Superior de Atratores

Para cada A\ € A := [0, \o] seja A\ o B-atrator global compacto invariante asso-
ciado com o semifluxo generalizado G, definido por (Py,). Nosso objetivo nesta
secao é provar que a familia de atratores {A)} e € semicontinua superiormente em
A = 0. Para fazer isto usaremos o Teorema 1.2 em [28], no contexto de semifluxos

generalizados:

Teorema 4.15 : Seja A um espago métrico, \y um ponto nao-isolado e seja {Gy}ren
uma familia de semifluxos generalizados no espaco de Banach X satisfazendo:

(i) Para cada \ € A, Gy tem um B-atrator global compacto invariante Ay e
U)\GAAA € B(X);

(it) A aplicagdo multivoca definida por Gy, X — T\(t)(A), A = Uyeca Ar, € fraca-
mente semicontinua superiormente em A1 para t grande, i.e., existe tg > 0 tal que
para cadat > to fizado, dadoe > 0, 3§ > 0 tal que Tx(t)(A) C O(Ty, (t)(A)), Y X €
Os5(\1).

Entao dist(Ax, Ax,) — 0 quando A\ — A;.

Primeiramente precisamos obter algumas estimativas uniformes para as

solugoes (uy,vy) do problema (Py;, ). Temos o seguinte:

Lema 4.16 Se (uy,vy) € uma solu¢io de (Py,), entdo existem nimeros positivos
ro € to tais que ||(ux(t), ()l axn = [lux()|la + [loa@) ||z < ro, para cada t > to e

A €A

Demonstracao: De fato, se (uy,vy) satisfaz (Py, ), entao existe

(fx,9x) € F(ux,vy) x G(uy,vy) tal que

0
(Pl S = div(DY Va2 V) + [urP2ux =
A 0
% — div(Dg‘\Vv)\]q*QV’U,\) + |UA‘q72’U/\ = 9x

Os mesmos argumentos usados para provar o Teorema 4.9 podem também ser apli-
cados aqui, observando que as constantes 9, 9, C1, Co podem ser escolhidas uniforme-

mente para A € A = [0, \g], porque Dl)‘(aj) >0>0qtp. emQ,i=1,2V A€ [0,\]
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e D} — DY, em L>®(Q) quando A — 0, e portanto temos que existe uma constante
positiva M; > 0 tal que ||D}| 0oy < M;,V A € A. Assim, existem niimeros posi-
tivos rg e to tais que tais que ||(ux(t),va(t))||gpxg < 7o, para cada t > tg e A € A.

Observagao 4.17 As constantes rg, ty do Lema 4.16 independem dos dados iniciais

e de X € [0, \g].

Observagao 4.18 Se (uy,vy) € uma solugao de (Py, ), entao existe uma constante
positiva K = K(ugx,vox, to) tal que ||ux(t)||mg + [[oa()||lg < K (uox,vor to), VT E
[0,t0]. Se os dados iniciais estao todos num conjunto limitado de H x H ou se
ux(0) = wp,vA(0) = vo, ¥ X € [0, o], entdo temos K wuniforme com relagao a
A € [0, Ao], isto €, temos que ||ux(t)||g + [[lox(t)||lg < K, VA € [0, ] eV t € [0,t0].

Neste caso podemos considerar tg = 0 no Lema 4.16.

Para demonstrar esta observagao basta usar a hipdtese que o par (F,G) é positiva-
mente sublinear e aplicar as desigualdades de Gronwall e Gronwall-Bellman (Veja a

demonstragao da Observagao 5.17).

Lema 4.19 Eziste um conjunto limitado By em H x H tal que Ay C By, V )\ €

[0, Ao].

Demonstragao: Seja (z),yx) € Ax. Visto que Ay = T)(tp).Ay, sendo que T é o
semigrupo multivoco definido por Gy, entao pelo Lema 4.16, temos ||(zx, yx) || gxz <
T0- |
Assim, a familia {G} g0, satisfaz a condigdo (i) do Teorema 4.15.
Agora, usando o Lema 4.16 e o fato que F' e GG levam limitados de H x H em
limitados de H, podemos repetir os mesmos argumentos que foram feitos no Lema

2.2 em [22] para cada equagao em (P}), e obtemos:

Lema 4.20 Se ¢y = (uy,v)) € Gy, entao existem constantes positivas k > 0 e

t1 > to, independentes de A, tal que
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lex@lwresxwra = lua@llwre + loa@llwra <k, para todo t > 11 e A € [0, Ao,

sendo que ty € a constante positiva do Lema 4.16.

Demonstracao: Seja (uy,vy) solugao de (Py, ), entao existe

(fx,90) € Fluy,vy) x G(uy,vy) tal que

ou . _ _
o | G DT ) o =
A

ov _

0% div(DYV0r[T=2T3) + a0 = g
Consideremos
1
R - {Df/ |W\de+/ \v]pdx], v € WhHP(Q)
@Dl (v)y=¢ P Q Q
+o0, caso contrario.

X L . . , . .
Temos que ¢P1 é uma aplicacdo convexa, prépria e semicontinua inferiormente e

APT = 9P é maximal monétono em L2(£2). Temos que

L) = (0™ ), 220 = (g ) - 2] 2lr),

Oux(T) Oux(T)

= (K1) = —5 = 5 — A+ A1)
= i - 220 ) - 22 g,
para 7 > 0 ¢.t.p.. Logo
ar) = 22 %wﬂuw» <50 = 22 )l
< 21n@ - 2208 4 aei,

para 7 > 0 ¢.t.p.. Portanto

L) = 220 4 on sy < LI

para 7 > 0 ¢.t.p.. Usando o Lema 4.16 e o fato que F e G levam limitados de
H x H em limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva Cy tal que

|l x(D)ler < Co, YE> 1o eV Ae [0, A]. Assim, obtemos em particular, que

1 1
E«ﬁm (uA(7)) < S I < 5C5, YAE0, ] eT > to gtp. (4.3)
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Pela definicao de subdiferencial temos a seguinte desigualdade

oD (ur (1)) < (9P (ur (7)), un(7)) (4.4)
Assim,
5 @I+ 0P ) = (PN () + 0P a(r)
= <auc‘;t(7)’w(7)> + (071 (ur (1)), un (7))

= (fa(7),ua(7))

IN

[ Ax(O allua() e < Coro, (4.5)

VAe[0, ] eT >tgq.t.p.
Fixando r > 0 e integrando a desigualdade (4.5) de t at+r, t > to, obtemos

que

IN

t+r DA 1 ) t+r DA
[P mdr < Jlunli+ [ e ) dr
t t

IN

1 1 ]
§HU>\(7JL)||%{ + Coror < 57“8 + Coror = as,  (4.6)

VA€ [0, Mg

Considerando yy(7) = ¢P1 (ux(1)), g=0e h = $C2 temos ftHr g(1) dr =0 = ay,

ftt—w h(t)) dr = 3C3r = age ftH_T ya(7) dr = tt+r oP1 (ux(7)) dr < a3,V X € [0, Ao].

Logo pelo Lema Uniforme de Gronwall, temos que
yat+1) < (Bt an)e® =7, V>t eV Ae [0, M. (4.7)
r
Fazendo ¢ =t + r, obtemos

1 1
Ellux(f)!\ﬁm,p(m = B[IIVUA(@H%IIUA(f)Hﬁ] (4.8)

PP (un(0)) = ya(0) < 71, V€ > to +7 e ¥ X € [0, M) (4.9)

Considerando 1 = (pr1)'/? e t; = to + r, concluimos que [ux()lwrp() < 71, para
cada £ > t; e X € [0, \o].
Analogamente mostra-se que existe o > 0 tal que [|vx(€)|[w1.0(q) < 72, para

cada £ > t; e A € [0, \g]. Considerando k = r1 + r2, concluimos a demonstracao. M
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Observagao 4.21 Se (uy,vy) € Gy com os dados iniciais todos num conjunto li-
mitado de WP(Q) x WH4(Q) ou se ux(0) = ug,vr(0) = vo, ¥ A € [0, No], entdo
existe uma constante positiva K tal que [ux(@)lwrr) + l[oa®)llwra@) < K,V\¢e

[0, \o] eV t € [0,t1]. Neste caso podemos considerar t1 = 0 no Lema 4.20.

De fato, seja (uy, vy) solucio de (Py, ) em (0,t;). Logo, existem fy, gx € L*(0,t1; H),

com (f, gx) € F(uyx,vy) x G(uy,vy) tais que (uy,vy) é uma solucio do sistema (I)

abaixo:
gux _ div(DY | Vur[P2Vuy) + [uaP2uy = f em (0,¢;)
ot 1 A A A A A » U1
(1) 8(;);\ div(D | Va7 2Vvy) + [va]7 20y = ga em (0,11)
ux(0) = ug x, vA(0) = vo »
Fazendo o produto interno da primeira equacéo em (I) com 8u§t(t), obtemos
1228 1 Lon ) = g, 220,
< IaOI22),
< SInoiE+ 1228 m @
Logo
1228 1 LoDy < SIAOI
Em particular,
LeP wa(0) < SO (111)

Usando a Observacao 4.18 e o fato que F e GG levam limitados de H x H
em limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva C, independente de
A € [0, N, tal que [[Ax(t)]|% < C, Vt € [0,t1] e A € [0,\]. Integrando de 0 a

7, 7 € [0,t1] em (4.11), obtemos

lia@lwioe = P a(r) < ¢ (o) / X

1
< uoalbwrosy +3 [ IO

1
< Juoallwie) +5Ct. (4.12)
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V71 e[0,t1] e A € [0, \g]. Analogamente prova-se que
1
[oa(P) lwragey = 922 (0 (1)) < llvorllwrag) + 50t V7 e [0,t] e A€ [0, Aol.

Visto que ¢; independe das condigoes iniciais, podemos concluir que nestas condigoes
temos

lux@llwre@) + loa®)lwra) < C, VA €0, M) et 20,

onde C' > 0 ¢ constante. [ |
Como conseqiiéncia do Lema 4.20 temos que [ Jyc, Ax é um subconjunto

limitado de WHP(Q) x W14(Q) e portanto podemos concluir o seguinte:

Lema 4.22 A := U Ay € um subconjunto compacto de H x H.
AEA

Agora mostramos o seguinte:

Teorema 4.23 A aplicagao A\ — Ty(t)(A) € fracamente semicontinua superior-

mente em A\1 = 0 para cada t > 0.

Demonstracao: Suponhamos, por contradicao, que existe tg > 0 tal que a a-
plicacao A — T)(top)(A) nao é fracamente semicontinua superiormente em A; = 0.
Portanto, existe uma y-vizinhanca O (Ty(to)(A)) tal que para cada n € IN existe
0 < A < min{Ag, 1} e &, € T, (to)(A) com &, & O, (To(to)(A)). ( Note que
An — A1 = 0 quando n — 400 ). Entao &, = (uy,(to),vr,(to)), (uxr,,vr,) €
Gy, (ur,(0),0x,(0) € A

E suficiente mostrar que existe uma subseqiiéncia {6, } de {&\,} com
&, — €0 € To(to)(A), assim obtendo uma contradigao.

De fato, temos que ¢y, = (uy,,v),) ¢ uma solugao do problema (P, ) com

(uy, (0),vy,(0)) € A. Logo, existem fy,,gx, € L*(0,T; H), com

fan (t) € Fuy, (t),va, (1), gx,(t) € G(uy, (t), v, (t)) ¢.t.p. em (0,7),
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e tais que (uy,, vy, ) € uma solugao em (0,7") do sistema (P/%n) abaixo:

ou . _ _
o (D |Vur, [V, + i, [ Pus, = o, em (0.7)
0 ) _ _

()4 22 dio(D3 Vo, [172V0n,) + s, [0, = g3, em (0.7)

uy, (0) = up .z, 0, (0) = v,
Podemos supor ¢y € (0,7"). Como A é compacto existe (ug,vg) € A com
(up, (0),vx,(0)) — (up,vo) em H x H.
Denotemos uy,, (-) = I(uox,)fr,(-) € va,(-) = I(vor,)9xr, () € também de-

notemos por zy, () = I(ug) fa, () € wx, (-) = I(vg)gx, (-) como sendo as solugoes dos

problemas
0z, , _ _
5 div(DY" |V, P2V 2n,) + |2, [P 220, = fo,
(Pfxwuo)
Zx, (0) = ug
e
owy,, _ _ _
5 dw(Dg‘"|Vw>\n|q 2Vwy,) + [wy, 97wy, = gx,
(ngnv'UO)
wy,, (0) = vo,
respectivamente.

Sabemos que u), é uma solugao de

Ouy,,

T div(DM|Vuy, P2y, ) + u, [P 2uy, = fi,-

Fazendo o produto interno desta equacao com uy, e integrando de 0 a ¢, ¢t < T,

obtemos

1

1 t
3 o0 = 3 o, B+ [ (s, (9., ().

Como {u07 A, ;€ uma seqliéncia convergente temos que existe uma constante

positiva R tal que || ugy, [|%< R?. Assim,

t
3 o) 3= 57+ [ (9.0, (00

Usando a hipdtese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-

dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas «, 3, v e C tais que

lun, @)l < C+7T+ fola lun, (s) i +8 || o, (s) | lds.
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Portanto, existe uma constante positiva M independente de ¢ tal que

t
[ ux, (8) [[a< M+/O [ [ ux,, (s) [z +8 1| vx, (s) l]ds.

Analogamente, existe uma constante positiva M independente de t tal que

[ ox, () < MJF/O 1B | ur, (8) [ +a || va, (s) |m]ds.

Somando estas duas desigualdades e denotando por N = M + M e

p = o+ [ temos

lux, @)l + (1 ox, (@) |r< N+p/0 [l un, (s) 2z + [ or,, () llzlds

e daf segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que
|, () Nl + [ v, (&) < NeT

para todo t € [0,7], e para todo n € IN.
Como F' e G levam conjuntos limitados de H x H em conjuntos limitados

de H, existe L > 0 tal que
| @O le< L e |gxn(t)|lg< L, paratodote [0,T], eparatodon € IN.

Considere K = {f\ ;n € N}, K = {gr,;n € N}, M(K) = {z):n € N}
e M(K) = {wy,;n € IN}. Uma vez que K e K sdo conjuntos limitados, ¢ facil ver
que eles sao subconjuntos uniformemente integraveis.

Dados t € (0,7] e h > 0 tais que t — h € (0,7, consideremos o operador
Ty : M(K)(t) — H definido por Tj2y, (t) = S*»(h)zy, (t — h).
Afirmagao 1: O operador T}, : M(K)(t) — H é compacto.

De fato, seja B um subconjunto limitado de M (K)(t), consideremos o conjunto
S = {87 (h)zy, (t — h);n € N tal que 2y, (t) € B}.

Queremos mostrar que o conjunto S é relativamente compacto em H. Como
WhP(Q) cc H = L?(), é suficiente mostrarmos que S é um subconjunto limitado

de W2(9).
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Seja zy, (t) € M(K)(t) e definimos
vy, : [t —h,t] — H

por vy, (1) = S* (1 — (t — h))zy, (t — h), para todo T € [t — h, t].
Observe que vy, é a tnica solu¢ao do problema

dvy,,
dr

U)\n(t — h) = Z)\n(t - h)

(T)—F@QOD%TL(U)\”(T)):O t—h<7t<t

com
\ 1[Df"/ |Vv|pd:c+/ |vpd:z:], v e WhHP(Q)
@Dln(v) =¢ D Q Q
400, caso contrario.
Temos
d Di\n o Di\n 8'0)\n _ B'U)\n 8U>\n
P 0, (0) = (067 (0, (), T2 (0) = —(S2 (1), 22 (1)
vy,

= or
Entéao, integrando de t — h a t, obtemos

1 An An An
2;II O 1, < P (0a,(1) < PV (up(t — h)) = P17 (20t — h)).

Assim, nosso trabalho é mostrar que {goD?n (zx(t — h))} é um conjunto
limitado, uma vez que S = {vy, (t);n € IN tal que z), (t) € B}.

Ja sabemos que existe L > 0 tal que
| fa,(0) lE< Le || gx,(7) |g< L, para todo 0 <7 < T e para todon € IN,

e 2y, € wy, satisfazem

¢
120, (0) 2y < Il wo llz2() +/O I an () 22 () dr, ¥ €€ [0,T]

¢
| wx, (€) lz2(0) < Il vo llz2() +/0 I 97, (7) lz2(q) d7, ¥ £ € [0,T].
Entao,

H Z)\n(g) ”L2(Q) < H Uug ||L2(Q) +L.T, V£ie [O,T] en €N
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H ’U))\n(g) HLQ(Q) < H Vo HLQ(Q) +L.T, VY€ [O,T] en € IN.

Visto que t — h > 0 entao existe r > 0 tal que ¢t — h > 7. Usando o Lema
Uniforme de Gronwall, mostra-se (veja a conta feita no Lema 4.20) que existe 77 > 0

tal que

ngin(Z)\n(0+r)) <r;,VnelNed>0.

Em particular, para 8 =t — h — r, temos
An —
©P1" (25, (t —h)) <71, Vn €N,

Isto conclui a demonstracao da Afirmacao 1.

Assim, temos pelo Teorema 4.14 que o conjunto M (K) é relativamente
compacto em C([0,T]; H) e portanto existe z € C([0,7]; H) e existe uma sub-
seqliéncia, que continuaremos chamando do mesmo modo, {zy,(:)} tal que z, — =
em C([0,T]; H).

Como cada 2y, é uma solucdo de (Py, ), entdo 2, verifica

1 2 1 2 !
3 1200 =015 5 12,6 =0y + [ (A7) = smoon,(r) = O)ar  (413)

para todo 6 € D(ADIM) CWLP(Q)C Heyy, = AP (#) eparatodo0 < s <t <T.
Analogamente, podemos mostrar que existe w € C([0,T]; H) e existe uma
subseqiiéncia {wy, ()} tal que wy, — w em C([0,T]; H), verificando

1 1 t
B | wa, () — 6 [*< B | wa, (s) — 6 +/ (A (T) = Yn,swa, () — O)dT  (4.14)

para todo 0 € D(BDQH) CWP(Q)C Hevy,, = BD2A"(9) eparatodo0 <s <t <T.
Como || fr,(7) |lu< L e || gr,(7) |[z< L, para todo 0 < 7 < T e para todo n € IN,

concluimos que existe uma constante positiva L tal que
| fxn o200 < L e I 9x, l20,7;m< L, para todon € IN.

Como L?(0,T;H) é um espaco de Banach reflexivo, existem f,g €L?(0,T;H) e

subseqiiéncias, que continuaremos chamando do mesmo modo, {f\,} e {gy,} tais
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que fr, — f e gy, — gem L?(0,T; H). Consequentemente fy — f e gy, — g em
LY(0,T; H).

Afirmagao 2: uy, — zevy, — wem C([0,T]; H) e além disso f(t) € F(z(t),w(t))
e g(t) € G(2(t),w(t)) q.t.p. em [0,T].

De fato, seja t € [0,T]. Temos

Fx, (8) = 2(t) [l <[l ux, () = 20, () [l + [ 20, () = 2(8) [ -

Entao,

sup || ux, (t) = 2(0) [[# < sup || I(uox,)fr, () = I(uo) fx,. (t) || 1
te[0,T] t€[0,T]

+  sup | 2y, (t) —2(t) |u
te[0,T)

< llwoa, —wo lla + sup || 25, (t) — 2(t) [a— 0
te(0,T
quando n — +0o0.
Portanto uy, — z em C([0,T]; H). Analogamente mostra-se que vy, — w
em C([0,T]; H).
Logo, pelo Teorema 1.44, f(t) € F(z(t),w(t)) e g(t) € G(z(t),w(t)) q.t.p.
em [0,7]. Como querfamos demonstrar.

Observemos que

fr, = f em L*0,T;H)= f\, =~ f em L*st;H),V0<s<t<T,;

zx, — 2em C([0,T]; H) = z), — zem C([s,t]; H)
e consequentemente
z\, =2z em L*(s,t;H),V0<s<t<T;

entao
<f/\n —h,z, — 0>L2(s,t;H) - <f —h,z— 6>L2(s,t;H)

para todo 6, h € H.
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Agora consideremos 6 € D(APY) ¢ WP(Q) C H e seja h = APY(0) e
H. Consideremos y,, = AP (0) = —div(D}"|VO|P~2V0) + |9]P—26. Notemos que
D(APY") = D(APY), Vn € N.

Por (4.13) sabemos que

— — t —
312001 < 516 =01+ [ (,(0) = a2, () — B
= 516 =B+ [ () =Tt R 2, (7) = B
t
= % | 25, (s) — 0 H2 +/S (fr,(T) = h, 25, (T) — O)dr
t — _
+ / (h = Yn,, 2, (T) — O)dT (4.15)

Afirmacdo 3: ['(h —yy,, 2\, (7) — 0)dr — 0 quando n — +o0.
De fato, consideremos a fungio B™(z) = D{(x) — D" (x). Temos por hipétese que
[ B™|| oo () = | DY — Di\nHLoo(Q) — 0 quando n — oo. Usando a desigualdade de

Holder, obtemos para cada 7 > 0, que vale a seguinte desigualdade

(h=r 20, (1) =) = (b, 20, (1) — ) — (yx,, 22, (T) — 0)

= (B"|VO[P~2V0,V (2, (1)) — VO)

< 1B gy [ IVOPRIVEIV (e, () - V0o
< 18" o[ [ IV9P 1V, ()l + [ (V0]
<

18" ety (IVBl1V (2, (7)) + 9011,

1 1 _
onde]f)—l—yfl.

Usando o Lema 4.20 e a Observacao 4.21, temos que

(IV81, 19 r, ()l + 1981)

¢ uniformemente limitado para A, € [0,\o] e 7 > 0, isto ¢, existe uma constante

positiva C, independente de A, € [0, o], tal que

(IVB1,I1V (2, (Pl + IVBIE) < €, ¥ 7> 0e Ay € [0, Ao]:
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Logo

¢ t
[ =) = 0)dr < [ B g Car < 1B"1w(@CT 0
S S
quando n — +oo. Como queriamos demonstrar.

Assim, tomando o limite em (4.15) quando n — 400, obtemos

Lz —ap<iyas-g)2 +/t(f(7) R, 2(r) —B)dr +2, Ve >0
2 -2 s ’ ’ )
Portanto,
t
3 120 =0 1P< 512~ + [ (1)~ hx(r) —B)ar

para todo 8 € D(APY) e = APY(f) e para todo 0 < s <t < T.
Da mesma maneira podemos mostrar que

3 100 =0 P< 5w =0 + [ (o(r) = Fw(r) = B)ar

para todo 6 € D(BP2) e h = BP2(0) e para todo 0 < s <t < T.

Portanto (z,w) € Gg com (2(0),w(0)) = (up, vp) € A. Entao,
(z(t),w(t)) € To(t)(A), Yt > 0.
Assim, definindo & = (2(to), w(to)) € To(to)(A), obtemos

16x, =S llaxm = [lur,(to) = 2(to) lar + || va, (fo) — wlto) ||

IA

sup || un, (1) = 2(7) [lg + sup || vx,(7) —w(7) [[#— 0,
7€[0,T 7€[0,T

quando n — +oo.

Isto é uma contradicao, e portanto concluimos que a aplicacao
[0, Ao] 2 A= Ti\(2)(A)
é fracamente semicontinua superiormente em A; = 0 para cada ¢t > 0. |
Assim, concluimos que a familia {Gx}aejo,),] satisfaz a condigdo (i) do
Teorema 4.15. Portanto, obtemos imediatamente, pelo Teorema 4.15, o seguinte

resultado:

Teorema 4.24 A familia de atratores { Ax} g0,z associada com o problema (Py, )

€ semicontinua superiormente em A1 = 0.



Capitulo 5

Difusao Grande e Dinamica
Assintoética Descrita por
Inclusoes Diferenciais

Ordinarias

Varios autores tém lidado com a questao de reduzir o estudo de uma equacao diferen-
cial parcial ao estudo de uma equagao diferencial ordinéria, entre eles mencionamos
[11], [15], [17], [25], [26] e [27]. Conforme [11], observa-se que a questao de encontrar
pontos de equilibrio para um problema parabdlico com um polinémio nao-linear pode
ser uma tarefa muito dura ou até mesmo intocavel. No entanto, se este problema
pode ser associado com uma EDO esta questao tem muito mais chances de ser
respondida.

O principal teorema em [17] diz que existem constantes c1,ca > 0 tais que

para cada t > 0
IVa(- Dl < ere™ e lful ) =Tz < cze™,

sendo que u = (uy,ug,...,u,), n > 1, é a solugdo do seguinte sistema de equagoes

105
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de reacgao-difusao

ZQ::DAqu;Aj(:E,u)a&;jJrf(u), em Q x R4
%(tjx)zo em 002 x R4
on

u(0,x) = up(z) em ()

onde 2 C IR™, m > 1, é um dominio suave com fronteira razoavelmente suave, 052,
D > 0 é uma matriz diagonal com os componentes sendo constantes positivas, e A;’s
sao fungoes matriciais continuas, u é a média de u em €2, e é a solugao de uma EDO, e
o = d\—M —av/m onde \ é 0 menor autovalor (positivo) de —A em Q com condicio
de fronteira Neumann homogénea, a = max{|4;(z,u)| : x € Q,u € £,1 < j < m},
com X = ﬁ{u e R": ar < wup < b}, onde —0co < ay < by < 00, d denota o menor
autovalorkgzi matriz D, e M = max{|df(u)| : u € X}. Note que se d fica grande,
entdo o fica grande. Assim, para cada ¢t > 0 fixo o gradiente da u fica pequeno e u
vai para sua média quando o pardmetro de difusao fica grande.

Provaremos algo similar neste trabalho, isto é, provaremos que existe t; > 0
tal que para cada t > 1, HVUD(t)HLQ(Q) — 0 quando D — +o0 e u? — u em
C([0,T); L?(R2)) quando D — +o0, sendo que u”é a solugdo de uma EDP e u é a
solucao do problema limite a ser determinado (que serd uma EDO). Mostraremos
que para cada parametro D a EDP possui um B-atrator global compacto invariante

Ap associado, e por final provaremos que a familia de atratores {Ap} é semicontinua

superiormente no infinito, isto é, que

sup distg(a’, A®) — 0 quando D — 400,
aPeAp

sendo que A% é o atrator do problema limite. O que precisamos para obter a
semicontinuidade superior dessa familia de atratores para difusao grande é uma
certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para as solucgbes, e por final

fazer a construcdao de uma érbita completa limitada. Faremos isto primeiramente
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para a equacao

(Pp) ?;é@>—zxﬂwf%w+ﬁuD@MpQuD@)—l%uD@»at3>0
D
uP(0) = ug,

onde B : H — H é uma aplicacao globalmente Lipschitz, e depois para o sistema

acoplado
( Ou . -2 -2
i div(D1|VulP~*Vu) + [u|P~“u € F(u,v) t>0
g;} — div(Do|Vv|12V0) + 0|7 %0 € G(u,v) t>0
(D) ou ov
%(t,x):%(t,x):O em 02, t>0
(u(0),v(0)) em L*(Q) x L*(2),

onde D1, Dy > 1, sdo constantes positivas, p,q > 2, Q C IR" é limitado, conexo
e suave, com fronteira 02 suave, e F' e G sdo operadores multivocos limitados,
semicontinuos superiormente e satisfazendo a condigao de sublinearidade descrita

na Secao 4.1 do Capitulo 4. Mostraremos que o problema limite quando D — +o0

de (Pp) é

U w(t)|P~2u(t) = B(u
(L) (t) + |u(t) P~ =u(t) = B(u(?)), t>0
u(0) = up € IR,

sendo que B = B\IR? e que o problema limite quando Dy, Dy — 400 de (I) é

i+ ¢p(u) € F(u,v)
(1) 0+ ¢y(v) € G(u,v)

u(0) = ug,v(0) = vp,

sendo que ¢,(s) = |s[P~2s, F= ERxIR> G= GRxR : R xR — P(IR).

Uma vez que foram determinados os problemas limites e detectado que
se tratam de EDO’s cujas solugoes também sao solugoes das EDP’s (as solugoes
das EDO’s sao constantes na variavel espacial), também obtemos semicontinuidade
inferior da familia dos atratores globais e de forma trivial, pois neste caso temos que

o atrator do problema limite A estd contido em cada atrator associado a EDP.
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5.1 Equacao Quasilinear com Termo Perturbativo nao-

Linear Globalmente Lipschitz

Consideremos o seguinte problema

(Pp){ Ot

onde Q é um dominio limitado com fronteira suave de R™, n > 1, uf’ € H = L?(Q),
p>2, D >1¢éconstante e B: H — H uma aplicacao globalmente Lipschitz, com
constante de Lipschitz L > 0.

Usando a definicao e as propriedades do operador
APy = —div(D|VulP~2Vu) + [ulP"2u = —DAyu + |[ulP~u,

com condicao de fronteira Neumann conforme definido no capitulo 2, temos que AP
é um operador maximal monétono em H, e pela Proposigao 2.3 o problema (Pp)
determina um semigrupo continuo de operadores nao-lineares S”(t) : H — H, sendo
que SP(t)ul é a solugao fraca global de (Pp). Pelo Teorema 2.11, o semigrupo as-
sociado ao problema (Pp) possui um B-atrator global maximal compacto invariante
Ap em H.

Queremos mostrar que a dinamica assintética da EDP em (Pp) é equiva-
lente a dinamica de uma certa EDO, se D for suficientemente grande, especificamente

da seguinte EDO:

) a(t) + [u(t)[P~2u(t) = B(u(t)), ¢t>0
U(O) =up € IR,

quando restrita ao subespago das fungoes constantes, sendo que B = B|]R'

Nosso objetivo final é provar que a familia de atratores {Ap}p>1 é semi-



109
continua superiormente no infinito, isto é, que

sup distg(a’, A®) — 0 quando D — 400,
aPeAp

sendo que A é o atrator do problema limite (Pp), cuja existéncia serd justificada
nas préximas secoes. Sendo assim, podemos sempre considerar ug) € Ap C D(AP).
D

Consequentemente, pela Proposicao 2.3, SP (t)uy é uma solugdo forte global de

(Pp).

5.1.1 Estimativas Uniformes

Nesta se¢io obteremos algumas estimativas para as solugdes u”’s do problema (Pp),
uniformemente em D > 1. Estes limites uniformes serao tuteis para obter semicon-

tinuidade superior de atratores.

Lema 5.1 Se u” ¢ uma solucdo de (Pp) em (0,00), entdo existem constantes po-

sitivas 1o, to tais que ||uP ()| g < 7o, para cada t >ty e D > 1.

Demonstracao: Fazendo o produto interno da equacdo em (Pp) com u” (1), vem
que
(ug’ (r),uP (7)) + (AP (7),u" (7)) = (B(u (7)), u"(7)).
Logo
3O+ D [ (VP @O@Pda+ [ [uP(r)@)Pds = (B ()P (7).
Entao
%%HUD(T)H?{ +D || VuP(r) 5+ [ u(7) b= (B(u” (7)), u” (7)) =

= (B(uP(1)) = B(0),u”(r))n + (B(0),u” (7))

IN

1B(w” (7)) = BO)|mllw® ()| + 1BO) | al|u” (7)| 2

IN

L{ju® ()7 + ellu® (7)1,



para 7 > 0 ¢.t.p.. Logo
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5 POl < =D | VaP () 15— | wP () 15 +Ll[u® ()7 + ellu® (7)l|z

2dt

< = VP @) 15— 1w () 15 +Llu® (D)7 + ellu® (7)llz

= — ") 1oy +LI (DI + cllu®(T)lln

< =GP luP(r) g +Llu” ()1 + cllu® (7)l,

para 7 > 0 ¢.t.p., sendo que C, = C(p,2) > 0 é a constante de imersao de Whp(Q)

em L%(Q) e ¢ = |B(0)||g é constante. Usando a desigualdade de Young obtemos

que

1d D 2 Cp_p D
et < P p
5 P @ONE < =2 WP + e,

para 7 > 0 ¢.t.p., sendo que ¢; = ¢1(p) > 0 é um numero real. Portanto, a funcao

yP (1) = [[uP (7)||% satisfaz a desigualdade
d p ol D p/2
P () < =GP (yPm)" + 20,
para 7 > 0 ¢.t.p.. Dai, segue do Lema 1.5 que
2cp \2/P 1 o
D \[|2 1 p
¢ <(7> (——1)1& V> 0.
2ol < (55 +((Cp)p . V150
Fixe ty > 0 (por exemplo tg = 1) e escolha
——2_41/2
(2c1)2/p+ 1 (2 1>t =Y
C,” (Cppr2 )7 '

Entdo, temos que |[u”(t)||g < ro, sempre que t > tg.

To =

Observagao 5.2 Observe que as constantes ro, tog do Lema 5.1 independem dos

dados iniciais e de D.

Observagao 5.3 Para cada D > 1 fixo existe uwma constante positiva %(uoD,to)

tal que |[uP(t)||g < To(ul,to), ¥ t € [0,t0]. Se os dados iniciais estio todos num

conjunto limitado de H ou se uOD = ug, YV D > 1, entdo temos ¢ uniforme com

relagdo a D, isto €, temos que |[uP(t)||g <79, VD >1 eVt € [0,to).
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De fato, fazendo o produto interno da equacdo (Pp) com u”(7), vem que
(u’ (1), uP (7)) + (AP (), uP (7)) = (B(u” (7)), u” (7))
Pela monotocidade do operador AP temos que
(APUP (1), uP (1)) = (APuP (1) — AP(0),uP(7) — 0) > 0.
Logo
1d

sl Ol = (1), u” (7)) < (BuP(),u” (7))

IN

1B(w” (7)) = BO) | mllu® ()l + 1BO)|allu” (7)llz

IN

1 1
Llu® @)l + S 1BO)F + 5”@l

1 1
= SIBOWE + (L+3) @)l
Integrando de 0 a ¢, t € [0, o], obtemos que
t
lu® O < lug’ I F + 1BO)[IFto +/0 2L+ D[u” ()% ds, ¥t € [0, 1]
Dai, por Gronwall-Bellman segue que
luP @)1 < (lug IF + 1 B(0)][3t0)e* ', v ¢ € [0, 0], (5.1)
1/2
Tome fafuf 1) = <<|!u§!%1 v HB(O)H%Ito)e(Z””m) -
Lema 5.4 Existe um conjunto limitado By em H tal que Ap C By, ¥V D > 1.

Demonstragao: Sejazp € Ap. Visto que Ap = SP(t9)Ap, entdo pelo Lema 5.1,

temos ||xp||g < 7o. [ ]

Observagao 5.5 Como B ¢ globalmente Lipschitz em H seque do Lema 5.1 que
se uP € uma solucdio de (Pp), entdo existe constante estritamente positiva ki, tal

que |[BuP )|y < k1, YD > 1 et > tg. Além disso, usando a Observagio 5.3

temos que para cada D > 1 fizo existe uma constante positiva ki = lgl(uoD,to) tal
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que |B(uP )|l < lg:vl(uéj,to), vV t € [0,t0]. Se os dados iniciais estio todos num
conjunto limitado de H ou se ug) = ug, V. D > 1, entdo temos lgl uniforme com

relagio a condigoes iniciais, isto é, temos que |B(uP (t))||g < ki, VD >1eVte

[0, to).

Agora, usando o Lema 5.1, Observacao 5.5 e o Lema Uniforme de Gronwall,

podemos repetir os mesmos argumentos usados no Lema 2.2 em [22] e obtemos:

Lema 5.6 Se u” € uma solugdo de (Pp) em (0,00), entdo existem constantes po-
sitivas r1 > 0 e t; >ty tais que ||uD(t)||W1,p(Q) <y, para cadat >ty e D > 1, com

to como no Lema 5.1.

Demonstragao: Consideremos

1

- [D/ |vv\de+/ v|1’d4 , v e WhP(Q)
@D(U) = p Q Q

400, caso contrario.

Temos que ¢ é uma aplicacdo convexa, prépria e semicontinua inferiormente e

AP = 9¢P é maximal mondtono em L?(€2). Seja u” uma solucdo da equacio (Pp).
Temos que
d p

—pP WP (1)) = (9" WP (7)), ul (1)) = (B(u" (7)) — ul (1),ul (1))
dr
= (Bu”(r)) —uP(7),uP(r) — B(u”(r)) + B(u(7)))

= —[IB@”(m)) = u? ()|} + (B(uP (1)) — ul (), Bu" (7)),
para 7 > 0 ¢.t.p.. Logo

IB@?(r) —u(OlF + " W?(7))

1B(w” (7)) = u? ()|l B (7)lln

IN

IN

1 1
§HB(UD(T)) —ug (M| + §HB(UD(T))H%,
para 7 > 0 ¢.t.p.. Portanto

L PP (7)) < L IBOP ()

SIBEP (1) —uP () + -
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para 7 > 0 ¢.t.p.. Em particular

1 1
WP () < SIB@PM)IIE < ght, VD >1er > togtp,  (52)

com kj como na Observagao 5.5.

Pela defini¢ao de subdiferencial temos a seguinte desigualdade

PP (WP (7)) < (90" (uP (7)), u” (7)) (5-3)

< B @)lallu®(@)lm < ko, (5-4)

VD>1leT >1tgq.tp.
Fixando r > 0 e integrando a desigualdade 5.4 de t at+r, t > tg, obtemos

que

1

i D¢, D D 2 i D¢, D
|ty < SlPesnih+ [ Pl o) ar

1 1
< §HUD(75)||?H + kiror < 57"(2) + kiror = ag, V. D > 1(5.5)

Considerando y? (1) = P (uP(7)), g =0 e h = 1k} temos tt+r g(7) dr = 0 = ay,

fttw h(r)) dr = %k%r = a9 € ttw yD(T) dr = :M goD(uD(T)) dr < a3,V D > 1.

Logo pelo Lema Uniforme de Gronwall, temos que
yD(t+r)§(%+a2)eOir~1,VtZtoeVDZL (5.6)
r
Fazendo ¢ =t + r, obtemos

(Va1 + [[u® (0)]17)

1
EHU’D(E)HIP;VLP(Q) =

1
1
DIV (O + POl

IN

= QPWP W) =yPW) <, Ve>tg+reVD>1. (5.7)
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Considerando 71 = (pr1)'/? e t; = to + r, concluimos que HuD(é)le,p(Q) <'r1, para
cadaf >t1e D > 1. [ ]
Como conseqiiéncia do Lema 5.6 temos que |Jp~; Ap é um subconjunto

limitado de W1P(€2) e como W1P(Q) cC L*(Q), podemos concluir o seguinte:

Lema 5.7 A=Jp>, Ap € um subconjunto compacto de H.

5.1.2 O Problema Limite e Propriedades de Convergéncia

Conforme [38], fisicamente, difusdo grande implica em uma répida redistribui¢ao na
nao-homogeneidade espacial, e assim esperamos para valores grandes de D, que as
solugoes de (Pp) sejam aproximadamente constantes na varidvel espacial. Nosso
objetivo é comparar o fluxo da equacdo (Pp) e da equagao limite quando D — +o0.

Para obter a equacao limite provamos primeiramente o

Lema 5.8 Se para cada D > 1, uP ¢ a solucio de (Pp) em (0,00), entdo para cada
t > t1, a seqiiéncia de nimeros reais {||VuP (t)||u}p>1 possui uma subsegiiéncia
{IVuPe(#)||n} que converge para zero quando £ — +oo, sendo que t; é a constante

positiva do Lema 5.6.

Demonstragao: Seja t; como no Lema 5.6 e considere ¢ > t; fixo. Escolha T > t;
fixado arbitrariamente grande de modo que t; < t < T'. Fazendo o produto interno

da equacdo em (Pp) com u”(7), vem que
(ug’ (1), u? (7)) + (AP (7),uP (7)) = (B(uP (7)), u"(7)).

Logo

Ld

MHUD(T)II?wLD/QIVUD(T)(w)Ipda?Jr/QIuD(T)(fﬂ)!pdw = (B(u” (1)), u”(7)).
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Entao

S P+ D | VaP () 2+ | () = (BuP(r), uP(r) =

= (B(u"(1)) = B(0),u” (7)) + (B(0),u” (7)1

1B(w” (7)) = BO)|mllu® ()| + 1BO) | allu” (7)l|z

IN

L (r) 3 + cllu® (7)llzr < k2, 7 g-tp. em (t1,T) (5-8)

IA

com ko > 0 constante independente de D.

Integrando a desigualdade (5.8) de t; a 7', obtemos

1 T T
@I +D [ 9P s [l e <
t1 t1

T

1 1

< [ hadr o GIeP @I < RaT + 51 = k(D).
t1

Em particular

T
D[ | VuP(7) |Ibdr < ks(T),

t1

0 que implica

T
1
/ | VuP(7) |5 dr < BkS(T) — 0 quando D — o0,

t1

ou seja,
D g D
Il Vu™ () [} —0||L1(t17T;]R) :/t || Vu™(7) ||} —0l|dT — 0 quando D — +oo.
1
Logo existe uma subseqiiéncia {|| Vu?¢(7) b} tal que
| VuPe(r) [P— 0 quando £ — +o0, 7 — q.t.p. em (t1,T).
Logo existe um conjunto J C (¢1,7) com m((t1,7)/J) = 0 tal que

| VuPe(r) |[>— 0 quando £ — +o0, V7 € J.

Visto que m(J) < m((t1,7)) =T —t; < oo, temos pelo Teorema de Egoroff

que existe um conjunto By C J tal que m(J — E) <& =t —1t; e

| VuPe(r) [>— 0 quando £ — 400
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uniformemente em Fy, isto é, dado € > 0 existe £y = {y(e) > 0 tal que se £ > ¢y
entao

| VaPe(r) ||B< g Vre R,

Note que sempre existe s € F; com s < t, caso contrario terfamos (t1,t) C Etc , 0
que implicaria que m(EL) = m(J — E;) >t — t1, o que d4 uma contradicio. Entdo
tome um s € F; com s < t e considere h =t — s.

Consideremos

1
- |:Dg/ Vv]pdx—i—/ ]v|pda:} , veWhP(Q)
ePe(v)y={ P 0 Q
o0, caso contrario.

Temos que ¢ é uma aplicacio convexa, prépria e semicontinua inferiormente e
APt = 9pPr é maximal monétono em L%(Q2).
Sabemos que uP* é solucdo da equacio

AuPe

(PDe) ot
uPr(0) = ud € H = L2(Q),

(1) — DeApuPe (1) + [uPe (1) P 2uPe (1) = B(uP (7)), 7>0

logo uP?(1) € D(APt) C W'P(Q), 7 —q.t.p. em (0,7).

Temos que

%QDDZ(UD‘Z(S + 7)) = (0Pt (uPe (s + 7)), uP? (s + 7)), T —q.t.p. em (0,T).

Logo

1 1
E[DzIIWDZ(S +h)|[5+ [P (s + h)[] - ];[DeHVuDZ(S)Ilﬁ + u(s)17)

= P (uP (s + h)) — ot (u(s))
h

h
; dci_goDé D€s+7'))dT:/0 (0Pt (uP (s + 1)), uP (s + 7)) dr

J
= /OhBuD‘s—i-T)—u ‘(s +71),ult(s+ 7)) dr

. h
= / (BuP* (s +7),ul (s + 7)) dT_/ (WP (s +7),up (s + 7)) dr
o 0
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IA

h h
/ | BuPe (s + )| a2 (s + 7)1 1r dr — / [uPe(s + 7)[13 dr
0 0
1 h D 2 ]' h D 2 h D 2
< o [ 1Bl B dr g [ el ) dr— [ Pe(s ) dr
0 0 0

I 1 [t
= 5 [ 1B s =5 [P ) e

1 h
< 5 [ 1B sl ar
0
I 1
< = = — .
< 2/0 kidr 2k‘1h

sendo que k1 é a constante positiva que aparece na Observacao 5.5.

Assim,
Dil|VuP (s + bl < D[V ()5 + [luP ()1} + gklh (5.9)
Logo,
IV (s + B < [Vl () + P G + 5kah (510)
e portanto,
IVaPi(s + B} < [V ()l + ot + gy kT =6l (1)

onde r; é a constante positiva que aparece no Lema 5.6.

Assim, escolha ¢1 = ¢1(¢) grande o suficiente para que

1

vy Py
— P LT ] < e/2
D, 1" 2D, 1 il<e/2,

sempre que ¢ > {1 e, além disso, consideramos {o = l5(e) = max{lo, ¢1}. Para ¢ > {y

temos
D D
[Vu™e @l = [[Vu™(s+t—=s)|}

< |yqué(s)||p+irp+—p ki|T — t1]

= P D, Y 2Dy,

< §+§—6

2 2

Como p > 2,

| VuDe(t) HZI){S m(Q)1/2_1/p | qu[(t) H;’ié m(Q)l/Q—l/pE.
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Portanto,

| VuPe(t) |z— 0 quando £ — +oc.

|
O Lema 5.8 nos diz que a equacao (Pr) é um bom candidato para o pro-

blema limite.
Lema 5.9 O problema (Pr) possui uma unica solug¢ao global.

Demonstracao: Consideremos ¢, : R — IR e ¢ : IR — IR dadas por ¢,(v) =
[[P~2v e Y(v) = [ |s|P~2s ds, respectivamente.

Temos que 1 é uma fungao convexa, propria e continua, em particular, s.c.i.,
logo, ¢ : IR — IR é maximal monétono (veja Exemplo 1.16). Pelo Segundo Teorema
Fundamental do Célculo temos que 9'(v) = [v[P~2v = ¢,(v). Usando a definigio de
subdiferencial e de derivadas laterais obtemos que 09 (v) = ¢/(v) = ¢,(v). Portanto
¢p : R — IR é um operador maximal monétono com D(¢,) = IR.

Como B : R — IR ¢ globalmente Lipschitz, usando o Teorema 3.17 e
Observagao 3.14 das paginas 105-106 em [7] podemos concluir que o problema (Pr)

possui uma Unica solucao global. |

Teorema 5.10 O problema (Pr) define um semigrupo de classe K e é B-dissipativo,
e portanto existe um B-atrator global A associado ao problema (Pr). Além disso,

o atrator A ¢é igual a unido de todas as trajetorias completas limitadas em IR.

Demonstragao: Definimos S(¢) : R — IR por S(t)vg = v(t), com v sendo a Unica
solucao global do problema (Pp) com v(0) = wvy. E facil ver que S(t) verifica as
propriedades de semigrupo.

Mostremos que S(t) é de classe K e é B-dissipativo. De fato, multiplicando

a equagao vy + ¢p(v) = B (v) por v e usando a desigualdade de Young obtemos que

1

S Z IO <~ ()P +c,
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onde ¢ > 0 é uma constante. Portanto, a funcio y(t) = |v(t)|? satisfaz a desigualdade

d

Syt) < —(O)P + 2

Dai, segue do Lema 1.5 que

2

o(t)]? < (210>2/p + (1(12) - 1)t> 7]?2, V> 0.

——2.41/2
2/p P2
Fixe 19 = 1 e escolha sg = [(216> + (1 (% - 1)7’0> ] . Entao, temos que

lv(t)| < sg, sempre que t > 19 = 1. (5.12)

A desigualdade (5.12) garante que o semigrupo é B-dissipativo.

Agora, novamente multiplicando a equacao vy + ¢p,(v) = B(v) por v, vem

que

B(u(t)) = B(0) ||o(t) — 0] + | B(0)]|o(t)]

1 ~ 1
< L)+ 5IBO)E + 50, V>0,

onde L é a constante de Lipschitz de B. Integrando de 0 a 7, 7 € [0, 7], obtemos
que

[o(r)[* < Jvol* +B(0)* + /OT(2L +Do(t)? dt, ¥ 7 € [0, 7).

Dai, pelo Lema de Gronwall-Bellman segue que
lo(1)2 < (Jvol* + [B(0)[)e*EHD | v 1 € [0, 7). (5.13)

Usando (5.12) e (5.13) concluimos que para cada ¢t > 0, S(t¢) leva limitados
em limitados. Como todo limitado da reta é precompacto, concluimos que {S(t)} é
de classe K, ou seja, para cada t > 0 o operador S(t) : IR — IR é compacto.

Assim, o Teorema 2.2 e a Proposigao 2.2 em [29], garantem que o semigrupo
S(t) possui um B-atrator global maximal compacto invariante A%, dado como uniao

de todas as trajetérias completas limitadas em IR. |
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O préximo resultado garante que (Pr) é de fato o problema limite para

(Pp), quando D — +oo0.

Teorema 5.11 Para cada D > 1, seja uP a solucio de (Pp) com uP(0) = ud e
seja u a solugdo de (Pr) com u(0) = ug. Se ul) — ug em H quando D — +oo, entdo

para cada T > 0, uP — u em C([0,T); H) quando D — +oc.

Demonstracao: Seja T > 0 fixo. Para cada D > 1, seja u” a solucio de

du”
(Pp) dt
uP(0) =ul € H = L2(Q),

(t) + APuP (t) = B(uP (t)) em (0,7)

com APuP(t) = —DAuP () + [uP ()[P~2ul(t) e seja u a solucio de

() a(t) + [u(t)[P~2u(t) = B(u(t)) em (0,T)
U(O) =up € R.

Suponhamos que uOD — ug em H quando D — 4o0.

D

Subtraindo as duas equagoes e fazendo o produto interno com v~ — u obte-

mos
(Wl —up,u? —uyg + (APuP — ¢, (u),u” —uyg = (B(u”) — B(u),u” —u)g.

Usando a Desigualdade de Tartar obtemos que existem constantes C, Co >

0 independentes de D tais que
(APuP — ¢, (u),u? —u) > DCy||VuP — Vulll + Cy[uP — ullh > 0.

Assim,

Sl —ulll = (P~ u® )
< (B(uP) - Blu),u” )
< IBP) = B@)lulle” - uln

IA

Llju? —u|%, q.t.p. em (0,T).
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Integrando de 0 a t, ¢t < T, obtemos

t
[P (t) = w@®)r < llug’ —uoll +/0 2L||u(s) — u(s)|| ds

Dai, pelo Lema de Gronwall-Bellman obtemos que

t
[uP () — w3 < [ud — uol3elo 2L

< lug = uolFre*™
<l —uol| e, Vit € [0, 7).

Portanto u” — u em C([0,T]; H) quando D — 400, sempre que uf — ug

em H quando D — +o0. [ ]

5.1.3 Semicontinuidade Superior de Atratores

Precisamos do seguinte lema técnico:

Lema 5.12 Se para cada D > 1 uOD € Ap e up =limp_, 4 uOD em H, entao ug €

uma funcdo constante.

Demonstragao: Seja {u}'} uma seqiiéncia com uf € Ap, para cada D > 1, e seja
up = limp_, o0 uf em H. Como cada Ap C WHP(Q) c WH2(Q), pela Desigualdade

de Poincaré-Wirtinger (p.194 em [8]) temos

D_.D D
lug’ = u < ClIVug |1,

sendo que C > 0 é uma constante e uf = ﬁ Joub (z) dz.
Pela invariancia dos atratores, Ap = SP(7)Ap, ¥ 7 > 0. Considere t; > 0

como no Lema 5.6 e seja t > t1. Logo, para cada D > 1,
ud = uP (@) = SP(1)(vy), com vy € Ap.

Dai, pelo Lema 5.8, a seqiiéncia de nimeros reais {|Vu”(Z)|z}p>1 possui uma

subseqiiéncia {||VuP%(%)||g} que converge para zero quando £ — +o0o. Logo

IVl || = [VuP @)z — 0 quando £ — +oc.
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Portanto

HUODZ - U(Z)DZHH — 0 quando { — +oo.
Entao, usando a desigualdade triangular, concluimos que
lluo — U(?ZHH — 0 quando £ — +oo.

Visto que uOD ¢ — ug em H implica uOD ¢ —~ ygem H, e considerando a fungao
caracteristica yo € L*(Q2) (Q é limitado), obtemos que @ — Tp (convergéncia de
numeros reais). Logo, olhando como fungoes constantes, isto implica que @ — g
em H = L?(Q).

Portanto, pela unicidade do limite em H, concluimos que ug = ug. Portanto,
ug é uma funcao constante. |

Agora enunciamos o principal resultado desta secao:

Teorema 5.13 A familia dos B-atratores globais {Ap; D > 1} do problema (Pp) €

semicontinua superiormente no infinito, na topologia de H = L*(Q).

Demonstracao: Seja {uOD } uma seqiiéncia qualquer com uOD € Ap, para cada

D >1,e D — 4o00. Usando o Lema 1.7, para obtermos semicontinuidade superior
da familia dos B-atratores globais é suficiente garantirmos que {u}’} tem uma sub-
seqiiéncia convergente e que o limite pertence ao B-atrator A> do problema limite.

Pelo Lema 5.7, A = U Ap é um subconjunto compacto de H. Logo existe uma
D>1
subseqiiéncia {uéj 71 de {ub’} tal que uOD 7 — up em H quando j — +o00. Pelo Lema

5.12, ug € R.
Nosso objetivo é mostrar que ug € A*°. Usando a Proposigao 2.2 em [29],
é suficiente mostrar que passa uma trajetéria completa limitada ¢ : IR — IR por uyg.
Nosso trabalho se resume entao a fazer a construcao dessa trajetéria ¢ : IR — IR.
Sejam {SP(7)} e {S(7)} os semigrupos associados aos problemas (Pp) e
(Pr), respectivamente. Consideremos também os semifluxos correspondentes G e
G e os semigrupos multivocos Tp e T definidos por G e G respectivamente (Veja

capitulo 3).
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Para cada j € IN, considere t; > j, t1 < to < ... < t; < .... Pela

invariancia dos atratores, existem x; € Ap, e uma solugao gofjj € GPi com w;g.j (0) =
D, D; . D;

z; tal que ;] (t;) = uy’ — wo em H quando j — +oo. Note que ¢z (t;) €
TDj(tj)(xj) S -ADj, VjeIN.

Usando a condi¢ao (H3) da definicdo de semifluxo generalizado, temos

N7
que para cada j € IN, as transladadas (gpfj) ' também sio solugbes, e temos
D;\ -

(goxj > (0) — up em H quando j — +o0.

Pelo Teorema 5.11, obtemos que
(goff)tj (t) — go(t) = S(t)up em H quando j — +oo, ¥Vt > 0.
Agora consideremos a seqiiéncia {cpgg.j (t; —1)}. Note que
pu (tj — 1) € Tp, (t; — 1)(z;) < | J Ap
D>1

que é um subconjunto precompacto em H, logo temos que, passando para uma

subseqiiéncia se necessario,
D\ &~ D, .
(%:j ) (0) = @z (tj —1) = 21 em H quando j — +oo.

Como para cada j € IN, gofjj ¢ uma solugao que comegou no atrator Ap,, obte-
mos pela invariancia dos atratores que a seqiiéncia de dados iniciais cp;gj (tj—1) €
Ap;, V j € IN. Pelo Lema 5.12, z; € IR. Novamente pelo Teorema 5.11, obtemos
que

D\ (ti—1) . .
((pd) (t) — g1(t) = S(t)z1 em H quando j — 400, Vit > 0.

Agora note que g% = gg, pois para cada t > 0, temos

gt =gt +1) = lim (¢z)E Dt +1) = lim (go))(t) = go(t).

Jj—+oo j—+oo
Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 0,1,2,--- |
uma solugao g, € G com g,(0) = z, tal que g%H = gr. Dado t € R, definimos ¢(t)

como o valor comum de g,.(t + r) para r > —t. Entao temos que g é uma 6rbita
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completa para G com ¢(0) = go(0) = up. Note que para cada t > 0, r =0,1,2,---,

temos que cada

) N\ (Ej—7) N (ti—T) .
g() = lim (¢)7 (1) e (¢7) (W)€ Ap, ViEW.

j—Foo
Usando o Lema 5.12; concluimos que cada g, (t) independe de x. Consequentemente,
obtemos que ¢(t) é uma fungao constante em z. Como Ap, C m, VjeN,
obtemos que existe uma constante C' > 0 tal que ||g-(t)[|g < C, Vt>0er =
0,1,2,--- . Assim, em particular, temos que g(t) é limitada em H. Dali, existe uma

constante é >0 tal que
gt _—71 gt <é VtelR

Portanto, concluimos que g : IR — IR é uma Orbita completa limitada
para G passando pelo ponto ug. Isto implica que g : IR — IR é uma trajetéria
completa limitada para {S(7)}. De fato, sejam s € R e 7 > 0. Como g é uma
érbita completa para G, temos que a transladada ¢° € G, isto é, ¢°(7) = S(7)g(s).

Portanto, g(s + 7) = ¢°(7) = S(7)g(s). Isto conclui a nossa demonstragao. [ ]

Observagao 5.14 Notemos que cada orbita completa limitada do problema limite
(Pr) € uma orbita completa limitada do problema (Pp). Logo A* C Ap, ¥ D > 1.
Consequentemente obtemos que a familia de atratores {Ap; D > 1} do problema
(Pp) € semicontinua superiormente no infinito, na topologia de H = L*(Q), isto ¢,
que

sup disty(z, Ap) — 0 quando D — +oo.
rEA>®

Assim, usando o Teorema 5.13 e a Observacao 5.14, obtemos que a familia
de atratores {{Ap; D > 1} do problema (Pp) ¢é continua no infinito, na topologia de
H = L%*(Q), isto é, que é semicontinua superiormente e semicontinua inferiormente

no infinito, na topologia de H.
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5.2 Sistemas de Inclusoes diferenciais

Nesta secao consideramos o seguinte problema

Dy
825 — Dy ApuPt  |uP PP € F(uPt oP?) em (0,7) x Q
2
Qv _ Do Ao + [uP2|17 2 P2 ¢ G(uP?, 0P2) em (0,7) x Q
() ouP1 ovP?
W(t,fﬁ) = 8n (t, $) =0 em (O,T) X 39
uP1(0, x) :uODl(x),vDQ(O,az) :v(])jQ(a:) em (2,

\

onde Dy, Do > 1, sdo constantes positivas, p, ¢ > 2, Q é um dominio limitado
de IR™, n > 1, com fronteira 02 suave, uODl, vé:)Q € H = L?*(Q) e F,G satisfazem
as mesmas condigoes como na secao 4.1.3. Portanto para cada par (Di, D), pode-
mos associar um semifluxo generalizado G(D1, D2) o qual tem um B-atrator global
compacto invariante A(p, p,), conforme foi provado na secao 4.1.3.
Nosso objetivo final é provar que a familia de atratores
{A(D,,D2)} D1,D,>1 € semicontinua superiormente no infinito, isto é, em (0o, 00). O
que precisamos para obter a semicontinuidade superior dessa familia de atratores
para difusao grande é uma certa continuidade no fluxo e estimativas uniformes para
as solucgoes, e por final fazer a construgao de uma érbita completa limitada.
Levando-se em consideragao a secao anterior podemos dizer que um bom

candidato para o problema limite é

i+ ¢p(u) € F(u,v)
(1) U+ ¢q(v) € G(u,v)
u(0) = ug,v(0) = vp,
sendo que ¢,(s) = |s[P~2s, F= ERxIR> G= GRxR : R xR — P(IR).
Nas proximas segoes vamos obter as estimativas uniformes, a continuidade

do fluxo e a compacidade necessaria para a demonstracao da semicontinuidade su-

perior dos atratores.
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5.2.1 Estimativas Uniformes

Nesta secio obteremos algumas estimativas para as solugdes (u”1,v”?) do problema

(I), uniformemente em Dy, Dy > 1.

Lema 5.15 Se (uPt,vP?) ¢ uma solugdo de (I), entdo existem constantes positivas
ro, to tais que ||(uPL(t),vP2®)|luxu = [[uPr @)y + [[vP2@#) ||y < ro, para cada

tZtU BDl,DQZ]_.

Demonstragao: Seja (u”',v”?) uma solucio do problema (I). Logo, existem

f,g€ Ll(O,T;H), com

f(t) € F(uP'(1),072(1)), g(t) € G(u(),v72(#)) q.t.p. em (0, T),

e tais que (uP',vP?) é uma solugio do sistema:
OuP D Dyp—2, D
aB — D1 &put 4 U PR = f em (0,7)
~ a 2
(1) gt - DQAquQ + P29 2y P2 = ¢ em (0,7

uP1(0) = uf*, vP2(0) = vy

Fazendo o produto interno da primeira equacao de (f ) com uP1(t), vem que

(ug (1), w1 (8)) + (APTaPr(8), wPH (1) = (F(2), P (1))
Logo

5 lu” Ol + Dy [ [P O Pd + [ PO Pds = (77).0% 0).

Entao

1d

Sl @ = =Dy | TuP @) [ = P () [+ @), uP ()
< VAP I~ P ) I+ )6 ()
= P ) By HIO WP ()
< =G uPr ) I (), uP ), (5.14)
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sendo que C, > 0 ¢é a constante de imersio de WP(Q)) em H. Anslogamente,

mostra-se que

1d

S P03 < =C 7 || o2 (1) 1 +g(0), 0P (D), (5.15)

Agora usando a Definicao 4.3, Cauchy-Schwartz, a Desigualdade de Young, supondo

sem perda de generalidade que p > ¢ e somando as equagoes (5.14) e (5.15) obtemos

1d -1 qa/ q/2
2 W Ol + 10 01%) < gz (P O + 1o @lE ") + o
q

-1 D1 (412 PN
< srrameye (7 Ol + P l) " + 6

sendo que C; = C1(p,q,2) > 0 é uma constante que nao depende de (D1, D3).
Assim, usando o Lema 1.5, obtemos que existem constantes positivas rg, tg tais
que [[(wP1(t), 02 @) |laxn = [u” @O + 072 (O)]lz < ro, para cada t > to e

D1, Dy > 1. m

Observacao 5.16 As constantesry, tg do Lema 5.15 independem dos dados iniciais

e dos pares (D1, Ds) .

Observagao 5.17 Para cada par (D1, D2) fixos existe uma constante positiva K =
Kl o2 t0) tal que [uP (Ol + [Pl < K, ol t0), ¥t € [0,t]. Se
os dados iniciais estio todos num conjunto limitado de H x H ou se uP”1(0) =
ug, vP2(0) = vg, V D1, Do > 1, entdo temos K uniforme com relagdo a (D1, Ds),
isto €, temos que |[uPr(t)||g + |[vP2(t)||x < K, ¥ D1,Dy > 1 eV t € [0,ty]. Neste

caso podemos considerar tg =0 no Lema 5.15.

De fato, seja (u”',vP?) uma solugdo do problema (I) em (0,ty). Logo, existem

f’g € L1(0>tO;H)a com

f(t) e F(uPt (t),vDQ(t)), g(t) € G(uD1 (t),vD2 (t)) g.t.p. em (0, tp),

e tais que (uP1,vP?) é uma solucdo do sistema (I) abaixo:

ouPr

e DlApuDl + [uPr P2 P = f em (0,tg)
~ a Dg
(1) gt — DgAqu2 + |UD2‘q727JD2 =g em (0,tp)

uP1(0) = ué)l,vD2(O) = U(I)DQ
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Fazendo o produto interno da primeira equacio com u”! e integrando de 0
at,t <ty obtemos

1

D 2 1 D 2 ¢ D
_ 1 _ 1 1 d .
5 1P O 15 5 16 1+ [ (7)™ ()

Usando a hipdtese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-
dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas a, 3, v e C = C’(uoD )
tais que

t
[uPr(t) |lr < C+vto+ fylallwP(s) llm +8 1| vP2(s) ||u]ds.

Portanto, existe uma constante positiva M = M (ué) 1 tp) tal que

t
Il (2) Il < M+/ [ | Pt (s) |l +6 || vP2(s) || m)ds.
0

Analogamente, existe uma constante positiva M=M (véj 2. to) tal que

IoP2(t) < J\7+/ 181 P () llzr +a || v72(s) [|z)ds.
0

Somando estas duas desigualdades e denotando por N = M + M e

p = o+ (3 temos
¢
w1 @) | + | 0P2(1) (| < N+p/0 [ wPt(s) [l + || 072 (s) || alds
e dai segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que
| wPr (@) a4 || vP2 () |a< Netto = K (ub 02 t0), para todo t € [0, ).

Se os dados iniciais estao todos num conjunto limitado de H x H ou se
uDl(O) = uo,vDQ(O) =g, ¥V D1, Dy > 1, entao temos K uniforme com relacao a
(D1, Dy), isto é, temos que ||uPt(t)|| g + |uP2(t)|| g < K, ¥V D1,Dy > 1e ¥Vt € [0,tg].

Assim, considerando 7y = max{rg, K} segue que
| (P (), vP2 () | gx s < 70, para cadat > 0e Dy, Dy > 1.

Visto que tp nao depende das condicGes iniciais, a constante ry é uniforme com
relacao as condigoes iniciais em subconjuntos limitados de H x H. Neste caso pode-

mos considerar tg = 0 no Lema 5.15. [ ]
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Lema 5.18 Existe um conjunto limitado By em H x H tal que Ap, p,) C Bo,

¥ D1, Dy > 1.

Demonstragao: Seja (zp,,yp,) € A(p,,p,)- Visto que

A(Dy,0s) = T(D1,02)(t0)A(D,, Do) sendo que T(p, p,) é o semigrupo multivoco defini-

do por G(D1, D2), entao pelo Lema 5.15, temos ||(zp,,yp,)||axz < To. [ |
Agora, usando o Lema 5.15 e o fato que F' e GG levam limitados de H x H em

limitados de H, podemos repetir os mesmos argumentos que foram feitos no Lema

2.2 em [22] para cada equagao em (I) (veja as contas nas demonstragoes dos Lemas

4.20 e 5.6), e obtemos:

Lema 5.19 Se (uP',vP2) é uma solucio de (I), entdo existem constantes positivas
r1 >0 ety >ty tais que
(P (t), v (O)) Wi xwra = ([P (@) [lwre + 072 () lwra < 71, para cada t >t e
Di,Ds > 1, com ty como no Lema 5.15.

Como conseqiiéncia do Lema 5.19 temos que U .A( D1,Dy) ¢ um sub-

D1,D221
conjunto limitado de W1P(Q2) x W14(Q) e portanto podemos concluir o seguinte:

Lema 5.20 A = U A (D1, D) € um subconjunto compacto de H x H.
Dy,D2>1

5.2.2 O Problema Limite e Propriedades de Convergéncia

Para obter a equacao limite provamos primeiramente o

Lema 5.21 Se (uP1,vP2) ¢ uma solucio de (I), entdo para cada t > ti, as se-
quéncias de nimeros reais {||VuP' ()| g }p,>1 € {|[VVP2(t)|| i} py>1 possuem sub-
seqiiéncias {||VuP1e(t)||n} e {||VoP2e(t)||u} que convergem para zero quando £ —

400, sendo que t1 € a constante positiva do Lema 5.19.

Demonstracao: Seja t; a constante positiva do Lema 5.19 e considere ¢t > t;

fixo. Escolha T > t; fixado arbitrariamente grande de modo que t; < t < T. Seja
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(uP',vP2) uma solucio do problema (I). Logo, existem f,g € L*(0,T; H), com
F(t) € F(uP(t),0™2(1), g(t) € Gu" (1),v72(1)) q.t.p. em (0,T),

e tais que (uP1,v"?) é uma solugio do sistema:

u D Dip—2. D
g — D1 Aput 4 U PR = f em (0,7)
~ 8 D2
(I) gt — DQAquQ + |1)D2|‘7_211D2 =g em (0,7

uP1(0) = ug)l,vD2(0) = v[j)jz

Fazendo o produto interno da primeira equacio de (I) com u”'(7), vem

que
(P (7), uP (7)) + (AP (), P (7)) = (), uP (7))
Logo
5ol @+ Dy [ Ve @@+ [ P (@) = 5 ),
Entao
LSNP I+ Dy | VuP () 2+ i) 8= (F), uP () (5.16)

Andlogamente, mostra-se que

%%Ilvm(ﬂllif + Do || VOP2(7) |2+ || vP2(7) [|8= (g(7), vP2(7)). (5.17)

Consideremos 0 = ¢q/2, s = q/¢' ( ¢ significa expoente conjugado, isto é,

+ 4 = 1). Usando a sublinearidade positiva do par (F,G) e a Desigualdade de

Q=
Q

Young prova-se que

2 2\ poovie L LN L by
@@y < (G )P @l () + Il

1 4, 1
+ (@(Ie + 7/011 ) + C'1m0
q
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sendo que C] > 0 é uma constante que nao depende de (D1, D), e a,b,c e mg s@o
as constantes que aparecem na Definicao 4.3.

Entao, somando as equagoes (5.16) e (5.17), obtemos

5 55 (I8P O3+ 0PV ) + Dy | P () [ 4D || TP (r) |
+ P @)+ 1 0P ) 3= (), uP (1) + (9(r), 0P (7)) <
< G2+ 3) (POl + 10> @l) + o

sendo que Cy > 0 é uma constante que nao depende de (D1, Dy). Usando o Lema
5.15, obtemos que existe uma constante C3 > 0 que nao depende de (Dy, Ds), tal

que

1d
2dt
+ || uPr(7) 15+l vP2(7) 1< C3, q.t.p. em (t1,T).

(P () + 10P2() %) + D | VuP* (7) |15 +Ds || VoP2(7) |

Como || uPr(7) |5 + || vP2(7) ||§> 0, temos em particular que

d
(I @)+ 1Pl ) + Dyl FuP (7) [l +D2 | VoP2(r) 11 Cs, (5.18)

DO =

q.t.p.em (t1,T).

Integrando a desigualdade (5.18) de ¢; a T, obtemos

1 T
3 (I @B + 10> @)+ Dy [ 9uP () 3 ar

t1
T
+ DQ/ | VoP2(7) |2 dr
T

1
< | Codrt g (™ Gl + P20 )
1

< C3T 413 = k(T).

Em particular

T
Dy [ VU (7) [ dr < k()

t1

T
Dg/ | VoP2(r) 13 dr < k(T),

t1
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o que implica
T 1
/ | VuPr(7) P dr < D—k(T) — 0 quando Dy — +o0,
t1 1
ou seja,
D g D
11l VP (7) 112 =001 o, Ty = /t ||| VuP () |2 —0ldr — 0 quando Dy — +oc.
1
Logo existe uma subseqiiéncia {| VuP1¢(7) |5} tal que
| Vulre(r) |[>— 0 quando £ — 400, g.t.p. em (t1,T).
Logo existe um conjunto J C (¢1,7") com m((t1,7)/J) = 0 tal que

| Vulie () |[P— 0 quando £ — +o0, ¥V 7 € J.

Visto que m(J) < m((t1,T)) = T —t1 < 0o, temos pelo Teorema de Egoroff

que existe um conjunto E; C J tal que m(J — E;) < £ =t—1t e
| VuPre(r) [p— 0 quando £ — +o0

uniformemente em Fjy, isto é, dado € > 0 existe £y = {y(e) > 0 tal que se £ > ¢y
entao

| VuPre(7) |B< % V1 e B
Note que sempre existe s € F; com s < t, caso contrario terfamos (t1,t) C Etc , 0
que implicaria que m(EL) = m(J — E;) >t — t1, o que d4 uma contradicio. Entdo

tome um s € F; com s < t e considere h =t — s.

Consideremos
1
! [DM / VolPde + / |v\pdx] , v e Whe(Q)
SDDUZ (1)) = p Q Q
400, caso contrario.

Temos que P14 é uma aplicacio convexa, prépria e semicontinua inferiormente e
AP = 9pP1e ¢ maximal mondtono em L%(Q).
Sabemos que uP1 satisfaz a equacio

oubPre
ot

_ DlApuDM + ‘uDlé‘P_QuDlé = f em (O’ T)



com

f(t) € F(uPre(t),vP2 (1)), q.t.p.em (0,T),

logo uP1¢ (1) € D(AP1) C WHP(Q), q.t.p.em (0,T).
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Usando o Lema 5.15 e que F' e G levam limitados de H x H em limitados de

H, obtemos que existe uma constante positiva K, independente dos pares (D1, D2),

tal que || f(O)|IF < K, V(> to.

Temos que
d
& GPrePi(s 4 7)) = (0Pt (Pre(s £ 7)), ulie(s 4 7)), T~ gtp. em (0,T).
Logo
L (Dy|Vulit (s + B2 + [P (s + B
1
— DT )+ () )
= PueuPie(s 4 h)) — pPre(uPie(s))
hd
= /ng”(uD”(s+7'))dT
0 dT
h
= / (@D (uPie(s + 7)), uPre (s + 7)) dr
0
h
= /<f(8+7’)—UTDM(S—FT),UEM(S—‘FT»dT
0
h h
= [ttt (s )y dr = [ (s ) ul (s 4 ) dr
0 0
h h
< / 1 (s ) a2 (s 4 7) L dr — / [uPre(s + )13 dr
1 h 2 1 h D 2
<! ||f<s+r>||HdT+/ [uPie(s + )| dr
2 Jo 2 Jo
h
= [Pl )y ar
0
1 [P 1 [P
. / V(s + )3 dr -+ / luPie(s 4 1) dr
2 Jo 2 Jo
1 [h )
< 5 | 1l ar
0
h
< 1/ KdelKh.
2 J 2
Assim,

D[ VuP(s + R < Dl Vu e (s)II5 + ()15 + gKh

(5.19)



Logo,

1 p
D D P
[V (s+ W < [VaP @ + 5w S + 55— Kh

e portanto,

1 P
Vulie (s + h)|E < || Vulre(s) P K|T —t
[Vu™(s + h)|Ip < IVu (s)HerDwnerM T —tal,

onde r; ¢ a constante positiva que aparece no Lema 5.19.

Assim, escolha ¢1 = ¢1(¢) grande o suficiente para que

1 P

I
T+ 2Dy

K|T —t1| <e/2,
B T-tl<e/
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(5.20)

(5.21)

sempre que ¢ > {1 e, além disso, consideramos {o = l5(e) = max{ly, {1 }. Para ¢ > {5

temos
||VuD1’~’ (t)||£ = ||VuD”(S +t— 5)||£
< V(s + ot + L KT 1,
B P Dyt 2Dy
< fLE_,
2 2 7
Como p > 2,
I qulé(t) H%S m(Q)1/2—1/p I VuD“(t) Hzg m(Q)l/Qfl/pE'
Portanto,

| VuP(t) ||g— 0 quando £ — +o0.

Andlogamente conclui-se que

| VoP2¢(t) || z— 0 quando £ — +oc.

Observacao 5.22 Se (uP',vP?) é uma solu¢io do problema (I) em (0,t1), entdo

para cada t € [0,t1], as seqiiéncias de n°s reais {|VuP' ()0} p,>1 e {|[VoP2(#)[|5} py>1

ficam limitadas quando D1, Do — +00 sempre que os dados iniciais estiverem num



135

conjunto limitado de WHP(Q) x Wh4(Q). Se os dados iniciais forem iguais a uma
mesma constante, ou seja, se (uP1(0),v72(0)) = (ug,v0) € R x R, ¥ D1, Dy > 1,
entdo temos que para cada t € [0,t1], as segiiéncias de n°s reais {||VuP*(t)||h}p,>1

e {|IVuP2 (1)} py>1 convergem para zero quando Dy, Dy — +o00, respectivamente.

De fato, seja (u”1,vP?) uma solucio do problema (I) em (0,%;). Logo, existem

f(D17D2)7g(D1’D2) (S L1<0,t1;H)7 com
f(Dl,DQ)(t) c F(uDl (t)7’l}D2(t)), g(Dl,Dg)(t) c G’(uDl (t)7UD2(t)) qtp em (0,t1)7

e tais que (uP',vP?) é uma solucdo do sistema (I) abaixo:

uPr D Dyp—2, D Dy,D
4L DA PP = (PP e (0,1)
= ) ovP2 :
(I) gt _ D, qu2 + |,UD2’q—2UD2 — g(Dl,DQ) em (O,tl)

uP1(0) = ué)l,UDQ(O) = vé)g

uP1(t)

Fazendo o produto interno da primeira equagao com 9 5> obtemos

12O Lopiumriey = (ponon e, 220,
< ey 2,
< Lo+ 2 O 522)
Logo
N2 O Loy < Lo,
Em particular,
LD P (1) < SOV (@) (523)

Usando a Observacao 5.17 e o fato que F' e GG levam limitados de H x H em

limitados de H, obtemos que existe uma constante positiva C' tal || f(P1P2)(¢)[|2, <
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C,Vtel0,t1] eV Dy,Dy > 1. Integrando de 0 a 7, 7 € [0,¢;] em (5.23), obtemos

1
(DT @I+ [P ) = o WP ()
< P+ [P
0
1M
< P+ g [P
1
< sDDl(U(]Dl)+§Ct1
1
<

1
; (DalI Vg I+ 1 I5) + 5Ct145.24)
V71 €[0,t1] eV D1 > 1. Logo,

1 D
[Vl (Mlp < Vg 15+ (IIUé71 15+ 50751), (5.25)

Dy

V71 €[0,t1] e V. Dy > 1. Analogamente prova-se que
1
IV (llg < IVeg 1 + - (il +500). (5.26)

VTG[O,tl]eVDQZl. [ |
O Lema 5.21 confirma que a equacao (II) é um bom candidato para o

problema limite.
Lema 5.23 O problema (II) possui uma solugdo global.

Demonstracao: Mostramos no Lema 5.9 que ¢, : IR — IR é subdiferencial de
uma fungao nao-negativa, convexa, prépria e s.c.i., ¥, definidas no espaco de Hilbert
IR com %(0) = 0. Consequentemente, concluimos que ¢, : IR — IR é um operador
maximal mondtono com D(¢,) = IR. Uma vez que qualquer operador maximal
monétono A de R em IR com A(0) = 0 gera um semigrupo compacto, concluimos
que ¢, e ¢4 satisfazem todas as condicoes exigidas no Teorema 4.2. Aplicando
este teorema com H = IR obtemos a existéncia de uma solugao forte local para o
problema (I1).

Como o par (F,G) é positivamente sublinear em H x H, temos que o par
(ﬁ , é) ¢é positivamente sublinear em IR X IR, e dai prova-se a existéncia de solugao

global de modo inteiramente andlogo ao que foi feito na Observacao 4.4. |
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Teorema 5.24 O problema (I1) define um semifluzo generalizado G* que possui

um B-atrator global A>.

Demonstragao: O Lema 5.23 garante que a condigao (H;) da defini¢ao de semi-
fluxo generalizado é satisfeita. Seja D(ug,vg) o conjunto das solugdes de (IT)
com dados iniciais (ug,vp) e considere G* = U(uo,vo)e]RxIR D(ugp,vo). Note que
A= ¢p, B= ¢, com H = IR, satisfazem as condicoes do inicio da segao 4.1.1, i.e.,
A e B sao operadores univocos, os quais sao subdiferenciais de fungoes nao-negativas,
convexas, proprias e s.c.i., ¥4, ¥g, respectivamente, definidas num espaco de Hilbert
real H, 94(0) = ¥p(0) = 0, com A e B gerando semigrupos compactos. Portanto,
podemos aplicar os resultados abstratos das segoes 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.3.

Aplicando o Teorema 4.6 para A = ¢,, B = ¢4, H = IR, podemos concluir
que G*° é um semifluxo generalizado em IR x IR.

Precisamos do seguinte

Teorema 5.25 Ezxiste um conjunto limitado By em IR X IR e tg > 0 tais que para

qualquer ¢ € G, ¢(t) € By, ¥Vt > tg. Em particular, G €é B-dissipativo.

Demonstragao: Procedimento andlogo ao Teorema 4.9. |
Usando o Teorema 4.8 temos que G é assintéticamente compacto e p—dis-

sipativo. Dai, o Teorema 3.50 garante que G possui um B-atrator global A,
Isto conclui a demonstragao do Teorema 5.24. |
Provemos agora que (II) é de fato o problema limite para (I), quando

Dy, Dy — +o00.

Teorema 5.26 Seja (uP1n, vP27) uma solugio do problema (I). Suponha que os
dados iniciais (uP1(0),vP(0)) = (ud",vd*) — (uo,v) € R x R em H x
H quandon — +o00. Entao existe uma solugdo (u,v) do problema (I1) satisfazendo
(u(0),v(0)) = (up,v0) e uma subseqiiéncia {(uDlnj,szni)}j de {(uP vP2)}, tal

que, para cada T > 0, uPni - u, vP?i oy em C([0,T]; H) quando j — +oo.
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Demonstragao: Seja T' > 0 fixo arbitrariamente grande. Seja (u”17,vP27) uma
solugéo do problema (I) com (uP1(0),vP2(0)) = (ut'™, v§*") — (ug,v0) € R x R

em H x H quando n — +o0. Logo, existem f,, g, € L*(0,T; H), com
fu(t) € F(uPn (1), 0720 (1)), go(t) € GuP(t),vP2" (1)) q.t.p. em (0,T),

e tais que (uP»,vP?7) é uma solugdo do sistema (P!) abaixo:
6uDln
0
(%52"
ot

uPin (0) — uoDm’ vD2n (O) — ,UODQn

— DlnApuDln + [uPre [p=2yPin — em (0,7)

(Py)

— DQnAquZ” + [P |47 2P — g em (0,7)

Denotemos uP1n (-) = T(ug™™) fu(-) € vP2 (1) = I(vd*)gn(-) e também de-

notemos por 271 (+) = I'(ug) fu(-) e w22 (-) = I(vg)gn(+) como sendo as solucdes dos

problemas
a Dln
Za — Diplp2Pin 4 2P P20 = f,
(an7u0) t
2P (0) = wg
¢ D
8w 2n -
57— Danlg + [w? |77 2w = g,
(Pgmvo)
w2 (0) = w,
respectivamente.

Fazendo o produto interno da primeira equacdo em (P}) com u”'" e inte-
grando de 0 a ¢, t < T, obtemos

1

1 t
120 1= 5 16 I+ [ () ()

Como {ug) 1 ¢ uma seqliéncia convergente temos que existe uma constante
positiva R tal que || ug™ ||3;< R?. Assim,

1

Dy, 2 < 1R2 ! Din d
3 1020 = 57+ [ (o). uP (s))as.

Usando a hipdtese que o par (F,G) é positivamente sublinear e a desigual-

dade de Gronwall obtemos que existem constantes positivas «, 3, v e C tais que

luP (@) | < CHy T+ folall u?n(s) | +8 1| 0P (s) ||m)ds.
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Portanto, existe uma constante positiva M independente de ¢ € [0, T] tal que

t
| P e) [l < M+ / o 1P (s) g +6 1| 0P (5) || ).

Analogamente, existe uma constante positiva M independente de t € [0, 7] tal que

. t
0P (0) L= 37+ [ 18142 (6) s+ | 07(5) s

Somando estas duas desigualdades e denotando por N = M +Me p=a+p

temos

t
0P8l + 107200 < N+ [ ™5l + 107 (s) s

e dai segue da desigualdade de Gronwall-Bellman que
| wPm () [l + || 072 () < NefT,

para todo t € [0,T] e para todo n € IN.
Como F' e G levam conjuntos limitados de H x H em conjuntos limitados

de H, segue da desigualdade acima que existe L > 0 tal que
| fn@® <L e |gu®)]|lg< L, paratodote[0,T]e paratodon € IN.

Considere K = {fn;n € N}, K = {gu;n € N}, M(K) = {zP;n € N} ¢
M(K) = {wP2;n € IN}. Uma vez que K e K sao conjuntos limitados em H, ¢ fécil
ver que eles sdo subconjuntos uniformemente integraveis em L'(0,T; H).

Dados t € (0,T] e h > 0 tais que t — h € (0,7}, consideremos o operador
Ty, : M(K)(t) — H definido por T}, 2Pt (t) = SPin (h)zPin (t — h).
Afirmagao 1: O operador T}, : M(K)(t) — H é compacto.
A prova é inteiramente analoga ao que foi feito na demonstracao da Afirmacao 1 do
Teorema 4.23.

Logo, pelo Teorema 4.14, temos que o conjunto M (K) é relativamente com-
pacto em C([0,T]; H) e portanto existe z € C([0,T]; H) e existe uma subseqiiéncia

(=75 ()} de {=P ()} tal que P — = em C((0,T]; H).
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In,

Como cada 2" ¢ uma solugio de (Pf,.u0) em (0,7T7), entao pela Proposicao

3.6 em [7], 27" verifica

1
511270 -0 )°<

: I225(5) =012 + [ {fuy(7) =270 () = O)ar (527

1
2
para todo 6 € D(AP™i) ¢ WhP(Q) C H, yj = AP (9) e para todo 0 < s <t < T.

Analogamente, podemos mostrar que existe w € C([0,T]; H) e existe uma

subseqiiéncia {w”?" (1)} de {wP2n(-)} tal que w”* — w em C([0,T); H), verifi-

cando
1 D2n~ 2 ]' D2n~ 2 K D2nv
5 @) =0 |2< 5w () =0 2 + [ {ga,(7) =5, 0™ (1) ~ 0)dr (5.28)

para todo 6 € D(B”*") c W4(Q) C H, yj = B> () e para todo 0 < s <t < T.
Como || fo,;(7) |lE< L e || gn; (1) [|[#< L, para todo 0 < 7 < T e para todo

j € IN, concluimos que existe uma constante positiva L tal que

I fo; lz2001m,m< L e I gn; 22007,y < L, para todo j € IN.

Como L?(0,T; H) é um espaco de Banach reflexivo, existem f, g €
L?(0,T; H) e subseqiiéncias, que continuaremos chamando do mesmo modo, { fn;}
e {gn;} tal que fn, — f e gn; — gem L?(0,T; H). Consequentemente fn, = [ e
gn, — g em L'(0,T; H).
Afirmagao 2: v”™ — z e v — w em C([0,T);H) e além disso f(t) €
F(z(t),w(t)) e g(t) € G(2(t),w(t)) q.t.p. em [0,T].

De fato, seja t € [0, 7. Temos

P (8) = 2(0) <l (0) = 27 @) a4+ 1227 0) = 20 1

Entao,
Din.
sup [ u”i(t) —2(t) g < sup ([ I(ug ) fu, (8) = (o) f, (t) ||

te[0,T] te[0,7]

+ sup || 27 () = 2(t) |

te[0,T
Dip.
< Jug Y=o lla + sup || 2P () = 2(t) m— 0

te[0,T
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quando j — +o0.

In,

Portanto v’ — 2 em C([0,T]; H) quando j — +oo. Analogamente

Dans _, wem C([0,T); H) quando j — +o0.

mostra-se que v
Logo, pelo Teorema 1.44, f(t) € F(z(t),w(t)) e g(t) € G(2(t),w(t)) t-q.t.p.
em [0, 7.

Observe que

fo, = f em L*0,T;H)= fo, = f em L*s,t;H),V0<s<t<T;

ZDln]- — zem C([O,T];H) — ZD“‘J' — z em C([S,t];H)

e consequentemente
P2 em L*(s,t; H),V0<s<t<T;

entao
<fnj -1, ZDlnj - 9>L2(s,t;H) - <f —n,2— 9>L2(s,t;H)

para todo 0,n € H.

Agora considere § € IR C H e seja h = ¢,(f) € R C H. Consideremos
y; = AP (0) = —Dyy, A0 + 0]P%0. Note que D(A”™) DR, Vje Ney; =
h, ¥V j € IN, pois VO = 0, visto que @ é funcio constante.

Por (5.27) sabemos que

1

t
3 1P =F 12 < S 1P =T+ [ (o (r) — g2 ()~ B)dr

N~ N~

t
| 2P (s) =B |12 + / (fo, (7) — T, 2273 () — By,
Tomando o limite quando j — 400, obtemos
. | . t _ _
o 10 -0IP< 51260 =8 + [ () ~Tzr) ~Bdr  (529)

para todo 0 € R, h = ¢,(0) e para todo 0 < s <t <T.
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Da mesma maneira podemos mostrar que

1 _

5w —0P<

t
. () =01 + [ to(r) = Fow(r) = B)ar

l\D\H

para todo § € R, h = ¢4(f) e para todo 0 < s <t < T.

Afirmacao 3: z(t) e w(t) independem de z, para cada t > 0.

De fato, seja t > 0. J& sabemos que 27 (t) — z(t) em H. Visto que zP(0) =
up, ¥ n € IN, entdo pela Observacao 5.22 e Lema 5.21 temos que || V2" ()||z — 0
quando j — +oo. Também temos que 27 (t) € D(AP™) € Whr(Q) ¢ WL2(Q).

Dal, pela Desigualdade de Poincaré-Wirtinger
12775 (8) = 271 ()| < Ol V=" (1) ]| — 0 quando j — oo,

Logo

l28) = 2Ol = l2(8) = 2775 (1) + 2773 (8) = 2779 (1) + 2779 (6) = 2(8) |
< l2() = 2P Ol + 112779 (8) = 225 (1) |1
+ |22 (¢) = 2() || — 0 quando j — +oo.

Portanto z(t) = z(t) = ﬁ Jo 2(t) () da.

Analogamente, mostra-se que w(t) = w(t). Como querfamos demonstrar.
Ja mostramos na Afirmagao 2 que f(t) € F(z(t), w(t)) e g(t) € G(2(t), w(t))
q.t.p. em (0,7). Logo f(t) e g(t) independem de z t-q.t.p. em (0,7).

Assim, de (5.29)

%\z(t)—5|2\£2]< S|z(s) — 0 ym+// 2(r) — ) dx dr

Portanto

|<@—9?+/&ﬂﬂ—hﬂ4ﬂ—9ﬁh

l\')\r—t

1

L) -8 <
para todo 0 € R, h = ¢,() e para todo 0 < s <t <T.
Set=5=0, temos 2(0) = lim; ZP1m5(0) = lim;j 4 oo ug = up. Logo

312(0) = 0* = 3luo — 0.
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Portanto

(t) -0 <

512 512
2 2

t
(s) B2 + / (f(r) = ) (=(r) — B) dr

para todo § € R, h = ¢,(6) e para todo 0 < s <t <T.

Do mesmo modo,

para todo € R, h = ¢q(§) eparatodo 0 <s<t<T.
Portanto pela Proposi¢ao 3.6 em [7], concluimos que (z,w) é uma solucao
fraca do problema (IT) com (z(0),w(0)) = (ug,vo), mas como f,g € L*(0,T; H)

temos na verdade que (z,w) é uma solucao forte do problema (I7). |

Observacgao 5.27 O Teorema 5.26 continua vdlido sem a hipdtese que (ug,vy) €
R x IR, desde que (ug)ln,véj%) € A(DlnyDQn)7 V n € IN, pois neste caso prova-se,

analogamente como foi feito no Lema 5.12, que ug e vy independem de x.

5.2.3 Semicontinuidade Superior de Atratores

No caso da equagao, para provar semicontinuidade superior de atratores fizemos a
construcao de uma trajetoria completa limitada. Também faremos a construcao de

uma érbita completa limitada neste caso de sistema acoplado.

Teorema 5.28 A familia de atratores {A(p, p,)}D,,D,>1 associada com o problema

(I) é semicontinua superiormente no infinito, na topologia de H x H .

= . . Dlj D2j . TN .
Demonstragao: Seja {(u, ’,vy )} Dy; D,;>1 Uma seqiiéncia qualquer com

(ug)lj,voDQj) € A(p,;,D,;)» ¥V D1j, Daj > 1 e Dyj, Dyj — 400 quando j — +oo0.

Pelo Lema 5.20, existe uma subseqiiéncia, que continuaremos chamando do mesmo
. . Dlj ng .
jeito tal que (uy 7, vy ) — (uo,v0) em H x H quando j — +o00. Novamente usando

o Lema 1.7, nosso trabalho se resume a provar que (ug,v9) € A.
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Usando a invariancia dos atratores, o Lema 5.21 e a desigualdade de Poin-
caré-Wirtinger, prova-se analogamente ao Lema 5.12, que (ug,vp) € IR x IR.

Para cada j € IN, considere t; > j, t1 < t2 < ... < t; < .... Pela
invariancia dos atratores, existem (z;,y;) € A(Dlj,DQj) e solucoes P1i:D2) —
(917, 937) € G(Dyj,Dyj) com ¢P1P2)(0) = (x;,95) tal que p(P1iP2)(t;) =
(ué?”,v[?”) — (up,v9) em H x H quando j — +oo. Note que pP1i-P2)(t;) €
T(D,;,04;) () (%5, Y5) € ADy;,Dyy)s V7 € IN.

Usando a condigao (Hs) da defini¢ao de semifluxo generalizado, temos que
para cada j € IN, as transladadas (go(Dlj’D?j))tj também sao solugoes, e temos
(SO(Dlj:D%))tj (0) — (up,vo) em H x H quando j — +o0.

Usando o Teorema 5.26, obtemos que existe uma solucao gg do problema

limite (IT) com g¢o(0) = (up, vp) e uma subseqiiéncia de

t .
{ (gp(D 15:D2; )) J} , que continuaremos chamando do mesmo modo, tal que
J

(D1j,D2;)\" ;
® (t) — go(t) em H x H quando j — 400, V> 0.
Agora consideremos a seqiiéncia {p(P1:721)(¢; — 1)}. Note que

P13 P2a) (5 — 1) € Tpy, py (5 — Diwgy) € | Aoy
D1,Do>1

que é um subconjunto precompacto em H x H, logo temos que, passando para uma

subseqiiéncia se necessario,
(t;—-1)
(go(DU’D?j)) " 0) = PP (1, 1) = 21 em H x H quando j — +oo.

Como para cada j € IN, ¢(P13:D23) 6 uma solucio que comecou no atrator

.A( D1;,Da;)> obtemos pela invariancia dos atratores que a seqiiéncia de dados iniciais

(P13:D2) (¢, — 1) € A(Dy;,D,;)» ¥ j € IN. Daf usando a Observagao 5.27 e o Teorema

5.26, obtemos que existe uma solu¢do g1 do problema limite (/1) com g;(0) =

z1 € uma subseqiiéncia de {(@(D 1:D2;) ) (tjl)} , que continuaremos chamando do
J

mesmo modo, tal que

(t;—1)
(@(Dlj’DQJ')) ’ (t) = g1(t) em H x H quando j — o0, V¢ > 0.
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Agora note que g% = go, pois para cada t > 0, temos

g%(t) =q(t+1) = Aligl (@(DlijZj))(tj—l)(t +1) = 41113 (¢(D1j:D2j))t]' (t) = go(t).
J—+00 Jj—+o0

Procedendo assim indutivamente, encontramos para cada r = 0,1,2,--- |
uma solu¢do g, € G* com g,(0) = z, tal que 97%+1 = gr. Dado t € IR, definimos
g(t) como o valor comum de g,(t + r) para r > —t. Entao temos que g é uma 6rbita
completa para G com g(0) = go(0) = (ug, vp).

Note que para cada t >0, r=0,1,2,--- , temos que cada

(t;—r) (tj—r)
)= tim_(250) ) ¢ (050) ) iy Vi€

j—+oo

Usando a invaridncia dos atratores, o Lema 5.21 e a desigualdade de Poincaré-
Wirtinger, trabalhando com as fungoes coordenadas, prova-se analogamente ao Lema

5.12, que cada g,(t) independe de x. Consequentemente, obtemos que g(¢) é uma

funcédo constante em z. Como A(DlijQj) C UD17D221 A(p1,p,), ¥ j € IN, obtemos
que existe uma constante C' > 0 tal que ||g,(t)||gxy < C,Vt>0er =0,1,2,---.
Assim, em particular, temos que g(t) é limitada em H x H. Dal, existe uma constante

C > 0 tal que

1 N
l9IOIRR = WHQ(U”HxH <C,Vtel.

Portanto, concluimos que g : IR — IR x IR é uma 6rbita completa limitada
para G passando pelo ponto (ug, vg).

Usando o Teorema 3.60, obtemos que (ug, v9) € A. |

Observagao 5.29 E interessante observar que a construcdo da orbita completa li-
mitada foi inspirada na técnica do Ball, [3], mas nao foi possivel aplicar essa técnica
aqui, pois a condicao (Hy) s6 pode ser usada para cada parametro fizo. Sendo assim,
tivemos que encontrar uma nova condi¢io que pudesse “substituir”a condi¢io (Hy)
na técnica. A mova condi¢do foi o Teorema 5.26 no caso do sistema acoplado e o

Teorema 5.11 para o caso da equacdo.
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Observagao 5.30 Notemos que cada orbita completa limitada do problema limite
(II) € uma orbita completa limitada do problema (I). Logo A C A(p, p,), ¥ D1, D2 >
1. Consequentemente obtemos que a familia de atratores {A(p, p,)}D;,Dy>1 assOCi-
ada com o problema (I) é semicontinua inferiormente no infinito, na topologia de

H x H, isto €, que

sup distyxn (v, Ap, py)) — 0 quando D1, Dy — +oc.
TEA®

Assim, usando o Teorema 5.28 e a Observagao 5.30, obtemos que a familia
de atratores {A(p, p,)} D, D,>1 associada com o problema (/) é continua no infinito,
na topologia de H x H, isto é, que é semicontinua superiormente e semicontinua

inferiormente no infinito, na topologia de H x H.
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