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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de reação e difusão governado pelo p-

laplaciano com p > 2 e analisamos propriedades de continuidade do conjunto equiĺıbrio

com relação ao parâmetro de difusão. Além disso consideramos sistemas não identicamente

acoplados e obtemos propriedades de sincronicidade e a continuidade da famı́lia de atratores

com relação ao parâmetro de acoplamento.



Abstract

In this work we study a reaction diffusion problem governed by the p-laplacian

with p > 2 and we analyze properties of the continuity of the set of equilibria with respect

to the diffusion parameter. We also consider coupled non-identical systems and we obtain

properties about the synchronicity. Moreover we prove the convergence of the attractors

with respect to the coupling parameter.
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Introdução

No ińıcio da década de 70, os matemáticos Chafee e Infante descreveram completamente em

[9] o esquema de bifurcação e o quadro de estabilidade dos equiĺıbrios do problema semilinear

(CI)





ut − ǫuxx = u− u3, (x, t) ∈ (0, π) × (0,+∞)

u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 < t < +∞
u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, π).

Através do método “time-map”, que ajusta a velocidade inicial de um problema de Cauchy

a fim de garantir as condições de fronteira desejadas, provaram que para valores fixos de

ǫ > 0, as soluções estacionárias de (CI) são finitas e bifurcam da solução nula aos pares

em cada ponto de uma sequência decrescente {ǫn}, cada novo par simétrico com relação

ao eixo das abscissas e contendo uma raiz a mais que o par anterior, de forma que quando

ǫn → 0 o número de soluções estacionárias de (CI) tende a infinito. Sendo (CI) pertencente

a uma classe de problemas na qual as trajetórias tendem assintoticamente para pontos de

equiĺıbrio quando t → ∞, e também quando t → −∞ no caso de trajetórias completas, o

conhecimento detalhado das soluções estacionárias é um trunfo no entendimento do atrator

que, para esta classe de problemas, os sistemas gradientes [15], é exatamente o conjunto

de todos os equiĺıbrios reunidos com as trajetórias completas que os conectam. Além das

propriedades de estabilidade de cada solução estacionária, sabe-se ainda que o número de

oscilações (o “lap-number”) de cada solução de (CI) é não crescente ao longo de órbitas [22],

de forma que é conhecido também o sentido das trajetórias que conectam dois equiĺıbrios e,

tão detalhado é o entendimento que se tem deste problema que, D.Henry, ao citá-lo como

um exemplo em [17], refere-se a ele como a “jóia de sua coleção”.

Mais recentemente os matemáticos Takeuchi e Yamada fizeram em [28] uma de-

scrição igualmente detalhada do esquema de bifurcação e do quadro de estabilidade dos

equiĺıbrios do problema quasilinear

(Pǫ)





ut − ǫ(|ux|p−2
ux)x = |u|q−2

u(1 − |u|r), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞)

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < +∞
u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1)

onde p > 2, q ≥ 2, r > 0 e ǫ > 0, levando em consideração as relações entre p e q. Denotando

por Eǫ o conjunto de equiĺıbrios do problema quasilinear (Pǫ) que também descreve um

11
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sistema gradiente, tem-se que

• se p > q, Eǫ é um conjunto infinito qualquer que seja ǫ > 0 e é discreto apenas para

valores suficientemente grandes de ǫ;

• se p ≤ q, Eǫ é um conjunto finito para valores grandes de ǫ e infinito para ǫ suficien-

temente pequeno.

No caso particular em que p = q existem semelhanças notáveis entre os dois

problemas, especialmente no que se refere às propriedades de estabilidade dos equiĺıbrios.

Em ambos os casos a solução nula é assintoticamente estável para valores grandes o suficiente

do parâmetro de difusão ǫ e passa a ser instável assim que bifurcam as primeiras soluções

não nulas. Estas por sua vez são assintoticamente estáveis enquanto existirem, e as demais

soluções estacionárias são instáveis nos demais casos.

A principal diferença entre os dois problemas é que, embora o número de elementos

no conjunto equiĺıbrio de (CI) tenda a infinito quando a difusão vai a zero, ele permanece

discreto, pois os equiĺıbrios bifurcam da solução nula dois a dois. Já no caso quasilinear

o conjunto equiĺıbrio pode conter componentes conexas com a cardinalidade do continuum

se o coeficiente de difusão não for suficientemente grande. Isso ocorre porque as soluções

do problema estacionário associado a (Pǫ) podem atingir seus extremos em 1 e −1, que

anulam o lado direito da equação em (Pǫ). Sendo assim, as soluções equiĺıbrio podem formar

patamares quando atingirem estes valores e, embora a soma dos comprimentos de todos os

patamares deva ser constante, ela pode ser livremente distribúıda entre eles. Dessa forma

pode haver um continuum de possibilidades para as soluções equiĺıbrio com um mesmo

número de ráızes. Isso não ocorre no problema semilinear porque o “x-tempo” que um

equiĺıbrio de (CI) levaria para atingir seus extremos em 1 ou −1 não é finito.

Apesar disso, sabe-se que também em (Pǫ), para cada valor fixo de ǫ existem finitas

componentes conexas de Eǫ, cada componente contendo soluções com o mesmo número de

ráızes, as componentes bifurcam aos pares da solução nula, e o atrator é a reunião (finita) dos

conjuntos instáveis das componentes conexas de Eǫ, ou seja, o atrator é neste caso também

a reunião de Eǫ e as trajetórias completas que conectam suas partes conexas, [28, 18]. Foi

também provado em [13] que o “lap-number” de cada solução de (Pǫ) é não crescente ao

longo de órbitas se os dados iniciais são funções cont́ınuas e em [5] mostra-se que, de fato, o

problema (CI) pode ser obtido como um limite do problema (Pǫ) quando p ↓ 2 e que, para

cada valor fixo de ǫ o conjunto Eǫ se comporta continuamente com relação a p, passando

sempre a ser discreto a uma distância positiva de p = 2.

Assim, dada a profusão de questões interessantes que podem ser feitas acerca do

problema (Pǫ) com inspiração em (CI), o texto [28] cujo conteúdo apresentamos sucin-

tamente no primeiro caṕıtulo deste texto, foi a base do trabalho que a partir de agora

passamos a descrever. Primeiramente investigamos as propriedades de continuidade de (Pǫ)
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com relação a ǫ e mostramos que o fluxo é cont́ınuo e os atratores são semicont́ınuos superi-

ormente nas topologias de L2(0, 1) e W 1,p
0 (0, 1). Além disso os conjuntos de equiĺıbrios {Eǫ}

comportam-se continuamente com relação a ǫ, exceto no caso particular em que p < q, no

qual a semicontinuidade inferior deixa de ocorrer à direita em cada ponto de uma sequência

{λl(a∗)}l≥1, onde bifurcam pares de equiĺıbrios isolados com l ráızes.

Todas as propriedades de continuidade descritas acima são motivadas pela per-

gunta: os atratores deste problema comportam-se continuamente com relação ao parâmetro

ǫ? Procuramos concentrar nossa atenção no caso particular p = q, com o parâmetro de

difusão restrito a um intervalo dentro do qual todos os problemas (Pǫ) possuem apenas três

equiĺıbrios. Nossa idéia era buscar a semicontinuidade inferior através de uma propriedade

de equi-atratividade, conforme é sugerido em [10], onde prova-se que, sob determinadas

hipóteses no fluxo, uma famı́lia de atratores a um parâmetro ǫ será cont́ınua se o tempo

de atração de cada limitado puder ser escolhido uniformemente em ǫ. Infelizmente não ob-

tivemos uma resposta para esta questão, mas apresentamos brevemente no Caṕıtulo 3 uma

demonstração de que, com exceção do único equiĺıbrio instável (o equiĺıbrio nulo), todos os

pontos possuem vizinhanças que são equi-atráıdas. Assim, para concluir a continuidade dos

atratores neste exemplo espećıfico, deve-se questionar se existe uma vizinhança do zero que

seja também equi-atráıda. Claramente uma resposta afirmativa para esta questão poderia

ser obtida através de um processo de linearização ao redor da origem e a obtenção de uma

propriedade local de continuidade do conjunto instável do zero, como usualmente se faz nos

problemas semilineares. No entanto orientamos nossa investigação na busca de uma solução

alternativa e, embora tenhamos atingido uma compreensão significativa do problema, não

alcançamos a sua conclusão.

O quarto caṕıtulo deste texto pode ser lido quase que isoladamente embora envolva

algumas referências aos caṕıtulos anteriores. No entanto essencialmente ele é auto-contido.

Nesta parte do trabalho nossa atenção se volta para um sistema envolvendo duas equações

como as que foram consideradas anteriormente, mas entrelaçadas por um termo de acopla-

mento. Mais precisamente consideramos um problema da forma

(Sn)





unt = ǫn1 (|unx |p
n
1 −2

unx)x + |un|q
n
1 −2

un(1 − |un|r
n
1 ) − k(un − vn)

vnt = ǫn2 (|vnx |p
n
2 −2

vnx )x + |vn|q
n
2 −2

vn(1 − |vn|r
n
2 ) + k(un − vn)

em W 1,p1
0 (0, 1) ×W 1,p2

0 (0, 1), onde ǫni , k são constantes positivas, qni ≥ 2, rni ≥ qni − 2 e

pni > 2, para i = 1, 2 e para todo n ∈ IN. Nossa preocupação ao analisar (Sn) foi constatar

se o sistema apresenta o fenômeno conhecido por ǫ-sincronização [6], ou seja, se fazendo

ǫni → ǫ, pni → p, qni → q, rni → r, quando n → ∞ para i = 1, 2, dado η > 0, existe n0 ∈ IN

tal que

lim sup
t→∞

‖un(t) − vn(t)‖L2(0,1) < η ∀n ≥ n0

o que de fato ocorre. Este ajuste no tempo em sistemas acoplados foi descrito em um grande
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número de trabalhos, entre os quais citamos [26, 16, 6].

Neste texto, nós primeiramente exibimos um resultado de existência de solução

global para (Sn), mostramos que se trata de um sistema gradiente, e que os atratores que

portanto existem são semicont́ınuos superiormente com relação à n, sendo que o sistema

limite é dado por

(SL)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r) − k(u− v)

vt = ǫ(|vx|p−2
vx)x + |v|q−2

v(1 − |v|r) + k(u− v)

A ǫ-sincronização em (Sn) é demonstrada usando-se a semicontinuidade superior dos atra-

tores de (Sn) com relação a n e a sincronicidade propriamente dita em (SL). Este último

sistema (SL) está fortemente conectado com o problema (Pǫ). Nós mostramos que o con-

junto das soluções estacionárias Eǫ,k de (SL) é dado pela diagonal de Eǫ ×Eǫ, onde Eǫ é o

conjunto equiĺıbrio de (Pǫ), para cada valor de ǫ e para qualquer k suficientemente grande,

isto é, Eǫ,k = {(φ, φ), φ ∈ Eǫ} e as propriedades de estabilidade de φ são herdadas pelo

equiĺıbrio (φ, φ) de (SL). Além disso mostramos que a famı́lia de atratores é cont́ınua com

relação ao parâmetro de acoplamento k.

No final deste texto encontra-se um apêndice com os principais resultados usados

ao longo do trabalho.

Abaixo segue a notação que utilizaremos:

• Lp denota o espaço das funções Lp(0, 1), para p ≥ 1;

• ‖ · ‖p denota a norma em Lp(0, 1);

• 〈·, ·〉 denota o produto interno em L2(0, 1);

• W 1,p
0 denota o espaço de Sobolev W 1,p

0 (0, 1) munido da norma ‖ux‖p;

• ψǫ(u) é uma aplicação convexa, própria e semicont́ınua inferiormente, de L2 em (−∞,+∞]

dada por ǫ
p

∫ 1

0
|ux(x)|pdx e a subdiferencial de ψǫ é ∂ψǫ(u) = −ǫ∆p(u).



Caṕıtulo 1

O Problema de Takeuchi e

Yamada

Em [28] os autores consideram o seguinte problema

(Pǫ)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r), (x, t) ∈ (0, 1) × (0,+∞)

u(0, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < +∞
u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, 1)

onde p > 2, q ≥ 2, r > 0 e ǫ > 0, e também o problema estacionário associado a (Pǫ)

(SPǫ)





ǫ(|φx|p−2
φx)x + |φ|q−2

φ(1 − |φ|r) = 0, x ∈ (0, 1)

φ(0) = φ(1) = 0

Neste trabalho primeiramente mostra-se que o problema (Pǫ) gera um sistema

dinâmico em L2 e que, para cada u0 ∈ L2, o conjunto ω-limite de u0, ω(u0), está contido no

conjunto Eǫ das soluções de (SPǫ). Em seguida os autores analisam a estrutura do conjunto

de todas as soluções estacionárias para cada valor real do parâmetro ǫ. Este estudo é feito

pelo método time-map que consiste basicamente em adequar a velocidade inicial em um

problema de valores iniciais a fim de realizar a condição de fronteira em (SPǫ). Ou seja,

considera-se o problema

(p.v.i)





ǫ(|φx|p−2
φx)x + |φ|q−2

φ(1 − |φ|r) = 0, x ∈ (0,+∞)

φ(0) = 0, |φx(0)|q−2φx(0) = α

e procura-se determinar os posśıveis valores de α para que a solução do (p.v.i.) satisfaça

φ(1) = 0 e consequentemente seja uma solução do problema de valor de fronteira (SPǫ).

Faremos uma descrição bastante sucinta dos resultados em [28] com o objetivo de apresentar

o trabalho e estabelecer a notação que será usada posteriormente, em especial no Caṕıtulo

2, Seção 2.2, onde faremos um estudo das propriedades de continuidade dos conjuntos de

equiĺıbrios com relação a ǫ.

15
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Assim, multiplicando a equação (SPǫ) por φx e integrando de 0 a x obtemos a

equação de energia
ǫ(p− 1)

p
|φx|p + F (φ) = α

p
p−1

ǫ(p− 1)

p

onde F (u) =
∫ u
0
f(s)ds e f(s) = |s|q−2s(1 − |s|r).

É fácil ver que se φ é solução de (SPǫ) então −φ também é, e se φ 6= 0 é solução

de (SPǫ) então φx(0) 6= 0. E como procura-se por soluções de (SPǫ) não nulas é suficiente

estudar soluções do (p.v.i.) com φx(0) > 0.

Analisando a equação de energia, para cada ǫ > 0 encontramos um valor αǫ tal

que só é posśıvel encontrar solução de (SPǫ) se α ≤ αǫ.

Seja φ(·, α) uma solução do (p.v.i.) com “velocidade inicial” |φx(0)|q−2φx(0) = α.

Define-se a aplicação time-map de (0, αǫ] em (0,+∞] por

X(α) = inf{x ∈ (0,+∞);φx(x, α) = 0}

=
(
ǫ(p−1)
p

) 1
p

∫ φα

0

dt

(F (φα) − F (t))
1
p

(1.1)

onde φα e αǫ são dados por

F (1) =
ǫ(p− 1)

p
|αǫ|

p
p−1 (1.2)

e

F (φα) =
ǫ(p− 1)

p
|α| p

p−1 (1.3)

com 0 < φα ≤ 1.

Em palavras, φα é o valor máximo que a solução do (p.v.i.), φ(·, α), atinge e αǫ é

a “velocidade inicial” necessária para a solução do (p.v.i.) atingir o máximo em 1. Já X(α)

é o x-tempo necessário para que a solução φ(·, α) atinja seu primeiro ponto de máximo.

Desta forma é conveniente estudar a aplicação

I(a)
.
=

∫ a

0

(F (a) − F (t))
−1
p dt

para a ∈ (0, 1].

Temos o seguinte resultado

Lema 1.1 Para qualquer p > 2 e q ≥ 2, I(·) é cont́ınuo em (0, 1]. Em particular, I(1) =

lima→1− I(a) é finito. Além disso, I(·) tem as seguintes propriedades:

i) Para p > q, I(·) é estritamente monótona crescente e

lim
a→0+

I(a) = 0

ii) Para p = q, I(·) é estritamente monótona crescente e

lim
a→0+

I(a) = I0 = p
1
p

∫ 1

0

(1 − tp)
−1
p dt

iii) Para p < q, existe a∗ ∈ (0, 1) tal que I(·) é estritamente monótona decrescente

em (0, a∗) e estritamente monótona crescente em (a∗, 1). Além disso, I(·) satisfaz

lim
a→0+

I(a) = +∞
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Observação 1.1 a∗ independe de ǫ, e αǫ.

Seja Y (α) a distância entre dois zeros adjacentes de φ(·, α).

Se α ∈ (0, αǫ) temos

Y (α) = 2X(α) = 2

(
ǫ(p− 1)

p

) 1
p

I(φα)

e se α = αǫ, φ(·, αǫ) é expresso da seguinte forma




φ(x, αǫ) = 0, para x = 0 e x = 2X(αǫ) + b

0 < φ(x, αǫ) < 1, para x ∈ (0,X(αǫ)) ∪ (X(αǫ) + b, 2X(αǫ) + b)

φ(x, αǫ) = 1, para x ∈ [X(αǫ),X(αǫ) + b]

onde b > 0 é qualquer.

Logo é natural pensar que Y (αǫ) é mult́ıvoco com

Y (αǫ) ∈ [2Cǫ,pI(1),+∞)

onde Cǫ,p =
(
ǫ(p−1)
p

) 1
p

.

Usa-se Y (α) para procurar as soluções estacionárias.

Veja a Figura 1.1, um esboço de Y (α) quando p > q, p = q e p < q, onde

y0 = 2Cǫ,pI0 e Ȳ = 2Cǫ,pI(1).

Y (α)Y (α)Y (α)

ȲȲȲ

y0

p > q p = q p < q

α0 α0α0 α∗000

Figura 1.1:

Observação 1.2 αǫ e α∗ dependem de ǫ, sendo que α∗ é tal que φα∗ = a∗ (altura máxima

atingida por um equiĺıbrio com velocidade inicial α∗), e a∗ independe de ǫ.

Denotamos por

Elǫ
.
= {φ ∈ Eǫ;φ tem l ráızes em (0, 1) e φx(0) > 0}

e

−Elǫ
.
= {φ ∈ Eǫ;φ tem l ráızes em (0, 1) e φx(0) < 0} = {−φ;φ ∈ Elǫ}

para l = 0, 1, . . . e

λk(a) =
p

p− 1
(2(k + 1)I(a))−p

com a ∈ (0, 1] e k = 0, 1, . . ..
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Observação 1.3 Como I(1) < +∞ e f(±1) = 0, se φ(·, αǫ) atinge 1 ou −1, então φ(·, αǫ)
pode permanecer igual a 1 por um tempo arbitrário.

Dessa forma se φ ∈ Eǫ então φ deve oscilar entre [−1, 1] de acordo com sua

quantidade de ráızes, desde que φ(0) = φ(1) = 0.

Assim se denotarmos por n o número de ráızes de φ em (0, 1), então a seguinte

relação deve ser satisfeita

2(n+ 1)X(αǫ) + TP = 1 (1.4)

onde TP denota o tempo de parada, ou seja a medida do conjunto {x; |φ(x)| = 1}.

Lema 1.2 φ(·, α) ∈ Elǫ se, e somente se, existem constantes Ci ∈ Y (α), para i = 1, 2, . . . , l+

1 de modo que
∑l+1
i=1 Ci = 1, para todo l ∈ IN∗.

Teorema 1.1 Seja p > q. Para cada ǫ > 0 temos

Eǫ = {0} ∪ ∪∞
l=0{±Elǫ}

onde cada Elǫ satisfaz as seguintes propriedades:

• E0
ǫ = {φ0

ǫ}, para ǫ > 0;

• se ǫ ≥ λl(1) para l = 1, 2, . . ., então Elǫ = {φlǫ};

• se 0 < ǫ < λl(1) para l = 1, 2, . . ., então existe uma bijeção entre Elǫ e [0, 1]l.

Observação 1.4 Note que para todo ǫ > 0 e para cada l = 1, 2, . . ., existe α tal que φ(·, α) =

φlǫ ∈ Eǫ.

Teorema 1.2 Seja p = q e defina

λk =
p

p− 1
(2(k + 1)I0)

−p

para k = 0, 1, . . .. Então temos

• se ǫ ≥ λ0 então Eǫ = {0};

• se λk+1 ≤ ǫ < λk então

Eǫ = {0} ∪ ∪kl=0{±Elǫ}

onde Eǫ tem as propriedades do Teorema 1.1.

Teorema 1.3 Seja p < q e a∗ a constante dada no Lema 1.1. Então

• se ǫ > λ0(a
∗), então Eǫ = {0};
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• se λk(a
∗) ≥ ǫ > λk+l(a

∗) então

Eǫ = {0} ∪ ∪kl=0{±Elǫ}

onde Elǫ = {ψlǫ} ∪ F lǫ e F lǫ tem as seguintes propriedades para l = 1, 2, . . . , k,

a) se ǫ = λl(a
∗), então F lǫ = {ψlǫ};

b) se λl(a
∗) > ǫ ≥ λl(1), então F lǫ consiste de um único elemento φlǫ;

c) se λl(1) > ǫ > 0, então existe uma bijeção entre F lǫ e [0, 1]l.

A terceira e última parte do artigo trata da estabilidade de cada solução esta-

cionária. Temos

Teorema 1.4 1. Para p > q, a solução trivial é instável.

2. Para p = q, a solução trivial é assintoticamente estável para λ ≥ λ0 e instável para

λ < λ0.

3. Para p < q, a solução trivial é assintoticamente estável.

Teorema 1.5 1. Para cada p > 2 e q ≥ 2, φ0
λ é assintoticamente estável para λ > λ0(1)

e atrativa para λ ≤ λ0(1).

2. Para p < q, ψ0
λ é instável para λ ≤ λ0(a

∗).

Teorema 1.6 Qualquer ψlλ, φ
l
λ e Glλ, l = 1, 2, . . . é instável.



Caṕıtulo 2

Propriedades de Continuidade

de (Pǫ)

Neste caṕıtulo mostramos primeiramente que o semigrupo {Sǫ(t)} associado a (Pǫ) é cont́ınuo

com relação a ǫ, possui atrator global compacto Aǫ e a famı́lia {Aǫ} é semicont́ınua superi-

ormente em L2 e W 1,p
0 em cada ǫ > 0. Em seguida, na Seção 2.2 analisamos a continuidade

do conjunto das soluções estacionárias Eǫ e verificamos que a semicontinuidade superior

sempre ocorre, qualquer que seja ǫ > 0 e qualquer que seja a relação entre p e q. No entanto

a semicontinuidade inferior à direita do conjunto dos equiĺıbrios deixa de ocorrer no caso

em que p < q em cada ponto da sequência {λl(a∗)}l≥1 que determina o surgimento de um

equiĺıbrio isolado com l ráızes conforme descrito no Teorema 1.3.

2.1 Existência e semicontinuidade superior dos atratores

Sejam ǫ̂, ǫ̌ números reais positivos e considere o intervalo fechado [ǫ̂, ǫ̌] ⊂ (0,+∞). Os

próximos dois lemas exibem limitações para as soluções de (Pǫ) em L2 e W 1,p
0 , uniformes

em [ǫ̂, ǫ̌]. Estas estimativas serão usadas posteriormente para se obter existência de atrator,

continuidade do fluxo e semicontinuidade superior dos atratores.

Lema 2.1 Seja uǫ solução de (Pǫ) com dado inicial u0 ∈ L2. Então para cada δ > 0 existe

uma constante positiva K(δ) tal que

‖uǫ(t)‖2 ≤ K(δ)

para todo t ≥ δ, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌] e para todo dado inicial u0 ∈ L2. Além disso, dado B ⊂ L2

limitado, existe K1 > 0 tal que

‖uǫ(t)‖2 ≤ K1

para todo t ≥ 0, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌] e u0 ∈ B.

20
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Demonstração: Se uǫ é solução de (Pǫ) então

uǫt(x, t) = ǫ(|uǫx(x, t)|p−2
uǫx(x, t))x + |uǫ(x, t)|q−2

uǫ(x, t)(1 − |uǫ(x, t)|r)

para (x, t) qtp em (0, 1) × (0,+∞). Assim, dado qualquer s > 0, multiplicando a equação

acima por uǫ(s) obtém-se com o aux́ılio da Desigualdade de Young que

1

2

d

ds
‖uǫ(s)‖2

2 ≤ −ǫ ‖uǫ(s)‖p
W

1,p
0

+
r

q + r
. (2.1)

Então pelo Lema 5.2

‖uǫ(t)‖2 ≤
(

r

ǫ̂(q + r)

) 2
p

+

(
1

ǫ̂(p− 2)δ

) 2
p−2

para todo t ≥ δ e podemos definir K(δ) =
(

r
ǫ̂(q+r)

) 2
p

+
(

1
ǫ̂(p−2)δ

) 2
p−2

. Observe que K(δ)

independe dos dados iniciais e é uniformemente escolhido para ǫ em [ǫ̂, ǫ̌].

Por outro lado para se obter uma estimativa em L2 que seja válida para todo

t ≥ 0, deve-se proceder da seguinte forma: integrando (2.1) de 0 a t, com t ≤ δ obtém-se

‖uǫ(t)‖2 ≤
{
‖u0‖2

2 +
2rδ

(q + r)

} 1
2

≤ K̄1.

Observe que K̄1 pode ser tomado uniforme para dados iniciais em limitados de

L2, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌] e t ∈ [0, δ]. Defina K1
.
= max

{
K(δ), K̄1

}
. Portanto dado B ⊂ L2 limitado,

‖uǫ(t)‖2 ≤ K1, para todo t ≥ 0, uniformemente em [ǫ̂, ǫ̌] e para dados iniciais em B.

Para obtermos uma estimativa em W 1,p
0 considere as aplicações ϕ1

ǫ e ϕ2 definidas

respectivamente por

ϕ1
ǫu

.
=





ǫ

p

∫ 1

0

|ux(x)|pdx+
1

q + r

∫ 1

0

|u(x)|q+rdx, u ∈W 1,p
0

+∞, caso contrário,

e

ϕ2u
.
=





1

q

∫ 1

0

|u(x)|qdx, u ∈ Lq

+∞, caso contrário.

O Problema (Pǫ) pode ser colocado na forma abstrata

du

dt
(t) + ∂ϕ1

ǫ(u(t)) − ∂ϕ2(u(t)) = 0 (2.2)

onde ∂ϕ1
ǫ e ∂ϕ2 são as subdiferenciais de ϕ1

ǫ e ϕ2 respectivamente.

Observação 2.1 Existem constantes 0 < c0 < 1 e c > 0 dependendo apenas de q e r tais

que

ϕ2(u) ≤ c0ϕ
1
ǫ(u) + c

qualquer que seja u ∈ W 1,p
0 , e para todo ǫ > 0. De fato, através da Desigualdade de Young

é fácil ver que para u ∈W 1,p
0 e η > 0 qualquer,

ϕ2(u) =
1

q
‖u‖qq

≤ r

(q + r)(ηq)
q+r

r

+ qη
q+r

q

(
ǫ

p
‖u‖p

W
1,p
0

+
1

q + r
‖u‖q+rq+r

)
.
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Agora basta escolher η tal que 0 < η <
(

1
q

) q
q+r

e definir c0
.
= qη

q+r
q e c

.
=

r

(q + r)(qη)
q+r

r

.

Lema 2.2 Seja uǫ solução de (Pǫ) com dado inicial u0 ∈ W 1,p
0 . Dado B ⊂ W 1,p

0 limitado,

existe uma constante K2 > 0, independente de ǫ, tal que

‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤ K2

para todo t ≥ 0, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌], e u0 ∈ B.

Demonstração: Se uǫ é solução de (Pǫ) multiplicando (2.2) por
duǫ

dt
(t) e integrando de 0

a t obtém-se com o aux́ılio da observação anterior a desigualdade
∫ t

0

‖uǫτ (τ)‖2
dτ + (1 − c0)ϕ

1
ǫ(u

ǫ(t)) ≤ ϕ1
ǫ(u0) + c

para todo ǫ > 0 e portanto,

‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤
{

(ϕ1
ǫ(u0) + c)p

ǫ̂(1 + c0)

} 1
p .

= K2

onde K2 é uma constante positiva dependendo apenas de p, q, r, ǫ̂, e da norma do dado

inicial. Observe que K2 pode ser tomada uniformemente para dados iniciais em limitados

de W 1,p
0 e ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌].

Observação 2.2 Segue do Lema 5.3 que dado B ⊂ L2 limitado e δ > 0 existe uma constante

K̃2 = K̃2(B, δ) > 0, independente de ǫ, tal que

‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤ K̃2

para todo t ≥ δ, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌], e u0 ∈ B.

Observação 2.3 Segue do Lema 5.3 e da primeira afirmação do Lema 2.1 que dado δ > 0

existe uma constante positiva K̃3 = K̃3(δ) > 0 tal que

‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤ K̃3

para todo t ≥ δ, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌] e qualquer que seja o dado inicial u0 ∈ L2.

O próximo passo será mostrar que existe atrator para o problema (Pǫ) em L2 e em

W 1,p
0 . Pelo Teorema 5.1 podemos definir uma famı́lia de aplicações

{
Sǫ(t) : L2 → L2; t ≥ 0

}

como segue

Sǫ(t) : u0 7→ u(t;u0)

para cada u0 ∈ L2, onde u(·;u0) denota a solução forte de (Pǫ) com u(0) = u0 em [0,+∞).

Segue do Lema 5.4 que
{
Sǫ(t) : L2 → L2; t ≥ 0

}
é um semigrupo associado ao problema

(Pǫ), e então por [19], veja Teorema 5.2, para garantir a existência de atrator em L2 basta

provarmos que {Sǫ(t)} é de classe k e dissipativo. O Lema 2.1 garante a dissipatividade de

{Sǫ(t)} em L2 e portanto resta apenas mostrar que o semigrupo é de classe k. Começamos

enunciando o seguinte lema cuja demonstração encontra-se em [8].
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Lema 2.3 Seja K uma aplicação cont́ınua em um espaço métrico X e W um subconjunto

denso de X. Então as seguintes condições são equivalentes:

• i) para cada bola aberta BX(r) a imagem K(BX(r) ∩W ) é precompacta em X;

• ii) para cada subconjunto limitado B de X, a imagem K(B) é precompacta em X.

Usaremos também o seguinte lema para obtenção da compacidade:

Lema 2.4 Seja f definida em A ⊂ L2 dada por f(s) = |s|q−2s−|s|q+r−2s, com q ≥ 2, r > 0

e A tal que f(A) ⊂ L2. Então quaisquer que sejam u, v ∈ L2, 〈f(u)−f(v), u−v〉 ≤ C‖u−v‖2
2

onde C =
r(q − 1)

q+r−2
r

q + r − 2
.

Demonstração: Seja f : IR → IR dada por f(s) = |s|q−2s − |s|q+r−2s. Derivando f

obtemos

f ′(s) = (q − 1)|s|q−2 − (q + r − 1)|s|q+r−2 (2.3)

Usando a Desigualdade de Young no primeiro fator em (2.3) temos

f ′(s) = (q − 1)|s|q−2 − (q + r − 1)|s|q+r−2

≤ r
q+r−2 (q − 1)

q+r−2
r + q−2

q+r−2 |s|q+r−2 − (q + r − 1)|s|q+r−2

= r
q+r−2 (q − 1)

q+r−2
r + (−q2−r2−2qr+4q+3r−4)

q+r−2 |s|q+r−2

(2.4)

Agora observe que

1. q2 − 4q + 4 = (q − 2)2 ≥ 0, portanto q2 + 4 ≥ 4q

2. 3 ≤ 2q ≤ 2q + r pois r > 0 e q ≥ 2. Logo 3r ≤ r(2q + r) = r2 + 2qr

Segue das observações feitas acima que 4q + 3r ≤ q2 + 4 + r2 + 2qr e portanto

4q + 3r − q2 − 4 − r2 − 2qr ≤ 0 (2.5)

Assim, de (2.4) e (2.5) temos

f ′(s) ≤ r
q+r−2 (q − 1)

q+r−2
r + (−q2−r2−2qr+4q+3r−4)

q+r−2 |s|q+r−2

≤ r
q+r−2 (q − 1)

q+r−2
r

.
= C

(2.6)

para todo s ∈ IR.

Logo pelo Teorema do Valor Médio, dado x ∈ (0, 1), se u, v estão definidas em x,

existe σx ∈ (min{u(x), v(x)},max{u(x), v(x)}) tal que f(u(x)) − f(v(x)) ≤ f ′(σx)(u(x) −
v(x)) e portanto

〈f(u) − f(v), u− v〉 =
∫ 1

0
(f(u(x)) − f(v(x)))(u(x) − v(x))dx

=
∫ 1

0
f ′(σx)(u(x) − v(x))2dx

≤
∫ 1

0
C(u(x) − v(x))2dx

= C‖u− v‖2
2

A demonstração do próximo lema é baseada na demonstração do Lema 15, [12].
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Lema 2.5 Seja {Sǫ(t)} o semigrupo associado ao problema (Pǫ) em L2. Então

Sǫ(t) : L2 → L2

é uma aplicação compacta para cada t > 0.

Demonstração: Seja r > 0 qualquer e considere o conjunto

B
.
= BL2(0, r) ∩W 1,p

0 .

Dado t > 0, fixe δ e T tais que 0 < δ < t < T e defina o subconjunto

B̃
.
= {Sǫ(·)u0;u0 ∈ B} ⊂ C([0, T ];L2).

Defina o novo espaço

V
.
=

{
v; v ∈ Lp(δ, T ;W 1,p

0 ) e
dv

dt
∈ Lp

′

(δ, T ;W−1,p′)

}

munido com a norma

‖v‖V .
= ‖v‖Lp(δ,T ;W 1,p

0 ) +

∥∥∥∥
dv

dt

∥∥∥∥
Lp′ (δ,T ;W−1,p′ )

.

V munido com esta norma é um espaço de Banach. Mostremos que B̃ é limitado em V . De

fato, para todo Sǫ(·)u0 ∈ B̃ temos

‖Sǫ(·)u0‖V = ‖u(·, u0)‖V = ‖u‖Lp(δ,T ;W 1,p
0 ) +

∥∥du
dt

∥∥
Lp′ (δ,T ;W−1,p′ )

=
(∫ T

δ
‖u(t)‖p

W
1,p
0

dt
) 1

p

+
(∫ T

δ
‖du
dt

(t)‖p
′

W−1,p′dt
) 1

p′

.

Agora, visto que u é solução de (Pǫ) então

〈ut(t), u(t)〉 + 〈−ǫ∆pu(t), u(t)〉 = 〈|u(t)|q−2u(t) − |u(t)|q+r−2u(t), u(t)〉

e consequentemente, pelo Lema 2.4

ǫ‖ux(t)‖pp ≤
−1

2

d

dt
‖u(t)‖2

2 + C‖u(t)‖2
2

onde C
.
= sup{f ′(s); s ∈ (−∞,∞)} <∞, e f(s) = |s|q−2s− |s|q+r−2s. Integrando de δ a T

obtemos ∫ T
δ
‖u(t)‖p

W
1,p
0

dt ≤
∫ T
0
‖u(t)‖p

W
1,p
0

dt

≤ 1
2ǫ‖u0‖2

2 +
∫ T
0

C
ǫ
‖u(t)‖2

2

≤ 1
2ǫ̂r

2 + C
ǫ̂
K2

1T
.
= M1,

onde K1 é como no Lema 2.1. Além disso,

‖ut(t)‖W−1,p′ − ‖ − ǫ∆pu(t)‖W−1,p′ ≤ ‖ut(t) − ǫ∆pu(t)‖W−1,p′ = ‖f(u(t))‖W−1,p′
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o que implica que

‖ut(t)‖p
′

W−1,p′ ≤ (‖f(u(t))‖W−1,p′ + ‖ − ǫ∆pu(t)‖W−1,p′ )p
′

≤ 2p
′−1(‖f(u(t))‖p

′

W−1,p′ + ‖ − ǫ∆pu(t)‖p
′

W−1,p′ )

≤ 2p
′−1‖f(u(t))‖p

′

2 + 2p
′−1ǫ̌‖u(t)‖p

W
1,p
0

≤ 2p
′−1C(δ)‖u(t)‖p

′

2 + 2p
′−1ǫ̌‖u(t)‖p

W
1,p
0

≤ 2p
′−1C(δ)Kp′

1 + 2p
′−1ǫ̌‖u(t)‖p

W
1,p
0

onde C(δ)
.
= sup

{
|f ′(s)| ; s ∈

[
−K̃2,+K̃2

]}
, K̃2 como na Observação 2.2.

Logo

∫ T
δ
‖du
dt

(t)‖p
′

W−1,p′dt ≤ 2p
′−1C(δ)Kp′

1 T + 2p
′−1ǫ̌

∫ T
δ
‖u(t)‖p

W
1,p
0

dt

≤ 2p
′−1C(δ)Kp′

1 T + 2p
′−1ǫ̌M1

.
= M2

e basta tomarmos M0
.
= M

1
p

1 +M
1
p

2 para que

‖Sǫ(·)u0‖V ≤M0

Conclúımos então que B̃ é limitado na norma de V e segue do Teorema 5.4, que

B̃ é precompacto em Lp(δ, T ;L2).

Seja {un} ⊂ B arbitrária, e considere a sequência

{Sǫ(·)un} ⊂ B̃.

Como B̃ é precompacto em Lp(δ, T ;L2) existe {unj
} ⊂ {un} e v0 ∈ Lp(δ, T ;L2) tal que

Sǫ(·)unj
→ v0

em Lp(δ, T ;L2) quando j → ∞, ou seja, a sequência {‖u(·, unj
)−v0(·)‖2} converge para 0 em

Lp(δ, T ; IR). Em particular existe uma subsequência ainda denotada por {‖u(·, unj
)−v0(·)‖2}

tal que

‖u(t, unj
) − v0(t)‖2 → 0

qtp em (δ, T ). Assim, existe τ ∈ (δ, t) tal que

‖u(τ, unj
) − v0(τ)‖2 → 0

e pela propriedade de semigrupo temos

Sǫ(t)unj
= Sǫ(t− τ + τ)unj

= Sǫ(t− τ)Sǫ(τ)unj
→ Sǫ(t− τ)v0(τ)

quando j → ∞.

Logo a sequência {Sǫ(t)un} possui uma subsequência convergente em L2. Mas

{un} foi tomado arbitrariamente em B, logo Sǫ(t)B é precompacto em L2. E pelo Lema 2.3,

i) ⇒ ii), para todo A ⊂ L2 limitado, Sǫ(t)A é precompacto em L2. Portanto a aplicação

Sǫ(t) : L2 → L2 é compacta.



26

Uma vez que o semigrupo {Sǫ(t) : L2 → L2; t ≥ 0} é de classe k e dissipativo, segue

pelo Teorema 5.2 que {Sǫ(t);L2} tem um atrator global minimal, A2, o qual é compacto e

invariante.

Vamos agora passar à prova de existência do atrator em W 1,p
0 .

É conhecido que semigrupos gerados por operadores do tipo subdiferencial têm um

efeito regularizante sobre os dados iniciais, que vão do fecho para o interior do domı́nio do

operador assim que o processo de evolução se inicia. Sendo o p-laplaciano pertencente a esta

classe de operadores, o mesmo efeito pode ser observado no semigrupo {Sǫ(t)} associado à

(Pǫ), isto é, R(Sǫ(t)) ⊂W 1,p
0 , para todo t > 0, veja Lema 5.4. Logo faz sentido considerarmos

a aplicação

Sǫ(t) : W 1,p
0 →W 1,p

0

u0 ֌ u(t, u0).

Segue do Teorema 5.1, que fixado u0 ∈ W 1,p
0 a aplicação t 7→ Sǫ(t)u0 é cont́ınua,

de (0,∞) em W 1,p
0 . A unicidade da solução, também determinada no Teorema 5.1, permite

verificar a propriedade do semigrupo. Resta mostrar a continuidade dos operadores Sǫ(t)

em W 1,p
0 .

Lema 2.6 Se {un0} é uma sequência limitada em W 1,p
0 e un0 → u0 em L2, então

Sǫ(t)u
n
0 → Sǫ(t)u0

em W 1,p
0 qualquer que seja t > 0 para todo ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌].

Demonstração: Considere {un0} ⊂W 1,p
0 tal que un0 → u0 em L2, e denote por un e u0 as

soluções de (Pǫ) com dados iniciais un0 e u0, respectivamente. Segue dos Lemas 5.3 e 2.2, e

da limitação de ‖unt (t)‖2 para todo t ∈ [δ, T ], onde δ e T são constantes positivas arbitrárias,

que un(t) → u0(t) em W 1,p
0 , qualquer que seja t > 0.

Portanto, podemos considerar o semigrupo

Sǫ(t) : W 1,p
0 →W 1,p

0

e pela Observação 2.3 temos que {Sǫ(t)} é dissipativo. Para obtermos a existência de atrator

em W 1,p
0 resta provar que {Sǫ(t)} é de classe k em W 1,p

0 .

Lema 2.7 Para cada ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌], e para cada t > 0, a aplicação

Sǫ(t) : W 1,p
0 →W 1,p

0

é compacta.

Demonstração: Devemos mostrar que se B ⊂ W 1,p
0 é limitado então Sǫ(t)B é relativa-

mente compacto em W 1,p
0 . Seja B ⊂W 1,p

0 um conjunto limitado, e {un} ⊂ B uma sequência



27

arbitrária. Queremos mostrar que Sǫ(t)un possui subsequência convergente em W 1,p
0 . Como

W 1,p
0 está compactamente imerso em L2 existe {unk

} ⊂ {un} e u0 ∈ L2 tal que

unk
→ u0

em L2. Logo pelo Lema 2.6 Sǫ(t)unk
→ Sǫ(t)u0 em W 1,p

0 . Portanto a aplicação Sǫ(t) :

W 1,p
0 →W 1,p

0 é compacta, para cada t > 0 e para todo ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌].

Assim, segue do Teorema 5.2 que {Sǫ(t);W 1,p
0 } tem um atrator global minimal,

AW , o qual é compacto e invariante. E é fácil ver que A2 = AW . Isto segue da invariância

e compacidade de A2 em L2 e de AW em W 1,p
0 .

2.1.1 Semicontinuidade superior de atratores

Nesta seção denotaremos o atrator do semigrupo {Sǫ(t)} por Aǫ e mostraremos que

sup
xǫ∈Aǫ

d(xǫ,Aǫ0) → 0 quando ǫ→ ǫ0,

propriedade que é denominada semicontinuidade superior de Aǫ em ǫ0.

A semicontinuidade superior de atratores em geral é bastante simples de se obter

e depende basicamente da continuidade do fluxo e de estimativas uniformes. Nesta seção

vamos obter a continuidade de Sǫ(t) com relação a ǫ em L2 e W 1,p
0 e em seguida, lançando

mão das estimativas já obtidas na seção anterior, vamos concluir que Aǫ → Aǫ0 no sentido

acima. Por simplicidade vamos nos restringir a dados iniciais em W 1,p
0 , o que será suficiente

para nossas considerações posteriores, já que o problema (Pǫ) possui um caráter regularizante

e estamos interessados na continuidade do fluxo em tempo grande.

Lema 2.8 Seja uǫ solução de (Pǫ) com dado inicial uǫ0 ∈ W 1,p
0 , e suponha que {uǫ0}ǫ é um

subconjunto limitado de W 1,p
0 . Então

∫ t

0

|〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|ds→ 0

quando ǫ→ ǫ0, para cada t > 0.

Demonstração:

Usando a Desigualdade de Young e o Lema 2.2 temos

|〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|

≤ |ǫ− ǫ0|
∫ 1

0

|uǫx(s, x)|p−1|uǫ0x (s, x) − uǫx(s, x)|dx

≤ |ǫ− ǫ0|
∫ 1

0

[
1

p′
(|uǫx(s, x)|p−1)p

′

+
1

p
|uǫ0x (s, x) − uǫx(s, x)|p

]
dx

≤ |ǫ− ǫ0|
(

1

p′
Kp

2 +
1

p
2pKp

2

)
→ 0

quando ǫ → ǫ0. A constante K2 acima é a mesma obtida no Lema 2.2. Logo pelo Teorema

da Convergência Dominada temos
∫ t

0

|〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|ds→ 0
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quando ǫ→ ǫ0, para cada t > 0.

Lema 2.9 Seja uǫ solução de (Pǫ) com dado inicial uǫ0 ∈ W 1,p
0 , e suponha que {uǫ0}

.
= B é

um subconjunto limitado de W 1,p
0 e uǫ0 → uǫ00 em L2 quando ǫ→ ǫ0. Então para cada t > 0

‖uǫ(t) − uǫ0(t)‖2 → 0

quando ǫ→ ǫ0, e uniformemente em subconjuntos limitados de [0,∞).

Demonstração: Seja T > 0. Pela Desigualdade de Tartar 5.5, Lema 2.2 e Lema 2.4

〈uǫ0t (s) − uǫt(s), u
ǫ0(s) − uǫ(s)〉

= 〈ǫ0(|uǫ0x (s)|p−2uǫ0x (s))x − ǫ(|uǫx(s)|p−2uǫx(s))x, u
ǫ0(s) − uǫ(s)〉

+ 〈f(uǫ0(s)) − f(uǫ(s)), uǫ0(s) − uǫ(s)〉
≤ −ǫ0γ0‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖p

W
1,p
0

+ C‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖2
2

+ 〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉

≤ 〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉 + C‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖2

2

(2.7)

Logo,

1

2

d

dt
‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖2

2 ≤ |〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u
ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|

+ C‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖2
2

Integrando de 0 a t, t ∈ (0, T ], e usando a Desigualdade de Gronwall-Bellman

obtemos

‖uǫ0(t) − uǫ(t)‖2
2 ≤ e2CT

{
‖uǫ00 − uǫ0‖2

2

+ 2
∫ T
0
|〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u

ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|ds

}

para todo t ∈ [0, T ]. E pelo Lema 2.8,

‖uǫ0(t) − uǫ(t)‖2 → 0

quando ǫ→ ǫ0, para cada t ∈ [0, T ].

Lema 2.10 Seja uǫ solução de (Pǫ) com dado inicial uǫ0 ∈ W 1,p
0 , e suponha que {uǫ0}

.
= B

é um subconjunto limitado de W 1,p
0 e uǫ0 → uǫ00 em L2. Então

‖uǫ(t) − uǫ0(t)‖W 1,p
0

→ 0

quando ǫ→ ǫ0, para cada t > 0.

Demonstração: Pelos Lemas 2.2 e 2.9 cada sequência em {uǫ(t); ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌]} é limitada e

portanto possui subsequência {uǫn(t)} que converge fracamente para uǫ0(t) em W 1,p
0 quando

ǫn → ǫ0. Ainda que tenhamos passado a uma subsequência no procedimento acima, como

o limite independe da subsequência escolhida, concluimos que a sequência toda converge, o

que justifica manter a notação uǫ(t) ⇀ uǫ0(t).
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Nosso próximo passo será mostrar que para qualquer t > 0, quando ǫn → ǫ0

‖uǫn(t)‖W 1,p
0

→ ‖uǫ0(t)‖W 1,p
0

o que será suficiente para concluir a demonstração.

Segue de (2.7) que

‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖p
W

1,p
0

≤ 1
ǫ0γ0

〈−ǫ0∆pu
ǫ0(s) + ǫ∆pu

ǫ(s), uǫ0(s) − uǫ(s)〉
+ 1

ǫ0γ0
〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u

ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉

Tomando T > 0 e integrando de 0 a T obtemos

∫ T
0
‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖p

W
1,p
0

ds

≤ 1
2ǫ0γ0

‖uǫ00 − uǫ0‖2
2

+ C
ǫ0γ0

∫ T
0
‖uǫ0(s) − uǫ(s)‖2

2ds

+ 1
ǫ0γ0

∫ T
0
|〈(ǫ− ǫ0)|uǫx(s)|p−2uǫx(s), u

ǫ0
x (s) − uǫx(s)〉|ds→ 0

quando ǫ → ǫ0, uma vez que uǫ e uǫ0 são soluções de (Pǫ) e (Pǫ0) com dados iniciais uǫ0 e

uǫ00 respectivamente.

Portanto, existe {uǫn} ⊂ {uǫ} tal que

‖uǫ0(s) − uǫn(s)‖W 1,p
0

→ 0

qtp em [0, T ]. Vamos provar que a sequência converge para todo t ∈ [0, T ]. De fato, se

t ∈ [0, T ]

|ψnuǫn(t) − ψ0u
ǫ0(t)| ≤ |ψnuǫn(t) − ψnu

ǫn(θ)|
+ |ψnuǫn(θ) − ψ0u

ǫ0(θ)|
+ |ψ0u

ǫ0(θ) − ψ0u
ǫ0(t)|

para qualquer θ ∈ [0, T ], onde ψn(u) =
ǫn
p

∫ 1

0

|ux(x)|pdx se u ∈W 1,p
0 .

Mas observe que

|ψnuǫn(t) − ψnu
ǫn(θ)| =

∣∣∣∣
∫ t

θ

d

ds
ψnu

ǫn(s)ds

∣∣∣∣

≤
∫ t

θ

|〈∂ψnuǫn(s), uǫnt (s)〉|ds

=

∫ t

θ

|〈−uǫnt (s) + f(uǫn(s)), uǫnt (s)〉|ds

≤
∫ t

θ

(‖uǫnt (s)‖2
2 + ‖f(uǫn(s))‖2‖uǫnt (s)‖2)ds

(2.8)

e uma vez que o lado direito de (2.8) é uniformemente limitado e θ pode ser escolhido

suficientemente próximo de t de forma que |ψnuǫn(θ) − ψ0u
ǫ0(θ)| → 0 quando n → +∞,

concluimos que

‖uǫn(t)‖W 1,p
0

→ ‖uǫ0(t)‖W 1,p
0
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quando n→ ∞, para cada t > 0. Mas uǫ(t) ⇀ uǫ0(t) em W 1,p
0 , logo podemos concluir que

uǫn(t) → uǫ0(t)

em W 1,p
0 qualquer que seja t > 0.

Agora estamos em condições de provar o teorema a seguir, cuja demonstração

segue as idéias do Corolário 3.1, [14]:

Teorema 2.1 A famı́lia de atratores globais

{Aǫ; ǫ̂ ≤ ǫ ≤ ǫ̌}

é semicont́ınua superiormente em ǫ0 na topologia de W 1,p
0 .

Demonstração: Queremos mostrar que

d(Aǫ,Aǫ0)
.
= sup
xǫ∈Aǫ

d(xǫ,Aǫ0) → 0

quando ǫ→ ǫ0.

Pela Observação 2.3 existe K3 > 0 tal que

‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤ K3

para todo t ≥ 1, ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌] e qualquer que seja u0 ∈ W 1,p
0 . Defina B

.
= B(0,K3) ⊂ W 1,p

0 .

Sabemos que B absorve limitados de W 1,p
0 por Sǫ(t), para todo ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌], na topologia de

W 1,p
0 .

Como Aǫ é limitado e invariante segue que

Aǫ = Sǫ(1)Aǫ ⊂ B

para todo ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌], logo

∪ǫ∈[ǫ̂,ǫ̌]Aǫ ⊂ B.

Mas Aǫ0 atrai limitados de W 1,p
0 e em particular atrai B. Assim dado η > 0, existe

t0 = t0(B, η) > 0 tal que

Sǫ0(t)B ⊂ O η
2
(Aǫ0)

para todo t ≥ t0. Em particular, para todo xǫ ∈ Aǫ e ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌]

d(Sǫ0(t0)xǫ,Aǫ0) <
η

2

o que implica que

sup
xǫ∈Aǫ,ǫ∈[ǫ̂,ǫ̌]

d(Sǫ0(t0)xǫ,Aǫ0) ≤
η

2
.

Pelo Lema 2.10

‖Sǫ(t)a− Sǫ0(t)a‖W 1,p
0

→ 0
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quando ǫ → ǫ0 em limitados de W 1,p
0 para cada t > 0. Em particular para t = t0 existe

δ > 0 tal que |ǫ− ǫ0| < δ implica

‖Sǫ(t0)a− Sǫ0(t0)a‖W 1,p
0

<
η

2

para todo a ∈ B. Assim se |ǫ− ǫ0| < δ então

d(Sǫ(t0)xǫ,Aǫ0) = infy∈Aǫ0
‖Sǫ(t0)xǫ − y‖W 1,p

0

≤ infy∈Aǫ0
(‖Sǫ(t0)xǫ − Sǫ0(t0)xǫ‖W 1,p

0
+ ‖Sǫ0(t0)xǫ − y‖W 1,p

0
)

= ‖Sǫ(t0)xǫ − Sǫ0(t0)xǫ‖W 1,p
0

+ d(Sǫ0(t0)xǫ,Aǫ0)

< η
2 + η

2 = η

para todo xǫ ∈ Aǫ e |ǫ− ǫ0| < δ.

Logo,

d(Aǫ,Aǫ0) = d(Sǫ(t0)Aǫ,Aǫ0)

= supxǫ∈Aǫ,|ǫ−ǫ0|<δ d(Sǫ(t0)xǫ,Aǫ0)

≤ η

Portanto {Aǫ; ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌]} é semicont́ınua superiormente em ǫ0.

2.2 Continuidade do conjunto de equiĺıbrios

Nesta seção mostraremos que o conjunto de equiĺıbrios do problema (Pǫ)

{Eǫ; ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌]}

é cont́ınuo na topologia de W 1,p
0 exceto no caso p < q no qual mostramos que a semicon-

tinuidade inferior não ocorre à direita nos pontos da sequência {λl(a∗)}l≥1.

Definição 2.1 Por semicontinuidade superior e inferior de uma famı́lia de conjuntos {Aλ}λ∈Λ

em λ = λ0 entendemos o seguinte

• Dizemos que {Aλ} é semicont́ınua superiormente em λ0 se supxλ∈Aλ
d(xλ, Aλ0

) → 0

quando λ→ λ0;

• Dizemos que {Aλ} é semicont́ınua inferiormente em λ0 se supx∈Aλ0
d(x,Aλ) → 0

quando λ→ λ0.

Temos a continuidade de uma famı́lia de conjuntos quando existe a semicon-

tinuidade superior e inferior desta famı́lia.

2.2.1 Semicontinuidade superior do conjunto de equiĺıbrios

Denotaremos por Eǫ o conjunto de equiĺıbrios do problema (Pǫ), e por φǫ os elementos de

Eǫ. De acordo com o primeiro item do Lema 5.6, para demonstrarmos a semicontinuidade
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superior da famı́lia {Eǫ} em ǫ0, basta mostrarmos que toda sequência {φǫn}, com φǫn ∈ Eǫn

e ǫn → ǫ0 tem subsequência convergente com limite pertencendo a Eǫ0 . Assim, basta

provarmos o seguinte:

Lema 2.11 Seja ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌]. Cada sequência {φǫn}, com ǫn → ǫ0, e φǫn equiĺıbrio de (Pǫn),

possui uma subsequência convergente,

φǫnk → φǫ0

em W 1,p
0 , onde φǫ0 é algum equiĺıbrio de (Pǫ0).

Demonstração: Se φǫ é um equiĺıbrio de (Pǫ) então φǫ satisfaz

0 = ǫ
(
|φǫx|p−2

φǫx

)

x
+ |φǫ|q−2

φǫ (1 − |φǫ|r) (2.9)

qtp em (0, 1).

Multiplicando a equação (2.9) por φǫ, integrando de 0 a 1 e usando as Desigual-

dades de Holder e Young obtemos

ǫ

∫ 1

0

|φǫx(x)|p dx ≤ r

q + r
+

q

q + r
‖φǫ‖q+rq+r − ‖φǫ‖q+rq+r .

Logo,

‖φǫ‖W 1,p
0

<

[
r

(q + r)ǫ̂

] 1
p .

= K6

qualquer que seja o equiĺıbrio φǫ de (Pǫ), independente de ǫ ∈ [ǫ̂, ǫ̌].

Seja ǫn → ǫ0. Então a sequência {φǫn} é limitada em W 1,p
0 e portanto possui uma

subsequência que converge fracamente na topologia de W 1,p
0 ,

φǫnk ⇀ φ̃

para algum φ̃ ∈W 1,p
0 . Consequentemente é posśıvel extrair uma subsequência, ainda deno-

tada por {φǫnk }, tal que

φǫnk (x) → φ̃(x)

qtp em (0, 1).

Por outro lado, como {φǫnk } é limitada em W 1,p
0 , existe K7 > 0 tal que para cada

x ∈ (0, 1) e para todo k ∈ IN

|φǫnk (x)| ≤ K7.

Assim usando o Teorema da Convergência Dominada temos

ǫnk
‖φǫnk ‖p

W
1,p
0

=

∫ 1

0

(
|φǫnk (x)|q − |φǫnk (x)|q+r

)
dx

→
∫ 1

0

(∣∣∣φ̃(x)
∣∣∣
q

−
∣∣∣φ̃(x)

∣∣∣
q+r
)
dx

quando k → ∞.
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O próximo objetivo é mostrar que φ̃ é um equiĺıbrio de (Pǫ0). Com este intuito

mostraremos que

‖φǫnk ‖W 1,p
0

→
∥∥∥φ̃
∥∥∥
W

1,p
0

quando k → +∞. A demonstração será baseada nas idéias de Boccardo e Murat, [2].

Primeiro observe que φǫnk − φ̃ ∈ W 1,p
0 uma vez que φǫnk , φ̃ ∈ W 1,p

0 para todo

k ∈ IN.

É fácil ver que φǫnk (x) − φ̃(x) → 0 qtp em (0, 1). E através do Teorema da

Convergência Dominada temos que φǫnk −φ̃→ 0 em Lp, quando k → ∞. E ainda φǫnk −φ̃ ⇀
0 em W 1,p

0 quando k → ∞.

Sabemos que, para cada k ∈ IN

−ǫnk
(
∣∣∣φǫnk
x

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x )x = |φǫnk |q−2

φǫnk (1 − |φǫnk |r)

qtp em (0, 1).

Multiplicando por φǫnk − φ̃ e integrando de 0 a 1 obtemos

−ǫnk

∫ 1

0

(
∣∣∣φǫnk
x

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x )x(φ

ǫnk − φ̃)dx =

∫ 1

0

|φǫnk |q−2
φǫnk (φǫnk − φ̃)dx

−
∫ 1

0

|φǫnk |q+r−2
φǫnk (φǫnk − φ̃)dx

(2.10)

Os dois termos do lado direito da equação tendem a zero quando k → ∞. De fato,

pela Desigualdade de Holder
∣∣∣∣
∫ 1

0

|φǫnk |q−2
φǫnk (φǫnk − φ̃)dx

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

|φǫnk |q−1
∣∣∣φǫnk − φ̃

∣∣∣ dx

≤ ‖φǫnk ‖q−1

W
1,p
0

∥∥∥φǫnk − φ̃
∥∥∥
q

≤ Kq−1
6

∥∥∥φǫnk − φ̃
∥∥∥
q
→ 0

e analogamente ∫ 1

0

|φǫnk |q+r−2
φǫnk (φǫnk − φ̃)dx→ 0

quando k → ∞. Logo,

ǫnk

∫ 1

0

∣∣∣φǫnk
x

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x (φ

ǫnk
x − φ̃x)dx→ 0

e como ǫnk
∈ [ǫ̂, ǫ̌] segue que

∫ 1

0

∣∣∣φǫnk
x

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x (φ

ǫnk
x − φ̃x)dx→ 0

quando k → ∞.

Por outro lado,
∫ 1

0

∣∣∣φ̃x
∣∣∣
p−2

φ̃x(φ
ǫnk
x − φ̃x)dx = −∆p(φ̃)(φǫnk − φ̃)

e como −∆p(φ̃) ∈W−1,p′ e φǫnk − φ̃ ⇀ 0 em W 1,p
0 segue que

∫ 1

0

(
∣∣∣φ̃x
∣∣∣
p−2

φ̃x)(φ
ǫnk
x − φ̃x)dx = −∆p(φ̃)(φǫnk − φ̃) → 0
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quando k → ∞. Assim, pela Desigualdade de Tartar, veja Lema 5.5, existe γ0 > 0 tal que

γ0

∫ 1

0

∣∣∣φǫnk
x (x) − φ̃x(x)

∣∣∣
p

dx

≤
∫ 1

0

(
∣∣∣φǫnk
x (x)

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x (x) −

∣∣∣φ̃x(x)
∣∣∣
p−2

φ̃x(x))(φ
ǫnk
x (x) − φ̃x(x))dx

=

∫ 1

0

(
∣∣∣φǫnk
x (x)

∣∣∣
p−2

φ
ǫnk
x (x)(φ

ǫnk
x (x) − φ̃x(x))dx

−
∫ 1

0

∣∣∣φ̃x(x)
∣∣∣
p−2

φ̃x(x)(φ
ǫnk
x (x) − φ̃x(x))dx→ 0

e portanto, ∥∥∥φǫnk − φ̃
∥∥∥
W

1,p
0

→ 0

quando k → ∞. Consequentemente,

ǫnk
‖φǫnk ‖p

W
1,p
0

→ ǫ0

∥∥∥φ̃
∥∥∥
p

W
1,p
0

e pela unicidade do limite segue que

ǫ0

∥∥∥φ̃
∥∥∥
p

W
1,p
0

=

∫ 1

0

∣∣∣φ̃
∣∣∣
q

dx−
∫ 1

0

∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r

dx.

Note que φ̃(0) = 0 e φ̃(1) = 0 pois φ̃ ∈ W 1,p
0 . Resta mostrar que φ̃ satisfaz a

equação (2.9) qtp em (0, 1).

Considere para cada k ∈ IN a equação

du

dt
− ∆pu =

1

ǫnk

(|φǫnk |q−2
φǫnk − |φǫnk |q+r−2

φǫnk ).

Sabemos que φǫnk é uma solução forte desta equação uma vez que φǫnk não depende de t e

−ǫnk
∆pφ

ǫnk = (|φǫnk |q−2
φǫnk − |φǫnk |q+r−2

φǫnk )

para todo k ∈ IN. Mostraremos que φ̃ é uma solução fraca de

du

dt
− ∆pu =

1

ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)
.

Primeiro observe que 1
ǫnk

(|φǫnk |q−2
φǫnk − |φǫnk |q+r−2

φǫnk ) ∈ L1(0, T ;L2). Além

disso, 1
ǫnk

(|φǫnk |q−2
φǫnk − |φǫnk |q+r−2

φǫnk ) → 1
ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)
em L1(0, T ;L2).

Como φǫnk → φ̃ em W 1,p
0 e consequentemente em C([0, T ];L2) segue da definição

de solução fraca, veja Definição 5.1, que φ̃ é solução fraca de

du

dt
− ∆pu =

1

ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)
.

Mas 1
ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)
∈ L2(0, T ;L2), logo pelo Teorema 5.5, φ̃ é uma

solução forte de
du

dt
− ∆pu =

1

ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)

e como φ̃ não depende de t segue que

−∆pφ̃ =
1

ǫ0

(∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃−
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q+r−2

φ̃

)
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logo,

0 = ǫ0

(∣∣∣φ̃x
∣∣∣
p−2

φ̃x

)

x

+
∣∣∣φ̃
∣∣∣
q−2

φ̃
(
1 −

∣∣∣φ̃
∣∣∣
r)
.

Portanto φ̃ é um equiĺıbrio de (Pǫ0).

2.2.2 Semicontinuidade inferior do conjunto de equiĺıbrios

O objetivo nesta seção é mostrar que todo equiĺıbrio de (Pǫ0) é limite de equiĺıbrios de (Pǫn)

com ǫn → ǫ0. Assim, pelo segundo item do Lema 5.6 temos a semicontinuidade inferior de

Eǫ em ǫ = ǫ0. Veremos que esta continuidade é sempre posśıvel exceto no caso particular

p < q, ǫ0 = λl(a
∗) e ǫn > ǫ0.

A notação que usaremos para indicar os equiĺıbrios nesta seção é diferente da

notação usada na seção anterior. Isso porque para a análise que faremos é essencial indicar

o número de ráızes das soluções estacionárias. Assim, no que segue denotaremos por φlǫn

um equiĺıbrio de (Pǫn) com l ráızes em (0, 1). Sem perda de generalidade consideraremos

apenas equiĺıbrios com velocidade inicial positiva, uma vez que a análise de equiĺıbrios com

velocidade inicial negativa segue de forma inteiramente análoga.

Dividiremos a demonstração em três casos de acordo com a relação entre os

parâmetros p e q. Antes porém, mostraremos que, exceto no caso p = q e ǫ0 = λl, uma

sequência de equiĺıbrios sem patamares, todos com l ráızes em (0, 1) só pode convergir para

um equiĺıbrio com l ráızes.

Seja
{
φlǫn
}

uma sequência de equiĺıbrios, sem patamares. Suponha que ǫn → ǫ0.

Então pelo Lema 2.11, existe uma subsequência, a qual ainda denotaremos por
{
φlǫn
}
, tal

que φlǫn → φkǫ0 em W 1,p
0 onde φkǫ0 é um equiĺıbrio de (Pǫ0) com k ráızes em (0, 1).

Lema 2.12 Com a notação acima, ou φkǫ0 ≡ 0 ou k = l, onde 0 denota o equiĺıbrio nulo.

Demonstração:

Como φlǫn → φkǫ0 em W 1,p
0 , então φlǫn(x) → φkǫ0(x), para todo x ∈ (0, 1), e por-

tanto para cada x ∈ (0, 1), ou φkǫ0(x) = 0 ou φkǫ0(x) e φlǫn(x) têm o mesmo sinal, para n

suficientemente grande.

Em particular, para todo m = 1, 2, 3, ..., l,

φlǫn

(
m

l + 1

)
→ φkǫ0

(
m

l + 1

)
.

Uma vez que as ráızes de φlǫn são todos os pontos da forma x =
m

l + 1
, com

m = 1, 2, 3, ..., l, segue que φlǫn

(
m

l + 1

)
= 0 para todo n ∈ IN. Logo φkǫ0

(
m

l + 1

)
= 0, para

todo m = 1, 2, ..., l. Assim ou φkǫ0 ≡ 0 ou k ≥ l.

Se φkǫ0 ≡ 0, o lema fica provado. Suponha então que φkǫ0 6= 0 e k > l. Então existe

m0 ∈ {1, 2, ..., l + 1} e x̄ ∈
(
m0 − 1

l + 1
,
m0

l + 1

)
tal que φkǫ0(x̄) = 0.
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Consequentemente existe ¯̄x ∈
[
m0 − 1

l + 1
,
m0

l + 1

]
\ {x̄} tal que φkǫ0(x) 6= 0, para todo

x entre x̄ e ¯̄x, com φkǫ0(x) e φlǫn(x) tendo sinais opostos neste intervalo. Veja Figura 2.1.

x̄ x̄

Figura 2.1:

Mas isto é um absurdo pois φlǫn(x) → φkǫ0(x) para todo x ∈ (0, 1). Portanto não

podemos ter k > l. Logo, ou φkǫ0 ≡ 0 ou k = l.

Observação 2.4 Note que o mesmo racioćınio demonstra que se, ǫn → ǫ0 então qualquer

sequência da forma {φ0
ǫn
} tem subsequência convergente ou para φ0

ǫ0
ou para o equiĺıbrio

nulo, {φ0
ǫn
} admitindo patamar ou não.

Lema 2.13 Se p 6= q então φkǫ0 6= 0 no Lema 2.12. Logo só temos a possibilidade k = l.

Demonstração:

De fato, se φlǫn convergisse para 0 em W 1,p
0 então φlǫn(x) → 0 para todo x ∈ (0, 1).

Em particular, a altura máxima, φαn
, atingida pelo equiĺıbrio φlǫn convergiria para 0. Assim,

φαn
= φlǫn

(
1

2(l + 1)

)
→ 0 (2.11)

quando n→ ∞.

Consequentemente, o x-tempo necessário, X(αn) =
(
ǫn(p−1)

p

) 1
p

I(φαn
), para o

equiĺıbrio φlǫn atingir sua altura máxima dado na equação (1.1), seria tal que:

• Se p < q

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(φαn
) → +∞

pois {ǫn} é limitado e I(φαn
) → +∞ pelo Lema 1.1.

• Se p > q

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(φαn
) → 0

quando n→ ∞, pois {ǫn} é limitado e I(φαn
) → 0 pelo Lema 1.1.

Observe que em ambos os casos temos um absurdo pois desde que os equiĺıbrios φlǫn não

possuem patamares o x-tempo necessário para que os equiĺıbrios atinjam sua altura máxima

é dado por X(αn) =
1

2(l + 1)
para todo n ∈ IN. Logo, φkǫ0 6= 0.
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Lema 2.14 Se p = q, φlǫn → 0 em W 1,p
0 no Lema 2.12, se e somente se ǫ0 = λl onde

λl =
p

p− 1
(2(l + 1)I0)

−p
.

Demonstração: De fato, se φlǫn → 0 em W 1,p
0 então φlǫn(x) → 0 para todo x ∈ (0, 1) e

em particular,

φαn
= φlǫn

(
1

2(l + 1)

)
→ 0

quando n→ ∞.

Assim,

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(φαn
) →

(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I0.

Mas X(αn) =
1

2(l + 1)
, para todo n ∈ IN pois φlǫn não possui patamar, logo pela

unicidade do limite
1

2(l + 1)
=

(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I0

e portanto

ǫ0 =
p

(p− 1)(2(l + 1)I0)p
= λl.

Reciprocamente, se ǫn → λl com φlǫn → φλl
então φλl

≡ 0, uma vez que pelo Lema 2.12,

ou φlǫn → φlλl
ou φlǫn → 0, mas o problema (Pλl

) não possui equiĺıbrios com l ráızes. Logo,

φlǫn → 0 quando ǫn → λl.

Passemos agora à demonstração da semicontinuidade inferior do conjunto de equiĺı-

brios. Para tal tomaremos um equiĺıbrio de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1), e mostraremos que

este equiĺıbrio pode ser aproximado, na topologia de W 1,p
0 , por uma sequência de equiĺıbrios

φlǫn , cada um contendo l ráızes em (0, 1).

Porém quando ǫ0 = λl(a
∗), p < q e ǫn se aproxima de ǫ0 pela direita isto não

ocorre, o que é natural, uma vez que se ǫn > ǫ0 então o problema (Pǫn) não possui equiĺıbrios

com l ráızes em (0, 1), e desta forma não conseguimos uma sequência convergindo para um

equiĺıbrio φlǫ0 , qualquer que seja l ∈ IN.

Como foi dito anteriormente dividiremos a demonstração em três casos de acordo

com a relação entre os parâmetros p e q.

Lema 2.15 Seja p > q e considere um equiĺıbrio φlǫ0 de (Pǫ0), com l ráızes em (0, 1). Então

φlǫ0 é limite, em W 1,p
0 , de uma sequência de equiĺıbrios

{
φlǫn
}
, onde cada φlǫn é um equiĺıbrio

de (Pǫn), com l ráızes em (0, 1), e ǫn → ǫ0.

Demonstração: A demonstração será dividida em duas partes. Na primeira considera-

remos apenas equiĺıbrios φlǫ0 sem patamares e na segunda apenas equiĺıbrios com patamares.

Seja φlǫ0 um equiĺıbrio de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1) e que não possui patamar.

Como φlǫ0 não possui patamar então ǫ0 ≥ λl(1).
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Considere uma sequência ǫn → ǫ0. Se ǫ0 > λl(1) podemos considerar sem perda de

generalidade que ǫn > λl(1) para todo n ∈ IN. Logo para cada n existe apenas um equiĺıbrio

de (Pǫn), com velocidade inicial positiva e l ráızes em (0, 1).

Considere a sequência
{
φlǫn
}
n∈IN formada por tais equiĺıbrios. Pelos Lemas 2.11,

2.12 e 2.13
{
φlǫn
}

possui uma subsequência convergente cujo limite, em W 1,p
0 , é um equiĺıbrio

de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1).

Mas ǫ0 > λl(1), o que garante que (Pǫ0) possui apenas um equiĺıbrio com veloci-

dade inicial positiva e l ráızes em (0, 1). Portanto existe sequência
{
φlǫn
}

tal que

φlǫ0 = lim
n→∞

φlǫn .

Se ǫ0 = λl(1), não existe outro equiĺıbrio de (Pǫ0) com velocidade inicial positiva

e l ráızes em (0, 1), que não seja φlǫ0 . Vamos então considerar dois casos, quando ǫn se

aproxima de ǫ0 pela direita e quando ǫn se aproxima de ǫ0 pela esquerda. Se ǫn → ǫ+0 então

ǫn ≥ λl(1), e a demonstração segue de forma análoga a anterior uma vez que existe apenas

um equiĺıbrio de (Pǫn) com l ráızes em (0, 1).

Se ǫn → ǫ−0 então ǫn < λl(1) o que garante que qualquer equiĺıbrio φlǫn de (Pǫn),

com l ráızes em (0, 1), possui patamar e portanto existe um continuum de equiĺıbrios com

l ráızes em (0, 1), para cada n ∈ IN. Assim, qualquer que seja n ∈ IN, φlǫn atinge 1 e -1 e

portanto o x-tempo necessário para φlǫn atingir o seu valor máximo é tal que

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(1) →
(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I(1) = X(αǫ0) (2.12)

onde X(αǫ0) é o x-tempo necessário para φlǫ0 atingir seu valor máximo.

Uma vez que ǫn < ǫ0, segue que X(αn) < X(αǫ0) e por (1.4)

2(l + 1)X(αn) + TPn = 1 = 2(l + 1)X(αǫ0) (2.13)

Logo, por (1.4) e (2.12) TPn → 0 quando n→ ∞. Defina, para cada n ∈ IN,

dn = 2(X(αǫ0) −X(αn)) > 0. (2.14)

Observe que dn → 0 quando n→ ∞, e além disso,

(l + 1)dn = 2(l + 1)X(αǫ0) − 2(l + 1)X(αn)

= 1 − 2(l + 1)X(αn).
(2.15)

Logo por (2.13) e (2.15), TPn = (l + 1)dn, e por (2.14), 2X(αn) + dn = 2X(αǫ0) =
1

l + 1
para cada n ∈ IN. Por outro lado segue por (1.2) que

ǫn(p− 1)

p
|αn|

p
p−1 = F (1) =

ǫ0(p− 1)

p
|αǫ0 |

p
p−1 (2.16)

onde F (u) =

∫ u

0

(|s|q−2s(1 − |s|r))ds e como ǫn < ǫ0 temos αn > αǫ0 para todo n ∈ IN, ou

seja, φlǫn possui velocidade inicial maior que φlǫ0 .
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Considere para cada n ∈ IN o equiĺıbrio φlǫn representado por (dn, dn, . . . , dn), ou

seja, o equiĺıbrio de (Pǫn) com l ráızes em (0, 1), e l+1 patamares de comprimento dn. Veja

Figura 2.2.

1

-1

dn

Figura 2.2:

Seja {φlǫn}n∈IN a sequência formada por tais equiĺıbrios, pelo Lema 2.11, existe

uma subsequência ainda denotada por {φlǫn}, e um equiĺıbrio φ̃kǫ0 de (Pǫ0), com k ráızes em

(0, 1) tal que

φlǫn → φ̃kǫ0

em W 1,p
0 .

O objetivo é mostrar que φ̃kǫ0 = φlǫ0 , onde φlǫ0 é o equiĺıbrio tomado no ińıcio da

demonstração. Note que, por construção, 2X(αn) + dn =
1

l + 1
e ainda

φlǫn

(
m

l + 1

)
= 0

uma vez que
m

l + 1
é raiz de φlǫn para todo m = 1, 2, . . . , l e n ∈ IN. Como φlǫn → φ̃kǫ0 em

W 1,p
0 segue que

φlǫn

(
m

l + 1

)
→ φ̃kǫ0

(
m

l + 1

)

para cada m = 1, 2, . . . , l e portanto

φ̃kǫ0

(
m

l + 1

)
= 0

para qualquer m = 1, 2, . . . , l o que mostra que temos duas possibilidades: ou k ≥ l ou

φ̃kǫ0(x) = 0, para todo x ∈ (0, 1).

Mostremos que a última possibilidade não pode ocorrer. De fato, observe que

para todo n ∈ IN o ponto X(αn) +
1

2
dn =

1

2(l + 1)
pertence ao primeiro patamar, logo

φlǫn

(
1

2(l + 1)

)
= 1 para todo n ∈ IN. Mas

φlǫn

(
1

2(l + 1)

)
→ φ̃kǫ0

(
1

2(l + 1)

)
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e portanto temos que φ̃kǫ0

(
1

2(l + 1)

)
= 1. Logo φ̃kǫ0 6= 0 e φ̃kǫ0 atinge seus extremos em 1 e

-1. Logo φ̃kǫ0 e φlǫ0 gastam o mesmo x-tempo, X(αǫ0), para atingir o valor máximo.

Sabemos que TPφ̃k
ǫ0

≥ TPφl
ǫ0

pois TPφl
ǫ0

= 0 visto que φlǫ0 não possui patamar.

Logo

2(k + 1)X(αǫ0) ≤ 2(l + 1)X(αǫ0)

ou seja k ≤ l.

Consequentemente k = l, e como ǫ0 = λl(1), existe apenas um equiĺıbrio de (Pǫ0)

com l ráızes em (0, 1) e velocidade inicial positiva, logo φ̃kǫ0 ≡ φlǫ0 e o resultado segue.

Agora vamos considerar o caso em que φlǫ0 é um equiĺıbrio com patamar.

Neste caso 0 < ǫ0 < λl(1) independente da relação entre p e q. Seja ǫn → ǫ0. Sem

perda de generalidade podemos assumir 0 < ǫn < λl(1) para todo n ∈ IN. Suponha que

ǫn → ǫ−0 e que a distribuição de patamares de φlǫ0 seja (d1, d2, . . . , dl+1) onde di ≥ 0 para

todo i = 1, 2, . . . , l + 1. Como φlǫ0 possui patamar, o x-tempo necessário para φlǫ0 atingir 1

é dado por X(αǫ0) =

(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I(1). E uma vez que ǫn → ǫ−0 segue que

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(1) →
(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I(1) = X(αǫ0)

onde X(αn) é o tempo que φlǫn necessita para atingir seu primeiro máximo, visto que φlǫn

também possui patamar.

Consequentemente TPn → TPφl
ǫ0

pois

2(l + 1)X(αn) + TPn = 1 = 2(l + 1)X(αǫ0) + TPφl
ǫ0
.

Defina para cada n ∈ IN

δn = 2(X(αǫ0) −X(αn)) > 0

e dni = δn + di para todo i = 1, 2, . . . , l + 1.

Assim dni > 0, para cada i = 1, 2, . . . , l + 1 e n ∈ IN e ainda

l+1∑

i=1

dni =

l+1∑

i=1

(δn + di) = (l + 1)δn + TPφl
ǫ0

= TPn.

Logo (dn1 , d
n
2 , . . . , d

n
l+1) é uma posśıvel distribuição de patamares para um equiĺıbrio

de (Pǫn), com l ráızes em (0, 1).

De agora em diante vamos considerar para cada n ∈ IN apenas o equiĺıbrio φlǫn

com a distribuição de patamares (dn1 , d
n
2 , . . . , d

n
l+1) dada acima.

Observe que uma vez que ǫn → ǫ−0 então certamente δn → 0 e consequentemente

dni = δn + di → di quando n→ ∞. Logo, para cada i = 1, 2, . . . , l + 1

2X(αn) + dni = 2

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(1) + δn + di = 2X(αǫ0) + di
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1

-1

δn

2
δn

2

Figura 2.3:

ou seja, φlǫn e φlǫ0 têm as mesmas ráızes em (0, 1). Agora sim podemos fazer um esboço

destes equiĺıbrios, veja Figura 2.3:

O objetivo, neste momento, é mostrar que φlǫn → φlǫ0 em W 1,p
0 quando n→ ∞.

Segue do Lema 2.11 que
{
φlǫn
}

possui uma subsequência, ainda denotada por
{
φlǫn
}

tal que φlǫn → φ̃kǫ0 em W 1,p
0 , onde φ̃kǫ0 é um equiĺıbrio de (Pǫ0).

Desde que as ráızes de φlǫn coincidem para todo n ∈ IN e φlǫn → φ̃kǫ0 em W 1,p
0 segue

que ou φ̃kǫ0 ≡ 0 ou k ≥ l. Mas

X(αn) +
δn
2

= X(αǫ0)

para todo n ∈ IN e portanto, X(αǫ0) pertence ao primeiro patamar de φlǫn para cada

n ∈ IN. Logo φlǫn(X(αǫ0)) = 1 para todo n ∈ IN e como φlǫn → φ̃kǫ0 em W 1,p
0 segue que

φ̃kǫ0(X(αǫ0)) = 1 e portanto φ̃kǫ0 6= 0 e como φ̃kǫ0 atinge 1 temos que φ̃kǫ0 e φlǫ0 precisam do

mesmo x-tempo para atingir seu valor máximo 1, logo X(αǫ0) é comum para φ̃kǫ0 e φlǫ0 .

Portanto só temos a possibilidade k ≥ l. Mostremos que k = l. Com este intuito

definimos os seguintes conjuntos:

Ãs =
{
x ∈ (0, 1); φ̃kǫ0(x) = 1

}
Ãi =

{
x ∈ (0, 1); φ̃kǫ0(x) = −1

}

As0 =
{
x ∈ (0, 1);φlǫ0(x) = 1

}
Ai0 =

{
x ∈ (0, 1);φlǫ0(x) = −1

}

Asn =
{
x ∈ (0, 1);φlǫn(x) = 1

}
Ain =

{
x ∈ (0, 1);φlǫn(x) = −1

}

Por construção As0 ⊂ Asn e Ai0 ⊂ Ain para todo n ∈ IN. Portanto, As0 ⊂ ∩
n∈INA

s
n

e Ai0 ⊂ ∩
n∈INA

i
n. E por outro lado, se x ∈ ∩

n∈INA
s
n então φlǫn(x) = 1 para cada n ∈ IN

e consequentemente φ̃kǫ0(x) = 1 o que mostra que x ∈ Ãs. Analogamente temos que se

x ∈ ∩
n∈INA

i
n então x ∈ Ãi.

Portanto As0 ⊂ Ãs e Ai0 ⊂ Ãi o que implica que TPφl
ǫ0

≤ TPφ̃k
ǫ0

onde TPφ̃k
ǫ0

é o

tempo de parada de φ̃kǫ0 .
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Uma vez que φ̃kǫ0 e φlǫ0 são equiĺıbrios de (Pǫ0) segue que

2(l + 1)X(αǫ0) + TPφl
ǫ0

= 1 = 2(k + 1)X(αǫ0) + TPφ̃k
ǫ0

e como TPφl
ǫ0

≤ TPφ̃k
ǫ0

, temos que l ≥ k. E portanto k = l.

Mas se k = l e X(αǫ0) é comum para φ̃kǫ0 e φlǫ0 então obrigatoriamente TPφl
ǫ0

=

TPφ̃k
ǫ0

. Assim, As0 = Ãs e Ai0 = Ãi o que mostra que φ̃kǫ0 possui a mesma distribuição de

patamares que φlǫ0 .

Como só existe um equiĺıbrio com esta distribuição de patamares, (d1, d2, . . . , dl+1),

segue que φ̃kǫ0 ≡ φlǫ0 . Portanto φlǫn → φlǫ0 em W 1,p
0 .

Vejamos agora o que acontece quando ǫn → ǫ+0 .

Suponha que o tempo de parada de φlǫ0 seja TPφl
ǫ0

=
∑l+1
i=1 di com di ≥ 0, para

cada i = 1, 2, . . . , l + 1. Então

X(αn) =

(
ǫn(p− 1)

p

) 1
p

I(1) →
(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I(1) = X(αǫ0)

e como

2(l + 1)X(αn) + TPn = 1 = 2(l + 1)X(α0) + TPφl
ǫ0

segue que TPn → TPφl
ǫ0

.

Seja i ∈ {1, 2, . . . , l + 1} tal que di = max1≤j≤l+1 dj e defina para cada n ∈ IN,

δn = TPφl
ǫ0

− TPn.

Note que δn → 0+ quando n→ ∞. Logo existe n0 ∈ IN tal que para todo n ≥ n0,

δn < di. Defina, para cada n ≥ n0,

dnj =





dj , se j 6= i

di − δn, se j = i.

Observe que
∑l+1
j=1 d

n
j =

∑l+1
j=1 dj − δn = TPn o que mostra que (d1, . . . , di−1, di −

δn, di+1, . . . , dl+1) é uma posśıvel distribuição de patamares para um equiĺıbrio de (Pǫn) com

l ráızes em (0, 1).

De agora em diante considere a sequência
{
φlǫn
}

formada por tais equiĺıbrios. Pelo

Lema 2.11 existe uma subsequência ainda denotada por
{
φlǫn
}

e φ̃kǫ0 equiĺıbrio de (Pǫ0) tal

que φlǫn → φ̃kǫ0 em W 1,p
0 .

Note que

(2i− 1)X(αn) +
i−1∑

j=1

dnj ≥ (2i− 1)X(αǫ0) +
i−1∑

j=1

dj

e

(2l − 2i+ 1)X(αn) +
l+1∑

j=i+1

dnj ≥ (2l − 2i+ 1)X(αǫ0) +
l+1∑

j=i+1

dj

pois X(αn) ≥ X(αǫ0) e dnj = dj para todo j 6= i.
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Isto implica que o intervalo

In
.
=


(2i− 1)X(αn) +

i−1∑

j=1

dnj , (2i− 1)X(αn) +

i∑

j=1

dnj




está contido no intervalo

I0
.
=


(2i− 1)X(αǫ0) +

i−1∑

j=1

dj , (2i− 1)X(αǫ0) +
i∑

j=1

dj




para todo n ≥ n0, e por construção

In0
⊂ In0+1 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . ⊂ I0.

Veja a Figura 2.4.

i

b

In

Figura 2.4:

Assim, se x0 ∈ In0
então x0 ∈ In, para todo n ≥ n0 e então φlǫn(x0) = (−1)i+1

qualquer que seja n ≥ n0. Como φlǫn → φ̃kǫ0 em W 1,p
0 , segue que φ̃kǫ0(x0) = (−1)i+1 para

todo x0 ∈ In0
. Logo φ̃kǫ0 é um equiĺıbrio que possui patamar, pois n0 foi escolhido de modo

que |In0
| > 0, e como a “velocidade inicial”, αǫ0 , é dada por

F (1) =
ǫ0(p− 1)

p
|αǫ0 |

p
p−1

então as velocidades de φ̃kǫ0 e φlǫ0 coincidem. Além disso, o x-tempo necessário para atingir

o valor máximo

X(αǫ0) =

(
ǫ0(p− 1)

p

) 1
p

I(1)

também deve coincidir para φ̃kǫ0 e φlǫ0 .

Observe também que quando n→ ∞

2iX(αn) +

i∑

j=1

dnj → 2iX(αǫ0) +

i∑

j=1

dj

para todo i = 1, 2, . . . , l + 1, ou seja, as ráızes de φlǫn convergem para as ráızes de φlǫ0 ,

consequentemente para cada i = 1, 2, . . . , l + 1 existe ni ∈ IN tal que

max
{

2iX(αǫ0) +
∑i
j=0 dj , 2iX(αn) +

∑i
j=0 d

n
j

}

< min
{

2(i+ 1)X(αǫ0) +
∑i+1
j=0 dj , 2(i+ 1)X(αn) +

∑i+1
j=0 d

n
j

}
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para todo n ≥ ni, com d0 = 0, dn0 = 0 e i = 1, 2, . . . , l+1. SejaN0 = max {ni; i = 1, 2, . . . , l + 1}.
Então para cada i = 1, 2, . . . , l + 1, existe ñi ∈ IN tal que

∣∣∣∣∣∣
2i(X(αn) −X(αǫ0)) +

i∑

j=1

(dnj − dj)

∣∣∣∣∣∣
<
X(αǫ0)

2N0
(2.17)

para todo n ≥ ñi. Defina N = max {N0, ñi; i = 1, 2, . . . , l + 1} então (2.17) vale para todo

n ≥ N e para cada i = 1, 2, . . . , l + 1.

Observe que se i é par, então para todo

x ∈ Ri
.
= (max{2iX(αǫ0) +

∑i
j=0 dj , 2iX(αn) +

∑i
j=0 d

n
j },

min{2(i+ 1)X(αǫ0) +
∑i+1
j=0 dj , 2(i+ 1)X(αn) +

∑i+1
j=0 d

n
j })

φlǫn(x) ≥ 0 para todo n ≥ N o que implica que φ̃kǫ0(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ri.

Se i é ı́mpar, então para todo x ∈ Ri, φ
l
ǫn

(x) ≤ 0 para todo n ≥ N e consequente-

mente φ̃kǫ0(x) ≤ 0 para cada x ∈ Ri.

Isso mostra que φ̃kǫ0 possui no mı́nimo l ráızes em (0, 1).

Suponha, por absurdo, k > l. Então existe i ∈ {1, 2, . . . , l} tal que φ̃kǫ0 possui mais

de uma raiz no intervalo

Ji
.
= (min{2iX(αǫ0) +

∑i
j=1 dj , 2iX(αn) +

∑i
j=1 d

n
j },

max{2iX(αǫ0) +
∑i
j=1 dj , 2iX(αn) +

∑i
j=1 d

n
j }).

Note que se existisse m ráızes em Ji, com m ≥ 2, então

|Ji| ≥ 2(m− 1)X(αǫ0)

visto que a distância entre duas ráızes adjacentes é no mı́nimo 2X(αǫ0). Mas

|Ji| = |2iX(αǫ0) +
∑i
j=1 dj − 2iX(αn) −

∑i
j=1 d

n
j |

= |2i(X(αn) −X(αǫ0)) +
∑i
j=1(d

n
j − dj)|

<
X(αǫ0)

2N0
< X(αǫ0)

o que resulta em um absurdo.

Portanto φ̃kǫ0 possui apenas uma raiz em Ji, para todo i = 1, 2, . . . , l, o que mostra

que k = l.

O próximo passo é mostrar que φ̃kǫ0 possui a mesma distribuição de patamares de

φlǫ0 .

Pela construção de φlǫn temos que

(2i− 1)X(αn) +

i∑

j=1

dnj → (2i− 1)X(αǫ0) +

i∑

j=1

dj

e

(2i− 1)X(αn) +

i−1∑

j=1

dnj → (2i− 1)X(αǫ0) +

i−1∑

j=1

dj
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quando n→ ∞ para todo i = 1, 2, . . . , l+ 1, ou seja, as extremidades dos patamares de φlǫn

convergem para as extremidades dos patamares de φlǫ0 .

Sabemos que αǫ0 , X(αǫ0) e o número de ráızes de φ̃kǫ0 e φlǫ0 coincidem , e portanto

TPφ̃k
ǫ0

= TPφl
ǫ0

. Suponha, por absurdo, que a distribuição de patamares seja diferente, isto

é,

(d̃1, d̃2, . . . , d̃l+1) 6= (d1, d2, . . . , dl+1)

onde (d̃1, d̃2, . . . , d̃l+1) representa a distribuição de patamares de φ̃kǫ0 e (d1, d2, . . . , dl+1)

representa a distribuição de patamares de φlǫ0 .

Seja σ = min{1, 2, . . . , l + 1} tal que d̃σ 6= dσ. Se d̃σ < dσ, então φ̃kǫ0(x) = φlǫ0(x),

para todo x ∈ [0, (2σ − 1)X(αǫ0) +
∑σ
j=1 d̃j ].

xσ−1
0 x̃σ0 + η xσ0

Figura 2.5:

Defina x̃σ0 = (2σ− 1)X(αǫ0) +
∑σ
j=1 d̃j , x

σ
0 = (2σ− 1)X(αǫ0) +

∑σ
j=1 dj e xσ−1

0 =

(2σ − 1)X(αǫ0) +
∑σ−1
j=1 dj . Seja η > 0 pequeno o suficiente para que |φ̃kǫ0(x̃σ0 + η)| < 1 e

xσ−1
0 < x̃σ0 + η < xσ0 .

Como

xσn
.
= 2(σ − 1)X(αn) +

σ∑

j=1

dnj → (2σ − 1)X(αǫ0) +

σ∑

j=1

dj
.
= xσ0

e

xσ−1
n

.
= 2(σ − 1)X(αn) +

σ−1∑

j=1

dnj → (2σ − 1)X(αǫ0) +

σ−1∑

j=1

dj
.
= xσ−1

0

quando n→ ∞, existe ñ ∈ IN tal que para todo n ≥ ñ,

xσ−1
n < x̃σ0 + η < xσn

o que implica que para todo n ≥ ñ, φlǫn(x̃σ0 +η) = (−1)σ+1 e portanto φ̃kǫ0(x̃
σ
0 +η) = (−1)σ+1

o que é uma contradição pois |φ̃kǫ0(x̃σ0 + η)| < 1. Assim, d̃σ ≥ dσ.

Suponha, por absurdo que d̃σ > dσ. Sem perda de generalidade podemos assumir

que os σ-ésimos patamares de φlǫ0 e φ̃kǫ0 são patamares superiores.

Sejam yσ
.
= 2σX(αǫ0) +

∑σ
j=1 dj , e ỹσ

.
= 2σX(αǫ0) +

∑σ
j=1 d̃j as σ-ésimas ráızes

de φlǫ0 e φ̃kǫ0 , respectivamente. Como estamos supondo d̃σ > dσ, então yσ < ỹσ. Seja η > 0

pequeno o suficiente para que 2η < X(αǫ0) e yσ + η < ỹσ. Assim φ̃kǫ0(yσ + η) = δ > 0, veja

Figura 2.6.
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yσ yσ + η

Figura 2.6:

Como yσn

.
= 2σX(αn) +

∑σ
j=1 d

n
j → yσ = 2σX(α0) +

∑σ
j=1 dj quando n → ∞

existe n0 ∈ IN tal que para todo n ≥ n0, yσn
∈ (yσ − η, yσ + η).

E sendo X(αn) > X(αǫ0) > 2η, temos que existe apenas uma raiz de φlǫn em

(yσ−η, yσ+η). Logo para todo x ∈ (yσn
, yσ+η), φlǫn(x) < 0. Em particular φlǫn(yσ+η) < 0,

para todo n ≥ n0. Consequentemente,

φ̃kǫ0(yσ + η) = lim
n→∞

φlǫn(yσ + η) ≤ 0.

Mas isto é um absurdo pois φ̃kǫ0(yσ + η) = δ > 0.

Racioćınio análogo pode ser feito se os σ-ésimos patamares de φlǫ0 e φ̃kǫ0 forem

patamares inferiores. Logo d̃σ = dσ, ou seja, não existe σ ∈ {1, 2, . . . , l+1} tal que dσ 6= d̃σ.

Isso significa que φlǫ0 e φ̃kǫ0 além de terem a mesma velocidade, o mesmo número de ráızes e o

mesmo x-tempo para atingirem seu máximo, ainda tem a mesma distribuição de patamares.

E como existe um único equiĺıbrio com tais propriedades segue que φ̃kǫ0 ≡ φlǫ0 .

Portanto,

φlǫ0 = lim
n→∞

φlǫn

e isto completa a prova da semicontinuidade inferior do conjunto de equiĺıbrios em ǫ0, quando

p > q.

Lema 2.16 Seja p = q e considere um equiĺıbrio φlǫ0 de (Pǫ0), com l ráızes em (0, 1). Então

φlǫ0 é limite, em W 1,p
0 , de uma sequência de equiĺıbrios

{
φlǫn
}
, onde cada φlǫn é um equiĺıbrio

de (Pǫn), com l ráızes em (0, 1), e ǫn → ǫ0.

A demonstração do Lema 2.16 segue exatamente igual à demonstração do Lema

2.15. Devemos lembrar que no caso p = q duas sequências de parâmetros são relevantes:

a primeira, {λl}l≥1, que determina as bifurcações de equiĺıbrios com l ráızes em (0, 1), e

a segunda, {λl(1)}l≥1, que determina se equiĺıbrios com l ráızes possuem patamar ou não.

Porém o surgimento da sequência {λl} não afeta a demonstração do resultado.

O caso p < q é certamente o mais curioso. Assim como no caso p = q temos

duas sequências de parâmetros relevantes. Uma {λl(a∗)}l≥1 determina o número máximo

de ráızes que um equiĺıbrio pode ter. A outra {λl(1)}l≥1 determina se equiĺıbrios com l ráızes

possuem patamar ou não. Quando ǫ = λl(a
∗) bifurcam espontaneamente dois equiĺıbrios
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com l ráızes em (0, 1) um com velocidade inicial positiva e o outro com velocidade inicial

negativa, simétricos. Porém quando ǫ < λl(a
∗) surgem quatro componentes conexas de

equiĺıbrios com l ráızes, duas contendo equiĺıbrios com velocidade inicial positiva, e duas

contendo equiĺıbrios com velocidade inicial negativa. Uma das componentes conexas que

contém equiĺıbrios com velocidade inicial positiva é sempre discreta, e a outra é discreta

apenas quando ǫ ≥ λl(1). A componente discreta tem a propriedade de nunca atingir ±1. O

mesmo ocorre no caso de componentes conexas de equiĺıbrios com velocidade inicial negativa.

Embora a estrutura do conjunto de equiĺıbrios seja distinta com relação ao caso

p ≥ q veremos que a semicontinuidade do conjunto de equiĺıbrios continua valendo, exceto

no caso em que ǫ0 = λl(a
∗) e ǫn → ǫ+0 , o que é natural uma vez que se ǫ0 = λl(a

∗) existem

dois equiĺıbrios ψlǫ0 e −ψlǫ0 de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1) e se ǫn > λl(a
∗), (Pǫn) não possui

equiĺıbrios com l ráızes em (0, 1).

Lema 2.17 Seja p < q e considere um equiĺıbrio φlǫ0 de (Pǫ0), com l ráızes em (0, 1). Então

φlǫ0 é limite, em W 1,p
0 , de uma sequência de equiĺıbrios

{
φlǫn
}
, onde cada φlǫn é um equiĺıbrio

de (Pǫn), com l ráızes em (0, 1), e ǫn → ǫ0.

Demonstração: Seja φlǫ0 um equiĺıbrio de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1). Se φlǫ0 possui

patamar a demonstração segue exatamente igual à demonstração do Lema 2.15. Suponha

então que φlǫ0 não possua patamar. Assim, λl(1) ≤ ǫ0 ≤ λl(a
∗) e temos três casos a

considerar: ǫ0 = λl(a
∗), λl(1) < ǫ0 < λl(a

∗) e ǫ0 = λl(1).

Suponha inicialmente λl(1) < ǫ0 < λl(a
∗).

Neste caso (Pǫ0) tem dois equiĺıbrios, ψlǫ0 e φlǫ0 , com velocidade inicial positiva e

l ráızes em (0, 1).

Seja ǫn → ǫ0, podemos assumir sem perda de generalidade que ǫn ∈ (λl(1), λl(a
∗)),

para todo n ∈ IN o que implica que (Pǫn) tem exatamente dois equiĺıbrios, ψlǫn e φlǫn com

velocidade inicial positiva, l ráızes em (0, 1) e sem patamares.

Considere a sequência
{
ψlǫn
}
. Então αn ≤ α∗

ǫn
, para todo n ∈ IN, onde ψlǫn possui

velocidade inicial αn e α∗
ǫn

é como em (1.3) e Observação 1.2. Pelos Lemas 2.11, 2.12 e 2.13,

ψlǫn → φǫ0 em W 1,p
0 , onde φǫ0 é equiĺıbrio de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1). Logo,

ψlǫn

(
m

2(l + 1)

)
→ φǫ0

(
m

2(l + 1)

)

para todo m = 1, 2, . . . , l o que implica que a altura máxima atingida por ψlǫn , φαǫn
, é tal

que φαǫn
→ φα, onde φα = φǫ0

(
1

2(l + 1)

)
, altura máxima atingida por φǫ0 .

Como F é cont́ınua

ǫn(p− 1)

p
|αǫn |

p
p−1 = F (φαǫn

) → F (φα) =
ǫ0(p− 1)

p
|α|

p
p−1

e portanto αǫn → α. Mas ψlǫn = φ(·, αǫn) é tal que αǫn ≤ α∗
ǫn

, para todo n ∈ IN e por (1.3)

segue que α∗
ǫn

→ α∗
ǫ0

e portanto α ≤ α∗
ǫ0

.
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Como temos apenas dois equiĺıbrios com velocidade inicial positiva e l ráızes em

(0, 1),

ψlǫ0 = φ(·, αǫ0), αǫ0 ≤ α∗
ǫ0

e φlǫ0 = φ(·, α̂ǫ0), α̂ǫ0 ≥ α∗
ǫ0

temos que α = αǫ0 . Portanto ψlǫn → ψlǫ0 em W 1,p
0 .

Com racioćınio análogo mostramos que φlǫn → φlǫ0 em W 1,p
0 .

Observe que αǫ0 6= α∗
ǫ0

e α̂ǫ0 6= α∗
ǫ0

uma vez que ǫ0 6= λl(a
∗).

Agora vamos considerar ǫ0 = λl(1). Neste caso ainda temos apenas dois equiĺıbrios

de (Pǫ0) com velocidade inicial positiva e l ráızes em (0, 1).

Se ǫn → ǫ+0 , então ǫn > ǫ0 = λl(1). Sem perda de generalidade assumimos

λl(1) < ǫn < λl(a
∗) e o resultado segue como no caso anterior.

Se ǫn → ǫ−0 , então ǫn < ǫ0 = λl(1). Neste caso, para cada n ∈ IN existe um

continuum de equiĺıbrios de (Pǫn) com l ráızes em (0, 1), e um equiĺıbrio ψlǫn sem patamar.

A prova de que ψlǫn → ψlǫ0 em W 1,p
0 é feita como no caso anterior. Vamos então nos

preocupar apenas com o equiĺıbrio φlǫ0 e o continuum. Para cada n ∈ IN vamos selecionar

um equiĺıbrio, φlǫn , de (Pǫn), com l ráızes em (0, 1). O equiĺıbrio selecionado será aquele com

distribuição de patamar dada por (dn, dn, . . . , dn), com dn = 2(X(αǫ0)−X(αǫn)). E a prova

de que φlǫn → φlǫ0 em W 1,p
0 é feita como no caso p > q. Note que φlǫn não converge para ψlǫ0

pois α̂ǫn ≥ α∗
ǫn

e αǫ0 < α∗
ǫ0

onde α̂ǫn e αǫ0 são tais que φlǫn = φ(·, α̂ǫn) e ψlǫ0 = φ(·, αǫ0).
O último caso a considerar será o caso ǫ0 = λl(a

∗). Se ǫ0 = λl(a
∗) então existe

um único equiĺıbrio ψlǫ0 de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1) e velocidade inicial positiva. Seja

ǫn → ǫ0.

Se ǫn → ǫ−0 então ǫn < ǫ0 = λl(a
∗). Considere a sequência {ψlǫn}, com ψlǫn ∈ Eǫn .

Segue dos Lemas 2.11, 2.12, e 2.13 que ψlǫn → φ̃lǫ0 em W 1,p
0 , onde φ̃lǫ0 é um equiĺıbrio de

(Pǫ0) com l ráızes em (0, 1). Como existe um único equiĺıbrio, ψlǫ0 , de (Pǫ0) com l ráızes em

(0, 1) segue que φ̃lǫ0 = ψlǫ0 . Portanto, ψlǫn → ψlǫ0 em W 1,p
0 .

Para finalizar provaremos que o único caso onde não ocorre a semicontinuidade

inferior do conjunto de equiĺıbrios é quando ǫn → ǫ+0 e ǫ0 = λl(a
∗).

De fato, se ǫn → ǫ+0 então ǫn > ǫ0 = λl(a
∗) e sem perda de generalidade podemos

supor λl(a
∗) < ǫn < λl−1(a

∗). Neste caso, (Pǫn) possui equiĺıbrios com, no máximo, l − 1

ráızes em (0, 1). Suponha, por absurdo, que exista uma sequência {φǫn} com φǫn → ψlǫ0 em

W 1,p
0 . Podemos supor cada φǫn = φkǫn com k ráızes, k ≤ l−1. Se

{
φkǫn
}

não possui patamar,

isto é λk(1) ≤ ǫn então pelos Lemas 2.11, 2.12 e 2.13, φkǫn → φkǫ0 em W 1,p
0 , onde φkǫ0 é um

equiĺıbrio de (Pǫ0) com k ráızes. Absurdo, pela unicidade do limite.

Se λl(a
∗) < ǫn < λk(1), então todo equiĺıbrio de (Pǫn) com k ráızes em (0, 1)

possui patamar. Como ǫ0 = λl(a
∗) segue que ψlǫ0 = φ(·, α∗

ǫ0
) e α∗

ǫ0
< αǫ0 , onde αǫ0 é a

velocidade inicial necessária para um equiĺıbrio de (Pǫ0) atingir ±1. Logo a máxima altura

atingida por ψlǫ0 , φα∗

ǫ0
, é tal que φα∗

ǫ0
< 1, e portanto existe δ > 0 tal que φα∗

ǫ0
+ δ < 1.
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Como φǫn → ψlǫ0 em W 1,p
0 então φǫn → ψlǫ0 em C([0, 1]). Assim existe n0 ∈ IN tal

que para todo n ≥ n0,
∣∣φǫn(x) − ψlǫ0(x)

∣∣ < δ para todo x ∈ [0, 1]. Logo,

−δ − φα∗

ǫ0
≤ −δ + ψlǫ0(x) ≤ φǫn(x) ≤ ψlǫ0(x) + δ ≤ φα∗

ǫ0
+ δ

para todo x ∈ [0, 1]. Absurdo, pois para todo n ∈ IN, φǫn atinge 1 e −1. Portanto não existe

φǫn com φǫn → ψlǫ0 em W 1,p
0 .

Observação 2.5 Concluimos assim que a menos do caso, p < q, ǫ0 = λl(a
∗) e ǫn → ǫ+0 ,

qualquer que seja o equiĺıbrio φlǫ0 de (Pǫ0) com l ráızes em (0, 1), existe uma sequência
{
φlǫn
}
, onde φlǫn é equiĺıbrio de (Pǫn) tal que

φlǫn → φlǫ0

em W 1,p
0 desde que ǫn → ǫ0.

A não semicontinuidade inferior do conjunto de equiĺıbrios no caso em que p < q,

ǫ0 = λl(a
∗) e ǫn → ǫ+0 dá ind́ıcios de que a semicontinuidade inferior dos atratores também

deixa de ocorrer nesse caso.

Quando ǫ0 = λ0(a
∗) isto é facilmente observado pois se ǫ > ǫ0 então Eǫ = {0} e

consequentemente Aǫ = {0}. Por outro lado Eǫ0 = {0, ψ0
ǫ0
,−ψ0

ǫ0
}, e Eǫ0 ⊂ Aǫ0 . Mas ψ0

ǫ0
e

−ψ0
ǫ0

não são aproximados por nenhuma sequência de elementos uǫ ∈ Aǫ, com ǫ→ ǫ0.



Caṕıtulo 3

Considerações sobre

semicontinuidade inferior de

atratores

O problema da semicontinuidade inferior de atratores para semigrupos gerados por equações

de evolução tem sido frequentemente estudado. Em sua grande maioria os problemas estu-

dados são semilineares, e investigar a semicontinuidade inferior dos atratores se resume a

verificar a semicontinuidade inferior dos conjuntos instáveis dos equiĺıbrios.

Em 2004, os autores de [10] investigaram a propriedade de equi-atração de uma

famı́lia de atratores {Aǫ}ǫ∈Λ de sistemas dinâmicos Sǫ(t) com parâmetro ǫ ∈ Λ, e provaram

que sob condições apropriadas a equi-atratividade da famı́lia {Aǫ}ǫ∈Λ é equivalente à con-

tinuidade de {Aǫ}ǫ∈Λ em ǫ com relação à distância de Hausdorff.

Dizemos que uma famı́lia {Aǫ}ǫ∈Λ equi-atrai um subconjunto limitado B se dado

η > 0 existe τ = τ(B, η) > 0 independente de ǫ ∈ Λ, tal que para todo ǫ ∈ Λ e t ≥ τ

d(Sǫ(t)B,Aǫ) < η.

Se {Aǫ}ǫ∈Λ equi-atrai cada subconjunto limitado B então dizemos que {Aǫ}ǫ∈Λ é equi-

atraente.

Neste caṕıtulo mostraremos que no caso particular em que p = q e o parâmetro ǫ

varia num intervalo [ǫ̂, ǫ̌] ⊂ [λ1, λ0), onde λ1 e λ0 são elementos da sequência que determina

as bifurcações dos equiĺıbrios do problema (Pǫ), mostrar a semicontinuidade inferior dos

atratores {Aǫ}ǫ∈Λ associados aos problemas (Pǫ) se reduz a mostrar a equi-atratividade de

uma pequena vizinhança do equiĺıbrio nulo.

Lembramos que se ǫ ∈ [λ1, λ0) então o conjunto dos equiĺıbrios de (Pǫ), Eǫ, contém

apenas três equiĺıbrios, 0, +φ0
ǫ e −φ0

ǫ , dentre os quais o equiĺıbrio nulo é o único equiĺıbrio
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instável. Todo o estudo será feito usando a teoria de m-semifluxos mult́ıvocos. Por isso

torna-se necessário entender algumas definições, para maiores detalhes veja [23] e [27].

Seja X um espaço métrico completo, Γ um subgrupo não trivial do grupo aditivo

dos números reais, Γ+ = Γ∩IR+ e P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X. Denota-

se o domı́nio de uma aplicação mult́ıvoca F : X → P(X) por D(F ) = {x ∈ X;F (x) 6= ∅}.

Definição 3.1 A aplicação G : Γ+ ×X → P(X) é um m-semifluxo se

1. G(0, ·) é a aplicação identidade I;

2. G(t1 + t2, x) ⊂ G(t1, G(t2, x)), para todo t1, t2 ∈ Γ+, e para todo x ∈ X,

onde G(t, B) = ∪x∈BG(t, x), para B ⊂ X.

Definição 3.2 A aplicação x : Γ+ → X é uma trajetória do m-semifluxo G correspondente

à condição inicial x0 se x(t+ τ) ∈ G(t, x(τ)), para todo t, τ ∈ Γ+ e x(0) = x0.

Definição 3.3 Dizemos que o conjunto A ⊂ X atrai o conjunto B com a ajuda do m-

semifluxo G se d(G(t, B), A) → 0 quando t → +∞. O conjunto M é dito ser atraente por

G se ele atrai cada subconjunto limitado B de X.

Para cada M ⊂ X denotamos

γ+
t (M) = ∪τ≥tG(τ,M) e γ+(M) = γ+

0 (M).

O conjunto w(M) = ∩t≥0γ
+
t (M) é chamado de conjunto omega limite (ω-limite)

de M . E é fácil mostrar que o conjunto w(M) consiste dos limites de todos as sequências

convergentes {ξn}, onde ξn ∈ G(tn,M), com tn → +∞.

Definição 3.4 O m-semifluxo G é chamado condicionalmente assintoticamente compacto

se, para todo B ⊂ X limitado tal que para algum t(B) ∈ Γ+, γ+
t(B)(B) é limitado, qualquer

sequência ξn ∈ G(tn, B), com tn → +∞, é precompacta em X.

Observação 3.1 A propriedade “condicionalmente assintoticamente compacto” é também

conhecida por “assintoticamente semicompacto superiormente”, veja [23]. Porém usaremos

a nomenclatura de [27] por considerarmos esta mais adequada.

Considere o intervalo Λ
.
= [ǫ̂, ǫ̌] ⊂ [λ1, λ0).

Seja Sǫ(t) : L2 → L2 definido por Sǫ(t)x0 = uǫ(t, x0) o semigrupo associado à

(Pǫ), com ǫ ∈ Λ, onde uǫ(t, x0) denota a solução de (Pǫ) com dado inicial x0 no instante t.

A partir da famı́lia {Sǫ(t)}ǫ∈Λ de semigrupos defina a aplicação

SΛ : IR+ × L2 → P(L2)

por SΛ(t, u0)
.
= ∪ǫ∈Λ{Sǫ(t)u0}. Note que
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• SΛ(0)u0 = ∪ǫ∈Λ{Sǫ(0)u0} = u0, para todo u0 ∈ L2.

Portanto SΛ(0) = I.

• Sejam t1, t2 ∈ IR+, u0 ∈ L2 arbitrários. Então

SΛ(t1 + t2)u0 = ∪ǫ∈Λ{Sǫ(t1 + t2)u0} = ∪ǫ∈Λ{Sǫ(t1)Sǫ(t2)u0}
⊆ ∪ǫ∈ΛSǫ(t1)S

Λ(t2)u0 = SΛ(t1)S
Λ(t2)u0

para todo u0 ∈ L2 e t1, t2 ∈ IR+.

Portanto SΛ é um m-semifluxo.

Observação 3.2 Podemos também definir o m-semifluxo SΛ de IR+ ×W 1,p
0 em P(W 1,p

0 )

visto que R(Sǫ(t)) ⊂W 1,p
0 , para todo ǫ ∈ Λ e t > 0, veja Lema 5.4.

Lema 3.1 O m-semifluxo SΛ é condicionalmente assintoticamente compacto, na topologia

de L2.

Demonstração: Seja B ⊂ L2 limitado tal que existe t(B) ≥ 0 com γ+
t(B)(B) limitado em

L2. Considere ξn = Sǫn(tn)bn ∈ SΛ(tn, B), com tn → ∞, ǫn ∈ Λ e bn ∈ B, arbitrários.

Pelo Lema 3.2 ‖uǫ(t)‖W 1,p
0

≤ k2, para todo t ≥ t0, para algum t0 > 0, ǫ ∈ Λ e

u0 ∈ B, e em particular ‖ξn‖W 1,p
0

= ‖uǫn(tn, bn)‖W 1,p
0

≤ k2, ou seja, {ξn} é limitada em W 1,p
0

e como W 1,p
0 está compactamente imerso em L2, segue que {ξn} é precompacta em L2. Uma

vez que B foi tomado arbitrariamente segue que SΛ é condicionalmente assintoticamente

compacto.

Observação 3.3 As boas condições de dissipatividade de Sǫ(t) demonstradas no Lema 3.1

e Observação 3.3 garantem que para qualquer B ⊂ L2 limitado, existe t(B) ≥ 0 tal que

γ+
t(B)(B) é limitado em W 1,p

0 .

O próximo lema mostra que o m-semifluxo {SΛ} é condicionalmente assintotica-

mente compacto emW 1,p
0 . Mostraremos inicialmente que o m-semifluxo é de classe B-k, visto

que ser de classe B-k é uma condição suficiente para ser condicionalmente assintoticamente

compacto.

Definição 3.5 Dizemos que o m-semifluxo {SΛ(t)} é de classe B-k se para cada B ⊂W 1,p
0

limitado existe t0 = t0(B) ≥ 0 tal que SΛ(t)B é relativamente compacto em W 1,p
0 , para cada

t ≥ t0.

Lema 3.2 O m-semifluxo {SΛ} é condicionalmente assintoticamente compacto em W 1,p
0 .

Demonstração: Basta mostrar que o m-semifluxo {SΛ(t) : W 1,p
0 → P(W 1,p

0 )}t≥0 é de

classe B-k.
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De fato, pela Observação 3.3 se B é limitado em W 1,p
0 existe t(B) ≥ 0 tal que

γ+
t(B)(B) é limitado em W 1,p

0 . Logo se o m-semifluxo é de classe B-k, SΛ(t)γ+
t(B)(B) é

relativamente compacto em W 1,p
0 , para todo t ≥ t0(γ

+
t(B)(B)). Em particular, se t1

.
=

t(B)+t0(γ
+
t(B)(B)), então qualquer sequência da forma ξn = Sǫn(tn)bn com bn ∈ B, ǫn ∈ Λ e

tn ≥ t1, possui subsequência convergente emW 1,p
0 visto que SΛ(t0)(γ

+
t(B)(B)) é relativamente

compacto em W 1,p
0 .

Vamos então provar que {SΛ(t) : W 1,p
0 → P(W 1,p

0 )}t≥0 é de classe B-k.

Seja B ⊂ W 1,p
0 limitado e t > 0. Considere {ζn} uma sequência arbitrária em

SΛ(t)B. Então, para cada n ∈ IN, ζn = Sǫn(t)bn onde bn ∈ B e ǫn ∈ Λ, e como B é

limitado em W 1,p
0 e Λ é compacto em IR, existem subsequências de {bn} e {ǫn}, as quais

ainda denotaremos por {bn} e {ǫn}, e b0 ∈ L2 e ǭ ∈ Λ tais que bn → b0 em L2 e ǫn → ǭ.

Logo, pelo Lema 2.10, Sǫn(t)bn → Sǭ(t)b0 em W 1,p
0 , ou seja, SΛ(t)B é relativa-

mente compacto em W 1,p
0 .

Como t foi tomado arbitrariamente em (0,+∞) segue que SΛ(t)B é relativamente

compacto em W 1,p
0 , para cada t > 0. Portanto SΛ é de classe B-k e consequentemente o

m-semifluxo SΛ é condicionalmente assintoticamente compacto em W 1,p
0 .

De agora em diante denotaremos por wΛ(B) o conjunto ω-limite de um conjunto

B através do m-semifluxo SΛ(t).

Segue do Teorema 1.1, [23], que para qualquer B ⊂ W 1,p
0 limitado, wΛ(B) 6= ∅,

wΛ(B) é compacto em W 1,p
0 e wΛ(B) é o conjunto fechado minimal que atrai B por SΛ.

O próximo passo será mostrar que por qualquer ponto do conjunto wΛ(B) passa

uma órbita completa que está inteiramente contida em wΛ(B). Tal propriedade é conhecida

como quasi-invariância.

Definição 3.6 Um conjunto A é quasi-invariante para o m-semifluxo SΛ, se para cada

z ∈ A existe uma órbita completa, ψ, por z e ψ(t) ∈ A, para todo t ∈ IR.

Embora a demonstração siga os passos da prova do Lema 9, [27], demonstraremos

novamente uma vez que em [27] ela é feita para semigrupos generalizados.

Lema 3.3 Para qualquer B ⊂W 1,p
0 limitado, wΛ(B) é quasi-invariante.

Demonstração: Tome z ∈ wΛ(B) arbitrário, mas fixo. Vamos construir uma órbita

completa por z inteiramente contida em wΛ(B).

Por definição z = limn→+∞ Sǫn(tn)bn com tn → +∞, ǫn ∈ Λ e bn ∈ B. Note que

para cada n ∈ IN

Sǫn(tn)bn = Sǫn(0)Sǫn(tn)bn = Sǫn(0)b0n

onde b0n
.
= Sǫn(tn)bn. Logo b0n → z em W 1,p

0 , quando n→ +∞.
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Por outro lado, {ǫn} ⊂ Λ e Λ é compacto, logo existe uma subsequência, ainda

denotada por {ǫn} e ǫ ∈ Λ tal que ǫn → ǫ. Pela continuidade do fluxo em W 1,p
0 segue que

‖uǫn(t, b0n) − uǫ(t, z)‖W 1,p
0

→ 0

quando n→ +∞, para todo t ≥ 0. Portanto,

Sǫn(t)b0n → Sǫ(t)z

em W 1,p
0 .

Note que Sǫ(0)z = z, e para cada t ∈ IR+

Sǫ(t)z = lim
n→+∞

Sǫn(t)b0n = lim
n→+∞

Sǫn(t+ tn)bn ∈ wΛ(B)

pois ǫn ∈ Λ, bn ∈ B e t+ tn → +∞.

Defina a aplicação ψ0 : [0,+∞) →W 1,p
0 por ψ0(t)

.
= Sǫ(t)z, e considere a sequência

{b−1
n

.
= Sǫn(tn − 1)bn} ⊂W 1,p

0 como uma nova sequência de dados iniciais.

Sem perda de generalidade podemos tomar tn ≥ 1, pois tn → +∞. Como SΛ é

condicionalmente assintoticamente compacto, existe uma subsequência ainda denotada por

{b−1
n } e z−1 ∈W 1,p

0 tal que b−1
n → z−1 em W 1,p

0 .

Como ǫn → ǫ qualquer subsequência de {ǫn} também converge para ǫ e pela

continuidade do fluxo, para cada t ≥ 0

‖uǫn(t, b−1
n ) − uǫ(t, z−1)‖W 1,p

0
→ 0

quando n→ +∞. Portanto

Sǫn(t)b−1
n → Sǫ(t)z−1

em W 1,p
0 , para todo t ≥ 0.

Defina ψ1 : [0,+∞) →W 1,p
0 por ψ1(t)

.
= Sǫ(t)z−1. Então

Sǫn(t)b−1
n → ψ1(t)

em W 1,p
0 , para todo t ≥ 0, e

ψ1
1(t)

.
= ψ1(t+ 1) = Sǫ(t+ 1)z−1

= limn→+∞ Sǫn(t+ 1)b−1
n

= limn→+∞ Sǫn(t+ tn)bn

= limn→+∞ Sǫn(t)b0n

= Sǫ(t)z = ψ0(t)

para todo t ≥ 0 e além disso

ψ1(t) = Sǫ(t)z−1 = lim
n→+∞

Sǫn(t)b−1
n = lim

n→+∞
Sǫn(t+ tn − 1)bn ∈ wΛ(B)

uma vez que tn → +∞, ǫn ∈ Λ e bn ∈ B. Portanto ψ1(t) ∈ wΛ(B), para cada t ≥ 0.
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Assim, para cada r ≥ 2 inteiro, defina b−rn
.
= Sǫn(tn− r)bn onde tn ≥ r, para todo

n ∈ IN, {ǫn}, {tn} e {bn} são tomados como a sequência que aparece no passo anterior.

Como SΛ é condicionalmente assintoticamente compacto, existe uma subsequência,

ainda denotada por {b−rn } e z−r ∈W 1,p
0 tal que b−rn → z−r em W 1,p

0 .

Novamente pela continuidade do fluxo em W 1,p
0 , obtemos

‖uǫn(t, b−rn ) − uǫ(t, z−r)‖W 1,p
0

→ 0

quando n→ +∞. Portanto, para todo t ≥ 0

Sǫn(t)b−rn → Sǫ(t)z−r

em W 1,p
0 .

Defina ψr : [0,+∞) →W 1,p
0 por ψr(t)

.
= Sǫ(t)z−r. Então

Sǫn(t)b−rn → ψr(t)

em W 1,p
0 , para todo t ≥ 0, e

ψrr(t)
.
= ψr(t+ r) = Sǫ(t+ r)z−r

= limn→+∞ Sǫn(t+ r)b−rn

= limn→+∞ Sǫn(t+ tn)bn

= limn→+∞ Sǫn(t)b0n

= Sǫ(t)z = ψ0(t)

para todo t ≥ 0 e além disso

ψr(t) = Sǫ(t)z−r = lim
n→+∞

Sǫn(t)b−rn = lim
n→+∞

Sǫn(t+ tn − r)bn ∈ wΛ(B)

pois tn → +∞, ǫn ∈ Λ e bn ∈ B. Portanto ψr(t) ∈ wΛ(B), para cada t ≥ 0.

Para finalizar a demonstração defina

ψ : IR →W 1,p
0

associando ψ(t) ao valor comum de ψr(t+ r) para r ≥ −t. Note que

ψ(0) = ψ0(0) = Sǫ(0)z = z

ψ(t+ s) = ψr(t+ s+ r) = Sǫ(t+ s+ r)z−r

= Sǫ(t)ψr(s+ r) = Sǫ(t)ψ(s) ∈ SΛ(t)ψ(s)

para todo t ≥ 0 e s ∈ IR.

Portanto ψ é uma órbita completa por z através de SΛ. Resta provar que ψ(t) ∈
wΛ(B), para todo t ∈ IR. De fato, tome t ∈ IR e r ∈ ZZ+ tal que r ≥ −t. Então

ψ(t) = ψr(t+ r) ∈ wΛ(B).

Logo wΛ(B) é quasi-invariante.
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Lema 3.4 A órbita ψ : IR → W 1,p
0 , constrúıda no Lema 3.3 é uma órbita completa por z

através de Sǫ com ǫ ∈ Λ.

Demonstração: Vimos que ψ(0) = ψ0(0) = Sǫ(0)z = z e para todo t ≥ 0 e s ∈ IR

Sǫ(t)ψ(s) = Sǫ(t)ψr(s+ r)

= Sǫ(t)Sǫ(s+ r)z−r

= ψr(t+ s+ r) = ψ(t+ s)

Portanto ψ é uma órbita completa por z através de Sǫ, ǫ ∈ Λ.

Uma vez que {ψ(t)}
t∈IR ⊂ wΛ(B) e wΛ(B) é limitado em W 1,p

0 , temos que ψ é

uma órbita completa e limitada por z através de Sǫ. E como Aǫ é a união de todas as órbitas

completas e limitadas através de Sǫ segue que {ψ(t)}
t∈IR ⊂ Aǫ e em particular z ∈ Aǫ.

Assim concluimos que wΛ(B) ⊂ ∪ǫ∈ΛAǫ, para todo B ⊂W 1,p
0 limitado.

Definição 3.7 Um conjunto A é negativamente semi-invariante se A ⊂ SΛ(t)A, para todo

t ∈ IR+.

Lema 3.5 Para cada B ⊂W 1,p
0 limitado wΛ(B) é negativamente semi-invariante.

Demonstração: Queremos provar que wΛ(B) ⊂ SΛ(t)wΛ(B) para todo t ≥ 0. Tome

z ∈ wΛ(B) arbitrário. Como wΛ(B) é quasi-invariante existe, ψ, órbita completa por z,

através de SΛ, inteiramente contida em wΛ(B).

Assim, para qualquer t ≥ 0

z = ψ(0) = ψ(t− t) ∈ SΛ(t)ψ(−t) ⊂ SΛ(t)(wΛ(B))

visto que ψ(s) ∈ wΛ(B), para todo s ∈ IR.

Como z foi tomado arbitrariamente em wΛ(B) segue que wΛ(B) ⊂ SΛ(t)(wΛ(B)),

para cada t ≥ 0.

3.1 Equi-atração de vizinhança de pontos de Aǫ0

Nesta seção provaremos que dado x0 ∈ Aǫ0 \ {0}, existe uma vizinhança de x0 que é equi-

atráıda, ou seja, dado η > 0 existe um tempo, que pode ser tomado uniformemente para

qualquer ǫ suficientemente próximo de ǫ0 e que depende apenas de η e da vizinhança de

x0, a partir do qual a solução de (Pǫ) com dado inicial nesta vizinhança do ponto entra na

η-vizinhança de Aǫ, para qualquer ǫ suficientemente próximo de ǫ0.

Sabemos, por [28], que a cada problema (Pǫ) está associado um Funcional de

Lyapunov Vǫ dado por Vǫ(x) =
ǫ

p
‖x‖p

W
1,p
0

− 1

q
‖x‖qq+

1

q + r
‖x‖q+rq+r. Mostraremos que a famı́lia

de funcionais {Vǫ} é cont́ınua com relação ao parâmetro ǫ. Esta informação auxiliará na

demonstração de que vizinhança de pontos de Aǫ0 são equi-atráıdas.
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Lema 3.6 Para cada x ∈W 1,p
0 ,

Vǫ(x) → Vǫ(x)

quando ǫ→ ǫ.

Demonstração: De fato, se x ∈W 1,p
0

|Vǫ(x) − Vǫ(x)| =

∣∣∣∣
ǫ

p
‖x‖p

W
1,p
0

− 1

q
‖x‖qq +

1

q + r
‖x‖q+rq+r

− ǫ

p
‖x‖p

W
1,p
0

+
1

q
‖x‖qq −

1

q + r
‖x‖q+rq+r

∣∣∣∣

= |ǫ− ǫ|1
p
‖x‖p

W
1,p
0

→ 0

Portanto Vǫ(x) → Vǫ(x) quando ǫ→ ǫ para cada x ∈W 1,p
0 .

Observação 3.4 Note que esta convergência é uniforme em limitados de W 1,p
0 .

Lema 3.7 Se xǫ → xǫ em W 1,p
0 , então

Vǫ(xǫ) → Vǫ(xǫ)

quando ǫ→ ǫ.

Demonstração: De fato, se xǫ → xǫ em W 1,p
0 , então a sequência {xǫ} é limitada em W 1,p

0 .

Assim,

|Vǫ(xǫ) − Vǫ(xǫ)| ≤ |Vǫ(xǫ) − Vǫ(xǫ)| + |Vǫ(xǫ) − Vǫ(xǫ)|

=

∣∣∣∣
ǫ

p
‖xǫ‖p

W
1,p
0

− 1

q
‖xǫ‖qq +

1

q + r
‖xǫ‖q+rq+r

− ǫ

p
‖xǫ‖p

W
1,p
0

+
1

q
‖xǫ‖qq −

1

q + r
‖xǫ‖q+rq+r

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
ǫ

p
‖xǫ‖p

W
1,p
0

− 1

q
‖xǫ‖qq +

1

q + r
‖xǫ‖q+rq+r

− ǫ

p
‖xǫ‖p

W
1,p
0

+
1

q
‖xǫ‖qq −

1

q + r
‖xǫ‖q+rq+r

∣∣∣∣

≤ |ǫ− ǫ|1
p
‖xǫ‖p

W
1,p
0

+
ǫ

p
|‖xǫ‖p

W
1,p
0

− ‖xǫ‖p
W

1,p
0

|

+
1

q + r
|‖xǫ‖q+rq+r − ‖xǫ‖q+rq+r|

+
1

q
|‖xǫ‖qq − ‖xǫ‖qq| → 0

quando ǫ→ ǫ, uma vez que xǫ → xǫ em W 1,p
0 .

Portanto Vǫ(xǫ) → Vǫ(xǫ).

Seja ǫ0 ∈ Λ = [ǫ̂, ǫ̌]. Nessa seção mostraremos que no caso particular em que p = q

e Λ ⊂ [λ1, λ0) existem vizinhanças dos pontos do atrator Aǫ0 que são equi-atráıdas.

Lema 3.8 Seja x0 ∈ Aǫ0 \ {0}. Existe δ > 0 tal que se |ǫ− ǫ0| < δ então wǫ(x0) 6= 0, onde

0 denota o equiĺıbrio nulo.

Demonstração: Sabemos que para todo ǫ ∈ Λ, Eǫ = {0,+φ0
ǫ ,−φ0

ǫ}. Como x0 ∈ Aǫ0 \{0}
e p = q segue que wǫ0(x0) 6= 0. De fato, se tivéssemos wǫ0(x0) = 0 então teŕıamos uma
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órbita homocĺınica, uma vez que +φ0
ǫ e −φ0

ǫ são equiĺıbrios instáveis de (Pǫ0) e o sistema é

gradiente.

Queremos provar que existe δ > 0 tal que |ǫ− ǫ0| < δ implica wǫ(x0) 6= 0.

Suponha que isto não ocorra. Então para todo n ∈ IN existe ǫn ∈ Λ tal que

wǫn(x0) = 0 e |ǫn − ǫ0| <
1

n

Assim,

Vǫn(x0) > Vǫn(wǫn(x0)) = Vǫn(0) = 0

para todo n ∈ IN e tomando o limite quando n→ +∞ obtemos Vǫ0(x0) ≥ 0.

Mas x0 ∈ Aǫ0 \ {0} e portanto

Vǫ0(x0) < Vǫ0(αψ(x0)) = Vǫ0(0) = 0

onde αψ(x0) denota o alfa-limite (α-limite) de x0 através de uma órbita completa e limitada,

ψ, o que é um absurdo.

Portanto existe δ > 0 tal que |ǫ− ǫ0| < δ implica wǫ(x0) 6= 0

Teorema 3.1 Seja x0 ∈ Aǫ0 \ {0}. Dado η > 0 existe Λx0
⊂ Λ, Ox0

(x0) e τx0
> 0 tal que

Sǫ(t)(Ox0
(x0)) ∈ Oη(Aǫ)

para todo ǫ ∈ Λx0
e t ≥ τx0

.

Demonstração: Se x0 ∈ Aǫ0 \ {0} então por x0 passa uma órbita completa e limitada

totalmente contida em Aǫ0 , consequentemente o α-limite de x0 por esta órbita é o equiĺıbrio

nulo.

Seja η0 = Vǫ0(x0) < Vǫ0(0) = 0, onde Vǫ denota o Funcional de Lyapunov associado

ao problema (Pǫ).

Defina I0
.
=

(
3

2
η0,

1

2
η0

)
. Como I0 é aberto em IR e a aplicação

V : (0,+∞) ×W 1,p
0 → IR

dada por V (ǫ, x) = Vǫ(x) é cont́ınua, veja Lemas 3.6 e 3.7, existe σ > 0 tal que se (ǫ, x) ∈
Λ ×W 1,p

0 satisfaz

|(ǫ, x) − (ǫ0, x0)| .= |ǫ− ǫ0| + ‖x− x0‖W 1,p
0

< σ (3.1)

então Vǫ(x) ∈ I0 e portanto Vǫ(x) <
η0
2
< 0.

Suponha, por absurdo, que o teorema seja falso. Então existe γ > 0 tal que para

qualquer Λ̃ ⊂ Λ, Õ(x0) e k ∈ IN existe tk > k, xk ∈ Õ(x0) e ǫk ∈ Λ̃ com

Sǫk(tk)xk /∈ Oγ(Aǫk).

Em particular para k = 1, 2, 3, . . .,

Λk =
{
ǫ; |ǫ− ǫ0| <

σ

2k

}
e Ok(x0) =

{
x; ‖x− x0‖W 1,p

0
<

σ

2k

}
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existe tk > k, ǫk ∈ Λk e xk ∈ Ok(x0) tal que Sǫk(tk)xk /∈ Oγ(Aǫk). Note que as sequências

formadas acima são tais que ǫk → ǫ0, xk → x0 e tk → +∞.

Uma vez que SΛ é condicionalmente assintoticamente compacto em W 1,p
0 , existe

y ∈W 1,p
0 tal que

Sǫk(tk)xk → y

em W 1,p
0 e portanto y ∈ wΛ0(O1(x0)), onde Λ0 = {ǫk}k∈IN ∪ {ǫ0}.

Como wΛ0(O1(x0)) é quasi-invariante, existe uma órbita completa e limitada, ϕ,

por y através de SΛ0 , a qual é uma órbita completa e limitada por Sǫ0 , veja Lemas 3.3 e 3.4.

Mas o atrator Aǫ é a união de todas as órbitas completas e limitadas por Sǫ0 .

Logo y ∈ Aǫ0 , e portanto temos duas possibilidades: ou αǫ0ϕ (y) = 0 ou y é um dos equiĺıbrios

assintoticamente estáveis, +φ0
ǫ0

ou −φ0
ǫ0

.

Se αǫ0ϕ (y) = 0 então 0 ∈ wΛ0(O1(x0)) e portanto

0 = lim
n→+∞

Sǫn(tn)xn

com xn ∈ O1(x0), tn → +∞ e ǫn ∈ Λ0.

Sendo Λ0 compacto, existe ǫ ∈ Λ0 tal que ǫn → ǫ, e para todo n ∈ IN, segue de

(3.1) que

|(ǫn, xn) − (ǫ0, x0)| .= |ǫn − ǫ0| + ‖xn − x0‖W 1,p
0

<
σ

2
+
σ

2
= σ (3.2)

e portanto Vǫn(xn) ∈ I0 o que implica que Vǫn(xn) <
η0
2
< 0.

Assim,

Vǫn(Sǫn(tn)xn) < Vǫn(xn) <
η0
2
< 0

e fazendo n→ +∞ temos

Vǫ(0) ≤ η0
2
< 0

o que é um absurdo pois Vǫ(0) = 0.

Portanto, αǫ0ϕ (y) 6= 0 e consequentemente y ∈ Eǫ0 \ {0}.
Por outro lado, sabemos que a famı́lia {Eǫ}ǫ∈Λ é cont́ınua em ǫ0. Então existe

δ > 0 tal que

max{d(Eǫ, Eǫ0), d(Eǫ0 , Eǫ)} <
γ

2

se |ǫ− ǫ0| < δ.

Logo para todo ǫ tal que |ǫ− ǫ0| < δ

O γ
2
(y) ⊂ O γ

2
(Eǫ0) ⊂ Oγ(Eǫ) ⊂ Oγ(Aǫ) (3.3)

e como y = limk→+∞ Sǫk(tk)xk existe k0 ∈ IN tal que para todo k ≥ k0

Sǫk(tk)xk ∈ O γ
2
(y) ⊂ Oγ(Aǫ) (3.4)

para todo ǫ ∈ (ǫ0 − δ, ǫ0 + δ).
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Uma vez que ǫk → ǫ0 segue que

Sǫk(tk)xk ∈ Oγ(Aǫk)

para k suficientemente grande, o que contradiz nossa suposição.

Portanto, dado η > 0 e x0 ∈ Aǫ0 \ {0} existe uma vizinhança de x0 que é equi-

atráıda.

3.2 Considerações finais

Observe que dado η > 0 é posśıvel obter uma vizinhança, Ox(x), para cada ponto x de

Aǫ0 \ {0}, a qual é equi-atráıda. Assim, para qualquer vizinhança O0(0) de 0 a famı́lia

{Ox(x)}x∈Aǫ0
forma uma cobertura aberta do atrator Aǫ0 .

Como o atrator é compacto em W 1,p
0 podemos extrair uma subcobertura finita tal

que Aǫ0 ⊂ ∪ni=1Oxi
(xi).

Se a vizinhança de 0 fosse equi-atráıda podeŕıamos tomar

τ = max{τxi
, i = 1, 2, . . . , n} e Λ′ = ∩ni=1Λxi

com τxi
e Λxi

como definido no Lema 3.1. Assim, para todo u0 ∈ Aǫ0 , teŕıamos u0 ∈ Oxi
(xi)

para algum i = 1, 2, . . . , n. Logo para todo t ≥ τ e ǫ ∈ Λ′ teŕıamos

Sǫ(t)u0 ⊂ Sǫ(t)(Oxi
(xi)) ⊂ Oη(Aǫ)

e portanto a famı́lia {Aǫ}ǫ∈Λ′ seria equi-atraente e pelo Teorema 2.9, [10], concluiŕıamos que

a famı́lia {Aǫ}ǫ∈Λ′ é cont́ınua em ǫ0.

Isso mostra que o problema se reduz a mostrar que existe pelo menos uma vizi-

nhança do equiĺıbrio nulo que é equi-atráıda. Note que isto poderia ser resolvido mostrando

que a famı́lia {Aǫ}ǫ∈eΛ é uniformemente estável para algum Λ̃ ⊂ Λ.



Caṕıtulo 4

Continuidade e sincronização

em sistemas acoplados

4.1 Sobre o sistema com parâmetros distintos

Considere o seguinte sistema com um termo de acoplamento à direita

(Sn)





unt = ǫn1 (|unx |p
n
1 −2

unx)x + |un|q
n
1 −2

un(1 − |un|r
n
1 ) − k(un − vn)

vnt = ǫn2 (|vnx |p
n
2 −2

vnx )x + |vn|q
n
2 −2

vn(1 − |vn|r
n
2 ) + k(un − vn)

onde (un(0, t), vn(0, t)) = (0, 0) e (un(1, t), vn(1, t)) = (0, 0) para todo t ∈ (0,+∞) e

(un(x, 0), vn(x, 0)) = (u0(x), v0(x)) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1), ǫni , k, são constantes positivas,

qni ≥ 2, pni > 2 e rni ≥ qni − 2 , para i = 1, 2 e para todo n ∈ IN.

O objetivo deste caṕıtulo é considerar ǫni → ǫ, pni → p, qni → q, rni → r, quando

n→ ∞ para i = 1, 2, e mostrar que dado η > 0, existe n0 ∈ IN tal que

lim sup
t→∞

‖un(t) − vn(t)‖2 < η ∀n ≥ n0

o que é conhecido como ǫ-sincronização, veja [6].

O caṕıtulo se divide em três seções, na primeira seção provamos a existência de

solução para o sistema (Sn), a existência de atrator e de um Funcional de Lyapunov para

(Sn), e concluimos com a semicontinuidade superior dos atratores associados a (Sn). Na

segunda analisamos o sistema limite (parâmetros iguais), e na terceira seção provamos a

ǫ-sincronização.

4.1.1 Existência de solução

Nesta seção mostraremos a existência e unicidade de solução para o sistema acoplado

(S)





ut = ǫ1(|ux|p1−2
ux)x + |u|q1−2

u(1 − |u|r1) − k(u− v)

vt = ǫ2(|vx|p2−2
vx)x + |v|q2−2

v(1 − |v|r2) + k(u− v)

61
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com (u(x, 0), v(x, 0)) = (u0(x), v0(x)) ∈ W 1,p1
0 (0, 1) ×W 1,p2

0 (0, 1), e para i = 1, 2, ǫi > 0,

pi > 2, qi ≥ 2, ri > qi − 2, e k > 0.

Considere os problemas

(P1)





u1
t = ǫ1(

∣∣u1
x

∣∣p1−2
u1
x)x +

∣∣u1
∣∣q1−2

u1(1 −
∣∣u1
∣∣r1) − ku1

u1(0, t) = 0, u1(1, t) = 0 t > 0

u1(0) = u0 ∈W 1,p1
0 (0, 1)

e

(
P̃1

)





v1
t = ǫ2(

∣∣v1
x

∣∣p2−2
v1
x)x +

∣∣v1
∣∣q2−2

v1(1 −
∣∣v1
∣∣r2) − kv1

v1(0, t) = 0, v1(1, t) = 0 t > 0

v1(0) = v0 ∈W 1,p2
0 (0, 1)

É fácil ver que a aplicação definida por

ϕ1
i (u) =

ǫi
pi

∫ 1

0

|ux(x)|pidx+

∫ 1

0

∫ u(x)

0

|v|qi+ri−2vdvdx+ k

∫ 1

0

∫ u(x)

0

vdvdx

se u ∈ W 1,pi

0 (0, 1) e ϕ1
i (u) = +∞ se u ∈ L2(0, 1)\W 1,pi

0 (0, 1) é convexa, própria e semi-

cont́ınua inferiormente em L2(0, 1), para i = 1, 2. Consequentemente a subdiferencial ∂ϕ1
i é

um operador maximal monótono em L2(0, 1), para i = 1, 2, veja [4].

Considere o operador Ai definido em W 1,pi

0 que a cada elemento u ∈W 1,pi

0 associa

o elemento de W−1,p′i dado por Aiu = −ǫi∆pi
u + |u|qi+ri−2u + ku. Ou seja, para cada

u ∈W 1,pi

0 definimos Aiu : W 1,pi

0 → IR por Aiu(v) =

∫ 1

0

Aiuvdx, para todo v ∈W 1,pi

0 .

Temos que Aiu está bem definido, isto é, se u ∈W 1,pi

0 então Aiu ∈W−1,p′i e além

disso, Ai é monótono, coercivo, hemicont́ınuo, e portanto Ai é maximal monótono de acordo

com [4], Exemplo 2.3.7. Como Ai ⊂ ∂ϕ1
i então Ai ≡ ∂ϕ1

i , para i = 1, 2.

Agora defina ϕ2
i : L2(0, 1) → (−∞,+∞] por

ϕ2
iu =

∫ 1

0

∫ u(x)

0

|v|qi−2vdvdx

se v ∈ Lqi(0, 1), e ϕ2
iu = +∞ se v ∈ L2(0, 1)\Lqi(0, 1).

Certamente ϕ2
i é convexa, própria e semicont́ınua inferiormente em L2(0, 1) e por-

tanto ∂ϕ2
i é maximal monótono em L2(0, 1).

De forma análoga ao que foi feito anteriormente, definindo Bi : Lqi(0, 1) → (Lqi)′

por Biu = |u|qi−2u, com Biu : Lqi(0, 1) → IR dado por Biu(v) =

∫ 1

0

Biuvdx, temos que

Bi está bem definido, é monótono, coercivo e hemicont́ınuo, e como Biu ∈ ∂ϕ2
iu para todo

u ∈ Lqi(0, 1) segue da maximalidade de Bi e de ∂ϕ2
i em L2(0, 1) que Bi = ∂ϕ2

i .

Dessa forma podemos escrever os problemas (P1) e (P̃1) como segue

(P1)





u1
t + ∂ϕ1

1u
1 = ∂ϕ2

1u
1

u1(0) = u0 ∈W 1,p1
0 (0, 1)

e
(
P̃1

)




v1
t + ∂ϕ1

2v
1 = ∂ϕ2

2v
1

v1(0) = v0 ∈W 1,p2
0 (0, 1)
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Cálculos simples mostram que

• Para cada L < +∞, i = 1, 2, {u ∈ L2(0, 1);ϕ1
i (u) + ‖u‖L2(0,1) ≤ L} é compacto em

L2(0, 1),

• D(ϕ1
i ) ⊂ D(∂ϕ2

i ),

• 0 ∈ D(ϕ1
i ),

• 〈∂ϕ2
iu, u〉L2(0,1) ≤ Kϕ1

i (u) + C(‖u‖2
L2(0,1) + 1), 0 ≤ K < 1, para todo u ∈ D(ϕ1

i ),

i = 1, 2,

• ‖∂ϕ2u‖L2(0,1) ≤ M(‖u‖L2(0,1))(1 + (ϕ1
iu)

1−γ), 0 < γ ≤ 1, para todo u ∈ D(ϕ1
i ), onde

M(·) é uma função monótona crescente localmente limitada em [0,+∞), i = 1, 2,

com K, C, γ e M(·) independentes de ǫi e pi.

Segue do Teorema 5.3, [24], a existência de soluções fortes u1(t) e v1(t) em [0, T )

de (P1) e (P̃1), respectivamente, para cada T > 0, tais que

1.
√
t
du1(t)

dt
,
√
t
dv1(t)

dt
∈ L2(0, T ;L2(0, 1))

2. ϕ2
1(u

1(t)), ϕ1
1(u

1(t)), ϕ1
2(v

1(t)), ϕ2
2(v

1(t)) ∈ L1(0, T )

3. tϕ2
1(u

1(t)), tϕ1
1(u

1(t)), tϕ1
2(v

1(t)), tϕ2
2(v

1(t)) ∈ L∞(0, T )

4. ϕ2
1(u

1(t)), ϕ1
1(u

1(t)), ϕ1
2(v

1(t)), ϕ2
2(v

1(t)) são absolutamente cont́ınuas em (0, T ]

5. ∂ϕ1
1(u

1(t)), ∂ϕ1
2(v

1(t)) ∈ L2(δ, T ;L2(0, 1)), ∀δ > 0

6. ∂ϕ2
1(u

1(t)), ∂ϕ2
2(v

1(t)) ∈ L∞(δ, T ;L2(0, 1)) ∩ L1(0, T ;L2(0, 1)), ∀δ > 0.

Num segundo passo considere os problemas

(P2)





u2
t + ∂ϕ1

1u
2 = ∂ϕ2

1u
2 + kv1

u2(0) = u0 ∈W 1,p1
0 (0, 1)

e
(
P̃2

)




v2
t + ∂ϕ1

2v
2 = ∂ϕ2

2v
2 + ku1

v2(0) = v0 ∈W 1,p2
0 (0, 1)

Note que sendo u1 e v1 soluções fortes em [0, T ) de (P1) e (P̃1), respectivamente,

então v1, u1 ∈ C([0, T ];L2(0, 1)) e consequentemente kv1, ku1 ∈ L2([0, T ];L2(0, 1)), para

todo k > 0.

E novamente pelo Teorema 5.3, [24], existem soluções fortes u2(t), v2(t) de (P2),

(P̃2), que também possuem as seis propriedades listadas acima.

Assim, indutivamente constrúımos sequências {un} e {vn} onde, para cada n ∈ IN,

un e vn são respectivamente soluções fortes dos problemas (Pn) e (P̃n) abaixo:

(Pn)





unt + ∂ϕ1
1u
n = ∂ϕ2

1u
n + kvn−1

un(0) = u0 ∈W 1,p1
0 (0, 1)
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e
(
P̃n

)




vnt + ∂ϕ1
2v
n = ∂ϕ2

2v
n + kun−1

vn(0) = v0 ∈W 1,p2
0 (0, 1)

O próximo passo é mostrar que a sequência {(un, vn)} converge para um par (u, v)

que é solução do sistema (S). Para isso usaremos um resultado de compacidade, devido a

Baras (veja [30], Teorema 2.5.3). Primeiramente devemos concluir que o conjunto

{fn .
= |un|q1−2un − |un|q1+r1−2un + kvn−1 − kun}

n∈IN

é uniformemente integrável em L1(0, T0;L
2(0, 1)), ou seja, dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que

∫

E

‖ fn(t) ‖2 dt ≤ ǫ

para cada subconjunto mensurável E em [0, T0] cuja medida de Lebesgue é menor que δ(ǫ),

e uniformemente para fn.

Lema 4.1 Existe T0 > 0, tal que a sequência {‖un(t)‖2 + ‖vn(t)‖2} é limitada, para todo

n ∈ IN e para todo t ∈ [0, T0].

Demonstração: Seja n = 1. Como u1 é solução de (P1), multiplicando a equação (P1)

por u1 obtemos

1

2

d

dt
‖u1(t)‖2

2 + ǫ1‖u1(t)‖p1
W

1,p1
0

+ ‖u1(t)‖q1+r1q1+r1 + k‖u1(t)‖2
2 = ‖u1(t)‖q1q1

o que implica em
1

2

d

dt
‖u1(t)‖2

2 ≤ −‖u1(t)‖q1+r1q1+r1 + ‖u1(t)‖q1q1
≤ r1

q1 + r1
Seja T0 fixo mas arbitrário. Integrando de 0 a t, com t ≤ T0, obtemos

‖u1(t)‖2
2 ≤ ‖u0‖2

2 +
2r1T0

q1 + r1
≤ m+

2r1T0

q1 + r1

.
= M1

onde m = max{‖u0‖2
2, ‖v0‖2

2}.
Analogamente, ‖v1(t)‖2

2 ≤M2, para todo t ∈ [0, T0] onde M2
.
= m+

2r2T0

q2 + r2
.

Se n = 2, temos que

1

2

d

dt
‖u2(t)‖2

2 ≤ ‖u2(t)‖q1q1 − ‖u2(t)‖q1+r1q1+r1 +
k

2
‖v1(t)‖2

2

+
k

2
‖u2(t)‖2

2 − k‖u2(t)‖2
2

≤ r1
q1 + r1

+
k

2
‖v1(t)‖2

2

≤ r1
q1 + r1

+
kM

2

onde M
.
= max{M1,M2}.
Integrando de 0 a t obtemos

‖u2(t)‖2
2 ≤ ‖u0‖2

2 +
2r1T0

q1 + r1
+ kMT0

≤ m+
2r1T0

q1 + r1
+ kMT0

≤ M + kMT0
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para todo t ∈ [0, T0]. Analogamente, ‖v2(t)‖2
2 ≤M + kMT0, para todo t ∈ [0, T0].

Suponha que

max{‖un(t)‖2
2, ‖vn(t)‖2

2} ≤M +M(kT0 + k2T 2
0 + . . .+ kn−1Tn−1

0 )

para todo t ∈ [0, T0]. Então, sendo un+1 solução de (Pn+1) temos

1

2

d

dt
‖un+1(t)‖2

2 ≤ r1
q1 + r1

+
k

2
‖vn(t)‖2

2

≤ r1
q1 + r1

+
k

2
[M +M(kT0 + k2T 2

0 + . . .+ kn−1Tn−1
0 )]

e novamente integrando de 0 a t obtemos

‖un+1(t)‖2
2 ≤ ‖u0‖2

2 +
2r1T0

q1 + r1
+ k[M +M(kT0 + . . .+ kn−1Tn−1

0 )]T0

≤ m+
2r1T0

q1 + r1
+ kMT0 + k2MT 2

0 + . . .+ knMTn0

≤ M +M(kT0 + k2T 2
0 + . . .+ knTn0 )

e analogamente ‖vn+1(t)‖2
2 ≤M +M(kT0 + k2T 2

0 + . . .+ knTn0 ) para todo t ∈ [0, T0].

Portanto para todo n ∈ IN e t ∈ [0, T0]

‖un(t)‖2
2 ≤M +M(kT0 + k2T 2

0 + . . .+ kn−1Tn−1
0 )

e

‖vn(t)‖2
2 ≤M +M(kT0 + k2T 2

0 + . . .+ kn−1Tn−1
0 ).

Tome T0 de modo que kT0 < 1, então pelo Teste da Raiz, existe N > 0 tal que

N = limn→∞ kT0 + k2T 2
0 + . . .+ knTn0 e consequentemente

‖un(t)‖2
2 ≤ M +M(kT0 + k2T 2

0 + . . .+ knTn0 )

≤ M +MN = N1

e ‖vn(t)‖2
2 ≤ N1 para todo t ∈ [0, T0] e n ∈ IN.

Portanto existe uma constante N1 > 0 dependendo de ‖u0‖2, ‖v0‖2, T0, ri, qi e k,

tal que

‖un(t)‖2
2 + ‖vn(t)‖2

2 ≤ N1

para todo t ∈ [0, T0] e para todo n ∈ IN.

A seguir vamos obter uma estimativa similar para as normas de u e v em W 1,p1
0 e

W 1,p2
0 , respectivamente.

Lema 4.2 Existe uma constante N2 > 0 tal que

‖un(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖vn(t)‖
W

1,p2
0

≤ N2

para todo n ∈ IN e t ∈ [0, T0], se (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 (0, 1) ×W 1,p2

0 (0, 1) e T0 como no Lema

anterior.
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Demonstração: De fato, sendo un solução de (Pn) temos

d

dt
ϕ1

1u
n(t) ≤ d

dt
ϕ2

1u
n(t) +

k2

2
‖vn−1(t)‖2

2

≤ d

dt
ϕ2

1u
n(t) +

k2N1

2

Integrando de 0 a t, t ≤ T0, obtemos

ϕ1
1u
n(t) − ϕ1

1u0 ≤ ϕ2
1u
n(t) − ϕ2

1u0 +
k2N1T0

2

≤ c10ϕ
1
1u
n(t) + c1 +

k2N1T0

2

que implica em

‖un(t)‖p1
W

1,p1
0

≤ 1

(1 − c10)
‖u0‖p1

W
1,p1
0

+
p1

(q1 + r1)ǫ1(1 − c10)
‖u0‖q1+r1q1+r1

+
p1k

ǫ1(1 − c10)
‖u0‖2

2 +
p1c

1

ǫ1(1 − c10)
+

p1k
2N1T0

2(1 − c10)ǫ1

eanalogamente

‖vn(t)‖p2
W

1,p2
0

≤ 1

(1 − c20)
‖v0‖p2

W
1,p2
0

+
p2

(q2 + r2)ǫ2(1 − c20)
‖v0‖q2+r2q2+r2

+
p2k

ǫ2(1 − c20)
‖u0‖2

2 +
p2c

2

ǫ2(1 − c20)
+

p2k
2N1T0

2(1 − c20)ǫ2

Então

‖un(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖vn(t)‖
W

1,p2
0

≤ N2

para todo t ∈ [0, T0] e n ∈ IN, onde N2 depende de ‖u0‖W 1,p1
0

, ‖v0‖W 1,p2
0

, p1, p2, q1, q2, r1,

r2, k, T0, ǫ1 e ǫ2.

Assim, para cada n ∈ IN e t ∈ [0, T0] temos |un(t, x)| + |vn(t, x)| ≤ N2 para todo

x ∈ [0, 1].

Denotando por f i a função f i(s) = |s|qi−2s− |s|qi+ri−2s, para i = 1, 2, é fácil ver

que

‖f1(un(t))‖2
2 ≤ N3‖un(t)‖2

2

onde N3 independe de (n, t, x) ∈ IN × [0, T0] × [0, 1].

Lema 4.3 A aplicação

f1
n

.
= |un|q1−2un − |un|q1+r1−2un + kvn−1 − kun (4.1)

pertence a L1(0, T0;L
2(0, 1)) para cada n ∈ IN.

Demonstração: De fato,

∫ T0

0
‖f1
n(t)‖2dt =

∫ T0

0
‖f1un(t) − kun(t) + kvn−1(t)‖2dt

≤
∫ T0

0
‖f1un(t)‖2dt+ k

∫ T0

0
‖un(t)‖2dt

+ k
∫ T0

0
‖vn−1(t)‖2dt

≤ T0N
1
2
1 (N3 + 2k)

o que mostra que f1
n ∈ L1(0, T0;L

2(0, 1)) para cada n ∈ IN.
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Lema 4.4 O subconjunto {f1
n}n∈IN, com f1

n como definido em (4.1), é uniformemente in-

tegrável em L1(0, T0;L
2(0, 1)).

Demonstração: Com efeito, dado η > 0 tome δ =
η

N4
, onde N4 = N

1
2
1 (N3 + 2k). Assim

se E ⊂ [0, T0] é tal que |E| < δ então

∫

E

‖fn(t)‖2dt < |E|N
1
2
1 (N3 + 2k) < δN4 < η.

Segue do Teorema de Baras que o conjunto

{un;n ∈ IN e un é solução de (Pn)}

é relativamente compacto em C([0, T0];L
2(0, 1)). Da mesma forma mostra-se que o conjunto

{vn;n ∈ IN e vn é solução de (P̃n)}

também é relativamente compacto em C([0, T0];L
2(0, 1)).

Logo existe uma subsequência ainda denotada por {(un, vn)} e um elemento (u, v) ∈
C([0, T0];L

2(0, 1)) × C([0, T0];L
2(0, 1)) tal que

(un, vn) → (u, v) em C([0, T0];L
2(0, 1)) × C([0, T0];L

2(0, 1)).

Mostremos que (u, v) é solução de (S).

Lema 4.5 Sejam f1
n(t)

.
= f1un(t) − kun(t) + kvn−1(t) e f̃1(t)

.
= f1u(t) − ku(t) + kv(t).

Então f1
n → f̃1 em L1(0, T0;L

2(0, 1)).

Demonstração: A demonstração é direta visto que f1 é uma aplicação cont́ınua em

L2(0, 1) e (un, vn) → (u, v) em C([0, T0];L
2(0, 1)) × C([0, T0];L

2(0, 1)).

Segue também que se f2
n(t)

.
= f2vn(t) − kvn(t) + kun−1(t) e f̃2(t)

.
= f2v(t) −

kv(t) + ku(t), então f2
n → f̃2 em L1(0, T0;L

2(0, 1)). Logo u e v são soluções fracas de

dw

dt
− ǫ1∆p1w = f1u− k(u− v) (4.2)

e
dw

dt
− ǫ2∆p2w = f2v + k(u− v) (4.3)

respectivamente.

Lema 4.6 As aplicações f̃1 e f̃2 definidas acima pertencem a L2(0, T0;L
2(0, 1)).

Demonstração: Uma vez que un(t) → u(t) e vn(t) → v(t) em L2(0, 1) e ‖un(t)‖2
2 +

‖vn(t)‖2
2 ≤ N1, para cada n ∈ IN e t ∈ [0, T0], segue que ‖u(t)‖2

2 +‖v(t)‖2
2 ≤ N1 e o resultado

se verifica.
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Sendo u e v soluções fracas de (4.2) e (4.3), segue do Teorema 5.5, que u e v são,

de fato, soluções fortes de (4.2) e (4.3), respectivamente.

Agora observe que u(0) = u0 e v(0) = v0 pois un(0) = u0 e vn(0) = v0 para todo

n ∈ IN. Além disso, segue do Lema 4.2, que

‖u(t)‖
W

1,p1
0

≤ lim inf ‖un(t)‖
W

1,p1
0

≤ N2

e

‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ lim inf ‖vn(t)‖
W

1,p2
0

≤ N2

o que garante que

(u(t), v(t)) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0

para todo t ∈ [0, T0]. Uma vez que (u, v) satisfazem (4.2) e (4.3) isto finaliza a prova da

existência local de soluções.

Provemos que tal solução é, de fato, uma solução global. Tome

(u0, v0) = (u(T0), v(T0)) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

O sistema (S) com dados iniciais (u0, v0) tem solução (u(t), v(t)), para todo t ∈ [0, T0], com

(u(t), v(t)) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Observe que o mesmo T0 pode ser tomado novamente, uma vez que T0 depende

apenas de k. Defina, para todo t ∈ [0, T0]

u(t+ T0)
.
= u(t) e v(t+ T0)

.
= v(t)

Assim, (u(t + T0), v(t + T0)) = (u(t), v(t)) satisfaz as equações de (S) com as

condições de fronteira. Consequentemente,

(u(t), v(t))
.
=





(u(t), v(t)), se t ∈ [0, T0]

(u(t− T0), v(t− T0)) se t ∈ [T0, 2T0]

é uma solução de (S) com dado inicial (u0, v0) definida em [0, 2T0].

Considerando o novo dado inicial (u(2T0), v(2T0)) ∈ W 1,p1
0 (0, 1) × W 1,p2

0 (0, 1)

podemos estender o domı́nio de (u, v) ao intervalo [0, 3T0]. E este racioćınio pode ser repetido

infinitas vezes, e portanto a solução (u, v) de (S) com dado inicial (u0, v0) está definida em

[0, nT0] com n→ ∞. Logo a solução (u, v) está globalmente definida.

O próximo lema garante a unicidade da solução.

Lema 4.7 Sejam (u, v) e (u, v) soluções de (S) com dados iniciais (u0, v0) e (u0, v0), res-

pectivamente, e k > N3. Se u0 = u0 e v0 = v0 então u = u e v = v.

Demonstração:

〈ut − ut, u− u〉+ 〈−ǫ1∆p1u+ ǫ1∆p1u, u− u〉 = 〈f1u− f1u, u− u〉 − k〈u− v − u+ v, u− u〉



69

o que implica em
1

2

d

dt
‖u− u‖2

2 ≤ N3‖u− u‖2
2 − k‖u− u‖2

2

+ k〈v − v, u− u〉
≤ k

2
‖v − v‖2

2 +
k

2
‖u− u‖2

2

uma vez que k > N3. Analogamente,

1

2

d

dt
‖v − v‖2

2 ≤ k

2
‖v − v‖2

2 +
k

2
‖u− u‖2

2

e portanto
d

dt
(‖u− u‖2

2 + ‖v − v‖2
2) ≤ 2k(‖v − v‖2

2 + ‖u− u‖2
2)

Integrando de 0 a t e usando a desigualdade de Gronwall-Bellmann obtemos

‖u(t) − u(t)‖2
L2(0,1) + ‖v(t) − v(t)‖2

L2(0,1) ≤ (‖u0 − u0‖2
L2(0,1) + ‖v0 − v0‖2

L2(0,1))e
2kt

Se (u0, v0) = (u0, v0) então u(t) = u(t) e v(t) = v(t), para todo t > 0.

Com isto podemos associar a (S) um semigrupo, {S(t)}, de W 1,p1
0 × W 1,p2

0 em

W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

4.1.2 Existência de atrator

Nesta seção vamos obter a existência de um atrator global em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 para o semi-

grupo associado a (S). É conhecido que, para a existência de um atrator são suficientes

compacidade assintótica e dissipatividade do semigrupo, veja [15].

Os dois próximos Lemas garantem a dissipatividade em L2 ×L2 e W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 ,

respectivamente.

Lema 4.8 Se (u, v) é solução de (S) então existe uma constante N4 > 0 tal que

‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2 ≤ N4

para todo t ≥ 0.

Demonstração: Multiplicando a primeira equação de (S) por u obtemos

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

2 ≤ ‖u(t)‖q1q1 − ‖u(t)‖q1+r1q1+r1 − k‖u(t)‖2
2

+ k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

≤ ‖u(t)‖q1q1+r1 − ‖u(t)‖q1+r1q1+r1 − k‖u(t)‖2
2

+ k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

≤ r1
q1 + r1

+
q1

q1 + r1
‖u(t)‖q1+r1q1+r1 − ‖u(t)‖q1+r1q1+r1

− k‖u(t)‖2
2 + k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

≤ r1
q1 + r1

− r1
q1 + r1

‖u(t)‖q1+r1q1+r1 − k‖u(t)‖2
2

+ k‖u(t)‖2‖v(t)‖2
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ou seja,
1

2

d

dt
‖u(t)‖2

2 +
r1

q1 + r1
‖u(t)‖q1+r12

≤ r1
q1 + r1

− k‖u(t)‖2
2 + k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

Analogamente, multiplicando a segunda equação de (S) por v obtemos

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

2 +
r2

q2 + r2
‖v(t)‖q2+r22

≤ r2
q2 + r2

− k‖v(t)‖2
2 + k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

Sem perda de generalidade assuma q1 + r1 ≤ q2 + r2, assim, por Holder,

‖v(t)‖q1+r12 ≤ q2 + r2 − q1 − r1
q2 + r2

+
q1 + r1
q2 + r2

‖v(t)‖q2+r22

<
q2 + r2 − q1 − r1

q2 + r2
+ ‖v(t)‖q2+r22

Logo,

1

2

d

dt
‖v(t)‖2

2 +
r2

q2 + r2
‖v(t)‖q1+r12 +

r2(q1 + r1 − q2 − r2)

(q2 + r2)2

<
1

2

d

dt
‖v(t)‖2

2 +
r2

q2 + r2
‖v(t)‖q2+r22

≤ r2
q2 + r2

− k‖v(t)‖2
2 + k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

e consequentemente

1

2

d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) +

r1
q1 + r1

‖u(t)‖q1+r12 +
r2

q2 + r2
‖v(t)‖q1+r12

+
r2(q1 + r1 − q2 − r2)

(q2 + r2)2

<
r1

q1 + r1
− k‖u(t)‖2

2 +
r2

q2 + r2

− k‖v(t)‖2
2 + 2k‖u(t)‖2‖v(t)‖2

Seja m
.
= min

{
r1

q1 + r1
,

r2
q2 + r2

}
. Temos

1

2

d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) + m(‖u(t)‖q1+r12 + ‖v(t)‖q1+r12 )

<
r2(q2 + r2 − q1 − r1)

(q2 + r2)2
+

r1
q1 + r1

+
r2

q2 + r2

− k(‖u(t)‖2 − ‖v(t)‖2)
2

≤ r2(q2 + r2 − q1 − r1)

(q2 + r2)2

+
r1

q1 + r1
+

r2
q2 + r2

.
= N5

Como q1 + r1 > 2 temos pelo Lema 2.2, [1], que

(‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2)
q1+r1

2 ≤ 2
q1+r1−2

2 ((‖u(t)‖2
2)

q1+r1
2 + (‖v(t)‖2

2)
q1+r1

2 )

e então
d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) +

2m

2
q1+r1−2

2

(‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2)
q1+r1

2 ≤ 2N5
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Segue do Lema 5.2, que para todo t ≥ 0

‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2 ≤
(
N5

m
2

q1+r1−2
2

) 2
q1+r1

+

(
2

q1+r1−2
2

m(q1 + r1 − 2)t

) 2
q1+r1−2

.

Seja T1 > 0 tal que para todo t ≥ T1

(
2

q1+r1−2
2

m(q1 + r1 − 2)t

) 2
q1+r1−2

≤ 1

Assim se t ≥ T1

‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2 ≤
(
N5

m
2

q1+r1−2
2

) 2
q1+r1

+ 1

Agora considere t ∈ [0, T1]. Temos

d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) ≤ 2N5

Integrando de 0 a t, com t ≤ T1 obtemos

‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2 ≤ ‖u0‖2
2 + ‖v0‖2

2 + 2N5T1 ≤ N6

Note que N6 pode ser tomado uniformemente para dados iniciais em limitados de

L2(0, 1) × L2(0, 1). Logo,

‖u(t)‖2
2 + ‖v(t)‖2

2 ≤ N4

para todo t ≥ 0, onde N4 é uma constante positiva dependendo apenas de ‖u0‖2, ‖v0‖2, q1,

q2, r1 e r2.

Observação 4.1 N4 pode ser tomado uniformemente para dados iniciais em limitados de

L2(0, 1) × L2(0, 1), qi e ri em limitados de IR+, e independente de k e pi.

Lema 4.9 Se (u, v) é solução de (S) então existe uma constante positiva N7 tal que

‖u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N7

para todo t ≥ 0.

Demonstração: Tome T > 0. Se (u, v) é solução de (S) temos

d

dt
ϕ1

1u(t) ≤
d

dt
ϕ2

1u(t) +
k2

2
‖v(t)‖2

2

Integrando de 0 a t, com t ≤ T , obtemos

ϕ1
1u(t) ≤ ϕ1

1u0 + ϕ2
1u(t) − ϕ2

1u0 +
k2N4

2
T

≤ ϕ1
1u0 + c10ϕ

1
1u(t) + c1 +

k2N4T

2

Assim, para cada t ∈ [0, T ] temos

‖u(t)‖
W

1,p1
0

≤
{

p1

ǫ1(1 − c10)

[
ǫ1
p1

‖u0‖p1
W

1,p1
0

+
1

q1 + r1
‖u0‖q1+r1q1+r1

+
k

2
‖u0‖2

2 + c1 +
k2N4T

2

]} 1
p1

≤ N8
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Observe que N8 pode ser tomado uniforme se qi, ri, pi, ǫi e k forem tomados em

limitados de IR∗
+ e u0 em limitados de W 1,pM

0 , sendo pM
.
= max{pi}.

Sem perda de generalidade vamos tomar T = 2T1, onde T1 é como no lema anterior.

Temos

d

dt
ϕ1

1u(t) = 〈∂ϕ1
1u(t), ut(t)〉

= 〈−ut(t) + ∂ϕ2
1u(t) + kv(t), ut(t)〉

≤ −‖ut(t)‖2
2 + ‖∂ϕ2

1u(t)‖2‖ut(t)‖2

+ k‖v(t)‖2‖ut(t)‖2

≤ −‖ut(t)‖2
2 +

1

2
‖∂ϕ2

1u(t)‖2
2 +

1

2
‖ut(t)‖2

2

+
k2

2
‖v(t)‖2

2 +
1

2
‖ut(t)‖2

2

≤ 1

2
‖u(t)‖2q1−2

2q1−2 +
k2N4

2

≤ 1

2
‖u(t)‖2q1−2

q1+r1 +
k2N4

2

≤ (q1 − 1)ϕ1
1u(t) +

2 − q1 + r1
2(q1 + r1)

+
k2N4

2

≤ (q1 − 1)ϕ1
1u(t) +N9

(4.4)

onde N9 depende apenas de qi, ri, k e T1, e independe do dado inicial pois t > T1.

Por outro lado como ϕ1
1(0) = 0, segue da definição de subdiferencial que ϕ1

1u(t) ≤
〈∂ϕ1

1u(t), u(t)〉 o que implica em

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

2 + ϕ1
1u(t) ≤ 〈ut(t), u(t)〉 + 〈∂ϕ1

1u(t), u(t)〉

= 〈∂ϕ2
1u(t), u(t)〉 + k〈v(t), u(t)〉

≤ ‖u(t)‖q1q1 +
k

2
‖v(t)‖2

2 +
k

2
‖u(t)‖2

2

≤ N10 +N11ϕ
1
1u(t)

onde N10 =
kN4

2
+

r1

(q1 + r1)η
q1+r1

r1

, N11 = q1η
q1+r1

q1 , com η escolhido pequeno o suficiente

para que N11 < 1. Observe que η pode ser tomado uniforme para qi e ri em limitados de

IR∗
+.

Assim para todo t ≥ T1

1

2

d

dt
‖u(t)‖2

2 + (1 −N11)ϕ
1
1u(t) ≤ N10

Integrando de t a t+ T1 obtemos

∫ t+T1

t

ϕ1
1u(s)ds ≤

N10T1

1 −N11
+

N4

2(1 −N11)

para todo t ≥ T1.

Então pelo Lema 5.1, e por (4.4)

ϕ1
1u(t) ≤

(
N9 + 2N10T1

2T1(1 −N11)
+N9T1

)
e(q1−1)T1
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para todo t ≥ 2T1, o que implica que

‖u(t)‖
W

1,p1
0

≤
{
p1

ǫ1

(
N9 + 2N10T1

2T1(1 −N11)
+N9T1

)
e(q1−1)T1

} 1
p1

≤ N12

para todo t ≥ 2T1. Observe que N12 é uniforme para pi, ǫi, qi, ri e k em limitados de IR∗
+.

De modo inteiramente análogo temos que

‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N8

se t ∈ [0, 2T1] e

‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N12

se t ≥ 2T1. Portanto,

‖u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N7

para todo t ≥ 0, onde N7 depende de pi, qi, ri, ǫi, k, ‖u0‖W 1,p1
0

e ‖v0‖W 1,p2
0

.

Observação 4.2 Seguindo os passos da demonstração anterior é fácil ver que fixado δ > 0

existe uma constante, N(δ) > 0, tal que

‖u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N(δ)

para todo t ≥ δ e independente dos dados iniciais.

Nos três próximos lemas vamos estabelecer a continuidade do semigrupo associado

a (S) com relação a t em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 e com relação aos dados iniciais em L2 × L2 e em

seguida em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Lema 4.10 Para cada (u0, v0) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 a aplicação t 7→ (u(t), v(t)) é cont́ınua.

Demonstração: De fato, fixe (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 . Seja (u(t), v(t)) solução de (S)

com dado inicial (u0, v0) no instante t. Considere a função σ1 de [0, T ] em IR+ definida por

σ1(t) = ψu(t)
.
=
ǫ1
p1

‖u(t)‖p1
W

1,p1
0

. Note que

∫ T

0

|ψu(t)|dt =

∫ T

0

ǫ1
p1

‖u(t)‖p1
W

1,p1
0

dt

≤
∫ T

0

ǫ1
p1
Np1

7 dt

logo σ1 ∈ L1(0, T ; IR).

Por outro lado,

1

2
‖ut(t)‖2

2 +
d

dt
ϕ1

1u(t) ≤
d

dt
ϕ2

1u(t) +
k2

2
‖v(t)‖2

2

Integrando de 0 a T obtemos

∫ T

0

‖ut(t)‖2
2dt ≤ ǫ1‖u0‖p1

W
1,p1
0

+ ‖u0‖q1+r1q1+r1 + k‖u0‖2
2 + 2c1 + k2N4T
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e portanto

∫ T

0

∣∣∣∣
d

dt
ψu(t)

∣∣∣∣ dt =

∫ T

0

|〈∂ψu(t), ut(t)〉|dt

=

∫ T

0

|〈−ut(t) + f1u(t) − k(u(t) − v(t)), ut(t)〉|dt

≤
∫ T

0

‖ut(t)‖2
2 +

∫ T

0

|〈f1u(t) − k(u(t) − v(t)), ut(t)〉|dt

≤
∫ T

0

‖ut(t)‖2
2dt+

∫ T

0

‖f1u(t) − k(u(t) − v(t))‖2‖ut(t)‖2dt

o que garante que
dσ1

dt
∈ L1(0, T ; IR). Portanto σ1 ∈W 1,1(0, T ; IR). E pela Proposição A.3,

[4], segue que σ1 é absolutamente cont́ınua.

Portanto a aplicação t 7→ ‖u(t)‖
W

1,p1
0

é cont́ınua. Assim, seja tn → t0. Pelo que

provamos acima

‖u(tn)‖W 1,p1
0

→ ‖u(t0)‖W 1,p1
0

quando n→ ∞.

Mas

‖u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N7

para todo t ≥ 0. Logo existe uma subsequência ainda denotada por {u(tn)} tal que u(tn) ⇀

w em W 1,p1
0 , para alguma função w ∈W 1,p1

0 .

Como u(tn) → u(t0) em L2(0, 1), visto que u ∈ C([0, T ];L2(0, 1)), temos que

w = u(t0). De modo análogo temos que v(tn) ⇀ v(t0) em W 1,p2
0 .

Portanto

(u(tn), v(tn)) → (u(t0), v(t0))

em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Lema 4.11 Se (un0 , v
n
0 ) → (u0, v0) em L2(0, 1) × L2(0, 1), então para todo t > 0

(un(t), vn(t)) → (u(t), v(t))

em L2(0, 1)×L2(0, 1) onde (un(·), vn(·)) e (u(·), v(·)) são soluções de (S) com dados iniciais

(un0 , v
n
0 ) e (u0, v0), respectivamente.

Demonstração: De forma análoga ao que foi feito na demonstração do Lema 4.7 temos

1

2

d

dt
(‖un − u‖2

2 + ‖vn − v‖2
2) ≤ C(‖un − u‖2

2 + ‖vn − v‖2
2)

onde C
.
= max{C1, C2} e Ci

.
=
ri(qi − 1)

qi+ri−2

ri

qi + ri − 2
, i = 1, 2. Integrando de 0 a t obtemos

‖un(t) − u(t)‖2
2 + ‖vn(t) − v(t)‖2

2

≤ (‖un0 − u0‖2
2 + ‖vn0 − v0‖2

2)

+

∫ t

0

2C(‖un(s) − u(s)‖2
2 + ‖vn(s) − v(s)‖2

2)ds

.
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Por Gronwall,

‖un(t) − u(t)‖2
2 + ‖vn(t) − v(t)‖2

2

≤ (‖un0 − u0‖2
2 + ‖vn0 − v0‖2

2)e
2Ct

o que garante que

‖un(t) − u(t)‖2
2 + ‖vn(t) − v(t)‖2

2 → 0

para cada t > 0.

Portanto (un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em L2(0, 1) × L2(0, 1), para todo t > 0.

Lema 4.12 Se (un0 , v
n
0 ) → (u0, v0) em W 1,p1

0 (0, 1) ×W 1,p2
0 (0, 1), então para todo t > 0

(un(t), vn(t)) → (u(t), v(t))

em W 1,p1
0 (0, 1)×W 1,p2

0 (0, 1) onde (un(·), vn(·)) e (u(·), v(·)) são soluções de (S) com dados

iniciais (un0 , v
n
0 ) e (u0, v0), respectivamente.

Demonstração: Note que pela Desigualdade de Tartar,

ǫ1γ1‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

≤ −ǫ1
∫ 1

0

〈∆p1un(s) − ∆p1u(s), un(s) − u(s)〉dx

≤ −1

2

d

dt
‖un(s) − u(s)‖2

2

+ C‖un(s) − u(s)‖2
2

− k‖un(s) − u(s)‖2
2

+
k

2
‖un(s) − u(s)‖2

2 +
k

2
‖vn(s) − v(s)‖2

2

E,

ǫ2γ2‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

≤ −1

2

d

dt
‖vn(s) − v(s)‖2

2

+ C‖vn(s) − v(s)‖2
2

− k‖vn(s) − v(s)‖2
2

+
k

2
‖un(s) − u(s)‖2

2 +
k

2
‖vn(s) − v(s)‖2

2

Logo,

ǫ1γ1‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

+ ǫ2γ2‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

≤ −1

2

d

dt
(‖un(s) − u(s)‖2

2 + ‖vn(s) − v(s)‖2
2)

+ C(‖un(s) − u(s)‖2
2 + ‖vn(s) − v(s)‖2

2)

Integrando de 0 a t obtemos

ǫ1γ1

∫ t

0

‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

ds + ǫ2γ2

∫ t

0

‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

ds

≤ 1

2
(‖un0 − u0‖2

2 + ‖vn0 − v0)‖2
2)

+

∫ t

0

C‖un(s) − u(s)‖2
2ds

+

∫ t

0

C‖vn(s) − v(s)‖2
2ds→ 0
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quando n→ ∞.

Portanto,

∫ t

0

‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0 (0,1)

ds→ 0 e

∫ t

0

‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0 (0,1)

ds→ 0

ou seja, un → u em Lp1(0, T ;W 1,p1
0 ) e vn → v em Lp2(0, T ;W 1,p2

0 ). Logo existe uma

subsequência ainda denotada por {(un, vn)} tal que

(un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0

qtp em [0, T ].

Vamos agora mostrar que (un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em W 1,p1
0 × W 1,p2

0 , para

todo t em [0, T ]. Denote por A o subconjunto de [0, T ] tal que

(un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0

para todo t ∈ A. Tome t0 ∈ [0, T ] \A. Vamos mostrar que

‖un(t0)‖W 1,p1
0

→ ‖u(t0)‖W 1,p1
0

quando n→ ∞.

De fato, seja ψ1x
.
=
ǫ1
p1

‖x‖p1
W

1,p1
0

, para todo x ∈ L2(0, 1), então

|ψ1un(t) − ψ1u(t)| ≤ |ψ1un(t) − ψ1un(θ)|
+ |ψ1un(θ) − ψ1u(θ)|
+ |ψ1u(θ) − ψ1u(t)|

≤
∣∣∣∣
∫ t

θ

〈
∂ψ1un(s),

d

dt
un(s)

〉
ds

∣∣∣∣

+ |ψ1un(θ) − ψ1u(θ)|

+

∣∣∣∣
∫ t

θ

〈
∂ψ1u(s),

d

dt
u(s)

〉
ds

∣∣∣∣

Escolhendo θ suficientemente próximo de t de modo que ψ1un(θ) → ψ1u(θ) podemos con-

cluir que ψ1un(t) → ψ1u(t) para todo t ∈ [0, T ], uma vez que

〈
∂ψ1un(s),

d

dt
un(s)

〉
é

uniformemente limitado. Resultado análogo pode ser mostrado para {vn}.
Por outro lado temos que (un(t), vn(t)) ⇀ (u(t), v(t)) em W 1,p1

0 × W 1,p2
0 , para

todo t ≥ 0, uma vez que ‖u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖v(t)‖
W

1,p2
0

≤ N7 e (un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em

L2 × L2, para todo t ≥ 0.

Portanto (un(t), vn(t)) → (u(t), v(t)) em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , em [0, T ].

Agora podemos definir o semigrupo associado ao sistema (S). Com esta finalidade,

defina para cada t ∈ IR+ fixo, a aplicação S(t) : W 1,p1
0 × W 1,p2

0 → W 1,p1
0 × W 1,p2

0 por

S(t)(u0, v0) = (u(t), v(t)) onde (u(t), v(t)) é a solução do sistema (S) com dado inicial

(u0, v0), no instante t. Como vimos anteriormente, para cada t > 0 fixo, a aplicação S(t) é

cont́ınua, e a unicidade de solução garante que a famı́lia {S(t); t ∈ IR+} possui a propriedade

do semigrupo. Assim a famı́lia {S(t); t ∈ IR+} define um semigrupo pontualmente cont́ınuo,

segundo [19].
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Lema 4.13 O semigrupo {S(t); t ∈ IR+} pertence é classe K, ou seja, para cada t > 0 o

operador S(t) é compacto.

Demonstração: Com efeito, seja B ⊂W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 um subconjunto limitado, arbitrário.

Então existe N > 0 tal que para todo (x, y) ∈ B

‖x‖
W

1,p1
0

+ ‖y‖
W

1,p2
0

≤ N

Queremos mostrar que S(t)B é precompacto para todo t > 0.

Seja {(un0 , vn0 )} ⊂ B uma sequência arbitrária. Como ‖un0‖W 1,p1
0

≤ N e ‖vn0 ‖W 1,p2
0

≤
N , para todo n ∈ IN existe uma subsequência, ainda denotada por {(un0 , vn0 )} e um elemento

(u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1) tal que

(un0 , v
n
0 ) → (u0, v0) em L2(0, 1) × L2(0, 1)

e

(un0 , v
n
0 ) ⇀ (u0, v0) em W 1,p1

0 (0, 1) ×W 1,p2
0 (0, 1).

Segue da continuidade da aplicação S(t) que

S(t)(un0 , v
n
0 ) → S(t)(u0, v0) em L2(0, 1) × L2(0, 1)

e além disso

S(t)(un0 , v
n
0 ) ⇀ S(t)(u0, v0) em W 1,p1

0 (0, 1) ×W 1,p2
0 (0, 1)

uma vez que {(un(t), vn(t))} é limitado em W 1,p1
0 (0, 1) ×W 1,p2

0 (0, 1).

Logo,

ǫ̃γ̃(‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

+ ‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

)

≤ −1

2

d

dt
(‖un(s) − u(s)‖2

2 + ‖vn(s) − v(s)‖2
2)

+ C(‖un(s) − u(s)‖2
2 + ‖vn(s) − v(s)‖2

2)

onde ǫ̃γ̃
.
= min{ǫ1γ1, ǫ2γ2}.
Integrando de 0 a t obtemos

ǫ̃γ̃

∫ t

0

(‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

+ ‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

)ds

≤ 1

2
(‖un0 (s) − u0(s)‖2

2 + ‖vn0 (s) − v0(s)‖2
2)

+

∫ t

0

C(‖un(s) − u(s)‖2
2 + ‖vn(s) − v(s)‖2

2)

e pelo Teorema da Convergência Dominada temos que

∫ t

0

(‖un(s) − u(s)‖p1
W

1,p1
0

+ ‖vn(s) − v(s)‖p2
W

1,p2
0

) → 0

quando n→ ∞.
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Assim existe uma subsequência ainda denotada por (un, vn) tal que

‖un(t) − u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖vn(t) − v(t)‖
W

1,p2
0

→ 0

qtp em [0, T ]. Usando o mesmo argumento usado no Lema 4.12 temos que

‖un(t) − u(t)‖
W

1,p1
0

+ ‖vn(t) − v(t)‖
W

1,p2
0

→ 0

para todo t ∈ (0, T ].

Portanto, dado {(un0 , vn0 )} ⊂ B existe uma subsequência ainda denotada por

{(un0 , vn0 )} e (u0, v0) ∈W 1,p1
0 (0, 1) ×W 1,p2

0 (0, 1) tal que

S(t)(un0 , v
n
0 ) → S(t)(u0, v0)

em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , ou seja, {S(t)B} é precompacto em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , para todo t > 0.

Uma vez provado que o semigrupo {S(t); t ∈ IR+} é de classe K e dissipativo,

segue do Teorema 5.2, a existência de um atrator global minimal, A, em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 ,

para o semigrupo {S(t); t ∈ IR+}. Tal atrator é ainda compacto e invariante.

Observação 4.3 Denotaremos por An o atrator de {Sn(t)} associado ao sistema (Sn), com

parâmetros ǫni , p
n
i , q

n
i , rni e k, onde i = 1, 2.

4.1.3 Existência de Funcional de Lyapunov para S(t)

Os sistemas gradientes formam uma classe especial de sistemas, para os quais a estrutura

do fluxo no atrator global pode ser descrita com mais detalhe, [15]. Esta subseção tem por

objetivo provar que o semigrupo associado ao sistema (S) é um sistema gradiente. Com isto

será posśıvel garantir a existência de solução para o sistema eĺıptico

(SEl)





−ǫ1(|ux|p1−2
ux)x = |u|q1−2

u(1 − |u|r1) − k(u− v)

−ǫ2(|vx|p2−2
vx)x = |v|q2−2

v(1 − |v|r2) + k(u− v)

Começaremos definindo um sistema gradiente. No que segue considere X um

espaço métrico completo, e para mais detalhes veja [15].

Definição 4.1 Um Cr-semigrupo fortemente cont́ınuo T (t) : X → X, t ≥ 0, r ≥ 1, é um

sistema gradiente se

1. Cada órbita positiva limitada é precompacta.

2. Existe um Funcional de Lyapunov para T (t); isto é, existe uma função cont́ınua V :

X → IR com as seguintes propriedades

• V (x) é limitada inferiormente,

• V (x) → +∞ quando |x| → +∞,

• V (T (t)x) é não crescente em t para cada x ∈ X,
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• se x é tal que T (t)x está definido para t ∈ IR e V (T (t)x) = V (x) para t ∈ IR,

então x é um ponto de equiĺıbrio.

Primeiramente vamos construir um Funcional de Lyapunov para o semigrupo as-

sociado ao sistema (S). Defina a aplicação V : W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 → IR por

V (ω, ω) = ϕ1
1(ω) + ϕ1

2(ω) − ϕ2
1(ω) − ϕ2

2(ω) − k〈ω, ω〉L2

onde ϕ1
i e ϕ2

i são definidas na seção 4.1.1, para i = 1, 2.

Vamos provar que V é um Funcional de Lyapunov para o semigrupo {S(t)} asso-

ciado ao sistema (S) da seção 4.1.1.

Lema 4.14 V é uma aplicação cont́ınua.

Demonstração: De fato, seja {(ωn, ωn)} ⊂ W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 e (ω, ω) ∈ W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 tal

que

(ωn, ωn) → (ω, ω)

em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 . Queremos mostrar que V (ωn, ωn) → V (ω, ω). Temos

‖ωn − ω‖
W

1,p1
0

+ ‖ωn − ω‖
W

1,p2
0

= ‖(ωn, ωn) − (ω, ω)‖
W

1,p1
0 ×W

1,p2
0

→ 0

consequentemente

ωn → ω e ωn → ω

em Ls(0, 1) para qualquer s ≥ 1. Assim,

ϕ1
1(ωn) =

ǫ1
p1

‖ωn‖p1
W

1,p1
0

+
1

q1 + r1
‖ωn‖q1+r1q1+r1 +

k

2
‖ωn‖2

2

→ ǫ1
p1

‖ω‖p1
W

1,p1
0

+
1

q1 + r1
‖ω‖q1+r1q1+r1 +

k

2
‖ω‖2

2 = ϕ1
1(ω)

e

ϕ2
1(ωn) =

1

q1
‖ωn‖q1q1 → 1

q1
‖ω‖q1q1 = ϕ2

1ω

Analogamente, ϕ1
2(ωn) → ϕ1

2(ω) e ϕ2
2(ωn) → ϕ2

2(ω). E ainda

〈ωn, ωn〉L2 → 〈ω, ω〉L2

quando n→ ∞. Portanto V é cont́ınua.

Lema 4.15 V é limitada inferiormente.

Demonstração: Para qualquer (ω, ω) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 temos, usando a Desigualdade de
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Young

V (ω, ω) = ϕ1
1(ω) + ϕ1

2(ω) − ϕ2
1(ω) − ϕ2

2(ω) − k〈ω, ω〉L2

=
ǫ1
p1

‖ω‖p1
W

1,p1
0

+
1

q1 + r1
‖ω‖q1+r1q1+r1 +

k

2
‖ω‖2

2

+
ǫ2
p2

‖ω‖p2
W

1,p2
0

+
1

q2 + r2
‖ω‖q2+r2q2+r2 +

k

2
‖ω‖2

2

− 1

q1
‖ω‖q1q1 −

1

q2
‖ω‖q2q2 − k〈ω, ω〉L2

≥ ǫ1
p1

‖ω‖p1
W

1,p1
0

+
ǫ2
p2

‖ω‖p2
W

1,p2
0

+
1

q1 + r1
‖ω‖q1+r1q1+r1 +

k

2
‖ω‖2

2 +
1

q2 + r2
‖ω‖q2+r2q2+r2

+
k

2
‖ω‖2

2 −
1

q1
‖ω‖q1q1 −

1

q2
‖ω‖q2q2 − k|〈ω, ω〉L2 |

≥ ǫ1
p1

‖ω‖p1
W

1,p1
0

+
ǫ2
p2

‖ω‖p2
W

1,p2
0

− r1
q1(q1 + r1)

− r2
q2(q2 + r2)

≥ − r1
q1(q1 + r1)

− r2
q2(q2 + r2)

Portanto V é limitada inferiormente.

Lema 4.16 V (ω, ω) → ∞ se ‖(ω, ω)‖
W

1,p1
0 ×W

1,p2
0

→ ∞.

Demonstração: De fato, segue da demonstração do Lema 4.15 que para qualquer (ω, ω) ∈
W 1,p1

0 ×W 1,p2
0

V (ω, ω) ≥ ǫ1
p1

‖ω‖p1
W

1,p1
0

+
ǫ2
p2

‖ω‖p2
W

1,p2
0

− r1
q1(q1 + r1)

− r2
q2(q2 + r2)

→ ∞

se ‖(ω, ω)‖
W

1,p1
0 ×W

1,p2
0

→ ∞.

Lema 4.17 V (S(t)(u0, v0)) é não crescente em t para cada (u0, v0) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Demonstração: Seja (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 × W 1,p2

0 fixo, mas arbitrário. Denotando por

(u(t), v(t))
.
= S(t)(u0, v0) temos

V (u(t+ h), v(t+ h)) − V (u(t), v(t))

h
=

(ϕ1
1u(t+ h) − ϕ1

1u(t))

h

+
(ϕ1

2v(t+ h) − ϕ1
2v(t))

h

− (ϕ2
1u(t+ h) − ϕ2

1u(t))

h

− (ϕ2
2v(t+ h) − ϕ2

2v(t))

h

− k
〈u(t+ h) − u(t), v(t+ h)〉

h

− k
〈u(t), v(t+ h) − v(t)〉

h

Fazendo h→ 0 obtemos

limh→0
V (u(t+ h), v(t+ h)) − V (u(t), v(t))

h

=
d

dt
ϕ1

1(u(t)) −
d

dt
ϕ1

2(v(t)) −
d

dt
ϕ2

1(u(t)) −
d

dt
ϕ2

2(v(t))

−k〈ut(t), v(t)〉 − k〈u(t), vt(t)〉
= −‖ut(t)‖2

2 − ‖vt(t)‖2
2 ≤ 0



81

Portanto existe
d

dt
V (u(t), v(t)) e

d

dt
V (u(t), v(t)) ≤ 0. Logo V (u(t), v(t)) é não

crescente em t para cada (u0, v0) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Lema 4.18 Se (u0, v0) é tal que S(t)(u0, v0) está definida para todo t ∈ IR+ e

V (S(t)(u0, v0)) = V (u0, v0)

para cada t ∈ IR+ então (u0, v0) é um ponto de equiĺıbrio.

Demonstração: Seja (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 × W 1,p2

0 nas condições do enunciado. Então a

aplicação V (u(t), v(t)) é constante em t e portanto
d

dt
V (u(t), v(t)) = 0. Mas

d

dt
V (u(t), v(t)) = −‖ut(t)‖2

2 − ‖vt(t)‖2
2

o que implica que ut = 0 e vt = 0 para cada t ∈ IR+. Logo (u(t), v(t)) é constante em t, ou

seja (u(t), v(t)) = (u0, v0), para todo t ∈ IR+.

Concluimos assim que V é um Funcional de Lyapunov para S(t). O próximo passo

será mostrar que cada órbita positiva limitada é precompacta.

Lema 4.19 Para cada (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , {S(t)(u0, v0)}t≥0 é limitado em W 1,p1
0 ×

W 1,p2
0 .

Demonstração: Fixe (u0, v0) ∈ W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 arbitrário. Segue dos Lemas 4.15 e 4.17

que para todo t > 0

− r1
q1(q1 + r1)

− r2
q2(q2 + r2)

≤ V (S(t)(u0, v0)) ≤ V (u0, v0)

ou seja, {V (S(t)(u0, v0))}t≥0 é limitado em IR.

Suponha, por absurdo, que {S(t)(u0, v0)}t≥0 não é limitado em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Então existe uma sequência {tn} ⊂ IR+ tal que

‖S(tn)(u0, v0)‖W 1,p1
0 ×W

1,p2
0

→ ∞

e pelo Lema 4.16

V (S(tn)(u0, v0)) → ∞

o que é um absurdo pois {V (S(t)(u0, v0))}t≥0 é limitado.

Portanto {S(t)(u0, v0)}t≥0 é limitado, para cada (u0, v0) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Para concluir que {S(t)} é um sistema gradiente resta provar que cada órbita

positiva limitada, por S(t), é precompacta.

Lema 4.20 Para cada (u0, v0) ∈W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , {S(t)(u0, v0)}t≥0 é precompacto em W 1,p1
0 ×

W 1,p2
0 .
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Demonstração: De fato, seja {tn} ⊂ IR+ uma sequência arbitrária. Se {tn} é uma

sequência limitada, então existe t0 ∈ IR+ e uma subsequência ainda denotada por {tn}
tal que tn → t0. Pela continuidade da aplicação S(·)(u0, v0) temos que S(tn)(u0, v0) →
S(t0)(u0, v0) e portanto a sequência S(tn)(u0, v0) tem subsequência convergente em W 1,p1

0 ×
W 1,p2

0 .

Se {tn} não é limitada, então existe uma subsequência ainda denotada por {tn}
tal que tn → ∞. Por outro lado, dado l ∈ IN, existe tl = t(l, (u0, v0)) tal que

S(t)(u0, v0) ∈ O 1
l
(A) ∀t ≥ tl

onde A é o atrator de S(t).

Como tn → ∞, para cada l ∈ IN podemos tomar tnl
∈ {tn} tal que tnl

≥ tl e

(ωl, ωl) ∈ A tal que

‖S(tnl
)(u0, v0) − (ωl, ωl)‖W 1,p1

0 ×W
1,p2
0

<
1

l

e sem perda de generalidade podemos escolher

tn1
< tn2

< tn3
< . . . < tnl

< . . . .

Desta forma obtemos sequências tnl
→ ∞ e {(ωl, ωl)} ⊂ A. Mas A é compacto

em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 , logo existe uma subsequência ainda denotada por (ωl, ωl) e (ω0, ω0) tal

que

(ωl, ωl) → (ω0, ω0)

em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 . Assim,

‖S(tnl
)(u0, v0) − (ω0, ω0)‖W 1,p1

0 ×W
1,p2
0

≤ ‖S(tnl
)(u0, v0) − (ωl, ωl)‖W 1,p1

0 ×W
1,p2
0

+ ‖(ωl, ωl) − (ω0, ω0)‖W 1,p1
0 ×W

1,p2
0

≤ 1

l
+ ‖(ωl, ωl) − (ω0, ω0)‖W 1,p1

0 ×W
1,p2
0

→ 0

quando l → ∞. Concluimos assim que {S(t)(u0, v0)}t≥0 é precompacto em W 1,p1
0 ×W 1,p2

0 .

Portanto o semigrupo {S(t)} é um sistema gradiente. E segue do Lema 3.8.2, [15],

e do Teorema 2.3, [19], que o sistema (SEl) possui solução.

4.1.4 Semicontinuidade superior dos atratores {An}
n∈IN

Nesta seção provaremos que a famı́lia de atratores {An} é semicont́ınua superiormente,

quando n→ ∞, ou seja,

d(An,AL) → 0

quando n→ +∞, onde AL é o atrator associado ao sistema limite (SL) dado por

(SL)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r) − k(u− v)

vt = ǫ(|vx|p−2
vx)x + |v|q−2

v(1 − |v|r) + k(u− v)
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Esta informação nos auxiliará a provar posteriormente a ǫ-sincronicidade. Para

garantir tal continuidade, mostraremos inicialmente a continuidade do fluxo.

Lema 4.21 Seja {Sin(t) : L2(0, 1) → L2(0, 1); t ≥ 0} o semigrupo gerado por −ǫni ∆pn
i
, e

(un, vn) solução de (Sn). Então

‖S1
n(h)u

n(t) − un(t)‖2 → 0 e ‖S2
n(h)v

n(t) − vn(t)‖2 → 0

quando h→ 0 uniformemente para n ∈ IN, para cada t > 0. Além disso, se T > 0 obtemos

‖un(T − h) − S1
n(h)u

n(T − h)‖2 → 0

e

‖vn(T − h) − S2
n(h)v

n(T − h)‖2 → 0

quando h→ 0, uniformemente para n ∈ IN.

Demonstração: Segue do Teorema 2.1.1, [30], que

‖S1
n(h)u

n(t) − un(t)‖2 ≤ 3‖Jnh un(t) − un(t)‖2 (4.5)

onde Jnh é o resolvente de −ǫn1∆pn
1
. Pela Proposição 2.11, [4],

h

2
‖(∂ψ1

n)hu
n(t)‖2

2 + ψ1
n(J

n
h u

n(t)) ≡ min
y∈L2(0,1)

{
1

2h
‖y − un(t)‖2

2 + ψ1
n(y)

}

e em particular para y = un(t)

‖Jnh un(t) − un(t)‖2 ≤
√

2hR1 (4.6)

para todo n ∈ IN e h > 0 uma vez que {‖un(t)‖
W

1,pn
1

0

} é limitado, pelo Lema 4.9. De (4.5)

e (4.6) segue que

‖S1
n(h)u

n(t) − un(t)‖2 ≤ 3
√

2hR1 → 0 (4.7)

quando h→ 0 uniformemente para n ∈ IN. Do mesmo modo mostra-se que

‖S2
n(h)v

n(t) − vn(t)‖2 → 0

quando h→ 0 uniformemente para n ∈ IN. A prova de que

‖un(T − h) − S1
n(h)u

n(T − h)‖2 → 0

e

‖vn(T − h) − S2
n(h)v

n(T − h)‖2 → 0

quando h→ 0, uniformemente para n ∈ IN segue de forma inteiramente análoga.

Teorema 4.1 O conjunto Mn .
= {(un, vn); (un, vn) é solução de (Sn), n ∈ IN} é relati-

vamente compacto em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).
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Demonstração: Seja t ∈ [0, T ) e h > 0 tal que T − h, t+ h ∈ [0, T ]. Temos,

‖un(t+ h) − un(t)‖2 ≤ ‖un(t+ h) − S1
n(h)u

n(t)‖2

+ ‖S1
n(h)u

n(t) − un(t)‖2

Seja vnh : [t, t+ h] → L2(0, 1) a única solução de





dvnh
dτ

(τ) − ǫ1n∆pn
1
vnh(τ) = 0 t ≤ τ ≤ t+ h

vnh(t) = un(t)

então

1

2

d

dt
‖vnh(s) − un(s)‖2

2 ≤ ‖f1
nu

n(s) − k(un(s) − vn(s))‖2‖vnh(s) − un(s)‖2

≤ N
1
2
4 (C + 2k)‖vnh(s) − un(s)‖2

Integrando de t a t+ h e usando a Desigualdade de Gronwall obtemos

‖vnh(t+ h) − un(t+ h)‖2 ≤ R2h (4.8)

com R2
.
= N

1
2
4 (C + 2k). De (4.7) e (4.8) segue que

‖un(t+ h) − un(t)‖2 ≤ ‖un(t+ h) − S1
n(h)u

n(t)‖2

+ ‖S1
n(h)u

n(t) − un(t)‖2

≤ R2h+ 3
√

2hR1 → 0

quando h→ 0 uniformemente para n ∈ IN.

Do mesmo modo mostra-se que

‖un(T − h) − un(T )‖2 → 0 e ‖vn(T − h) − vn(T )‖2 → 0

quando h→ 0 uniformemente para n ∈ IN. Portanto o conjunto

Mn .
= {(un, vn); (un, vn) é solução de (Sn), n ∈ IN}

é equicont́ınuo em [0, T ].

O próximo passo será provar que para cada t ∈ (0, T ], o conjunto

Mn(t)
.
= {(un(t), vn(t)); (un, vn) é solução de (Sn), n ∈ IN}

é relativamente compacto em L2(0, 1) × L2(0, 1).

Com efeito, pelo Lema 4.9

‖un(t)‖
W

1,pn
1

0

+ ‖vn(t)‖
W

1,pn
2

0

≤ N7

para todo n ∈ IN, então ‖un(t)‖W 1,2
0

+ ‖vn(t)‖W 1,2
0

≤ N7 e como W 1,2
0 está compacta-

mente imerso em L2(0, 1), segue que {(un(t), vn(t))} é relativamente compacto em L2(0, 1)×
L2(0, 1).

Finalmente, observando que Mn(0, 0) = {(u0, v0)} é relativamente compacto em

L2(0, 1)×L2(0, 1), conclúımos pelo Teorema de Ascoli-Arzelá que Mn é relativamente com-

pacto em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).
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Teorema 4.2 Sejam (un, vn) e (u, v) soluções de (Sn) e (SL), respectivamente, com dado

inicial (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1). Então para cada t > 0

‖(un(t), vn(t)) − (u(t), v(t))‖2×2 → 0

quando n→ +∞.

Demonstração: Tome (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1). Sabemos que existe uma solução

fraca de (Sn) com dado inicial (u0, v0) para cada n ∈ IN e para (SL) também.

Fixe δ > 0 arbitrário. Como δ 6= 0 existe M > 0 tal que

‖un(t)‖
W

1,pn
1

0

+ ‖vn(t)‖
W

1,pn
2

0

≤M

para todo n ∈ IN e t ≥ δ, e além disso, (un(δ), vn(δ)) ∈W
1,pn

1
0 ×W

1,pn
2

0 . Considere os novos

sistemas

(Sn)





ūnt = ǫn1 (|ūnx |p
n
1 −2

ūnx)x + |ūn|q
n
1 −2

ūn(1 − |ūn|r
n
1 ) − k(ūn − v̄n)

v̄nt = ǫn2 (|v̄nx |p
n
2 −2

v̄nx )x + |v̄n|q
n
2 −2

v̄n(1 − |v̄n|r
n
2 ) + k(ūn − v̄n)

(ūn(0), v̄n(0)) = (un(δ), vn(δ))

e

(SL)





ūt = ǫ(|ūx|p−2
ūx)x + |ū|q−2

ū(1 − |ū|r) − k(ū− v̄)

v̄t = ǫ(|v̄x|p−2
v̄x)x + |v̄|q−2

v̄(1 − |v̄|r) + k(ū− v̄)

(ū(0), v̄(0)) = (u(δ), v(δ))

e suas soluções fortes (ūn, v̄n) e (ū, v̄).

Pelo Teorema 4.1 existe (ũ, ṽ) ∈ C([0, T ];L2(0, 1))×C([0, T ];L2(0, 1)) e uma sub-

sequência ainda denotada por {(ūn, v̄n)} tal que

(ūn, v̄n) → (ũ, ṽ) em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).

Queremos provar que (ũ, ṽ) é solução de (SL) com dado inicial (u(δ), v(δ)).

Uma vez que (ūn, v̄n) é solução de (Sn) segue que

1

2
‖ūn(t) − x‖2

2 ≤ 1

2
‖ūn(s) − x‖2

2

+

∫ t

s

〈|ūn(τ)|qn
1 −2ūn(τ) − |ūn(τ)|qn

1 +rn
1 −2ūn(τ), ūn(τ) − x〉dτ

−
∫ t

s

〈k(ūn(τ) − v̄n(τ)) + y, ūn(τ) − x〉dτ

para todo x ∈ D(−ǫn1∆pn
1
) e y = −ǫn1∆pn

1
x, e para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Vamos provar que

1

2
‖ũ(t) − x‖2

2 ≤ 1

2
‖ũ(s) − x‖2

2

+

∫ t

s

〈|ũ(τ)|q−2ũ(τ) − |ũ(τ)|q+r−2ũ(τ), ũ(τ) − x〉dτ

−
∫ t

s

〈k(ũ(τ) − ṽ(τ)) + y, ũ(τ) − x〉dτ

(4.9)
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para todo x ∈ D(−ǫ∆p), y = −ǫ∆px e 0 ≤ s ≤ t ≤ T , e em seguida concluir pela Proposição

3.6, [4], que ũ é solução fraca da equação
dw

dt
− ǫ∆pw = f onde

f(t)
.
= |ũ(t)|q−2ũ(t) − |ũ(t)|q+r−2ũ(t) − kũ(t) + kṽ(t).

Tome x ∈ D(−ǫ∆p) ⊂ W 1,p
0 . Como W 1,p

0 (0, 1) é o fecho de C∞
c (0, 1) em W 1,p,

existe uma sequência {xl} ⊂ C∞
c (0, 1) com xl → x em W 1,p, quando l → ∞. Note que para

cada l ∈ IN, xl ∈W 1,s
0 , qualquer que seja s ≥ 1.

Considere ynl = −ǫn1∆pn
1
xl, para cada l ∈ IN e n ∈ IN. Temos que

1

2
‖ūn(t) − xl‖2

2 ≤ 1

2
‖ūn(s) − xl‖2

2

+

∫ t

s

〈|ūn(τ)|qn
1 −2ūn(τ) − |ūn(τ)|qn

1 +rn
1 −2ūn(τ), ūn(τ) − xl〉dτ

−
∫ t

s

〈k(ūn(τ) − v̄n(τ)) + ynl , ū
n(τ) − xl〉dτ

para todo 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

Certamente, quando n→ ∞,

‖ūn(τ) − xl‖2 → ‖ũ(τ) − xl‖2

uniformemente em [0, T ], e

∫ t

s

〈kūn(τ) − kv̄n(τ), ūn(τ) − xl〉dτ →
∫ t

s

〈kũ(τ) − kṽ(τ), ũ(τ) − xl〉dτ

visto que (ūn, v̄n) → (ũ, ṽ) em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).

Além disso,

∫ t

s

〈|ūn(τ)|q1n−2ūn(τ) − |ūn(τ)|q1n+r1n−2ūn(τ), ūn(τ) − xl〉dτ

→
∫ t

s

〈|ũ(τ)|q−2ũ(τ) − |ũ(τ)|q+r−2ũ(τ), ũ(τ) − xl〉dτ

uma vez que a aplicação f1
n é Lipschitz cont́ınua, para cada n ∈ IN e {pn1} é limitada.

Resta provar que

∫ t

s

〈ynl , ūn(τ) − xl〉dτ →
∫ t

s

〈yl, ũ(τ) − xl〉dτ , quando n → ∞
para cada l ∈ IN, onde yl = −ǫ∆pxl.

Começaremos provando que {ynl } é fracamente convergente em L2(0, 1). De fato,

‖ynl ‖2 = ‖ − ǫn1∆pn
1
xl‖2

= ǫn1‖(pn1 − 1)|x′l|p
n
1 −2x′′l ‖2

≤ Cl

para todo n ∈ IN, onde Cl é uma constante positiva que depende de l. Note que esta

limitação é posśıvel pois as sequências {ǫn1} e {pn1} são limitadas em IR∗
+, e xl ∈ C∞

c .

Logo a sequência {ynl }n∈IN é limitada em L2(0, 1) e portanto podemos extrair uma

subsequência ainda denotada por {ynl } que converge fracamente para algum yl ∈ L2(0, 1).

Provemos que yl = −ǫ∆pxl.
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Sabemos que para cada n ∈ IN, ynl = −ǫn1∆pn
1
xl, e portanto para todo ξ ∈ L2(0, 1),

ǫn1
pn1

‖ξ‖p
n
1

W
1,pn

1
0

≥ ǫn1
pn1

‖xl‖p
n
1

W
1,pn

1
0

+ 〈ynl , ξ − xl〉

Mas 〈ynl , ξ − xl〉 → 〈yl, ξ − xl〉 uma vez que ynl ⇀ yl em L2(0, 1). E por outro

lado, como xl ∈ C∞
c , segue que |x′l(x)| é limitado para todo x ∈ (0, 1). Logo pelo Teorema

da Convergência Dominada, e lembrando que ǫn1 → ǫ e pn1 → p temos que

ǫn1
pn1

‖xl‖p
n
1

W
1,pn

1
0

→ ǫ

p
‖xl‖p

W
1,p
0

quando n→ ∞.

Agora temos que considerar dois casos:

O primeiro deles será ξ ∈ L2 \W 1,p
0 . Neste caso,

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

= ∞, e certamente

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

≥ ǫ

p
‖xl‖p

W
1,p
0

+ 〈yl, ξ − xl〉

No segundo caso ξ ∈ W 1,p
0 . Se ξ ∈ W 1,p

0 , existe uma sequência {ξn} ⊂ C∞
c com

ξn → ξ em W 1,p. Assim, para cada n ∈ IN, ξn ∈ W 1,s
0 , para todo s ≥ 1, e, em particular

ξn ∈W
1,pn

1
0 , logo

ǫn1
pn1

‖ξn‖p
n
1

W
1,pn

1
0

≥ ǫn1
pn1

‖xl‖p
n
1

W
1,pn

1
0

+ 〈ynl , ξn − xl〉 (4.10)

para todo n ∈ IN.

Note que

〈ynl , ξn − xl〉 → 〈yl, ξ − xl〉

pois ynl ⇀ yl e ξn → ξ em L2(0, 1). Além disso, é fácil ver, usando o Teorema da Con-

vergência Dominada, que ‖ξn‖p
n
1

W
1,pn

1
0

→ ‖ξ‖p
W

1,p
0

.

Consequentemente fazendo n→ ∞ em (4.10) obtemos

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

≥ ǫ

p
‖xl‖p

W
1,p
0

+ 〈yl, ξ − xl〉

Conclúımos assim que yl = ∂ψ(xl) = −ǫ∆pxl, sendo ψ(ξ) =
ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

.

Portanto −ǫn1∆pn
1
xl ⇀ −ǫ∆pxl em L2(0, 1), o que garante que

〈ynl , ūn(τ) − xl〉 → 〈yl, ũ(τ) − xl〉

para todo τ .

Provamos assim que

1

2
‖ũ(t) − xl‖2

2 ≤ 1

2
‖ũ(s) − xl‖2

2

+

∫ t

s

〈|ũ(τ)|q−2ũ(τ) − |ũ(τ)|q+r−2u(τ), ũ(τ) − xl〉dτ

−
∫ t

s

〈k(ũ(τ) − ṽ(τ)) + yl, ũ(τ) − xl〉dτ

(4.11)

para todo l ∈ IN.
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A fim de provar (4.9) façamos l → ∞ em (4.11). Como xl → x em W 1,p, pre-

cisamos apenas provar que yl ⇀ y em W−1,p′(0, 1), com y = −ǫ∆px.

Note que

‖yl‖W−1,p′ = ǫ‖ − ∆pxl‖W−1,p′ ≤ ‖xl‖p−1

W
1,p
0

e como {xl} é limitada em W 1,p segue que {yl} é limitada em W−1,p′ . E sendo W−1,p′

reflexivo é posśıvel extrair uma subsequência ainda denotada por {yl} que converge na

topologia fraca estrela para algum y ∈W−1,p′ . Logo

〈yl, ũ(τ) − xl〉 → 〈y, ũ(τ) − x〉

para todo τ . Para concluir (4.9) é preciso provar ainda que y = −ǫ∆px.

Sabemos que para todo ξ ∈ L2(0, 1) e para todo l ∈ IN

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

≥ ǫ

p
‖xl‖p

W
1,p
0

+ 〈yl, ξ − xl〉.

Se ξ ∈W 1,p
0 , ξ − xl → ξ − x em W 1,p

0 e portanto fazendo l → ∞, temos

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

≥ ǫ

p
‖x‖p

W
1,p
0

+ 〈y, ξ − x〉.

Se ξ ∈ L2 \W 1,p
0 , ‖ξ‖W 1,p

0
= ∞, e

ǫ

p
‖ξ‖p

W
1,p
0

≥ ǫ

p
‖x‖p

W
1,p
0

+ 〈y, ξ − x〉.

Portanto y = ∂ψx = −ǫ∆px. Como x foi tomado arbitrariamente em D(−ǫ∆p), fica provado

que ũ satisfaz (4.9).

Pela Proposição 3.6, [4], ũ é solução fraca da equação

dw

dt
− ǫ∆pw = |ũ|q−2ũ− |ũ|q+r−2ũ− k(ũ− ṽ)

e como ‖|ũ(t)|q−2ũ(t) − |ũ(t)|q+r−2ũ(t) − k(ũ(t) − ṽ(t))‖2
2 é limitado para todo t ∈ [0, T ],

segue que |ũ|q−2ũ− |ũ|q+r−2ũ− k(ũ− ṽ) ∈ L2(0, T ;L2(0, 1)). Portanto pelo Teorema 5.5, ũ

é, de fato, solução forte. Analogamente provamos que ṽ é solução forte da equação

dw

dt
− ǫ∆pw = |ṽ|q−2ṽ − |ṽ|q+r−2ṽ + k(ũ− ṽ).

Logo (ũ, ṽ) é solução forte do sistema limite (SL), com dado inicial (u(δ), v(δ)), e

pela unicidade da solução temos que (ũ, ṽ) = (ū, v̄). Assim,

(ūn, v̄n) → (ū, v̄) em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).

Suponha, por absurdo, que para algum t0 > 0, (un(t0), v
n(t0)) não convirja para

(u(t0), v(t0)) em L2(0, 1) × L2(0, 1), onde (un, vn) e (u, v) são soluções de (Sn) e (SL),

respectivamente, com dado inicial (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1). Então tome 0 < δ < t0 e
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fixe-o. Considere os sistemas (Sn) e (SL) com dados iniciais (un(δ), vn(δ)) e (u(δ), v(δ)),

respectivamente, e soluções (ūn, v̄n) e (ū, v̄). Sabemos que

(ūn, v̄n) → (ū, v̄) em C([0, T ];L2(0, 1)) × C([0, T ];L2(0, 1)).

Seja s > 0 tal que t0 = δ + s. Assim

(ūn(s), v̄n(s)) → (ū(s), v̄(s)) em L2(0, 1) × L2(0, 1).

Mas pela unicidade da solução ūn(s) = un(t0), v̄
n(s) = vn(t0), ū(s) = u(t0) e v̄(s) = v(t0).

Logo,

(un(t0), v
n(t0)) → (u(t0), v(t0)) em L2(0, 1) × L2(0, 1).

Concluimos assim que se (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1) então para cada t > 0

‖(un(t), vn(t)) − (u(t), v(t))‖2×2 → 0

quando n → +∞, onde (un, vn) e (u, v) são soluções de (Sn) e (SL), respectivamente, com

dado inicial (u0, v0).

Uma vez provada a continuidade do fluxo para cada t > 0 vamos provar que esta

continuidade é uniforme para dados iniciais em compactos de L2(0, 1) × L2(0, 1).

Lema 4.22 Seja K ⊂ L2(0, 1) × L2(0, 1) compacto. Então para cada t > 0

‖(un(t), vn(t)) − (u(t), v(t))‖2×2 → 0

uniformemente em K quando n→ +∞, onde (un, vn) e (u, v) são soluções de (Sn) e (SL),

respectivamente, com dado inicial (u0, v0) ∈ K.

Demonstração: Fixe t > 0, e defina para cada n ∈ IN, a função:

hn : L2(0, 1) × L2(0, 1) −→ L2(0, 1) × L2(0, 1)

(u0, v0) 7−→ (un(t, (u0, v0)), v
n(t, (u0, v0)))

Observe que fixado (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1), segue do Lema 4.11 que se (u0, v0) =

limk→+∞(uk0 , v
k
0 ) em L2(0, 1) × L2(0, 1) então

‖(un(t, (uk0 , vk0 )), vn(t, (uk0 , v
k
0 ))) − (un(t, (u0, v0)), v

n(t, (u0, v0)))‖2×2 → 0

uniformemente em n ∈ IN quando k → +∞.

Além disso podemos também definir

h : L2(0, 1) × L2(0, 1) −→ L2(0, 1) × L2(0, 1)

(u0, v0) 7−→ (u(t, (u0, v0)), v(t, (u0, v0)))

Logo a famı́lia de funções
{
h, h1, h2, h3, . . .

}
é equicont́ınua em L2(0, 1) × L2(0, 1).
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Seja K um subconjunto compacto de L2(0, 1)×L2(0, 1) e D = {y1, y2, y3, . . .} um

subconjunto enumerável e denso de K, onde cada yi é da forma (ui0, v
i
0) ∈ K. Provaremos

que existe uma subsequência de {hn} que converge simplesmente em K.

Considere a sequência inicial {hn}, então {hn(y1)} é uma sequência em L2(0, 1)×
L2(0, 1), que pelo Teorema 4.2, possui uma subsequência

{
h1n(y1)

}
que converge para h(y1).

Considere a sequência de funções
{
h1n
}
, então

{
h1n(y2)

}
é uma sequência em

L2(0, 1)×L2(0, 1), que pelo Teorema 4.2, possui uma subsequência
{
h2n(y2)

}
que converge

para h(y2). Observe que a sequência
{
h2n
}

é tal que

h2n(y1) → h(y1) e h2n(y2) → h(y2)

visto que é subsequência de
{
h1n
}
.

Repita este racioćınio para cada yi, com i = 1, 2, 3, . . .. Note que a subsequência
{
hjn
}

obtida no passo j é tal que

hjn(yi) → h(yi)

para i = 1, 2, . . . , j.

Considere a sequência diagonal {hnn}, observe que se n > i, hnn(yi) → h(yi).

Suponha, por absurdo, que para algum i0 ∈ IN hnn(yi0) não convirja para h(yi0). Tome

n > i0 e pelo processo anterior temos que hnn(yi0) → h(yi0).

Portanto, a sequência diagonal {hnn} é tal que hnn(yi) → h(yi) para todo i ∈ IN.

Segue da Proposição 5.1 que {hnn} converge uniformemente em K.

Observação 4.4 Como ∪
n∈INAn é um conjunto limitado em W 1,2

0 ×W 1,2
0 e portanto é rela-

tivamente compacto em L2(0, 1)×L2(0, 1), podemos tomar no lema anterior K = ∪
n∈INAn,

onde o fecho é tomado em L2(0, 1) × L2(0, 1). Assim, temos que a continuidade do fluxo é

uniforme em ∪
n∈INAn.

Teorema 4.3 Considere a famı́lia {An}n∈IN dos atratores associados aos semigrupos

{Sn(t); t ≥ 0}
n∈IN. Quando n→ ∞

dL2×L2(An, AL) → 0

onde AL é o atrator associado ao sistema limite (SL).

Demonstração: Pelo Lema 4.9 existe T2
.
= 2T1 e uma constante positiva N7 tal que

‖un(t)‖
W

1,pn
1

0

+ ‖vn(t)‖
W

1,pn
2

0

≤ N7

para todo n ∈ IN, t ≥ T2 e qualquer que seja o dado inicial (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1).

Defina B
.
= B((0, 0);N7) ⊂ L2(0, 1) × L2(0, 1). Sabemos que B absorve limitados

de L2(0, 1) × L2(0, 1) por Sn(t) para qualquer n ∈ IN, na topologia de L2(0, 1) × L2(0, 1).
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Como An é limitado e invariante segue que

An = Sn(T2)An ⊂ B

para cada n ∈ IN. Logo ∪
n∈INAn ⊂ B.

Mas AL atrai limitados de L2(0, 1)×L2(0, 1) e em particular atrai B. Assim dado

η > 0, existe t0 = t(B, η) > 0 tal que

S0(t)B ⊂ O η
2
(AL)

para todo t ≥ t0, onde {S0(t)} é o semigrupo associado ao sistema limite (SL).

Em particular para todo (un, vn) ∈ An

d(S0(t0)(un, vn), AL) <
η

2

o que implica que

sup
(un,vn)∈An

n∈IN

d(S0(t0)(un, vn), AL) ≤ η

2

Segue da continuidade uniforme do fluxo em compactos de L2(0, 1) × L2(0, 1) a

existência de n0 ∈ IN tal que para todo n ≥ n0

‖Sn(t0)(x, y) − S0(t0)(x, y)‖2×2 <
η

2

para todo (x, y) ∈ ∪
n∈INAn.

Assim, para cada n ≥ n0,

d(Sn(t0)(un, vn), AL) = inf(u0,v0)∈AL
‖Sn(t0)(un, vn) − (u0, v0)‖2×2

≤ ‖Sn(t0)(un, vn) − S0(t0)(un, vn)‖2×2

+ dL2×L2(S0(t0)(un, vn), AL)

<
η

2
+
η

2
= η

para cada (un, vn) ∈ An. Logo

d(An, AL) ≤ η

Portanto {An}n∈IN é semicontinua superiormente quando n→ ∞.

4.2 O Sistema limite - parâmetros iguais

Vimos na seção anterior que quando n→ ∞ o sistema (Sn) se aproxima do sistema limite

(SL)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r) − k(u− v)

vt = ǫ(|vx|p−2
vx)x + |v|q−2

v(1 − |v|r) + k(u− v)

Para garantir a ǫ-sincronicidade estudaremos o atrator, AL, do semigrupo associ-

ado ao sistema (SL). Provaremos que para k suficientemente grande cada elemento deste

atrator é da forma (u, u), com u ∈W 1,p
0 (0, 1).
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Por ser muito interessante não nos limitaremos apenas a caracterizar o atrator

do sistema limite, mas exibiremos o conjunto dos equiĺıbrios, e o quadro de estabilidade de

tais equiĺıbrios. Além disso analisaremos o que ocorre com tais atratores quando fazemos o

parâmetro k tender ao infinito.

4.2.1 O conjunto equiĺıbrio

Considere o sistema

(SE)





−ǫ(|ux|p−2
ux)x = |u|q−2

u(1 − |u|r) − k(u− v)

−ǫ(|vx|p−2
vx)x = |v|q−2

v(1 − |v|r) + k(u− v)

Se (u, v) é solução de (SE) fazendo a diferença entre a duas equações do sistema,

multiplicando por u− v e usando a Desigualdade de Tartar obtemos

0 ≤ γ0ǫ‖u− v‖p
W

1,p
0

≤ −ǫ〈∆pu− ∆pv, u− v〉
≤ 〈|u|q−2

u− |u|q+r−2
u− |v|q−2

v + |v|q+r−2
v, u− v〉

− 〈k(u− v) + k(u− v), u− v〉
≤ C‖u− v‖2

2 − 2k‖u− v‖2
2

≤ 0

onde C =
r(q − 1)

q+r−2
r

q + r − 2
e k é escolhido de modo que k > C. Logo, ‖u − v‖W 1,p

0
= 0 e

portanto u = v.

Denote por Eǫ,k o conjunto de equiĺıbrios de (SE).

Lema 4.23 O conjunto Eǫ,k é formado por todos os pares (φ, φ) ∈W 1,p
0 ×W 1,p

0 , tais que φ

é equiĺıbrio de (Pǫ) (veja Caṕıtulo 1).

Demonstração: Suponha que (α, α) ∈ W 1,p
0 ×W 1,p

0 seja uma solução de (SE). Então α

satisfaz −ǫ(|αx|p−2
αx)x = |α|q−2

α(1 − |α|r) − k(α − α) e consequentemente α satisfaz a

equação −ǫ(|αx|p−2
αx)x = |α|q−2

α(1 − |α|r), ou seja, α é um equiĺıbrio de (Pǫ).

Reciprocamente, se α é equiĺıbrio de (Pǫ) então α satisfaz cada equação de (SE).

Portanto (α, α) é solução de (SE).

Note que o conjunto de equiĺıbrios Eǫ,k é determinado pelo parâmetro ǫ e não por

k. Logo, desde que k seja suficientemente grande (k > C) o conjunto Eǫ,k não varia, se

mantivermos ǫ fixo.

Assim, segue do Teorema 5.3, [19], que o atrator de pontos de (SL), Âǫ,k, é não

vazio e coincide com o conjunto Eǫ,k, dos pontos de equiĺıbrio de (SL). Como Eǫ,k não varia

quando ǫ está fixo, temos que Âǫ,k = Eǫ,k, para k suficientemente grande, ou seja, o atrator

de pontos é o mesmo independente do valor de k.
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Observação 4.5 É fácil ver que se ǫn → ǫ0 então Eǫn,k → Eǫ0,k, segundo a distância de

Hausdorff. Basta associarmos a cada elemento (φj , φj) ∈ Eǫj ,k o elemento φj ∈ Eǫj , e

lembrarmos que Eǫn → Eǫ0 quando ǫn → ǫ0, exceto, é claro, no caso em que ǫ0 = λl(a
∗),

p < q e ǫn > ǫ0 (veja Lema 2.17).

4.2.2 Comparação de soluções

O objetivo dessa seção é provar um resultado de comparação de soluções para o sistema

(SL). Este resultado nos auxiliará na demonstração da estabilidade dos equiĺıbrios de (SL).

Começaremos introduzindo um conceito de ordem em um espaço de Banach.

Definição 4.2 Um espaço de Banach ordenado é um par (X,≤), onde X é um espaço de

Banach e ≤ é uma relação de ordem em X satisfazendo:

1) x ≤ y implica x+ z ≤ y + z, para x, y, z ∈ X

2) x ≤ y implica λx ≤ λy, para x, y ∈ X e λ > 0

3) O cone positivo C = {x ∈ X;x ≥ 0} é fechado em X

Definição 4.3 Sejam (X,≤) e (Y,�) espaços de Banach ordenados. Dizemos que uma

aplicação T : X → Y é crescente se e só se x ≤ y implica T (x) � T (y). Dizemos que T é

positiva se e só se x ≥ 0 implica T (x) � 0.

Considere em L2(0, 1) a seguinte relação de ordem: se u, v ∈ L2(0, 1) então

u ≥ v ⇔ u(x) ≥ v(x) qtp em (0, 1)

Teorema 4.4 Sejam (u0, v0) e (u0, v0) ∈ L2 × L2 tais que u0 ≤ u0 e v0 ≤ v0. Então

u(t) ≤ u(t) e v(t) ≤ v(t), para todo t > 0, onde (u, v) e (u, v) são soluções de (SL) com

dados iniciais (u0, v0) e (u0, v0), respectivamente.

Demonstração: Defina para cada t ≥ 0 as funções α(t) = u(t) − u(t), β(t) = v(t) −
v(t), α+(x, t) = max{α(x, t), 0} e β+(x, t) = max{β(x, t), 0} e os conjuntos Ãt

.
= {x ∈

[0, 1];α+(x, t) = 0}, At .= Ãct , B̃t
.
= {x ∈ [0, 1];β+(x, t) = 0} e Bt

.
= B̃ct .

Note que para todo t ≥ 0

‖α+(t)‖2
2 =

∫ 1

0

|α+(x, t)|2dx

=

∫

At

|u(x, t) − u(x, t)|2dx

= ‖u(t) − u(t)‖2
L2(At)

e analogamente, ‖β+(t)‖2
2 = ‖v(t) − v(t)‖2

L2(Bt)
.
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Temos ainda que se u0 ≤ u0 então α(x, 0) ≤ 0 qtp em (0, 1) e portanto |A0| = 0.

Do mesmo modo v0 ≤ v0 implica |B0| = 0. Como (u, v) e (u, v) são soluções de (SL) com

dados iniciais (u0, v0) e (u0, v0) respectivamente, temos

∫ 1

0

(ut(x, t) − ut(x, t))α
+(x, t)dx +

∫ 1

0

(−ǫ∆pu(x, t) + ǫ∆pu(x, t))α
+(x, t)dx

≤
∫ 1

0

(fu(x, t) − fu(x, t))α+(x, t)dx

− k

∫ 1

0

α(x, t)α+(x, t)dx

+ k

∫ 1

0

β+(x, t)α+(x, t)dx

(4.12)

onde f(s) = |s|q−2s− |s|q+r−2s, e portanto, segue de (4.12) que

d

dt
‖α+(t)‖2

2 ≤ k(‖α+(t)‖2
2 + ‖β+(t)‖2

2) (4.13)

Seguindo o mesmo racioćınio obtemos

d

dt
‖β+(t)‖2

2 ≤ k(‖α+(t)‖2
2 + ‖β+(t)‖2

2) (4.14)

Somando (4.13) e (4.14) e usando a desigualdade de Gronwall obtemos

‖α+(t)‖2
2 + ‖β+(t)‖2

2 ≤ (‖α+(0)‖2
2 + ‖β+(0)‖2

2)e
2kt.

Como ‖α+(0)‖2
2 = 0 = ‖β+(0)‖2

2 segue que ‖α+(t)‖2
2 = 0 = ‖β+(t)‖2

2 e portanto

u(t) ≤ u(t) e v(t) ≤ v(t) para todo t ≥ 0.

O Teorema 4.4 mostra que o semigrupo {S0(t)}t≥0 preserva ordem.

Vamos então provar que o quadro de estabilidade dos equiĺıbrios do sistema (SL)

é exatamente igual ao quadro de estabilidade dos equiĺıbrios de (Pǫ).

O próximo lema mostra que a instabilidade de um equiĺıbrio φ de (Pǫ) implica na

instabilidade do equiĺıbrio (φ, φ) de (SL).

Lema 4.24 Se φ é um equiĺıbrio instável de (Pǫ) então (φ, φ) é um equiĺıbrio instável de

(SL).

Demonstração: Sabemos que (α, β) é equiĺıbrio de (SL) se e somente se α = β e α é

equiĺıbrio de (Pǫ).

Seja (φ, φ) é um equiĺıbrio (SL) tal que φ é um equiĺıbrio instável de (Pǫ). Então

existe um η0 > 0 tal que para todo δ > 0 existem u0 ∈ L2 e t0 > 0 tais que

‖u0 − φ‖∞ < δ e ‖u(t0, u0) − φ‖∞ > η0

Assim, para todo η > 0 seja δ =
η

2
, então existe u0 e t0 como acima, e

‖(u0, u0) − (φ, φ)‖∞×∞ = ‖u0 − φ‖∞ + ‖u0 − φ‖∞ < η
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e

‖(u(t0, u0), u(t0, u0)) − (φ, φ)‖∞×∞ = ‖u(t0, u0) − φ‖∞ + ‖u(t0, u0) − φ‖∞ > η0.

Mas (u, u) é solução de (SL) com dado inicial (u0, u0). Portanto (φ, φ) é um equiĺıbrio

instável de (SL).

O Lema 4.24 permite concluir que os equiĺıbrios (0, 0) (quando p > q ou p = q

e ǫ < λ0), (ψ0
ǫ , ψ

0
ǫ ) (quando p < q e ǫ ≤ λl(a

∗)), (ψlǫ, ψ
l
ǫ), (φlǫ, φ

l
ǫ) e (Glǫ, G

l
ǫ) são instáveis,

para todo l = 1, 2, . . .. A estabilidade e atratividade dos demais equiĺıbrios segue de forma

exatamente análoga a feita em [28], construindo soluções superiores (inferiores) e usando o

resultado de comparação para concluir o racioćınio.

4.2.3 Sincronicidade em L2

Quando analisamos o sistema (SL) é posśıvel observar que se (u, v) é solução de (SL) com

dado inicial (u0, v0) então u(t) e v(t) se aproximam para cada t > 0, quando o termo de

acoplamento k se torna suficientemente grande. Do mesmo modo se mantivermos k fixo e

fizermos t tender ao infinito então u(t) e v(t) se aproximam independentemente dos dados

iniciais. Esta propriedade é conhecida como Sincronização, veja [6].

Provaremos que o fenômeno de sincronicidade está presente no sistema (SL) e ele

será de fundamental importância para provarmos a ǫ-sincronicidade para os sistemas (Sn).

Teorema 4.5 Seja (u, v) solução do sistema (SL). Para cada t > 0,

k‖u(t) − v(t)‖2 → 0

quando k → ∞. Em particular, ‖u(t) − v(t)‖2 → 0 quando k → ∞.

Demonstração: Fazendo a diferença das equações do sistema (SL) obtemos

1

2

d

dt
(k2‖u(t) − v(t)‖) = k2〈ut(t) − vt(t), u(t) − v(t)〉

= k2〈ǫ∆pu(t) − ǫ∆pv(t), u(t) − v(t)〉
+ k2〈fu(t) − fv(t), u(t) − v(t)〉
+ k2〈−k(u(t) − v(t)) − k(u(t) − v(t)), u(t) − v(t)〉
≤ (C − 2k)k2‖u(t) − v(t)‖2

2

Faça y(t) = k2‖u(t) − v(t)‖2
2 e C = 2C − 4k. Então

d

dt
y(t) ≤ Cy(t) (4.15)

e multiplicando (4.15) por e−Ct obtemos

d

dt
(e−Cty(t)) ≤ 0. (4.16)
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Integrando (4.16) de 0 a t obtemos

k2‖u(t) − v(t)‖2
2 ≤ e(2C−4k)tk2‖u0 − v0‖2

2

Mas para cada t > 0

lim
k→∞

k2e(2C−4k)t = 0

Assim,

lim
k→∞

k2‖u(t) − v(t)‖2
2 ≤ lim

k→∞
e(2C−4k)tk2‖u0 − v0‖2

2 = 0

o que prova o teorema.

Observação 4.6 Fixando k e fazendo t→ ∞ temos

lim
t→∞

k2e(2C−4k)t = lim
t→∞

k2

e(4k−2C)t
= 0

logo para cada k,

‖u(t) − v(t)‖2 → 0

quando t → ∞. Isto mostra que para cada k fixo, quando t → ∞, u(t) e v(t) tem o mesmo

limite em L2. E isto faz sentido uma vez que ω((u0, v0)) ⊂ Eǫ,k e os elementos de Eǫ,k tem

as duas coordenadas idênticas.

Lema 4.25 Seja AL o atrator associado ao sistema (SL). Se (u0, v0) ∈ AL, então u0 = v0.

Demonstração: De fato, se (u0, v0) ∈ AL então para cada t > 0, (u0, v0) = S0(t)(u
t
0, v

t
0)

com (ut0, v
t
0) ∈ AL. Assim dado σ > 0, existe t̃ > 0 tal que para todo t ≥ t̃,

‖u0 − v0‖2 = ‖u(t) − v(t)‖2 < σ

com (u(t), v(t)) = S0(t)(u
t
0, v

t
0) e (ut0, v

t
0) ∈ AL. Note na Observação 4.6 que t̃ pode ser

tomado uniforme para dados iniciais no atrator, uma vez que o atrator é limitado.

Como ‖u0 − v0‖2 < σ para todo σ > 0, segue que u0 = v0.

4.2.4 Sobre a continuidade dos atratores quando o parâmetro k

varia

Considere para cada k ∈ IN e ǫ > 0 o sistema

(Sǫ,k)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r) − k(u− v)

vt = ǫ(|vx|p−2
vx)x + |v|q−2

v(1 − |v|r) + k(u− v)

(u(0), v(0)) = (u0k, v0k)

Neste momento nossa intenção é estudar a continuidade dos atratores associados

aos sistemas (Sǫ,k) quando o parâmetro ǫ está fixo e o parâmetro k tende ao infinito.



97

Provaremos que para cada t > 0, se (u0k, v0k) → (u0, u0), então (u(t), v(t)) →
(w(t), w(t)), quando k → ∞, onde w(t) é solução de

(Pǫ)





wt = ǫ(|wx|p−2
wx)x + |w|q−2

w(1 − |w|r)
w(0) = u0

Para evitar confusão denotaremos, nesta subseção, o semigrupo associado a (Pǫ)

por {Tǫ(t)}.

Lema 4.26 Para cada t > 0,

‖Sǫ,k(t)(u0k, v0k) − (Tǫ(t)u0, Tǫ(t)u0)‖2×2 → 0

quando k → ∞, se (u0k, v0k) → (u0, u0) em L2(0, 1) × L2(0, 1), onde Sǫ,k(t) é o semigrupo

associado ao sistema (Sǫ,k) e Tǫ(t) é o semigrupo associado ao problema (Pǫ).

Demonstração: Denote por (u(t), v(t)) = Sǫ,k(t)(u0k, v0k) e w(t) = Tǫ(t)u0. Subtraindo

da primeira equação de (Sǫ,k) a equação de (Pǫ) e multiplicando por u − w, e depois sub-

traindo da segunda equação de (Sǫ,k) a equação de (Pǫ) e multiplicando por v−w obtemos

1

2

d

dt
‖u(t) − w(t)‖2

2 ≤ C‖u(t) − w(t)‖2
2 − k〈u(t) − v(t), u(t) − w(t)〉 (4.17)

e
1

2

d

dt
‖v(t) − w(t)‖2

2 ≤ C‖v(t) − w(t)‖2
2 − k〈u(t) − v(t), w(t) − v(t)〉 (4.18)

Somando (4.17) e (4.18) temos

1

2

d

dt
(‖u(t) − w(t)‖2

2 + ‖v(t) − w(t)‖2
2)

≤ C(‖u(t) − w(t)‖2
2 + ‖v(t) − w(t)‖2

2) − k‖u(t) − v(t)‖2
2

≤ C(‖u(t) − w(t)‖2
2 + ‖v(t) − w(t)‖2

2)

(4.19)

Integrando (4.19) de 0 a t, usando a desigualdade de Gronwall, e em seguida fazendo k → ∞
obtemos

‖u(t) − w(t)‖2
2 + ‖v(t) − w(t)‖2

2 ≤ (‖u0k − u0‖2
2 + ‖v0k − u0‖2

2)e
2Ct → 0

o que garante que

‖Sǫ,k(t)(u0k, v0k) − (Tǫ(t)u0, Tǫ(t)u0)‖2×2 → 0

quando k → ∞, para cada t > 0.

Agora considere o sistema não acoplado

(SN)





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r)
vt = ǫ(|vx|p−2

vx)x + |v|q−2
v(1 − |v|r)

(u(0), v(0)) = (u0, v0) ∈ L2 × L2
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Observe que resolver o sistema (SN) equivale a resolver cada equação separada-

mente, ou seja, (u, v) é solução de (SN) se e somente se u e v são soluções de





ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r)
u(0) = u0

e 



vt = ǫ(|vx|p−2
vx)x + |v|q−2

v(1 − |v|r)
v(0) = v0

respectivamente.

Como existe uma única solução para cada equação temos que existe uma única

solução para o sistema (SN). Vimos que à equação ut = ǫ(|ux|p−2
ux)x + |u|q−2

u(1 − |u|r)
está associado um semigrupo {Tǫ(t)}. As propriedades de continuidade com relação ao

tempo e ao dado inicial permite definir um semigrupo

T (t) : L2(0, 1) × L2(0, 1) → L2(0, 1) × L2(0, 1)

associado à (SN), por T (t)(u0, v0) = (Tǫ(t)u0, Tǫ(t)v0). Segue da dissipatividade de {Tǫ(t)}
que {T (t)} é dissipativo. Além disso, {T (t)} é de classe k, uma vez que {Tǫ(t)} é de classe

k. Logo, pelo Teorema 5.2, {T (t)} tem um atrator global minimal, A, o qual é compacto e

invariante.

Considere o conjunto Aǫ ×Aǫ, onde Aǫ é o atrator de {Tǫ(t)}. Uma vez que Aǫ é

compacto em W 1,p
0 , segue que Aǫ ×Aǫ é compacto em W 1,p

0 ×W 1,p
0 . Além disso, para cada

t ≥ 0

T (t)(Aǫ ×Aǫ) = (Tǫ(t)Aǫ, Tǫ(t)Aǫ) = Aǫ ×Aǫ

ou seja, Aǫ ×Aǫ é invariante por T (t). Pela maximalidade de A, segue que Aǫ ×Aǫ ⊂ A.

Agora, seja B = B1 × B2 ⊂ L2 × L2 limitado e arbitrário. Então existe uma

constante positiva, M , tal que para todo (b1, b2) ∈ B,

‖(b1, b2)‖2×2 ≤M

como Aǫ atrai limitados de L2, dado η > 0, existe ti = ti(η,Bi) > 0 tal que para todo t ≥ ti

Tǫ(t)Bi ⊂ Oη(Aǫ)

para i = 1, 2. Seja t0 = max{t1, t2}. Então para todo t ≥ t0, Tǫ(t)Bi ⊂ Oη(Aǫ) para i = 1, 2

e portanto

T (t)B = Tǫ(t)B1 × Tǫ(t)B2 ⊂ O2η(Aǫ ×Aǫ)

ou seja, Aǫ ×Aǫ atrai limitados de L2 ×L2. Mas A é o minimal com esta propriedade, logo

A ⊂ Aǫ ×Aǫ.

Portanto, A = Aǫ ×Aǫ.
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Semicontinuidade inferior dos atratores {Aǫ,k} quando k → ∞

Considere o conjunto A∞
.
= {(u, u);u ∈ Aǫ} e denote por Aǫ,k o atrator de {Sǫ,k(t)}. Note

que A∞ ⊂ A, propriamente. Nesta subseção mostraremos que a famı́lia de atratores {Aǫ,k}
se aproxima do conjunto A∞, quando k → ∞, no sentido da semicontinuidade inferior de

atratores, isto é,

d(A∞, Aǫ,k) → 0

quando k → ∞.

Seja (w,w) ∈ A∞, arbitrário. Então, pela definição de A∞, w ∈ Aǫ. Assim existe,

ψ : IR →W 1,p
0 , órbita completa e limitada, por w, através de {Tǫ(t)}.

Vamos definir, a partir de ψ, uma órbita completa e limitada, por (w,w), através

de {Sǫ,k(t)}, para todo k ∈ IN, onde {Sǫ,k(t)} é o semigrupo associado ao sistema (Sǫ,k),

com parâmetros ǫ e k. Deste modo defina, para cada k, ψk : IR → W 1,p
0 × W 1,p

0 por

ψk(t) = (ψ(t), ψ(t)). Temos,

ψk(0) = (ψ(0), ψ(0)) = (w,w).

Resta provar que Sǫ,k(t)ψk(s) = ψk(t+ s), para todo t ≥ 0 e s ∈ IR. Note que

Sǫ,k(t)ψk(s) = Sǫ,k(t)(ψ(s), ψ(s))

e

ψk(t+ s) = (ψ(t+ s), ψ(t+ s)) = (Tǫ(t)ψ(s), Tǫ(t)ψ(s)) = T (t)(ψ(s), ψ(s)).

Segue da demonstração do Lema 4.26 que

‖u(t) − w(t)‖2
2 + ‖v(t) − w(t)‖2

2 ≤ (‖u(0) − w(0)‖2
2 + ‖v(0) − w(0)‖2

2)e
2Ct

= (‖ψ(s) − ψ(s)‖2
2 + ‖ψ(s) − ψ(s)‖2

2)e
2Ct

= 0

onde (u(t), v(t)) = Sǫ,k(t)(ψ(s), ψ(s)) e (w(t), w(t)) = T (t)(ψ(s), ψ(s)). Logo u(t) = w(t) e

v(t) = w(t), para todo t > 0, o que implica que

Sǫ,k(t)(ψ(s), ψ(s)) = (u(t), v(t)) = (w(t), w(t)) = T (t)(ψ(s), ψ(s)).

Portanto Sǫ,k(t)ψk(s) = ψk(t + s), para todo t ≥ 0 e s ∈ IR o que mostra que ψk é uma

órbita completa por (w,w). Além disso, para cada s ∈ IR

‖ψk(s)‖W 1,p
0 ×W 1,p

0

.
= ‖(ψ(s), ψ(s))‖W 1,p

0 ×W 1,p
0

= 2‖ψ(s)‖W 1,p
0

e como ψ é limitada em W 1,p
0 , segue que ψk é limitada em W 1,p

0 ×W 1,p
0 .

Consequentemente (w,w) ∈ Aǫ,k para cada k. Como (w,w) foi tomado arbitrari-

amente em A∞, segue que A∞ ⊂ Aǫ,k, e a semicontinuidade inferior segue.
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Semicontinuidade superior dos atratores {Aǫ,k} quando k → ∞

Com o objetivo de provar a semicontinuidade superior dos atratores {Aǫ,k} quando k → ∞,

provaremos inicialmente que existe uma constante k0 ∈ IN tal que para todo k ≥ k0,

Aǫ,k ⊂ BW 1,p
0 ×W 1,p

0
((0, 0),M)

onde BW 1,p
0 ×W 1,p

0
((0, 0),M) é a bola aberta de centro (0, 0) e raio M em W 1,p

0 ×W 1,p
0 , sendo

M independente do parâmetro k.

Começaremos provando que ∪Aǫ,k é limitada em L2(0, 1) × L2(0, 1). Com efeito,

seja (u0, v0) ∈ ∪kAǫ,k um elemento arbitrário. Então (u0, v0) ∈ Aǫ,k para algum k. Como

Aǫ,k é invariante por Sǫ,k, existe (u0, v0) ∈ Aǫ,k tal que

(u0, v0) = Sǫ,k(T1)(u0, v0)

onde T1 é a constante escolhida na demonstração do Lema 4.8. Assim, novamente pelo Lema

4.8,

‖u0‖2
2 + ‖v0‖2

2 ≤ N4

onde N4 depende apenas de p, q, r e ǫ.

Portanto, para todo (u, v) ∈ ∪kAǫ,k, ‖(u, v)‖2×2 ≤ 2N
1
2
4 onde N4 independe de k.

Passemos agora à demonstração de que ∪kAǫ,k é limitada em W 1,p
0 ×W 1,p

0 . Seja

ψ tal que ∂ψu = −ǫ∆pu + |u|q+r−2u. Usando as Desigualdades de Young, Holder e a

demonstração do Teorema 4.5 obtemos

d

dt
(ψu(t) + ψv(t)) =

d

dt
ψu(t) +

d

dt
ψv(t)

= 〈∂ψu(t), ut(t)〉 + e〈∂ψv(t), vt(t)〉
= 〈−ut(t) + |u(t)|q−2u(t) − k(u(t) − v(t)), ut(t)〉
+ 〈−vt(t) + |v(t)|q−2v(t) + k(u(t) − v(t)), vt(t)〉
≤ 1

2
‖|u(t)|q−2u(t) − k(u(t) − v(t))‖2

2

+
1

2
‖|v(t)|q−2v(t) + k(u(t) − v(t))‖2

2

≤ ‖|u(t)|q−2u(t)‖2
2 + ‖|v(t)|q−2v(t)‖2

2

+ 2k2‖u(t) − v(t)‖2
2

≤ 2(2 − q + r)

q + r
+

2q − 2

q + r
‖u(t)‖q+rq+r

+
2q − 2

q + r
‖v(t)‖q+rq+r + 2e(2C−4k)tk2‖u0 − v0‖2

2

Mas note que

1

q + r
‖u(t)‖q+rq+r ≤

1

q + r
‖u(t)‖q+rq+r +

ǫ

p
‖u(t)‖p

W
1,p
0

= ψu(t)

e como para todo t ≥ T1, 2e(2C−4k)t ≤ 2e(2C−4k)T1 , e

lim
k→∞

k2e(2C−4k)T1 = 0
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segue que dado D1
.
=

2(2 − q + r)

q + r
, existe k0 tal que para todo k ≥ k0

2e(2C−4k)tk2‖u0 − v0‖2
2 ≤ D1

para todo t ≥ T1 e (u0, v0) em limitados de L2(0, 1) × L2(0, 1).

Considere (u0, v0) ∈ ∪kAǫ,k, k ≥ k0 e defina D2
.
= 2q − 2. Temos

d

dt
(ψu(t) + ψv(t)) ≤ 2D1 +D2(ψu(t) + ψv(t))

Segue da definição de subdiferencial que ψu(t) ≤ 〈∂ψu(t), u(t)〉, e portanto usando

as desigualdades de Holder e Young obtemos

1

2

d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) + ψu(t) + ψv(t)

≤ 〈ut(t) + ∂ψu(t), u(t)〉 + 〈vt(t) + ∂ψv(t), v(t)〉
= 〈|u(t)|q−2u(t) − k(u(t) − v(t)), u(t)〉
+ 〈|v(t)|q−2v(t) + k(u(t) − v(t)), v(t)〉
≤ 2r

(q + r)η
q+r

r

+ qη
q+r

q (ψu(t) + ψv(t))

Escolha η > 0 pequeno o suficiente para que

D3
.
= 1 − qη

q+r
q > 0.

Assim,
1

2

d

dt
(‖u(t)‖2

2 + ‖v(t)‖2
2) +D3(ψu(t) + ψv(t)) ≤ D4 (4.20)

onde D4
.
=

2r

(q + r)η
q+r

r

. Note que D3 e D4 dependem apenas de q e r. Integrando (4.20)

de t a t+ T1 com t ≥ T1

∫ t+T1

t

(ψu(s) + ψv(s))ds ≤ N4

2D3
+
D4T1

D3

.
= D5

para todo t ≥ T1. Segue do Lema 5.1 que

‖u(t)‖W 1,p
0

≤
[(

D5

T1
+ 2D1T1

)
eD2T1p

ǫ

] 1
p .

= D6

e ‖v(t)‖W 1,p
0

≤ D6 para todo t ≥ T1 onde D6 é uma constante positiva que depende apenas

de p, q, r, T1 e ǫ.

Portanto, se (u0, v0) ∈ ∪kAǫ,k, existe k0 tal que para todo k ≥ k0 e t ≥ T1

‖(u(t), v(t))‖W 1,p
0 ×W 1,p

0
≤ 2D6.

Tome (u, v) ∈ ∪k≥k0Aǫ,k, arbitrário. Então (u, v) ∈ Aǫ,k para algum k ≥ k0. Pela

invariância de Aǫ,k existe (u0, v0) ∈ Aǫ,k tal que (u, v) = Sǫ,k(T1)(u0, v0). Logo

‖(u, v)‖W 1,p
0 ×W 1,p

0
≤ 2D6.

Portanto existe k0 tal que, para todo k ≥ k0, ∪k≥k0Aǫ,k é limitada em W 1,p
0 ×W 1,p

0 .
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Para provar a semicontinuidade superior dos atratores {Aǫ,k} usaremos o Lema

5.6.

Seja kn → ∞ e {(ukn
, ukn

)}
n∈IN uma sequência arbitrária tal que (ukn

, ukn
) ∈

Aǫ,kn
para cada n ∈ IN. Como ∪k≥k0Aǫ,k é limitada em W 1,p

0 ×W 1,p
0 , segue que ∪k≥k0Aǫ,k

é precompacto em L2 ×L2. Logo existe uma subsequência ainda denotada por {(ukn
, ukn

)}
e (u0, u0) ∈ L2 × L2 tal que (ukn

, ukn
) → (u0, u0) em L2(0, 1) × L2(0, 1). O próximo passo

será mostrar que (u0, u0) ∈ A∞.

Sabemos que para cada n ∈ IN, (ukn
, ukn

) ∈ Aǫ,kn
, logo existe pelo menos uma

órbita completa limitada ψkn
por (ukn

, ukn
) através de Sǫ,kn

(t).

Para cada n ∈ IN, selecione uma órbita completa limitada, ψkn
, por (ukn

, ukn
).

Em seguida defina a aplicação

ψ0 : [0,∞) → L2(0, 1) × L2(0, 1)

dada por ψ0(t)
.
= T (t)(u0, u0). Note que

ψ0(0) = T (0)(u0, u0) = (u0, u0)

e

‖ψ0(t)‖2×2 = ‖T (t)(u0, u0)‖2×2 = ‖Tǫ(t)u0‖2 + ‖Tǫ(t)u0‖2 ≤ 2K1.

Agora considere a sequência {(u−1
kn
, u−1
kn

)} .
= {ψkn

(−1)}
n∈IN. Sabemos que {ψ−1

kn
} ⊂

∪k≥k0Aǫ,k, logo {ψkn
(−1)} é limitado em W 1,p

0 ×W 1,p
0 , e portanto podemos extrair uma

subsequência ainda denotada por {(u−1
kn
, u−1
kn

)} tal que

(u−1
kn
, u−1
kn

) → (u−1
0 , u−1

0 )

em L2(0, 1) × L2(0, 1) para algum (u−1
0 , u−1

0 ) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1). Defina

ψ1 : [0,∞) → L2(0, 1) × L2(0, 1)

dada por ψ1(t)
.
= T (t)(u−1

0 , u−1
0 ). É fácil ver que ψ1

1(t) = ψ1(t + 1) = ψ0(t) e que ψ1(t) é

limitado.

Assim, para cada r ≥ 2 inteiro, defina {(u−rkn
, u−rkn

)} .
= {ψkn

(−r)}
n∈IN. Novamente

existe (u−r0 , u−r0 ) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1) tal que

(u−rkn
, u−rkn

) → (u−r0 , u−r0 )

em L2(0, 1) × L2(0, 1). E mais uma vez podemos definir a aplicação

ψr : [0,∞) → L2(0, 1) × L2(0, 1)

dada por ψr(t)
.
= T (t)(u−r0 , u−r0 ). É fácil ver que ψrr(t) = ψr(t + r) = ψ0(t) e que ψr(t) é

limitado. Além disso, ψr(t+ 1) = ψr−1(t), para todo t ≥ 0.
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Agora defina ψ : IR → L2(0, 1) × L2(0, 1) por

ψ(t)
.
= valor comum de ψr(t+ r) para r ≥ −t.

Note que ψ(0) = ψ0(0) = (u0, u0), ψ(t+ s) = ψr(t+ s+ r) = T (t)ψ(s), para todo

t ≥ 0 e s ∈ IR. E para cada t ∈ IR

‖ψ(t)‖2×2 = ‖ψr(t+ r)‖2×2

= ‖T (t+ r)(u−r0 , u−r0 )‖2×2 ≤ 2N
1
2

Observe que N é uniforme pois os dados iniciais (u−rkn
, u−rkn

) ∈ Aǫ,kn
⊂ ∪k≥k0Aǫ,kn

e ∪k≥k0Aǫ,kn
é limitado em W 1,p

0 × W 1,p
0 . Além disso, ψr(t + r) = limn→∞ Sǫ,kn

(t +

r)(u−rkn
, u−rkn

), e como {Sǫ,kn
(t + r)(u−rkn

, u−rkn
)}
n∈IN é limitado em W 1,p

0 × W 1,p
0 visto que

está contido na união dos atratores então existe um elemento (α, β) ∈W 1,p
0 ×W 1,p

0 tal que

{Sǫ,kn
(t+ r)(u−rkn

, u−rkn
) ⇀ (α, β)

na topologia de W 1,p
0 ×W 1,p

0 . Pela unicidade do limite fraco temos que (α, β) = ψr(t+ r).

Logo,

‖ψ(t)‖W 1,p
0 ×W 1,p

0
≤ lim inf

n→∞
‖Skn

(t+ r)(u−rkn
, u−rkn

)‖W 1,p
0 ×W 1,p

0
≤M

para todo t ∈ IR e consequentemente ψ(t) ∈W 1,p
0 ×W 1,p

0 , para cada t ∈ IR.

Concluimos assim que por (u0, u0) passa uma órbita completa e limitada, ψ : IR →
W 1,p

0 ×W 1,p
0 dada por ψ(t) = ψr(t+ r) = T (t+ r)(u−r0 , u−r0 ). Logo, (u0, u0) ∈ A = Aǫ×Aǫ,

ou seja (u0, u0) ∈ A∞. Portanto {Aǫ,k}k é semicontinua superiormente quando k → ∞, na

topologia de L2(0, 1) × L2(0, 1).

Observação 4.7 Até o momento mostramos que

dW 1,p
0 ×W 1,p

0
(A∞, Aǫ,k) → 0 e dL2(0,1)×L2(0,1)(Aǫ,k, A∞) → 0

quando k → ∞, ou seja, a famı́lia {Aǫ,k} converge para o conjunto A∞, quando k → ∞, na

topologia de L2(0, 1) × L2(0, 1).

Para finalizar o caṕıtulo provaremos que tal continuidade ocorre também na topolo-

gia de W 1,p
0 ×W 1,p

0 . Começamos provando que a continuidade do fluxo também é válida na

topologia de W 1,p
0 ×W 1,p

0 . Considere a sequência {(ukn
, ukn

)}, a qual mostramos que con-

verge para (u0, u0) em L2(0, 1)×L2(0, 1). Como (ukn
, ukn

) ∈ Aǫ,kn
, e ∪Aǫ,kn

é limitada em

W 1,p
0 ×W 1,p

0 podemos extrair uma subsequência ainda denotada por {(ukn
, ukn

)} de modo

que (ukn
, ukn

) ⇀ (u0, u0) em W 1,p
0 ×W 1,p

0 . Segue da limitação de ∪Aǫ,kn
em W 1,p

0 ×W 1,p
0 ,

que toda a sequência converge fraco. Para garantir a continuidade do fluxo em W 1,p
0 ×W 1,p

0

resta provar que quando k → ∞,

‖ukn
‖W 1,p

0
→ ‖u0‖W 1,p

0
.
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De fato, como (ukn
, ukn

) ∈ Aǫ,kn
, segue pela invariância de Aǫ,kn

, que fixado t > 0,

existe, para cada kn ∈ IN, (ukn
, ukn

) ∈ Aǫ,kn
tal que

(ukn
, ukn

) = Sǫ,kn
(t)(ukn

, ukn
)

e por outro lado, como (ukn
, ukn

) ∈ Aǫ,kn
, existe (u0, u0) ∈ A∞ e uma subsequência ainda

denotada por (ukn
, ukn

) tal que

(ukn
, ukn

) → (u0, u0)

em L2(0, 1) × L2(0, 1). Pela continuidade do fluxo em L2(0, 1) × L2(0, 1)

Sǫ,kn
(t)(ukn

, ukn
) → T (t)(u0, u0)

Mas Sǫ,kn
(t)(ukn

, ukn
) = (ukn

, ukn
) → (u0, u0) em L2(0, 1) × L2(0, 1), logo T (t)(u0, u0) =

(u0, u0), pela unicidade do limite.

Por motivo de simplicidade vamos denotar (ukn
, ukn

) por (un, un), Sǫ,kn
(t)(ukn

, ukn
)

por (u(t), u(t)) e T (t)(u0, u0) por (w(t), w(t)). Assim,

〈ut − wt, u− w〉 + 〈−ǫ∆pu+ ǫ∆pw, u− w〉
= 〈fu− fw, u− w〉
+ 〈−k(u− u), u− w〉

e obtemos
1

2

d

dt
‖u− w‖2

2 + ǫγ0‖u− w‖p
W

1,p
0

≤ C‖u− w‖2
2

Integrando de 0 a t, com t ≤ t0 temos

ǫγ0

∫ t

0

‖u(s) − w(s)‖p
W

1,p
0

ds ≤ 1

2
‖uk − u0‖2

2 +

∫ t

0

C‖u(s) − w(s)‖2
2ds

e como

‖u(s) − w(s)‖2
2 → 0

pela continuidade do fluxo em L2(0, 1) × L2(0, 1) segue que

‖u(·) − w(·)‖p
W

1,p
0

→ 0

em L1(0, t0; IR) e portanto existe uma subsequência ainda denotada por (uk, uk) tal que

‖u(s) − w(s)‖p
W

1,p
0

→ 0

qtp em [0, t0]. Denote por A o subconjunto de [0, t0] onde

‖u(s) − w(s)‖p
W

1,p
0

→ 0.

Vamos provar que essa convergência ocorre para todo s ∈ (0, t0). Seja t ∈ (0, t0) \ A, fixo

mas arbitrário, e 0 < t1 < t < t0. Temos

|ψu(t) − ψw(t)| ≤ |ψu(t) − ψu(θ)|
+ |ψu(θ) − ψw(θ)|
+ |ψw(θ) − ψw(t)|
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Analisaremos primeiramente |ψw(θ) − ψw(t)|. Note que

|ψw(θ) − ψw(t)| =

∣∣∣∣∣

∫ θ

t

d

ds
ψw(s)ds

∣∣∣∣∣

≤ 3

2

∫ θ

t

‖wt(s)‖2
2ds+

1

2

∫ θ

t

‖fw(s)‖2
2ds

(4.21)

mas

‖fw(s)‖2
2 =

∫ 1

0

||w(s)|q−2w(s) − |w(s)|q+r−2w(s)|2dx

≤ ‖w(s)‖2q−2

W
1,p
0

+ ‖w(s)‖2q+2r−2

W
1,p
0

≤ C2

(4.22)

para todo s ≥ 0. Além disso, multiplicando a equação wt − ǫ∆pw = fw por wt obtemos

‖wt(t)‖2
2 +

d

dt
ϕ1
ǫw(t) =

d

dt
ϕ2w(t)

a qual integrando de 0 a t0 nos dá

∫ t0

0

‖wt(t)‖2
2 ≤ ǫ

p
‖u0‖p

W
1,p
0

+
1

q + r
‖u0‖q+rq+r + c

.
= C3

onde C3 é uma constante positiva dependendo apenas de ǫ, p, q, r, e ‖u0‖W 1,p
0

.

Temos ainda

〈wt(t+ h) − wt(t), w(t+ h) − w(t)〉
+ 〈−ǫ∆pw(t+ h) + ǫ∆pw(t), w(t+ h) − w(t)〉
= 〈fw(t+ h) − fw(t), w(t+ h) − w(t)〉

que integrando de s a t e usando a desigualdade de Gronwall resulta em

‖w(t+ h) − w(t)‖2
2 ≤ ‖w(s+ h) − w(s)‖2

2e
2Ct0 . (4.23)

Multiplicando (4.23) por
1

h2
e fazendo h→ 0 obtemos

‖wt(t)‖2
2 ≤ ‖wt(s)‖2

2e
2Ct0 . (4.24)

Fixe t e integre (4.24) de 0 a t. Assim temos

t‖wt(t)‖2
2 ≤

∫ t0

0

‖wt(s)‖2
2e

2Ct0ds ≤ C3e
2Ct0 . (4.25)

Portanto ‖wt(t)‖2
2 é limitado por uma constante que depende de t0, C, ǫ, p, q, r, e ‖u0‖W 1,p

0
.

Segue de (4.21), (4.25) e (4.22) que

|ψw(θ) − ψw(t)| ≤ C4|t− θ|

onde C4 é uma constante positiva. Por outro lado,

|ψu(t) − ψu(θ)| ≤
∫ t

θ

2‖ut(s)‖2
2ds

+
1

2

∫ t

θ

‖fu(s)‖2
2ds

(4.26)
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Como em (4.22) é fácil ver que ‖fu(s)‖2
2 é limitada. Além disso, multiplicando a

primeira equação de (Sǫ,k) por ut obtemos

‖ut‖2
2 +

d

dt
ϕ1
ǫu(t) =

d

dt
(ϕ2u(t) (4.27)

Integrando de t1 a t0 temos

∫ t0

t1

‖ut(s)‖2
2 ≤ c+

ǫ

p
‖u(t1)‖p

W
1,p
0

+
1

q + r
‖u(t1)‖q+rq+r (4.28)

Como ‖(u(t), u(t))‖W 1,p
0 ×W 1,p

0
é uniformemente limitada para todo t ≥ 0 segue que

∫ t0

t1

‖ut(s)‖2
2ds é limitada por uma constante que depende apenas de ǫ, p, q, r e k1.

Por outro lado, é fácil ver que

1

2

d

dt
‖u(t+ h) − u(t)‖2

2 ≤ C‖u(t+ h) − u(t)‖2
2 (4.29)

o qual integrando de s a t, com t1 < s < t < t0 e usando a desigualdade de Gronwall resulta

em

‖u(t+ h) − u(t)‖2
2 ≤ ‖u(s+ h) − u(s)‖2

2e
2C(t0−t1) (4.30)

Multiplicando (4.30) por
1

h2
e fazendo h→ 0 temos

‖ut(t)‖2
2 ≤ ‖ut(s)‖2

2e
2Ct0 (4.31)

Agora fixe t e integre de t1 a t0. Segue de (4.28) que ‖ut(t)‖2
2 é limitada para todo

t ∈ (t1, t0) e portanto a convergência em (4.26) fica provada.

Assim

ψu(t) → ψw(t)

para todo t ∈ (0, t0) e portanto

‖u(t)‖W 1,p
0

→ ‖w(t)‖W 1,p
0

como queŕıamos demonstrar.

Observação 4.8 Concluimos assim que dada uma sequência {(uk, uk)} com (uk, uk) ∈ Aǫ,k

para cada k existe (u0, u0) ∈ A∞ e uma subsequência ainda denotada por {(uk, uk)} tal que

(uk, uk) → (u0, u0)

em W 1,p
0 (0, 1) ×W 1,p

0 (0, 1). Logo pelo Lema 5.6 segue que a famı́lia de atratores {Aǫ,k} é

semicontinua superiormente quando k → ∞, na topologia de W 1,p
0 (0, 1) ×W 1,p

0 (0, 1).

Portanto podemos dizer que a famı́lia {Aǫ,k} se comporta continuamente quando

k → ∞, e seu limite é o conjunto A∞, ou seja, o limite em W 1,p
0 (0, 1)×W 1,p

0 (0, 1) de {Aǫ,k}
é um subconjunto do atrator do problema limite, a saber

A∞ = {(u, u);u ∈ Aǫ} ⊂ Aǫ ×Aǫ = A.
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4.3 ǫ-sincronização

O Teorema a seguir é o principal resultado deste caṕıtulo. Provamos neste teorema que o

sistema (Sn), veja introdução do Caṕıtulo 4, ǫ-sincroniza.

Teorema 4.6 Considere o sistema

(Sn)





unt = ǫn1 (|unx |p
n
1 −2

unx)x + |un|q
n
1 −2

un(1 − |un|r
n
1 ) − k(un − vn)

vnt = ǫn2 (|vnx |p
n
2 −2

vnx )x + |vn|q
n
2 −2

vn(1 − |vn|r
n
2 ) + k(un − vn)

onde (un(0, t), vn(0, t)) = (0, 0) e (un(1, t), vn(1, t)) = (0, 0) para todo t ∈ (0,+∞) e

(un(x, 0), vn(x, 0)) = (u0(x), v0(x)) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1), ǫni , k são constantes positivas,

qni ≥ 2 e pni > 2 e rni ≥ qni −2, para i = 1, 2 e para todo n ∈ IN. Se (ǫni , p
n
i , q

n
i , r

n
i ) → (ǫ, p, q, r)

quando n→ +∞ então, para k suficientemente grande a solução de (Sn) ǫ-sincroniza.

Demonstração: Pela semicontinuidade superior dos atratores An, dado η > 0 existe

n0 ∈ IN tal que para todo n ≥ n0

d(An, AL) <
η

10

Considere (u0, v0) ∈ L2(0, 1) × L2(0, 1). Como An é atrator, para cada n ∈ IN

existe tn > 0 tal que

Sn(t)(u0, v0) ∈ O η
10

(An)

para todo t ≥ tn. Assim, para cada t ≥ tn, existe (utn, v
t
n) ∈ An com

‖(un(t), vn(t)) − (utn, v
t
n)‖2×2 <

η

10

sendo (un(t), vn(t)) = Sn(t)(u0, v0).

Tome n ≥ n0. Então para todo t ≥ tn existe (ut0, u
t
0) ∈ A0 tal que

‖(utn, vtn) − (ut0, u
t
0)‖2×2 <

η

10
.

Logo, se n ≥ n0 e t ≥ tn temos

‖un(t) − vn(t)‖2 ≤ ‖un(t) − utn‖2 + ‖utn − ut0‖2

+ ‖ut0 − vtn‖2 + ‖vtn − vn(t)‖2

<
η

2

o que garante a ǫ- sincronicidade.



Caṕıtulo 5

Apêndice

Este caṕıtulo contém os principais resultados e definições usados nos caṕıtulos

anteriores.

Lema 5.1 (Lema 1.1, [29]) Sejam g, h, y, três funções positivas localmente integráveis

em (t0,+∞) tais que y′ é localmente integrável em (t0,+∞), e satisfaz

dy

dt
≤ gy + h

para t ≥ t0, onde
∫ t+r
t

g(s)ds ≤ a1,
∫ t+r
t

h(s)ds ≤ a2,
∫ t+r
t

y(s)ds ≤ a3, para t ≥ t0, onde

r, a1, a2, e a3 são constantes positivas. Então

y(t+ r) ≤ (
a3

r
+ a2) exp(a1)

para todo t ≥ t0.

Lema 5.2 (Lema 5.1, [29]) Seja y uma função positiva absolutamente cont́ınua em (0,+∞)

satisfazendo

y′ + γyp ≤ δ

com p > 1, γ > 0, δ ≥ 0. Então, para t ≥ 0,

y(t) ≤
(
δ

γ

) 1
p

+ (γ(p− 1)t)
−1

(p−1) .

Lema 5.3 (Lema 2.1, [28]) (i) Sejam u e v soluções fortes de (Pǫ) em [0, T ] com u(0) =

u0 e v(0) = v0, respectivamente. Então as seguintes desigualdades valem:

‖u(t) − v(t)‖2
2 + 23−pǫ

∫ t

0

‖ux(s) − vx(s)‖pp ds ≤ e2C0t ‖u0 − v0‖2
2

para t ∈ [0, T ], onde C0 = sup {f ′(u);u ∈ (−∞,+∞)} < +∞.

(ii) Cada solução forte u de (Pǫ) em [0, T ] com u(0) = u0 satisfaz

ǫt ‖ux(t)‖pp + p

∫ t

0

s ‖ut(s)‖2
2 ds ≤ C1(t+ ‖u0‖2

2)

108
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para todo t ∈ [0, T ]. Em particular, se u0 ∈W 1,p
0 , então

ǫ ‖ux(t)‖pp + p

∫ t

0

‖ut(s)‖2
2 ds ≤ ǫ ‖u0x‖pp + C2 ‖u0‖q+rq+r + C3

para todo t ∈ [0, T ], onde Ci (1 ≤ i ≤ 3) são constantes positivas dependendo apenas

de p, q e r.

Teorema 5.1 (Teorema 2.1, [28]) Para qualquer u0 ∈ L2, existe uma única solução forte

u(·) de (Pǫ) em [0,+∞) com u(0) = u0 satisfazendo

u ∈ C((0,+∞);W 1,p
0 )

t
1
2ut(t) ∈ L2(0, T ;L2) para cada T > 0.

Lema 5.4 (Lema 2.2, [28]) A famı́lia
{
S(t) : L2 → L2; t ≥ 0

}
tem as seguintes propriedades:

(i) Para cada t > 0, R(S(t)) ⊂W 1,p
0 ;

(ii) Para cada t ≥ 0, S(t) é cont́ınuo de L2 em L2;

(iii) Para cada u0 ∈ L2, S(·)u0 é cont́ınuo de [0,+∞) em L2;

(iv) S(0) = I, onde I denota o operador identidade;

(v) S(t)(S(τ)u0) = S(t+ τ)u0 para todo u0 ∈ L2 e t, τ ≥ 0.

Lema 5.5 (Desigualdade de Tartar) Seja p ≥ 2. Então, para todo a, b ∈ IRm, m ∈ IN

〈‖ a ‖p−2 a− ‖ b ‖p−2 b, a− b〉 ≥ γ0 ‖ a− b ‖p

onde γ0 é positivo e depende apenas de p e de m.

Se 1 < p < 2 então para todo a, b ∈ IRm

〈‖ a ‖p−2 a− ‖ b ‖p−2 b, a− b〉 ≤ γ1 ‖ a− b ‖p

onde γ1 depende apenas de p e de m.

Teorema 5.2 (Teorema 2.2, [19]) Seja {Vt; t ∈ IR,X} um semigrupo de classe k. Suponha

que ele é ou dissipativo ou limitado e ponto dissipativo. Então {Vt; t ∈ IR,X} tem um atrator

global minimal M, o qual é compacto e invariante.

Teorema 5.3 (Teorema 2.3, [19]) Suponha que o semigrupo {Vt; t ∈ IR,X} pertence à

classe k e γ+(x) é limitado para qualquer x ∈ X. Se para este semigrupo existe uma “boa”

função de Lyapunov, então o atrator global minimal M̂ é não-vazio e coincide com o conjunto

Z de todos os pontos estacionários.

Teorema 5.4 (Teorema 5.1, [21]) Sejam A0, A, A1 espaços de Banach com A0 e A1

reflexivos e a imersão A0 → A compacta. Se 1 < p0, p1 < +∞, então a imersão de V em

Lp0(0, T ;A) é compacta, onde o espaço

V
.
= {v ∈ Lp0(0, T ;A0) e

dv

dt
∈ Lp1(0, T ;A1)}

é munido da norma ‖v‖V .
= ‖v‖Lp0 (0,T ;A0) + ‖dv

dt
‖Lp1 (0,T ;A1) e T é finito.
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Definição 5.1 (Definição 3.1, [4]) Seja A um operador de H e f ∈ L1(0, T ;H). Chama-

mos de solução forte da equação
du

dt
+ Au ∋ f toda função u ∈ C([0, T ];H), absolutamente

cont́ınua sobre todo compacto de (0, T ), verificando u(t) ∈ D(A) e
du

dt
(t) +Au(t) ∋ f(t) qtp

em (0, T ).

Dizemos que u ∈ C([0, T ];H) é solução fraca da equação
du

dt
+Au ∋ f se existem

sequências fn ∈ L1(0, T ;H) e un ∈ C([0, T ];H) tais que un é uma solução forte da equação
dun
dt

+Aun ∋ fn, fn → f em L1(0, T ;H) e un → u uniformemente em [0, T ].

Teorema 5.5 (Teorema 3.6, [4]) Seja f ∈ L2(0, T ;H), então toda solução fraca da equa-

ção du
dt

+Au ∋ f , onde A é um operador maximal monótono, é uma solução forte e
√
tdu
dt

(t) ∈
L2(0, T ;H).

Definição 5.2 (Definição 1.1, [7]) Por semicontinuidade superior e inferior de uma famı́-

lia de conjuntos {Aλ}λ∈Λ em λ = λ0 entendemos o seguinte

• Dizemos que {Aλ} é semicont́ınua superiormente em λ0 se supxλ∈Aλ
d(xλ, Aλ0

) → 0

quando λ→ λ0;

• Dizemos que {Aλ} é semicont́ınua inferiormente em λ0 se supx∈Aλ0
d(x,Aλ) → 0

quando λ→ λ0.

Lema 5.6 (Lema 1.1, [7]) Seja {Aλ}λ∈Λ como na definição 5.2

• Se qualquer sequência {xλn
} com xλn

∈ Aλn
, λn → λ0, tem uma subsequência con-

vergente com limite pertencendo a Aλ0
, então {Aλ}λ∈Λ é semicont́ınua superiormente

em λ0;

• Se Aλ0
é compacto e para qualquer x ∈ Aλ0

existe uma sequência {xλn
} com xλn

∈
Aλn

, λn → λ0, que converge para x, então {Aλ}λ∈Λ é semicont́ınua inferiormente em

λ0.

Proposição 5.1 (Proposição 14, [20]) Dada uma sequência equicont́ınua de aplicações

fn : M → N , onde M e N são espaços métricos, suponhamos que, para cada x ∈ M , o

conjunto {fn(x);n ∈ IN} tenha fecho completo em N . Se (fn) converge simplesmente num

subconjunto denso D ⊂ M então (fn) converge uniformemente em cada parte compacta de

M .
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[12] GENTILE, C. B. Problemas parabólicos quasilineares com parte principal
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