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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de reacao e difusdo governado pelo p-
laplaciano com p > 2 e analisamos propriedades de continuidade do conjunto equilibrio
com relagao ao parametro de difusao. Além disso consideramos sistemas nao identicamente
acoplados e obtemos propriedades de sincronicidade e a continuidade da familia de atratores

com relagao ao parametro de acoplamento.



Abstract

In this work we study a reaction diffusion problem governed by the p-laplacian
with p > 2 and we analyze properties of the continuity of the set of equilibria with respect
to the diffusion parameter. We also consider coupled non-identical systems and we obtain
properties about the synchronicity. Moreover we prove the convergence of the attractors

with respect to the coupling parameter.
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Introducao

No inicio da década de 70, os matematicos Chafee e Infante descreveram completamente em

[9] 0 esquema de bifurcacédo e o quadro de estabilidade dos equilibrios do problema semilinear

U — €Upy = u—u®,  (2,1) € (0,7) x (0, 4+00)
(CI) S w(0,t) =u(m,t) =0, 0<t<+oo
u(z,0) = up(x), =z € (0,m).

Através do método “time-map”, que ajusta a velocidade inicial de um problema de Cauchy
a fim de garantir as condigoes de fronteira desejadas, provaram que para valores fixos de
e > 0, as solugoes estaciondrias de (CT) sdo finitas e bifurcam da solugdo nula aos pares
em cada ponto de uma sequéncia decrescente {e,}, cada novo par simétrico com relagao
ao eixo das abscissas e contendo uma raiz a mais que o par anterior, de forma que quando
€, — 0 0 nimero de solugdes estaciondrias de (CT) tende a infinito. Sendo (CI) pertencente
a uma classe de problemas na qual as trajetorias tendem assintoticamente para pontos de
equilibrio quando t — oo, e também quando ¢t — —oo no caso de trajetérias completas, o
conhecimento detalhado das solugoes estacionarias é um trunfo no entendimento do atrator
que, para esta classe de problemas, os sistemas gradientes [15], é exatamente o conjunto
de todos os equilibrios reunidos com as trajetérias completas que os conectam. Além das
propriedades de estabilidade de cada solugao estaciondria, sabe-se ainda que o nimero de
oscilagoes (o “lap-number”) de cada solugao de (CT) é nao crescente ao longo de érbitas [22],
de forma que é conhecido também o sentido das trajetorias que conectam dois equilibrios e,
tao detalhado é o entendimento que se tem deste problema que, D.Henry, ao cita-lo como
um exemplo em [17], refere-se a ele como a “jéia de sua colegio”.

Mais recentemente os matemdticos Takeuchi e Yamada fizeram em [28] uma de-
scricao igualmente detalhada do esquema de bifurcacao e do quadro de estabilidade dos

equilibrios do problema quasilinear
Ut — 6(|unc|p72 ur)r = |u|q72 u(l - |u|r)7 (l’,t) € (07 1) X (07 +OO)
(P) S w(0,t) =u(1,t) =0, 0<t<+oo
u(z,0) = uo(z), =z €(0,1)
ondep >2,g>27r>0ee>0,levando em consideracao as relagoes entre p e g. Denotando

por E. o conjunto de equilibrios do problema quasilinear (P.) que também descreve um

11
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sistema gradiente, tem-se que

e se p > ¢q, E. é um conjunto infinito qualquer que seja € > 0 e é discreto apenas para

valores suficientemente grandes de ¢;

e se p < ¢, F. é um conjunto finito para valores grandes de € e infinito para e suficien-

temente pequeno.

No caso particular em que p = ¢ existem semelhancas notaveis entre os dois
problemas, especialmente no que se refere as propriedades de estabilidade dos equilibrios.
Em ambos os casos a solugao nula é assintoticamente estavel para valores grandes o suficiente
do parametro de difusao € e passa a ser instdavel assim que bifurcam as primeiras solugoes
nao nulas. Estas por sua vez sao assintoticamente estaveis enquanto existirem, e as demais
solugoes estaciondarias sao instaveis nos demais casos.

A principal diferenca entre os dois problemas é que, embora o nimero de elementos
no conjunto equilfbrio de (CI) tenda a infinito quando a difusao vai a zero, ele permanece
discreto, pois os equilibrios bifurcam da solugao nula dois a dois. J& no caso quasilinear
o conjunto equilibrio pode conter componentes conexas com a cardinalidade do continuum
se o coeficiente de difusao nao for suficientemente grande. Isso ocorre porque as solugoes
do problema estaciondrio associado a (P,) podem atingir seus extremos em 1 e —1, que
anulam o lado direito da equagao em (P,). Sendo assim, as solugdes equilibrio podem formar
patamares quando atingirem estes valores e, embora a soma dos comprimentos de todos os
patamares deva ser constante, ela pode ser livremente distribuida entre eles. Dessa forma
pode haver um continuum de possibilidades para as solugoes equilibrio com um mesmo
numero de raizes. Isso nao ocorre no problema semilinear porque o “x-tempo” que um
equilibrio de (CT) levaria para atingir seus extremos em 1 ou —1 néo é finito.

Apesar disso, sabe-se que também em (P, ), para cada valor fixo de ¢ existem finitas
componentes conexas de F., cada componente contendo solugoes com o mesmo nimero de
raizes, as componentes bifurcam aos pares da solugao nula, e o atrator é a reuniao (finita) dos
conjuntos instaveis das componentes conexas de F, ou seja, o atrator é neste caso também
a reunido de E. e as trajetdrias completas que conectam suas partes conexas, [28, 18]. Foi
também provado em [13] que o “lap-number” de cada solugdo de (P.) é nao crescente ao
longo de drbitas se os dados iniciais sao fungdes continuas e em [5] mostra-se que, de fato, o
problema (CT) pode ser obtido como um limite do problema (P.) quando p | 2 e que, para
cada valor fixo de € o conjunto E. se comporta continuamente com relagao a p, passando
sempre a ser discreto a uma distancia positiva de p = 2.

Assim, dada a profusdo de questoes interessantes que podem ser feitas acerca do
problema (P,) com inspiragdo em (CI), o texto [28] cujo conteddo apresentamos sucin-
tamente no primeiro capitulo deste texto, foi a base do trabalho que a partir de agora

passamos a descrever. Primeiramente investigamos as propriedades de continuidade de (P.)
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com relagao a € e mostramos que o fluxo é continuo e os atratores sao semicontinuos superi-
ormente nas topologias de L2(0,1) e W, ?(0,1). Além disso os conjuntos de equilibrios {E,}
comportam-se continuamente com relacao a €, exceto no caso particular em que p < ¢, no
qual a semicontinuidade inferior deixa de ocorrer a direita em cada ponto de uma sequéncia
{AMi(a*)}i>1, onde bifurcam pares de equilibrios isolados com [ raizes.

Todas as propriedades de continuidade descritas acima sao motivadas pela per-
gunta: os atratores deste problema comportam-se continuamente com relacao ao parametro
€? Procuramos concentrar nossa atencao no caso particular p = ¢, com o parametro de
difusdo restrito a um intervalo dentro do qual todos os problemas (P.) possuem apenas trés
equilibrios. Nossa idéia era buscar a semicontinuidade inferior através de uma propriedade
de equi-atratividade, conforme é sugerido em [10], onde prova-se que, sob determinadas
hipéteses no fluxo, uma familia de atratores a um parametro € sera continua se o tempo
de atragao de cada limitado puder ser escolhido uniformemente em €. Infelizmente nao ob-
tivemos uma resposta para esta questao, mas apresentamos brevemente no Capitulo 3 uma
demonstracao de que, com excegdo do tnico equilibrio instével (o equilibrio nulo), todos os
pontos possuem vizinhancas que sao equi-atraidas. Assim, para concluir a continuidade dos
atratores neste exemplo especifico, deve-se questionar se existe uma vizinhanca do zero que
seja também equi-atraida. Claramente uma resposta afirmativa para esta questao poderia
ser obtida através de um processo de linearizacao ao redor da origem e a obtencao de uma
propriedade local de continuidade do conjunto instdvel do zero, como usualmente se faz nos
problemas semilineares. No entanto orientamos nossa investigagao na busca de uma solugao
alternativa e, embora tenhamos atingido uma compreensao significativa do problema, nao
alcangamos a sua conclusao.

O quarto capitulo deste texto pode ser lido quase que isoladamente embora envolva
algumas referéncias aos capitulos anteriores. No entanto essencialmente ele é auto-contido.
Nesta parte do trabalho nossa atengao se volta para um sistema envolvendo duas equagoes
como as que foram consideradas anteriormente, mas entrelagadas por um termo de acopla-

mento. Mais precisamente consideramos um problema da forma

wp = e (" ) e A | (L= ) = Rt = o)

B ([P PR 00, 4 0% 2o (1 — ™7E) 4 k(u® — o)

(Sn)

n
Uy

em V[/'Ol’p1 (0,1) x Wol’p2(0, 1), onde €?, k s@o constantes positivas, ¢ > 2, r* > ¢ — 2 e
pl > 2, para i = 1,2 e para todo n € IN. Nossa preocupagao ao analisar (S,) foi constatar
se o sistema apresenta o fenémeno conhecido por e-sincronizagao [6], ou seja, se fazendo
e — €, p —p,q —q, r; —r,quando n — oo para ¢ = 1,2, dado n > 0, existe ngp € IN
tal que

limsup [[u"™(t) — v" (t)||£2(0,1) <N Vn > ng

t—oo

o que de fato ocorre. Este ajuste no tempo em sistemas acoplados foi descrito em um grande
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numero de trabalhos, entre os quais citamos [26, 16, 6].

Neste texto, nés primeiramente exibimos um resultado de existéncia de solugao
global para (.5,,), mostramos que se trata de um sistema gradiente, e que os atratores que
portanto existem sao semicontinuos superiormente com relagao a n, sendo que o sistema

limite é dado por

(spd T (ual" wa)o + [ul” u(1 — ul") = k(u— )
ve = el vp)e + 0|7 u(1 = Jol") + k(u— v)

A e-sincronizacdo em (S,) é demonstrada usando-se a semicontinuidade superior dos atra-
tores de (S,) com relagdo a n e a sincronicidade propriamente dita em (SL). Este tltimo
sistema (SL) estd fortemente conectado com o problema (P,.). Nds mostramos que o con-
junto das solugdes estaciondrias E.  de (SL) é dado pela diagonal de E. x E, onde E, é o
conjunto equilibrio de (P.), para cada valor de € e para qualquer k suficientemente grande,
isto é, Ec, = {(¢,6),6 € E.} e as propriedades de estabilidade de ¢ sao herdadas pelo
equilibrio (¢, ¢) de (SL). Além disso mostramos que a familia de atratores é continua com
relagdo ao parametro de acoplamento k.

No final deste texto encontra-se um apéndice com os principais resultados usados
ao longo do trabalho.

Abaixo segue a notacdo que utilizaremos:

L? denota o espago das fungoes LP(0,1), para p > 1;

|- ||, denota a norma em LP(0,1);

e (-,-) denota o produto interno em L?(0,1);

W,* denota o espaco de Sobolev Wy (0,1) munido da norma |zl p;

e (u) é uma aplicagio convexa, prépria e semicontinua inferiormente, de L? em (—oo, +0oc]

dada por ifol |ug(x)|Pdz e a subdiferencial de 1), é O (u) = —eA,(u).



Capitulo 1

O Problema de Takeuchi e

Yamada

Em [28] os autores consideram o seguinte problema

up = (el up)e + [ul* " u(l = [ul"), (1) € (0,1) x (0,400)
(Po)§ w(0,t) =u(l,t) =0, 0<t<4oo
u(z,0) = up(z), =€ (0,1)

onde p>2,¢g>2r>0ee>0,etambém o problema estacionario associado a (P.)

e(|62]" 2 du)o + 01" 2 (1~ |¢]") =0, € (0,1)

(SF)
¢(0) =¢(1) =0

Neste trabalho primeiramente mostra-se que o problema (P.) gera um sistema
dinamico em L? e que, para cada ug € L2, o conjunto w-limite de ug, w(ug), estd contido no
conjunto F. das solugdes de (SP.). Em seguida os autores analisam a estrutura do conjunto
de todas as solugoes estaciondrias para cada valor real do pardmetro €. Este estudo é feito
pelo método time-map que consiste basicamente em adequar a velocidade inicial em um
problema de valores iniciais a fim de realizar a condi¢do de fronteira em (SP.). Ou seja,

considera-se o problema

e(|62" 2 du)o + 101" 2 0(1 — |¢]") =0, =z € (0,+00)

(p.v.i) _2
#(0) =0,  [$2(0)]""¢,(0) =

e procura-se determinar os possiveis valores de a para que a solu¢do do (p.v.i.) satisfaga
#(1) = 0 e consequentemente seja uma solugdo do problema de valor de fronteira (SP:).
Faremos uma descrigao bastante sucinta dos resultados em [28] com o objetivo de apresentar
o trabalho e estabelecer a notagdo que sera usada posteriormente, em especial no Capitulo
2, Secao 2.2, onde faremos um estudo das propriedades de continuidade dos conjuntos de

equilibrios com relacao a e.

15



16

Assim, multiplicando a equagado (SP.) por ¢, e integrando de 0 a = obtemos a

equacao de energia
@ Dig,pp + F(9) = arts L0
onde F(u) = [ f(s)ds e f(s) = [s|72s(1 — [s]").

E f4cil ver que se ¢ é solugao de (SP,) entdo —¢ também é, e se ¢ # 0 é solugao
de (SP.) entdao ¢,(0) # 0. E como procura-se por solugoes de (SP.) nao nulas é suficiente
estudar solugoes do (p.v.i.) com ¢, (0) > 0.

Analisando a equagdo de energia, para cada ¢ > 0 encontramos um valor «a. tal
que s6 é possivel encontrar solugdo de (SP.) se o < ..

Seja ¢(-, &) uma solucio do (p.v.i.) com “velocidade inicial” |¢,(0)|72¢,(0) = a.

Define-se a aplicagao time-map de (0, o] em (0, +o0] por

X(a) = inf{x € (0,400); ¢ (x,a) =0}
oNE [P dt (1.1)
— (=D
(=5%) / (F(¢a) = (1))
onde ¢, e a, sao dados por

_dp=b), e

F(1) = ) |ae] (1.2)

F(g) = Lot (1.9

com 0 < ¢ < 1.

Em palavras, ¢, é o valor méximo que a solugao do (p.v.i.), ¢(-, @), atinge e . é
a “velocidade inicial” necessdria para a solugdo do (p.v.i.) atingir o maximo em 1. J4 X («)
é o x-tempo necessdrio para que a solugdo ¢(-, &) atinja seu primeiro ponto de maximo.

Desta forma é conveniente estudar a aplicagao

para a € (0, 1].

Temos o seguinte resultado

Lema 1.1 Para qualquer p > 2 e q > 2, I(-) € continuo em (0,1]. Em particular, I(1) =
lim,_,;- I(a) € finito. Além disso, I(-) tem as sequintes propriedades:

i) Parap > q, I(-) € estritamente mondtona crescente e

lim I(a) =0

a—07t
11) Para p = q, I(-) € estritamente mondtona crescente e
1
lim I(a) = Iy =p» / (1—7)7 dt
a—07t 0
1it) Para p < q, existe a* € (0,1) tal que I(-) € estritamente mondtona decrescente

em (0,a*) e estritamente mondtona crescente em (a*,1). Além disso, I(-) satisfaz

lim I(a) =400

a—0t
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Observagao 1.1 a* independe de €, e a..

Seja Y (a) a distancia entre dois zeros adjacentes de ¢(-, o).

Se a € (0, are) temos

Ve =2 =2 (0 )

e se a = e, ¢(-,a) é expresso da seguinte forma

d(z,ae) =0, para =0 e z=2X(a)+b
0<¢(z,a) <1, para z€ (0,X(ae)) U (X(ae)+b,2X(ce)+ )
o(z ) =1, para z € [X(ae), X (ac) + 1]

onde b > 0 é qualquer.

Logo é natural pensar que Y (a.) é multivoco com
Y(ae) € 20 p1(1), +00)

1
onde C , = (E(pp%l)) "
Usa-se Y () para procurar as solugdes estaciondrias.
Veja a Figura 1.1, um esbogo de Y(a) quando p > ¢, p = ¢ e p < ¢, onde

Yo = 2Ccplo e Y = 2C, ,1(1).

p>4q pb=q p<gq

Figura 1.1:

Observagao 1.2 a. e o* dependem de €, sendo que o € tal que o = a* (altura mdzima

atingida por um equilibrio com velocidade inicial o), e a* independe de e.
Denotamos por

El'={¢pcE;¢ tem [ raizesem (0,1) e ¢,(0)>0}

—E'={¢€E;¢ tem | raizesem (0,1) e ¢.(0)<0}={—¢;¢cE'}

paral=0,1,...e

coma€ (0,1l e k=0,1,....
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Observagao 1.3 Como I(1) < 400 e f(£1) =0, se ¢(-, ) atinge 1 ou —1, entdo ¢(-, )

pode permanecer igual a 1 por um tempo arbitrdrio.

Dessa forma se ¢ € E. entdao ¢ deve oscilar entre [—1,1] de acordo com sua
quantidade de raizes, desde que ¢(0) = ¢(1) = 0.

Assim se denotarmos por n o nimero de raizes de ¢ em (0,1), entdo a seguinte
relagao deve ser satisfeita

2(n+ D)X (ae) + TP =1 (1.4)

onde T'P denota o tempo de parada, ou seja a medida do conjunto {z;|¢(x)| = 1}.

Lema 1.2 ¢(-,a) € E! se, e somente se, exvistem constantes C; € Y (a), parai=1,2,... 1+

1 de modo que Ziii C; =1, para todo | € IN*.
Teorema 1.1 Seja p > q. Para cada € > 0 temos
E. = {0} UUZ{£E{}
onde cada E! satisfaz as sequintes propriedades:
o B0 ={¢%}, para e > 0;
o see> (1) paral =1,2,..., entio E' = {¢'};
e se0<e< \N(1) paral =1,2,..., entdo existe uma bijecio entre E' e [0,1]".

Observagao 1.4 Note que para todo € > 0 e para cadal = 1,2, ..., existe v tal que ¢(-, ) =
¢ € E..
Teorema 1.2 Seja p = q e defina

p _
M= —2(k+1)IH)?
k p—l(( +1)1o)
para k =0,1,.... Entao temos

e see> )\ entao E. = {0};

o se A1 < € < A\, entdo
Ec.={0} UUo{£E!}

onde E. tem as propriedades do Teorema 1.1.
Teorema 1.3 Seja p < g e a™ a constante dada no Lema 1.1. Entao

o se > No(a*), entao E. = {0};
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o se A\p(a*) > € > Apri(a®) entao
Eo = {0} UUL {+E!)
onde Ei = {wi} U Fel e Fel tem as sequintes propriedades para l =1,2,... k,
a) se e = \(a*), entdo F! = {¢!};
b) se A\i(a*) > € > N(1), entdo F' consiste de um tinico elemento ¢';

c) se M(1) > € > 0, entdo existe uma bijecio entre F! e [0,1].

A terceira e ultima parte do artigo trata da estabilidade de cada solucao esta-

clonaria. Temos

Teorema 1.4 1. Para p > q, a solucao trivial é instavel.

2. Para p = q, a solucdo trivial é assintoticamente estdvel para A > Ao e instdvel para

A< Ag.
3. Para p < q, a solugdo trivial € assintoticamente estdvel.

Teorema 1.5 1. Para cadap > 2 e q > 2, ¢ € assintoticamente estdvel para A > \o(1)

e atrativa para A < Ag(1).
2. Para p < q, YS € instdvel para X < \g(a*).

Teorema 1.6 Qualquer ¢, ¢4 e GL, 1 =1,2,... € instdvel.



Capitulo 2

Propriedades de Continuidade
de (F;)

Neste capitulo mostramos primeiramente que o semigrupo {S.(t)} associado a (P.) é continuo
com relagdo a €, possui atrator global compacto A, e a familia {A.} é semicontinua superi-
ormente em L2 e VVO1 P em cada € > 0. Em seguida, na Secdo 2.2 analisamos a continuidade
do conjunto das solucbes estacionarias E. e verificamos que a semicontinuidade superior
sempre ocorre, qualquer que seja € > 0 e qualquer que seja a relagao entre p e g. No entanto
a semicontinuidade inferior & direita do conjunto dos equilibrios deixa de ocorrer no caso
em que p < ¢ em cada ponto da sequéncia {\;(a*)};>1 que determina o surgimento de um

equilibrio isolado com [ raizes conforme descrito no Teorema 1.3.

2.1 Existéncia e semicontinuidade superior dos atratores

Sejam €, € nimeros reais positivos e considere o intervalo fechado [¢,¢] C (0,400). Os
, . . . .. ~ ~ 1 .

préximos dois lemas exibem limitagdes para as solugoes de (P.) em L? e WP, uniformes

em [¢,¢]. Estas estimativas serdo usadas posteriormente para se obter existéncia de atrator,

continuidade do fluxo e semicontinuidade superior dos atratores.

Lema 2.1 Seja u¢ solugdo de (P.) com dado inicial ug € L?. Entdo para cada § > 0 eriste

uma constante positiva K(0) tal que
[us(®)lly < K(6)

para todo t > 0, € € [¢,€] e para todo dado inicial ug € L*. Além disso, dado B C L?

limitado, existe K1 > 0 tal que
[us(B)l, < Ka

para todo t > 0, € € [¢,€] e ug € B.

20
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Demonstragao: Se u° é solucao de (P;) entao
uf (@, t) = e(fug (@, )17 ug (2, ) + |u (2, 8) " u (2, 0)(1 = [u(z,1)|")

para (z,t) qtp em (0,1) x (0,+00). Assim, dado qualquer s > 0, multiplicando a equagao
acima por u¢(s) obtém-se com o auxilio da Desigualdade de Young que

1d
2ds

,
g+

€ 2 €
lu($)llz < —ellu($)l5y20 + (2.1)

Entao pelo Lema 5.2

2 2
para todo t > d§ e podemos definir K(J) = (ﬁ) "+ (ﬁ) " Observe que K(4)

independe dos dados iniciais e é uniformemente escolhido para e em [€, €.
Por outro lado para se obter uma estimativa em L? que seja valida para todo
t > 0, deve-se proceder da seguinte forma: integrando (2.1) de 0 a ¢, com t < § obtém-se

s 1*
¢ < 2 < K.
ool < {uoll + 251 < i

Observe que K; pode ser tomado uniforme para dados iniciais em limitados de
L?, e € [¢,d et €[0,6]. Defina K1 = max {K(§),K;}. Portanto dado B C L? limitado,
luc(t)]l, < K1, para todo ¢t > 0, uniformemente em [¢, €] e para dados iniciais em B. |
Para obtermos uma estimativa em WO1 P considere as aplicagoes ! e ? definidas

respectivamente por

1 1

1
E/ \ux(x)|pdx+7/ lu(z)| " de, ue Wy
PJo q+7Jo

400, caso contrario,

1, -
@eu_

1 1
5 . 7/ |u(z)|9dx, we L4
pu = qJo

00, caso contrario.
O Problema (P.) pode ser colocado na forma abstrata

W) + dph(u(t) — 0p(u(r)) =0 (22)

onde dp! e dp? sdo as subdiferenciais de ! e p? respectivamente.
Observagao 2.1 Ezistem constantes 0 < ¢y < 1 e ¢ > 0 dependendo apenas de q e r tais
que
¢*(u) < cope (u) + ¢
qualquer que seja u € Wol’p, e para todo € > 0. De fato, através da Desigualdade de Young

€ facil ver que para u € Wol’p en > 0 qualquer,

1
P*(u) = QHHIIZ

T a+r

€ 1 .
——— e (=P, + ullf1).
o= T (p lullgys + o Nellas

IA
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q

Agora basta escolher n tal que 0 < n < (%)QT e definir co = qn ¢ ec =

,
(q+7)(gn)*
Lema 2.2 Seja u¢ solugio de (P.) com dado inicial ug € WyP. Dado B C Wy™P limitado,

existe uma constante Ko > 0, independente de €, tal que
Ju (Ol < K

para todo t > 0, € € [¢,€¢], e ug € B.

€

(Z (t) e integrando de 0

Demonstragao: Se u€ é solugao de (P.) multiplicando (2.2) por

a t obtém-se com o auxilio da observacao anterior a desigualdade

/0 s ()2 dr + (1 — co)l (u(£)) < o (o) + ¢

para todo € > 0 e portanto,
1
(pe(uo) +e)p |
us(t p S ———=) =K
o Ol < { S 2
onde K5 é uma constante positiva dependendo apenas de p, q, r, €, e da norma do dado
inicial. Observe que K5 pode ser tomada uniformemente para dados iniciais em limitados

de WP e e € [¢6. [

Observacao 2.2 Segue do Lema 5.3 que dado B C L? limitado e § > 0 existe uma constante
Ky = Ky(B,6) > 0, independente de e, tal que

o g < o
para todo t > §, € € [é,€], e ug € B.

Observagao 2.3 Segue do Lema 5.3 e da primeira afirmagdo do Lema 2.1 que dado § > 0

existe uma constante positiva K3 = K3(8) > 0 tal que
()0 < K
para todo t > 6, € € [¢,€] e qualquer que seja o dado inicial ug € L?.

O préximo passo serd mostrar que existe atrator para o problema (P,.) em L? e em
Wol’p. Pelo Teorema 5.1 podemos definir uma familia de aplicagoes {Se(t) cL? — L%t > O}
como segue

Se(t) : ug — ult;ug)

para cada ug € L2, onde u(-;ug) denota a solugio forte de (P.) com u(0) = uy em [0, +00).
Segue do Lema 5.4 que {Sg(t) (L2 L2t > O} é um semigrupo associado ao problema
(P.), e entdao por [19], veja Teorema 5.2, para garantir a existéncia de atrator em L? basta
provarmos que {Sc(¢)} é de classe k e dissipativo. O Lema 2.1 garante a dissipatividade de
{S.(t)} em L? e portanto resta apenas mostrar que o semigrupo é de classe k. Comecamos

enunciando o seguinte lema cuja demonstracao encontra-se em [8].
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Lema 2.3 Seja K uma aplicagao continua em um espago métrico X e W um subconjunto

denso de X. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

e i) para cada bola aberta Bx(r) a imagem K (Bx(r) N W) é precompacta em X ;

e i) para cada subconjunto limitado B de X, a imagem K (B) é precompacta em X.
Usaremos também o seguinte lema para obten¢ao da compacidade:

Lema 2.4 Seja f definida em A C L? dada por f(s) = |s|772s—|s|9T"=2s, com q > 2,7 > 0

e A tal que f(A) C L?. Entdo quaisquer que sejam u,v € L?, (f(u)—f(v),u—v) < Cllu—v|3

qt+r—2
onde C = %
q+r—2
Demonstragao: Seja f : IR — IR dada por f(s) = [s|97%s — |s|9T""2s. Derivando f
obtemos

Fi(s)=(a=1)Is|"* = (g +r—1)|sT"" (2.3)

Usando a Desigualdade de Young no primeiro fator em (2.3) temos

F'(s) = (g=1)s|172 = (g +r —1)|s]atr—2
+T 2 B
< gmmsle-1)7 +q+r 2 |s|TH 2 — (g 47 — 1)|s[a+T 2 (2.4)
atr—2 —r®—2qr+4q+3r—4 _
= q+:_2(q_1)q T —|—( ¢ =r q+q:’_2q r )|s|q+r 2

Agora observe que
1. ¢> —4q+4=(qg—2)% >0, portanto ¢> + 4 > 4q
2.3<2¢<2q+7rpoisr>0eq>2. Logo3dr <r(2q+r)=r?+2qr
Segue das observacdes feitas acima que 4q + 3r < ¢% + 4 + r2 + 2¢r e portanto
4g+3r—¢> —4—r>—2gr <0 (2.5)

Assim, de (2.4) e (2.5) temos

)w n (—g®—r?—2qr+4q+3r—4) |s|atr—2

f'te) afr=2 (2.6)

IN

q+:—2(q7
e

IN

q+:72 (q
para todo s € IR.

Logo pelo Teorema do Valor Médio, dado x € (0,1), se u,v estdo definidas em z,

existe o, € (min{u(x),v(x)}, max{u(z),v(z)}) tal que f(u(z)) — f(v(z)) < f(oz)(u(x) —
v(z)) e portanto

(f(w) = f(v),u—v)

Jo (F(ulz)
= fo "(02)(
fo (u(z) —
Cllu—vl3

) = f(w(@)))(u(z) —v(z))dz
u(z) = v())*dx
v(@))*da

IN

A demonstragao do préximo lema é baseada na demonstragdo do Lema 15, [12].
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Lema 2.5 Seja {S.(t)} o semigrupo associado ao problema (P.) em L*. Entdo
S.(t): L* — L?
€ uma aplicagao compacta para cada t > 0.
Demonstragao: Seja r > 0 qualquer e considere o conjunto
B = Bp2(0,7) N Wy,
Dado t > 0, fixe § e T tais que 0 < § < t < T e defina o subconjunto
B = {S.(-)up;up € B} ¢ C([0,T]; L?).
Defina o novo espaco

V= {v;v e LP(5,T; W)Y e % € LY (8, T; WLP')}

munido com a norma

dv
dt

T P— ] .
LY (8, T;W—1r')

V munido com esta norma é um espaco de Banach. Mostremos que B é limitado em V. De

fato, para todo S.(-)up € B temos

[Se()uolly = [Ju(-;uo)llv = ||UHLP(6,T;W01’I)) + ‘ %HL#(&T;W—M’)

=

= (T W)+ (ST NS OIE, i)

Agora, visto que u é solugdo de (P,) entao

(ue(t), u(t)) + (—eApult), ut)) = (Jut)| " *u(t) — [u(t)| """ >u(t), u(t))
e consequentemente, pelo Lema 2.4

-1d 9 9
< -
elun () < = Zlu®l + Cllu)3

onde C = sup{f'(s); s € (—00,00)} < 00, e f(s) = |s|972s — |s]97"~2s. Integrando de § a T

obtemos

Sy Ilut) O]/ Jo Ilu®) O]/
T
selluoll3 + Jy CHu Ol

+r? + SKT = My,

IN

IN

onde Ky é como no Lema 2.1. Além disso,

[we ()l -0 = | = €Apu(®) -1 < ue(t) = eApul®)lly -1 = [1f (@)l -1
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o que implica que

)17, - (U (@)l + || = eApu()llyy-10 )"

< P @O+ = A )
< 2SI + 27 e

< gp/—lc(a)uu(t)n’;'+2P"16Hu(t)||’v’vol,p

< QP/—lC(d)Kf/+2p/_1€||u(t)||€vom

onde C(d) = sup {|f’(s)| 1S € [7132, +f(2} }, K como na Observacio 2.2.
Logo

SNy dt < 2P O KT T + 20 Ye [T |u(t)

D Ldt

p
[
< 2P 1C(6)KPY'T + 2¢' ~1eMy = M,

1 1
e basta tomarmos My = M + MJ para que
[Se(-uollv < Mo

Concluimos entao que B ¢ limitado na norma de V e segue do Teorema 5.4, que
B é precompacto em LP(,T; L?).

Seja {u,} C B arbitraria, e considere a sequéncia
{S.(-)un} C B.
Como B é precompacto em LP(8, T; L?) existe {un,} C{un} e vg € LP(6,T; L?) tal que
SE(')“nj — Vg

em LP(8,T; L?) quando j — o0, ou seja, a sequéncia {||u(-, un,) —vo(+)||2} converge para 0 em
LP(0,T;IR). Em particular existe uma subsequéncia ainda denotada por {||u(-, un;)—vo(-)|l2}
tal que

[[u(t; un; ) = vo(t)]l2 — 0

gtp em (3, T). Assim, existe 7 € (d,t) tal que
l[u(7,un,;) = vo(T)]l2 — 0
e pela propriedade de semigrupo temos

Se(t)tn, = Se(t =7+ T)up; = Sc(t — 7)Se(T)tn, — Se(t — 7)vo(T)

J

quando j — oo.

Logo a sequéncia {S.(t)u,} possui uma subsequéncia convergente em L?. Mas
{u,,} foi tomado arbitrariamente em B, logo S,(t)B é precompacto em L?. E pelo Lema 2.3,
i) = ii), para todo A C L? limitado, S.(t)A é precompacto em L?. Portanto a aplicacio
Sc(t) : L? — L? é compacta. [



26

Uma vez que o semigrupo {S.(t) : L? — L?;t > 0} é de classe k e dissipativo, segue
pelo Teorema 5.2 que {S.(t); L?} tem um atrator global minimal, As, o qual é compacto e
invariante.
Vamos agora passar a prova de existéncia do atrator em VVO1 P
E conhecido que semigrupos gerados por operadores do tipo subdiferencial tém um
efeito regularizante sobre os dados iniciais, que vao do fecho para o interior do dominio do
operador assim que o processo de evolugao se inicia. Sendo o p-laplaciano pertencente a esta
classe de operadores, o mesmo efeito pode ser observado no semigrupo {Sc(t)} associado &
(P.),istoé, R(Sc(t)) C Wol’p, paratodot > 0, veja Lema 5.4. Logo faz sentido considerarmos
a aplicacao
Se(t) = Wy? — WyP
ug — u(t, up).
Segue do Teorema 5.1, que fixado ug € Wol’p a aplicacdo t — Se(t)up é continua,
de (0,00) em WO1 P A unicidade da solucao, também determinada no Teorema 5.1, permite
verificar a propriedade do semigrupo. Resta mostrar a continuidade dos operadores S (t)

em W, P,

Lema 2.6 Se {uf}} ¢ uma sequéncia limitada em Wy™* e ull — ug em L2, entdo
Se(t)uf — Se(t)ug

em Wol’p qualquer que seja t > 0 para todo € € [¢, €.

- . 1
Demonstragao: Considere {u{} C W;,"? tal que uf — up em L?, e denote por u™ e u as

solugdes de (P.) com dados iniciais uf e ug, respectivamente. Segue dos Lemas 5.3 e 2.2, e
da limitacao de ||u}'(t)||2 para todo ¢ € [0, 1], onde ¢ e T sdo constantes positivas arbitrérias,
que u”(t) — u°(t) em W, P, qualquer que seja t > 0. |

Portanto, podemos considerar o semigrupo
Se(t) : Wo? — Wy?

e pela Observagdo 2.3 temos que {S,(¢)} é dissipativo. Para obtermos a existéncia de atrator

em W, resta provar que {S.(t)} é de classe k em W,".

Lema 2.7 Para cada € € [€,€], e para cada t > 0, a aplica¢ao
S.(t) : WyP — Wy P

é compacta.

Demonstracao: Devemos mostrar que se B C WO1 P ¢ limitado entao S.(t)B ¢ relativa-

mente compacto em Wy?. Seja B C Wy** um conjunto limitado, e {u, } C B uma sequéncia



27

. s . . N . 1
arbitrdria. Queremos mostrar que S¢(t)u, possui subsequéncia convergente em W,*. Como

1 . . :
W, estd compactamente imerso em L? existe {u,, } C {u,} e ug € L? tal que
unk — UQ

em L2 Logo pelo Lema 2.6 S(t)un, — Sc(t)ugp em W, . Portanto a aplicacio Se(t) :
Wy? — W, é compacta, para cada t > 0 e para todo € € [¢, €. [ |

Assim, segue do Teorema 5.2 que {Sc(t); WO1 P} tem um atrator global minimal,
Aw, o qual é compacto e invariante. E é facil ver que Ay = Ayy. Isto segue da invariancia

e compacidade de Ay em L? e de Ay em Wol’p.

2.1.1 Semicontinuidade superior de atratores
Nesta se¢do denotaremos o atrator do semigrupo {S¢(t)} por A. e mostraremos que

sup d(z¢, Ae,) — 0 quando € — €y,
T €A

propriedade que é denominada semicontinuidade superior de A, em ¢g.

A semicontinuidade superior de atratores em geral é bastante simples de se obter
e depende basicamente da continuidade do fluxo e de estimativas uniformes. Nesta segao
vamos obter a continuidade de S.(t) com relacio a € em L? e WO1 P e em seguida, lancando
mao das estimativas j& obtidas na secdo anterior, vamos concluir que A. — A, no sentido
acima. Por simplicidade vamos nos restringir a dados iniciais em VVO1 P 0 que serd suficiente
para nossas consideracoes posteriores, ja que o problema (P,) possui um cardter regularizante

e estamos interessados na continuidade do fluxo em tempo grande.

Lema 2.8 Seja u® solugdo de (P.) com dado inicial uf € Wol’p, e suponha que {u§}, € um

subconjunto limitado de Wol’p. Entao

t
/ [{(€ = €o)ug ()P~ 2ug (s), ug (s) — ug(s))|ds — 0
0
quando € — €y, para cada t > 0.

Demonstragao:

Usando a Desigualdade de Young e o Lema 2.2 temos

[((e = fo)l?i(S)lp_QUE(S)a ug (s) — ug (s))|

< le—eol | lug(s,2) [P ug (s, 2) — ug (s, @)|da
1 Ly 1

< Ie—eol/ = ([uz (s, 2)P70)F 4 —fug? (s, ) —ug (s, z)[P | do
01 p ) p

< le—eol <,K§+ 2pK§> —0
p p

quando € — €y. A constante K5 acima é a mesma obtida no Lema 2.2. Logo pelo Teorema

da Convergéncia Dominada temos

/0 [{(e = co)|us ()" ug(s), us (s) — ug(s))lds — 0
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quando € — €p, para cada t > 0. |

P

Lema 2.9 Seja u¢ solucio de (P.) com dado inicial ug € Wy'P, e suponha que {ug} = B é

um subconjunto limitado de WP e u§ — u® em L2 quando € — €g. Entao para cada t > 0
) 0 0 0
s (t) = ue ()]l — 0
quando € — €g, e uniformemente em subconjuntos limitados de [0,0).

Demonstragao: Seja T > 0. Pela Desigualdade de Tartar 5.5, Lema 2.2 e Lema 2.4

(ui®(s) = ug(s), u(s) — u(s))

(o (lug? ()[P~2ugp (5))a — e(|us (5)[P~2ug (5))e, u (s) — us(s))

+ (fu(s)) = fu(s)),u(s) —u(s)) 27)
< —eonollu(s) = u(s)fa0 + Cllu(s) — us(s)|3
+ (e —eo)lus(s)[P72ug (), ug (s) — ug(s))
< ((e— e)ug ()P 2us (s), ug (s) — g (s)) + Clluce(s) — us(s)|3
Logo,

1d €0 € 2 € p—2,,€ €0 __ g€
Szl () —u()llz < (e~ eo)lug ()P~ uz(s), ugd (s) — ug (s))]

+ Clluce(s) —u(s)l3

Integrando de 0 a ¢, t € (0,7], e usando a Desigualdade de Gronwall-Bellman

obtemos

2 T e = )l ()P (5), use (s) — us () |ds

para todo ¢ € [0,T]. E pelo Lema 2.8,

luo () —u@)F < T {Jluy —ufl3

[[u(t) — u(t)]2 — 0
quando € — ¢q, para cada t € [0, 7). [ |

Lema 2.10 Seja u€ solugdo de (P.) com dado inicial u§ € Wol’p, e suponha que {u§} = B

¢ um subconjunto limitado de Wy e u§ — ul® em L?. Entdo
[ut(#) = u® @)l ypr — 0

quando € — €g, para cada t > 0.

Demonstragao: Pelos Lemas 2.2 e 2.9 cada sequéncia em {uf(t);e € [, €]} é limitada e
portanto possui subsequéncia {u" (t)} que converge fracamente para v (t) em VVO1 P quando
€, — €. Ainda que tenhamos passado a uma subsequéncia no procedimento acima, como
o limite independe da subsequéncia escolhida, concluimos que a sequéncia toda converge, o

que justifica manter a notagao uf(t) — uc(t).



29

Nosso préximo passo serd mostrar que para qualquer ¢ > 0, quando €, — ¢

[ Ol war = Nlu @Ol wpr
0 0

o que serd suficiente para concluir a demonstragao.

Segue de (2.7) que

s (5) = ()0
<l (eolu(s) + edyu(s), u(s) — u(s))

€070

+ (e = eo)[u ()P 2us (s), ug (s) — u(s))

Tomando T > 0 e integrando de 0 a T obtemos

Jo o (s) = u ()]},

< 26;"/0 || 0~ uOH%
+ mu Jo lluco(s) —uc(s)|3ds
+ o Jo 1€ = eo)ug(5)|P~2us (), g0 (s) — ug (s))]ds — 0

quando € — ¢€g, uma vez que uc e u® sao solugoes de (P,) e (P.

.,) com dados iniciais uf e

ug’ respectivamente.

Portanto, existe {u"} C {u} tal que

[u(s) —u™ ()l wpr — 0

gtp em [0,T]. Vamos provar que a sequéncia converge para todo t € [0,7]. De fato, se
te€ 0,7
[hnu (t) = thou (@) < [thnu(t) — ¢ u ()]
+ [nu(8) — ou(6)]
+

[Pou(6) — 1/)0”&60 ()]

1
para qualquer 6 € [0,T], onde ¢, (u) = €—"/ |z (2)|Pdx se u € Wol’p.
P Jo
Mas observe que

t

W}nuen (t) — Ppun (0)|

sug" (s))]ds
+ (™ (s)), u (s))|ds
/e(llut ()5 + [1F (e (5)) |2l (5)l|2)ds

IN
\
>
=
3
o
X

Il
LS

IN

e uma vez que o lado direito de (2.8) é uniformemente limitado e 6 pode ser escolhido
suficientemente préximo de ¢ de forma que |¢,u"(0) — You® ()| — 0 quando n — +oo,

concluimos que

e ()l gz — [ () g0
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quando n — oo, para cada t > 0. Mas u¢(t) — u(t) em Wol’p, logo podemos concluir que
u (t) — u(t)

1 .
em W,* qualquer que seja t > 0. |
Agora estamos em condi¢ées de provar o teorema a seguir, cuja demonstracio

segue as idéias do Corolério 3.1, [14]:

Teorema 2.1 A familia de atratores globais
{Ase<e<é}

€ semicontinua superiormente em €y na topologia de Wol’p.

Demonstragao: Queremos mostrar que

d(Ae, Aey) = sup d(ze, Ae,) — 0

T €A
quando € — €g.

Pela Observacao 2.3 existe K3 > 0 tal que
Ol < K

para todo t > 1, € € [¢,€] e qualquer que seja ug € Wol’p. Defina B = B(0,K3) C Wol’p.
Sabemos que B absorve limitados de VVO1 P por S.(t), para todo € € [¢, €], na topologia de
W, .

Como A, é limitado e invariante segue que
A =S (1)A. C B

para todo € € [, €], logo

UeE[é,é]AE C B

Mas A, atrai limitados de WO1 P e em particular atrai B. Assim dado n > 0, existe
to = to(B,n) > 0 tal que
Se (t)B C O%(Aéo)

para todo ¢t > ty. Em particular, para todo z. € A, e € € [¢,¢]

d(Sﬁo (to)xﬁv Aéo) <

N3

o que implica que

sup  d(Se (to)xe, Aey) <

T €A €E[E,€]

VIS

Pelo Lema 2.10
||Se(t)a’ - Seo(t)aHWc}vP — O
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quando € — ¢y em limitados de VVO1 P para cada t > 0. Em particular para t = ¢y existe

0 > 0 tal que |e — ¢| < ¢ implica

Se(to)a = ey (to)allyr <

para todo a € B. Assim se |e — €g| < ¢ entdo

d(Se(to)re, Aey) infyGAeo |Se(to)we — y”WOl'P

< imfyeﬂe0 ([[Se(to)me — Se, (tO)we‘lwol@ + [1Se, (to) e — ZUHWOLP)
= Hse(t())xe - SE(J (tO)xs”WOlP + d(seo (tO)xea -Aeo)
< s+3=1

para todo z, € A e e — €] < 4.

Logo,
d(Ac, Aey) = d(Se(to)Ae; Ae,)
= SumeEAe,|e—eo\<5 d(S€ (t())IG, ‘AGO)
=7
Portanto {A¢; e € [€, €]} é semicontinua superiormente em €. |

2.2 Continuidade do conjunto de equilibrios
Nesta se¢do mostraremos que o conjunto de equilibrios do problema (P;)
{E;eclée}

4 /. . 1 .
é continuo na topologia de W;"? exceto no caso p < ¢ no qual mostramos que a semicon-

tinuidade inferior néo ocorre & direita nos pontos da sequéncia {\;(a*)};>1.

Definigao 2.1 Por semicontinuidade superior e inferior de uma familia de conjuntos { Ax}aea

em A = Ay entendemos o sequinte

o Dizemos que {A\} € semicontinua superiormente em Ao se Sup,, ¢4, d(xx, Ax,) — 0

quando A — Ao;

* Dizemos que {Ay} € semicontinua inferiormente em Ao se sup,c4, d(z, Ax) — 0

quando A — Ag.
Temos a continuidade de uma familia de conjuntos quando existe a semicon-

tinuidade superior e inferior desta familia.

2.2.1 Semicontinuidade superior do conjunto de equilibrios

Denotaremos por E. o conjunto de equilibrios do problema (P.), e por ¢¢ os elementos de

FE.. De acordo com o primeiro item do Lema 5.6, para demonstrarmos a semicontinuidade
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superior da familia {E.} em €y, basta mostrarmos que toda sequéncia {¢"}, com ¢ € E
e €, — € tem subsequéncia convergente com limite pertencendo a FE.,. Assim, basta

provarmos o seguinte:

Lema 2.11 Seja € € [¢,€]. Cada sequéncia {¢}, com €, — €, e ¢ equilibrio de (Pe,),

possui uma subsequéncia convergente,
g = o
em Wol’p, onde ¢ € algum equilibrio de (P,).
Demonstragao: Se ¢¢ é um equilibrio de (P,) entao ¢¢ satisfaz
0=c(lesl 2 05) +1e0" 20 (1 —1o) (2:9)

gtp em (0,1).
Multiplicando a equagao (2.9) por ¢¢, integrando de 0 a 1 e usando as Desigual-
dades de Holder e Young obtemos

1
€ p r q e||a+r e||atr
[l de < = o - 1

Logo,

1

r P
€ p —_— = K,
6hgr < |7rye| =

qualquer que seja o equilibrio ¢¢ de (P.), independente de € € [¢, €].
Seja €, — €g. Entdo a sequéncia {¢“"} é limitada em Wol’p e portanto possui uma

. . 1
subsequéncia que converge fracamente na topologia de W;",

o =6

para algum QNS € WO1 P, Consequentemente é possivel extrair uma subsequéncia, ainda deno-
tada por {¢ }, tal que

¢k (2) — ()

gtp em (0,1).
Por outro lado, como {¢+ } é limitada em VVO1 P existe K7 > 0 tal que para cada
x € (0,1) e para todo k € IN
¢ (2)] < K7.

Assim usando o Teorema da Convergéncia Dominada temos

1
L A A G e R

~ /O1 (‘&(gg) q”) dz

q ’ ~

o(x)

quando k — oo.
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O préximo objetivo é mostrar que ¢ é um equilibrio de (P.,)- Com este intuito

mostraremos que
9" > = ] ..

quando k — +o0o. A demonstragao serd baseada nas idéias de Boccardo e Murat, [2].

Primeiro observe que ¢+ — é € Wol’p uma vez que qbe"k,q’; € Wol’p para todo
k€ IN.

E facil ver que ¢« (z) — d(z) — 0 gtp em (0,1). E através do Teorema da
Convergéncia Dominada temos que ¢« —é — O0em L?, quando k — oo. E ainda ¢« —(5 —
0 em Wol’p quando k — oo.

Sabemos que, para cada k € IN

€ny p—
T

e R A ()

_Enk(

qtp em (0,1).
Multiplicando por ¢+ — é e integrando de 0 a 1 obtemos

e [ K

Os dois termos do lado direito da equacao tendem a zero quando k — oo. De fato,

€ny, p—
T

€ 7 ! 7
)2 (¢ — @)dr = /0 | 172 gt (¢ — )da
1

) (2.10)
= [l g g = da

pela Desigualdade de Holder

1 1
[l oo —daal < [ oo - as
0 0
< en, ||9—1 €ny ~H
< K¢ o =4 =0
q

e analogamente

q+r—2 QSE”k (d)enk _ Qg)d.’b =0

1
[ 1o
0
1
o
0

e como €,, € [¢ €] segue que

/

quando k — oo. Logo,

€ny, p—
e

€ny, p—
x

2" (¢ — ¢p)dx — 0

quando k£ — oo.

Por outro lado,

/

e como —A, (@) € W=Lr e ¢ — ¢ — 0 em Wol’]7 segue que

X

p—2

¢w (gw( ;nk - éz)dx = _Ap((g)((ﬁenk - (5)

p

Go” 3BT — Ba)de = —A () — ) — 0
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quando k — co. Assim, pela Desigualdade de Tartar, veja Lema 5.5, existe v9 > 0 tal que

’701/01
X
:/01(
-

0 (@) = ba()| do
@) 6@ - o) G @) @) - dula)ie
z"wz:)\pf (@) (65 (2) — o)

" (@) (65 (2) — G (2))dz — 0

quando k£ — oco. Consequentemente,

IN

e portanto,

g — (;3HW1

€ng, ||¢€nk ||Z7 ,p — €0

4.

wyP

e pela unicidade do limite segue que

~ 1 ~ T
a6 = [ 1ol do [

Note que g?)(()) =0e 45(1) = 0 pois ¢ € Wol’p. Resta mostrar que ¢ satisfaz a
equagdo (2.9) gtp em (0,1).
Considere para cada k € IN a equagao

du
dt

1 _ _
— Apu = (| [T g — [ [TFT T §m).
Uk

Sabemos que ¢+ é uma solugao forte desta equacao uma vez que ¢“*+ nao depende de t e

At = (|om |77 g — [gfn [T g

para todo k € IN. Mostraremos que ¢~> é uma solucéo fraca de

du 1 ~1a— q+r—2
— —Aju=— .
dt Pt €0 < )

Primeiro observe que ——(|¢ 7% ¢emn — |¢E"k |97 peni) € LY(0,T; L2). Além
np

2 _9 ~19— q+r—2
disso, L (jge |17 e —[gern 1T o) — L (M -8

Como ¢ — ¢ em WP e consequentemente em C([0,T]; L?) segue da definiao

610

) em L'(0,T;L?).

de solucgao fraca, veja Definigao 5.1, que q~$ é solucao fraca de

du 1 [|~19- qtr— 2
e sum 2 (45
dt pu €0 ( ¢ ¢
~19—2 ~ ~1qtr—2 - 7
Mas % <‘¢)’ ¢ — ‘gb‘ gb) € L*(0,T; L?), logo pelo Teorema 5.5, ¢ é uma
solugao forte de
du q+r—2 _
T (CAN
o ( ¢ ¢

e como d; nao depende de t segue que

~ad= = (Jd - o)
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logo,
~ |P— T
0=c¢o ( Pa ) ~

Portanto ¢ é um equilibrio de (P,,).

) +|i e ()5

2.2.2 Semicontinuidade inferior do conjunto de equilibrios

O objetivo nesta secao é mostrar que todo equilibrio de (P.,) ¢ limite de equilibrios de (P%,)
com €, — €y. Assim, pelo segundo item do Lema 5.6 temos a semicontinuidade inferior de
E. em € = ¢yg. Veremos que esta continuidade é sempre possivel exceto no caso particular
p <gq, e0 = N(a*) e e, > €.

A notacdo que usaremos para indicar os equilibrios nesta segido é diferente da
notacao usada na segao anterior. Isso porque para a andlise que faremos é essencial indicar
o numero de raizes das solucoes estaciondrias. Assim, no que segue denotaremos por qﬁlen
um equilibrio de (P.,) com [ raizes em (0,1). Sem perda de generalidade consideraremos
apenas equilibrios com velocidade inicial positiva, uma vez que a andlise de equilibrios com
velocidade inicial negativa segue de forma inteiramente andloga.

Dividiremos a demonstragao em trés casos de acordo com a relagao entre os
parametros p e ¢. Antes porém, mostraremos que, exceto no caso p = q € €y = A;, uma
sequéncia de equilibrios sem patamares, todos com [ raizes em (0, 1) sé pode convergir para
um equilibrio com [ raizes.

Seja {¢i} uma sequéncia de equilibrios, sem patamares. Suponha que €, — €q.

Entao pelo Lema 2.11, existe uma subsequéncia, a qual ainda denotaremos por {¢L }, tal

€n

que gL — ¢k em WP onde ¢F ¢ um equilibrio de (P,) com k rafzes em (0,1).

Lema 2.12 Com a notagdo acima, ou qﬁfo =0 ou k=1, onde 0 denota o equilibrio nulo.

Demonstracgao:

Como ¢! — ¢F em WP, entdo ¢L (z) — ¢k (x), para todo = € (0,1), e por-
tanto para cada x € (0,1), ou ¢F (z) = 0 ou ¢F (z) e ¢L () tém o mesmo sinal, para n
suficientemente grande.

Em particular, para todo m =1,2,3, ..., [,

Iy MY gk ()
o \l+1 ONI+1

m

Uma vez que as raizes de ¢len sao todos os pontos da forma x = R com
m=1,2,3,...,1, segue que ¢ ) o para todo n € IN. Logo ¢F B - 0, para
A\l +1 \I+1

todo m =1,2,...,1. Assim ou gbfo =0ouk>1.
Se ’;0 = 0, o lema fica provado. Suponha entao que qbfo # 0 e k > [. Entao existe

-1
mo €{1,2,..,1+1}eZ € (n;OJr T lTJnr01> tal que qbfo(g’c) =0.
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m()—l mo _ k
1T+ J \ {z} tal que @7 (x) # 0, para todo

z entre T e T, com ¢¥ (z) e gL () tendo sinais opostos neste intervalo. Veja Figura 2.1.

Consequentemente existe T € [

Figura 2.1:

Mas isto ¢ um absurdo pois ¢! () — ¢ () para todo x € (0,1). Portanto nio

podemos ter k£ > [. Logo, ou ¢§0 =0ouk=I. |

Observagao 2.4 Note que o mesmo raciocinio demonstra que se, €, — €9 entdo qualquer
sequéncia da forma {qbgn} tem subsequéncia convergente ou para ¢>20 ou para o equilibrio

nulo, {¢? } admitindo patamar ou nao.
Lema 2.13 Se p # q entao QSZ) # 0 no Lema 2.12. Logo sé temos a possibilidade k = I.

Demonstragao:
De fato, se ¢. convergisse para 0 em W, P entdo ¢L (z) — 0 para todo = € (0,1).

Em particular, a altura maxima, ¢,,,, atingida pelo equilibrio d)len convergiria para 0. Assim,

_ ol 1 _
0. =0t (g ) 0 (211)

quando n — o0.

=

Consequentemente, o x-tempo necesséario, X (a,) = (@) I(¢a, ), para o
equilibrio ¢len atingir sua altura méxima dado na equagao (1.1), seria tal que:
e Sep<yq
1
€ —1)\»?
X(an) = (=22 100, = 40

pois {e,} é limitado e I(¢dq, ) — 400 pelo Lema 1.1.

e Sep>q
n -1 H
X(an) = (22223 16,,) 0
p
quando n — oo, pois {€,} é limitado e I(dq, ) — 0 pelo Lema 1.1.

Observe que em ambos os casos temos um absurdo pois desde que os equilibrios (;SlEn nao

possuem patamares o X-tempo necessario para que os equilibrios atinjam sua altura maxima

; _ k
é dado por X (a,) = para todo n € IN. Logo, ¢¢, # 0. |

1
200+ 1)
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Lema 2.14 Se p =g, (blen — 0 em Wol’p no Lema 2.12, se e somente se ¢g = \; onde

__»p -p

Demonstragao: De fato, se ¢! — 0 em WyP entdo ¢L (z) — 0 para todo z € (0,1) e

em particular,

_ ol 1 _
ba, = Pe, (2(l+1)) 0

quando n — oo.

Assim,
(P-1\" (P-1\*
en - p € — P
Xmm_<p>1w%y%<“9) Io.
p p
1 o .
Mas X () = m, para todo n € IN pois ¢, nao possui patamar, logo pela
unicidade do limite L
1 (60 (p— 1)) »
= IO
2(1+1) P

e portanto
_ p _
€ = =
(p— 120+ 1)1o)?

Reciprocamente, se ¢, — \; com qblen — ¢, entao ¢, = 0, uma vez que pelo Lema 2.12,

Al

ou gL — ¢4 ou ¢! — 0, mas o problema (Py,) nao possui equilibrios com [ rafzes. Logo,

1
¢, — 0 quando €, — ;. |

Passemos agora a demonstragao da semicontinuidade inferior do conjunto de equili-
brios. Para tal tomaremos um equilibrio de (P,,) com [ raizes em (0, 1), e mostraremos que

este equilibrio pode ser aproximado, na topologia de VVO1 P por uma sequéncia de equilibrios
1

€n?

cada um contendo [ raizes em (0, 1).

Porém quando ¢y = A\(a*), p < ¢ e €, se aproxima de ¢y pela direita isto ndo
ocorre, o que é natural, uma vez que se €, > €y entao o problema (P, ) ndo possui equilibrios
com [ raizes em (0, 1), e desta forma ndo conseguimos uma sequéncia convergindo para um
equilibrio qblm, qualquer que seja [ € IN.

Como foi dito anteriormente dividiremos a demonstragao em trés casos de acordo

com a relacao entre os parametros p e q.

Lema 2.15 Seja p > q e considere um equilibrio ¢l€0 de (P.,), coml raizes em (0,1). Entdo
(bleo € limite, em Wol’p, de uma sequéncia de equilibrios {gblen }, onde cada (;Slen € um equilibrio

de (P.,), com [ raizes em (0,1), e €, — €o.

Demonstragao: A demonstracao serd dividida em duas partes. Na primeira considera-
remos apenas equilibrios ¢ , Sem patamares e na segunda apenas equilibrios com patamares.

Seja (blﬁo um equilibrio de (P,

,) com [ raizes em (0,1) e que ndo possui patamar.

Como ¢., ndo possui patamar entao €g > A\(1).
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Considere uma sequéncia €, — €y. Se g > A\;(1) podemos considerar sem perda de
generalidade que €, > A;(1) para todo n € IN. Logo para cada n existe apenas um equilibrio
de (P, ), com velocidade inicial positiva e [ raizes em (0, 1).

Considere a sequéncia {¢! } <IN formada por tais equilibrios. Pelos Lemas 2.11,
2.12e2.13 {(blen} possui uma subsequéncia convergente cujo limite, em WO1 P ¢ um equilibrio
de (P,,) com [ raizes em (0,1).

Mas g > N\(1), o que garante que (P,,) possui apenas um equilibrio com veloci-
dade inicial positiva e [ raizes em (0,1). Portanto existe sequéncia {gblen} tal que

U l
P, = lim ¢ .

n—oo

Se €9 = Ai(1), ndo existe outro equilibrio de (P,,) com velocidade inicial positiva
e [ raizes em (0,1), que nao seja qSleo. Vamos entao considerar dois casos, quando €, se
aproxima de €y pela direita e quando ¢, se aproxima de ¢y pela esquerda. Se €, — eg entao
€n > Ni(1), e a demonstragio segue de forma andloga a anterior uma vez que existe apenas
um equilibrio de (P, ) com [ raizes em (0, 1).

Se €, — €, entdo €, < A\(1) o que garante que qualquer equilibrio qblen de (P.,),
com [ raizes em (0,1), possui patamar e portanto existe um continuum de equilibrios com
[ rafzes em (0, 1), para cada n € IN. Assim, qualquer que seja n € IN, ¢l€ atinge 1 e -1 e
portanto o x-tempo necesséario para (;Slgn atingir o seu valor maximo é tal que

1 1
X (o) = (6”(19_1)> "1y — (60(}’_1)) " I1) = X (o) (2.12)
p p
onde X (ag,) é 0 x-tempo necessario para qﬁlﬁo atingir seu valor maximo.

Uma vez que €, < €, segue que X (a,) < X(a,) e por (1.4)
21+ 1) X (o) + TPy =1 =2(1+1)X(ac,) (2.13)
Logo, por (1.4) e (2.12) TP, — 0 quando n — co. Defina, para cada n € IN,
d" = 2(X(ae,) — X(ap)) > 0. (2.14)

Observe que d™ — 0 quando n — oo, e além disso,

(I+1)d" = 2(1+1)X(ae,) — 201+ 1) X (v) (2.15)
= 1-2(0+1)X(an). '
Logo por (2.13) e (2.15), TP, = (I + 1)d™, e por (2.14), 2X (av,) + d" = 2X () = lil
para cada n € IN. Por outro lado segue por (1.2) que
-1 P -1 P
@O o, 5t = iy = W2 g 0 (210

u
onde F(u) = / (|s]772s(1 — |s]"))ds e como €, < € temos a,, > a, para todo n € IN, ou

seja, qblen possui velocidade inicial maior que ¢l60-
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Considere para cada n € IN o equilibrio gblen representado por (d",d",...,d"), ou
seja, o equilibrio de (P, ) com [ raizes em (0, 1), e [ + 1 patamares de comprimento d". Veja

Figura 2.2.

Figura 2.2:

Seja {¢lﬁn}n cIN 2 sequeéncia formada por tais equilibrios, pelo Lema 2.11, existe
uma subsequéncia ainda denotada por {gblen}, e um equilibrio 550 de (P.,), com k raizes em

(0,1) tal que

Fe, = 05,
Lp
em Wy*.
O objetivo é mostrar que ([5’:0 = ¢! , onde ¢. ¢ olequih’brio tomado no infcio da
demonstracdo. Note que, por construgao, 2X (ay,) + d"™ = 1 e ainda
N
e \l+1
m ) ~
uma vez que —— é raiz de ¢! para todom =1,2,...,len € N. Como ¢! — ¢ em

Lp
Wy" segue que

I L N UL
o \l+1 ©\l+1

para cada m = 1,2,...,l e portanto
Nkj m
= J=0
2 (75)

para qualquer m = 1,2,...,l o que mostra que temos duas possibilidades: ou k£ > [ ou

5 (x) = 0, para todo z € (0, 1).

€0

Mostremos que a tultima possibilidade nao pode ocorrer. De fato, observe que

1
para todo n € IN o ponto X (ay,) + id" = pertence ao primeiro patamar, logo

2(1+1)
1
l (> = 1 para todo n € IN. Mas

e \2(1+1)
" (2<ll+1>> %% (2<zl+1>)
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1

Tk _ Tk Tk ot
e portanto temos que ¢¢, (2(5"‘1)) = 1. Logo ¢¢, # 0 e ¢¢, atinge seus extremos em 1 e

-1. Logo ~fo e qbleo gastam o mesmo x-tempo, X (ae,), para atingir o valor méximo.
Sabemos que T'P;. > TP, pois TPy = 0 visto que d)lEO nao possui patamar.
<0 €0 €0
Logo
2(k 4+ 1) X () <2(1+ 1) X ()
ou seja k < [.

Consequentemente k = [, e como ¢y = A(1), existe apenas um equilibrio de (P,)

ko— .l

com [ raizes em (0, 1) e velocidade inicial positiva, logo ¢~>EO = ¢,

e o resultado segue.
Agora vamos considerar o caso em que ¢! , ¢ um equilibrio com patamar.
Neste caso 0 < ¢y < A;(1) independente da relagao entre p e g. Seja €, — €. Sem
perda de generalidade podemos assumir 0 < €, < A;(1) para todo n € IN. Suponha que

€n — €, € que a distribui¢do de patamares de qﬁlso seja (dy,da,...,d;+1) onde d; > 0 para

todoi=1,2,...,1l4+ 1. Como ¢le0 possui patamar, o x-tempo necessario para ¢l€0 atingir 1

e(p—1)

1
P
> I(1). E uma vez que €, — €, segue que
p

é dado por X (ae,) = <

X(an) = (== g (2= * 1) = X(a)

onde X (o) é o tempo que gblen necessita para atingir seu primeiro maximo, visto que gblen
também possui patamar.

Consequentemente TP, — TP¢LEO pois
204+ DX (an) + TP, =1=2(1+ 1) X (e,) + TP¢15,0.
Defina para cada n € IN
Op, = 2(X(aey) — X(ay)) >0

ed! =6, +d; paratodoi=1,2,...,1+1.
Assim d} > 0, paracadai¢=1,2,...,l+1en € IN e ainda

+1 +1
;di =D (G +di) =+ 1)d, + TPy =TP,.

i=1
Logo (df,d3, ..., d},,) é uma possivel distribuicio de patamares para um equilibrio

de (P.

€n

), com [ raizes em (0, 1).

De agora em diante vamos considerar para cada n € IN apenas o equilibrio ¢l6n
com a distribuicdo de patamares (df,dy,...,d}, ;) dada acima.
Observe que uma vez que €, — €, entao certamente ¢,, — 0 e consequentemente

d? =6, +d; — d; quando n — oo. Logo, para cadai=1,2,...,[+1

En(p - 1)

)p I(1) + 8, + di = 2X () + d;
p

2X(an)+d?:2(
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Figura 2.3:

ou seja, nglE e (bleo tém as mesmas raizes em (0,1). Agora sim podemos fazer um esbogo
destes equilibrios, veja Figura 2.3:

O objetivo, neste momento, é mostrar que ¢in — QSIEO em Wol’p quando n — oo.

Segue do Lema 2.11 que {¢l€n} possui uma subsequéncia, ainda denotada por
{¢! } tal que gL — ~I§O em W, ", onde ¢~>§0 é um equilibrio de (P,,).

Desde que as raizes de qSlen coincidem para todon € IN e qﬁlen — g?)fo em WO1 P segue

que ou (ZE]:O =0ouk >1. Mas

X(an) + % = X(aq)

para todo n € IN e portanto, X (a.,) pertence ao primeiro patamar de (blsn para cada
n € IN. Logo ¢! (X(ae,)) = 1 para todo n € IN e como ¢! — g?)fo em W,"* segue que
1“0 (X(ae,)) = 1 e portanto q’N)fU # 0 e como q@fﬂ atinge 1 temos que éfo e (bleo precisam do
mesmo x-tempo para atingir seu valor maximo 1, logo X (a,) é comum para qgfo e ¢l€0
Portanto s6 temos a possibilidade k& > [. Mostremos que k = [. Com este intuito

definimos os seguintes conjuntos:

e {x € (0,1): 0%, (@) = 1} A= {x € (0,100, (¢) = *1}
={z€(0,1);¢. (z) =1} = {2 € (0,1); ¢, (2) = -1}
={ze(0,1);¢ (x) =1} —{x€01>¢l )=-1}

Por construgao A§ C A e A} C Af para todo n € IN. Portanto, A§ C N, eINA7
e Ay € N,cNAL. E por outro lado, se z € N A3 entdao ¢! (z) = 1 para cada n € IN
e consequentemente 5’:0 (z) = 1 o que mostra que = € As. Analogamente temos que se
T € ﬂne]NAfz entdo x € A’

Portanto A5 C A® e A} € A’ o que implica que TP¢IE,0 < TPJ),;O onde TP‘Z”?o éo
tempo de parada de QNSEU
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Uma vez que QE?O e QSZEO sao equilibrios de (P,,) segue que
21+ 1) X (e, ) + TPy =1= 2(k + 1) X (ae,) + TPy
€0

e como TP(;% < Tquk , temos que | > k. E portanto k = 1.

Mas se k = | e X(a,,) 6 comum para ¢ e ¢L entdo obrigatoriamente TPy =
TPJ)EO. Assim, Aj = As e Al = A" o que mostra que q@’jo possui a mesma distribuicao de
patamares que qSlEO

Como s6 existe um equilibrio com esta distribuicao de patamares, (di, da, ..., dj+1),
segue que (5’:0 = ¢L . Portanto ¢. — ¢L em WP,

Vejamos agora o que acontece quando €, — € .

Suponha que o tempo de parada de gbio seja TPrbio = Zii d; com d; > 0, para
cadai=1,2,...,0+ 1. Entao

1 1
x(an) = (==Y 1) - (2= 1) = ()
p p

e como

20+ 1)X(ap)+ TP, =1=2(1+1)X(ap) + TPy,

segue que T'P,, — TPy .
€0
Seja i € {1,2,...,l+ 1} tal que d; = maxi<;<;+1d; e defina para cada n € N,
0p=TPy —TP,.
€0
Note que §,, — 0T quando n — co. Logo existe ng € IN tal que para todo n > ny,

0n < d;. Defina, para cada n > ng,

o= dj, se j#i

! d; — 0n, se j=i.

Observe que Zzﬂl dj = 22111 d; — 6, = TP, o que mostra que (di,...,d;—1,d; —
Onydit1, -, di+1) é uma possivel distribui¢ao de patamares para um equilibrio de (P, ) com
[ raizes em (0, 1).

De agora em diante considere a sequéncia {gbin} formada por tais equilibrios. Pelo

Lema 2.11 existe uma subsequéncia ainda denotada por {qblen} e ‘550 equilibrio de (P,,) tal

que ¢! — ¢k em Wy

Note que
i—1
(2 — 1) X (o +Zd” (2i — )X (o) + Y _d;
j=1
€
+1 +1
2 =2i+ D)X (an) + Y df > (21— 2i+1)X(ag,)+ > d
Jj=i+1 j=i+1

pois X (an) > X(ay,) e d} = d; para todo j # i.
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Isto implica que o intervalo

i1 i ]
L= (20— D)X (o) + Y _d}, (20 — DX () + > d7
j=1 j=1

estd contido no intervalo

i—1 i

Io= | (2i = D)X (ae,) + Y _dj, (20 — D)X () + Y dj
j=1 j=1

para todo n > ng, e por construcao
I, Clpys1 C...C I, C...C .

Veja a Figura 2.4.

Figura 2.4:

Assim, se zg € I,,, entdo xg € I, para todo n > ng e entdo ¢! (o) = (—1)""!

qualquer que seja n > ng. Como ¢! — ~§0 em Wol’p, segue que éé‘o (xo) = (—=1)"*! para
todo xg € I,,. Logo éﬁo é um equilibrio que possui patamar, pois ng foi escolhido de modo
que |I,,| > 0, e como a “velocidade inicial”, a,, ¢ dada por

Eo(pf ].) _P_
F) = = law|™

entao as velocidades de (bfo e ¢l€0 coincidem. Além disso, o x-tempo necessario para atingir

o valor maximo

X(a,) = (q’(”]ﬂ)’l’m)

também deve coincidir para ¢F e ¢L .

Observe também que quando n — oo

2iX (o) + Y dl — 2iX (0,) + Y d;

j=1 =1
para todo ¢ = 1,2,...,1 4+ 1, ou seja, as raizes de qﬁin convergem para as raizes de (blEO,
consequentemente para cada ¢ = 1,2,...,] + 1 existe n; € IN tal que

max {2iX(aEO) + 30 dy, 2iX () + X0, d;l}

< min {2(2’ + )X (@) + S dy 26+ D)X () + 200 dg}
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paratodon > n;, comdy =0,dj =0ei=1,2,...,1+1. Seja Ng = max{n;;i =1,2,...,1+ 1}.

Entao para cada ¢ =1,2,...,l 4+ 1, existe n; € IN tal que

X(ae,)
2Ny

2i(X (an) — X(ae,)) + Y _(d) —dj)| < (2.17)
j=1

para todo n > ;. Defina N = max {Ny,n;;¢=1,2,...,01 4+ 1} entdo (2.17) vale para todo
n> N eparacadai=1,2,...,1+ 1.

Observe que se i é par, entao para todo

z€R; = (max{2iX () + Y i_od;, 21X () + Yo dl},

min{2(i + 1) X () + S0 dj, 200 + 1) X (o) + X500 d7))

J= Jj=0"7

4

€n

(z) > 0 para todo n > N o que implica que gZ;fO (z) > 0 para todo = € R;.
Se i é fmpar, entao para todo = € R;, (blen (z) <0 para todo n > N e consequente-
mente (550 (z) <0 para cada x € R;.
Isso mostra que ¢3§0 possui no minimo [ rafzes em (0, 1).
Suponha, por absurdo, k > [. Entéo existe i € {1,2,...,1} tal que é’gg possui mais

de uma raiz no intervalo

Ji = (min{2iX (o) + 35y dy, 20X () + Y25y d ),

j=1"

max{2iX (o) + Y5_y dj, 21X () + Y5, d7}).

Note que se existisse m raizes em J;, com m > 2, entao
il = 2(m — 1) X (0, )

visto que a distancia entre duas rafzes adjacentes é no minimo 2X (a.,). Mas

| il 120X (aey) + Y251 dj — 20X () = 3,

j=1"3
= [20(X (an) — X(0g,)) + X0y (d? — dy)]
X(ae,)
TN, < (o)

o que resulta em um absurdo.
Portanto quo possui apenas uma raiz em J;, para todo i = 1,2,...,[, o que mostra
que k =1.

O proximo passo € mostrar que q’)fo possui a mesma distribuicao de patamares de
!

€0°

Pela construcao de qﬁlen temos que

(26 — 1) X (o) + i:dg — (20 = )X (aq,) + Y _d;
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quando n — oo para todo i = 1,2,...,l+ 1, ou seja, as extremidades dos patamares de gblen
convergem para as extremidades dos patamares de ¢l50~

Sabemos que ag,, X (a.,) e o nimero de raizes de ~’§0 e ¢leo coincidem , e portanto
Tpd3’20 = TP¢>’5'0' Suponha, por absurdo, que a distribuigao de patamares seja diferente, isto
€,

(di,da, ... d111) # (di,da, ... di11)

onde (Jl,dg, .. 7CZl+1) representa a distribui¢do de patamares de qgfo e (dy,da,...,diy1)
representa a distribuicdo de patamares de ¢ o

Seja 0 = min{1,2,...,l 4 1} tal que d, # dy. Se dy < d,, entio quo(x) = ¢l (2),
para todo z € [0, (20 — 1) X (ae,) + 327, d;].

\

xf ™t E§+n xf
Figura 2.5:

Defina 2§ = (20 — 1) X (o) + 371 dj, 2§ = (20 = )X (ag,) + 27y dj e a] ' =
(20 — 1) X () + Z;:ll d;. Seja > 0 pequeno o suficiente para que |q3]:0 @ +n)|<le

x < g +n < axf.

Como
x0 =2(c — 1) X (o) + Z dj — (20 = 1) X (ae,) + Zdj =z
Jj=1 j=1
e
o—1 o—1
271 =2(0 — 1) X () + Z dj — (20 = 1) X (a,) + Z dj = a§
j=1 j=1

quando n — oo, existe n € IN tal que para todo n > n,
0t < E5 +n<al

o que implica que para todo n > 7, ¢! (3§ +n) = (—=1)°*! e portanto ¢¥ (7 +n) = (—1)7*!
o que é uma contradicio pois |¢F (2§ +n)| < 1. Assim, dy > d,.

Suponha, por absurdo que dy > d,. Sem perda de generalidade podemos assumir
que os o-ésimos patamares de ¢. e qgfo s20 patamares superiores.

Sejam y, = 20X (ae,) + 27— djy € Jo = 20X (vg,) + D274 d; as o-ésimas rafzes
de ¢l e ¢~>’§0, respectivamente. Como estamos supondo d, > do, entdo y, < §,. Sejan >0
pequeno o suficiente para que 27 < X(a.,) € Yo + 1 < Jo. Assim gzNSfo (yo + 1) =06 > 0, veja
Figura 2.6.
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P

P
Yo Yo+ 1

Figura 2.6:

Como y,, = 20X () + 327, d} — y, = 20X (ap) + >_7_, dj quando n — oo
existe ng € IN tal que para todo n > ng, Yo, € (Yo — 1, Yo + 1N)-

E sendo X(ay) > X(ag,) > 27, temos que existe apenas uma raiz de ¢! em
(Yo —1, Yo +1). Logo para todo x € (Yo, , Yo +n), ¢ () < 0. Em particular ¢ (y,+n) <0,

€n

para todo n > ng. Consequentemente,

e, (Yo +m) = lim ¢¢ (yo +17) < 0.

Mas isto é um absurdo pois quo (yo +1) =0 > 0.

Raciocinio andlogo pode ser feito se os o-ésimos patamares de ¢l€0 e éﬁo forem
patamares inferiores. Logo d, = d,, ou seja, nao existe o € {1,2,...,1+1} tal que do # d,.

Isso significa que ¢! . € ¢§0 além de terem a mesma velocidade, o mesmo niimero de raizes e o

mesmo X-tempo para atingirem seu maximo, ainda tem a mesma distribuicao de patamares.

k — 4l
€0 — T€o”

E como existe um tnico equilibrio com tais propriedades segue que é
Portanto,
o = lim o[
e isto completa a prova da semicontinuidade inferior do conjunto de equilibrios em ¢y, quando

p>q. |

Lema 2.16 Seja p = q e considere um equilibrio gbleo de (P.,), coml raizes em (0,1). Entdo

4
€0

de (P,

€n

P 1 A . . G
é limite, em Wy'*, de uma sequéncia de equilibrios {gi)len }, onde cada qﬁlen € um equilibrio

), com 1 raizes em (0,1), e €, — €.

A demonstragao do Lema 2.16 segue exatamente igual a demonstragao do Lema
2.15. Devemos lembrar que no caso p = ¢ duas sequéncias de parametros sao relevantes:
a primeira, {A;};>1, que determina as bifurcagdes de equilibrios com [ raizes em (0,1), e
a segunda, {A\;(1)};>1, que determina se equilibrios com [ rafzes possuem patamar ou néo.
Porém o surgimento da sequéncia {)\;} ndo afeta a demonstragao do resultado.

O caso p < ¢ é certamente 0 mais curioso. Assim como no caso p = ¢ temos
duas sequéncias de parametros relevantes. Uma {\;(a*)};>1 determina o nimero méximo
de raizes que um equilibrio pode ter. A outra {\;(1)};>1 determina se equilibrios com [ raizes

possuem patamar ou nao. Quando € = A;(a*) bifurcam espontaneamente dois equilibrios



47

com [ rafzes em (0,1) um com velocidade inicial positiva e o outro com velocidade inicial
negativa, simétricos. Porém quando ¢ < A\;(a*) surgem quatro componentes conexas de
equilibrios com [ raizes, duas contendo equilibrios com velocidade inicial positiva, e duas
contendo equilibrios com velocidade inicial negativa. Uma das componentes conexas que
contém equilibrios com velocidade inicial positiva é sempre discreta, e a outra é discreta
apenas quando € > \;(1). A componente discreta tem a propriedade de nunca atingir +1. O
mesmo ocorre no caso de componentes conexas de equilibrios com velocidade inicial negativa.

Embora a estrutura do conjunto de equilibrios seja distinta com relacao ao caso
p > q veremos que a semicontinuidade do conjunto de equilibrios continua valendo, exceto
no caso em que €y = \(a*) e €, — €7, 0 que é natural uma vez que se ¢y = \(a*) existem
dois equilibrios ¢! e —1! de (P,) com [ raizes em (0,1) e se e, > A(a*), (P, ) nao possui

equilibrios com [ raizes em (0, 1).

Lema 2.17 Sejap < q e considere um equilibrio gbleo de (P.,), coml raizes em (0,1). Entdo

4
€0

de (P,

€n

s 7. . 1 ~ . 1. , . .
é limite, em Wy'*, de uma sequéncia de equilibrios {gblen }, onde cada (;Slen € um equilibrio

), com 1 raizes em (0,1), e €, — €.

Demonstracgao: Seja (bleo um equilibrio de (P.,) com [ rafzes em (0,1). Se (;Sleo possui
patamar a demonstragao segue exatamente igual a demonstracao do Lema 2.15. Suponha
entdo que d)leo nao possua patamar. Assim, A\(1) < e¢g < N (a*) e temos trés casos a
considerar: ey = A(a*), A(1) < eg < Ni(a*) e eg = A\i(1).

Suponha inicialmente A\;(1) < g < A;(a*).

Neste caso (P.,) tem dois equilibrios, wio e qﬁleo, com velocidade inicial positiva e
[ raizes em (0, 1).

Seja e, — €9, podemos assumir sem perda de generalidade que €, € (A\;(1), A;(a*)),
para todo n € IN o que implica que (P, ) tem exatamente dois equilibrios, wi e qblen com
velocidade inicial positiva, [ raizes em (0, 1) e sem patamares.

Considere a sequéncia {win } Entao a, < o , para todo n € IN, onde 1/)£n possui

velocidade inicial o, e o é como em (1.3) e Observagao 1.2. Pelos Lemas 2.11, 2.12 e 2.13,

Pl — ¢, em Wol’p, onde ¢, é equilibrio de (P.,) com [ raizes em (0,1). Logo,

o ()~ oo ()

para todo m = 1,2,...,l o que implica que a altura maxima atingida por z/Jin, Pa., , € tal

que (baen — Qa, onde ¢, = ¢eo (2

1
——— |, altura maxima atingida por ¢, .
(I+1) 0

Como I é continua

en(p - 1) _ 60(p — 1)

|Oéen‘pf1 = F((Z)ag,") - F(d)a) - T |05|F

e portanto o, — a. Mas d)én = ¢(-, ae,) ¢ tal que ae, < af , para todon € IN e por (1.3)

segue que o — «g e portanto a < of .
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Como temos apenas dois equilibrios com velocidade inicial positiva e [ raizes em

(0,1),

io = ¢('7a60)7 (o7 < azo € leo = ¢('7d60)7 dﬁo > azo

temos que & = a,. Portanto 1! — ¢! em Wy,

Com raciocinio andlogo mostramos que (i)lén — (;Sleo em VVO1 P,

Observe que ae, 7# o e G, 7# af, uma vez que € 7 Aj(a*).

Agora vamos considerar ¢g = A;(1). Neste caso ainda temos apenas dois equilibrios
de (P,,) com velocidade inicial positiva e [ raizes em (0, 1).

Se €, — 637 entdo €, > ¢p = N(1). Sem perda de generalidade assumimos
Ai(1) < e, < Ni(a*) e o resultado segue como no caso anterior.

Se €, — €, entdo €, < g = A(1). Neste caso, para cada n € IN existe um
continuum de equilfbrios de (P, ) com [ rafzes em (0, 1), e um equilfbrio ). sem patamar.
A prova de que wén — zbio em WO1 P é feita como no caso anterior. Vamos entdo nos
preocupar apenas com o equilibrio d)leo e o continuum. Para cada n € IN vamos selecionar
um equilibrio, gbin, de (P, ), com [ rafzes em (0,1). O equilibrio selecionado sera aquele com
distribuic@o de patamar dada por (d",d",...,d"), com d" = 2(X (a,) — X (a,)). E a prova
de que ¢le — qbleo em VVO1 P ¢ feita como no caso p > ¢q. Note que qblen nao converge para wio
pois de, > al e ae, < af onde de, € ac, sio tais que gL = ¢(-, ac,) e Pl = P(-, ).

O 1ltimo caso a considerar serd o caso g = Aj(a*). Se g = A(a*) entdo existe
um tnico equilfbrio ¢! de (P.,) com [ raizes em (0,1) e velocidade inicial positiva. Seja
€n — €0.

Se €, — € entdo e, < g = Ai(a*). Considere a sequéncia {! }, com ¢! € E., .
Segue dos Lemas 2.11, 2.12, e 2.13 que win — qgléo em Wol’p, onde ¢~Sl€0 é um equilibrio de
(P.,) com [ rafzes em (0,1). Como existe um tnico equilibrio, ¢! , de (P,) com [ raizes em
(0,1) segue que ¢, = ! . Portanto, ¢! — ¢ em W,7.

Para finalizar provaremos que o 1inico caso onde nao ocorre a semicontinuidade
inferior do conjunto de equilibrios é quando €, — ear e eg = N(a*).

De fato, se ¢, — 68' entao €, > ¢g = Aj(a*) e sem perda de generalidade podemos
supor Aj(a*) < €, < Aji—_1(a*). Neste caso, (P, ) possui equilibrios com, no méximo, [ — 1
raizes em (0,1). Suponha, por absurdo, que exista uma sequéncia {¢.,} com ¢, — 1/)20 em
Wol’p. Podemos supor cada ¢., = (b’:" com k raizes, k <[l—1. Se {(bf} nao possui patamar,
isto ¢ Ax(1) < €, entdo pelos Lemas 2.11, 2.12 ¢ 2.13, ¢¥ — ¢% em Wy*, onde ¢F ¢ um
equilibrio de (P,,) com k raizes. Absurdo, pela unicidade do limite.

Se N(a*) < e, < Ag(1), entdo todo equilibrio de (P, ) com k raizes em (0,1)
possui patamar. Como €y = A\j(a*) segue que YL = ¢(-,af ) e al, < ag,, onde a, é a
velocidade inicial necessaria para um equilibrio de (P,,) atingir £1. Logo a méxima altura

atingida por 1/120, ¢aZO’ é tal que ¢a20 < 1, e portanto existe § > 0 tal que ¢’a20 +4d <1



49

Como ¢, — ., em Wy? entdo ¢, — YL, em C([0,1]). Assim existe ng € IN tal

que para todo n > ng, |¢., (z) — 9! ()| < & para todo = € [0,1]. Logo,
5= ur < 6L () < (1) S U (1) 46 < G+

para todo z € [0,1]. Absurdo, pois para todo n € IN, ¢., atinge 1 e —1. Portanto nado existe
¢e, com ¢, — L em WyP. u

Observagao 2.5 Concluimos assim que a menos do caso, p < q, g = A\(a*) e €, — 63_,
qualquer que seja o equilibrio ¢l50 de (P.,) com | raizes em (0,1), existe uma sequéncia

{¢! }, onde ¢! € equilibrio de (P.,) tal que

I 4

€n €0

1
em Wy*' desde que €, — €.

A nao semicontinuidade inferior do conjunto de equilibrios no caso em que p < ¢,
€0 = Ni(a*) e €, — € dd indicios de que a semicontinuidade inferior dos atratores também
deixa de ocorrer nesse caso.

Quando ey = Ag(a*) isto é facilmente observado pois se € > €y entdo E. = {0} e
consequentemente A, = {0}. Por outro lado E¢, = {0,¢0 ,—9? }, e E., C Ac,. Mas 92 e

71/)20 nédo sao aproximados por nenhuma sequéncia de elementos u. € A., com € — €.



Capitulo 3

Consideracoes sobre
semicontinuidade inferior de

atratores

O problema da semicontinuidade inferior de atratores para semigrupos gerados por equagoes
de evolugao tem sido frequentemente estudado. Em sua grande maioria os problemas estu-
dados sao semilineares, e investigar a semicontinuidade inferior dos atratores se resume a
verificar a semicontinuidade inferior dos conjuntos instaveis dos equilibrios.

Em 2004, os autores de [10] investigaram a propriedade de equi-atra¢ao de uma
familia de atratores {A¢}eca de sistemas dindmicos Se(t) com pardmetro € € A, e provaram
que sob condigdes apropriadas a equi-atratividade da familia {A.}.ca é equivalente & con-
tinuidade de {Ac}cca em € com relagdo a distancia de Hausdorff.

Dizemos que uma familia {A.}.ca equi-atrai um subconjunto limitado B se dado

1 > 0 existe 7 = 7(B,n) > 0 independente de € € A, tal que para todoe € Aet > 71
d(Se(t)B, Ac) <n.

Se {Ac}een equi-atrai cada subconjunto limitado B entdo dizemos que {Ac}cen € equi-
atraente.

Neste capitulo mostraremos que no caso particular em que p = q e o parametro €
varia num intervalo [€, €] C [A1, Ag), onde A; e Ag s@o elementos da sequéncia que determina
as bifurcagoes dos equilibrios do problema (P.), mostrar a semicontinuidade inferior dos
atratores {A.}cea associados aos problemas (P:) se reduz a mostrar a equi-atratividade de
uma pequena vizinhanga do equilibrio nulo.

Lembramos que se € € [A1, \g) entdo o conjunto dos equilibrios de (P.), E., contém

apenas trés equilibrios, 0, +¢? e —¢?, dentre os quais o equilibrio nulo é o tnico equilibrio
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instavel. Todo o estudo sera feito usando a teoria de m-semifluxos multivocos. Por isso

torna-se necessario entender algumas definigdes, para maiores detalhes veja [23] e [27].
Seja X um espaco métrico completo, I' um subgrupo nao trivial do grupo aditivo

dos nimeros reais, I'y = T'NIR4 e P(X) o conjunto de todos os subconjuntos de X. Denota-

se o dominio de uma aplicagdo multivoca F': X — P(X) por D(F) = {z € X; F(z) # 0}.
Definicao 3.1 A aplicagio G : Ty x X — P(X) € um m-semifluzo se

1. G(0,-) € a aplicagdo identidade I;

2. G(t1 + t2,z) C G(t1,G(ta,x)), para todo t1,t2 € Ty, e para todo x € X,
onde G(t, B) = UzepG(t, x), para B C X.

Definigao 3.2 A aplicagdo x : Ty — X € uma trajetoria do m-semifluro G correspondente

& condigao inicial xg se x(t + 1) € G(t, (7)), para todo t,7 € T'1 e x(0) = xo.

Definigcao 3.3 Dizemos que o conjunto A C X atrai o conjunto B com a ajuda do m-
semifluzo G se d(G(t,B),A) — 0 quando t — +00. O conjunto M ¢é dito ser atraente por

G se ele atrai cada subconjunto limitado B de X.
Para cada M C X denotamos

W(M)=UrG(r. M) e v (M) =15 (M).

O conjunto w(M) = N¢>07y; (M) é chamado de conjunto omega limite (w-limite)
de M. E é facil mostrar que o conjunto w(M) consiste dos limites de todos as sequéncias

convergentes {&,}, onde &, € G(t,, M), com ¢, — +o0.

Definigao 3.4 O m-semifluzo G € chamado condicionalmente assintoticamente compacto
se, para todo B C X limitado tal que para algum t(B) € Ty, 'y:EB)(B) é limitado, qualquer

sequéncia &, € G(tn, B), com t, — +00, é precompacta em X.

Observagao 3.1 A propriedade “condicionalmente assintoticamente compacto” € também
conhecida por “assintoticamente semicompacto superiormente”, veja [23]. Porém usaremos

a nomenclatura de [27] por considerarmos esta mais adequada.

Considere o intervalo A = [¢,¢] C [A1, Ao).
Seja Sc(t) : L? — L? definido por Sc(t)rg = u(t,z0) o semigrupo associado &
(Pe), com € € A, onde uf(t,xo) denota a solugao de (P.) com dado inicial z¢ no instante ¢.

A partir da familia {Sc(¢)}cca de semigrupos defina a aplicagao
SA R, x L2 — P(L?)

por SA(t,ug) = Ucea{Sc(t)uo}. Note que
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o SM0)up = Ueen{Se(0)uo} = ug, para todo uy € L.
Portanto S*(0) = I.

e Sejam t1,ty € Ry, up € L? arbitréarios. Entéo

SA(ty +t2)ug = Ueen{Se(t1 + t2)uo} = Ueen{Se(t1)Se(t2)uo}
UeeASE(tl)SA(tg)uO = SA(tl)SA(t2>uO

N

para todo ug € L? e t,t, € Ry.
Portanto S* é um m-semifluxo.

Observagio 3.2 Podemos também definir o m-semifluzo S* de Ry x Wy* em P(W, ")

visto que R(S(t)) € WyP, para todo e € A et > 0, veja Lema 5.4.

Lema 3.1 O m-semifluro S* é condicionalmente assintoticamente compacto, na topologia

de L?.

Demonstragao: Seja B C L? limitado tal que existe ¢(B) > 0 com W:EB)(B) limitado em
L?. Considere &, = S, (tp)b, € S(t,, B), com t,, — 00, €, € A e b, € B, arbitrarios.

Pelo Lema 3.2 ||u‘(t)||W01p < ko, para todo t > tg, para algum tg > 0, e € A e
ug € B, e em particular H§n||W01,p = [Ju (tn, b,,,)HWOl,p < ko, ou seja, {£,} ¢ limitada em WP
€ como VVO1 P esté compactamente imerso em L2, segue que {£,} é precompacta em L2. Uma

vez que B foi tomado arbitrariamente segue que S™ é condicionalmente assintoticamente

compacto. |

Observacgao 3.3 As boas condigies de dissipatividade de Sc(t) demonstradas no Lema 3.1
e Observacdo 3.8 garantem que para qualquer B C L? limitado, existe t(B) > 0 tal que
W:EB)(B) ¢ limitado em Wy™P.

O préximo lema mostra que o m-semifluxo {S*} é condicionalmente assintotica-

1 L. . , .
mente compacto em W,*. Mostraremos inicialmente que o m-semifluxo é de classe B-k, visto
que ser de classe B-k é uma condigao suficiente para ser condicionalmente assintoticamente

compacto.

Definigao 3.5 Dizemos que o m-semifluzo {S™(t)} € de classe B-k se para cada B C WP
limitado eziste to = to(B) > 0 tal que SN(t)B ¢ relativamente compacto em Wy, para cada

t>to.
Lema 3.2 O m-semifluzo {S*} ¢ condicionalmente assintoticamente compacto em Wol’p.

Demonstragio: Basta mostrar que o m-semifluxo {S(t) : Wy? — P(Wy7P)}iso é de

classe B-k.
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De fato, pela Observagao 3.3 se B é limitado em Wol’p existe ¢(B) > 0 tal que
vj(B)(B) é limitado em Wy”. Logo se o m-semifluxo é de classe B-k, SA(t)W:EB)(B) é
relativamente compacto em VVO1 P para todo t > tO('V;EB)(B))' Em particular, se t; =
t(B)+t0(*y:EB)(B)), entao qualquer sequéncia da forma &, = S, (¢t,)b, com b, € B, €, € Ae
t, > t1, possui subsequéncia convergente em W, ? visto que S (tO)(’V;E B) (B)) é relativamente
compacto em W, >,

Vamos entao provar que {S(t) : Wy — P(WyP)}i>0 é de classe B-k.

Seja B C W, ” limitado e t > 0. Considere {¢,} uma sequéncia arbitraria em
SA(t)B. Entdo, para cada n € N, ¢, = S, (t)b, onde b, € B e e, € A, e como B é
limitado em WO1 P e A é compacto em IR, existem subsequéncias de {b,} e {€,}, as quais
ainda denotaremos por {b,} e {€,}, e bg € L? e € € A tais que b, — by em L% e ¢, — €.

Logo, pelo Lema 2.10, S, ()b, — Se(t)bp em WP, ou seja, S*(t)B é relativa-
mente compacto em WO1 P

Como t foi tomado arbitrariamente em (0, +00) segue que S*(¢) B é relativamente
compacto em WO1 P para cada t > 0. Portanto S* ¢é de classe B-k e consequentemente o
m-semifluxo S* ¢ condicionalmente assintoticamente compacto em W, ™. u

De agora em diante denotaremos por w”(B) o conjunto w-limite de um conjunto
B através do m-semifluxo S™(t).

Segue do Teorema 1.1, [23], que para qualquer B C Wol’p limitado, w™(B) # 0,
w(B) é compacto em W,** e w™(B) é o conjunto fechado minimal que atrai B por S*.

O préximo passo serd mostrar que por qualquer ponto do conjunto w”(B) passa
uma érbita completa que estd inteiramente contida em w? (B). Tal propriedade é conhecida

como quasi-invariancia.

Definicao 3.6 Um conjunto A é quasi-invariante para o m-semifluzo S, se para cada

z € A existe uma drbita completa, ¥, por z e (t) € A, para todo t € R.

Embora a demonstragio siga os passos da prova do Lema 9, [27], demonstraremos

novamente uma vez que em [27] ela é feita para semigrupos generalizados.
Lema 3.3 Para qualquer B C Wol’p limitado, w™(B) ¢ quasi-invariante.

Demonstragdo: Tome z € w®(B) arbitrdrio, mas fixo. Vamos construir uma érbita
completa por z inteiramente contida em w”™ (B).
Por defini¢do z = lim,,—, 4 o0 Se,, (tn)by, com t,, — +00, €, € A e b, € B. Note que
para cada n € IN
Se, (tn)bn = Se,, (0)Se, (tn)bn = S, (O)b(r]z

onde b2 = S, (t,)b,. Logo b — z em Wy, quando n — +oo.
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Por outro lado, {e¢,} C A e A é compacto, logo existe uma subsequéncia, ainda

denotada por {e,} e € € A tal que ¢, — €. Pela continuidade do fluxo em Wol’p segue que
[[u (t,b5) — u(t, 2)|[yyaw — 0
quando n — 400, para todo t > 0. Portanto,
S, (1)b2 — Se(t)z

1
em Wy,

Note que Sg(0)z = z, e para cada t € IRy

Se(t)z = lim S. ()0 = lim S (t+t,)b, € w*(B)

n—-too n—-+o0
poise, € A, b, € Bet+t, — +oo.

Defina a aplicacao vy : [0, +00) — VVO1 P por 1)o(t) = S=(t)z, e considere a sequéncia
(b1 =S, (t, — 1)b,} € WP como uma nova sequéncia de dados iniciais.

Sem perda de generalidade podemos tomar t, > 1, pois t,, — +0o. Como S é
condicionalmente assintoticamente compacto, existe uma subsequéncia ainda denotada por
(b} e 21 € WP tal que b ' — z_; em W, .

Como €, — € qualquer subsequéncia de {e,} também converge para € e pela

continuidade do fluxo, para cada t > 0
[[uc (£,b, ") — uc(t, Z—l)”W&,p —0

quando n — +o0o. Portanto

Se, ()bt — Se(t)z—1

n

em W, P, para todo t > 0.
Defina 1y : [0, +00) — WP por 4y (t) = Se(t)z_,. Entdo

Se, ()bt — (1)
em Wol’p, para todo t > 0, e

YLt) = i(t+1) = Se(t+ 1)z,
= limpy g Se, (4 )by,
= limy— 00 Se, (t+ tn)bn

= hmnﬂ+Oo n(t)

)

= (t)z = vo(t

para todo t > 0 e além disso

1(t) = Se(t)z_1 = lim S, ()b, = lim S, (t+t, —1)b, € w*(B)

n—-+oo n—-+oo

uma vez que t, — +00, €, € A e b, € B. Portanto v, (t) € w(B), para cada t > 0.
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Assim, para cada r > 2 inteiro, defina b, = S, _(t, —r)b, onde t,, > r, para todo
n €N, {e,}, {tn} e {bn} slo tomados como a sequéncia que aparece no passo anterior.

Como S* é condicionalmente assintoticamente compacto, existe uma subsequéncia,
ainda denotada por {b;"} e z_, € W, ” tal que b,” — z_, em W,".

Novamente pela continuidade do fluxo em VVO1 P obtemos
[[us (t,b,7) — u(t, 2—)llyy2e — 0
quando n — +o0o. Portanto, para todo ¢t > 0
Se, ()b, — Se(t)z—r

1
em W,".

Defina 1, : [0, +00) — WP por ¢, (t) = Se(t)z_,. Entao
Se, ()b, — ¥r(t)
em Wol’p, para todo t > 0, e

Yr(t) = o(t+71)=S(t+71)z_,

= liypoo Se, (£ +7)b"
= limy—jo0 Se, (t +1n)by
= limyso S, (00
= Se(t)z = wo(t)

para todo t > 0 e além disso

Yp(t) = Se(t)z_, = lim S, ()b," = lim S, (t+t, —r)b, € w™(B)

n
n——+4oo n—-+oo

pois t, — +00, €, € A e b, € B. Portanto 1,(t) € w™(B), para cada t > 0.

Para finalizar a demonstragao defina
PR — WP
associando v (t) ao valor comum de ,.(t + r) para r > —t. Note que

1/)(0) = "/’0(0) = SE(O)Z =2z

Pit+s) = Y(t+s+r)=S(t+s+r)zy
= Se(t)pr(s +7) = Se(t)i(s) € SM(t)y(s)
para todot>0e s € R.
Portanto ¢ é uma érbita completa por z através de S*. Resta provar que 1 (t) €
w™(B), para todo t € IR. De fato, tome t € R e r € Z, tal que r > —t. Entdo
Y(t) = Pt + 1) € wh(B).

Logo w™(B) é quasi-invariante. |
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Lema 3.4 A érbita ¢ : R — Wol’p, construida no Lema 3.3 € uma orbita completa por z

através de Se com € € A.
Demonstragao: Vimos que ¥(0) = ¢(0) = Se(0)z = z e paratodot > 0e s € R

Set)y(s) = Se(t)yr(s+1)
= Se(t)Se(s+ 1)z
= Y(t+s+r)=v(t+s)

Portanto i é uma 6rbita completa por z através de Se, € € A. |

Uma vez que {¢(t)},.g C w*(B) e w*(B) ¢ limitado em WP, temos que 9 6
uma 6rbita completa e limitada por z através de Sz. E como Az é a unido de todas as érbitas
completas e limitadas através de Se segue que {¥(t)},.[g C Ae e em particular z € Ae.

Assim concluimos que w”(B) C UcepAe, para todo B C Wol’p limitado.

Definigao 3.7 Um conjunto A é negativamente semi-invariante se A C Sh(t)A, para todo

teRy.
Lema 3.5 Para cada B C Wol’p limitado w™(B) € negativamente semi-invariante.

Demonstragao: Queremos provar que w*(B) C S*(t)w?(B) para todo t > 0. Tome
z € w™(B) arbitrario. Como w”(B) é quasi-invariante existe, v, érbita completa por z,
através de S?, inteiramente contida em w”(B).

Assim, para qualquer ¢ > 0
2= 9(0) = ¢(t —t) € SY()p(—t) C S (1) (w™(B))

visto que ¥ (s) € w™(B), para todo s € IR.
Como z foi tomado arbitrariamente em w”(B) segue que w™(B) C S (t)(w™(B)),

para cada t > 0. |

3.1 Equi-atracao de vizinhanga de pontos de A,

Nesta se¢ao provaremos que dado xzg € A, \ {0}, existe uma vizinhanga de xy que é equi-
atraida, ou seja, dado n > 0 existe um tempo, que pode ser tomado uniformemente para
qualquer e suficientemente préximo de ¢y e que depende apenas de 1 e da vizinhanca de
xo, a partir do qual a solu¢ao de (P.) com dado inicial nesta vizinhanga do ponto entra na
n-vizinhanga de A, para qualquer € suficientemente préximo de €.

Sabemos, por [28], que a cada problema (FP.) estd associado um Funcional de
1 g+r

n |z[|g 1y Mostraremos que a familia
qg+r

de funcionais {V.} é continua com relagdo ao pardmetro e. Esta informacao auxiliard na

€ 1
Lyapunov V; dado por V(z) = ;”xngvolp —§||x|\g+

demonstracdo de que vizinhanca de pontos de A, sdo equi-atraidas.
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Lema 3.6 Para cada x € W,'?,
Ve(z) — Ve()
quando € — €.

Demonstracao: De fato, se x € Wol’p

Vila) = Vel = |l = <ol + — el
= Sl + 2l - el
= el ol — 0
Portanto V;(z) — Vi(z) quando € — € para cada z € W. |

Observagao 3.4 Note que esta convergéncia € uniforme em limitados de Wol’p
Lema 3.7 Se z. — zz em Wol’p, entdo

Ve(ze) — Ve(we)
quando € — €.

_ 1 - . T 1
Demonstragao: De fato, se z. — zz em W,,"”, entdo a sequéncia {z.} é limitada em W,"”

Assim,
Ve(ze) = Velae)| < [Ve(ae) = Velwe)| + [Ve(ze) — Ve(ae)|

1
— q+r
= E,fo”vvl T 1q||5'3e||2 + W|$e||q+r
¢ P g+r
- ZEH»TeHWOLp + qlllstIZ - qT”‘rE”q—‘rr
€ p q+r
+ ?\xellwg,p —1q||9«“e||3 q+r\| ellgtr
€ +
- *szllﬁvol,p = ||zell — 7lllelg+:

IN

_ €
|€ - €|2;||x6|‘€[/01p + §|”meH€V()1p - ||-TE||€VO1,;7|
1
+ o lledlf — el
+  —lllzell§ — llzellgl — 0

quando € — € uma vez que . — &z em Wy ",
Portanto V,(z.) — Ve(ze). |
Seja eg € A = [¢, €]. Nessa se¢ao mostraremos que no caso particular em que p = ¢

e A C [A1, \p) existem vizinhangas dos pontos do atrator A, que sdo equi-atraidas.

Lema 3.8 Seja xg € A, \ {0}. Existe 6 > 0 tal que se |e — eg| < § entao w(zg) # 0, onde

0 denota o equilibrio nulo.

Demonstragao: Sabemos que para todo € € A, E, = {0, +¢?, —¢%}. Como zo € A, \ {0}

e p = q segue que w(xg) # 0. De fato, se tivéssemos w (zp) = 0 entdo terfamos uma
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érbita homoclinica, uma vez que +¢? e —¢? sdo equilibrios instdveis de (P.,) e o sistema ¢

gradiente.
Queremos provar que existe 6 > 0 tal que |e — eg] < ¢ implica w(zg) # 0.
Suponha que isto nao ocorra. Entao para todo n € IN existe €, € A tal que
w (x9) =0 e len — €o| < -
Assim,

Ve, (xo) > Ve, (w(zg)) = V&

€n (O) = O
para todo n € IN e tomando o limite quando n — 400 obtemos V (zg) > 0.

Mas zg € A, \ {0} e portanto
Veo (l‘o) <V (aw(fUO)) = ‘/60(0) =0

onde .y (z9) denota o alfa-limite (o-limite) de x através de uma érbita completa e limitada,
1, 0 que é um absurdo.

Portanto existe § > 0 tal que |e — ¢g| < & implica w(zg) # 0 |
Teorema 3.1 Seja xg € A, \ {0}. Dado n > 0 existe Ayy C A, Oy, (x0) € 7w, > 0 tal que
5.(1)(Osy (w0) € O (Al)

para todo € € Ay, et > 7y

Demonstragao: Se zp € A, \ {0} entao por zy passa uma dérbita completa e limitada
totalmente contida em A.,, consequentemente o a-limite de x( por esta érbita é o equilibrio
nulo.

Sejang = Ve, (x0) < Ve, (0) = 0, onde V¢ denota o Funcional de Lyapunov associado
ao problema (P,).

Defina Iy = (37707

DO =

770>. Como I é aberto em IR e a aplicacao
Vo (0,400) x Wy — R

dada por V(e,x) = Vi(z) é continua, veja Lemas 3.6 e 3.7, existe o > 0 tal que se (¢,x) €
A x Wy satisfaz
|(€;2) = (€0, 20)| = |e — €0l + ||z = wollyz» <0 (3.1)

entao V.(z) € I e portanto V.(z) < %0 < 0.

Suponha, por absurdo, que o teorema seja falso. Entao existe v > 0 tal que para

qualquer A C A, O(z) e k € N existe t;, > k, z € O(xg) e ¢, € A com
Ser (te)rr & Oy(Acy ).
Em particular para k =1,2,3,.. .,

Ay = {e; le —eo| < %} e Ok(x0) = {x; ||z — xO”W(}’T’ < %}
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existe t, > k, € € A e xp € Ok(xo) tal que S, (tx)zr ¢ O(Ae,). Note que as sequéncias
formadas acima sdo tais que € — €9, T — g € t — +00.
Uma vez que S? é condicionalmente assintoticamente compacto em WO1 P existe
y € Wy tal que
Se.(ti)rr — Y

em W, e portanto y € w™ (O, (z0)), onde Ay = {er} e U {eo}-

Como w™ (01 (xg)) é quasi-invariante, existe uma érbita completa e limitada, ¢,
por y através de S0, a qual é uma érbita completa e limitada por Seys veja Lemas 3.3 e 3.4.

Mas o atrator A. é a unido de todas as drbitas completas e limitadas por S,.
Logo y € A, e portanto temos duas possibilidades: ou af?(y) = 0 ou y é um dos equilibrios
assintoticamente estaveis, +¢20 ou —(;580.

Se a@(y) = 0 entdo 0 € wh (O (z0)) e portanto

0= lim Sc, (tn)Tn

n—-+oo

com x, € O1(xg), tn, — +00 € €, € Ao.
Sendo Ag compacto, existe € € Ag tal que €, — €, e para todo n € IN, segue de
(3.1) que
. o o
|(€ns @n) = (€0, o)l = len — €0l + [lon —@ollyr < 5 +5 =0 (3.2)
e portanto V. (x,) € Iy o que implica que V, (x,) < 772—0 < 0.
Assim,

Ve, (Se, (tn)xn) < Ve, (2n) < 77?0 <0

e fazendo n — 400 temos

o que é um absurdo pois Vz(0) = 0.
Portanto, o (y) # 0 e consequentemente y € E¢, \ {0}.

Por outro lado, sabemos que a familia {E.}ccp é continua em €. Entdo existe

6 > 0 tal que
max{d(E, Ee), d(Eey, E)} < 5
se |e — eg| < 0.
Logo para todo € tal que |e — ] <
03(y) € 03(B.,) C 0,(E) € 0,(A) (33)

e como y = limy_, 40 Se, (tr)xk existe kg € IN tal que para todo k > ko
Sek (tk)xk € O%(y) C Ov(Ae) (34)

para todo € € (eg — d, €9 + 9).
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Uma vez que €, — €y segue que
Sey, (tk)zi € O (Ae,)

para k suficientemente grande, o que contradiz nossa suposicao.
Portanto, dado n > 0 e zg € A, \ {0} existe uma vizinhanga de zy que é equi-

atraida. |

3.2 Consideracoes finais

Observe que dado i > 0 é possivel obter uma vizinhanga, O,(z), para cada ponto x de
A \ {0}, a qual é equi-atraida. Assim, para qualquer vizinhanga Og(0) de 0 a familia
{Oz(%)}zea,, forma uma cobertura aberta do atrator Ae,.

Como o atrator é compacto em WO1 P podemos extrair uma subcobertura finita tal
que Ae, C U104, ().

Se a vizinhanca de 0 fosse equi-atraida poderiamos tomar
T=max{7r,,,i=12,...,n} e A =n"_ A,

com 7, e A,, como definido no Lema 3.1. Assim, para todo ug € A, terfamos ug € O, (x;)

para algum ¢ = 1,2,...,n. Logo para todo t > 7 e € € A’ terfamos
Se(t)ug C Se(t)(Og, (2:)) C On(Ae)

e portanto a familia { A }ccas seria equi-atraente e pelo Teorema 2.9, [10], concluirfamos que
a familia {Ac}ccps € continua em .

Isso mostra que o problema se reduz a mostrar que existe pelo menos uma vizi-
nhanca do equilibrio nulo que é equi-atraida. Note que isto poderia ser resolvido mostrando

que a familia {A.}, ; é uniformemente estdvel para algum ACA.



Capitulo 4

Continuidade e sincronizacao

em sistemas acoplados

4.1 Sobre o sistema com parametros distintos

Considere o seguinte sistema com um termo de acoplamento a direita

wp = e (7 )+ P (1 ) — R o)

n
1
P =B (for PR ), 4 | TR e (1 o) 4 k(u® — o)

(Sn)

v

onde (u™(0,t),v™(0,t)) = (0,0) e (u™(1,t),v™(1,t)) = (0,0) para todo t € (0,400) e
(u™(x,0),v"™(2,0)) = (up(x),vo(z)) € L*(0,1) x L?(0,1), €7, k, sdo constantes positivas,
g >2,p} >2ery >q—2,parat=1,2 e para todon € IN.

O objetivo deste capitulo é considerar €' — €, pI' — p, ¢ — ¢, ri* — r, quando
n — oo para i = 1,2, e mostrar que dado n > 0, existe ng € IN tal que

limsup ||u" () — 0™ (t)]2 <7 Yn > ng
t—o0
o que é conhecido como e-sincronizagao, veja [6].

O capitulo se divide em trés segdes, na primeira secao provamos a existéncia de
solucdo para o sistema (S,,), a existéncia de atrator e de um Funcional de Lyapunov para
(S,), e concluimos com a semicontinuidade superior dos atratores associados a (S,). Na
segunda analisamos o sistema limite (pardmetros iguais), e na terceira se¢do provamos a

e-sincronizacao.

4.1.1 Existéncia de solugao
Nesta secao mostraremos a existéncia e unicidade de solugao para o sistema acoplado

ur = e (fue " )+ Jul™ T u(l— Jul™) = k(u — )

v = ea|va|” " vn)e + [0 0(1 = [o]?) + k(u — )

(5)

61
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com (u(z,0),v(x,0)) = (uo(x),vo(x)) € Wy P (0,1) x WyP*(0,1), e para i = 1,2, ¢ > 0,
Pi>2,q>2,1>q—2,ek>0.
Considere os problemas
up = 61(|ui’p172 ul)y + ’ul|qh2 u'(1—|ut|™) - kut
(P1)q u'(0,t) =0,u'(1,t) =0 t>0
ul(0) = ug € Wy P (0,1)

vf = 62(’v1|p2 ? vl)e + |v1|q272v1(1 - ’v1’r2> — kot
(P) 3 vl = 00016 =0 £>0
v (0) = vg € W, 2(0,1)

E f4cil ver que a aplicacao definida por

€ 1 1 u(x) 1 u(x)
L) = 7/ |ug (z)|Péde —|—/ / |v|%+7 i~ 2ydudr + k/ / vdvdz
Pbi Jo 0o Jo 0o Jo

se u € Wy (0,1) e pl(u) = 400 se u € L2(0,1)\W,7(0,1) é convexa, prépria e semi-

continua inferiormente em L?(0, 1), para i = 1,2. Consequentemente a subdiferencial dp; é
um operador maximal monétono em L?(0, 1), para i = 1,2, veja [4].

1,p;

Considere o operador A; definido em W i

que a cada elemento u € WO1 associa
o elemento de W17 dado por A;u = —€iAp,u + |u|%FTi 72y 4+ ku. Ou seja, para cada
1
u e WyP" definimos Agu : Wy " — TR por Asu(v) = / Asuvdz, para todo v € Wy P".
0
Temos que A;u estd bem definido, isto é, se u € Wol’m entdo A;u € W1 e além
disso, A; é mondtono, coercivo, hemicontinuo, e portanto A; é maximal mondtono de acordo

com [4], Exemplo 2.3.7. Como A; C dp; entdao A; = dp}, para i =1,2.
Agora defina ¢? : L?(0,1) — (—o0, +oo] por

o= [

se w € L#(0,1), e @hu = +oo se v € L2(0, 1)\L#(0,1).

v|% 2pdvd

Certamente p? é convexa, prépria e semicontinua inferiormente em L?(0,1) e por-
tanto dp? é maximal monétono em L2(0,1).

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, definindo B; : L%(0,1) — (L%)’
por Bju = |u|%~2u, com B;u : L%(0,1) — IR dado por B;u(v / B,uvdzx, temos que
B; esta bem definido, é monétono, coercivo e hemicontinuo, e como B;u € dp?u para todo
u € L%(0,1) segue da maximalidade de B; e de dp? em L?(0,1) que B; = 2.

Dessa forma podemos escrever os problemas (Py) e (P;) como segue

(P) up + dprut = dptut
u' (0) = ug € Wy P (0,1)
(P) v + Dpavt = O
1
v (0) = vy € W, 72(0,1)
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Calculos simples mostram que

Para cada L < 400, i = 1,2, {u € L*(0,1);¢; (u) + [Jul[12(0,) < L} é compacto em
L2(0,1),

D(p;) C D(d¢}),
0 € D(p;),

(Op2u,u) 201 < Koh(w) + C(Jull2aeyy + 1), 0 < K < 1, para todo u € D(p}),
i=1,2,

|00%ull 20,1y < M (|lullp2(0,1)) (1 + (¢ju)'~7), 0 < v < 1, para todo u € D(g}), onde

M (-) é uma fungdo mondtona crescente localmente limitada em [0, 4+00), i = 1,2,

com K, C, v e M(-) independentes de ¢; e p;.

Segue do Teorema 5.3, [24], a existéncia de solugdes fortes u!(t) e v!(t) em [0,T)

de (P)) e (Py), respectivamente, para cada T > 0, tais que

1.

2.

€ L*(0,T;L?(0,1))

dul(t) dv'(t)
v dt ’ v dt
Pt (ul(1), i(ut (1), e3(v' (1), 3(v!(t) € L(0,T)
tot(ul (1)), tei(ul(2)), toz(v! (1), tes (vl (1)) € L>(0,T)

o2 (ut(t)), e (ut(t)), pi(vi(t)), p3(vi(t)) sao absolutamente continuas em (0, T

Num segundo passo considere os problemas

u? + Opiu® = 0piu? + kvt

(P2) .
u?(0) = ug € WyP*(0,1)

(P ) v? 4+ Opiv? = 0p3v® + ku'
2
v2(0) = vy € W, 72(0,1)

Note que sendo u! e v! solucdes fortes em [0,7) de (P1) e (Py), respectivamente,

entao v, ul € C([0,7);L?(0,1)) e consequentemente kv', ku! € L2([0,T]; L*(0,1)), para

todo k > 0.

(p2)7

E novamente pelo Teorema 5.3, [24], existem solugoes fortes u?(t), v2(t) de (P2),
que também possuem as seis propriedades listadas acima.

Assim, indutivamente construimos sequéncias {u"™} e {v™} onde, para cadan € IN,

u™ e v™ sio respectivamente solugdes fortes dos problemas (P,) e (P,) abaixo:

ul 4+ Opiu” = piu™ + kvt

(P.) s
u™(0) = up € Wy (0,1)
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(15 ) v 4 D™ = Dpiv™ 4 ku" !
v"™(0) = v € WyP?(0,1)
O préximo passo é mostrar que a sequéncia {(u",v™)} converge para um par (u,v)
que é solugao do sistema (S). Para isso usaremos um resultado de compacidade, devido a

Baras (veja [30], Teorema 2.5.3). Primeiramente devemos concluir que o conjunto
U = 2 — =20t k)

é uniformemente integrével em L'(0,Ty; L?(0,1)), ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que

/an o dt <

para cada subconjunto mensurdvel E em [0, Tp] cuja medida de Lebesgue é menor que §(e),

e uniformemente para f,.

Lema 4.1 Eziste Ty > 0, tal que a sequéncia {||u™(t)|2 + ||[v™(¢)||2} € limitada, para todo
n € IN e para todo t € [0,Tp).

1 ¢ solugdo de (P;), multiplicando a equacio (P)

Demonstragao: Sejan = 1. Como u
por u! obtemos

1d r
5 1 O+ edlle O o0 + I OIZET + Flle' OIF = ' O

o que implica em

1d i
Sl @I < @I+ et o)l
71
<
G+
Seja T fixo mas arbitrario. Integrando de 0 a ¢, com ¢t < T}, obtemos
2r1To 2riTy .
[ul (@113 < [luol3 + <m+ =M
g1 +m g1+
onde m = max{|luoll3, [voll3}-
2ro T
Analogamente, |[v!(t)||3 < Ma, para todo t € [0,Ty] onde My = m + %.
q2 T T2
Se n = 2, temos que
1d I k
U GOl < @O = OG0 + 510 Ol
k
+ SOl = kv @13
1 k 1 2
< + v (¢
< 4SOl
T1 kM
< + —
Q1 +7m 2

onde M = max{M;, M>}.

Integrando de 0 a ¢ obtemos

2r1 1
[u2@)]3 < [luoll3 + io + kMT,
il
2
< m+—20 LM,
g1+
< M+EMT,
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para todo t € [0,Tp]. Analogamente, ||v?(t)||2 < M + kMTy, para todo t € [0, Tp].

Suponha que
max{||u"(t)||3, [[v"(t)||3} < M + M(kTo + kK*Tg + ...+ k" 1T

para todo t € [0,Tp]. Entéo, sendo 4™ solugao de (P,11) temos

1d . )
n+1 2 1 . ,
el ¢ < k t

2dt”u Wiz = @1+ +]%||U @3
= Q1$T1 + §[M+M(kTo +RPTE . ETITY)

e novamente integrando de 0 a t obtemos

2r T
w12 < fuoll + % + k[M + M(KTy + ...+ k"1 T3 Ty
1+ 71
2
< om0 L EMTy + K2MTE 4+ KM
g1+

< M+ MKTo+K*T3 + ...+ k"T)

e analogamente |[v"T1(#)[|3 < M + M (kTy + kK*T§ + ... + k"T{) para todo t € [0, Tp).
Portanto para todo n € IN e t € [0, Tp]

[u™()]|2 < M + M(kTo + K*T3 + ...+ k" 1T 1)

0" ()13 < M + M(KTy + K*Tg + ... + k"7,

Tome Ty de modo que kT < 1, entao pelo Teste da Raiz, existe N > 0 tal que
N = limy, o0 KTp + K*TZ + ... + k™T3 e consequentemente

lur®)3 < M+ M(KTp+ K*T2 + ...+ k"T3)
< M+MN=N,

e |lo"(t)||3 < Ny para todo t € [0,7p] e n € IN.
Portanto existe uma constante N7 > 0 dependendo de ||ug||2, ||voll2, To, 7, i € k,
tal que
[u (@I + [[0" (®)]13 < Ny

para todo ¢ € [0, 7] e para todo n € IN. [ |

. . . P 1
A seguir vamos obter uma estimativa similar para as normas de u e v em Wy*" e

W, P?, respectivamente.
Lema 4.2 FExiste uma constante No > 0 tal que
@)y + (1) 00 < o

para todon € N et € [0,Tp), se (ug,vo) € Wy (0,1) x Wy*(0,1) e Ty como no Lema

anterior.
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Demonstragao: De fato, sendo u™ solugao de (P,,) temos

d n
ﬁwiu (t)

IN

d K2
dtsolu ()+z\lv ROl
k2N,

2

d
< dt%u "(t) +

Integrando de 0 a ¢, t < Tj, obtemos

E2N, T,
piu(t) — ptug < QFum(t) — piug + 21 s
k2N, T,
< chptun(t) +ct + 21 0
que implica em
1 b1
P1 < q1+r1
”u ( )H 1P1 = (1_ )HUOH 1,p1 + (ql+T1)61(1_Cé)||UO|q1+T1
n plk’ o2 + pict p1k* N1 T
a(l—c)"R T =) T 20— cd)e
eanalogamente
1 D2
P2 < P2 q2+7r2
||U ( )H 1 B a— (1 — 0(2)) ||UO||W01=172 + (QQ n 7,2)62(1 — 6(2)) ||U0Hq2+7’2
Dok 2 pac? pok? N1 Ty
+ — 5 lluollz + 5 5
e2(1 —cf) e2(l—cf)  2(1—ch)ea
Entao

||un(t)||W01=Pl + ||Un(t)||w()1,p2 < Ny

para todo t € [0,Tp] e n € IN, onde N2 depende de HUOHWOI,pl, H'UO”WOLPQ, P1, P2, q1, g2, T1,
ro, k, Ty, €1 € €2. |
Assim, para cada n € IN e t € [0,Tp] temos |u"(t, )| + [v™ (¢, z)| < N2 para todo

€ [0,1].

Denotando por f? a funcio fi(s) = |s|% 25 — |59+ =25 para i = 1,2, é facil ver

que
£ (u™ ()13 < Nallu"(®)13

onde N3 independe de (n,t,z) € IN x [0, Tp] x [0, 1].
Lema 4.3 A aplicagdo

e T K VA [V L VALY Ty A (4.1)
pertence a L*(0,To; L*(0,1)) para cada n € IN.

Demonstragao: De fato,

S NFE@) 2dt

S um () = kum(£) + ko= (¢) |2 dt

< fT°|\f1 "<t>||2dt+kf [ (¢) |2t
+ kf () ||2dt
< TON1 (N3+2k:)

o que mostra que f! € L*(0,Ty; L?(0,1)) para cada n € IN. [ |
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Lema 4.4 O subconjunto {fvlL}ne]N7 com f} como definido em (4.1), é uniformemente in-
tegrdvel em L'(0,Ty; L%(0,1)).

Demonstragao: Com efeito, dado n > 0 tome § = Nl’ onde Ny = NI%(Ng + 2k). Assim
4
se E C [0,Tp] é tal que |E| < § entdo

/ 1 fn (£) |2t < |E|N? (N3 + 2k) < 6Ny < 1.
E

Segue do Teorema de Baras que o conjunto
{t";neIN e u" ésolugaode (P,)}
é relativamente compacto em C([0, Tp]; L?(0,1)). Da mesma forma mostra-se que o conjunto
{v";neIN e o™ ésoluciode (P,)}

também é relativamente compacto em C([0,Tp]; L2(0,1)).
Logo existe uma subsequéncia ainda denotada por {(u™, v™)} e um elemento (u, v) €

C([0,Tp]; L*(0,1)) x C([0, Tp]; L*(0,1)) tal que
(u"™,v™) — (u,v) em C([0,Tp); L*(0,1)) x C([0, Tp]; L*(0,1)).
Mostremos que (u,v) é solugao de (S).

Lema 4.5 Sejam fl(t) = flu™(t) — ku™(t) + ko™ 1 (t) e fi(t) = flu(t) — ku(t) + kv(t).
Entio f! — fi em L(0,Ty; L?(0,1)).

Demonstracdo: A demonstracio é direta visto que f!' é uma aplicacdo continua em
L2(0,1) e (u™,v") — (u,v) em C([0,Tp]; L*(0,1)) x C([0,Tp]; L?(0,1)). |

Segue também que se f2(t) = f2"(t) — kv™(t) + ku" " (t) e fo(t) = f2u(t) —
kv(t) + ku(t), entdao f2 — fo em L(0,Ty; L2(0,1)). Logo u e v sdo solucdes fracas de

dw

prie e1Ap,w = fru—k(u—wv) (4.2)
e

dw _ 9

P €2Ap, W= f v+ k(u—v) (4.3)
respectivamente.

Lema 4.6 As aplicacies fi e fo definidas acima pertencem a L?(0,Tp; L?(0,1)).

Demonstragao: Uma vez que u"™(t) — u(t) e v"(t) — v(t) em L?(0,1) e |[u™(t)|3 +
lo™(¢)]|3 < Ny, paracadan € N et € [0, Tp], segue que ||u(t)||3+[|v(t)]|3 < Ni e o resultado

se verifica. |
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Sendo u e v solugoes fracas de (4.2) e (4.3), segue do Teorema 5.5, que u e v sdo,
de fato, solugbes fortes de (4.2) e (4.3), respectivamente.
Agora observe que u(0) = ug e v(0) = vy pois u™(0) = ug e v™(0) = vy para todo

n € IN. Além disso, segue do Lema 4.2, que

s(t) 0 < i [[u™ (8)| 1 < Vo

[0(8)]|yy 02 < liminf o™ (2) <N,
0

||W01,P2
0 que garante que

(u(t), v(t)) € Wo™ x Wy

para todo t € [0,7p]. Uma vez que (u,v) satisfazem (4.2) e (4.3) isto finaliza a prova da
existéncia local de solugoes.

Provemos que tal solucao ¢é, de fato, uma solugao global. Tome
(T, To) = (u(Tp),v(Tp)) € WPt x W=,

O sistema (S) com dados iniciais (U, Tp) tem solucao (u(t),v(t)), para todo ¢ € [0, Tp], com
(@(t),o(t)) € Wy x Wy,
Observe que o mesmo T pode ser tomado novamente, uma vez que Ty depende

apenas de k. Defina, para todo ¢ € [0, Tp]
u(t+ Tp) = u(t) e v(t +To) =0(t)

Assim, (u(t + Tp),v(t + Tp)) = (u(t),v(t)) satisfaz as equagdes de (S) com as

condigoes de fronteira. Consequentemente,

(u(t),v(t)), se t€[0,Tp]
ﬂ(t — To),@(t — To)) se te [T‘(), 21—‘0]

—~

é uma solugéo de (S) com dado inicial (ug,vg) definida em [0, 27p].

Considerando o novo dado inicial (u(2T),v(2Tp)) € WyP'(0,1) x W, *2(0,1)
podemos estender o dominio de (u, v) ao intervalo [0, 37p]. E este raciocinio pode ser repetido
infinitas vezes, e portanto a solugdo (u,v) de (S) com dado inicial (ug, vg) estd definida em
[0,nTp] com n — co. Logo a solugéo (u,v) estd globalmente definida.

O proximo lema garante a unicidade da solugao.

Lema 4.7 Sejam (u,v) e (w,v) solugdes de (S) com dados iniciais (ug,vo) e (To, Vo), res-

pectivamente, e k > N3. Se ug =g € vg =T entGou =u e vV = 0.
Demonstragao:

(up — Uy u — ) + {(—e1 Ap,u+ 1Ay, Ty u — 1) = (flu— fa,u—a) —k{u—v—T+7,u—71)



o que implica em

1d 19
5@““ ull; <
Jr
<
uma vez que k > N3. Analogamente,
1d 9

2dt

e portanto

Nsllu —all3 — klu — 3

k(v —7,u — 1)
k

Sl =3 + Sl —l3

_ k _ k _
o~ o3 < S0 = o3 + 5 1w — w3

= (lu =23 + llv = l3) < 2k(llv = 713 + u — al3)
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Integrando de 0 a t e usando a desigualdade de Gronwall-Bellmann obtemos

Ju(t) — E(t)H%?(O,l) + [lv(t) — 5(t)”%2(o,1) < ([luo — EOH%2(0,1) + [lvo = EOH2L2(0,1))6

Se (ug,v9) = (Uo, Vo) entdo u(t) =u(t) e v(t) = v(t), para todo ¢t > 0.

2kt

Com isto podemos associar a (S) um semigrupo, {S(t)}, de Wy** x Wy?* em

1,p1 1,p2
W x Wy 2.

4.1.2 Existéncia de atrator

- o 1 1 .
Nesta segao vamos obter a existéncia de um atrator global em Wy x W;** para o semi-

grupo associado a (S). E conhecido que, para a existéncia de um atrator sado suficientes

compacidade assintética e dissipatividade do semigrupo, veja [15].

. .. N 1 1
Os dois préximos Lemas garantem a dissipatividade em L? x L? e W' x W2,

respectivamente.

Lema 4.8 Se (u,v) € solugao de (S) entdio existe uma constante Ny > 0 tal que

lu(®)l3 + [lv(®)lI3 < N

para todo t > 0.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao de (S) por u obtemos

Ld

2
S}

IN +

1

IN +

[ —
kllu(®)[l2llo(t)]]2
(15, = lu@)lg 5 = kllu®)]3
kllu(@)ll2llo(@)]2

luO)IE 57 — Kllu(t)]I3

qi+r1

D ()@ — (fue) 2L

Q1+ 71

q+m q1+r1 q1+r1

= Kllu@®3 + Ellu@ll2llo@)]2

1

IA

T1 T
lu()lg i — kllu(®)l13

Q1+

q1+ 71 it

+ Ellu@®ll2flo@)]2
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ou seja,
1d 1
- ¢ 2 q1+7r1
@I+ o)
1 2
< — kl|lu(®)]|5 + k||u(t v(t
< oo [u®)]2 + Ellu@)[l2llv@)]]2

Analogamente, multiplicando a segunda equagao de (S) por v obtemos

+ ( )||QQ+T2

2
LLARalE
o

q2 + 12

<

= kllo@®)3 + Ellu®)[2]lv(®)]l2

Sem perda de generalidade assuma q; + 71 < g2 + 72, assim, por Holder,

ol < LI LT ) D g
2 - qz + 12
q2+7T2—q1— 11 qz+72
+ || @13
q2 + 12
Logo,
2 Q1+r1 2((]1 +r1—q — TQ)
+
LML %+Tn<m s

(B3

d
< Sl +

T2 2
< — kllv(®)]||5 + k||u(t v(t
S wim o)z + Ellu®)l2llv(@)]2
e consequentemente
1d 2 2 q1+7“1 q1+711
3z Ue@llz +lv@lz)  + u(t)[|3 v(t)13
" ro(qg1 + 71— @2 —Tz)
(g2 +12)?
1 2
< — kl|lu 24
k)
— kllo@®)13 + 2&[u(®)[l2]lv(t)]2
Seja m = min{ n , "2 } Temos
G +r1 gt
1d 2 2 __ q1+71 q1+71
3@z +llv@®l2)  + m(lu@l™ +lo@l2)
ro(ge + 12 —q1 —71) 1 T2
< 5 +
(g2 +12) Qa+rr g2t
= k([u@®)l2 = [v(®)]l2)
ro(ge + 12 —q1 —71)
(g2 +12)?
T T
! + 2 = Ns
G+r g+
Como ¢; + 1 > 2 temos pelo Lema 2.2, [1], que
41+T1 <11+7‘1*2 a1+ry a1+7
(@Il + [lo(2)]13) = ((le@®l3) = + (lv@®3) =)

e entao
QW a1 + 1

C;Zt(llu( )3+ lv@3) + —wr=s (@3 + [lv(®)]3)
2 )

< 2N;
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Segue do Lema 5.2, que para todo t > 0

2 a1+r1—2 q1+72~1—2
N5 a14ri-2\ 9171 2 2
u(t)[|2 + Ut2<<22 ) = :
(eI + o) < (22 T

Seja T > 0 tal que para todo t > T}
2(11-%—72‘1—2 m
- <1
m(q +r —2)t -

2
N rq— a1+
w3 + [[v(t)]|5 < (52q1+212) S
m +

Assim se t > T}

Agora considere ¢ € [0,77]. Temos
d 2 2
= u@llz + v @)]2) < 2Ns
Integrando de 0 a ¢, com t < 77 obtemos
lu()l3 + [v(@)lI3 < lluoll3 + llvoll3 + 2NsT1 < No

Note que Ng pode ser tomado uniformemente para dados iniciais em limitados de
L?(0,1) x L?(0,1). Logo,
lu@®)3 + lo(t)]13 < N
para todo t > 0, onde N4 é uma constante positiva dependendo apenas de |[ug||2, ||voll2, g1,

q2, 1 € T2. [ |

Observagao 4.1 N, pode ser tomado uniformemente para dados iniciais em limitados de

L2(0,1) x L2(0,1), q; e r; em limitados de Ry, e independente de k e p;.

Lema 4.9 Se (u,v) € solucao de (S) entdo existe uma constante positiva Ny tal que
[u®llyzon + 10O ya0 < N

para todo t > 0.

Demonstragao: Tome T > 0. Se (u,v) é solugdo de (S) temos

4 i< & oun o B e
- < — -
Setu(t) < Setu(t) + o )3

Integrando de 0 a ¢, com ¢ < T, obtemos

2N4

k
elu(t) < pluo + @Iu(t) — pIug + T
k2N, T
2

< pruo +coeru(t) +cl +
Assim, para cada t € [0,T] temos

P1 €1 P1 1 qi+r1
Alliorm < 4P & -
O < { s | ol + ol 2

k E2N, T Pt
+ Bl +e + SR <
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Observe que Ng pode ser tomado uniforme se g;, 7;, p;, €; € k forem tomados em

limitados de IRi e ug em limitados de Wol’pM

, sendo ppr = max{p;}.
Sem perda de generalidade vamos tomar T' = 277, onde T} é como no lema anterior.

Temos

Lottty = (Otu(t).u )

(—ue(t) + Optult) + ku(t), ui(t))

[
S~—"

< B+ 10RO s 1)

ko) a0l

< @3 + 51003l + 5 o3

b B @i+ Lo (@)
< L3+ N

1 9qi—2 . KNy
< Sl + 5
2—q1+m k2N4
< — Deptu(t) +
= (ql )901 () 2(q1 —|—’I“1) 9
< (¢ — piu(t) + No

onde Ny depende apenas de ¢;, r;, k e T1, e independe do dado inicial pois t > Tj.
Por outro lado como ¢1(0) = 0, segue da definigao de subdiferencial que piu(t) <

(Optu(t),u(t)) o que implica em

S @B+ plu(t) < (), u(0) + (Oplu(t),u(t)
= (@ult) ult) + hlo(0), ()
< Ol + 5113 + 5 I3

< Nip+ Nigtu(t)

k'N4 1 a1+tm1 ) .
onde Nig = 5 + o> V11 = @n @, com 7 escolhido pequeno o suficiente

(qu+r)n
para que N1; < 1. Observe que 1 pode ser tomado uniforme para ¢; e r; em limitados de

R

Assim para todo t > T}

1d

5 sl + (1= Nupghu(t) < Mo

Integrando de t a t + 17 obtemos

T NioT: N,
1 1041 4
u(s)ds < +
/t Pruls) 1- Ny 21— Ny

para todo t > Tj.

Entao pelo Lema 5.1, e por (4.4)

Ny + 2N19T1

1 (g1 —1)Ty
t) < | ——— + NoT;
prult) < <2T1(1 — Ny1p) ? 1) c
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para todo t > 277, o que implica que

{Pl <N9 + 2N10Th

1
NoT, (-v1 | <N
ST (1 Nip) 1) ¢ =

< £
[ty < 42

para todo t > 277. Observe que Ny3 é uniforme para p;, €, ¢;, r; € k em limitados de IR’ .

De modo inteiramente analogo temos que
[o()llys.00 < N

sete€[0,2T1] e

[o()llyyr2 < Niz

se t > 2T). Portanto,

(s + [[o@)lly102 < N7

para todo t > 0, onde N7 depende de p;, ¢, 7i, €, k, ||u0||W01,p1 e ||110HW01472- u

Observagao 4.2 Seguindo os passos da demonstracao anterior € fdcil ver que fixrado § > 0

existe uma constante, N(8) > 0, tal que
)y + [0l y0 < N(5)
para todo t > 0 e independente dos dados iniciais.

Nos trés préximos lemas vamos estabelecer a continuidade do semigrupo associado
- 1, 1, ~ .
a (S) com relagdo a t em W, P* x WP e com relagao aos dados iniciais em L? x L? e em

seguida em W, P x W, P2,
Lema 4.10 Para cada (ug,vo) € WyP* x WoP* a aplicagio t — (u(t),v(t)) é continua.

Demonstragio: De fato, fixe (ug,vg) € Wy** x W2, Seja (u(t),v(t)) solugio de (S)

com dado inicial (ug,vp) no instante ¢. Considere a fun¢io oy de [0, 7] em IR" definida por

- 4 P1
t) = u(t) = S |u@)|P,,, . Not
71(8) = Yult) = L [ult) 7, Note que
T T61 v
_ e 1
| o = [ Lol a

IN

T €1
/—N?ldt
o D1

logo o1 € L'(0,T;R).
Por outro lado,

2

1 d d k
Sl @ + Zetu) < Zedu®) + o3

Integrando de 0 a T obtemos

T
/ e (t)[13dt < €illuolliam + luollgi 7 + klluoll3 + 2¢" + k2N T
0
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e portanto
[
0

dtwu(t)’ dt

/0 [(Ouut), () dt
T
= [ )+ £~ k() — o(0), o))
OT T
/ e (1)]3 + / [(Fhut) — k(ult) — v(6)), () dt

0

T
/ o) |3t + / £ () — E(u(t) — v(t))|all e (£)2dt
0 0

IN

IN

d .
0 que garante que % € L'(0,T;IR). Portanto o1 € W1 (0,T;IR). E pela Proposicio A.3,
[4], segue que o1 é absolutamente continua.

Portanto a aplicagdo t — ||u(t)||,,1..1 € continua. Assim, seja ¢, — to. Pelo que

e
provamos acima
) s — 1ty

quando n — o0.

Mas

@l + [0(O)llyars < Ne

para todo t > 0. Logo existe uma subsequéncia ainda denotada por {u(t,)} tal que u(t,) —
w em W, para alguma funcio w € Wy,

Como u(t,) — u(ty) em L%*(0,1), visto que u € C([0,T]; L?(0,1)), temos que
w = u(ty). De modo andlogo temos que v(t,) — v(to) em Wy*2.

Portanto

(u(tn), v(tn)) — (u(to), v(to))

em Wy Pt x Wy P2, |
Lema 4.11 Se (uf,vd) — (uo,vo) em L*(0,1) x L?(0,1), entdo para todo t > 0
(un (1), v (t)) — (u(t), v(t))

em L?(0,1) x L?(0,1) onde (un(-),vn(-)) e (u(:),v(:)) sdo solugées de (S) com dados iniciais

(ug,vf) e (ug,vo), respectivamente.

Demonstragao: De forma andloga ao que foi feito na demonstragao do Lema 4.7 temos

1d
5 = (lun =]l + flon = v[13) < Cllun —ullz + llva —l13)
2dt
q;+r;—2
il —1) i :
onde C' = max{C1,Cs} e C; = %—)27 1 = 1,2. Integrando de 0 a ¢ obtemos
qi T T —

lun(®) —u@®l + llva(t) —v@)]3

< (lluf = uoll3 + llvg = voll3)

+ /O2C(||un(5)—U(S)Hz+an(S)—v(S)llg)dS

AN



()

Por Gronwall,
lun() —u®l3 + loa(t) —v(®)13
< (llug — uoll3 + llvg — wvoll3)e"

0 que garante que

lun(t) = w(®)]I3 + lva(t) = v(@®)]3 — 0
para cada t > 0.
Portanto (un(t),v,(t)) — (u(t),v(t)) em L?*(0,1) x L?*(0,1), para todo t > 0. N

Lema 4.12 Se (ufl,v}) — (uo,vo) em WyP*(0,1) x Wy2(0,1), entdo para todo t > 0

(un(t),vn(t)) — (u(t), v(t))

em WyP(0,1) x Wy P2(0,1) onde (un(-),va(-)) € (u(-),v(-)) sdo solugées de (S) com dados

iniciais (ufy,vy) e (ug,vo), respectivamente.

Demonstracao: Note que pela Desigualdade de Tartar,

ellun(s) = w7, < - / (Bpyun(s) = Ap,u(s), un(s) - u(s))de
—u(s)[3

Cllun(s) — u(s)[3
— Efua(s) - u(s)[3

£ () w3+ & lloals) —vls)13

A
!
=

3
=

E,

IN

1d
—5 g llon(s) —v(s)l13
+ Clloa(s) —v(s)]3
= kllvn(s) —v(s)[3

£ () — us) B + Eflon(s) —v(s)3

exallvn(s) = v() 72

Logo,

171 flun(s) — U(S)H’V’f,g,pl + emeflun(s) - U(S)II’;‘};,pz
1d
< —gglunls) —u(s)ll3 + [lvn(s) — v(s)|3)

+ Cllun(s) —u(s)l3 + llva(s) — v(s)l3)

Integrando de 0 a t obtemos

t t
- / ln(s) — u(s) [P pnds + exre / lm(s) — v($)[2,ads
0 W ) 0 W
< gl ol + 10§ ~ w)I3)
t
+ [ Cllun(s) — u(s)|2ds
0
t
+ / Cllon(s) — v(s)[3ds — 0
0
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quando n — oo.

Portanto,

t t
) = a5 =0 e [ ) = o) =0

ou seja, u, — w em LP1(0,T; Wol’pl) e v, — v em LP2(0,T; Wol’p?). Logo existe uma

subsequéncia ainda denotada por {(un,v,)} tal que
(n (1), 00 (1) = (u(t),v(t)) em WPt x Wyr

gtp em [0, T].
Vamos agora mostrar que (uy, (t), vn(t)) — (u(t),v(t)) em Wy P* x WyP?, para

todo t em [0, 7). Denote por A o subconjunto de [0, 7] tal que
(un(8), 00 (1)) — (u(t),u(t)) em WEP x Wio2

para todo t € A. Tome ¢, € [0,T] \ A. Vamos mostrar que
)y — luto) ly1es quando n — oo.

De fato, seja 1o = 6—1||913||I‘j‘;1,p17 para todo x € L?(0,1), entdo
b1 0

|¢1un(t) - ¢1U(t)| |1/}1un(t) - ¢1un(9)|
|¢1un(9) — ru()]

<
+
+  [Pru(®) — Yrult )|
<

‘/ <8¢1un S n(s)>ds

[Y1un(0) — 1/’1“( )l

[ e )

Escolhendo 6 suficientemente préximo de ¢ de modo que ¥1u,(0) — ¥iu(f) podemos con-

+ o+

d
cluir que yu,(t) — iu(t) para todo t € [0,T], uma vez que Bwlun(s),dtun(s)> é
uniformemente limitado. Resultado andlogo pode ser mostrado para {v,}.

Por outro lado temos que (un(t),vn(t)) — (u(t),v(t)) em Wy " x WyP?, para

todo ¢ > 0, uma vez que ||u(t)||W01p1 + ||v(t)||W01,p2 < N7 e (un(t),v,(t)) — (u(t),v(t)) em
L? x L?, para todo t > 0.
Portanto (u, (t), v, (t)) — (u(t),v(t)) em Wy x W, *, em [0, T). u

Agora podemos definir o semigrupo associado ao sistema (S). Com esta finalidade,
defina para cada ¢t € IR, fixo, a aplicagdo S(t) : WyP' x Wy P> — WyP' x Wy por
S(t)(ug,vo) = (u(t),v(t)) onde (u(t),v(t)) é a solucao do sistema (S) com dado inicial
(up,vp), no instante ¢t. Como vimos anteriormente, para cada t > 0 fixo, a aplicacdo S(t) é
continua, e a unicidade de solugdo garante que a familia {S(¢);¢ € IR} possui a propriedade
do semigrupo. Assim a familia {S(¢);t € IR} define um semigrupo pontualmente continuo,

segundo [19].
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Lema 4.13 O semigrupo {S(t);t € Ry} pertence é classe K, ou seja, para cada t > 0 o

operador S(t) € compacto.

Demonstragao: Com efeito, seja B C VVO1 P I/VO1 P2 um subconjunto limitado, arbitrario.

Entao existe N > 0 tal que para todo (z,y) € B
lellgron + e <N

Queremos mostrar que S(t)B é precompacto para todo ¢ > 0.
Seja {(ug,vg)} C B umasequéncia arbitrria. Como |lug|[,1.00 < N e [[og] 10 <
0 0
N, para todo n € IN existe uma subsequéncia, ainda denotada por {(uf},v§)} e um elemento

(ug,vg) € L?(0,1) x L?(0,1) tal que

(ug,v8) — (ug,vg) em L*(0, 1) x LQ(O, 1)

(ul,vp) = (ug,vo) em  WyPH(0,1) x Wy *2(0,1).

Segue da continuidade da aplicacao S(t) que
S(t)(up,vy) — S(t)(ug,vo) em L*(0,1) x L*(0,1)
e além disso
S(t)(ug,vg) — S(t)(uo,vo) em  WyPH(0,1) x WyP2(0,1)

uma vez que {(uy, (t), v, (t))} é limitado em W, (0,1) x W,?*(0,1).
Logo,

& ([lun(s) = w(S)ITam + lon(s) = v(s) [ 102)

1d 2 2
< _i%mun(s) —u(s)[lz + [Jvn(s) —v(s)l3)

+ Clllun(s) = u(s)l3 + llon(s) = v(s)l3)

onde €5 = min{e;y1, €272}

Integrando de 0 a ¢ obtemos

%(HUS(S) —ug(s)[I3 + [[vg (s) — vo(s)|3)

+ /O C(l[un(s) = u(s)]13 + llon(s) — v(s)II3)

<

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que

/0 (ltn($) = w($) 5210, + [0 () = 0(8)[£21) = O

0

quando n — oo.
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Assim existe uma subsequéncia ainda denotada por (u,,v,) tal que
ot () = w®) s + o (8) = 0(B) 10 — 0
gtp em [0,T]. Usando o mesmo argumento usado no Lema 4.12 temos que

[un () = u(@)lly2e0 + [[0a () = 0(O)llyy1r2 — 0

0

para todo ¢ € (0, 7.
Portanto, dado {(u{,v§)} C B existe uma subsequéncia ainda denotada por

{(u, o)} e (uo,v0) € WyPH(0,1) x WyP?(0,1) tal que
S(t)(ug,vy) — S(t)(uo, vo)

em W)P' x W2, ou seja, {S(t)B} é precompacto em W, " x W2, para todo ¢t > 0. W
Uma vez provado que o semigrupo {S(¢);t € IRy} é de classe K e dissipativo,
segue do Teorema 5.2, a existéncia de um atrator global minimal, A, em W, x W, ",

para o semigrupo {S(t);t € IR;}. Tal atrator é ainda compacto e invariante.

Observacao 4.3 Denotaremos por A, o atrator de {S,,(t)} associado ao sistema (Sy), com

parametros €}, pi, q*, i e k, onde i = 1,2.

4.1.3 Existéncia de Funcional de Lyapunov para S(t)

Os sistemas gradientes formam uma classe especial de sistemas, para os quais a estrutura
do fluxo no atrator global pode ser descrita com mais detalhe, [15]. Esta subsec¢ao tem por
objetivo provar que o semigrupo associado ao sistema (S) é um sistema gradiente. Com isto

serd possivel garantir a existéncia de solugao para o sistema eliptico

-2 -2 1
=€ (e[ ) = [ul" T u(l = Jul™) — k(u — )

—e2(jva " va)e = [0 0(1 = [o]"?) + k(u — v)

(SEI)
Comecaremos definindo um sistema gradiente. No que segue considere X um
espago métrico completo, e para mais detalhes veja [15].

Definicao 4.1 Um C"-semigrupo fortemente continuo T(t) : X — X, t>0,r > 1, é um

sistema gradiente se
1. Cada orbita positiva limitada € precompacta.

2. Existe um Funcional de Lyapunov para T(t); isto é, existe uma funcao continua V :
X — R com as sequintes propriedades
o V(x) € limitada inferiormente,
e V(z) = 400 quando |x| — +oo,

o V(T (t)x) é nao crescente em t para cada x© € X,
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o se x € tal que T(t)x estd definido parat € R e V(T(t)x) = V(x) para t € R,

entao x € um ponto de equilibrio.

Primeiramente vamos construir um Funcional de Lyapunov para o semigrupo as-

sociado ao sistema (S). Defina a aplicagio V : W' x W, > — IR por

V(@) = p} (@) + ob(@) — P2w) - P3(@) — k(w,D) 12

onde ¢} e ¢? sdo definidas na secdo 4.1.1, para i = 1,2.
Vamos provar que V' é um Funcional de Lyapunov para o semigrupo {S(¢)} asso-

ciado ao sistema (.5) da secao 4.1.1.
Lema 4.14 V ¢é uma aplicagao continua.

Demonstragio: De fato, seja {(wn,@n)} C Wg ' x WoP* e (w,@) € WyP* x W) tal
que

(wnawn) - (waw)

1 1 _ _
em W, P x WyP2. Queremos mostrar que V(wy,,w,) — V(w,w). Temos

i — @llyrmn + 18n = Bllytre = (@, Bn) = @, D)y s — 0

consequentemente

Wy =W € Wy, =W
em L*(0,1) para qualquer s > 1. Assim,

1 _ €1 1 + k 9
p1(wn) = E‘lwnllﬁ,{’lym + m“wﬂllgi+:i + §||wn”2
llw| &

g1+ 71 q1+r

2 P1 ﬁ 2 _ 1
o ol + +5llwllz = ¢1(w)

e
2wn) = —loallzt — ol = 43
Prn) = q1 “nllas q1 Clla =¥
Analogamente, i (,,) — 03 (@) e p3(0,) — Y3(). E ainda
<wn7wn>L2 — <w,w>L2
quando n — oco. Portanto V' é continua. |

Lema 4.15 V € limitada inferiormente.

Demonstragao: Para qualquer (w,w) € WO1 P WO1 P2 temos, usando a Desigualdade de
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Lema 4.16 V(w,w) — oo se ||(w,@)

Demonstragao:

80

Viw,w) = 1( )+ (@) — @?() 93(@) — k{w, @) 12
k
+ 2
= H lelm g || Wligr + 5wz
k., _
+ *HWH”% »2 atrs 5||W||§
0
- *|| [y —*||w||(’2—k<w W)re
> |\W\\p11p1 H*Hmlm
" g ||Zii:1+5||w||2+ [l
_ 1, _
+ *II ”2_7” o —*||w||§,’§—/€|<w,w>L2|
62 T1 T2
> |wllPr o pz o .
n H | Ml H | Woqi(qi+711)  ga(ge +72)
S 7”1 _ T2
T ol ) g+
Portanto V' é limitada inferiormente. [ |
— 00.

1,p1 1,p2
WP W

Vo) > =+

=T I ——

HwH;;[l/Ol,m +

|| 1,p1 1,p2
Wy "t x W,

1

De fato, segue da demonstracao do Lema 4.15 que para qualquer (w,@) €

€
— [l

¢1(q1 +71)

— 0

q2(q2 + 72)

Lema 4.17 V(S(t)(ug,v0)) € nio crescente em t para cada (ug,vo) € WoP* x WyP?.

Demonstragao:

(u(t),v(t)) = S(t)(uo,vo) temos

V(u(t + h),

v(t+h)) —

V(u(t), v(t))

; 1,p1 1,p2 s
Seja (ug,v9) € Wy x Wy fixo, mas arbitrério.

Denotando por

h

)
Fazendo h — 0 obtemos
lim,_, V@A) v+ h) — V(u(t), o(t)
_ %wi(u(t)) - jga;( () %wg(u(t))

—k(ui(t),0(t)) = k(u(t), v (t))
= —llue®)3 = lloe(B)]I3 < 0
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Portanto existe %V(u(t),v(t)) e %V(u(t),v(t)) < 0. Logo V(u(t),v(t)) é nao

crescente em t para cada (ug,vo) € Wy P* x WyP2. [

Lema 4.18 Se (ug,vg) € tal que S(t)(uo,vg) estd definida para todo t € Ry e
V(5(t)(uo, vo)) =V (uo, vo)

para cada t € Ry entdo (ug,vo) € um ponto de equilibrio.

Demonstragao: Seja (ug,vg) € V[/Ol’p1 X I/Vol’p2 nas condigoes do enunciado. Entao a
d
aplicacdo V (u(t),v(t)) é constante em ¢ e portanto ﬁ‘/(u(t), v(t)) = 0. Mas

d
7V (u®),0(t) = —[[w @3 — [l @3

o que implica que u; = 0 e v; = 0 para cada t € Ry. Logo (u(t),v(t)) é constante em ¢, ou
seja (u(t),v(t)) = (uo, vo), para todo t € R |
Concluimos assim que V' é um Funcional de Lyapunov para S(¢). O préximo passo

serd mostrar que cada dérbita positiva limitada é precompacta.

Lema 4.19 Para cada (ug,vo) € Wy x Wy P2, {S(t)(uo,v0) }s>0 € limitado em WyP* x

1,p2
Wy,

Demonstragio: Fixe (ug,vg) € W' x WyP* arbitrério. Segue dos Lemas 4.15 e 4.17

que para todo t > 0

g+ qalg+r2) < V(S(t)(uo,v0)) < V(uo,v0)

ou seja, {V(S(¢)(uo,v0)) }i>0 ¢é limitado em IR.
Suponha, por absurdo, que {S(t)(uo,vo)}+>0 ndo é limitado em WyP* x WyP2.

Entao existe uma sequéncia {t,} C IRy tal que

HS(tn)(an UO) ||W011p1 X W2 — 00

e pelo Lema 4.16
V(S(tn)(uwo,v0)) — 00

o que é um absurdo pois {V'(S(¢)(uog,v0)) }+>0 € limitado.
Portanto {S(t)(uo, vo)}1>0 é limitado, para cada (ug, vo) € Wy x W, 2. [
Para concluir que {S(t)} é um sistema gradiente resta provar que cada drbita

positiva limitada, por S(t), é precompacta.

Lema 4.20 Para cada (ug,vo) € Wy P x Wy P2, {S(t)(uo, v0) }s>0 € precompacto em Wy ' x

1,p2
Wl
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Demonstragao: De fato, seja {t,} C IR uma sequéncia arbitrdria. Se {t,} é uma
sequéncia limitada, entdo existe tyg € R4 e uma subsequéncia ainda denotada por {t,}
tal que ¢, — to. Pela continuidade da aplicacao S(-)(ug,vo) temos que S(t,)(ug,vo) —
S(to)(uo, vo) e portanto a sequéncia S(t,)(ug, vo) tem subsequéncia convergente em Wy x
Wy,

Se {t,} nao é limitada, entdo existe uma subsequéncia ainda denotada por {t,}

tal que t, — oo. Por outro lado, dado I € IN, existe ¢; = t(I, (uo, vg)) tal que
S(t)(U()7’()0) S O% (A) Vt >t

onde A é o atrator de S(t).
Como t,, — oo, para cada | € IN podemos tomar t,, € {t,} tal que t,, > t; e

(wi,w;) € A tal que
1

||S(tnl)(UOaUO) - (CL)[,EI)HWOLMXWOLPQ < 7

e sem perda de generalidade podemos escolher
oy <tpy <tng < ... <tp, <....

Desta forma obtemos sequéncias t,, — oo e {(w;,w;)} C A. Mas A é compacto
em WO1 P VVO1 P2 logo existe uma subsequéncia ainda denotada por (w;,@;) e (wo,wg) tal
que

(wi, @) — (wo,@o)

em Wy P x Wy, Assim,

1S (£ ) (210, v0) — (0,0 lyyaoms gz < 1S(ny) (0, 00) = (@1,30) lypnon  yyovo
+  Nwi, @) — (W07wO)||W01”’1 X W, P2
< % /(@0 30) = (@0, F0) lyy 1 g7
- 0

quando | — co. Concluimos assim que {S(t)(ug, vo)}s>0 ¢ precompacto em Wy ' x W, 7.
[
Portanto o semigrupo {S(t)} é um sistema gradiente. E segue do Lema 3.8.2, [15],

e do Teorema 2.3, [19], que o sistema (SFE!) possui solugao.

4.1.4 Semicontinuidade superior dos atratores {A,} N

Nesta secao provaremos que a familia de atratores {A,} é semicontinua superiormente,
quando n — o0, ou seja,
d(A,, AL) — 0
quando n — +o00, onde Ay, é o atrator associado ao sistema limite (SL) dado por
—2 —2
wp = €(|ug " ug)e + [ulT T u(l = Jul") — k(u —v)

(SL) ) )
v = €(|ve [P " vg)e + [T T 0(1 = |v]") + k(u —v)
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Esta informacao nos auxiliard a provar posteriormente a e-sincronicidade. Para
garantir tal continuidade, mostraremos inicialmente a continuidade do fluxo.

Lema 4.21 Seja {S}(t) : L*(0,1) — L*(0,1);t > 0} o semigrupo gerado por —e;'Ayn, e
(u™,v™) solugdo de (Sy). Entdo

1Sy (Ryu" () = u(t)ll2 = 0 e [[SE(R)v"(t) =" (&)]]2 — 0
quando h — 0 uniformemente para n € IN, para cada t > 0. Além disso, se T > 0 obtemos

la"(T = ) = Sh(h)a"(T = h)]|2 — O

[v™(T = h) = S (h)v™(T = h)|l2 — 0
quando h — 0, uniformemente para n € IN.

Demonstragdo: Segue do Teorema 2.1.1, [30], que
1S (R)u™ (t) = u™(t)l|2 < 3| JFu™ (1) — u™(t)]|2 (4.5)
onde J;' é o resolvente de —eApn. Pela Proposicao 2.11, [4],

P N@E e (013 + v (T (1)) = {galv =1 + v

min
yeL2(0,1)
e em particular para y = u"™(t)
||J;fu"(t) — u"(t)Hg < v/ 2hR1 (46)

para todo n € IN e h > 0 uma vez que {Hu”(t)HWlp?} ¢ limitado, pelo Lema 4.9. De (4.5)
0
e (4.6) segue que

ISE(R)u™(t) — u"(t)||2 < 3v/2hR; — 0 (4.7)

quando h — 0 uniformemente para n € IN. Do mesmo modo mostra-se que
1S5 (h)v" (8) = " ()] — 0
quando A — 0 uniformemente para n € IN. A prova de que

[u™(T = h) = S (h)u™(T = h)]l2 — 0

™ (T = h) = S (o™ (T = h)[[2 — 0

quando h — 0, uniformemente para n € IN segue de forma inteiramente andloga. |

Teorema 4.1 O conjunto M™ = {(u™,v™); (u™,v"™) € solugdo de (S,),n € IN} € relati-

vamente compacto em C([0,T]; L?(0,1)) x C([0,T]; L*(0,1)).
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Demonstragao: Sejat € [0,7)e h>0tal que T —h, t+ h € [0,T]. Temos,
[u(t+h) —u@®)l2 < [u(t+h) = Sp(h)u" ()]l
+ [1Sa(h)u(t) —u(@)]2
Seja vy : [t,t + h] — L?(0,1) a tnica solugao de

n
dvy,

o (1) — en Aprop(7) =0 t<rt<t+h
v (t) = u"(t)
entao
1d n n 2 1,,n n n n n
Fgllvn(s) —u ()2 < [lfau"(s) = k(u"(s) = v (s))ll2llvp(s) — u"(s)ll2
< NP (CH+2k)|[vp(s) — u(s)]l2

Integrando de t a t + h e usando a Desigualdade de Gronwall obtemos
llop(t+h) —u"(t+ h)||2 < Roh (4.8)
com Ry = Nf (C 4 2k). De (4.7) e (4.8) segue que

[u(t+h) —u @)l < Ju(t+h) = Sy(h)u™ ()]
+ 1S (B (t) = u" (1)]l2

S RQh + 3\/ 2hR1 — 0
quando h — 0 uniformemente para n € IN.

Do mesmo modo mostra-se que
[u"(T = h) =u"(T)l2—0 e |v"(T—h)=0v"(T)]2—0
quando h — 0 uniformemente para n € IN. Portanto o conjunto
M"™ ={(u",0"); (u™,0"™) ésolugdo de (S,),n € IN}

é equicontinuo em [0, T'.

O préximo passo serd provar que para cada ¢ € (0,7, o conjunto
M™(t) = {(u"(t),v"(t)); (u™,v™) ésolucdo de (S,),n € IN}

é relativamente compacto em L?(0,1) x L?(0,1).

Com efeito, pelo Lema 4.9

" Ol 5t + 10" @10 < Ny

para todo n € IN, entdo ||u"(t)HWO1,z + ||v"(t)HWO1,z < N7 e como Wy"* estd compacta-
mente imerso em L?(0,1), segue que {(u™(t),v™(t))} é relativamente compacto em L2(0, 1) x
L2(0,1).

Finalmente, observando que M"™(0,0) = {(ug, vo)} é relativamente compacto em
L2(0,1) x L?(0,1), concluimos pelo Teorema de Ascoli-Arzeld que M"™ é relativamente com-

pacto em C([0,T7]; L%(0,1)) x C([0,T]; L?(0,1)). [ |
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Teorema 4.2 Sejam (u™,v™) e (u,v) solugdes de (Sy) e (SL), respectivamente, com dado

inicial (ug,vo) € L*(0,1) x L%*(0,1). Entdo para cada t > 0
[[("™(#), 0" (8)) = (u(t), v(t))ll2x2 — O
quando n — +oo.

Demonstragao: Tome (ug,vo) € L?(0,1) x L?(0,1). Sabemos que existe uma solucio
fraca de (S,) com dado inicial (ug,vy) para cada n € IN e para (SL) também.

Fixe § > 0 arbitrario. Como § # 0 existe M > 0 tal que
Il Ol 1op + 0" Ol 10y < M

para todon € IN e t > 4, e além disso, (u™(J),v™(4)) € W(]l’p? X W'Ol’pg. Considere o0s novos

sistemas
ay = (P ), + (1 ) - ko)
(Su) 3 o = ey om0y, + 0" % 720" (1 — [7"F) + k(@ — o)
(@"(0),5™(0)) = (u™(8),v"(9))
= e(|aa" " 0o + [ a(l — |a|") — k(a — )
(SL) S o = e(|0:/" > 0a)a + 101* 2 (1 — |9]") + k(a — 0)

(ﬂ( );0(0)) = (u(d),v(5))
e suas solugdes fortes (a", ") e (4, U).
Pelo Teorema 4.1 existe (@, ) € C([0,T7]; L*(0,1)) x C([0,T7]; L?*(0,1)) e uma sub-

sequéncia ainda denotada por {(a",o™)} tal que
(@", ") = (@,0) em C([0,T]; L*(0,1)) x C([0,T]; L*(0,1)).

Queremos provar que (@, 0) é solugdo de (SL) com dado inicial (u(d),v(4)).
Uma vez que (a", ™) é solugao de (S,,) segue que

IO el < 1)~ ol
b [ - )

- /mewﬂ—wv»+ym%ﬂ—xwr

G2 (1), @ (1) — x)dr

para todo x € D(—€fApn) e y = —efAprx, e para todo 0 < s <t < T
Vamos provar que
Sllat) —zlly < Sflas) — |2

(a(m)| 9 2a(r) — |a(r)|" "~ 2a(r), a(r) — z)dr (4.9)
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para todo x € D(—eA,), y = —eA,x e 0 < s <t <T,eemseguida concluir pela Proposicao

3.6, [4], que @ é solucao fraca da equagéo % — eA,w = f onde
F@) = a@)*a(t) — |a@)|“2a(t) — ka(t) + ko(t).

Tome z € D(—€eA,) C Wy *. Como WyP(0,1) é o fecho de C2°(0,1) em WP,
existe uma sequéncia {z;} C C°(0,1) com z; — x em WP, quando | — oo. Note que para
cadal e N, z; € VVOLS7 qualquer que seja s > 1.

Considere y;' = —€7Apnay, para cada | € IN e n € IN. Temos que

1

1
Slan(®) - w3

Sl (s) - all

+ /<\a"(7)|q?—2an(f)—|a"(7)|q?+r?—2an(7),a"(T)—xl>dT

IN

- [ @) = o)+ o) — e

paratodo 0 < s <t <T.

Certamente, quando n — oo,
[a"(7) = @ill2 — [la(r) — 21l
uniformemente em [0,77], e
¢ ¢
/ (k@™ (7) — k5™ (), " () — 2)dr — / (kii(7) — ki (7), i(r) — w1)dr

visto que (a",9") — (@, ) em C([0,T]; L?(0,1)) x C([0,T); L?(0,1)).

Além disso,

/ )

— / (a(r))92a(r) — |a(r)|9T" (1), a(t) — z;)dr

DR (7) — " ()| R (), () — @)

uma vez que a aplicagao f! é Lipschitz continua, para cada n € IN e {p}} é limitada.
t t
Resta provar que [ (yi*,u"(7) — a;)dt — [ {(y;,a(T) — x;)dr, quando n — oo
S

S
para cada [ € IN, onde y; = —eA,z;.

Comegaremos provando que {y'} é fracamente convergente em L?(0,1). De fato,

lyille = I — et Bppall2
= el - D)laq P2 |2
< G
para todo n € IN, onde C; é uma constante positiva que depende de [. Note que esta
limitacao é possivel pois as sequéncias {€]'} e {pT'} sdo limitadas em R, e 2; € C°.
Logo a sequéncia {y;'}, .\ ¢ limitada em L?(0,1) e portanto podemos extrair uma
subsequéncia ainda denotada por {y]'} que converge fracamente para algum y; € L2(0,1).

Provemos que y; = —eApay.
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Sabemos que para cadan € IN, yi* = —€T'A,n1y, e portanto para todo § € L?%(0,1),

S > €l P n
EHfHWOl,p? 2 pTlLHQUlH w Y E—m)

Mas (y@*,& — z;) — {(y,€ — x;) uma vez que y* — y;, em L*(0,1). E por outro
lado, como z; € C2°, segue que |zj(z)| é limitado para todo z € (0,1). Logo pelo Teorema
da Convergéncia Dominada, e lembrando que €' — € e p} — p temos que

€l P € »
Sl = Sl
quando n — oo.

Agora temos que considerar dois casos:

- . €
O primeiro deles serd £ € L2\ Wy"*. Neste caso, f|\§||€vlwp = 00, e certamente
P 0

€ €
e = Sl + o — )

No segundo caso £ € Wol’p. Se £ € Wol’p, existe uma sequéncia {£,} C C2° com
&, — & em WP, Assim, para cada n € IN, &, € Wol’s7 para todo s > 1, e, em particular
& € WPt logo
6? p}L 6? p? n
ST = Sl o+ G 6 ) (410)
para todo n € IN.

Note que
W'y 6n — 1) — (Y, & — )

pois yi — y e &, — & em L?(0,1). Além disso, é facil ver, usando o Teorema da Con-

vergéncia Dominada, que ||§n||§'111/011p51 — ||§||€V01p
Consequentemente fazendo n — oo em (4.10) obtemos

€ €
€l 2 Sl + G €~ 22

Concluimos assim que y; = 0¢(z;) = —eApxy, sendo Y (§) = E||§H]I';V1,p.
P 0

Portanto —eApna; — —eA,x; em L?(0,1), o que garante que

(" a" (1) — 1) — (yi, a(T) — w1)

para todo 7.

Provamos assim que

|
=
—~
=
\
&8
l\J:
IA
ol
=
—
»
~—
\
8
1\2:

+ [ a2 - @) i) - i )
= [ )~ o)+ r) — war

para todo [ € IN.
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A fim de provar (4.9) facamos [ — oo em (4.11). Como z; — x em WP, pre-
cisamos apenas provar que y; — y em w—Lr (0,1), com y = —eApz.
Note que

—1
yellw—1.0r = €l = Dpilly -1 < llzallfrn
0

’ . . 7 . . J— / — /
e como {z;} é limitada em WP segue que {y;} ¢ limitada em W~1?. E sendo W~1P
reflexivo é possivel extrair uma subsequéncia ainda denotada por {y;} que converge na

topologia fraca estrela para algum y € W', Logo

(g, a(r) — 1) — {y, a(r) — )

para todo 7. Para concluir (4.9) é preciso provar ainda que y = —eA,z.

Sabemos que para todo & € L?(0,1) e para todo [ € IN
€ €
el > Sl + (s — )
Se £ e WyP, € —x — & —x em W, e portanto fazendo | — oo, temos
s 2 el + (3,6 2).
Se £ e L2\ W,*, €llwar = o0, e

€ €
€l = Sl + (.6~ 2).

Portanto y = 0z = —eA,z. Como z foi tomado arbitrariamente em D(—eA,), fica provado
que 4 satisfaz (4.9).

Pela Proposigéo 3.6, [4], @ é solugdo fraca da equagao

%} —eApw = @7 %@ — |a| T2 a — k(@ — )

e como |||a(t)]972a(t) — |a(t)|TT"2a(t) — k(a(t) — 9(¢))||3 é limitado para todo t € [0, T],
segue que |a|?72a — |a|97" 24 — k(@ — ©) € L*(0,T; L?(0,1)). Portanto pelo Teorema 5.5, @
é, de fato, solucao forte. Analogamente provamos que v é solugao forte da equacao

dw

i eApw = |0]7720 — [8]7T7 20 + k(@ — ).

Logo (@, ) é solucao forte do sistema limite (SL), com dado inicial (u(4), v(9)), e

pela unicidade da solugéo temos que (4, 9) = (@,?). Assim,
(a", ") — (u,9) em C([0,T];L?*(0,1)) x C([0,T); L*(0,1)).

Suponha, por absurdo, que para algum ¢y > 0, (u"(tg),v"™(tp)) ndo convirja para
(u(to),v(tg)) em L2(0,1) x L?(0,1), onde (u™,v") e (u,v) sdo solugdes de (S,) e (SL),

respectivamente, com dado inicial (ug,vo) € L?(0,1) x L?(0,1). Entdo tome 0 < § < tq e
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fixe-o. Considere os sistemas (S,) e (SL) com dados iniciais (u(d),v™(9)) e (u(),v(9)),
respectivamente, e solucoes (a”,0") e (4,v). Sabemos que
(@",0") — (4,0) em C([0,T];L*(0,1)) x C([0,T]; L*(0,1)).
Seja s > 0 tal que tg = d + s. Assim
(@"(5),5"(s)) — (a(s),0(s)) em L*(0,1) x L*(0,1).

Mas pela unicidade da solugéo @"(s) = u™(tg), 9"(s) = v"(to), @(s) = u(to) e v(s) = v(to).
Logo,
(u"(to),v"(to)) — (u(to),v(tp)) em L*(0,1) x L*(0,1).

Concluimos assim que se (ug,vg) € L?(0,1) x L*(0,1) entdo para cada t > 0
[[("™(#), v"™(8)) = (u(t),v(t))ll2x2 — O

quando n — 400, onde (u™,v™) e (u,v) sdo solugdes de (S,) e (SL), respectivamente, com
dado inicial (ug,vo). |
Uma vez provada a continuidade do fluxo para cada t > 0 vamos provar que esta

continuidade ¢ uniforme para dados iniciais em compactos de L?(0,1) x L?(0,1).
Lema 4.22 Seja K C L?(0,1) x L?(0,1) compacto. Entdio para cada t > 0
[[(w"™(8), 0" (8)) = (u(t),v(t))ll2x2 — O

uniformemente em K quando n — +o00, onde (u™,v") e (u,v) sao solugoes de (S,) e (SL),

respectivamente, com dado inicial (ug,vp) € K.

Demonstragao: Fixe t > 0, e defina para cada n € IN, a fungao:
ho: L2(0,1) x L2(0,1) — L2(0,1) x L2(0,1)
(UO;UO) — (un(ta (UOaUO))vvn(ta (Uo,’l]())))
Observe que fixado (ug,vo) € L?(0,1) x L?(0,1), segue do Lema 4.11 que se (ug,vy) =
limy 4 oo (uf, vE) em L2(0,1) x L?(0,1) entdo

”(un(ta (ulg7v§))’vn(t7 (u§>vg))) - (un(tv (uOvUO))’ vn(t7 (u07U0)))H2><2 —0

uniformemente em n € IN quando k — +o0.

Além disso podemos também definir
h: L%0,1) x L2(0,1) — L2(0,1) x L2(0,1)
(0, v0) — (u(t, (uo,v0)), v(t, (w0, v0)))

Logo a familia de funcoes {h, h h2 h3, .. } é equicontinua em L2(0,1) x L?(0,1).
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Seja K um subconjunto compacto de L2(0,1) x L2(0,1) e D = {y1,%2,¥3,...} um
subconjunto enumerdvel e denso de K, onde cada y; é da forma (u},v}) € K. Provaremos
que existe uma subsequéncia de {h™} que converge simplesmente em K.

Considere a sequéncia inicial {h"}, entdo {h"(y1)} é uma sequéncia em L?(0,1) x
L?(0,1), que pelo Teorema 4.2, possui uma subsequéncia {hln(yl)} que converge para h(y).

Considere a sequéncia de fungoes {hln}7 entao {hln(yg)} é uma sequéncia em
L?(0,1) x L*(0,1), que pelo Teorema 4.2, possui uma subsequéncia {hQ"(yg)} que converge

para h(yz). Observe que a sequéncia {hQ”} é tal que

" (y1) = h(y1) e h*(y2) — h(y2)

visto que é subsequéncia de {hln}.
Repita este raciocinio para cada y;, com 7 = 1,2,3,.... Note que a subsequéncia

{hj”} obtida no passo j é tal que
hjn(yz’) — h(yi)

parat=1,2,...,7.

Considere a sequéncia diagonal {h"™"}, observe que se n > i, h""(y;) — h(y;).
Suponha, por absurdo, que para algum ig € IN A""(y;,) ndo convirja para h(y;,). Tome
n > ig e pelo processo anterior temos que A" (y;,) — h(yi,)-

Portanto, a sequéncia diagonal {h""} é tal que h""(y;) — h(y;) para todo i € IN.

Segue da Proposi¢ao 5.1 que {h""} converge uniformemente em K. |

Observagao 4.4 Como U, NAn € um conjunto limitado em W, 2 xWy* e portanto é rela-
tivamente compacto em L?(0,1) x L2(0,1), podemos tomar no lema anterior K = U, cINAn,
onde o fecho é tomado em L*(0,1) x L%(0,1). Assim, temos que a continuidade do fluzo é

uniforme em U, (N An.

Teorema 4.3 Considere a familia {An}ne]N dos atratores assoctados aos semigrupos

{Sn(t);t > 0}, cN- Quando n — oo
drz2xrz(An, AL) — 0
onde Ar, € o atrator associado ao sistema limite (SL).
Demonstragao: Pelo Lema 4.9 existe 15 = 273 e uma constante positiva Ny tal que
Il @)l rop + 10" (Bl 205 < N7

para todo n € IN, t > Ty e qualquer que seja o dado inicial (ug,vo) € L%(0,1) x L%(0,1).
Defina B = B((0,0); N7) C L?(0,1) x L?(0,1). Sabemos que B absorve limitados
de L?(0,1) x L%(0,1) por S, (t) para qualquer n € IN, na topologia de L?(0,1) x L?(0,1).
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Como A, é limitado e invariante segue que
A, = 5,(T2)A, C B

para cada n € IN. Logo U  NAn C B.

Mas Ay, atrai limitados de L?(0,1) x L%(0,1) e em particular atrai B. Assim dado
1 > 0, existe top = t(B,n) > 0 tal que

So(t)B € O3(Ar)

para todo ¢ > tg, onde {Sy(t)} é o semigrupo associado ao sistema limite (SL).

Em particular para todo (u,,v,) € A,

d(So(to)(un, 'Un)7 AL) <

BN

o que implica que

Sup d(SO(tO)(Un,'Un),AL) S
(Un,vn)EAL
nelN

VRS

Segue da continuidade uniforme do fluxo em compactos de L?(0,1) x L?(0,1) a

existéncia de ng € IN tal que para todo n > ng

Sn(to) @, y) = Solto) (@, 9) 22 < 5
para todo (z,y) € U, c[NAn-

Assim, para cada n > ny,

d(Sn(to)(tn,vn), AL) inf (ug,00)ez 190 (f0) (Un, vn) — (1o, v0)ll2x2

< [[Sn(to) (tns vn) — So(to) (tn, vn)ll2x2

+ draxpe (SO(tO)(unv Un)a AL)
no.n

< —_ —_ =
p =1

para cada (un,v,) € A,. Logo
d(A’ru AL) S Ui
Portanto {A,}, .y € semicontinua superiormente quando n — oo. [ |

4.2 O Sistema limite - parametros iguais

Vimos na segao anterior que quando n — oo o sistema (S,,) se aproxima do sistema limite

(SI) up = e(|um\p;2 Uy )y + |u|q;2 u(l — |u|r) —k(u — )
v = (v " vg)e + [T T 0(1 = |v]") + k(u —v)

Para garantir a e-sincronicidade estudaremos o atrator, Ay, do semigrupo associ-

ado ao sistema (SL). Provaremos que para k suficientemente grande cada elemento deste

atrator é da forma (u,u), com u € Wy (0, 1).
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Por ser muito interessante nao nos limitaremos apenas a caracterizar o atrator
do sistema limite, mas exibiremos o conjunto dos equilibrios, e o quadro de estabilidade de
tais equilibrios. Além disso analisaremos o que ocorre com tais atratores quando fazemos o

parametro k tender ao infinito.

4.2.1 O conjunto equilibrio

Considere o sistema

—eljual" " ug)e = Jul" P u(l — |ul") — k(u—v)

(SE)
_6(‘Uz|p72 vx)x = |U|q72 v(l — |U‘T) + k(u — U)

Se (u,v) é solucdo de (SE) fazendo a diferenca entre a duas equagdes do sistema,

multiplicando por u — v e usando a Desigualdade de Tartar obtemos

R
< —e(Apu— Apv,u—v)
< (u P u = T u = ol o 4 o] T 0, u— v)
— (k(u—v)+k(u—v),u—v)
< Cllu— ol — 2K]u - o3
<0
r(g—1)"
onde C = (]_’_72 e k é escolhido de modo que & > C. Logo, ||u — v||W01,p =0e
q+r -

portanto u = v.

Denote por E, ;, o conjunto de equilibrios de (SE).

Lema 4.23 O conjunto E.j, é formado por todos os pares (¢, ¢) € Wol’p X Wol’p, tais que @
é equilibrio de (P.) (veja Capitulo 1).

Demonstragao: Suponha que (o, a) € Wol’p X Wol’p seja uma solucdo de (SE). Entao «
satisfaz —e(Jop "% ) = 0|9 ?a(l — |a|") — k(o — @) e consequentemente « satisfaz a
equacio —e(|ag [P ag)e = |a|” % a1 — |a]"), ou seja, a ¢ um equilibrio de (P.).

Reciprocamente, se a é equilibrio de (P,) entao « satisfaz cada equagao de (SE).
Portanto («, a) é solugdo de (SE). |

Note que o conjunto de equilibrios E ;, é determinado pelo parametro € e nao por
k. Logo, desde que k seja suficientemente grande (k > C) o conjunto E.j nao varia, se
mantivermos € fixo.

Assim, segue do Teorema 5.3, [19], que o atrator de pontos de (SL), ge,k, é nao
vazio e coincide com o conjunto E. j, dos pontos de equilibrio de (SL). Como E j nio varia
quando € estd fixo, temos que //1\67;C = E. 1, para k suficientemente grande, ou seja, o atrator

de pontos é o mesmo independente do valor de k.
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Observagao 4.5 E fdcil ver que se €, — €9 entdo E. . — E¢ 1, seqgundo a distdncia de
Hausdorff. Basta associarmos a cada elemento (¢;,¢;) € Ec, r o elemento ¢; € Ec,, e
lembrarmos que E., — E., quando €, — €, exceto, € claro, no caso em que ¢ = \(a*),

p<qee,>e (veja Lema 2.17).

4.2.2 Comparacao de solugoes

O objetivo dessa secao é provar um resultado de comparagao de solugoes para o sistema
(SL). Este resultado nos auxiliard na demonstragao da estabilidade dos equilibrios de (SL).

Comegaremos introduzindo um conceito de ordem em um espago de Banach.

Definicao 4.2 Um espago de Banach ordenado é um par (X, <), onde X € um espago de

Banach e < € uma relagao de ordem em X satisfazendo:
1) x <y implica x+ 2 <y+ z, para z,y,z € X
2) x <y implica \x < Ay, para z,y € X e A >0

3) O cone positivo C = {x € X;x > 0} € fechado em X

Definigao 4.3 Sejam (X, <) e (Y,=) espagos de Banach ordenados. Dizemos que uma
aplicagao T : X — 'Y € crescente se e sd se x <y implica T(x) = T(y). Dizemos que T €

positiva se e s6 se x > 0 implica T(x) = 0.
Considere em L?(0,1) a seguinte relagao de ordem: se u,v € L?(0,1) entdao
u>v e u(z) > v(x) gtp em (0,1)

Teorema 4.4 Sejam (ug,vo) e (Uo,Vo) € L? x L? tais que ug < Uy e vo < Vg. Entdo
u(t) < u(t) e v(t) < v(t), para todo t > 0, onde (u,v) e (u,v) sao solugdes de (SL) com

dados iniciais (ug,vo) e (To,Tp), respectivamente.

Demonstragao: Defina para cada ¢ > 0 as fungoes a(t) = u(t) — u(t), B(t) = v(t) —
o(t), at(z,t) = max{a(z,t),0} e Bt (x,t) = max{B(z,t),0} e os conjuntos A, = {z €
[0,1];a* (x,t) = 0}, A, = A, B, = {z € [0,1]; 51 (,t) = 0} e B, = BY.
Note que para todo t > 0
1
ot @1 = [ la* @ 0P
= /; lu(z,t) — a(x,t)|*dx

lu(t) = a(t) 22,

e analogamente, [|3% (t)(13 = [[v(t) — 5(t)[|7(p,)-
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Temos ainda que se uy < Ty entdo a(z,0) < 0 gtp em (0, 1) e portanto |[Ag| = 0.
Do mesmo modo vy < T implica |By| = 0. Como (u,v) e (u,v) sdo solugdes de (SL) com

dados iniciais (ug,vo) e (U, Do) respectivamente, temos

/ (s (2, 1) — To(w, B))at (2, )dz + / (—eAyula, t) + Az, £)a™ (z, t)dz
0 0

1 ulx — fu(x oﬁx X
< /O<f<,t> fii(z, t)a™ (2, t)d

) (4.12)
- k/ a(z,t)a™ (x,t)dz
01
+ k‘/ Bt (z, t)a™ (2, t)dw
0
onde f(s) = |s]972s — |s]97" 25, e portanto, segue de (4.12) que
d
2l @E < k(la™ @113 + 187 @)13) (4.13)
Seguindo o mesmo raciocinio obtemos
d
Z 187015 < k(la™ @13 + 187 (1)]12) (4.14)

Somando (4.13) e (4.14) e usando a desigualdade de Gronwall obtemos
la (@113 + 18713 < (o™ (O)I3 + 187 (0)]3)e**".

Como [la™(0)[|3 = 0 = |37 (0)[I3 segue que [a*(#)[I3 = 0 = [|8*(¢)[|3 e portanto
u(t) <a(t) e v(t) <v(t) para todo t > 0. |

O Teorema 4.4 mostra que o semigrupo {So(t)}+>0 preserva ordem.

Vamos entao provar que o quadro de estabilidade dos equilibrios do sistema (SL)
é exatamente igual ao quadro de estabilidade dos equilibrios de (P,).

O préximo lema mostra que a instabilidade de um equilibrio ¢ de (P.) implica na

instabilidade do equilibrio (¢, ¢) de (SL).

Lema 4.24 Se ¢ é um equilibrio instdvel de (P.) entdo (¢,d) € um equilibrio instdvel de

(SL).

Demonstragao: Sabemos que (a, 3) é equilibrio de (SL) se e somente se « = e « é
equilibrio de (P.).
Seja (¢, ¢) é um equilibrio (SL) tal que ¢ é um equilibrio instével de (P.). Entao

existe um 71y > 0 tal que para todo & > 0 existem ug € L? e tg > 0 tais que
[uo = dllc <6 e [lu(to,uo) = llec > 10
Assim, para todo n > 0 seja § = g, entao existe ug e tg como acima, e

1(w0,10) = (¢, 9)llooxoo = [[t0 = Plloc + [luo = Pllec <1
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[[(u(to, uo), ulto, u0)) = (¢, @)llcoxco = [[ulto; uo) = Plleo + [[ulto, uo) = Plloc > n0-

Mas (u,u) é solugao de (SL) com dado inicial (ug,ug). Portanto (¢,$) é um equilibrio
instdvel de (SL). |

O Lema 4.24 permite concluir que os equilibrios (0,0) (quando p > ¢ ou p = ¢
ee< ), (W,9?) (quando p < q e € < N(a*)), (WL, h), (L, 4!) e (GL,G) sdo instdveis,
para todo [ = 1,2,.... A estabilidade e atratividade dos demais equilibrios segue de forma

exatamente andloga a feita em [28], construindo solugoes superiores (inferiores) e usando o

resultado de comparagao para concluir o raciocinio.

4.2.3 Sincronicidade em [?

Quando analisamos o sistema (SL) é possivel observar que se (u,v) é solugdo de (SL) com
dado inicial (ug,vg) entdo u(t) e v(t) se aproximam para cada ¢ > 0, quando o termo de
acoplamento k se torna suficientemente grande. Do mesmo modo se mantivermos k fixo e
fizermos ¢ tender ao infinito entao u(t) e v(t) se aproximam independentemente dos dados
iniciais. Esta propriedade é conhecida como Sincronizagao, veja [6].

Provaremos que o fendmeno de sincronicidade esté presente no sistema (SL) e ele

serd de fundamental importéncia para provarmos a e-sincronicidade para os sistemas (.Sy,).
Teorema 4.5 Seja (u,v) solu¢ao do sistema (SL). Para cada t > 0,

kllu(t) —v(t)[2 — 0
quando k — oo. Em particular, ||u(t) — v(t)||2 — 0 quando k — oo.

Demonstragao: Fazendo a diferenca das equagoes do sistema (SL) obtemos

1d
57 Fllu@) —o®l) =k (u(t) = vi(®), u(t) - v(®))

(u
k2 (eApu(t) — eApu(t), ult) — v(t))
k2 (fu(t) — fo(t), u(t) — v(t))

k2 (—k(u(t) — v(t) — k(u(t) — v(t)), u(t) — v(t))
(C = 2k)k[[u(t) — v(®)|3

IN +  +

Faga y(t) = k?||u(t) —v(t)||3 e C = 2C — 4k. Entdo

d _
Y1) = Cy(t) (4.15)
e multiplicando (4.15) por e~C* obtemos
d, o
L (e Try(t)) <o. (4.16)

dt
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Integrando (4.16) de 0 a ¢ obtemos
K2 lut) = o) < e ug — vl

Mas para cada t > 0

lim k26(2C74k)t =0

k—oo
Assim,
lim k2||u(t) — v(t)||2 < lim e@C™®E2|jug — ol =0
k—o0 k—o0
0 que prova o teorema. [ ]

Observagao 4.6 Fizando k e fazendo t — oo temos

k2
lim k2eCC—40t — lim —~—___ =
t—o0 t—oo €(4k72C)t

0
logo para cada k,
[u(t) = v(t)]l2 = 0

quando t — oo. Isto mostra que para cada k fizo, quando t — oo, u(t) e v(t) tem o mesmo
limite em L?. E isto faz sentido uma vez que w((ug,vo)) C Ee ) e os elementos de E.  tem

as duas coordenadas idénticas.
Lema 4.25 Seja A o atrator associado ao sistema (SL). Se (T, Do) € AL, entdo Ty = Tp.

Demonstragao: De fato, se (U, Vo) € AL entao para cada t > 0, (ug, Do) = So(t)(ub, vl)

com (ufy,vh) € Ar. Assim dado o > 0, existe t > 0 tal que para todo ¢ > t,
[0 —oll2 = [Ju(t) —v(t)||l2 <o

com (u(t),v(t)) = So(t)(ub,v) e (ub,vh) € Ar. Note na Observacio 4.6 que t pode ser
tomado uniforme para dados iniciais no atrator, uma vez que o atrator é limitado.

Como ||@p — Tpl|2 < o para todo o > 0, segue que Ty = To. |

4.2.4 Sobre a continuidade dos atratores quando o parametro k

varia

Considere para cada k € IN e € > 0 o sistema
up = el [" ug)e + Jul® (1 — Jul") = k(u —v)
(Ser)  vr = e(JvaP 2 ve)e + [0|* 2 0(1 — |v]") + E(u — v)
(u(0),v(0)) = (uok, vox)
Neste momento nossa intengao é estudar a continuidade dos atratores associados

aos sistemas (S ;) quando o parametro € esta fixo e o pardmetro k tende ao infinito.
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Provaremos que para cada t > 0, se (uog, Vor) — (uo,uo), entdo (u(t),v(t)) —

(w(t),w(t)), quando k — oo, onde w(t) é solugao de

we = e(|wel" " wa)o + w|" w(l — fwl")
(Pe)
w(0) = uo

Para evitar confusdo denotaremos, nesta subsecdo, o semigrupo associado a (P:)

por {Té (t)}

Lema 4.26 Para cada t > 0,
[[Se.re () (wor, vor) — (Te(t)uo, Te(t)uo)|l2x2 — 0

quando k — oo, se (uog, vor) — (uo,uo) em L*(0,1) x L?(0,1), onde Scx(t) € o semigrupo

associado ao sistema (Se ) e Te(t) € o semigrupo associado ao problema (Pe).

Demonstragao: Denote por (u(t),v(t)) = Ser(t)(uok, vor) € w(t) = Te(t)up. Subtraindo
da primeira equagao de (Se ) a equagdo de (P.) e multiplicando por v — w, e depois sub-

traindo da segunda equacéo de (S¢ %) a equagao de (P:) e multiplicando por v — w obtemos

1d

5 llu(t) = w(®)3 < Cllu(t) — wO)l3 - Kut) — o(B),u(t) —w(®)  (417)
S llo(t) — w3 < Cllo(r) — w3~ ku(t) — v w(t) —o(®) (418

Somando (4.17) e (4.18) temos

5 g (u(®) = w3 + llf6) — w(®I)
< Clu(t) = w3 + 10(0) — wOF) — k() — o(0)]3 (4.19)
< Clu(t) w3 + o) - w O]

Integrando (4.19) de 0 a t, usando a desigualdade de Gronwall, e em seguida fazendo k — oo

obtemos
[u(t) — w(t)|3 + o) —w(®)ll5 < (luor — uoll3 + lvox — uoll3)e*”* — 0
o que garante que
[|Sek () (uor, vor) — (Te(t)uo, Te(t)uo)|l2x2 — 0

quando k — oo, para cada t > 0. |

Agora considere o sistema nao acoplado
p—2 q—2 T
up = €(|ug| U)o + [ul " u(l = [ul")

(SN) v = e(fva" v2)e + 0] 0(1 = J0]")
(U(O),U(O)) = (UQ,’Uo) S L? x L2
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Observe que resolver o sistema (SN) equivale a resolver cada equagao separada-

mente, ou seja, (u,v) é solucdo de (SN) se e somente se u e v sdo solugdes de

up = €(fus” g )o + [ul u(l — Ju]")

u(0) = ug

e
v = e(fval” " vp)e + 0|0 (1l = o)
v(0) = v

respectivamente.

Como existe uma tnica solucdo para cada equagdo temos que existe uma unica
solugiio para o sistema (SN). Vimos que & equacdo uy = €(|ug|” > ug)e + [u|? 2 u(1 — |u]")
estd associado um semigrupo {7T.(t)}. As propriedades de continuidade com rela¢do ao

tempo e ao dado inicial permite definir um semigrupo
T(t): L*(0,1) x L*(0,1) — L*(0,1) x L?*(0,1)

associado & (SN), por T(t)(ug, vo) = (Te(t)uo, Te(t)vg). Segue da dissipatividade de {T¢(¢)}
que {T'(t)} é dissipativo. Além disso, {T'(t)} é de classe k, uma vez que {T.(¢)} é de classe
k. Logo, pelo Teorema 5.2, {T'(t)} tem um atrator global minimal, A, o qual é compacto e
invariante.

Considere o conjunto A, x A, onde A, é o atrator de {T.(¢)}. Uma vez que A, é
compacto em W, ?, segue que A, x A, é compacto em W, x WP, Além disso, para cada
t>0

T(t)(Ac x A,) = (T.(D) Ae, T (1) Al) = A. x A,

ou seja, A, x A, é invariante por T'(¢). Pela maximalidade de A, segue que A, x A, C A.
Agora, seja B = By x By C L? x L? limitado e arbitrdrio. Entdo existe uma

constante positiva, M, tal que para todo (b1, b2) € B,
[(b1,b2)l2x2 < M

como A, atrai limitados de L?, dado n > 0, existe t; = t;(n, B;) > 0 tal que para todo t > t;
Te(t)B; € Oy(Ae)

para i = 1,2. Seja to = max{ti,t2}. Entéo para todo t > tg, Tc(t)B; C Op(Ac) parai = 1,2
e portanto

T(t)B = T.(t)By x To(t)By C Oay(Ac x A,)

ou seja, A, x A, atrai limitados de L? x L?. Mas A é o minimal com esta propriedade, logo
AC A x A,
Portanto, A = A, x A..
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Semicontinuidade inferior dos atratores {A.;} quando k — oo

Considere o conjunto A = {(u,u);u € A} e denote por A, i o atrator de {S. x(t)}. Note
que A C A, propriamente. Nesta subsegdo mostraremos que a familia de atratores {A. }
se aproxima do conjunto A, quando & — oo, no sentido da semicontinuidade inferior de

atratores, isto €,

d(As, Ac) — 0

quando k — oo.

Seja (w,w) € A, arbitrario. Entao, pela defini¢do de Ay, w € A.. Assim existe,
¢ : IR — WP, érbita completa e limitada, por @, através de {T.(t)}.

Vamos definir, a partir de 4, uma dérbita completa e limitada, por (w,w), através
de {Scx(t)}, para todo k € IN, onde {Scx(t)} é o semigrupo associado ao sistema (S ),

com parametros € e k. Deste modo defina, para cada k, ¥ : IR — Wol’p X Wol’p por

Yr(t) = (¥(t),¥(t)). Temos,

Resta provar que S, j(t)x(s) = ¥x(t + s), para todo t > 0 e s € IR. Note que

Ser(t)r(s) = Sc(t)(P(s),9(s))

Vr(t + ) = V(4 5), 9 + 5)) = (Te(t)(s), Te()y(s)) = T(E)((s), ¥(s)).
Segue da demonstragao do Lema 4.26 que

lu(t) = w®)I3 + lv() —w®lF < ([u(0) —w(O)]F + [[v(0) — w(0)[|3)e**

= (Iv(s) = ()3 + ll9(s) = ¥ (s)ll
=0

2
2
%)BQCt

onde (u(t), v(t)) = Sek(t)(1(s),¥(s)) e (w(t),w(t)) = T(t)(¢(s), ¥ (s)). Logo u(t) = w(t) e
v(t) = w(t), para todo t > 0, o que implica que

Ser(t)(¥(s),1(s)) = (u(t), v(t) = (w(t), w(t)) = T(t)(¥(s), ¥ (s)).

Portanto S, i (t)Yr(s) = ¥i(t + s), para todo t > 0 e s € IR 0 que mostra que 1, é uma

6rbita completa por (w,w). Além disso, para cada s € IR

[ () e cwrr = 1@(8), w()Ilwrr e = 209 (s) e

e como 1 é limitada em W, ", segue que 1y é limitada em W, * x Wy,
Consequentemente (w,w) € A, para cada k. Como (w,w) foi tomado arbitrari-

amente em Ao, segue que Ay, C Ac i, e a semicontinuidade inferior segue.



100

Semicontinuidade superior dos atratores {A.;} quando k — oo

Com o objetivo de provar a semicontinuidade superior dos atratores { A 1} quando k — oo,

provaremos inicialmente que existe uma constante ky € IN tal que para todo k > kg,
Ae,k C BWOLprOl,p ((0, 0), M)

onde BWOI,pXWC},p((O, 0), M) é a bola aberta de centro (0,0) e raio M em W, x W} *, sendo
M independente do parametro k.

Comegaremos provando que UA, ;, é limitada em L?(0,1) x L?(0,1). Com efeito,
seja (up,v9) € UpAcr um elemento arbitrdrio. Entdo (ug,vo) € A_7 para algum k. Como

A_7 ¢é invariante por Sz, existe (Uo, Vo) € A, tal que

(uo,v0) = Se,%(Tl)(ﬂoﬁo)

onde T3 é a constante escolhida na demonstracao do Lema 4.8. Assim, novamente pelo Lema
4.8,

l[woll3 + [lvoll3 < Ny

onde N4 depende apenas de p, ¢, 7 e €.
Portanto, para todo (u,v) € UgAc i, |[(u,v)|l2x2 < 2N4% onde Ny independe de k.
Passemos agora a demonstracdo de que U, A ), é limitada em VVO1 Pox WO1 P Seja
¥ tal que OYu = —eApu + |u|97""2u. Usando as Desigualdades de Young, Holder e a

demonstracao do Teorema 4.5 obtemos

L ult) +olt) = ult) + el
AR
= () + )] 2u(t) — bu(t) — o0), ue(0)
D)+ O + K)o, o)
< IO u() ~ ()~ o)1
£ I 20() + k) — o(0)3
< )2l + o) (0)3
-2 o]
< 2 qu e Gl
+ ()HZi:JFQ@zC 2]l ug — vol|3
Mas note que
e < a2 + Sl = bu(t)
q+r q+r P

e como para todo ¢t > T, 2e2C 4Rt < 9(2C—4R)T1 ¢

lim k2€(20—4k)T1 =0
k—o0
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2(2 —
segue que dado D; = 7( a+r)
q+r

, existe ko tal que para todo k > kg
26<2C_4k)tk2Hu0 —wol|3 < Dy

para todo t > Ty e (ug,vp) em limitados de L2(0,1) x L?(0,1).

Considere (ug,vo) € UpAek, k > ko e defina Dy = 2¢ — 2. Temos

9 u(t) + vo() < 2D1 + Dafusu(t) + vu(®)

Segue da defini¢ao de subdiferencial que Yu(t) < (du(t), u(t)), e portanto usando

as desigualdades de Holder e Young obtemos

m(\\u( )3+ o) 12) + wu(t) + po(t)
< (ugt) + Opult), u(®)) + (vi(t) + dpu(t), v(t))
= (Ju(®)|"2u(t) — k(u(t) — o(t)), u(t))
+ <t>2| w(t) + k(u(t) — v(t)), v(t))
< " (ult) + ()
(g+r)n*

Escolha 1 > 0 pequeno o suficiente para que

Ds=1—qn's >0.

Assim,
1d
5@(”“@)”3 + lv(®)13) + Ds(¢u(t) + ¢u(t)) < Dy (4.20)
2
onde Dy = ( ; — Note que D3 e Dy dependem apenas de ¢ e r. Integrando (4.20)
qg+r)n
detat+T; comt>1T;
T Ny, DT
ds < —— 4+ ==L = p
| wu) +veleas < g+ S = s

para todo ¢ > T7. Segue do Lema 5.1 que

1
D eD2T1 P .
||’Lb(t)||W01,p < |:<T5 +2D1T1> p p] = Dg

e ||v(t)||W01,p < Dg para todo t > T} onde Dg é uma constante positiva que depende apenas

de p, q, r, Ty ee.

Portanto, se (ug, vg) € UgAe i, existe ko tal que para todo k > kg e t > T

||(U(t>, U(t))”WOleWOlp S 2D6

Tome (@,V) € U, Ae i, arbitrdrio. Entao (u,v) € A, g para algum k > kg. Pela

invariancia de A, g existe (W, o) € A tal que (7,7) = S_5(T1)(W, To). Logo
||(ﬂ76)||W01=P><W01~P S 2D6

Portanto existe kg tal que, para todo k > ko, Ug>k, Aer € limitada em Wol’p X Wol’p.
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Para provar a semicontinuidade superior dos atratores {A.} usaremos o Lema
5.6.

Seja k, — oo e {(ux,,ur,)}, N Uma sequéncia arbitraria tal que (u,,ur,) €
Ac i, para cada n € IN. Como Ug>k, Aex € limitada em Wol’p X Wol’p, segue que Ug>pk, Ac i
é precompacto em L? x L2. Logo existe uma subsequéncia ainda denotada por {(uy, ,ux, )}
e (up,ug) € L? x L? tal que (ug, ,u,) — (uo,up) em L2(0,1) x L?(0,1). O préximo passo
serd mostrar que (ug, up) € Aso-

Sabemos que para cada n € IN, (ug,,ui,) € Ack,, logo existe pelo menos uma
érbita completa limitada ¢y, por (uy,,ux,) através de Se ., (t).

Para cada n € IN, selecione uma 6rbita completa limitada, vy, , por (ug,,ux, ).

Em seguida defina a aplicacao
Yo : [0,00) — L*(0,1) x L*(0,1)
dada por 9o (t) = T(t)(uo, up). Note que

¥0(0) = T'(0)(uo, uo) = (o, uo)

lv0(t)ll2x2 = [|T(t)(uo, uo)|l2x2 = [|Te(t)uoll2 + | Te(t)uoll2 < 2K;.

Agora considere a sequéncia {(u;ﬂl, u;nl)} = {¢x, (=1)},cIN- Sabemos que {w,;l} C
UkskoAc ki, 10g0 {1, (—1)} é limitado em W,* x W,”, e portanto podemos extrair uma

subsequéncia ainda denotada por {(u;nl, u,;ll)} tal que

(uptupt) = (ug L ugh)

em L%(0,1) x L?(0,1) para algum (ug*,ug ') € L?(0,1) x L?(0,1). Defina
Y1 1 [0,00) — L2(0,1) x L*(0,1)

dada por 1 (t) = T(t)(ug*,ugt). E facil ver que ¢l (t) = o1 (t + 1) = ¢o(t) e que ¥y (t) é
limitado.
Assim, para cada r > 2 inteiro, defina {(u; ", . ")} = {¢%, (-7)}, cN- Novamente

existe (ug ", ug") € L*(0,1) x L?(0,1) tal que
(g, s g ) = (ug "5 ug ")
em L?(0,1) x L?(0,1). E mais uma vez podemos definir a aplicagao
¢y 1 [0,00) — L*(0,1) x L*(0,1)

dada por ¥, (t) = T(t)(uy ", uy ). E facil ver que ¢(t) = . (t + 1) = 1ho(t) e que 1, (t) 6
limitado. Além disso, ¢, (t + 1) = 1,—1(t), para todo ¢t > 0.
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Agora defina ¢ : IR — L?(0,1) x L?(0,1) por
Y(t) = valor comum de ,(t+7r) para 1> —t.

Note que ¥(0) = ¢(0) = (ug, uo), Y(t +s) = . (t + s +r) = T(¢)1(s), para todo
t>0es€lR. E paracadatelR

19 (8) |22 [9r(t +7)ll2x2

IT(t+r)(ug " up")|loxe < 2N 2

Observe que N é uniforme pois os dados iniciais (u,;j, u,;:) € Ac i, C Uk>koAe ki,
e Up>koAek, ¢ limitado em Wol’p X Wol’p. Além disso, ¥,(t +7) = lim, oo Se, (t +
r)(ug" "), e como {Sek, (t+7)(u, " up ")}, N ¢é limitado em WyP x Wy visto que

estd contido na unido dos atratores entdo existe um elemento («, 3) € WO1 P ox VVO1 P tal que
{Sepn () (u s ug) = (. B)

na topologia de Wy x Wy”. Pela unicidade do limite fraco temos que (v, ) = 1, (t + r).
Logo,

1) g < imninf (1S, ¢+ 7) (i )ty o < M

para todo ¢ € IR e consequentemente 1)(t) € Wol’p X Wol’p7 para cada t € IR.

Concluimos assim que por (ug, ug) passa uma érbita completa e limitada, ¢ : IR —
Wy x Wy dada por ¢(t) = . (t+7) = T(t+7)(ug ", ug"). Logo, (uo,uo) € A= A. x A,
ou seja (ug, ug) € Aeo. Portanto {A. i }r é semicontinua superiormente quando k& — oo, na

topologia de L2(0,1) x L%(0,1).
Observagao 4.7 Até o momento mostramos que
dw(}»PXWOl’P(AooaAe,k) —0 e dr201)x22(0,1)(Aek Aso) — 0

quando k — oo, ou seja, a familia {A. 1} converge para o conjunto A, quando k — oo, na

topologia de L?(0,1) x L?(0,1).

Para finalizar o capitulo provaremos que tal continuidade ocorre também na topolo-
gia de VVO1 Px WO1 P, Comecamos provando que a continuidade do fluxo também é vélida na
topologia de W, x W, . Considere a sequéncia {(uy, ,ux,)}, a qual mostramos que con-
verge para (ug,ug) em L?(0,1) x L2(0,1). Como (u,,uk, ) € Ack,, € UAc g, ¢ limitada em
Wy? x Wy? podemos extrair uma subsequéncia ainda denotada por {(up, ,ux, )} de modo
que (ug, ,ur,) — (uo,up) em Wy? x WyP. Segue da limitacio de UAx, em Wo* x WP,
que toda a sequéncia converge fraco. Para garantir a continuidade do fluxo em I/VO1 Px WO1 P

resta provar que quando k — oo,

otk g — ol
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De fato, como (uy,,, Uk, ) € Aec i, , segue pela invaridncia de A. j, , que fixado t > 0,

existe, para cada k, € IN, (T, ,Ur,) € Ak, tal que

(Uk, , Uk, ) = Se ke, (t)(Uk,, , Uk,,)

e por outro lado, como (TUy,, , U, ) € Aek,, existe (T, Up) € As € uma subsequéncia ainda

n)

denotada por (T, , Ty, ) tal que
(U, » Uk, ) — (To, o)
em L2(0,1) x L2(0,1). Pela continuidade do fluxo em L2(0,1) x L2(0,1)
Se k() (W, Ur, ) — T(t)(To, o)

Mas Se, (t)(Trk,,,U,) = (uk,,ur,) — (uo,up) em L?(0,1) x L2(0,1), logo T'(¢) (%o, uo) =
(up, ug), pela unicidade do limite.
Por motivo de simplicidade vamos denotar (g, , Ux,, ) POr (Un, Tn,), Se k., (t) (T, , Uk, )

por (u(t), u(t)) e T(t)(@o, @) por (w(t), w(t)). Assim,

(up —wp,u—w) + (—eApu+eApyw,u—w)
= <fu_fw7u_w>
+ (—k(u—u),u—w)

e obtemos
1d

2dt

Integrando de 0 a ¢, com ¢ < ty temos

lu—wl3 + evollu — wllfy1p < Cllu— wl3

t t
. _
0 [ Nu(s) = w(6) s < G~ w3 + [ Clu(s) —w(s) s
0 0
e como
lu(s) —w(s)|z — 0

pela continuidade do fluxo em L2(0,1) x L?(0,1) segue que
fu() w2, — 0

em L(0,tp;IR) e portanto existe uma subsequéncia ainda denotada por (uy,uy) tal que
lu(s) = w(s)IF 10 — 0

gtp em [0, tp]. Denote por A o subconjunto de [0, tg] onde
lu(s) = w(s)lga, — O-

Vamos provar que essa convergéncia ocorre para todo s € (0,%). Seja t € (0,tp) \ 4, fixo

mas arbitrario, e 0 < t1 < t < ty. Temos

[pu(t) —pw(®)] < |pu(t) - pu(0)|
[pu(6) — Yuw(8)|
[Yw(0) — Yw(t)|

A
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Analisaremos primeiramente |[Yw(6) — Yw(t)|. Note que

0
d
/t £¢w(s)ds

3 [ N )
5 [ hes)izds + 5 [ rwis) s
t t

[pw(8) —Yw(t)] =

(4.21)

IN

Ifw(s)lf = /0Hw(S)I"_Qw(S)—Iw(8)|q+”"_2w(8)\2dw

2g—2 2g+2r—2
o)l + o)™ < Cs

(4.22)

IN

para todo s > 0. Além disso, multiplicando a equacdo w; — eA,w = fw por w; obtemos

d d
2 4 1 _ % 2
)3+ S etu(t) = Sl

a qual integrando de 0 a ty nos da

to
€, 1 gt .
| @13 < Sl + — ol + o= G

onde C3 é uma constante positiva dependendo apenas de €, p, ¢, 7, e |[Tol| ;1.
0

Temos ainda

(we(t + h) —w (), w(t + h) —w(t))
+ (—eApw(t+h) + eApw(t),w(t + h) —w(t))
= (fw(t+h)— fw(t),wt+ h) —w(t))

que integrando de s a t e usando a desigualdade de Gronwall resulta em
lw(t + ) = w(®)[3 < [lw(s + h) = w(s)|3e**. (4.23)
Multiplicando (4.23) por % e fazendo h — 0 obtemos
lwe(®)]13 < llwe(s)]3e*. (4.24)
Fixe t e integre (4.24) de 0 a t. Assim temos
@3 < [ o)1 s < et (4.5

Portanto ||w;(t)||3 é limitado por uma constante que depende de to, C, €, p, q, r, e HEOHWOl,p.

Segue de (4.21), (4.25) e (4.22) que
[Yw(0) — Pw(t)| < Caft — 0|
onde Cy é uma constante positiva. Por outro lado,

hu(t) —pu(8)] < QA 2jus(s) |2

t (4.26)
+ 5 | et igas
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Como em (4.22) é facil ver que || fu(s)||3 é limitada. Além disso, multiplicando a

primeira equagao de (Se ) por u; obtemos

el + 2 phut) = S (eu(t) (427

Integrando de t; a tg temos

to
2 € 1 —+r
/ B < et Dl + et I (4.28)

Como ||(u(t), u(t))||WO1,pr01,p é uniformemente limitada para todo ¢ > 0 segue que

to
/ l|lut(s)||3ds é limitada por uma constante que depende apenas de €, p, g, r e kj.
t
' Por outro lado, é facil ver que
1d 9 9
3 et +h) —u(®)lz < Cllut + h) — u()ll2 (4.29)

o qual integrando de s a t, com t; < s < t < tg e usando a desigualdade de Gronwall resulta

em
lu(t + 1) = u(®)]3 < Juls + h) — u(s)||3e 0~ (4.30)
1
Multiplicando (4.30) por 7z ¢ fazendo h — 0 temos
lue (@) < llue(s) 36> (4.31)

Agora fixe t e integre de t1 a tg. Segue de (4.28) que ||ug(t)]|3 é limitada para todo
t € (t1,t0) e portanto a convergéncia em (4.26) fica provada.

Assim
Yu(t) — Puw(t)
para todo ¢ € (0,%p) e portanto
la@llwee — 0@y

como queriamos demonstrar.

Observacao 4.8 Concluimos assim que dada uma sequéncia {(ug, ur)} com (ug, ug) € Ak

para cada k existe (ug, up) € Ao € uma subsequéncia ainda denotada por {(ug,u)} tal que
(Uk, uk) - (Uo, UO)

em Wy P(0,1) x Wy*(0,1). Logo pelo Lema 5.6 seque que a famidlia de atratores {A )} é

semicontinua superiormente quando k — 0o, na topologia de Wol’p((), 1) x Wol’p(O, 1).

Portanto podemos dizer que a familia {4, x} se comporta continuamente quando
k — 00, e seu limite é o conjunto A, ou seja, o limite em Wy (0,1) x Wy *(0,1) de {A1}

é um subconjunto do atrator do problema limite, a saber

Aso = {(u,u);u € A} C A x A. = A.
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4.3 e-sincronizacao

O Teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo. Provamos neste teorema que o

sistema (S,,), veja introdugdo do Capitulo 4, e-sincroniza.

Teorema 4.6 Considere o sistema
n_ .n pr—2 u™ nar =2, nq _ [, —Ek(u™ =™
ui = €t (|uy| 2o H UMW (1 = W) = k(u” —0")

o = (R )+ % (1= o) kGt = )

(Sn)

onde (u™(0,t),v™(0,t)) = (0,0) e (u"™(1,%),v™(1,t)) = (0,0) para todo t € (0,+00) e
(u™(x,0),v"™(x,0)) = (uo(z),vo(z)) € L*(0,1) x L?(0,1), €*, k sdo constantes positivas,
qr>2ep? >2er? >ql—2, parai = 1,2 e para todon € IN. Se (eI, p, ¢, ") — (€, p,q,7)

quando n — 400 entao, para k suficientemente grande a solugdo de (Sy,) e-sincroniza.

Demonstragao: Pela semicontinuidade superior dos atratores A,, dado n > 0 existe
ng € IN tal que para todo n > ng

i
(An, AL) < 10

Considere (ug,vo) € L?(0,1) x L?(0,1). Como A, é atrator, para cada n € IN
existe t,, > 0 tal que
Sn(t)(uo,v0) € O (An)

para todo t > t,,. Assim, para cada t > t,, existe (u,v!) € A,, com

’I’L7 n

I(u™ (#), 0™ (£) = (g, vy ll2x2 < 75 10

sendo (u™(t),v™(t)) = Sn(t)(uo, vo).

Tome n > ng. Entao para todo t > t,, existe (uf,ul) € Ag tal que

H(ufwvf» (u61u6)||2x2 < 10

Logo, se n > ng e t > t,, temos

lu™(@) — vl < lu (@) = upllz + [, — ugll2
+ o llub = vpllz + [l — v (@)l
U

< =
2

0 que garante a e- sincronicidade. |



Capitulo 5

Apeéendice

Este capitulo contém os principais resultados e definicbes usados nos capitulos

anteriores.
Lema 5.1 (Lema 1.1, [29]) Sejam g, h, y, trés fungdes positivas localmente integrdveis
em (to, +00) tais que y' € localmente integrdvel em (tg,+00), e satisfaz

dy
- < h
at =9t

para t > tg, onde fttJrTg(s)ds < ay, ;H h(s)ds < aq, tt” y(s)ds < as, para t > tg, onde

r, a1, Gz, € ag $ao constantes positivas. Entao
as
y(t+7) < (%2 + az)explar)
para todo t > ty.

Lema 5.2 (Lema 5.1, [29]) Sejay uma fun¢ao positiva absolutamente continua em (0, +00)
satisfazendo

y +yyP <6

comp>1,v>0,0>0. Entao, parat > 0,

u(t) < (j) "4 (ylp - )T

Lema 5.3 (Lema 2.1, [28]) (i) Sejamu e v solugdes fortes de (P.) em [0, T] com u(0) =

ug e v(0) = vy, respectivamente. Entao as sequintes desigualdades valem:
t
lu(t) = ()15 + 23_”6/ ez (5) = va(s)II5 ds < €% ug — vol3
0
para t € [0,T], onde Cy = sup {f'(u);u € (—o0,+00)} < +o0.

(ii) Cada solugdo forte u de (P.) em [0,T] com u(0) = ug satisfaz

t
et llus (1) 2+ p / s ()2 ds < Ca(t + JJuo)

108
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para todo t € [0,T]. Em particular, se ug € Wol’p, entao

t
2 +r
e lluz ()13 +p/0 [ue(s)ll ds < €lluozll; + C2 luollgiy + Cs

para todo t € [0,T], onde C; (1 < i < 3) sdo constantes positivas dependendo apenas

dep, qer.

Teorema 5.1 (Teorema 2.1, [28]) Para qualquer ug € L?, existe uma tnica solugao forte

u(+) de (P.) em [0,400) com u(0) = ug satisfazendo
u € C((0,+00); Wy P)
tzu,(t) € L2(0,T; L?) para cada T > 0.
Lema 5.4 (Lema 2.2, [28]) A familia {S(t) : L> — L%t > 0} tem as sequintes propriedades:
(i) Para cadat >0, R(S(t)) C W, ?;
(ii) Para cadat >0, S(t) é continuo de L? em L?;
(iii) Para cada ug € L?, S(-)ug € continuo de [0,+00) em L?;
(iv) S(0) = I, onde I denota o operador identidade;
(v) S(t)(S(T)ug) = S(t + 7)ug para todo ug € L? e t,7 > 0.
Lema 5.5 (Desigualdade de Tartar) Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € R™, m € IN
(lal"=a= [ blIP~?ba=b) =50 [la—b|”

onde vy € positivo e depende apenas de p e de m.

Se 1 < p < 2 entdo para todo a,b € R™
(lalP=2a=[Ib]P"bya=b) <m la—b]|P
onde v, depende apenas de p e de m.

Teorema 5.2 (Teorema 2.2, [19]) Seja {V;;t € R, X} um semigrupo de classe k. Suponha
que ele é ou dissipativo ou limitado e ponto dissipativo. Entao {Vi;t € R, X} tem um atrator

global minimal M, o qual é compacto e invariante.

Teorema 5.3 (Teorema 2.3, [19]) Suponha que o semigrupo {Vi;t € IR, X} pertence a
classe k e v (x) € limitado para qualquer x € X. Se para este semigrupo existe uma “boa”
funcao de Lyapunov, entdao o atrator global minimal M é néo-vazio e coincide com o conjunto

Z de todos os pontos estaciondrios.

Teorema 5.4 (Teorema 5.1, [21]) Sejam Ay, A, A1 espacos de Banach com Ay e Ay
reflexivos e a imersao Ag — A compacta. Se 1 < pg,p1 < +00, entdo a imersdo de V em
LP(0,T; A) é compacta, onde o espago

V= {veLP(0,T; Ay) e %eL”l(O,T;Al)}

é munido da norma ||v||v = |[v]|Lro(0,m540) + 152N 2o1 (0,7:4,) € T € finito.
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Definigao 5.1 (Definigao 3.1, [4]) Seja A um operador de H e f € L*(0,T; H). Chama-

d
mos de solugdo forte da equacdo ditt + Au > f toda fungio u € C([0,T); H), absolutamente

continua sobre todo compacto de (0,T), verificando u(t) € D(A) e d—u(t) + Au(t) > f(t) qtp

dt
em (0,7T).

d
Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugdo fraca da equagio d%: + Au 3 f se existem
sequéncias f, € L*(0,T; H) e u, € C([0,T); H) tais que u, é uma solugdo forte da equagdo
duy,

dt

+ Auy D fu, fo — f em LY(0,T; H) e u, — u uniformemente em [0,T].

Teorema 5.5 (Teorema 3.6, [4]) Seja f € L?(0,T; H), entdo toda solugdo fraca da equa-
¢ao %—FAU S f, onde A € um operador mazximal mondtono, € uma solugdo forte e \/i% (t) €

L*(0,T; H).

Definicao 5.2 (Definicao 1.1, [7]) Por semicontinuidade superior e inferior de uma fami-

lia de conjuntos {Ax}ren em A = Ay entendemos o sequinte

e Dizemos que {Ax} € semicontinua superiormente em \g se sup,, ¢4, d(zx, Ax,) — 0

quando A — Ao;

e Dizemos que {Ax} € semicontinua inferiormente em Ao se SUDLea,, d(z,Ay) — 0

quando A — Ag.

Lema 5.6 (Lema 1.1, [7]) Seja {Ax}rca como na definigio 5.2

o Se qualquer sequéncia {xy,} com xx, € Ay, , \n — Ao, tem uma subsequéncia con-
vergente com limite pertencendo a Ay,, entdo {Ax}rea € semicontinua superiormente

em \g;

e Se Ay, € compacto e para qualquer x € Ay, existe uma sequéncia {xy,} com xy, €
AA7L7
Mo.

An — Ao, que converge para x, entdo {Ax}aca € semicontinua inferiormente em

Proposicao 5.1 (Proposigao 14, [20]) Dada uma sequéncia equicontinua de aplicagies
fn: M — N, onde M e N sdo espagos métricos, suponhamos que, para cada x € M, o
conjunto {fn(z);n € N} tenha fecho completo em N. Se (f,) converge simplesmente num

subconjunto denso D C M entao (fy) converge uniformemente em cada parte compacta de

M.
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