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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar condicoes suficientes para a existéncia e
multiplicidade de solucoes para uma classe de problemas elipticos com funcao
peso mudando de sinal em dominios ilimitados, utilizando para isso argumentos
variacionais. Especificamente, no caso semilinear utilizamos argumentos de
minimizagao sobre a variedade de Nehari. Para o caso quase linear, tanto para
o0 caso escalar bem como para o sistema, utilizamos argumentos de minimizacao
e uma variante do Teorema do passo da montanha sem a condicao de Palais-

Smale.



Abstract

The aim of this work is to give some sufficient conditions for the existence and
multiplicity of the solutions for a class of elliptic problems with sign-changing
weight function in unbounded domains, using for this variational techniques.
Specifically, in the semilinear case we use the minimization arguments on the
Nehari manifold. For the quasilinear case, as in the scalar case as in the
system, we use the minimization arguments and a variant of the mountain

pass Theorem without the Palais-Smale condition.
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Introducao

Neste trabalho, obtemos condicoes para a existéncia de multiplas so-

lugdes (fracas) nao negativas, para problemas da forma

—Apu+alulP™t = Af(@)|ulT 4+ h(@)|ul"r, em  Q
u = 0, sobre  0f),

ou
p—2 77
(Ivur22t).

é o operador p—Laplaciano, 2 C RY ¢ um dominio ilimitado com fronteira

(P)

onde

)
—Ayu = —div (|Vu|'*Vu) = — Z pe
i=1

suave, as funcoes a, f, h : 2 — R sejam mensuraveis, com a e h nao negativas,
mas a funcao f pode mudar de sinal, A > 0 é um parametro real positivo e os

expoentes satisfazem
2<p<N e 1l<g<p<r<p.

Estabelecemos ainda condigoes sobre a funcao peso f, bem como para
os valores de p e g, para obter resultados de existéncia e multiplicidade de
solugdes (fracas), da seguinte classe de sistema eliptico quase linear com cresci-
mento critico

—Apu = pif(@)|ul ol + Blul® oY, em RY
(5) —Agp = qf(@)u ot +yul’loP T, em RY
0 <ue DM(RY), 0<ve DH(RY),
onde a dimensao, bem como os expoentes, satisfazem

1Sp17QI7 Zﬂ+ﬁ<1a QSPSQ<m2n{p*aN}a ﬁ—i_
p q

p q



O estudo de problemas que envolvem o operador p—Laplaciano deve-
se ao fato que este operador eliptico aparece em véarios problemas da Fisica
e Mecanica, tais como: Glaciologia, Climatologia e Fluidos nao-Newtonianos.
Por exemplo, no estudo da sensitividade de um modelo estacionario nao li-
near que aparece na climatologia com relagao a constante solar (veja Dias,
Hernéndes e Tello [40] e suas referéncias).

Pelo fato de considerarmos o problema (P) sobre dominios ilimitados,
surgem algumas dificuldades para encontrarmos solucoes para o mesmo, devido
a falta de compacidade das imersoes de Sobolev e da verificacao da condicao
de Palais-Smale para os funcionais associados ao problema (P). Tecnicamente,
o sistema (5) se comporta, em um certo sentido, da mesma forma que o pro-
blema (P). Mas é evidente que existem dificuldades adicionais decorrentes da
acdo miutua das varidveis u e v nas nao linearidades |ul’~tv|" e |ul?|v[7~L.
Além disso, como este sistema envolve expoente critico de Sobolev, aparece
novamente a questao da falta de compacidade, bem como a verificacao da
condigao de Palais-Smale para o funcional associado ao sistema (5).

Por estas particularidades, durante as ultimas décadas intimeros tra-
balhos tratam de variantes do problema (P), bem como do sistema (S). Por
exemplo, se p > 2 e Q) é limitado, podemos citar [1, 10, 22, 23, 24, 34, 36,
38, 51, 62], bem como suas referéncias. Para o caso em que p > 2 e 2 é um
dominio ilimitado, mencionamos dentre outros [5, 9, 11, 15, 28, 41, 50, 61, 65]
além de suas referéncias e as demais que se encontram no final deste trabalho.

No Capitulo 1, consideramos um caso particular do problema (P),
onde p = 2, Q é um cilindro infinito de RY com N > 2 e a nao lineari-
dade em 7 possui crescimento subcritico, ou seja r < 2*, onde 2* = ]\2,—11[2 se
N >3e2"=o00se N =2 Supondo que a = 1 e que as funcoes f e h
satisfazem condigoes apropriadas, mais precisamente, as hipéteses (Hy) e (Hp,)
(veja pagina 6), mostramos através de argumentos variacionais sobre a varie-

dade de Nehari, a existéncia de ao menos duas solugoes, desde que a norma de



Af seja suficientemente pequena.

No Capitulo 2, para A > 0 suficientemente pequeno, provamos a exis-
téncia de ao menos duas solugoes para o problema (P), considerando o caso
em que 2 é todo o espaco RN, a =0, h =1, p € [2, N) é qualquer e a fungio f
satisfaz a condigao (Hy) (veja pagina 36). Para obter tal resultado utilizamos
técnicas de minimizagao e uma variante do Teorema do passo da montanha.
Ressaltamos que para aplicar tal versao de teorema hé a necessidade de obter
estimativas “precisas” dos niveis de energia do funcional associado ao pro-
blema (P). Para tanto, fez-se necesséario provar que as solugoes tenham certa
regularidade, condicao esta que juntamente com algumas propriedades de uma
classe de fungoes “especiais”, nos oferecem estimativas razodveis do niveis de
energia do funcional associado ao problema (P).

No Capitulo 3, através de argumentos de minimizagao, garantimos ini-
cialmente que o sistema (S) admite ao menos uma solucao, desde que a fungao
peso f possua norma suficientemente pequena e satisfaca a condigao (Hy) (veja
pégina 56). Para o caso p = ¢, através de uma versao do Teorema do passo da
montanha, obtemos que o sistema (S) admite ao menos duas solucoes desde
que f satisfaca condigbes apropriadas (veja Teorema 3.2). Para garantir a
existéncia da segunda solucao, da mesma forma que no capitulo precedente,
fez-se necessario obter algumas estimativas dos niveis de energia do funcional
associado ao sistema (.5). Contudo, neste caso nao foi possivel obter os resul-
tados de regularidade das solugoes, obtidos no Capitulo 2. Contornamos tal
dificuldade obtendo uma estimativa uniforme em f dos niveis de energia do
funcional associado ao sistema (S).

Concluimos o trabalho com um Apéndice, no qual listamos algumas
desigualdades, resultados de regularidade, bem como alguns resultados gerais,

que foram utilizados no decorrer deste trabalho.



Capitulo 1

Problema semilinear com nao
linearidade subcritica em um

cilindro infinito

1.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos, através de métodos variacionais, a exis-
téncia de miltiplas solugoes (fracas) nao negativas para uma classe de equagoes

elipticas semilineares da forma

~Autu = Af(@)|ul + @), em T
(Prsn)
v = 0, sobre OJT,

onde as funcoes peso f, h: T — R satisfazem determinadas condigoes,
(H) T=Q' xR, com ' c R¥"!, N > 2, um dominio suave e limitado,

A um parametro real positivo e os expoentes satisfazem a seguinte relacgao,

2N
N-2

(Hewp) 1<g<2<r<2f, (27 se N>3,2"=00se N =2).

Equagoes elipticas semilineares com nao linearidades do tipo concavo e

convexas, como acima, sobre dominios limitados foram amplamente estudadas.



Ambrosetti, Brézis e Cerami em [10] estudaram o problema

—Au = Mu|' + |[u[!, em Q
(1.1)
v = 0, sobre 0f),

onde Q ¢ um dominio suave e limitado de R, A\ um parametro real positivo
el < qg < 2 < r <2 Eles garantiram, utilizando o método de sub e
super solugao, a existéncia de A\g > 0 de modo que o problema (1.1) possui
ao menos duas solugdes positivas se A € (0, \g), possui ao menos uma solugao
positiva se A = g e nao admite solucao positiva se A > Ag. Posteriormente,
tanto Adimurthi, Pacella e Yadava [2], quanto Damascelli, Grossi e Pacella
[32] bem como Tang em [67] provaram, no caso em que €2 = B(0, 1), ou seja,
Q ¢ a bola unitaria de RY, que existem exatamente duas solucoes positivas
para o problema (1.1) se A € (0,)\g) e uma solugdo positiva para A = .
Citamos também o trabalho de Brown e Zhang [24], no qual usando argumentos
variacionais sobre a variedade de Nehari, obtiveram resultados de existéncia e

nao existéncia, bem como multiplicidade de solugoes positivas para o problema

—Au = M()u+ h(x)|u]2u, em Q
u = 0, sobre 0f),

onde © ¢ um dominio suave e limitado de R, N > 3, o expoente 2 < r < 2*
e as funcdes peso f, h : © — R sejam suaves e podem mudar de sinal. Para
mais trabalhos relacionados, cujo dominio é limitado citamos [1, 12, 17, 25, 27,
29, 35, 36, 45] além de [58] e suas referéncias.

Hsu em [50], considera o problema (P, ;) sob as condigoes

N>3, f=0, h>0, com lim h(z)=h >0,

|z|—00
e existem constantes positivas Cy, § e Ry de modo que

W' xy) > hoo + Coe 21N para |xy| > Ry, V2’ € V.

Utilizando argumentos variacionais, ele prova que o problema (P s ) admite

ao menos duas solugoes. Recentemente Wu [75], também via métodos varia-



cionais, estudou o problema (P, ;) supondo que
f é uma funcao nao negativa que pertence a szq('ﬂ'),

h € C(T) é estritamente positiva, com lim h(z) =1, V' € |

|z N |—00

e existem constantes 0 > 0 e Cy € (0, 1) tais que
hiz' zy) > 1 — Coe 2VIHOHen] y(y! 2y) €T,

onde 6; é o primeiro autovalor de —A em 2 com a condicao de fronteira
identicamente nula. Sob tais condigoes obteve a existéncia de Ay > 0, tal que
o problema (P s, ) admite ao menos duas solugdes positivas para A € (0, Ap).
Para outros resultados relacionados em dominios ilimitados, mas com os pesos
nao mudando de sinal, mencionamos [16, 26, 30, 47, 48, 69], bem como suas
referéncias.

Consideremos que f, h : T — R sejam fungoes mensuraveis e que

satisfacam as seguintes condigoes:

ferL = Lﬁ(']l‘), para alguma constante real v € (g, 2*],

(Hy)
fr Z0e f_ € L*>(T) possui suporte compacto em T.
h € L*>(T) é nao negativa, com h(x) > 0 se f(z) > 0,
(Hp) limjg|—oo (2", 2n) = 1, V' € ' e existe Cp > 0 onde

h(z',xy) > 1 — Coe2VH0lenl (o zy) € T.

A seguir enunciamos o resultado principal deste capitulo, o qual es-
tende os resultados de existéncia e multiplicidade acima citados, principal-

mente os de [75].

Teorema 1.1 [55, Teorema 1.1] Suponhamos que as condigoes (Hr), (Hesp),
(Hy) e (Hp) sejam satisfeitas. Entdo existe uma constante positiva A =
A(g, p, ||P||e,y) tal que se O < X||f|lL, < A o problema (Pyy,,) possui ao

menos duas solucoes nao triviais.



Sob nossas hipdteses, algumas estimativas para obter sequéncias (P.S),
que foram exploradas em [75] ndo podem mais ser aplicadas. Para contornar-
mos tais dificuldades, estabelecemos novas estimativas mais “refinadas”, uma
vez que a fun¢ao peso f pode admitir mudanca de sinal e A pode ser identica-

mente nula em uma regiao limitada de T.

1.2 Resultados preliminares

Consideremos o espaco H = H{(T) munido com a norma

1

_ (/ Vuf? + |u|2dx)
T

e a nossa notagao para a norma do espago de Lebesgue L*(T), para s € [1, 00)

e = (/T|u(m)|sdx)i.

Neste capitulo, para cada [ € [1,2*] consideremos o seguinte problema de

S = sup {IIuHLz}.
ueH\{0} || i

Como iremos demonstrar o Teorema 1.1 usando argumentos varia-

N

Jullr = (< u,u>)

como sendo

lul

maximizacao

cionais, consideremos entao o funcional I, : H — R, associado ao problema

(P f,n), onde para cada u € H

1 A 1 )
B = ghilf=3 [ fuptds =1 [ blafras (12

E facil verificar (veja Lema A.8) que o funcional I é de classe C'* com derivada

I{(u) em cada u € H dada por

< I{(u),p >= /Vqu@ + updr — )\/f\u|q2ugp dx —/h!u|’”2ugo dx, (1.3)
T T T

para cada ¢ € H.
Temos que os pontos criticos do funcional I, sao exatamente as solu-

¢oes (fracas) do problema (P ). Pelo fato do funcional I, nao ser limitado



inferiormente sobre o espaco H consideremos, para cada A > 0, a variedade de

Nehari associada a (P 7.1),
Ny ={u € H\{0} :< I}(u),u >= 0}.

Ressaltamos que qualquer solugao nao trivial de (P 5) pertence a Ny. Além
disso, pela defini¢ao da variedade de Nehari e a relagao (1.3), temos que u € N,

se, e somente se,

g £0 e [ull — )\/Tf|u|qu _ /Tmurdx _0. (1.4)

Decorre das condigoes (Hy) e (Heyp), da definicao de S, e da desigual-

dade de Holder que, para todo u € H

’)\/f\u|qu
T

Temos o seguinte resultado a respeito do comportamento do funcional

< Az, Sl (1.5)

I, sobre a variedade de Nehari Ny:

Lema 1.1 Suponhamos que as condigoes (Hr), (Hezp), (Hy) € (Hp) sejam vd-
lidas. Entao para cada A\ > 0, o funcional Iy é coercivo e limitado inferior-

mente sobre N,.

Demonstracao: Sejam A > 0 e u € N, quaisquer. Segue das relagoes (1.4)

e (1.5) que
1 1 1
L) = =ful? - = tde — = [ lul"d
A(u) 5 lullz q/Tf|U| x 7,/1r |ul"dx
11\, , (1 1
= (=-- — (=== 1q
(53 ) 1l = (5= 3) 2 [ flupias

1 1 1 1
. (5 ) ;> el — (5 _ ;) A Flle, S ully

Como g < 2 < r, segue que o funcional I é coercivo e limitado inferiormente

sobre N. O

Devido ao funcional I, ser limitado inferiormente sobre Ny, conside-

remos para cada A > 0,

ay = inf {I)(u)}.

uEN)



Consideremos ainda, para cada A > 0, a fungao ¢, : H — R definida por
wmn:<gmxu>:sz—xéfwwx—éhmmm
E f4cil verificar que 1y é de classe O (veja Lema A.8) e para cada u € H
< i (u),u >= 2||ul|3 — q)\/Tf]u\qu — rAh\u]rdw.
Além disso, para cada u € N, devido a relagdo (1.4), obtemos que

< P\(u),u >

@ )llully — (- q) / Blul"de, (1.6)
— @— )l - (g - A / flulede. (1.7)

Da mesma forma que Tarantello [68], dividimos a variedade de Nehari N,

convenientemente em trés conjuntos, a saber,
N ={u € Ny :< \(u),u >> 0},
NY = {u € Ny :< ¥\ (u),u >= 0},
Ny ={ue Ny :<¢)\(u),u >< 0}.

Temos pela relacéo (1.7) e pela hipdtese (He,p) que [1 flu|?dz > 0, para cada

u € Ny, donde segue pela hipétese (Hy) que

/mmwx>a (1.8)
T

para todo u € Ny. Agora, pela definicao de S, e pela hipétese (Hey,p), temos

para todo u € Ny que

/h|u!”daz
T

onde C' = (||A]| oo (m)Sy)~*. Entédo, para cada u € Ny, segue das relacoes (1.6),

IN

1Allzoecmy el 2 my

IN

Cfull, (1.9)

(1.9) e da hipétese (Heqp) que

/h|u|’"dx > 0, (1.10)
T

[C‘ (i — Zﬂ - < lullz. (1.11)
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O resultado a seguir nos oferece uma condigao para que os minimos

locais do funcional I sobre Ny sejam pontos criticos de I.

Lema 1.2 Suponha que ug € um minimo local do funcional I restrito a va-

riedade de Nehari Ny e que ug € NY, entdo I\(ug) =0 em H*.

Demonstragao: Pelo fato de uy ser minimo local de I, sobre N,, existe

uma vizinhanca U de uy em H, de modo que

Do) = gpin, Talw).

ou, pela definicao de 1y

I(up) = ug}{l{qo} I(u).
Py (u)=0

Segue entao, pela teoria de multiplicadores de Lagrange, que existe p € R, tal

que I} (up) = pth (up). Entao, como ug € Ny, por defini¢do temos que
0=< [;\(UQ),UQ >=p < wﬁ\(uo),uo > .

Como ug ¢ N, segue da definicio de NY que p = 0 e consequentemente

I{(up) =0 em H*. O

Motivados pelo resultado acima, iremos obter uma condigao para que

tenhamos NY = ().

Lema 1.3 Suponhamos que as condigoes (Hr), (Heyp), (Hy) e (Hyp) sejam sa-
tisfeitas. Entao existe uma constante A = A(q,r, ||h||z(m),y) > 0, de modo
que NY =0 se

0 < Allfllz, <A

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que existe uma sequéncia (\,,) C
(0,00), onde A, — 0 quando n — oo e Ny # ) para qualquer n € IN. Para

cada u € NY, obtemos pelas relagoes (1.4), (1.6) e (1.7) que

0< |lull = % /T hlu|"dz, (1.12)
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-2
0< )\/ Flultde = - /h|u|“dx. (1.13)
T 2—qJr

Segue das relagoes (1.5), (1.12) e (1.13), que para cada u € NY

1

T—q\* 3 1
lulla < (222) 7 S35 017, (1.14)

Seja Zj, = {u € H: /h|u\7"da: = 0}. Para cada A > 0, definimos a funcao
T
F\: H\Z, — R por

2
fullz 2 /
Fa(u) = k [ 7y 1
N (IT Hulrdz Tf|u] T,

com k = k(q,r) = (ﬁ) (f%g) é. Decorre da relagao (1.12) que F) estd bem
definida sobre NY, para todo A > 0. Ainda, por (1.12), (1.13) e pela definigao
de k(q,r) segue que

Fy,(u) =0, (1.15)

n

para cada u € Nf\)n e todo n € IN. Agora para cada A > 0, se u € N}, pelas
relagoes (1.5), (1.9) e (1.14), temos que
5 2
Fa(u) = kC™ = Al SYlully
—q ~ 2 _q _ 2
= St fll) =5 RS9 F )25l = A F 1) 757

> StlulG A1) T [Cr = (Al e) 7] (1.16)

onde Cy = k(g,r)07387 (1) (=) =

Pelo fato de A\, — 0 quando n — oo, existe n € IN de forma que
0 < Mlfllz, < Cf%q. Entdao por Ny # 0, segue da relacao (1.16) que
F\,(u) > 0 para cada u € N , o que contradiz a relagao (1.15). Logo nao
existe (A,) C (0,00) com Ny # @ e A, — 0 quando n — oo. Portanto existe
A >0 tal que N # 0 se 0 < A|fllz, <\

Para algumas estimativas futuras necessitamos de certas constantes,
a saber,

~2—q

C(2 - k(Q? T)S’;qCT_Q )

q

2—gq

o J— 2 r—2
G = kg 5007 (5=2)
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[

~2—q -2 2 — r—2
Cy = 49725907 (Z - q) (r - Z) |

h

Considerando
- 2
0<A= A(q, T, HhHLoo(T), ’}/) < rnin{)\, Cl 2 02, 03, 04}, (117)
temos que a demonstracao esta concluida. O

Segue-se entao pelo Lema 1.2 que se 0 < A||f|lz, < Aewu € Ny éum
minimo local do funcional I, restrito a Ny, entdo u ¢ uma solucao de (Pj f,5).
Portanto, nosso intuito serd encontrar minimos locais do funcional I sobre a

variedade de Nehari V). Consideremos entao para cada A > 0, os valores

ay = inf {Iy(u)} e a, = inf {I)(u)}.

ueN;' uENY

Segue das defini¢oes de Ny e Ny e do Lema 1.1 que o, a;, € R. Recordando

Zh:{ueH:/h|u|rdx:O},
T

consideremos para cada u € H\Zj, a seguinte constante positiva

2—q\ _Jul} 17
tmaz = tmax = .
(u) {<T_q) fqr hlu|"dz

Temos os seguintes resultados a respeito dos conjuntos Ny e Ny e dos

que

valores de oz}L ea,:

Lema 1.4 Suponhamos que as condigoes (Hr), (Hezp), (Hy) € (Hp) sejam vd-

lidas. Entio para quaisquer A € (0, Al f||7}) e u € H\Z), temos

i) se A [ flul?de < 0, existe um dnico t™(u) =t~ > lyae, de modo que
t"u€e Ny e

I\(t"u) = sup I\(tu) > 0.
>0

i) se X\ [ flul%dz > 0, entdo existem unicos 0 < tT(u) = 7 < tpa, e

tmaz <t~ =1t (u), tais que tTu € N, t7u € Ny e ainda

+ o .
L(tTu) = Ogtlgtim I\(tu) <0,

I\(t7u) = sup I(tu) > 0.

tZtTYLaCC
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N A N A
i) Ny = {u € H\Zy : 1" (u) = it <_|IUI|H> = 1}.
iv) existe uma bijecdo continua entre U = {u € H\Zy, : ||u||g =1} e Ny .

Em particular, t~ € uma fungdo continua sobre H\Zy,.
Além disso, temos que a) = aff <0< a.

Demonstragao:  Sejam \ e u tais que A € (0,A[|f[|;) e u € H\Z, .

Considere a fungao s : (0,00) — R, definida por

s(t) = 27 |ul|3 — "1 / hlu|"dzx.
T

Note que s € C*°(0,00) e pela definicao de t,,4,, obtemos que §'(t) > 0 se
t € (0,tmar), 8 (tmaz) =0 e s'(t) <0 set € (tmaz, 00). Observemos ainda por
(1.4) que tu € Ny se, e somente se, s(t) = A [ flu|%dz. Considere também a
fungao m : (0,00) — R, definida por m(t) = I,(tu). Note que m € C*°(0, o)
e m/(t) = 0 se, e somente se, tu € N,.

Suponhamos inicialmente que X [} flul?dz < 0. Como s(tmez) > 0,
s(t) — —oo quando t — oo e por s ser uma fungao estritamente decrescente
em (taz, 00), temos que existe tnica constante ¢t~ (u) = t~ > e, tal que
s(t™) = A [; flu|?dz, ou seja, t7u € Ny.

Como t~u € Ny, segue da relagao (1.6) e do fato de s'(¢7) < 0 que

SHtuus = 2= Plulh - (- ) [ Hurds
T
= (t)"s(t7) <0,
donde obtemos que t”u € N, . Agora sendo t = ¢~ o tinico ponto critico da
fungdo m e m(t) — —oo quando t — oo, temos que ¢t~ é méaximo global da
fungao m. Ainda, como m(t~) > 0, temos que I(t~u) = sup I(tu) > 0, o que
>0

conclui o item 1i).

Agora supomos que X [ flu|?dz > 0. Segue da defini¢ao de tpq, € da
relacdo (1.9) que

Sltas) = il —tit [ Blupds

T

9 r—4q

2
- 2_q r—2 ~2—q 2_q r—2

> |C 4. —Cr ..

> (22 - 0 (222) T




14

Pela hipétese (H,,,) a desigualdade acima e as definigdes de k(g,r) e Cy temos

~2—q
k(g m)C==Jully

v

$(tmax)

v

ASlullz

V

A1z Sl

3 [ fulrda,
T

onde a ultima desigualdade segue de (1.5). Entao devido as propriedades da

v

fungao s, temos que existem tnicos t* =t (u) < tiee <t (u) =t~ tais que

s(t*) = X [; flu|?dz. Segue da relagao (1.6), pois t*u € N, que

<PA(tHu), tFu> = (2= ) ullf — (r —q)(tF) /T hlu["dz

= ()T (),

epor §'(tT) > 0es'(t7) < 0 temos que tTu € N{ et~ u € Ny . Pode-se mostrar
facilmente que m/(t) < 0set € (0,tT)U (t7,00) e m/(t) > 0set € (tT,t7) e

ainda que m(t*) < 0 < m(t~). Portanto

L(ttu) = inf IL\(tu) <0 e I\(t"u)= sup I\(tu) >0,

OStStmaz tztma,a:

o que conclui o item ii).

Considere u € N, qualquer. Segue da relacao (1.10) que u € H\Z,

Uu
llulle

e, considerando w = , obtemos pelos items acima que existe tnico ¢~ (w)

llull &

HulHHt (uJﬂH) =t (=1

tal que t~(w)w € Ny, ou seja, ¢~ (W) —— € N, . Entdo pela unicidade de

t~(u), segue que

pois u € N, . Portanto

v e emaew= g () =1

Reciprocamente, se u € H\Z;, é tal que mt_ <L> =t~ (u) = 1, entdo

llull 2

novamente pela unicidade do valor de ¢~ (u), temos que u € N, , o que conclui

o item iii).
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Para cada u € U definimos G,, : (0,00) x U — R por
Gu(t,w) = Py (tw) =< I (tw), tw > .
Pelo fato de ¢~ (u)u € Ny, segue que
Gu(t™(u),u) =< I\(t~ (w)u), t (uw)u >= 0,

e, pela regra da cadeia, temos que

oG,

ot (t_(u)7u) = [t_(u)]_l < Tﬂ;(t_(u)u),t_(u)u >< 0.

Entao pelo Teorema da fungao implicita (veja Teorema A.1), temos que existe
uma vizinhanga W, de u sobre U e uma tnica fungao 7, : W, — (0,00)
continua, tal que G (T, (w), w) = 0 para todo w € W,,, em particular temos que
T.(u) =t~ (u). Como u € U é qualquer, temos que a fungao 7 : U — (0, 00)
dada por T'(u) = ¢t (u) é continua e injetora. Sendo T~ : U — N, onde

T~ (u) =t (u)u, temos que T~ é continua e injetora. Para cada u € N, , pelo

u
l[ull e

item iii), segue que T~ (w) = u onde w = , 0 que mostra que T~ é uma
funcao sobrejetora. Pelo fato de ¢~ ser continua sobre o conjunto U segue, por
uma composicao de fungoes continuas, que ¢~ é uma fungao continua sobre
H\Z,.

Para concluirmos a demonstragao resta mostrar que af < 0 < aj.
Temos pela condigao (Hy) que fy # 0 e f_ possui suporte compacto sobre
T. Consideremos uma funcao u € C*(RY), onde supp(u) N supp(f-) = 0
e Jp flul'dz > 0. Segue pela condi¢ao (Hj) que [ hlu|"dz > 0, ou seja,
u € H\Zy,. Pelo item ii) temos que oy < I)\(t™(u)u) < 0.

Agora, iremos mostrar que a, > 0. Decorre da condicao (Hp) e das

relacoes (1.4) e (1.5) que para cada v € N,

1 1 1 1
B = (5=~ (5= 2)a [ flulras
r—2 r—q
> (552) bl = (S22 Ayl
r—2 9_ r—q
ol | (552 ) i = (“0) s

V
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onde a ultima desigualdade segue do fato que 0 < A||f||L, < A. Entao pelas

relagoes (1.11), (1.17) e as definigoes de k(q,7) e Cs, para cada u € N, temos

~ (2—q =3 r—q g ~2=e [T —2 =
q 972 _
hiw) > 5 {C (T—Q)] ( qr ) K87 (2—q) A]
- [(2— R
r—gq qr

= c¢>0,

donde segue pela definicao de o, que o, > ¢ > 0, o que conclui a demonstra-

¢ao. O
Na sequéncia introduzimos algumas terminologias.

Definicao 1.1 Dadosc € R e (u,) C H uma sequéncia que satisfaz I)(u,) —
c e I{(u,) — 0, quando n — oo. Entao (u,) € chamada de sequéncia (PS).
para o funcional I,. Dizemos ainda que ¢ € R é um nivel (PS) para o fun-
cional I se toda sequéncia (PS). para o funcional I, admite subsequéncia que

converge na topologia forte.

A seguir iremos obter uma condi¢ao que garante a existéncia de se-

quéncias (PS),, e (PS )a; para o funcional I, sobre Ny e N, respectivamente:

Lema 1.5 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Hezp), (Hy) € (Hy) sejam sa-

tisfeitas e que 0 < M| fl|z, < A. Entao
i) existe (u,) C Ny sequéncia (PS),, para o funcional I.
ii) existe (u,) C N, sequéncia (PS)a; para o funcional Iy.

Demonstracgao: Mostraremos primeiramente o item i). Pelo Principio
variacional de Ekeland (veja Teorema A.2), obtemos uma sequéncia (u,) C Ny,

de modo que

1
I\(un) < ax+ —, (1.18)

1
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para cada n € IN e w € N,. Devido a rela¢ao (1.18) e ao fato do funcional I,
ser coercivo sobre N, (Lema 1.1), temos que (u,) é uma sequéncia limitada
em H. Agora como ay < 0, temos que existe ng € N onde 2 < —nga,. Entao

para todo n > ng, segue pela relagao (1.18) que

o (r—2 N 4 ax
IA(un)—( o )||un||H ( " )A[Tf|un| dr < 5 < 0.

Como 0 < A||f||z, < A, pelas relagdes (Hezp), (1.5) e as desigualdades acima,

podemos supor sem perda de generalidade, que para todo n € IN temos

Q) qr % 2 r—q 2iq
YN < < q_ . .
{ 257A (T_qﬂ < lunllm < {qu (7_2) A} (1.20)

Agora iremos mostrar que ||Z3(uy)]

g+ — 0 quando n — oo, para

tanto, necessitamos do seguinte resultado:

Afirmacao 1.1 Sob as condicoes do Lema 1.5 temos, para cada u € N

(respect. N ) que existem 0 < € = e(u) < ”“2”H en: B(0,e) C H— (3,2

diferencidvel, tal que n(0) = 1, n(w)(u — w) € Ny (respect. N, ) para todo
w € B(0,¢). Além disso, para cada z € H, temos que
<n'(0),z >=

=2 [ VuVz +uzde + g [, flulPuzde +r [ hlu|"?uz de
2 = Qllullly = (r = q) Jy hlul"dx '

(1.21)

Assumimos a Afirmagao 1.1 por um instante. Sejam u € H\{0} e

n € IN quaisquer. Aplicando a Afirmacao 1.1 para u, € N, obtemos uma

1

2’

funcao n, : B(0,e,) C H — ( 2

2) diferencidvel, onde 0 < g, <

com

n.(0) =1 e ny(w)(u, —w) € Ny para todo w € B(0,¢&,). Consideremos ainda

0 < p < &n qualquer e v, = 7, (w,)(un — wp) onde w, = . Pelo fato de

v, € Ny, por (1.19) segue que
1
L) = In(un) 2 = v, = tnllar,
e entao pelo Teorema do valor médio, obtemos que

1
(L), 0p = un) + 0([[vp = tnlli) = =—[|vp = tnllar
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Pela definicao de v, e a relacao acima obtemos que

1 U
ool < bl = wlla) = o { Blu) )

+ [0 (wp) — 1] (L1} (un), n — wp)
= ol = wlln) = p{ 1) )

+ [ (wp) — 1] (I (un) — I;\('Up)a Up — W) .

Logo, para todo 0 < p < &, temos que

<f;<un> u > < b 23 gy (), — w,)

L

p
[vp = unllm
Ll o, — unla),
n —1 N IR TI .
Como lim [ w,) = 1] < |In.(0)|l, a sequéncia (u,) ¢ limitada, o funcional
p—0 p

I{ é de classe C' e v, — u, quando p — 0", temos que existe uma constante

C > 0, independente de n, que satisfaz

(B i) < Sa+ o, (1.22)

Para concluirmos a demonstragao do item i), pela relagao acima, basta mostrar
que [|n,,(0)]| é limitada para todo n € IN. Pelas relagoes (1.20) e (1.21), temos

que existe C' > 0, independente de n € IN, tal que para todo w € H

Jull |
‘(2 - Q)Hun”%[ —(r—q) f']r hlun|rd$‘

Entao para mostrarmos que ||n/,(0)|| é limitada para todo n € N, é suficiente

| < (0),w>]<C

mostrar que existe ¢ > 0 tal que

@ - Q)lluall?y — (r — q) / Blu|rdz| > c. (1.23)

Suponha por contradi¢ao que nao existe ¢ > 0 que satisfaca a relagao (1.23).

Entao existe uma subsequéncia, a qual denotamos simplesmente por (u, ), onde

2 - )l — ¢ — ) / Bl dz = o(1). (1.24)
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Devido a relagao (1.20) podemos assumir, sem perda de generalidade, que

(un) C H\Zy,. Pelo fato de (u,) C N) segue das relagoes (1.4) e (1.24) que

)\/f]un]qu: (T_
T r—=

Considerando a fungao F\ : H\Z, — R definida na demonstragdo do Lema

2 2
q) ||lwnl|7r + o(1). (1.25)

1.3, segue das relagoes (1.24) e (1.25) que

= (53) (20 (ghti) > fmras=ov

(1.26)

Mas, como (u,) C N), de modo semelhante a relagdo (1.16), combinando as
relagoes (1.5), (1.9) e (1.20) com a defini¢ao de Cy e por 0 < A||f|lz, < A,

segue que

P> -2 (-2

— q) AT (01 - A*) +o(1).

Agora pela relagao (1.17), temos que C; > AT e por ay < 0 e a condicao

(Heyp) ser satisfeita, obtemos que existem € > 0 e ny € IN tal que
Fk(un) > g,

para todo n > ng, o que contradiz a relacao (1.26). Assim, temos que existe
¢ > 0 de modo que a relagao (1.23) é satisfeita. Portanto existe C' > 0 onde
In..(0)]] < C, para todo n € IN e entao pela relagao (1.22), obtemos que
I} (u,) = o(1) sobre H*. Pelo fato de (u,,) C Ny, temos que I)(u,) > a, e pela
relagdo (1.18) segue que I)(u,) — «,. Portanto (u,) C N, é uma sequéncia

(PS)a, para o funcional 1.

Demonstracao da Afirmacao 1.1:  Considere u € Ny qualquer. Defini-
mos a fungao F': R x H — R por

Fnw) = da(n(u—w) = (I (7(u — ), n(u — w))
— Pl wlf — nx / flut — wltde — o / AT
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Temos que F(1,0) = 0 e B%F(LO) =< Y\ (u),u ># 0, pois pelo fato de
0 < M|fllz, < A e pelo Lema 1.3 temos que u € NY. Segue do Teorema da
funcao implicita (Teorema A.1) que existem ¢ > 0 onde € = ¢(u) < % e
n: B(0,e) C H — (1,2) diferencidvel, tal que n(0) = 1, F(n(w),w) = 0 para

cada w € B(0,¢), ou seja, n(w)(u — w) € Ny, para todo w € B(0,¢). Ainda

OF(L0)

pelo Teorema da fungao implicita temos que < 7'(0),z >= —

todo z € H, ou seja, a igualdade (1.21) é satisfeita.

Consideremos agora o caso em que u € N, . Decorre da inclusao

Ny C N,, que existem 0 < ¢ = ¢(u) < ”"2”H en: B0,e) C H— (3,2

diferencidvel, tal que n(0) = 1, n(w)(u—w) € Ny, para todo w € B(0,¢) a vale
a relacao (1.21). Suponhamos por absurdo que nao existe 0 < £ < & de modo
que, n(w)(u —w) € Ny, para todo w € B(0,¢). Entao existe uma sequéncia
(wy,) C B(0,¢), onde ||wy||g — 0 quando n — oo e v, = n(w,)(u —w,) € Ny .
Agora como 0 < A||f]|z, < A, pelo Lema 1.3 obtemos que (v,) C N;". Entao

pelas relagoes (1.5), (1.7) e também por 0 < A||f]|z, < A, segue que

0 < <i(vn),v, >

2—q
_9 N
< Yloallt S50 —q) | A - ( ) (”“ l’H>
T—q S?Tq

Segue do fato de 0 < € < % e das definicoes de 1, e v, que para todon € N

Ll < loallr < 2l
4UH_ UnH_QUH-

Pelas desigualdades acima, as relagdes (1.11), (1.17) e a defini¢ao de Cy, temos

N r— 2 July”
(3) tss =) 2= (F=2) s

< lesye-oa- (222) o (220 4(1_257_(1]
< 28, - ) A - C <0,

o
N

para todo n € IN, o que é uma contradi¢ao. Entao existe 0 < £ < ¢ tal que

n(w)(u —w) € Ny, para cada w € B(0,¢), o que conclui a demonstracao da
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Afirmagao 1.1. A demonstracao do item ii) do Lema 1.5 é semelhante a do

item 1). O

1.3 Existéncia de uma solucao

Primeiramente iremos obter uma solu¢do uj do problema (P f),

satisfazendo uy € Ny

Proposicao 1.1 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Hewp), (Hy) € (Hp) se-

jam satisfeitas e que 0 < \||f]|z, < A. Entao existe uj € Ny, de modo que
i) L(uy) =ay=af <0.
i) uy € solugdo do problema (P 1), com u) >0 em T.
i) ||ulllg — 0 quando A — 0.

Demonstracao:  Segue do Lema 1.5 i), que existe (u,) C N, sequéncia
(PS)a, para o funcional I,. Decorre do Lema 1.1 que a sequéncia (u,) é
limitada sobre H. Entao, do fato de H ser reflexivo e das imersoes compactas
de Sobolev, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que
existe uy € H tal que u,, — u), fracamente em H e u, — u) fortemente em

LS

loc

(T) para s € (1,2%) e u, — uy qtp em T. Temos ainda que I} (uy) = 0.
Segue da defini¢do de S, que H]unquL%(T) < S|unll;, para todo

n € N. Como a sequéncia (u,) é limitada em H, segue que (|u,|9) C L7 (T) é

uma sequéncia limitada. Ainda por |u,|? — |uy|? qtp em T, segue pelo Lema

A2 que |un|? — |uy|? fracamente em L (T). Como f € Ly = (L1 (T))*, segue

que

/f|un|qu:/f|u,\|qu+0(1). (1.27)
T T

Suponha por contradicao que uy, = 0, entao pela relacao acima temos que

Jp [lun|?dz = o(1). Logo, como I} (u,) = o(1) em H*, temos que

o(1) =< I (), tn >= [[un]|? / hlunl"dz + o1).
T
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Pelo Lema 1.4, segue que ) < 0, entao consideremos ng € IN tal que

1
+ - ’/\/ flun|?
q T

(8]
L(u,) < f

1

r

mwz—éhmmm

Q)
ST

para todo n > ng. Logo para cada n > ng, pelas desigualdades acima temos

11 ) A 1 1
- — n :I n — nqd - hnrd - - TL2 )
(5 7)okt = )+ 2 [ lanlodo 3 [ hlanlrde = Sl <0

o que é uma contradigdo, pois 2 < r. Portanto uy # 0 e como I (uy) = 0 segue
que uy € Ny e, em particular, I)(uy) > ;.

Agora iremos mostrar que, a menos de subsequéncia, u,, — u,) forte-
mente em H. Suponha por contradigao que |juy||g < hr{riiorolf |tn|lr- Entao

como (u,) C Ny e uy € N,, pelas relagoes (1.4) e (1.27) temos que

Q) < ]A(U)\)
11 , (1 1
= (=== (=== 1q
(53 )t = (5= )2 [ fluolras
1 1 1 1
< liminf <§—;) [ <5—;>/\/Tf|un|qu

= hmlnfl,\(un) = vy,

n—o0

o que é uma contradicdo. Entao pelo Lema A.4, a menos de uma subsequéncia,
u, — uy fortemente em H. Note que uy € N;r, pois uy € N, e por I, ser
continuo, I(uy) = ay = af < aj. Considerando u)” = |uy], temos que uy > 0
pois uy € H\{0}. Se u € Ny, segue das relacoes (1.4) e (1.6) que |u| € Ny .
Logo por uy € Ny e I, (uf) = I(uy) = a, obtemos que uy € N, é um minimo
local do funcional Iy sobre N,. Segue pelo Lema 1.2, que uy ¢ uma solugao
do problema (P f,1).

Agora pelas relagoes (1.5) e (1.7), temos que existe uma constante

C > 0, independente de A, tal que
[l < CAfllz) >,

o que conclui a demonstracao. U
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1.4 Segunda solucao

Com o objetivo de obter uma segunda solugao para (P ), iremos
explorar as propriedades da sequéncia (PS )a; do funcional I, sobre N, . Con-
sideremos £ € C*°([0,00)) onde 0 < & < 1 e (t) = 0 parat € [0,1] e ainda

£(t) = 1set €[2,00). Definimos para cada n € IN a fungao &, : RV — [0,1],

0= (27)).

Definimos ainda os funcionais Iy 1, fo,, : H — R por

onde para cada z € RV

1 1
Iog(u) = =|lully — = [ |u|"dz,
2 T T

1 1 )
oate) = gl = [ Hupd.
E fAcil verificar que Iy p, e In sao de classe C! (veja Lema A.8). Con-

sideremos ainda ¢ : H — R definida por

b(u) = ul% — "du.
D) = [l AWIx

Sendo

ap1 = Inf Iyqi(u
0,1 weH\ (0} O,l( )7
$(w)=0

afirmamos que tal nimero é positivo. De fato, pelas imersoes de Sobolev,

existe C' > 0 de forma que
[ ards < clulgy
T
para todo u € H. Entao se u € H\{0} e 1(u) = 0, pela desigualdade acima
Jully = [ fufde < Clul

donde segue que
2

1\ 72
(&) < i
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Logo pela relacao acima temos

1 1 1 1 1 1 1\2
I = |lul|% — = "dr == —= 2>==-=) (=
oaw) = gl = [ furds (2 r)uuuH_(Q ) (C)

para toda u € H\{0} onde Y (u) = 0, donde segue que ap1 > 0.

Temos entao o seguinte resultado:

Lema 1.6 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Hezp), (Hy) e (Hy) sejam ve-
rificadas. Sejam (u,) C H uma sequéncia (PS), para o funcional I, onde
up, — 0 fracamente em H e w, = {,u,. Entao eriste uma subsequéncia (uy,),

tal que
D) |Jun — wnllz = o(1),
i) Jphlun|"de = [ hlw,|"dz + o(1) = [} |w,|"dz 4+ o(1),
i) [wnllfy = Jp lwal"dz + o(1),
) Io1(wy) = Io,n(wn) +o(1) = 0+ o(1).

Além disso, se eziste ¢ > 0, onde ||u,||g > ¢ para n suficientemente grande,

entao o > o 1.

Demonstragao: Pelo fato de u,, — 0 fracamente em H, temos que existe
uma subsequéncia, denotada simplesmente por (u,), tal que u,, — 0 em L} (T)
paral <[ < 2*ewu, — 0 qtp em T. Como u,, — 0 fracamente em H temos,

para cada s > 0, que & u, — 0 fracamente em H. Entao para cada s > 0,

pelo Lema A.2 segue que

/f|un|qu:0(1) = /fffl|un|qu (1.28)
T T

Sendo T, = {(¢/,xn) € T : |zn| < n} temos, a menos de subsequéncia que

/ lup " = o(1), (1.29)

n

para todo 1 < s < 2*. Agora pela definigao de &, e w,, segue que

< Uy, Wy >= /5,1(|Vun|2 +u?) dx+/unVunV§ndx.
T T
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Para todo s > 0, temos que existe Cs > 0, tal que |V < &, para todo

n € IN. Entao pela desigualdade de Holder como (u,) é limitada, obtemos que

/unVunV@idx =o(1), (1.30)
T

para todo s > 0. Logo temos que
< Uy, Wy, >:/§n (IVu,? + u2) dz + o(1). (1.31)
T

Do mesmo modo, podemos concluir que

w2 = /ng (IVunl® +12) d + o(1). (1.32)

Agora como (u,) é limitada em H, segue que ({3u,) é limitada em H para

cada s > 0. Logo por I}(u,) = o(1), para temos para cada s > 0 que

o(l) = < L(uy),uy, >

= /VUHV(ggun)Jrg;uidx—A/f§;|un\qu—/h§;|urdx.
T T T

Entao pela igualdade acima e (1.28), (1.30), segue, para qualquer s > 0, que

/gg (1Vunl® +12) do = / Bes unl"dz + o(1). (1.33)
T T

Pela condigao (Hj), mais precisamente, pelo fato de ‘ li|m h(z',xn) — 1 para
TN |—00

todo 2" € Q' e pela relagao (1.29), temos para todo s > 0 que
/h|un|7"dx _ / WE " d + o(1) = /§Z|un|7"dx fo(l).  (134)
T T T
Segue das relagoes (1.31) e (1.33) que
2 < Uy, Wy >= 2/§n (|Vun > + ) dz + o(1) = 2/h§n|unlrd$ + o(1).
T T

Entao pelas relagoes (1.32), (1.33), (1.34) e a igualdade acima, temos

2 < Up,w, > = /h|un|7"da: + / h&2 |u,|"dx + o(1)
T T

=l + [ (Tl +a2) do + o)

= [lualli + lwallf + o(1),
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o que demonstra o item i). O item ii) segue da relagao (1.34) para s = r. Pelas

relagbes (1.32), (1.33) e (1.34), temos que

Jewall = / | dz + o(1),

o que demonstra o item iii). O item iv) segue das relagoes (1.28) e (1.34), pois

1 1 .
Ia(w,) = 5|ywn||§]—;/Th|wn| dz + o(1)

= Iy n(wy) + o(1)

= o+o(l).

Se existe ¢ > 0 tal que ||u,|[w > ¢, para n suficientemente grande,

entdo pelo item i) e o fato de (u,) ser limitada em H, existem ng € IN e
M > 0, de modo que

5 < llwall < M,

se n > ng. Pelo item iii), a definicdo de S, e pelas desigualdades acima,

podemos considerar, sem perda de generalidade que
2
T < / |wy,|"dx < ST M,
T
lwall

Jp lwn|mdz
que existem constantes positivas ¢; e c9, onde ¢; < t,, < ¢o, para todo n € IN.

r—2
para todo n € IN. Denotando ¢, = ( > , facilmente verifica-se

Segue da defini¢ao de (t,) que

ltwwnll = / tywa " d.

Agora pelo fato de % < Jp lwn|"dz segue, pelo item iii), que t, — 1 quando
n — oo. Entao pela definicao de ag; e por fT |w,|"dx ser limitada, temos que
2 t’?z r—2 r
Q.1 S I(]J(anwn) = tnI(]J(wn) — ? (tn — 1) |wn| dr = .[0’1<wn) + 0(1)7

T
donde segue pelo item iv) que 0 > ag ;. O

A seguir iremos dar uma descrigdo detalhada das sequéncias (PS) do

funcional I sobre Nj :
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Lema 1.7 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Heyp), (Hy) e (Hy) sejam sa-
tisfeitas e ainda que 0 < X||f]|z, < A. Se (u,) € Ny € uma sequéncia (PS),
para o funcional Iy onde

o < ax+appq,

entdo (uy) possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao: Segue do Lema 1.1 e pelo fato do espago H ser reflexivo,
que existem uma subsequéncia, denotada simplesmente por (u,), e ug € H tal
que u, — ug fracamente em H.

Suponhamos por contradigdo que uy = 0. Decorre da relagdo (1.11) e
por (u,) C Ny que existe ¢ > 0 tal que ||u,|[gz > c para todo n € N. Entao
pelo Lema 1.6, obtemos que

o> aqp,

o que é um absurdo, pois 0 < a + v ; e pelo Lema 1.4 temos o) < 0. Temos
ainda que I} (ug) = 0, donde segue que ug € N e I\(ug) > ay. Paracadan € N
consideremos W, = u, — uy. Temos que I}(w,) = o(1) em H*. Pelo fato de
(1,) ser uma sequéncia limitada em H e o funcional I ser continuo, passando
a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que I(w,) = p + o(1)
para algum p € R. Logo (w,) é uma sequéncia (PS), do funcional Iy, a qual
satisfaz w, — 0 fracamente em H. Sendo w, = &£,w,, segue pelo Lema 1.6,

passando a uma subsequéncia se necessario, que
||y, — wn”%{ =o0(1) e Ipi(wn) =p+o(l).

Seja 0 < e < ay+ ap1 —o. Entao por I, ser continuo, pela definicao de w,, e

pela relacao acima, temos que existe ng € IN tal que
ay+ag1 —e > Iy(u, — @, +wy,) = D(up + wy),

para todo n > ng. Pelo fato de w,, — 0 fracamente em H, segue do Lema A.3

e do Lema A.2 que

]A(UO + wn) = I)\(Uo) + I(]’h(wn) + 0(1) Z ay + ]071(21)”) + 0(1),
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onde a tultima desigualdade segue do Lema 1.6 iv) e do fato que I)(ug) > .

Entao pelas relagoes acima e o fato de € > 0, obtemos
Qp,1 > lim [071(111”) = p. (135)

Afirmamos que (w,) admite uma subsequéncia que converge fortemente a 0
em H. Caso contrario existe ¢ > 0 tal que ||w,||g > ¢, para n suficientemente
grande, donde segue pelo Lema 1.6 que ag; < p, o que contradiz a relagao
(1.35). Portanto (w,) admite uma subsequéncia que converge fortemente a 0
em H, que resulta, passando a uma subsequéncia, w, — 0 fortemente em H,
ou seja, a sequéncia (u,) possui uma subsequéncia que converge fortemente a

ug em H. O

Com o objetivo de mostrar que o, < ay+ap1, para 0 < A||f]lz, <A,
iremos utilizar alguns resultados auxiliares. Argumentando como em Lien,
Tzeng e Wang [53, Teorema 4.8|, temos que existe wy € H solu¢do do problema
(Poo.1), tal que

IO’1<U}0) =Qp1 € wy > 0 em T,

em particular, |lwol|3; = [; |wo|"dz. Agora do mesmo modo que Chen, Chen e
Wang [31, Proposigao 1], temos que para 0 < ¢ < 1+ 6, existem constantes

Cie >0,1=1,2, de modo que
Chen(a)e VITOFEeNl <y 2/, 2y) < Coetpy(2f)e VI elonl] (1.36)

para todo (', xy) € T, onde 6; é o primeiro autovalor do problema de Dirichlet
—A em ) e ¢ é a autofuncao positiva associada ao autovalor 6;.
Munidos de tais informagoes temos o seguinte resultado crucial para

0 nosso trabalho.

Lema 1.8 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Hewp), (Hf) e (Hp) sejam

verificadas e que 0 < A||fllL, < A, entdo

ay, <a)+ag.
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Demonstracao: Para cada y € R definimos w, : T — R por
wy<x/7 rn) = wo(z', oy — ),
para quaisquer (z/,xy) € T. Temos entao para todo y € R que
[071(wy) = [0,1(w0) = Op,1-

Consideremos por simplicidade, uy = uj € Ny a solugao do problema (P ;1)
obtida na Proposicao 1.1.

O nosso objetivo serd encontrar y € R e [y > 0 onde uy + lyw, € Ny e
I(uy + lhwy) < ay+ag.
Pelo fato de ||wy||z = ||wo||n para cada y € R e por I, ser continuo, com

I(uy) = ay < ay + a1, obtemos uma constante 1 > 0 tal que

«
])\(U)\ + lwy) < ay + %,

para todo y € R el € [0,1;]. Temos ainda que existe constante ¢ > 0, tal que

fT hwydx > ¢, para todo y € R e pela relagao (1.5), segue que
1 9 A A .
I+ ty) < s+ Iy Sl -+ by = [
T

Como ¢ < 2 < r, pela relagdo acima temos que existe uma constante lo > [y,

independente de y € R, de forma que para [ > Iy
])\(u/\ + lwy) <y + Qo1 — 1.
Portanto, para todo y € R, temos que

sup I(uy + lwy) < ax+ag;. (1.37)
lE[O,h]U[ZQ,OO)

Devido a relagao (1.37) é suficiente obter y € R e [y > 0 tal que uy+lyw, € Ny
e Iy(uy + lwy) < ay + ooy para todo | € [l;,l]. Consideremos a funcao

m : (0,00) — R definida por

m(t) = 1071 (two)
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Observando que t = 1 é o maximo global da funcdo m e que m(t) = Iy, (tw,)

para todo y € R e t > 0, segue que
To 1 (twy) < Ipa1(wo) = apy,

para todo y € R et > 0. Agora pela relacao acima, o fato que lw, € H e

I{(uy) = 0, segue da relagao (1.3) que

Ly(uy+lwy) = Iy(uy) + Lo (lwy) — 2/]” [(ux + lwy)? — uf] dz

1
h{(ux + lwy,)" — uy] dx + - / h(lw,)" dx
T

1
+ < U)\,lwy > ——
r T

T

A _
< D(uyn) + o1 — . /11‘ f [(un + lw,)? — uf — qui w,] dx

1 1
——/h[(uA + lw,)" — uy — ruy Hw,| de + —/(1 — h)(lwy,)"dx,
rJr rJr

para todo [ > 0 e y € R. Assim, pela desigualdade (A.7), por h > 0 em T e

I (uy) = ay, temos que

1
Li(uy +lwy) < o)+ aps+ - /(1 — h)(lw,)"dx
T

A
—= / £ (un +lwy)? — uf — qlwyul™"] dv, (1.38)
qJr
para todo y € R el > 0. Segue da condicao (Hy) que fy # 0 e f_ possui
suporte compacto em T = €’ x R. Consideremos K = K’ x [-M, M|, um
compacto em T, onde f_ =0 em T\K e fK fidx > 0. Seja ainda

4—q*
0<e< (r2+ )(1+91),

q2

qualquer. Entao para todo y € R el € [l1,l5], pelas relagoes (1.36) e (A.7)

obtemos que

1 T
5/f+ [(ur + lwy)? —ud — qlwul ' de > Cpe”VIHOTEW(1.39)
T

q
onde Cy, = e I+t (l1C1,e z}g}f(/{gzﬁl(x’)}) ¢ Jic f+dx. Segue do Teorema
do valor médio que existe C' > 0, tal que para todo [ € [I1, 5], y € R e qualquer

r e Ky=Kn{zx:u(x) >0} temos

[un(2) + lw, (2)) = (x) — glw, (x)u§" (z) < Cwy(x).
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Logo por (1.36) existe Cy_ > 0, onde Cp_ > 2Ce>VI M| f_|| (o[, @3 (2)da,

tal que
%/Tf_ [(u + lwy)? — uf — qlwyul ] de < Cy_e V1H0=¢lul (1 40)
Agora pela condigao (Hj), mais precisamente, o fato que
h(a' ay) > 1 — Coe 2Vl

para todo (2/,zy) € T e pela relagao (1.36), temos para todoy € Rel € [y, ]

! / (1= h)(lw, ) da

r

S00(1202,5)T|Q/|HQbHZx(Q/)/ 672 I+0ilen|=r 1+917€|xN7y‘d$N. (141)
R

Considerando m. = min{2v/1 + 6y, r/1 + 6; — €}, segue para todo y € R que

/ 6—2\/14-91\IN|—T\/m|J?N—y|d$N < (2|y| + i) 6—mg|y\'
R m

€
Entao, pela estimativa acima e a relagao (1.41) temos que existe Cj, > 0, tal

que para cada y € R el € [ly, 5]

1
- /(1 — h)(lw,)"dz < Cy(1 + |y|)e ™!, (1.42)
rJr

Pelo fato que 0 < € < (%) (1 + 6y), através de simples célculos obtemos

g/ 14601 + e <min{m,, 2/1+ 6, —c}. (1.43)
Consideremos a fungao A : (0,00) — R definida por
A(t) = —>\Cf+€_qt 14+01+e + )\Cffe_zt 1401 —¢ + Ch(l + t)€_tm€.

Segue pela relagao (1.43) que existe Ry > 0, tal que A(t) < 0, para t > Ry.
Entao se |y| > Ry, pelas relagoes (1.38), (1.39), (1.40) e (1.42) temos que
sup In(uy +lwy) < oy + 1. (1.44)
lE[ll,lQ]
Portanto, pelas relagoes (1.37) e (1.44) obtemos, se |y| > Ry, que

sup Iy(ux + lwy) < ax+ a1 (1.45)
1€[0,00)
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Fixemos y € R tal que |y| > Ry. Devido a relagdo acima, para com-
pletar a demonstracao é suficiente encontrar uma constante Iy > 0, de modo

que uy + lpw, € N, . Consideremos os conjuntos
Ay ={ue H\Z, :t7(u) <1} e Ay={ue H\Z, :t (u) > 1} U Z),.

Segue do Lema 1.4 que H\N, = A; U Ay. Como uy € N, pelas relagdes
(1.7) e (1.8) temos que uy € H\Z,. Entao pelo item ii) do Lema 1.4 temos
que 1 = t+(uy) < t~(uy), ou seja, uy € Ay. A seguir iremos encontrar [ > 0
de modo que uy + l~wy € A;. Como uy € H\Z, e pelo fato de w, > 0 em T,

entao obtemos que uy + lw, € H\Z, para todo [ > 0. Temos que existe ¢ > 0,

0 < i (M) <e
ur + lw, ||

para todo [ > 0. Suponha por contradicao que nao existe tal ¢ > 0. Entao

de modo que

existe uma sequéncia (l,,) C [0,00) onde I, — oo quando n — oo e sendo

ux+Hlnpw
,Un_ A TinWy

= —2TW_ temos que t (v,) — oo quando n — oo. Pelo Teorema da
lux+lnwyllm

convergéncia dominada de Lebesgue temos que
hlw,y|"dx
/h|vn|rd:p — fT’—y‘T > 0,
T [[woll
pois w, > 0e h>0em T. Agora como (¢~ (v,)v,) C N, , segue do Lema 1.1
que I(t~ (v, )v,) é limitado inferiormente. Mas pela relagdo acima e o fato de

q <2 <r, temos

L(t™ (vy)vn)
- % [tf(vn)f A ! ((]Un)] /Tf|vn’qu — —[t (:n)] /Th|vn|rdx — —00,

quando n — oo. Portanto existe ¢ > 0 tal que 0 < ¢t~ (‘ ur iy > < ¢, para

lux+Hwy|lm

todo [ > 0. Consideremos [ > 0, onde 12||wo|% — 21||uxl|z||woll s > ¢ Entéo
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pela desigualdade de Cauchy, temos que

lun + Twy Mz = NuallZ + Pllwy |7 + 20 < u,w, >
> uallz + Cllwy |l — 20 uall |wy |

>c2

~ 2
S P ST
HUA +lwy||H

donde pelo item iii) do Lema 1.4 segue que

- 1 [
= (uy + lw,) = ¢ (! A ) <1,

lux + lwy | |ux + lwy||

ou seja, uy +lw, € A;. Consideremos a fungio F : [0,1] — (0, 00) definida por
F(s) =t~ (uy + slw,).

Temos que F(0) = t~(uy) > 1 e F(1) = t~(uy + lw,) < 1, entdo segue do
fato de F' ser continua que existe so € (0,1) tal que F(sq) = 1, ou seja,
t~(uy + soiwy) — 1. Sendo ly = sol, temos novamente pelo Lema 1.4 que

uy + low, € Ny . Segue da relacao (1.45) que
Oé; < o)+ a1,
o que conclui a demonstracao. U

A seguir iremos obter uma solucdo u, € N, do problema (Pj ).

Proposicao 1.2 Suponhamos que as condi¢oes (Hr), (Heap), (Hy) € (Hp) se-

jam satisfeitas e que 0 < N||f|lz, < A. Entao existe u, € Ny satisfazendo
i) Iy(uy)=a, >0.
i) uy € uma solugdo do problema (Pyy 1), onde u, >0 em T.

Demonstracao:  Segue do Lema 1.5 ii) que existe (u,) C N, sequéncia
(PS)O& para o funcional /. Decorre do Lema 1.8 e do Lema 1.7, que existe

uy € H onde, a menos de subsequéncia, u,, — u) fortemente em H. Entao por
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I ser de classe C' temos que < I{(uy),uy >= 0 e também I,(uy) = a; > 0,
donde segue que uy € Ny. Como (u,) C N, , pela relacao (1.7) e por ), ser
de classe C'! temos

(W (ux), ux) <0.

Pelo fato de 0 < M||f]|z, < A, temos pelo Lema 1.3 que NY = (), donde segue
pela relacao acima que (¢4 (uy),ux) < 0, ou seja, uy € N, . Considerando
uy = |uy| temos que u, # 0, poisuy € H\{0}. Seu € N, , segue pelas relagoes
(1.4) e (1.7) que |u| € Ny . Logo uy, € N, e por I\(u,) = I (uyn) = o, , temos
que u, € N, ¢ um minimo local do funcional I sobre N,. Segue entao do

Lema 1.2 que u, ¢é solugdo do problema (P f 1) O

Concluimos este capitulo com a demonstracao do Teorema 1.1.

Demonstracao do Teorema 1.1:  Se 0 < A||f|[z, < A, segue da Propo-
sicao 1.1 e Proposicao 1.2 que existem duas solugoes nao triviais u;\r e N ;L
e u, € Ny do problema (P, ). Temos que tais solugoes sao distintas pois

Ny NNy =0. a



Capitulo 2

Problema quase linear com nao

linearidade critica em R

2.1 Introducao

Neste capitulo, garantimos através de métodos variacionais, mais pre-
cisamente, utilizando técnicas de minimizagao e uma variagao do Teorema do
passo da montanha, a existéncia de multiplas solugdes (fracas) para a seguinte
classe de problema eliptico quase linear com crescimento critico

_ -1 1 N
—Ayu = Af(@)|u|T +]uf 7, em R

(Py)
0 < u € DY(RY),

onde A > 0 é uma constante e a dimensao, bem como os expoentes, satisfazem

pN
e 1<q<p, 2<p< N Y=
(Heap) q<p p S A s

e consideremos o espago D'? = D'P(RY) como o fecho de C°(RY) com res-

full = ( / |w|pdx)”’ .
]RN

A funcao peso f : RY — R é mensuravel e satisfaz as seguintes condicoes

peito a norma

35
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fe LR (RMN{0D), 0% f, € CRM{0}) e existem a < N L2 = P)

O(|z|"), uando |z| — 0
an ry {0, quando e

O(|z|*), quando |z| — oc.

Tais restricoes nas condigoes de crescimento da funcao peso f sao
necessarias para que tenhamos uma condicao de compacidade. Condicoes
semelhantes foram utilizadas por Szulkin e Willem [66]. Ainda Egnell [42, 43],
bem como Noussair, Swanson e Yang [57] demonstraram que tais restrigdes
nas condicoes de crescimento sao necessarias para que haja solucao nao trivial.

Nos tltimos anos, inimeros trabalhos apresentaram resultados de exis-
téncia e multiplicidade de solugoes fracas para equagoes elipticas quase lineares
com crescimento critico. Por exemplo, Garcia e Peral em [46], estudaram o

problema

—Apu = AT+ [uf"7 em Q

E
u=0, sobre 0, (Exs)

onde A é um parametro real positivo, 1 < ¢ < p < N e € é um dominio
suave e limitado de RY. Eles provaram, utilizando o Teorema do passo da
montanha, que para N+2 <p<3del<g<p oup=>3ep* ——<q<p,
existe A\g > 0 de modo que o problema (F) ,) possui ao menos duas solugoes
positivas se A € (0, \g). Huang [51], utilizando argumentos variacionais sobre
a variedade de Nehari, estendeu os resultados de [46], apenas para 2 < p < N,
no sentido que tais resultados sejam validos para quaisquer 1 < g < p. Para
demais resultados em dominios limitados citamos [7, 12, 18, 45, 62, 74] e suas
referéncias.

Em todo o espaco, ou seja quando € = RY, Silva e Soares em [61], sob
as hipéteses que p? < N, max{1, *—]%} < q<peainda f € C(R") com 0 #
ft € L%(RN ) estabeleceram, através do Teorema do passo da montanha,
a existéncia de A9 > 0 de modo que o problema (Py) admite ao menos uma
solugdo nao trivial para A € (0,)g). Alves em [5], considerou o problema

(P,) sob as condicdes que f € L7 (RY) ¢ uma funcdo ndo negativa e que a
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condicao (He.sp) € satisfeita. Utilizando técnicas de minimizacao e o Teorema
do passo da montanha, ele provou a existéncia de Ay > 0, de modo que se
A € (0, Ag), entdo o problema (P,) possui ao menos duas solugoes nao triviais.
Para outros resultados mais gerais em dominios ilimitados mencionamos [6, 8,
9, 11, 14, 15, 37, 41, 56, 73] bem como suas referéncias.

A seguir enunciamos o nosso resultado:

Teorema 2.1 [54, Teorema 1.1, p=2] Suponhamos que as condi¢oes (Hesp) €
(Hy) sejam satisfeitas. Entao existe uma constante positiva A = A(q,p, f, N),

tal que o problema (P\) possui ao menos duas solu¢des ndo triviais para

0< A<A.

Observagao 2.1 Obtemos um resultado semelhante com hipdteses mais gerais
sobre a fungao peso f. Se ao invés da hipdtese (Hy) supormos que a fungao

mensurdvel f: RN — R satisfaz

fe L (RNY), 0 f. € C(RV\Y), onde

loc

Y = (y,) CRYN e existem a< Nl by,

(H}) ?

o) O(lz —yn|*), quando x — y,
T =

O[], quando || — oo,

entao as mesmas conclusoes do Teorema 2.1 sao vdlidas.

Ressaltamos que o nosso resultado estende os resultados citados an-
teriormente, no sentido que consideramos o problema sobre todo o RN e/ou

abrange uma classe mais ampla de fungoes peso, por exemplo, a funcao
f@) = —lz|Pxallz]) + xs(|z))[3z] = 6] + 2| xp(|2]),

onde A = (0,1), B=(2,3], D = (3,00) e x é a fungao caracteristica, satisfaz
a hipétese (Hy). Como mencionamos anteriormente, para demonstrar tais
resultados utilizaremos técnicas de minimizacao e uma variante do Teorema
do passo da montanha sem a condicao de Palais Smale. Ressaltamos que, para

empregar tal resultado, ha a necessidade de estimativas “precisas” dos niveis
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de energia do funcional associado ao problema (P)). Estas estimativas foram
obtidas, provando inicialmente, que as solugdes u do problema (Py), sob nossas
hipGteses, possuem certa regularidade, a saber, u € C.7(RN\{0}). Poste-
riormente, utilizando tais condicoes de regularidade, obtemos uma estimativa

suficientemente “precisa”’ adaptando alguns argumentos utilizados por Yang

[72] e também por Huang [51].

2.2 Resultados preliminares

Recordemos a nossa notacao para a norma do espaco de Lebesgue

1
Ls:(/ |u|sdaj) , 1<s < o0.
RN

Neste capitulo, consideremos u; = max{0, u} e u_ = min{0, u}, para toda

L*(RM)

[l

u € DYP e denotaremos por S a seguinte constante positiva, denominada

constante de Sobolev,

o= {IIHHH e}

Como utilizaremos argumentos variacionais para provar os resultados,

consideramos o funcional associado ao problema (P,), a saber,

1 A 1
AM:—WW—i/fﬁM——/‘ﬁ
p q Jrw P* Jry

para cada u € D, Segue da condi¢ao (H;) que I, € C*(D*?, R) (veja Lema

A.8), com derivada I} (u) em cada u € D' dada por

< I (u),p >=

/ \Vu\pQVquodx—)\/ fui_lcpdx—/ u? o d, (2.1)
RN RN RN

para cada ¢ € DYP. Observemos que os pontos criticos do funcional I, sao
exatamente as solugoes (fracas) do problema (P,). Ainda pela hipétese (Hy)

e a desigualdade de Holder, temos que existe uma constante C'y > 0, onde

A flu|?dx

RN

< ACull (2.2)
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para toda u € D'P.

A seguir apresentaremos alguns fatos relevantes para o estudo do pro-

blema (Py).

Observagao 2.2 i) Sejam c € R e (u,) C D'? uma sequéncia que satisfaz

iii)

I(up) — ¢ e I{(u,) — 0, quando n — oo. Entao (u,) é chamada de
sequéncia (PS). para o funcional 1. Dizemos que ¢ € R é um nivel
(PS) para o funcional I se toda sequéncia (PS). para o funcional I

admite subsequéncia que converge na topologia forte.

Se (uy,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I, entao (uy,) € limitada.

De fato, temos que

PrA

. P’
P In(un) = —||un ||’ —
p |

%+da:—/ u? di,

]RN

(T4 (), 1) = [n]” — A / fu do / o dz.
RN RN

Logo pelas igualdades acima e a relagao (2.2), temos que

p*—p p
( - )nunnp < O+ flunl) +

C(L+ [Junll + Hunll

q
g dx

N

para alguma constante C' > 0. Como q < p, seque que a sequéncia (uy)

¢ limitada em DVP.

Se (uy,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I, entdo (u,y) também
¢ uma sequéncia (PS). para o funcional I.
De fato, seque pelo item acima que (u,_) € limitada em D'P, e ainda

pela relagdo (2.1) temos
o(1) = (I3(tn), un—) = [lun—|".
Além disso, novamente pela relagao (2.1), temos para cada p € DYP que
< I\ (unt),p >
= /}RN |Vt o [P >V, Vo do — )\/]RN ful’lpdr — /]RN u? o da

= < L\(up),p > —/ \Vu,_ [P~ *Vu, Vedz,
RN



40

donde seque que I\ (u,4) = o(1). Logo temos que (u,+) € uma sequéncia

(PS). para o funcional Iy, pois pela definicao do funcional Iy, temos
1
I\(uns) = Ia(un) — 5”“%”’1 =c+o(1).

iv) Na sequéncia iremos assumir, passando a uma subsequéncia se neces-
sario, que toda sequéncia (PS). para o funcional Iy, (u,), satisfaz as

sequintes condicoes
up, >0 qtp em RY, u, — u fracamente em DYP,

u, — u gtp em RY, u>0 gtp em RV,

Como consequéncia da hipétese (Hy) temos a seguinte condicao de

compacidade.

Lema 2.1 Suponhamos que as condigoes (Hewp) € (Hy) sejam verificadas. Se
(up,) C DY € tal que u, — u fracamente em D', entdo existe uma sub-

sequéncia (uy), de modo que

n|tdr = 1d .
[ Awalrde = [ flulde o)

Demonstragao:  Como u, — u fracamente em D'P pelas imersoes com-
pactas de Sobolev, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos su-

por que u, — u fortemente em L7 (R"). Temos ainda que (u,,) é limitada em

loc

D' logo existe uma constante C' > 0 onde |[u, ||+ < C, para todo n € IN.

Consideremos para cada r, R > 0, os valores

X p*b q
A, = sup (%) (/ 2|x|P7=a dm) ,
|z|<r || <7
Al = sup (_|f(x)]) (/ 2|z ﬁ dx) .
FEANNE 2| >R

Segue da condigdo (H;) que A, — 0 quando r — 0 e A" — 0 quando R — oc.

p*—q

€
3Ce-

[l = ul o).
ro<|z|<Ro

Fixado € > 0 qualquer, sejam ry, Ry tais que (4,, + A™) < Note que

[ Al o as| < €A+ 4%) 4 s[5

ro<|z|<Ro
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Como u, — u fortemente em LI (RY) e sendo f localmente limitada em

loc

RM\{0}, temos que existe ny € N tal que

€
sup (@[t e < 5,
ro<|z|<Ro ro<|z|<Ro
para todo n > ng. Entao para todo n > ng, temos que
/ Fllunl® — [u]) dz| < =.
RN
Pelo fato de € > 0 ser qualquer segue o resultado. O

Na sequéncia denotaremos por '} a seguinte constante positiva

q—p

a—p* 1 v b—q o TP 5:7:2
Cy=Ci(q,p) = 2 10*7101 - ( ) ( ) . (2.3

A seguir apresentamos um resultado que serd extremamente ttil para

mostrarmos que o funcional I satisfaz a geometria do Teorema do passo da

montanha.

Lema 2.2 Suponhamos que as condigoes (Hesp) € (Hy) sejam vdlidas e que

0 < A< (). Entao existem constantes v, i > 0, independentes de X\, onde
L(u)>v, se |ul=up.

Demonstragao:  Pelo fato de 0 < A\ < C, segue da relagdo (2.2) e da

definicao S que

1 .
In(u) = BHUHP — afful|" = Blul”, (2.4)
onde o = ch01 e 3= —L~. Consideremos @ : (0,00) — [0,00) definida por
p*SP

Q(t) = at™T? + Bt P,

Pela condi¢ao (Hesp) temos que Q(t) — oo quando ¢ — 0 ou se t — oco. Entao

como a funcao @) é continua, temos que existe g > 0 de modo que

Q) = min Q).

t>0
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1

a p—q \ P4 .
Bp*—p) e pela definicao de o, 3 e

Fazendo os calculos, obtemos que p = <

C1, segue que

*

q9—p p*—p
Qp) = ag*:zﬁpp*_qu (p— q)p a +a§*255p’23q (p— C_I)P —q
p*—p P —p
* P:*p ﬁ . p*fq .
_ H(ﬁ)” 1 (p —p)pq<p —q)
1 q p*S% p—q p*—p
2 q—P* _1 z::zq]
= [(p aedeten }
1
— ]?

Entao por (2.4) e a igualdade acima, temos se ||u|| = u, que

B = e (3= Q) ) = (24 =

Para estimativas futuras, pelo fato de @) ser continua, consideremos

T E (0, %), de modo que se t > 0 e |u —t| < 7, entdo

_p+1

aw <au+ (%) =15 25)

g

Sendo C a constante definida pela relagao (2.3) e 7 € (O, g) a cons-

tante obtida na demonstragao acima, consideremos

0<A=Agp,f,N) = mi {C _wT } (2.6)
= y My J o = min s . .
oy VNG (pr —q)

Para qualquer A € (0, A) definimos
ay = inf I (u),
u€B
onde B = B(0,u) C D'?. Segue pela relagao (2.2) e as imersoes de Sobolev
que ay € R. Afirmamos que ay € (—o0,0). De fato, consideremos u € D'P
onde u > 0, k = %flRN fuldz > 0 e seja ainda 0 < t < min{ﬁ, (5_,2)>p1(1}

Observemos que tu € B e pelo fato que

P r—a
I(tu) < —||ulf? =tk = ¢ (—Hqu — k) <0,
p p
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donde segue que a;, < 0.
A seguir apresentamos uma condicao, sobre os niveis de energia do

funcional I, para que uma solugdo do problema (P)) seja nao trivial.

Lema 2.3 Suponhamos que as condigoes (Hesp) € (Hy) sejam satisfeitas e
ainda que X € (0,A). Se existe uma sequéncia (PS). para o funcional I,
onde ¢ € (—o0,0)U (0, Oz,\+%5%), entao o problema (Py) admite uma solugdo

u € DYP\{0}. Além disso se I\(u) > ay, entio I\(u) = c.

Demonstracao:  Seja (u,) uma sequéncia (PS). para o funcional I). De-
vido a Observacao 2.2 podemos considerar u,, > 0 e que existe u € D' onde
u > 0 e a menos de subsequéncia, u, — u fracamente em DP.
Suponhamos por contradi¢ao que u = 0. Entao pelo Lema 2.1 temos
fug dz = o(1),
RN

e entao pelo fato de (1§ (uy), u,) = o(1), obtemos
[un|l” = / u? dx + o(1). (2.7)
RN
Logo, pelo fato de (u,,) ser uma sequéncia (PS)., segue das relagoes acima que
1
c=I\(u,) +o(l) = NHU"HP +o(1).

Se ¢ € (—00,0), pela dltima rela¢do temos um absurdo, o que implica u # 0.
Se c € (0, + %S%), entdo temos que existe ng € IN, tal que [lu,|[? > § se
n > ng. Mas pela relagdo (2.7), a definigdo de S, o fato de ar), < 0 e a igualdade

acima, obtemos que

1 1 1 nll™ 1
c< oz,\+NS%<NS < Nliminf [unl ~ :thianuan:c,
(S un dz) ™ T

sz

o que é uma contradi¢ao. Portanto temos que u # 0.
Afirmamos que u é uma solucao do problema (P,), para tanto basta

mostrar que /5 (u) = 0. Primeiramente, mostremos que para cada ¢ € C>°(RY)

. ful~todr = . fu Yo dr + o(1), (2.8)
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/]RN ul "lpdr = /RN u? "o dr + o(1). (2.9)

Considerando as constantes A,, A" definidas na demonstraciao do Lema 2.1,

entao pela desigualdade de Holder temos que

flul o —ui™ o] dz
IRN

o+ sup |f(x)]

< (A + AR w10
r<|z|<R

/ ud™ —ut ) dx|.

<lz|<R

Note que A, — 0 quando r — 0 e A® — 0 quando R — oo. Sendo (||u,||1»*)
limitada, temos que o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima
tende a zero, quando r — 0 e R — oo. Fixados r, R > 0 convenientes, temos

que o segundo termo também tende a zero, pois f é localmente limitada em

RM\{0} e pelo Lema A.2 temos que

/ olut™ — Y dz = o(1),
]RN

pois (u?Y) ¢ La-1(RY) ¢ limitada e ¢ € Co(RN) € Lr=a+1 (RY) = (Lo 1 (RN))*.
Portanto a relagao (2.8) é vélida. A relagao (2.9) também é consequéncia do
Lema A.2, observando-se que ¢ € C*(RY) C Lpfiil(]RN).

Considerando ¢ € C®°(R”) qualquer temos para cada 1 <4 < N, que
g—i € LP(RY) = (L7 1(RY))* e ainda pelo Lema A.5 e o Lema A.2, obtemos

uy, 0 T :
[V, [P~? au — \Vu|p_28—u fracamente em L1 (RY), 1 <i< N,
i T

)

donde segue que

/ |Vu,|P2Vu,Vodr = / IVulP~2VuVp dr + o(1). (2.10)
RN RN

Entao por (u,) ser uma sequéncia (PS). para o funcional Iy, segue pelas

relagoes (2.8), (2.9) e (2.10) que para toda ¢ € C>°(RY)

<I§\(u)7 §0> =0,

e entdao por C°(RY) ser denso em D?, obtemos que I}(u) = 0, donde segue

que u é uma solugao do problema (Py).
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Suponhamos na sequéncia que I(u) > «,. Devemos mostrar que
I\(u) = ¢, para tanto basta mostrar que, a menos de subsequéncia, u,, — u
fortemente em D'?. Sendo z, = u, — u, é suficiente mostrar que (z,) admite

subsequéncia que converge fortemente a 0 em D'P. Afirmamos que

\|zn||p—/ 2P dz = o(1). (2.11)
RN
Pelo fato z, — 0 fracamente em D'?, temos pelo Lema A.3 e o Lema A.5, que

[nl[” = [lzal[” + [[u[ + o(1), (2.12)

/ uﬁ*d:c:/ up*dx—l—/ |20 |P"dx + o(1). (2.13)
RN RN RN

Como u,, — u fracamente em D'P, temos pelo Lema 2.1 que

f(ul —u?) de = o(1). (2.14)
RN

Agora como (I} (uy),u,) = o(1) e (I5(u),u) = 0, segue das relagoes (2.12),
(2.13) e (2.14) que

o(l) = ||un||p—)\/ fu‘fldm—/ ul dx
RN RN

= Hqu—i-Hanp—)\/ fugld:v—/ up*dx—/ ]zn]p*dac+0(1)
RN RN RN

_ <f;(u),u>+||zn||p—A/ F(uf — ) d:c—/ 2l dz + o(1)
RN RN

=l = [l
RN

o que mostra a relagao (2.11).

P dx + o(1),

N .
Como o funcional I, é continuo e ¢ < ), + %S » . temos que existem

e > 0eng € N, tais que para todo n > ng, temos
1 ~
ay + NSP —e> L(uy) = Iy(u+ z,).

Agora, por (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) e o fato de Iy(u) > «,, obtemos

1 1 N 1
L+ 2) = () + ~ |z — _/ 2P dz 4 0(1) > an + —[|zall? + o(1).
P RN N

*
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Entao pelas relagoes acima, temos para n suficientemente grande que
N
|za]|P < S>. (2.15)

Afirmamos que ||z,|| — 0 quando n — oco. Assuma por contradicao que existe
d > 0 e uma subsequéncia denotada simplesmente por (z,), tal que ||z,|| > .

Entao pela definicao de S e as relages (2.11), (2.15) obtemos que

N
I3

S

N
= liminf ||z,|" < S,
n—oo

N
< liminf [zl
n—00 (f]RN |Zn p*dx) p

o que é uma contradi¢do. Portanto ||z,|| — 0 quando n — oo, donde resulta

=

¥

que u, — u fortemente em D'P. Pelo fato de (u,) ser uma sequéncia (PS),

para o funcional Iy, obtemos entao que I)(u) = c. O

2.3 Existéncia de uma solucao

Consideremos A € (0, A) qualquer. A seguir obteremos (u,) sequéncia
(PS)a, para o funcional I. Recordemos que B = B(0, 1) e devido ao Lema

2.2, temos que 0 < v < inf I,(u), entao considerando
u€0B

0 <e < inf Iy(u) — inf I(u),
u€OB ueB

temos, pelo Principio variacional de Ekeland, (veja Teorema A.2), aplicado ao

funcional I, : B — R, que existe u. € B de modo que
Lu) <ay+e e ©L(u)<h(v)+elue—o|, VoveB\{u}
Agora pela definicao de € > 0 e o fato de a;, < 0, temos
L(u) <ay+e= 5221,\(@ +e< uiergfﬁl,\(u),

donde segue que u. € B. Considerando Jy : D'* — R definido por

Sa(u) = In(u) + eljue — ull,
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obtemos que u. é um minimo estrito de .J restrito ao conjunto B. Fixemos
v € D' qualquer de modo que |[v]| = 1. Entao para todo ¢t > 0 satisfazendo

|lue + tv|| < p, temos
J)\(UE -+ t’Ut) — J)\(UE) Z 07

ou ainda, pela definicao de J, temos que

])\(Ua + tU) — I)\(UE)
t

+ellof > 0.
Passando o limite quando ¢ — 0, obtemos que
(I\(ue), v) +ellv]| = 0,

donde segue que || I} (u.)|| < e. Considerando ¢, = £ para todo n € N, obtemos

uma sequéncia (u,) C B, de modo que

S|

1
ay < i(u,) < oy + —e 113 (un) || <

Y

ou seja, (u,) C B é uma sequéncia (PS),, para o funcional I,. Devido a
Observacao 2.2 podemos, sem perda de generalidade, considerar que u,, > 0 e
que existe 0 < uy € B tal que, a menos de subsequéncia, u, — u, fracamente
em D7, Em particular, I)(uy) > ay e pelo fato de a < 0, segue pelo Lema
2.3, passando a uma subsequéncia se necessario, que u, — uy fortemente em
D'P. Portanto temos Iy (uy) = ay e I4(uy) = 0, pois o funcional Iy é de classe
C'. Em particular, uy € D'?\{0} ¢ solugao do problema (Py).

Como < I{(uy),uy >= 0, segue pela relagao (2.1) que

1 1 1
— P =X - —— ul de = Iy(uy) = ay <0,
ol =2 (5= 2 [ e =) = o

em particular por g < p*, obtemos que fRN fu§ dx > 0. Ainda, pela desigual-

dade acima, as relagoes (2.2) e (2.6), obtemos

un|P~2 < A (qu;q) NC; < A (pq};q) NC; < 7779,

ou seja, [|uy|| < 7.

Em resumo, acabamos de provar o seguinte resultado:
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Proposicao 2.1 Suponhamos que as condi¢oes (Hezp) € (Hy) sejam satis-

feitas e que A € (0,A). Entdo existe uy € D*P\{0} onde
i) uy € solugao do problema (Py).

fuldz >0 e ||uy]| < 7.
N

i) In(uy) = ay, /

R

Com o objetivo de obter outra solugao para o problema (P)) necessi-
tamos de algumas condicoes a respeito da regularidade de tais solugoes. Para

tanto, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2 Suponhamos que as condi¢oes (Hewp) € (Hy) sejam satis-
feitas e que u € DYP(RY) é uma solugdo (fraca) do problema (Py). Entdo para
todo Q0 C RN, aberto e limitado tal que  C RN\{0}, eziste v € (0,1) tal que
ue CH(Q).

Demonstracao: Seja  C RY aberto e limitado qualquer, tal que Q C
RM\{0}. Seja ainda O C RY aberto e limitado, tal que O C R¥\{0} e ainda
Q C O. Segue pelo Lema A.13 que u € L®(O) e entdo pelo Lema A.12

obtemos, que existe v € (0,1), onde u € C*(Q). O

2.4 Existéncia da segunda solucao

Com o objetivo de obter uma segunda soluc¢ao para o problema (Py),
utilizaremos uma variante do Teorema do passo da montanha, a qual nao pos-
sui a condigao de Palais Smale (veja Teorema A.3). No intuito de aplicar tal
resultado ao nosso funcional, necessitamos obter e;, eo € DYP e constantes 7
e r convenientes. Devido a Proposi¢ao 2.1, para cada A € (0,A), obtemos
uy € DY solugdo nao trivial do problema (Py), onde [py fruf dr > 0. Con-
sideremos y € RM\{0}, onde min{f, (y),ur(y)} > 0. Pelo fato de fi e u,
serem continuas, obtemos Ry € (0, HZ—”), onde fi(z) > 0e uy(z) > %@ > 0,

para todo x € B(y,2Ry). Seja ainda uma fungio corte ¢ € C(RY), com
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0 < ¢ < 1, cujo suporte seja B(y,2Ry) e ainda ¢ é identicamente 1 sobre

B(y, Ry). Para qualquer € > 0, definimos w,, v. € C*(RY) por

¢(x) we(z)
wela) = 5 T g
<5+|x—y|ﬁ) ! =
Segue pelo Lema A.10, que para todo p € [2, N)
(N—p)
|ve]|P =S+ 0 » ), (2.16)

e ainda

N (N—p)(p—1)
locl|%t, > 0T, flvells > Oe )\mel—m€ ).(2.17)

Afirmamos que para todo € € (0,1) e Il > 0 temos

N (N—p)
p

L\(Iv.) < FO( 7). (2.18)

1

N

Pelo fato de f(z) > 0, para cada = € B(y, 2R) = supp(v.), obtemos para todo
€(0,1) el >0 que

A »r w
I(lv.) < I(lve) + — fllv)tde = —||v:||P — — = m.(]).
q JrN p o
Como I. = |[v.]|77 é o maximo global da fungdo m., segue pelas relacdes

(2.16) e (A.2) que

(N—p)
p

P 1 N 1 N
P —p) = — < —Sv»

supme (1) = me(
1>0

donde pelas desigualdades acima, obtemos que a relagao (2.18) é satisfeita.
Temos o seguinte resultado, o qual é imprescindivel para obtermos a

segunda solugao do problema (Py).

Lema 2.4 Suponhamos que as condigcoes (Hesp) € (Hy) sejam verificadas e

ainda que X € (0,A). Temos que eziste ey € (0,1), tal que se e € (0,¢&¢), entao

sup Iy (uy + lve) < ay + — Sp. (2.19)
1>0
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Demonstragao: Fixemos A € (0, A) qualquer. Como (v.) C D é limitada

N .
e I é continuo, com I)(uy) = ay < a) + %S? , temos que existe [; > 0, onde

N

S5
[)\(u)\ + ZUE) < ay + W’

para todo € € (0,1) e [ € [0,[;]. Temos ainda que existe Iy > [y, independente

de € > 0, tal que para [ > Iy
1~

])\(U)\ + l’Ua) < ay+ NSP -1,

pois ||ve||p+dx = 1 para todo € > 0 e pela relagao (2.2) temos que
1 A v

D(ux +lve) < =flux + loc]|P + =Cplluy + loe[|! — — — —oo,

p q p

quando [ — oo. Portanto

1
sup  Iy(uy +1v.) < ay + —S%, (2.20)
1€[0, 11]Ul2,00) N

para todo € € (0,1). Para completarmos a demonstragao, pela relagao acima,

é suficiente encontrar ¢y € (0, 1), onde para ¢ € (0,g9) e [ € [l1, 2], temos
1
]A(U)\ + lvg) < ay + NS%

Vamos obter tal constante positiva considerando inicialmente o caso em que
p = 2 e posteriormente o caso em que p € (2,N). Porém, independente do

valor de p € [2, N), pelo fato que I}(uy) = 0, v. € D' e uy > 0, obtemos que

/ |Vus P 2Vu Vo, do = ful v, do + / u? o, d, (2.21)
RN

RN RN

Supomos p = 2. Entao para todo ! > 0, segue da definicao do funcional

I e da igualdade acima que
I (uy + lv,)
1 5 A 1 o
= —|lux + || — = | fluy + lv)de — — [(uy + lv.)* de
2 q JRrN 2% RN

= I\(uy) + 1 [ VuyVu.dzx — A [(un + lv-)? — ui] dx
RN qJr

N
1 * *
+—||v€|]2——/ (ur + 10)? — ] da
2 2* RN
A _
= IL(uy)+ L(lv.)— 7 ]R]]”V[(UA + 1)1 —ul — () — qlud '] do

1 * * * *
o [(ur+ lv)* —uy — (lv.)* — 25} '] da. (2.22)
RN
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Agora pelas estimativas obtidas por Brézis e Nirenberg [22], mais precisamente,

as estimativas (17) e (22), temos para todo | > 0 que

/ [(uy + lv)* — w3 — (lv)? — 2% o] da
RN

(N=2)

:2*l2*_1/ uyv? “tdr +ole T ).
RN

Entao pelo fato que uy(x) > “*T(y) > 0, para todo z € B(y,2Ry) = supp(v.),

segue da igualdade acima e a relagdo (2.17) que

1

2* RN

(N-2) (N-2)

) o),

[(ux+102)* —u3 — (lw)? — 2%} o] de < —ki(e

para todo [ > [;, onde k; > 0 é independente de ¢ € (0,1). Agora como

f(z) > 0, para todo z € B(y,2Ry) = supp(v.), temos pela relacao (A.7) que
Fl(ux 4 ) — ud — (lv)? — qlud~ v] dx > 0,
RN
para todo [ > 0 e ¢ € (0,1). Entao pelas desigualdades acima e as relagdes
(2.18) e (2.22), temos que existe ko > 0, independente de [ > 0 e € € (0,1),
onde

(N-2) (N-2)

1
IA(UA"’Z/U&)SO[>\+NS%+]€28(N22>_klf‘: 4 +O(€ 4 ),

para todo [ € [l1,15], donde segue que existe g € (0,1), tal que
1
I(uy 4+ lve) < ay + NS%7

para todo [ € [l1,ls] e € € (0,60) 0 que, juntamente com a relagdo (2.20),
conclui a demonstragao no caso em que p = 2.
Consideremos agora o caso em que p € (2, N). Entao pelas desigual-

dades (A.7), (A.10) e a relagao (2.21), obtemos para todo [ > 0 que

I (uy + lv.)

1
; / (|Vus|P*Vuy + [IVo.[P%IVv,, Vuy + IVv,) dx
RN

A 1 R . .
—= fluy + .)ide — — / W+ (lw)? + prul v, da
q Jry P Jrw

IN

A
= L(un)+ L(lv.) — - Flluy + oy ) —uf — () — gui’\*llve] dx
q JrN p
p1 _92 p— 1 p*—1
+— |V [P *Vo.Vuyde — | —— ) 1 ul T ued (2.23)
b Jry p RN
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Como f(x) > 0 para todo x € B(y,2Ry) = supp(v:), entdo pela relacao (A.7)

e o fato que 1 < g < p, temos para todo [ > 0e e € (0,1) que

flluy + ) —ud — (lv,)? — gluiflvg] dx > 0.
RN p

Pelo fato que uy(x) > ”*2(‘1/) > 0, para todo = € B(y,2Ry) = supp(v.), segue

da relagao (2.17) que

-1 " (N—p)
_ (p_) l/ uf) “loedr < —kye ’ ,
p RN

para todo [ > [y, onde k; > 0 independe de [ e € € (0,1). Por v. = 0 em

RN\ B(y,2Ry) e como uy € CY(B(y,2Ry)), temos pela relagao (2.17) que

!

(N=p)(p=1)
p (Vo P2 Vo.Vurde < kpe »» |
RN

para quaisquer [ € [0,l5], onde ky > 0 independe de [ e ¢ € (0,1). Devido

as desigualdades acima, as relacgoes (2.18) e (2.23), tomando ke > 0 maior se

necessario, obtemos

+e r — ke »*

1 ~ (N—p)(p—1) (N—p) (N—p)
[,\(U)\—FIUE)SCK)\—FNSP +k2 e »?

para todo | € [l1,l5] e e € (0,1). Pelo fato que p € (2, N), temos que existe
g0 € (0,1), de forma que

(N=p)(p—1) (N—p) (N—p)
kole »2 +e P < ke »?

para todo ¢ € (0,&p), donde segue que

1
I)\(U)\—FZ’UE) < ay + NS%,

para todo [ € [l1,l5] e € € (0,69) 0 que, juntamente com a relagdo (2.20),
conclui a demonstragao.

g

A seguir iremos apresentamos uma condicao sobre A > 0, para que o

funcional I, satisfagca a geometria do Teorema do passo da montanha.
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Lema 2.5 Suponhamos que as condigoes (Heyp) € (Hy) sejam verificadas e
que X € (0,A). Seja ainda > 0 a constante obtida o Lema 2.2. Entao existe

r > 0, independente de A € (0, ), tal que
I(u) >r, se |ux—ul=p.

Além disso, sendo ¢ € (0,e9), onde 9 > 0 € a constante positiva obtida no
Lema 2.4, temos que existe Ty > 0 onde ey = uy + Thv. satisfaz |[uy —ey| > p

€ I)\(e/\) S Q).

Demonstracao: Fixemos A € (0,A) qualquer. A demonstracao é em parte
semelhante a demonstracao do Lema 2.2. Consideremos u € D' qualquer,

onde |luy — u|| = p. Do mesmo modo que no referido Lema, obtemos que

B =l (3 = Q) )

Agora como |p — [lul[| = []lux = ul| = [lul | < Jur]| e recordando que pela

Proposicao 2.1 temos |luy|| < 7 < §, segue entdo pela relagao (2.5) que

Q(llul)) <

2p2

Considerando r = (’%)p(%) > 0 e observando que ||u|| > £, obtemos

B 2 e (3 - @) = (4) (3 - 55 -

Fixando ¢ € (0,e9) qualquer, como |[v.||;»* = 1, segue pela relacao

(2.2) que
1 A I
[)\(U,)\ + lUE) § —HU)\ + ZUEHp + —CfHU)\ + ZUEHq B — —0Q,
p q p
quando [ — oo. Portanto existe T\ > 0, de modo que se ey = uy + T\v., entao

lux —ex]l > p e In(ey) < an. O

Estamos de posse dos argumentos necessarios para demonstrar o re-
sultado principal deste capitulo.
Demonstracao do Teorema 2.1:  Fixemos A € (0,A) qualquer. Segue

pela Proposicao 2.1 que existe uy € D'?; solugao nao trivial do problema (Py),
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onde Iy(uy) = ay. Consideremos a constante 7 > 0 e ey = uy + Thv. € D"

obtidas no Lema 2.5. Seja ainda

cx = inf max I,(7(t)),

onde
I'={v€C(0,1],D"") : (0) = uy, (1) = ex = up + Thv: } .

Observemos que a fungao 7, : [0,1] — D'P, definida por y,(t) = uy + tTv.

pertence a I', donde segue pelo Lema 2.4 que

1 «w
< i 7.
ey < Orgtagxl Li((t) < ax+ NSP

Decorre do Teorema A.3 que existe (u,) C DP, sequéncia (PS)., para o
funcional I, e ainda ¢y > r > 0, em particular, ¢, € (0, ) + %S%)
Recordemos que pela Observagao 2.2, podemos considerar que u,, > 0
em RY e que existe 0 < U, € D', tal que u,, — U, fracamente em D"P. Segue
pelo Lema 2.3 que U, € D' é uma solucao nao trivial do problema (Py).
Suponhamos por contradicao que uy = U, em particular obtemos que
ay = I\(uy) = I,(U,). Entao novamente pelo Lema 2.3 temos, a menos de
subsequéncia, que u,, — Uy fortemente em D'?, donde segue que I(Uy) = ¢,

o que é um absurdo. Portanto uy # Uy, o que conclui a demonstracao. 0



Capitulo 3

Sistema quase linear com nao

linearidade critica em R

3.1 Introducao

Neste capitulo, utilizando argumentos variacionais, mais especifica-
mente, técnicas de minimizacao e uma variante do Teorema do passo da mon-
tanha, estabeleceremos condigoes para a existéncia de solucao (fraca), para a
seguinte classe de sistema eliptico quase linear com crescimento critico

“Apu = pf@a el + Bl e, em R

(5) —Ag = qf(@)uf ol +qlul’luf !, em RY
0 <ue DYW(RY), 0<ve DH(RY),
onde a dimensao, bem como os expoentes, satisfazem

p1 a1 . *
(Hexp) 1§p1aq1aﬂ77a p+q <1> 2§p§q<mln{p7N}7
p2 € (p1,p), @2 € (q1,q) onde P24 & = ]%—l— =1
e para cada s € [2, N), consideremos o espago D* = DV*(RY) como o fecho

de C>(RY) com respeito a norma

llu|| = </ |Vu|sdx) )
]RN

Considerando p = g e u = v, o sistema (S) se reduz a um caso escalar,

semelhante ao problema (Py) estudado no capitulo precedente. No intuito de

25
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obter multiplas solugoes (fracas) para o sistema (5), somos entdao induzidos
a considerar fungoes peso f, que satisfazem condicoes semelhantes a hipotese
(Hy) considerada no Capitulo 2, e que possuem “norma’ suficientemente pe-
quena. Contudo, observamos que os argumentos utilizados no Capitulo 2 para
obter a segunda solucao nao podem mais ser empregados, principalmente nas
estimativas dos niveis de energia do funcional associado ao sistema (.S), pois
neste caso nao é possivel provar que uma solucao pertence a (C’llo’g)z. Além
disso, quando estamos trabalhando com sistemas envolvendo os operadores A,
e A,, ¢ dificil obter um “nivel critico” apropriado, ou seja, um nimero ¢ onde
todo valor ¢ < ¢ é um nivel (PS) para o funcional I associado ao sistema (.9).
Na realidade Adriouch e El Hamidi [3], afirmaram que no caso p # ¢ esta é
uma questao em aberto. Entretanto, mais recentemente Silva e Xavier [64],
trataram em um certo contexto o caso p # ¢q. Para mais trabalhos relacionados
citamos, dentre outros [4, 28, 34, 49, 63, 65, 71], bem como suas referéncias.

Considerando que a funcio peso f : RY — R é mensuravel e satisfaz
(Hy) feLrrma@®Y)=L1" f, #0,

temos entao o seguinte resultado a respeito da existéncia de solugoes para o

sistema (5):

Teorema 3.1 Suponhamos que as condi¢oes (He,,) e (Hyf) sejam satisfeitas.
Entao eziste uma constante positiva Ng = Ao(q, ¢1,p,p1, 5,7, N), tal que o

sistema (S) possui ao menos uma solucao fraca, desde que 0 < ||f]|ze < Ao.

Para o caso em que p = ¢, somos encorajados a obter condi¢oes sobre
a fungao peso f, a fim de que o sistema (S) admita multiplas solugdes, pois
neste caso de Morais Filho e Souto [38], obtiveram um nivel critico.

Dados ¢ e Ry constantes positivas, motivados pelo trabalho de Alves,
Gongalves e Miyagaki [8], bem como Rodrigues [59], consideramos E como um

subconjunto de LY, formado pelas fungoes h € L? onde h(z) > 0 em B(0,2R,)
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e existe R € (0, Ry) tal que

RN
T = T
5 (1 + Rpfl) P pP1Tq1

Z Co.

Para cada A > 0, definimos £, como um subconjunto de I, da seguinte forma
Ex={heE:|h| <A}

Temos entao o seguinte resultado a respeito da existéncia de multiplas

solugoes para o sistema (.5):

Teorema 3.2 Suponhamos que as condi¢oes (He,,) com p = q. Entdo existe
uma constante positiva A = N(p,p1,q1, 5,7, N), tal que o sistema (S) possui

ao menos duas solugoes fracas para cada f € Ey, desde que 0 < XA < A.

3.2 Resultados preliminares
Consideremos o espaco D' x DY munido com a norma,
[[(w, )| = Jlull + o]

Recordemos a nossa notacio para a norma do espaco de Lebesgue L*(RY)

1

Ls:(/ |u|5dx)s, 1 <s<o0.
RN

Ainda da mesma forma que no capitulo anterior, sejam u, = max{0, u} e

[l

u_ = min{0, u}, para quaisquer u € D*.
Para demonstrar os resultados, utilizaremos argumentos variacionais.
Consideramos entao o funcional associado ao sistema (5), a saber,
1 1 p1,,q1 B,
Iww) = ~lulP + =7 = [ fuode— [ whilde,  (31)
p q RN RN
para quaisquer (u,v) € D' x D47, Obtemos pelas condigoes (H;) e (Heyp)

que o funcional I é de classe C! (veja Lema A.9), com derivada em cada
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(u,v) € DY x DY dada por

< I'(u,v), (w,2) > = / |Vu]p_2Vqudx+/ V|2 VuVz dx
RN N

pi—1l,qm p1,,q1—1
- Nf[p1u+ Fw+ qullvl ™ 2] dx
R

/. Bu’ v w + yulv] 2 de, (3.2)

para quaisquer (w,z) € D'P x D14, Ressaltamos que os pontos criticos do
funcional I sdo exatamente as solugoes (fracas) do sistema (.5). Supondo que

f satisfaga a hipdtese (Hy) segue, da desigualdade de Holder e das imersoes de

Sobolev, que existe uma constante C' > 0, independente de f, de modo que

[ ol de
RN

para quaisquer (u,v) € DM x D19,

< ClAlzollulP ol (3.3)

Na sequéncia citamos alguns fatos relevantes para o estudo do sis-

tema (9).

Observagao 3.1 i) Sejam ¢ € R e (u,,v,) C D" x DY uma sequéncia
que satisfaz I(up,v,) — ¢ e I'(uy,v,) — 0, quando n — oo. Entao
(Un,vp) € chamada de sequéncia (PS). para o funcional I. Dizemos que
c € R é um nivel (PS) para o funcional I se toda sequéncia (PS). para

o funcional I admite subsequéncia que converge na topologia forte.

ii) Se (un,v,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I, entao (u,,v,) €
limitada em DYP x D19,

De fato, temos que existe ng € N onde para todo n > ng temos

¢+ 1 [unl] + [|va

Z ](unavn)_<ll(unavn) (p* lun7q l'Un

1
=l + e+ (2 +——Q/‘mm%%

Entdo pela desigualdade acima, a relagdo (3.3), a condi¢io (He,p) e a

desiqualdade de Young, temos que existe C' > 0 onde

1

P1 a1
~ Ulanll” +llonll) < CO unll + [lonll + un 7" + [fon[ =),
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donde seque que a sequéncia (un,v,) € limitada, pois z—;, g—; <1.

iii) Se (up,v,) € uma sequéncia (PS). para o funcional I, entao (tn+,vny)
também é uma sequéncia (PS). para o funcional I.
De fato, seque pelo item acima que (u,_,v,_) € limitada em D"? x D

e ainda pela relagao (3.2), temos
o(1) = (I'(tn, vn), (Un—, vn-)) = [Jttn|” + llva—]|*.

Além disso, mnovamente pela relagao (3.2), temos para cada (w,z) €

DY? x DY que

< I'(Upy,vny), (W, 2) >
= < I'(up,vp), (w,2) >

—/ IVt P2V, Vw dx—/ |V, |9 *Vu,_Vzdr,
RN RN

donde seque que I'(uny, v,y ) = o(1). Portanto temos que (upy, v,y ) €
uma sequéncia (PS). para o funcional I, pois pela defini¢do do funcional

1, obtemos

1 1
[Qtn, vng) = un, vn) = llun || = Zllun—|[* = e+ of1).

iv) Na sequéncia iremos assumir, passando a uma subsequéncia se necessd-
rio, que toda sequéncia (PS). para o funcional I, (un,vy), satisfaz as

sequintes condicoes
Un,Vp >0 qtp em RN,  w, — u fracamente em D'?,

up, — u gtp em RY, v, — v fracamente em DY,

v, — v gtp em RY, w,v >0 gtp em RY.

A seguir apresentamos um resultado que nos fornece condigoes sobre
a norma de ||f||.e, para que o funcional I satisfaga a geometria do Teorema

do passo da montanha.
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Lema 3.1 Suponhamos que as condi¢oes (H.,,) e (Hy). Entdo existe Ay > 0,

independente de f, de modo que se 0 < ||f|le < Ao, entao existem constantes

v=v(f)>0epn=pn(f) € (0,1) onde
)2 v s o) =p

Demonstragao: Considerando m = min{py, ¢; }, observemos que pela con-

digao (He,p) temos m < ¢ < p*. Note ainda que
o S t52, Vi € [O, ]_], S9 S S1. (34)

Consideremos (u,v) € D' x DY quaisquer, onde ||(u,v)|| < 1. Como p < ¢,
segue das relagoes (A.1), (3.3), (3.4), as imersoes de Sobolev e as desigualdades

de Holder e Young, que

1
He) 2 (= loll) = Ol P ol = ol
2! D2y & g2, L
> ol -l (Zhal 7 + Loy e
q p q
~¢ (S + 2ol )
p q

21

> w0l = e (Jull + [ol™) = € (full” + o

p*)

214
2 Tll(u, o)I* = Cllfllze (lull™ + lvfI™) = Cl(u, v)

p*

znmmw(%f—cwmmmeW—om%wfﬂ),@m

para alguma constante positiva C, a qual independente de f. Para cada A > 0,

consideremos a fungao hy : (0,00) — R, onde
ha(t) = ACt™ 9  Ct7" 4.

Observemos que h) é continua e pelo fato que m < ¢ < p*, obtemos que

1
h)\(t) — OO quando t > 0out — oo. Temos que t/\ — |:)\ (g;_w;)}p —m é o

minimo global de h) e ainda

m—q p_—q

ha(ty) = A= (q*_ m)p it <q*_ m>,, -
P —q P —q
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Consideremos Ay > 0, de modo que t) < 1 e hy(ty) < %, para
quaisquer A € (0,Ay). Para cada f que satisfaz (Hy), onde 0 < || f]lze < Ao,

consideremos p1 = pu(f) =ty ,, € (0,1) e v =v(f) = %uq. Segue entao pela

relagao (3.5) e a definigdo de by ,, que se |[(u,v)|| = p, entdao
21—q 21—q —q
I(u,v) 2 pt ( = Mgl (tnfnLg)) > p ( - —) =v >0,
q q q
o que conclui a demonstracao. U

Seja f uma fungdo qualquer satisfazendo (Hy). Caso 0 < || f|ze < Ao,
consideremos

af= inf I(u,v),
f (u,v)EBy ( )

onde By = B(0,u(f)) € D'? x DY, Devido a relagao (3.3), a desigualdade
de Holder e as imersoes de Sobolev, temos que ay € R. Afirmamos que
ay € (—00,0). De fato, consideremos u € C®(RYM) onde [|(u,u)]] < 1 e
k= [pv fuf " dz > 0. Observemos que

t t
](t%u,téu) < - +-—trtik <,
p q

1

desde que t € (0,t), onde ty = <%> %7 . Tomando ¢ € (0,t0), de modo

que ||(t%u,t%u)|| < u(f), segue pela desigualdade acima que ay < 0.
A seguir apresentamos uma condicao, sobre os niveis de energia do
funcional I, para que cada componente de uma solugao do sistema (5) seja

nao trivial.

Lema 3.2 Suponhamos que as condigoes (H.,p) e (Hy) sejam satisfeitas. Se
existe uma sequéncia (PS). para o funcional I, onde ¢ € (—00,0), entdo o
sistema (S) admite uma solugdo (u,v) € DVP\{0} x D»\{0}. Em particular,
I'(u,v) = 0.

Demonstracao:  Fixemos f qualquer que satisfaga a condigao (Hy). Seja
(tn, v,) uma sequéncia (PS). para o funcional I. Devido a Observacao 3.1

podemos considerar u,, v, > 0 e que existe (u,v) € D x DY onde u,v > 0
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e a menos de subsequéncia, u, — u fracamente em D'?, v, — v fracamente
p*

em D14, Observemos que (uPlv?) é limitada em Lrita (RY) e uPro?t — yPro®

qtp em RY. Segue entdao pelo Lema A.2 que uP'vd' — yPlo? fracamente em

Lrira (RY) = (LY(RM))*. Entao pelo fato de f € LY, segue que

fulrvlt do = fuPrv dx + o(1).
RN R

Suponhamos por contradi¢ao que u.v = 0. Entao pela igualdade acima

e o fato de (u,,v,) ser uma sequéncia (PS). para o funcional I, temos
0(1) =< It 0), (11, 0) >= [[un [” — 5/ WPu da + o1),
RN

o(1) =< I'(ttn, ), (0, 0) >= [[on]? — 7 / WPl i + o(1),
RN

Logo existe [ > 0 onde, a menos de subsequéncia,

_all gy el

5 5 +o(1).

[ = / ubv) dx + o(1)
RN

Entao novamente pelo fato de (u,,v,) ser uma sequéncia (PS). para o fun-
cional I e as igualdades acima, temos que
= lim I(un,v,) = (§+1 . 1) >0,
n—o0 P g

pois, pela condigao (H.,,), temos g + g > z% + ql* = 1. Agora por hipétese
¢ < 0 e entao pela desigualdade anterior temos uma contradi¢ao. Portanto
temos que u.v £ 0 em RY, ou seja, (u,v) € DVP\{0} x DV9\{0}.

Para provarmos que (u, v) é uma solugao do sistema (.5), basta mostrar
que I'(u,v) = 0. Afirmamos que para cada (w,z) € C(RN) x C>®(RY)

fubr oy dr = fuP' o w dx + o(1), (3.6)
RN RN

fubroi "tz dr = fuP' v 2 dx + o(1), (3.7)
RN RN

/ uP = w de :/ u? v w da + o(1), (3.8)
RN RN
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/ Py dx :/ WP 2 dx + o(1). (3.9)
RN RN

Note que (uP'~lv@w) é limitada em Lﬁ(RN) e uP ol — wPr oty
qtp em RY. Logo pelo Lema A.2 e o fato que f € LY = (L%)*, segue
que a relagao (3.6) ¢é vélida. De maneira similar, temos que a relagao (3.7) é
satisfeita. Como (u’~1v)) é limitada em L%(RN) e ul~tv) — w7 qtp
em RY, temos novamente pelo Lema A.2 e a inclusio C®(RY) c LP"(RY),
que a relagao (3.8) é satisfeita. Analogamente, a relagao (3.9) é vélida.
Considerando w € C®°(RY) qualquer, temos para cada 1 < i < N, que
g—;fi € LP(RY) = (L7 1(RY))* e ainda pelo Lema A.6 ¢ 0 Lema A.2, obtemos

ou,, N \Vulp*Q ou

Ox; 5y, fracamente em L7 (RY), 1< < N,

[V, [P~

donde segue que

/ |Vu,|P~*Vu, Vw dx :/ |VulP2VuVwdx + o(1). (3.10)
RN

RN
Do mesmo modo, para qualquer z € C*(RY), temos

/ |an|q_2anVzdx:/ V|92V oV zdr + o(1). (3.11)
RN RN

Entao por (u,,v,) ser uma sequéncia (PS). para o funcional I segue,

pelas relagoes (3.2) e (3.6) —(3.11), que para toda (w, z) € C®(RN) x C*(RY),
(I\(u,v), (w, 2)) =0,

e pela densidade de C°(RY) x C°(RY) em D' x D' segue que I} (u,v) = 0,

donde obtemos que (u,v) é solugao do sistema (.5). O

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1

J& possuimos os argumentos necessarios para demonstrar o primeiro

resultado deste capitulo:
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Demonstracao do Teorema 3.1: Consideremos Ay > 0 a constante
obtida no Lema 3.1. Fixemos uma fun¢ao f que satisfaz a condicao (Hy)
e ainda 0 < || f|le < Ao.

Iremos mostrar que existe (u,v) € D"\{0} x D9\{0}, solugao do
sistema (S). Para tanto, devido ao Lema 3.2, basta mostrar que existe (u,, vy,)
sequéncia (PS),, para o funcional I. Sendo u = u(f) € (0,1) a constante
obtida no Lema 3.1, recordando que By = B(0, u(f)) € D' x DY e ainda
inf(y0)en, [(u,v) = ay <0, segue pelo Coroldrio A.1, pois I € C*(Bs,R), que
existe (un,v,) C By sequéncia (PS),, para o funcional I. Logo pelo Lema
3.2, temos que o sistema (S) admite uma solucio (u,v) € D'P\{0} x D9\ {0},
onde em particular, I'(u,v) = 0.

Além disso, afirmamos que (u,v) = . Suponhamos por contradigao
que |ju|| < liminf, . ||us]| ou ||v|| < liminf, . ||v.]. Entdo pelo fato de
(Un,vn) C By, temos que |[(u,v)|| < p(f), donde segue que I(u,v) > ay.

Agora como I'(u,v) = 0, temos que

ar < I(u,v)

1 D1 a1
— L+ ol - (1 B —) o da
N[ ] p* q*) Jry

1
<t | Sl + Bl = (1= 2= 2) [ g ac]

= liminf I (u,,v,) = ay,

n—00
o que é um absurdo. Portanto podemos concluir que ||u|| = liminf,, . ||u,]|
e ||v|| = liminf, . ||v.||, donde segue pelo Lema A.4 que (u,,v,) — (u,v)
fortemente em D'? x D4, Em particular, pelo fato de I ser continuo, temos

que I(u,v) = ay < 0. O

3.4 Existéncia da segunda solucao

Obtemos na se¢ao anterior, se f satisfaz (Hy) e 0 < || f]|ze < Ao, € a

condigao (He,,) é verificada, que existe (u,v) € D' x DY solugao do sistema
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(5), onde cada componente é nao trivial e nao negativa.
No que se segue, no intuito de demonstrar o Teorema 3.2, consideremos

p = q. Recordemos que S denota a constante de Sobolev a qual é definida por

S = inf{ fl? ., D“”\{O}} :

[l
e sendo W = {(u,v) € (D"?)? : w.v # 0}, consideremos ainda
S = inf lwll® + ol (u,v) €W 3
(Ja [ul?o] d)?®

O resultado a seguir relaciona os valores de S e S. A sua demonstracio pode

ser encontrada em de Morais Filho e Souto [38, Lema 3].

Lema 3.3 Suponhamos que a condi¢ao (H.,,) seja satisfeita com p = q, entao

SOSONE

Além disso, se a constante S € atingida por ug € D'P, entdo a constante S é
1

atingida por (sug, tug) € (DYP)?%, para todo s,t > 0 onde i= (%) v

Consideremos o funcional K : LY(RN) x (D'?)? — R, definido por

K(hyu,v) = (1 _ M)/ BlulP o] dz.
p RN

Observemos que para cada h € LY, se u,, — v e v, — v fracamente em D'?,
entao temos

K(h,u,,v,) = K(h,u,v) 4+ o(1).

A seguir apresentamos uma condicao, sobre os niveis de energia ¢ > 0
do funcional I, de modo que toda sequéncia (PS). admita subsequéncia con-

vergente.

Lema 3.4 Suponhamos que a condi¢ao (He,,) € verificada com p = q e f
satisfaz a hipdtese (Hy). Seja (un,v,) C (D'P)? uma sequéncia (PS). para o

funcional I, onde u, — u e v, — v fracamente em D e ainda

1 .
0<c< Np*l_%S% — K(f,u,v).
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Entao (uy,v,) admite subsequéncia que converge fortemente a (u,v). Além

disso, u,v € D'*P\{0}.

Demonstragao:  Seja (u,,v,) C (D")* uma sequéncia (PS). para o fun-
cional I. Devido a Observacao 3.1 podemos considerar que u,, v,,u,v > 0 em
RY. Do mesmo modo que no Lema 3.2 temos que I'(u,v) = 0.

Consideremos (i, 0,) = (u, — u,v, —v) € (D)% O intuito serd

mostrar que (i, ,) — 0 fortemente em (D'?)2.

Afirmagao 3.1 Temos que

/ ugvgdfv:/ \ﬁn|5|"&n|7dx+/ uvY dx + o(1). (3.12)
RN RN RN

Assumimos a Afirmacao 3.1 por um instante. Observemos que pelo fato de

U, — u e v, — v fracamente em D'P, temos
K(h,u,,v,) = K(h,u,v) 4+ o(1),
e ainda pelo Lema A.6 e o Lema A.3 obtemos, a menos de subsequéncia,
[[un” = [[n[|” + [[ul]” + o(1),

[oall” = [[on]l” + (0]l + o(1).

Entao pelas relagoes acima, segue que

il =5 [l Plolde =
R

< I (tn,vp), (g, 0) > — < I'(u,v), (u,0) > +o(1) = o(1),

ol = [ 1l de =
R

< I'(Uup,vn), (0,v,) > — < I'(u,v),(0,v) > +o(1) = o(1).

Portanto existe [ > 0 onde, passando a subsequéncia se necessario,

[ [” [0 ]”

‘= / |1 |7 dz + 0(1) =
RN v

+0o(1) = +o(1).
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Suponhamos por absurdo que [ > 0. Entao pela igualdade acima podemos
supor, sem perda de generalidade, que (uy,?,) C IW. Segue entdo, pelas
relagoes acima e pelo fato de (u,, v,,) ser uma sequéncia (PS). para o funcional

I, que

1
c+o(l) = I(uy,v,)— > < I'(tp, vp), (Up, vy) >

1 +
=l )+ (PR 1) [P da

Lo- p v |[|P) — U,V 0]
= Ul + 17]) = K(f.u,0) + 0(1)

_ %(ﬁ + )= K(f,u,v) + o1),

ou seja,
1
¢z ~pl— K(fu.v).

Agora pelas definicoes de S, [ e o fato que (U, Uy) C W, segue que

P

Si» = S lim (/ | |® |5 | d:z:)p < lim (||@g P + ||0a]|P) = (6 + 7))l = p7L,
RN n—00

n—od

N ~ N
ou seja, [ > p*~ » S». Entao pelas estimativas de [ e ¢, obtemos que

> ,ﬁgﬂ
c P Sp
N

- K(f? u, U)a

o que é um absurdo. Portanto [ = 0, donde segue que (@, 0,) — 0 fortemente
m (D'P)?) ou seja, (u,,v,) admite subsequéncia que converge fortemente a
(u,v).

Mostremos que u,v € D'P\{0}. Suponhamos por contradigao que

u =0, entdao como I'(u,v) = 0, segue que
0 =< TI'"(u,v), (0,v) >= |[v]|",

e consequentemente (u,v) = (0,0). Agora, como (u,,v,) admite subsequéncia
que converge fortemente a (u,v) e o funcional I é continuo, segue que 0 < ¢ =
I(u,v) = I1(0,0) = 0, o que é um absurdo. Portanto temos que u € D'*\{0}.
Analogamente obtemos v € D'?\{0}.

Para concluir a demonstragao basta provar a Afirmacgao 3.1.
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Demonstracao da Afirmagao 3.1:  Afirmamos que para todo £ > 0 existe

C. > 0, de modo que para quaisquer a, b, s,t € R,

|(s+a)ﬁ(t+b)7—sﬁt7\ <eC(|s|” P+ C.0(

Py, (3.13)

onde C' > 0 independe de €. Temos pelo Teorema do valor médio que existe

€ (0,1) tal que

|(s 4+ a)ﬁ(t +b) — sﬁt7| < fBls+ m|ﬁ_1|t + 7b|"|al + v|s + ra|ﬁ|t + rb|7_1|b|.

Observando que %, ’% >1le
-1 -1

b=l v 4 5 =1

pr—1 p—1 pr—1 p—1
segue pela desigualdade de Young que

- 1 *
|(s+a)ﬂ(t+b)7—sﬂt7| < %b—kra *57 |t+rb|p “al
+ ﬁ7 |s + ral?" b + = rb|P" 10|
p* pr—1

Entao para cada ¢ > 0, seque da relagao (A.1) e a desigualdade de Young com

g,(veja relagao (A.3)), que existe C. > 0 onde

|(s + a)ﬂ(t +b) — sﬂt7|

- 1 * - 1 * £
< a—ﬁ(ﬁ |5 + raf? +Cs—ﬁ(ﬁ o + e b+ O BY g
* * 1 *
I s+ raf” +Co Ty 67 T —I—eM\t—l—rbV’ +C€M,bp
p* —1 *—1 p*—1
—121’*1 . —1r-t —1), ..
RECER) |Sp+€ﬂw 2 e BB
p*—1 p*—1 *—1
ori-l or'—1 . ori-l
+€57_ —|—5m— +C’ /67 ——al? +6L]sp
*—1 p*—1 -1 p*—1
2r 1 . —1)2r -t
+s—57 a +C ﬁ’y |b|P +6—7<7 ) |t]P
p*—1 —1 p*—1
—1)27
L0 )2 ’b Lo =) 7( )
pr—1

o que mostra que a relagao (3.13) é valida.

Consideremos para cada n € IN a funcao g, : RY — R onde
Go = W8] — [un — ullvn — v — w7

< b)Y — (up — u)P (v, —v)7| 4+ w07,
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Tomando s = u,, —u, t = v, —v, a = u e b = v, segue pela relacdo (3.13) que

g

p*

0 < gn < eC(Jtn — u’” + [0, — v]P") + CoC(lul”" + 07"y + ZJul” + o]

Consequentemente, obtemos que

0< Wae = [gn—eC(lun —ul”" + |va — v+

< CO(ul + o) + L+ L e LR,
p

v
* *

e pelo fato de W, .(x) — 0 qtp em RY, quando n — oo, segue pelo Teorema

da convergéncia dominada de Lebesgue que

/ Wi dx = o(1).
RN

Entao como (u,,v,) é uma sequéncia limitada, temos que

limsup/ lgn| dz < limsup/ (We +eC(Jtp — ulP” + v, — 0P| do
RN RN

n—~oo n—oo

< sClimsup/ | — ul? + |v, — 0| da
RN

n—oo

< Me,

onde M > 0 independe de € > 0. Pelo fato de € > 0 ser qualquer obtemos que

/ 9] dz = o(1),
]RN

o que conclui a demonstracgao. ]
Consideremos sg = —L— ety = —2—, onde s1,t; > 0 sejam quais-
7y p* By p* ’
) (syt])p (syt])P
P ~ .
quer com ‘:—11 = (g) . Sendo para cada ¢ > 0, as funcoes v. € D' definidas

no Lema A.10, temos entao o seguinte resultado essencial para obtermos uma

segunda solugdo para o sistema (.59).

Lema 3.5 Suponhamos que a condicao (He,,) € satisfeita com p = q. Entdo

existem €,m > 0 tal que

sup I (Isove, ltgv:) < m < —p
>0 N

uniformemente para f € Iy, .
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Demonstragao: Como (v.) C D'P é limitada, temos que existe /; > 0 onde

"3\2
@\2

I(ZSO’UE, lto'l)s) < ﬁ g

para [ € [0,/1], independente de € € (0,1) e f € E,,, pois

"(s0 + to)

I(Isgve, ltgu,) |ve||P + PH e b 8 O|o [P Ay — P

IN

< O(P + lp1+q1) P

para alguma constante C' > 0, que independe de € € (0,1) e f € E,,. Ainda
pela desigualdade acima, temos que existe Iy > [y, independente de £ € (0,1)
e f € E,,, de modo que

I(Isgu:, ltgv:) < 0,

para todo [ € [lz,00). Portanto, independente de ¢ € (0,1) e f € IE,,, obtemos

1
sup  I(Isoue, ltov.) < =D (3.14)

1€[0,01]U[l2,00) 2N

Consideremos f € [, qualquer. Temos para todo € € (0,1) que

I(Isgv., ltgue)

p
_ lp(So —|—t >H H o lp1+£118671t81/ f?]§1+ql dr — lp*
RN

» 81 + tll) * +q1 P1491 +
= — | —— | ||Jvel|P =17 — P syt folrtady. (3.15)
P\ (s/1]) RN

Consideremos para cada ¢ € (0, 1) a fungao m. : [0,00) — R, onde

»r P t? .
me(l) = = [0 -
P\ (syt])¥

1

- sP4tP P
Sendo [, = p* P -» ( 1 lp)

(syt])P™

obtemos

1
supm:({) =m.(l.) = —
up (0) (le) =+

Observando que

(G867 7)o 6]
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segue pelas igualdades acima, a estimativa (A.24), a relagdo (A.2) e o Lema

3.3 que

@\2

S () < — 5 S
llzlgm() N

Logo pela defini¢ao de m,, pela estimativa acima e a relagao (3.15), temos que
1 *1 N ~N (N—p) n
sup I(Isov:, ltgve) < — i Sr»+0( 7 )—k folrTatdz, (3.16)

le(ly,la] RN

onde k = (T sP11d independente de f € Ey,.

N(p—-1)

N, - Entao temos pelas

Suponhamos inicialmente que p; + ¢1 <
relagdes (3.16) e (A.26) que existem C7,Cy > 0, independentes de ¢ € (0,1) e

f € E,,, tal que

_N <N (N—p) (N—p)(p1+41)
sup I(lsgve, ltgve) < PSP +Cie 7 —Che »?
le[ll,lg]
Agora como (Np_p) > (N_p);fﬁ‘“), temos que existe ; € (0,1), onde para cada

i 1, x1-Y gk
e € (0,e;) existe 1. € (0, xp* 7 S7), de modo que
sup 1(Isove, ltgve) < My, (3.17)
le[ll,lg]

para cada € € (0,¢1), independente de f € [Ey,.

N]E,p:pl), entao pelas relagoes (3.16) e (A.26),

Se tivermos p; + ¢ =

temos que existem Cp, Cy > 0, independentes de ¢ € (0,¢1) e f € E,,, onde

1 1_N =N &Y w
sup I(Isove, ltgve) < —p*  »S» + Cie 5= Che |In(e)].
lG[ll,lg] N

Pelo fato de (N;p) > (pr);flm), segue que existe €5 € (0,¢71), onde para cada

€ (0,e9) existe n9. € (0, %p*l_%gg), tal que
sup 1(Isove, ltgvs) < Mo, (3.18)
lG[l1,l2]
para todo € € (0,¢e2), independente de f € Ey,.

N(p—1)

N_p entao novamente pelas

Suponhamos agora que p; + q1 >
relagoes (3.16) e (A.26), temos que existem C,Cy > 0, independentes de

e € (0,e9) e f € Ep,, onde

sup I (lsove, ltgv.)
lE[ll,lg]

1 _N
p

<
_N

==

(N—p) (N=p)(p1+a1) _ (N—p)(p1+4a1) | N(p—1)
P =5

S + 018 P — 028 p?
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(N—p) = (N—p)(§1+q1)

_ (N=p)(p1+q1) N(p—1)
p P p + p

Como e ainda por < 0, temos que

existe &3 € (0,0, onde para cad & € (0,2,) existe ny. € (0. 3575 5%) ¢
sup I(Isove, ltgvs) < m3e, (3.19)
le[ll,lz]
para todo € € (0,e3), independente de f € E,,.

Fixemos ¢ € (0, e3) qualquer e consideremos

x1—

an?

<2

~N
n= max{ Sp 7771,5a 772,57 773,8}-

Observemos que pela definicao de 7;. temos que 7 € (0, %p*l_%g %) Segue
das relagoes (3.14), (3.17),(3.18) e (3.19), que independentemente do valor de
p1+q <pede f e, obtemos

]‘ x1-N 5N
sup I(Isoue, ltgu.) <np < —p* 2 S»,
1>0 N

o que conclui a demonstracao. O

Ja possuimos os argumentos necessarios para demonstrar o resultado
principal deste capitulo:
Demonstragao do Teorema 3.2: Seja € > 0 a constante obtida no Lema
3.5. Consideremos ly > 0 onde se (wp,29) = (loSovs, lotov:), obtemos que

| (wo, 20)|| > 1 e ainda,
ZO(S‘g + tg)”UsHp + lgl+tI1SgltglA0 . lg*sgtg <0

Afirmamos que I(wp,2p) < 0, independente de f € Ep,. De fato, pela de-

sigualdade de Holder e como ||v.||;»+ = 1, obtemos para cada f € E,, que
I(wo, z0) < lo(s + th)[ve|” + 15 56 16| fll .o — 1§ sty < 0.

Consideremos M = ||(wo, 20)|| + 1 e ainda X = B(0, M) C (D)2

: 1 1-N N . .1 1-N 5N
Sejan € (0, xp* ~ » S ) a constante obtida no Lema 3.5ed = Fp*  »S» —1.

" SP1+¢11
. p G
O<A—m1n{A0,6<p*_p1_ql> MP1+‘11}’

Consideremos
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e para cada f € [E,, definimos

cf = inf max I(1(t)),

onde
[ = {6 € (0, 1), X) : ¥(0) = (0,0), (1) = (wi, z0)}.

Afirmamos que ¢y > 0. De fato, segue pelo Lema 3.1 que existem u(f) € (0,1)
e v(f) > 0, de modo que I(u,v) > v(f) se ||[(u,v)|| = pu(f), donde segue que
cy > v(f)>0.

Recordando que K : L(RY) x (D'*)? — R é definido por

waw:O—&%ﬂ)/hMMW%@
p RN

afirmamos que | K (f, u,v)| < § para quaisquer (f,u,v) € Ey x X. Temos pela

desigualdade de Holder e as definicoes de S e A que

|7,

P11+ ¢
K(fu0) < @— - )wmww%

+q
< AQ—p””QS”%memw

*

A (p* —p1— Q1) g
p*

< 9,

Mpl +q1

IA

para quaisquer (f,u,v) € E, X X.

Temos ainda, para toda f € £, que

s
[z

1 ~
¢yt K(fa“?”) < Np*li S ) (320)

para quaisquer (u,v) € X. Pelo fato de |K(f, u,v)| < § = %p*l_%g% -,
para toda (f,u,v) € Ep x X, basta mostrar que cy < n para qualquer f € E,.

Fixada f € E, qualquer, consideremos s : [0,1] — X, onde

@Z)f (t) = (two, tZ[))

Segue que 9y € I" e pelo Lema 3.5, obtemos que ¢y < 1. Portanto a desigual-
dade (3.20) ¢ valida.
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Fixemos f € I, qualquer. Obtemos pelo Teorema A.3 que existe
(Un,vn) C X, sequéncia (PS)., para o funcional I. Devido a Observacao
3.1 podemos, sem perda de generalidade, considerar que u, — U e v, — V
fracamente em D'? e ainda U,V > 0 em RY, em particular (U, V) € X. Entdo

pela relagao (3.20) e o fato que ¢y > 0, segue que

1 N
0<cp< Np*l—%s% — K(f,U,V),
donde obtemos pelo Lema 3.4 que, a menos de subsequéncia, (u,,v,) — (U, V)
fortemente em (D?)?. Em particular, I'(U,V) = 0 e I(U,V) = ¢; > 0.

Suponhamos por absurdo que U = 0 € D', entdao obtemos
0=<I'(UV),(UV)>= V|,

e consequentemente 0 < ¢y = I(U,V) = 1(0,0) = 0, o que ¢ um absurdo.
Portanto temos que U € D'*\{0}. Analogamente obtemos V' € D'7\{0}.
Logo obtemos que (U, V') é solugao do sistema (S) e ainda I(U,V) =
¢y > 0. Observando que A < Ag, segue da demonstracao do Teorema 3.1 que
existe (u,v) solugdo do sistema (S) onde I(u,v) = oy < 0, o que conclui a

demonstracao. 0



Apeéendice A

Apeéendice

Faremos aqui um apanhado de resultados importantes que, embora ja
bem conhecidos, se fazem necessarios para termos uma leitura mais prazerosa
e compreensiva; isto porque, enunciados numa parte especial, evitam inter-
rupgoes nas demonstragoes dos teoremas (ou outros resultados) situados nos
capitulos especificos. Assim, sempre que for necessario, mencionaremos eles

por meio de referéncias cruzadas.

A.1 Algumas desigualdades

Nesta secao listaremos as principais desigualdades usadas neste tra-
balho. Consideremos quaisquer a, b > 0, z,y € R, s € (0,1], k, k' > 1

expoentes conjugados. Temos que

(a+b)F < 28 1(a* +0F), (A1)

(a+0b)* < a"+ k(a+b) 1. (A.2)

A seguir enunciamos a conhecida desigualdade de Young com . Para cada

e > 0, existe C' = C(g) > 0 de modo que

ab < ea® + CH”. (A.3)

75
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Pode-se provar facilmente que para cada k € (1,2], existe C' > 0, onde
2|22 — [y|*?y| < Ol —y[*. (A.4)
Analogamente, no caso em que k € [2,00), existe C' > 0, de modo que
222 — yI* 2yl < Clo —yl(Ja] + [y))* . (A.5)
Afirmamos que a seguinte desigualdade é satisfeita
(a+b)° <a®+10°. (A.6)

De fato, fixado b > 0 qualquer, consideremos a fungao g : [0,00) — R definida
por g(a) = (a+b)* —a®*+b*. Como g(0) =0e ¢'(a) =s[(a+b)* 1 —a*"1 <0
para todo a € [0, 00), pois s € (0, 1], segue que a fungao g é decrescente, o que
mostra a relagao (A.6).

A seguir enunciamos um resultado que foi extremamente util para o

desenvolvimento deste trabalho.

Lema A.1 Sendo a,b > 0 e k > 1 quaisquer, entao € vdlida a sequinte de-

siqualdade
(a+b)F —a* — b — ka*'b > 0. (A7)

Demonstragao:  Observe que para provar a desigualdade acima podemos,
sem perda de generalidade, supor que a, b > 0. Note ainda que mostrar a

relacdo (A.7) é equivalente a provar que
(x+1F -2 —1—ka™! >0, (A.8)

para todo x > 0 e £ > 1. Demonstraremos a relagao acima por inducao.

Suponhamos inicialmente que 1 < k£ < 2. Segue do Teorema fundamental do
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célculo e a desigualdade (A.6) que se z > 0, entao

1
d
(z+1)F —2F = /O£($~I—t)kdt

1
= k/ (z+t)"tdt
0

1
d
= —k OFT=(1 =) dt
| aroiga-y

1
> —k/ (xk_lthk_l)i(l—t) dt
0 dt
v d
> kot —k/ tF (1 —t) dt
0 dt

= k"1 4+ 1.

Portanto, para 1 < k < 2 temos que a relagao (A.8) é valida.

Consideremos agora n < k < n+ 1, (n > 2) e suponhamos que a
relagdo (A.8) é valida para n — 1 < k < n. Seja h : (0,00) — R definida
por h(x) = (v + 1)* — 2F — 1 — ka*~! para cada > 0. Temos, pela hipStese
de indugdo, que N (z) = k[(z + 1)*! — 2*1 — (k — 1)2*?] > k, para todo
z € (0,00), donde segue que 0 é minimo global de h. Como h(0) = 0, temos

que a desigualdade (A.8) é satisfeita paran < k <n + 1. O
Podemos mostrar que existe C' > 0, de forma que
- - —2
|[nlP=20 — [ [P~ < Cln =o' (In] + 1) (A.9)

para quaisquer p > 2 e n, ' € RY. Segue por Yang [72, (4.15)] que para cada

p > 2 e quaisquer 1, n’ € RY temos

(P2 + 10 1P 20 n+ ') > |n+ /|- (A.10)

A.2 Resultados abstratos

A seguir enunciamos o Teorema da funcao implicita, cuja demonstra-

¢ao pode ser encontrada em Ambrosetti e Prodi [13].
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Teorema A.1 Seja F € CY(OxU,Y), k> 1, ondeY € um espaco de Banach
e © (respect. U) é subconjunto aberto do espago de Banach T (respect. X ).
Suponha que F(6*,u*) = 0 e que F,(0*,u*) € Inv(X,Y). Entio existem
vizinhancas ©* de 0* em T e U* de u* em X e uma funcdo g € C*(©*, X) tal

que
i) F(6,9(0)) = 0, para todo 6 € O,
i) F(0,u) =0 e (6,u) € O x U* implicam u = g(d).
iii) ¢'(0) = —[Fu(p)]~" o Fo(p), onde p = (0,9(0)) e 0 € ©*.

Enunciamos também o Principio variacional de Ekeland, cuja demons-

tracao pode ser encontrada em de Figueiredo [33].

Teorema A.2 Suponha X um espaco métrico completo com a métrica d e
®: X — [—00,00] um operador semi-continuo inferiormente, com ® # +o0o e

limitado inferiormente. Entdao para cada € > 0, existe u. € X tal que
D (u.) < i§f¢) + ¢,
D(u.) < O(u) + ed(us,u), Vue X\{u}.
A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em Ekeland [44].

Corolério A.1 Se X € um espago de Banach e ® € CY(X,R) € limitada

inferiormente, entao existe sequéncia (z,,) C X tal que

®(z,) — inf &(z), e D' (x,) —0,

rzeX
quando n — o0.
O resultado a seguir é uma variacao do Teorema do passo da mon-

tanha, no qual nao ha a necessidade da condigao de Palais Smale (veja Brézis

e Nirenberg [23]).
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Teorema A.3 Seja ® uma funcdo de classe C' sobre um espago de Banach
E com ®(ey) = ¢. Suponha que existamn > 0, r > ¢ tais que ®(u) > r quando
|lu—-ei|| =n e P(ez) < ¢ para algum es € E, com ||ea — e1]| > n. Entao existe

uma sequéncia (u,) C E tal que
O(u,)=c"+o(l) e ¥(u,) =o(l),
onde

¢ = inf max ®(y(¢t)), " >r

~yel 0<t<1 ’

D= {y € C(0,1], B) : 7(0) = e1, 7(1) = es}.

O seguinte resultado foi provado por Kavian [52, Lema 4.8].

Lema A.2 Sejam Q2 C RY um conjunto aberto e (g,) uma sequéncia limitada
em L*(Q2), para algum 1 < s < oo, tal que g, — g qtp em ). Entao g € L*(12)

e gn — g fracamente em L*(€).
O préximo lema é devido a Brézis e Lieb [21].

Lema A.3 Sejam Q C RN um aberto e s € (0,00) quaisquer. Suponhamos
que (g,) C L*(Q2), onde g, — g qtp em Q e existe C > 0 tal que || gy 1s0) < C,

para todo n € N. Entao

g0 — 9l @) = N9nllzs) — 91|75 @) + o(1).
A demonstracao do resultado a seguir pode ser obtida em Brézis [20].

Lema A.4 Seja X um espago de Banach uniformemente convezo. Se (x,) C
X € tal que x, — x fracamente em X e lim, . ||z,| = ||z||, entdo z, — x

fortemente em X.

Motivados pelo trabalho de Boccardo e Murat [19], temos o seguinte

resultado a respeito da convergencia pontual do gradiente.
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Lema A.5 Consideremos p € [2,N) e (u,) C DYP(RY) uma sequéncia (PS),
para o funcional Iy, tal que u, — u fracamente em DYP(RYN). Entio a menos

de subsequéncia, Vu,(xr) — Vu(z), quando n — oo, gtp v € RV.

Demonstragao:  Consideremos, por simplicidade, B; = B(0,j) C RY,
para todo 7 € IN. Por argumentos de diagonalizacao, é suficiente provar que
Vu,(xz) — Vu(z), quando n — oo, qtp « € B;. Definimos para cada n € N a

funcao e, : RN — R, onde
en(7) =< |V, (2) [P 2Vu, (z) — |Vu(r)|P *Vu(r), Vu,(r) — Vu(z) > .

Segue pela relagao (A.10), que e, é uma fungao nao negativa e que para concluir
a demonstracdo, é suficiente mostrar que e,(z) — 0, qtp © € B;. Agora
pelo fato de (u,) C D' ser limitada e a relagao (A.9), segue que (e,) é
uniformemente limitada em LY(RY). Seja ¢ € C>®°(RY), uma fungao corte,
com 0 < ¢ <1 onde o suporte esta contido Bj; e ainda ¢ ¢ identicamente 1

sobre B;. Temos, para qualquer £ > 0 que

1 1 1
oeh d:r;z/ oeh dx+/ oeh dr. (A.11)
RN {lu|>k} {lul<k}

Devido a desigualdade de Holder, obtemos

p—1

/ ek dr < (/ endx)p(/ gbpplda:) ’
{lul>k} {lul>k} {lul>k}

p—1

1 p
(/ en dx) ’ / (bp%l dx
RN {lul>k}NB; 41

p—1

< C(/ 1dx> . (A.12)
{lu[>k}NBj11

Entretanto, novamente pela desigualdade de Holder temos

IN

/ ldx < / Md:zc
{[ul>k}NBj 41 {lul>k}nBy41 K

(L)

G
k Y

/ 1dx
B'+1

J

IN
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donde segue que

/ perdr < Cgf (A.13)
{lul>k} k»

P

Estimemos agora a segunda integral da soma na relacao (A.11). Fixado e > 0

qualquer, consideremos

1 1 1
/ pendr = / pen dr + / pen dx. (A.14)
{lu|<k} {lu|<k}n{|un—u|<e} {lul<k}n{|un—u|>e}

Porém, pela desigualdade de Hélder e a definicao de ¢, obtemos

p—1

1 % p P
/ pendr < (/ €n dm) (/ pr—T1 dm)
{lul<k}n{lun—ul>e} {lul<k}n{lun—u|>e} {lul<k}n{lun—ul>e}

p—1

< C / ¢7 T d
{lul<k}N{|un—ul>e}NB;11

p—1
< Cllun—ul 2} N Byl 7.

Agora, como | Bj 41| < 0o e u,, — uqtp em R, segue que (u, |p,,,) converge em
medida para u|p,,,. Entao existe no € IN tal que [{|u, —u| > e} N Bj;1| <,

para todo n > ngy. Portanto obtemos que

1 .
limsup/ pendr < Ce'v . (A.15)
{

n—0o0 lul<k}{|un—ul>e}
Considerando Sk . = {|u| < k}N{|u,—u| < e}NBj1, obtemos pela defini¢ao
da funcao e,, a desigualdade de Holder e o fato que 110 + ;%1 =1,

p—1

1 p—1
1 P )
/ pendr < / oe,dx / ¢dx
Sk,n,s Sk,n,e Sk,n,a
= Cj / e, dx
Sk,n,s

= (/ (VP 2Vu,V(u, — u)¢dr
Sk,n,s

¥

Observemos que o funcional linear H : D'* — R dado por

B =

|VulP2VuV (u, — u)p da:) . (A.16)

k,n,e

H(v) = / |VulP2VuVu ¢ d,
Sk,n,s
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é continuo. Segue entdo pelo fato de u, — wu fracamente em DYP, que
lim,, oo H(u, —u) =0, ou seja
lim |VulP~2VuV (u, — u)pdr = 0. (A.17)

n—oo
Sk,n,s

Para cada t > 0, consideremos a funcao 7; : R — R onde

Temos que se u € DMP(RY), entdao 7;(u) € D'P(RY) e ainda para 1 <i < N

vale
Ot ou g—; qtp em {z € RN : |u(z) < t},
O 0  qgtpem {x € R":|u(x) >t}

Obtemos entao pela definicao de 7. que

/ IV, |P2Vu,V (u, — u)¢dw
s

k,n,e

/ |V, P2V, V[ (u, — u)]¢dx
]RN

IA

/ |V, P2V, V(o (u, —u)] dx
]R,N

+/ \Vu, [P V|| (u, — u)| da,
]RN

(A.18)

mas, novamente pela definicao de 7. e a desigualdade de Holder, segue que

[ 90l 9l — )l e < (/ |Vun|p—1|v¢|dx)
RN RN
< clul ol <0 (A19)

Pelo fato (u,) é um sequéncia (PS). para o funcional I, podemos pela Ob-

servagao 2.2, considerar que u,,u > 0 qtp em RY e pela relagao (2.1) obtemos

/ |V, P 2Vu, Vot (u, — u)] dz
RN

< -I)\(un)a ¢Ta(un - u) > +)‘ fugz_1¢75(un - U’) dx
]RN

—l—/ uf:_lqua(un —u)dx
]RN
< on(1) + Cé, (A.20)
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onde lim,, .., 0,(1) = 0 e C' > 0 é independente de n. Entao pelas rela¢oes

(A.18), (A.19) e (A.20), segue que existe C' > 0, tal que

lim sup

n—oo

/ |V, P2 Vu,V (u, —u)pdr| < Ce. (A.21)
Sk,n,s

Passando o limite superior na equacao (A.16) e utilizando as relagoes (A.17)
e (A.21), obtemos que

1
lim Sup/ pehndr < Ce. (A.22)
S

n—00 ey

Segue pela defini¢ao de S, - € as relacoes (A.14), (A.15) e (A.22) que

1 .
lim sup/ peh dr < Cle+ 571), (A.23)
{lul<k}

para alguma constante C' > 0. Agora pelas relagoes (A.11), (A.13) e (A.23),
segue que

1 —1

lim sup pen dr < — +C(e4e7),

n—00 RN kr

portanto, fazendo ¢ — 0 e entao, k — oo, obtemos que

1

lim ek dr =0,

n—oo [pN

donde segue que e, (z) — 0 qtp x € B;, o que conclui a demonstracao. Il

De maneira similar podemos provar o seguinte resultado:

Lema A.6 Consideremos 2 < p < q < min{p*, N} e (un,v,) C D*P(RN) x
DY(RY) uma sequéncia (PS). para o funcional I, onde u,, — u fracamente em
DY (RYN) e v, — v fracamente em DY(RYN). Entio a menos de subsequéncia,

Vu,(xr) — Vu(z) e Vu,(z) — Vu(z), quando n — oo, qtp x € RY.

A.3 Operadores diferenciaveis

As definicoes e resultados desta se¢ao podem ser encontrados em Deim-

ling [39]. A idéia de diferenciabilidade sobre um espago vetorial, distinto de
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RY, segue a mesma idéia de diferenciabilidade que conhecemos em RY, in-
tuitivamente sao aproximacoes locais de um operador por operadores lineares
com uma certa precisao. Nesta se¢ao denotamos por X um espago de Banach

e por X* o seu espaco dual.

Definicao A.1 Sejam U C X um aberto e ® : U — R um operador. Dizemos
que @ € diferencidvel a Fréchet em v € U com derivada de Fréchet ®'(u) € X*
se

O(u+v) =0(u)+ < P'(u),v > +o(||v]),

onde o(||v]])/||v]] — 0 quando v — 0. Além disso, dizemos que ® € C*(U,R)

se @ a derivada de Fréchet existe e é continua em U.

Definicao A.2 Sejam U C X um aberto e ® : U — R um operador. Dize-
mos que ® € diferencidvel a Gateaux em uw € U com derivada de Gateaux

grad®(u) € X* se

lim [®(u + tv) — (u)] =< grad®(u),v >, Vv € X.

t—0+t

Lema A.7 Se o operador ® : U — R tem a derivada de Gateaux continua em

U, entao ® € C*(U, R).

Lema A.8 Sejam O um dominio suave (possivelmente ilimitado) de RN, 2 <
p < N eaindal < q<p<r <p* Suponhamos que h € L*(O) é nao
negativa e que as fungoes fi, fo satisfazem as condigoes (Hy) e (Hy) respec-
tivamente. Entio os operadores H; - Wy (O) — R, 1 < i < 4 definidos

por

Hz‘(U):/sz‘|U|qd$, 1<i<2, Hg(u):/o|Vu|pdm, H4(u):/oh|u|rd:v,

sao de classe C*t, ou seja, H; € C’l(WOl’p(O),]R), 1 <i<4. Além disso, suas

derivadas de Fréchet em u sao dadas por

< Hi(u),v >= q/ filu|*Puvde, 1<i<2,
o
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< Hj(u),v >= p/ |VuP~2VuV dr,
0

< Hj(u),v >= 7‘/ hlu|""?uv dz.
@

Demonstracao: Consideremos para cada s > 1 as funcoes G : OxRY — R

e Gs: O x R — R definidas por

|yl y
G(z,y) = p/ tldt e Gylr,y) = 5/ t571dt.
0 0

Para quaisquer u,v € W’ ((9) et e (0,1) temos

H(u—l—tv /fz $U+tv) Gy(z, )]d

Hi(u + tv) — H3(u) _ / G(z,Vu +tVv) — G(z, vu)daz
f o t ’

Hy(u+ tv) — Hy(u) _ / h[Gr(a:, u+tv) — Gz, u)] .
; o t

Agora para cada x € O, segue pelo Teorema do valor médio que existe

€ (0,1) tal que

50 Gl )~ Culr D] g ) + o))

< Clfi(@)[(Ju(@)|"+|v(x)|7) € L' (O),

para algum C' > 0 independente de u e v, para cada 1 <7 < 2, onde a ultima
desigualdade segue da relagao (A.3). De modo semelhante obtemos que

|G(z, Vu(z) + tVu(z)) — G(z, Vu(z))| < p|Vu(x) + 7tVo(z) [P~ HtVo(z)|
t - t
< C(IVu(@)P+|Vu(z)[) € L1(0),

+ 7tv(z)|" 7 tv(x)]
t

< Clh(@)|(lu()["+|v(2)[") € LY(O),

IN

@ DD Gelr ] )

para algum C' > 0 independe de u e v.

Temos entao pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

H;(u+ tv) — H;(u) / , (x,u+tv) — Gq(x,u)dx

hm
t—0t+ t

lim
t—0t+ t

q/ fi|u|q_2uv dx,
o
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lim Hi(u+ tv) — Hz(u) _ / lim G(z,Vu+tVo) —G(a:,Vu)dm
0

t—0+ t t—0+ t

— p/ |VulP~2VuVv dz,
o)

dx

t—0t t t—0t t

= r/h|u|r_2uvdx,
@

Segue da desigualdade de Holder e pelas imersoes de Sobolev que existe C' > 0,

Hy(u+tv) — Hy(u) / b lim Gr(z,u+tv) — G,(z,u)
0

independentes de u e v, de modo que

| < Hi(w), 0> | < LAl o g o)
| < Hyw), 0> | < Clulliply g ol
| < Hyw), 0> | < pllullty o 1olugeo:
| < Hyfw), v > | < Ol ulyh o 0wt

ou seja, H!(u) sdo operadores lineares limitados.
Mostremos agora que H! é continua. Seja (u,) C W;7?(O) tal que
u, — u em Wy*(O), mostremos que H!(u,) — H!(u). Segue da relacio (A.4),

a desigualdade de Holder e as imersoes de Sobolev que
11 () = Hy (w)l| = sup |< Hy(un) = Hi(u),v >|

< sup / Ll 20 — a2 [o]de

[lvf|=1
< C sup / il — "ol de
[lv]l=1

< Ol fillallun =l
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0 que mostra que Hj é continuo. Analogamente, temos que H) é continuo.
Segue pela relagao (A.9) que
[ H3(un) — Hy(u)|| = Sup |< Hy(un) — H3(u),v >|
v||=1

= P / V[P >V, — [VulP > Vu| [Voldz
O

[[ol=1

< C sup / Y, — V| ([Vun| + [Val)?2 [Volde
(@]

[o]l=1

< C sup / Vu, — Vu| (|[Vu, P72 + |VulP~?) |Vo|da
o

[[ol=1

-2 -2
< Cllun = ullypooy (Iunlly o) + 0l 2s0))

onde a ultima relacao segue pela desigualdade de Holder, o que mostra que H},
é continuo. Agora pela relacao (A.5), a desigualdade de Holder e as imersoes

de Sobolev temos que
[ Hy(un) — Hy(u)|| = sup |< Hj(un) — Hy(u),v >|

< swp [ Jbl]Junl = ol 2l olds
lvl=1J0O

< C sup / B[ty — u|(|tn] + [u]) "2 |v|dx
o

[ol=1

< C sup /O|h||un — ul (|un|7"_2 + |u|’"_2) lv|dz

l[oll=1

< Cllun = ullyg oo (luallyto, + el e )

o que mostra que Hj é continuo. Portanto, pelo Lema A.7 obtemos para cada

1 <i<4, que H; € C*(W,”(0),R). O

De maneira similar podemos provar o seguinte resultado:

s

Lema A.9 Suponhamos que a condi¢io (He,,) € satisfeita e f € LY(RN) ¢é
qualquer. Entdo o funcional I : DYP x DY — R, definido pela relagio (3.1) €

de classe C' e ainda vale a igualdade (3.2).
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A.4 Algumas estimativas

Consideremos y € RY e Ry, ¢y constantes positivas quaisquer. Seja
entdao ¢ € C*(RY), uma fungao corte, com 0 < ¢ < 1 onde o suporte esta
contido B(y,2Ry) e ainda ¢ é identicamente 1 sobre B(y, Ry). Para qualquer

e > 0 definimos u.,w., v. € C*(RY) por
1 we ()
ue(r) = —r W) = @)ue(a),  velw) = Tocll
(g—f—lx—ylﬁ) P ellLP

Temos entao as seguintes propriedades a respeito das fungoes v,:

Lema A.10 Sejam p € [2,N), p* = NN—_?;, [ € [1,p"), k, K > 1 expoentes

congugados com lk < p* (k' =00 se k =1). Temos que ||v:]|+ = 1,

N-—p
[vel[P =S+ 07 ), (A.24)
p—1 _ (N*p)Q(pfl)
[Vl =0 » ), (A.25)
e ainda
O(z—:(N;p)l) se l<—N]E,p_1)
_p )
1 (N—p)l
[htvclly 2 § O lin(e)))  se 1= 2=, (4.26)
[N(p=D+1p]
R (1) N(p—1)
O(g p se 1> ]\;lp

para toda h € LF com B(infR)h(a:) > 0 para algum 0 < R < B2 ¢ h(z) > 0
Y,2

em B(y,2Ry). Além disso, a desigualdade (A.26) ¢ uniforme em h € L¥ com
h(z) > 0 em B(y,2Ry), satisfazendo

RN
11 B 2 sty 1) = <o, (A.27)
_|_ p—1 D ’

R
para algum 0 < R < =P,

Demonstragao: Podemos considerar, sem perda de generalidade, que y =

0 € RN. A demonstragao das relagoes (A.24), (A.25), bem como o fato que

1

(N—p)
0(8 p? )HUEHLP* :SP"*P) (A28>
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podem ser encontradas em Drabek e Huang [41] ou ainda em Huang [51].

Agora provaremos que Hh%UEHlLl satisfaz a relacdo (A.26). Observemos

que
el = OW+ [ jupda
B(0,Ro)
= 0O(1) +/ lu|P” da
RN
e w-p \ P
= O()+S7=» O ) . (A.29)
Considerando a mudanca de variavel para coordenadas polares, obte-
mos que

/h|¢ua|ldx > / h|u.|" da
RN B(0,2R)
> inf h(m)(/ |u5|ldm+/ |u5|ldx>
B(y,2R) B(0,2R)\B(0,R) JB(0,R)

2R R
= wy inf h(x)(/ N Hu| dr + /TN_lluglld:U> (A.30)
0

B(y,2R) R

Na sequéncia estimaremos cada uma das integrais da soma acima. Temos que

2R 2R TN_l
N-1 l
J R =
R R (1—|-7*p—1) P
(N=p)l
2R N1
- __p_  (N—-p)l dr
R (1—|—fr p—l) P
e PR veen

= (R 71 +1) P/r W dr. (A31)
R

_ =1 .
Agora fazendo a mudanca de variavel s = R™'¢ % rna segunda integral da

soma em (A.30), temos

_p=1
R € N-1
_(N-p)l , N(p-1) S
/TN_1|ua|ldr:(RPp15) CR / . —w—r ds. (A.32)
0 0 (R_p—l —{—3p—1> p
Suponhamos [ < %__;). Neste caso, temos que

_(N=pl Np-1)
p p

> 0,
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e entao pelas relagoes (A.30), (A.31) e (A.32), temos que

wy inf h(z) [Hy__@-nu
/ houcl e > B ) / PN dr
RN R

_ P (N—p)l
(R#5 4 1)
RN- s <2N717(g,:1f§l _1
> wy inf h(z) e
-2 —p N—p)l
Pt (R )T (V- G
(RNCUN infB(y,2R) ]’L(I)) <2N1(8]?_11;2l — 1)
> (Np) (N—_p)l
(1+R71) V=%
= O1(R,h).
Entao pela relagao (A.28) e a estimativa acima obtemos, para [ < %__;), que
ht pu. ||
[ it = Wlonts
RN ”wEHLp*
Z Ol<R7 h) z
P w-p \ |7
O(1) + S¥-r (0(6 v’ ))
O1(R, h)

(N—p)l

— OJ(RWOE 7).

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que

oN-1-GH
O1(R,h) > wney ( N ) =cp > 0,

(p-1)

e portando

(N—p)l
/h|v€]ld:c20(5 2
RN

uniformemente em h satisfazendo (A.27).

Suponhamos agora que [ = . Neste caso, temos que

_WN=pl Np-1l _o,
p p

N(p-1)
N-p
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e entao pelas relagoes (A.30), (A.31) e (A.32), temos que

_p—1

e P SN—l
/ hlgu.l'"de > wy inf h(x)/ v v 48
RN 0 ( Tp-1

B(y,2R)

Vv

' f h e P SN 17(@71) d
N B SR (w)/l (( L @t

v

WN infB(yQR) h(.’L’ R _p=1

(1+ R75)57

— wy infpyar) h(z)RY /51751 ds

(1+ R75)55

p—l)w iIlfB 2R h(l’)RN
_ e Vowilagen MOR,

p (1+ RvT) »
= Oy(R,h)|In(e)).

Entao pela relagao (A.28) e a estimativa acima obtemos, para [ = N]Ef’:pl), que
higu.||!
[ tie = Wibend
RN ”wE ||Lp*

Oa(R, h)|in(e)]

O(1) + S# (0(5“15”))) _,,*] )
O3(R, h)|ln(e)|

v

—(N—p)l (N—p)p*

O(e »? ){O(s »? )+Spfip}p

(N

—p)l
P

= Ox(R, h)[In(e)|O(e ).

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que

e portando

(N—p)l
/ Bodl! de > Jin(e)| 07,
]RN

uniformemente em h satisfazendo (A.27).
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N(p—1
Suponhamos agora que [ > Js,p—_p). Neste caso, temos que

N — _

_Wepl  Np-D)
D p

e entao pelas relagoes (A.30), (A.31) e (A.32), temos que

0,

(N—p)l , N(p—1)
/ hlgu.|'dv > wy inf h(:C)(eRﬁ)_TerpTl
RN B(y.2R)

1 SNfl
X 1 __p_ _p_ (N-p) ds
5 (R p—1 spfl) P

WN iIlfB(yng) h(x)RNgi(N;p)l+N(;;;1) /1
1

v

_p_ (N—p)l
(1+ R71)5 2
(N—p)l | N(p—1)

= O4(R,h)O(e 7 T,

Entao pela relagdo (A.28) e a estimativa acima obtemos, para [ > %

htou.|;
[ etae = Lol
RN

[we '
_ (N—p)l +N(p—1)

Os(R, WO(e~ 7 +7%
1
L wop \ PP
O(1) + S¥-r (O(e 2 )) ]

(N—p)l | N(p—1)

Os3(R,h)O(e~ "7 T »

T
—(N-p)l (N —p)p* p* } p*

, que

Vv

O(e » )|O(e » )+ Sr>»

_ (pr)épfl)l + N(Zfl)

— Oy(R,NO( 7

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que
Og(R, h) > Wwneg = ¢ > 0,

e portando

_ (N—p)ép—l)l+N(p—l)

/h|v€]ld:c20(8 P P,
RN

uniformemente em h satisfazendo (A.27). O

A.5 Regularidade de solucgoes fracas

Consideremos O um dominio qualquer de R¥ e A : OxRxRY — RY,

B : 0O xRxRY — R funcoes que satisfazem certas condicoes. Estamos
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interessados em resultados de regularidade de solugoes do problema
divA(z,u,Vu) + B(z,u,Vu) =0, em O. (A.33)

Com relacao a estimativas da norma L, temos o seguinte resultado

devido a Serrin [60]:

Lema A.11 Suponha que 2 é um dominio limitado e Q C O. Suponha que
existemp € (1, N), a, e > 0 e fungoes b, e € L%(O), ce Lﬁ((’)) ed, f, g€
L%(O), tais que

Az, z,n)| < alnlP~" +b(z)[["~" +e,

| B(z,z,n)| < c(x)|nP~" +d(x) |/~ + f,

Az, z,m) - n = Inf’ —d(x)]z]" — g.
Entao qualquer solugdo fraca u do problema (A.33) satisfaz u € L*>®(€).

Agora se supormos que A € C(O x Rx RM)NCHO x R x RN¥\{0}) e

que B(z, z,n) é mensuravel na varidvel x e continua nas varidveis z e 7, onde

Aj(z, 2,0) =0, (A.34)

B, z,m)| < Clk+ )2, (A.35)

Z )&i&5 = c(k + [n))"21E)%, (A.36)

> |5 s < Ol + - (As7)

2; ( )‘ + %(w z n)‘) < C(k+ )2, (A.38)

para algum 2 < p < N, k € [0, 1] e constantes positivas ¢ e C, entao Tolksdorf

[70] obteve o seguinte resultado:
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Lema A.12 Seja Q um dominio suave e limitado de O, tal que Q C O.
Suponha que as condigoes (A.34)—~(A.38) sejam vdlidas e que u € WHP(O) N
L>®(0) € uma solugao fraca do problema (A.33). Entao existe v € (0,1] tal
que u € CH7(Q).

Com esses resultados provaremos a regularidade (local) para o caso

em que O = RY, A(z, 2,n) = o'y e Bz, zn) = M()| + |2l isto &
—Ayu = Af(x) |t +|ul", em O=R", (A.39)

onde A é um parametro real positivo, 1 < ¢ < p, 2 < p < N e a funcao f
satisfaz a condigao (Hy).

A regularidade das solugoes fracas do problema (A.39) no caso em que
r € [0,p* — 1) é consequéncia dos Lemas A.11 e A.12.

Agora, o caso r = p*—1 é mais delicado, visto que nao podemos aplicar
os lemas acima citados para obter as estimativas L, bem como as estimativas
C7. Procedendo do mesmo modo que Garcia e Peral [46], obtemos o seguinte

resultado a respeito das estimativas L> das solugoes fracas do problema (A.39):

Lema A.13 Suponhamos que as condigoes (Heyp) € (Hy) sejam satisfeitas e
que u € DYP(RYN) é uma solugao fraca nao negativa do problema (A.39). Entdo

u e L2 (RN\{0}).

loc

Demonstracao:  Seja @ um dominio suave limitado qualquer de RY tal
que O C RNM\{0}. Seja ainda 3 > 1 de modo que Bp < p*. Durante esta
demonstracao denotaremos por C' uma constante positiva que pode mudar de
valor um numero finito de vezes. Consideremos para cada [ > 0 as fungoes

F, G :[0,00) — R tal que

£ 8, se tel0,l],
Bt —1) +1°, se te(l,00),
tB=Dp+1 se te0,l],

G(t) =
BB+ D)p+ )IBFVe(t — ) +1B-Vp+ - ge ¢t € (1, 00),

Facilmente prova-se que F' e G sao funcgoes Lipschitz e ainda
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i) G(t) <tG'(t).
ii) Existe uma constante C' > 0, independente de [, onde [F'(t)]? < CG'(t).
iii) P71G(t) < C[F(t)]?, para alguma constante C' > 0, independente de .

iv) Se u € W'?(O) entao F(u), G(u) € W'P(O), desde que F e G sdo

funcoes Lipschitz.

Consideremos uma funcao teste £ = \?G(u) € W,?(O), onde x €
C(0) é uma funcao nao negativa qualquer. Entao pela definigao de solugao

fraca de (A.39), temos que

/]Vu]p2VUV(XPG(u))dx:/B(x,u)XpG(u)da:.
o 0

Pela regra do produto aplicada ao primeiro membro da igualdade

acima e o item i) obtemos

/ |VulPxPG' (u) dx
o

< —p/Xp_l\Vulp_2VuVXG(u)dx+/B(m,u)XpG(u)da:
o o
< p/xpIIVu]p1|Vx\[G(u)];[G(u)]pPldx+/B(x,u)XpG(u)d:U
o o
<

p /O VP VX G (G ()] 7 e+ /O B, u)x*G(u) dr
< €/O|Vu]pxpG'(u) d:c—l—C/O]VX|p(up1G(u))dx +/C)B(x,u)XpG(u) dz,

onde a ultima relacao segue da relacao (A.3). Segue pela condicao (Hy) que

existe C' > 0 de modo que
B(z,u) = Mf(z)u™ +uP < C(1 +uP ), (A.40)

para todo x € O. Tomando € € (0,1) qualquer, pelas desigualdades acima a
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desigualdade de Holder e os items ii) e iii) temos que

/ IXF'(u)Vul? dx
o

C/ |VulPxPG' (u) dx
o

C’/(Q\Vx\p(up_lG(u))dx+C/B(x,u)XpG(u)da:,

O
< c / V(G u)) do + C / W PG (u) di + Clsupp(x)|
(@) (@)

IN

IA

< c /O VXPE@ dz + C /O N P E )P de + Clsupp(x).

Pelas imersdes de Sobolev, ja que yF(u) € WyP(0), e a tltima de-

sigualdade, temos que existe C > 0, que depende apenas de x e 0, tal que

p

([ rwpa)”

< o [ VaF@)p
< C/ |XF’(u)Vu\pda:+C/ IVX[P[F(u)]P dx
< C/ |Vx[P[F pdm—i—C’/xup “P[F(u)]? dz + C|supp(x)|-

Fixemos zy € O qualquer e escolhemos x € CX(O) de modo que
supp(x) = B(zo, R), com x = 1 em B(zo, %), onde R > 0 escolhido de forma

a satisfazer

1
||u||Lp (B(zo,R)) < %

Entao pela desigualdade de Holder, temos que

P —p

0/ P P F@)Pde < O </0Xp*[F(U)]p*dq;);* (/B(mm up*d:c> =
( /O Xp*[F(u)]p*da:)
1 :

5 (/oXp [F@)]p*dx)pp <c/ [VXIP[F(w))” dz + Clsupp(x)|.

'B*‘.U

IA
N

Portanto temos que

Fazendo [ — oo, temos que

P
E3

1 . gpr P ~ ~
3 ([remas)” <o [ 19xeut ot o ssumnl
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Pelo fato que Op < p* e sendo zyp € O e x € C°(O) quaisquer, segue pela
(O). Considerando @’ um dominio suave e limitado

(@),

~ . ﬁp
relacao acima que u € L,

tal que O € @' e @ C RN\{0}, do mesmo modo concluimos que u € L2
donde segue que u € LPP"(0O).
Pelo fato da fungao u ser uma solugao do problema (A.39), temos que

u ¢ uma solugao da equacao

Apu=d(z) "' + f(z), em O,

onde
0, se  u <1,
d(x) =
i(lfc_’zf), se u>1,
e
0, se  u>1,
flz) =

B(xz,u), se u<l1.
Segue da relacao (A.40) que f € L>*(O). Se mostrarmos que d € L*(O) para

algum s > %, obtemos entao pelo Lema A.11 que u € L*(0O).
Afirmamos que d € Lﬂ%((’)). De fato, como u € L (O), por O ser

limitado e pela relagao (A.40) temos que

Lawrsa — [ e

1 p*
C/ [ —I—ul }
on{u>1} uP~
ﬁ
P

cyO|+c/ [u?” ]

@\2

IN

IN

= CIO|+ Clull 5 ) < o0

Portanto u € L>*(0), e pelo fato de O ser qualquer, temos que o resultado

estda demonstrado. O
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