UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

MARCIANO PEREIRA

EFEITO AHARONOV-BOHM: EXTENSOES
AUTO-ADJUNTAS E ESPALHAMENTO

SAO CARLOS
2009



EFEITO AHARONOV-BOHM: EXTENSOES AUTO-ADJUNTAS E
ESPALHAMENTO



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

MARCIANO PEREIRA

EFEITO AHARONOV-BOHM: EXTENSOES
AUTO-ADJUNTAS E ESPALHAMENTO

Tese apresentada ao Programa de
Po6s-Graduagao em Matematica
da UFSCar como parte dos requi-
sitos para obtencao do Titulo de

Doutor em Matematica.

Orientagao: Prof. Dr. César

Rogério de Oliveira

SAO CARLOS
2009



Ficha catalogréfica elaborada pelo DePT da
Biblioteca Comunitaria/lUFSCar

P436ea

Pereira, Marciano.

Efeito Aharonov-Bohm : extensdes auto-adjuntas e
espalhamento / Marciano Pereira. -- S&o Carlos : UFSCar,
2009.

93 f.

Tese (Doutorado) -- Universidade Federal de S&o Carlos,
2009.

1. Andlise funcional. 2. Aharonov-Bohm, Teoria de. 3.
Solendides finitos. 4. Operadores auto-adjuntos. 5.
Espalhamento (Matematica). |. Titulo.

CDD: 515.7 (20%)




Banca Examinadora:

Prof. Dr. César Ri)“gério de Oliveira
DM- UFSCar

=
e

Prof. Dr. Marcus Vinicius Araujo Lima

DM - UFSCar
Prof Dr Paulo Afonso Farla da Velga
ICMC — USP

o/

Prof. Dr. Pedro Paulo dé Magallides Rios
ICMC - USP

'i v A b
//é;ae Lt ctes (/‘K ,/ng.,&/

Prof. Dr. Joao Carlos Alves Barata
IF - USP



Dedico para Gisele, minha esposa, e Pedro, nosso filho,
e aos meus pais Ana (in memoriam) e Waldemar,

com muito amor e alegria.



Agradecimentos

A Deus pela satude e forca necesséarias para me dedicar a este projeto.

Ao meu orientador, Prof. César Rogério de Oliveira, por ter proposto este trabalho
e pela oportunidade de realiza-lo. Pelas orientacoes, paciéncia, incentivo, disponibilidade e
atencao sempre num clima de amizade. Obrigado pelos ensinamentos e exemplo.

A minha esposa Gisele e ao nosso filho Pedro, meus “motivos”, minha motivacao,
pelo amor, compreensao e apoio incondicionais a cada dia ao longo desses anos. Obrigado
por tudo! Essa vitéria é nossa.

Aos meus pais, Dona Nidi e Seu Marzinho, pela dedicacao e boa educacao que nos
deram, base de tudo, pelo amor, incentivo e por sempre acreditarem em mim. Ao meu irmao
Marcelo pelo incentivo e torcida. Aos demais familiares que deram forca e torceram por esta
conquista.

A Universidade Estadual de Ponta Grossa, incluindo os amigos e colegas do Depar-
tamento de Matemaética e Estatistica, que incentivaram e permitiram a minha liberacao para
o Doutorado.

Aos professores dos departamentos de Matematica da UFSCar e da UFSM pelos ensi-
namentos, confianca e amizade e pelo bom ambiente de trabalho. Em especial ao Brambilla,
Peneireiro e Malagutti.

A todos os colegas e em especial aos amigos, os quais nao citarei nomes para nao
cometer injusticas, pela parceria, confianca, amizade, convivéncia e pelo excelente ambiente
de estudos e pelos momentos de descontracao que passamos juntos e me proporcionaram
grande alegria.

A banca examinadora pelos comentarios e sugestoes.

As secretdrias, Irma e Mariana, e aos funciondrios do departamento pelo suporte
sempre que necessario.

Ao CNPq pela bolsa de estudos.



A UAC pelo cuidado e carinho dedicados ao nosso filho Pedro e por guia-lo em seus
primeiros passos na vida escolar.

Enfim, gostaria de agradecer a todos que de alguma forma, direta ou indiretamente,
contribuiram para a realizacao deste trabalho.

Obrigado, muito obrigado a todos!



Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de tdépicos relacionados ao Efeito Aharonov-
Bohm (AB). Nossa abordagem é a da mecanica quantica nao-relativistica e usamos o ponto
de vista da fisica-matematica.

(1) Estudamos o solendide de comprimento finito de raio zero e comparamos suas
extensoes auto-adjuntas com as do caso conhecido do solendide de comprimento infinito
também de raio zero no plano. (2) Considerando um solenéide cilindrico infinito de raio
maior do que zero, principalmente no plano, apresentamos uma classificacao de todos os
operadores de Schrodinger auto-adjuntos (isto é, as possiveis condigdes de fronteira na borda
do solenéide) que matematicamente poderiam caracterizar o operador AB, cujos dominios
estao contidos no espago natural das fungoes duas vezes fracamente diferenciaveis (e, natural-
mente, também de quadrado integravel). (3) Entao consideramos as tradicionais condigoes
de fronteira de Dirichlet, Neumann e Robin na borda do solendide e calculamos e compa-
ramos seus operadores de espalhamento e secoes de choque. Esperamos que com tal estudo
uma dessas extensoes auto-adjuntas possa ser selecionada experimentalmente. (4) Final-
mente, discutimos um mecanismo tedrico que propomos para selecionar, e assim justificar, o
usual hamiltoniano de AB com condigoes de Dirichlet na fronteira do solendide. Isto é obtido
por meio de uma sequéncia crescente de solendides de comprimentos finitos junto com um
procedimento natural de impermeabilizacao; além disso, mostramos que ambos os limites

comutam. Tais limites rigorosos sao no sentido forte do resolvente.



Abstract

In this work we present a study of topics related to the Aharonov-Bohm (AB) effect. Our
framework is that of nonrelativistic quantum mechanics and we use the point of view of
mathematical physics.

(1) We study the solenoid of finite length and zero radius and compare their self-
adjoint extensions with the known case of the solenoid of infinite length and also of zero radius
in the plane. (2) By considering an infinitely long cylindrical solenoid of radius greater than
zero, mainly in the plane, we present a classification of all self-adjoint Schrédinger operators
(i.e., the possible boundary conditions on the solenoid border) that mathematically could
characterize the AB operator, whose domains are contained in the natural space of twice
weakly differentiable functions (and, of course, also square integrable). (3) We then consider
the traditional Dirichlet, Neumann and Robin boundary conditions on the solenoid border
and calculate and compare their scattering matrices and cross sections. Hopefully this could
be used to experimentally select one of such extensions. (4) Finally, we discuss a theoretical
mechanism we propose to select and so justify the usual AB hamiltonian with Dirichlet
boundary conditions on the solenoid. This is obtained by way of increasing sequences of
finitely long solenoids together with a natural impermeability procedure; further, it is shown

that both limits commute. Such rigorous limits are in the strong resolvent sense.



Algumas Notacoes

1 o operador identidade
A o potencial vetorial do solendide infinito
A o potencial vetorial do solendide finito, de comprimento 2L
S a fronteira do solendide infinito
S;,  a fronteira do solendide finito
S° o interior do solendide infinito
7 o interior do solenéide finito
S’ o exterior do solendide infinito
S;. o exterior do solendide finito
W, os operadores de onda
S o operador de espalhamento

f(k,0) a amplitude de espalhamento
(—) (k,0) a secao de choque diferencial

a o raio do solendide
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Introducao

O Efeito Aharonov-Bohm (AB) é uma questao fundamental em fisica, mais especificamente
em Mecanica Quantica. Apesar de 50 anos ja terem se passado desde o artigo original
de AB de 1959, o efeito AB é algo ainda muito discutido na literatura. So6 para se ter
uma idéia, o artigo original de 1959 foi citado 2723 vezes (dados de junho/09) de acordo

R Isto d4 uma dimensao do interesse da comunidade de fisicos, e

com o Web of Science
pesquisadores de dreas correlatas, no assunto. Mesmo assim, ainda nao se chegou a uma
conclusao unanime sobre o real significado fisico atribuido ao potencial vetorial, o que revela
seu carater misterioso e intrigante.

Como é comum na literatura, o termo “efeito AB” sera usado num sentido amplo,
ou seja, a propriedades relacionadas a operadores similares aquele proposto originalmente
por AB em 1959. Exatamente ao que nos referimos deve estar claro em cada contexto.
Entretanto, o cenario mais considerado e tradicional para o efeito AB é como segue:

Dado um solendide cilindrico & carregando uma corrente elétrica estacionaria, de
comprimento infinito e raio a > 0, centrado na origem e eixo na direcao z, existe um campo
magnético constante B = (0,0, B) confinado em S§°, o interior de S, e anulando-se em sua
regiao exterior §’. O solendide é considerado impermedvel (impenetravel), no sentido que
o movimento de uma particula sem spin (de massa m = 1/2 e carga elétrica ¢) fora do
solendide nao tem contato com seu interior, particularmente com o campo magnético B. Se
A ¢ o potencial vetorial gerando este campo magnético, isto ¢, B = V x A, o operador
hamiltoniano usual descrevendo o movimento quantico desta particula carregada é dado por

(com h=1)

com condigoes de Dirichlet na fronteira, isto é, as fung¢oes no dominio de Hxpg anulam-se na
fronteira do solendide. Efeitos observaveis, como diferencas de fase na funcao de onda em

funcao de A, sao previstos e confirmados em muitos experimentos, apesar da particula estar



confinada em &’ (ver os artigos originais [3, 4, 5] e [19, 35, 36, 38, 43, 45] para descrigoes
detalhadas e uma longa lista de referéncias adicionais). Desde que o potencial vetorial nao é
assumido ser (identicamente) nulo na regiao exterior §’, a interpretagao em [3, 4, 5], e seguida
por uma enorme quantidade de artigos, é que A desempenha um papel proeminente em
mecanica quantica, de modo que estes efeitos mensuraveis seriam causados exclusivamente
por A, e nao exatamente pelo campo magnético B. Desde entao, isto tem sido chamado de
o efeito Aharonov-Bohm (apesar de tal questao ter sido considerada anteriormente [18, 21])
e ele estd diretamente relacionado a aceitacao de Hag acima como o modelo quantico de tal
situagao (particularmente, a presenca do potencial vetorial no hamiltoniano).

Com vérios experimentos realizados (particularmente os de Tonomura e colabora-
dores [38]), o foco atual do AB ndo é o resultado experimental, mas sim a descri¢ao e
interpretacao tedricas.

Neste trabalho estudamos topicos relacionados ao efeito AB, motivados, em principio,
pela idéia de aproximar o solendide idealizado de comprimento infinito por uma sequéncia
crescente de solendides de comprimentos finitos, uma vez que na pratica nao existe solendide
de comprimento infinito.

O conjunto das extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano inicial descreve todas as
possibilidades de modelos quanticos de determinada situacao. No caso especifico aqui es-
tudado, a particula quantica ndo pode entrar no solendide mas interage com ele (além,
eventualmente, também com o potencial magnético); as condi¢oes de contorno que classifi-
cam as extensoes auto-adjuntas sao as fisicamente possiveis do ponto de vista da Mecanica
Quantica, aquelas que descrevem essa interacao com a superficie do solendide, e gostariamos
de conhecer todas explicitamente ou, pelo menos, as “mais importantes”.

Ha varios resultados tedricos na literatura sobre o efeito AB com solendides infinitos
de raio nulo, na maioria das vezes com condi¢oes de Dirichlet no solendide; inclusive foi
para esse sistema que o artigo original de AB [3] estudou o espalhamento. Esses estudos
trazem duas idealizacoes, a saber, raio nulo e comprimento infinito, e a primeira contribuicao
técnica desta tese é sobre solendides ainda de raio nulo, mas de comprimento finito [42] e em
duas dimensoes (2D), e relacionar as extensoes auto-adjuntas nos dois casos [2, 13]. Este é
o conteudo do Capitulo 1 desta tese.

No caso de solendides infinitos de raio maior do que zero tem-se um operador de
Schrodinger inicial cujos indices de deficiéncia sao iguais a infinito. O Capitulo 2 apresenta

em 2D uma discussao a respeito de todas as extensoes auto-adjuntas neste caso, e entao elas



sdo devidamente explicitadas no importante caso de extensoes no espaco de Sobolev H2.

Essas condicoes de contorno devem ser vistas de forma “generalizada”, ou seja, nao
se restringem as tradicionais Dirichlet, Neumann e Robin. Os espagos de fungoes em que
essas condicoes generalizadas aparecem sao bastante abstratos, o que dificulta a obtencao
explicita de todas elas e, inclusive, até pode-se questionar se devemos desenvolver um grande
esforgo para explicitd-las sem que haja um motivo especifico para isso. No entanto, essas ex-
tensoes “exoéticas” devem, por exemplo, incluir a descricao de situagoes em que perturbacgoes
singulares e/ou dependentes do tempo (sobre o solenéide) sdo lentamente desligadas e os ope-
radores hamiltonianos convergem a um limite também diretamente associado a modelagem
matematica do sistema de Aharonov-Bohm.

No Capitulo 3 o espalhamento em 2D sera discutido nesse contexto, mas com res-
tricao as condigoes de contorno tradicionais mencionadas acima. Nestes casos serd demons-
trado que os operadores de onda existem e sao completos. As expressoes dos operadores
de espalhamento serao encontradas, bem como seus comportamentos assintoticos para altas
e baixas energias. A secao de choque diferencial também sera estudada. Resultados serao
comparados e ilustrados com alguns gréaficos na Secao 3.5. Experimentos apropriados (ou
seja, em regides adequadas de energias) com vistas a se¢ao de choque diferencial poderiam
ser realizados para decidir sobre qual extensao descreveria tais observagoes em laboratério.
Em caso de discordancia com todos esses casos, entao o espalhamento com operadores asso-
ciados a extensoes “nao-habituais” devem ser considerados. De certo ponto de vista pode-se
dizer que esse capitulo trata da selecao de extensoes auto-adjuntas através de experimentos
em laboratorio via se¢oes de choque.

A aceitacao na literatura de Hap acima, com o aparecimento explicito de A nao-nulo
fora do solendide impermeavel, embora ai B = V x A = 0, é baseado principalmente em
uma aplicacao do teorema de Stokes em uma regiao multiplamente conexa. Entretanto, este
argumento apresenta dificuldades matematicas e fisicas que devem ser justificadas cuidado-
samente. Ou seja, a aceitagao de Hap envolve uma escolha explicita que precisa de uma
explicagao. Seria também oportuno propor um mecanismo fisico e matematico (ou seja, pu-
ramente tedrico) de selegdo das extensoes mais “realistas”, e esse serd nosso principal tépico
no Capitulo 4, em 2D e 3D, no qual a extensao com condicao de Dirichlet na fronteira do
solendide é selecionada. Contudo, antes sera necessario encontrar a expressao do potencial
vetorial gerado por um solendide finito de raio positivo em todos os pontos do espago.

De forma resumida, as contribuicoes originais desta tese estao assim estruturadas:



inicialmente apresenta-se uma discussao sobre solendides finitos de raio zero e o limite para
comprimento tendendo ao infinito. Entao concentra-se ao caso mais realista de solendides
de raio maior do que zero e discutem-se as possiveis realizacoes fisicas do modelo através
das extensoes auto-adjuntas. Como em principio nao é ébvio qual dessas extensoes é a natu-
ralmente realizada, estuda-se e compara-se o espalhamento nos casos mais usuais (Dirichlet,
que foi estudada em [43], Neumann e Robin), e encontram-se faixas de energia que podem
distingui-las experimentalmente. Finalmente apresentamos um argumento tedrico que sele-
ciona a extensao de Dirichlet por um processo limite; ressalta-se que normalmente Dirichlet

¢é a extensao utilizada na literatura.



Capitulo 1

Solenoide Finito de Raio Nulo

Neste capitulo nosso objetivo é mostrar que o solendide finito de raio nulo tem infinitas
extensoes auto-adjuntas e encontra-las. Além disso, vamos relacioné-las com resultados co-

nhecidos sobre o solendide infinito, também de raio nulo, através de uma certa convergéncia.

1.1 Extensoes Auto-Adjuntas

Em [2, 13] aparece um estudo das extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de Aharonov-
Bohm (—iV — A)? do solenéide infinito de raio nulo no plano, em que A ¢ o bem-conhecido
potencial vetorial A = (A, Ay), A, = 0e Ay = %%, r > 0, em coordenadas polares
(r,¢), sendo ® o fluxo através do solendide. Note que foi para esse sistema de raio nulo que
Aharonov e Bohm estudaram detalhes no artigo seminal [3].

Nesta e na proxima secao apresentaremos nossa contribuicao ao problema; vamos
considerar o caso do solendide finito de raio nulo, talvez uma modelagem mais realista, e
comparar as extensoes auto-adjuntas nos dois casos. Outra motivacao para tal estudo é que
solendides de raio nulo sao os mais considerados na literatura, e de comprimento finito foi
apenas tratado brevemente em [42]. Este nosso estudo serve, também, como “aquecimento”
para o caso de solendide de raio nao-nulo a ser abordado em capitulos posteriores.

Consideremos um solendide de comprimento 2L > 0 e raio nulo, ao longo do eixo z,
centrado na origem e simétrico em relacao ao plano zy. Ignorando a coordenada z, eixo do

solendide, temos o movimento da particula em R?, plano zy.

Seja H, 1, o operador de Schrodinger

H,p = (—iV —Ap)?
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com dominio dom H, ; = C§°(R? \ {0}), no espago de Hilbert L?(R?). O potencial vetorial

A [42] é dado, em coordenadas polares (r, ¢), por

Ap(r,¢) = (Qﬁ), r >0,
P

com o = 5 Como usual e sem perda de generalidade, vamos supor 0 < a < 1. Este
s

operador é hermitiano, positivo e em coordenadas polares sua expressao ¢é
2 10 1 ( 0 a )2
— — —— ] .

06 \/1+ (r/L)>

Observe que quando L — oo recuperamos pontualmente o potencial vetorial do solendide

Hap=—%5 2+
’ or2 ror r?

infinito de raio nulo.

Observagao 1.1 O potencial vetorial Ay acima, apesar de ter sido retirado de [42], pode ser
recuperado do potencial vetorial do solendide finito e raio positivo (a > 0), que calcularemos
no Capitulo 4, tomando o limite para o raio tendendo a zero, a — 0; isto serd feito no
Apéndice A deste trabalho. Este caso idealizado do solendide de raio nulo € obtido a partir
do limite a — 0 com intensidade de campo magnético crescendo de forma que o fluzo total

¢ mantido constante igual a .

Lembramos que se T' é um operador hermitiano, entao os subespacos vetoriais fe-
chados K4 (T) := N(T* £41) = (img (T F i1))* sao os subespagos de deficiéncia de T e os

nimeros inteiros, dados por suas respectivas dimensoes,
ni(T) := dim N(T* +i1) = dim(img (T Fi1))*,

sao seus indices de deficiéencia. Como é bem-conhecido, esses indices estao diretamente
associados as extensoes auto-adjuntas de T

Agora vamos determinar os indices de deficiéncia ny(H, 1) de H, . Para isto fare-
mos a decomposicao polar do espaco de Hilbert L?(R?), ou seja, introduzindo as coordenadas

polares (7, ¢) tem-se

L*(R?) = L7y, ((0,00)) @ Ly (),

com S' denotando a circunferéncia unitaria em R2.

Usando o operador unitario U : L%, ((0,00)) — L2 ((0,00)), dado por (Uf)(r) =

rdr

r1/2f(r), e a base ortonormal {€™?/v/2r} _ de L3,(S") podemos escrever
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em que [¢"™?/\/27] denota o subespaco vetorial gerado por ¢™¢/y/27. Para detalhes veja,

por exemplo, o Capitulo X em [40]. Assim, H, ; pode ser escrito como

Hor =P U harmlU @1,

meZ

sendo hg, 1., um operador em L2 ((0,00)), com dominio dom h 1., = C§°((0, 00)), dado por
2

ha,L,m = _ﬁ + Va,L,m(T)a m & Z?

com

1 @ : 1
VmL,m(T) = ﬁ <m+ W) — Z . (11)

Antes de continuar revisaremos algumas defini¢ées e resultados bem-conhecidos que

serao usados na sequéncia, os quais podem ser encontrados em [17], [15] ou [40].

Definigao 1.1 Dizemos que uma fun¢io mensurdvel v : (0,00) — C estd em L2 ((0,00)) em

0 (respectivamente, em 0o ) se existe ¢ € (0,00) de modo que ¢ € L2 ((0,¢)) (respectivamente,
€ L3, ((c,0)))-

. 2 ,
Consideremos o operador T' = —-5 4 V(r) em (0,00), sendo V continua e real, e a
equagcao

Ty =X, AeC. (1.2)

Defini¢ao 1.2 O operador T € limit circle em 0 (resp., em o) se para algum A € C todas
as solugoes de (1.2) estao em L2 ((0,00)) em 0 (resp., em o0). Se T nao é limit circle em

0 (em 00), dizemos que T € limit point em 0 (em oo).

Teorema 1.1 Seja V' uma funcgdo real e continua em (0,00) e suponha que erista uma
fungao diferencidvel M positiva satisfazendo (1) V(r) > —M(r); (i) [°[M(r)]7/?dr = oo e
(iii) M'(r)/[M(r)]3/? € limitado no oco. Entio T é limit point em oc.

Teorema 1.2 Seja V continua e positiva prévimo de 0. Se V(r) > 2r=2 prézimo de 0,

'S

entao T € limit point em 0.

Teorema 1.3 Se limsup |r*V (r)| < 3/4, entdo T € limit circle em 0.

r—0

Teorema 1.4 (Weyl) Seja V' uma fungao real e continua em (0,00). Entdo o operador T

¢ essencialmente auto-adjunto em C§°((0,00)) se, e somente se, T é limite point em 0 e co.
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Continuando, vamos classificar o operador h, 1., em limit point e limit circle, em 0
e 00, para determinar seus indices de deficiéncia. Facamos isto em dois casos:
Caso oo: O operador hg, 1, € limit point no oo, para todo m € Z. De fato, basta

escolher a funcao M(r) e aplicar o Teorema 1.1.

R

Caso 0: Mostra-se facilmente que V,, 1, (r) > 417&, para todo m # 0, —1. Dal, segue
pelo Teorema 1.2 que hq, 1, € limit point em 0, para todo m # 0, —1. Por outro lado, para
m = 0, —1 temos que lim Sélp ’r2Va,L7m(r)| < 4§1’ e o Teorema 1.3 nos diz que hq 1, € limit
circle em 0 neste caso. .

Portanto, quando m # 0, —1 o operador A, 1., € essencialmente auto-adjunto pelo
Teorema 1.4, e assim seus indices de deficiéncia ny(ha,rm) s@0 iguais a zero; ja quando
m = 0,—1, temos ny(harm) = 1.

Entado ny(H, ) = 2 e, pelo Teorema de von Neumann 2.2.11 de [15], H,  tem
infinitas extensoes auto-adjuntas.

Agora, para encontrar todas as extensoes auto-adjuntas de H, j, consideramos as
solucoes em L%(R?) da equacao F;LQ,D = +it, sendo H, 1, o fecho de H, 1 e FZ’L o adjunto

de H, 1. Analogamente ao que foi feito acima, podemos escrever

FO[,L - @ UﬁlEQ,L,mU X 17

meZ

em que os operadores A 1m, 0s fechos de hq 1. em L2 ((0,00)), sdo dados por (veja [6])

dom a0 = {€ € L3,((0,00)) : £,¢/ € (0, 00)),

hays,06 € L3, ((0,00)), Wolé, €] = 0},

dom ooz, 1 = {€ € L,((0,00)) 1 £,€ € Hi((0,0)),

ha,r,—1§ € L7,.((0,00)), Wo[fvfg_fl)] = 0},

domEQ,L,m = {5 S Lc2ir<<07 OO)) : 575/ S Hlloc((()? OO))J

ha,L,mg € L?lr((o? OO))}? m 7é 07 _17

Ea,L,mf = ha,L,m£7 m e Z7

sendo Wyl¢, (] := lim, o+ W,[£, (], com W,[E, (] = &(r)'(r) — &(r)((r) o Wronskiano de

EeCemr € (0,00); ff) e f(i_l) sao as solugoes em L2 ((0,00)) das equagoes h;Lpf =
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+i€ e E; 11§ = %i§, respectivamente, visto que para m = 0, —1 os indices de deficiéncia
N4 (ha,Lm) sdo iguais a 1, as solugoes ¢ e Y existem e pertencem a L2.((0, 00)).

. -k Tk . 7 7 : 5
Aqui os operadores h, ;g€ h, 1 _q, adjuntos de hq 1o € ha -1, Tespectivamente, sao

dados por
domhy, ;o = {€ € L3,((0,00)) : £,¢ € Hje((0,00)),
ha,L,Og S Lzr((oa OO))}J
dornE:;,L,—l = {5 € L?lr((ov OO)) : 575, S Hlloc(<07 OO)),
hoz7L,—1€ € L?l’r‘((()? OO))}’
E:;,L,mg = ha,L,m§7 m = Oa -1
Usando

HZ,L = @ UﬁlEZ,L,mU ® 17

meZ

e sabendo que ny(H, ) = 2, encontramos que a equagao FZ’ ¥ = %) tem duas solugoes
linearmente independentes em L?(R?),

r—1/2 B 2 _
D) = =€), vV 0) = =),

Vo Vor
Sendo assim, tomamos § = { io ), ws_fl)} como uma base para os subespacos de deficiéncia
Ki(Har) = N(ﬁ;L Fil1), e seja U : K- — K, um operador unitdrio. Entao, da teoria de
von Neumann de extensoes auto-adjuntas ([15], Capitulo 2), as extensoes auto-adjuntas de

H, 1, sao dadas explicitamente por

domHZO’:L ={uel’R*):u=v+¢; +Upy, v EdomHyp, vy € K_},

HOLL{,LU = Hopv + iy — iUy,
sendo

Yy = 001/15:)) + 0—11/15:1), co, c-1 € C,

Uy, =dp +dwY, di= > Uper, j=0,-1,

k=0,—1

e U é uma matriz unitaria 2 x 2, a qual pode ser representada como

, b
U=e" o JaP b =1
b a

Para qualquer escolha possivel dos parametros 7, a e b, obtemos uma extensao auto-adjunta

do operador H, 1. E estas sao todas as extensoes auto-adjuntas deste operador.
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1.2 Uma Convergéncia

Nesta secao demostraremos que em cada setor m € Z as extensoes auto-adjuntas do solendide
finito convergem, no sentido uniforme do resolvente ([15], Capitulo 10), as extensoes auto-
adjuntas do solenéide infinito [2], quando L — oo.

Lembramos que se T;, e T sao operadores auto-adjuntos agindo num espaco de Hilbert
‘H, entao dizemos que T,, converge para 1" no sentido uniforme do resolvente quando n — oo

se

|1Ri(T) = R(T)|| — 0, n — oo,
em que R;(T,) e R;(T) denotam os operadores resolventes de 7,, ¢ T' no ponto i do plano
complexo, respectivamente.
Para nao sobrecarregar a notacao, consideremos

2
hoz,L,m - _W + Va,L,m(T)7

com V1, dado por (1.1), e

P (m+a)’—1/4
ham = T3 5 ;
’ dr? + r2

as extensoes auto-adjuntas do solendide finito e infinito associadas a matriz U, respectiva-

mente, em cada setor m € 7Z fixado. Nessas condi¢oes obtemos o seguinte
Teorema 1.5 h, 1., converge para he,, no sentido uniforme do resolvente quanto L — oo.

Demonstracao: Inicialmente observe que

ha,L,m - hoz,m + Voc,L,m7

sendo
Verpm(r) = 22 (1= VIFO7EF) _e 1
o r 1+ (r/L)? L2 (14 (r/L)?)
Vé-se facilmente que a fungao V, 1, é continua no intervalo [0, 00), com V, 1, (0) :=
—W, e Tlirglo Va.r.m(r) = 0. Dai segue que V, 1, ¢ limitada em [0, c0).

Além disso, Va1, — 0 uniformemente, quando L — oo, isto é, ||[Varmll,, — 0,
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quando L — oo. De fato,

Oma (1 —/1+ (r/L)2> o? 1

Va m\T)| = T 971 ./ 1 N\o\
Vormn)l =17 1+ (r/L)? L2 (1+(r/L)?)
2m|a |1 —+/1+ (r/L)?| o2 1
- 1+ (/L) | L1+ (/L)%
e racionalizando o quociente na primeira parcela a direita da desigualdade, obtemos
2|m|a 1—(1+(r/L)?% o? 1
Va,Lm(r)| < 2 3 NN EENYIAY)
r L+ (/L2 + (14 (r/L)?)|  L21+ (/L)
2|m|a 1 a?
< + =
L2 1+ (r/L)?+ (14 (r/L)?)| L7

2lmlal  a?

= 12 2 ' I2

1
= (|m\0z+a2)ﬁ, Vr e [0,00).

11

Consideramos agora duas identidades envolvendo operadores lineares A e B. Su-

pondo que exista A7, temos a seguinte relagaio A+B = A (1 + A™'B); e se existe (A+B) ™!,

obtemos (A+ B) ™' = (1+ A"'B)"" A,

Assim, usando as relacoes acima com A = hy,, — @ € B =V, 1, temos

A+ B= ha,m — 1+ Va,L,m = ha,L,m —1

(A + B)_l - Ri(hoa,L,m) = []- + Ri(hoc,m)va,L,m]il Ri(hoz,m)'

(1.3)

Entao para L grande de modo que ||V, |/, < 1 e lembrando que || R;(ham)| <1

podemos expandir [1 + R;(ham)Va, L,m]_l, obtendo

o0

1+ Ri<h0c,m)va7L,m]71 = Z<_1)k [Ri(ha,m)va,hm]k

k=0
=1- Ri<ha,m)va,L,m + [Ri<ha,m)va,L,m]2 ..

=1~ Ry(ham)Varm ¥ (~1)F [Ri(ham)Varml" .
k=0

Logo, (1.3) torna-se

Ri(ha,L,m) = Ri(ha,m) - Ri(ha,m)va,L,m <Z<_1)k [Ri(ha,m)va,Lym]k> Ri(ho‘vm)’
k=0
e, portanto, obtemos
1
Riha m_R’ihOém < Va m
1R (ha,rm) = Rilhagm) || < Vol 17— | Ri(hevom) VL.l

1
N
- ”Va,L,mnoo

S ||Va,L,m||oo 0, L — oc.



CAPITULO 1. SOLENOIDE FINITO DE RAIO NULO 12

Isto mostra que hq rm — ham Do sentido uniforme do resolvente, quando L — oo,
em cada setor m € Z. O

Observamos que o que nos permitiu fazer essa comparacao é que para cada matriz
unitdria ¢ tem-se uma extensio auto-adjunta tanto no caso de solendide finito (de qualquer
comprimento) quanto infinito (sempre de raio nulo), e a convergéncia quando L — oo é
aquela esperada, ou seja, com U fixo para todo L € (0, 00].

Para finalizar este capitulo note que inspecionando a demonstracao do Teorema 1.5

podemos demonstrar, usando os mesmos argumentos, o seguinte resultado mais geral:

Teorema 1.6 Sejam T', T, operadores auto-adjuntos densamente definidos no espaco de
Hilbert H de modo que T,, — T = V,,. Se o fecho de V,, € um operador limitado em H, ou
seja, Vi, € B(H), e V,, — 0 em B(H), entdo T, converge para T no sentido uniforme do

resolvente quando n — oo.



Capitulo 2

Extensoes do Solenodide Infinito de

Raio Positivo

Neste capitulo consideraremos o solendide cilindrico de comprimento infinito e raio maior
do que zero em 2D. Sejam S’ = R*\B(0;a), a > 0, e S a fronteira de S§’. Consideremos o
operador H = (—iV — A)2, com dominio dom H = Cg°(S’), no espaco de Hilbert L*(S),
sendo A, em coordenadas polares (7, ¢), dado por A = (A4,, A,), com A, =0e Ay = %,
r > a, em que ® é o fluxo magnético através do solendide. Como veremos na Se¢ao 3.2, o
operador acima é hermitiano e seus indices de deficiéncia sdo ny(H) = n_(H) = 400, entao
este operador possui infinitas extensoes auto-adjuntas [15].

Aqui estaremos interessados em encontrar e caracterizar, através de condigoes de
contorno da fronteira S, as extensoes auto-adjuntas de H. A idéia é conhecer todos os
possiveis operadores que potencialmente possam descrever o efeito Aharonov-Bohm. A
particula quantica nao pode entrar no solenéide mas interage com ele; as condigoes de con-
torno que classificam as extensoes auto-adjuntas sao as fisicamente possiveis, do ponto de
vista da Mecanica Quantica, que descrevem essa interacao com a superficie do solendide,
e gostariamos de conhecer todas explicitamente ou, pelo menos, as mais importantes. No
Capitulo 3 consideramos as condig¢oes Dirichlet, Neumann e Robin, e no Capitulo 4 propo-
mos e discutimos em detalhes um procedimento tedrico para selecionar uma tunica dessas
extensoes; contudo, nao ¢é necessario conhecer detalhes do material deste capitulo para ler
os seguintes desta tese.

Observamos que para se classificar todas as extensoes auto-adjuntas de H serd ne-

cessario usar alguns dos espagos H*(S) com s < 0. Além disso, uma das principais dificul-
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dades encontradas ¢ que o dominio do operador adjunto
dom H* = {3 € L*(S') : HY € L*(S)}

nao esta contido em H*(S') [24, 26, 27].

Nao iremos discutir o caso em R? porque a fronteira do solendide ndo é compacta
neste caso, e sendo assim nao é claro como definir os operadores traco, e vamos evitar esta
discussao. Mesmo definindo estes operadores para fronteiras nao-compactas [27], acreditamos

que os resultados nao tém grandes diferencas do caso em R? devido & simetria do problema.

2.1 Via Triplas de Fronteira

Nesta secao apresentaremos a nossa contribuicao no sentido de caracterizar as extensoes
auto-adjuntas de H através das triplas de fronteira (h, py, ps), descritas em [15], Capitulo 7.
Faremos agora um breve e objetivo resumo dessa teoria, entretanto demonstracoes e mais
detalhes podem ser encontrados na referéncia citada acima. Iniciemos com as formas de

fronteira.

Definicao 2.1 Seja T um operador hermitiano no espaco de Hilbert H. A forma de fronteira

de T € a aplicacao sesquilinear I' = I'r« : domT™ x domT™ — C dada por

L& n) = (T"n) —(&T™), &necdomT™.

Proposicao 2.1 I'(§,n) = 0, V¢, n € domT™, se, e somente se, T* € auto-adjunto, isto €,

se, e somente se, T' € essencialmente auto-adjunto.

Portanto, vemos pela proposicao acima que a forma de fronteira I' mede quanto 7™ se
distancia de ser auto-adjunto, o que implicaria em que 7' fosse essencialmente auto-adjunto.

Além disso, formas de fronteira podem ser usadas para determinar extensoes auto-
adjuntas de T notando que tais extensoes sao restricoes de T™ para certos dominios D tal que
['¢,n) =0,V n €D, como podemos ver no Lema 2.1 abaixo. Pela teoria de von Neumann
[15] cada extensao auto-adjunta de T' estd associada biunivocamente a um operador unitario
U:K_ (T') — K, (T') entre os subespagos de deficiéncia de T'; denote por T’ Ua correspondente
extensao auto-adjunta, cujo dominio é dom TV = {n=~C+n — Un, : ¢ € domT,n_ €

K_(T)}. Entao, temos o seguinte

Lema 2.1 A forma de fronteira ' restrita ao dom TU anula-se identicamente.
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Passemos agora as triplas de fronteira.

Definigao 2.2 Seja T um operador hermitiano com n_(T) = ny(T). Uma tripla de fron-
teira (h, p1,p2) para T é formada por um espaco de Hilbert h e duas aplicagdes lineares

p1, p2 - domT* — h com tmagens densas e de modo que

bTp-(&m) = (p1(§), pr(n)) — (p2(£), p2(n)), V& m € domT™,

para alguma constante 0 # b € C. (-,-) denota o produto interno em h e dimh = n (7).

Novamente, extensoes auto-adjuntas de 1" sao restrigoes de T™ a certos dominios D tal
que I'(§,n) = 0, V&, n € D, e dada uma tripla de fronteira para T, tais D estao relacionados
a operadores unitérios U : h — h de modo que Up;(§) = p2(§) e

(p1(§), pr()) = (p2(&), p2(n)) = (Up1(§),Upr(n)), V& meD.

Isto é resumido abaixo no principal teorema desta teoria, o qual da todas as extensoes

auto-adjuntas de T via triplas de fronteira.

Teorema 2.1 Seja T um operador hermitiano com indices de deficiéncia iguais. Se
(h, p1, p2) € uma tripla de fronteira para T', entao as extensoes auto-adjuntas de T sao dadas

por

dom TV = {¢ € dom T : po(&) = Upy(€)},
TVE =T, YéedomTY,

para todo operador unitdrio U : h — h.

Feito isto, agora voltemos ao objetivo inicial desta secao. Nossa contribuicao efetiva
foi incorporar o potencial vetorial A na forma de fronteira I' do operador H e obter novas
expressoes para p; € pg, COIMO Veremos a seguir.

Como ¢ esperado que as extensoes auto-adjuntas que possuem interpretacoes fisicas
mais claras sao aquelas com dominio em H?(S’), nesta se¢ao nos restringiremos a este caso.
As demais extensoes serao tratadas na Secao 2.2.

Como divA = 0 e usando os operadores tracos [11, 34] v : H%(S') — L3(S),
= Ul e 5 HAS) = L(S), = G

, e as férmulas de Green
S

// AY(z,y)o(z,y)dedy + | VY(z,y)Vo(r,y) drdy = /Sw Yo do,

S/
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valida para V1, ¢ € H*(S'), e

a a — —
/ —¢(I, We(r,y)dedy + | (@, y) S (x, y) dody = / YU Yo Y0(77 - €2) do,
’ 61‘ S’ al’ S

8 8 — —
/ i(x,y)w(x,y) dady + | (x,y) S0 (2, y) dedy = /%1# Yo Y0(17 - €,) do,
/ 3y S’ 8y S

validas para V¢, o € HY(S'), sendo 7 o vetor unitario e normal a & que aponta para dentro,
do a medida de superficie, S = S5(0;a) a circunferéncia centrada na origem de raio a,
(r,y) € R? e e, €, 0s vetores unitarios nas direcoes dos eixos x e y, respectivamente, a

forma de fronteira para H é dada por

= / (0¥ 119 — MY Y0p) do — 22'/ (0¥ Y0(A - 7) o) do,
S S

Vih,p € HX(S').

Passando para coordenadas polares (7, ¢), a forma de fronteira I" torna-se
2w agp a5,
F(¢>S0> =a w(CL?qb)a_(av ¢) - —((I, gb)tp(a, ¢)
0 r 0

-2 1/1(6% ¢) (A ’ 77) (CL, ¢)90(a> ¢)> d¢a

dx

Vi, € HA(S'), em que x(a,¢) e -

Vx € HA(S).
Definamos agora a tripla de fronteira (h, p1, ps2), com h = L*(S), em H?*(S’) por
pj HA(S) = LX(S), j = 1,2,

(a, ) denotam os tragos yox € 71X, respectivamente,

() = 0(0.) +i (500,0) ~ (A Na,0)01a.0)),

pa(w) = 0(a6) — (Gl 0) = (A, 0)0(a.0)).

Dali, segue que

(2i/a) (¥, ) = <P1(¢)7;01(90)>L2(3) - <P2(¢)7P2(90)>L2(3) ;

Vb, o € H*(S).
Como o produto interno do potencial vetorial A pelo vetor 7 se anula, ou seja,

A - 7= 0, obtemos que as expressoes de p; e py se reduzem a

) = $(a.6) + i (a,),

i) = 0(a,0) — 19 (a, ),
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0 que para nossa surpresa possui as mesmas expressoes que no caso sem potencial vetorial;
note que isto sé foi possivel porque o solendide é cilindrico.

Assim, obtemos o nosso principal resultado nesta secao:

Teorema 2.2 Todas as extensoes auto-adjuntas HY de H em H?*(S') sdo caracterizadas por

operadores unitdrios U : L2(S) — L*(S) de modo que p(¢)) = Upy(¥), ou seja,

dom HY = {4y e HA(S") : (1 — U)tp(a, ¢) = i(1 + U)g—?f(a, 9},

HY4 = H*), Vi € domHY.

Para encerrar esta secao, vejamos alguns exemplos com escolhas particulares do

operador unitario U.

Exemplo 2.1 Se U = —1, entado

dom HY = {¢p € H*(S') : ¢¥(a, ¢) = 0} = HA(S") N H(S'),
HY4 = H*y, VY €domHY,

¢ a chamada extensio auto-adjunta de Dirichlet, em que H{(S') = {4 € HYS) : v =
¥(a,¢) = 0}.

Exemplo 2.2 Se U =1, entao

dom HY = {1 € H*(S') : Oy /Or(a, ) = 0},
HY4 = H*), Y1 € domHY,

€ a chamada extensao auto-adjunta de Neumann.

Exemplo 2.3 Se (14+U) € invertivel. Entao para cada operador densamente definido e auto-
adjunto A : dom A C L*(S) — L2(8S) corresponde uma extensio auto-adjunta H*. De fato,
tome um operador unitdrio Uy de modo que A = —i(1—U4)(14+U4)"!, dom A = img (1+U,)
e img A = img (1 — Ua), e relembre a Tranformada de Cayley ([15], Capitulo 2). Agora,
dom H” ¢ o conjunto das ¢ € H*(S') com “O/Or(a,-) = A(a,-)”, entendido no sentido
que

oY

(1 - UA)qu)(au ¢) = 2(1 + UA)W((I’ ¢)7

para evitar questoes de dominio. Naturalmente a citacao entre aspas pode ser retirada se o

operador A for limitado.
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Analogamente, para cada B densamente definido e auto-adjunto agindo em L*(S)
corresponde um operador unitdrio Ug, e se (1 — U) € invertivel, entdo ele corresponde a
uma extensio auto-adjunta HP de H com dom HB o conjunto das ¢ € H*(S') tal que

“WU(a,-) = Bg—f(a, )7, no sentido que

(1~ Up)i(a 6) = i1 + Up) (0, 0).

Novamente a citagao entre aspas € retirada se B € limitado.

Exemplo 2.4 Se U € um operador de multiplicacao. Dada uma fung¢ao mensurdvel a valores

reais u(¢) coloque U = e™9) | ou seja, U € o operador de multiplicacdo pela fungdo e™?). Se

{gb cete) = —1} tem medida nula, entao a func¢ao
1 — etul®)
f(¢) = R

esta bem-definida e € mensurdvel a valores reais. O dominio da correspondente extensdao

auto-adjunta é

dom HY = {4 € H*(S') : 0v/0r(a, ¢) = f(d)U(a,d)}.

Analogamente, se {gb L ee) = 1} tem medida nula, entao

9(9) = i——m

€ uma fung¢ao a valores reais e o dominio da extensao auto-adjunta é
dom H = {4 € H}(S') : ¥(a, 6) = g(¢)/0r(a, d)}.

Exemplo 2.5 Casos particulares do FExemplo 2.4 sdo dados por funcoes constantes f e g.

No caso em que u é constante, ou seja, u(¢) = 9, V¢, com ¥ € (0,27) fizado, temos as
1 + 6119
1—e®

condigoes de fronteira de Robin com (3 =1 € R. Note que ¥ = 0 pode ser incluido

para obter-se o valor 3 = oo.

Finalizando, parece-nos que usando as triplas de fronteira a caracterizacao das ex-
tensoes auto-adjuntas de H, em H?*(S'), sao mais diretas do que usando operadores de
fronteira, a qual veremos a seguir. Contudo, esses operadores de fronteira se aplicam com

muito mais generalidade.
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2.2 Via Operadores de Fronteira

Em um extenso trabalho, porém aparentemente nao muito conhecido, Grubb [24] deu uma
caracterizagao geral e bastante abstrata das extensoes fechadas (ndo necessariamente auto-
adjuntas) e nao-fechadas de uma classe de operadores diferenciais parciais de ordem 2m,
com m > 0 inteiro. Referéncias relacionadas a esse trabalho sao [12, 22, 26, 27].

Embora nao seja uma prioridade deste nosso trabalho, nesta secao faremos uma
breve exposicao de sua caracterizagao das extensoes auto-adjuntas aplicada ao nosso caso,
isto é, caracterizaremos as extensoes auto-adjuntas do operador H = (—iV — A)? com
dom H = C§°(S’). Maiores detalhes e demonstragoes podem ser encontrados facilmente em
[24] e por isso nao os apresentaremos aqui; sendo assim, acreditamos que esta se¢ao funcione
mais como um roteiro de como a caracterizacao é feita.

Iniciamos observando que o operador H se encaixa na definigao do caso simétrico da
teoria de [24], Sec¢ao 2 do Capitulo II.

Lembrando que 7y e v; sao os operadores tracos da secao anterior, consideremos os

operadores H, H* e H satisfazendo
HcC Hp C H*,
sendo o operador H com dominio

dom H = H2(S') = {¢p € HX(S') : ¥ = ¢ = 0},

o fecho de H com dom H = C§°(S’); o operador H* com a mesma agdo de H e com dominio
dom H* = {y € L*(S') : Hy € L*(S")},

Hv definido no sentido das distribuigoes, o adjunto de H (o qual coincide com o adjunto de
H, ou seja, H* = ﬁ*, ver [15], Capitulo 2); e o operador Hp com a mesma lei de H e com
dominio

dom Hp = H*(S") NHy(S') = {v € H*(S') : yoyp = 0},
o operador auto-adjunto com condicao de Dirichlet na fronteira discutido no Exemplo 2.1.

Seja A € R de tal forma que X € p(Hp). Assim, temos
H—-)MCHp—ACH" — )\,

e com Hp—A1 um operador auto-adjunto com inversa limitada, a saber Ry(Hp). O operador
Hp é positivo, como mostra sua forma quadrética (por exemplo em [35]), e sendo assim, A

pode ser qualquer nimero < 0.
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Defina as aplicagoes
prs : dom H* — dom (Hp — A1) e pr¢:domH* — N(H* — A1),
por prs := (Hp — A1)"'(H* — A1) e pr¢ := 1 — prs, respectivamente.

Lema 2.2 dom H* = dom (Hp — A1) @ N(H* — A1), soma direta na topologia do grdfico de
H* — )\1.

Os operadores lineares H com H C H C H* denotarao as extensoes auto-adjuntas
de H. No préximo teorema aparece a caracterizacao de todas as extensoes auto-adjuntas

H — ) de H— \.

Teorema 2.3 Eriste uma correspondéncia bijetora entre extensoes auto-adjuntas H — N1
de H — A1 e operadores densamente definidos e auto-adjuntos T : domT C V — V| sendo
V' subespaco fechado de N(H* — A\1); aqui

domT:prcdomﬁ, V =domT,
Ty = Py((H* — A\1)¢), V1 € dom H,
dom H = {1 € dom H* : ¢ € dom T, Py ((H* — A\1)¢)) = T},

sendo e = preyp e Py LA(S') — Vo operador projecio ortogonal sobre V.

Agora podemos assumir, depois da adigdo de uma constante a H se necessario (ver
[20], Capitulo 6), que o problema de Dirichlet para H é unicamente resoluvel.
Seja K : f — 1) denotando o operador de Poisson resolvendo (o problema de Dirichlet
semi-homogéneo)
(H*—M1)Y=0,em &', At = f, em S.
E bem-conhecido que K : H~Y2(S) — N(H* — A1) é um isomorfismo, com
Ao : N(H* — A1) — H~/2(S) agindo como sua inversa [34].

Assim, definamos o operador Dirichlet-para-Neumann para A € p(Hp) por
P:HY3(S) - HY*S), P=%K,

sendo 4y : N(H* — A1) — H~%/2(S) o operador traco restricao de 7, : dom H* — H~3/2(S)
para N(H* — A1), o qual é a extensdo por continuidade de v, : H*(S') — HY/2(S) [34]. O
operador tracgo 9y acima pode ser visto de maneira analoga. P ¢ um operador linear limitado

(ver, por exemplo, [25] para detalhes sobre P).
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Definamos também o operador trago
yidom H* — HV(S), o =F1v — Pioy.

Algumas das principais propriedades de v aparecem no seguinte teorema. Mas antes, ob-
servamos que para denotar a relacdo de dualidade entre os espacos de fronteira H'/2(S) e
H~Y/2(S), usamos a notacio (f, g) 1, Vfe HY2(S) e Vg € HTVA(S).

1
2

Teorema 2.4 (i) As sequintes trés definigoes sao equivalentes:

a) Para ¢ € dom H*, v = Y19 — PAgt);
b) Para ) € dom H*, v = F11s;
c¢) Seja ¢ € dom H*, entdo v é o tnico elemento de HY?*(S) para o qual

((H* = AL)ih, ) = (7, %0)1 1, ¥ € N(H* = A1).

(ii) v aplica dom H* continuamente sobre H'/?(S), isto ¢, v : dom H* — HY*(S) é
continua e sobrejetora. Em dom Hp, v coincide com 7y, e aplica dom Hp continu-

amente sobre H/%(S). (Topologia do grdfico em dom H* e dom Hp)
(iii) O Nicleo de v : dom H* — HY?(S) é N(y) = dom H @ N(H* — \1).
(iv) Vale a sequinte Formula de Green

(H" = A1), 0) — (0, (H* = A1)p) = (v, Y0p)1 _1 — (o, 7) _

11
27 2
Vi, p € dom H*.

v) Defina a extensao H., — A1 de H — \1 por
() ﬁ vy p

dom (H, — A1) = {¢p € dom H* : y¢ = 0},
(H, — ML) = (H — AL)y, ¥ € dom (H, — AL).

Entao H, — A1 € auto-adjunta.

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [24].

Seja. H — A1 a extensdo auto-adjunta de H — A1 correspondendo (de maneira tinica)
ao operador T : domT C V — V densamente definido e auto-adjunto, sendo V' subespaco
fechado de N(H* — A1), como no Teorema 2.3. Passemos esta correspondéncia para uma
correspondéncia envolvendo condicoes de fronteira da seguinte maneira, em que X* denota

o espaco dual do subespago X:
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Definicdo 2.3 Sejam H — A1 e T como acima. Denote X = 4V subespaco fechado de
H~Y2(S), e defina o operador auto-adjunto L : dom L C X — X* por

dom L =AydomT, X =dom L,
(LAov; o) x+ x = (T, ), Vi € domT, Vo € V.
Lema 2.3 A Definicao 2.3 estabelece uma correspondéncia bijetora entre todos os operadores

auto-adjuntos T : domT C V — V (V. C N(H* — A1) subespaco fechado) e todos os
operadores auto-adjuntos L : dom L C X — X* (X C H~Y2(S) subespago fechado).

Note que o fato de 4o : N(H* — A1) — H~'/2(S) ser um isomorfismo d o resultado
acima, ou seja, quando 7' : domT" C V — V percorre todas as escolhas de subespacgos
fechados V' de N(H* — A1) e operadores auto-adjuntos de V em V', entdo L : dom L C
X — X* percorre todas as escolhas de subespacos fechados de H~'/2?(S) e operadores auto-

adjuntos de X em X*; por outro lado, desde que 7y ¢ invertivel T' é determinado a partir de

L.

Lema 2.4 Seja T : domT C V — V correspondendo a L : domL C X — X* como na
defini¢cdo acima. Entao os dois sequintes conjuntos Dy e Dy sao idénticos:

Dy ={yY €edomH" : ¢y € domT, Py((H* — A\1)y) =T} e

Dy ={¢ € dom H* : 4910 € dom L, v = Lypp em X }.

Observacao 2.1 Para f € HY?(S) definimos o elemento f|x € X* como o funcional

agindo como f em X:
(flx,9)x-x = (f,g)%v_%, Vge X.
Entao v = LYY em X no Lema 2.4 significa

—: T (LAY, 9)x+x, YgeX.

Agora estamos prontos para completar a correspondéncia e fazer a afirmacao do

Teorema 2.3 envolvendo condicoes de fronteira.

Teorema 2.5 FExiste uma correspondéncia bijetora entre todas as extensoes auto-adjuntas
H — )1 de H — )1 e todos os operadores auto-adjuntos L : domL ¢ X — X*, sendo X

subespaco fechado de H™'/2(S), e a correspondéncia sendo dada por

dom (H — A1) = {¢p € dom H* : 41 € dom L, vi) = LAg) em X }.

Aqui dom L = 49 dom (H — A1) (assim X = 4o dom (H — \1)).
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O resultado a seguir da condigdes necessarias e suficientes para que o dominio da

extensdo auto-adjunta I — A1 de H — A1 esteja contido em H?(S").

Teorema 2.6 Seja H— A1 correspondendo a L como no teorema anterior. Entdo dom (ﬁ[—

A1) C H?(S') se, e somente se, dom L C H3?(S).

Em [24] encontra-se a demonstragiao deste Teorema.
Encerramos esta se¢ao com alguns exemplos das correspondéncias entre os operadores

estabelecidas acima:

Exemplo 2.6 Para Hp—M\1, a extensao auto-adjunta de Dirichlet, com dominio dom (Hp—
M) = {v € HAS') : y¢ = 0}, temos que o correspondente operador T é V = {0},
domT = {0} e T =0. Pela Defini¢io 2.3 o operador L é dado por X = {0}, dom L = {0}
e L=0.

Exemplo 2.7 Considere a extensao auto-adjunta H, — A1 dada no Teorema 2.4, item (v).

Seu dominio é

dom (H, — A1) = {¢ € dom H" : y¢) = 0}
=dom H ® N(H* — \1) = H3(S) @ N(H* — \1).

Desde que dom T = pr dom (H,—A1), entao V = domT = N(H*—A1). Como (H,—A1)y €
img (H — A1), V¢ € dom (H, — A1), e L}(S’") = img (H — A1) ® N(H* — A1), seque que 0 =
Py((H, — A1)¢) = Tipe, Vb € dom (H, — A1), isto é, T = 0. Entio X = 4V = H1*(S),
com dom L = H~Y%(8) e L = 0. Observamos que dom (H, — A1) ¢ H*(S"), pelo Teorema
2.6.

Exemplo 2.8 Considere agora a extensao auto-adjunta de Neumann H.,, —A1, com dominio
dom (H,, — A1) = {t € H3(S) : 7190 = 0}. Visto que (70,71) : HA(S') — HY2(S) x HY?(S)
¢ sobrejetora (ver [34], Capitulo 1, Segio 8), (7o,71)(dom (H,, — A1)) = H3%(S) x {0}, e
assim dom L = H3%(S) e X = HY2(S), uma vez que H3/*(S) € denso em H~'/%(S). O

dominio dom (H.,, — A1) € caracterizado por

vip — Lygp =0, para vy € HB/Q(S),

ou seja,

11 — Pyt — Lygyy = 0, para yo1p € H¥2(S),
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quando v € dom (H,, —\1). Como v, = 0 em dom (H,, —\1), entdo L+P = 0 em H>/*(S),
isto é, L = —P e dom L = H*?(S). Observamos que neste eremplo domT = K (dom L) =
K(HY%(S)), V = K(X) = K(HV(S)) = N(H* = A1) e (T, ¢) = (=P, %)
Vi edomT,VpeV.

1_1,
272



Capitulo 3

Espalhamento para o Efeito

Aharonov-Bohm

Neste capitulo nosso objetivo é fazer um estudo da teoria de espalhamento para algumas
extensoes do hamiltoniano de Aharonov-Bohm do solendide infinito de raio positivo no plano
R2. Um dos pontos é mostrar a existéncia dos operadores de onda e que sao completos, bem
como obter sua expressao explicita. Nosso estudo foi baseado em [43], o qual, entre outras
coisas, fez um estudo para a extensao auto-adjunta de Dirichlet. Nossa contribuicao foi
realizar um estudo similar para as extensoes auto-adjuntas de Neumann e do tipo Robin,
encontradas na Segao 2.1 do Capitulo 2 desta tese, e entao comparar algumas grandezas
relacionadas aos respectivos espalhamentos. Obteremos que o operador de espalhamento do
caso Robin comporta-se como o do caso Neumann para altas energias (Observagao 3.2). Por
outro lado, para baixas energias o operador de espalhamento tem o mesmo comportamento
nos tres casos.

Na secao 3.1 aparece uma breve revisao da teoria de espalhamento e o contexto
necessario as segoes seguintes. Na secao 3.2 descrevemos as extensoes auto-adjuntas com as
quais iremos trabalhar. Nas se¢oes 3.3 e 3.4 fazemos um estudo da teoria de espalhamento
para as extensoes de Neumann e do tipo Robin, respectivamente. Finalmente na segao 3.5
apresentamos alguns graficos e comentéarios comparando alguns resultados obtidos nas secoes
anteriores.

Embora em principio as discussoes nos casos das extensoes de Dirichlet e Neumann
seguem do caso Robin, na pratica os estudos de Dirichlet e Neumann guiam as consideragoes

no caso Robin; assim consideramos os trés casos explicitamente. Por conveniéncia denota-
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remos por ka — oo as situagoes em que ka for suficientemente grande e por ka — 0 quando

ka for suficientemente pequeno.

3.1 Teoria de Espalhamento

Nesta secao faremos uma rapida descricao da teoria de espalhamento, baseada principalmente
em [7, 43], voltada para o que pretendemos fazer nas proximas segdes. Para detalhes e um
estudo profundo da teoria de espalhamento veja também [41, 46).

Consideremos um sistema em mecanica quantica cujos estados £ sao vetores unitarios
em um espaco de Hilbert H e cuja evolucao temporal é gerada por um operador auto-
adjunto H agindo em H. A teoria de espalhamento dependente do tempo estd preocupada
com a questao de saber se os estados e *¢ sdo “estados de espalhamento”, isto é, se para
t — o0 eles “comportam-se como” estados que sao “livres” em um sentido apropriado. Isto
iH

—iHopt

implica na comparacao da dinamica e "' com a dinamica livre e que age em geral em

outro espago de Hilbert Hy. Assim, também precisamos de uma aplicagdo de comparagao
J : Ho — H, a qual é um operador unitario. Mais precisamente, um estado & € H é
um estado de espalhamento se podemos encontrar estados livres £+ € Hy de modo que a

diferenca
He—thg o je_iHotfi” — Hf . ethje—iHotgiH

vai a zero quando t — 4o0.
Definicao 3.1 Os operadores de onda sao os limites fortes
Wy :=s— lim eH!Je ot
t—=+o0
se eles existirem.

Assim, a relagao entre &4 e £ acima pode ser escrita como

§= Wil

Definigao 3.2 Os operadores de onda Wy sdo ditos completos se img Wo = H,(H)*, com

H,(H) denotando o fecho do subespago gerado pelos autovetores de H.

Desde que para £ € dom W.. temos

Watl = tim [T ot = e]).
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segue que Wy : dom W, — img W, sao isometrias parciais. Assim, Wi sao projecoes
ortogonais sobre img W e restrito a estes subespacos Wi = Wi'.

Os vetores £, e £_ estao relacionados por

& = 5¢-,

sendo S dado por
S =WIW_,

o qual é chamado operador de espalhamento ou matriz S.

Neste inicio a descri¢ao foi bem geral, mas a partir de agora e por todo este capitulo
consideraremos a situacao especial em que H ¢é o espaco de Hilbert das fungoes de quadrado
integrével dependendo de pontos ¥ = (z,y) no plano. Isto corresponde ao sistema fisico
que queremos modelar, a saber, espalhamento de particulas fora de um obstaculo cilindrico.
Neste caso negligenciaremos a coordenada ao longo do eixo do cilindro e, assim, somente
consideraremos espalhamento no plano. Ao longo deste capitulo nos limitaremos a uma
situagao deste tipo, ou seja, uma particula (nao-relativistica) espalhando longe de um po-
tencial continuo de curto alcance V(x,y), em que V' é de curto alcance se existem constantes

C, R > 0 de modo que

V(z,y)| < | V|(z,y)| > R,

(z,y)[*+0’

para algum ¢ > 0. Esta é uma classificacao tradicional e tecnicamente conveniente em teoria
de espalhamento.
Sejam

H=-A+V(z,y) e Hy=pi+ps,

agindo nos espacos posigao, H = L*(R?), e momento, Hy = L2(R2), respectivamente, em que
7= (p1,p2), p* = |p]* e o operador comparagiao J ¢ a transformada inversa de Fourier F.

Por outro lado, na teoria de espalhamento independente do tempo resolve-se a
equacao de Schrodinger independente do tempo Hy = p?p para as funcoes de entrada
©_(7,p) e saida o, (Z, ), as quais se reduzem a ondas planas ¢(Z, p) = €7 para |7| — oo,
sendo estas solugoes da equagao de Schrodinger da particula livre. A conexao com os opera-
dores de onda W, definidos acima ¢ dada por

WaO)(@ = 5 [ o+ @RCPF ¢ € Ho
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De agora em diante consideremos o caso em que V' (z,y) é uma fungao esfericamente
simétrica V' (r), e usaremos coordenadas polares tanto no espago de posi¢ao (r,6) como no

espago de momentos (k,#'). Nas novas coordenadas

respectivamente. Na teoria de espalhamento independente do tempo considera-se o com-
portamento assintético da solugao (fun¢ao de onda de entrada) da equagao de Schrodinger

independente do tempo, a qual para este caso no plano é

ikr

QD,(T, 0’ ]{Z, 0/) ~ eikrcos(efe’) + f(k‘, 0 — 9/) e

ri/2’

r — 00, (3.1)

sendo f a chamada amplitude de espalhamento. A secdo de choque de espalhamento diferen-

cial é entao dada por (na notagao usual em fisica)

(%) (o) = 15002

Fisicamente esta quantidade mede a densidade de probabilidade de uma particula incidente,
depois da interacao com o alvo (centro espalhador), ou seja, uma particula espalhada, ser
encontrada dentro de um cone em torno de (k, 6).

Para encontrar o comportamento assintético de ¢_, e portanto, a amplitude de
espalhamento f(k,#), procedemos como segue. Primeiro fazemos a expansao de Fourier do

fator de onda plana e da amplitude de espalhamento

[e.o]

eikrcosQZ Z Z‘m‘J‘m‘(k?’l">€Zm6, f(k’,@): Z fm(k)eim€7

m=—0oo m=—oQ
respectivamente, sendo que .J,, denota a funcao de Bessel de primeira espécie de ordem n.

Substituindo em (3.1), usando o comportamento assintético de J,(r) [37],

2\"? 1
I (1) ~ <ﬁ) Ccos (r — 5T - %) , T — 00,

e lembrando que cos 9 = (¢ + e¢7") /2, obtemos

. = (_ 1)m6i7r/47ikr 67i7r/4 fm ikr imb
o_(r,0;k,0) ~ Z[ rk )2 + (27rkr)1/2+r1/2 e | ™. (3.2)

m=—0Q0

Por outro lado, ¢_ resolve a equacao de Schrodinger e é regular na origem. Usando

separacao de varidveis chegamos a

o

o (r,0:5,0) = > ap(k)pm(r,k)e™, (3.3)

m=—0o0
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sendo ¢, uma solugao para a equagao de Schrodinger radial de momento angular m,
2 1d m?
(2180

a qual é regular na origem. Desde que V' é de curto alcance, o comportamento de ¢, para

r — oo deve ser

o, k) ~ (2/7)Y2 cos (kr - %|m]7r - % + 5m(k)) /(/m«)l/Z, (3.4)

em que o deslocamento de fase 9,, mede a diferenca no argumento quando comparado com
o comportamento assintético de Jj,(kr), a qual é a solugao da equacao radial livre, ou seja,
com V = 0, que é regular na origem.

Agora podemos comparar o comportamento assintético de ¢_ dado por (3.2) por um

lado, e por (3.3) e (3.4) por outro. Esta comparacao leva a

am(k) = ilmlgidm (k)

e
62i5m(k) -1
(k) = ———.
fm(k) (2mik)1/2
Assim, finalmente obtemos
1 C 0m (k imo
J(h0) = e Do (00 1), (35)

a qual expressa formalmente a amplitude de espalhamento em termos dos deslocamentos de
fase d,,.

Na abordagem dependente do tempo a simetria esférica pode ser levada em conta
similarmente. Decompomos H e H, em subespacos H,,, Hp,, com correspondentes projecoes
P, Pym. Por exemplo,

im@

(Pun)(r,0) = Wﬁm@’),

sendo

1 2m i
M (r) = W/o e (r, 0)do

as componentes de 17 com momento angular m, pertencendo ao espaco de Hilbert H, =

L2, ([0,00)). O Hamiltoniano H deixa H,, invariante e da origem a uma sequéncia de Ha-

miltonianos
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em H,. A transformada inversa de Fourier F pode ser decomposta como

(e 9]

(FO)(r,0) = 2m)™2 > €™ (Fpulon) (1),

m=—0oQ

sendo F,, : Hir — H, o operador unitario dado por

(Fu)(r) = i™ / " o (o (k)

em que Hy = L2, ([0,00)). Correspondentemente, consideramos uma sequéncia de operado-

res de onda de Hj em H,

. . i 2
Wipm=5— lim efmtF, e k1
’ t—=o0

Como aqui estamos em R? inteiro, isto ¢, sem obstaculo, para os potenciais V' considerados
aqui nesta secao, ou seja, V' de curto alcance, mostra-se que Wy ,,, existem e sao completos

em cada setor m. A relagao deles com a abordagem independente do tempo é dada por
Wemt)) =i [ )0,
0
Entao a correspondente matriz S no setor m, S,, : Hi — Hx,
Sm =Wi, WV m,
¢ dada por
(S)(8) = YLy V) ) = (=) [ e O v )
= (=)™ /O N Ok, 7)) {i”” /0 N om (K, r)e“m(’f/)zp(k’)k’dk’} rdr
= / " o)) { / h W(pm(k’,r)rdr] (kK dk’
0 0
= / " om0 ()5 — K Y R
0
= 20 ®y(k), o € Hy,

isto é,
62i6m(k)w(k)a k= kl?
0, k#Fk,

(Smt) (k) =

ou seja, Sy, é o operador de multiplicacio por e?*=*) em H,,.

O operador de onda W4 da Definicao 3.1 agora pode ser escrito como

o0

WxQ)(r,0) = 2m) 72 Y ™ (Wa i) (r)-

m=—00
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Similarmente, o operador de espalhamento S : Hy — H, satisfaz

(¢, S€) :/g (k,0)(SE)(k,0)dOkdk = Z / Con (B) S (K) & (K edke
_ Z / |: 27T -1/2 C(k 9) zm9d6:| 2i6m (k) |:(27T)1/2 2ﬂ§<k’el)67im9’d9/ kdk
m=—o0 0 0
= ((,&) + (2m)” Z / / - / mO=0¢(k,0)¢(k, 0') (¥ ®) — 1)dhdo’ kdk,

e de (3.5) concluimos que

oo p2m 27w 1 1/2
(¢, 58) = (¢, &) + / / C(k,0)(k,0) <;—W) f(k,0 — 0)d0do' kdk,
o Jo Jo
V(, € € Hp, em que (-, -) denota o produto interno em Hy, e assim

1k

5000 = (2" siwor

T

entendido no sentido descrito acima, a qual é a relagao correta entre f e S.

3.2 Extensoes Auto-Adjuntas

Nesta secao iremos descrever para quais extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano de
Aharonov-Bohm do solendide infinito de raio positivo no plano faremos teoria de espalha-
mento. Escolhemos algumas das extensoes auto-adjuntas que preservam momento angular
uma vez que estamos considerando que os subespacos H,,, sdo invariantes por H. Além disso,
as extensoes descritas abaixo sao as mais comuns e as mais vistas na literatura quando fron-
teiras sao consideradas. Entretanto, existem extensoes que nao preservam momento angular,
veja, por exemplo, [2] na situacao em que a matriz 2 x 2 entre os subespagcos de deficiéncia,
a qual da todas as extensoes auto-adjuntas do solendide infinito de raio nulo, nao é uma
matriz diagonal; veja também [13].

Consideremos o operador formal
H = (—iV — A)?,

no espaco de Hilbert H = L%*(S’), sendo A, em coordenadas polares (r,6), dado por A =

d
(A, Ag), com A, =0e Ay = = r > a. Este operador pode ser escrito em coordenadas
mr

? 10 1,8 2

polares como
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sendo a = —®/(27). Sem perda de generalidade, vamos considerar 0 < a < 1.
O préximo passo é definir as desejadas extensoes auto-adjuntas de H e isto é feito
como segue. Fazendo a decomposicio polar H = H® ® Hs, sendo HS = L2, ([a,)) e

Hy = L2,(S'), obtemos uma sequéncia de operadores formais

? 1d (m+a)?
Hyppo = =~ — =4 8
* dr? rdr+ 72

em H¢. Para alcangar nosso objetivo precisamos obter estes operadores como operado-
res auto-adjuntos em H?. Estes por sua vez nao sao essencialmente auto-adjuntos em
Cs°((a,>0)) para qualquer m + . Para ver isto note que o termo potencial (m + «)?/r? é

limitado em H¢, entao precisamos somente considerar o operador diferencial

? 1d 1
dr?2  rdr  4r?

Mas usando o operador unitario U : H® — L2 ([a,00)), dado por (U)(r) = r'/?(r), o

operador h; transforma-se em

d2
hy = g2
ou seja, UhiU ™! = hy, 0 qual nao é essencialmente auto-adjunto em C§°((a, 00)) visto que as
fungoes ug (r) = e~ ' € L2 ([a, 00)) e satisfazem hiutiu = 0, ou seja, n_(hy) = ny (hy) =

1. Note que isto justifica a afirmagao feita na introdugao do Capitulo 2 que ny(H) =
Entretanto, podemos encontrar todas as extensoes auto-adjuntas de hy [15], as quais

sao dadas por

dom ) = {¢» € H2([a,00)) : ¥(a) = M (a)}, Wye) = hyt),

para cada A € RU {oo}.

Assim, temos as correspondentes extensoes auto-adjuntas de H,, 1,
dom H),, = U ' (domhy), H)\, b = Hyiat),

ou seja,

dom H),,, = {u =172 1 4 € H3([a,00)) e t(a) = /() }
v d 1/2
A ()}

Logo, as condicoes de fronteira que caracterizam as extensoes auto-adjuntas de H,, ., sao

dadas por (2a — N)u(a) = 2a i/ (a). Se X # 2a, entdo

= {u e U™ (H*([a, 00))) : Y 20(r) | g

domHz‘wQ = {u e U™ (H*(la,00))) : u(a) = ~u'(a)} :
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Note que a extensdo de Dirichlet correspondendo a A = 0 em L2 ([a, c0)) continua
correspondendo a A =0em H¢; entretanto, a extensao de Neumann que correspondia a )=

oo em L2 ([a, 0)), agora corresponde a A = 2a em H%. A funcio que faz esta correspondéncia

s 5 2a\ 5
entre os \’s é a funcao bijetora g : RU{oo} — RU{o0}, dada por g(\) = 5 ¢ % se \ # 2a,

g(2a) = oo e g(oc0) = —2a.
Denotaremos as extensoes auto-adjuntas de Neumann e do tipo Robin por HY, e

m—+to

H>‘

4o Tespectivamente, ou seja, Neumann ¢ dada por

dom HY, . ={ue U (H*([a,0))) : u/(a) =0}, HYN, u= Hpiou,
e do tipo Robin por

dom H*

e ={ueU™! (HQ([a, oo))) u(a) = M (a)},  H) ., u= Hyiau,
sendo A = 2a\/(2a — \).
Note que fazendo uma integracao por partes, segue que <HN u,u> >0, Vu €

m—+o
dom HY

A é nao-negativo e, portanto, o(HY, ) C

ou seja, o operador auto-adjunto H?Y i

m-+a
[0,00). O mesmo vale para o operador auto-adjunto H) 1o S€ A > 0; sendo assim, a partir
de agora e por todo este capitulo sempre consideraremos A > 0.

Como cada setor é invariante por H a extensio auto-adjunta de Neumann HV de H
¢ dada pela soma direta dos operadores auto-adjuntos em cada setor, isto é,

HY =P H), o1

meZ

Similarmente, a extensao auto-adjunta do tipo Robin H* é dada por

H)\:@Hf\rwra@la

meZ
e note que esta extensao foi descrita nos Exemplos 2.4 e 2.5 do Capitulo 2.

3.3 Espalhamento com a Extensao de Neumann

Nesta secao faremos um estudo da teoria de espalhamento para a extensao auto-adjunta
de Neumann do operador de Aharonov-Bohm. Encontraremos, através da abordagem in-
dependente do tempo discutida na secao 3.1, o operador de espalhamento S; mostraremos
a existéncia dos operadores de onda e obteremos uma expressao explicita para eles, a qual
da uma conexao entre as abordagens independente e dependente do tempo. Além disso,
determinaremos a amplitude de espalhamento e, consequentemente, a secao de choque de

espalhamento para esta extensao de Neumann.
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3.3.1 Operador de Espalhamento

Considerando que os operadores de onda existem e sao completos, o que sera discutido em

seguida, agora obtemos o operador de espalhamento. A solucao de

? 1d (m+a)? )
. X 7 =k
( dr? rdr + 72 ) Y v

com derivada anulando-se em r = a é dada por

oh (k) = FN(k,a) (N 4o/ (kQ) o) (k1) = T} s 0 (EQ) Njgog (k7))

dN\m+oz|

sendo N/, ., (ka) = (k7)|r=a, com J, e N, denotando as funcoes de Bessel de pri-
meira e segunda espécies, respectivamente, de ordem v [1, 23], e com FA(k,a) a ser de-

terminada impondo a condigao (3.4). Usando os comportamentos assintéticos de J, e N,

[37],
2\"? 1
Jy(r) ~ (E) cos (r — GV - %) , T — 00,
¢ 1/2
2 1
N, (r) ~ (E) sen (7’ — VT = %) , T — 00,
obtemos

e (k,7) ~ (2/m) 2 F (K, ) [cos (l«r - % m +af 7 — %) Nl (k) / (k)2
—sen (kr - % m +afm— %) Timai (k) /(m)m} .

Comparando a expressao acima com (3.4) temos

1
FN(k,a) {COS (kr ~3 Im + | — %) Nisal(ka)

1 T
—sen <kr -5 Im + a| 7 — Z) J|/m+a|(k:a)}

1 s N
= cos (kr—§]m|7r—z+5m(k,a)>,

ou seja,

1 T 1 T N
os(kr—i\m—i-oz\ﬂ—z—i-ej\f) —cos<kr—§\m]7r—z+§m(k,a)),

sendo 0y de modo que

N\lm+a| (ka) ‘]|m+oz| (kf(l)
senfy =

VN (k)2 7 |'n~b+o<|(’m)2 V Vol (K02 + T (k)

cosOy =
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e portanto, (3.4) é satisfeita se

FN(k,a) = ! :
\/N’ (ka)?+J/ . (ka)?

Im+q| [m~+af

Note que o denominador na expressao de F¥¥ nunca se anula pois os zeros positivos das
fungdes de Bessel, de ordem real nao-negativa, e de suas derivadas sao intercalados [1, 37].
Agora, comparando os argumentos na igualdade entre co-senos acima, segue que o

deslocamento de fase &Y (k, ) é dado por

Nk, a) = A () + Oy,

em que A, (a) = g (Im| — [m + a|). Logo, o operador de espalhamento S, : H — H; é

dado por

emﬁ (k) _ p2iAm(e) ( 2iA () (

cos 20, +isen20y) = e cos O + isen HN)2 ,

e, lembrando as expressoes de cos 0 e sen 0y acima e um calculo rapido, chegamos a
. /
(ka) — @N|m+a\(k5a)

(ka) +iN/ . (ka)’

[m+al

!/
26N (k) 2iAm(c) ‘]Im+a|
e = —e 7

Im~+al

ou seja,

(2)
QN 2ilm(e) Hleral(ka)

HY  (ka)’

[m+af

sendo HS®) (x) = J,(x) £iN,(z) as fungdes de Hankel [1, 23].

3.3.2 Comportamento Assintético do Operador de Espalhamento

Nesta secao encontraremos os comportamentos assintoticos do operador de espalhamento da
extensao de Neumann para ka — oo e para ka — 0 e os compararemos com os do caso
Dirichlet. Isto é feito a partir dos comportamentos assintoticos das funcoes de Bessel.

Comecamos com o comportamento para ka — oco. Para isto usamos que

Im + af

Simal(ka) = (_J|m+a|+1(k’a)k + J|m+a(ka)) ;

e assim, seu comportamento para ka — oo é dado por

2 \ /2 T T
!/ _ - _ o
Jimta) (k@) (Wk@) cos (ka (Im+al+1) 5 4) k

LImtal /2 v (k m + al= W)
cos (ka —m+a|l= —=):
a rka 2 4/’
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uma vez que cos( — w/2) = sen (¢), temos

9\ 1/2 -
J|/m+a‘(k;a) ~ — <%) sen (k‘a — |m + a|§ — Z) k
1/2 (3.6)
4 |m + «f 2 (k: Im + |7r 7T) k
- - — —
a . cos | ka —|m+ « 57 1) a4 — 00
Similarmente,
/ Im + «f
e seu comportamento para ka — oo é dado por
2 \"? T m
N|/m+a|(ka) ~ (%> COos (ka —|m+ oé|§ — Z) k
1/2 (3.7)
i |m + a| 2 (k | N |7T 7.() By
se — .z o0,
a mka n\ra—jmra 5 1) a 00

Substituindo (3.6) e (3.7) na expressao de Sﬁ{m temos

SN ~ (_1)m672ika+i7r/2 |i<k‘a>2 + 2@k|m + a| — |m + a|2‘|

(ka)? + |m + «f?

e, uma vez que neste caso o termo entre colchetes é aproximadamente 1, obtemos portanto
Sﬁ(m ~ (=1)me=2katin/2 — (_1)"[cos(—2ka + 7/2) + isen (—2ka +7/2)], ka — oco. (3.8)
No caso Dirichlet [43] tem-se
Solzm ~ (=1)me2kazin/2 — (_1)M[cos(—2ka — 7/2) + isen (—2ka — 7/2)], ka — oo.

Por outro lado, levando em conta que os comportamentos das funcoes de Bessel [37]

para ka — 0 sao dados por

Tontal(ka) ~ [(1/2)ka)"™* /T (Jm + o] +1),  ka — 0,

L(jm + «f)
7[(1/2)ka]lm+el’

obtemos o seguinte comportamento para o operador de espalhamento Sé\( m quando ka — 0

N|m+a|(k:a) ~ — ka — 0,

_ 4lm+a| 2|m+qaf
SV 005562 c1(ka/2) sen 2¢3(ka/2)
’ o + c1(ka/2)4m+al co + ¢ (ka/2)4m+tel
_ 4im+a| 2|m+a
L senﬁc2 c1(ka/2) 4 cos 3 2c3(ka/2)

o + Cl(ka/2)4|m+a| Cco + cl(ka/2)4|m+0‘| ’



CAPITULO 3. ESPALHAMENTO PARA O EFEITO AHARONOV-BOHM 37

em que os coeficientes
¢r = (Im -+ al/2)°T(|m + af +2)°,
¢2i= [20(jm + a| + 1) — |m + a|T(Im + ) "T(jm + a| + 2)°T(Im + af + 1°/(47%), ¢
¢g = [20(Im + a] + 1) — [m + a|T(Im + a)JT(jm + a] + 2)°T(jm + ] + 1)|m + al/(4r)

independem de k e sendo 3 = 7w(|m| — |m + «|). Para a situagdo em que m =0 e a = 0,
obtemos

ka — 0.

N 1 —72(ka/2)* ; 27 (ka/2)?
00" 1+ 72(ka/2)4 "1+ n2(ka/2)¥

Ja no caso Dirichlet obtem-se

C(jm + a|)’T(Jm + a| +1)? — 72(ka/2)

C(|m + a|)2T(|m + af + 1)2 + 72(ka/2)4m+e

27l (|m + o) (|m + af + 1)(ka/2)2m+e

4im+a|

Soizm ~ cos 3

+ senﬁFOm Fa)2([m + a] + 1)2 + 72(ka/2)Hm+al
, [C(jm + a])?T(jm + af + 1)? — 7%(ka/2)*m+e]
+1 |sen 3
L(lm + «])?C(jm + af + 1)% + 7%(ka/2)4m+el
2lm+a|
~ cos 2L (Jm + o )T'(|m + af + 1)(ka/2) } ka0,
L(lm+ «])?T(Jm + af + 1)% + 72(ka/2)4m+el
e no caso em que m =0 e a = 0 tem-se
LT
41n(ka)? . T

+1 2 ,
L iy 20) (1 * 4ln(ka)2)

uma vez que Ny(ka) ~ 2In(ka)/m, quando ka — 0.

Note que no caso ka — 0 os operadores de espalhamento dos casos Neumann e
Dirichlet tém o mesmo comportamento, ou pelo menos estao bem proximos, e isto ocorre
tanto para o caso com campo (« # 0) como para o caso sem campo (o = 0). Estes

comportamentos foram recuperados numericamente.

3.3.3 Operadores de Onda

Aqui mostraremos que os operadores de onda existem e sao completos no caso da extensao de
Neumann. Além disso, obteremos uma expressao explicita para eles. Iniciamos apresentando

um lema que sera usado nas demonstracoes dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Lema 3.1 Sejam A e B operadores auto-adjuntos e U um operador limitado de modo que

AU = UB, assumindo que isso esteja definido. Entao

e—zAtU — UB_ZBt.



CAPITULO 3. ESPALHAMENTO PARA O EFEITO AHARONOV-BOHM 38

Demonstragdo: Para & € dom B de modo que U¢ € dom A sejam u(t) = Ue Pl e v(t) =

e UE, Yt € R. Queremos mostrar que u(t) = v(t), Vt € R. Se w(t) = |Ju(t) — u(t)|?,

entao
B — ) = (), v10)  utt) = 2Re (o(0) = w0, 5 ol6) — )]

= 2Re [(—i) ((e "MUE, Ae™MUE) + (Ue "PI¢, AUe PI¢) — 2Re (Ae " MUE, Ue PiE)) ]
=0

pois o que estd entre parénteses é real visto que A é auto-adjunto. Logo w(t) é constante.
Como w(0) = 0, segue que w(t) =0, Vt € R. d

Seja P, : H, — H{, dado por (Pat))(r) = (X[a,00)¥)(7), 0 operador projecao ortogonal
sobre H{.

Teorema 3.1 Os operadores de onda

) N a2
=s— lim effmtatp F e~k
t—too

Wy

,o,m

existem e sao isometrias sobrejetoras de Hy, em HE. Explicitamente, eles sao dados por

R
WY ) () =™ lim [ QN (k, r)e PO EO g (k) kdk, Vi € Hy. (3.9)

+,a,m Boo 0

Demonstragio: Consideremos somente o caso W, . a demonstracio para WY . é similar.

~am
Como a demonstragao é extensa a dividiremos em trés etapas:
1¢ Etapa: Definir o operador candidato a limite e mostrar duas igualdades.
2¢ Ftapa: Mostrar que o operador de onda existe e satisfaz (3.9).
3% FEtapa: Mostrar que o operador de onda Wﬁ/ am € uma isometria sobrejetora.

12 Etapa: Definir o operador candidato a limite e mostrar duas igualdades. Defina-
mos o operador Uj_\{ a.m POT

R
(U, ) 1) = 10 [ ),
€

com ¢ € Hy e suppy C (g, R). Este operador estd bem-definido pela desigualdade de
Holder. Usando que

J(kr) = (2/7r)1/2 cos(kr — |v|m/2 — 7T/4)/(]€7’)1/2 + O((/{:T)*3/2)

Ny (kr) = (2/7)2sen (kr — v /2 — 7/4)) (kr)? + O((kr)~%/?),
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mostra-se que Uﬁ{ am¥ € Hy e satistaz

(Lo

Ha < CR,E H¢||Hk )

com Cg. dependendo somente de R e ¢.

N . - N -
Agora afirmamos que UZ 1 estd no dominio de H,, , e satisfaz

HN, UN o =UN_ k).

m+a~ —,a,m —,0,m

De fato, seja u € dom HY.

Thio- Entao pelo teorema de Fubini podemos escrever

(Y, UY, ) = / (X t) (7) (U, ) ()

_ / ~ K_d_z’ _1ld M) a(r) i / SN r)e“mk’“)w(lz)kdk} rdr

dr?  rdr r? -

R o0
:i|m|/ eié%(k’a)w(k) [(m+a)2/ %gp%(k,r)ﬂ(r)rdr

o d? 1d
. N - —
/a o (k,r) (_dr2 - T_dT) u(r)rdr} kdk,

e integrando por partes a segunda parcela entre colchetes, obtemos

(H,.

mta

w, UN o)

—,,m

R @/ & 14 2
:z’m/ e (B0 () {/ (—W———Jr—(mta) )go%(k,r)a(r)rdr] kdk,

rdr r

repare que nio aparecem termos de fronteira uma vez que as derivadas de ¢ (k,7) e u com
relacao a r se anulam em r = a. Portanto,
R v )
(HA u, UN ) = il / e'm £y (k) { / k2o (k, T)ﬂ(r)rdr} kdk,
& a

e, novamente usando Fubini, chegamos a

00 R
(Hoy ot U, ) = / a(r) ™ / o (k, 1) B2 (k) kdk rdr,

isto é,

<Hnj\1/+au7 Uiv,‘a,mz/» = <’U,, UN k2¢>7

—,a,m

com (-, ) denotando o produto interno em H?. Entdao UY,, « € dom H} , e

HN UN o =UN_ k.

mta~ —,a,m —,oa,m
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Agora, aplicando o Lema 3.1 com A= HY, B=k?>eU = UN . concluimos que

m-+tao)

e m+atUN 'QZ) _am _ithd}'

—,a,m

2¢ Etapa: Mostrar que o operador de onda existe e satisfaz (3.9). Usando a ultima

igualdade podemos escrever, assumindo de agora em diante ¢ € C5°((e, R)),

2
—k2 N
oy — ety

m_mtpf —zk2t¢ Ui\/ame =

—zk2t¢ _am _ik2t¢H2 _ /OOK(P}_ U—am) —zk2t¢>( )’ rdr

2
rdr

.

i / i (ke 0 (k) kdk — i™! / dk kg (k, r)eiom k0) e =Kty (1) ke

00 R
= / i / &) (g (k) — £ O, 7))

e depois de alguns calculos com o comportamento assintotico das duas funcoes entre

2
rdr,

parénteses acima, chegamos a

iHN t —ik2t
st P Fe 0N, o

_/aw

com C) e Cy fungoes C*. Finalmente, usando a desigualdade ||f + ¢[|* < 2||f]I* + 2/|g|%

ikr 2

/6 e~ * (k) {Cl(ka) (/: 172 + Cy(ka)O ((kr)S/Q)] kdk

rdr,

obtemos

eikr 2

H ot p fmG_Zth¢ U ¢” <2/ /ERe_ik2t¢(k)Cl(ka) o )1/2kdk

=

Analisemos cada parcela a direita da desigualdade em separado. Na primeira, substituindo

rdr

2
rdr,

/ ’ e (k) Cy(ka)O ((kr)~>/?) kdk

e~ Wk hor (—=2ikt + ir) " Ope T integrando por partes e fazendo uma estimativa
superior temos que ela vai a zero quando t — —o0, pelo teorema da convergéncia dominada.
Quanto a segunda, seja g(kr) = O ((kr)=*?), entdo g(kr) = L(kr)(kr)=*?, com L(kr)
limitado. Assim,

r

2
rdr

/ ’ e (k) Cy(ka)O ((kr)~>/?) kdk

:/ao"

R 2
/ e~ (k) Cyka) L(kr)k~"2dk| r~2dr — 0,
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quando t — —oo, aplicando o lema de Riemann-Lebesgue e o teorema da convergéncia

dominada. Entao

GZH"H'“tPafme sztw _ UN QZJH — 0,

—,a,m
quando t — —oo, e desde que C§°((0,00)) ¢ denso em Hy, segue que o operador de onda
N . .
W2 existe e satisfaz (3.9).
3% Etapa: Mostrar que o operador de onda Wﬁ/ o.m € Uma isometria sobrejetora. Para

provar que Wﬁ/ a,m € uma isometria tomamos 1 € Hj, com suporte compacto e

W, ] = tim |

—,a,m

P = | Ze ]| = ).

De fato, a integral [j |[(Fe™*"t)(r)|?rdr anula-se para t — —oc pelo lema de Riemann-
Lebesgue e teorema da convergéencia dominada.
Para mostrar que img Wﬁv am = H; ¢ suficiente mostrar que seu adjunto ¢ uma

isometria, pois dai segue que {0} = N ((WN )*) = (img 4% )L, e assim img WV _ =

—,,m —,,m —,a,m

—,a,m?

He. Como W/_v a,m(WN )* é uma projecao ortogonal sobre img W o qual é fechado,

—a,m
e visto que

R
WY o (WX 070 (B)] (r) = il Tim N (K, 7)eiom (k) (WY ) ) (k)kdk

R—oo J
R [e.e]
=il Jim [ @ (k, r)etn () ((—i)'m' / soéf(k,S)e‘i‘%'“’“’w(S)st) kdk

R—o0o0 0

R (e%9)
= lim [ FY(k,a)DY (ka,kr) / FN(k,a)DY (ka, ks)y(s)sds kdk,

R—o0 0 a

lembrando que FV (k,a) = [N/

imtal(ka)? + Jl’m+a‘(ka)2]_1/2, comv=|m+ale

DY (ka,y) := N (ka)J,(y) — J,(ka)N,(y),

em que a linha denota a derivada de N, (kr) com relagdo a r calculada no ponto r = a,

precisamos somente demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.2 Sejam ¢ € C§°((a,00)) e v > 0. Entdo

¥(r) = lim ’ [J(ka)? + N (ka)®] " DY (ka, kr) / N DN (ka, ks)(s)sds kdk.  (3.10)

R—oo 1/R

Entao segue deste lema que

VY o (VY0 0) (B)] () = w(r),

V¢ € C3°((a,00)), e uma vez que este conjunto é denso em H? obtemos img WV, . =H¢ e

o teorema estd demonstrado. O
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Na sequéncia apresentamos a demonstracao do Lema 3.2.
Demonstracao: [do Lema 3.2] Visto que o Wronskiano de J,(z) e N,(z) é igual a 2/(7z)
[37], ou seja, W,[J,, N,] = 2/(wz), encontramos que W, [J,(kr), N,(kr)] = 2/(7r). Agora,

consideramos o problema de valor de fronteira (ver, por exemplo, [44])

(E—H)p=1%, a<r<oo, |[ImE|>0,

(3.11)
¥'(a) = 0.
A funcao de Green
—ul(r)uz(s)’ a<r<s,
_ Wilu, uy
g(rls) =
t(s)uz(r) §<1r <00
Wilun, ug]”’ ’

é a solucao do problema auxiliar

(E—H,)g=6(r—s), a<r<oo,

g'(a) =0,
sendo
ur(r) = Ny (E?a)J,(E'?r) = J,(E'a)N,(E"*r) = DY (E?a, E'r),
solugao de (F — H,)u = 0, satisfazendo a condigao de fronteira em r = a, e
up(r) = HP(EY?r),

solugao de (F — H,)u = 0, satisfazendo a condigdo de fronteira no oo, em que (1) e (2)
correspondem a Im E > 0 (com ImvE > 0) e Im E < 0 (com Im+/E < 0), respectivamente;

Wi[uq, us] é o wronskiano de u; e us no ponto r = s, e que neste caso da

2 dU2
s dr

Wi[uy, ug] = (a),

Entéo, denotando por R := (E— H,)~! o resolvente de H, no ponto E, a solu¢ao (Rgy)(r)
de (3.11) é dada por

fw(s)ua(r) oo [ w(r)us(s)
a Ws[ulgu2]¢( Jds + . Wilug, us]

-1

{ HO@ (12 / DN (EV2a, EV25)b(s)s ds

(Rew)(r) = / " g(rls)b(s)ds =

T [dH,Sl)’(Q)

2 dr

s)ds

(E'a)

+DN(EYa, E1/27’)/ HWD-@ (EY25)i(s)s ds] :
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Relembramos agora a féormula de Stone para a projegao espectral de H, em [a, b],

.1t
Xjap) (Hy) = s — lim —/ (Ry—is — Ryyis)de.

5—0+ 271
Assim, sejam F_ =x —id e Ey =z +1d os pontos ' com Im E < 0 e Im E > 0, respectiva-

mente. Entao
1 R
Xi/rr (H)Y)(r) = lim o— [ [(Rp_¢)(r) — (Rp, ¥)(r)] dz,
§—0t 210 Jy
e, substituindo as respectivas expressoes acima para os resolventes e usando o teorema da
convergéncia dominada (uma vez que as fungdes J, e N, sado continuas e limitadas), apés

alguns célculos e simplificacoes chegamos a

1 [F DN (22, 2'/?r)

= N
Xy rr (Hy))(r) = 3 o T (@ a) + N (@ 7a)? /a DN (Y2, 2Y25)(s)s dsdz.

Fazendo a mudanca de varidvel /2 = k, temos dz/2 = k dk e encontramos
R o0
N mn ()0I0) = [ () (ka)? 4 Ny (kDY (ha k) [ D (s ks)i(s)s sk
1/R a
a qual é igual q.t.p. na variavel r a fungao definida pela integral no lado direito de (3.10).
Por outro lado, x5 (H,) = 0 para [a,b] C (—00,0) pelo Teorema 8.3.13 de [15], desde que

o(H,) C [0,00) e H, ndo tem autovalores. O

3.3.4 Amplitude de Espalhamento e Secao de Choque

Nesta secao encontraremos a amplitude de espalhamento e a secao de choque diferencial para
o caso Neumann, sendo que algumas comparagoes com as secoes de choque dos outros casos
serao feitas adiante na Secao 3.5.

Antes, relembremos rapidamente o que foi feito em [43] para determinar a amplitude
de espalhamento f, para o caso do solendide de raio zero com condicao de Dirichlet na
origem, pois a usaremos em nossos calculos das amplitudes de espalhamento e secoes de
choque no caso de raio positivo para as extensoes de Neumann, nesta secao, e Robin, na

secao 3.4.3. Neste caso do raio zero, em cada setor de momento angular m encontra-se
T
An(a) = 5 (jm] = m +al).

para o deslocamento de fase que é funcao somente de «, e assim, o correspondente operador

de espalhamento é
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Entao, os coeficientes de Fourier de f, na expressao (3.5) tém mdédulo constante e ndo vao
a zero quando |m| — oo e a amplitude de espalhamento f, é vista como uma distribuigao.
Para obter a expressao correta da amplitude f, nota-se que o operador de espalhamento S,

em Hy é um operador integral e usando-se as expressoes acima obteve-se em [43] que

(Su) (k. 0) = / " oal0— 0)E(, 0)d0,

sendo
_sen (Ta)

sa(0) = 6(0) cos(m)ﬂ_e@-[ava( 1 )

T e? —1

em que [a] denota o maior inteiro menor ou igual a @ e VP denota o valor principal. Destas

ik

zn)m f(k,0) tem-se que a amplitude de espalha-

expressoes e da relagao (S — 1)(k,0) = (

mento é dada por

fa(k,e):(z—”>1/2 {5(9)[@5(@—1]+¢Me—i[a19vp( ! )}

ik T e —1

Agora, se 6 # 0 a distribuicao f, é representada por uma fungao e encontra-se

sen (Ta) e—il[a]+1/2)0
(271'2']{;)1/2 sen (9/2) )

fa(k79>: 9%0,

e, consequentemente, a secao de choque diferencial neste caso é

do 1 sen?(ma)

(@)a (k,0) = Ik sen2(0/2) 0 # 0,

as quais concordam com as expressoes encontradas por Aharonov e Bohm [3] e por outros
autores, como por exemplo, [28]. Desta forma vamos continuar olhando a amplitude de
espalhamento como uma distribuicao, a qual serda convenientemente calculada a partir da
série de Fourier.

Assim, para o = 0 e por (3.5) a amplitude de espalhamento associada a H é dada

por i
N (k,0) = W Z <e2z’5{){(k,o) B 1) ¢
e uma vez que meTee
ezus{‘,{ (k,0) _ _H ﬁi){(ka)
H |(¢i)| (ka)7

obtemos

9 1/2 oo J’ (ka) '
N - (= } / ZmlYT imo
o= <7”k'> o H )

Mas note que para ka fixado e k #£ 0 a série acima é convergente desde que seus coeficientes

convergem rapidamente a zero para |m| — oo, em virtude do comportamento das fungoes
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de Bessel quando sua ordem |m| — co. Entéo neste caso f]' é representada por uma funcao

e, consequentemente, a secao de choque diferencial é dada por

N < J(ka)
<d_0') (k’ 0) — i Z |(77;)|/( ) ezm@
do 0 mk m=—00 H|m| (ka>

Por outro lado, para a ¢ Z e novamente por (3.5) a amplitude de espalhamento

associada a HV &

e}

1 v ,
N _ 2i60 (ko) imo
fa (k76) - (27TZ]€)1/2 Z (6 1) e ,
e visto que
(2)
e2z’5ﬁ(k,a) _ _2iAm(a) Hlm+a| (ka)
1 / Y
HiY,  (ka)
temos

(2mik)L/2 HY  (ka)

Im+af

oo (2)
1 A H (ka ,
Y e (—eMW)—' ol >_1> b,

m=—0o0

Agora, seja n € Z fixado e fazemos uma mudanca no indice do somatério. Seja m’ = m +n,

entdo m =m' —n e como A,,(a) = (7/2)(|m| — |m + «), obtemos

. 0o (2)
6_"”0 . H‘ml_t'_a_n‘(ka‘) !
fcjy\/(k7 9) _ : E _6216m/(o¢—n)(_1>n : — 1| ™ 9’
(2mik)t/? H{ oy (k)

que pode ser escrito como
P (k,0) = (=1)"e ™ f2L, (k. 0) + (2n/ik)/*[(=1)" — 1]6(8), n € Z.

Logo, a segao de choque diferencial (para 6 # 0) dada por

N 0 2y
do (k,0) = . > e Aol (k) 1+ 1) eme
db ’ 27k g

o m=—0Q0 |m+a|(ka’)

2

Y

é periddica em «a de periodo 1, como esperado. Assim, podemos assumir aqui 0 < a < 1.

Como observado acima, para estudar melhor f;y podemos escrever

f;\/’(k79> - foz(k;e) + fr,N(k79>7

sendo f, a amplitude de espalhamento do caso de raio nulo a = 0 com condi¢ao de Dirichlet

na origem dada por

[e.o]

falk,0) = (2mik) /2 Y~ (2B — 1) ™,

m=—00
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e com f, »r dada por

2 e i J\/m+a\ (ka) ;
fon(k,0) = — (—) e2ilAm(a) ZIm+ im
0 ) 2 B (ka)

m=—00 [m4c|

Note que pelo mesmo argumento dado acima a série para f, , ¢ convergente e lembramos

que a amplitude f, neste caso satisfaz

sen (ra) e”0/?

(2mik)1/2 sen (0/2)’
Entao, a secao de choque diferencial para k # 0 e 6 # 0 é dada por
N i 00 2
d_U (k: 0) _ sen (7?04) e—0/2 B i 1/2 Z eQiAm(a)Meime
), "’ (27ik)Y/? sen (0/2) ik 7Y (ka)

m=-—00 Im+a|

fa<kv 9) =

0+ 0.

3.4 Espalhamento com as Extensoes do Tipo Robin

Nesta secao faremos um estudo da teoria de espalhamento para as extensoes auto-adjuntas
do tipo Robin. Note que aqui estao inclusos os casos Dirichlet e Neumann e, embora estes
dois casos sejam uma consequéncia do caso Robin, na prética eles guiam as consideracoes

para esse ultimo caso.

3.4.1 Operador de Espalhamento

Considerando inicialmente que os operadores de onda existem e sao completos, obteremos o

operador de espalhamento. A solucao de

d> 1d 2

S dr2 rdr r2
. dy 2u\
com a combinacao linear ¢ — /\d— anulando-se em r = a, sendo A = 5 5 é dada por
r a —

907%;1<k7 r) = Gﬁz(k» a) [(Nleral(ka) - )‘N|,m+a|(ka)) Jlm+a|(lﬁ")
— (Jimetal(ka) = A}, 40 (k@) Nipial (k)]

com G7 (k,a) a ser determinada impondo a condigao (3.4). Usando novamente o comporta-

mento assintético de J, e N, para r — 0o, obtemos

9 \ /2
At~ () Ghha

TRT
™

. [cos <kr - % Im + af 7 — Z) (Nimsa(kt) — ANy, (Ka))

1
—sen <k:7" ~3 Im +a|m — %) (Jimta)(ka) — )\J‘/m+a|(ka))
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Comparando a expressao acima com (3.4) temos

G (k,a) |:COS <kr 21 Im + a|m — Z) (Nimtal(ka) = AN, o (ka))

—sen (k:r — % Im +a|m — Z) (Jimtal(ka) — )\J|/m+a|(ka)):|

1
= COS (k:?“ b |m|m — % —1—5;\1(14:,@)) :

ou seja,

1 ™ 1 T
cos <l{:r—§|m+o¢|7r—z+(9k) = COS (kr—§|m|7r—z—|—5;\n(k:,oz)>,

sendo 6y de modo que

Nimal(ka) = AN}, ., (ka) Simtal(ka) = Adj, o (ka)
CcOS 9)\ = D e sen 9)\ = D y

2 2
conll)::\/<ﬁﬂm+amka)——Aﬁﬂ%+QMka)> +—(JWHﬂmka)——AJWHﬂmka)) e, portanto, (3.4)

¢é satisfeita se
1

E.
Note que D nunca é zero. De fato, suponha D = 0. Entao Ny, 4q((ka) — AN,
Jimsal(ka)—\J!

Im+al

Gy(k,a) =

o (ka) =0 e
(ka) = 0. Dal, segue que Jjpia(ka) N/, (k@)= Nipniai(ka) J},,,  (ka) =
0. Mas isto é uma contradi¢ao com W,—q[Jjmta|(K7), Njmtal(kr)] = 2/(7a) # 0.

Agora, comparando os argumentos na igualdade entre co-senos acima, segue que
G (kya) = Ap(@) + 65,

e assim, com um célculo similar ao feito no caso Neumann, o operador de espalhamento S2

é dado por
2060 (k0) _ _ 2iAm(a) (J|m+oa|(k?a) - iN|m+a|(k:a)) —A <J|,m+a|(ka’) - iN|m+a|(ka)>
(Simtal(ka) + iNjpa)(ka)) — A <J|m+a|(ka) + ZN|m+a|<ka))
ou seja,

(2)
S)\ — _e2iAm(a) [Hm+a(k ) )\H|m+a|(k )]
a,m 1 .
H( ! (k ) )\H|m+a|(k )

Im~+al

Observacao 3.1 Note que se tomarmos em particular A= 0, ou seja, A = 0, estamos no
caso Dirichlet e recuperamos a expressao do operador S encontrada em [[3]; e, se escolhermos

A = 2a, isto é, A = 0o, obtemos o operador S para o caso Neumann da se¢cao anterior.
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Observacao 3.2 Notemos aqui um fato curioso do comportamento do operador de espalha-
mento ng para ka — oo. Considerando X\ # 0 e o comportamento assintotico das fungoes

de Bessel e das suas derivadas (veja subse¢ao 3.5.2 ), obtemos para ka — oo

S (1ymedikatin? (ka)?\? + 2iAN(A|m + o] — a)ka — N2|m + a|? + 2A\|m + a|a — a?
m (ka)?A? + X2m + «a|? = 2A\|m + o + a?

Y

e, como o termo entre colchetes é aproximadamente 1 neste caso, logo temos
ngm ~ (—1)meZikatin/2 — (1Y [cos(—2ka + 7/2) 4 isen (—2ka + 7/2)],  ka — oo,

0 qual coincide com o do caso Neumann (3.8); ou seja, o operador de espalhamento do caso
Robin comporta-se como o do caso Neumann para grandes energias, independentemente de

A, desde que A # 0.

Por outro lado, para ka — 0 o comportamento do operador de espalhamento S&m é

dado por
S s g = alba/2 Iy (ka2
T A ey R (o)t
4m+al 2|m+a
w senﬁ — do(ka/2) 2dyd3(ka/2) ka — 0,

@+ dy(kaj2)tmtal T O P@ T a2yl
em que os coeficientes
dy = =T(|m + af)/m = ART(jm + af + 1) = |m + a[l'(|m + af)]/ (za),
dy = T(|m +a| + 1)72(1 + X2|m + al?/a® — 2\|m + al/a), e
dy :=T(|m +a| +1)7'(1 = Ajm + al/a),

sao independentes de k e lembrando que § = w(lm| — |m + «|). No caso em que m =0 e

a =0 temos

2 72 (ka/2) 2 [ 1—72%(ka/2)*
1 - 41n( 4In(ka)? +A (aln(ka) B aln(ka) > +A ( a? In(ka)? >
2 m2(ka/2)? 1472 (ka/2)%
L+ 41n( 41n(ka)2 +A (aln(ka) + aln(ka)? ) + A2 < a?In(ka)? )
(ka/2)2 22(ka/2
™ 1+)\(aln a)+ )+)\a21nka)

In(k 2 (ka/2)? 1472 (ka/2)4\ ’
n( a) L+ 4ln(ka)2 +A <a1n(ka) + aln(ka)? > + A ( a? In(ka)? )

A
So,o

+1 ka — 0.

Observamos que no caso ka — 0 o operador de espalhamento do caso Robin tem
comportamento muito proximo aos apresentados pelos casos Dirichlet e Neumann. Com isto
concluimos que na situagao ka — 0 o operador de espalhamento dos trés casos tem o mesmo

comportamento.
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3.4.2 Operadores de Onda

Agora mostraremos que de fato os operadores de onda para as extensoes auto-adjuntas do
tipo Robin existem, sao completos e obteremos sua expressao explicita. Este é o contetido

do préximo teorema, o qual generaliza o Teorema 3.1 da secao anterior.

Teorema 3.2 Os operadores de onda

t —ik?t
Wiam—s— lim emtal P, Fpe
t—=+oo

existem e sao isometrias sobrejetoras de Hy em He. Explicitamente, eles sao dados por

R
W) (1) =™ lim [ @) (k, r)eFon BNy (k) kdk, Vi € Hy. (3.12)

R—o00 0

Demonstracao: A idéia da demonstracao é similar a do caso Neumann, exceto por alguns
detalhes técnicos. Consideremos somente W* . Novamente dividiremos a demonstracao
em trés etapas:
1% FEtapa: Definir o operador candidato a limite e mostrar duas igualdades.
2¢ Etapa: Mostrar que o operador de onda existe e satisfaz (3.12).
3% FEtapa: Mostrar que o operador de onda Wﬁ%m é uma isometria sobrejetora.

1¢ FEtapa: Definir o operador candidato a limite e mostrar duas igualdades. Defina-

mos um operador U por

A _ ;lml f A i), (k,a)
(U2 o) (r) =1 o (k,r)e U(k)kdk,

com 9 € Hy esuppt C (g, R). Usando os comportamentos assintéticos de Jj,(kr) e Ny, (kr)

mostra-se que U ia,mw € H, e satisfaz

o < ONR, ) [[9llyy,

102

com Cy(R,e) dependendo somente de R e .

Agora afirmamos que U i\,a,m"éb estd realmente no dominio de H) 4o © satisfaz

H/\

m—+a —am

W =U2, K.

De fato, seja u € dom H))

mio- Entao pelo teorema de Fubini podemos escrever

(it U ) = / @) () (U2 ) (r)rdr

— /°° [(_d_Q _ld 4 M) a(r) i R(p;(k PN D) () kel | vl
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R (o)
:z'lml/ e"m (B () {(m+oz)2/ T—igpfn(k,'r’)ﬂ('r’)rdr

&0 d? 1d
—_— A —_— —_—— m
/a o (k,r) (dr2 + Td?“) u(r)rdr} kdk,

e integrando por partes a segunda parcela entre colchetes, obtemos

<HT);L+CEU7 Ui,a,m¢>
R 00 2 2
= i|m|/ e m (B0 () [/ <—% _1d + (m+a)f ) goﬁi(k,r)ﬂ(r)rdr} kdk,
& a r

rdr 72

d A
repare que nao aparecem termos de fronteira uma vez que ) (k,a) = %(l{;, a) e u(a) =
r

A/ (a). Portanto,

R 00
(Hpy  ou, U2, 00y = i™ / em(B) () { / /{:2g0;\n(k:,r)ﬂ(r)rdr} kdk,

&g a

e, novamente usando Fubini, chegamos a
00 R a
(s U2 ) = [0 [0 o) 6k (ke
isto é,
<H2\1+au’7 Ui,a,mz/» = <u7 Ui\,a,mkzw%

com (-, -) denotando o produto interno em H?. Entéao U? , ¢ € dom H), e

Hp U b =U2 K.

m+ta~ —,a,m
Agora, aplicando o Lema 3.1 concluimos que

. A .
G_ZHm+atU)\ 'QZ) — U:\7a7me_1k2t¢'

—,a,m

2¢ Etapa: Mostrar que o operador de onda existe e satisfaz (3.12). Usando esta

igualdade podemos escrever, assumindo de agora em diante i) € C§°((e, R)),

2 2
i H —ik? —ik? —iH)
etmral P F o=y — UL\’a, @DH = ’ P, Fre k) — et ’”*“tUl\,a,m@bH

A A 2 ee A 2
P, Fe~ ) — Uf,a7m6_1k2t¢“ = / ‘((Pa}"m - Ui\7a7m)e_1k2t@/}> (T)’ rdr

_/:o

2
rdr

00 R
il / it (kr)e™ 4 (k) kdk — ™ / dk kipy, (k7)€ B =0y (k)
0

&€
/
a

2
rdr,

R
it / e~ (k) (i (kr) — 2, (7)) e
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e depois de alguns calculos com o comportamento assintético das duas funcoes entre

parénteses acima, chegamos a

2
ST k2
esz+atPafm6 ik t¢ . Uiﬂ’me

:/;’

com O} e Cy fungoes C*. Finalmente, usando a desigualdade || f + g||*> < 2||fI]* + 2/|g]/?,

2
rdr,

ikr

/5 et (k) {Cf(ka)w + C)(ka)O ((kr)3/2)] kdk

obtemos

; 2
ezkr

R
/ e—i’f%(k)cf(ka)wkdk
vz f N

Analisemos cada parcela a direita da desigualdade em separado. Na primeira, substituindo

rdr

2 o9
ST _i.2
eszJratPaJTme ik t¢ o Ui@’md]H S 2/
a

2
rdr,

/ ’ e (k) Co (ka)O ((kr) /%) kdk

e ik?t+ikr por (—2ikt + ir)*lake*ikzt”k”, integrando por partes e fazendo uma estimativa
superior temos que ela vai a zero quando t — —oo, pelo teorema da convergéncia dominada.
Quanto & segunda, seja h(kr) = O ((kr)=*?), entdo h(kr) = M(kr)(kr)=>/?, com M (kr)
limitado. Assim,

r

2
rdr

/ ’ e (k) Co (ka)O ((kr)~>/?) kdk

:/:O

quando t — —o0, aplicando o lema de Riemann-Lebesgue e o teorema da convergéncia

2

R
/ e~ (k) O (ka) M (kr)k=?dk| r2dr — 0,

£

dominada. Entao

iH) |t —ik2t A
emtat P Fo e v — U,7a,m1/1H — 0,

quando t — —oo, e desde que C§°((0,00)) é denso em Hy, segue que o operador de onda
>\ . .
W2 . existe e satisfaz (3.12).
3¢ Etapa: Mostrar que o operador de onda W?* am € uma isometria sobrejetora. Para
mostrar que o operador de onda é uma isometria tomamos 1) € Hj com suporte compacto e

assim

WA tl] = lim |

—,,m

Ly e )

A

—,,m

Para provar que img W = H¢ é suficiente mostrar que seu adjunto ¢ uma isome-

tria, pois daf segue que {0} = N (W2, .)*) = (img Wﬁ}a’m)L, e assim img W2 = HY.
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Como W>‘ (VVA .m)" ¢ uma projegao ortogonal sobre img WA o qual é fechado, e visto

que
R
V2 (<Wi 0m) ) (R)] () =™ T [ (ke B0 (W2, )7o0) (k) kdk
= ilml lim gpm(k: r)e’ m(k:0) ((—i)|m| /oo o (k, s)e_"‘s’kn(k“)@b(s)sds) kdk
R—oo J a

= lim GA  (k,a)D)(ka, kr) / G (k,a)D)(ka, ks)y(s)sds kdk,

R—o0 0

lembrando que G, (k,a) = em que

B?

2 2
D= \/ (Nl (k@) = AN, o (k) )+ (Jimsai(ia) = ATL, o (ka) )
comv=|m+a|le
Dp(ka,y) := [N,(ka) — AN, (ka)] J,(y) — [J,(ka) = AT, (ka)] N, (y),
precisamos somente demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.3 Sejam ¢ € C§°((a,00)) e v > 0. Entao

R
Y(r) = lim —QD’\ (ka, kr) / D)Mka, ks)i(s)sds kdk. (3.13)
R—o0 /R D

Entao segue deste lema que

W2 o (V2 ) 0) (K)] (r) = (),

Vi) € C5°((a,00)), e uma vez que este conjunto é denso em H{ obtemos img W2 , = = H% e

o teorema esta demonstrado. 0
Na sequéncia apresentamos a demonstracao do Lema 3.3.

Demonstracao: [do Lema 3.3] Visto que o Wronskiano de J,(z) e N,(z) ¢ igual a 2/(nz)

[37], ou seja, W,[J,, N,| = 2/(nz), encontramos que W, [J,(kr), N,(kr)] = 2/(7r). Agora,

consideramos o problema de valor de fronteira
(FE—H,)p=1v, a<r<oo, |[ImE|>D0,

p(a) = A¢'(a) = 0.

(3.14)

A fungao de Green

uy (r)us(s)
Ws[Uh o)’
uy(s)us(r

WS [ula u2} ’

a<r<s,

§<1r <00,
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é a solucao do problema auxiliar
(E—H,))g=46(r—s), a<r<oo,
g9(a) = Ag'(a) = 0,

sendo

u(r) = [Ny(B'?a) = AN)(E'2a)] J,(E'?r) = [J,(E'2a) = M, (E'?a)] N, (E"?r)

_ D(EVa, BVr),
solugao de (F — H,)u = 0, satisfazendo a condigao de fronteira em r = a, e
us(r) = HO(BY20),

solugdo de (F — H,)u = 0, satisfazendo a condigao de fronteira no oo, em que (1) e (2)
correspondem a Im E > 0 (com ImvE > 0) e Im E < 0 (com Imv/E < 0), respectivamente;
Wi[uq, ug] é o wronskiano de u; e us no ponto r = s, e que neste caso da

Wlunua] = 2 (0 - A52(0) )

Entao, denotando por Rg := (E — H,)~! o resolvente de H, no ponto E, a solugao (Rgv)(r)
de (3.14) é dada por

(o)) = [ oot = [ [ e
= g [ug(a) — )\%(a)} ) {Hl(ll)v(Q)(ElﬂT) /T Di‘(Elﬂa’ El/QS)@/)(S)SdS

+D)NEY?q, El/Qr)/ Hﬁl)’(z)(El/Qs)w(s)sds]

Relembramos agora a férmula de Stone para a projegao espectral de H, em [a, b],

.1
X[a,b](Hu) =s— lim —/ (Ry—is — Ryyis)da.

§—0+ 271

Assim, sejam E_ =x —id e E, = x+10 os pontos £ com Im F < 0 e Im E > 0, respectiva-
mente. Entao

1 (R
X/rr (H)Y)(r) = lim o— [ [(Rp_¢)(r) — (Re,¥)(r)] da,

50+ 211 Jy )

e, substituindo as respectivas expressoes acima para os resolventes e usando o teorema da

convergéncia dominada (uma vez que as fungoes J, e N, sdo continuas e limitadas), apés
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alguns célculos e simplificacoes chegamos a

1

DM pY2g 412
Xo/mm (HL)Y)(r) = 5 J(@!2a, 2! 2r)

/ (No(1/2a) = ANJ(@1/2))7 + (J,(21/2a) — Ay (21/2a))
/ DXz 2a, 212 s)i(s)s dsdz.

Fazendo a mudanca de varidvel /2 = k, temos dz/2 = k dk e encontramos
R
IX(1/rm) (H) Y] (r) = n EDA (ka, kr) / D;)(ka, ks)y(s)s ds k dk,

a qual é igual q.t.p. na variavel r a fungao definida pela integral no lado direito de (3.13).
Por outro lado, x5 (H,) = 0 para [a,b] C (—o00,0) pelo Teorema 8.3.13 de [15], desde que

o(H,) C [0,00) e H, ndo tem autovalores. O

3.4.3 Amplitude de Espalhamento e Secao de Choque

Nesta secao encontraremos a amplitude de espalhamento e a se¢ao de choque diferencial para
as extensoes do tipo Robin. Lembramos que como discutido no caso Neumann vamos olhar
a amplitude de espalhamento como uma distribuicao, que sera novamente calculada a partir
da série de Fourier.

Conforme (3.5) a amplitude de espalhamento associada a H* para a = 0 é dada por

o0

1 o ,
A _ 2i6;, (k,0) imb
fO (kvg) - (27”]’{))1/2 Z (6 1> & ’
e desde que
2 (k0) _ _Hﬁ)'(ka) B )‘H\(ﬂ?\ (ka)
H% (ka) — AH Y (ka)
obtemos

9 1/2 oo J|m|(ka) )‘J\Im\(ka) .
A oo (2 'Lm9.
fo (k. 0) (mk) Z Hﬁij(ka) —/\H\m\ (k“)e

Como anteriormente, para ka fixado e k # 0 note que a série acima é convergente desde
que seus coeficientes convergem rapidamente a zero para |m| — oo, em virtude do com-

portamento das fungoes de Bessel quando sua ordem |m| — oco. Logo, a se¢ao de choque

diferencial neste caso é dada por

<Z_g):(k’9>:% Jimi(ka) — AJ

|m|(ka)

im0
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Por outro lado, novamente de (3.5) a amplitude de espalhamento associada a H?*

para a ¢ 7Z é dada por

o0

1 Cox A
A _ 2407, (k,a) imo
fa<k,9)—W Z (6 (k) 1)6 s
e visto que
) 2
Q2 (ka) — _ 2iAm(a) [Hleral(k‘a) — )\H|m+a|(k‘a)]
HY, (ka) = AH[)) (ka)
obtemos
oo () _ (2)
Pt = 3 [ —ednter | Hmea ) = Mg )|
* (2mik)'/? = HY. . (ka) = XH{), | (ka)

Agora, seja n € Z fixado e fazemos uma mudanca no indice do somatério. Seja m’ = m +n,

entdo m = m’ —n e como A,,(a) = (7/2)(|m| — |m + «), obtemos
—inf

e
(2mik)1/2

) (2) (2)
Z _€2i6m/(o¢fn) (_1)71 H|m/+0¢_n| (ka) B )\H|m/+0‘_”| (k?(l) -1 eim’@
2D (ka) = AHY  (ka)

|m/+a—n]| |m/+a—n|

fa(k,0) =

m/=—o00

que pode ser escrito como

Ak, 0) = (=1)"e ™0 fA(k,0) + (21 /ik)Y?[(=1)" — 1]6(0), n € Z.

Assim, a se¢ao de choque diferencial (para 6 # 0) é dada por

0 (2) (2)'
do ) Ik H|(r}1)+o<|(k:a) o )\H(l)/ (ka)

@ m=—00 [m+af

2

Y

a qual é periédica em « com periodo 1 e, entao, aqui podemos assumir 0 < o < 1. Similar-

mente ao caso Neumann, para calcular f2 podemos escrever

f(i\(k:79) = fa(kae) + fr,)\(kﬁe)a

em que f, ¢ a conhecida amplitude de espalhamento do caso de raio zero e f, é escrita

como

n HY, (ka) — XHY.  (ka)

mik
m=-—00 Im+af Im+a
Note que pelo mesmo argumento dado acima a série para f, , é convergente. Assim, a segao

de choque diferencial para k # 0 e 6 # 0 é dada por

(5) -

«

sen (ma) e”W/?

(2mik)V/? sen (0/2)

_ (i) b io: eQiAm(oz) J|m+°‘|(ka) _ )\J‘Im+a|(ka) eime
ik HY  (ka) = \HY  (ka)

m=—00 Im+a Imtal

2
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3.5 Alguns Graficos e Comparacoes

Nesta secao apresentaremos alguns graficos e comentarios para ilustrar e comparar alguns
dos resultados obtidos neste capitulo. Todos os graficos foram feitos no Software Maple™.
Consideramos para os operadores de espalhamento nos casos Dirichlet, Neumann e
Robin as seguintes expressoes, respectivamente,
5P 08 B [Nimta)(ka)? — Jjmia)(ka)?] — 2sen B Jjmia)(ka) Njmio) (ka)
’ Nimtal(ka)? + Jimial(ka)?

i senﬁ [N‘m+a|(ka)2 - J|m+a|(ka)2} + 2 COSﬁ J|m+a|(ka)]\7|m+a‘(ka)
N‘m+a|(ka)2 + J|m+a|(ka)2

)

5 cos 3 [N|/m+a| (ka)? — J|’m+a| (ka)Q} — 2sen 3 J|’m+a| (k:a)N|’m+a| (ka)
am N . (ka)?+ J . (ka)?

|m+cl [m+af
L 3 [N"m+a| (ka)? = T}, (k:a)z} +2c08 8.7, oy (ka)N], . (ka)
Niiof(ka)® + J L (ka)?

)

cos 3 [(Nm+a|(ka) — )\N’m+a|(l€a)>2 _ <J|m+a|(kia) — /\J|’m+a|(ka)>2]

A
Sam = 2

|m+a|(k:a)>2 + (Jimsl (K@) = AT}, .o (ka) )
 2senf <J|m+a|(k:a) - )\J|’m+a|(k:a)> <N|m+a‘(kza) - /\N|’m+a‘(ka)>
(Nissai (ka) = AN (k) (i) = AT (k)

sen 3 {<N|m+a|(k;a) - )\N|’m+a|(k:a)>2 B <J\m+a|(k‘a) - )\J'm+a(k’a)>2}

<N|m+a|(ka) — AN

+1

[m+af

(Virsat56) AN 500) + (S b) ~ M b))

2 cos 3 <J‘m+a|(ka) - )\J"mw‘(ka)) <N|m+a|(k;a) - )\N|’m+a|(k;a)>

(N\m+a\(ka) - )\N/m-l-a(ka)>2 + (J|m+a\(ka) - >\J|/m+a|<ka>>2

+

lembrando que 8 = 7(|m| — |m + af).

Nas Figuras 3.1 e 3.2 apresentamos os graficos da parte real dos operadores de espa-
lhamento das trés extensoes.

Em ambas as figuras note que para altas energias o grafico do operador de espalha-
mento da extensao de Robin se aproxima do grafico do operador de espalhamento da extensao
de Neumann, tanto no caso sem campo (o = 0) como no caso com campo magnético (a # 0)

no interior do solendide. Isto esta de acordo com a Observacao 3.2.
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Ainda para altas energias note a “diferenca de fase” entre os casos Dirichlet e Neu-
mann, o que concorda com o previsto na secao 3.3.2.

J& para baixas energias estas duas figuras ilustram o que temos dito anteriormente
sobre seus comportamentos, uma vez que na Figura 3.1 cos # = 1 e na Figura 3.2 cos § = 0.

Nas Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 mostramos os graficos da parte real dos operadores de
espalhamento dos casos Dirichlet, Neumann e Robin, respectivamente, nas situagoes sem
campo e com campo em cada uma delas.

Para o operador de espalhamento da extensao de Neumann, Figura 3.4, note que o
caso com campo magnético (o # 0) dentro do solendide se aproxima do caso sem campo
(av = 0) para altas energias. Um comentdrio similar vale para os casos Dirichlet e Robin nas
Figuras 3.3 e 3.5, respectivamente.

Observamos que os graficos com outros valores de m, de 0 < a < 1 e de X\ #
0 sao similares aos apresentados aqui. Também nao apresentamos graficos e comentarios
sobre as partes imagindrias dos operadores de espalhamento por serem bastante similares as
respectivas partes reais.

Agora, consideramos para as segoes de choque diferencial, no caso de raio positivo

a > 0, das extensoes de Dirichlet, Neumann e do tipo Robin as seguintes expressoes, respec-

tivamente,
, o 2
do D(k ) sen (o) e~0/2 (2 1/2 Z I Jimtal(ka) imd 040
do N ) (27Tik)1/2 sen (9/2) mik St ]_-]‘(7711)—~_()é| (ka) ) s
, o 2
d_o_ N (k 0) o Sen (7T0é) 6_19/2 B i 1/2 Z €2iAm(a) ‘]‘,m_i,_ocl(ka) eima 9 7£ O
a0 @ 7 - (27T'lk)1/2 sen (0/2) mik m=—00 H‘(;L)Jlra\(kaz) 7 7
do )\(k 9) - sen (ra) e”0/2
o), " |(2mik) /2 sen (0/2)
2
92 1/2 oo ‘ Jma ka _)\J/ma ka '
_ <_k) Z e2iAm(a) \(I)Jr \( ) |(14)r, \( ) imd 920,
™ s H, o (ka) = AH |, (ka)

e lembramos que a secao de choque diferencial do caso de raio nulo com condicao de Dirichlet

na origem é dada por

()

)= 2k sen2(0/2)’

1 sen?(ma)

0 4 0.

(3.15)

Para altas energias, tanto no caso sem campo (o = 0) como no caso com campo

(o # 0), encontramos que a se¢ao de choque diferencial dos casos Neumann e Robin estao
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muito préximas de Dirichlet, exceto numa vizinhanga de 8 = 0 e § = 27. Veja as Figuras
3.6 e 3.7, onde mostramos graficos dos casos @ = 0 e a = 1/2, respectivamente.

Na Figura 3.8 apresentamos um grafico da segao de choque diferencial dos trés casos
em funcao de k, para o caso com campo o« = 1/2 ecoma = 1,0 = 1/2e X = 1, em
que aparecem seus comportamentos para altas e baixas energias, bem como para energias
intermediarias.

Para k — 0, no caso com campo (« # 0) e raio positivo, encontramos que a segao de
choque diferencial dos trés casos tém o mesmo comportamento, o qual é dado aproximada-
mente pela se¢ao de choque diferencial do caso com campo e raio nulo (3.15). Veja a Figura
3.9.

Para energias intermediarias as secoes de choque diferencial das extensoes diferem
significativamente, veja Figura 3.10; neste caso seria interessante realizar um experimento
para tentar detectar qual extensao estda aparecendo na natureza, ja que nos outros casos
parece dificil fazer uma distingao entre elas por terem comportamento similar.

Além disso, observamos que quando tomamos A pequeno (por exemplo, A = 1/10)
na se¢ao de choque diferencial do caso Robin recuperamos Dirichlet, e quando escolhemos A

grande (por exemplo, A = 10) recupera-se Neumann. Isto certamente é esperado.
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Dirichlet
Neumann
................... Robin

Figura 3.1: Partes reais dos operadores de espalhamento das trés extensoes sem campo

(=0) em fungao de k, coma=1, m=1e = 1.
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Dirichlet
Neumann
................... Robin

Figura 3.2: Partes reais dos operadores de espalhamento das trés extensoes com campo

(o =1/2) em fungao de k, coma =1, m=1e A= 1.
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AN
RV

Dirichlet sem campo
Dirichlet com campo

Figura 3.3: Parte real do operador de espalhamento do caso Dirichlet sem campo (o =0) e

com campo (a = 1/2) em funcao de k, coma=1em = 1.
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aWAWA
TRYRYA

Neumann sem campo
Neumann com campo

Figura 3.4: Parte real do operador de espalhamento do caso Neumann sem campo (a = 0)

e com campo (a = 1/2) em funcao de k, com a =1em = 1.
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L AN
1\ W\

Robin sem campo
Robin com campo

Figura 3.5: Parte real do operador de espalhamento do caso Robin (A = 1) sem campo

(¢ =0) e com campo (a =1/2) em fungao de k, coma=1em = 1.
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1.8
1.6+
1.4+
1.2+

s |
0.6 |

Zﬁif e e ‘ \Vw"\f\J

0 1 2 3 4
theta
Dirichlet
Neumann
................... Robin

Figura 3.6: Segao de choque diferencial em fungao de 6 no caso sem campo (o = 0), com

a=1,k=30e =1
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2.5’ 1\

W
\m\ N ) \[\
> 3 4 5 6
theta
Dirichlet
Neumann
................... Robin

Figura 3.7: Sec@o de choque diferencial em funcao de 6 no caso com campo (o = 1/2), com

a=1,k=30e =1
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0.0 P
0

Figura 3.8: Secao de choque diferencial em fungao de k no caso com campo (o = 1/2), com

a=1,0=m/2e =1
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8 -
\ /
7 \ :
\ /
1 \
6 \ ’/
, /
5 \ f‘f
4] \ /
3 \ 4
\\»- J,»'/
2] ‘“«*u,\\s‘:\—_— «,vr__/-.—:—";/:?/
l,
0 1 2 3 4 5 6
theta
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Raio nulo
Dirichlet
Neumann
................... Robin

Figura 3.9: Segao de choque diferencial em fungao de # no caso com campo (o = 1/2), com

a=1k=1/10e A=1.
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1.4+

1.2+

0.8

0.6

0.4

0.2

Dirichlet
Neumann
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Robin

Figura 3.10: Secao de choque diferencial em fungao de # no caso com campo (a = 1/2), com

a=1k=3/2eA=1.



Capitulo 4

Selecao Tedrica da Condicao de

Dirichlet

Neste capitulo nosso principal objetivo é dar base para o uso do hamiltoniano de Aharonov-
Bohm com condigao de Dirichlet na fronteira do solendide através de uma combinagao de
modelagem fisica e argumentos matematicos precisos.

Na secao 4.1 encontraremos o potencial vetorial de um solendide finito de raio po-
sitivo e veremos que ele converge pontualmente quando seu comprimento vai para infinito,
como esperado, para o potencial vetorial do solendide infinito. Na secao 4.2 apresentaremos
uma justificativa tedrica do habitual hamiltoniano de Aharonov-Bohm (com solenéide de raio
maior que zero). Isto é obtido por meio de uma sequéncia crescente de solendides de compri-
mentos finitos junto com um procedimento natural de impermeabilizacao; além disso, ambos
os limites comutam. Tais limites rigorosos sao calculados no sentido forte do resolvente e em
ambos os espacos R? e R3. Note que o material destas duas primeiras secoes é praticamente
o conteido que apareceu em [16]. Na se¢ao 4.3 mostraremos que hé convergéncia no sentido
uniforme do resolvente em algumas situagoes no plano e no espaco.

Para tanto, como na Introdugao, consideremos um solenéide cilindrico S carregando
uma corrente elétrica estacionaria, de comprimento infinito e raio a > 0, centrado na origem
e eixo na diregdo z. Entao existe um campo magnético constante B = (0,0, B) confinado
em S°, o interior de S, e anulando-se em sua regiao exterior S’. O solendide é considerado
impermeével (impenetrdvel), no sentido que o movimento de uma particula sem spin (de
massa m = 1/2 e carga elétrica q) fora do solendide ndo tem contato com seu interior,

particularmente com o campo magnético B. Se A é o potencial vetorial gerando este campo
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magnético, isto é, B =V x A é corrente na literatura que o operador hamiltoniano usual
descrevendo o movimento quantico desta particula carregada é dado por (com h = 1)

Hpp = (p— %A)Q, p=—iV,

com condicao de Dirichlet na fronteira, isto é, as fungoes ¥ no dominio de Hxp anulam-se

1 = 0 na fronteira do solendide, ou seja,
dom HAB = H2(8/) N Hé(S’)

Problema aberto muito interessante seria encontrar mecanismos de aproximagcao que

resultassem em extensoes auto-adjuntas diferentes de Dirichlet.

4.1 O Potencial Vetorial

Nesta secao encontraremos a expressao do potencial vetorial A gerado por um solendide
finito de comprimento 2L em R3, em um adequado calibre. Note que nao encontramos tal
expressao na literatura; contudo, veja [9]. Entao mostraremos sua convergéncia pontual para

A quando L — oo, sendo A = (A4,, A4, A,) em coordenadas cilindricas, com A, = A, =0e

®/(2mp), p=a>0,

Ag(p) =
Pp/(2ma?), 0<p<a,

em que ¢ é o fluxo magnético, o bem-conhecido potencial vetorial do hamiltoniano de
Aharonov-Bohm. A construcao e a convergéncia pontual do potencial vetorial também

valem no plano R%. Este fato serd usado nas demonstracoes da secao seguinte.

4.1.1 Potencial Vetorial de Um Solendide Finito

O ponto de partida é o potencial vetorial devido a um laco circular de corrente calculado
em [30], Se¢ao 5.5. Entao uma integragao sobre a densidade de lagos dé o potencial vetorial
desejado. Considere um lago circular de raio a > 0 centrado em (0,0, z'), em coordenadas
cartesianas, z’ > 0, e paralelo ao plano zy. Seja x’ um ponto do lago e x um ponto arbitrario
em R3, cujas coordenadas esféricas sao x' = (1,6, ¢') e x = (1,0, ¢), respectivamente.

A tinica componente nao nula da densidade de corrente J é na dire¢ao ¢ e, por [30],

ela é dada por

y ) 5 (1 = Var+27)

Jy=106(cost — ,
? ( Va2 + 2 Va2 + z?
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com [ denotando a corrente elétrica no laco. Devido a simetria do problema, é possivel
assumir que o potencial vetorial resultante tem somente a componente na direcao ¢, a qual

realmente nao depende de ¢; entao escolhemos ¢ = 0 nos cédlculos que seguem. Temos

cos @' b (cos 0 — \/;7) ) <7” —Va?+ 2/2)
C\/CL2+Z/2/ Ix — x|

com [x — x| = [r2 412 — 211 (cos 0 cos 0 + senOsen @ cos ¢')]"/* e dSY = sen 0/'d6'dg .

r2dr'dsY

A7 (r,0) =

~

Integrando com respeito a 7’ = Va2 + 2/?, e entdo com respeito a #', com cos @’ = =

a
e senf’ = —, encontramos
r

, I 9 a cos ¢/
A (r,f) = —— 2+z'> d¢’,
{00 = s | Va7 kx|
isto é,
]a
AZ 0
ro) ="
2m /
cos ¢
X/o 1/2d¢/'

2 4 2 2 _ 90 /2 2 _ 2 a
[T +a?+ 2'* —2rva® + 2 (0089 azﬂﬂ—i—sen@\/mcosgb’)}

Analogamente para 2z’ < 0.
Assim, o potencial vetorial do solendide finito de comprimento 2L e raio a > 0 no

ponto x = (1,6, ¢) em coordenadas esféricas é A = (0,0, AL 4), sendo

L 21 Cos ¢/
A — AZ / !
Lo(r6) ”/_L (r.0)dz 4m/ / e,

em que n é o niumero de voltas por unidade de comprimento no solenéide, ® o fluxo magnético

(de modo que ;% = %) ¢, finalmente,

1/2
f(r,0,2,¢") = <r2 +a+ 2" — 2rz cosf — 2rasenf cos gb') :
Aqui usamos a notacao A,(r,0) = A (7, 0) para a componente ¢ do potencial vetorial no
caso L = o0.

Note que para § = 7/2 temos z = 0 e obtemos o potencial vetorial em um ponto

x = (r,7/2,¢) do plano xy

cos ¢/
A ( / / de'd?,
e 4 (r2 + a2 + 22 — 2ra cos ¢/)"/*?

o qual em coordenadas polares serd denotado por Ay ,(p). Ele também pode ser expresso

em termos de integrais completas elipticas K (k) e E(k) [9], ou seja,
o (M (2-k)K(k)—2E
b= [ LR 2,
72a |, k[(a+ p)? + 22]2
e k ¢ dado por k? = 4ap/[(a + p)* + 2.
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4.1.2 Convergéncia Quando L — oo

Fixe r, 6. Nas trés situagoes abaixo o termo

2rasen # cos ¢’
r2+a?+ 22 — 2rz' cos 6

é uniformemente pequeno: ou 1) r < a, ou 2) r > a e r > 1 ou 3) para 2’ grande, 2/ > 1 e

2 > a. Em qualquer de tais situagoes temos

cos ¢’ _ cos¢ rasenfcos? ¢ 3 (rasen0)?cos® ¢’ T
F0,0,2.0) 9007 " g0 T2 gmozpr OV E

com g(r,0,2') :=r*+a*+2"*—2r2' cosf. Note que as integrais do primeiro e terceiro termos
no lado direito da igualdade acima anulam-se. Entao, o erro na aproximagao de A4(r, ) por

Ay (7, 8) pode ser estimado por (para L grande)

oo —L
|Ap(r,0) — AL 4(r,0)| = ‘(/ +/ ) Ag(r, 0)dz'
cos ¢’ .
SIVRTA ) s
2 msen&cos o,
/ / g(r,0,2")3/2 dgdz
* cte

Lo
< Ct@/; mdz < CteL ﬁd = ﬁ:

o qual se anula quando L — oco. Note que temos um limite superior, L=2, para a razao de

< cte

convergéncia a zero (esta razao também foi encontrada numericamente).
Agora checamos que as expressoes acima para Ay, 4(r, #) realmente resultam no cali-

bre esperado no limite L — oo, isto é, em coordenadas cilindricas p = rsen 6,

Vamos verificar explicitamente essa convergéncia nas regioes de r,0 com r > a e r < a,
para as outras regioes confirmamos a convergéncia numericamente, a qual é muito simples
de se fazer.

Vamos considerar o caso de um ponto x longe do solendide, ou seja, rsenf > a.
Substituindo a expressao acima para cos¢'/f(r, 0,2, ¢') em Ay 4(r,0) de modo que, apds
calcular as integrais resultantes, obtemos

o rsen 6 B1(L —rcosf) + PBo(L + rcosf)

A 0
L,¢(T ) 27T r2 4+ a2 —r2cos26 2312 7
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com B = Vr24+ a2+ L2 +2rLcosf e 3 = Vr2+ a2+ L2 — 2rLcosf. Portanto, para L

grande
d 0
Ay (r,0) ~ 2 rsen

2mr2 +a? —r2cos?f’

Tendo em conta que rsenf >> a, temos que Ay 4 aproxima A, acima quando L — oo, e
o calibre certo é obtido. Argumentos similares valem para rsenf < a. Observe que para
6 = m/2 os passos acima inferem a convergéncia no plano xy, ou seja, em R?.

Salientamos que para os pontos x ¢ S o integrando na expressao de Ay, ¢ uma
fungao continua e, para r e 6 fixados com rsenf # a, existe d > 0 de modo que o valor

absoluto do denominador no integrando ¢é uniformemente > d. De fato, podemos tomar
d:=min|x — x| = |rsenf —a| > 0.
x'eS

Em resumo, fora da borda do solendide, as expressoes acima para o potencial vetorial resul-
tam em valores finitos para ambos L < oo e L = o0.

Para pontos x na borda do solendide, isto é, |x — x| = 0, para algum x’ € S, o
denominador do integrando na expressao de Ay, anula-se, o que causa uma divergéncia na
integral; entretanto, tal expressao para Ay, , nao ¢ suposta valer nesta borda, e os valores de
A s@o recuperados por continuidade (usando os limites laterais de dentro e fora do solendide).
De qualquer modo, a fronteira do solendide é um conjunto de medida de Lebesgue zero em
R3 e R2.

Finalmente, note que nao é necessario nos restringirmos (como fizemos acima) a um
solendide finito com —L < 2z’ < L, desde que todos os argumentos sao facilmente adaptados

para —L; < 2’ < Ly, com Ly — 00, Ly — 00.

4.2 Justificativa do Hamiltoniano de Aharonov-Bohm

Nesta secao apresentaremos uma justificativa tedrica para o hamiltoniano Hag. Conside-
remos um solendide S;, de comprimento finito 2L > 0 e também permedvel. Relembre
que um solendide finito carregando uma corrente gera um campo magnético nao nulo em seu
exterior e, desde que ele é também considerado permeavel, o teorema de Stokes pode ser apli-
cado; portanto o correspondente operador hamiltoniano estd bem definido e sem condigoes
de fronteira na borda do solendéide. Modelamos a impermeabilidade por uma sequéncia de
potenciais positivos V,, os quais se anulam na regiao exterior ao solenéide S} e vao para

o infinito em seu inteior S§ quando n — oo [35] (o primeiro a propor a impermeabilidade
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do solendide através de potenciais crescentes V,, foi Kretzschmar [32]). Entao discutimos os
limites do solendide de comprimento infinito, isto é, L — oo, e impermeabilizacao n — oo
(obtendo assim uma regiao multiplamente conexa) mostrando que eles existem e, finalmente,
que ambos os limites comutam, ou seja, nao importa qual limite é tomado primeiro, e o ha-
miltoniano resultante é sempre Hp. Tais limites sao no sentido forte do resolvente em R?
e R3 e discutimos ambos simultaneamente, visto que os argumentos sao quase 0s Mesmos.

Alguns artigos tém considerado explicitamente um solenéide finito [9, 42] neste con-
texto; também alguns processos limites matematicamente nao rigorosos sao discutidos em
[10] para justificar o hamiltoniano. Entretanto, os argumentos nao podem ser considera-
dos no critério de rigor tipico da fisica matematica que demandamos aqui, e esta é nossa
principal contribuigao. Uma dificuldade é que os indices de deficiéncia do hamiltoniano
Aharonov-Bohm com dominio C§°(S’) sdo ambos infinitos, os quais levam para muitas ex-
tensoes auto-adjuntas; todas as extensoes auto-adjuntas em H?(S’), no espago de Hilbert
L2(S’), deste operador apareceram no Capitulo 2 desta tese.

Agora vamos aos detalhes da idéia esbocada acima para a justificativa tedrica de
Hap. Seja (z,y,z) denotando as coordenadas cartesianas em R?; o interior do solendide

finito Sy, simetricamente disposto com respeito ao plano z, y, é
Sy =A{(x,y,2) s 2® +y* < a®, || < L},

e denote por x sua funcdo caracteristica, isto é, xrp(x,y,z) = 1 se (z,y,2) € S7 e
Xr(z,y,2) = 0 caso contrario. A sequéncia de barreiras potenciais serd V,, = n -y, ou
seja, Vi, (x,y,z) = nxr(z,y,2) . Se Ay denota o potencial vetorial gerado por este solendide
finito e permedvel, entao o hamiltoniano correspondente é (0 < L < oo; note que escrevemos

A= AL:oo eS = ‘SL:oo)
2
Hp, = (p - gAL> +V,, domH, = Hz(Rd), d=2,3,
C

sendo H? o espago de Sobolev usual, dominio do hamiltoniano livre (ou seja, o laplaciano
negativo) —A. No caso de R? apenas restringimos o potencial vetorial e V;, para o plano e
S NR? é uma circunferéncia centrada na origem.

Em R? existe a possibilidade da particula entrar no solenéide finito em um ponto
com x3 = +L (com drea total ay = 2ma?), o qual é fisicamente diferente da entrada através
da borda lateral do solendide (com area total oy = 2wa x (2L)), mas a barreira potencial V,,

impede igualmente a entrada da particula em qualquer direcao. Este efeito torna-se menos
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e menos importante quando L cresce, visto que a razao das areas a;/a; — 0 quando L — oo
(note também que, na verdade, oy nao depende de L) e para L grande o topo e o fundo do
solendide geralmente estarao longe do movimento do elétron; além disso, este efeito nao esta
presente em duas dimensoes. Portanto, ele nao serda modelado aqui.

Em ambas as dimensoes d = 2,3, o fato de o solendide ser finito e permeével faz
a modelagem mais viavel, e para cada par de valores finitos n, L o hamiltoniano Hp,,, ¢
um operador bem definido e auto-adjunto. Note que A é uma funcao vetorial limitada e
continua; por exemplo, em R?, usando coordenadas cilindricas (p, ¢, z), z = 0, e o célculo em
[30] do potencial vetorial de um lago circular de corrente, encontramos que (em um particular
calibre) as componentes p e z de Ay anulam-se, enquanto a componente ¢ depende somente

de p e é dada por

P L 27 CoS ¢/
A = d¢'d? .
LolP) 4m2a /L/O (p% + a2 + 2% — 2ap cos ¢')1/2 ¢dz

Agora, para p # a (a borda do solendide p = a é um conjunto de medida de Lebesgue zero),

temos a convergéncia pontual de A; para A quando L — oo em R?, cuja componente ¢
de A ¢ bem conhecida e dada por Ay(p) = ®/(27p) se a < p, e Ag(p) = Pp/(2ma?) se
0 < p < a. Similarmente para convergéncia pontual quando L — oo do potencial vetorial
em R?, como mostrada na secao anterior.

No caso particular de um solenéide de comprimento infinito L = oo em R3, o limite
impermedvel n — oo foi considerado em [35]; usando o teorema de Kato-Robinson [14] foi

mostrado que H , converge para Hap com dominio
dom Hap = H*(S") NHY(S')

no sentido forte do resolvente quando n — oo, e desde que os elementos de H}(S’) anulam-se
na borda do solenéide (no sentido dos tragos de Sobolev), condigoes de fronteira de Dirichlet
apareceram nesta situacao. Visto que o mesmo procedimento de [35] para impermeabilizagao

aplica-se também para o caso do solendide finito Sy, (com L fixado), obtemos (em dimensoes

d=23)

Proposicao 4.1 Quando n — 0o a seqiiéncia de operadores Hr, ,, converge no sentido forte

do resolvente para o operador

2
Hy oo = ( . %AL> . dom Hy oo = HA(S}) NHA(S)).
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Agora fixe n. Se ¢ € Cg°(R?) e supp 1 denota seu suporte, entao

| Hpnts — Hoont||? = / 12i(A; — A)- Vo + (A2 — A% do,

supp ¢

e visto que quando L — oo temos o limite pontual A;, — A, segue que Hy ¢ — Hy Y0
pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue. O conjunto C§°(RY) é um cerne
de ambos Hy, e Hp,, para todo L > 0. Isto pode ser visto, por exemplo para Hs,p,
da seguinte maneira: para facilitar a notacao considere (x,y, z) = (21, x2, r3) somente neste

paragrafo e considere os operadores auto-adjuntos P; dados pelo fecho de dom f’j = C5°(RY),

Pjp = —idnp /0, e
domT; =domP;, T :=Ppp—App, 1<j<d,

os quais s@o auto-adjuntos visto que A; sao fungdes limitadas (e assim, operadores de multi-
plicagdo limitados). Note que N;dom P; = H'(R?). Pela Proposigao 4.3.9 de [15], o operador
25:1 T?, com dominio {¢ € H'(R?) : Tjyp € domTj,1 < j < d} = H*(RY), é auto-adjunto.
Logo, o operador Hy,, = Z;l:l Tj2 + nxse, dom Hy,,, = H?(RY) é auto-adjunto, ja que a
fungao nys- ¢ limitada Vn, ou seja, o conjunto C§°(R?) é um cerne para Ho, ,,. Similarmente
para Hip, .

Entao uma aplicagdo do Teorema VIII1.25 de [39] implica

Proposicao 4.2 Para cada n fizado, a seqiéncia de operadores Hp, , converge para Hy

no sentido forte do resolvente quando L — oc.

Seja R;(T) = (T —i)~! denotando o resolvente de um operador auto-adjunto 7" no

nimero complexo i. Para ¢ € L*(S’) temos

| Ri(Hp00)t — Ri(Ha)Y|| < [|Ri(Hpo0)t — Ri(Hpn)|| + | Ri(Hpn)Y — Ri( Hoo )|
+ [|Ri(Hoom)Y — Ri(Hap)Y ||,

e, dado € > 0, pela Proposicao 4.2, se L é suficientemente grande temos
||R1(HL,n)w - Rz(Hoo,n)wH < 6/37

e depois, fixando tal L, tomamos n suficientemente grande de modo que, pela Proposicao

4.1 e a convergéncia no sentido do resolvente Hy,,, — Hap [35], obtemos

||RZ(HL,OO)77ZJ - Rz(HL,n),le)” < 5/37 ||R1(Hoo,n)¢ - R1<HAB)¢|| < 5/37
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respectivamente, e portanto
| Ri(Hp,o0)t) — Ri(Hap)¥|| <,
para L suficientemente grande. Assim, demonstramos:

Proposicao 4.3 O operador Hy, », converge para Hxg no sentido forte do resolvente quando

L — oo.
Denote por Py o operador projecao L?(R?) — L2(S’). Se v € L*(R?), entao

| Ri(Hap) Poty — Ri(Hpn) Pov|| < || Ri(Hag) Poy — Ri(Hr00) Pt |
+ |Ri(Hp00) Pot — Ri(Hpn) Pot||.

Pelas proposi¢oes acima ambos os termos a direita da desigualdade anulam-se quando L,n —

o0, e assim concluimos

Teorema 4.1 O operador Hy,, converge para Hap no sentido forte do resolvente quando

L,n — oo, independentemente da maneira que ambos os limites sao tomados.

Veja [14, 35] para uma discussao da convergéncia no sentido do resolvente quando
o dominio do operador limite ndo é denso no espago original (como L?(S’) nao é denso em
L2(R%)). O Teorema 4.1 diz que o mesmo operador Hap ¢ obtido independentemente da
maneira como os limites do solendide de comprimento infinito e de impermeabilizacao sao
processados. Por exemplo, ambas as operacoes podem ser feitas simultaneamente tomando,
digamos, n = L e entao L — o0, etc. Em particular, os limites L — oo e n — oo comutam.

Isto é resumido no diagrama abaixo.

n—oo

HL,n — HL,oo
L—o00 L,TLHOO L—oo

H Hap

00,1 TS0

Portanto, estamos apresentando uma justificativa tedérica para o uso de Hap enquanto
modelagem de um solendide de comprimento infinito e impermeavel, ainda que estejamos em
uma situagao de regiao multiplamente conexa e com um campo magnético restrito a regiao

impenetravel.

Observagao 4.1 Para cada n fizado € possivel verificar que Hrp,,, converge para Hy, , no

sentido forte em H*(R?) quando L — oo, para d = 2, 3.
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Note que todos os resultados acima continuam vélidos se no lugar dos atuais poten-
ciais V,, considerarmos uma sequéncia crescente de potenciais v, que sao funcgoes positivas
e limitadas, se anulem fora do solendide (por exemplo, de suportes compactos contidos em
S7) e tendem a infinito dentro do solendide quando n — oo.

Os processos limites discutidos aqui constituem um passo além e complementar a
[35], 0s quais consideraram somente solenéides de comprimento infinito.

E intrigante que a (habitualmente apenas formal) convergéncia do processo limite
para Hap tenha levado diferentes autores para conclusoes extremamente opostas: enquanto
Magni e Valz-Gris ([35], pp. 185-186) concluiram que “The way of coming to that hamilto-
nian, however, makes it clear that there is no cogent reason to attribute vector potentials
any physical activity...,” Berry [10] argumenta que tais limites justificam o exclusivo papel
quantico dos potenciais. Pelo menos com respeito a este trabalho, decidimos nos manter fora

desta controvérsia e nos restringir ao diagrama acima.

4.3 Convergéncia no Sentido Uniforme do Resolvente

Nesta secao mostraremos que para cada L < oo fixado, Hy,,, converge para Hy, o, no sentido
uniforme do resolvente quando n — oo, em R?, sendo d = 2, 3. Este é o contetido do principal
resultado desta secao, Proposicao 4.4 abaixo.

Consideremos os seguintes operadores auto-adjuntos e positivos da secao anterior

Hp,, Hy e Hp, «, sendo H, dado por
o q 2 _ a2(md
HL.— p——AL s domHL—H(R )

c

Denotaremos seus resolventes no ponto —1 por Ry ,, Rro e R, respectivamente. Por

exemplo, Ry o= (Hp + 1)71.

Proposicao 4.4 Para cada L > 0 finito e fizado, Hy, converge no sentido uniforme do

resolvente para Hy, o quando n — oo.

Demonstragao: Fixe 0 < L < oo finito e tome um conjunto aberto O C &7 satisfazendo
dist (0,08%) > 0. Agora escolha um aberto U D S;\O D S com U compacto, e uma
fungio nao-negativa ¢ € C5°(R?) com ¢ = 1 em U. Entdo com a notagao dos resolventes

acima e com ¢ denotando também o operador de multiplicacao pela funcao ¢, temos

0<@(Rrn—Rro)e<¢@(Rro— Rr)p,
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com ¢ (R, —Rpo)p € p(Rro— Rpoo) g compactos, para todo n. Antes de continuar
justifiquemos as desigualdades acima: para a primeira, com a idéia usada na demonstracao
do Teorema de Kato-Robinson (Teorema 10.4.2 de [15]) mostra-se que R, — Rp . > 0.

Assim, pela Proposigao 9.3.1 de [15] temos

<€7 2 (RL,n - RL,OO) 905> < (RL n RL oo) 90£>
< RLn - RLoo 1/2 @5 (RLn - RL 00)1/2 <P§>

= [[(Brn = Bro) g 20, weeL2®Y).

Quanto a segunda, considerando as formas b*™ e b° associadas aos operadores Hy,,, e Hy,
respectivamente, vemos que b*? < bm. Segue pelo Lema 10.4.4 de [15] que Ry, < Rpy.
Assim,

<€7 [90 (RL,O - RL,oo) 2 (RL,n - RL,oo) SD] £>
=(§, 0 (R0 — Rpn) ) = H(RL,O - RL,n)l/2 805” > 0,
V¢ e L2(RY).
Agora para justificar que o par de operadores ¢ (Rr,, — Ry )@ € ¢ (Rro— Rroo)
é compacto, para todo n, considere os dois seguintes lemas, sendo BX(R?) o conjunto das

funcoes de Borel, limitadas e que se anulam no infinito, com a norma do sup.

Lema 4.1 Se f € BX[RY), a € LI (R ¢ V € LL.(RY) ¢ ndo-negativo, entdo
fR_\ ((—iV — &)* + V) é compacto, ¥\ > 0.

Lema 4.2 Sejam A\, f, & e V como no lema anterior. Seja H(a) o limite no sentido
forte do resolvente da seqiiéncia de operadores (—iV — 5)2 + nV quando n — oo. FEntao

fR_x(Hwx(Q)) € compacto.

Esses lemas sdo consequéncias de resultados de [8, 33] e incluimos suas demonstragoes no
Apéndice B.

Aplique o Lema 4.1 com f = p e R_,((—iV —&)?>+V) = Ry, para obter ¢Ry,
compacto e, logo, R, ¢ é compacto como composi¢ao de compacto com limitado. Similar-
mente, aplique o Lema 4.2 com f = ¢ e R_)(H(d)) = R~ para obter pRj, o, compacto.
Como ¢ é limitado, obtemos pR} ¢ compacto. Sabemos pela Proposi¢ao 4.1 que Hyp,,

converge no sentido forte do resolvente para Hy, o, quando n — oo, e assim, se & € L2(R?)

1 (Rrn = Rroo) €Il < ol |(Rrn — Rroo) (9€)]l = 0,
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quando n — oo, uma vez que ¢ ¢ um operador limitado; ou seja, o operador ¢(Ry, , — Rp o)

converge fortemente a zero quando n — co. Analogamente para ¢ (Rpo — Ry ) ¢-
Voltando a demonstragao, desde que ¢ (R, — R ) ¢ s@o como no Teorema VIII-

3.3 de [31], e como ¢ (R, — Rp )¢ é compacto, para todo n, estamos na hipdtese do

Teorema VIII-3.5 de [31], e segue deste que

¢ (Rem — Rroo) |l — 0,

quando n — oo. Dai

2
| (R = Rio) || = llp (Rin = Rue) ol = 0,

quando n — oo.

Assim,
[(Ren = Reoe) ¢l = | (R = Ruoe)'” (Rpn = Ruoe) |

H (RL,n - RL,oo)l/2 SOH (41)

H(RL,n - RL,oo)l/Q SOH - 07

IN

(RL,n - RL,oo)1/2

(Rro— RL,oo)l/2

IN

quando n — oo.

Como na demonstracao do Lema 2.3 de [29], temos
IRLxol < KnY2,

sendo k > 1 uma constante. De fato, podemos encontrar fungoes nao-negativas 1,7, €
C>*(R%) de modo que n? + 72 =1, com 1, = 1 em O e suppn; C S¢. Além disso, podemos

assumir que |Vny|,|Vne| s@o fungdes limitadas. Entao
Hypp=mHp,m +nHp,ne — |V771|2 - |V772|2-
Como
(&, Hpn&) = (&, HL) + (§,nxs:§)

—(H 6 H 4 [ 6Pzl Ve e ORSy)

temos que

(& mHpam&) = m& Hp nm&) > n(mé, mé)

= n(&, 7€) > n(, x0f), VEeCTRY,
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ou seja,

anL,nnl > m)f > nxo,

e podemos encontrar uma constante x tal que Hy,, > nxo — k; sem perda de generalidade,

podemos assumir £ > 1. Dali, segue que se T = R_.(H,,) = (Hp,, + k1)™', entao

(6, T2 XxoT"?€) = (T"2¢, xoT"?¢) < n™ N (TV2¢, (Hy, + k1) TV%E)
—n Mg E), Ve e CRRY,
isto é,
(Hpn + “1)71/2 xXo (Hppn + /i'l)*l/2 <n L

Agora, seja S = T"?y. Entao S é limitado, S* = yoT"/? e
SS* = T2y oy o T2 = TV?y o T2
¢ auto-adjunto e limitado. Entao,
IT2xol* = 1SI* = [15*S|| = IT*xoT"?|| < n7",

e assim,

1T X0 < n7'72.

Portanto,
ITxoll = IT2T2x0]l < ITY2ITxoll < IT*xoll < 07
em que ||T1/2|| < 1, uma vez que k > 1 e que se 17 > 0, T} auto-adjunto e limitado, entao

IT3]| = sup (Tig, &) = sup (T\%¢, T\%¢) = sup ||T%¢|* = | 1/*|)*
l€l=1 l€l=1 l1€l1=1
Ou seja,
|(Hpn + k1) xol| < H(HL’" + k1)71? XOH <n 2
Finalmente, denotemos por R = (Hp, + k1)~1 o resolvente de Hip, , no ponto —k e,

pela primeira equagao do resolvente, temos
RL,n =R+ (Ii - 1)RL¢LR.

Assim,

RL,nXO = RX(’) + (’L{ - 1)RL,nRX(’)>
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e, segue que

[Brnxoll < [Bxoll + (k= DI Bralll Bxoll
<n V24 (k=1 V2 =k V2
uma vez que ||Ry, | <1, ou seja,
IRLxol < k0”2
Desta desigualdade segue que

I(Brn = Broo) Xoll = | RLnxol = 0,

quando n — 0o, uma vez que R xo = 0.

82

(4.2)

Agora, seja ¢ = (1 — ¢)xg, sendo que S denota o complementar de S7, ou seja,

S=8,U S;. Note que ¢ € C*°. Calculamos

(Hp +1) [ (Rro — Rroo)] = (Ap) xg (Rro — Rroo)
+2(Ve) x5V (Rro— Rre)

—2i (AL - V) XS(RL,O — RL,OO)?

de modo que, aplicando Ry, em ambos os membros, temos que

¢ (RL,O - RL,oo) = RL,OXS (ASO) (RL,O — RL@o)
+2R1ox5 (V) - V(Rro — Rroo)

—2iR0x5 (AL - Vo) (Rro— Ric0)

¢ um operador compacto, novamente usando os Lemas 4.1 e 4.2.

Repetindo-se os argumentos usados acima obtemos que ¢ (R, — R o) é um ope-

rador compacto.

Assim, ¢ (Rp,, — Ri00) ¥ < ¢ (Rpo — Ri,00) % implica
[(Rrn — Rreo) (1 —9)xsll — 0,

quando n — oo, analogamente ao que foi feito anteriormente.

Agora, podemos escrever

RL,n - RL7OO = Xo (RL,n - RL7OO) + XSZ\O @ (RL,n - RL,OO) + Xs ¥ (RL,n - RL,OO)

+ X3 (1—-) (RLyn - RL,OO) )

(4.3)
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e, segue de (4.1), (4.2) e (4.3) que
| R — Rrooll — 0,

quando n — o0, ou seja, Hr, , converge no sentido uniforme do resolvente para Hr, », quando
n — oo. U

Esta convergéncia uniforme também vale para L = oo em R? com demonstraciao
inteiramente similar. Entretanto, tal convergéncia uniforme nao deve ser esperada ocorrer
em R? quando L = oo, porque a borda do solendide nao é compacta neste caso.

Note que a borda S, ser compacta é fundamental para podermos tomar o aberto U
e a funcdo nao-negativa ¢ € C5°(RY) satisfazendo U D Sy, com U compacto e p = 1 em U.
De certa forma, tal ¢ € C5°(R?) é responsavel pela compacidade dos operadores.

Para encerrar esta secao observamos que, para cada n fixado, nao temos uma de-
monstrac¢ao da convergeéncia no sentido uniforme do resolvente de Hp,, para H. , quando

L — o0, pois nao ¢ claro que Ay convirja uniformemente para A quando L — oc.



Capitulo 5

Conclusao

Aqui apresentaremos rapidamente o que se procurou fazer neste trabalho e seus resultados,
bem como algumas palavras sobre possiveis perspectivas futuras.

Neste trabalho procuramos fazer um estudo de alguns tépicos relacionados ao Efeito
Aharonov-Bohm.

Inicialmente estudamos o solendide de raio nulo e comprimento finito no plano. Mos-
tramos que ha infinitas extensoes auto-adjuntas e as descrevemos. Em seguida comparamos
estas com as do conhecido caso do solendide de comprimento infinito de raio nulo. Isto foi
feito através da convergéncia no sentido uniforme do resolvente, em cada setor, quando o
comprimento do solendide tende ao infinito.

Fizemos também um estudo do caso mais realista, que é o do solendide de raio maior
do que zero, no qual procuramos caracterizar todas as extensoes auto-adjuntas através de
condigoes de contorno na fronteira do solendide. Obtivemos a caracterizacao de todas as
extensoes auto-adjuntas cujos dominios estao contidos no espaco de Sobolev H?. Isto foi
feito usando as triplas de fronteira, sendo que a nossa contribuicao foi incorporar o potencial
vetorial em suas expressoes. Para extensoes mais gerais, ou seja, aquelas cujos dominios
nao estao contidos em H?, aplicamos a teoria de [24] e neste caso as condigoes de fronteiras
tornam-se bastante abstratas. Num préximo passo, seria interessante tentar relacionar/aliar
esta teoria com a teoria das triplas de fronteira para propor uma caracterizacao mais simples
de todas as extensoes auto-adjuntas, uma vez que esta tultima parece dar uma caracterizagao
mais direta das condigoes de fronteira.

Para algumas das extensoes encontradas em H?, a saber, Neumann e do tipo Robin,

estudamos o espalhamento e comparamos com a de Dirichlet, a qual foi estudada em [43].
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Encontramos, por exemplo, que para altas energias o operador de espalhamento de Robin
comporta-se como o de Neumann, e este comportamento difere do caso Dirichlet. Para a
secao de choque diferencial destacamos que para certas energias o comportamento dos trés
casos difere significativamente. Isto sugere que um experimento poderia ser realizado para
detectar qual extensao descreve a situacao neste caso. Uma questao interessante seria estudar
o espalhamento para outras extensoes e compara-los, e também realizar tal estudo sem
utilizar a decomposicao nos setores de momento angular m, um passo certamente necessario
para o estudo de extensoes auto-adjuntas gerais.

Por dltimo, propomos no Capitulo 4 uma justificativa tedrica que seleciona o ha-
miltoniano usual de Aharonov-Bohm com condicao de Dirichlet na fronteira do solendide,
o qual é a extensao que geralmente aparece na literatura. Isto foi feito via os limites de
uma sequéncia crescente de solendides de comprimentos finitos e de um procedimento de
impermeabilizagao. Tais limites foram calculados no sentido forte do resolvente e obtivemos
que ambos os limites comutam.

Contudo, finalizamos dizendo que em principio, baseados em nossos estudos ainda
nao podemos tirar uma conclusao sobre o papel do potencial vetorial como ente fisico primor-
dial, mas concluimos que ele de fato deve estar explicitamente presente em certas modelagens

que envolvem regides que nao sao simplesmente conexas.



Apeéendice A
Limite Quando a — 0

Na Observacao 1.1 do Capitulo 1 mencionamos que em R? o potencial vetorial do solendide
finito de raio nulo pode ser recuperado a partir do potencial vetorial do solendide finito de
raio positivo, a > 0, tomando o limite a — 0. Neste apéndice nosso objetivo é justificar esta
afirmacao. Note que este limite d&a certa consisténcia adicional a expressao do potencial que
encontramos no inicio do Capitulo 4.

Sabemos, da secao 4.1.1, que

Ap(rm/2) = / / cos ¢ d¢'dz’
T, z
Lo 47a (r?2 + a? + 22 — 2racos ¢')1/?

é o potencial vetorial do solendide finito, comprimento 2L e raio a > 0 num ponto x =

(r,m/2,$) em R2.

Supondo a pequeno, podemos expandir

cos ¢’
(r2 + a2 + 22 — 2ra cos ¢')1/2

e escreve-lo como

cos @' cos @' rcos? @'

(r2 + a2 + 22 — 2racos ¢')1/2 - (r2 + 22)12 7 (12 4 22)3/2 a

—cos ¢’ 3r2 cos® ¢’ ) 5
- <2(r2 + 22)302 - 2(r2 1 22572 a”+O(a”).

Substituindo a expressdo acima no integrando de Ay, 4(r, 7/2) e observando que fOQW cos @' d¢’

= fozw cos® @' d¢’ = 0, obtemos

rcos? ¢’ o 3
47ra(// r2+z’23/2 dqbdz—l—O(a)),

Aps(r,m/2) =
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ou seja,

o L Tra 9
Apy(r,m/2) = 1n2a /_L o Z,2)3/2dz' + O(a”)

_ Or L dz’

2

T 4n (2 2/2)3/2 +0(a”)
Or [ 2! }L

= — | ———| +0(a
A 7,2(7,2 + 212)1/2 .
P 1

= +0(a®), r>0.

2w [1+ (r/L)%4?
Logo, fazendo a — 0 chegamos a

P 1
AL7¢(T7 7T/2) - 27‘(‘7” [1 + (T/L)2]1/27 r > 07

87

e, portanto, recuperamos o potencial vetorial do solendide finito de raio nulo no plano, usado

no Capitulo 1.



Apeéendice B
Dois Lemas Auxiliares

Neste apéndice apresentaremos as demonstragoes dos Lemas 4.1 e 4.2, os quais foram usados
na demonstracao da Proposicao 4.4, e sao baseadas principalmente em resultados de [8, 33].
Para isto faremos algumas consideragoes iniciais.

Sejam B e C operadores limitados em L?(R?). Entdo escreveremos B< C' para
indicar que |By| < C|y|, Vi € LE(R?), ou seja, |By|(z) < (C|v]) (x). Relembremos que a
notagao B (R?) foi introduzida no pardgrafo anterior ao Lema 4.1 para denotar o conjunto
das funcoes de Borel, limitadas e que se anulam no infinito, com a norma do sup. Também
usaremos os seguintes resultados conhecidos da literatura, sendo que indicamos as referéncias

para as suas demonstragoes:
(i) Se B C e C é um operador compacto, entdo B é compacto. (Teorema 2.2 de [8])

(i) Se A >0, a € L2 _(RY)? ¢ V € LL_(R?) ¢ ndo-negativo, entdo [(—iV — a)2 +V + A"

loc loc

< (=A+ X\ (Lema 6 de [33])

(iii) Se f,g € BX(R?), entdao o operador de multiplicacdo por f(x)g(p) em L%(R?) é com-
pacto. (Secao 11.4.1 de [15])

Feito isto, agora apresentamos as demonstragoes dos Lemas 4.1 e 4.2, respectiva-
mente.

Demonstragdo: [do Lema 4.1] Sejam A > 0 e f € BZX(R?). Por (ii) acima temos
R_, ((—iV — &)+ V) <R_,(-A),

ou seja,

|R_\ ((—iV =&+ V) ¢| < Roy(=A)|Y|, Vo e L2(RY).
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Dai segue que
|f(@)Rox (—iV = &)* + V) | < |f(@)|[R-A(=A)[¢], V¢ € LX(RY),
isto é,
f@)R, ((=iV = a)? + V) <[f(2)|[R_A(=A).

Uma vez que o operador a direita da desigualdade acima é compacto por (iii), o resultado
segue por (i). O

Demonstracao: [do Lema 4.2] Novamente por (ii) temos ¥V n
R_, ((—iV = a@)> +nV) < R_\(—A),
isto é,
|R_y ((—iV —&)* +nV) ¢| < R\(=A)[¢], Vo e L*(RY).

Fazendo n — oo, temos por hipdtese a convergéncia forte dos resolventes em L2(RY) e

portanto existe uma subsequéncia que converge q.t.p., assim obtemos

|B-x (Hoo(d)) | < RA(=A)[¢].
Logo,
[f(2) Ry (Hoo(A)) 9] < | f(2)|RoA(=DA) 0], Vo € LA(RY),

ou seja,
f(@)Rox (Hoo(&)) <[ f(2)|R-A(=A)

e o resultado segue aplicando (iii) e entao (i). O
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