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Resumo

Neste trabalho estudamos reducoes de dimensoes em alguns sistemas quan-
ticos; tais reducgoes ocorrem devido ao confinamento do movimento de particulas,
inicialmente em tubos no espaco, a curvas. Nosso principal objetivo é encontrar o
operador efetivo que descreve o movimento da particula apos o confinamento. (1)
Na primeira situacao estudamos um tubo infinito gerado por uma curva com torcao
e curvaturas nao-triviais. Aqui as secoes transversais possuem sempre 0 mesmo
diametro. (2) Estudamos também tubos no espago deformados de uma forma es-
pecifica, ou seja, o diametro das se¢oes transversais possui um tinico maximo global.
Tais tubos também apresentam curvatura e tor¢do ndo-triviais. (3) Finalmente ana-
lisamos a questao de qual extensao auto-adjunta do atomo de hidrogénio unidimen-
sional seria fisicamente relevante. Consideramos tal &tomo num tubo tridimensional
e estudamos o limite de quando o tubo converge ao eixo-z, e isso mostrou que a

extensao de Dirichlet foi sempre obtida apo6s o confinamento.



Abstract

In this work we study dimensional reductions in some quantum systems; such
reductions occur due to confinement of the particle from a tube in space to a curve.
Our main goal is to find the effective hamiltonian operator that describes the motion
of the particle after confinement. We consider three particular situations. (1) In the
first situation, we study an infinitely long tube generated by a curve with non-trivial
torsion and curvature. Here the tube cross sections always have the same diameter.
(2) We also study tubes in space deformed in a specific way, i.e., the diameter of
the cross sections have a unique global maximum. Such tubes also have non-trivial
torsion and curvature. (3) Finally, we analyze the question of which self-adjoint
extension of the one-dimensional hydrogen atom would be physically relevant. We
consider such atom in a three-dimensional tube and take the limit as the tube
converges to the z axis, and it is shown that the Dirichlet (at the origin) extension

is always obtained after such confinement.
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Capitulo 1

Introducao

De forma geral, nesta tese estudamos algumas reducoes de dimensao em certos
sistemas quanticos; tal reducao ocorre devido ao confinamento do movimento da
ticula, inicialment trit tub R3 N incipal
particula, inicialmente restrito a um tubo em R°, a uma curva. Nosso principa
objetivo é encontrar o operador efetivo que descreve o movimento da particula apos

o confinamento.

Claramente tal confinamento é um processo singular e, assim, deve ser consi-
derado com muito cuidado; por exemplo, devido ao principio de incerteza a reducgao
de alguma dimensao implica em que os momentos (nas dire¢oes que “somem”) divir-
jam e isso deve ser compensado (“renormalizado”). Deveremos tratar tais limites de
forma apropriada, tanto no sentido dos resolventes como no uso da I'-convergéncia;
como este tltimo conceito nao é de uso comum entre os estudiosos da matemaética
da mecanica quantica, devotaremos algum espaco no inicio da tese a ele.

Analises de tais redugdes tem sido comuns no estudo de grafos quanticos [§],
mas aqui consideramos situacoes diferentes. Consideraremos trés situagoes, com

resultados originais em cada uma delas.

1. Na primeira situacao temos um tubo infinito gerado por uma curva com tor¢ao
e curvaturas nao-triviais. Nosso ponto de partida neste topico foi a referéncia

[1], a qual estudou o caso de tubos compactos. Para tubos infinitos existem re-

10



sultados usando I'-convergéncia e convergéncia forte no sentido dos resolventes
[5]. No Capitulo 5 conseguimos a convergéncia uniforme dos resolventes. Aqui

as se¢oes transversais possuem sempre o mesmo diametro.

2. Estudamos também tubos deformados de uma forma especifica, ou seja, o
diametro das se¢oes transversais possui um tnico maximo global (com certas
caracteristicas). Nosso ponto de partida neste topico foram os trabalhos |9]
e [10], nos quais tubos planares e sem curvatura foram considerados. No
Capitulo 7 consideramos tubos similares mas no espaco R? e com curvatura e

tor¢ao nao-triviais.

3. Finalmente analisamos a questao de qual extensao auto-adjunta do atomo de
hidrogénio unidimensional seria fisicamente relevante. Para isso consideramos
esse Atomo num tubo tridimensional e estudamos o limite de quando o tubo
converge ao eixo-x, procurando selecionar alguma extensao do caso em uma
dimensao. Nosso ponto de partida foram as caracterizagoes dessas extensoes
discutidas em [6], e a extensdao de Dirichlet foi sempre obtida apos o confina-

mento. Esses resultados aparecem nos Capitulos 4 e 6 da tese.

No que segue procuramos apresentar um pouco mais de detalhes do que é

discutido nesta tese.

Seja I o operador identidade e 0 < T} uma sequéncia de operadores positivos e
auto-adjuntos atuando em um espaco de Hilbert H. A monotonicidade da sequéncia
dos operadores resolventes R_y(T;) := (T;4+AI)~" (A > 0) implica a monotonicidade
da correspondente sequéncia de formas sesquilineares e vice-versa. Devido & mono-
tonicidade, em algumas situacoes temos a existéncia de limites, como convergéncia
forte dos resolventes (veja Secao 10.4 em [4]). Supondo situagoes mais gerais, a
principio nao é clara a relagao entre convergéncia forte dos resolventes e convergén-
cia das respectivas formas quadraticas, ou seja, o que acontece quando supomos que
essas formas sao apenas, por exemplo, limitadas inferiormente? Esta questao esta

diretamente relacionada com o conceito de I'-convergéncia que é o assunto do Ca-
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pitulo 2. Nele apresentamos a definicao de I'-convergéncia e algumas propriedades

basicas. Dentre eles a relacao com respeito a convergéncia forte dos resolventes.

Como uma aplicacao da I'-convergéncia de formas, consideremos o caso de uma
particula se movendo em um tubo em R?® sem a influéncia de qualquer potencial.
A esta situacao vamos chamar simplesmente de particula livre em um tubo em R3.
Fazendo esse tubo “encolher” a uma curva suave, a questao é encontrar o operador
limite sobre essa curva. Mais precisamente, o operador inicial associado ao problema

¢ o Laplaciano de Dirichlet
Y= =AY, (NS HZ(QE) N H&(Q€)>

em que . C R3 é um conjunto gerado por uma segao transversal S, = S (S C R?) o
qual rotaciona ao longo de uma curva r(s) : I C R — R3. No entanto, quando € — 0
a regiao (). torna-se cada vez mais estreita e as oscilacoes transversais da particula
ficam muito rapidas. Consequentemente, a energia total do sistema diverge e vai
a infinito quando ¢ — 0. Para enxergarmos melhor esta situagdo consideremos
o seguinte exemplo bidimensional. Uma particula se move livremente em >, :=
[0, 7] x[0,em]. As autofuncies e os respectivos autovalores do Laplaciano de Dirichlet
associados ao intervalo [0, e7] sdo

u;(y):sen <%>7 AE:_a :1a273>"'-
€

Fica claro que quando a regido X. se reduz ao intervalo [0, 7| para ¢ — 0,
as energias do estado transversal tendem a infinito. Assim, voltando ao caso tridi-
mensional, seja Ay o primeiro autovalor do Laplaciano de Dirichlet restrito a .S e g
a autofuncao correspondente. O estudo é entao feito com formas quadraticas, nao

somente do Laplaciano de Dirichlet em 2., mas sim da familia
2 Ao 2 1
Qg

De fato, vimos que as energias do estado tranversal tendem a infinito no limite

e — 0. O fator —)\g/e? em (1.1) tem a finalidade de impedir que essa divergéncia
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ocorra e assim somente a dinamica sobre a curva permaneca neste limite. O dominio
da forma quadratica limite também esta diretamente relacionado com este fato,
veremos que tal conjunto é {wug : w € H(R)}.

Na definicao de €., o caso em que I é um intervalo limitado foi analisado em
[1]. Foi mostrado que os autovalores {\{ : i € N} de —A, em 2. com a condicao de

Dirichlet na fronteira, tem o seguinte comportamento:
No= R
em que u; sao autovalores de um problema unidimensional
—w"(s) + q(s)w(s) = pw(s), w € Hy(I).

O potencial ¢(s) depende dos efeitos geométricos do tubo. Mais tarde alguns re-
sultados foram obtidos para tubos ilimitados |5]. No Capitulo 3 apresentamos um

resumo dos principais resultados desses dois trabalhos, ou seja, [1] e [5].

Agora, para apresentarmos alguns dos objetivos do trabalho, consideremos o

" 0+4KkeR

_|$_|’

Independentemente da dimensao considerada, chamamos este modelo de 4&tomo de

operador de Schrédinger com potencial de Coulomb V(z) =

hidrogénio. Ainda mais, chamamos de caso atrativo se x > 0 e caso repulsivo caso

contrario. Para o caso tridimensional, consideremos

(He)(z) = —(Ad) (@) — ——i(x),  domH = C3*(R?),

]

O Teorema de Kato Rellich [4] nos diz que este operador é essencialmente auto-
adjunto, ou seja, possui uma tnica extensao auto-adjunta. No caso unidimensional

o operador é

(Hw)(s) = —w"(s) — —w(s), dom H = C°(R\{0}). (1.2)

E conhecido que H tém indices de deficiéncias iguais a 2 e, consequentemente,
possui infinitas extensoes auto-adjuntas [6]. Na introdu¢ao do Capitulo 4 ha uma

descricao de todas essas extensoes. Diferentemente da versao 3D, a singularidade do
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potencial de Coulomb 1D exige condi¢oes de contorno na origem para as extensoes.

Um exemplo de uma extensio auto-adjunta de H é
(Hpw)(s) = —w"(s) — —w(s) (1.3)

em que

dom Hp = {w € H*(R\{0}) : w(07) = 0= w(0")}.
Chamamos Hp de extensao de Dirichlet do operador (1.2).

Discussoes sobre qual extensao auto-adjunta melhor representa o d&tomo de
hidrogénio unidimensional tem aparecido bastante na literatura [11, 13]. Um argu-
mento apresentado em [13|, para o caso x > 0, para adotar a condigao de contorno
de Dirichlet na origem é o seguinte: considere os operadores unidimensionais

w(s)

— K, a > 0.
|s| +a

(Haw)(s) = —w"(s)

Foi mostrado que a sequéncia H, converge para Hp no sentido uniforme dos resol-

ventes quando a — 0.

Juntando o problema de selecionar extensoes auto-adjuntas de (1.2) e as idéias
de [1] e [5] apresentadas acima, nossa proposta nesta tese é a seguinte: considerar o
atomo de hidrogénio se movendo em um tubo em R? e saber qual das extensoes é se-
lecionada no processo de confinamento. No entanto, para que recuperemos o atomo
de hidrogénio unidimensional no limite ¢ — 0 a regiao 2. deve ser gerada pela curva
r(s) = (s,0,0). Para o caso repulsivo aplicamos a teoria de T'-convergéncia; ji para
0 caso atrativo analisamos a monotonicidade das formas quadréticas. Como princi-
pal resultado de nossos estudos, a extensao de Dirichlet é selecionada no processo
de confinamento em ambos os casos acima. Estes resultados sao apresentados no
Capitulo 4.

Desde que a teoria de I'-convergéncia nos permite tirar conclusoes sobre con-
vergéncia forte dos resolventes, no Capitulo 6 consideramos uma situacao similar
a acima e conseguimos uma convergéncia uniforme dos resolventes no processo de

confinamento. Como era de se esperar a extensao de Dirichlet foi a selecionada. A
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diferenca é que nesse caso em cada regiao ). nés consideramos o potencial pertur-

bado
K

Vel@) i = — 7,
(z) |z| + e~

x € Q. 0<a<l.

Voltando ao caso da particula livre, veremos na Secao 3.4 do Capitulo 3 que
os resultados de [5] garantem a convergécia forte no sentido dos resolventes dos
operadores associados as formas (1.1) no limite ¢ — 0. Aqui, nossa principal con-
tribuicao é a convergéncia uniforme dos resolventes. Este resultado é apresentado
no Capitulo 3.

Outra situagao de confinamento que consideramos ¢ a seguinte. Seja h(s) uma

fungao continua definida em I = [—a,b], 0 < a,b < 0o, e suponhamos que

(i) s =0 & o tnico ponto de maximo global de h em I;

(ii) h € C* em I\{0} e numa vizinhanga de s = 0 admite a expansao

M —c, s™+O(s™1)  se s> 0;

h(s) =
M —c_|s|™+ O(]s|™*) se s<0

em que M, m, cy sao numeros reais e M,cy > 0, m > 1. Consideremos uma

particula se movendo livremente na seguinte regiao de R?
0. ={(s,y) € R?:5 € [,0 <y < eh(s)}.

O caso em que I é um intervalo limitado foi analisado em [9] e 0 caso [ = R
em [10]. Resumidamente, em ambos os casos, foi mostrado que no limite € — 0 os
autovalores [;(¢) do Laplaciano de Dirichlet em 2. tem o seguinte comportamento
assintotico: ,

w=t (W0 p) =ty
em que p; sao os autovalores do operador em L?*(R) (isso mesmo, em L*(R), inde-

pendente se [ for limitado ou ndo) dado por

22 M 3c, 8™ se s> 0

(Hu)(s) = —u"(s) +q(s)u(s),  qls) = )
212 M 3c_|s|™ se s <0
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No Capitulo 7 nos generalizamos esses resultados para: a particula livre se
movendo agora em um tubo em R? e a secio transversal desse tubo é multiplicada
pela mesma funcao h(s) acima. Um fato adicional no nosso estudo, além da dimen-
sao, é que a regiao pode apresentar curvatura e tor¢ao nao-nulas. Nossas conclusoes
finais obtidas sao similares as obtidas em [9, 10|, tanto para tubos limitados quanto
para tubos ilimitados. O mais surpreendente é que veremos que os efeitos como

curvatura e tor¢ao nao influenciam o operador limite efetivo sobre a curva.

Terminamos assim uma visao geral desta tese; os detalhes sao apresentados

nos capitulos seguintes.

Agora algumas notacoes e observagoes que serao usadas ao longo de todo o
trabalho. Para y = (yi,y2) € R? escrevemos y? := y7 + y3. Sejam z,2’ € R?, o
produto interno (z, z’) as vezes é denotado por z-2z’. Em todo o trabalho os espagos
de Hilbert sao reais embora muitos dos resultados possam ser generalizados para
espacos de Hilbert complexos. Sempre que nos referimos ao operador Laplaciano
estamos assumindo que é o Laplaciano negativo, ou seja, —A. Se €2 é um subcon-
junto aberto de R™, os espacos H™(2) (m = 1,2) denotam os espacos de Sobolev.
Lembremos que H}'(€2) denota o conjunto das fun¢oes em H™(2) com a hipotese

adicional de que se anulam na fronteira 0f).
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Capitulo 2

Revisao de I'-Convergéncia

Neste capitulo apresentamos apenas uma nocao da teoria de I'-convergéncia;
para um tratamento mais detalhado indicamos |3]. As defini¢oes e resultados apre-

sentados aqui serao muito titeis para os proximos capitulos.

2.1 Definicoes e propriedades

Seja (T:) uma sequéncia de operadores auto-adjuntos com dominio dom7; em
um espaco de Hilbert H. Denotamos por b, as respectivas formas sesquilineares
associadas a estes operadores. Vamos pensar em ¢ — 0 e analisar o limite 7" (resp.
b) de (T) (resp. (b:)). O dominio de T nao sera suposto necessariamente denso em

H e seu fecho sera denotado por Hy = domT" (com img T C H,).

A fungdo ¢ — b((, () sera simplesmente denotada por b(¢) e chamada de forma
quadratica associada. Vamos assumir também que b é positiva (ou seja, b(¢) > 0,
V(¢ € domb) e b(() = oo se ¢ € H\domb. Assim, garantimos que b é semi-continua
inferiormente, o qual é equivalente a dizer que a forma quadréatica b é gerada por

um operador auto-adjunto e positivo 7', ou seja,
b(¢,m) = (T3¢, T ), (,n€domb=domT"%
veja Teorema 9.3.11 em [4]. Se A\ € R, entdo b + A indica a forma sesquilinear
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(b+X)(¢,m) := b(¢,n)+ (¢, n) cuja correspondente forma quadratica é b(¢)+ A||C|[*.

E conhecido que (Lema 10.4.4 em [4]), para A > 0, tem-se b., < b., se, e so-
mente se, Ry(1.,) < Ry\(T%,), ou seja, a sequéncia de formas quadraticas é mondtona
se, e somente se, a correspondente sequéncia de operadores resolventes é mondtona.
Esta situacao tem sido muito explorada na literatura, uma vez que é possivel obter
convergéncia forte dos resolventes através do estudo dessas formas quadraticas (por
exemplo, veja Se¢ao 10.4 em [4]). Para sequéncias mais gerais de operadores a con-
vergéncia forte dos resolventes nao é assim tao direta e relaciona-se com um conceito
chamado de T'-convergéncia [3]. O conceito de I'-convergéncia nao é restrito apenas
a formas quadraticas e pode ser aplicado a espacos topologicos mais gerais. No
entanto, aqui neste capitulo, vamos restringir a discussao em epacos de Hilbert e
formas sesquilineares semi-continuas inferiormente. A teoria geral pode ser encon-
trada em [3]. Aqui, H sempre denota um espago de Hilbert real e B((;d) a bola
aberta de centro ¢ € H e raio § > 0. Definimos também R := R U {oo}.

Definicao 2.1 O I'-limite inferior de uma sequéncia de fungoes semi-continuas in-

feriormente f. : H — R é a funcdo f~ : H — R dada por

7€) = (lsim liminfinf{f.(n) : n € B({;0)}, ¢ €H.

—0 &0

O T-limite superior f*(¢) de f. é definido substituindo liminf acima por
limsup. Se f~ = f* := f, dizemos que tal fungio é o I'-limite de f. e sera de-
notado por

f=T—lmf.

Foi assumido na definicao acima que a topologia de H é a topologia da norma
usual e neste caso falamos de I'-convergéncia forte. Se a topologia fraca é conside-
rada, as bolas devem ser substituidas pelos conjuntos abertos da topologia fraca, e

assim falamos de I'-convergéncia fraca.

Exemplo 2.1 A sequéncia f. : R — R, f.(z) = sen(z/¢), I'-converge a fungao
constante —1 quando € — 0. Este simples exemplo ilustra bem a “convergéncia do

minimo” que foi uma motivacao para introducao da I'-convergéncia.
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Observagao 2.1 Alguns fatos sobre I'-convergéncia:

(i) em geral ' — 1irr(1) fe#-T— lir%(_fa>;

(i) assuma que f =T — hII(l) feeg=T-— liné g-. Pode acontecer de f.+ g. nao ser
£— £—

I'-convergente;

(iii) nao é necessario restringir a defini¢ao de I'-convergéncia a fun¢des semi-continuas
inferiormente. Por exemplo, se f. = f, para todo ¢, e f nao é semi-continua

inferiormente, entao, o I'—lim f é a maior funcao semi-continua majorada por
0

E—

f, e assim, diferente de f.

Em |3] aparece a demonstragao da seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.2 Sejam f. : H — R uma sequéncia de fun¢des semi-continuas infe-
riormente e f : H — R. A sequéncia f. ['-converge fortemente a f se, e somente se,

as seguintes condicoes sao satisfeitas:

(i) para cada ¢ € H e toda sequéncia (. — ( em H tem-se
liminf fo(¢c) = f(C)-
(ii) para cada ( € H existe uma sequéncia (. — ¢ em H de forma que
1(¢) = lim ().

Observacao 2.2 Se em vez da convergéncia forte (. — ( for considerada a conver-
géncia fraca (¢ — ( na proposicao acima, entao dizemos que f. I'-converge fraca-

mente a f.

2.2 T'-convergéncia e convergéncia dos resolventes

Vamos enunciar o principal resultado sobre I'-convergéncia e convergéncia forte

dos resolventes. Veja [3] para detalhes e demonstragoes.
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Teorema 2.3 Sejam b, b formas sesquilineares fechadas e positivas em um espaco
de Hilbert H. Sejam 1., T os respectivos operadores auto-adjuntos e positivos

associados. Sao equivalentes:

(i) b. I-converge fortemente a b e para cada ( € H tem-se lim iglf b-(¢.) > b(0),

para toda sequéncia (. — (.
(ii) b. I-converge fortemente e fracamente a b.

(i) be+ A TI'-converge fortemente e fracamente a b+ \, para algum A > 0 (e assim,

para todo A > 0).

(iv) Para cada n € H e A > 0, a sequéncia

min b (€) + AlICI® + (¢ m)]

converge a

in |b NEE )
min [(C) + A< + (¢, )]
(v) T. converge a T no sentido forte dos resolventes em Hy = domT C H, ou seja,

lim R_\(T.)¢ = R_\(T)Py(, V¢ € H, VA > 0,

e—0

em que P, é o projetor ortogonal em H,.
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Capitulo 3

['-Convergéncia e a particula livre

Neste capitulo vamos discutir o caso de uma particula quantica livre se movendo

em um tubo  em R3. Mais precisamente, o Laplaciano de Dirichlet em .

Dado €2, um parametro € é acrescentado de modo que a sequéncia de tubos €2,
se reduza a uma curva em R?® quando ¢ — 0. Por exemplo, se Q = {(z,y,2) € R?:
y> + 22 = 1} € um cilindro de R3, a sequéncia Q. = {(x,ey,e2) € R®: (z,y,2) € Q}
se aproxima de uma reta em R® (eixo x) quando € — 0. O objetivo ¢ analisar o
comportamento do Hamiltoniano da particula no limite ¢ — 0. Desde que nesse
limite as regioes (2. se aproximam do eixo x, identificamos este tltimo com o espaco

unidimensional R e chamamos este acontecimento de reducao de dimensao.

Na primeira secao vamos construir detalhadamente a regiao em que a particula
se encontra confinada. De fato, as regioes podem ser bem mais gerais do que cilin-
dros de R3. Na segunda secao vamos discutir o comportamento da particula quando
€ — 0. Na terceira secao vamos definir as formas quadraticas associadas ao Lapla-
ciano de Dirichlet em €).. Veremos que essas formas estao diretamente relacionadas
com a geometria de €).. Na tltima secao vamos apresentar resultados ja conhecidos

sobre o assunto e que usaremos em outros capitulos.

Os resultados apresentados neste capitulo ja sao conhecidos e se baseiam, prin-

cipalmente, nas referéncias [1| e [5|. Tais resultados formam o ponto de partida para
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nossos proprios resultados e problemas que resolvemos pesquisar; desta maneira,

este capitulo pode ser visto como uma preparacao para o que segue nesta tese.

3.1 Geometria do dominio

Seja I = [a,b], —0o < a < b < oo, um intervalo de Rer: I C R — R? uma
curva simples C? em R? parametrizada pelo comprimento de arco s. A curvatura

de r no ponto s é denotada por k(s). Os vetores

T(s) =1r'(s), N(s) = %T’(s), B(s) =T(s) x N(s),

denotam, respectivamente, os vetotes tangente, normal e binormal a curva no ponto

r(s). Vamos assumir que as equagoes de Frenet sdo satisfeitas:

T’ 0 k O T
N/ - _k 0 T N )
B’ 0 —7 0 B

em que 7(s) é a torgao da curva no ponto s.

Seja S um subconjunto aberto, limitado, simplesmente conexo e nao-vazio de

R2. O conjunto
Q={zeR’:x=1r(s) +yN(s) +12B(s),s € L,y = (y1,2) € S}

é obtido transladando-se a regiao S ao longo da curva.

(2 ainda pode ser deformada de modo que em cada ponto r(s) a regiao S faz

uma rotagao de angulo a(s). A nova regiao é dada por
Qa = {CC S R3 T = T(S) +leo¢($) +yQBa(S)>S S [7y = (ylay2) S S}a
em que

No(s) = cosa(s)N(s)+sena(s)B(s),

B,(s) = —sina(s)N(s) + cosa(s)B(s).
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Com a construcao acima, vamos considerar o parametro € > 0 em S e a regiao
QO ={z €R®: 2 =1r(s) + ey1No(s) + ey2Ba(s),s € Ly = (y1,12) € S}.  (3.1)

Assim, Q2 é “esprimida” a curva r(s) quando € — 0.

3.2 Particula livre

Vamos considerar o caso de uma particula quantica se movendo livremente
na regiao €2¢ definida na segao anterior. Vamos impor a condigao de Dirichlet na
fronteira de €2¢. Mais precisamente, se —A¢ denota o Laplaciano de Dirichlet em
2, vamos estudar as formas quadraticas associadas a esses operadores, ou seja,

o | Vplde, € Hy(Q2),
Qg
em que V denota o gradiente de ¢ nas coordenadas usuais de R®. Para cada ¢ > 0

consideremos o seguinte problema de autovalores:

—Au, = Nu,

(3.2)
u. € H} Q).

Consideremos o caso particular em que I é um intervalo limitado. Assim,
como Q2 é limitado, o espectro o. do problema (3.2) é discreto. Mais precisamente,
0. = {X5;1 € N} em que 0 < Aj < A] < A5 < --- 830 nmeros reais, positivos e
podem ser arrumados de modo que formem uma sequéncia crescente. Quando I = R
o espectro do problema (3.2) ndo é necessariamente discreto.

Quando € — 0 a regiao ¢ torna-se cada vez mais estreita. Se uma particula
livre é obrigada a permanecer numa regiao espacial muito pequena sua energia tende
a infinito. O que ocorre sao oscilagoes transversais muito rapidas quando ¢ — 0.
Consequentemente, a energia total do sistema diverge e vai a infinito quando ¢ — 0.
Por este motivo, devemos retirar “algo” da forma quadratica como uma forma de

impedir esta “explosao” no limite ¢ — 0.
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A principio nao é claro qual expressao deve ser subtraida da forma quadratica.
Analisemos o seguinte caso: seja \g o primeiro autovalor (ou seja, o menor) do

operador de Laplace com condi¢oes de Dirichlet na regiao S, ou seja,
—Aug = \guo, ug € Hy(S), Ao > 0, / luo|®ds = 1.
s

A autofungao ug esta diretamente relacionada as oscilagoes transversais. De-
vido a este fato, vamos subtrair os termos da forma \g/e? como um caminho de

contornar o problema.

Passamos agora a observar a sequéncia de formas quadraticas

Ry = [ (1908 - BIoF) ae (33)

definidas em H{(Q%). Lembremos que, da teoria de operadores lineares, \g é um

autovalor simples.

Resumidamente, o que queremos é saber o que ocorre quando ¢ — 0 com
a sequéncia de formas quadraticas acima. Podemos dizer que o que fizemos, ao
subtrair os termos da forma \g/e?, foi separar a dinamica répida (oscilacdes) da
dindmica lenta (na curva). Isto estd diretamente relacionado com o principio da

incerteza em mecanica quantica.

3.3 Mudanca de variaveis

Como em (3.3) a regido de integracdo depende do parametro &, o objetivo
desta secao é fazer uma mudanca de variaveis de modo que a regiao de integracao

independa de € > 0.
Consideremos a aplicacao
feo IxS  — Qf
(s,y1,y2) +— 71(s)+eyiNa(s) + cy2Ba(s).
Vamos supor que ||k|]oo, ||7]]oos ||@']|o0 < 00. Essas condigdes vao garantir que,

para ¢ suficientemente pequeno, f& seja um difeomorfismo.
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Como antes, V denota o gradiente usual nas coordenadas cartesianas (z,v, 2).
Vamos fazer uma mudanca de variaveis, a partir de f&, e passar a forma quadratica

usual nas coordenadas (z,v, 2),
be0) = [ IVePde, domi = H}(c2),
Qg

para as coordenadas (s, ¥y, y2) de I X.S. Assim, passamos a trabalhar em um dominio
fixo para todo € > 0. Por outro lado, o preco a pagar é uma métrica Riemanniana

G = G? nao-trivial a qual é induzida pelo difeomorfismo fZ, ou seja,

G = (Gyj), Gij = (e ej) = Gy, 1<, <3,
em que
Lo oo
1_887 2_8y17 3_ay2'

O referéncial de Frenet é dado por

el Be —e(r+d)zy,y) e(r+ ) (20, y)
J=1 e | =] 0 £COS Qv esen o
es 0 —esen o € COS «
em que
Be(s,y) =1 —ek(8){(za,Y), Zo i= (cos a, —sen ), 2+ := (sena, cos a).

A matriz inversa de J é

L t+d)y,  (T+a)y

o2 o o
J 1 _ 0 COS & sen o
£ £
0 sen o COs «v
€ €

Notemos que JJ! = G e det J = |det G|'/? = £23.(s,y). Desde que k é uma
funcao limitada, para e suficientemente pequeno, (. nao se anula em [ x S. Assim,
B > 0e f& é um difeomorfismo local. Exigindo que f seja injetora (ou seja, que o

tubo nao se auto-intercepta) obtemos um difeomorfismo global para ¢ pequeno.
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Introduzindo a notacao

I, = / 105, 51, o) 22 B (5, y) dsdy,
IxS

obtemos a sequéncia de formas quadraticas
)= [ VPR duds, ol = HY(T x 5.G),
IxS

e agora V = (05, V) (0s é da derivada com respeito a s e V, = (9/0y1,0/0yz)).
Mais precisamente, a mudanca de coordenadas acima foi obtida pela transformacao

unitaria

Ue: 209 — LI xS,G)
¢ = ¢of?

No entanto, continuaremos denotando U por .

Como discutido na se¢iao anterior, vamos subtrair o termo (\g/e?)||¢||% e pas-

sar a estudar a sequéncia de formas quadraticas

. 1 _ 2 Ao
i) = 25 (117 Volll - 20l + el (3.4
em que ¢ := ||k(s)?/4]| . . Como veremos na proxima se¢io, somar a constante ¢ > 0,

assim definida, implica que as formas quadraticas sejam todas positivas.

Alguns célculos mostram que

- [ [i W + (V0 - Ry)(r + a')P

£

2 2

em que doma® = H}(I x S). Denotamos por ¢’ a derivada de ¢ em relagio a s,

V, ¢ o gradiente de ¢ em relacao a y = (y1,y2) e R é a matriz de rotagao

0 1
-1 0

Observacgio 3.1 E muito importante que B(s,y) — 1 uniformemente para ¢ — 0.
De fato, seja || - || denotando a norma usual em L*(R x S). Existem fungoes 3o e

B+ de modo que

Aol < - Ml < 8711 -
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e 5 (s,y) — 1, B (s,y) — 1 quando € — 0. Basta tomarmos . (s,y) = ( i)n]g Sﬁs(s,y)
s,y)ERX

e B35 (s,y) = ( s)ug Sﬁg(s, y). Esta propriedade implica que os espagos L*(R x S, 3.(s,y))
s,y)ERX

coincidem algebricamente com L?(R x S). Assim, podemos trabalhar livremente em

L*(R x S).

3.4 Alguns resultados

Em [1] é considerado o caso particular em que I é um intervalo limitado. O

principal resultado daquele artigo é:

Teorema 3.1 Seja Q% definido por (3.1) em que [ é um intervalo limitado. Seja
{Ai(e)}52, a sequéncia nao-decrescente de autovalores do Laplaciano de Dirichlet

em H}(Q%). Entdo,
A
Ai(e) = 5—3 + pj +o(1), quando e—0,

em que {p;}52, denota a sequéncia ndo-decrescente de autovalores do operador de

Schrodinger

k(s)?

() + | CS)(r(s) + o/(5)) —

w(s) em L*(I). (3.6)

Aqui C(S) é uma constante nao-negativa dependendo somente da regiao S.

Veremos agora que a influéncia da curvatura no operador efetivo (3.6) nao é
apenas devido ao termo (.(s,y) = 1 — ek(s)(z4 - y).

Como em [1], para cada £ € R?, consideremos o seguinte problema perturbado:
—div[(1 = (£ 9))Vyu] = A1 = (£ - »))u, u € Hy(S).

Tomando § = ek(s)z,, para € suficientemente pequeno, o operador pertur-
bado é positivo e com resolvente compacto. Denotamos por A(§) > 0 seu primeiro
autovalor, ou seja,

L€ yePdy
MO endl i [T = (€ )Py
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Assim, para v € H} (R x S),

;i/gﬂe(s7y)(lvyvl2—Ao\vF)dy 2%<s>/sﬁe(s,y>|v|2dy qtp.ls],  (3.7)

em que
Aek(s)za(s)) — o
£2 '

Ve(s) =

Usando o fato de que k(s) é limitada, em [1] demonstra-se que
Proposigao 3.2 v.(s) — —k(s)?/4 uniformemente quando € — 0.

A proposi¢ao acima serd muito util nos proximos capitulos. Com a ajuda dela
e desde que ¢ = ||k(s)?/4|| fica claro que as formas quadréticas (3.5) sao todas

positivas.

Como vimos no Capitulo 2 a I'-convergéncia foi motivada pela “convergéncia
do minimo”. A desigualdade (3.7) e a Proposi¢do 3.2 ajudam a esclarecer o apare-

cimento do fator —k(s)?/4 no operador limite.

Novamente, para £ € R? fixo, consideremos o problema
— Aug — Mug = —& - Vyuyg, ue L up. (3.8)

A existéncia de ug é garantida pela alternitiva de Fredholm. Denotamos por x; e X2
as solugoes de (3.8) para & = (1,0) e & = (0, 1), respectivamente. Por linearidade,

para £ = (£1,&) € R?, a solugao de (3.8) é dada por
ug = §1x1 + Saxe-

Um ponto importante na demonstracao da Proposicao 3.2 é o seguinte lema

que se encontra em [1]:

Lema 3.3 Para cada &£ € R?, temos

_lEF

inf / (IVyul® = Xolul® +2(¢ - Vyug)u) dy = T
s

u€HZ(S)

Ainda mais, o infimo acima ¢é atingido por ue dado por (3.8).
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Um dos pontos que demonstram o Teorema 3.1 é o fato de que a sequéncia de

formas quadraticas

1 A
b.0) = (1179l - 221wl

I'-converge fortemente a

bw) = [ 1P+ (C18)(r15) + a'(e)? - %) ] ds

quando € — 0. Notemos que ocorreu uma reducao de dimensao no limite ¢ — 0.

Mas esse fato vai ficar mais claro no préximo capitulo.

Em [5] é considerado o caso I = R e um dos objetivos é aplicar o Teorema 2.3,
ou seja, mostrar que a sequéncia de formas quadraticas b. I'-converge fortemente e
também fracamente a by quando € — 0 (lembremos que a I'-convergéncia forte nao
implica, necessariamente na I'-convergéncia fraca). No caso em que [ é um intervalo
limitado, como em [1], é necessario mostrar apenas a I'-convergéncia forte. De fato,
se I é limitado, a convergéncia fraca e forte sao equivalentes em Hg (I x S). Desde
que isso nao ocorre quando I = R, nesse caso é necessario mostrar a I'-convergéncia
fraca também. A demonstracao é apresentada em [5].

Destacamos que os efeitos geométricos descritos em [1] e [4] s@o muito especi-
ficos para a condicao de Dirichlet na fronteira 0€2.. Tais efeitos desapareceriam, por
exemplo, se a condicao de Dirichlet fosse substituida pela condi¢ao de Neumann.

Lembremos que a combinacao das I'-convergéncias forte e fraca implicam ape-
nas a convergéncia forte dos resolventes dos operadores associados. Nada se pode
afirmar sobre a convergéncia de autovalores como no Teorema 3.1. Quando I = R

os autovalores podem nem existir |14].
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Capitulo 4

['-Convergéncia e o potencial de

Coulomb

Como ja mencionado na Introducao deste trabalho, chamamos de Hamiltoni-

ano do atomo de hidrogénio o operador com agao

“A-" (0#£keR)

|z
Inicialmente vamos discutir o caso unidimensional, ou seja, z = s € R. Considere-
mos o operador H definido por (1.2) na pagina 13. O seu adjunto H* tem a mesma

acao mas com dominio (veja referéncia [6])

dom H* = {w e LX(R\{0}) : w,w’ € AC (R\{0}), (—w” - %lw> c LQ(R)} ,

em que AC(R\{0}) denota o conjunto das fun¢des absolutamente continuas em
R\{0}.

A singularidade em s = 0 é motivo de muitas discussoes, principalmente de-
vido a questao de como a particula se comporta proximo a origem. Desde que H
tem indices de deficiéncia iguais a 2, existem infinitas extensoes auto-adjuntas can-
didatas a operador energia. Seguindo [6] como referéncia, vamos fazer um resumo

da caracterizacao de tais extensoes.

Se w € dom H*, entdo os limites laterais w(0F) = lim w(s) existem e sao
s—0
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finitos. Para k # 0, os limites

W(0F) := lim (w'(s) £ kw(s)In(%|x[s)),

s—0%

também existem e sao finitos. As extensdes auto-adjuntas Hy de H sdo caracteri-
zadas por matrizes unitarias 2 x 2, ou seja, dada uma matriz unitaria U, dom Hy; é
composto por todas as funcoes de dom H* que satisfazem

w(07) . —w(07)

(I-0) =—i(I+0U)

w(07) w(07)
em que I denota a matriz identidade 2 x 2. Hy tem a mesma acio que H. Por
exemplo, se U = [ obtemos o operador (1.3) definido na pagina 14, ou seja, a

extensao de Dirichlet.

Conhecendo-se todas as extensoes auto-adjuntas de H, outra questdo é saber
qual delas melhor representa o atomo de hidrogénio unidimensional. Em [11], para

o caso k > 0, foi considerado a seguinte sequéncia de Hamiltonianos:

K
|s| + ¢

(Hoaw)(s) = —w"(s) — w(s), dom H, = H*(R),
e demonstrado que
Teorema 4.1 H. converge para Hp no sentido forte dos resolventes quando € — 0.

Mais tarde, em [13], foi demosntrado que

Teorema 4.2 H. converge para Hp no sentido uniforme dos resolventes quando

e — 0.

O nosso objetivo é encontrar outro argumento a fim de selecionar uma extensao
auto-adjunta de H. De fato, um argumento que consideramos mais conveniente
fisicamente. Juntanto esta questao com as idéias apresentadas no Capitulo 3, nossa
proposta é considerar o atomo de hidrogénio em um tubo em R3? e no processo de

confinamento, o qual esperamos recuperar o atomo de hidrogénio unidimensional,

31



analisar qual das extensoes de H é selecionada (se alguma for selecionada!). Assim,

nossa analise é voltada para o estudo da sequéncia de formas quadraticas

A ¢|? a
Rio)= [ (1VoP - S0P —nfE ) o domF = (e,

em que ¢ é a regiao definida por (3.1) (veja pag.23). No entanto, para esta situ-
a¢do, vamos assumir que a curva que da origem a Q% é r(s) := (s,0,0). Assim,
recuperamos o atomo de hidrogénio unidimensional ao longo do eixo x no limite
e — 0. Para o caso k < 0, aplicamos a teoria de ['-convergéncia para obter a con-
vergéncia forte dos resolventes dos operadores associados as formas quadraticas Fr.
Para o caso k > 0, vamos usar a monotonicidade da sequéncia F. para obter essa
convergéncia forte. Concluiremos que, em ambos os casos, no processo de confina-
mento, a extensao de Dirichlet é selecionada, e esta é a nossa principal contribuicao

neste capitulo.

4.1 O caso repulsivo

Nesta secao vamos analisar o caso repulsivo, ou seja, « < 0. Aqui a curva que
da origem a Q% é r(s) = (s,0,0) e, por simplicidade, vamos tomar xk = —1. Fazendo

uma mudanca de variaveis, como na Secao 3.3, obtemos

1
= "+ V,u- Ryd |+ = (|V,0]> = \o|v]?) + ———— | dsdy,

em que dom G, = H}(R x S). Lembremos que v’ é a derivada de v em relagio a s,
V,v é o gradiente de v em relagao a y = (y1,¥2) e R é a matriz de rotacao definida
na pagina 26. Como observado na Introdugao deste trabalho y? := y? + y3.

Denotamos por H, os respectivos operadores auto-adjuntos associados as for-
mas quadraticas G.. Notemos que dom H, = H}(R x S) N H*(R x S) para todo
e > 0 (veja Secao 7.5.1 em [4]).
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Estendemos G. colocando G.(v) = oo para v € L*(R x S)\H}(R x S). Defi-

nimos também

Glo) = Go(w) se v =wuy, w € domG

(0. ¢] C.C.

em que

o W (s)]2 o ()2 w(s)|2 |w(s)|2 <
Gotw) = [ (1w + @re o+ =0 as

dom Gy = {w € H'(R) : w(0") = w(07)}.

O parametro geométrico C'(S) é definido por

o(8) = / (Y0, Ry dy,

e ele depende somente da secao transversal S. Denotamos por Hy o operador auto-

adjunto associado a Gy. O domino de Hj sera discutido no final desta secao.

Nosso objetivo é mostrar que G. I'-converge a GG no sentido forte e fraco. Mas

antes listamos algumas propriedades a serem usadas adiante.
(1) Para v € Hj(R x S) vale

1

5 [ (Vye(s )P = Xolo(s, )P dy >0 qtsfs)
S

(2) A condigao de Dirichlet na fronteira 95 implica /Vy\u(]]Qdy = 0. Como con-
s
sequéncia

/ (uoVyuo - Ry) dy = 0.
S

(3) Seja v. — v em L*(R x S) e (G.(v.)). uma sequéncia limitada em L*(R x S).
Entao, (v)). e (V,v.). sdo sequéncias limitadas em L?(R x S). Ainda mais, v/ — v/,

V,v: — V,v fracamente em L?(R x S) e v € Hj(R x 5).

De fato, basta observarmos que

lim sup/ [vl + Vv, - Ryd/|*dyds < limsup G.(v.) < C,
RxS

£—0 e—0
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para alguma constante C' > 0, e

lim Sup/ IV, v|?dyds = limsup </ (IVyv:* = Xolv-]?) dyds + )\0/ |U5|2dyd5>
RxS RxS

e—0 e—0 RxS

< limsup Ce? + A\ lim sup/ v |*dyds < oo.
RxS

e—0 e—0
Como o' € L*®(R), segue que (v, V,v.) é uma sequéncia limitada em L*(R x S).
Portanto, (v.). ¢ uma sequéncia limitada em H}(R x S) e desde que v. — v seguem
as afirmagoes.

(4) Seja v. — v em L*(R x S) de forma que llir(l) G.(v.) < oo. Entdo, podemos
escrever v(s,y) = w(s)uo(y) com w € H'(R).

De fato, pelo item anterior V,v. — V,v fracamente em L?*(R x S). Assim,

e—0

/ |V, vPdyds < liminf/ |V, v.|*dyds
RxS RxS

< )\olimsup/ |v€]2dyd3:)\0/ lv2dyds.
RxS

e—0 RxS

Este fato junto com a propriedade (1) nos diz que

/ (V0> = Xo|v]?) dyds = 0.
RxS

Seja f(s) = [¢ ([Vyv(s,-)> = Xo|v(s,)|*) dy. Desde que f(s) > 0 a igualdade
acima implica que f = 0 q.t.p. [s|]. Portanto, v(s,-) é um autovetor associado a
Ao e entdo proporcional a ug. Assim, podemos escrever v(s,y) = w(s)up(y) com

w € HY(R) (desde que v € H(R x S)).

Agora temos condicoes de demonstrar as seguintes proposicoes.
Proposicao 4.3 A sequéncia G, I'-converge fortemente para G.

Demonstragao: Passo 1. (demonstrar o item (i) da Proposi¢ao 2.2) Seja v, — v
em L*(R x S). Se lim iglf Ge(v:) = o0, entao lim iglf G:(v:) > G(v). Suponhamos
e— e
lim iglf G:(v.) < oco. Passando a uma subsequéncia, se necessario, podemos supor
E—

limiglf Ge(ve) = lir% Ge(v.) < oo. Pelas propriedades (3) e (4) acima segue que
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v e HYRxS), vl =, Vyu. = Vo fracamente em L*(Rx.S) e v(s,y) = w(s)ug(y)
para algum w € H'(R). Em particular, desde que a € L>(R), temos

vl 4+ Vyve - Rya' = '+ V, v+ Rya/.

Novamente, passando a uma subsequéncia, se necessario, como v, — v em

L*(R x S), temos que
v=(8,y) — w(s)uo(y) q.t.p.[(s, )]

Assim,
o=(s,y)* |w(s)uo(y)l?

q.t.p.|(s,v)].
— o (5,9)]

Pelo Lema de Fatou

L [v=(s, ) / (s, y))?
lim inf ————dyds > lim inf ————=dyds
e—0 RxS /82—|—€2y2 Rxs &0 82—|—€2y2
2
[t
Rx.S |8‘

Logo, aplicando a propriedade (1) e a desigualdade acima,

2
im i > limi ! . "2 L
hIgInglf Ge(v) > lnen_glf /]RXS <\v5 + Vv - Rya'|” + " dyds

|Ua|2

> lim inf/ V. + Vv, - Ryd|*dyds + lim inf ——dyds
e=0 ]R><S| - | =0 Jrxs /8% + £2y?

2
> / |w'ug + wVug - Rya!|*dyds + / [wul
RxS

dyds

Rx.S |S|

= [+ @ e s+ [ a

Desde que w € H'(R) e estamos supondo lir% inf G.(v.) < o0, segue que
E—>

Consequentemente w(07) =0 = w(07), ou seja, w € domGy. Portanto,

liminf G.(v.) > Go(w) = G(v).

e—0 €
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Passo 2.(demonstrar o item (ii) da Proposi¢ao 2.2) Para v(s,y) = w(s)ug(y),
w € dom Gy, tomemos v. = v, para todo . Assim, v. — v em L*(R x S). Pelo
Teorema da Convergéncia Dominada
: : / 112 ‘quP
lim G.(v.) = lim |w'ug + wVyug - Ryd/|” + ———= | dyds
e—0 e=0 Jrxgs 82+€2y2

lwug|?

= / lw'ug + wVug - Ryd|> + ——— | dyds
RxS |5|

— /R<|w’(8)|2—|—(a’)20(5)|w($)|2+%

Agora tomemos v # wug, w € domGy. Seja v. — v em L*(R x S). Por

) ds = Go(w) = G(v).

definicao G(v) = oo. Por outro lado, lin% G:(v.) = oo. De fato, suponhamos
e—
lim %’lf G:(v:) < oo. Por resultados acima deveriamos ter v = wug com w € dom Gy,
E—>

0 que nao ocorre. Portanto, lir% Ge(v:) = 00 = G(v). |
e—

Proposicao 4.4 A sequéncia G, I'-converge fracamente para G.

Demonstragao: Passo 1. (demonstrar o item (i) da Proposi¢ao 2.2) Seja v. — v
fracamente em L?(R x S). Se lim inf G.(v.) = oo, entao lim inf G.(v:) > G(v).
Suponhamos “ELiglf Ge(ve) < oo. Passsando a uma subsequéncia, se necessario,
podemos supor lireriiglf Ge(ve) = llir(l) G:(v:) < oo. Pela propriedade (3) resulta que
v e H}(RxS), v. =0 e V. = Vv fracamente em L*(R x S).

Caso 1. Vamos supor v(s,y) = w(s)ue(y) com w € domGy.

Dado a > 0 definimos, para v € H} (R x S),

G?v:/ V' 4+ Vv - Ryd > + = ([V,0]* = Xo|v]?) + dyds.
(®) RxS <| Y yerl g2 (’ A o |) s2+e2y?2+a Y

Desde que S é uma regiao limitada, segue que

1 1
H
2422 +a |s|+a

uniformemente em R x S. Assim,

|U€|2

2
lim inf dyds = lim inf / ﬁdyds.
e=0  Jrxs \/s2+e2y2 +a =0 Jrys |S| +a
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1
Como —— € L*(R x §), obtemos
[s] +a

1 1
— v
Is| +a |s| +a

fracamente em L*(R x S). Assim,

2
liminf G¢(v.) > lim inf/ vl + Vyv. - Ryd'|* + o dyds
=0 =0 Jrxs s* +e%y* +a
2
> lim inf/ vl + V0. - Ryd/|*dyds + lim inf/ [ve dyds
=0 Jpyg =0 Jrxs 8| +a
2
> / [v' + Vv - Ryd/|*dyds + / v dyds
RxS RxS |5| +a
2
= [ WOR+@ere P i+ [
R R[]+
Desde que
|ve|? v ?
52 + 52y2 g2 + €2y2 +a
temos
liminf G.(v.) > liminf G¢(v.) > / (Jw'(s)]? + (/(s))*C(S) ds+/ le(s)
e—0 e—0 R | | —|— CL

Como a > 0 é arbitrario,

lim inf G (ve) > Tim (/R (Jw'(s)]* + (! (5))*C(9)|w(s)[?) ds —i—/ ||s]—|—a )

a—07t

Desde que w € dom Gy, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

i (0 > [ (/o) + (@) PCE) (o)) dst [ 2 ds = 6y(w) = G

R
Caso 2. Suponhamos v ¢ A := {wug : w € H}(R)}. Por defini¢io, G(v) = oo.
Seja P o projetor ortogonal sobre AL. Segue que, ||Pv|| > 0 e Pv. — Pv. Conse-
quentemente,

lim inf || Poc|| = || P[] > 0.

Observemos que

1
liminf G¢(v.) > liminf — (IVyve> = Aolve|?) dyds.
e—0 RxS

e—0 €
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Vamos estimar o limite a direita. Para ¢ € H}(R), denotamos por ¢ a

componente de ¢ em [ug]. Seja Q o projetor ortogonal sobre [ug]t em H(S). Ob-

servemos que para ¢ € [ug]® temos / IVp|* > )\1/ o2, Assim, obtemos
s s

/]RXS (|Vyv€|2 — Xo|v:|?) dyds
= [ (1906 = Aalle(o) ) s

S / (] Brycs) — o+ Dlles(s)] B ) s

5 | (100l Eges) + 1121y = (o + Dl fgs) s
5 [ (9,@ul s + 1100 + 900 s
O By — doloe () Bags) = llo=(5) s ) ds

5 | (19,@es) B + IV, 9l Ecs) = Aol los fgs) s
= [ (WIQu) i+ Mol 5 sy = Nl s )

1

> / A1Qu(9) o)

(A1 — Ao) (At — \o)
220 p > P20y

Lembrando que Ay < Ay e ||Pv|| > 0, temos

Portanto,

1 AL — A
lim inf — (V> = Aolv:[?) dyds > lim QHPU‘P = 0.
RxS e—0 g

e—0

2

liminf G.(v.) > G(v).

e—0

Caso 3. Agora suponhamos v = wuy com w € H'(R)\domGy. Entao,

1imiglf G:(v.) = o0. De fato, suponhamos limiglf G:(v.) < oo. Passando a uma
E— E—

subsequéncia, se necessario, e como no Caso 1,

0o > lin%GE( ve) > lim

lim (/|w +V,w - Rya|ds—|—/|s|+ s).

Desde que w € H}(R)\dom Gy,

2
lim/ vl ds = o0
a—0t R|8H—a



ou seja, temos uma contradicao.

Passo 2. Agora devemos mostrar que dado v € L?(R x S), existe uma se-
quéncia (v.). de forma que v. = vem v € L* (R x S) e lirré Ge(v.) = G(v). Mas este
E—

passo é similar ao passo 2 da demonstracao da proposicao anterior. [ |

Lembremos que domGy = {w € H'(R) : w(0") = 0 = w(0™)}. Denotamos
por D := {wup : w € domGy}.

O operador auto-adjunto Hj associado a G é o operador (1.3) da pagina 14,
ou seja, a extensiio auto-adjunta de H com condicoes de Dirichlet na origem. Essa
demonstragao se encontra na Secao A.1 do Apéndice.

Lembremos que H. denotam os respectivos operadores auto-adjuntos associ-
ados as formas G.. Aplicando o Teorema 2.3 podemos concluir nosso principal

resultado desta secao:

Teorema 4.5 A familia de operadores H. converge para Hy no sentido forte dos

resolventes quando € — 0. Mais precisamente, seja P a projecao ortogonal no fecho

de D em L*(R x S), entdo
s — lim (H. + i)' = (Hy +4iI) "' Py, Vi € L*(R x S).

Concluimos que no processo de confinamento do a&tomo de hidrogénio no caso
repulsivo, a extensao auto-adjunta de (1.2) (veja pag.13) selecionada (segundo nossos

argumentos acima) é a de Dirichlet.

4.2 O caso atrativo

Nesta secao vamos analisar o caso atrativo, ou seja, x > 0. Por simplicidade
vamos considerar k = 1/4. No entanto, os resultados se generalizam para todo

k > 0. Inicialmente consideremos a familia de operadores auto-adjuntos

H.p = —Ayp — i% + ay, dom H, = H*(.) N Hy (), (4.1)
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em que a ¢ uma constante conveniente a ser escolhida mais adiante. Nesta secao
Q. & regiao (3.1) (veja pag.23) com r(s) = (s,0,0) e a(s) = 0 para todo s € R.
As formas quadraticas associadas, ja com a mudanca de varidveis e regularizacoes

necessarias, sao

£ . / 1 ]' |¢|2
V() = /Rxs (W >+ 2 (IV,0* = Xolvo]?) — Z\/ﬁ + aW!Q) dyds

em que domd® = Hj(R x S).

Sejam u; € Hy(S) e A\; € R (j € N) as autofungdes normalizadas e os auto-
valores correspondentes do Laplaciano (negativo) restrito a regiao S com condigoes
de Dirichlet na fronteira 0S. E conhecido que 0 < A\g < A\; < Ay < ---. Lembremos

que g ¢ um autovalor simples.
Lema 4.6 Seja (s, y) = w(s)u;(y) com w € H'(R) e j > 0. O limite
lin% b*(v)

existe e é finito se, e somente se, j =0 e w(07) =0 =w(07).

Demonstragao: Seja 1) = wug com w € H'(R). Entao,

1 2 2
lim b°(wug) = lim W' [*|uo|* — L _lwPluol” + alw|?|ue|? | dyds
e—0 =0 Jryg 4./52 + 62y2
1 2
= / (|w’|2 _ 1wl + a|w|2> ds
R 4 |s]
se, e somente se, w(0T) =0 = w(07). Caso contrario, lin(l) b (wug) = —oc.
e—

Agora suponhamos ¢ = wu; com w € H*(R) e j # 0. Entao,
hH(l] b* (wuy;)

. Aj— o) 1 Jw]?|uy)?
— m w’2u»2—|—(] w2 — = j
=0 Jors <| | | J| 22 | | | ]| 4\/@

+ a|w|2|uj|2) dyds.

1 2
O terceiro termo converge a ~1 % se w(0r) = 0 = w(07) ou diverge
R IS

tanto quanto (—1/¢) caso contrario . Em ambos os casos, lir% b*(wuj) = +oo. N
E—>
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Seja A = {wug : w € HY(R),w(0¥) = 0} e Hy := A, ou seja, o fecho de A
com a norma induzida de L*(R x S). Devido aos comportamentos dos limites na
demonstragdo do lema acima das formas quadraticas (ou seja, +00), de agora em
diante nos restringimos nossa anélise ao espaco de Hilbert H.

Algumas observagoes:

(1) A constante a > 0, na definigao de (4.1), é tomada de modo que 1 < ﬁ—l—a,

As| —
para todo s # 0. A forma quadratica

1w
b(w ::/(w’z———+aw2)ds
(w)i= [ (1w = 3 +alul

domb = {w e H'(R) : w(07) =0 =w(0")}

com

é positiva e fechada. O fato de ser positiva se deve a desigualdade de Hardy (veja
Segao A.3 do Apéndice).
(2) Para cada e > 0 e w € H'(R),
1 Jw]?fugl?
b (wu :/ W' |ug)? — = ————— + alw|?|ud| | dyds
(wuo) (\ Pluof? — 3y + el
e de agora em diante domd® = A.

(3) A forma quadratica b° é fechada para cada ¢ > 0. De fato, seja (w,ug) C
domd® de modo que wyuy — ¥ em Hy e b (wyug — wpug) — 0 (myn — o0).
Necessariamante ¢ = wug com w € H'(R). Também temos w, — w em L*(R).

Observemos que (w,) C domb,
b (wnug — W) > blw, — wpy,) >0

e consequentemente b(w, — w,) — 0, m,n — oco. Desde que b é fechada, temos

w € domb. Portanto, wuy € domb®. Agora é s6 observar que b°(w,uy — wug) — 0.
(4) 0 <ey < ey = b < b2

(5) Para cada € > 0 existe um operador 7. > 0, auto-adjunto, associado a b° e com

domT, C A.
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(6) Definimos

1 |w|?|upl?
bO(qu) — / <|w/|2‘u0’2 4| ||||0| +a‘w|2|u0|2> dde
RxS

domb® = A. b° > 0 e B° é fechada. Existe um operador T, > 0, auto-adjunto, asso-
ciado a b e com domTy C A. Observe que podemos identificar a forma quadratica
b° com b pela aplicagiao w +— wug (w € domb).

(7) Para cada ¢ > 0, estendemos as formas quadraticas b° colocando b°(¢)) = 400
se 1 € Ho\A.

(8) Seja P, a projegao ortogonal sobre A. Para cada € > 0, denotamos
RA(T.) = (T. + AXI)7' P, (A>0).
Passemos entao ao nosso principal resultado desta secao.

Teorema 4.7 R,,\(TE) converge fortemente a I:L,\(To) em H,.

Demonstracao: Passo 1. Pelo Lema 4.6, para wug € A vale
lin(l) b (wug) = b° (wuy).
E—

Passo 2. Pelo Passo 1 e desde que 0 < b < b2 (para &1 < €3) temos que

0 < b < b < b2, Tomemos A > 0. Pelo Lema 10.4.4 em [4]

0 < R A\(T:,) < RA(T%,) < R A\(To).

Assim,

0 < lm(R_,(T2)p, ) = Sgp@-A(Ta)% ©) < (R_(Tp)p, ¢)

e—0

e o limite é finito para cada ¢ € Hy. Por polarizagao, existe o limite

t(p, 1) = hm<R AT, ), Vo, v € Hy.

Como

t(p, 0) < (R_A(To)p, @) < [|R-_A(To)|| Il Vi € H,
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segue que t é uma forma sesquilinear limitada. Assim, existe um tnico operador
limitado e auto-adjunto C' € B(H,) de forma que (Cyp, ) = t(p,v), YV, v € Hy,
ou seja,

(Co.v) = tp,¥) = lim(RA(T)e,¥) Vo, 0 € Ho.

Algumas observacoes:

(i) (C, ) < (R_x(To)p, ¥), Vo € Ho.

(ii) C é invertivel. De fato, suponhamos C'¢ = 0 para algum ¢ € H,. Para
g0 > 0 fixado, temos 0 = (C'p, @) > (R_\(T%,)¢, ¢). Seja ¢ = R_\(T%,)¢. Desde que
T., ¢ positivo, temos 0 > (¢, (T.,+AI)¢) > A||6]|>. Assim, ¢ = 0 e consequentemente
¢ = 0.

C < R_A(To) temos b < b° < b°. Pelo Passo 1 segue que b° = b°, ou seja, Ty = S.

Seja b° a forma sesquilinear gerada por S := C~' — A\I. Da relacdo R_,\(Tg) <

Assim,

(RA(To)p, ) = l{%(R—A(Ts)% V), Vo, € Ho,

e concluimos que R_y(7%) converge fracamente a R_,(Tp) em Hy.

Passo 3. Vamos mostrar a convergéncia forte dos resolventes. Definimos
A. = R_\(Ty) — R_\(Tv), dom A, = Hy,

e notemos que (A.) é uma sequéncia de operadores positivos, auto-adjuntos e que

convergem fracamente a zero. Definimos

a’5<907¢) = <907 A€w> s TP S 7_(0-

2
a® é a forma sesquilinear positiva gerada por A.. Observemos que ||a®|| < —. Por

R
Cauchy-Schwarz

14|t = |a*(Azp, @)” < |a*(9)] a®(Acp)]

. 2
< Ao o) o] [ A=pl* < W|<Asso,so>\ 14:ll%,

consequentemente

2
| Acp|? < WKAE@, ©) — 0
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quando € — 0, para toda ¢ € H,. Portanto, R_,(T.) converge fortemente a R_5(Tp)
em Ho. |

Concluimos que no processo de confinamento do atomo de hidrogénio no caso
atrativo, a extensao auto-adjunta de (1.2) (veja pag.13) selecionada (segundo nossos

argumentos acima) é a de Dirichlet.
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Capitulo 5

Convergéncia uniforme - Particula

livre

Seja Q% a regiao definida por (3.1) na pagina 23 . Neste capitulo vamos analisar
o comportamento de uma particula livre se movendo em 2 com [ = R. Nossa
analise sera voltada para o estudo da familia de formas quadraticas definidas por
(3.5), ou seja,

) = [ |G+ (T R4 P 4 5 (V00 = dalol?) + el ayes,

£

Em [5] foi mostrado que a sequéncia a. I'-converge fortemente e fracamente a

) = [ [+ () + ator -5+ o) o] as

quando ¢ — 0. Como consequéncia deste fato, tem-se a convergéncia forte dos re-
solventes dos operadores associados. A nossa contribui¢ao neste capitulo é mostrar
que a convergéncia acima pode ser substituida pela convergéncia uniforme dos resol-
ventes. A técnica usada aqui nao é mais a I'-convergéncia. De fato, o Teorema 2.3
garante apenas a convergéncia forte dos resolventes. No entanto, a idéia de reducao

de dimensao é fortemente utilizada.
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5.1 Definicoes
Relembremos as formas quadraticas definidas por (3.5) (veja pagina 26):

) = [ |10 (T R @ + 5 (9,00 = daloP) + ] s,

doma. = H}(R x S).

Introduzimos

elw)i= [ 04 (T0 R4 P + S0V = Aol + clol s,

doma, = H}(R x S). A diferenga entre a. e a. estd apenas no fator 1/8. multipli-
cando o primeiro termo dentro da integral e o fator (5. multiplicando o dltimo termo

dentro da integral.

Definimos também a forma quadratica “unidimensional”

bw) = [ {wp+ |6+ aores) - L o] o L as,

domb = H'(R).
Denotamos por AE, A. e B os operadores auto-adjuntos associados as formas

quadraticas a., a. e b, respectivamente. Desde que A., A. e B sao operadores

~

positivos, para cada £ > 0, temos —& € p(A.), =€ € p(A:) e =€ € p(B), ou seja, —¢
pertence ao conjunto resolvente dos operadores.

A proposicao abaixo é uma aproximacao que segue basicamente do fato de que

(. converge uniformemente a 1 quando € — 0.
Proposicao 5.1 Dado £ > 0, existem ¢, > 0 e C5 > 0 de forma que
[(As + D)7 — (A + €D 7Y| < Cse, Ve < &

Demonstracao: Como . — 1 uniformemente quando € — 0, existem £; > 0 e

constantes o1, 09 > 0 de modo que o1 < 3, < 09, Ve < 1. Assim,

(a: + @) Z agllvll* e (e + W) = €|WIP,
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para todo € < £;1. Consequentemente,

A 1 1
(A + N7 < — e (A + €D < <
015

7anY

para todo € < ¢;.

Desde que k € L*(R), y € S e S é uma regiao limitada, existem g3 > 0

(€0 < 1) e constantes C1,Cy > 0 de modo que

(L) - st

o2
(c+ I8 — D] < Coe,

‘ S Clga

para todo € < gp. Nestas condi¢oes

L) — (a + )W)
(— - 1) W+ (V- Ry) (7 + o) Pdyds

T / e+ )I(B. — V)| Pdyds
RxS

IN

RXS

IN

Cre / W+ (V- Ry)(r + )| + Coe / o dyds
RxS RxS
S CSE(G’E + 5)(@

para alguma constante C3 > 0. Sendo assim,

(1= Cse)(ae +&)(¥) < (ae +&)(¢) < (14 Cse)(ac + £)(¥),

para todo € < gp. A primeira desigualdade implica que é possivel encontrar e > 0

(ep < €0) € uma constante Cy > 0 de modo que

(ac + &) () < Culae + &) (),

/
para todo € < g.

Denotamos por a.(11,12) e a.(11, 1) as formas bilineares associadas as for-
mas quadraticas a. e a. respectivamente. A desigualdade de Schwarz para formas

bilineares diz que

(e + €) (W1, )| < [(Ge + &) (1)) *[(ae + ) (12)] /2,
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[(ac + &) (W1, ¥2)| < [(ae +€)(¥1)]V*[(ae + €) (¥2)] 2,

para toda 1,1, € H}(R x S). Assim, usando as estimativas acima, para cada

V1,19 € H (R x S) temos

[((Ae+ 1) Py, (A + €)Y Ph) — (Ac + D)o, (A + E1)24))|
(G + &) (W1, 92) = (az + &) (1, 1))

Csel(ac + ) ()] 2[(ac + &) (1))

< C3v/Cel(ac + &) (¥)]*[(ac + &) ()],

IN

Tomando ¢ = (A, + &) f, Py = (flg +&I)7 g, em que f,g € L*(R x S) sdo

arbitrarias, obtemos

(A + D7V, g) — (Ac + €D g)| < Ca/Cle [((fls +&D) g, (A + &) g, 9)

GG 1l
g |

N

para todo ¢ < g. Portanto,

(A + €)™ — (Ao + €D)7Y| < Cse,

Cs5v/Cy
N

Devido ao teorema acima, de agora em diante, vamos analisar a sequéncia de

para todo ¢ < ¢f, em que Cy =

formas quadraticas (a.). em vez de (a.)., simplificando os calculos no processo de

reducao de dimensao.

5.2 Convergéncia Uniforme

Consideremos a seguinte funcao:

©o(8,y) = k(s) (cosa(s)) x1(y) — k(s) (sena(s)) xa(y), (5.1)

em que x1 e X2 sao solugoes de (3.8) (veja pag.28) para & = (1,0) e & = (0,1)

respectivamente.
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Para cada € > 0, seja L. o subespago de L*(R x S) gerado pelas fungoes da

forma
¥(s,y) = w(s)uo(y) +ew(s)po(s, y), w € L*(R).

Lembremos que ug é a autofuncao correspondente ao primeiro autovalor do Lapla-

ciano de Dirichlet em H(.S).

Para cada £ > 0 definimos as seguintes formas quadraticas em £.NHJ(R x S):
b (wug + ewyy) := b(w), w € H'(R).

Assim, para ¢ € L. N H} (R x S), usaremos a notagao b(¢)) em vez de b(w) ou

b-(1)). Consideremos também o seguinte subespago de L*(R x S):
L= {wuy: w e L*(R)}.

Nosso principal resultado neste capitulo ¢ uma reducao de dimensao restrita

na seguinte convergéncia de operadores:

Teorema 5.2 Dado £ > 0, existem €5 > 0 e Dyg > 0 de modo que
[(Ac + €D @ 01) = (B+E1)7 @ 02) || < Dage, Ve < g9,
em que 0; é o operador nulo no subespaco Ej e 0y é 0 operador nulo em £*.
Demonstragao: Tomemos ¢ € £, N H}(R x S). Escrevemos
b(s,y) = w(s)uo(y) + ew(s)eols, y),
com w € H'(R). Pela defini¢gao de ¢o(s,y) podemos ver que

/ cols, yJu(y)dy =0 e / (5o (y)dy = 0. (5.2)
S S

Levando em conta que / up(Vyup, Ry)dy = 0 e as igualdades em (5.2), alguns
s
calculos mostram que

/R I+ (T R+ )Py
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/]R . [w'ug + ew' o + cwply + w(Vyug, RY) (T + ') + ew{V 00, Ry) (T + o/)|*dyds
X

| duds (1Pl + & Plinl + ol + Lol Ty, R+
x
+ 2| w*{V 0, Ry) (T + ')? + 2w’ wu(V yp0, Ry) (T + o)
+ 282w wipg il + 26w wee(Vug, Ry) (T + )
+ 282w wpe (V 00, Ry) (T + ') + 2e|w|?wy (Vyuo, Ry) (T + o)
+28%[wl*p(V 00, Ry) (7 + o)
o+ 2efw*(Vytt0, Ry){(Vyip0, Ry) (7 + a)?).
Observemos que todas as integrais na variavel y sao funcoes limitadas na va-

riavel s. Por exemplo, a funcao
g(s) = /S wo(s,y)(Vyuo, Ry) dy
8U0 8u0 )
:kscosas/ (— - — d
() cos a(s) le(y) o " ot W
. 8u0 8u0 )
— k;ssmozs/ (— — — d
(s) sina(s) SX2(?J) o o) W
é limitada em R desde que ||k|]o < o0.
Como / luolPdy =1 e C(5) = / |(V,uo, Ry)|*dy, escrevemos
S S
[ (P + (r(s) + @) Pes ) ds
R

/R (Bl + [V, Re) Pr(s) + o/(s))?) dys.

Usando a igualdade acima e fatos como o que ocorreram com a funcao g,

podemos ver que existem constantes Di, Dy, Dy > 0 de modo que

/R I+ (T Ry -+ ) Py = / W+ (r(s) + o (5))2C(S) [wl*ds

| [ duds (S0 Pleol + Lol + | (Tygo Ro) (7 + ')
RxS
+ 2ew'wuo(V o, Ry) (T + o)
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+ 282w wpply + 2ew'wee(V,ug, Ry) (T + )
+ 2e%w'weo (Vypo, Ry) (T + o) + 2ew|*@4(Vyuo, Ry) (T + o)
+ 282 |w|*@)(Vyp0, Ry) (T + o)

o+ 2wl (V0. Ry) (V0. Ry) (T +')?) |

1/2 1/2
gDla/\w’|2ds+D2s/|w|2ds+D35 </ |w|2ds) (/ ]w/|2ds) |
R R R R

Por outro lado, uma substituigao direta, usando a defini¢ao de ¢y(s, y), mostra

que

k(s)?
| 1090l = doliul?) + 2b(5)z0s) - Fyapalldyds = — [ XoEjupas
RxS R

Com a igualdade acima, podemos ver que existe uma constante Dy > 0 de

modo que

5 k(s)?
ST = doluyayas + [ jupas

RxS

. Be(5, IV yp0* = Aolol?) + 2k(s)2a(s) - Vyuopo] [w|*dyds
Rx

2
/@mﬁds‘
r 4

/R Ssk(8)<y7 2a(SNI(IVy0l” = Xolgol*) + 2k(s)za(s) - Vyuowo] lw]*dyds

< D45/|w|2ds.
R

Novamente usamos o fato de que

h(s) := k(s) /S(y,za(S)) [(IVy20]* = Xoli2ol*) + 2k(s)za(s) - Vyuopo] dy,

¢ uma funcao limitada em R.

Com as estimativas acima, existem constantes Dj, Dg, D7 > 0 de modo que

(a: + )W) — (b+ )W)
/R I+ (T By -+ ) Py = / (10 + (r(5) + o(5))2C(S)|w?) ds

R
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B-(s,y)

2
RxS €

T / e OluPdyds - / (c+ &)[ul?ds

R

1/2 1/2
D55/ |w'|2ds + Dgs/ lw|*ds + Dre (/ |w|2ds) (/ |w’|2ds) :
R R R R

Agora observemos que

k(3)2 2
VARV 2\ duyd — d
(| JU| o] ) Y S+/]R 1 lw|“ds

IN

/R W Pds < (b+E)(w) e / erds:% / s\w\2d8§§<b+5><w>.

Assim, existe uma constante Dg > 0, de forma que

(0 + )(8) — (b + )W)
< Dyclb+ )W) + %e(b O+ %e((b W) (b + €)(0)
< Db +E)W).

ou seja,

(1= Dse)(b+&)(¢) < (ac + &) () < (14 Dse)(b +)(¥).

Olhando para a primeira desigualdade acima, é possivel encontrar €9 > 0 de

modo que
b+ W) < Djlas +&)(¥), Ve <es

para alguma constante Dy > 0. Logo,

[(ac + &) (@) = (b+€)()] < DsDoe((b+ &) ()2 ((ac + ) (w)) /2.

Lembremos que podemos olhar b como uma forma quadratica em £. N HJ (R x S).

Se ac(11,12) e b(1h1,17) denotam as formas bilineares associadas as formas

quadraticas a. e b respectivamente, a desigualdade de Schwarz diz que

[(ac + &) (W1, ¥2)| < [(ae +€)(¥1)]V*[(ac + €) (¥2)] 2,

|(0+€) (w1, ¥2)] < [(b+ ) (W1)]2[(b+ &) ()] 2,
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para toda 1,19 € L. N HJ(R x S). Assim, para cada 1,19 € L. N HY(R x S),

temos

[((Ac + E1)P01, (A + D) Pao) — (B + E1)?01, (B + £1)?4,)|
= |(ac +&)(W¥1,2) — (b4 &) (Y1, 12)|
< DgDye[(az + &) (1)) /2[(b + €) ()] /%

Tomando ¥y, = (B + &)V f, ¢y = (A. + £I)7 g, em que f, g sdo funcoes

arbitrarias do conjunto imagem do operador A., obtemos
((A+ED7f,9) = (BHENF,0)| < DsDoe [((A-+€D) g, 9)(B+ED'f, )]
DsDyel|(A: + €DV I(B+ DMV £ 9]l

< Dioellf]l gl

IN

para todo € < gy, em que Dy = DgDgy/&. Portanto,
[(Ae + €)@ 0y — (B4 E1) 7" @ 02| < Dioe,

para todo € < es. [ |

Observagdo 5.1 A forma quadratica a.(i)) restrita ao subespaco £ N H}(R x S)

possui acao dada por
oufwu) = [ (0 + C(S)(r(s) + @)l + clu) ds,
R

logo nao depende do parametro € e pode ser identificada como uma forma quadratica
em H'(R). Pelos resultados obtidos em [5] sabemos que a forma quadrética limite
obtida pela I'-convergéncia forte e fraca da sequéncia a. é
b(w) = / (]w’\2 + C(S)(7(s) + /(s))|w]* — %8)2]11)]2 + c|w|2> ds.
R
Logo, nossa andlise ndo poderia ser restrita apenas ao subespago £ N H} (R x S).
Levando em conta o fato de que

k(s)*

2
d
2 ol

| 0900 = Xliol) + 2K(s)z0(s) - Vol s = — |
RxS R
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em que ¢y é a fungdo definida em (5.1), foi conveniente restringir a analise aos
subespagos L. N H}(R x S). De certa forma, nos aproximamos de £ N H}(R x S)
quando € — 0, mas “herdamos” dos subespagos £. N Hj(R x S) o termo —k(s)?/4.
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Capitulo 6

Convergéncia uniforme - Coulomb

atrativo

Neste capitulo voltamos a analisar o Hamiltoniano —A — k/|x| especificamente
com k > 0. O objetivo é encontrar resultados mais fortes do que os do Capitulo 4. A
situagao é basicamente a mesma: o elétron se move na regiao (3.1) (veja pagina 23)
gerada pela curva r(s) = (s,0,0) e vamos analisar o limite ¢ — 0. Por simplicidade,
vamos supor que a se¢ao S possui uma rotacao de angulo nula. No entanto, nossa
analise serd com uma classe de potenciais perturbados —k/(|z| 4+ &%), em que « é

uma constante positiva. A sequéncia de formas quadraticas a ser analisada é

2
Rio) = [ (190 = 468 — v olol ) do. dom P~ H}(02)
A constante a > 0 é escolhida de forma conveniente e como na Se¢ao 4.2 do Capitulo
4 ela esta diretamente relacionada com a desigualdade de Hardy.

Vamos mostrar que ¢ possivel uma convergéncia uniforme dos resolventes dos
operadores associados as formas quadraticas F. quando ¢ — 0. Uma primeira

aproximagao mostra que essa convergéncia s pode ocorrer no subespago {wug :

w € H'(R)} de Hj(R x S). Nossa analise se restringe entdo a sequéncia de formas
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quadraticas unidimensionais

|U0|2

5/ 8%+ e2y? + e

o) = [ QWP+ VANl +aluwP)ds, V()= -

em que domg. = H'(R). Observemos que, dentre outras caracteristicas que veremos
ao longo do capitulo, tem-se V.(s) — —x/|s| q.t.p. [s].

Finalmente, usando um resultado de [13] sobre convergéncia uniforme dos re-
solventes, o operador efetivo obtido no limite ¢ — 0 é a extensao de Dirichlet do

operador (1.2) definido na péagina 13.

6.1 Reducao de dimensao

Seja L o subespago de L?(R x S) gerado por todas as fungoes da forma

Yu(s,y) = w(s)uo(y), w € L*(R).

Lembremos que ug é a autofuncao associada ao autovalor A\g do Laplaciano em
H}(S). Consideremos a decomposigao ortogonal : L*(R x S) = £ & L*. Assim, se

Y € L*(R x S), podemos escrever
V=1, +U, w e L*(R), UecLt
Tomemos agora U € L+ N H}(R x S). Entao,

/ Uls,gun(y)dy =0 e / V(s g)uoly)dy =0 q.t.pls]
S S

em que U'(s,y) denota a derivada de U com relagao a s. Usando as Identidades de

Green, também podemos ver que
/(VyU, Vyuo)dy =0, q.t.p.[s].
S

Seja A; o segundo autovalor do Laplaciano em Hj(S). Desde que U_Lug em

L*(S), temos
[19,0Pdy = [ 0P, aepll
S S
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Consequentemente
J 907 = ral0P) dy = 00 =) [ [0Fdy, atpl,
s s

No caso particular de uma fun¢io w € H'(R) temos que 1, € H}(R x 5).
Portanto, para ¢ € H}(R x S), escrevemos ¢ = 1, + U com w € H'(R) e U €
LN HLNR x S).

Neste capitulo
Q. :={z e R’ : 2= (s,ey1,ep0), s € R, (y1,12) € S} (e >0).

Seja —A. o Laplaciano de Dirichlet em €. e I o operador identidade. Vamos

analisar o Hamiltoniano

Ao
— A - I - Sl +al 0), 6.1
|x|+ea +a (k> 0) (6.1)

em que a é uma constante positiva escolhida como segue: considere a’ > 0 de forma

que +d’, para todo z € Q.. A desigualdade de Hardy (veja Segio A.3

K 1
Ja] = 4| ?
do Apéndice) garante que

(o priat war) v 20

para toda ¢ € H}(£2.). Tomemos a > a/, se necessario, de modo que exista d > 0 e

K 2
<(—Aa— - +Ea1+af) w,¢> > d/ns e,

para toda ¢ € Hj(Q.).

valha

A forma quadratica associada ao operador (6.1), ja com a mudanca de variaveis

e regularizacoes necessarias, é

\VRTIE: /\ 2
)= [ S<W AU 191 +a|w|2) dyds.

82 + &2y? + e

em que doma. = HJ (R x S). Denotamos por A. o operador auto-adjunto associado

a a..
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Para ¢ = 1, com w € H'(R), temos

Vw2 A nE
a(vu) = /Rs<|w;|2+‘ wWuld Doy p e 1l +a|¢wl2> dyds

g2 €2 §2 4 292 4 g

2 2
- 0/ Pluof? — 52V o2 ugf? ) dyas.
RxS §2 4+ e2y? + e

Usando a mesma notacao da Secao A.2 do Apéndice, definimos

2o(w) = au(tb) = / (102 + Va(s)[wl? + aluw?) ds, (6.2)

em que
|Uo|2

s /82y e

O operador associado a forma quadrética ¢. é denotado por Q. e domQ, = H?*(R).

Vi(s) = -

Teorema 6.1 Suponhamos que 0 < k < (A — Ag) e 0 < a < 1. Entdo, existe uma

constante C' > 0 de modo que, para ¢ suficientemente pequeno,
AT — QT @ 0] < Ce?, (6.3)
em que 0 é o operador nulo em £+,

Demonstragao: Como ji discutido acima, para ¢ € H}(R x S), escrevemos

V(s,y) = Yu(s,y) + U(s,y) com w € H'(R) e U € H}(R x S)N L. Assim,
a:. (V) = ge(w) + bo(U) 4 2m (¢, U),

em que ¢.(w) é dado por (6.2),

U2 A Ul?
b.(U) := |U’|2+|Vy | ~ 2P -« Y] +a|U|? | dyds
RxS 52

g2 $2 + 292 + e

Me(y,U) = —/ 2K wiol dyds.
RxS s2 4 e2y? +eo

Vamos mostrar que ¢., b. e m. satisfazem as condic¢oes (A.5), (A.6), (A.7) e

(A.8) (veja Se¢ao A.2 do Apéndice). Por construgao,

q-(w) > d/ |w|2ds
R
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para alguma constante d > 0. Definimos c(¢) := d. Assim, (A.5) é satisfeita. Por

outro lado, desde que U € H}(R x S)N L+,

vV, U? A U2
b.(U) > / %——;’WP—/@ : ’2|2 dyds
RxS € € s* +eyr +e°

AV
%\»
&

AL — A 2
1= o) 5 O)W\Z—fi Y1 dyds
£ 82+52y2+5a

AL — A 2
1= o) 5 0)\U|2—/§|U| >dyds

€ e
AL — Ao —
> / “—M]U!Qdyds.
RxS €
Al — Ao —
Por hipotese k < A\ — Ao, e entao p(e) := M — 00, quando € — 0.

e2

Observemos que c(e) = O(p(e)). Assim, (A.6) e (A.7) sdo satisfeitas.

Finalmente, existe uma constante C' > 0 de modo que

[me(vu, U)] <

IA

IA

IA

<

U
RxS \/ 82+ e2y? + e

2K dyds

2K

S wldlUldyas

€ RxS

o 1/2 1/2

2 waavas) ([ wias)
RxS RxS

o 1/2 1/2

— (/ |w|2dyds> </ |U|2dyd5>

€ R RxS

© (gew)) e (b ()

s

a(e)(g:(w))"(a= ()2,

em que ¢(¢) := Ce'~® — 0 quando € — 0 (lembremos que por hipotese 0 < a < 1).

A condi¢do (A.8) também é satisfeita. Aplicando o Proposi¢ao (A.1), (6.3) fica

demonstrado.
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6.2 Convergéncia uniforme

Para cada ¢ > 0, definimos
(How)(s) :== —w"(s) + W(s)w(s), dom H, = H*(R), (6.4)

em que W, é um potencial de forma que o operador acima esteja bem definido e

seja auto-adjunto. Suponha que o limite lir% W.(s) exista q.t.p.. Seja Wy(s) :=
E—>

lin% W.(s). Suponhamos também que Wy(s) seja um potencial com uma singulari-

E—

dade na origem e que o operador
(How)(s) := —w"(s) + Wy(s)w(s), dom Hy = {H*(R\{0}) : w(0¥) = 0},

seja auto-adjunto.

Em [13] o seguinte teorema é demonstrado; usaremos tal resultado adiante.

Teorema 6.2 Seja H. como em (6.4) e W_(s) satisfazendo:

(i) existe uma constante ¢ > 0 de modo que

1 1
‘W6(8>|§C(W+W)7 0 < e < e,

emque >0e0<vy<2;
(i) W(s) € L (R), 0 < & < &;
(iii) We.(s) — Wo(s) q.t.p. quando € — 0;
(iv) /_b W.(s)ds — —oo quando £ — 0 para algum b > 0;
b

S IWe(s)|ds
f,;b W.(s)ds

(v) sup < 00.

€€(0,e0)

Entao, H. converge para H, no sentido uniforme dos resolventes quando ¢ — 0.

A demonstracao do Teorema acima é muito longa e técnica e por este motivo

nao sera repetida aqui. Agora, temos condi¢oes de demonstrar o seguinte resultado,
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o qual é a nossa principal contribuigao neste capitulo. Seja Hp o operador (1.3)
definido na pagina 13, ou seja, a extensao auto-adjunta com condigoes de Dirichlet na
origem do operador (1.2). Lembremos do operador (). associado a forma quadratica

(6.2) definida na pagina 58.

Teorema 6.3 (). — al) converge para Hp no sentido uniforme dos resolventes

quando € — 0.

2
~ U .
Demonstragio: Vamos mostrar que V.(s) = —k [uol dy satisfaz as
s /8% +e2y? + e~
condigoes (i)-(v) do Teorema 6.2. Assim, o teorema ficara demonstrado.

Para mostrar (i) basta observarmos que

2
|V;(S)|SI€/ ‘Uo, dy: K Si
S

|s| + e |s| + e

|s|
e entdo tomar c = k/2 ey == 1.
Claramente V. € L] _(R) e (ii) é satisfeita. Para provar (iii), aplicamos o

loc

Teorema da Convergéncia Dominada obtendo

2 2
lim ol dy = /lim [l d
e—0 Jg 82+52y2+€a g €0 32+€2y2+5a
2
1
= _|Uo| dy = —,
s sl 5]
- K
ou seja, im V. (s) — —— = V(s).
25 B

Agora vamos provar (iv). Desde que S é uma regido limitada, existe uma

constante K > 0 de modo que 3?> < K. Assim,

1 1 2
|uo|
V.is)ds < —k dyds
/1 (5) /1/5’\/82—1-82K+€O‘y
ds.

1
1
—K
/1 V82 + 2K + e

Consequentemente,
1

lim [ V.(s)ds = —oc.
e—0 1
A condigao (v) é claramente satisfeita. O resultado final segue aplicando o Teorema

6.2. |
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Segundo nossos argumentos, ou seja, os Teoremas 6.1 e 6.3, concluimos que:
no processo de confinamento do d&tomo de hidrogénio a extensao auto-adjunta de

(1.2) selecionada foi a de Dirichlet.
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Capitulo 7

O Laplaciano em tubos deformados

Neste capitulo vamos analisar o comportamento de uma particula livre se
movendo em tubo como no Capitulo 5. No entanto, a regiao S que da origem ao
tubo vai ser “deformada” em cada ponto s € R. Tal deformacao é feita multiplicando
a secao transvesal por uma fungao apropriada h(s).

Em [9] foi considerado o caso de uma particula se movendo livremente em
uma faixa bidimensional. Mais precisamente, o Laplaciano de Dirichlet —A. no

subconjunto
Q. ={(s,y) eR*,s5€1,0<y<ceh(s)}, e >0,

em que I = [—a,b], 0 < a,b,< o0, e h(s) é uma fungao positiva satisfazendo
certas condigoes, por exemplo, h possui um tnico ponto de maximo global em I. O
principal resultado desse artigo diz que, para € — 0, o comportamento assintotico
dos autovalores [;(¢) de —A, em (). dependem dos autovalores de certo operador
de Schrédinger unidimensional definido em todo R. Isto foi obtido através de uma
convergéncia uniforme dos resolventes.

Algum tempo depois em [10], os mesmo autores obtiveram resultados similares
considerando I = R. No entanto, nesse caso o espectro do Laplaciano de Dirichlet
em ). nao é necessariamente discreto e algumas estimativas para o espectro essencial

também foram encontradas. Outro problema analisado em [10] foi o caso em que

63



¢ um intervalo finito mas com a condigao de Dirichlet na parte vertical da fronteira
0. substituida pela condi¢do de Neumann. Resultados similares aos de [9] foram
obtidos.

A contribuigao deste capitulo é uma generalizacao dos resultados de [9] e [10]
para tubos no espaco R3. Mais precisamente, agora a particula se move em um tubo
2 C R? e sua se¢ao transversal é multiplicada por h(s). Outra novidade ¢ que a
curva em R? que da origem a € pode ter curvatura e tor¢ao nao-nulas. Mostraremos
que, em geral com escolhas adequadas de h, a curvatura nao influencia o operador

efetivo no limite ¢ — 0.

7.1 Geometria do dominio

Nesta secao vamos mostrar uma construcao detalhada da regiao em que a

particula se move livremente.
Seja I = [—a,b] em que 0 < a,b < oo. Seja h(s) > 0 uma fun¢ao continua

definida em I. Assumimos que:
(i) s =0 ¢ o tinico ponto de méaximo global de h em I;

(ii) h € C* em I\{0} e numa vizinhanga de s = 0 admite a expansao

M —c,s™+0(s™)  se s>0;
M —c_|s|™+ O(]s|™") se s<0
em que M, m, cy sao nimeros reais e M,cy > 0, m > 1.
Considerando o caso particular em que h(s) ¢ C*> em todo I, entdo, necessa-

riamente m é par e c_ = c,. Outro caso interessante é quando m = 1 que também

é conhecido como “linha quebrada”.

Para cada ¢ > 0, definimos

A2 = {2 € R 1w =1(s) +eh(s)y1Na(s) + ey2h(s)Ba(s), s € I,y = (y1,42) € S},
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em que N, (s) e B,(s) sao dados por

Nu(s) = cosa(s)N(s)+sena(s)B(s)

B.(s) = —sina(s)N(s)+ cosa(s)B(s)

e a:] — R éuma funcao C*°. Podemos pensar em AY como sendo a regiao 1,
definida no Capitulo 3, mas agora com a secao transversal “deformada”, ou seja,
multiplicada por h(s). Inicialmente, a condi¢ao imposta na fronteira de A% é a de
Dirichlet.

Vamos analisar o comportamento de uma particula livre se movendo na nova

regiao, mais precisamente estudar a familia de formas quadraticas

e = [ [VoPde, domb = HY(A), (7.2

associadas aos operadores Laplacianos —A% em A?. Como antes, V denota o gra-

diente nas coordenadas usuais de R3.

7.2 Forma quadratica

De forma similar a Se¢ao 3.3 (pag.24) vamos fazer uma mudanca de variaveis
de modo que a regido de integragao em (7.2) independa de € > 0. Consideremos a

aplicacao
feo IxS  — Ag

(s,y1,y2) — 1(s) +eh(s)y1 Na(s) + eh(s)yaBa(s).

Vamos supor que ||k||so, ||7]]0o, ||0/]|oc < 00. Essas condigoes vao garantir que f&
seja um difeomorfismo. Assim, podemos fazer uma mudanca de variaveis e passar a

forma quadratica usual nas coordenadas (z,y, 2),
b2 () :/ V| d, domb® = Hj(AY),
Ag

para as coordenadas (s,y1,y2) de I x S. Passamos a trabalhar em um dominio fixo

para todo € > 0. Por outro lado, o preco a pagar ¢ uma métrica Riemanniana
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G = G¢ nao-trivial a qual é induzida pelo difeomorfismo f&, ou seja,

G = (Gyj), Gij = (ei, e5) = Gji, 1 <4, <3,
em que
g oo
€1 = 687 €2 = ay17 €3 = ay2

Alguns célculos mostram que o referéncial de Frenet é dado por

€1

€3

B —ch(t+ ) (2, y) +eh/(2a,y) ch(T + ') (20, y) + b’ (21, y)

= 0 ehcosa chsen o
0 —chsena ehcos o
em que
Be(s,y) =1 —ch(s)k(s){(za, ), 2o = (cos a, —sen ), 2+ = (sena, cos ).

A matriz inversa de J é
!

i é (T+ )y — Eyl] £ {—(T +a)y1 — v

h 0. h
Jl— 0 CoS o —sen o
€ €
0 sen o COS &
ch ch

Notemos que JJ! = G e det J = | det G|'/? = £2h?(s)B.(s,y). Como k e h sdo
funcoes limitadas, para e suficientemente pequeno, 3. nao se anula em I x .S. Assim,
B > 0e f& éum difeomorfismo local. Exigindo que f2 seja injetora (ou seja, que o

tubo nao se auto-intercepta) obtemos um difeomorfismo global.

Introduzindo a notacao

101 = [ oG ) P20 (s, )y
IxS

obtemos a sequéncia de formas quadraticas
() = ||V, domb® = Hy(I x S,G),
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em que V = (Js,V,). Mais precisamente, a mudanca de coordenadas acima foi

obtida pela transformacao unitaria

Ue: L*(A) — L*(IxS,G)
¢ — ¢ofd
No entanto, continuaremos denotando U por 1.

De forma similar a Se¢ao 3.2 (pag.23) poderiamos pensar em eliminar o termo
A\o/e%h(s)? das formas quadraticas. No entanto, vamos eliminar os termos da forma
\o/e2M?, ou seja, desde que 0 < h(s) < M, para todo s € I, eliminamos a “menor

energia” possivel.

Vamos estudar a sequéncia de formas quadraticas

1
) = 55 (11790l - Sl + dlvlz).

em que ¢ é uma constante positiva a ser escolhida mais adiante.

Alguns célculos mostram que

o B 1
Ew = f <ﬁ3<s,y>

LIVl P
e2h(s)?  e2M?

em que dom[® = H} (I x S) & visto como um subespaco de L2(I x S, h(s)?B.(s,y)).

2

(s)
h(s)

U Ry(T+a')(s) =V -y

n cw) h(s)26. (s, y)dyds.

No entanto, serd conveniente trabalharmos em L2?(I x S, 3.(s,y)). Consideremos

entao a isometria

Vi L*(IxS,6.) — L*I xS, h(s)8.)

v — vh!

Fazendo a mudanca de variaveis acima, obtemos

e L 1 Ul hl(‘S)
le (U) ‘ /IXS <ﬁs( )

~h(s)
ﬁ&(su y) 2 ﬁs( )
oy Vel

2

W (s)
Yh(s)

+ Vv Ry(t + a')(s) — Vv

Sl s ol ) dyds.
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Agora, dom[® = H}(I x S) é visto como um subsepaco de L2(I x S, 5.(s, y))-
Como observado no Capitulo 3, é muito importante o fato de que f.(s,y) — 1

uniformemente quando € — 0. Assim, podemos trabalhar em L*(I x S) desde que,

para ¢ suficientemente pequeno, os espagos L?(I x S, 3.(s,y)) coincidem algebrica-

mente com L*(I x S).

Definimos
I¢(v) = /I><S < v — viil((j; + Vv Ry(t +d)(s) = Vyu- yl;;((j))
Be(s,y)

‘2 o 66(8734)

+ 52 M?2

€2h(8)2| yV Jof* + C’U’2> dyds,
em que doml. = H}(I x S).

Observemos que a diferenca entre [ e lA? é apenas o fator 1/0.(s,y) multipli-
cando o primeiro termo dentro da integral e [(.(s,y) multiplicando o tltimo termo
dentro da integral. Como (.(s,y) — 1 uniformemente quando ¢ — 0, podemos
estudar a sequéncia (I2). em vez de (I%)..

De agora em diante nao usaremos a notag¢ao com indice «, por exemplo, [

serd simplesmente denotado por I..

Sejam L. e L. os operadores auto-adjuntos associados as formas quadraticas

~

l. e [, respectivamente. Como observado acima:

Teorema 7.1 Para ¢ suficientemente pequeno, existe uma constante C' > 0 de
modo que

1L = L7M| < Ce.

Demonstracgao: Similar a do Teorema 5.1. O

7.3 Reducao de dimensao

Seja L o subespago gerado pelas fungdes da forma wuy com w € L*(I). Lem-
bremos que ug(y) é a autofuncao correspondente ao primeiro autovalor Ay do Lapla-

ciano em H}(S). Fazendo a decomposigao ortogonal L*(R x S) = L & L+, para
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Y € L*(R x S), podemos escrever

Y(s,y) = w(s)uo(y) + U(s,y),

com w € L*(I) e U € L. Observemos que U € £ implica

/S w@U(s,)dy =0, atp.lsl

Temos também que wug € Hy (I x S) se w € H(I). Portanto, para ¢ € Hi (R x S),
escrevemos ¢ = wuy + U com w € HY(I) e U € H}(R x S)n L+
Inicialmente vamos analisar a forma quadrética [, restrita ao subespago H} (I x S) N L.

Para w € H}(I) alguns calculos mostram que

A A
I (wu) = /1 {W +u(s)wl® + (s, ) (Ezhf(s) -3 AOW) wf? +c\w\2] ds,

em que

Ce(s,y) = 1 —ek(s)h(s)(za(s), B(S)).
As constantes C1(S), C2(S) e C3(S) que aparecem na defini¢do de v dependem

somente da regiao S e sao dadas por
C\(8) = [Ty o)l ColS)i= [ (90,1 P

Cg(S) = /S<Vy’LL0,Ry><VyU0,y>dy.

O vetor B(S) = (B1(95), B2(S)) na defini¢do de (. também depende somente

da regiao S e é dado por

By (5) :/yl\u0|2dy e By(S) :/y2]u0|2dy.
s s

Com esta restrigio obtemos formas quadraticas definidas em H} (1)
¢-(w) == / (Jw'|* + We(s)|w]?) ds,
I
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em que

Ao Ao
W)= 0(6) 4 e+ G(s.0) (s = s ) (73)
A constante ¢ > 0 é tomada de modo que ¢ > ||v]]s + (1/M?)||k(5)%/4||s0-

Como k(s) e h(s) sao fungdes limitadas, existem £y > 0 e 6 > 0 de modo que

0 <& <ep,
1 —ek(s)h(s)(za(s), B(S)) > ¢ e 1 —ek(s)h(s)(za(s),y) >0

para todo ¢ < £;. Portanto, até o fim deste capitulo, vamos sempre considerar
e<er.

O operador auto-adjunto associado a ¢. em L*(I) é
(Q-w)(s) := —w"(s) + W.(s)w(s), dom Q. = H(I).

De agora em diante denotamos por —A¢ o operador —A2 + ¢ e omitiremos o

simbolo «.

e2M?
pode ser aproximado por Q- @ 0, em que 0 é o operador nulo no subespago L.

-1
Ao
O que faremos agora é mostrar que o operador resolvente (—Ag — 1

Com este resultado fica clara idéia de reducao de dimensao.

Lema 7.2 Suponhamos que [ seja um intervalo limitado, entao existe uma cons-

tante R; > 0 de modo que
q-(w) > R11€2ﬁ/|w\2ds, Yw € Hy(I), VO < e <e.
I

Demonstragao: Relembrando a definicao de We(s) (veja (7.3)) temos

SWels) . do (1 1Y
[s|™ = [s[m \R(s)? M2

A funcao do lado direito da desigualdade é estritamente positiva em [ e con-
tinua em [—a,0] e em [0,b]. Assim, desde que I ¢ limitado, existe uma constante

o > 0 de modo que
W.(s) > o 2|s|™, Ve>0,s€l. (7.4)
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O operador —d?/ds* + o|s|™ em L*(R) é positivo. Assim,
/ (' () + o] [w]?) ds > Rll/ w(s)l2ds,  Yw € H'(R),
R R
para algum nimero positivo R;. Fazendo a mudanca de variavel s — ¢ %s, obtemos
/R (Jw' ()] + oe~2|s|™|w|?) ds > Rllsw/]R lw(s)|*ds, vw € H'(R).

Em particular, esta desigualdade ¢é satisfeita para cada fungao w € HJ(I) (estendida

por zero em R\). Segue entao que

Go(w) > Rllaw/]w]st, Ve < e,V € HY(I).
I

O lema abaixo vale tanto para o caso em que o intervalo [ é limitado ou I = R.

Lema 7.3 Para U € H}(I x S) N L+, existe uma constante P; de modo que, para

¢ suficientemente pequeno, vale

P 9
I.(U) > = Ul dyds.
W)= i [ UPdyas

Demonstragdo: Seja A; o segundo autovalor do Laplaciano em H{(S) e U €
H}(R x S)n Lt

Desde que h(s) < M, para todo s € I, temos

IV, UP? U} V,UP? U}

Uma propriedade similar a (3.7) (veja pag.28) implica que

vV, U \UJ? Ye(s) / 2
(s, Y dy > =20 | B (s, )| URdy.
/Sﬂ(s y)(62M2 1o ) W2 Sﬁ(s y)|U|"dy

Como 7.(s) — —k(s)?/4 uniformemente para ¢ — 0, existe uma constante

F € R de modo que, para ¢ suficientemente pequeno,

Ve (s)
M? —

F, Vs e I.
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Assim,
VelS
L) [ tslvtay = F [ aslopay
M S S
Portanto,

v, Ul Ul 2
€ 9 - Z F € 3 .

IxS

A
Somando e subtraindo o termo —O/ \U|?dy no lado esquerdo da desi-
e2M? IxS

gualdade acima, obtemos

vUR U
13 9 _A d d
[ s (5%@2 O&_QMQ yds
)\
> P s yUPdy+ D20 / B (s, )T Pdyds.
IxS

Portanto, para e suficientemente pequeno, existe uma constante Pl’ de forma

vV, U
2h(s)?

UF dyds—i—c/ \U|*dyds
e2M? IxS

Loy = [ By ( Y

IxS

A1 — A
> F§ |U|2dyds+%/ ﬁg(s,y)|U\2dde—|—c/ U ?dyds
I><S IxS IxS
Py
> ) 2dyds.
Z op /IxslUl yds
Agora, basta tomar P, = P/é e o lema fica demonstrado. [ |

Nossa principal contribuicao nesta secao ja pode ser demonstrada.

Teorema 7.4 Existe uma constante Ry > 0 de modo que, para e suficientemente

em que 0 denota o operador nulo no subespaco £*.

pequeno,

1
(—Az - LI) (07 ®0)

38
82M2 S ‘RO6 9
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Demonstragdo: Para ¢ € Hj(R x S) escrevemos

b(s,y) = w(s)uo(y) + U(s,y),

comw € Hi(I) e U € HY(R x S) N LY. Assim, a forma quadrética [.(1) pode ser
reescrita como

l€(¢) = (k(w) + ba(U) + Qme(wu()a U)7

em que g.(w) = l.(wuy), b-(U) =1.(U) e

I I
me(wug, U) = / dyds (w/uo — Wiy + wVyug - Ry(T 4+ ') — wVug - y—)
IxS

h

X

n n
(U’ — Uﬁ +V,U-Ry(t+d)—V,U- yﬁ)

V,uoV,U uU
— k(s)h Y=Y \——= | dyds.
[ k) o (T 20 s

Vamos mostrar que g.(w), b-(U) e m.(wug, U) satisfazem as condigoes (A.5),
(A.6), (A.7) e (A.8) (veja Secao A.2 do Apéndice) e assim o teorema ficara demons-
trado.

As condigoes (A.5), (A.6) e (A.7) sao satisfeitas aplicando os Lemas 7.2 e 7.3.

Precisamos apenas verificar a condi¢do (A.8), ou seja, que existe uma fungao ¢(¢)

de modo que para cada ¢ € H}(I x S)

Ime(wuo, U)|? < q(e)?qe (wup)b.(U), q(e) — 0 (e —0). (7.5)
Escrevemos
me(wug, U) = mz(wug, U) — mZ(wug, U) + m(wug, U) — m(wug, U) — mZ(wug, U)
em que

n I
ml(wug, U) = / wuy (U —U—+V,U-Ry(t+d)—V,U-y— | dsdy
RxS h h

B R’ I
m?(wug, U) = / Wity (U' - Uﬁ +V,U-Ry(t+d)—V,U- yﬁ) dsdy
RxS
h/

m2(wug, U) = / wVug - Ry(t + o) (U’ — Uﬁ + V,U - Ry(t + o) — V,U -
RxS
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n I
m(wug, U) = / wVyuy-y— (U —U—+V,U-Ry(t+ o) —V,U-
RxS h h

m2(wuo, U) = / k’(s)h(i)(za,ww (Vyu];va — Aou0U> dyds.
IxS

Agora vamos analisar cada termo acima. Sejam

h/
H1 Z:‘—

Wl o He=

o0

e lembremos que

Cr(8) = / (Vuo RuPdy e Cul(S) = / (90, ) Pdy.

Usando as Identidades de Green, alguns calculos mostram que

/ o (Y, U, Rybdy = — / (V0. Ry)Udy,
S S

/u0<va7 y>dy = - /<vyu07y>Udy
S S

Assim,

) ([ o)

Keq.(w)'2b.(0)%

IN

1/2

N 2
° |m§(wu0,U)| < / |w|2|u0|2 (h—) dyds ba(U)l/2
IxS h
</|w| ds) b.(U)Y?

ﬁqg( )1/2b (U)l/Q

IN

IN

1/2
Rl/

1/2
o |mP(wuy,U)| < (/ \w\2y<vyu0,Ry>\2(r+a’)2dyds) b.(U)'?
IxS

74

/

h ) dsdy

i



IxS
1/2
< C’(S)I/ZH( |w|2ds) b.(U)Y?
I
H
< C 09)1/2}%§%555q5(1u)1/2b ([]>1/2

1/2

h\
o [mi(uwn.U)] < (/ (000 () dyds) b ()2
IxS

_ (/IS [w]?Cy () <%>2d3> " bo(U)1/2

< SYY2H, (/|w| ds) b.(U)Y?
12 1 Hl 1/2 1/2

1

Mais alguns célculos mostram que

/ (¥ 0, VU = — / o(y)Udyds,
S S

/y2<Vyu0VyU> = —/h(y)Udyds,
s s

(y) = 8u0+ 8u+ 0%y
g\y): al ylag ylay% )

aUU 8 Uo 82u0
h(y) = | — .
(y) (ay2 _l_ Y2 0 2 + Yo ay%

Sendo assim, existem constantes K; e K5 de forma que

em que

Im?2 (wuo, U)| < / k(s) cos a(s)ylwwdyds’
IxS eh
+ / k(s)h(s) cos a(s)y Adgw u0U2 dyds
IxS eM
yU
+ / k(s)sin a(s)ylwmdyds
IxS eh
: uoU
+ / k(s)h(s)sin (s )yl)\ow 5 dyds ‘
IxS eM

I5)



IN

% 1/2 1/2
m— </ |w|2ds) (/ |U|2dyds)
€ R RxS

< KoePg (w) o (U) V2.
Com as estimativas acima vemos que existe uma constante K de modo que
Ime(wug, U)[> < Ke*q.(w)b.(U)

e assim (7.5) fica demonstrado. Aplicando a Proposicao A.1 do Apéndice, existe

uma constante Ry de modo que, para ¢ suficientemente pequeno, vale

< R()Egﬁ.

A -1 -
[ ) e

7.4 Caso Dirichlet

Nesta secao vamos supor que I é um intervalo limitado. Assim, o espectro
de —AZ em AZ é puramente discreto. Vamos denotar por [(e) seus autovalores.
O objetivo desta segao é encontrar o comportamento assint6tico de I§(e) quando
¢ — 0. Mais precisamente, mostrar que o teorema abaixo, demonstrado em [9] para

o caso bidimensional e com 72 no lugar de )\, também vale para o nosso caso.

2
Teorema 7.5 Seja § = ——. Entao, os limites
m+ 2

e—0

A
7 28 c 0
pj =lime (lj(g) ~ap 2) (7.6)
existem em que f; sao os autovalores do operador em L*(R) dado por

. 2N M 3¢, s™ se s> 0
(Hu)(s) = —u"(s) + q(s)u(s), q(s) = - (77
20 M B |s|™ se s<0

No teorema acima, para o caso particular em que m = 2 e ¢ = ¢, o operador

H é o oscilador harménico.
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Introduzimos a familia de segmentos
I. = (—ac P be™P), >0,
e definimos o operador isométrico J, : L2(I) — L*(1.) gerado pela dilatacio s = s'c”.
Identificamos L*(I.) com o subespaco
{u € L*(R) : u(s) = 0 q.t.p. em R\I.},
e definimos
Qe =" 0.Q.J7", (7:8)

o qual é um operador auto-adjunto atuando em L*(I.).

A teorema abaixo foi demonstrado em [9] para o caso bidimensional, mas

também se adapta ao nosso caso.

Teorema 7.6 Temos
HQ;l@O—H_lH—M), quando e —0,
em que 0 é o operador nulo no subespago L*(R\1.).

A demonstracao do Teorema 7.6 sera apresentada na proxima secao.

Demonstragio o Teorema (7.5): Sejam [;(Q.) e [;(Q.) denotando os autovalores
de Q. e Qg respectivamente. Observemos que os autovalores de Q! @ 0 sdo os

mesmos de Q-'. Aplicando o Teorema 7.4, temos

c )\0 ! -1 c A0 - —1
I5(e) — oz) T Q)] < —Af - WI —Q. @0
S Rof—fgﬁ.
Portanto,
1 1
— < RoeP.
eP(l5(e) — ) €¥1(Q:) "

Desde que lj(QE) = e%°1;(Q.), pelo Teorema 7.6, segue que

e2715(Qc) — 1y (e —0),

e aigualdade (7.6) esta demonstrada.
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7.5 Demonstracao do Teorema 7.6

Para a demonstracao do Teorema 7.6 vamos utilizar dois resultados prelimi-

nares também ultilizados em [9] para o caso bidimensional.

Proposi¢ao 7.7 (1) Seja V(s) > 0 uma fun¢ao mensuravel em R de modo que

V(s) — oo quando s — 0. Seja {I.}o<c<1 uma familia de intervalos de modo que
I, C I, (g1 > &) e Uocect I = R.
Consideremos a forma quadratica
2y (u) = /(|u'|2 + V|ul?)ds, u € Oy = {H(R) : zy(u) < oo},
R
e a familia de suas restri¢oes zy ;. no dominio
Ov.i. = {u € Ovlor.—o}

Sejam Zy e Zy 1. os operadores auto-adjuntos em L?(R) associados a zy e 2y,

respectivamente. Entao,
12v. =2 [| =0 (e—=0) (7.9)

(2) Seja Vh(s) > 0 um potencial fixado de forma que Vy(s) — oo quando
|s| — oo. Entdo, a convergéncia em (7.9) é uniforme na classe de todos os potenciais
V' que satisfazem

V(s) > Vo(s) em R.

Demonstragao: (1) Sob as hipdteses da proposigao vale que Z‘;} — ;1 no
sentido forte (Proposigao 10.1.18 em [4]). Para cada ¢ temos 6y ;. C Oy e 2y (u) =
zy(u), para todo u € 6y, . Isso significa que Zy;. > Zy e, pelo Lema 10.4.4 em [4],
Z;f,s < Z,'. Desde que V(s) — oo quando |s| — oo, o operador Z;;' é compacto
(Corolario 11.5.7 em [4]).

Aplicando o Teorema 2.16 em [16] (em particular, esse teorema diz que se

T., 0 < € < gy, € uma familia de operadores compactos e auto-adjuntos de modo
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que T. — T fortemente e existe um operador compacto nao-negativo, de modo que
||T:|| < To, para cada e, entao ||T. — T'|| — 0 quando € — 0) concluimos que (7.9)

vale.

(2) Consequéncia do Teorema 2.16 em |16]. [ |

Cada operador Zy ;. pode ser escrito como soma direta de dois operadores:
Zv1. = Zvintl. D Lv,eatl. s

em que Zyiur. € Zvenl. tem a mesma expressao que Zy ;. e com condicoes de

Dirichlet na fronteira O1..

Corolario 7.8 A proposicao anterior ainda é valida se cada operador Z;}E for subs-
tituido por Zy 1.y ® 0, em que 0 é o operador nulo no subespaco {u € L*(R) :u=
0 em R\Z.}.

Demonstragao: Segue do fato de que (Zv,epu(r.)u, u) > i]rR}\fI V(s) e assim HZ‘;ixt(I )|
sER\I¢ ’ €

para ¢ — 0. [ |

| =0

Agora temos condi¢oes de demonstrar o Teorema 7.6.

Demonstragao do Teorema (7.6): Seja W, a funcao definida em (7.3) (pag.70)
e

V.(s) := e®PW.(e5).
A forma quadratica do operador (7.8) (pag.77) é
4-(w) = /]R (Jw'|? + Va(s)|w|?) ds.
A condigao (7.1) (pag.64) nos permite escrever, para s > 0,
h(s) = M — eys™ + p(s)s™,

para alguma fungao p € L*>(0,b). Assim,

1 1 —-3_.m m
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para alguma fun¢ao p; € L>(0,b). Portanto, para s € (0,be¥),
V(s) = C(7s,y) [a(s) + Xopr(75)s™ TP ] + ¥Pu(efs) + %P

Uma igualdade similar vale para s € (—s 7a,0).

Consideremos a familia de intervalos {I.} definidos por
Il = (—e7%e™).

A condicao sobre ¢ é ¢(m+1) < 3. Assim , para cada n > 0 existe um niamero

g(n) > 0 de forma que
Va(s) = q(s)] <, Vs € I, Ve < e(n). (7.10)
Relembrando (7.4) (pag.70) temos

Vo(s) > o|s|™, Vs € L., Ve < 1. (7.11)

Estendemos a fungao V.(s) em todo R tomando V.(s) = o|s|™ para t ¢ I.. A
cada funcao estendida V. associamos trés operadores: H. em L2(R), Q. em L2(I.)
e Q. em L2(I'). Cada operador atua como —d?/ds® + V.(s); os tltimos dois com

condicoes de Dirichlet na fronteira.

Tomemos

~ N

He = Zy; Q. = ZVE,mt(IE), ng = sz,mt(lg)-
Em particular, Q. é o operador (7.8). Pela segunda parte da Proposi¢ao 7.7 temos
Q' @0~ H Y[ =0 e Q7 @0~ H | -0,
quando ¢ — 0, e, portanto,
1Q:'@0-Q @00 (—0). (7.12)

Agora consideremos a familia de operadores H. := Zq(s),int(12), atuando em
L*(I) como
(Hu)(s) = —u"(s) + q(s)u(s),
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com condigoes de Dirichilet em 0. Desta vez o potencial nao involve o parametro

€. Assim, pela primeira parte da Proposi¢ao 7.7
|H '@ 0—H ' —0 (e — 0). (7.13)
Aplicando a segunda equacao dos resolventes, escrevemos

QU — HI' = —Q M (Vls) — q(s) HL (7.14)

£

Agora observemos que existe uma constante C' > 0 de modo que
UM <Cc e 1A < C. (7.15)

(7.10), (7.14) e (7.15) implicam que

~

—1 1—1
QE - HE

— 0 (e —0). (7.16)

E entdo o resultado segue por (7.12),(7.13) e (7.16). |

3

7.6 Caso Neumann

Nesta secao continuamos considerando o caso em que [ é um intervalo limi-
tado. No entanto, a condi¢do de Dirichlet na parte vertical da fronteira 9(I x S)
é substituida pela condicao de Neumann. O objetivo é mostrar que existem re-
sultados similares ao do caso Dirichlet. Isto também foi feito em [10] para o caso

bidimensional.

Consideremos a forma quadratica
gon(w) = /|w'|2 L Wo(s)w2ds,  domg.y = HY(I),
I

em que W.(s) é dado por (7.3) (pag.70). Denotamos por (. n o operador auto-

adjunto associado a g n.

Como os potenciais W, sao todos positivos, a demonstracao do lema abaixo é

similar a feita em [10] e por isso nao sera repetida aqui.
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Lema 7.9
|Q-N — Q1| = O().

Lema 7.10 Existe uma constante R; > 0 de modo que, para e suficientemente
pequeno,

|Qxl] < Bae™.

Demonstragdo: Pelo Lema 7.2, existe uma constante R; de forma que ||Q-|] <
R.e%P para e suficientemente pequeno. Como 3 < 2/3, o Lema 7.9 garante que a

mesma estimativa vale para Q;}V. [ |

Teorema 7.11 Existe uma constante Ry > 0 de modo que, para ¢ suficientemente

em que 0 denota o operador nulo no subespaco £*.

pequeno,

c A - —
(_AE,DN - 62#[) - (Qa]l\] D0)|| < Ry,

Levando em conta o Lema 7.10 e o Lema 7.3, a demonstracao do teorema

acima é similar a do Teorema 7.6.

Como na Secdo 7.4, introduzimos a familia de segmentos I, = (—ac™?,be™")
(e > 0) e definimos o operador isométrico J. : L*(I) — L*(1.) gerado pela dilatagio

s = s'P. Identificamos L?(I.) com o subespago
{u € L*(R) : u(s) = 0 q.t.p. em R\IL.}.

Definimos Q. n := €2°J.Q.xJ-', 0 qual é um operador auto-adjunto atuando em

L2(Ia).
Teorema 7.12 Temos
HQ;}V@O—H_lH — 0, quando e —0,

em que 0 é o operador nulo no subespago L*(R\I,).
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Demonstragao: Observemos que

HQ;}V@O—M1

<

Q:h @ 0-Q &)
= |losn - @[ +[jest o — a7

— e |Qok — QY| + HQ;16§O—H‘1H.

+HQ§1@0—H*1

Como < 2/3, aplicando o Lema 7.10 e o Teorema 7.6, o teorema fica demonstrado.

Em virtude do teorema acima, o Teorema 7.5 também vale para o caso Neu-

mann.

7.7 Casol =R

Nesta secao vamos estudar o caso I = R. Agora o espectro do Laplaciano
—A¢ em AY nao é mais necessariamente discreto e veremos que o espectro essencial
depende do comportamento de h no infinito. Além das condigoes (i) e (ii) (veja
pag.64), vamos assumir que h satisfaz:
(iii) limsup h(s) < M;
|s| =00

.y P(s)
(iv) ns)

€ L*(R).

O objetivo desta secao ¢ mostrar que valem resultados analogos aos Teoremas
7.4, 7.5 e 7.6 quando I = R. Em [10] esses teoremas sao demonstrados tomando
I = R no caso bidimensional. Vamos mostrar que as demonstracoes podem ser

adaptadas ao nosso caso tridimensional.

Lema 7.13 Existe uma constante R; > 0 de modo que, para e suficientemente
pequeno,
q-(w) > Rfle_w/ lw|*ds, vYw € H'(R).

R
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A demonstracao do lema acima sera feita no final desta secao.

Teorema 7.14 Seja I = R e h satisfazendo (i)-(iv). Entao, existe uma constante

Ry > 0 de modo que, para ¢ suficientemente pequeno,

S R053ﬁ>

c )\0 - —1
H(—AE—W[) —(Q-" ®0)
em que 0 denota o operador nulo no subespaco £*.

A demonstragao deste teorema é similar a do Teorema 7.4 levando em consi-

deragdo o Lema 7.13 (ao invés do Lema 7.2) e o Lema 7.3.

Como na secao anterior, consideremos os operadores auto-adjuntos
Q- =" J.Q.J",
em que J. : L*(R) — L*(R) ¢ a isometria gerada pela dilatagao s = s'e”.
Teorema 7.15 Temos que para € — 0
Jort | o
em que H é o operador (7.7) introduzido na pagina 76.

A condicao (iii) implica que o os potenciais W.(s) podem ser limitados e entao
o item (2) da Proposi¢do 7.7 nao se aplica neste caso. Assim, para demonstrar o
Teorema 7.15, vamos enunciar um resultado similar a Proposicao 7.7. Zy denota o

operador —d?/ds* + V(s) em L?(R) com V sendo um potencial nio-negativo.

Proposicao 7.16 Sejam V(s) e V.(s), 0 < e < gp, fungdes mensuraveis nao-

negativas em R de forma que V(s) — oo quando |s| — oo e
Vo(s) — V(s), quando € — 0, (7.17)
uniformemente em subconjuntos compactos de R. Suponhamos que
Vi(s) > VO(s), Vs €R,0 < e < g,
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em que VY(s) é outra familia de fun¢des mensuraveis em R a qual ¢ mondtona em
€, Ou seja,

€1>€2:>V£§V0 Vs € R.

g9

Suponhamos também que

c(e) := liminf VY(s) — oo

|s|—o00
quando € — 0. Entao,

120 =2/ =0,

quando € — 0.

Demonstracao: Definimos T := Z‘;l e, = Z;El. Seja TP o inverso do operador
de Schrodinger com potencial V2(s). A hipotese (7.17) implica que Zy.u — Zyu
para cada u € C3°(R). O Teorema 8.15 em [12| garante que 7. — T fortemente.

Fixemos ¢* € (0,g¢). Entdo, para ¢ < €*, as condi¢oes da Proposi¢do A.5 do

Apéndice sao satisfeitas com Ty = T%.. Desta proposigao, concluimos que

limsup ||7T. — T|] < e(e*) 7

e—0

O resultado é obtido tomando £* — 0. [ |

Demonstracao do Teorema 7.15: Consideremos o potencial
V.(s) = e?PW.(°5)

em que W_(s) é a fungao definida em (7.3) (pag.70). Com uma demonstragao similar

aquela do Teorema 7.6, podemos escrever
V(s) = ¢ (%s,y) [a(s) + Aop(e”s)s™ 1P| + *Pu(els) + e¥e,

em que p(s) é uma fungao limitada em cada intervalo finito (—a, a) de R. Observemos

que V.(s) — ¢(s) uniformemente em cada subconjunto compacto de R.

Para |s| > 1, vale

o) (7~ ) 2
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para alguma constante ¢y > 0. Isto segue do fato de que existe 6 > 0 de forma
que (.(s,y) > 4§, para ¢ suficientemente pequeno, e também do comportamento de
h proximo a origem (veja item (i) na pag.64).
No intervalo [—1, 1] a desigualdade W.(s) > ge2|s|™ é satisfeita para alguma
constante o > 0 (veja demonstra¢ao do Lema 7.2). Assim,
We.(s) > o1e > min(|s|™, 1), Vs € R, e >0,

para alguma constante o; > 0. Portanto,

VE(S) 2 oy min(672+2ﬂ+mﬁ|5’m7 872+2ﬁ)
= oy min(|s|™, e 2%).
Defina

VO (s) = oy minJs|™, e 2%).

A sequénica VP (s) satisfaz as condigoes da Proposi¢ao 7.16. Assim, o teorema fica

demonstrado. |

Demonstragao do Lema (7.13): O Teorema 7.15 garante que
el = [H] (=0,
ou seja, existe uma constante C' > 0 de modo que

10:"] < ¢

O Teorema 7.5 também vale para o caso I = R. Basta aplicar o Teorema 7.15.

7.8 O espectro discreto no caso I =R

Definimos v(g) := inf oo (—AZ) e denotamos por [§(¢) os autovalores de —Ag.
Se —A¢ tem espectro essencial vazio escrevemos v(g) = oo. Denotamos por n(e),

n(e) < oo, o niimero de autovalores [$(e) < v(e).
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Teorema 7.17 Seja I = R, h satisfazendo as condigoes (i)-(iv) e a curvatura satis-

fazendo
‘l|im k(s) = 0. (7.18)
Entao,
v(e) — oo (e —0).
Demonstragao: Seja N :=limsuph(s) < M e I= [—a, a]. Definimos

|s|—o0
Qe={(ssy):sely e Q. ={(sy):s¢1}

Sejam —Af _p e AC -.p 0s Laplacianos de Dirichlet em €, e (), _ respecti-

,€
vamente. Sejam —Af _ py e —A;E’DN os Laplacianos acima mas com a condicao de
Dirichlet na parte vertical das fronteiras de €, . e 2 _ substituida pela condicao de

Neumann. Observemos que

— A ow+ (—Alon) < —AT<—AL 4 (-AL,). (719)

/

Nestas condigdes inf oess(—AZ) > inf oo (— A pi)-

. s . /
Seja @, . px a forma quadratica associada ao operador —Af _ . Observemos

que
Quepn(¥) > (( ,y'ERxS th ) s |Vyz/;\2dyd8
oo ) [
= A ((s,yi)lelnf@xs ﬁ;f(v?) Sup 15€(S7y) /(R\f)xsﬂe(s’y)WZdde’
(s,y)ERXS

para toda v € dom@), _ py- Desde que k satisfaz (7.18), podemos observar que o
espectro essencial de —Ag’@DN é estimado inferiormente por )y vezes uma funcao

1
que tende a N quando a — oo. Como o espectro essencial é um subconjunto
€

fechado segue que v(g) > e consequentemente v(e) — oo quando ¢ — 0. W

22 N2
O proximo teorema é uma forma alternativa de demonstrar a igualdade (7.6).
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Teorema 7.18 Sob as mesmas condicoes do teorema anterior, para & suficiente-
mente pequeno, o espectro discreto de —A¢ em A é nao-vazio e vale a igualdade

(7.6).

Demonstracao: Que o espectro de —A¢ é nao-vazio, para € suficientemente pe-
€ 9
queno, segue da convergéncia uniforme do Teorema 7.16 e do fato de que o espectro

discreto de H é nao-vazio. Devido a (7.19), os autovalores [$(c) de —AZ abaixo de
Ao
g2N?

satisfazem
lgc'(_ Z,E,DN) < lgc'(g) < l]c'(_ Z,a,p)-

1 A41 C C C C 1
O comportamento assintotico dos autovalores I$(—=Af _ py) e I5(=Af _ p) im-
plicam que o nimero n(e) cresce indefinidamente e os autovaloes /(e) tem o com-

portamento assintotico dado por (7.6). |

Concluimos que para ¢ suficientemente pequeno, o espectro discreto de —A¢
¢ nao-vazio. Este fato independe dos efeitos geométricos do tubo como curvatura,
tor¢ao ou rotagao de angulo. O operador limite dado por (7.2) (veja pag.7.2), o qual
o comportamento assintotico dos autovalores de —A¢ sao associados, também nao é

influenciado por esses efeitos.
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Apéndice A

A.1 A extensao de Dirichlet e sua forma quadratica

Consideremos o operador auto-adjunto (hw)(s) = —w"(s),
domh = {w € H*(R\{0}) : w(0") =0=w(07)}.
Este operador é associado a forma sesquilinear
bun(w, ) = (W', ¢'), w, ¢ € domby,

em que domby, = {w € H'(R) : w(0") =0=w(07)}, ou seja, domby, ¢ o dominio
de forma de h (para mais detalhes consulte Se¢ao 4.2 em [4]).

O dominio de forma do operador multiplicacao V (s) = —i, s,k €ER, Kk #£0,

5]
domby = {w € IA(R) : % € L2(R)} .

Afirmacgao: V é by-limitado e o by-limite de V' é menor do que 1. De fato, notemos
1 a 1

que domby, C domby. Dado a > 0, escolhemos § > 0 de forma que ﬂ < ZW para
S s
todo |s| < §. Pela desigualdade de Hardy, para w € dom by, temos
2
w(s
)l = wl [
r sl
2 2
T A O P G C
si<o 8] si>6 18]
< |K|9/ (s ‘2d5+M/|w(s)|2ds
4 Jr sl 0 Jr

)
8

9



IN

|ﬁ|a/|w(s)'|2d8+m/|w(s)|2ds
R 5 R

%]
= alr|bu(w) + = |w]*

Como a > 0 é arbitrario, segue o resultado.
Desde que
ba(w) = bn(w) + by (w)

com dom?® = domby,, pelo Teorema KLMN em [4], existe um tinico operador auto-

adjunto H com dom H C domby, cujo dominio de forma é domby, de modo que

(o, Hw) = b2 (p, w), Vo € domby, Yw € dom H. (A.1)

E conhecido que dom H é denso em domby, com respeito ao produto interno
() =00, )+ (-,-), em que (-,-) denota o produto interno usual em L?(R).

Seja Hp a estensao auto-adjunta de (1.2) com condigoes de Dirichlet na origem.
Notemos que dom Hp é denso em (domby, (-,-)+). De fato, desde que domby é o
dominio de forma de h, para cada w € dom by, existe uma sequéncia (w,) C domh =
dom Hp de modo que

bu(w, — w) + ||w, — wl||* — 0. (A.2)

Tomando a > 0 como acima, e novamente pela desigualdade de Hardy,
by (w)] < d (bn(w) + [[w]]*) . (A.3)
em que d = max{alk|,|k|/d}. Assim, por (A.2) and (A.3), by (w, —w) — 0. Aqui
(wp, — w,w, —w); — 0,

ou seja, dom Hp é denso em (domby, (-, )1 ). Uma integragdo por partes mostra que
a condi¢do (A.1) também vale com H substituido por Hp; assim, por unicidade,

segue que H = Hp.
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A.2 Um resultado sobre convergéncia uniforme

Seja {H:}o<e<e, uma familia de espacos de Hilbert separaveis. Vamos consi-
derar apenas o caso real. Seja £, C H. um subespaco fechado de H.. Denotamos

por £ o complemento ortogonal de £. em H., ou seja,
H.=L.® LT

Sejam P. e P¢ as projegdes ortogonais em H,. nos subespagoes L. e £ respec-

tivamente. Assim, para cada elemento ¢ € H. escrevemos
Ve = Pa1p, V" =P

Seja a.(11,19) uma forma bilinear simétrica em H. com dominio denso em
H.. Suponhamos que a correspondente forma quadratica a.(v) := a.(¢,) é nao-
negativa e fechada. Seja A. o operador auto-adjunto associado a a.. Suponhamos

também que

1 € doma, = Y. € doma,.
Consequentemente,
1 € doma, = ° € doma,.
Entao, os conjuntos
d. == {¢. : ¢ € doma,}, d° = {¢° : ¢ € doma.},

sao densos em L. e L respectivamente.

Vamos considerar a familia ¢. := a. | d. e b, := a. | d®° de formas quadrati-
cas em L, e £€L respectivamete. Ambos ¢. e b. sao formas quadréticas fechadas.

Dentamos por (). e B, os correspondentes operadores auto-adjuntos.

A forma quadratica a. pode ser escrita como

a-(V) = q-(¥) + bo(Y°) + 2me (e, ¥°). (A.4)
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Agora vamos supor as seguintes condi¢oes para cada termo da expressao acima:

q=(¥e) > c(e)||ve||?, V. € L., c(e) > ¢y > 0; (A.5)

be (%) > p(e)| [, Yy e L7 (A.6)

p(e) — oo, c(e) = O(p(e)); (A.7)

me (Yo, 7)< q(e)?qe (10e)be (v°), Vi) € he, q(e) — 0. (A.8)

Proposicao A.1 Para ¢ suficientemente pequeno, o operador A, é definido positivo

e tem-se

A2t = QM @ 0] < p(e) ™" + Cale)ele) ™. (A-9)
Demonstragao: Inicialmente vamos analisar a forma quadratica

he(v) := q-(¥) + b (¥°), ) € doma,.

Por (A.5) e (A.6), h. é positiva. h. também ¢é fechada pois ¢. e b. sdo fechadas.
Seja H. o operador auto-adjunto associado a h.. Por (A.7), para e suficientemente
pequeno,

|H ] < Ce(e) ™,
para alguma constante C' > 0. Além disso, (A.8) implica que

me (e, V)] < q(e)he(1h).

Consequentemente
|a€(w) - hs(d})‘ = 2|ms(d}saw€)’ < 2(1(&‘)}%(@-

Para ¢ suficientemente pequeno, de forma que ¢(¢) < 1/4, a igualdade acima
implica que

1/2he(¢) < ac(v) < 3/2he(1h), V¢ € doma.
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Assim, para ¢ suficientemente pequeno, A, é positivo e
|AZ]| < 2Cc(e)™
Notemos também que (A.6) é equivalente a
|| B < ple)™. (A.10)
Para 1,19 € doma, e ¢ suficientemente pequeno, temos

(A1, ALP4ho) — (HY P4, HY 1) |
= Jac(¥1,v¥2) — he(Y1,102)]
< 2() (he(thr)he(1h))
< 2v2q(e) (he(vr)as(12)) .

Tomando ¢ = H_'f, 19 = AZ'g, em que f,g sdo elementos arbitrarios de H.,

temos
((HZ'f,9) — (AZY L 9)]
< 2V2q(e) ((AZ g, ) (HZ V£, 1)) < 4Cq(e)e(e) M If]] gl

Portanto,

|AZT = HZY| < 4Cq(e)e(e) ™ (A.11)

Desde que H- ' = Q-' @ B!, concluimos que
|H = e of| = [[BH].

Juntando (A.10) e (A.11) chegamos a (A.9). |

A.3 A desigualdade de Hardy

Lema A.2 (Desigualdade de Hardy) Para ¢y € H'(R?) vale

2y L[ @)
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Demonstragao: [4] |

Similarmente, a desigualdade de Hardy vale em R. No entanto, com uma

restrigao: se w € H(R) e satisfaz w(0*) = 0, entdo
1 2
/ lw'|*ds > —/ % s.
R 4 Jr ||

A.4 Os Laplacianos de Dirichlet e Neumann

Como referéncia para esta se¢ao indicamos [15].

Seja © uma regiao aberta de R™. O Laplaciano de Dirichlet em Q, —AL ¢

o tnico operador auto-adjunto em L?(Q, dz™) cuja forma quadratica é o fecho da

forma ¢(f,g) = / Vf-Vgdz™ e o dominio é C§°(€2). O Laplaciano de Neumann
Q

em 0, —AY, ¢ o tinico operador auto-adjunto em L%(€, dz™) cuja forma quadrética

éq(f,g) = /QVf - Vgdz™ no dominio
HY(Q)={f € L*(Q) : Vf € L*(R™)},

em que V f denota o gradiente de f no sentido das distribuicoes.

Seja D o operador fecho do gradiente em C5°(€2). Entdo, —AL = D*D en-
quanto —AY = DD*.

Parece estranho que o operador —AJ nao mencione condigoes de Neumann
na fronteira 0. Intuitivamente, como —AY = DD* tem-se que, para f no dominio
de —AY = DD*, necessariamente D* f pertence ao dominio de D. O dominio deste

ultimo, consiste de fungoes que se anulam na fronteira 0f).

As demonstragoes das proximas proposigoes podem ser encontradas em [15].

Proposi¢do A.3 Sejam ; e Qy subconjuntos abertos de modo que L*(; UQy) =
L2<Ql) @D L2(QQ) Entéo,

QU0 Q Q
AU A A%

Q1UQe (951 Qo
AR - A g A%

94



Proposigdo A.4 (i) Se Q C 7, entdo 0 < —AY < —AY.
(ii) Para cada Q, 0 < —A% < —A%.

(iii) Sejam €2y e 2y subconjuntos abertos e disjuntos de um conjunto aberto €2 de

modo que int(; Us) = Qe Q\ (2 Uy) tem medida nula. Entao,
0<—AY < AP

QUQ Q
0< —APY2 < AL

A.5 Teorema da Convergéncia Dominada para ope-

radores

Seja C o ideal de todos os operadores compactos. A demonstracao da seguinte

proposi¢ao pode ser encontrada em [10].

Proposicao A.5 Sejam T > 0e T, > 0, 0 < ¢ < g9, operadores auto-adjuntos e
limitados num espaco de Hilbert separavel ‘H. Suponhamos que 1. — T fortemente
quando € — 0. Suponhamos também que existe um operador limitado e auto-

adjunto Ty de modo que T, < Tj, para todo € < €g, e
dist(To, C) :=inf{||To — T|| : T € C} =m, m > 0.
Entao,

limsup ||7. — T'|| < m.

e—0
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