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Resumo

Seja F' : R" — R™ uma aplicagao polinomial tal que a aplicagao derivada DF(x) seja
invertivel em cada ponto x € R". Neste trabalho, usando técnicas de resolubilidade de
certos campos de vetores, investigamos o papel do grau de F' na sua injetividade. Em
R?, mostramos que se o grau de uma das componentes de ' é menor ou igual a 3, entao
F ¢ injetora. Em R", discutimos a injetividade de aplicagoes do tipo F(z) = = + H(x),
em que H : R” — R"™ é uma aplicagao polinomial homogénea de grau 3 e det DF'(z) = 1,
Vo € R"™, propondo uma nova maneira de abordar este problema. Demonstramos que
temos a injetividade quando n = 3.

Palavras-chave: Anadlise Matematica. Campos vetoriais. Injetividade.



Abstract

Let F: R" — R™ be a polynomial map such that the derivative map DF(x) be invertible
for each x € R". In this work, using techniques of solvability of suitable vector fields, we
investigate the role of the degree of F in its injectivity. In R?, we show that if the degree
of one of the components of F' is less or equal 3, then F' is injective. In R", we discuss
the injectivity of the maps F(z) = = + H(z), where H : R* — R™ is a homogeneous
polinomial map of degree 3 and det DF(z) = 1, Vo € R™. Here we propose a new way to
approach this problem. We show the injectivity when n = 3.

Keywords: Mathematical Analysis. Vector fields. Injectivity.
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Introducao

Consideremos F' : R" — R™ uma aplicacao de classe C* tal que a aplicagao derivada
DF(x) seja invertivel em cada ponto x € R™. Sabemos que F' é um difeomorfismo local,
mas nao, necessariamente, global. Nem mesmo no caso de F' ser polinomial. De fato, em
1994, Sergey Pinchuk ([20]) apresentou como contraexemplo uma aplicagao polinomial
F=(f,g9):R*—R? em que o grau de f ¢ 10 e o grau de g é 25.

Recentemente José Ruidival dos Santos Filho, em [9], e em parceria com Joaquim
Tavares, em [10], associou n campos de vetores a aplica¢do F', e demonstrou que a resolu-
bilidade global de n—1 deles garante a sua injetividade. No caso do plano, os dois campos
coincidem com os campos hamiltonianos Hy e H,, associados a f e g, respectivamente, se
denotamos F' = (f, g).

No presente trabalho, tratamos de aplicagoes polinomiais utilizando os campos ve-
toriais introduzidos por Santos Filho, procurando entender qual o papel do grau das
componentes da aplicacao na sua injetividade.

Primeiramente, no caso de F' = (f,g) : R* — R? demonstramos que se o grau de f é
menor ou igual a 3, entao F' é injetora, independentemente do polinomio g considerado. E
interessante observar aqui que, relacionado com o exemplo de Pinchuk, temos o problema
em aberto de saber qual o menor grau de f ou g para termos exemplos de F' nao injetoras.
O nosso resultado garante que, para possiveis exemplos, os graus de f e g precisam ser,
no minimo, iguais a 4.

Passando para o problema em R", o resultado bidimensional nos levou a considerar
a injetividade de F(z) = x + H(x), em que H : R® — R" é uma aplica¢ao polinomial
homogénea de grau 3 e det DF(x) = 1, Vo € R™. Tal consideragao é relevante devido
ao trabalho de Hyman Bass, Edwin H. Connell e David Wright, [2], que mostra que a
injetividade de F' com essa forma especial para todos n € N garante a validade da famosa
Conjectura jacobiana, que afirma que F': R" — R", polinomial e tal que det DF'(z) = 1,
Vz € R", é injetora. Nessa parte do trabalho, nossa contribuicao foi mais na direcao da
introdugao de uma técnica que usa os campos vetoriais de Santos Filho (mencionados
acima) na andalise do problema. Demonstramos que temos a injetividade quando n = 3,

ilustrando o funcionamento de nossa técnica nesse caso.
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O texto encontra-se dividido em quatro capitulos. No primeiro deles, apresentamos as
definicoes e os conceitos basicos de resolubilidade global de campos vetoriais, introduzimos
os campos de Santos Filho e apresentamos a relagao entre a resolubilidade global deles e a
injetividade de aplicacoes. No caso de R?, caracterizando a resolubilidade global do campo
Hy em termos da conexidade das curvas de nivel de f, apresentamos uma demonstragao
do resultado de Santos Filho. Mais ainda, apresentamos o conceito de “Meia-componente
de Reeb” e sua relacao com resolubilidade global de campos.

No Capitulo 2, tratamos de classificar todas as submersoes polinomiais de grau menor
ou igual a 3, p : R? — R, em termos de resolubilidade global de H,, provando que,
a menos de mudanca de coordenadas afim, se H, nao ¢é globalmente resolivel, entao
p(z) = 21(1 + z129).

No Capitulo 3, obtemos certas condigoes integrais numa meia-componente de Reeb
de um campo hamiltoniano Hy, para garantir ou nao solugao global do problema Hyg =
h, com h dada. Depois, mostramos que tais condi¢oes sempre se verificam no caso do
polinomio especial obtido no Capitulo 2. Dai, juntando este resultado com os resultados
do Capitulo 1, mostramos que se o grau de f é menor ou igual a 3, entdao F' = (f,g) é
sempre injetora independentemente de qual for o polinomio g, que é o nosso resultado em
R? mencionado acima.

Finalmente, no Capitulo 4, tratamos do problema da injetividade de F(z) = =+ H(z)
em R™. Propomos uma possivel técnica para investigar tal problema utilizando o Teorema
de Baouendi-Tréves. A técnica é aplicada no caso de R3. Os célculos extensos, envolvendo

polinomios de grau elevado sao deixados para o Apéndice.



Capitulo 1

Resolubilidade global e injetividade.
Primeiros resultados

1.1 Resolubilidade global e injetividade em R"

Nesta seccao, daremos a motivacao inicial do nosso trabalho, explicando como se chega
a conexao entre a injetividade de uma aplicagao e a resolubilidade de campos de vetores.
Comecemos com algumas consideracoes e notacoes, e a definicao de um campo de vetores
globalmente resolivel. Sejam M uma variedade C* e X : M — T'M um campo de vetores
de classe C*°. Denotando por C*°(M) o espago das fungdes de classe C*°, f : M — R,
podemos considerar X como um operador diferencial parcial X : C*(M) — C>(M)
definindo X (f)(z) = X(z)(f), para f € C*(M) e x € M. Quando a variedade for o
espago euclidiano R", podemos escrever X f(x) = > X;(z)0;f(z), em que X; : R" —
R, 7 = 1,...,n, sao as coordenadas de X relativas as coordenadas usuais de R". Por
vezes, identificaremos um campo em R™ com sua func¢ao coordenada (X;(z),...X,(x)).
Escreveremos v, para a curva integral de X tal que 7,(0) = z, e denotaremos [, =

(w™,w™) o seu intervalo maximal de defini¢ao.

Defini¢ao 1.1. Dizemos que um campo de vetores X : C*°(M) — C*(M) é globalmente

resolivel se for sobrejetor. Isto é, se satisfizer a propriedade de que para toda h € C*°(M),
existe f € C*(M) tal que X f = h.

Dada F': R® — R", definiremos agora n campos de vetores que sao a nossa ferramenta
bésica para o estudo da injetividade de F. Sejam Vg, : C*(R") — C*(R"), i =1,...,n,
definidos por

Vii(¢) =det (D(f1... fii1, &, fix1--- [a)), (1.1.1)

em que f;’s sao as funcoes coordenadas de F' e D ¢ o operador derivada. Observemos
que para definir cada Vg; sé precisamos de n — 1 funcoes f; : R" — R. Além disso,

desenvolvendo o determinante acima pela Regra de Cramer com relagao a linha ¢, obtemos
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que cada coordenada de Vp; é o determinante, a menos de sinal, de um dos menores

(n—1) x (n —1) da matriz

onfi ... Oufi
alfi—l e anfi—l
alfi-i—l e anfi-i—l
alfn e 8nfn

Duas propriedade ébvias e muito importantes de Vg; sao: Vg,(f;) = 0, para todos j # i
(isto é, o campo Vp,; possui naturalmente n — 1 integrais primeiras) e Vg,(f;) = det DF.

O resultado seguinte, devido a José Ruidival dos Santos Filho, em [9], e depois, em
colaboragao com Joaquim Tavares, em [10], faz a ligagdo entre a injetividade de F' e a

resolubilidade dos campos acima definidos.

Teorema 1.2. Seja F' : R" — R" uma aplicagio de classe C* tal que det DF(x) #
0, Vo € R". Se existem n — 1 indices distintos, iy,...,i,—1, para 0s quais Vr;, 5G40

campos globalmente resoliveis, entao F' € injetora.

Esse resultado foi uma das motivacoes iniciais para o desenvolvimento de nosso Dou-
torado. Procuramos, primeiramente, entender melhor o conceito de resolubilidade global
para posterior aplicacao na busca por injetividade. Um resultado que vem clarear um
pouco tal conceito é a seguinte série de equivaléncias a resolubilidade global de um campo

de vetores, devidas a Johannes Jisse Duistermaat e Lars Hormander em [12]:
Teorema 1.3. Sao equivalentes:
1. X € globalmente resoluvel;
2. (X + ¢)(C®(M)) = C=(M), ¥g € C=(M);
3. Existe ¢ € C*°(M) tal que 90_1{(—00, c]} é compacto para todo c € R, e X?%p > 0;

4. (a) Nenhuma curva integral de X ¢é relativamente compacta;

(b) VK compacto, K’ compacto tal que se x,y € K estdo em uma mesma curva
integral de X, vy, entao [z,y] C K', onde [x,y] € o intervalo da curva -y entre

xey;
5. X nao possui curvas integrais periodicas, e
R={(y1,y2) € M x M | y; e y» estdo na mesma curva integral de X }

¢ uma subvariedade C*°, fechada, de M x M ;
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6. Existem uma variedade C* My, uma vizinhanga aberta My de Myx {0} em My xR,
que € convexa na direcao de R, e um difeomorfismo M — M, levando X no operador

0/0t, se denotarmos os pontos de My x R por (yo,t).

Nao demonstraremos o Teorema 1.3. Ao invés disso, na Seccao 1.2, analisaremos es-
pecificamente o caso de M = R? e adicionaremos mais um item a ele no caso de X ser
um campo hamiltoniano (Teorema 1.10). Esse, na verdade, serd nosso primeiro resultado
da tese. Como consequéncia, obteremos o Teorema 1.2, no caso de R?, de maneira in-
dependente e autocontida, bem como a sua reciproca, que ndo vale em geral (conforme
veremos naquela sec¢ao), nos casos em que F' é sobrejetora ou polinomial. Antes disso,
porém, veremos algumas propriedades dos campos Vp; definidos acima, bem como uma
aplicacao dos Teoremas 1.3 e 1.2 a uma demonstragao alternativa de um caso especial do

Teorema de Hadamard (Coroldrio 1.7 abaixo).

Observacao 1. O item 2 do Teorema 1.3 significa a sobrejetividade do operador X + g :
C>(M) — C>=(M) definido por (X +g)f = Xf +gf.

Exemplo 1. Pelo item 4, nenhum campo em uma variedade compacta pode ser global-

mente resoluvel.

Observacao 2. A propriedade 4b do Teorema 1.3 é classicamente conhecida como X —
converidade de M. Dizemos, equivalentemente, que M € convexa em relacao a X . Na
seccao 1.3, estudaremos o conceito de meia-componente de Reeb de um campo X em R?:
veremos que quando X tem meias-componentes de Reeb, entao R? ndo é convexo em

relacao a X.

Observacgao 3. Se F': R" — R” for como no Teorema 1.2, isto é, se det DF(z) # 0 para
todos x € R", entao a Vp;—convexidade de R" ¢ equivalente a resolubilidade global de
Vri. De fato, pelo item 4 do Teorema 1.3, basta mostrarmos que Vp; nao possui curvas

integrais relativamente compactas. Tal fato segue do Lema 1.6 abaixo.

Vejamos algumas propriedades das curvas integrais dos campos Vp; relacionadas com

conjuntos de niveis de funcoes. Primeiramente, um resultado geral.

Lema 1.4. Dada F = (f,g) : N — L x M um homeomorfismo local, com L, M e N
variedades C* (dim N = dim L +dim M ) e M conezxa, seja A uma componente conexa

de f~Yx}, v € L. Se X for compacta, entao M também o serd.

Demonstragao. Da conexidade de M e da compacidade de g(\), basta mostrar que g(\)
¢ aberto, pois dai M = g()), um compacto. Vejamos. Dado z € A\, temos que existem

ACL, BCMeC C N vizinhangas de x = f(z), y = g(2) e z, respectivamente tais que
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Flc: C — A x B é um homeomorfismo. Podemos supor que C' nao intercepte nenhuma
outra componente conexa de f~'{x}. Agora, dado b € B, temos que existe ¢ € C tal
que F(c) = (z,b). Em particular, ¢ € A, seguindo que B = g (AN C). Cobrindo A por

vizinhangas como essas, temos que g(\) é aberto. O

Lema 1.5. Seja f = (fi,-- -, fiits fixts -+ [n) : R* — R™ ! uma submersdo. Entdo as

componentes conexas nao vazias de

m fjﬁl{cj}7 ¢j € Ra
=1

‘]. .
JFi

sa0 as curvas integrais do campo Vi;.

Demonstragao. Sejam 7, a curva integral do campo Vp; que passa por x € R" e C, a

componente conexa de ﬂ?_?_ S H{fi(2)} que contém z. Temos que
VE]

(fio7) (0)=fi(z) e (fior) (t)=Vrifi)(w(t) =0, ¥j#i,

seguindo que (fj o7,) (t) = fj(x), para todos t € I, e j # i. Assim, 7, C C,.

Desde que o Teorema da Fungao Implicita garante que C, é uma variedade (conexa)
de dimensao 1 e o campo Vr; nao tem singularidades (observe que as coordenadas de Vi,
sao os menores (n— 1) x (n — 1) da matriz jacobiana de f), a maximalidade de -, garante

que v, = C,. ]

Lema 1.6. Dada F : R" — R" tal que det DF(x) # 0, Vo € R™, consideremos as curvas

integrais v, (t) do campo V. Temos que as semiorbitas positivas e negativas de 7.,

O = {(t), t>0 (t<0)},
sao ilimitadas.

Demonstragao. Ponhamos f = (fi,..., fi—1, fix1,---, fn) € g = fi, em que f;’s sdo as
funcoes coordenadas de F'. Dessa forma, as hipdteses dos Lemas 1.4 e 1.5 estao satisfeitas,
seguindo que v, nao é um conjunto limitado. Mais ainda, como v, = C, é um conjunto

fechado, o w e o a-limites de v, sao vazios, seguindo que ;" e 7, sao ilimitados. O]

Uma condicao suficiente e necessaria para que um homeomorfismo local seja um ho-
meomorfismo é que ele seja préprio. Esse resultado é classicamente conhecido como
Condigao de Hadamard (para referéncias, ver, por exemplo, [21], onde é feita uma ex-
tensa discussao envolvendo injetividade e propriedades topoldgicas de uma aplicagao).
No Corolario abaixo, aplicamos os dois teoremas principais desta sec¢ao (1.2 e 1.3) para

obter tal resultado em um caso especial:
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Corolario 1.7 (Condigdo de Hadamard). Seja F' : R" — R"™ uma aplicagio C* tal que
det DF =d, d € R\{0}. Entao F €é um difeomorfismo se, e somente se, F' é prdpria.

Demonstracao. E claro que se F' for um difeomorfismo, ela é prépria. Para a reciproca,
o ponto chave é a injetividade de F', uma vez que a sobrejetividade segue facilmente
do fato de que o conjunto F'(R™) é aberto e fechado em R". Portanto, investiguemos a
injetividade da aplicacdo. Como F' é prépria, a fungao ¢(x) = ]F(x)]Z =31 filx)é

tal que ¢! {(=00, ]} é um conjunto compacto, para qualquer ¢ € R. Observemos que
Vl%“,i (p) = Vi, (2df;) = 2d2, 1=1,...,n,

seguindo do item 3 do Teorema 1.3 que os Vp;’s sao todos globalmente resoluveis, e,

portanto, pelo Teorema 1.2, F' ¢é injetora. O

1.2 Resolubilidade global e injetividade em R?

Nesta seccao, particularizemos as consideracoes da seccdo anterior para o caso de R2.
Comecemos, para fixar a notacao, com a defini¢ao do usual campo hamiltoniano associado

a uma funcao.

Definigao 1.8. Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel. Definimos o campo hamilto-

niano associado a f por

Hy(¢) = —02f010 + 01 f0:9,
para ¢ € C*°(R?).

Como um primeiro resultado, caracterizaremos, no Teorema 1.10 abaixo, a resolubilidade
global de H pela conexidade de todos os conjuntos de nivel de f. Obteremos dai, como ja
adiantado acima, o Teorema 1.2 de forma independente. Discutiremos a reciproca deste
Teorema e provaremos nos Corolarios 1.13 e 1.15 abaixo que ela vale em casos especiais.
Antes disso, porém, facamos algumas consideracoes

Seja F' = (f,g) : R* — R? uma aplica¢do. Observemos que Vi = —H, e Vpy = Hy.
Dessa forma, vemos que os campos Vp; definidos acima sao uma generalizacao para mais
variaveis dos hamiltonianos de R?. Logo, pelo Teorema 1.2, somos motivados a estudar
campos hamiltonianos para conhecer a injetividade de aplicacoes. Notemos, porém, que
tais “hamiltonianos generalizados” nao coincidem, para dimensoes maiores do que 2, com
os campos hamiltonianos que estamos acostumados a definir em dimensoes pares.

Seja f : R* —» R uma fungao C*. Pelo Lema 1.5, se H; nunca se anula (< Vf
nunca se anula), entao as componentes conexas dos conjuntos de nivel de f sao as curvas

integrais de H;. Mais ainda, em R? temos um resultado quase andlogo ao Lema 1.6: é o
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Lema 1.9 abaixo, que é mais forte do que o referido resultado, uma vez que s6 depende das
propriedades sobre uma tunica funcao f. Sua demonstracao é uma consequéncia imediata
do Teorema de Poincaré-Bendixon, uma vez que em um campo que nunca se anula, em

R?, nao h4 curvas integrais limitadas.

Lema 1.9. Se Vf nunca se anula, entdo os conjuntos w e a-limites de qualquer curva

integral do campo Hy sao vazios. Em particular, v} ey, sdo ilimitados.

Observacao 4. Assim como na Observacao 3, se H; nunca se anula, esse ultimo Lema
e o item 4 do Teorema 1.3 nos mostram que a H;—convexidade de R? é equivalente a
resolubilidade global de H;.

Vejamos, agora, o resultado mencionado acima:

Teorema 1.10. Seja f : R* — R tal que Hy nunca se anule. Entio H; € globalmente

resolivel se, e somente se, o conjunto de nivel f~*{c} é conexo para todo c € R.

Demonstracao. Primeiro, demonstraremos (=-). Suponhamos, por contradi¢ao, que exista
c € R tal que I'y e I'y sejam duas componentes conexas distintas de f~! {c}. Mostraremos
que R? nao é convexo em relagdo a Hy, chegando a uma contradi¢do com a hipétese e a
Observagao 4.

Tomemos a € I'y e b € T'y. Do Lema 1.9, segue que I'y = 7, e I's = v, e que I'; e
['s separam o plano em trés regioes ilimitadas e conexas. Chamemos R a regiao conexa
cuja fronteira é I'y UTy. Seja L : [0,1] — R? uma curva C°° sem autointersecoes tal que
L(0) = a, L(1) = be L((0,1)) C R, e chamemos K = L([0,1]). Notemos que K separa

R em duas regioes ilimitadas e conexas R; e Ry. Definamos os seguintes conjuntos:

C={y:ICR—=R|Yr>0, 3ty <tacl:|y{t)>r Vt<ty,Vt>tyel},
G ={yeG |3t <t cl:yt)ER;, Vt<t' Vt>t' €I}, j=1,2, e

Temos a uniao disjunta ¢ = 6} U €72 U 6. Mais ainda, do Lema 1.9 e do Teorema do
Fluxo Tubular, temos que para todo v € R, a curva integral v, de Hy é um elemento de
% . Consideremos a funcgao h(t) = f (L(t)), t € [0,1]. Desde que h(0) = h(1) e h nao é
constante (as curvas integrais do campo s@o as componentes conexas das curvas de nivel
de f, conforme Lema 1.5), trocando f por —f (se necessirio), podemos assumir que h
tem um maximo global em um ponto ¢y € (0, 1), com, obviamente, h(ty) > h(0).

Afirmamos que Vi) C Ri UK ou v,y C Rp U K. Em particular, vyru,) € €} ou
YL(to) € €2, respectivamente. De fato, se as duas alternativas fossem falsas, existiriam

51 # S € Iy tais que yru)(s1) € Ry e Yrpy)(s2) € Ry (Figura 1.2.1). Entao, como
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YL(to) <S2
Ry

VL(t0)(51)
Ry

Figura 1.2.1: A curva integral v, cortando K.

V[ # 0, seguiria por dependéncia continua dos dados iniciais que existiria t' € (0, 1) tal
que

h(t') = f(L(t) > [ (L(to)) = h(to),

uma contradicao com o fato de ty ser um ponto de maximo global de h.

Suponhamos agora, sem perda de generalidade, que
to =inf {t € (0,1) | t é um maximo global de h},

e que Yy C Ri UL (assim v14,) € 61). Observe a Figura 1.2.2, em que temos uma

configuracao tipica para a regiao R e a curva v ,). Definindo

Figura 1.2.2: A componente conexa R.

ty =inf {t € (0,1) | vp) € 6},

ha trés possibilidades para ¢;:

2. tl = to,

3. t1 € (0,t).
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Analisaremos abaixo essas trés possibilidades. Para cada uma delas, mostraremos a nao-
convexidade de R? em relagao a Hy, encerrando a demonstragao de (=).

Se ocorrer 1, entao existe uma sequéncia t, — 0 tal que y.q,) € %}. Considerando o
compacto K dado acima, se K’ C R? é qualquer outro compacto, existem y € 'y e € > 0
tais que B(y,e) N(KUK') =0 e B(y,e)N Ry # 0, onde B(y,e) ={x e R" | |z —y| < ¢}
é a bola de centro y e raio €. Seja s, € I, tal que 7, (s,) = y. Temos por dependéncia
continua dos dados iniciais que existe 6 > 0 tal que |z —a| < 6 = |7, (sy) —y| < e.
Assim, tomando t,_ tal que |L(t,.) —a| < 6, segue que Vi, )(s,) ¢ K'. Desde que
VL(tn,) € €, existe s’ € 1 L(ta.) tal que s, estd contido no intervalo definido por 0 e s, e
Yi(ta)(8") € K. Chamando s; = 0, s = s, € s3 = s’ segue que Y, )(s;) € K,i=1,3, ¢

VL(tn.)(52) ¢ K'. Isso mostra que R* nao ¢ Hp—convexo.

Se ocorrer 2, para todo t € (0,t;), temos que v € €2 U%,. Novamente considerando o
compacto K dado acima, se K’ C R? é qualquer outro compacto, existem s’ < 0 < s” €
Iy € € > 0 tal que B (Y1) (8), ) N (KUK') =0 e B (vru)(s"),e) N (KUK') = 0.
Entao temos que existe § > 0 tal que |z — L(tp)] < 6§ = ‘%(s’) —fyL(tO)(s’)’ < €
e [1(s") = YL (s”)| < e. Tomando t € (0,ty) tal que |L(t) — L(to)| < 4, segue que
Yoy ('), vow(s”) ¢ K'. Se vru) € ¢, existem pelo menos dois pontos sy < s’ < s <
s3 € I tais que 'yL(t)(si) € K, i=1,3. Nesso caso, tomamos s, = s’. Por outro lado,
se VL) € G2, existe ao menos um ponto 5 € Iy, 5 < 8, ou 5 > s tal que v (5) € K.
Nesse caso, tomamos s; =5 e s3 =0, ou sy = 0 e s3 =3, de forma que s; < s3, e tomamos
s9 = & ou sy = s, respectivamente. Entao, nos dois casos acima, teremos s; < sy < S3
tais que v (si) € K, 1 =1,3 e yp4)(s2) ¢ K'. Isso mostra a nao-convexidade de R? em

relacao a Hy.

Se ocorrer 3, temos trés casos: o) € €2, Yre) € 61 OU Ve € 6f. No primeiro,
basta repetir os argumentos da demonstragao do caso 1 acima (trocando I'y = ~, por
YL(ty)), enquanto que no segundo, repetimos os argumentos da demonstracao do caso
2 acima (trocando i) POr Yr()) para mostrar que R? nao é convexo em relacio a
Hy. Agora o terceiro caso nao pode ocorrer, porque se pudesse, tomarfamos s < s” €
Iy tais que vru,)(s) € Ry, para todos s < s e s > 5", s € Iy, e € > 0 tal que
B (v1)(8),€) s B (vrw)(8”),€) C Ra, e B (o) (8),€) N B (vrey)(s”),€) = 0. Pela

definicao de t; e por dependéncia continua, existiria ¢t > t; tal que
! € B (’}/L t (S/) 8)
col o { Te(S) (1) (8);
T & 1 L (s") € B (Yo (s"),€) -

Desde que 4 € €, existiiam s; < ' < " < s9 tais que yp(s;) € L, i = 1,2, e
YL (s) € Ry para todos s < s1, s > 59, 5 € Ir,). Mas isso seria uma contradi¢ao com a

definicao de t; (pois terfamos v (s;) = L(t2), com ty < 1y, para i =1 ou i = 2).
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Agora demonstraremos (<=). Suponhamos, por contradi¢ao, que H nao é globalmente
resolivel. Encontraremos um conjunto de nivel de f com duas componentes conexas
distintas.

Pela Observacao 4 e pela parte 4b do Teorema 1.3, existe um compacto K C R? tal
que para todo n € N, existem z, € K e 0 < s, < t, € [, tais que 7, (t,) € K
mas v, (s,) ¢ B(0,n). Tomando uma subsequéncia, podemos assumir que z,, — a €
K e v, (t,) — b € K. Pela continuidade de f (as curvas integrais do campo sao as

componentes conexas das curvas de nivel de f), segue que

Notemos que 7, separa o plano em duas regioes conexas ilimitadas R; e Ry. Do Teorema
do Fluxo Tubular, existe r > 0 tal que as partes de curvas integrais no interior de B(a,r)
tém todas a mesma orientagao de ~,. Tomando outra subsequéncia (se necessario), po-
demos assumir que z,, € Ry N B(a,r), e como uma consequéncia 7,, C R; para todos
n € N. Mais ainda, existe ng € N tal que v,, (s,) ¢ B(a,r) para todos n > ny.

Afirmamos que 7, (t,) ¢ B(a,r), ¥Yn > ng. De fato, se v,, (t,) € B(a,r), entao, neste
ponto, 7, seria orientada como 7,, o que contradiria v} e+, serem conjuntos ilimitados

(observemos as duas possibilidades na Figura 1.2.3).

(a) Possibilidade 1 (b) Possibilidade 2

Figura 1.2.3: As duas possibilidades para a curva integral v, se 7., (t,) € B(a,r).

Assim, b ¢ B(a,r/2), e temos duas possibilidades para b: b € 7, ou b € R;. Se
b € 7., existe 0 < ty € I, tal que v,(tp) = b. Entado usamos o Teorema de Fluxo
Tubular para construir uma vizinhanca tubular 1" ao redor do intervalo de curva com-
pacto {7.(t) | t € [0,to]}, suficientemente pequeno para ter sua parte inicial no interior de
B(a,r) (isto assegurara que cada curva integral v, passando pelo tubo o faz somente uma
tunica vez). Mas entao v, (s,) € T, Vn > ng, uma contradi¢ao com 7" ser limitado. Assim
b € Ry, e, e sdo duas componentes conexas distintas do conjunto de nivel f~! {f(a)}.

Isso encerra a demonstracao de (<), e, portanto, do Teorema. ]

Agora, como consequéncia imediata do Teorema 1.10 e do Lema 1.12 abaixo, obtemos

o corolario seguinte, que é o Teorema 1.2 no caso de R%:
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Corolério 1.11. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplicagdo de classe C™ tal que det DF

nunca se anule. Se Hy ou H, € globalmente resolivel, entao F' ¢ injetora.

Lema 1.12. Seja F = (f,g) : R* — R?, de classe C™, tal que det DF nunca se anule.
Se o conjunto de nivel f~'{c} € conexo para todo ¢ € R, entao F € injetora. O mesmo

vale se os conjuntos de nivel de g forem conezxos.

Demonstra¢ao. Suponhamos que os conjuntos de nivel de f sao conexos. Sejam a #
b € R? tais que f(a) = f(b). Consideremos p(t) a curva que parametriza f~'{f(a)}
como curva integral de H; (conforme o Lema 1.5). Temos que (go¢) (t) = Hs(g) =
det DF(p(t)) # 0. Assim, g é estritamente monétona ao longo de ¢, implicando que
g(a) # g(b). Logo, F' é injetora. O

A reciproca desse Lema, e, portanto, também a reciproca do Corolario 1.11, sao falsas,

como mostra o segundo dos seguintes exemplos:

Exemplo 2. Seja F' = (f, g) : R? = R? definida por F(z,y) = ((1—z?)e¥, —ze¥). Temos
que det DF(z,y) = (1 + 2%)¢e?* > 0. Como os conjuntos de nivel de g sao conexos, F é
injetora pelo Lema 1.12. Mas o conjunto de nivel f~'{0} é formado por duas componentes

conexas.

Exemplo 3. Em [14], Carlos Gutierrez, Xavier Jarque, Jaume Llibre e Marco Antonio
Teixeira constroem o seguinte exemplo: Sejam I = (0,1), ¢ = 1/10 e G = (g1, ¢2) :
I x I — R? definida por

a(z,y) =@y —eP—c%® e gla,y)=(y—1+¢)? -

Dado H : I x I — R? um difeomorfismo de classe C*, afirmamos que F = (f1, f2) : R*? —
R? definida por F = G o H™! € tal que det DF nunca se anula, € (globalmente) injetora,
e os conjuntos de nivel fi {0} e fy*{0} sdo ambos desconexos. De fato, uma vez que
H~! ¢ um difeomorfismo, basta mostrar que essas propriedades valem para G. Notemos
que det DG(z,y) = 4e*(1 — 2¢)x, que nao se anula em I x I. Além disso, impondo
G(z,y) = G(2',y'), com simples célculos concluimos que = = 2’ e y = ¢/, seguindo que G
é injetora. Para finalizar, ndo é dificil de ver que o conjunto de nivel g; {0} é formado

pelas duas componentes conexas disjuntas a seguir, escritas como fungoes de y:

1 1
x:g(y—s),ye(é,%) e m:g(a—y),ye(o,e).

Analogamente, vemos que o conjunto de nivel g, {0} é formado pelas componentes co-

nexas
1 1
x:g(y—1+5),y€(1—5,1) e x:g(—y+1—5),y€(1—25,1—5),

O que encerra o exemplo.
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Agora, conforme poderiamos esperar, quando temos a sobrejetividade de F' tudo fun-

ciona bem: vejamos o seguinte

Corolério 1.13. Seja F = (f,g) : R* — R? de classe C*, tal que det DF nunca se

anule. Se F' for sobrejetora, entao sao equivalentes:
1. F € ingetora;
2. Hy e H, sao globalmente resoliveis;
3. Hy ou H, € globalmente resolivel.

Demonstragdo. Se F' é bijetora, entao f~1{c} = F~!({c} x R) é conexo (pois F' é um
difeomorfismo). O mesmo para g. Logo, pelo Teorema 1.10, Hf e H, s@o globalmente
resoliveis, mostrando que 1 = 2. 2 = 3 ¢ trivial, enquanto que 3 = 1 segue do
Teorema 1.2. H

Para terminar esta secc¢ao, enunciaremos um resultado de Andrzej Bialynicki-Birula
e Maxwell Rosenlicht ([3]), que nos permitird retirar a sobrejetividade das hipéteses do
Corolario 1.13 para o caso de aplicagoes polinomiais (Coroldrio 1.15). Mais tarde, ao

falarmos sobre a conjectura jacobiana, faremos nova mencao a este resultado.

Teorema 1.14. Seja F' : K" — K", K = R ou C uma aplicacao polinomial. Se F €

injetora, entao I € sobrejetora.

O Teorema 1.14 foi primeiramente demonstrado para R? por Donald J. Newman em
[18]. Para o caso C", Walter Rudin deu uma demonstragao mais elementar do que a

original em [23]. Conforme dito acima, esse Teorema nos permite concluir o seguinte:

Corolério 1.15. Seja F = (f,g) : R? — R? uma aplica¢io polinomial tal que det DF

nunca se anule. Sao equivalentes:
1. F € ingetora;
2. F € biyetora,
3. Hy e H, sao globalmente resoliveis;
4. Hy ou Hy € globalmente resolivel.

Demonstracao. Basta combinar o Teorema 1.14 com os Coroléarios 1.13 e 1.11. O
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1.3 Meia-componente de Reeb

Nesta seccao, introduziremos o conceito de meia-componente de Reeb de uma folheagao
de R%. Veremos que se a folheacao dada por um campo sem singularidades possui uma
meia-componente de Reeb, entao tal campo nao é globalmente resoluvel. Esta seccao,

portanto, liga conceitos analiticos a conceitos topologicos.
Definigao 1.16 (mcR).! Sejam hy : R> — R definida por ho(z,y) = a2y e
B={(e.y) €[0.2]x[0,2] | 0<z+y<2}.

Dada I' uma folheacao C° de R?, dizemos que A C R? é uma meia-componente de Reeb
(ou, simplesmente, uma mcR) de I' se existe um homeomorfismo 7' : B — A que con-
juga topologicamente a folheagdo determinada pelas curvas integrais de Hp, (o campo

hamiltoniano de hg) restrita a B e a folheacao I' restrita a 4, satisfazendo:

e O segmento {(x,y) € B | x +y = 2} é levado por T em um segmento que intersecta
as folhas de I' transversalmente (a menos do ponto 7'(1,1)). Diremos que este é o

lado compacto de A.

e Os segmentos {(x,y) € B | x =0} e {(z,y) € B | y =0} sao levados por 7" em se-
mitrajetérias de I'. Diremos que estes sao os lados nao compactos de A. (Vide

Figura 1.3.1.)

Dizemos que um campo de vetores que nao se anula (em R?) tem uma mcR se a folheagao

dada por suas curvas integrais tem uma mcR.

Figura 1.3.1: Definicao de mcR

=}

'Esta definicio aparece, por exemplo, no trabalho [8], de Milton Cobo, Carlos Gutierrez e Jaume
Llibre.
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Observacao 5. Notemos que dada uma mcR A de uma folheacao I' de R?, sempre é
possivel modificar a posicao do seu lado compacto para obter outra mcR com as mesmas
propriedades de A. De fato, consideremos ¢, e ¢, as duas folhas de I' que contém os
lados nao compactos de A. Tomemos qualquer segmento que comece em ¢, e termine
em ¢, de tal forma que intercepte transversalmente, a menos de um ponto, todas as
folhas de I' na componente conexa de R? determinada por ¢, e ¢,. Tal segmento divide
a componente conexa determinada por ¢, e ¢, em duas regides. A regiao que contém a
parte nao compacta de A certamente é uma mcR de I'. Nao diferenciaremos duas mcRs

como essas.

Dados X : C*(R?) — C°°(R?) um campo de vetores sem singularidades e A uma sua
mcR, mostremos que R? nao é X-convexo, seguindo que X nao é globalmente resolivel
(pelo Teorema de Poincaré-Bendixon e pelo item 4 do Teorema 1.3). De fato, tomando K
igual ao lado compacto de A, observamos que para qualquer compacto K’ C R?, existe
(pela definigdo de mcR) uma curva integral v de X tal que z,y € KN, mas [z, y|\K' # (),

onde [z,y]| é o intervalo da curva v entre x e y.



Capitulo 2

Polinomios de grau 3 no plano

Este capitulo lida exclusivamente com a classe das fungoes polinomiais de grau menor ou
igual a 3 do plano. Nosso objetivo é classificar, a menos de mudancas de coordenadas
afins, todas as submersoes polinomiais de grau menor ou igual a 3, p : R? — R, em termos
da resolubilidade global do campo hamiltoniano associado a p (Teorema 2.1 abaixo). Ob-
servemos que a classe acima mencionada é invariante por mudancas de coordenadas afins.
O capitulo esta dividido em trés sec¢oes: na primeira delas estabelecemos o resultado e
comecamos a sua demonstracao, e nas outras duas finalizamos a demonstragao de duas

maneiras diferentes.

2.1 Um polinomio especial

Denotemos pontos do R? por (z,y), com z,y € R. O objetivo principal desta sec¢iao é o

estabelecimento do seguinte Teorema:

Teorema 2.1. Seja p : R* — R um polinomio de grau menor ou igual a 3. Se H, ndo
se anula em nenhum ponto de R? e nao é globalmente resolivel, entio existem T, uma

mudanca de coordenadas afim, e o # 0 tais que se p = apo T, entdo
plx,y) =k + (1 + zy), (2.1.1)
com k € R.

Pelo Teorema 1.10, a conexidade de todas as curvas de nivel de uma submersao f :
R? — R ¢ equivalente a resolubilidade global do campo hamiltoniano associado a f, H;.
Utilizaremos essa ferramenta para demonstrar o Teorema 2.1. Consideremos, inicialmente,
o seguinte resultado, baseado no Lema 1 do trabalho [13], de Armengol Gasull, Jaume
Llibre e Li Ren Sheng;:

Lema 2.2. Seja p : R — R um polinémio de grau menor ou igual a 3. Entdo existem

T, uma mudancga de coordenadas afim, e o # 0 tais que ap o T~ € igual a um dos dez
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polinomios abaizo:

(1) pi(z,y) =y + 529° + g(), (VI)  ps(z,y) =y + 2%y + g(2),
(IT)  pa(z,y) = 52y° + g(x), (VII) pi(2,y) = 2%y + g(2),
(I11) ps(z,y) = 39° + 2%y + g(x), (VIII) ps(z,y) = 2y + g(),
(IV) pa(z,y) = 59° + g(), (IX)  po(z,y) =y +g(x),

(V) ps(@,y) = —y + 2%y + g(v), (X)) puolz,y) =g(=),

com g(x) = k + lox + Liz* + lgz?.

Demonstracao. Nesta demonstracao, mudaremos de variaveis uma série de vezes, mas
sempre denotaremos o polinomio p usando x e y. Além disso, os coeficientes do polinomio

também serao sempre denotados com as mesmas letras. Consideremos, pois,
p(z,y) = a+ lLr + L2 + lox® + dyy + diy® + doy® + may + nia’y + naxy®.

Através de uma mudanca de variaveis linear, podemos sempre assumir que p nao tem o
termo y®. De fato, se dy # 0 e [y = 0, consideremos a mudanca de varidveis r; = v,
y1 = x, que transforma p em um polindémio sem o termo y®. Por outro lado, se dy # 0 e

lo # 0, tomemos r # 0 tal que
lo + nr 4+ nor? + dor® = 0,

e consideremos a mudanca de variaveis linear x1 = y — rz, y; = y. Tal mudanca leva p

num polindmio sem o termo 3. Assim, podemos, de fato, considerar
p(z,y) = a + lox + L2 + lgx® + doy + diy? + may + ny2®y + nowy®. (2.1.2)

Se ny # 0, tomemos a mudanca afim x; = x + din, ', y1 = ¥, que transforma p em um
polindémio sem o termo y%: p(x,y) = a + bz + Lz* + lpz® + doy + may + nix?y + nazy?®.
Agora, a mudanca r; = x, y; = m + nix + 2nsy, leva p num polindmio especial sem os
termos zy e 2%y, isto é, p(x,y) = a+lbax+lL2x?+1lyz3+doy+xy?/(4ns), que é transformado,

pela mudanca de coordenadas x; = (4ny) 'z, y; = y, no polinomio
p(z,y) = a+ lr + La? + ly2® + doy + 2>

Se dy # 0, tomemos a mudanca x; = 2d, >z, y; = day, que transforma p num polindmio
do tipo (I). Se, por outro lado, dy = 0, fazemos x; = 2x, y; = y para obter um polinémio
do tipo (II).
Seny =0ed; #0em (2.1.2), a mudanga z, = z, y; = ds + ma + 2d,y transforma p num
polinomio que, multiplicado por 2d;, é

1

P@,y) = a+ by +ha® + o’ +ma’y + oy’
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Se, nesse polinomio, n; # 0, a mudanca 1 = nix, y; = nyy o leva num polinémio que,
multiplicado por n?, ¢ do tipo (III). Por outro lado, se ny = 0, p é do tipo (IV).

Agora, se ng = dy =0 em (2.1.2), ficamos com
p(z,y) = a + low + La? + lpa® + doy + may + nizy. (2.1.3)

Seny # 0, tomemos k = m? —4nds. Se k # 0, amudanca z; = |k|~Y2 (2nz +m), y1 = ¥
leva p num polinémio que, multiplicado por 4n,/|k| é do tipo (V) ou (VI), conforme k é
positivo ou negativo, respectivamente. Se k = 0, a mudanga r; = x + (2ny)"'m, y1 =y
leva p no polinomio p(z,y) = a + lyx + l12? + lyz® + ny2%y, que, com a mudanga z; = z,
y1 = n1y, dd um polinomio do tipo (VII).

Sen; =0em # 0 em (2.1.3), entdo a mudanga ;1 = mx + do, y; = y leva p num
polinémio do tipo (VIII).

Sen; =m=0edy #0em (2.1.3), a mudanca x; = z, y; = dyy leva p num polindémio do
tipo (IX). Se, por fim, dy = 0, temos o tipo (X). ]

Agora, comecemos com a demonstracao do Teorema 2.1 analisando cada um dos casos
do Lema 2.2. Notemos que ambos os polinomios p;, com ly = I3 = I = 0, e p7, com
ly # 0, satisfazem as hipéteses do Teorema 2.1 (pois nos dois casos, H,, nunca se anula
e o conjunto de nivel p; ! {x} tem trés componentes conexas distintas, seguindo que Hy,
nao é globalmente resolivel pelo Teorema 1.10). O primeiro deles é transformado no
polinémio (2.1.1) pela mudanga linear x; = y, y; = /2. J4 o segundo é levado no
polinémio (2.1.1) pela mudanca de coordenadas afim z; = lyx, y1 = ;2 (I1 + lox + 7).
Mostraremos abaixo que os outros casos do Lema 2.2 nao satisfazem as hipoteses do
Teorema 2.1, completando, assim, a sua demonstragao. Conforme ja mencionado, daremos
duas demonstracoes distintas para esse fato em cada uma das secgoes seguintes. Cada

uma das demonstracoes é interessante por si so.

2.2 Primeira demonstracao

Como dito acima, mostraremos que todos os outros polinomios do Lema 2.2 produzem
campos hamiltonianos globalmente resoliveis ou que se anulam em um ponto. Nessa
primeira demonstracao, faremos uso de resultados béasicos de equacoes do terceiro grau
para analisar alguns dos polinomios. Antes disso, analisemos os casos que podem ter uma
abordagem mais direta. E simples ver que H,,(z,y) = 0 para algum (z,y) € R? para
t=3,5e8 eparai =7, com ly = 0. Por outro lado, para ¢ = 6 ¢ 9, H,, nunca se
anula, mas nos dois casos a equacao p;(x,y) = ¢ define uma tnica fungao y = y(z), x € R,
para cada ¢ € R. Dessa forma, todos os conjuntos de nivel de p;, i = 6 e¢ 9, sao conexos,

seguindo que H,, ¢ globalmente resolivel pelo Teorema 1.10. Mais ainda, se H,,, nunca
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se anula, entao ¢'(x) # 0, Vo € R, seguindo que pio(z,y) = ¢ define uma (tnica) linha
vertical para cada ¢ € R, o que significa que H,,, é globalmente resolivel (Teorema 1.10).
Para p;, i = 1, 2 e 4, suponhamos que H,, nunca se anule. Assim, se [y = 0, é facil ver
que l; = 0 (para p;, i = 1, 2 e 4). Com tais hipéteses, no caso de p; é necessério que
lo > 0. O caso Iy = 0 ja foi considerado acima (ele se transforma em (2.1.1) por uma
mudanga linear) e, no caso ly > 0, para cada ¢ € R a equagao p;(z,y) = ¢ define uma
(Unica) fungdo z = z(y), y € R, seguindo que H,, é globalmente resolivel. Para p;, i = 2
e 4, é necessario que ly > 0 e [y # 0, respectivamente. Dessa forma, a equagao p;(z,y) = ¢
define uma funcao = z(y), y € R, e dai H,, ¢ globalmente resolivel para i = 2 e 4.

Para p;, ¢ = 1, 2 e 4, quando [y # 0, usaremos o lema abaixo para concluir que se H),
nunca se anula, entao é globalmente resolivel. Comecamos com o seguinte resultado sobre

equagoes cubicas. Sejam A, B,C € R. Consideremos a equacao
23+ Ax? + Bx + C =0,

e tomemos P = B—A%/3 e Q =C— AB/3+2A%/27. O discriminante da equagao acima
¢ definido por D = Q*/4 + P3/27. Vale o seguinte:

se D < 0, a equacao tem trées solucoes reais e distintas,
se D = 0, a equacao tem trés solucoes reais, sendo duas delas iguais,

se D > 0, a equacao tem uma solucao real e duas solugoes complexas conjugadas.
Como consequéncia, temos o seguinte

Lema 2.3. Seja p(x,y) = 2* + A(y)2? + B(y)x + C(y) uma submersio em que A, B e
C' sao polinomios. Se o discriminante D(y) = Zf:o ay’ da equacao p(x,y) =0 é tal que

ay >0 e k € par, entio p~' {0} é conero.

Demonstragao. Como p(z,y) = 0 é uma equagao cibica em x, temos que para cada y € R
existe um = = z(y) € R tal que p(x,y) = 0. Mais especificamente, temos por hipdtese
que existe um intervalo [a,b] tal que D(y) > 0, Yy ¢ [a,b]. Dali, pelo resultado sobre
equagoes ctbicas visto acima, segue que para cada y ¢ [a, b, existe uma unica raiz real
z = x(y) de p(z,y) = 0. Por outro lado, definindo ||f|[« = sup,e(,4 [f(y)], para uma

fungao f € C°([a,b]), consideremos

R =1+ 3[|A|| +/3IBI| + V/3lIC]|.

Se || > R, temos que
Aly) | Bly) , C)

T 2 3

'Uma demonstracdo deste resultado, bem como alguns fatos histéricos e pitorescos sobre equacdes
cibicas, podem ser encontrados em [17].
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Dai, para y € [a,b] e x ¢ [—R, R],

plry) = (1442 B, S0

T 2 3

Assim, consideremos C' uma componente conexa de p~! {0} que passa por um ponto
(x,y) € [-R, R] x [a,b]. Pelos Lemas 1.5 ¢ 1.9, C' é uma curva ilimitada nas suas duas
direcoes, devendo, portanto, escapar para os semiplanos y < a e y > b. Mas dai segue
que nao podemos ter outra componente de p~! {0} além de C. (Uma ilustracao pode ser

vista na Figura 2.2.1). O

Figura 2.2.1: Configuragao tipica de p~! {0}.

Para aplicar o Lema 2.3, primeiro adequemos os polinomios p1, ps € pg, com [y # 0, as suas
hipdteses. Observemos que se H,, nunca se anula, entao [y > 0 (para ver isso, basta tomar
y = —1/x e notar que se [y < 0, Hy, (z,y) = 0, para algum z). Tomemos a mudanga de
coordenadas x; = v/lpz, y; = y para transformar p; no polinémio (com a mesma notacao)
pi(z,y) =23+ a? + (I + lsy?)x + y + K, com I3 = 1/ (23/p) > 0. Calculando D(y) para
a equacio ciibica p; — ¢ = 0, temos que D(y) = 30_ a;y’, com ag = [3/27. Assim, segue
do Lema 2.2.1 que todos os conjuntos de nivel de p; sao conexos. Logo H,, ¢ globalmente
resolivel (se nunca se anula).

No caso de py, temos que Iy > 0 se H,, nunca se anula. Logo, a mudanca de coordenadas
= Vlw, y1 = (2%)71/ 2y leva py no polindémio (novamente com a mesma notagao)
pa(z,y) = 2% + lj2? + (I, + y*)z + k. Aqui, o discriminante D(y) para a equagao cibica
pe—c=0¢D(y) = Z?:o a;y’, com ag = 1/27. Logo, como antes, segue que H,, é
globalmente resolivel (se nunca se anula).

Finalmente, para py, a mudanca x; = /lpx, y1 = y leva py no polindmio py(x,y) =
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2 4 Ua® + la + /2 + k. Aqui, D(y) = Y1, aiy’, com ay = 1/16, seguindo que H,, é

globalmente resolivel (se nunca se anula).

2.3 Segunda demonstracao

A outra forma de mostrarmos que os polinomios do Lema 2.2, salvo p;, com [y # 0, e
p1, com lyg = l; = Iy = 0, nao satisfazem as hipoteses do Teorema 2.1 é fazermos uso do
Corolario 1.15.

Primeiro eliminemos os polinomios que tem gradiente nulo em algum ponto qualquer
que seja g. Restam para serem analisados, entao, p; (se ¢’ nao identicamente nula), ps, py,
Ds, Po € Pro- Para cada um deles, suporemos que seu gradiente nunca se anule e exibiremos
um polindémio linear ¢(z,y) = ax + By, com « ou S nao nulo, tal que (det D(p;,q) =)
H

»:q > 0. Assim sendo, como H, ¢ globalmente resolivel (o que segue do Teorema

1.10, por exemplo), teremos do Coroldrio 1.15 que os H,,, em questao serao globalmente
resoliveis.

Para po, py € p1o é facil vermos que ¢'(z) > 0 (para que Vp; nunca se anule). Dai, basta
tomar ¢(z,y) = —y para obtermos H,,,q > 0. Para ps e py, basta tomar ¢(z,y) = x. Para
p1, precisaremos de um calculo mais elaborado para a escolha de ¢. Antes de colocarmos

o problema, vejamos um simples Lema de céalculo:
Lema 2.4. Sejam a,b,c,d,e, f € R, a > 0. Para que a funcao quadrdtica
k(z,y) = ax® + 2bxy + cy* +dx + ey + f,
seja estritamente positiva, € necessdrio e suficiente que valha um dos sequintes itens:
1. > —ac=0, bd —ae =0 e d* —4af < 0;
2.0 —ac<0 e (bd—ae)’ — (b® — ac) (d* — daf) < 0.

Demonstragdo. Observemos que, para cada y, k = az? + 2by+d)x + cy®> + ey + f
é um polinomio de segundo grau em x. Tal é estritamente positivo se, e somente se,
4(0* — ac)y? + 4(bd — ae)y + d* — 4af < 0, para cada y, pois a > 0. Isso é equivalente a

valer o item 1 ou o item 2. ]

Substituamos, sem perder a generalidade, 1 por l;/2 e Iy por ly/3 em p;. Temos, por
hipdtese, que H,, nunca se anula, o que, fazendo y = —1/x e substituindo em H,, (x,y),
da que —1/(22%) — Iy — lyz — lpx® # 0, Vo # 0. Isso é equivalente a

1
r(z) = 5 +ba’ + ha’ + 12! > 0, Ve €R. (2.3.1)
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Se lp = 0, entao l; = 0 e ly > 0 (pois g nao é identicamente nula). Nesse caso, basta
tomar ¢(z,y) = —y para obter H, ¢ > 0.

Se lp > 0, podemos supor I; > 0 (pois se [} < 0, r(—z) = 1/2 + lyx? + (=1;)x® + lyz* > 0,
Vo € R). Queremos achar a e f tais que H,, ¢ > 0, com ¢(x,y) = ax + fy. Notemos que

é necessario que 8 # 0, seguindo que podemos tomar § = —1 e dai procurar « tal que
1
lox® + azy + §y2 +hr+lh+a>0, Vr,y € R. (2.3.2)

Se l; = 0, tomemos « = /2. Pelo Lema 2.4, (2.3.2) vale se e somente se ly + 1/2ly > 0,
o que é verdade pela hipétese sobre r(z) em (2.3.1).

Se l; > 0, o Lema 2.4 garante que (2.3.2) é equivalente a encontrar « tal que

a? <2, e

12 — 4yl 2.3.3
N(a)i—a3—l2a2—l—2l0a—1TO2>O. ( )
Temos que N'(a) = —3a? — 2l + 2l tem dois zeros reais distintos:
—ly — /13 + 61 -1 12+ 6l
a = — 32+ 0 <0 ay = 2P VEFO

Além disso, como N (—\/%) =-1?/2=N (\/%), segue que existe ag € (—\/Q_ZO, \/%)
tal que N'(ag) = 0, e obtemos que a; ou s estd em (—\/Z_ZO, \/Z_ZO) Desde que se
I3 — 4lyly < 0 entao existe a proximo de zero que satisfaz (2.3.3), vamos supor, a partir
de agora, que I? — 4lyly > 0. Dai, como N é crescente em 0 e N (—\/%) < 0, segue que

existe a como em (2.3.3) se, e somente se,

Qo < 4/ 2l0 e N(ag) > 0. (234)

(Para se convencer disso, faca um esbogo do gréfico de N). Substituindo o valor de as,
verificamos que g < /2ly <= Iy + /2ly > 0.
Por outro lado,

2 4 1
— I3+ Zlgly — =12 = Ny — Ny,

2 3

27
com
2 3 2 4 1
Ny = — (I3 4 6ly) > Ny = =13 — Zlply + =I5
1= g7 (B+ k)T e No=opl = gloh+ 5
Se Ny < 0, entdo ja teremos N (az) > 0. Se nao, N (ag) > 0 se, e somente se, N7 —NZ > 0,
0 que equivale a

1 27
(2loz§ — 81315 + 815 — 55%@ + 9pl3ly — 1—6z;*> > 0. (2.3.5)

Assim, (2.3.4) estard satisfeito se valer Iy + /2l e (2.3.5).

Agora, analisando a funcdo r(x), temos que r’(z) = 0 se, e somente se, x = 0 ou & =
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(—3[1 +14/903 — 32l0l2> /(8lp), com ¢ = £1 (que s@o nimeros reais, pois estamos supondo
912 — 32lyly = 13 + 8(13 — 4lply) > 0, por hipStese). Assim, a hipStese em (2.3.1) vale se, e

) (—311 + /92 — 321012> 0

somente se,

8ly
0 que é equivalente a
3
r1 = (25615 + 1445071, — 1281315 — 2717) > —uly (917 — 32lpls) > = ro.

Em particular, considerando ¢ = —1, obtemos que r; > 0, isto é, 12812 (2o —I3) >
13 (2712 — 144lyly). TIsso dd que 2lp—13 > 0 no caso de Iy < 0, o que implica que ly++/2ly > 0
(qualquer que seja ly), que, como vimos, é uma das condi¢oes em (2.3.4). Além disso,
obtemos que 7 — r2 > 0, 0 que ¢ equivalente a (2.3.5). Dessa forma, chegamos a (2.3.4),
finalizando a procura por ¢ para o caso de p;. Isso conclui o objetivo desta secg¢ao.

Observemos que os argumentos apresentados nesta sec¢ao nos permitem concluir a

seguinte

Proposicao 2.5. Dado p um polinomio de grau menor ou igual a 3, se H, € globalmente

resoluvel, entao existem o, 3 € R tais que
Hyq(x,y) > 0, Y(z,y) € R?,

com q(x,y) = ax + By.



Capitulo 3

Condicoes integrais para
resolubilidade e injetividade

Este capitulo faz uma ligacao entre os dois capitulos anteriores. A primeira seccao trabalha
com campos hamiltonianos H; nao globalmente resoliveis que tém mcRs, procurando
responder quando temos ou nao solugao g para o problema Hyg = h, com h dada. Na
segunda secc¢ao, particularizamos tal estudo para o caso em que f é um polinémio de grau
3, utilizando o que foi estudado no Capitulo 2. Isso é feito para que na ultima seccao
possamos analisar a injetividade de F' = (f,g), em que f é um polinémio de grau 3,
utilizando os resultados do Capitulo 1. Culminaremos mostrando a injetividade de F' no
caso dela ser polinomial e f ter grau menor ou igual a 3. Nesta ultima sec¢ao, também

apresentaremos uma discussao da Conjectura jacobiana.

3.1 Condicoes integrais de resolubilidade numa meia-
componente de Reeb

Sejam f : R? — R uma submersao e A C R? uma mcR de Hy. Como H nao é globalmente
resoltivel, certamente existe uma fungao h € C* (R?) tal que H;g # h em R?, para todas
g € C*(R?). Podemos, entao, perguntar que tipo de hipdteses precisamos impor em h
para que esteja na imagem de Hy. O objetivo desta sec¢ao ¢ dar uma condigao necessdria
para que h faca parte dessa imagem. Tal condicao é dada pelo Teorema 3.1. Mais
tarde, aplicaremos tal resultado para mostrar a injetividade de uma aplicagao polinomial
especial.

Sejam ¢ e ¢, os lados nao compactos de A e 7 : [1,3] = A uma parametrizagao do
lado compacto de A, tal que (1) = p, v(3) = ¢ e todas as érbitas de H sejam transversais
a 7, exceto em y(2), conforme Defini¢cao 1.16. Podemos sempre supor, trocando f por

—f, se necessario, que V f aponta para dentro de A ao longo de ¢; Ug, . Vale o seguinte:
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Teorema 3.1. Sejam f : R? — R uma submersdo de classe C*, A C R?* uma mcR de H;

e U C R? um aberto tal que A C U. Se h:U — [0,00) é uma fungao mensurdvel tal que

/h:oo,
A

entao nao existe uma funcao diferencidvel g : U — R que resolve Hpg = h em U.

Demonstragao. Consideremos A e v : [1,3] — A uma parametriza¢ao do lado compacto
de A conforme consideragoes acima. Temos que para todos s € (1,2), existem ¢, > 0 e
s € (2,3) tais que ¢y (s (ts) = 7(rs). Definamos B, como o conjunto aberto limitado pelos
arcos 7 ([s,7s]) € ¢y ([0,t5]). Notemos que tais conjuntos satisfazem
B, C By Vs>5s e U B, = A.
s€(1,2)
Consideremos (s,) C (1,2) uma sequéncia decrescente, com s, — 1. Pelo Teorema da

Convergéncia Mondtona,

/h: im [ h (3.1.1)
A

n—oo
Bs,,
Suponhamos, por absurdo, que exista g satisfazendo H;g = h. Nosso objetivo abaixo ¢
mostrar que existe M € R tal que para todo n € N, f 5. h < M, uma clara contradigao

com (3.1.1) e a hipdtese sobre h. Isso encerrara a demonstracao. Como

Hfg: 81(—982f) _@2(_galf)7

segue do Teorema de Green que

[ on= 7 =06 @reon0 +asGomo)e. 612)

onde B : [sp, s, + 1] = 0B;, é a seguinte parametrizacao (positiva) de 0B;,,:

(), t € [Sn,Ts,];
plt) = { %(sn)( —ts, t+ts, (7, + 1)), ters,,rs, +1].

Desde que para t € [ry, .75, + 1] £'(t) é um multiplo de Hy (5(t)), o integrando do lado
direito de (3.1.2) é nulo nesse intervalo. Dessa forma, precisamos somente nos preocupar

com o intervalo [s,, 7, ]. Definindo, pois,

M = 2 max {|g(v()) (Vf(v(t), 7 () [},

te(1,3]
/ h< M,
B

Sn

para todos n € N. O

segue de (3.1.2) que

Observacao 6. O uso do Teorema de Green na demonstracao acima foi baseado em um

uso similar feito em [19].
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3.2 Um caso particular: polindmios de grau 3

O objetivo, aqui, é mostrar que o Teorema 3.1 sempre se aplica quando f = p for um
polinoémio de grau menor ou igual a 3 tal que H; nao seja globalmente resolivel e h for
uma fungao polinomial estritamente positiva (Corolédrio 3.4). Faremos isso primeiramente
para o polinémio (2.1.1) p = k + x(1 + zy). Depois aplicaremos o Teorema 2.1 para
concluir o caso geral.

Temos que p = k tem as seguintes trés componentes conexas: © =0,y = —1/z, 2 > 0

ey=—1/x, x < 0. Nao é dificil de ver, entao, que

SHE

A:{(x,y)€R2|0<x§1 e — gyg—l}u{(o,y)|yg—1} (3.2.1)

¢ uma mcR de Hy com lados nao compactos {(0,y) | y < —1} e {(z,—1/z) | z € (0, 1]},
e lado compacto {(z,—1) | = € [0,1]} (ver a representacao de A na figura 3.2.1). Temos

—
—

Legenda
— —p=c¢c<K
}/ —D=c¢Cc=kK
A P D=¢, Cc>K

Figura 3.2.1: Curvas de nivel de p(z,y) = k + x(1 + zy).

a seguinte

Proposigao 3.2. Se A ¢ amcR (3.2.1) de Hy, entao [, h = oo, para toda h : R* — (0, 00)

polinomial.

Demonstracao. Consideremos
9 1
B=<(r,y) eR°|0<ax<l e ——<y<O0p.
x

Desde que A C B e B\A é limitado, ¢ suficiente mostrar que [, h = oo para concluir
a demonstracao. Para calcular tal integral, vamos introduzir uma mudanca de variaveis.

Definamos F : R? — R? por

F(z,y) = (x(l +xy), 1+ :Uy),
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e coloquemos a = (1 + zy) e b =1+ xy. As equivaléncias
0<z<l1 — 0<z<l1 — 0<a<b
—1<y<0 0<b<l1 0<b<l1

F(B)={(a,b) eR*|0<b<lel<a<b}.

mostram que

E facil verificar que a aplicagao

(a,0) — (g@ (b— 1)) :

definida em F(B), ¢ a inversa de F' = F|g. Logo, F' : B — F(B) ¢ um difeomorfismo’.
Desde que det (DF_l(a, b)) = 1/a, segue que

1 b F—l
/ h(z,y)drdy = / / ho 7 (ab) o, (3.2.2)
B 0o Jo a

Como h é polinomial, isto é, h(x,y) = ZIaISM Car® Y2, temos que a func¢ao integrando
do lado direito de (3.2.2) fica

_ F1
h(a’b) - ho - (CL, b) _ Z Caaal—az—lbaz—Oq (b . 1)&2.

o] <M
Definindo
T = \g|1glrz\l4 {an —ag — 1| cy #0}, (3.2.3)

concluimos que

Ba,b) = |7 Y e (b—1)™ | a™ +r(a,b), (3.2.4)

B,
onde .
rlab) = Y caa® T (b 1) = Y w(b)’,
la <M i=Th+1

ap—ag—l>Ty
para algum m € N, e u; funcoes racionais de b. Concluiremos a demonstracao apds o lema

abaixo. 0

Lema 3.3. Suponhamos que ky < ko € Z e h(t) = Zfikl Aitt, com A; € R e Ay, #0. Se
h(t) > 0 para todo t € (0,c¢), para algum ¢ > 0, entdo

1. Ak1 > 0,

2. Se ky <0, entdo [ h(t)dt = oco.

'Na verdade, F lineariza H, em B.
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Demonstracao. Observemos que

ko—k1
ERA) = ) Agaat' (3.2.5)
i=0

Assim, desde que h(t) > 0, Vt € (0,c), segue que Ay, > 0, mostrando o item (1). Se,
agora, ki < 0 (& k < —1) e [Jh(t)dt < oo, entdao (pela Desigualdade de Holder)
Jo t7F 7 h(t)dt < oo, seguindo de (3.2.5) que

c ka—k1

Akl/ tldt+/ Z Aliritiildt < 00,
B 0 =1

uma contradigao, pois Ay, > 0. Assim, vale o item (2), terminando a demonstragao do
Lema. O

Conclusao da demonstracao da Proposicao 3.2. Observemos que

s(b) = Z Co(b—1)"2

lal<M
al—a2—1:7'h

nao é identicamente 0. Pois se fosse, desde que é um polinémio na variavel b — 1, ¢, = 0,
para todos os «a, |a] < M, tais que a; — ay — 1 = 73, uma contradigado com a defini¢ao
de 7, em (3.2.3). Assim, existe by € R, 0 < b; < 1, tal que s(b) ndo se anula no intervalo
(0,b1). Mais ainda, como h é positiva, ¢ > 0, seguindo que 7, <0 —-0—-1= -1 <0.
Portanto, de (3.2.4) e do item (2) do Lema 3.3, temos que, para cada b € (0,b;) fixado,

fb h(a,b)da = co. Assim, como

0
1opb bi b
//h(a,b)dade/ /h(a,b)dadb,
0 Jo o Jo

segue de (3.2.2) que [, h = oo. O

Observagao 7. O campo Hj, com p = k + z(1 + 2y), tem exatamente mais uma mcR
além daquela em (3.2.1): é o conjunto fechado limitado pelas curvas x = 0, y = —1/x para
xr < 0 e um segmento horizontal compacto ligando essas duas curvas (ver Observagao 5).
De fato, para ver que tal conjunto é uma mcR, basta olhar para os conjuntos de nivel de p
como feito no inicio desta seccao (observar também a figura 3.2.1). Agora, para concluir
que nao ha outra mcR, suponhamos x = 0 e observemos que para todos ¢ # 0, o conjunto
de nivel p = ¢ ¢ formado pelas duas componentes conexas curvas y = (¢ — z)/z%, = > 0
ey=(c—ux)/z? = <0. Se tivéssemos outra mcR, cada lado nao compacto dela estaria
contido em cada uma das curvas de um nivel ¢ # 0, respectivamente. Mas notemos que o
conjunto compreendido entre essas duas curvas é cortado pela reta x = 0 (que faz parte

do nivel p = 0). Sendo assim, nao poderfamos ter, por defini¢do, uma mcR.
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Como a outra mcR de Hj (dada pela observagao acima) é meramente uma reflexao da

mcR (3.2.1) em torno da reta y = x, temos o seguinte:

Corolario 3.4. Seja p : R? — R uma submersdo polinomial de grauv menor ou igual a 3
tal que H, nao € globalmente resolivel. Se A é uma mcR de H, e h: R* = (0,00) € uma

funcao polinomaial, valem os sequintes:
1. [, h=oco0.

2. Nao existe g : R* — R que resolve H,g = h em vizinhanga de A.

Demonstragcao. O item 1 é consequéncia da observagao acima, do Teorema 2.1 e da Pro-

posicao 3.2. Ja o item 2 é consequéncia do item 1 e do Teorema 3.1. O

Observacao 8. Conclusao como a do item 1 do Corolario 3.4 nao pode ser esperada se
aumentamos o grau de p. Para um exemplo, consideremos p(z,y) = z*y* —x. Observemos
que o conjunto de nivel p = 0 é formado pelas trés curvas t =0, y € R; y = 1//x, z > 0;
ey=—1/vx, x>0. E ficil ver que as regides A limitada pelas curvas {(0,y) | y > 1},
{(z,1/y/x) |0 <2z <1} e{(x,1) |0 <z <1}, e Blimitada pelas curvas {(0,y) | y < —1},
{(z,=1/y/x) |0 <2 <1} e {(z,-1) | 0 <2 < 1} sdo mcRs de Hy, mas [, 1= [,1=1.
Mais ainda, analisando os outros conjuntos de nivel de p, vemos que A e B sao as unicas
mcRs de H, (veja a Figura 3.2.2). Portanto, ndo existe mcR de H, com a propriedade do

item 1 do Corolario 3.4.

Figura 3.2.2: Curvas de nivel de p(z,y) = 2%y* — .

3.3 Conjectura jacobiana e Conjectura jacobiana real

Nesta seccao, apresentaremos a conhecida Conjectura jacobiana em suas duas versoes:

Conjectura jacobiana e Conjectura jacobiana real. Daremos alguns exemplos e apre-
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sentaremos a nossa contribuigao para a Conjectura jacobiana real (Teorema 3.7 abaixo)
utilizando resultados das duas ultimas secgoes e do Capitulo 1. No capitulo seguinte,
trataremos especificamente da Conjectura jacobiana.

Aqui, a letra K denotard R ou C. Suporemos sempre que F' : K" — K" é uma
aplicacao de classe C'™ e, no caso de K = C, estara sempre implicito que F' é holomorfa e

a derivada DF sera sempre a derivada complexa?. Seja, pois, F : K® — K" satisfazendo
det DF(x) # 0, Vo € K". (3.3.1)

O Teorema da Aplicagao Inversa garante que F' é um difeomorfismo local (um biholomor-
fismo local no caso complexo?®). E claro que, em geral, nao podemos esperar que F' seja
um difeomorfismo global (biholomorfismo global no caso complexo), como podemos ver

nos seguintes exemplos:
Exemplo 4. Sejam F:C — C, F: R? - R? e G : K? — K2 definidas por
E(z) =¢€*, F(xy,x9) = (e:El COS Tp, €71 senxg) e G(z1,x9) = (xle_“,e“) )

Temos que E'(z) = €* # 0, det DF (21, 75) = €*** > 0 e det DG(x1,72) = 1, mas E, F e

GG nao sao nem injetoras nem sobrejetoras.

Mas, e se supusermos F' polinomial? Em 1939, Ott-Heinrich Keller ([16]) conjecturou
que uma aplicagao polinomial F' : C* — C? satisfazendo a hipétese (3.3.1) deveria ser
um difeomorfismo (curiosamente, ele exigia que os coeficientes dos polinomios fossem
inteiros). Pelo Teorema 1.14, para obtermos uma possivel demonstragao deste resultado,
¢ suficiente mostrar a injetividade de F'. Desde que, para func¢oes polinomiais em C”, a
hipétese (3.3.1) é equivalente a det DF' = cte # 0, podemos colocar o problema de Keller

em duas diferentes versoes, em um contexto mais geral:

Conjectura jacobiana:

(CJ),: Seja F': K" — K" polinomial tal que det DF' = cte # 0. Entao F' é injetora.

Conjectura jacobiana real:

(CJR),: Seja F': R — R” polinomial satisfazendo (3.3.1). Entao F' é injetora.

Até hoje (final de Julho de 2010), nao existe na literatura matemética nem uma demons-

tracdo e nem um contraexemplo para (CJ),, mesmo para o caso n = 2. Por outro lado,

2Para o caso de aplicacdes de C" em C" ndo holomorfas, devemos “quebra-las” em parte real e parte
imagindria e tratd-las como aplicacdes reais de R?” em R2",

3Para o caso complexo, o Teorema da Aplicagio Inversa pode ser encontrado em [22], Teorema 2.5 da
péagina 22.
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(CJR),, é falsa para todo n > 2, como veremos no seguinte exemplo, de 1994, devido a
Sergey Pinchuk, [20]:

Exemplo 5. Sejam
t=ay—1, h=tat+1) e f=(xt+1)*t +y).

Definamos os polinomios p=h+ f e

75
q=170fh +91h* + 195fh* + 69h> + 75 fh* + Zh4’

e tomemos F' = (p,q)*. Com alguns célculos (que nio serao apresentados aqui) podemos
mostrar que det DF' > (0. Mas analisemos o conjunto de nivel p = 0, que é o conjunto de
pontos (z,y) € R? tais que (zt+1) (t—|— (zt+1)(¢ +y)) = 0. Tal conjunto é uma variedade
unidimensional que contém, pelo menos, as duas curvas determinadas por xt+ 1 = 0, isto
6,y = (r—1)/2% Assim, p = 0 é desconexo, seguindo do Teorema 1.10, que H, nao
¢ globalmente resoluvel. Isso ndo pode ocorrer se (p,q) for injetora, de acordo com o
Corolario 1.15.

E facil ver que no exemplo acima o grau de p é 10 e o grau de ¢ é 25. Assim, surge
naturalmente a seguinte questao: Qual é o menor grau de p e/ou ¢ num contraexemplo
para (CJR),?. Uma primeira resposta pode ser dada até em termos mais gerais (para
(CJ), e (CJR),), como podemos ver no Teorema seguinte, devido inicialmente a Stuart
Sui Sheng Wang, em 1980 e depois com uma demonstracao muito simples, que apresen-
taremos aqui, a Susumu Oda e Ken-ichi Yoshida, em 1983. Tais informagcoes, bem como
a demonstracdo que apresentaremos, aparecem no trabalho [2], de Hyman Bass, Edwin
H. Connel e David Wright.

Teorema 3.5. (CJ), e (CJR), sao verdadeiras se o grau de F' € menor ou igual a 2.

Demonstracao. Dado a € K", definamos G(z) = F(z + a) — F(a). Escrevamos G =
G1+ Go, em que G; é a parte homogénea de grau ¢ de G (a parte homogénea de grau 0 é

nula, pois G(0) = 0). Temos o seguinte:

G(r) = Gi(z) + Q%Gg(x) = a (tGl(:lr) + tng(x)) |t:% = i(G(tm))L:%

dt dt
1
= DF (§$+a) - Z.

4Esta aplicacdo é apenas uma escolha dentre as aplicacdes de Pinchuk, que apresentam p = h + f
fixo e ¢ que varia para cada diferente aplicagao. O ¢ escolhido aqui é o que possui menor grau dentre as
aplicagoes de Pinchuk. Para mais detalhes, pode-se consultar, por exemplo, os trabalhos [7] ou [6], de
Louis Andrew Campbell.
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Tomando x = b — a, segue que

F(b) — F(a) = DF (a ; b) (b —a),

que mostra que F' é injetora, uma vez que det DF' nunca se anula. O

Voltando para R?, uma resposta um pouco melhor foi dada por Janusz GwoZdziewicz, em

2001, no trabalho [15]. E o seguinte
Teorema 3.6. (CJR), é verdadeira se o grau de F' € menor ou igual a 3.
Melhoramos este resultado utilizando os Corolarios 1.15 e 3.4:

Teorema 3.7. Sendo F' = (f,g), entdo (CJR), € verdadeira se o grau de f ou o grau de

g € menor ou igual a 3.

Demonstra¢ao. Suponhamos que o grau de f é menor ou igual a 3 e que det DF(z) > 0,
para todos © € R% Se H; ndo for globalmente resolivel, entao o item 2 do Coroldrio
3.4 garante que nao existe nenhuma funcao diferenciavel g que resolve globalmente o
problema H;g = det DF, uma vez que det DF' é uma funcao polinomial e f é uma
submersao polinomial de grau menor ou igual a 3. Mas isso é um absurdo com a identidade
Hyg = det DF'. Logo Hy é globalmente resolivel, seguindo do Corolario 1.15 que F' ¢ um

difeomorfismo. ]

O Teorema 3.7 é o resultado principal do trabalho [5], que publicamos juntamente com
José Ruidival dos Santos Filho no inicio do corrente ano.

Ao final desta seccao, fica claro que temos um problema em aberto: sabemos que se o
grau de uma das componentes de uma fungao polinomial F' : R? — R? satisfazendo (3.3.1)
for menor ou igual a 3, I’ é necessariamente injetora. Também temos um exemplo de uma
funcao nao injetora em que o grau de uma de suas componentes é 10. Dessa forma, temos
uma “falha” de 3 para 10 em que nao sabemos se o grau de uma das componentes de F

pertencer ao intervalo (3,10) garante necessariamente a sua injetividade.



Capitulo 4

Conjectura jacobiana reduzida

4.1 Reducao do grau

Consideremos a Conjectura jacobiana (CJ), discutida no dltimo capitulo. No ja citado

trabalho [2], seus autores mostram o

Teorema 4.1. Demonstrar (CJ),, para todos n € N, € equivalente a demonstrar o se-
guinte: Seja H = (hy,...,h,) : K" — K" uma aplicacao polinomial homogénea de grau
3. Entao, para todos n € N, a aplicacao
F(z)=x+ H(z), com detDF(x)=1, Yz € K", (4.1.1)

¢ injetora
Ao problema de mostrar que aplicagoes da forma (4.1.1) s@o injetoras damos o nome de
Congectura jacobiana reduzida.

A ideia bésica para demonstrar o Teorema 4.1 é comecar com uma aplicacao polinomial
F : K" — K" tal que det DF = 1 e inserir novas varidveis para definir F' : K"tm — Kntm
que tem a forma (4.1.1) e que é injetora se, e somente se, a F original o é. O nimero
m depende de n e do grau de F', e é por isso que devemos mostrar a injetividade de F
como em (4.1.1) para todas as dimensoes. Podemos ir ainda mais além nas simplificagoes
de (CJ),,, para todos n € N. O “survey” [11], de Ludwik M. Druzkowski, nos informa

que para verificar a Conjectura jacobiana reduzida, basta faze-lo para aplicagoes do tipo

lineares ciibicas, isto ¢, que sao do tipo (4.1.1), com?

hj(z) = (Z aj»xZ) :

Aqui, novamente “paga-se o pre¢o” da introducao de mais variaveis. No mesmo trabalho,

o autor nos informa dos esforcos de Engelbert Hubbers, que, em sua tese de doutoramento,

LA demonstragao para tal redugao encontra-se em trabalhos do préprio autor, citados em [11], mas
nao aqui.
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mostrou a injetividade das aplicagoes lineares cibicas para n = 1,...,7. Nao considera-
remos esta tultima forma de ver o problema. Ficaremos com a formulacao mais geral da
Conjectura jacobiana reduzida dada por (4.1.1). Na seccao seguinte, apresentaremos uma
possivel nova ideia para lidar com o problema. A viabilidade dessa ideia para o caso de n
qualquer é deixada como um problema em aberto. Na Seccao 4.3, trataremos do caso de

n = 3.

4.2 Uma ideia para a Conjectura jacobiana reduzida

Apresentamos aqui, como dito acima, uma possivel nova forma de lidar com a conjectura
jacobiana reduzida. Introduzimos os campos vetoriais Vg, considerados no Capitulo 1 na
analise desse problema. Preocupamo-nos, nesta sec¢ao, mais com a discussao informal
desta nova ideia, procurando apenas motivar um tratamento mais analitico do problema
da conjectura jacobiana reduzida. Na tltima seccao, apresentaremos o caso de R? para
ilustrar o funcionamento de nossa técnica. A motivacao para as ideias aqui discutidas
vem do trabalho [1], em que Kiyoshi Baba e Yoshikazu Nakai mostram, entre outras
coisas, que, no caso de n = 2, a hipétese (4.1.1) garante que hy = ahy, com o € R
(se hy nao for identicamente nulo). Dali, considerando T'(x) = (z1,22 — axy), temos
que F =ToFoT ! = (xl + h, xg), com h; um polinémio homogéneo de grau 3 e
det DF = 1. E evidente que F é injetora. Quando estudamos tal trabalho, observamos
que, diferentemente da técnica usada por Baba e Nakai, poderiamos utilizar o conhecido
Teorema de Baouendi-Tréves® (Teorema 4.2 abaixo) para mostrar o mesmo resultado,
com a vantagem de nosso argumento possivelmente se aplicar para dimensoes maiores (a
argumentacao em [1] é estritamente bidimensional). Eis a versao do Teorema de Baouendi-

Tréves que utilizaremos:

Teorema 4.2. Dados um campo de vetores de classe C*, X : C* (R") — C*> (R"), que
nao se anula em uma vizinhanca de um ponto xo € R™, e n — 1 funcgoes de classe C,
J1y - gn-1 tais que o conjunto {Vgi(zo),...Vgn_1(xo)} € linearmente independente. Se
Xg; = 0, para todos i = 1,...,n — 1, entao para toda funcao de classe C*°, f, tal que
X f =0, existem uma vizinhanca de xo, U, e uma funcao de classe C*°, G : A C R*! —
R, tais que f(x) = G(gl(x), o ,gn_l(x)), Ve e U, em que A é um conjunto aberto.

Mais ainda, G € dada como um limite uniforme de polinomios.

Vejamos a demonstracao do resultado acima discutido via Teorema 4.2:
Suponhamos que hy nao é identicamente nulo. A hipé6tese (4.1.1) garante que Hp hy =

0 (em que Hp, é o campo hamiltoniano associado a hy). Como o campo Hp, nao é

2Uma referéncia é o livro [4], de Shiferaw Berhanu, Paulo D. Cordaro e Jorge Hounie.
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identicamente nulo e Hy, hy = 0, segue do Teorema 4.2 que em uma vizinhanga de um
ponto em que Hy, nao é nulo, hy = f(hy), para uma funcao f : I — R definida em um
certo intervalo. Como h; e hy sao funcoes homogeneas de grau 3, segue que f é uma
fungao homogénea de grau 1, e, portanto, é do tipo f(t) = at, para um « € R. Logo,
ho = ahy em uma vizinhanca de um ponto e, como sao funcoes polinomiais, tal relacao
vale em R? (veja o Lema 4.6).

Dada a simplicidade do argumento acima, é natural nos perguntarmos se esse nao seria o

caso geral. Conjecturamos, portanto, o seguinte:

Dada uma aplicacao F' como em (4.1.1), sempre é verdade que h; = Z%l a;h;,
i#]

para algum j € {1,2,...,n}.

Em sendo essa conjectura verdadeira, consideremos as seguintes transformacoes lineares

invertiveis:

T(ZL’) —(Il, e Xj—1, L5 — Z Qi Tjq1y - - 71‘”) (S (421)
i=1
i7#j

L(‘CE) :(xlw"7xj—17$n,xj+1,---,xj>- (422)

E facil ver que, se G = LTFT'L!, entdao G(z) = x + (h1(), ..., ha—1(2),0), com h;’s
polinomios homogéneos de grau 3 e det DG = 1. Assim, bastaria demonstrarmos que
fungdes do tipo de G sao injetoras. Vejamos onde reside a dificuldade de se obter tal
resultado:
Fixemos n € N e suponhamos que hq,...,h,_1 sao linearmente independentes, isto é,
que um nao é combinacao linear dos outros. Sendo assim, podemos demonstrar que
Vhy,...,Vh,_ ;1 sao linearmente independentes (isso nao é dificil, veja o Lema 4.5 abaixo,
que demonstra essa afirmacao no caso n = 3. O caso geral tem demonstracao analoga). E
facil ver que a hipétese (4.1.1) garante que Vy ,(h,) = det DH = 0. Como Vy,,(h;) = 0,
para todos j = 1,...,n — 1, segue do Teorema de Baouendi-Tréves que existe G : A C
R* ! — R tal que h, = G (hy,...,h, 1). Chegaremos ao nosso objetivo se mostrarmos
que G ¢ uma fungio linear (pois daf h, = >.7~ a;h; vale em R™ pelo Lema 4.6). E
justamente nessa passagem que esta a dificuldade: como garantir que G ¢é linear? Na
seccao seguinte, mostramos a linearidade de G no caso de n = 3.
Assim, se a conjectura acima for verdadeira, obtemos, a menos de conjugacao com a
transformagao (4.2.1),

F=x+(hy,...,h,—1,0).

A ideia seria continuar a simplificagao de F' usando o Teorema 4.2 novamente: da hipotese
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det DF' = 1, obtemos que

Vhy
det : = 0.
th,1
0,...,1)
Definindo H = (hiy...,hy_1,22), obtemos da n-linearidade da funcao determinante
que Vg, ;hn_1 = 0. Aplicando Baouendi-Tréves como antes, obtemos que h,_; =
G(hy, ..., hy_1,23). Dai, como antes, se formos aptos a mostrar a linearidade da aplicagao

G, teremos hy,_1 = > 12 a;h; + a3, Conjugando com a aplicagao (4.2.1), obtemos
F(x)=a+ (h1,..., hy_s,a,2>,0).

Continuando o processo acima de maneira indutiva, obteremos, a menos de conjugacao

com uma aplicagao linear invertivel,
F(l’) =x+ (hl,...hn_l,O),

Ccom
n
= Al =1 —1
- 1Y j_ 7"'an )
=741

em que o) € R. Nao é dificil de ver que uma F' assim é injetora.

4.3 Conjectura jacobiana reduzida em R?

O Teorema seguinte é a conjectura apresentada na seccao anterior para o caso R3. De-
monstra-lo-emos como consequéncia do Teorema de Baouendi-Tréves e de uma série de

Lemas e Proposicoes.

Teorema 4.3. Seja F : R® — R* da forma F(z) = z + (hi(2), ha(z), hs(z)), com
hi,he,hs : R — R polinémios homogéneos de grau 3, tal que det DF = 1. Entdo
existe uma transformagdao linear invertivel T : R3 — R3 tal que TFT (z) =

(k:l(x), ko (x), O), com ki, ko polinomios homogéneos de grau 3.
Tal Teorema ja garante a injetividade de F' se o combinarmos com a seguinte

Proposicao 4.4. Seja F : R? — R3 uma aplicagdo polinomial de grau 3 tal que Fs(x) =
x3. Sedet DF # 0, entao F € injetora.

Demonstragdo. Basta mostrar que, para cada z3 € R fixo, a aplicacio F,, : R? — R?
definida por F,,(z1,xs) = (Fl(xl,xg,xg;),Fg(xl,xg,xg)) é injetora. Notemos que F, é
uma aplicacao polinomial de grau 3, e que det DF,, = det DF # 0. Logo, do Teorema

3.7, segue que F,, € injetora. O
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Iniciemos a demonstracao do Teorema 4.3 com os dois lemas seguintes. O primeiro deles
¢ um resultado geral para fungoes homogéneas, ja o segundo é uma propriedade de po-
linomios bastante til que nos permite passar de propriedades locais para propriedades
globais. Utilizaremos nesta sec¢ao, com o intuito de simplificar a notagao, o simbolo f,,

no lugar de 0;f.

Lema 4.5. Sejam u,v : R®> — R fungoes homogéneas de grau k # 0. Entao Vu(zx) e
Vu(zx) sdo linearmente dependentes em um aberto conexo U C R3 em que u nunca se

anule, se, e somente se, eziste a € R tal que u(z) = av(z), Vo € U.

Demonstragao. (<) é trivial. Para demonstrar (=), consideremos

M, = Ugy  Ugy M, = Ugy  Ugsy My = Ugy Uy
) ) *
Vgy Uy Ugy Vg Ugy  Uag

Com a notagao |M| = det M, onde M ¢é alguma matriz quadrada, temos que |M;| =

|Ms| = |M3] =0 em U. Tomemos u = 1/u. Temos da equagao de Euler que
—ku = 21Uy, + Toly, + T3Uy, € kU = 10y + ToUsy + T3Usy.
Dai, substituindo u e v em u,,v + uv,, = (uv)xl, obtemos que

—1
o = W(mg | M| + z3 |M2|) =0 em U.

(uv)
Analogamente, (uv),, = (uv),, = 0 em U, seguindo que v = au em U, para algum

o € R. O]

Lema 4.6. Sejam p,q : R" — R polinomios tais que p(x) = q(x), Yr € U, com U C R"
um congunto aberto. Entao p(x) = q(x), Yo € R".

Demonstracao. Formula de Taylor. O]

Consideremos, assim, F'(z) = x+ (hi(x), ha(2), hs(z)). Lembremos que basta mostrarmos
que existem oy e ap constantes tais que hy = a1hy + ashs (pois dai conjugamos com uma
aplicagao como em (4.2.1), finalizando a demonstragao). Podemos supor que os h;’s nao
sao identicamente nulos (pois sendo ja terfamos alcangado o objetivo, a menos de trocar
hy ou hy por hz). Além disso, podemos supor que hy nao é nenhum multiplo de Ay, isto
é, que nao existe a € R tal que hy = ahy (pois sendo novamente ja teriamos o resultado).
Consideremos, agora, o campo de vetores Vg 3 conforme notagao estabelecida em (1.1.1).

Temos que Vy3(h;) =0 para i =1 e 2. Como det DF =1+ py + p4 + ps, onde

P2 :hlacl + h2$2 + h3:v37
P4 :hlxthxQ - hlethl + thgthg - h213h312 + hlxlthg - h113h3x1 €
ps =det D(hy, hy, hs)
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sao polinomios homogéneos de graus 2, 4 e 6, respectivamente, devemos necessariamente
ter po = py = pg = 0. Desde que pg = Vg 3(hs), e o campo Vg3 ndo pode se anular
identicamente (pois isso implicaria que |M;| = |My| = |M3| = 0 — conforme a notagao
da demonstracao do Lema 4.5, com u = h; e v = hy —, seguindo que Vh; e Vhy sao
linearmente dependentes), o Lema 4.5 e o Teorema 4.2 garantem que existe G : A C
R? — R, de classe C*, tal que h3(x) = G (hi(z), ha(z)), em uma vizinhanca de algum
ponto xy. Da homogeneidade de hy, hy e hg, segue que G é homogénea de grau 1, seguindo
da equacao de Euler que existe f : I — R de classe C*° definida em algum intervalo aberto
I, tal que
hs(z) = hy(z)f (t), com t = M

em alguma vizinhanga de zy. Obteremos o Teorema 4.3 se mostrarmos que f é uma
funcao afim, pois dai hg é combinacao linear de hy e hs.
De py = py = 0, é facil ver que chegamos as duas equagoes abaixo (para todo x em

uma vizinhanga de x(), onde usamos a notagao da demonstracao do Lema 4.5 com u = hy

ev = hgl
Mgy + hogy + higy f(t) + (Rog, — hig,t) f/(t) =0 e (4.3.1)
| M| — |Ms| f(t) + (| M| + [Ms|t) f'(t) = 0. (4.3.2)
Observagao 9. Notemos da ultima equacdo que nao podemos ter |My| = |M3| = 0.
Pois senao |M;| = 0, seguindo que Vh; e Vhy sdo linearmente dependentes (como ja

mencionado acima).

Observemos que as equagoes (4.3.1) e (4.3.2) podem ser escritas na forma matricial AY =

D, com

hy Ry, — hig,t f(t) ) ( —~hiy, — ho )
A= 3 x3 z3 LY = e D= z1 T2 )
( — [ Ms| [ M| + | Mzt ) ( f'(t) —[ M|
Lema 4.7. det A # 0 em uma vizinhan¢a de xy.

Demonstragao. Temos que det A = hy,,|Ms| + ho,,|Ms|. Suponhamos, por absurdo que
tal determinante seja nulo. Afirmamos que hi,, € nao nulo. De fato, se h;,, = 0, entao
howy|Ms| = 0. Como hs,, # 0 (pois sendo, da definicao de |M;|, |My| = |Ms| = 0, o
que nao pode ocorrer segundo a Observagao 9), seguiria que |M3| = 0 e, portanto, que
hi,, = 0. Dai, as equacoes (4.3.1) e (4.3.2) nos garantiriam que hy,, = 0. Mas em sendo
assim, teriamos que h; = 0, o que nao é verdade.

Assim,

|M2‘ - _hQ:zg/hlxg,’M?)l; (433)
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o que, substituindo em (4.3.2), d& que

| My | — | Ms|f(t) -

Substituindo (4.3.1) nessa tltima equacdo, obtemos que Ay, | M|+ (hiy, + by, )| Ms| = 0,
que pode ser escrito como
Ry | Ma| 4 hoyy |M3| = 0.

Substituindo (4.3.3) nessa ultima identidade, obtemos que |M3|*> = 0. Dai, de (4.3.3),
segue que | M| = 0, o que d4 um absurdo com a Observagao 9. Logo det A # 0. m

Pelo lema, entao, podemos inverter a matriz A, chegando a seguinte relacao:

( () ) _ 1 ( | Ms| + [Ms[t gyt — hay, ) ( —higy = hag, > (4.3.4)
f(t) det A | M| hia, —| M ' -

Fazendo a multiplicacao do lado direito de (4.3.4) e definindo

a :hlz1|M2’ + h2x1’M3‘7
b :h112|M2’ + h2x2’M3‘ €

¢ =higy | Ma| + hoy, | Ms, (4.3.5)
obtemos que
b
ﬂw:—j—%e
b
Fit) =—-.

Portanto, alcangaremos o objetivo de mostrar que f é afim se mostrarmos que b/c e a/c
sao constantes. Derivando a primeira equacao acima em x;, e substituindo a segunda no

resultado, chegamos as seguintes equacoes:
(cby, — bey, )t + (cay, —acy,) =0, para i=1,2,3. (4.3.6)
Antes de continuar, faremos uma reducao baseada na seguinte

Proposicao 4.8. Dado um polindmio homogéneo de grau 3, h : R® — R, temos que, a

menos de uma mudanca de varidvel linear T : R — R3, tal que
T(x) = (1, To(x), Ts(x)),

h tem uma das formas abaizo. Mais precisamente, existe uma transformacao como acima
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tal que h o T~' tem uma das sequintes formas:

(I)  22x3+ 922 + g (11, 22) (VI) 2iws+ 2373+ g (21, 79)
(I1)  zox3 + g (71, 13) (VII) a3xs+ g (21, 20)
(II1) P23+ 2523 + g (71, 72) (VIII) zyx013+ g (21, 29)
(IV) Brix2+ g (x1, 1) (IX) 22z3+ g (11, 22)

(V) —afws + 2323 + g (21, 22) (X)  g(z1,22),

com g (r1,%2) = @127 + axx3 + ayiTs + agria; e |6 = 1.

Demonstracao. A demonstragao é similar a demonstracao do Lema 2.2 e encontra-se no

Apéndice A. m

Proposicao 4.9. Se o Teorema 4.3 vale quando hy € um dos polinomios da Proposi¢cao

4.8, entao ele vale em geral.

Demonstracdao. Seja F' como nas hipéteses do Teorema 4.3, e consideremos a trans-
formacao T dada na Proposicao 4.8. Temos que hy = hy o T~! é de um dos dez tipos
daquela Proposicao e G = ToFoT 1 = z+ (h_l, ko, k‘g), com ko, k3 polinomios homogéneos
de grau 3 e det DG = 1. Dal, pela hipotese, existe uma transformacao linear invertivel
L:R?>— R3tal que LoGo L™ =z+ (I1,l3,0), com Iy, I, polinémios homogéneos de
grau 3. Logo, (LoT)o Fo(LoT) ' =+ (Iy,1,,0). O

Assim, para concluirmos a demonstragao do Teorema 4.3, basta mostrarmos que a/c e
b/c sdo constantes quando hy for cada um dos polinémios da Proposi¢ao 4.8 e hy for um
polinomio homogéneo de grau 3 satisfazendo as equagoes (4.3.6). Isso é alcancado pela

proposigao seguinte.

Proposicao 4.10. Consideremos hy um dos dez polinomios dados na Proposi¢cao 4.8.
Somente para os polinomios (I1), (VII) e (X) (com certas restrigoes em ay, as, a4 € ag)
existe um polindmio homogéneo de grau 3, hs, tal que ¢ # 0 e valem as equagoes (4.3.6).

Mais ainda, nesses 3 casos, a/c e b/c sao constantes.

Demonstracao. A demonstracao esta no apendice. O
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Apeéendice A

Demonstracao das Proposicoes 4.8 e
4.10

Demonstracao da Proposi¢cao 4.8. A demonstracao segue o cerne da demonstracao do
Lema 2.2, com as modificacoes adequadas:

Consideremos h = a123 + asx3 + azws + a,23wy + asrizs + agr123 + arwixs + agr s +
ag.l’gl’% + aypr1ror3. Podemos assumir que as = 0; caso contrario, se as # 0, consideremos
um r # 0 dado por

as + arr + a9r2 + a3r3 = 0.

Dai, é facil ver que a mudancga de variaveis (y1, v, y3) = T(x1, T2, x3) = (21,23 — 122, T3)
é tal que h o T~!(y) é um polindmio em que o coeficiente de y3 ¢ nulo. Se ay = 0 acima,
entao uma transformacao do tipo y; = x1, y2 = x3, y3 = x5 leva hy em um polindémio sem

o termo 3. Estamos, pois, aptos a supor que
2 2 2 2
h = aszixs + arxses + agr1x5 + agraxs + ajgr1T223 + g1, T2), (A.0.1)

com ¢(x1,23) um polinémio homogéneo de grau 3 nas variaveis x; e 5.

Se ag # 0em (A.0.1), amudanca y; = xq, yo = x2+aga§1x1, y3 = x3 leva h a um polindmio
do tipo (utilizando as mesmas varidveis) asx?xs + a723w3 + agToi + a10r1 2273 + g(T1, T2),
com ag # 0. Agora, a mudanca y; = X1, Yo = T, Y3 = A10T1 + a7 + 2a9x3 transforma
este ultimo em um polindémio (novamente denotado com as mesmas varidveis) do tipo
asrirs + agreri + g(x1,T3), com ag nao nulo, que, com a mudanga y; = 1, Yo = agTa,
Y3 = x3 é transformado em um polinémio do tipo asz?rs + rox% + g(71,72). Se a5 # 0, a
mudanca y; = 71, Y2 = a5 °T2, Y3 = asr3 termina de transformar i em um polindémio do
tipo (/). Se az = 0, temos o tipo (I7).

Se, por outro lado, ag = 0 em (A.0.1), temos o polinomio
h = asxiT3 + a77513 + agT1 T3 + a10T1T973 + g(T1, T2). (A.0.2)

Se ag # 0 em (A.0.2), a mudanca y, = 1, Yo = T2, Y3 = a5T1 + a19Te + 2agx3 leva h a um

polindomio (denotado com as mesmas variaveis) do tipo h = arz3zs + agr173 + g(x1, T2),
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com ag # 0. Se a; # 0, a mudanca y; = x1, yo = To, Y3 = ayx3 simplifica para
h = z3r3 + agz173 + g(x1,72), com ag # 0. Se ag > 0, entao a mudanga y; = xq, Yo =
a§1/4x2, Y3 = aé/zxg transforma h em (com as mesmas varidveis) r3z3 + 123 + g(x1, T2).
J& se ag < 0, a transformacio y, = x1, yo = (—ag) V*wy, ys = (—ag)/?x3 leva h em
r3rs — 1175 + g(x1,72). Estes dois tltimos polinémios dao os dois casos inseridos em
(II1). Se a; = 0, entdo, agindo como acima com relacao a ag, chegamos aos dois casos
do item (IV).

Por outro lado, se ag = 0 em (A.0.2), ficamos com
h = asx3xs + arxaxs + ay0r1Tews + g1, 12). (A.0.3)

Se a7 # 0 em (A.0.3), tomemos k = a3, — 4asar. Se k # 0, consideremos a mudanca y; =
x1, yo = |k|7V? (2a725 + a1071), Y3 = 3. Esta transforma h no polindémio —k/(4a7)x3zs+
K]/ (4ar)aszs + g(a1,2), que, com a mudanga gy = 21, go = 72, g5 = |K|/(dar)as fica
h = —k/|k|x?z3 + z3x3 + g(x1, 22), que d4 o tipo V ou o tipo VI, conforme k é positivo
ou negativo. Se, por outro lado, k = 0, a transformacao y; = x1, y2 = T2 + (2a7) taiezy,
Y3 = 3 leva h no polindémio ayx3w3+g(x1, 22), com ay # 0. Dai, absorvendo a; na varidvel
x3, obtemos o tipo (VII).

Se, agora, a; = 0 em (A.0.3), temos o polindémio
h = asxiws + a10r12023 + g(21, T3).

Se al0 # 0, a transformacao y; = x1, Y2 = asr1 + a1922, Y3 = 3 leva h em um polindmio
do tipo (VIII). Se ajp = 0 e a5 # 0, podemos absorver as na varidvel x3 para obter o
caso (IX). Se, por fim ayg = a5 = 0, obtemos (X). O

Demonstragao da Proposi¢ao 4.10. Transformemos, primeiramente, as equagoes (4.3.6)
em equagoes polinomiais (multiplicando-as por h;). Para posterior mencao, enunciemo-
las aqui:

(cby, — bcg,) ho + (cay, — acy,) hy =0

(cbyy — bCyy) ho + (cay, — acy,) hy =0

(€byy — bCyy) ho + (cay, — acy,) hy =0. (A.0.4)

Dai, imponhamos tais equacoes para hy, quando h; for cada caso da Proposicao 4.8 e para

o polinomio genérico
ho = b2 + borh + b3l 4 bawi s + bsatws + bex1 @3 + brasas + bsw @ + boraxs +b

2 = 0127 + b2y + 035 + 0472 + 052723 + D125 + 07X5T3 + 08T 1 X5 + DgX 23 + 0101 X2 3.
Para verificarmos as equagoes A.0.4, devemos escrevé-las da forma

> caritagiagt =0, (A.0.5)

«
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e zerar todos os coeficientes ¢, (tais coeficientes dependem, obviamente, dos coeficientes
de hy e hy). Como tais polindmios tém grau 14, é dificil de lidar manualmente com eles.
Faremos uso do software Maple V para nos auxiliar com as simplificagoes algébricas na
escrita dos polinomios em (A.0.4) na forma (A.0.5). Abaixo, descrevemos cada passo dos
célculos feitos com o Maple V| primeiramente mostrando que os casos (I), (III), (IV),
(V), (VI), (VIII) e (IX) nao satisfazem as equagoes (A.0.4) juntamente com a hipdtese
de ¢ # 0, e, depois, que tais hipéteses podem ser satisfeitas nos casos (II), (VII) e (X).
Para simplificar a notacao, escreveremos (i, 7, k);, com i, j,k € {n e N | i+ j+k =14} e
l € {1,2,3}, para denotar o coeficiente c(; j ») no polinomio que aparece na [-ésima equagao

de (A.0.4). Como vimos, todos tais coeficientes devem ser nulos. Coloquemos
By — ai2d 3 2 2 2 2 2 2
1= 1] + a5 + a4T7%0 + a52]x3 + AgX1X5 + ArLyx3 + AgT1 X3 + AgXoX3 + A1pT1T2L3.

No caso (I), isto é, quando a5 = ag = 1 e a; = ag = a9 = 0, primeiramente suponhamos
bs # 0. Dai, (0,0,14); = 0 garante que by = (2bgbg — 6b3)/(3b3), (0,0,14)y = 0 d& que
bs = 3bzb; — b3, enquanto que (0,1,13); = 0 garante que by = (bgby — 3agbs — 1)/(9b3).
Agora, (1,0,13); = 0, (0,1,13); = 0, (1,0,13) = 0, (0,2,12); = 0 e (4,0,10); = 0 do,
respectivamente e em sequéncia, que by = (3b3br+bsbg—9a,b3—b3)/(3b3), by = 3bsb2—byb2—
3a4bs — 3bzbg — by, bg = (3bzbrbg — 3b3bg — Yasbi —b3)/(903), by = (b3 —3a1b3)/(3bs3) e a; = 0.
Mas dai, (1,1,12); =0 e (3,0,11); = 0 dao, respectivamente, by = —2 e by = —4/3, um
absurdo. Assim, devemos ter b3 = 0. Obtemos de (0,3,11); = 0 que bg = 0 e de
(4,2,8)3 = 0 que (bs — bg)bg = 0. Suponhamos que by # 0. Dai b5 = by, e (3,3,8); =0
e (0,6,8); = 0 dao, respectivamente, bjg = 0 e by = 0. Mais ainda, (0,8,6); = 0,
(2,6,6); = 0 e (4,4,6); = 0 nos levam, respectivamente, a bg = agby + 3azbs — 3babo,
by = asbg + 3byb: — 3asby e by = aiby + asby — boby. Mas dai, obtemos que ¢ = 0.
Suponhamos, pois, by = bg = by = 0. Dali, de (3,3,8); =0, (1,6,7)3 =0, (4,4,6); = 0,
(12,2,0); =0, (6,4,4); =0e (6,5,3); = 0, obtemos, respectivamente, que bs = 0, bjo = 0,
by =0,b, =0,b; =0e bg = 0. Mas dai, c = 0. Portanto, o caso (I) nao satisfaz ¢ # 0
e as equagoes (A.0.4). Nas andlises seguintes, para simplificar a notagao, escreveremos
(1,7, k); no lugar de (i, j, k), = 0.

Para o caso (II1), a5 = ag = a19 = 0, a7 = 1 e |ag| = 1. Temos de (0,1, 13); que by = 0, e,
de (0,4,10); e (1,2,11)1, que by = 0. Agora, de (0,6,8);, (0,8,6)1, (0,10,4)1, (2,6,6); e
(2,8,4);, obtemos, respectivamente, by = bg/as, bjg = 0, bg = (3asb’+agagbs—33agbabs) /a3,
bs = 0 e by = (asa2bs + 3aghob — 3asb3)/ai. Mais ainda, de ¢ # 0 e (2,11,1);, obtemos
que by = agbs/ag. Mas dai (4,6,4); leva a ¢ =0.

Analisemos o caso (IV), isto é, quando a5 = a; = ag = a190 = 0 e |ag| = 1. Primeiramente,
suponhamos b3 # 0. Da sequéncia (0,2,12)q, (1,0,13), (1,1,12)q, (1,2,11), (1,3,10)q,
(3,1,10)s, (2,0,12)1, (4,0,10)3, (5,0,9)1, (4,1,9)s, (8,0,6)s, (8,2,4)s, (4,3,7)s, obtemos
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a sequéncia as = 0, by = ag, ag = 2asb7/(3b3), by = 2asb7/(3b3), by = 0, ay = 2asgbip/(3bs),
bs = 0, by = (9a1bg — 4agbs)/(3b3), bs = 0, a; = b},/(12ag), by = 0, byg = 0, bg = 0.
Seguindo que ¢ = 0. Se b3 = 0, (3,0,11)y d& que bgby = 0. Suponhamos primeiro que
by # 0. Dai bg = 0, e a sequéncia (2,1,11)q, (1,4,9)2, (4,0,10)s, (4,1,9)1, (2,2,10),
(3,2,9)1, (2,3,9)1, (1,3,10)1, (1,4,9); fabrica a sequéncia by = ag, as = 0, b5 = 0, by = 0,
bip =0, a; = by, agy = bg, by = 0, ag = by. Mas isso leva a ¢ = 0. Assim, podemos supor
que by = by = 0. De (1,5,8)1, (3,2,9)1, (6,0,8)3 e (3,4,7);, obtemos, respectivamente,
que by = by = bs = 0 e bg = (agagbs + 3axb? — 3agbsbs)/a?. De (4,5,5);, obtemos
(adby + asb3 — asalbs — 3aghsb?)as = 0. Dai, analisando (6,3,5); e ¢ # 0, obtemos que
as = 0. De (6,4,4)3, temos (aqagbg — aby + 3b2b2)by = 0; e uma rdpida analisada em
(4,7,3); e em ¢ # 0 nos garante by = 0. Ainda, (5,4,5); da que (agby — asbs)ag = 0,
seguindo de (7,2,5); e ¢ # 0 que ag = 0. De (6,3,5)1, segue (asbg — agbs)ay = 0, e,
dai, (9,0,5)2 e ¢ # 0 dao que a4 = 0. Agora, (10,1,3); leva a by = 0, e (8,0,6)3 da que
a1bg — agby = 0, seguindo que ¢ = 0.

Passemos aos casos (V) e (VI) analisados ao mesmo tempo. Isto é, consideremos |as| = 1,
a7 =1 e ag = ag = a;p = 0. Suponhamos primeiramente b3 # 0. Temos que a sequéncia
(1,2,11)5, (0,3,11)3, (0,4,10)5, (1,3,10)s, (0,6,8)s, (0,4,10)1, (0,5,9)1, (1,2,11); leva
& sequéncia byg = (2bgbg — 6asbs)/(3bs), by = b2/(3bs), by = (b3 + 3bsbg — Yaeb)/(27b3),
be = (bsbs — 3asbsbg — 9asb3)/(903), az = (dasby — 3asbs)/(9asbs), bs = b2/(3b3), by =
(b2bg — 3asbsbs — Yasaeh?)/(9b3), bs = (9a1bz — 3asaghs)/(2as). Mas dai, (1,3,10); leva
ao absurdo asbs = 0. Se by = 0, (0,5,9)2 e (0,7,7); levam, respectivamente, a by = bg =
0. Combinando (0,10,4)s e (1,9,4)2, obtemos by = 0. Agora, a sequéncia (0,12,2),
(2,8,4)1, (2,10,2)1, (4,8,2); leva a sequéncia bg = 3asb2 + aghy — 3babyr, by = asby, by =
asby + 3bob2 — 3aghd, by = (a1 + agb? — byb?)by, levando a ¢ = 0.

Analisemos o caso (VIII), isto é, quando temos a; = ar = ag = ag = 0 e a;g = 1.
Primeiramente, vamos supor as # 0 # bs. Da sequéncia (0,4,10), (0,5,9)3 (0,6,8)3,
(2,1,11); obtemos a sequéncia by = 2bgbg/(3b3), by = (2b3 — 3b3)/(6b3), by = (2b3 —
3b3bg — 18agh3)/(54b%), bg = (2bgb3 + 3bzbs — 18a4b3)/(18b3). Mas daf (0,5,9); d4 que
asbs = 0, um absurdo. Suponhamos agora que ay # 0 = bs. De (0,8,6)3 e (6, 1,7)3 segue,
respectivamente, que by = bg = 0. Uma andlise em (0,13, 1)3 nos permite concluir que
b; = 0, e, consequentemente, (5,5,4); e (7,5,2); nos dao que bs = 0 e by = (agbio + 3a; —
by)b1o/3. Mais ainda, (7,6,1); garante que (agh?, + asbio — bgbig — ba)bro. Se big # 0,
isolemos by na ultima equagao, e, olhando para (8,6,0); e ¢ # 0, teremos que bg = agbio,
dando um absurdo com (5,7,2)y e ¢ # 0. Se, agora, byjg = 0, (6,7,1)3 e (4,9,1)3 dao que
by = bg = 0, levando a ¢ = 0. Suponhamos, entao, a; = 0. Segue de (1, 3,10); que b3 = 0.
Além disso, (1,6,7); e (6,1,7)3 garantem que by = by = 0. Agora, (10,0,4)s, (10,1,3)3
e (1,9,4); dao que bs = 0. Continuando, (5,6,3)3 da que bzbjp = 0. Se by # 0, entao
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by =0,e(9,4,1)3, (3,9,2); e (6,7,1)3 dao, nessa ordem, que by = (asbig + 3a; — by)b10/3,
b = (ag — 3b2)b1o € by = (ag + 3bab1o)b1o, levando a ¢ = 0. Se, por outro lado, byg = 0,
(7,5,2); levaa by = 0. De (1,9,4); obtemos b7(b;—1) = 0. Suponhamos que b; = 1. Nesse
caso, (2,9,3)1, (3,8,3)1 e (2,11,1)3 dao, nessa ordem, que bg = a4, by = a; e by = ag,
seguindo que ¢ = 0. Supondo, por outro lado, que b; = 0, (5,7,2); e (4,9,1)3 levam a
by = bg = 0, seguindo que ¢ = 0.
No caso (IX), temos a5 = 1, a; = ag = ag = ajp = 0. Suponhamos inicialmente que
as # 0 # bs. Segue da sequéncia (0,4,10)s, (0,5,9)s, (0,8,6)3 a sequéncia by = b3 /(3bs),
ag = (b3 — 27bob2)/(9b2), big = 2bgby/(3b3). Dai, de (0,4,10);, chegamos ao absurdo
asbs = 0. Suponhamos, agora, que as # 0 = bs. De (0,7,7)2, obtemos que by = 0.
Mais ainda, de (0,13,1)3 e (0,11, 3);, obtemos que b; = 0. Por fim, a sequéncia (2,7,5);,
(2,11,1)1, (7,7,0)3, (9,5,0)3 leva na sequéncia bg = 0, byg = 0, bg = (3agbs + ag — 3b2)bs,
by = (as + 3babs — 3axb?)bs, e (11,3,0)3 d4 ¢ = 0. Suponhamos, ainda, ay = 0 # bs.
Segue de (1,7,6); que ag = 0. De (4,0,10)2, temos que (3asbs — by)(3bzby — b3) = 0.
Suponhamos primeiramente que 3asbs — by # 0. Logo by = b3/(3b3), e a sequéncia
(5,0,9)3, (4,1,9)2, (5,0,9)2 dd a sequéncia byg = (2bgby — 6b3)/(3b3), by = b3/ (27b3),
be = (bgb2 — 3bzby — 9ayub2)/(9b%). Dai, isolando by em (5,0,9);, obtemos um absurdo
com (5,1,8); e 3asbs — by # 0. Logo, temos by = 3aybs, e (4,3,7)3 leva a by = 3a3bs.
Analisando (4,4,6); e (5,3,6)2, obtemos que by = ajbs. Olhando com cuidado para
(6,0,8)1, obtemos que bjg = 2 + 2a4bs. Dai, (7,0,7)y dé que bg = (2 + aybs)ay, e (7,0,7);
dé que bg = (9a; + 3asbs — 3by)bs. Mas, assim, (7,1,6); leva ao absurdo b3 = 0. Por fim,
quando ay = 0 = b3, temos de (4,2,8)3 que by = 0. De (4,7,3)3 e (1,13,0);, obtemos
que b; = 0. De (6,2,6);, obtemos que agbg = 0. Suponhamos que bg # 0. Dai ag = 0, e
(4,9,1); da que by = 0. De (8,0,6);, temos que (6 + 2a4bs — b1o) (3 + 4dasbs — 2b1g) = 0. Se
3+4asbs—2b1g # 0, byg = 6+2a4bs, e (8,1,5)1 € (9,0,5); dao que bg = (a3b3+6asbs—12)/bg
e ay; = (6bs + agbsbs — bybg) /(6bg), levando ao absurdo de bg = 0, dado por (9,0, 5),. Logo,
bio = (3 + 4dagbs)/2. Dal, bg, by e by isolados, respectivamente, em (9,0,5)s, (10,0,4)3
e (11,0,3)3 levam ao absurdo de 27/8 = 0 dado por (9,1,4),. Assim, podemos voltar e
supor que as = by = bg = by = bg = 0. De (10,0,4)y, temos que bsbyg = 0. Se b5 # 0,
entdao byg = 0, e (9,4,1)3 e (11,2,1)3 levam a bg = (ag — 3b2)bs € by = (a4 + 3babs)bs, 0
que dd um absurdo com (13,0,1)3 e ¢ # 0. Assim, bs =0, e (8,2,4); e (9,2,3)3 dao que
biop = 0 ou 1. Se by = 1, entdo (10, 1,3)1, (9,2,3)1, (8,3,3)1 e (8,3,3)2 levam a b; = 0,
by = ay, bg = a4 e by = ag, respectivamente, o que da ¢ = 0. Logo, bjp = 0. Mas dai
(9,4,1)3, (11,2,1)3 e (13,0,1)3 levam, respectivamente, a bg = by = by = 0, o que da
c=0.

Analisemos o caso (IT), em que a5 = a7 = ag = a;9 = 0 e ag = 1. Suponhamos primei-
ramente que by # 0. A sequéncia (0,1,13)s3, (1,0,13)s, (0,2,12)3, (2,0,12)3, (0,1,13)q,
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(1,0,13), (1,1,12)9, (2,0,12)5 leva na sequéncia by = 3bsby — b2, by = 2bghy/(3b3),
by = (brbg — 3agbs)/(9b3), a1 = (bsbg — 3b3by)/(9b3), bs = 3b3b? — byb3 — 3bzbs — 3aubs,
be = (3b3b7b3 — bg — 9aub2)/(9b2), by = (902b2bg + by — 6Gbsb7b3)/(903), by = (9b3brby +
270303 — bS — 27b2b2b2) /(27h1b2). Dai, uma anéalise em (0,3,11); e em (1,3,10); da que
by = b2/(3bs). Além disso, (1,3,10); e (1,7,6); levam, respectivamente, a ay = ag = 0.
Dali obtemos que b/c = by/(3b3) e a/c = 0. Por outro lado, se b3 = 0, temos de (0,3, 11);
que bg = 0. Analisando (0,6, 8)1, (2,4,8); e (1,6,7);, obtemos que bjg = 0. De (6,1,7)q,
bs =0, e, de (0,5,9)q, bybg = 0. Suponhamos by # 0. Dai b; = 0, e (0,8,6)3 e (2,5,7)2
dao que bg = (3asby + ag — 3ba)bg € by = (ay + 3bybg — 3asb? )by, respectivamente. Agora, a
sequéncia (1,10, 3)1, (4,5,5)1, (5,4,5)1, (7,4,3)1, (4,3,7)2 d4, analisada junto com ¢ # 0,
a sequéncia by = agby, ay = —agby, a; = agh3/3, ag = 0, by = 0. Mas dai chegamos
a c = 0. Logo by = 0. Analisando (0,8,6);, (1,7,6);, (6,6,2)s3, (5,9,0)1, (4,10,0)a,
(3,9,2)1, (0,9,5); e (0,8,6)2 (com algum detalhe a fazer) obtemos b; = 0. De (7,3,4)s,
obtemos b; = 0. Olhando para (4,6,4)3 e (3,6,5);, vemos que by = 0. Dai, (5,7,2)3 e
¢ # 0 garante que a; = 0, seguindo de (0,9,5); e de (1,9,4)3 que bg = 0, o que da ¢ = 0.
No caso (VII), isto é, quando a7 = 1 e a5 = ag = ag = ajp = 0, suponhamos pri-
meiramente by # 0. A sequéncia (0,3,11)s, (0,2,12)q, (0,3,11), (1,2,11);, (0,4,10)s,
(0,6,8)3, (0,4,10)1, (1,4,9)1, (0,5,9)1, (0,6,8)2 nos leva a sequéncia b; = b2/(3b3),
bio = 2bgbg/(3b3), ay = (bgba — Ib3bg)/(9b3), a1 = (bsbg — 3bzby)/(9b3), by = (b3 + 3bsbg —
9agh3)/(27D3), bs = bgb2/(9b3), bs = b2/ (3b3), by = b3 /(27b3), by = b2bg/(903), bs = 3agbs.
Dai, b/c = by /(3b3) e a/c = ag. Agora, se by = 0, a sequéncia (0,5,9)q, (1,6,7)2, (0,10,4),
(3,7,4); leva a sequéncia by = bg = bjg = bs = 0. Dai (0,12,2)s, (2,10,2)5 e (4,8,2),
analisados juntamente com ¢ # 0 dao que by = 0. Entao (7,7,0)s, (4,10,0)3 e (1,13,0)3
levam a by = by = bg = 0, o que leva a ¢ = 0.

Para o caso X, onde teremos as = a; = ag = ag = a9 = 0, vamos supor primeiramente
que ay # 0 # bs. Dai a sequéncia (0,4,10);, (0,4,10)2, (0,5,9)1, (1,4,9)1, (0,5,9),
(0,7,7)1, (0,8,6)q, (0,8,6)1, (1,7,6); leva & sequéncia byg = 2bghg/(3b3), by = b2/(3b3),
be = (bsb§ —9asb3)/(963), a1 = (bsbg —3bsba)/(9b3), bz = (b —9aeb3)/ (27b3), bs = bg/(3bs),
ay = a2/(3az), by = (a3biby — adb3)/(9a3b3), by = (3adbi — agb?)/(81a3b?), e obtemos
b/c =by/(3b3) e a/c = bg/(3bs). Quando ay # 0 = bs, (0,7,7)2 d& que by = 0, e (0,13,1)3
e (2,8,4); dao que by = 0. Mais ainda, (3,7,4)s, (3,11,0)3 e (7,7,0)3 dao, nesta or-
dem, que bg = bjp = b5 = 0. Mas dai chegamos a ¢ = 0. Agora, quando ay = 0 # bs,
obtemos de (1,7,6); que ag = 0. De (4,1,9)3 e ¢ # 0, temos que b; = b3/(3b3). Da
sequéncia (5,0,9)s, (5,0,9)1, (4,2,8)3, (5,1,8)3, obtemos a sequéncia by = 2bgbe/(3b3),
ay = (bsbg — 3b3by)/(903), by = b3 /(27b%), bg = (bgb2 — 9a4b3)/(9b%). Mas dai, de (6,3, 5)s,
segue que ay = 0, levando a ¢ = 0. Por fim, quando ay = 0 = b3, (1,10,3)y, (4,3,7)2 €
¢ # 0 garantem que by = 0. Além disso, (1,13,0)1, (4,8,2)s e ¢ # 0 garantem que by = 0.
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E f4cil também observar que (5,4,5)1 e (6,4,4)3 levam a aghg = 0. Dai, (8,1,5); e ¢ #£ 0
garantem que by = 0. Além disso, (7,6,1)3 d& que agbip = 0 e, dai, (9,3,2)2 e ¢ # 0
garantem que bjp = 0. Mais ainda, (10,4,0)3 e ¢ # 0 garantem que ag = 0, e, finalmente,
(13,1,0)3 d& que a4bs = 0, levando a ¢ = 0. ]
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