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Resumo

Dados (X,0) C (C¥,0) um germe de hipersuperficie quase homogéneo com
singularidade isolada e f : (C¥,0) — C um germe de funcao finitamente determi-
nado com respeito a X, mostramos que ugr(f, X) = u(f) + u(X, f), onde u(f) e
w(X, f) denotam o namero de Milnor de f e da fibra X N f~1(0), respectivamente,
e upr(f,X) é o numero de Bruce-Roberts de f com respeito a X. Mostramos que
a variedade logaritmica caracteristica LC'(X) é Cohen-Macaulay e obtemos relagoes
entre o nimero de Bruce-Roberts e a obstrucao de Euler.

Dado F : (CV,0) = M,,,,(C) um germe de funciao holomorfa, seja (X,0) a
singularidade determinantal isolada dada por X = F~'(M;, ,(C)) onde My, (C) ¢ o
conjunto das matrizes complexas com posto menor que s, com s um namero inteiro
entre 0 e min{m, n} tal que N < (m—s+2)(n—s+2), definimos a caracteristica de
Euler evanescente de (X, 0) e o nimero de Milnor de um germe de fun¢ao holomorfa

com uma singularidade isolada em X, f: (X,0) — C.



Abstract

Given (X,0) C (CV,0) a weighted homogeneous germ of hypersurface with
isolated singularity and f : (C¥,0) — C a germ of function finitely determined
with respect to X, we show that ugr(f,X) = u(f) + p(X, f), where u(f) and
(X, f) denote the Milnor numbers of f and of the fiber X N f~1(0), respectively,
and ppgr(f, X) is the Bruce-Roberts number of f with respect to X. We show that
the logarithmic characteristic subvariety, LC(X), is Cohen-Macaulay and we get
relations between the Bruce-Roberts number and the Euler obstruction.

Given F : (CV,0) — M,,,(C) a holomorphic function germ, let (X,0) be
the isolated determinantal singularity given by X = F~'(Mp . (C)) where M, (C)
is the set of the complex matrices with rank less then s, with s an integer number
between 0 and min{m,n} such that N < (m — s + 2)(n — s + 2), we will define
the vanishing Euler characteristic of (X, 0) and the Milnor number of a holomorphic

function germ with an isolated singularity at X, f: (X,0) — C.
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Introducao

Um importante invariante em Teoria de Singularidades é o nimero de Milnor
(quando definido) de um germe de funcdo ou de variedade analitica com singulari-
dade isolada. Destacamos que este ntimero é um invariante topologico da singulari-
dade em questao, mais precisamente, se dois germes de hipersuperficies complexas
com singularidades isoladas sao homeomorfos, entao possuem o mesmo nimero de
Milnor. Também, segundo [30], para (n # 3), se uma familia de hipersuperficies
tem nimero de Milnor constante entao as hipersuperficies da familia sao topologi-
camente equivalentes. Algumas defini¢oes e propriedades para este nimero podem
ser encontradas no célebre livro de Milnor [36] para germes de fungoes, em [32]
para germes de variedades que sao Intersecao Completa com Singularidade Isolada
(ICIS), em [7] para germes de curvas. A busca por generalizagoes destas definigoes e
propriedades para germes que nao sao curvas ou ICIS é um objetivo atual em teoria
de Singularidades.

Bruce e Roberts, em [6], estendem a defini¢ao de nimero de Milnor, u(f), de
um germe de funcao f : (C",0) — C. Dado um germe de variedade (X, 0) C (C",0),
eles definem o nimero de Milnor de f relativo. Este ntumero, o qual chamamos
de numero de Bruce-Roberts de f com respeito a X, é definido por ugr(f,X) =
dim¢ O,,/df (0x), onde fx é o modulo formado pelos campos de vetores em C™ que
sdo tangentes a X. Se X = () entdo pupr(f, X) = u(f). O numero de Bruce-Roberts
esta relacionado a algumas propriedades geométricas de f e de X. Por exemplo, se
R x é o grupo formado pelos germes de difeomorfismos de C"* em C™ que preservam
X, entao upgr(f, X) é finito se, e somente se, f é finitamente R x-determinado. Nesse
caso, upr(f, X) € igual a codimensdo da orbita de f pela acdo de Rx em O,,. No
mesmo artigo, Bruce e Roberts definem a variedade logaritmica caracteristica de X,
LC(X), e mostram importantes propriedades de ppr(f, X) quando LC(X) é Cohen-
Macaulay. Se X é uma curva plana eles mostram que LC(X) é Cohen-Macaulay,
quando X é uma hipersuperficie o problema esta ainda em aberto.

No capitulo 2 deste trabalho, obtemos, sob as hipoteses de (X,0) C (C™,0)
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ser um germe de hipersuperficie quase homogéneo com singularidade isolada e f :
(C™,0) — C ser um germe de fungao finitamente R y-determinado, uma férmula que
relaciona o niimero de Bruce e Roberts de f com respeito a X ao nimero de Milnor
de f e ao ntimero de Milnor da ICIS X N f~1(0). De fato, mostramos que

upr(f, X) = p(f) + p(X N f710),0).

Ainda neste capitulo, supondo também que o modulo 6 é um modulo livre gerado
por campos vetoriais quase homogéneos e que o germe de funcao f é consistente
com X, exibimos formulas para o calculo de ugg(f, X) em termos dos pesos e das
filtracoes envolvidas. Mostramos que se X é uma hipersuperficie quase homogénea
com singularidade isolada, entao LC(X) é Cohen-Macaulay e, como consequéncia,
por resultado de Grulha em [10], ¢ mostrado uma relagdo entre uggr(f, X), a obs-
trucao de Euler X, e a obstrugao de Euler de f com respeito a X. Estes resultados
estao reunidos no artigo [40].

No capitulo 3, apresentamos os resultados de teoria de Morse. Comegamos
relembrando os célebres resultados demonstrados por Milnor em [35]. Apesar de
ser natural pensar em aplicar teoria de Morse para germes de fungao, nao temos
conhecimento de referéncias que formalizem tais resultados. Entao, recorrendo aos
resultados de Palais e Smale em [43], mostramos que dado um germe de variedade
analitica suave (X, 0) e uma fungao f : X — C com pontos criticos ndo degenerados,
existe um representante X de (X,0) tal que podemos aplicar teoria de Morse a
f: X —=C.

No capitulo 4, trabalhamos com germes de variedades determinantais, isto ¢é,
germes de variedades dados como zeros de menores de matrizes. Esse tipo de germe
aparece com frequéncia em teoria de singularidades, é o caso dos ideais de Fitting e
do conjunto dos pontos singulares de uma aplicacao f : C* — CP. Nesse capitulo,
apresentamos uma classe especial de variedade determinantal, o qual chamamos
variedade determinantal isolada e denotamos por SDI; exibimos uma suavizacao
de uma SDI X através de uma deformagao da aplicacao F que a define. Isto é,
se (X,0) é a SDI dada por F~'(Mg, ) com F : (C,0) = My, ,(C), denotamos
Xa = (F+ A)~'(M;,,) onde (F + A)(x) = F(z) + A, mostramos que existe um
aberto de Zariski W em M,, ,(C) tal que X4 é suave para toda matriz A € W.

No capitulo 5, definimos o ntimero de Milnor de germes de variedade de-
terminantal de codimensdo 2 em C* por u(X,0) = #Xp|x, — u(X N p~1(0),0) com

X; = X4 para alguma matriz A no aberto de Zariski W definido no paragrafo ante-
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rior, p : C* — C uma projegao linear genérica, #p|x, o niimero de pontos criticos
de pem X; e (X Np~1(0),0) o nimero de Milnor da curva (X Np~1(0), 0) como des-
crito em [7]. Recorrendo aos resultados do capitulo 3, mostramos que este ntimero
estd bem definido e exibimos algumas de suas propriedades. Definimos também o
niamero de Milnor de um germe de funcdo f com singularidade isolada em (X, 0).

No capitulo 6, generalizamos os resultados mostrados no capitulo 5 para uma
SDI qualquer. Comecamos pela demonstragao de que existe um aberto de Zariski W
em M,, ,(C) tal que X4 é suave para toda matriz A em W e a caracteristica de Euler
de X4, x(X4), ¢ independente de A € W. Definimos, entao a caracteristica de Euler
evanescente de uma SDI (X,0) por v(X,0) = (—1)4mX(y(X4) — 1). Verificamos
que alguns resultados conhecidos para ICIS continuam verdadeiros para uma SDI
e mostramos que, se dim X = 1, v(X,0) ¢é igual ao nimero de Milnor de (X,0)
definido por Buchweitz e Greuel em [7]. Definimos, também, o namero de Milnor
de um germe de fungdo f com uma singularidade isolada em (X,0) e mostramos
que vale uma férmula como a de Lé Greuel para ICIS, ou seja, mostramos que
V(X,0) = u(f) — v(X N £7(0),0).

Observamos que, de maneira independente, Pereira e Ruas, em [44], e Da-
mon e Pike, em [9], também trabalham com o ntmero de Milnor para germes de

variedades determinantais.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Germes de Funcao e Germes de Variedade

No decorrer deste trabalho, consideramos propriedades locais de funcoes
holomorfas, f : C* — CP, onde C é o corpo dos ntimeros complexos. Para tanto,
estudamos os germes de fungao em um ponto a € C”, ou seja, as classes de equi-
valéncia pela seguinte relagao no conjunto das fungoes diferencidveis de C"* em CP:
f € equivalente a g se existe uma vizinhanca U de a em C" onde f e g coincidem.
Denotamos o germe cujo representante é a funcao f por f : (C" a) — CP e deno-
tamos o conjunto de todos os germes em a de funcao diferenciavel de C" em CP
por Of)n,a)' No caso em que p = 1, escrevemos simplesmente O, ). Se, além disso,
a = 0, escrevemos O,,.

Com as operagoes usuais de soma e multiplicagao das fungoes representante,
On,qa) ¢ um anel comutativo com elemento unidade, noetheriano e local, cujo ideal
maximal, M,,, é o conjunto dos germes que levam a € C™ no zero de C.

Dado um germe f = (fi,..., f,) € OF, denotamos por Jf(z) := (%(m))
a matriz jacobiana de f em z, onde (21, ..., ¥,) é um sistema de coordenadas em C".
Se a matriz J f(x) ndo tem posto maximo, dizemos = é um ponto singular de f. Se
existe uma vizinhanca de x na qual nenhum outro ponto é um ponto singular de f,
entao x é uma singularidade isolada de f.

Trabalhamos, também, com germes de variedade. Consideramos, no con-
junto de todas as variedades analiticas contidas em C", a seguinte relagao de equiva-
léncia: V' e W sao equivalentes se existe uma vizinhanca U de 0 em C" de modo que
UNV =UNW. Os germes de variedade em C" sao as classes de equivaléncia por
essa relagao e denotamos por (X, 0) o germe de variedade cujo representante é X. Se

um germe de variedade analitica (X, 0) é dado como o conjunto dos zeros de apenas
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um germe de funcdo f € O, dizemos que (X,0) é um germe de hipersuperficie.

Dado um ideal I de O, definimos a variedade de I por
v(I) ={xeC": f(x)=0, Vfel}
e, dada qualquer variedade analitica V', definimos o ideal de V' por

iV)={fe€0O,: flx)=0, Vx eV}

1.2 Equivaléncia de Germes

Em Teoria de singularidades, estamos sempre interessados em saber quando
dois germes estao, de alguma forma, relacionados. Nesta segao, definimos as relagoes
as quais nos referimos no decorrer deste trabalho.

Tais equivaléncias podem ser definidas através da acao de certos grupos em

O,,. Sao eles:

e Grupo R: grupo formado pelos difeomorfismos de C". A acao deste grupo
em O, toma ¢ € Re f € O, eleva em fo¢. Dizemos que f e g sao R-
equivalentes, e escrevemos f ~x ¢, se f e g pertencem & mesma 6rbita por

esta acao;

e Grupo Rx: subgrupo de R formado pelos difeomorfismos que preservam X,
onde X é um germe de variedade analitica. A agao desse grupo em O,, é dada
pela restricao da acao de R em O,,. Se f e g pertencem a mesma Orbita por

essa acao, dizemos que f e g sao R y-equivalentes e denotamos f ~z, ¢.

Dado um nimero natural k, dizemos que um germe f € O,, é k-determinado
com respeito a G, onde G é um dos grupos R ou Ry, se g for G-equivalente a f
sempre que o k-jato de g, j*g, for igual ao k-jato de f, j*f. Um germe f é finitamente
G-determinado se for k-determinado com respeito a G para algum ntmero natural
k.

1.3 Algebra Comutativa

Nesta secao trazemos defini¢oes e resultados de algebra utilizados no decor-

rer do trabalho. Para um estudo mais detalhado, recomendamos [33].
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Seja A uma anel local (com ideal maximal M), noetheriano, comutativo
com unidade e M um A-moédulo. O supremo dos comprimentos, r, sobre todas as

cadeias estritamente decrescentes de ideais primos de A
PPODOPD...DF

é chamado de dimensao de Krull, ou simplesmente, dimensao de A, e denotado
por dim A. A dimensao de M, dim M, é definida como sendo a dimensao do anel
A/ann(M), onde ann(M) denota o ideal anulador de M.

Seja k o corpo A/ M. A dimensao embedding de A é a dimensao de M /M?
como um k-espago vetorial. Dizemos que A é um anel local regular se a dimensao
embedding de A é igual a dimensao de Krull de A. Se R é um anel comutativo
qualquer, dizemos que R é um anel regular se a localizacao de R em todo ideal
primo de R é um anel local regular

Um elemento a € A é M-regular se ax # 0 para todo z # 0 em M. Uma
sequéncia ay, ..., a, de elementos de A é uma M-sequéncia, ou uma sequéncia M-

regular, se as duas condicoes a seguir se verificam:
) ) ) -1
1. ay é M-regular, ay ¢ M/a;M-regular, ..., a, ¢ M/ > """ a;M-regular;

2. M/>""  a;M é diferente de zero.

Seja I um ideal de A. Se aq,...,a, sao elementos de I, dizemos que
a,...,a, ¢ uma M-sequéncia maximal em [ se aq,...,a, é uma M-sequéncia e,
para qualquer b € I, aq,...,a,,b nao o é. Definimos a [-profundidade de M, e

denotamos depth(, M), o ntimero de elementos de uma M-sequéncia maximal em
I. Se A élocal com ideal maximal M, definimos a profundidade de M, e denotamos
depth(M), como sendo depth(M, M).

Dizemos que M ¢ um modulo Cohen-Macaulay (e escrevemos CM) se M # 0
e depth(M) = dim M ou se M = 0. Se A é Cohen-Macaulay como um A-modulo,
dizemos que A é um anel Cohen-Macaulay.

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [11], exibe

um exemplo de anel Cohen-Macaulay.

Teorema 1.1. Seja R um anel noetheriano de dimensao d, U uma matriz p X q

com entradas em R e I, o ideal gerado pelos menores de ordem r de U. Entao,

1. dim(R/I,) >d—(p—r+1)(¢g—r+1);
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2. se R é Cohen-Macaulay e dim(R/I,) =d— (p—r+1)(¢—r+1) entio o anel
R/I. é Cohen-Macaulay.

Definimos que um A-moédulo M é simples se nao possui submodulos além

de zero e M. Uma cadeia
M=MyD>M D...OM,

de submodulos de um modulo M é chamada decomposi¢ao em série se M;/M;, 1 é
um moédulo simples para todo ¢, r é chamado o comprimento da se¢ao em série. O
comprimento de uma secao em séries de M é chamado comprimento de M e denotado
por [(M), se M nao tem uma se¢do em série convencionamos que [(M) = oco. Em

geral, se N é um submoédulo de M, temos
I(M)=1I(N)+I(M/N).

Se 0 = My — My — ... — M, é uma sequéncia exata de A-moddulos de compri-

mentos finitos, entao
> M) =0
i=1

Seja I um ideal de definicao de A, isto é, um ideal M-primario. A multi-

plicidade de Samuel de [ é igual a
, d! "
e(l,A) = lzmn%ooﬁl(A/I ),

com d = dim A (ver [33]).

Definicao 1.2. Um syzygy de k elementos, f1,..., fi, de um A-mo6dulo, M, é uma
k-upla, (g1,...,gx) de elementos de A que satisfaz

k
Z gifi = 0.
i1

O conjunto de todos os syzygies de (fi,..., fx) ¢ um submodulo de AF.
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1.4 Deformacgoes e suavizagoes

Consideramos uma singularidade (X,0) C (C",0) definida pelas equagoes

analiticas
filzy, .. xn) = ... = fr(xq,...,2,) = 0.

Sejam Fi, ..., Fx € O,y tais que Fy(x,0) = fi(z), parai=1,... k.

Definigao 1.3. Nesta situagao, seja (X,0) C (C"™1,0) definida por F,..., Fy. A
aplicagao IT : (X,0) — (C,0) é uma deformagao de (X, 0) se O(x,p) ¢ um O;-moddulo
flat via 7*. Se 771(¢) ¢ uma variedade suave para t nao nulo suficientemente pequeno,

dizemos que 7 ¢ uma suavizacao de (X, 0).

Lembramos que 7* : O; — Ox ¢ dada por 7*(g) = g o 7 e é denominada o
pull-back de m e que um O;-moédulo M é flat se, e somente se, ¢t nao é um divisor
de zero de M (ver [26]).

Com o intuito de verificar se uma aplicagao ¢ uma deformacao, ¢ comum

recorrermos ao seguinte teorema.

Teorema 1.4. (/33, teorema 23.1]) Sejam (A, m) e (B,n) anéis noetherianos locais,
¢ : A — B um homomorfismo local e ' = B/mB. Se A é um anel reqular, B ¢
Cohen-Macaulay e

dim B = dim A + dim F,

entao B € flat sobre A.

1.5 Estratificacao de Whitney e Transversalidade

Definicao 1.5. Uma estratificacao de um subconjunto Z de uma variedade diferen-
ciavel M é uma particao localmente finita S de Z por subvariedades diferenciaveis
de M, chamadas de estratos, satisfazendo a condigao de fronteira: se X,Y € S e
XNY #QentaoY C X.

Relacionadas a estraficagoes, temos as condi¢oes de Whitney:

Condigao A de Whitney: O par de estratos (X,Y) satisfaz a condicao A de
Whitney em um ponto y € Y se todo limite de hiperplanos tangentes a X

em y contém o espaco tangente a Y em y.
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Condicao B de Whitney: O par de estratos (X,Y) satisfaz a condigao B de
Whitney em um ponto y € Y se para todas as sequéncias (z;), (y;) em X
e Y respectivamente, ambas convergindo para y, se a sequéncia de espacos
tangentes (7, X) converge para um subespago 1" e se a sequéncia de linhas

secantes ligando z; a y; converge para a linha L, entao L C T.

Definicao 1.6. Uma estratificagao de Whitney de um subconjunto Z de uma va-
riedade diferenciavel M é uma estratificacao S de Z tal que cada par de estratos,

(X,Y), satisfaz as condigdes A e B de Whitney em todo ponto y € Y.

O primeiro Lema de isotopia de Thom mostra que as condi¢oes de Whitney

sao condigoes suficientes para a trivialidade topologica.

Definicao 1.7. Sejam N e P variedades diferenciaveis e A um subconjunto de N,
S uma estratificagao de A e seja f : N — P uma aplicagao diferenciével. Dizemos
que o conjunto (A, S) é trivial sobre P se existem um conjunto estratificado (F,F)
e um homeomorfismo h : A — P x F, com f = mpoh, enviando S na estratificacao
produto P x F.

Teorema 1.8. (Primeiro Lema de Isotopia de Thom, [17]) Sejam N e P
variedades diferencidveis e A um subconjuto localmente fechado de N, S uma estra-
tificacao de Whitney de A, e seja f : N — P uma aplicacao diferencidvel tal que
para cada estrato X € S, f|x € uma submersao e flx~, € propria. Entao (A,S) €
localmente trivial sobre P. Isto €, para cada ponto y € P existe vizinhanga U tal que

(AN f1U),8n 1)) € trivial sobre U.

Lembramos que um subconjunto de um espago topolégico é chamado local-
mente fechado se é igual a interse¢ao de um subconjunto aberto com um subconjunto
fechado do espaco.

Sejam X e Y variedades diferenciaveis, f : X — Y uma aplicacao diferen-
ciavel e W uma subvariedade suave de Y. Dizemos que f intersepta W transversal-

mente em x € X se f(z) nao pertence a W ou se
Ti@Y = TiyW + (df)o(1:X).

Dizemos que f intersepta W transversalmente se f intersepta W transversalmente
em x para todo r em X.
Segundo o Teorema da Transversalidade de Thom (ver [18, Corolario 4.12]),

se X e Y sao variedades suaves com W uma subvariedade de Y, o conjunto das
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aplicacoes suaves de X em Y que interseptam W transversalmente é denso em
C>*(X,Y).

Lema 1.9. ([18], Lema 4.6 - pdgina 53) Sejam X, B e Y wvariedades suaves com
W uma subvariedade de Y. Seja j : B — C®(X,y) wma aplicagcdo e defina ¢ :
X x B =Y por ¢(x,b) = j(b)(x). Supondo que ¢ é suave e que ¢ € transversal a
W, o conjunto {b € B: j(b) é transversal a W} € denso em B.

Lema 1.10. (/3/, Lema 4.2) Sejam f : (C",0) — (CP,0) um germe de aplicagio
analitica e J um ideal de O, tal que O,/J é um anel regular. Seja I = f*(J)
e suponhamos que v(I) e v(J) tenham a mesma codimensao. Entao, as sequintes

condigoes sao equivalentes:
1. f € transversal a v(J),
2. O,/1 é regular,

3. O, /1 tem multiplicidade 1.

1.6 A caracteristica de Euler

Seja B, (X) o n-ésimo nimero de Betti de um espago topologico, X, ou seja,

a dimensao de H, (X, C), para cada n € N.

Definicao 1.11. A caracteristica de Euler de um espago topoldgico, X, é dada pela

seguinte soma alternada
X(X) = (=1)"Bu(X).

Dados espagos topologicos X e Y, duas aplicagoes fo, f1 : X — Y sao
chamadas homotopicas se existe uma aplicacao F': X x I — Y, onde [ ¢é o intervalo
[0,1], tal que F(z,0) = fo(x) e F(z,1) = fi(x), para todo z em X. A aplicagao F
¢ chamada homotopia entre fy e f.

Se f: X ->Yeg:Y — X sao aplicagoes entre espagos topologicos tais
que as composigoes fog e go f sao homotopicas as respectivas identidades, dizemos
que f e g sao inversas homotopicas uma da outra. Uma aplicacao f: X — Y é uma
equivaléncia de homotopia se possui uma inversa homotopica. Neste caso, dizemos

que X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia.

Proposicao 1.12. Se X e Y tém o mesmo tipo de homotopia, entio H,(X) é
isomorfo a H,(Y) para todo n € N.
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Corolario 1.13. Se X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia, entio x(X) =
x(Y).

1.7 O nimero de Milnor

Dada uma aplicacao continua 7 : ' — B e um espago topolégico X, dizemos
que (X, p) satisfaz a propriedade do levantamento de homotopia, ou que p satisfaz
a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a X, se, para qualquer
homotopia f : X x [0,1] — B e para qualquer aplica¢ao fo : X — FE levantando
Jo = flxxoy (isto é, tal que fy = 7fo), existe uma homotopia f : X x [0,1] = E
que levanta f (isto é, tal que f = 7f) com fo = f|xx{o}.

Definicao 1.14. Uma fibracao é uma aplicacao continua p : £ — B que satisfaz a

propriedade do levantamento de homotopia com respeito a qualquer espaco.

Se p: E — B é uma fibragao, chamamos os conjuntos p~!(b) com b € B de
fibras de p. Observamos que se o espago topolégico B é conexo por caminhos entao
as fibras p~!(b) tém todas o mesmo tipo de homotopia (ver [34]).

Dado um germe de funcao holomorfa com singularidade isolada f

(C™,0) — (C,0), seja V = f~1(0). Sendo € > 0, escrevemos
D.={z€C":|z] <€},

Se={2€C":|z| =€},
K=VnNnS§S.

Seja ¢ : S, \ K — S' dada por

f(z
o) = 1
F(2)]
Denotamos Fy = ¢~ 1(e?). Milnor, em [36], mostra que para e suficientemente

pequeno, S, \ K ¢ um fibrado diferencidvel localmente trivial sobre S com fibra
Fy tal que cada fibra tem o tipo de homotopia de um bouquet S" 'v...vS" ! de
esferas. O numero de esferas deste bouquet é chamado o ntimero de Milnor de f
e denotado por u(f). Existem varias caracterizagoes de p(f), por exemplo, Milnor
mostra que p(f) é igual ao grau topologico da aplicagao % : S, — S, portanto,
u(f) = dime O, /J(f), onde J(f) denota o ideal de O, gerado pelas derivadas

parciais de f.



Capitulo 1. Pré-requisitos 9

Esse ntimero descreve alguns aspectos geométricos de f. Por exemplo, f é
finitamente R-determinado se, e somente se, o niumero de Milnor de f é finito e,
nesse caso, u(f) é igual & codimensao da orbita de f pela agdo de R em O,,.

A defini¢do de nimero de Milnor para um germe de funcao f : (C",0) — C
foi posteriormente generalizada por Hamm (|24, 25]) para uma ICIS (X, 0) C (C",0),
isto ¢ um germe de variedade de dimensao n — k dado como zeros de uma aplicagao
¢ = (¢1,...,¢r) : (C*,0) — CF tal que ¢, ..., ¢, é uma sequéncia regular em O,,.
O numero de bouquets de esferas na fibra de Milnor de uma ICIS (X, 0) é chamado
o nimero de Milnor de (X, 0) e denotado por (X, 0).

Usaremos a seguinte formula de Lé-Greuel (ver [32]), a qual d& o nimero
de Milnor de uma ICIS.

Teorema 1.15. Sejam ¢1,...,¢r € On e suponhamos que X1 = v(¢1,...,Pk_1) €
X =v(¢1, ..., k-1, ¢x) sao ICIS. Entao,

On
(D1, Op1) + (1, -, o)

(X, 0) + pu(X1,0) = dime

onde J(¢1,...,¢x) denota o ideal gerado pelos menores de ordem mazimal da matriz

jacobiana de (¢1, ..., Pr).

O ntmero de Tjurina de f, 7(f), é a dimensao do espago vetorial complexo

T J(f) onde (f, J(f)) é o ideal de O,, gerado por f e pelas derivadas parciais de f.

Defini¢ao 1.16. (a) Dados (wy,...,w, : di,...,d,), w;, d; € Z*, um germe de

aplicacao ¢ : (C*,0) — (C?,0), é quase homogeéneo de tipo (wy, ..., w, : di, ..., d,) se
para todo A € K — {0}:

¢(>\w13717)\w2932, ---7)\w"$n) = ()\d1¢1($)a )\d2¢2($)a ) )‘dp%(x))

Neste caso, chamamos ao valor w; de peso da variavel x; e ao valor d;, de filtragao de
¢; em relagao aos pesos (wy, ..., wy,). Notagdo: peso(x;) = w(z;) = w; e filtragao(¢) =
fil(¢) = (di, ..., d,).

(b) Dados (wy, ..., w,), para todo monémio x* = z{*x5?...x5", definimos a
filtracao fil(z®) = > | ayw;.

(c) Definimos a filtragdo em O,, via a funcao definida por

B1(f) = info {fl(z") 8a

()%0}
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(d) Estendemos a filtragao para 6,, ( 0 O,-mddulo dos campos de vetores em

C"), definindo w(%) = —w; paratodo j =1, ...,n, assim dado § = > 7, fj% €0,,
J J

entao ﬁl(f) = 1nf]{ﬁl(53) - wj}.

Defini¢ao 1.17. (i) Um germe de variedade (X,0) C (C™,0) é quase homogéneo se

pode ser definido por um germe de aplicagao ¢ : (C",0) — CP quase homogéneo.
(ii) Dado um germe de variedade quase homogéneo, (X, 0), dizemos que um

germe de aplicagao ¢ : (C",0) — CP ¢é consistente com (X, 0) se é quase homogéneo

com os mesmos pesos de X.

Em [46], Saito demonstra o seguinte teorema sobre germes quase homogé-

neos.

Teorema 1.18. (/46/) Um germe é R-equivalente a um germe quase homogéneo se,

e somente se, seu numero de Milnor € igual ao seu numero de Tjurina.
Em [37], Milnor e Orlik demonstram o seguinte:

Teorema 1.19. (/37]) Se f: (C*,0) — (C,0) é um germe quase homogéneo com

pesos (wy, ..., wy) e filtragao d e com singularidade isolada, entdo o seu nimero de

e (5 (52).

1.8 Aplicagoes Finitas e Grau de Aplicacao

Milnor é

Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma aplicagao. Dizemos que
f é fechada se a imagem de cada conjunto fechado em X é também fechada em Y.
Dizemos, também, que f é finita se f é continua, fechada e f~!'{y} é um conjunto

finito para todo y € Y.

Lema 1.20. (/26], Teorema 3.4.24 - pdgina 120) Seja f : (X,z) — (Y,y) uma

aplicacao entre germes de espago analitico. Sao equivalentes:

o f ¢ finita;
o Ox, € um Oy,y- modulo finitamente gerado;
Oxz - ‘ . . ‘
o —=— ¢ um C-espaco vetorial de dimensao finita;
MY,yOX,z

o [T (y) ={=}.
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Lema 1.21. (/20/, Teorema 2 - pagina 53) Se V" C (C",0) é um germe de conjunto
analitico e m : 'V — (CP,0) é uma aplicagdo finita, entao w(V) € um conjunto

analitico.

Lema 1.22. (/39/) Seja f : (X,0) C (C*,0) — C* um germe de aplicagio finita
com (X,0) C (C",0) um germe de variedade analitica de dimensao d. Entao existe
um representante f : U — V, com U e V wvizinhangas abertas da origem em X e

em C?, respectivamente, e um conjunto analitico B C 'V tal que

(i) V' \ B ¢ conezo;

(ii) f € propria e f~1(0) = {0};

(iii) U\ f~1(B) € suave de dimensao d e flinp-1py: U\ f7HB) = V\ B € regular.

Dos itens (i) e (iii), temos que f|y\s-1(p) é uma fibracdo sobre o conexo
V' \ B. Assim, as fibras f~!(b) sao homotépicas para todo b € V' \ B e faz sentido

escrever:

Definigao 1.23. Seja f : (X,0) C (C%0) — C? um aplicagdo finita com
(X,0) C (C%0) um germe de variedade analitica de dimensao d. Consideramos
um representante f : U — V e um subconjunto analitico B C V que verifica as

condigoes (i), (ii) e (iii) do lema anterior. Definimos o grau de f por

grau(f) = #f7'(2),

para qualquer z € V' \ B.

O grau de uma aplicagao finita pode ser calculado algebricamente pela for-
mula de Samuel: se f = (f1,..., fa) : (X,0) — (C%,0) é um germe de aplicagao
finita, entao

grau(f) = e((f1,.--, fa) , Ox,),

onde e({f1,..., fa),Oxp) denota a multiplicidade de Samuel do ideal (fi,..., fa)
em Ox (ver [39]).
1.9 Multiplicidades polares e obstrucao de Euler

Dado um germe de variedade analitica (X,0) C (C™,0) de dimensao d,

sua k-ésima variedade polar, com 0 < k£ < d — 1, é obtida tomando-se o fecho do
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conjunto dos pontos criticos da restricao de uma projecao genérica p : CV — C4—++1
a parte regular de X. Denotamos a k-ésima variedade polar de X por P(X,0,p).
A multiplicidade de Pg(X,0,p) em 0 é chamada a k-multiplicidade polar de X e
denotada por my(X).

Se (X,0) = ((¢1,. .., Pn_q)"1(0),0) C (CV,0) é uma ICIS de dimensdo d,
Le, em [29], prova que, para k = 1,...,d — 1, a k-ésima multiplicidade polar de X
por

m(X) = pD(X) 4 B (X)

onde ;) (X) denota o niimero de Milnor de X N H' com H' um hiperplano genérico
de dimensao d — [.

Em [15]|, Gaffney define a d-ésima multiplicidade polar de X por
ma(X) = p(X) + p(X NI70)),

com [ : C¥ — C uma projecao linear genérica.
Lé e Teissier demonstram o seguinte teorema, o qual relaciona obstrucao de

Euler e variedades polares.

Teorema 1.24. (/31]) Seja X C CN um espago analitico reduzido de dimensdo d.

Entao,
d—

Eu(X,0) =) (=1)""'my(X),

1=0

onde Eu(X,0) denota a obstrucao de Euler local de (X,0).

—_

No decorrer deste trabalho, adotamos esta férmula como definicao de obs-

trucao de Euler local.
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Capitulo 2
O ntimero de Bruce-Roberts

Um invariante importante para um germe de fungao f : (C",0) — C é o seu
nimero de Milnor, o qual, como descrito anteriormente, pode ser definido como a
dimensao do espaco vetorial complexo %}’}) e esté relacionado a algumas propriedades
geométricas do germe f, por exemplo, f é finitamente R-determinado se, e somente
se, seu nimero de Milnor ¢é finito. Neste caso, u(f) é igual a codimensao da orbita
de f pela acao do grupo R em O,.

Consideramos, agora, um germe de variedade analitica, (X,0) em (C",0).
Em [6], Bruce e Roberts definem uma generaliza¢ao do niamero de Milnor para um
germe de funcado f : (C",0) — C relacionado a (X, 0). Tal namero, o qual chamamos
de nimero de Bruce-Roberts de f com respeito a X e denotamos por ugg(f, X), esta
relacionado a algumas propriedades do germe f como, por exemplo, f é finitamente
R x-determinado se, e somente se, seu niimero de Bruce-Roberts com respeito a X é
finito. Neste caso, upr(f, X) ¢ igual & codimensao da orbita de f pela agao de Rx
em O,. Ver |6] para mais detalhes.

Neste capitulo, vemos a definicao do niimero de Bruce-Roberts e algumas de
suas propriedades, particularmente no caso em que X é um germe de hipersuperficie
quase homogéneo com singularidade isolada. Sob essas hipoteses, obtemos uma
formula que relaciona o nimero de Bruce e Roberts de f com respeito a X ao nimero
de Milnor de f e ao ntimero de Milnor da ICIS X N f~1(0). Mostramos, também sob

essas hipoteses, que a variedade logaritmica caracteristica de X é Cohen-Macaulay.

2.1 Campos de vetores tangentes a uma variedade

Denotamos por 6, o O,-modulo dos campos de vetores de C" em C" e, se

X for um germe de variedade, denotamos por #x o submoédulo de 6, constituido
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pelos germes de campos de vetores que sao tangentes a X, isto é

O0x ={§ € 0n : do(§) € i(X), Vo € i(X)}.
A proposicao a seguir exibe algumas propriedades do O,-mé6dulo 0.
Proposigao 2.1. ([6])

e O germe em 0 de um campo vetorial & pertence a Ox se, e somente se, § €

tangente a X; em x para cada ponto x de cada componente X; de X.
o Se X = U X, € a decomposicao de X em componentes irredutiveis, entao

e Seja 0 € Ox com §(0) = 0. O fluzo ¢y gerado por § preserva X. Assim,
¢y € Rx para todo t.

Exibir geradores para o médulo #x nao é uma tarefa trivial. Entretanto,
Wahl, em [49], explicita um conjunto de geradores para fx se X for uma ICIS quase

homogénea. Mais precisamente:

Proposicao 2.2. (Wahl, [49]) Seja (X,0) C (C",0) uma ICIS definida por uma
aplicagao quase homogénea ¢ = (¢1, ..., ¢p) : (C*,0) — (CP,0) com pesos wy, ..., Wy,
Entao, 0x € gerado pelos campos de vetores ¢;0/0x;, comi=1,...p, j=1,..,n;

o campo de Fuler e =S " w;x;0/0x; e os "campos de vetores triviais":
=1 Wili 7

o) 0
Omiy U Dwmi,,
091 991
6:177;1 e 3$ip+1
O¢p Oy
6901-1 e 8Zip+1

para todas as (p + 1)-uplas iy, ..., 7,41 satisfazendo 1 < iy < ig < ... <ipy1 < n.

Observacao 2.3. No decorrer deste trabalho usamos as duas notagoes a seguir para

um campo de vetores em C™:

- 0
;%5 = (917---,9n)~

)
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Exemplo 2.4. Se X = ¢~1(0) com ¢ : (C3,0) — (C,0) dada por
$(a,y.2) =2 +y° + 2°,
entao,

Ox = ((®+y*+2°0,0),(0,2°+y*+2°0),(0,0,2° + y° + 2°),
(151‘7 1Oya 6Z)a (3y27 _21:7 0)7 (524, 07 _2‘1})7 (07 524, _3y2)> :

Observagao 2.5. Se o germe (X, 0) nao for quase homogéneo, ainda podemos en-
contrar os geradores de fx através do software SINGULAR, (|21]).
Observamos que se X = ¢~ 1(0) com ¢ = (¢1,...,¢,) : C* — CP, entao um

campo 1 = (ny,...,n,) pertence a Ox se, e somente se,

"9
> i €lpr,....0,)  Vk=1,....p,
=1

89@-
ou seja, se, e somente se, existem oy, . . ., oy, em O, tais que
n p
Oy 3
Th‘—+ ozikgbi:O,Vk::l,...,p.
i=1 =1
Ou ainda, se, e somente se, existem ay, ..., oy, em O, tais que

0Py, Py,
(7717---777n7041k7-~706pk) S Syzng(a_xla"wa_xn7¢lu"'7¢p)7 Vk = 17"'7p'

Assim, para encontrarmos tais campos 7’s com o SINGULAR, basta definirmos

ideais I, em O,, gerados por

0o O

8_1'1"”781’”7¢17”"¢p

e calcularmos, para cada k, o syzygy de I,. O SINGULAR devolvera modulos
gerados por vetores com n + p coordenadas. Definimos, entdo, modulos I}, gerado
pelos vetores com n coordenadas obtidos eliminando as tltimas p coordenadas dos

geradores de [j,. O modulo fx ¢ igual a intersegao Ny _,I;.

Exemplo 2.6. Seja X = ¢ !(0), onde ¢ : (C?,0) — (C,0) é dada por

o(z,y) =2+ 2" +y".
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Através do software SINGULAR ([21]), calculamos o numero de Milnor de ¢:
> ringr =0, (x,y), (¢, ds);
> poly pht = x3 + 22y2 + y7;
> vdim(std(jacob(phi)));
11
e o nimero de Tjurina de ¢:
> vdim(std(ideal(phi) + jacob(phi)));
10.
Vemos, assim, que (X,0) ndo ¢ um germe quase homogéneo. Ainda com a
ajuda do SINGULAR, encontramos geradores para o modulo 0y:
> ideali = dif f(phi,x),dif f(phi,y), phi;
> module M = syz(i);

> M;
MI1] = [44122 — 40zy + 212y2 — 14y4, 4z + 189zy — 16y2, —1323z + 112y]
M[2] = [160zy — 84ay2 — 9261xy3 + 56y4 — 441y5, —16x + 126zy + 6442 —

3060y4, —448y + 27783y3),
os geradores de fx sao as imagens de M[1] e M|[2] pela proje¢ao nas duas primeiras
coordenadas, ou seja,
Ox = (44122 — 40zy + 21ay2 — 14y4, 4z + 189xy — 16y2),
(160xy — 84xy2 — 9261xy3 4+ 56y4 — 441y5, —162 + 1262y + 64y2 — 3969y4)) .

Definicao 2.7. Um germe de hipersuperficie reduzido (X,0) C (C",0) é chamado

um divisor livre se 6x é um O,-mé6dulo livre.

Proposigao 2.8. (/6]) Seja (X,0) C (C",0) uma hipersuperficie analitica reduzida

e sejam 0; = Z?Zl é}-j%, para j =1,...,n elementos de Ox tais que o determinante
J

da matriz (§;;) € uma equagdo que define X. Entao, (X,0) € um divisor livre e Ox

€ gerado livremente por 0y, ...,0,.

Exemplo 2.9. Seja (X,0) = (¢71(0),0) com ¢ : C* — C definida por ¢(z,y) =
22 + 3. Sejam, também, 6, = (3z,2y) e dy = (3y?, —2x). Temos que §; e 0y

3xr 2y
det = —6¢.
3y —22

Portanto, (X,0) é um divisor livre e fx é gerado por d; e ds.

pertencem a fx e
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2.2 O numero de Bruce-Roberts

Defini¢ao 2.10. Sejam f : (C",0) — C um germe de fungao holomorfa e (X,0) C

(C™,0) um germe de variedade analitica. O numero de Bruce-Roberts de f com

On
df(0x)

respeito a X é a dimensao do C-espago vetorial . Denotamos tal ntimero por

psr(f, X).

Através da proposicao 2.2, vemos que se (X,0) = (¢71(0),0) for uma ICIS

quase homogénea com pesos (wy, ..., w,), df (0x) é o ideal em O,, gerado por

bl df(©), ()i =1p g =1,

R
J

onde ¢;, i = 1,...,p sdo as coordenadas de ¢, df (¢) = Z?:l wja:ja% e J(f,0) éo
ideal gerado pelos menores de ordem maximal da matriz jacobiana de (f, ¢).

Como mostra o teorema a seguir, se (X,0) = (¢~'(0),0) é um germe de
hipersuperficie quase homogéneo com singularidade isolada, é possivel reduzir o

namero de geradores de df (fx).

Teorema 2.11. Seja (X,0) = (¢71(0),0) C (C",0) um germe de hipersuperficie
quase homogéneo com singularidade isolada. Dado um germe de funcao holomorfa
f:(C"0) — C, temos que

df (0x) = (df (e), J ([, 9)) -

Demonstragao: Para k=1,...,n,

of _ [Ny, 020
¢8_xk N (;w]x](%]) o0xx,

S M0
7 Oy O
j=1

B zn:w‘x‘ oL 00 _ 0] 00 +5gb wxﬁﬁL —I—wxﬁ
- I\ Oz Oy O Oy, D \ g T -

Exemplo 2.12. Sejam X = ¢~1(0), com

P(x,y,2) =2° +y° + 2°,
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e f(z,y,2) = zy + 2°, entao,
df(0x) = <25:1:y + 1222, 3y% — 222, byt — daz, bazt — 6y2z> )

Assim,

= 8.

o,
panl X) = die gy,

2.3 Relacao entre o nimero de Bruce-Roberts e o

numero de Milnor

Observamos que, dados qualquer germe de variedade (X,0) C (C",0) e
qualquer germe de fungao f : (C",0) — C, o ideal df (fx) esta contido no ideal J(f),
donde concluimos que o numero de Bruce-Roberts de um germe f com respeito a
uma variedade X é sempre maior que ou igual ao nimero de Milnor de f. E natural
nos perguntarmos qual a relacdo que existe entre esses dois nimeros, ou seja, o que
devemos somar ao nimero de Milnor de um germe f para obter o seu ntumero de
Bruce-Roberts com respeito a uma variedade.

Nesta secao, explicitamos essa relagao no caso em que a variedade ¢ uma
hipersuperficie quase homogénea com singularidade isolada.

Dada uma ICIS quase homogénea, (X,0) C (C™,0), e um germe de fungao,
f:(C"0) = C, em [6], Bruce e Roberts consideram o ideal de O,

df (0x) = (i(X), df (6x))
e demonstram:

Proposigao 2.13. (/6, Proposi¢io 7.7]) Seja (X,0) C (C",0) uma ICIS quase
homogénea e seja f : (C*,0) — (C,0) um germe de fun¢io finitamente Rx -
determinado. Entao, Y = f~1(0) N X € uma ICIS cujo nimero de Milnor, u(Y,0)

€ igual a dimensao do C-espago vetorial df((oe“,).
X

Dado um germe de fungao f : (C",0) — (C,0), observamos que se
(X,0) = (¢71(0),0) C (C™,0) é um germe de hipersuperficie quase homogéneo
com singularidade isolada e f : (C",0) — (C,0) é um germe finitamente R x-

determinado, quase homogéneo consistente com ¢ e com filtracao m, pela férmula
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de Euler, df(¢) = mf, entdo, pela formula de Lé-Greuel,

per(f,X) = dim (df (e), J(f,®))
— dimL
(f, J(f, 9))
= u(f) +p(X 0 f7H0)).

No teorema a seguir, vemos que essa igualdade continua véalida no caso em

que f nao é um germe quase homogéneo.

Teorema 2.14. Sejam (X,0) C (C",0) um germe de hipersuperficie quase homo-
géneo com singularidade isolada e f: (C",0) — C um germe de fungao finitamente

R x -determinado. Entao,

Para a demonstra(;z"io deste teorema, recorremos ao lema a seguir.

Lema 2.15. (/6, Corollary 7.9]) Sejam R um anel local Cohen-Macaulay de dimen-
sao p, A uma matriz g X p, com p > q com entradas em R e v uma sequéncia de p
elementos de R. Denotamos por A a matriz (¢ —1) x p obtida deletando-se a ultima
linha de A e escrevemos

u=(up,...,u,)" = Av"

A

0= (U, .y ug 1) = AT,

Sejam
Il = q—1<A) + <U1, ...,Uq_1> R
_[2 = Iq(A) + <U1, ...,Uq> R
I=1,(A) + (uy, o, ugr) R,

onde 1,(A) € o ideal de R gerado pelos menores de ordem q da matriz A e I, 1(A)
€ aquele gerado pelos menores de ordem q — 1 de A.
Entao, se l(R/I) < oo,

(R/T) = (R/I,) + I(R/L).
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Demonstracao do Teorema 2.14:
Seja X = ¢ 1(0), com ¢ : C* — C quase homogénea com pesos wy, ..., Wy,
Entao, pelo teorema 2.11, df (fx) é o ideal de O,, gerado por

aof of
J(f, ®), w1x18_1 + .. +wnxn8xn-

Sejam, seguindo a notacao do lema 2.15, R = O,, p = n, ¢ = 2, v =

(w121, .y WyTy,) €

of of
Kélol 99
oxr1 7 Ozn

Entao, ainda seguindo a notacao do lema 2.15,

I = < of of , W1T1 of + .. +wnxnﬁ> = J(f):

dxy’ 7 Oz, oxq oz,
of 9¢  Of 06 of of o
- D s A < <n)=
<8m16x] 891:38 , W1T 15, 1~|— +wn$xaxn A << <n df (0x)
[§
of 9p  Of 9¢ of af -
= D s o 1< <n)= )
’ <axzaxj a9z, 9y oy T T e g 0,1 <i<j<n)=df(fx)
Assim,
O, O, 0, )
per(f, X) = dime — = dime — + dime —= = p(f) + p(X N f71(0),0),

I L I,
pela proposigao 2.13.

Segundo a formula de Lé-Greuel,
p(7) + (X 0 F7(0),0) = dime
’ ST 9)

donde temos o seguinte resultado.

Corolario 2.16. Se (X,0) = (¢71(0),0) é um germe de hipersuperficie quase ho-
mogéneo com singularidade isolada e f : (C",0) — (C,0) € um germe finitamente
R x -determinado, entao,

. O,
norlf, X) = dime 7750y
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Observacao 2.17. Este nimero, dimg¢ , pode ser interpretado geometrica-

On
(£.J(f,9))
mente como o ntimero de Milnor do germe ¢ restrito a hipersuperficie f~1(0), o que

soa um pouco estranho pois o numero de Bruce-Roberts de f com respeito a X

deveria estar relacionado ao niimero de Milnor do germe f restrito a X.

O exemplo a seguir mostra que o teorema 2.14 nao se verifica se o germe de

hipersuperficie (X, 0) ndo for quase homogéneo.

Exemplo 2.18. Sejam X = ¢~1(0), onde ¢ : (C? 0) — (C,0) é dada por
$a,y) ="+ 2%y +y,
e f:(C%0)— (C,0) o germe de fungao dado por
fla,y) =2 +y°.
Como calculado no exemplo 2.6,

Ox = ((14y* — 21ay® — 4412° + 40zy, —189zy + 16y° — 4x),
(—=7y" — 1472y* — 202y, —63y> — 8y* + 2x)> )

Assim,

df(0x) = (8822° — 802”y + 422°y” — 8wy" + 9452y° — 80y°,
—8z% + 422%y* — 8ay® + 45¢°)

Portanto, pupgr(f, X) = 15.

Pelo teorema 1.19,

(10— 5)(10—2) 40

u(f) = F 5 =5 =%
Pela férmula de Lé-Greuel,
_ . O,
X 10)) = dim ————— — =25—11=14.
pX 0 F7(0) = dim s — ()

Assim,
psr(f, X) # p(f) + p(X 0 f7H0)).

O exemplo a seguir mostra que o teorema 2.14 nao se verifica se (X, 0) for

uma ICIS quase homogénea mas nao uma hipersuperficie.
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Exemplo 2.19. Se (X,0) = (¢71(0),0), com ¢ : (C3,0) — (C?,0) dada por

(z,y,2) = (zy — 2", 2% +y* + 27),

flz,y,2) =2 +y° + 25
Pela proposicao 2.2, temos que
Ox = {((—z*+1y,0,0),(0,0, —2* + zy), (0, —2* + zy,0), (z* + 2% + ¥*,0,0),

(0,2% + 2% +9%,0),(0,0, 2" + 2% + 9%, (22,29, 2),
(423 + 8yz3, —8x23 — 4yz3, —2x2 + 2y2)) .

Assim,
df(0x) = (=3222% + 323y, —62° + 6xy2®, —3y22* + 3xy?3, 32224 + 32t + 3222,

322t + 32%y? + 3y, 62% + 62%2° + 6225, 62° + 623 + 693,
—122%2° + 12y%2° + 122323 + 242%y2® — 24zy?23 — 12y323) .

Fazendo o calculo da dimensao de Os/df(6x) no SINGULAR, vemos que

Oy

df (0x) o

[LBR(]C,X) = dlm

Como f é um germe quase homogéneo do tipo (2,2,1 : 6), pelo teorema
1.19,

(6-2)(6-2)(6-1)
wf) = 291

Além disso, como X N f~1(0) é uma ICIS, pela Férmula de Lé-Greuel,

= 20.

O;
<f7 ¢1> + J<f7¢17¢17¢2)’

u(X 0 f7H0),0) + p(f, ¢1) = dim

ainda pela formula de Lé-Greuel,

Oy

u(f,¢1) + p(f) = dim GESA D
onde ¢ = (¢, P3). Assim,

O3 B
<f7¢1>+‘](f7¢1a¢17¢2) :

w(X N f10),0) = dim (fs 1)
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03 03

. o
e I, enond) T aGey MY

= 54 —514+20

= 23

Assim,

u(f) + p(X 0 F7(0),0) = 20 423 # 55 = ppa(f, X)

2.4 O caso quase homogéneo

Como vimos no teorema 1.19, Milnor e Orlik exibem uma maneira de escre-
ver o namero de Milnor de um germe de fun¢ao f : (C™,0) — (C,0) quase homogéneo
e com singularidade isolada em func¢ao dos pesos e da filtragao de f. Nesta secao,
sob algumas hipoteses, escrevemos o nimero de Bruce-Roberts em funcao de pesos
e filtragoes.

Para isso, precisamos dos lemas a seguir.

Lema 2.20. (/37]) Se uma aplicagio G : C* — C™ € tal que sua i-ésima componente
¢ um polinémio homogéneo de grau d; e G=1(0) = 0, entdo o grau de G em zero é

wgual a dy...d,.

Lema 2.21. Se uma aplica¢ao polinomial G : C* — C" quase homogénea do tipo

(Wi, .oy wy, @ dy,....dy) € tal que GH(0) = 0, entao o grau de G em zero € igual a
dy...dn

WL ... Wy,

Demonstragao: Definimos H : C" — C" por H(xy,...,x,) = (277, ..., z¥").
Para: =1,...,n, a i-ésima coordenada de Go H é homogénea de grau d;. De
fato, denotando G = (Gy, ..., G,), como G; é quase homogénea com pesos wy, ..., wy,
e filtracao d;, GG; se escreve como uma combinagao linear de monoémios da forma
lela:;“ com i wq + ... + i, w, = d;. Assim, cada parcela da soma que define G; o H

tem grau iy wy + ... + i,w, = d;.
Pelo lema 2.20, grau(G o H) = d;...d,,. Portanto,

_ grau(Go H) dy...d,
grau(G) = grau(H) Wy... Wy
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Observagao 2.22. Se (X,0) ¢ um germe de variedade quase homogéneo, sempre
podemos obter geradores quase homogeéneos para fx. Uma demonstracao deste fato
pode ser encontrada em [8].

Recordamos que um germe f : (C",0) — (C,0) é consistente com X se f é

quase homogéneo com os mesmos pesos que X.

Exemplo 2.23. Sejam ¢ : (C%,0) — C o germe de fungao dado por ¢(z,y) = z*+xy
e (X,0) = (¢71(0),0). Observamos que X ¢ quase homogéneo com pesos w; = 1 e
Wy = 3.

Consideramos os dois germes de fungao f,g: (C?,0) — C dados por

flz,y)=2+9" e glz,y) = 2> + .

Os dois germes f e g sao quase homogéneos. Mas os pesos de f sao w; = 1
e we = 3, ou seja, [ é consistente com X. Diferente de g que tem pesos w; = 3 e

wy = 2, isto €, g nao é consistente com X.

Lema 2.24. ([45]) Sejam (X,0) C (C",0) um germe de variedade quase homogéneo,
{ai,...,a,} um conjunto de geradores quase homogéneos de Ox e f : (C*,0) —
(C,0) um germe de fungio quase homogéneo consistente com X. Entdo df(«;) €
uma fung¢ao quase homogénea com filtragao fil(df (a;)) = fil(f) + fillcw) para cada
1=1,...,

Demonstragao: Escrevemos o; = )7 7
- J

, temos df () = 37, 2Ly,

j=1 da; Yij

ﬁl(%am = A(f) — w; + fil(a) + w; = () + fil(a;)

j
para V j = 1,...,n, portanto fil(df (o)) = fil(f) + fil(cv;), e segue o resultado. [

Inspirados no resultado de Milnor e de Orlik, obtemos:

Teorema 2.25. Sejam (X,0) C (C™,0) um germe de variedade quase homogéneo
com pesos wy, ..., w, e f: (C" 0) — (C,0) um polinomio quase homogéneo consis-
tente com X e finitamente Rx-determinado. Se O0x € um mddulo livre gerado por

A1, ..., Oy, campos de vetores quase homogéneos, entao

ff) + fillon)\ ( fF) + fillen)

w1 W,

juaa£,3) = (

Demonstracao: Seja G(xy,...,2z,) = (df (aq), ..., df (o)), entdo, pelo lema 2.24 G
¢ quase homogénea do tipo (wy, ..., w, : fil(f) + fil(ay), ..., il(f) + fil(a,)).
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Assim,
On
panlh )= A G )
= grau(Q)
¢ (B1(f) + fil(cn))...(6iL(S) + fil(an))
onde (x) segue do lema 2.21 [

Exemplo 2.26. Seja X = ¢'(0), com ¢ : (C3,0) — (C,0) dada por
(z,y, 2) = 144xy*z — 27y* — 42’y — 1282722 + 2562° + 162 2.

Observamos que X é quase homogéneo do tipo (2,3,4 : 12) e é o discriminante da

deformagao versal de z*. Em [5], Bruce mostra que
Ox = <(2x, 3y,4z), (16z — 422, —8xy, 3y2) , (6y, 8z — 212, —a:y)> = (aq, ag, i)

Seja f : (C3,0) — (C,0) dado por f(x,y,z) = 2° + y* + 23, temos que
fil(f) = 12, fil(ay) = 0, fil(az) = 2 e fil(ag) = 1. Assim,

(12+0)(12+2)(12 + 1)
2.3.4

Juntando o teorema anterior ao teorema 2.14 e ao resultado de Milnor e

per(f, X) = =91.

Orlik, temos o seguinte corolario.

Corolario 2.27. Sejam (X,0) C (C",0) um germe de hipersuperficie com singu-
laridade isolada, quase homogéneo com pesos wy,...,w, e f : (C* 0) = (C,0) um
polinémio quase homogéneo consistente com X. Se Ox € um mddulo livre gerado por

A1, ..., Qy, campos de vetores quase homogéneos, entao

BUF) o) (T + o)) (RF) =) (T} = e

Wi... Wy, w1 Wnp,

u(XNf7H(0),0) =

Em particular, se X = ¢~1(0) onde ¢ : C> — C é um germe de hipersu-
perficie com singularidade isolada e quase homogéneo com pesos (wy, ws), entdo um
conjunto de geradores quase homogéneos para 0y é {a1,as}, com

0 0 Jp 0 dp 0

= + W2 7a2:_5$ oz +8x 0xy
2 014 1 072

8371 8$2
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Portanto,
ﬁl(ozl) =W — Wy = 0, ﬁl(ag) = ﬁ1(¢> — W2 — W1q.

Assim, obtemos:
Teorema 2.28. Seja (X,0) = (¢71(0),0), com ¢ : (C*0) — (C,0) um germe
quase homogéneo do tipo (wy,ws : fil(p)) com singularidade isolada na origem e seja

f:(C?%,0) — (C,0) um germe quase homogéneo consistente com ¢ e finitamente

R x -determinado. Entao,

,UBR(f, X) _ ﬁl(f) (ﬁl(f) +ﬁl(¢) — Wy — wl)

w1W2
e, portanto,
[ [
wi1W2
Demonstragao:

Pelo teorema 2.25, temos que

ponlf.X) = (ﬁl( /) +ﬁl(a1)) (ﬁl( /) +ﬁl(a2))

_ (A1) To fil(f) + ﬁl(Z)Q —wy — wy
_ i(f)?ﬁw? +< fil(¢) — w2w2w1> | )

Pelo corolario 2.27,

(fil(f) + fil (o)) (1(f) + fil{az))

W1wW2

() (2

(6il(f) + 0)(BL(S) + fil(9) — wy —wy)

WX N f0),0) =

BIP) = wy\ (B) = s
) f(ﬂ<f>ﬁlf<l¢> )1( w)

H
Em [42], Nuno-Ballesteros e Tomazella mostram que se (X,0) C (C",0) é
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uma curva reduzida e f: (X,0) — (C,0) é um germe finito, entao

p(flx) = p(X,0) + grau(f) - 1,

onde p(X,0) é o namero de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel
em |7] e u( f|x) ¢ o namero de Milnor de f sobre a curva como definido por Goryunov,
em [23] para curvas em C3 e depois por Mond, em [38], para o caso geral. Observamos
que, no caso de (X,0) ser uma ICIS de dimensao 1, X N f~*(0) ¢ uma ICIS de

dimensao 0. Assim,

grau(f) — 1= p(X N f7(0),0),

ver [32]. Desse resultado e do teorema 2.28, temos:

Corolario 2.29. Seja (X,0) = (¢7(0),0), com ¢ : (C*0) — (C,0) um germe
quase homogéneo do tipo (wy,ws : fil($)) com singularidade isolada na origem e seja
f:(C?0) — (C,0) um germe consistente com ¢, finitamente R x-determinado e tal

que flx : X — C € finito. Entao

fill§)(fil(f) + fill$) — (w + w2))

W1wW2

u(flx) =

Assim, sob as mesmas hipoteses do corolario anterior, o niimero de Milnor

sobre a curva é invariante sob deformacgoes que preservam pesos e filtragoes.
Uma outra maneira de escrever o numero de Bruce-Roberts em fun¢ao dos
pesos e das filtragoes das fungoes envolvidas é a seguinte: segundo Bivia e Nuno-

Ballesteros em 2|, temos que se (¢, ¢7) : (C*,0) — (C?0) ¢ uma ICIS quase

homogénea do tipo (wy, ..., w, : di,ds), entao
d, &
(b1, 2) = m ;(dl —wy)...(d — wj—l)(d2 - wj+1) o (dy —wy)
_(dl —wl)<d1 —wn)
W1 ...Wy )

Deste resultado, e dos teoremas 2.14 e 1.19, temos:

Corolario 2.30. Seja (X, 0) = (¢71(0),0) um germe de hipersuperficie quase homo-
géneo com singularidade isolada do tipo (w1, ..., w, : d2) e seja f: (C*,0) — (C,0)
um germe quase homogéneo do tipo (wq, ..., w, : di) e Rx-finitamente determinado.
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Entao,

,LLBR(faX) = ﬁZ(dl — 'lU1> Ce (dl — wj,l)(dg — ijrl) Ce (dg — wn)

2.5 O ntmero de Bruce-Roberts e a obstrucao de
Euler

Se X é uma variedade analitica reduzida em C" e U é uma vizinhanca
suficientemente pequena de 0 em C”, dado qualquer ponto x € U, denotamos por
fx(x) o subespago linear de 7,,U gerado pelos vetores d(z) com 6 € Ox .

Lema 2.31. ([6]) Existe uma tnica estratificacio {X, : a € I} de U com as
sequintes propriedades:

1. Cada estrato X, € uma subvariedade conexa imersa de U e U € igual a unido
disjunta Uaer Xo;

2. Se x € U pertence a um estrato X, entao o espaco tangente T, X, coincide
com Ox(x);

3. Se X, e Xp sao dois estratos diferentes tais que X, intercepta o fecho de Xg
entao X, estd contido na fronteira de Xg.

A estratificagdo {X, : @ € I} do lema anterior ¢ chamada estratificacdo
logaritmica de X e o estrato X,, estrato logaritmico. Dizemos que (X, 0) é holono-
mica se, para alguma vizinhanca U de 0 em C", a estratificacao logaritmica tem um
ntmero finito de estratos.

Exemplo 2.32. Se (X, 0) é uma ICIS quase homogénea em (C",0) e C4, ..., Cy sdo
as componentes irredutiveis de X, a estratificacao logaritmica de X é dada pelos
seguintes estratos (ver [6]):

XOZCn—X, Xi:Ci—{O},izl,...,keXk+1 :{0}
Portanto, X é holonomica.

Em [6], Bruce e Roberts exibem propriedades importantes do numero de
Bruce-Roberts de um germe de funcao com respeito a um germe variedade analitica
(X,0) com a hipdtese de que a variedade logaritmica caracteristica de X, LC(X),
seja Cohen-Macaulay. Vemos, a seguir, a definigao de LC(X).

Definicao 2.33. Suponhamos que os campos vetoriais 91, ...,9,, geram fx para
alguma vizinhanca U de 0 em C". Entao, se 1;C" é a restricao do fibrado cotangente
de C™ a U, definimos

LCy(X) :={(z,&) € T;C" : £(6;(x)) = 0, = 1,...,m}.

LC(X) ¢ o germe de LCy(X) em T;C", o espago cotangente a C" em 0.
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Esta definigao ¢ independente da escolha dos campos 6; (ver [6]).
Consideramos T*C" = C?" pela identificacao

(‘1'17 s 7xn7p1dx1 + ... +pndxn) = (xla ce oy Ty P1y - 7pn)
Na segao 7 de [6], Bruce e Roberts mostram que se X = ®~1(0), onde
¢ = ((b1’ e 7(bp) . (Cn,O) — (Cp, O)

¢ uma ICIS quase homogénea com pesos (wy,...,w,), entdo LC(X) é dada pelos
zeros de

(pipj, €, Lpi1(A)ci=1,...,p, 7 =1,...,n)

onde € = Zyzl w;x;p; € I,11(A) é o ideal gerado pelos menores de ordem p + 1 da

matriz
D1 e Pn
91 061
A _ or1 7" Oxn
Odp Odp
oz Tt Oz

Segundo Bruce e Roberts, se X tem uma singularidade isolada e nao é uma
hipersuperficie, entdo LC(C') nao é Cohen-Macaulay ([6], Proposigdo 7.3), mas se
X & uma curva plana, entdo LC(X) é Cohen-Macaulay ([6], Proposicio 6.3). E
um problema aberto se LC(X) é ou nao Cohen-Macaulay para uma hipersuperficie
qualquer com singularidade isolada. Trazemos aqui uma resposta positiva para o
caso em que X é quase homogénea, lembrando que, por ([6], Proposi¢ao 1.14), X é
holon6mica se, e somente se, dim LC(X) = n.

Teorema 2.34. Se (X,0) € um germe de hipersuperficie quase homogéneo com
singularidade isolada, entao LC(X) é Cohen-Macaulay.

Demonstragao: Seja ¢ : C* — C quase homogéneo com X = ¢~1(0), entao
LC(X) ¢ dado pelos zeros de ¢p;, € e I3(A), onde

A Pr .- DPn
99 9¢
oz Ctt Oz

Como ¢ é quase homogénea, pela féormula de Euler, temos

- 0
fil(¢)dp; = (Zwkl’ka—i>l’j
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0o 0 0
Zwkxk ( a - pka¢ ) 8¢ (wlxlpl + ...+ wnxnpn) .

Isso implica que (¢p;, [2(A), €) = (I2(A),€).

Escrevemos

o 0y R
H T R(A),  B(4)
onde R = Oy, /(€). Como I3(A) ¢ um ideal determinantal em R e

dim i =dimOrexy=n=02n—-1)—(n—-2+1) =dim(R) — (n —2+1),
I5(A)
segue do teorema 1.1 que LC(X) é Cohen-Macaulay. [

Dada (X, 0) uma ICIS de dimensédo d, temos a d-ésima multiplicidade polar
definida por Gaffney em [15]:

ma(X) = p(l]x),
com [ : C" — C uma funcao linear genérica. Pela féormula de Lé-Greuel, temos que

ma(X) = p(X,0) + p(X, ).

Denotemos as componentes irredutiveis de LC(X) por Yy, ..., Y11 e por
m; a multiplicidade de Y; em LC(X), com Yy = C" x {0}, Yi31 = X x {0} e as
outras componentes Y;, com i = 1,..., k s@o associadas aos estratos X; = C; — {0}.

Corolario 2.35. Seja (X,0) o germe de uma hipersuperficie quase homogénea com
singularidade isolada e seja f : (C*,0) — (C,0) o germe de uma fungao com um
ponto critico isolado com respeito a X. Entao

,UBR(f X +an+mn 1 M(Xa 0)7

onde n; € o numero de pontos criticos de uma morsificacao de f em X;.

Demonstragao: Como LC(X) é Cohen-Macaulay, pelo Corolario 5.8 de [6],

k+1

:uBR f X Zmznz

Segundo [6], pagina 80, m; = 1 para ¢ =0,..., k. Assim,

k

per(f,X) = an + Mpp1Ng
i=0

= u(f)+ Z N A Ny 1M1
i=1
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k

=+ D M
i=1
k—1

)+ n+ u(X,0)

i=1

k
= u(f) +Z”z’ + my-1(X) — p(X,0)

onde [ : C* — C é uma projecao linear genérica, (x) segue do Corolario 5.14 de
6], (*x) segue do fato de que uma morsificagdo de f em {0} s6 pode ter um ponto
critico e (* * *), da Proposigao 7.7 de [6]. |

Observacgao 2.36. Observamos que este teorema também pode ser obtido do Co-
rolario 5.14 demonstrado por Grulha em [10].

Em [27], Perez e Saia mostram que

d

L (1)%u(X,0) = 3 (<1 (X),

1=0

onde m;(X) é a i-ésima multiplicidade polar. Por outro lado, esta soma alternada
esté relacionada com a obstrucao de Euler, Eu(X), pela seguinte férmula de Lé-

Tessier:
d

Eu(X) = 3 (-1 my(X)

1=0

Combinando os dois resultados, temos
ma(X) = (X, 0) = Eu(X) + (~1)"

Corolario 2.37. Com as mesmas hipoteses do coroldrio anterior,
k

par(f, X) = p(f)+ > ni+ Bu(X) + (=1)"".
i=1

Observamos que a soma Zle n; ¢ igual ao nimero de pontos criticos de
uma morsifica¢do de fem X;U...U X, =X — {0} = X,.,. Segundo Seade-Tibar-
Verjovsky, esse niimero coincide com (—1)""'Eu(X, f), onde Eu(X, f) é a obstrugio
local de Euler de f com respeito a X. Temos, assim, o seguinte corolario.

Corolario 2.38. Com as mesmas hipoteses do coroldrio anterior

per(f, X) = p(f) + Bu(X) + (=1)""(Bu(X, f) + 1).
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Capitulo 3

Teoria de Morse

A teoria de Morse estuda as mudancas que ocorrem na pré imagem de um
intervalo do tipo (—o0,a] por uma fungao de Morse f : M — R conforme a passa
por um valor critico de f, onde M é uma variedade suave.

Neste capitulo, descrevemos os resultados de Teoria de Morse classica de-
monstrados por Milnor em [35]. Depois, utilizando os resultados demonstrados por
Palais e Smale em [43], mostramos que, dados um germe de variedade analitica
suave (X,0) e uma fungao de Morse f : X — C, sempre podemos escolher um
representante X de (X, 0) de modo a poder aplicar a Teoria de Morse a f : X — C.

3.1 Teoria de Morse Classica

Seja f uma funcao real definida em uma variedade suave M. Um ponto p
de M ¢é um ponto critico de f se a aplicagao df (p) : T,M — R ¢é identicamente nula.
Se escolhemos um sistema de coordenadas (z1, ..., z,) numa vizinhanga U de p, p
¢ um ponto critico de f se, e somente se, g—i(p) =0 parai=1,..,n. Se c é um
ntmero real tal que f~!(c) tem um ponto critico de f, dizemos que ¢ ¢ um valor

critico de f, caso contrario, dizemos que ¢ é um valor regular de f.

Um ponto critico p de f é chamado nao degenerado se a matriz < 853;_ (p)
10T
tem determinante diferente de zero. Se todos os pontos criticos de f : M — R sao

nao degenerados, dizemos que f é uma funcao de Morse. Considere a forma bilinear

definida em T, M x T,M pela matriz < 6228]; - (p)), a dimensao do espaco vetorial de
maior dimensao onde esta forma é negativo-definida é chamado o indice de f em p.

O teorema a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [19], sera
utilizado no decorrer deste trabalho para garantir que uma fun¢ao holomorfa com

uma singularidade isolada na origem pode ser deformada a uma funcao de Morse.

Teorema 3.1. ([19], Teorema 2.2.3) Sejam Z um subconjunto analitico fechado de
uma variedade analitica M e P uma variedade suave de dimensao finita. Seja, ainda,
F:Px M — R uma fun¢ao suave. Para cada o € P, denotamos f,(x) = F(«,x).
Definimos ¢ : P x M — T*M por ¢(a,z) = (z,dfo(z)). Se ¢ € uma submersao,
entao, para quase todo o € P, f,), € uma fungao de Morse.
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O comportamento de uma fungao suave numa vizinhanga de um ponto cri-
tico nao degenerado pode ser completamente determinado pelo seu indice no ponto,
como mostra o lema a seguir cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [35].

Lema 3.2. (Lema de Morse, [35]) Seja p um ponto critico nao degenerado de f.
Entao eziste um sistema de coordenadas local (yi, ..., y,) numa vizinhan¢a U de p
com y;(p) = 0 tal que

f, - un) =f) =y — . — B+ Yoy + o Y

onde X € o indice de f em p.
Corolario 3.3. ([35]) Pontos criticos nao degenerados sao isolados.

Denotamos por M® o conjunto dos pontos z € M tal que f(z) < a, o
teorema a seguir, cuja demonstragao também pode ser encontrada em [35], estuda
a topologia de M* conforme a passa pelos valores criticos de f.

Teorema 3.4. ([35]) Seja f uma funcao real definida numa variedade suave M.

e Sejam a < b mimeros reais e suponhamos que o conjunto f~([a,b]) € compacto
e ndo contém pontos criticos de f. Entdao, M® é difeomorfa a M°. De fato,
M® € uma deformacao retrdtil de M, de modo que a aplicacio inclusio de
M® em MP é uma equivaléncia de homotopia.

e Sejam p um ponto critico nao degenerado de f e ¢ = f(p). Suponhamos que,
para algum € > 0, f~1([c—€,c+€]) € compacto e nao contém pontos criticos de
f além de p. Entao, para todo € suficientemente pequeno, o tipo de homotopia
de M€ € igual ao tipo de homotopia de M€ com uma célula de dimensao
igual ao indice de f em p colada.

3.2 Teoria de Morse Generalizada

Em [43], Palais e Smale demonstram uma generalizagao da teoria de Morse,
a qual passamos a descrever. Sejam M uma variedade riemanniana C? sem bordo
e completa num espaco de Hilbert separavel e f : M — R uma funcao C?. Consi-
deramos a seguinte condigao sobre M e f, a qual chamaremos de condi¢ao (C) de
Palais e Smale:

(C): Se (x;) é uma sequéncia em M na qual |f| é limitada e ||V f(z;)|| tende
a zero quando 7 tende a infinito, entdo existe uma subsequéncia (x;, ) de (x;) tal que
(x;,) converge a algum ponto critico z de f em M.

Usando as palavras de Kaveh, em [28], podemos dizer que a condigao (C)
pede que f nao tenha "pontos criticos no infinito".

Palais e Smale demonstram o seguinte teorema.

Teorema 3.5. ([43]) Seja (M, f) satisfazendo a condi¢io (C) de Palais e Smale e
suponha que todos os pontos criticos de f sao nao degenerados. Entdo

e Para quaisquer numeros reais a < b, existe apenas um numero finito de pontos
criticos de f em f~'([a,b]). Portanto, os valores criticos de f sdo isolados.
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e Sejam a e b valores requlares de f tais que existem r pontos criticos de f em
f~Y([a,b]) com indices finitos dy, ...,d,. Entao f~*((—o0,b]) tem o mesmo tipo
de homotopia que f~1((—o0,al) com r células de dimensao di, ...,d, coladas.

Durante este trabalho, estamos estudando germes de funcao e germes de
variedade. Recorrendo ao teorema a seguir, podemos garantir que, se (X,0) C
(R™,0) é um germe de variedade suave, sempre podemos escolher representantes de
X e de germes de fungao em X que satisfazem a condi¢ao (C) de Palais e Smale.

Teorema 3.6. Sejam X C R™ uma variedade suave e M = X N B(0, €) para algum
e > 0. Seja f: X = R uma fungao de Morse sem pontos criticos em X NS.. Entao
(M, f) satisfaz a condigao (C) de Palais e Smale.

Demonstragao:

Primeiro observamos que, pelo teorema do mergulho de Whitney (ver [18],
Proposi¢ao 5.9), podemos considerar M mergulhada em R24mM+L através de um
mergulho proprio ¢. Assim, ¢(M) é fechada e, portanto, completa. Considerando
M com a métrica induzida por ¢, temos que M é completa.

Seja (r;) uma sequéncia em M na qual |f| é limitada e ||V f(x;)|| — 0.

Podemos considerar (r;) como uma sequéncia em M, o qual é compacto
(fechado e limitado). Entao existe uma subsequéncia (z;,) de (z;) que converge
para algum zy em M.

Como f ¢é analitica, ||V f(.)|| ¢ uma fungao continua. Logo, ||V f(zo)|| = 0.

Assim, xy é um ponto critico de f. Por hipotese, zg ¢ X N S. = IM.
Portanto xy € M, ou seja, existe um ponto critico de f no fecho de {z, xs, ...}.

Logo, (M, f) satisfaz a condigao (C) de Palais e Smale. |

Em (28], Kaveh demonstra um teorema que relaciona as caracteristicas de
Euler de uma variedade algébrica e das fibras de um funcional linear genérico definido
nesta variedade ao nimero de pontos criticos de tal funcional. Inspirados neste
resultado, obtemos:

Teorema 3.7. Sejam X C C" uma variedade analitica suave de dimensdo d e
M = X N B(0,¢) para algum € > 0. Seja, ainda, f: X — C uma fun¢do holomorfa
com pontos criticos nao degenerados e sem pontos criticos em X N S.. Entao

X(f7He) N M) = x(M) + (-1)" 2 f,,,
onde c € um valor reqular de f|,, e #Xf|,, € o nimero de pontos criticos de f),,.
Para demonstrar este resultado, recorremos ao seguinte lema.

Lema 3.8. Seja f: (C",0) — (C,0) um germe de fung¢ao holomorfa. Escrevemos
f=fi+ifs, sendo fr = R(f) a parte real de f e fo = I(f), sua parte imagindria.

1. f tem um ponto critico na origem se, e somente se, fi tem um ponto critico
na origem.

2. Se f tem um ponto critico na origem e a matriz hessiana de f na origem tem
posto igual a r, entdo a matriz hessiana de f; na origem tem posto igual a 2r
e indice r.
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3. f tem um ponto critico nao degenerado na origem se, e somente se, fi tem
um ponto critico nao degenerado na origem (de indice n).

Demonstragao:
Consideramos a expressao de f em séries de poténcias:

f(z)= Zaij + Z k22K + ...
j=1 jk=1

onde os pontos denotam termos de grau superior.

1. Se f é regular em 0, entao, depois de uma mudanca de coordenadas linear,
podemos supor que f é da forma:

f(z) =2+ Z ajpzize + ..

7,k=1

Se realizamos agora a mudanca z; = x; + 4y;, obtemos:

f(z) =z +iyp + Z ajp(x; +1y;) (zg +iyr) + . ..
jk=1

Assim,
n
fl(Z) =T+ Z bjkmjyj + ...
Ji,k=1
para certos b, € R. Desta forma, f; é regular em 0.
Reciprocamente, se f tem um ponto critico em 0, temos

n

f(z) = Z ajkzize + ...

j,k=1
donde .
fl(Z) = Z bjkl'j’yj + ...

Jk=1
e fi1 tem um ponto critico em 0.
2. Suponhamos que f tem um ponto critico em 0. Pela classificacao das formas
quadraticas, depois de uma mudanca de coordenadas linear, podemos supor

que
fle) =24 ... +22+...

sendo r o posto da matriz hessiana. Substituindo z; = x; + iy, temos,
fR) =2 —yi+. .. +22 -2+ 2+ Ty

Portanto,
i) =a]—yi+. .. +ai—yi+...
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Assim, a matriz hessiana de f; tem posto 2r e indice r.
3. E consequéncia imediata de (2).

[ |
Demonstragao do Teorema 3.7: Consideremos M como uma variedade real de
dimensao 2d.

Usando o lema anterior, vemos que f; nao tem pontos criticos em X NS, e
que f; : X — R é uma fungdo de Morse. Assim, (M, fi) é um par que satisfaz as
hipoteses do teorema 3.6.

Sejam a < b valores regulares de fy),, tais que b é maior que o maximo de

fi em M e o conjunto dos valores criticos de f1),, esteja contido em (a,b). Tais a
e b existem porque o conjunto dos valores criticos de f,, é finito. De fato, se fi
tem um ndimero infinito de valores criticos, entao, f; tem um ntmero infinito de
pontos criticos em M. Seja (x;) uma sequéncia de pontos criticos diferentes em M,
em particular, (z;) é uma sequéncia em M, o qual é compacto, assim, existe uma
subsebsequéncia (x;, ) de (z;) convergente. Logo, pelo Lema da Sele¢ao da Curva
(ver [32]), existe uma curva composta de pontos criticos de f; em M, ou seja, o
conjunto dos pontos criticos de fi|,, nao é discreto, o que contradiz o fato de fy,,
ser uma funcao de Morse.
Temos que

M:flrﬂ/}(_ooﬂoo) - f1|_MI(_OO7b]

(*) . .
~ fit(—00,a] com #X f1,, células de dimensdo d coladas.
onde ~ denota que dois espagos topoldgicos tém o mesmo tipo homotopia e (x) segue
do teorema 3.5.

Assim,

X(M> = X(fl\?;(_oo’ CL]) + (_1)d#zf1|M'

Observamos que M N f;'(—o00,a] é um subconjunto localmente fechado de C™,

f|Mmf;1(_oo7a} ¢ uma submersao e f|ﬁmf;1(—oo,a} ¢ uma aplicacao propria, assim,
pelo 1° Lema de Isotopia de Thom, f),, ¢ uma fibracao em fit(—o00,a], ou seja,

fi'(—00,a] tem o mesmo tipo de homotopia que f~!(a) x C. Portanto,
X(fi},, (=00, a]) = x(f;,}(@))x(C) = x(f},} (a)).

Além disso, M ¢é localmente fechado, f[ynsy ¢ uma submersao e f |W é
propria, novamente pelo 1° Lema de Isotopia de Thom, f|,, ¢ uma fibragao sobre
C menos o conjunto dos valores criticos de f|,,, o tipo de homotopia de f‘;(c) é
independente do valor regular ¢ de f. Assim,

X(M) = x(f},} (©) + (=1)"#Zf,,,

para qualquer valor regular ¢ de f.
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Ou seja,

X(f7He) N M) = x(M) + (=) '35,
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Capitulo 4

Variedades determinantais e suas
suavizacoes

Um tipo de variedade analitica que pode ser naturalmente considerado como
uma generalizacao para [CIS ¢é a variedade determinantal com singularidade isolada,
isto é, germes de variedades em CV dados como zeros de certos menores de matrizes
cujos elementos sao germes de funcao em Oy.

Variedades determinantais aparecem de maneira natural em teoria de sin-
gularidades. Um exemplo é o conjunto dos pontos singulares, S(f), de um germe de
aplicacao f : (C",0) — (CP?,0), o qual é dado pelos menores de ordem maximal da
matriz jacobiana de f.

Neste capitulo, definimos um tipo especial de germe de variedade determi-
nantal, o qual chamamos SDI, e exibimos uma suavizacao para tais germes.

4.1 Variedades determinantais

Sejam 0 < s < m < n trés nimeros naturais e M, , = M, ,(C) o conjunto
das matrizes complexas de ordem m x n. Denotamos

M, :={A € My, : posto(A) < s}

¥ ={Ae M, : posto(A) = s}.
Teorema 4.1. (/1])

1. Mg, € uma subvariedade algébrica irredutivel de M,,,, de codimensdo (m —

m,n

s+1)(n—s+1).
2. O conjunto singular de My, ¢é M1
3. S = {X'}o<ics—1 € uma estratificagio de Whitney de My, ..

Consideramos uma aplicacao

F: (CN0) — (M, F(0))
T L (fz‘j(fc))mxn
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onde f;; ¢ um elemento de Oy para todos os ntimero naturais 4, j tais que 1 < i <m,
1<j<n.

Definigao 4.2. Seja (X,0) C (CV,0) o germe de variedade definido por
(X,0) = (FH(M;,,), 0).

Dizemos que tal (X,0) é um germe de variedade determinantal do tipo (m,n;s) em
C" se a dimensao de X & igual a

N—-—(m—-s+1)(n—s+1).

> 0) define um germe de variedade determinantal. De
fato, basta considerar a aplicacdo F : (C™,0) = (M0, F(0)) que identifica C"™ e
M, n, ou seja, a aplicagdo que leva a mn—upla (21, ..., y,) Da matriz m x n cujos

Observamos que (M}

elementos sao x; para i = 1,...,mn. Entdo M, , se identifica com F~' (M, ).
Consideramos (X, 0) com a estrutura analitica definida por F' e M;‘;’m, isto

é, dada pelos menores de ordem s de F'. Observamos que se s = 1, entao (X 0) é
uma intersecao completa.

Em geral, se (X,0) = (F~'(Mg,,),0) C (CV,0) é um germe de variedade
determinantal, entao (X,0) é Cohen-Macaulay. De fato, o anel Ox ¢é igual ao anel
On/1s, onde I denota o ideal em Oy gerado pelos menores de ordem s da matriz
m X n que define a aplicacao F', além disso,

dmOx=N-(m—-s+1)(n—s+1)=dimOy —(m—s+1)(n — s+ 1),
assim, pelo teorema 1.1, Ox é Cohen-Macaulay.

Exemplo 4.3. Sejam

F: ((C4,O) — M273
Ty z
@z (00
e (X,0) = (F71(M3;),0).
Entdo, X = v(zz — y?, yw — 22, zw — yz) é uma variedade de dimensio

2=4—(2-2+1)(3-2+1).

Portanto, (X, 0) é um germe de variedade determinantal do tipo (2, 3;2) em
C*.

Exemplo 4.4. Sejam

F (C*,0) — My 3

3
T~ yx X
(xayazaw) — (22 w y—Z>

e (X,0) = (F71(M33),0).
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Temos que X ¢é uma variedade de dimensao
3#4—-(2-2+1)(3-2+1).
Portanto, (X,0) nao é um germe de variedade determinantal.

Sejam (X,0) = (F~'(M;,,,),0) um germe de variedade determinantal em
(CY,0) e sejam g, ..., gy 0s menores de ordem s de F, portanto, X = v(gi, ..., gx)-
Sendo X uma variedade determinantal, temos que a codimensao de X é igual a
(m—s+1)(n— s+ 1), entdo, o conjunto singular de X, 3(X), é o conjunto dos
pontos z € X tais que

posto(J (g1, ..., gx)(x)) < (m — s+ 1)(n —s+ 1),
onde J(g1, ..., gx)(z) denota a matriz jacobiana de (g, ..., gx) em x.

Exemplo 4.5. Sejam

F: Cc? — My 3
Ty z
R e G

e X = F”(MQQS).
Vamos calcular o conjunto singular de X. Denotamos

91(%972’,7«0) = _22 +yw
92($ayazaw) = —Yyztaw
gs(mayazaw) = y2 — Tz

Seja I5(J(g1, g2, 93)) o ideal em O, gerado pelos menores de ordem 2 da
matriz jacobiana de (g1, g2, 93),

0 w -2z y

J(91,92,95) = | w —z —y =z |,
—2 2y —xz 0
]2(‘](91792793)) = <—$2,2y2 + zz, _yz_:L‘wa_xyvé‘:yz_'rw?_QZQa_nya

22— yw, 2%, —2w, —xz, —yz, 22 + yw, —2zw, y* — 2x2,
—w?, —yz — xw,yw>

= <x2, xy, y2 — 22,02, Yz + TW, 222 + YW, TW, Yw, 2W, w2> .
O conjunto dos pontos singulares de X é dado por

N(X) = v((L2(J(g1,92:93)): 91, 92: G3))
v(<x2, xy,y° — 222, 12, Yz + 2w, 22% + yw, zw, yw, 2w, w,
—2* + yw, —yz + 2w,y — x2))
= {(0,0,0,0)}
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Portanto, o tnico ponto singular de (X,0) ¢ (0,0,0,0).

Apresentamos um conceito novo de singularidade determinantal isolada, o
qual é ligeiramente diferente daquele apresentado por Ebeling e Gusein-Zade em
[12]. Por razoes técnicas, deste ponto em diante nos restringimos aos casos:

(x) s=1louN<(m—s+2)(n—s+2).

Observamos que a condigao (*) serd utilizada para exibir uma suavizagao de (X, 0),
nao sabemos se os nossos resultados continuam vélidos se tal hipotese for retirada.

Definigao 4.6. Seja (X,0) C (CV,0) um germe de variedade determinantal do tipo
(m,n;s) definido por (X,0) = F~'(M;,,), satisfazendo a condigao (). Dizemos
que (X,0) é uma singularidade determinantal isolada, ou SDI, se X é suave em x e
posto(F(z)) = s — 1, para todo x # 0 numa vizinhanga da origem.

Uma SDI tem singularidade isolada no sentido usual, mas acrescentamos a
hipotese sobre o posto de F'. Essa condigao sera necessaria para definir a caracte-
ristica de Euler evanescente.

Em [12], Ebeling e Gusein-Zade definem um tipo especial de germe de va-
riedade determinantal, o qual eles denominam essentially isolated determinantal
singularity e abreviam por EIDS. Apresentamos, a seguir, a definicao de EIDS.

Definigao 4.7. ([12]) Um ponto x € F~'(M;, ) ¢ essencialmente nao singular se,
nesse ponto, a aplicacao F' é transversal ao estrato correspondente da variedade
M, (isto é, a ¥, com i = rank(F(z)) + 1).

Um germe (X,0) C (CV,0) de uma variedade determinantal do tipo
(m,n; s) tem um ponto essencialmente singular isolado na origem (ou é uma singu-
laridade determinantal essencialmente isolada, EIDS) se tem apenas pontos essen-
cialmente nao singulares numa vizinhanca da origem em X.

Por causa da condigao (), nossa definigdo de SDI é equivalente ao conceito
de EIDS, como mostra o lema a seguir.

Lema 4.8. Seja (X,0) C (CV,0) uma variedade determinantal do tipo (m,n;s) de-
finida por (X,0) = F~1 (M3, ,,) satisfazendo a condigio (x). Entdo, (X,0) é uma SDI
se, e somente se, F' € transversal a estratificagio S = {X'}o<i<s_1 numa vizinhanga
da origem.

Demonstragao: Suponhamos que (X,0) é uma SDI. Seja z € X, = # 0. Entao
X é suave em x e posto(F(z)) = s — 1. Seja, na notagao do lema 1.10, J o ideal
em O(mn,F(2)) gerado pelos menores de ordem s da matriz (%ij)mxn, onde z;; é um
sistema de coordenadas local em (C™", F(x)).

Como X°~! & um aberto em M}, ,, pois seu complementar é igual a M}, N

v(Is—1(xs5)) € um fechado em M}, ,, o anel local O, p(2))/i(X°7") € igual ao anel

local Opun,p(z))/J. Assim, Onn, pzy)/J ¢ um anel regular e, pelo lema 1.10, como
por hipétese, Oy /I & regular onde I = F*(J), F ¢ transversal a 7! em F(x).
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Assumamos, agora, que F' é transversal a S. Seja z € X, x # 0. Como
N < (m—s+2)(n—s+2)e F étransversal a X' com i = posto(F(x)), temos que

mn < N+mn—(m—i)(n—1)
< (m=—s+2)(n—s+2)+mn—(m—1i)(n—1)

ouseja, (m—s+2)(n—s+2) > (m—i)(n—1). Sei < s—2, entao, (m—1i)(n—1i) >
(m —s+2)(n—s+2). Portanto, i = s — 1.
Assim, novamente pelo lema 1.10, como F ¢é transversal a v(J) = X571,
(X, x) é regular.
[ |

Observacao 4.9. Se s = 1, a condigao (%) é automaticamente satisfeita e, nesse
caso, (X,0) é uma SDI se, e somente se, (X,0) é uma ICIS.

Para alguns resultados posteriores necessitaremos do fato que uma SDI
(X,0) é reduzida, isso pode ser verificado garantindo-se que (X, 0) satisfaz as condi-
¢oes RO e S1 de Serre (ver [33]). Em linhas gerais, essas condigoes dizem que (Ox),
¢ um anel regular para todo ideal primo p de Oy com altura igual a zero (R0O) e a
profundidade de (Ox), ¢ maior que ou igual ao maximo entre a altura de p e 1 para
todo ideal primo p de Ox (S1). A primeira condi¢ao vale se o conjunto singular de
X for uma variedade de codimensao maior que ou igual a 1 (ver demonstrac¢ao do
teorema 18.15 de [13]) e a segunda é equivalente a dizer que Oy é Cohen-Macaulay
(ver [33]). No nosso caso, temos que uma SDI (X, 0) ¢ Cohen-Macaulay e, como tem
singularidade isolada, se a dimensao de X for maior que 0, entao o conjunto singular
de X tem codimensao, no minimo, igual a 1. Assim, X satisfaz as condi¢oes R e
S; de Serre, portanto, temos:

Teorema 4.10. Se (X,0) é uma SDI de dimensao maior que zero, entao (X,0) é
reduzida.

4.2 Suavizacao de uma variedade determinantal

Dado um germe de variedade determinantal (X,0) = (F~'(Mg,,),0) C
(CV,0), vamos construir um suavizagio de (X, 0) através de uma deformagao de F.
Seja A = (ai;)mxn com a;; € C nimeros genéricos. Denotamos

FAZ CN — Mm,n
r — Fx)+A

e X4 = FA‘l(Mjm).

Exemplo 4.11. Sejam

F. Cc* — M273
x oy =z
oz o (500)

e X = F1(M3,).
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Seja
ai; Qr2 a3
A=
Q21 Q22 G23
com a; ; € C genéricos. Entao

T+ a y+a12 Z+ as o
Y+ a1 2+ azx W+ as ’

Fa(z,y,z,w) = (
2
Xa = v(xz 4 raxn + a1z + ana — Y~ — Yag — @12y — G12021, TW + Tags
2
Fa19a93 — 27 — ZQoo + AW + G11G23 — ZY — ZG21 — A13Y — A13021,

Yw + Yagg + a12W — a13z — A13a92).

Se A = 0, XA = X.
Se A # 0, X4 é suave para quase toda matriz A € M3 (ver teorema
4.12). Para ilustrar este fato, acrescentamos um exemplo de calculo efetuado no

SINGULAR.
Primeiro definimos a matriz M = (f;;):
> matrizM[2][3] = x,y, 2,y, 2, w;
Encontramos, agora, uma matriz genérica A € Mo 3:

> matrizA[2)[3] = random(—100, 100), random(—100, 100), random(—100, 100),
random(—100, 100), random(—100, 100), random(—100, 100);

Fazemos M, := M + A:
> matric M A[2][3] = M + A,
Calculamos a matriz jacobiana da fun¢ao definida pelos menores de ordem
2 de M + A:
> idealiA = minor(M A, 2);
> matrizJ[34] = dif fGAN, 2), dif fGAQ, ), dif fGAN], 2), dif f A, w),
dif f(iA[2], ), dif f(iA[2],y), dif f(iA[2], 2), dif f(iA[2], w), dif f(iA[3], x),
dif f(iA[3],y), dif f(iA[3], 2), dif f(iA[]3], w);
Encontramos os menores de ordem 2 e somamos o ideal iA gerado pelos
menores de ordem 2 da matriz M + A:
> ideal jA = minor(J,2);
> ideal [A = 1A+ j A,
> std(lA);
1] =1
O conjunto singular de X 4 é formado pelos zeros comuns dos elementos do
ideal [A = (1). Portanto, X4 nao possui pontos criticos, ou seja, X4 é suave.

Para construir, em geral, uma suavizacao como a do exemplo anterior, uti-
lizamos o teorema a seguir.

Teorema 4.12. Seja (X,0) = (F~1(M;,,,),0) C (CV,0) wma SDI. Escolhemos um
representante suficientemente pequeno de X = F_l(anm). Existe um aberto de
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Zariski nao vazio W C M,y,,, tal que X4 € suave e posto(Fa(x)) = s — 1 para todo
reXqgeAeW.

Demonstracao:  Escolhemos uma bola aberta B C CV tal que X ¢é suave e
posto(F(z)) = s — 1 para todo z € B\ {0}.
Denotamos

C={(Az) € M, xCY:2é um ponto singular de X}

C={Ae€ M,,: X4 ndo ¢é regular}.

C = U(ICOdimX(JA)7 gi4, - .- 7gkA>7 onde

9914 9914
(9381 e awN
Ja = : :

99ka 99kA

ox1 Tt dxn
e gia, > GrAa € ONimn sa0 0s menores de ordem s de F'+ A. Portanto, C' é um
subconjunto analitico de M,, ,, X CN.

Consideramos
T

(C,0) = (My,(C),0)
(A, ) — A
Como (X,0) tem uma singularidade isolada na origem, 7=(0) = {0}. As-
sim, pelo lema 1.20, 7 é uma aplicagao finita e, pelo lema 1.21, C' = ﬂ(é) é um
subconjunto analitico de M,, ,,(C).
Tomamos o aberto de Zariski W = M,, ,, \ C. Precisamos mostrar que W é
nao vazio.
Seja
¢: Mun,(C)xCVN — M,.,(C)
(A, x) — F(z)+ A
¢ é uma submersao. De fato, identificando M,, ,(C) com C™" e denotando F' = (f;;),
a matriz jacobiana de ¢ é

af af
10 ...0 Y . 2n
: : : : 8f;nn : af;,m
0 ... 0 1 G m

a qual tem um menor de ordem maxima cujo determinante é igual a 1.

Assim, ¢ é uma submersao e, portanto, é transversal a toda subvariedade
de M,, , em particular, a ¥** parai=1,...,s.

Fazendo, na notagao do lema 1.9, j : My 3 — C*®(CN, M, ),

JA)=¢a: CV — M;,.(C)
r — Fx)+ A
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temos que ¢4 ¢ transversal a X°7* com i = 1,..., s para quase toda matriz A.
Seja, entao, A € M,,, tal que ¢4 é transversal a 3°7%, para 1 < i < s.
Temos que
dim ¥ =mn — (m — s +14)(n — s +1),

portanto, se ¢ > 1,
dimCY +dim ¥ = N +mn — (m — s +i)(n — s +1) < mn,

pois, por hipotese, N < (m —s+2)(n —s+2). Logo, como ¢, ¢ transversal a ¥°7°,
PA(CN)Y N X5t = (), para 2 < i < s. Além disso, como ¢4 ¢ transversal a 3571
¢4 (X571 é suave. Donde,

Xa =0, (M) = U0, (357 = ¢,/ (=)

¢ suave. Além disso, pelo lema 4.8, posto(Fa(x)) = s — 1, para todo x € X 4.
Portanto, W é um conjunto nao vazio. [

Observacgao 4.13. Observamos que, pela demonstracao do teorema anterior, temos
que, se (X,0) C (C¥,0) for um germe de variedade determinantal com singularidade
isolada do tipo (m,n;s) tal que N < (m —s+2)(n— s+ 2), entdo X4 é suave para
toda matriz A num aberto de Zariski em M,, .

Em geral, quando pensamos em suavizagoes de germes de conjuntos ana-
liticos, consideramos os parametros num subconjunto de C e nao de M,,, como
estamos fazendo. O lema a seguir nos permite justificar que existe uma matriz de
nimeros complexos A € My, ,,(C) tal que X4 = (F +tA)~'(M;, ,(C)) é suave para
todo t numa vizinhanga da origem.

Lema 4.14. Seja V C C" um subconjunto analitico proprio. Entao existe uma reta
L em C" tal que LNV = {0}.

Demonstragao: Sejam V = v(I) um conjunto analitico e 7 : (V,0) — (C*,0)
definida por m(xy, ..., z,) = (21, ..., k).
Pelo Teorema da Normalizagdo de Noether (ver [26], por exemplo), temos
que Oy = 0,,/I é um Op-modulo finitamente gerado. Assim, pelo lema 1.20, 7w é
uma aplicagao finita. Entao, 771(0) NV = {0}. Mas 7=!(0) ¢ um (n — k)—plano.
Entao, existe uma reta L C 7—1(0) tal que LNV = {0}. |
Como consequéncia, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.15. Sejam (X,0) = (F~'(Mg,,),0) C (CV,0) uma SDI e A = (a;j)mxn
uma matriz genérica. Denotamos

Ft . CN — van
r +— F(z)+tA

e X, = F ' (M5,,). Entio X, é uma suavizagio de X .

Observagao 4.16. Schaps, em [47], demonstra a existéncia de uma suavizagao de
uma SDI com uma abordagem diferente da utilizada neste capitulo.
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Capitulo 5

Variedades determinantais de
codimensao 2 em C*

Se (X,0) = (Nk_,¢;1(0),0) C (CV,0) for uma ICIS, por Lé-Greuel, temos
que

On

<¢1>"‘7¢k>+J(p7¢1a---7¢k)

para qualquer funcio p : C¥ — C tal que X Np~1(0) também seja uma ICIS.

Na tentativa de estender a definicao do ntimero de Milnor para um germe
de variedade determinantal (X, 0), observamos que, em geral, u(X Np~1(0),0) nao
estd bem definido, entretanto, se (X,0) for uma variedade de dimensdo 2, entao,
para uma aplicagio linear genérica p : C¥ — C, X Np~1(0) é uma curva e, portanto,
u(X Np~1(0)) é definido por Buchweitz e Greuel em [7].

Destacamos que se (X,0) = (Nf_,¢;'(0),0) c (CY,0) é uma ICIS, P :
(X,0) — C é uma suavizacao de (X,0) e (),0) é o germe de conjunto descrito por

u(X,0) = dime —u(Xnp ), (5.1

Y ={(z,t) € CN x C: z¢é ponto singular de X,},

onde denotamos X; = P7I(t), entdao (¥,0) é um germe de variedade Cohen-
Macaulay (de fato, (),0) é determinantal). Assim,

ON = dlm(c Gy

<¢17-"7¢/€>+J<pa¢17”'7¢k) <t>
= e((t),0y)

= grau(m)

= #rl(t)

- #Zp|Xt7

dim(c

com 7 : (¥,0) — C dada por 7(x,t) = t. Podemos, entao, substituir o ntimero

. 10) , n
dim¢ Bt ﬁn s Por #3p|x, na formula de Lé-Greuel, obtendo

1(X,0) = #3p|x, — (X Np~1(0)).

Neste capitulo, mostramos que se (X, 0) for uma variedade determinantal
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de dimensao 2, entao

#3plx, — (X Np~H(0)) = (=)™ ¥ (x(Xy) — 1).

Em [49], Wahl demonstra que, se (X, 0) for um germe de variedade Cohen-
Macaulay (o que ¢ o caso de uma variedade determinantal) de codimensao 2, entao
a caracteristica de Euler de uma suavizagao X; de (X,0) independe da suavizagao
escolhida.

Baseados nestas informagoes, nos restringimos neste capitulo a superficies
de dimensao 2 em C* e definimos

u(X,0) = #3plx, — (X Np~(0)).

5.1 O ntimero de Milnor de uma variedade de codi-
mensao 2 em C*

0 teorema 3.1 mostra que uma funcao real analitica sobre uma variedade
suave pode ser deformada a uma funcao de Morse. O lema a seguir estende este
resultado para uma fungao holomorfa.

Lema 5.1. Sejam V' C C" um subconjunto analitico suave, g : C* — C uma func¢ao
holomorfa e go(21...,2n) = g(21, .oy 2n) + @121 + .. + a2z, se @ = (aq..., ) € C".
Entao, ga|, € uma fungao de Morse para quase todo ponto a € C".

Demonstracao: Definamos F : R?" x R?"* — R por

F(a,b,z,y) = R(ga(2))

com z 1= (21,...,2n), % = Tj+iy;,a = (a1,...,a,),b:= (by,...,b,) e a; == a;+ib;.
Na notacao do teorema 3.1,

fa(xlvyla s 7xnayn) = §R(ga(xlayla s 7xn7yn))

n

= §R(g('rhylu s )xn)yn)> + Z(akxk - bkyk:)
k=1

e ¢ : R x R — T*R*™ = R (com a identificacdo (xy, ..., 2o, prdzy + ... +
p?nden) = (171, vy X2n, P1y e 7p2n)) ¢ dada por

_ Ifa Ofa Ifa Ofa
¢<avbax7y) - (x7y7 81‘1’ 8y17"'7awnaayn)

OR(g) IN(g)
0, o oy

IMN(g) OR(g)
" Oz,

= (l‘,y, _b17"'
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Assim, a matriz jacobiana de ¢ é

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
... 0 0 0 1
1 0 I?R(g) I*R(g) 9*R(g)
81% or1y1 t Ox10yn
0 1 PR PRG  9R()
h Oynz1  Oynyr " oy

a qual tem determinante igual a 1 ou —1. Portanto, ¢ é uma submersao. Logo, pelo
teorema 3.1, $(ga , ) ¢ uma fungdo de Morse para quase todo ponto a € C". Assim,
pelo lema 3.8, g, é uma fungao de Morse para quase todo ponto a € C" [ |

Lema 5.2. Dada uma variedade determinantal com singularidade isolada (X,0) C
(CN,0) do tipo (m,n;s) com N < (m—s+2)(n—s+2), existe uma proje¢do linear
p: CN — C tal que p|x, ¢ uma fungio de Morse para toda matriz A € W, com W
um subconjunto aberto de Zariski em My, ,,.

Demonstracao: Seja Ay € M,,,, tal que X4, é suave (tal Ay existe pelo teorema
4.12). Denotando py(x1,...,xx) = a121 + ...+ ayzy para cada a = (aq,...,ay) €
CY, pelo lema 5.1, fazendo g = 0, para quase todo ponto a € CV, pa]XAO é Morse e
Palx—{0y € Morse. Escolhemos uma destas p),s.

Seja,

C = {(x,A) € CY x M,,,, : x & pontosingular de X 4 ou x é ponto critico
degeneradode p,|x, }-

Temos que C' é um subconjunto analitico de CV x M,,.n. De fato, seja (z9, A) tal
que X4 =v(g14,-..,09r4) € suave em z; e seja

Cpo={xeC":zé ponto critico degenerado depq|x,},
Observamos que

C7A - U<<91A> oo 7gTA> + Jn—d+1(91A; oo 7g7“A7pa) + JN(glAJ see 7g7'A7 hlA? sty h’sA>>7

onde d é a dimensao de X e Jy_g11(g14, .-, Gra,Pa) = (h1, ..., hs) pois, depois de
uma mudanca de coordenadas, podemos supor que

gi1A,---,9rA = Td+1,---,TN-

Portanto, pa|x, : Xa — C ¢ dada por p,|x,(z1,...,2a) = pa(1,...,24,0,...,0).
Assim, o conjunto dos pontos criticos degenerados de p, é dado por

0’pa
3:}01-%

( 8pa 8pa (
v ey OrA, R ,
g14 gAE)xl o1y d

))-
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Por outro lado, temos que

IN—ar1(G14; - - s Gras Pa) = IN—ar1(Tasts - TN, Pa) = <g§,i> RER) gz;z> .
Entao,
(914, -, gra) + In—ar1(G1as - - - Gra, Do) + In(g14, -, Gras haa, oo hoa) =
(gra,- s gra) + (322, G2 ) + In(Tara, - an, P22, 52,
Além disso, Jy(zgi1,---, TN, g—i";, e g%‘;) = Id(%g;j)lgi,jgd« Portanto,

CN'A — U(<91A7 . 7g'l“A> + Jn—d+1(91A7 L 7gTA7p(l> + JN(glA7 - 8rA, h’l? ceey h’s))

Seja = um ponto singular de X4, entéo, x € Cy, pois Jy_a(g1a, - - ., gra) = 0. Logo,

C=v({g14, -+ 9ra) + Jn—a+1(g14, - -, Gra, Pa) + IN(G14, - - Gra, P14, .-, hsa)),

¢ um conjunto analitico.

Fazendo como na demonstracio do teorema 4.12, temos que C' = 7(C) é
analitico, onde 7 : C — M,,,, ¢ definida por 7(z,A) = A. Como A, ¢ C, C ¢é
proprio.

O conjunto W = M,,,, \ C ¢é o aberto de Zariski procurado. [ |

Assim, pelo lema 4.14, existe matriz A € M,, ,, e projecao linear p : C¥ — C
tal que plx, ¢ uma fungao de Morse para todo ¢, onde, se (X,0) = (F~(M;, ,,),0),
Xy = (F+tA)~ (M)

Se (X,0) = (F~'(M,,,),0) C (C*0) é uma variedade determinantal com
singularidade isolada de dimensao 2, a variedade analitica X N p~*(0) é uma curva
e, portanto tem ntimero de Milnor p(X Np~1(0),0) bem definido, ver (|7]).

Denotamos por #(X(p|x,)) o ntumero de pontos criticos de p|x, = p: X; —
C. No caso de X ser uma ICIS, por Lé-Greuel, temos que

#(2(plx,)) — p(X Np~'(0),0)

¢ igual ao nimero de Milnor de (X, 0). Veremos a seguir que se (X,0) é uma varie-
dade determinantal com singularidade isolada de dimensdo 2 em C*, esta diferenca
é bem definida, ou seja, nao depende da deformacao e nem da projecao p escolhidas.

Lema 5.3. Se (X,0) € uma variedade determinantal com singularidade isolada de
dimensdo 2 em C?,

#(S(plx,) — (X Np~H(0),0) = x(X) - L,

onde p : C* — C ¢ uma projecio linear genérica e X; € uma suavizacio de X como
no capitulo anterior.

Demonstragao:  Seja ¢; um valor regular de p|x,, entdo X; N p~t(c;) é uma
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suavizacao de X N p~1(0). Logo,

—
*
~

#5plx, — (1 — x(Xe Np~(cr)))
#3p|x, + x(Xe Np~He)) — 1
(+4)

= X(Xt) —1

#3p|x, — (X Np~'(0),0)

onde x(Y) denota a caracteristica de Euler de Y, (x) segue do fato de que X;Np~!(c;)
¢ uma suavizacao de X Np~*(0) (ver [7]) e a igualdade (xx) segue do teorema 3.7.H

Consideramos o teorema a seguir, dado por Wahl em [49].

Teorema 5.4. ([49]) Se X é uma variedade Cohen-Macaulay de codimensao 2 e se
m:V =T é uma suavizagio de X, entao x(n~1(t)) nao depende da suavizagio.

Assim,
#Eplx, — (X Np~1(0),0) = x(X) — 1
nao depende de p, de A ou de t. Entao, podemos definir:

Definigao 5.5. Seja (X,0) = (F~'(M;,,,),0) C (C*0) um germe de variedade
determinantal com singularidade isolada com 4 < (m — s+ 2)(n — s +2). Definimos
o namero de Milnor de X por

p(X,0) = #3plx, — u(X Np~1(0),0),

onde p : C* — C & uma projegao linear genérica e X; € igual a (F + tA)~' (M}, )
com A € M, ,, uma matriz cujos elementos sao ntimeros complexos genéricos.

Exemplo 5.6. Sejam X = F~'(M33) com

F Cc* — M273
Ty z
N G

1 3 7
X, = (F+tA)™(M3,), com A = 5 ( 4 1 9 ) e p(x,y,z,w) =3z + 4y —

zZ+w.
Denotamos por gi¢, gos € g3¢ 08 menores de ordem 2 de F'4+tA e consideramos

9 9  Op  Op
ox dy 0z ow
991t O9g1t  Og1t  Ogit
or oy 0z ow

J(p7 gt) =

Ogot  Oget Ogot 092t
ox oy 0z ow

Ogst  Ogst Ogst Ogst
ox dy 0z ow
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Seja I3(J(p, g¢)) o ideal em Oy gerado pelos menores de ordem 3 de J(p, g;), entao
Y(plx,) = v(I3(J(p, 9t)), g1ts Gor, g3e)- Usando o software Mathematica, verificamos
que £(Z(plx,)) = 3.

Para calcular (X, 0), precisariamos, agora, calcular u(XNp~1(0),0). Como
Y = X Np (0) ¢ uma curva, como feito em [42], podemos calcular seu nimero de
Milnor através do namero de Milnor u(gly) e do grau local grau(g) de uma funcao
g:C*— Cnacurva Y: u(gly) = u(Y,0) + grau(gly) — 1.

Seja g = —x + 3y — 22 + w. Entao,

p(gly) = #Xgly, = 4

com Y; = X; N p~(0).
Por outro lado,

grau(gly) = #{Y;i N g (0)} =3.

Portanto, pu(X,0) = u(p) — pu(¥,0) =3—-(4—-3+1) =1.

Observamos que a curva X N p~1(0) aparece na tabela de formas normais
das curvas determinantais simples dada por [14| com p(x,y, z, w) = w, ali também
podemos ver que p(X Np~*(0)) = 2 e continuar os nossos calculos com esta projegao.

Observagao 5.7. Sabemos que se (X,0) é uma ICIS de dimensao d, entao

(X, 0) = (=) (x(Xe) — 1),

onde X; é uma suavizagao de X. Se X ¢é uma variedade determinantal com singu-
laridade isolada do tipo (m,n;s) em C* com 4 < (m — s+ 2)(n — s+ 2), entdo, pelo
lema 5.3, também temos que

u(X,0) = x(Xy) — 1= (1) ¥ (x(X;) — 1).

Sabemos, também, que se (X,0) ¢ uma ICIS de dimensao d, o nimero de
Milnor de X é igual ao d-ésimo ntimero de Betti de uma deformacao de X, G4(X}).
Em [4], Greuel e Steenbrink mostram que se (X,0) é normal (o que é o caso de
uma singularidade determinantal pois satisfaz as condigbes R1 (conjunto singular
tem codimensao maior que ou igual a 2) e S2 (é Cohen-Macaulay) de Serre, ver [33,
teorema 23.8|), entao dim H;(X;) = 0. Além disso, como X; é conexa (pois, por [22,
teorema 1|, mo(X;) = 0), dim Ho(X;) = 1. Assim,

(X)) = x(Xi) = 1= Bo(Xy) — Bu(Xy) + Ba(Xy) — 1 = Ba(Xy).

onde f;(X;) = dim H;(X;) denota o i-ésimo nimero de Betti de X;. Concluimos,
assim, que neste caso a nossa definicaio de ntmero de Milnor de uma variedade
determinantal coincide com aquela dada por Pereira e Ruas em [44].
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5.2 O ntmero de Milnor de uma funcao em uma
variedade determinantal

Sejam (X,0) = (F~'(Mg,,,),0) C (C*,0) com 4 < (m —s+2)(n —s+2)
um germe de variedade determinantal com uma singularidade isolada na origem e
f:(C*0)— (C, f(0)) um germe de fungao holomorfa.

Consideramos o seguinte lema.

Lema 5.8. Euxiste um aberto de Zariski ndo vazio W em C* x M, n tal que
falx, € uma fungao de Morse para todo (a,A) € W, onde, se a = (a1, as,as,as),
fa(x7yuz7w) = f<x7y7z7w) +a1r + azy +asz +aqw e XA = (F + A>_1(M§’L,n)

Demonstragao: Sejam

C ={(a,A) € C* x My, : fa|lx,nd0 & fungio de Morse} e

C = {(a, A,r) € C* x My3 x C*: x¢ um ponto critico de X ouré um

ponto critico degenerado de f,|x,}

Temos que C' é um conjunto analitico. De fato, seja (xg, A) tal que X4 =
v(g14,---,Gra) € suave em xg e seja

Ca={xeC":zé ponto critico degenerado de f|x,},

Observamos que

Ca=v({g1as - 9ra) + In—ar1(914, - Gra, [) F IN(914, -5 Gra, Pia, -, hsa)),

onde d é a dimensao de X e Jy_q11(g14,---,9ra, f) = (h1,..., hs). Pois, depois de
uma mudanca de coordenadas, podemos supor que

g14,---,9rA = Td+41,---,TN-

Portanto, f|x, : Xa — C é dada por f|x,(z1,...,2q) = f(x1,...,24,0,...,0).
Assim, o conjunto dos pontos criticos degenerados de f é dado por

of of (P
v g1A7 R 797"147 ax17' AR axd7 d axlmj .

Por outro lado, temos que

of af>

JN—d+1(91A> ] 7gTA7f) = JN*d+1(xd+17 ] 7xN7f) = <a_x17 ety a_xd

Entao,

(914, Gra) + In—ar1(g1as -, Gra, [) + In(G1a, s Gras haa, ..., hsa)



Capitulo 5. Variedades determinantais de codimensao 2 em C* 53

¢ igual a
of of of of
oo GraA) = =Y+ IN | Tap1, TN, = ]
(914 gra) <8x1 8xd> N ( d+1 N O o1y
. 2
Além disso, Jy(zgi1,---, TN, 86_:51’ e %) = Id(%@{;j)lgi,jgd Portanto,

OA = U(<91Au s 7grA> + JN—d—‘rl(glA’ cee 7grA,f) + JN(91A7 <o grA, hl, S hS))

Seja z um ponto singular de X4, entéo, x € Cy, pois Jy—_a(g1a, - .., gra) = 0. Logo,

C=v({g1a, - 9ra) + In—ar1(g14, - s gra, [) + IN(914, - - - Gra, Raa, . . ., hsa)),

¢ um conjunto analitico.

Definimos 7 : (C',0) — (C* x M,,,(C),0) por 7(a, A,z) = (a, A). Como
feito no teorema 4.12, C' = 7(C) é um subconjunto analitico de C* x M, ,(C).

Seja A € M,,,(C) tal que X4 ¢ suave (tal A existe pelo lema 4.12). Pelo
lema 5.1, existe a € C* tal que f,|x, ¢ Morse. Portanto, C' ¢ proprio.

W =C*x M,,,, \ C ¢ o aberto de Zariski procurado. [

Assim, pelo lema 4.14, existe uma matriz A € M, ,(C) e um vetor a € C*
tal que fi|x, = fialx,, ¢ uma fungado de Morse para todo ¢ suficientemente proximo
da origem.

Novamente, no caso de (X, 0) ser uma ICIS, temos que o numero de pontos
criticos de fi|x, ndo depende das deformagoes envolvidas e, neste caso, este nu-
mero coincide com o nimero de Milnor de f|,. O teorema a seguir mostra que no
caso em que estamos trabalhando, #%( f;|x,) também nao depende das deformagoes
envolvidas.

Teorema 5.9. Se (X,0) C (C*, 0) ¢ um germe da variedade determinantal do tipo
(m,n;s) com4 < (m—s+2)(n—s+2) com singularidade isolada e f : (C*,0) — C é
um germe de fungao holomorfa tal que f|, tem uma singularidade isolada na origem,
entao #X f;|x, nao depende das escolhas de A,a e t, onde f; e X; sdo como acima.

Demonstragao: Seja € > 0 tal que f;|x, nao tenha pontos criticos em X; N S,
para todo ¢ suficientemente pequeno, onde S, = {x € C* : ||z|| = €¢}. Tal e > 0
existe pois, como f|, tem uma singularidade isolada na origem, existe ¢ > 0 tal
que fj, nao tem pontos criticos em S, ou seja, ||V fi(.)|| € maior que zero em S..
Como S, é compacta, ||V fi,(.)|| atinge um minimo, ||V f, (z0)||, em S.. Agora,
||V filx,(2)|| € uma fungdo continua em x e em ¢. Portanto, se t é suficientemente
pequeno, ||V fi(.)|| é diferente de zero em S, ou seja, f;|x, ndo tem pontos criticos
em S..

Pelo teorema 3.7 fazendo M = X; N B(0,¢€), se ¢; ¢ um valor regular de
ftlx,, temos que

#3filx, = x(Xo) —x(Xen [ er))
X(Xe) —1+1—x(Xe N f ()
(X, 0) + u(X N f71(0),0)
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pois X; N f;'(c;) é uma suavizacio da curva X N f71(0) e u(X N £71(0),0) =
1 —x(X; N f7¢)) segundo [7]. |

Com base neste teorema, podemos definir o nimero de Milnor de uma func¢ao
holomorfa sobre uma variedade determinantal. Mais precisamente:

Definigao 5.10. Se (X,0) C (C*0) é um germe da variedade determinantal com
singularidade isolada e f : (C*,0) — C é um germe de fungao holomorfa tal que f|,
tem uma singularidade isolada na origem, definimos o niimero de Milnor de f|, por

M(f|X) = #Eft|Xt7

onde fi(r,y,z,w) = f(z,y, z,w) +t(a17+ agy +azz + agw) e X; = (F"‘tA)fl(Mzz,s.)
com (ay, as,as,as, A) no aberto de Zariski W dado pelo lema 5.8.

Se (X,0) = v(¢1,...,¢1) ¢ uma ICIS e f : (CV,0) — C é uma funcio tal
que (X N f71(0),0) é também uma ICIS, entdo por Lé-Greuel

/L(X, O) - #Ef|Xt - U(X N f_1(0)70)

Pelos célculos feitos na demonstragao do teorema 5.9, vale uma férmula do
tipo Lé-Greuel no caso de X ser uma variedade determinantal:

Teorema 5.11. Dada uma fungao f|x : (X,0) — C com singularidade isolada em
uma IDS (X,0), temos:

pu(fix) = (X, 0) + u(X N f7(0),0).

Exemplo 5.12. Sejam X = F~'(M33) com

F: ct — M3
x Yy z
@z (00

e f:C* — C a fungao dada por f(z,y,z,w) = 2% + y* + zw.

Usamos o software mathematica para calcular o nimero de Milnor de f
em X. Uma vez que os resultados dos calculos realizados no mathematica podem
ser muito longos, substituimos estes por breves explicacoes do que cada comando
realiza.

Definimos A uma matriz genérica e M; = M +tA, onde M = ( vy oz ):

Yy z w
A = Table[Random[Integer, {—10,10}], {7, 1,2},{4, 1, 3}]
(este comando define uma matriz 2 x 3 cujas entradas sao inteiros aleatorios).
Mt = {{z,y, 2}, {y, z,w}} +tA
Encontramos os menores de ordem 2 de M;:
I = Minors|[Mt, 2]
It = Flatten[I]
(este comando elimina as chaves, ou seja, escreve I em forma de um ideal)
Definimos uma deformacao qualquer de f:
f=a?+y?+ 2w+ t(—22+ 3y + 2 + 4w)



Capitulo 5. Variedades determinantais de codimensao 2 em C* %)

Acrescentamos f ao ideal I; e definamos a matriz jacobiana da funcao dada
por f e pelos menores de M;:

Ht = Append|[It, f]

M2t = {D[Ht,z], D|Ht,y|, D[Ht, z|, D[Ht, w]}

Encontramos os menores de ordem 3:

Jt = Flatten|Minors[M2t, 3]]

Encontramos uma base de Groebner para o ideal gerado pelos menores de
ordem 3 de My, e pelos menores de ordem dois de M;. O ntmero de Milnor de f
em X ¢ igual ao nimero de zeros deste ideal:

St = Groebner Basis[Join[It, Jt|,{z,y, z, w}]

Definimos um valor para ¢, encontramos os zeros de S; e o niimero de tais
zeros, ou seja, o nimero de Milnor de f:

t=1/100

NSolve[St = 0,{x,y, z,w}]

Dimensions|%]

mu(f) = %[[1]

Out := 10.

Portanto, o nimero de Milnor de f em X ¢ igual a 10.
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Capitulo 6

A caracteristica de Euler evanescente
de uma SDI

No capitulo anterior, definimos o nimero de Milnor de uma SDI (X, 0)
de codimensdo 2 em C* e o niimero de Milnor de uma fungao sobre (X,0) com
singularidade isolada. Agora, gostariamos de generalizar estas definicbes para uma
SDI qualquer.

Observamos que, se (X,0) é uma SDI como as do capitulo 5, o nimero de
Milnor ali definido coincide com a caracteristica de Euler evanescente de (X, 0), isto
e?

u(X,0) = (1) (x(X¢) — 1),
onde d é a dimensao de X.

Neste capitulo, definimos a caracteristica de Euler evanescente de uma SDI

qualquer de dimensao igual a d por

v(X,0) = (=1)"(x(Xa) = 1),

onde X4 é uma suavizagao especial de (X, 0). A principio, chamamos v (X, 0) de nu-
mero de Milnor de (X, 0), mas, por sugestao do professor James Damon, resolvemos
chamar v(X,0) de caracteristica de Euler evanescente de (X,0) devido ao fato de
que nao podemos garantir que v(X,0) é igual ao d-ésimo nimero de Betti de (X, 0),
o que geralmente se pede do nimero de Milnor de (X, 0).

Definimos, também no atual capitulo, o nimero de Milnor de um germe de
fungao com singularidade isolada sobre uma SDI.

No capitulo anterior, a hipotese sobre a codimensdao da SDI (X,0),
codimX = 2, foi essencial para a utilizacao do teorema 5.4, o qual garante que
a caracteristica de Euler, y(X;), é independente da suavizacao X, de tal SDI. Para
trabalhar com uma SDI qualquer precisamos estender este resultado.

Considerando uma SDI

(X,0) = (F7'(M;,,),0) C (C",0),
denotamos X4 = (F + A)~' (M, ).

Teorema 6.1. Seja (X,0) = (F~'(M;,,,),0) C (CV,0) wma SDI. Escolhemos um
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representante suficientemente pequeno de X = F~'(My, ). Esiste um aberto de
Zariski nao vazio W C My, ,, tal que X4 € suave, posto(Fa(x)) = s — 1 para todo
r € XqeAeW ea caracteristica de Fuler de X4, x(Xa), nao depende de A € W.

Demonstragao: Observamos primeiramente que se X4 é suave, entao ¢, é
transversal a ¥*7!, onde para cada A € My r, ¢4 : cN — M., ¢ dada por
¢A(I) = F(l’) + A.

De fato, seja M € ¢4(CV)NX*~!. Entéao, como ¥*~! & um aberto em M, ., 0
anel local ?((g:_’ﬁ”; é igual ao anel local M, onde J é o ideal gerado pelos menores

de ordem s da matriz m X n cujas entradas sao as coordenadas em C"" = M,, ,.
O(nLn,]W)

Assim, ¢ um anel regular e, pelo lema 1.10, como, por hipotese, Oy /I é
regular onde I = ¢%(J), ¢4 ¢é transversal a 357! em M.
Seja W o aberto de Zariski nao vazio dado pelo teorema 4.12.
Consideramos, agora,

o qual é uma submersao, pois se A pertence a W, entdo, ¢4 é transversal a 257!,
donde, para cada z € ¢! (2571),

A9A1a(CY) + Ty 571 = My

Seja D € M,, . Entdao D ¢ igual a B+ B’, com B = d¢a|,(y) para algum y em CV
e B' um elemento de Ty, ;) X°"!. Temos que

dw(A,x)(-D? _y) = Du

dl(am)(D,—y) = dd|am)(B+ B',—y)
= do|(aw) (B, —y) + do|aw (B, 0)
= dol(a)(ddals(y), —y) + dd| (a0 (B, 0)
= o) () (S04 22 ()Y ) mscns —y) + do| (4.0 (B, 0)
= (S @)ye + D 3 @) (— k) mn
_'_(b;j + 2119\7:1?)];2 (2)0)mxn

= 0+ B € Td)(A’x)Es_l

ou seja, (D, —y) pertence a (doa ) H(TpanX) = Tand (2.

Assim, dm(44) € sobrejetora, para toda matriz A em W e para todo x tal
que ¢(A, z) pertence a ¥*71. Ou seja, m é uma fibragao sobre o conexo W. Portanto,
todas as fibras sao homotopicas. Logo,

X(Xa) = x({A} x X4)
= x({(4,2) 1z € Xa})
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= Xx({(A,z) : posto(¢(A, z)) = s — 1})
= x({(4,2) €71 (=)})
= xX(77'(4))

nao depende de A em W. |

Se (X, 0) é uma ICIS (quando s = 1), X4 pode ser visto como a fibragao de
Milnor de (X, 0). Neste caso, X4 tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas
e o niamero de Milnor de (X,0) é a quantidade de tais esferas (veja, por exemplo,
[32]). Em particular, esse nimero satisfaz

(X, 0) = (=1)" ¥ (x(Xe) - 1),

Inspirados neste fato e apoiados no teorema 6.1, fazemos a seguinte defini¢ao
no caso de uma SDI qualquer.

Definigao 6.2. Seja (X,0) = (F~'(Mg,,),0) € (CV,0) uma SDI. Definiremos a
caracteristica de Euler evanescente de X por

v(X,0) = (=)™ (x(Xa) — 1),

com A € W, sendo W o conjunto dado pelo lema 4.12.

Veremos, agora, que essa formula é valida quando consideramos uma suavi-
zagao determinantal qualquer da SDI X no lugar da suavizagao especial X 4.

Definicao 6.3. 1. Uma deformagao determinantal da SDI
(X,0) = (F~1(M},,,),0) C (CV,0)
é uma aplicacao
H:(CN xC,0) = M.,
tal que H(x,0) = F(z) para todo x € CV.
Denotamos Fy(z) = H(z,t) e Xy = F, ' (M, ,)-
2. Dizemos que H define uma suavizagao determinantal de (X, 0) se, além disso,

X ésuave e posto(Fy(x)) = s—1 para todo x € X; e todo t # 0 suficientemente
pequeno.

Observamos que uma suavizacao determinantal de uma SDI é uma suavi-
zacdo no sentido da definigao 1.3. De fato, seja H : (CV x C,0) — M,,,, uma
deformagao determinantal da SDI (X,0) = (F~!(Mg, ,),0) C (CV,0) e escrevemos
X =H (M) C (CN xC,0), ouseja, X = {(z,t) : € X;}. Definimos

7:(X,00 — (C,0)
(x,t) —t

Consideramos o homomorfismo induzido por m, 7* : O — O(x ). Temos que
codim(&X') = codim(X), portanto (X,0) ¢ determinantal e, assim, Cohen-Macaulay,
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além disso, dim(X,0) = dim(X,0) + 1 = dim O(x) + dim O;. Entéo, pelo teo-
rema 1.4, 7 é uma aplicacdo plana. Logo, como 7~ (f) ¢ suave para ¢ niao nulo
suficientemente pequeno, 7 é uma suavizac¢ao no sentido da defini¢ao 1.3.

Teorema 6.4. Seja H : (CV x C,0) — M,,, uma suavizagdo determinantal de
(X,0). Entao, para t # 0 suficientemente pequeno,

v(X,0) = (=)™ (x(Xy) — 1),

Demonstracao: Escolhemos um representante H : B x D — M,,,, com B e D
bolas centradas na origem em CV e C, repectivamente, suficientemente pequenas
para que X; seja suave e posto(Fi(x)) = s — 1 para todo x € X; e todo t € D\ {0}.
Seja W o conjunto aberto de Zariski dado pelo lema 4.12.

Dadas as deformagoes X; e X4, construimos uma nova deformacao como
soma das duas deformacoes: dados A € M,,,, et € D, denotamos

Xy = (F+ A7 (M, ).

Mostraremos que existe um conjunto aberto de Zariski nao vazio Wy C M,,,, X D
tal que

1. X(ay) € suave e posto(Fy(x) + A) = s — 1, para todo # € X4y e para todo
(A7t) € WD>

2. x(X(a,)) nao depende de (A, t) € W,
Para mostrar 1., tomamos
C={(A,r,x):xé um ponto singular de X4, ouposto(F,(z)+ A) <s— 1}
e Wo =M, \ C, onde

C = {(Ar)e My, xC: X, nao é regular ouposto(F,(z) + A) <
s — 1, para algumaz € X4, }.

C' & um subconjunto analitico de M. x C x CN. De fato,

C =v(9141)s -+ » Ie(Ar)s Leodimx (Jam) Uo(giams - - - Grar, Ls-1(Fr(z) + A)),

onde gi(ar); - - - Gk(A,r) 580 0s menores de ordem s de F.(z) + A e Jia,) ¢ a matriz
jacobiana de gi(ay), - - -, gk(4,r) COMO uma aplicacao em CNV.

Portanto, C' = 7(C), com 7 : (C,0) = (M,,,, x C,0), & um subconjunto
analitico de M,,,, x C (anélogo ao que foi feito na demonstragio do teorema 4.12).
Precisamos mostrar que C' é proprio. Seja

¢: MynxCxCV — My,
(A,r,x) — F.(z)+ A

¢ ¢ uma submersao, entao ¢ é transversal a ¥°7¢ para todo i tal que 1 < i < s.
Assim, ¢4, € transversal a $°' para quase todo (A4,7) onde ¢a,(z) = ¢(A,r, ).
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Seja (A,r) tal que ¢(a,) é transversal a ¥57¢ observamos que

dimCY + dim 2% =

se i > 1, portanto ¢4 (CV)

N +mn — (m

—s+i)(n—s+1i) <mn

Nx— =0.

Assim, X4,y = ¢(’Alr)(25_1) ¢ suave e C' é proprio.

Mostramos, agora, que vale

W . Consideramos

2., isto é, que x(X(a,)) nao depende de (A,r) €

W:Qﬁ_l(Es_l) — W

(A,r,x) — (A1),

7 é uma submersao. De fato, se (A,7) € W, entdo X(a,) ¢ suave, donde ¢4, é
transversal a $°71 (4.8), ou seja,

dearz(0x 0 x T,CV) + Toinrr

donde

T(A,r,x)Mm,n x C x (CN

= (d(b(A,r,m))
0x0xT,CY + (dpar)

s—1 __
)Y - T¢(A,r,:v) Mm,nv

“NTyara) Mimnn)
-1 s—1
Toara) 2

= 0x0x Tm(CN + T(A,w)qﬁ‘l(Z}s‘l).

Assim, dr(arz)(Tare® (257Y) = TiaryMpm, x C, portanto, (A,r) é um valor

regular de 7.

Logo, m é uma fibragao sobre o conexo W. Entao,

X(Xam)

Consideramos, agora, A

X(4,0)
X(o,t)

v(X,0)

x({(
x({(
x({(
XE{(

(A

€ Wer e D\{0}. Temos que (A4,0),(0
= X4 ésuave, posto(Fy(z)+A) = posto(F(z)+A) = s—1 para todo x € Xy,
= X, é suave e posto(Fy(z)) = s — 1 para todo t € X;). Entao,

(—1 dim X
(—1 dim X
(_
(

_q)dimX

AT)}XXAT))
Arx):
A x):
Ar,z) € ¢

r)

T € XAr)})
po sto( (A,,r,z)) =s—1})
] (2h)

, 1) € Wy (pois

)—1)
0)—1)
XOr)) )

X;) —1).

X
X

)M (x(Xa
)T (X (X4,
1) (x (
) (x(

X
[

Costumamos definir o nimero de Milnor de um germe de variedade (X, 0)
de dimensao d como o d-ésimo numero de Betti de uma fibra genérica X; de X. Ou

seja,

1(

X) := Ba(Xy).
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Observamos que, se dim X = 2,

YX0) = x(X) -1
= Bo(Xy) — fi(Xe) + Ba(Xy) — 1
= —Bi(Xy) + B2(X3)

Como (X,0) é normal, pelo teorema 2 de [22], 51(X;) = 0. Assim,
V(X, 0) = 62(Xt)

Portanto, se (X,0) é uma SDI de dimensao 2, podemos chamar v(X,0) de
nimero de Milnor de X.

Observagao 6.5. Se (X,0) ¢ uma SDI de dimensao e codimensao iguais a dois, ou
seja, se (X,0) ¢ um germe de superficie em C*, v(X) = 5(X), o qual coincide com
o namero de Milnor de (X, 0) definido no capitulo anterior.

Se (X,0) é uma ICIS de dimensao 0, temos (ver [32]) que seu nimero de
Milnor ¢é igual a dim¢ O(x ) — 1. Vemos, através do seguinte corolario, que este
resultado continua vélido para o caso de (X, 0) ser uma SDI.

Corolario 6.6. Seja (X,0) uma SDI de dimensao 0. Entao,
l/(X, 0) = dlIIl(c OX,O — 1.

Demonstragao: Seja H : (CV x C,0) — M,,,, uma suavizacio determinantal
de (X,0). Denotamos (X,0) = H~'(M;,,) o espago total da deformagao. Entao
dim(X,0) = 1 e (X,0) é também uma SDI e, assim, reduzida. Consideramos a
restrigdo da projegao sobre o segundo fator m : (X,0) — (C,0), a qual é uma
aplicacdo finita cuja fibra genérica é 7, '(t) = X;. O ntmero de pontos de X; é o
grau de my 0 qual pode ser computado pela formula de Samuel como

grau(ma) = e((t), Ox ),

onde e(/, R) denota a multiplicidade de Hilbert-Samuel de um ideal / em um anel
local R (ver [39]). Além disso, como (X, 0) ¢ Cohen-Macaulay, temos

(@)
€(<t>, Ogg,o) = dlm(c ﬂ = dlm(c OX70.

{t)

Finalmente, pelo teorema 6.4,
v(X,0) = x(Xy) =1 =#X; — 1 =dimc Ox — 1,

onde #X; denota o niimero de pontos de X;. [ |

Buchweitz e Greuel definiram em [7] o nimero de Milnor de uma curva
reduzida (X,0) e mostraram que se (X,0) admite uma suavizagdo com 7 : X — D
um bom representante, entao, para t € D\ {0},

p(X,0) =1 = x(X).
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Se (X, 0) é uma SDI de dimensao 1, isto é, (X, 0) é uma curva, entao (X, 0)
admite uma suavizacao e, pelo teorema 6.4, para qualquer suavizagao determinantal
(X7 0)7

v(X,0) =1— x(Xy).

Assim, temos o seguinte corolario.

Corolario 6.7. Se (X,0) € uma SDI de dimensao 1, o caracteristica de Euler eva-
nescente de (X,0) coincide com o nimero de Milnor de (X, 0) definido por Buchweitz

e Greuel em [7].

Assim, se dim X = 1, podemos chamar v(X,0) de namero de Milnor de
(X,0) e denotar tal ntiimero por u(X,0)

6.1 A caracteristica de Euler evanescente do con-
junto dos pontos singulares de uma aplicacao

Um exemplo importante de variedade determinantal é o conjunto dos pontos
criticos de uma aplicagao holomorfa f : (C*,0) — (CP,0), dado pelos pontos x € C¥
tais que D f(z) = <g—£(az)) nao tem posto méaximo, onde f = (f1,..., fp).

Suponhamos, por exemplo que n < p e que f = (fi,...,f,) : (C*,0) —
(C?,0). O conjunto singular de f é

S(f) = {x € C*: posto(D(x)) < n} = (D) (M),

onde Df : (C*,0) — M,, ¢ a matriz jacobiana Df(x) = (ﬁ(x)), com r =

Ox;
(xl, c. ,.’L"n).

Se f é finitamente A-determinado,
dimS(f)=n—(p—-n+1)=n—(n—-n+1)(p—n+1),

ver [16], ou seja, S(f) é uma variedade determinantal do tipo (n,p;n) em C". Su-
ponhamos que n < 2(n — p + 2), entdo S(f) é uma SDI. De fato, f é estéavel fora
da origem pelo critério de determinagao de Mather e Gaffney ([50]) e, assim, Df é
transversal aos estratos singulares X%, i = 1,...,n. Entdo, faz sentido considerar a
caracteristica de Euler evanescente v(S(f),0).

Seja fs uma estabilizagdo de f (ou, mais geralmente, uma deformagao ge-
nérica de f), entao S(fs) ¢ suave e define uma suavizagdo determinantal de S(f).
Pelo teorema 6.4,

v(S(£),0) = (=1)"" P (x(S(fs)) — 1)

Analogamente, se n > p,
S(f) = {x € C": posto(Df(x)) < p} = (Df) " (M} ).

¢ uma variedade determinantal do tipo (p,n;p) em C" se f é A-finitamente deter-
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minado. Suponhamos que n < 2(n —p + 2). Entao,

v(S(£),0) = (=1)" (x(S(f)) = 1),

onde f, é uma estabilizacao de f.

6.2 Relacoes com multiplicidades polares e obstru-
cao de Euler

Seja (X,0) = (F~'(M;,,),0) C (CV,0) uma SDI. Exibiremos, nesta secéo,
uma férmula recursiva para o calculo da caracteristica de Euler evanescente de (X, 0).

Seja p : CN — C uma fungao linear genérica. Entao (X Np~1(0),0) é tam-
bém uma SDI do tipo (m,n;s) no hiperplano p~1(0). Assim, faz sentido considerar
a caracteristica de Euler evanescente v(X N p~1(0),0).

Lema 6.8. Sejam p: CN — C uma funcdo linear genérica , A € M,,,, uma matriz

genérica e ¢ € C\ {0} suficientemente pequeno. Entao,

y(XNp7(0),0) = (DT (X Np(e) — 1

onde d = dim(X,0).

Demonstragao: Tomando uma mudanca de coordenadas linear apropriada, po-
demos assumir que p(z1,...,xy) = xy. Para cada ¢ € C, denotamos

Fo.x1,...,xny_1) = F(21,...,2N5_1,0).

Temos as seguintes identificagoes:
1. (X Nnp~%(0),0) é homeomorfo a SDI (Y,0) C (CN~!0) dada por (Y,0) =
FO_l(Mrfm,n)'
2. X4 Np~'(0) € homeomorfo a Yy = (Fy + A)~' (M}, ), a suavizagao determi-
nantal especial de (Y, 0).

3. XNp~'(c) & homeomorfo a Y, = (F.)~' (M}, ), uma suavizacao determinantal

de (Y,0).
4. XaNp~H(c) é isomorfo a Y{4 e = (F. + A)"1(M;, ), a soma das deformagoes,
como feito na prova do teorema 6.4.
Entao, o resultado é uma consequéncia direta do teorema 6.4. [
Teorema 6.9. Sejam p : CV — C uma projecao linear genérica e A € M,,,, uma
matriz genérica. Entao

#5plx, = v(X,0) + v(X Np~1(0),0),

onde #Xp|x, denota o nimero de pontos criticos de p|x, .
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Demonstracao: Escolhemos uma matriz genérica A € M, , tal que X4 ¢ suave
e p|lx, ¢ uma fun¢ao de Morse (tal matriz existe pelo teorema 4.12 e pelo lema 5.2).

Seja ¢ € C um valor regular de p|x,, pelo teorema 3.7 e pelo lema 6.8,
#3plx, = (=D (7 (e) N Xa) = x(Xa))
= (D™ (x(p ()N Xa) = 1+1 - x(Xa))
(=DH(=1)" (X Np~H(0),0) + (-=1)"'v(X,0))
= v(X,0) +v(X Np*(0),0).
H

Perez e Saia mostram, em [27], que se X é uma ICIS de dimensao d, entéo

1+ (_1)dM(X7 0) = Z(_l)imi(Xv O),

=0

onde m;(X,0),0 <i<d—1 éa i-ésima multiplicidade polar de (X,0) e my(X,0) é
a d-ésima multiplicidade polar como definida por Gaffney em [15| apenas para ICIS.
Novamente, mostraremos um resultado analogo para SDI.

Definicao 6.10. Definimos a d-ésima multiplicidade polar de X por
ma(X,0) = #Xp|x,,

onde p : CV — C é uma projegao linear genérica, A € M,,,, é uma matriz genérica
e d é a dimensao de (X, 0).

Entao, pelo teorema 6.9,
ma(X,0) = v(X,0) + v(X Np~1(0),0).
Segundo Lé e Teissier (|31]) temos que
Eu(X,0) = x(X np~'(1)) = (=1)" (X np~'(0),0) + 1,
onde Eu(X,0) é a obstrugdo de Euler local. Assim,
ma(X) = v(X,0) + (=1)""Eu(X) + (1),

o que mostra que my(X) estd bem definida, isto é, nao depende da funcao linear p
escolhida. Mais ainda:

Teorema 6.11. Seja (X,0) = (F~'(M;,,),0) C (CV,0) uma SDI. Entdo

Eu(X) 4 (—1)%mg(X) = 1+ (=1)%(X, 0).
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Exemplo 6.12. Consideramos (X, 0) a superficie determinantal em (C?*,0) definida
pelos menores 2 X 2 da matriz

F(z,y,z,w) = ( vy oz )

Yy oz ow
(6 -8 5

\1 8 7
MATHEMATICA, vemos que

ma(X,0) = #ZP‘XA = 3.

Tomamos A = ) ep = 2x — 3y + 42 — w. Fazendo célculos no

Como Y = X Np~!(0) € uma curva, como feito em [42], temos que

u(g\y) = [L(Y, 0) + grau(gly) - 17

para uma funcdo g : C* — C. Escolhendo g = 2 — 2y + 52 + 5w, temos

M(g\y) =# Zg|XAﬁp71(O) =4

e
deg(g),) = #{XaNp(0)Ng ' (0)} = 3.
Portanto,
pw(Y,0)=4-3+1=2.
Assim,
Eu(X,0) =1—pu(Y,0)=—1
e

v(X,0) =mo(X,0) — pu(Y,0) =3-2=1.

6.3 O ntmero de Milnor de uma funcao em uma
SDI

Sejam (X,0) = (F~*(Mg,,,),0) € (CY,0) um germe de variedade deter-
minantal com uma singularidade isolada na origem e f : (CY,0) — (C, f(0)) um
germe de funcao holomorfa tal que f|, tenha uma singularidade isolada na origem.
Nesta sec¢ao, definimos o niimero de Milnor de f em X. Para fazer isso, necessitamos
novamente de um resultado sobre generalidade.

Supomos que (X, 0) & do tipo (m, n; s) e ¢ definida por (X,0) = F~'(M;, ).
Dado (a, A) € CY x M,,,, consideramos a funcio f,|x, : X4 — C definida por

fa(l’l, . ,QZN) = f(.il?l, . ,.%’N) +a121 +...aNTN,
e Xa= (F+ A (M),

Lema 6.13. Eziste um conjunto aberto e Zariski nao vazio W C CVN x M., tal
que, para (a,A) € W, X4 € suave e fu|x, € uma fungao de Morse. Além disso, o
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nimero de pontos criticos de f,|x, € independente de (a, A) € W.

Demonstragao: A prova da primeira parte serda omitida pois os argumentos sao
anélogos a aqueles usados na demonstragao do teorema 5.8.

Para verificar a segunda parte, consideramos (C,0) como o germe de con-
junto em (C2N+m () das triplas (z,a,A) tais que x é um ponto singular de
X4 ou z & um ponto critico de f,|x,. Entao (C,0) é analitico e a aplicagao
7 : (C,0) = (CN*tm 0) dada por m(z,a,A) = (a,A) é um germe de aplicagao
finita (pois 7~1(0) = {0}). Assim, dim C' < N + mn.

Se dimC' = N + mn, temos que o numero de pontos criticos de f,|x, €
igual ao grau local de m o qual ¢ independente de (a, A). Se dimC < N + mn,
entdao, a dimensao de m(C) é menor que N + mn, ou seja, a imagem de 7 é um
conjunto de medida nula, portanto, o numero de pontos criticos de f,|x, ¢ igual a
#n71(A,a) = 0, para quase todo (a, A). [

Através do lema 6.13, vemos que o nimero #3 (f,|x,) ¢ independente de
(a, A) € W, assim, podemos definir:

Definigao 6.14. Definimos o ntimero de Milnor de f|x : (X,0) — C por

M(f'X) = #2 (fa’XA> )
onde (a, A) € W e W é o aberto de Zariski dado pelo lema 6.13.

Teorema 6.15. Se (a, A,c) € CN x M,,,, x C sdo valores genéricos tais que X4 é
suave, fu|x, € uma fungao de Morse e ¢ é um valor regular de f,|x,, entao,

ulflx) = v(X) = (=)™ (((Xan f7(0) — 1).

Demonstragao: Seja € > 0 tal que f,|x, ndo tem pontos criticos em X4 N S,
para toda matriz A numa vizinhanga suficientemente pequena da origem em M,,
(a garantia da existéncia de tal € é analoga a feita na demonstragao do teorema 5.9).
Pelo teorema 3.7, sendo M = X, N B(0,¢€), se ¢ ¢ um valor regular de f,|x,, temos:

#2 (falxa) (Xa) —

(Xa) — 1 + 1= x(Xan ()

X(Xa) = 1)+ ()T (Xa 0 £ (e) = 1)

) (X (Xa N [ (e) = 1),

donde segue o resultado. |
Usando o teorema acima, temos que (—1)MmX=1(y(X4 N f71(c)) — 1) &

independente de (a, A, c¢) € CN X M, , x C tais que X4 é suave, f,|x, ¢ uma fungao
de Morse e ¢ é um valor regular de f,|x,. Entdao, podemos definir:

Definigao 6.16. A caracteristica de Euler evanescente da fibra X N f~1(0) é

v(X N f7H0)) = ()" T ((Xan £ (e) — 1),

onde (a, A,c) € CN x M,,,, x C sdo valores genéricos tais que X4 ¢ suave, f,|x, ¢
uma fungao de Morse e ¢ é um valor regular de f,|x,.
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Como um corolério, obtemos uma férmula do tipo Lé-Greuel para uma SDI,
mais precisamente:

Corolario 6.17. u(f|x) = v(X) +v(X N f710)).

Observagao 6.18. 1. Se (X,0) é uma SDI de dimensao dois, X N f~1(0) é uma
curva e X4 N f, !(c) define uma suvizagao desta. Assim,

v(X N f7H0) =1 —x(Xan f7(e) = (X N f7H(0)),
o nimero de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel em [7].

2. Se 0 ¢ um ponto regular de f : (CV, 0) — C, podemos considerar X N f~1(0)
como uma variedade determinantal na variedade suave f~!(0). Nesse caso,
nossa defini¢ao de caracteristica de Euler evanescente coincide com a defini¢ao
de caracteristica de Euler evanescente de uma SDI.
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Comentarios Finais

Apresentamos aqui algumas de nossas ideias para a continuagao do trabalho.

1. Sobre a variedade logaritmica caracteristica:

Verificar se LC(X) é Cohen-Macaulay para um hipersuperficie qualquer X
com singularidade isolada.

2. Sobre o numero de Bruce-Roberts:

(a) Dados um germe de variedade analitica (X,0) C (C",0) com singulari-
dade isolada e um germe de fungao f : (C",0) — C finitamente R x-
determinado, verificar se existe uma relacao anéloga & demonstrada no
teorema 2.14 no caso em que X é uma hipersuperficie com singularidade
isolada ou uma ICIS.

(b) Estudar do nimero de Bruce-Roberts de um germe de fungao f :
(C™,0) — (C,0) com respeito a uma variedade determinantal (X,0) C
(C™,0).

3. Extensao de outras propriedades ja verificadas pelo niimero de Milnor de uma
ICIS para o nimero de Milnor, ou a caracteristica de Euler evanescente de um
germe de variedade determinantal
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