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Resumo

Dados (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de hipersuperfície quase homogêneo com
singularidade isolada e f : (CN , 0) → C um germe de função finitamente determi-
nado com respeito a X, mostramos que µBR(f,X) = µ(f) + µ(X, f), onde µ(f) e
µ(X, f) denotam o número de Milnor de f e da fibra X ∩ f−1(0), respectivamente,
e µBR(f,X) é o número de Bruce-Roberts de f com respeito a X. Mostramos que
a variedade logarítmica característica LC(X) é Cohen-Macaulay e obtemos relações
entre o número de Bruce-Roberts e a obstrução de Euler.

Dado F : (CN , 0)→Mm,n(C) um germe de função holomorfa, seja (X, 0) a
singularidade determinantal isolada dada por X = F−1(M s

m,n(C)) ondeM s
m,n(C) é o

conjunto das matrizes complexas com posto menor que s, com s um número inteiro
entre 0 e min{m,n} tal que N < (m−s+2)(n−s+2), definimos a característica de
Euler evanescente de (X, 0) e o número de Milnor de um germe de função holomorfa
com uma singularidade isolada em X, f : (X, 0)→ C.



Abstract

Given (X, 0) ⊂ (CN , 0) a weighted homogeneous germ of hypersurface with
isolated singularity and f : (CN , 0) → C a germ of function finitely determined
with respect to X, we show that µBR(f,X) = µ(f) + µ(X, f), where µ(f) and
µ(X, f) denote the Milnor numbers of f and of the fiber X ∩ f−1(0), respectively,
and µBR(f,X) is the Bruce-Roberts number of f with respect to X. We show that
the logarithmic characteristic subvariety, LC(X), is Cohen-Macaulay and we get
relations between the Bruce-Roberts number and the Euler obstruction.

Given F : (CN , 0) → Mm,n(C) a holomorphic function germ, let (X, 0) be
the isolated determinantal singularity given by X = F−1(M s

m,n(C)) where M s
m,n(C)

is the set of the complex matrices with rank less then s, with s an integer number
between 0 and min{m,n} such that N < (m − s + 2)(n − s + 2), we will define
the vanishing Euler characteristic of (X, 0) and the Milnor number of a holomorphic
function germ with an isolated singularity at X, f : (X, 0)→ C.
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v

Introdução

Um importante invariante em Teoria de Singularidades é o número de Milnor
(quando definido) de um germe de função ou de variedade analítica com singulari-
dade isolada. Destacamos que este número é um invariante topológico da singulari-
dade em questão, mais precisamente, se dois germes de hipersuperfícies complexas
com singularidades isoladas são homeomorfos, então possuem o mesmo número de
Milnor. Também, segundo [30], para (n 6= 3), se uma família de hipersuperfícies
tem número de Milnor constante então as hipersuperfícies da família são topologi-
camente equivalentes. Algumas definições e propriedades para este número podem
ser encontradas no célebre livro de Milnor [36] para germes de funções, em [32]
para germes de variedades que são Interseção Completa com Singularidade Isolada
(ICIS), em [7] para germes de curvas. A busca por generalizações destas definições e
propriedades para germes que não são curvas ou ICIS é um objetivo atual em teoria
de Singularidades.

Bruce e Roberts, em [6], estendem a definição de número de Milnor, µ(f), de
um germe de função f : (Cn, 0)→ C. Dado um germe de variedade (X, 0) ⊂ (Cn, 0),
eles definem o número de Milnor de f relativo. Este número, o qual chamamos
de número de Bruce-Roberts de f com respeito a X, é definido por µBR(f,X) =

dimCOn/df(θX), onde θX é o módulo formado pelos campos de vetores em Cn que
são tangentes a X. Se X = ∅ então µBR(f,X) = µ(f). O número de Bruce-Roberts
está relacionado a algumas propriedades geométricas de f e de X. Por exemplo, se
RX é o grupo formado pelos germes de difeomorfismos de Cn em Cn que preservam
X, então µBR(f,X) é finito se, e somente se, f é finitamenteRX-determinado. Nesse
caso, µBR(f,X) é igual à codimensão da órbita de f pela ação de RX em On. No
mesmo artigo, Bruce e Roberts definem a variedade logarítmica característica de X,
LC(X), e mostram importantes propriedades de µBR(f,X) quando LC(X) é Cohen-
Macaulay. Se X é uma curva plana eles mostram que LC(X) é Cohen-Macaulay,
quando X é uma hipersuperfície o problema está ainda em aberto.

No capítulo 2 deste trabalho, obtemos, sob as hipóteses de (X, 0) ⊂ (Cn, 0)
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ser um germe de hipersuperfície quase homogêneo com singularidade isolada e f :

(Cn, 0)→ C ser um germe de função finitamente RX-determinado, uma fórmula que
relaciona o número de Bruce e Roberts de f com respeito a X ao número de Milnor
de f e ao número de Milnor da ICIS X ∩ f−1(0). De fato, mostramos que

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X ∩ f−1(0), 0).

Ainda neste capítulo, supondo também que o módulo θX é um módulo livre gerado
por campos vetoriais quase homogêneos e que o germe de função f é consistente
com X, exibimos fórmulas para o cálculo de µBR(f,X) em termos dos pesos e das
filtrações envolvidas. Mostramos que se X é uma hipersuperfície quase homogênea
com singularidade isolada, então LC(X) é Cohen-Macaulay e, como consequência,
por resultado de Grulha em [10], é mostrado uma relação entre µBR(f,X), a obs-
trução de Euler X, e a obstrução de Euler de f com respeito a X. Estes resultados
estão reunidos no artigo [40].

No capítulo 3, apresentamos os resultados de teoria de Morse. Começamos
relembrando os célebres resultados demonstrados por Milnor em [35]. Apesar de
ser natural pensar em aplicar teoria de Morse para germes de função, não temos
conhecimento de referências que formalizem tais resultados. Então, recorrendo aos
resultados de Palais e Smale em [43], mostramos que dado um germe de variedade
analítica suave (X, 0) e uma função f : X → C com pontos críticos não degenerados,
existe um representante X de (X, 0) tal que podemos aplicar teoria de Morse a
f : X → C.

No capítulo 4, trabalhamos com germes de variedades determinantais, isto é,
germes de variedades dados como zeros de menores de matrizes. Esse tipo de germe
aparece com frequência em teoria de singularidades, é o caso dos ideais de Fitting e
do conjunto dos pontos singulares de uma aplicação f : Cn → Cp. Nesse capítulo,
apresentamos uma classe especial de variedade determinantal, o qual chamamos
variedade determinantal isolada e denotamos por SDI; exibimos uma suavização
de uma SDI X através de uma deformação da aplicação F que a define. Isto é,
se (X, 0) é a SDI dada por F−1(M s

m,n) com F : (CN , 0) → Mm,n(C), denotamos
XA = (F + A)−1(M s

m,n) onde (F + A)(x) = F (x) + A, mostramos que existe um
aberto de Zariski W em Mm,n(C) tal que XA é suave para toda matriz A ∈ W .

No capítulo 5, definimos o número de Milnor de germes de variedade de-
terminantal de codimensão 2 em C4 por µ(X, 0) = #Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0), 0) com
Xt = XtA para alguma matriz A no aberto de Zariski W definido no parágrafo ante-
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rior, p : C4 → C uma projeção linear genérica, #Σp|Xt o número de pontos críticos
de p em Xt e µ(X∩p−1(0), 0) o número de Milnor da curva (X∩p−1(0), 0) como des-
crito em [7]. Recorrendo aos resultados do capítulo 3, mostramos que este número
está bem definido e exibimos algumas de suas propriedades. Definimos também o
número de Milnor de um germe de função f com singularidade isolada em (X, 0).

No capítulo 6, generalizamos os resultados mostrados no capítulo 5 para uma
SDI qualquer. Começamos pela demonstração de que existe um aberto de ZariskiW
emMm,n(C) tal que XA é suave para toda matriz A emW e a característica de Euler
de XA, χ(XA), é independente de A ∈ W . Definimos, então a característica de Euler
evanescente de uma SDI (X, 0) por ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(XA) − 1). Verificamos
que alguns resultados conhecidos para ICIS continuam verdadeiros para uma SDI
e mostramos que, se dimX = 1, ν(X, 0) é igual ao número de Milnor de (X, 0)

definido por Buchweitz e Greuel em [7]. Definimos, também, o número de Milnor
de um germe de função f com uma singularidade isolada em (X, 0) e mostramos
que vale uma fórmula como a de Lê Greuel para ICIS, ou seja, mostramos que
ν(X, 0) = µ(f)− ν(X ∩ f−1(0), 0).

Observamos que, de maneira independente, Pereira e Ruas, em [44], e Da-
mon e Pike, em [9], também trabalham com o número de Milnor para germes de
variedades determinantais.
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Capítulo 1

Pré-requisitos

1.1 Germes de Função e Germes de Variedade

No decorrer deste trabalho, consideramos propriedades locais de funções
holomorfas, f : Cn → Cp, onde C é o corpo dos números complexos. Para tanto,
estudamos os germes de função em um ponto a ∈ Cn, ou seja, as classes de equi-
valência pela seguinte relação no conjunto das funções diferenciáveis de Cn em Cp:
f é equivalente a g se existe uma vizinhança U de a em Cn onde f e g coincidem.
Denotamos o germe cujo representante é a função f por f : (Cn, a) → Cp e deno-
tamos o conjunto de todos os germes em a de função diferenciável de Cn em Cp

por Op(n,a). No caso em que p = 1, escrevemos simplesmente O(n,a). Se, além disso,
a = 0, escrevemos On.

Com as operações usuais de soma e multiplicação das funções representante,
O(n,a) é um anel comutativo com elemento unidade, noetheriano e local, cujo ideal
maximal,Mn, é o conjunto dos germes que levam a ∈ Cn no zero de C.

Dado um germe f = (f1, . . . , fp) ∈ Opn, denotamos por Jf(x) :=
(
∂fi
∂xj

(x)
)

a matriz jacobiana de f em x, onde (x1, ..., xn) é um sistema de coordenadas em Cn.
Se a matriz Jf(x) não tem posto máximo, dizemos x é um ponto singular de f . Se
existe uma vizinhança de x na qual nenhum outro ponto é um ponto singular de f ,
então x é uma singularidade isolada de f .

Trabalhamos, também, com germes de variedade. Consideramos, no con-
junto de todas as variedades analíticas contidas em Cn, a seguinte relação de equiva-
lência: V e W são equivalentes se existe uma vizinhança U de 0 em Cn de modo que
U ∩ V = U ∩W . Os germes de variedade em Cn são as classes de equivalência por
essa relação e denotamos por (X, 0) o germe de variedade cujo representante é X. Se
um germe de variedade analítica (X, 0) é dado como o conjunto dos zeros de apenas
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um germe de função f ∈ On, dizemos que (X, 0) é um germe de hipersuperfície.
Dado um ideal I de On, definimos a variedade de I por

v(I) := {x ∈ Cn : f(x) = 0, ∀f ∈ I}

e, dada qualquer variedade analítica V , definimos o ideal de V por

i(V ) = {f ∈ On : f(x) = 0, ∀x ∈ V }

1.2 Equivalência de Germes

Em Teoria de singularidades, estamos sempre interessados em saber quando
dois germes estão, de alguma forma, relacionados. Nesta seção, definimos as relações
às quais nos referimos no decorrer deste trabalho.

Tais equivalências podem ser definidas através da ação de certos grupos em
On. São eles:

• Grupo R: grupo formado pelos difeomorfismos de Cn. A ação deste grupo
em On toma φ ∈ R e f ∈ On e leva em f ◦ φ. Dizemos que f e g são R-
equivalentes, e escrevemos f ∼R g, se f e g pertencem à mesma órbita por
esta ação;

• Grupo RX : subgrupo de R formado pelos difeomorfismos que preservam X,
onde X é um germe de variedade analítica. A ação desse grupo em On é dada
pela restrição da ação de R em On. Se f e g pertencem à mesma órbita por
essa ação, dizemos que f e g são RX-equivalentes e denotamos f ∼RX

g.

Dado um número natural k, dizemos que um germe f ∈ On é k-determinado
com respeito a G, onde G é um dos grupos R ou RX , se g for G-equivalente a f
sempre que o k-jato de g, jkg, for igual ao k-jato de f , jkf . Um germe f é finitamente
G-determinado se for k-determinado com respeito a G para algum número natural
k.

1.3 Álgebra Comutativa

Nesta seção trazemos definições e resultados de álgebra utilizados no decor-
rer do trabalho. Para um estudo mais detalhado, recomendamos [33].
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Seja A uma anel local (com ideal maximal M), noetheriano, comutativo
com unidade e M um A-módulo. O supremo dos comprimentos, r, sobre todas as
cadeias estritamente decrescentes de ideais primos de A

P0 ⊃ P1 ⊃ . . . ⊃ Pr

é chamado de dimensão de Krull, ou simplesmente, dimensão de A, e denotado
por dimA. A dimensão de M , dimM , é definida como sendo a dimensão do anel
A/ann(M), onde ann(M) denota o ideal anulador de M .

Seja k o corpo A/M. A dimensão embedding de A é a dimensão deM/M2

como um k-espaço vetorial. Dizemos que A é um anel local regular se a dimensão
embedding de A é igual à dimensão de Krull de A. Se R é um anel comutativo
qualquer, dizemos que R é um anel regular se a localização de R em todo ideal
primo de R é um anel local regular

Um elemento a ∈ A é M -regular se ax 6= 0 para todo x 6= 0 em M . Uma
sequência a1, ..., an de elementos de A é uma M -sequência, ou uma sequência M -
regular, se as duas condições a seguir se verificam:

1. a1 é M -regular, a2 é M/a1M -regular, . . . , an é M/
∑n−1

i=1 aiM -regular;

2. M/
∑n

i=1 aiM é diferente de zero.

Seja I um ideal de A. Se a1, . . . , an são elementos de I, dizemos que
a1, . . . , an é uma M -sequência maximal em I se a1, . . . , an é uma M -sequência e,
para qualquer b ∈ I, a1, . . . , an, b não o é. Definimos a I-profundidade de M , e
denotamos depth(I,M), o número de elementos de uma M -sequência maximal em
I. Se A é local com ideal maximalM, definimos a profundidade deM , e denotamos
depth(M), como sendo depth(M,M).

Dizemos queM é um módulo Cohen-Macaulay (e escrevemos CM) seM 6= 0

e depth(M) = dimM ou se M = 0. Se A é Cohen-Macaulay como um A-módulo,
dizemos que A é um anel Cohen-Macaulay.

O teorema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em [11], exibe
um exemplo de anel Cohen-Macaulay.

Teorema 1.1. Seja R um anel noetheriano de dimensão d, U uma matriz p × q

com entradas em R e Ir o ideal gerado pelos menores de ordem r de U . Então,

1. dim(R/Ir) ≥ d− (p− r + 1)(q − r + 1);
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2. se R é Cohen-Macaulay e dim(R/Ir) = d− (p− r+ 1)(q− r+ 1) então o anel
R/Ir é Cohen-Macaulay.

Definimos que um A-módulo M é simples se não possui submódulos além
de zero e M . Uma cadeia

M = M0 ⊃M1 ⊃ . . . ⊃Mr

de submódulos de um módulo M é chamada decomposição em série se Mi/Mi+1 é
um módulo simples para todo i, r é chamado o comprimento da seção em série. O
comprimento de uma seção em séries deM é chamado comprimento deM e denotado
por l(M), se M não tem uma seção em série convencionamos que l(M) = ∞. Em
geral, se N é um submódulo de M , temos

l(M) = l(N) + l(M/N).

Se 0 → M1 → M2 → . . . → Mn é uma sequência exata de A-módulos de compri-
mentos finitos, então

n∑
i=1

l(Mi) = 0

Seja I um ideal de definição de A, isto é, um ideal M-primário. A multi-
plicidade de Samuel de I é igual a

e(I, A) = limn→∞
d!

nd
l(A/In),

com d = dimA (ver [33]).

Definição 1.2. Um syzygy de k elementos, f1, . . . , fk, de um A-módulo, M , é uma
k-upla, (g1, . . . , gk) de elementos de A que satisfaz

k∑
i=1

gifi = 0.

O conjunto de todos os syzygies de (f1, . . . , fk) é um submódulo de Ak.
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1.4 Deformações e suavizações

Consideramos uma singularidade (X, 0) ⊂ (Cn, 0) definida pelas equações
analíticas

f1(x1, . . . , xn) = . . . = fk(x1, . . . , xn) = 0.

Sejam F1, . . . , FK ∈ On+1 tais que Fi(x, 0) = fi(x), para i = 1, . . . , k.

Definição 1.3. Nesta situação, seja (X , 0) ⊂ (Cn+1, 0) definida por F1, . . . , Fk. A
aplicação Π : (X , 0)→ (C, 0) é uma deformação de (X, 0) se O(X ,0) é um O1-módulo
flat via π∗. Se π−1(t) é uma variedade suave para t não nulo suficientemente pequeno,
dizemos que π é uma suavização de (X, 0).

Lembramos que π∗ : O1 → OX é dada por π∗(g) = g ◦ π e é denominada o
pull-back de π e que um O1-módulo M é flat se, e somente se, t não é um divisor
de zero de M (ver [26]).

Com o intuito de verificar se uma aplicação é uma deformação, é comum
recorrermos ao seguinte teorema.

Teorema 1.4. ([33, teorema 23.1]) Sejam (A,m) e (B, n) anéis noetherianos locais,
φ : A → B um homomorfismo local e F = B/mB. Se A é um anel regular, B é
Cohen-Macaulay e

dimB = dimA+ dimF,

então B é flat sobre A.

1.5 Estratificação de Whitney e Transversalidade

Definição 1.5. Uma estratificação de um subconjunto Z de uma variedade diferen-
ciável M é uma partição localmente finita S de Z por subvariedades diferenciáveis
de M , chamadas de estratos, satisfazendo a condição de fronteira: se X, Y ∈ S e
X ∩ Y 6= ∅ então Y ⊂ X.

Relacionadas a estraficações, temos as condições de Whitney:

Condição A de Whitney: O par de estratos (X, Y ) satisfaz a condição A de
Whitney em um ponto y ∈ Y se todo limite de hiperplanos tangentes a X
em y contém o espaço tangente a Y em y.
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Condição B de Whitney: O par de estratos (X, Y ) satisfaz a condição B de
Whitney em um ponto y ∈ Y se para todas as sequências (xi), (yi) em X

e Y respectivamente, ambas convergindo para y, se a sequência de espaços
tangentes (TxiX) converge para um subespaço T e se a sequência de linhas
secantes ligando xi a yi converge para a linha L, então L ⊂ T .

Definição 1.6. Uma estratificação de Whitney de um subconjunto Z de uma va-
riedade diferenciável M é uma estratificação S de Z tal que cada par de estratos,
(X, Y ), satisfaz as condições A e B de Whitney em todo ponto y ∈ Y .

O primeiro Lema de isotopia de Thom mostra que as condições de Whitney
são condições suficientes para a trivialidade topológica.

Definição 1.7. Sejam N e P variedades diferenciáveis e A um subconjunto de N ,
S uma estratificação de A e seja f : N → P uma aplicação diferenciável. Dizemos
que o conjunto (A,S) é trivial sobre P se existem um conjunto estratificado (F,F)

e um homeomorfismo h : A→ P ×F , com f = πP ◦ h, enviando S na estratificação
produto P ×F .

Teorema 1.8. (Primeiro Lema de Isotopia de Thom, [17]) Sejam N e P
variedades diferenciáveis e A um subconjuto localmente fechado de N , S uma estra-
tificação de Whitney de A, e seja f : N → P uma aplicação diferenciável tal que
para cada estrato X ∈ S, f |X é uma submersão e f |X∩A é própria. Então (A,S) é
localmente trivial sobre P. Isto é, para cada ponto y ∈ P existe vizinhança U tal que
(A ∩ f−1(U),S ∩ f−1(U)) é trivial sobre U .

Lembramos que um subconjunto de um espaço topológico é chamado local-
mente fechado se é igual à interseção de um subconjunto aberto com um subconjunto
fechado do espaço.

Sejam X e Y variedades diferenciáveis, f : X → Y uma aplicação diferen-
ciável e W uma subvariedade suave de Y . Dizemos que f intersepta W transversal-
mente em x ∈ X se f(x) não pertence a W ou se

Tf(x)Y = Tf(x)W + (df)x(TxX).

Dizemos que f intersepta W transversalmente se f intersepta W transversalmente
em x para todo x em X.

Segundo o Teorema da Transversalidade de Thom (ver [18, Corolário 4.12]),
se X e Y são variedades suaves com W uma subvariedade de Y , o conjunto das
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aplicações suaves de X em Y que interseptam W transversalmente é denso em
C∞(X, Y ).

Lema 1.9. ([18], Lema 4.6 - página 53) Sejam X,B e Y variedades suaves com
W uma subvariedade de Y . Seja j : B → C∞(X, y) uma aplicação e defina φ :

X × B → Y por φ(x, b) = j(b)(x). Supondo que φ é suave e que φ é transversal a
W , o conjunto {b ∈ B : j(b) é transversal a W} é denso em B.

Lema 1.10. ([3], Lema 4.2) Sejam f : (Cn, 0) → (Cp, 0) um germe de aplicação
analítica e J um ideal de Op tal que Op/J é um anel regular. Seja I = f ∗(J)

e suponhamos que v(I) e v(J) tenham a mesma codimensão. Então, as seguintes
condições são equivalentes:

1. f é transversal a v(J),

2. On/I é regular,

3. On/I tem multiplicidade 1.

1.6 A característica de Euler

Seja βn(X) o n-ésimo número de Betti de um espaço topológico, X, ou seja,
a dimensão de Hn(X,C), para cada n ∈ N.

Definição 1.11. A característica de Euler de um espaço topológico, X, é dada pela
seguinte soma alternada

χ(X) =
∑

(−1)nβn(X).

Dados espaços topológicos X e Y , duas aplicações f0, f1 : X → Y são
chamadas homotópicas se existe uma aplicação F : X× I → Y , onde I é o intervalo
[0, 1], tal que F (x, 0) = f0(x) e F (x, 1) = f1(x), para todo x em X. A aplicação F
é chamada homotopia entre f0 e f1.

Se f : X → Y e g : Y → X são aplicações entre espaços topológicos tais
que as composições f ◦g e g ◦f são homotópicas às respectivas identidades, dizemos
que f e g são inversas homotópicas uma da outra. Uma aplicação f : X → Y é uma
equivalência de homotopia se possui uma inversa homotópica. Neste caso, dizemos
que X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia.

Proposição 1.12. Se X e Y têm o mesmo tipo de homotopia, então Hn(X) é
isomorfo a Hn(Y ) para todo n ∈ N.
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Corolário 1.13. Se X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia, então χ(X) =

χ(Y ).

1.7 O número de Milnor

Dada uma aplicação contínua π : E → B e um espaço topológicoX, dizemos
que (X, p) satisfaz a propriedade do levantamento de homotopia, ou que p satisfaz
a propriedade do levantamento de homotopia com respeito a X, se, para qualquer
homotopia f : X × [0, 1] → B e para qualquer aplicação f̃0 : X → E levantando
f0 = f |X×{0} (isto é, tal que f0 = πf̃0), existe uma homotopia f̃ : X × [0, 1] → E

que levanta f (isto é, tal que f = πf̃) com f̃0 = f̃ |X×{0}.

Definição 1.14. Uma fibração é uma aplicação contínua p : E → B que satisfaz a
propriedade do levantamento de homotopia com respeito a qualquer espaço.

Se p : E → B é uma fibração, chamamos os conjuntos p−1(b) com b ∈ B de
fibras de p. Observamos que se o espaço topológico B é conexo por caminhos então
as fibras p−1(b) têm todas o mesmo tipo de homotopia (ver [34]).

Dado um germe de função holomorfa com singularidade isolada f :

(Cn, 0)→ (C, 0), seja V = f−1(0). Sendo ε > 0, escrevemos

Dε = {z ∈ Cn : |z| ≤ ε},

Sε = {z ∈ Cn : |z| = ε},

K = V ∩ Sε.

Seja φ : Sε \K → S1 dada por

φ(z) =
f(z)

|f(z)|
.

Denotamos Fθ = φ−1(eiθ). Milnor, em [36], mostra que para ε suficientemente
pequeno, Sε \ K é um fibrado diferenciável localmente trivial sobre S1 com fibra
Fθ tal que cada fibra tem o tipo de homotopia de um bouquet Sn−1v . . . vSn−1 de
esferas. O número de esferas deste bouquet é chamado o número de Milnor de f
e denotado por µ(f). Existem várias caracterizações de µ(f), por exemplo, Milnor
mostra que µ(f) é igual ao grau topológico da aplicação ∇(f)

||∇(f)|| : Sε → S1, portanto,
µ(f) = dimCOn/J(f), onde J(f) denota o ideal de On gerado pelas derivadas
parciais de f .
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Esse número descreve alguns aspectos geométricos de f . Por exemplo, f é
finitamente R-determinado se, e somente se, o número de Milnor de f é finito e,
nesse caso, µ(f) é igual à codimensão da órbita de f pela ação de R em On.

A definição de número de Milnor para um germe de função f : (Cn, 0)→ C
foi posteriormente generalizada por Hamm ([24, 25]) para uma ICIS (X, 0) ⊂ (Cn, 0),
isto é um germe de variedade de dimensão n− k dado como zeros de uma aplicação
φ = (φ1, . . . , φk) : (Cn, 0) → Ck tal que φ1, . . . , φk é uma sequência regular em On.
O número de bouquets de esferas na fibra de Milnor de uma ICIS (X, 0) é chamado
o número de Milnor de (X, 0) e denotado por µ(X, 0).

Usaremos a seguinte fórmula de Lê-Greuel (ver [32]), a qual dá o número
de Milnor de uma ICIS.

Teorema 1.15. Sejam φ1, . . . , φk ∈ ON e suponhamos que X1 = v(φ1, . . . , φk−1) e
X = v(φ1, . . . , φk−1, φk) são ICIS. Então,

µ(X, 0) + µ(X1, 0) = dimC
ON

〈φ1, . . . , φk−1〉+ J(φ1, . . . , φk)
,

onde J(φ1, . . . , φk) denota o ideal gerado pelos menores de ordem maximal da matriz
jacobiana de (φ1, . . . , φk).

O número de Tjurina de f , τ(f), é a dimensão do espaço vetorial complexo
On

〈f,J(f)〉 , onde 〈f, J(f)〉 é o ideal de On gerado por f e pelas derivadas parciais de f .

Definição 1.16. (a) Dados (w1, ..., wn : d1, ..., dp), wi, dj ∈ Z+, um germe de
aplicação φ : (Cn, 0)→ (Cp, 0), é quase homogêneo de tipo (w1, ..., wn : d1, ..., dp) se
para todo λ ∈ K − {0}:

φ(λw1x1, λ
w2x2, ..., λ

wnxn) = (λd1φ1(x), λd2φ2(x), ..., λdpφp(x))

Neste caso, chamamos ao valor wi de peso da variável xi e ao valor di, de filtração de
φi em relação aos pesos (w1, ..., wn). Notação: peso(xi) = w(xi) = wi e filtração(φ) =

fil(φ) = (d1, ..., dp).
(b) Dados (w1, ..., wn), para todo monômio xα = xα1

1 x
α2
2 ...x

αn
n , definimos a

filtração fil(xα) =
∑n

i=1 αiwi.
(c) Definimos a filtração em On via a função definida por

fil(f) = infα{fil(xα) :
∂αf

∂xα
(0) 6= 0}.
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(d) Estendemos a filtração para θn ( o On-módulo dos campos de vetores em
Cn), definindo w( ∂

∂xj
) = −wj para todo j = 1, ..., n, assim dado ξ =

∑n
j=1 ξj

∂
∂xj
∈ θn,

então fil(ξ) = infj{fil(ξj)− wj}.

Definição 1.17. (i) Um germe de variedade (X, 0) ⊂ (Cn, 0) é quase homogêneo se
pode ser definido por um germe de aplicação φ : (Cn, 0)→ Cp quase homogêneo.

(ii) Dado um germe de variedade quase homogêneo, (X, 0), dizemos que um
germe de aplicação ψ : (Cn, 0)→ Cp é consistente com (X, 0) se é quase homogêneo
com os mesmos pesos de X.

Em [46], Saito demonstra o seguinte teorema sobre germes quase homogê-
neos.

Teorema 1.18. ([46]) Um germe é R-equivalente a um germe quase homogêneo se,
e somente se, seu número de Milnor é igual ao seu número de Tjurina.

Em [37], Milnor e Orlik demonstram o seguinte:

Teorema 1.19. ([37]) Se f : (Cn, 0) → (C, 0) é um germe quase homogêneo com
pesos (w1, ..., wn) e filtração d e com singularidade isolada, então o seu número de
Milnor é

µ(f) =

(
d− w1

w1

)
...

(
d− wn
wn

)
.

1.8 Aplicações Finitas e Grau de Aplicação

Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma aplicação. Dizemos que
f é fechada se a imagem de cada conjunto fechado em X é também fechada em Y .
Dizemos, também, que f é finita se f é contínua, fechada e f−1{y} é um conjunto
finito para todo y ∈ Y .

Lema 1.20. ([26], Teorema 3.4.24 - página 120) Seja f : (X, x) → (Y, y) uma
aplicação entre germes de espaço analítico. São equivalentes:

• f é finita;

• OX,x é um OY,y- módulo finitamente gerado;

• OX,x

MY,yOX,x
é um C-espaço vetorial de dimensão finita;

• f−1(y) = {x}.
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Lema 1.21. ([20], Teorema 2 - página 53) Se V ⊂ (Cn, 0) é um germe de conjunto
analítico e π : V → (Cp, 0) é uma aplicação finita, então π(V ) é um conjunto
analítico.

Lema 1.22. ([39]) Seja f : (X, 0) ⊂ (Cn, 0) → Cd um germe de aplicação finita
com (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de variedade analítica de dimensão d. Então existe
um representante f : U → V , com U e V vizinhanças abertas da origem em X e
em Cd, respectivamente, e um conjunto analítico B ⊂ V tal que

(i) V \B é conexo;

(ii) f é própria e f−1(0) = {0};

(iii) U \f−1(B) é suave de dimensão d e f |U\f−1(B) : U \f−1(B)→ V \B é regular.

Dos itens (i) e (iii), temos que f |U\f−1(B) é uma fibração sobre o conexo
V \ B. Assim, as fibras f−1(b) são homotópicas para todo b ∈ V \ B e faz sentido
escrever:

Definição 1.23. Seja f : (X, 0) ⊂ (Cd, 0) → Cd um aplicação finita com
(X, 0) ⊂ (Cd, 0) um germe de variedade analítica de dimensão d. Consideramos
um representante f : U → V e um subconjunto analítico B ⊂ V que verifica as
condições (i), (ii) e (iii) do lema anterior. Definimos o grau de f por

grau(f) = #f−1(z),

para qualquer z ∈ V \B.

O grau de uma aplicação finita pode ser calculado algebricamente pela fór-
mula de Samuel: se f = (f1, . . . , fd) : (X, 0) −→ (Cd, 0) é um germe de aplicação
finita, então

grau(f) = e(〈f1, . . . , fd〉 ,OX,0),

onde e(〈f1, . . . , fd〉 ,OX,0) denota a multiplicidade de Samuel do ideal 〈f1, . . . , fd〉
em OX,0 (ver [39]).

1.9 Multiplicidades polares e obstrução de Euler

Dado um germe de variedade analítica (X, 0) ⊂ (Cn, 0) de dimensão d,
sua k-ésima variedade polar, com 0 ≤ k ≤ d − 1, é obtida tomando-se o fecho do
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conjunto dos pontos críticos da restrição de uma projeção genérica p : CN → Cd−k+1

à parte regular de X. Denotamos a k-ésima variedade polar de X por Pk(X, 0, p).
A multiplicidade de Pk(X, 0, p) em 0 é chamada a k-multiplicidade polar de X e
denotada por mk(X).

Se (X, 0) = ((φ1, . . . , φn−d)
−1(0), 0) ⊂ (CN , 0) é uma ICIS de dimensão d,

Lê, em [29], prova que, para k = 1, . . . , d − 1, a k-ésima multiplicidade polar de X
por

mk(X) = µ(k+1)(X) + µ(k)(X)

onde µ(l)(X) denota o número de Milnor de X ∩H l com H l um hiperplano genérico
de dimensão d− l.

Em [15], Gaffney define a d-ésima multiplicidade polar de X por

md(X) = µ(X) + µ(X ∩ l−1(0)),

com l : CN → C uma projeção linear genérica.
Lê e Teissier demonstram o seguinte teorema, o qual relaciona obstrução de

Euler e variedades polares.

Teorema 1.24. ([31]) Seja X ⊂ CN um espaço analítico reduzido de dimensão d.
Então,

Eu(X, 0) =
d−1∑
i=0

(−1)d−i−1mi(X),

onde Eu(X, 0) denota a obstrução de Euler local de (X, 0).

No decorrer deste trabalho, adotamos esta fórmula como definição de obs-
trução de Euler local.
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Capítulo 2

O número de Bruce-Roberts

Um invariante importante para um germe de função f : (Cn, 0)→ C é o seu
número de Milnor, o qual, como descrito anteriormente, pode ser definido como a
dimensão do espaço vetorial complexo On

J(f)
e está relacionado a algumas propriedades

geométricas do germe f , por exemplo, f é finitamente R-determinado se, e somente
se, seu número de Milnor é finito. Neste caso, µ(f) é igual à codimensão da órbita
de f pela ação do grupo R em On.

Consideramos, agora, um germe de variedade analítica, (X, 0) em (Cn, 0).
Em [6], Bruce e Roberts definem uma generalização do número de Milnor para um
germe de função f : (Cn, 0)→ C relacionado a (X, 0). Tal número, o qual chamamos
de número de Bruce-Roberts de f com respeito a X e denotamos por µBR(f,X), está
relacionado a algumas propriedades do germe f como, por exemplo, f é finitamente
RX-determinado se, e somente se, seu número de Bruce-Roberts com respeito a X é
finito. Neste caso, µBR(f,X) é igual à codimensão da órbita de f pela ação de RX

em On. Ver [6] para mais detalhes.
Neste capítulo, vemos a definição do número de Bruce-Roberts e algumas de

suas propriedades, particularmente no caso em que X é um germe de hipersuperfície
quase homogêneo com singularidade isolada. Sob essas hipóteses, obtemos uma
fórmula que relaciona o número de Bruce e Roberts de f com respeito aX ao número
de Milnor de f e ao número de Milnor da ICIS X∩f−1(0). Mostramos, também sob
essas hipóteses, que a variedade logarítmica característica de X é Cohen-Macaulay.

2.1 Campos de vetores tangentes a uma variedade

Denotamos por θn o On-módulo dos campos de vetores de Cn em Cn e, se
X for um germe de variedade, denotamos por θX o submódulo de θn constituído
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pelos germes de campos de vetores que são tangentes a X, isto é

θX = {ξ ∈ θn : dφ(ξ) ∈ i(X), ∀φ ∈ i(X)}.

A proposição a seguir exibe algumas propriedades do On-módulo θX .

Proposição 2.1. ([6])

• O germe em 0 de um campo vetorial δ pertence a θX se, e somente se, δ é
tangente a Xi em x para cada ponto x de cada componente Xi de X.

• Se X = ∪si=1Xi é a decomposição de X em componentes irredutíveis, então
θX = ∩si=1θXi

.

• Seja δ ∈ θX com δ(0) = 0. O fluxo φt gerado por δ preserva X. Assim,
φt ∈ RX para todo t.

Exibir geradores para o módulo θX não é uma tarefa trivial. Entretanto,
Wahl, em [49], explicita um conjunto de geradores para θX se X for uma ICIS quase
homogênea. Mais precisamente:

Proposição 2.2. (Wahl, [49]) Seja (X, 0) ⊂ (Cn, 0) uma ICIS definida por uma

aplicação quase homogênea φ = (φ1, ..., φp) : (Cn, 0)→ (Cp, 0) com pesos w1, ..., wn.

Então, θX é gerado pelos campos de vetores φi∂/∂xj, com i = 1, ..., p, j = 1, ..., n;

o campo de Euler ε =
∑n

i=1wixi∂/∂xi e os "campos de vetores triviais":

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂xi1

... ∂
∂xip+1

∂φ1
∂xi1

... ∂φ1
∂xip+1

...
...

∂φp
∂xi1

... ∂φp
∂xip+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
para todas as (p+ 1)-uplas i1, ..., ip+1 satisfazendo 1 ≤ i1 < i2 < ... < ip+1 ≤ n.

Observação 2.3. No decorrer deste trabalho usamos as duas notações a seguir para
um campo de vetores em Cn:

n∑
i=1

gi
∂

∂xi
≡ (g1, . . . , gn).
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Exemplo 2.4. Se X = φ−1(0) com φ : (C3, 0)→ (C, 0) dada por

φ(x, y, z) = x2 + y3 + z5,

então,

θX =
〈
(x2 + y3 + z5, 0, 0), (0, x2 + y3 + z5, 0), (0, 0, x2 + y3 + z5),

(15x, 10y, 6z), (3y2,−2x, 0), (5z4, 0,−2x), (0, 5z4,−3y2)
〉
.

Observação 2.5. Se o germe (X, 0) não for quase homogêneo, ainda podemos en-
contrar os geradores de θX através do software SINGULAR, ([21]).

Observamos que se X = φ−1(0) com φ = (φ1, . . . , φp) : Cn → Cp, então um
campo η = (η1, . . . , ηn) pertence a θX se, e somente se,

n∑
i=1

ηi
∂φk
∂xi
∈ 〈φ1, . . . , φp〉 , ∀k = 1, . . . , p,

ou seja, se, e somente se, existem α1k, . . . , αpk em On tais que

n∑
i=1

ηi
∂φk
∂xi

+

p∑
i=1

αikφi = 0, ∀k = 1, . . . , p.

Ou ainda, se, e somente se, existem α1k, . . . , αpk em On tais que

(η1, . . . , ηn, α1k, . . . , αpk) ∈ syzygy(
∂φk
∂x1

, . . . ,
∂φk
∂xn

, φ1, . . . , φp), ∀k = 1, . . . , p.

Assim, para encontrarmos tais campos η’s com o SINGULAR, basta definirmos
ideais Ik em On gerados por

∂φk
∂x1

, . . . ,
∂φk
∂xn

, φ1, . . . , φp

e calcularmos, para cada k, o syzygy de Ik. O SINGULAR devolverá módulos
gerados por vetores com n + p coordenadas. Definimos, então, módulos I ′k gerado
pelos vetores com n coordenadas obtidos eliminando as últimas p coordenadas dos
geradores de Ik. O módulo θX é igual à interseção ∩pk=1I

′
k.

Exemplo 2.6. Seja X = φ−1(0), onde φ : (C2, 0)→ (C, 0) é dada por

φ(x, y) = x3 + x2y2 + y7.



Capítulo 2. O número de Bruce-Roberts 16

Através do software SINGULAR ([21]), calculamos o número de Milnor de φ:
> ring r = 0, (x, y), (c, ds);

> poly phi = x3 + x2y2 + y7;

> vdim(std(jacob(phi)));

11

e o número de Tjurina de φ:
> vdim(std(ideal(phi) + jacob(phi)));

10.
Vemos, assim, que (X, 0) não é um germe quase homogêneo. Ainda com a

ajuda do SINGULAR, encontramos geradores para o módulo θX :
> ideal i = diff(phi, x), diff(phi, y), phi;

> moduleM = syz(i);

> M ;

M [1] = [441x2− 40xy + 21xy2− 14y4, 4x+ 189xy − 16y2,−1323x+ 112y]

M [2] = [160xy − 84xy2 − 9261xy3 + 56y4 − 441y5,−16x + 126xy + 64y2 −
3969y4,−448y + 27783y3],
os geradores de θX são as imagens de M [1] e M [2] pela projeção nas duas primeiras
coordenadas, ou seja,

θX = 〈(441x2− 40xy + 21xy2− 14y4, 4x+ 189xy − 16y2),

(160xy − 84xy2− 9261xy3 + 56y4− 441y5,−16x+ 126xy + 64y2− 3969y4)〉 .

Definição 2.7. Um germe de hipersuperfície reduzido (X, 0) ⊂ (Cn, 0) é chamado
um divisor livre se θX é um On-módulo livre.

Proposição 2.8. ([6]) Seja (X, 0) ⊂ (Cn, 0) uma hipersuperfície analítica reduzida
e sejam δi =

∑n
j=1 ξij

∂
∂xj

, para j = 1, . . . , n elementos de θX tais que o determinante
da matriz (ξij) é uma equação que define X. Então, (X, 0) é um divisor livre e θX
é gerado livremente por δ1, . . . , δn.

Exemplo 2.9. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0) com φ : C2 → C definida por φ(x, y) =

x2 + y3. Sejam, também, δ1 = (3x, 2y) e δ2 = (3y2,−2x). Temos que δ1 e δ2

pertencem a θX e

det

(
3x 2y

3y2 −2x

)
= −6φ.

Portanto, (X, 0) é um divisor livre e θX é gerado por δ1 e δ2.
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2.2 O número de Bruce-Roberts

Definição 2.10. Sejam f : (Cn, 0)→ C um germe de função holomorfa e (X, 0) ⊂
(Cn, 0) um germe de variedade analítica. O número de Bruce-Roberts de f com
respeito a X é a dimensão do C-espaço vetorial On

df(θX)
. Denotamos tal número por

µBR(f,X).

Através da proposição 2.2, vemos que se (X, 0) = (φ−1(0), 0) for uma ICIS
quase homogênea com pesos (w1, ..., wn), df(θX) é o ideal em On gerado por

φi
∂f

∂xj
, df(ε), J(f, φ), i = 1...p, j = 1, ..., n,

onde φi, i = 1, . . . , p são as coordenadas de φ, df(ε) =
∑n

j=1 wjxj
∂f
∂xj

e J(f, φ) é o
ideal gerado pelos menores de ordem maximal da matriz jacobiana de (f, φ).

Como mostra o teorema a seguir, se (X, 0) = (φ−1(0), 0) é um germe de
hipersuperfície quase homogêneo com singularidade isolada, é possível reduzir o
número de geradores de df(θX).

Teorema 2.11. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de hipersuperfície
quase homogêneo com singularidade isolada. Dado um germe de função holomorfa
f : (Cn, 0)→ C, temos que

df(θX) = 〈df(ε), J(f, φ)〉 .

Demonstração: Para k = 1, ..., n,

φ
∂f

∂xk
=

(
n∑
j=1

wjxj
∂φ

∂xj

)
∂f

∂xk

=
n∑
j=1

wjxj
∂f

∂xk

∂φ

∂xj

=
n∑
j=1

wjxj

(
∂f

∂xk

∂φ

∂xj
− ∂f

∂xj

∂φ

∂xk

)
+

∂φ

∂xk

(
w1x1

∂f

∂x1

+ ...+ wnxn
∂f

∂xn

)

�

Exemplo 2.12. Sejam X = φ−1(0), com

φ(x, y, z) = x2 + y3 + z5,
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e f(x, y, z) = xy + z2, então,

df(θX) =
〈
25xy + 12z2, 3y3 − 2x2, 5yz4 − 4xz, 5xz4 − 6y2z

〉
.

Assim,
µBR(f,X) = dimC

On
df(θX)

= 8.

2.3 Relação entre o número de Bruce-Roberts e o

número de Milnor

Observamos que, dados qualquer germe de variedade (X, 0) ⊂ (Cn, 0) e
qualquer germe de função f : (Cn, 0)→ C, o ideal df(θX) está contido no ideal J(f),
donde concluímos que o número de Bruce-Roberts de um germe f com respeito a
uma variedade X é sempre maior que ou igual ao número de Milnor de f . É natural
nos perguntarmos qual a relação que existe entre esses dois números, ou seja, o que
devemos somar ao número de Milnor de um germe f para obter o seu número de
Bruce-Roberts com respeito a uma variedade.

Nesta seção, explicitamos essa relação no caso em que a variedade é uma
hipersuperfície quase homogênea com singularidade isolada.

Dada uma ICIS quase homogênea, (X, 0) ⊂ (Cn, 0), e um germe de função,
f : (Cn, 0)→ C, em [6], Bruce e Roberts consideram o ideal de On

df(θ−X) = 〈i(X), df(θX)〉

e demonstram:

Proposição 2.13. ([6, Proposição 7.7]) Seja (X, 0) ⊂ (Cn, 0) uma ICIS quase
homogênea e seja f : (Cn, 0) → (C, 0) um germe de função finitamente RX-
determinado. Então, Y = f−1(0) ∩X é uma ICIS cujo número de Milnor, µ(Y, 0)

é igual à dimensão do C-espaço vetorial On

df(θ−X)
.

Dado um germe de função f : (Cn, 0) → (C, 0), observamos que se
(X, 0) = (φ−1(0), 0) ⊂ (Cn, 0) é um germe de hipersuperfície quase homogêneo
com singularidade isolada e f : (Cn, 0) → (C, 0) é um germe finitamente RX-
determinado, quase homogêneo consistente com φ e com filtração m, pela fórmula
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de Euler, df(ε) = mf , então, pela fórmula de Lê-Greuel,

µBR(f,X) = dim
On

〈df(ε), J(f, φ)〉

= dim
On

〈f, J(f, φ)〉
= µ(f) + µ(X ∩ f−1(0)).

No teorema a seguir, vemos que essa igualdade continua válida no caso em
que f não é um germe quase homogêneo.

Teorema 2.14. Sejam (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de hipersuperfície quase homo-
gêneo com singularidade isolada e f : (Cn, 0)→ C um germe de função finitamente
RX-determinado. Então,

µBR(f,X) = µ(f) + µ(X ∩ f−1(0), 0).

Para a demonstração deste teorema, recorremos ao lema a seguir.

Lema 2.15. ([6, Corollary 7.9]) Sejam R um anel local Cohen-Macaulay de dimen-
são p, A uma matriz q × p, com p ≥ q com entradas em R e v uma sequência de p
elementos de R. Denotamos por Â a matriz (q− 1)× p obtida deletando-se a última
linha de A e escrevemos

u = (u1, ..., uq)
T = A.vT

û = (u1, ..., uq−1)T = Â.vT .

Sejam
I1 = Iq−1(Â) + 〈u1, ..., uq−1〉R

I2 = Iq(A) + 〈u1, ..., uq〉R

I = Iq(A) + 〈u1, ..., uq−1〉R,

onde Iq(A) é o ideal de R gerado pelos menores de ordem q da matriz A e Iq−1(Â)

é aquele gerado pelos menores de ordem q − 1 de Â.
Então, se l(R/I) <∞,

l(R/I) = l(R/I1) + l(R/I2).
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Demonstração do Teorema 2.14:

Seja X = φ−1(0), com φ : Cn → C quase homogênea com pesos w1, ..., wn.
Então, pelo teorema 2.11, df(θX) é o ideal de On gerado por

J(f, φ), w1x1
∂f

∂x1

+ ...+ wnxn
∂f

∂xn
.

Sejam, seguindo a notação do lema 2.15, R = On, p = n, q = 2, v =

(w1x1, ..., wnxn) e

A =

 ∂f
∂x1

... ∂f
∂xn

∂φ
∂x1

... ∂φ
∂xn


Então, ainda seguindo a notação do lema 2.15,

I1 =

〈
∂f

∂x1

, ...,
∂f

∂xn
, w1x1

∂f

∂x1

+ ...+ wnxn
∂f

∂xn

〉
= J(f);

I =

〈
∂f

∂xi

∂φ

∂xj
− ∂f

∂xj

∂φ

∂xi
, w1x1

∂f

∂x1

+ ...+ wnxx
∂f

∂xn
, 1 ≤ i < j ≤ n

〉
= df(θX)

e

I2 =

〈
∂f

∂xi

∂φ

∂xj
− ∂f

∂xj

∂φ

∂xi
, w1x1

∂f

∂x1

+ ...+ wnxx
∂f

∂xn
, φ, 1 ≤ i < j ≤ n

〉
= df(θX̄).

Assim,

µBR(f,X) = dimC
On
I

= dimC
On
I1

+ dimC
On
I2

= µ(f) + µ(X ∩ f−1(0), 0),

pela proposição 2.13. �

Segundo a fórmula de Lê-Greuel,

µ(f) + µ(X ∩ f−1(0), 0) = dimC
On

〈f, J(f, φ)〉
,

donde temos o seguinte resultado.

Corolário 2.16. Se (X, 0) = (φ−1(0), 0) é um germe de hipersuperfície quase ho-
mogêneo com singularidade isolada e f : (Cn, 0) → (C, 0) é um germe finitamente
RX-determinado, então,

µBR(f,X) = dimC
On

〈f, J(f, φ)〉
.
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Observação 2.17. Este número, dimC
On

〈f,J(f,φ)〉 , pode ser interpretado geometrica-
mente como o número de Milnor do germe φ restrito a hipersuperfície f−1(0), o que
soa um pouco estranho pois o número de Bruce-Roberts de f com respeito a X

deveria estar relacionado ao número de Milnor do germe f restrito a X.

O exemplo a seguir mostra que o teorema 2.14 não se verifica se o germe de
hipersuperfície (X, 0) não for quase homogêneo.

Exemplo 2.18. Sejam X = φ−1(0), onde φ : (C2, 0)→ (C, 0) é dada por

φ(x, y) = x3 + x2y2 + y7,

e f : (C2, 0)→ (C, 0) o germe de função dado por

f(x, y) = x2 + y5.

Como calculado no exemplo 2.6,

θX =
〈
(14y4 − 21xy2 − 441x2 + 40xy,−189xy + 16y2 − 4x),

(−7y4 − 147xy2 − 20xy,−63y3 − 8y2 + 2x)
〉
.

Assim,

df(θX) =
〈
882x3 − 80x2y + 42x2y2 − 8xy4 + 945xy5 − 80y6,

−8x3 + 42x2y3 − 8xy5 + 45y8
〉

Portanto, µBR(f,X) = 15.
Pelo teorema 1.19,

µ(f) =
(10− 5)(10− 2)

5.2
=

40

10
= 4.

Pela fórmula de Lê-Greuel,

µ(X ∩ f−1(0)) = dim
O2

〈φ, J(φ, f)〉
− µ(φ) = 25− 11 = 14.

Assim,
µBR(f,X) 6= µ(f) + µ(X ∩ f−1(0)).

O exemplo a seguir mostra que o teorema 2.14 não se verifica se (X, 0) for
uma ICIS quase homogênea mas não uma hipersuperfície.
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Exemplo 2.19. Se (X, 0) = (φ−1(0), 0), com φ : (C3, 0)→ (C2, 0) dada por

Φ(x, y, z) = (xy − z4, x2 + y2 + z4),

e
f(x, y, z) = x3 + y3 + z6.

Pela proposição 2.2, temos que

θX = 〈(−z4 + xy, 0, 0), (0, 0,−z4 + xy), (0,−z4 + xy, 0), (z4 + x2 + y2, 0, 0),

(0, z4 + x2 + y2, 0), (0, 0, z4 + x2 + y2), (2x, 2y, z),

(4xz3 + 8yz3,−8xz3− 4yz3,−2x2 + 2y2)〉 .

Assim,

df(θX) = 〈−3x2z4 + 3x3y,−6z9 + 6xyz5,−3y2z4 + 3xy3, 3x2z4 + 3x4 + 3x2y2,

3y2z4 + 3x2y2 + 3y4, 6z9 + 6x2z5 + 6y2z5, 6z6 + 6x3 + 6y3,

−12x2z5 + 12y2z5 + 12x3z3 + 24x2yz3 − 24xy2z3 − 12y3z3〉 .

Fazendo o cálculo da dimensão de O3/df(θX) no SINGULAR, vemos que

µBR(f,X) = dim
O3

df(θX)
= 55.

Como f é um germe quase homogêneo do tipo (2, 2, 1 : 6), pelo teorema
1.19,

µ(f) =
(6− 2)(6− 2)(6− 1)

2.2.1
= 20.

Além disso, como X ∩ f−1(0) é uma ICIS, pela Fórmula de Lê-Greuel,

µ(X ∩ f−1(0), 0) + µ(f, φ1) = dim
O3

〈f, φ1〉+ J(f, φ1, φ1, φ2)
,

ainda pela fórmula de Lê-Greuel,

µ(f, φ1) + µ(f) = dim
O3

〈f〉+ J(f, φ1)
,

onde φ = (φ1, φ2). Assim,

µ(X ∩ f−1(0), 0) = dim
O3

〈f, φ1〉+ J(f, φ1, φ1, φ2)
− µ(f, φ1)
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= dim
O3

〈f, φ1〉+ J(f, φ1, φ1, φ2)
− dim

O3

〈f〉+ J(f, φ1)
+ µ(f)

= 54− 51 + 20

= 23

Assim,

µ(f) + µ(X ∩ f−1(0), 0) = 20 + 23 6= 55 = µBR(f,X)

2.4 O caso quase homogêneo

Como vimos no teorema 1.19, Milnor e Orlik exibem uma maneira de escre-
ver o número de Milnor de um germe de função f : (Cn, 0)→ (C, 0) quase homogêneo
e com singularidade isolada em função dos pesos e da filtração de f . Nesta seção,
sob algumas hipóteses, escrevemos o número de Bruce-Roberts em função de pesos
e filtrações.

Para isso, precisamos dos lemas a seguir.

Lema 2.20. ([37]) Se uma aplicação G : Cn → Cn é tal que sua i-ésima componente
é um polinômio homogêneo de grau di e G−1(0) = 0, então o grau de G em zero é
igual a d1...dn.

Lema 2.21. Se uma aplicação polinomial G : Cn → Cn quase homogênea do tipo
(w1, ..., wn : d1, ..., dn) é tal que G−1(0) = 0, então o grau de G em zero é igual a
d1...dn
w1...wn

.

Demonstração: Definimos H : Cn → Cn por H(x1, ..., xn) = (xw1
1 , ..., xwn

n ).
Para i = 1, ..., n, a i-ésima coordenada de G◦H é homogênea de grau di. De

fato, denotando G = (G1, ..., Gn), como Gi é quase homogênea com pesos w1, ..., wn

e filtração di, Gi se escreve como uma combinação linear de monômios da forma
xi11 ...x

in
n com i1w1 + ...+ inwn = di. Assim, cada parcela da soma que define Gi ◦H

tem grau i1w1 + ...+ inwn = di.
Pelo lema 2.20, grau(G ◦H) = d1...dn. Portanto,

grau(G) =
grau(G ◦H)

grau(H)
=

d1...dn
w1...wn

.

�
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Observação 2.22. Se (X, 0) é um germe de variedade quase homogêneo, sempre
podemos obter geradores quase homogêneos para θX . Uma demonstração deste fato
pode ser encontrada em [8].

Recordamos que um germe f : (Cn, 0)→ (C, 0) é consistente com X se f é
quase homogêneo com os mesmos pesos que X.

Exemplo 2.23. Sejam φ : (C2, 0)→ C o germe de função dado por φ(x, y) = x4+xy

e (X, 0) = (φ−1(0), 0). Observamos que X é quase homogêneo com pesos w1 = 1 e
w2 = 3.

Consideramos os dois germes de função f, g : (C2, 0)→ C dados por

f(x, y) = x6 + y2 e g(x, y) = x2 + y3.

Os dois germes f e g são quase homogêneos. Mas os pesos de f são w1 = 1

e w2 = 3, ou seja, f é consistente com X. Diferente de g que tem pesos w1 = 3 e
w2 = 2, isto é, g não é consistente com X.

Lema 2.24. ([45]) Sejam (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de variedade quase homogêneo,
{α1, ..., αr} um conjunto de geradores quase homogêneos de θX e f : (Cn, 0) →
(C, 0) um germe de função quase homogêneo consistente com X. Então df(αi) é
uma função quase homogênea com filtração fil(df(αi)) = fil(f) + fil(αi) para cada
i = 1, ..., r.

Demonstração: Escrevemos αi =
∑n

j=1 αij
∂
∂xj

, temos df(αi) =
∑n

j=1
∂f
∂xj
αij.

fil(
∂f

∂xj
αij) = fil(f)− wj + fil(αi) + wj = fil(f) + fil(αi)

para ∀ j = 1, ..., n, portanto fil(df(αi)) = fil(f) + fil(αi), e segue o resultado. �

Inspirados no resultado de Milnor e de Orlik, obtemos:

Teorema 2.25. Sejam (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de variedade quase homogêneo
com pesos w1, ..., wn e f : (Cn, 0) → (C, 0) um polinômio quase homogêneo consis-
tente com X e finitamente RX-determinado. Se θX é um módulo livre gerado por
α1, ..., αn, campos de vetores quase homogêneos, então

µBR(f,X) =

(
fil(f) + fil(α1)

w1

)
...

(
fil(f) + fil(αn)

wn

)
.

Demonstração: Seja G(x1, ..., xn) = (df(α1), ..., df(αn)), então, pelo lema 2.24 G
é quase homogênea do tipo (w1, ..., wn : fil(f) + fil(α1), ..., fil(f) + fil(αn)).
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Assim,

µBR(f,X) = dim
On

〈df(α1), ..., df(αn)〉
= grau(G)

(∗)
=

(fil(f) + fil(α1))...(fil(f) + fil(αn))

w1...wn

onde (∗) segue do lema 2.21 �

Exemplo 2.26. Seja X = φ−1(0), com φ : (C3, 0)→ (C, 0) dada por

φ(x, y, z) = 144xy2z − 27y4 − 4x3y2 − 128x2z2 + 256z3 + 16x4z.

Observamos que X é quase homogêneo do tipo (2, 3, 4 : 12) e é o discriminante da
deformação versal de x4. Em [5], Bruce mostra que

θX =
〈
(2x, 3y, 4z) ,

(
16z − 4x2,−8xy, 3y2

)
,
(
6y, 8z − 2x2,−xy

)〉
= 〈α1, α2, α3〉

Seja f : (C3, 0) → (C, 0) dado por f(x, y, z) = x6 + y4 + z3, temos que
fil(f) = 12, fil(α1) = 0, fil(α2) = 2 e fil(α3) = 1. Assim,

µBR(f,X) =
(12 + 0)(12 + 2)(12 + 1)

2.3.4
= 91.

Juntando o teorema anterior ao teorema 2.14 e ao resultado de Milnor e
Orlik, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.27. Sejam (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de hipersuperfície com singu-
laridade isolada, quase homogêneo com pesos w1, ..., wn e f : (Cn, 0) → (C, 0) um
polinômio quase homogêneo consistente com X. Se θX é um módulo livre gerado por
α1, ..., αn, campos de vetores quase homogêneos, então

µ(X∩f−1(0), 0) =
(fil(f) + fil(α1))...(fil(f) + fil(αn))

w1...wn
−
(
fil(f)− w1

w1

)
...

(
fil(f)− wn

wn

)
.

Em particular, se X = φ−1(0) onde φ : C2 → C é um germe de hipersu-
perfície com singularidade isolada e quase homogêneo com pesos (w1, w2), então um
conjunto de geradores quase homogêneos para θX é {α1, α2}, com

α1 = w1x1
∂

∂x1

+ w2x2
∂

∂x2

, α2 = − ∂φ

∂x2

∂

∂x1

+
∂φ

∂x1

∂

∂x2

.
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Portanto,
fil(α1) = w1 − w1 = 0, fil(α2) = fil(φ)− w2 − w1.

Assim, obtemos:

Teorema 2.28. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0), com φ : (C2, 0) → (C, 0) um germe
quase homogêneo do tipo (w1, w2 : fil(φ)) com singularidade isolada na origem e seja
f : (C2, 0) → (C, 0) um germe quase homogêneo consistente com φ e finitamente
RX-determinado. Então,

µBR(f,X) = fil(f)

(
fil(f) + fil(φ)− w2 − w1

w1w2

)
e, portanto,

µ(X ∩ f−1(0), 0) =
fil(f)fil(φ)

w1w2

− 1.

Demonstração:

Pelo teorema 2.25, temos que

µBR(f,X) =

(
fil(f) + fil(α1)

w1

)(
fil(f) + fil(α2)

w2

)
=

(
fil(f) + 0

w1

)(
fil(f) + fil(φ)− w2 − w1

w2

)
= fil(f)

(
fil(f) + fil(φ)− w2 − w1

w1w2

)
.

Pelo corolário 2.27,

µ(X ∩ f−1(0), 0) =
(fil(f) + fil(α1))(fil(f) + fil(α2))

w1w2

−(
fil(f)− w1

w1

)(
fil(f)− w2

w2

)
=

(fil(f) + 0)(fil(f) + fil(φ)− w2 − w1)

w1w2

−(
fil(f)− w1

w1

)(
fil(f)− w2

w2

)
=

fil(f)fil(φ)

w1w2

− 1.

�

Em [42], Nuño-Ballesteros e Tomazella mostram que se (X, 0) ⊂ (Cn, 0) é
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uma curva reduzida e f : (X, 0)→ (C, 0) é um germe finito, então

µ(f |X) = µ(X, 0) + grau(f)− 1,

onde µ(X, 0) é o número de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel
em [7] e µ(f |X) é o número de Milnor de f sobre a curva como definido por Goryunov,
em [23] para curvas em C3 e depois por Mond, em [38], para o caso geral. Observamos
que, no caso de (X, 0) ser uma ICIS de dimensão 1, X ∩ f−1(0) é uma ICIS de
dimensão 0. Assim,

grau(f)− 1 = µ(X ∩ f−1(0), 0),

ver [32]. Desse resultado e do teorema 2.28, temos:

Corolário 2.29. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0), com φ : (C2, 0) → (C, 0) um germe
quase homogêneo do tipo (w1, w2 : fil(φ)) com singularidade isolada na origem e seja
f : (C2, 0)→ (C, 0) um germe consistente com φ, finitamente RX-determinado e tal
que f |X : X → C é finito. Então

µ(f |X) =
fil(φ)(fil(f) + fil(φ)− (w1 + w2))

w1w2

.

Assim, sob as mesmas hipóteses do corolário anterior, o número de Milnor
sobre a curva é invariante sob deformações que preservam pesos e filtrações.

Uma outra maneira de escrever o número de Bruce-Roberts em função dos

pesos e das filtrações das funções envolvidas é a seguinte: segundo Bivià e Nuño-

Ballesteros em [2], temos que se (φ1, φ2) : (Cn, 0) → (C2, 0) é uma ICIS quase

homogênea do tipo (w1, . . . , wn : d1, d2), então

µ(φ1, φ2) =
d1

w1 . . . wn

n∑
j=1

(d1 − w1) . . . (d1 − wj−1)(d2 − wj+1) . . . (d2 − wn)

−(d1 − w1) . . . (d1 − wn)

w1 . . . wn
.

Deste resultado, e dos teoremas 2.14 e 1.19, temos:

Corolário 2.30. Seja (X, 0) = (φ−1(0), 0) um germe de hipersuperfície quase homo-
gêneo com singularidade isolada do tipo (w1, . . . , wn : d2) e seja f : (Cn, 0)→ (C, 0)
um germe quase homogêneo do tipo (w1, . . . , wn : d1) e RX-finitamente determinado.
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Então,

µBR(f,X) =
d1

w1 . . . wn

n∑
j=1

(d1 − w1) . . . .(d1 − wj−1)(d2 − wj+1) . . . (d2 − wn).

2.5 O número de Bruce-Roberts e a obstrução de
Euler
Se X é uma variedade analítica reduzida em Cn e U é uma vizinhança

suficientemente pequena de 0 em Cn, dado qualquer ponto x ∈ U , denotamos por
θX(x) o subespaço linear de TxU gerado pelos vetores δ(x) com δ ∈ θX,x.

Lema 2.31. ([6]) Existe uma única estratificação {Xα : α ∈ I} de U com as
seguintes propriedades:

1. Cada estrato Xα é uma subvariedade conexa imersa de U e U é igual à união
disjunta ∪α∈IXα;

2. Se x ∈ U pertence a um estrato Xα então o espaço tangente TxXα coincide
com θX(x);

3. Se Xα e Xβ são dois estratos diferentes tais que Xα intercepta o fecho de Xβ

então Xα está contido na fronteira de Xβ.

A estratificação {Xα : α ∈ I} do lema anterior é chamada estratificação
logarítmica de X e o estrato Xα, estrato logarítmico. Dizemos que (X, 0) é holonô-
mica se, para alguma vizinhança U de 0 em Cn, a estratificação logarítmica tem um
número finito de estratos.

Exemplo 2.32. Se (X, 0) é uma ICIS quase homogênea em (Cn, 0) e C1, . . . , Ck são
as componentes irredutíveis de X, a estratificação logarítmica de X é dada pelos
seguintes estratos (ver [6]):

X0 = Cn −X, Xi = Ci − {0}, i = 1, . . . , k e Xk+1 = {0}.

Portanto, X é holonômica.

Em [6], Bruce e Roberts exibem propriedades importantes do número de
Bruce-Roberts de um germe de função com respeito a um germe variedade analítica
(X, 0) com a hipótese de que a variedade logarítmica característica de X, LC(X),
seja Cohen-Macaulay. Vemos, a seguir, a definição de LC(X).

Definição 2.33. Suponhamos que os campos vetoriais δ1, . . . , δm geram θX para
alguma vizinhança U de 0 em Cn. Então, se T ∗UCn é a restrição do fibrado cotangente
de Cn a U , definimos

LCU(X) := {(x, ξ) ∈ T ∗UCn : ξ(δi(x)) = 0, i = 1, . . . ,m}.

LC(X) é o germe de LCU(X) em T ∗0 Cn, o espaço cotangente a Cn em 0.
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Esta definição é independente da escolha dos campos δi (ver [6]).
Consideramos T ∗Cn ≡ C2n pela identificação

(x1, . . . , xn, p1dx1 + . . .+ pndxn) = (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn).

Na seção 7 de [6], Bruce e Roberts mostram que se X = Φ−1(0), onde

φ = (φ1, . . . , φp) : (Cn, 0)→ (Cp, 0)

é uma ICIS quase homogênea com pesos (w1, . . . , wn), então LC(X) é dada pelos
zeros de

〈φipj, ε, Ip+1(A) : i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , n〉

onde ε =
∑n

j=1wixipi e Ip+1(A) é o ideal gerado pelos menores de ordem p + 1 da

matriz

A =



p1 . . . pn

∂φ1
∂x1

. . . ∂φ1
∂xn

...
...

∂φp
∂x1

. . . ∂φp
∂xn


.

Segundo Bruce e Roberts, se X tem uma singularidade isolada e não é uma
hipersuperfície, então LC(C) não é Cohen-Macaulay ([6], Proposição 7.3), mas se
X é uma curva plana, então LC(X) é Cohen-Macaulay ([6], Proposição 6.3). É
um problema aberto se LC(X) é ou não Cohen-Macaulay para uma hipersuperfície
qualquer com singularidade isolada. Trazemos aqui uma resposta positiva para o
caso em que X é quase homogênea, lembrando que, por ([6], Proposição 1.14), X é
holonômica se, e somente se, dimLC(X) = n.

Teorema 2.34. Se (X, 0) é um germe de hipersuperfície quase homogêneo com
singularidade isolada, então LC(X) é Cohen-Macaulay.

Demonstração: Seja φ : Cn → C quase homogêneo com X = φ−1(0), então
LC(X) é dado pelos zeros de φpj, ε e I2(A), onde

A =

 p1 . . . pn

∂φ
∂x1

. . . ∂φ
∂xn

 .

Como φ é quase homogênea, pela fórmula de Euler, temos

fil(φ)φpj =

(
n∑
k=1

wkxk
∂φ

∂xk

)
pj

=
n∑
k=1

wkxkpj
∂φ

∂xk
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=
n∑
k=1

wkxk

(
pj
∂φ

∂xk
− pk

∂φ

∂xj

)
+
∂φ

∂xj
(w1x1p1 + ...+ wnxnpn) .

Isso implica que 〈φpj, I2(A), ε〉 = 〈I2(A), ε〉.
Escrevemos

OLC(X) =
O2n

〈I2(A), ε〉
=

R

I2(A)
,

onde R = O2n/〈ε〉. Como I2(A) é um ideal determinantal em R e

dim
R

I2(A)
= dimOLC(X) = n = (2n− 1)− (n− 2 + 1) = dim(R)− (n− 2 + 1),

segue do teorema 1.1 que LC(X) é Cohen-Macaulay. �

Dada (X, 0) uma ICIS de dimensão d, temos a d-ésima multiplicidade polar
definida por Gaffney em [15]:

md(X) = µ(l|X),

com l : Cn → C uma função linear genérica. Pela fórmula de Lê-Greuel, temos que

md(X) = µ(X, 0) + µ(X, l).

Denotemos as componentes irredutíveis de LC(X) por Y0, . . . , Yk+1 e por
mi a multiplicidade de Yi em LC(X), com Y0 = Cn × {0}, Yk+1 = X × {0} e as
outras componentes Yi, com i = 1, . . . , k são associadas aos estratos Xi = Ci − {0}.

Corolário 2.35. Seja (X, 0) o germe de uma hipersuperfície quase homogênea com
singularidade isolada e seja f : (Cn, 0) → (C, 0) o germe de uma função com um
ponto crítico isolado com respeito a X. Então

µBR(f,X) = µ(f) +
k∑
i=1

ni +mn−1(X)− µ(X, 0),

onde ni é o número de pontos críticos de uma morsificação de f em Xi.

Demonstração: Como LC(X) é Cohen-Macaulay, pelo Corolário 5.8 de [6],

µBR(f,X) =
k+1∑
i=0

mini.

Segundo [6], página 80, mi = 1 para i = 0, . . . , k. Assim,

µBR(f,X) =
k∑
i=0

ni +mk+1nk+1

(∗)
= µ(f) +

k∑
i=1

ni + nk+1mk+1
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(∗∗)
= µ(f) +

k∑
i=1

ni +mk+1

(∗∗∗)
= µ(f) +

k−1∑
i=1

ni + µ(X, l)

= µ(f) +
k∑
i=1

ni +mn−1(X)− µ(X, 0)

onde l : Cn → C é uma projeção linear genérica, (∗) segue do Corolário 5.14 de
[6], (∗∗) segue do fato de que uma morsificação de f em {0} só pode ter um ponto
crítico e (∗ ∗ ∗), da Proposição 7.7 de [6]. �

Observação 2.36. Observamos que este teorema também pode ser obtido do Co-
rolário 5.14 demonstrado por Grulha em [10].

Em [27], Perez e Saia mostram que

1 + (−1)dµ(X, 0) =
d∑
i=0

(−1)imi(X),

onde mi(X) é a i-ésima multiplicidade polar. Por outro lado, esta soma alternada
está relacionada com a obstrução de Euler, Eu(X), pela seguinte fórmula de Lê-
Tessier:

Eu(X) =
d∑
i=0

(−1)d−i−1mi(X)

Combinando os dois resultados, temos

md(X)− µ(X, 0) = Eu(X) + (−1)d

Corolário 2.37. Com as mesmas hipóteses do corolário anterior,

µBR(f,X) = µ(f) +
k∑
i=1

ni + Eu(X) + (−1)n−1.

Observamos que a soma
∑k

i=1 ni é igual ao número de pontos críticos de
uma morsificação de f em X1 ∪ . . . ∪Xk = X − {0} = Xreg. Segundo Seade-Tibar-
Verjovsky, esse número coincide com (−1)n−1Eu(X, f), onde Eu(X, f) é a obstrução
local de Euler de f com respeito a X. Temos, assim, o seguinte corolário.

Corolário 2.38. Com as mesmas hipóteses do corolário anterior

µBR(f,X) = µ(f) + Eu(X) + (−1)n−1(Eu(X, f) + 1).
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Capítulo 3

Teoria de Morse

A teoria de Morse estuda as mudanças que ocorrem na pré imagem de um
intervalo do tipo (−∞, a] por uma função de Morse f : M → R conforme a passa
por um valor crítico de f , onde M é uma variedade suave.

Neste capítulo, descrevemos os resultados de Teoria de Morse clássica de-
monstrados por Milnor em [35]. Depois, utilizando os resultados demonstrados por
Palais e Smale em [43], mostramos que, dados um germe de variedade analítica
suave (X, 0) e uma função de Morse f : X → C, sempre podemos escolher um
representante X de (X, 0) de modo a poder aplicar a Teoria de Morse a f : X → C.

3.1 Teoria de Morse Clássica
Seja f uma função real definida em uma variedade suave M . Um ponto p

de M é um ponto crítico de f se a aplicação df(p) : TpM → R é identicamente nula.
Se escolhemos um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) numa vizinhança U de p, p
é um ponto crítico de f se, e somente se, ∂f

∂xi
(p) = 0 para i = 1, ..., n. Se c é um

número real tal que f−1(c) tem um ponto crítico de f , dizemos que c é um valor
crítico de f , caso contrário, dizemos que c é um valor regular de f .

Um ponto crítico p de f é chamado não degenerado se a matriz
(

∂2f
∂xi∂xj

(p)
)

tem determinante diferente de zero. Se todos os pontos críticos de f : M → R são
não degenerados, dizemos que f é uma função de Morse. Considere a forma bilinear
definida em TpM × TpM pela matriz

(
∂2f

∂xi∂xj
(p)
)
, a dimensão do espaço vetorial de

maior dimensão onde esta forma é negativo-definida é chamado o índice de f em p.
O teorema a seguir, cuja demonstração pode ser encontrada em [19], será

utilizado no decorrer deste trabalho para garantir que uma função holomorfa com
uma singularidade isolada na origem pode ser deformada a uma função de Morse.

Teorema 3.1. ([19], Teorema 2.2.3) Sejam Z um subconjunto analítico fechado de
uma variedade analíticaM e P uma variedade suave de dimensão finita. Seja, ainda,
F : P ×M → R uma função suave. Para cada α ∈ P , denotamos fα(x) = F (α, x).
Definimos φ : P ×M → T ∗M por φ(α, x) = (x, dfα(x)). Se φ é uma submersão,
então, para quase todo α ∈ P , fα|Z é uma função de Morse.
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O comportamento de uma função suave numa vizinhança de um ponto crí-
tico não degenerado pode ser completamente determinado pelo seu índice no ponto,
como mostra o lema a seguir cuja demonstração pode ser encontrada em [35].

Lema 3.2. (Lema de Morse, [35]) Seja p um ponto crítico não degenerado de f .
Então existe um sistema de coordenadas local (y1, ..., yn) numa vizinhança U de p
com yi(p) = 0 tal que

f(y1, . . . , yn) = f(p)− y2
1 − ...− y2

λ + y2
λ+1 + ...+ y2

n,

onde λ é o índice de f em p.

Corolário 3.3. ([35]) Pontos críticos não degenerados são isolados.

Denotamos por Ma o conjunto dos pontos x ∈ M tal que f(x) ≤ a, o
teorema a seguir, cuja demonstração também pode ser encontrada em [35], estuda
a topologia de Ma conforme a passa pelos valores críticos de f .

Teorema 3.4. ([35]) Seja f uma função real definida numa variedade suave M .

• Sejam a < b números reais e suponhamos que o conjunto f−1([a, b]) é compacto
e não contém pontos críticos de f . Então, Ma é difeomorfa a M b. De fato,
Ma é uma deformação retrátil de M b, de modo que a aplicação inclusão de
Ma em M b é uma equivalência de homotopia.

• Sejam p um ponto crítico não degenerado de f e c = f(p). Suponhamos que,
para algum ε > 0, f−1([c−ε, c+ε]) é compacto e não contém pontos críticos de
f além de p. Então, para todo ε suficientemente pequeno, o tipo de homotopia
de M c+ε é igual ao tipo de homotopia de M c−ε com uma célula de dimensão
igual ao índice de f em p colada.

3.2 Teoria de Morse Generalizada
Em [43], Palais e Smale demonstram uma generalização da teoria de Morse,

a qual passamos a descrever. Sejam M uma variedade riemanniana C2 sem bordo
e completa num espaço de Hilbert separável e f : M → R uma função C2. Consi-
deramos a seguinte condição sobre M e f , a qual chamaremos de condição (C) de
Palais e Smale:

(C): Se (xi) é uma sequência emM na qual |f | é limitada e ||∇f(xi)|| tende
a zero quando i tende a infinito, então existe uma subsequência (xik) de (xi) tal que
(xik) converge a algum ponto crítico x0 de f em M .

Usando as palavras de Kaveh, em [28], podemos dizer que a condição (C)
pede que f não tenha "pontos críticos no infinito".

Palais e Smale demonstram o seguinte teorema.

Teorema 3.5. ([43]) Seja (M, f) satisfazendo a condição (C) de Palais e Smale e
suponha que todos os pontos críticos de f são não degenerados. Então

• Para quaisquer números reais a < b, existe apenas um número finito de pontos
críticos de f em f−1([a, b]). Portanto, os valores críticos de f são isolados.
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• Sejam a e b valores regulares de f tais que existem r pontos críticos de f em
f−1([a, b]) com índices finitos d1, ..., dr. Então f−1((−∞, b]) tem o mesmo tipo
de homotopia que f−1((−∞, a]) com r células de dimensão d1, ..., dr coladas.

Durante este trabalho, estamos estudando germes de função e germes de
variedade. Recorrendo ao teorema a seguir, podemos garantir que, se (X, 0) ⊂
(Rn, 0) é um germe de variedade suave, sempre podemos escolher representantes de
X e de germes de função em X que satisfazem a condição (C) de Palais e Smale.

Teorema 3.6. Sejam X ⊂ Rn uma variedade suave e M = X ∩B(0, ε) para algum
ε > 0. Seja f : X → R uma função de Morse sem pontos críticos em X ∩Sε. Então
(M, f) satisfaz a condição (C) de Palais e Smale.

Demonstração:
Primeiro observamos que, pelo teorema do mergulho de Whitney (ver [18],

Proposição 5.9), podemos considerar M mergulhada em R2 dimM+1 através de um
mergulho próprio φ. Assim, φ(M) é fechada e, portanto, completa. Considerando
M com a métrica induzida por φ, temos que M é completa.

Seja (xi) uma sequência em M na qual |f | é limitada e ||∇f(xi)|| → 0.
Podemos considerar (xi) como uma sequência em M , o qual é compacto

(fechado e limitado). Então existe uma subsequência (xik) de (xi) que converge
para algum x0 em M .

Como f é analítica, ||∇f(.)|| é uma função contínua. Logo, ||∇f(x0)|| = 0.
Assim, x0 é um ponto crítico de f . Por hipótese, x0 /∈ X ∩ Sε = ∂M .

Portanto x0 ∈M , ou seja, existe um ponto crítico de f no fecho de {x1, x2, ...}.
Logo, (M, f) satisfaz a condição (C) de Palais e Smale. �

Em [28], Kaveh demonstra um teorema que relaciona as características de
Euler de uma variedade algébrica e das fibras de um funcional linear genérico definido
nesta variedade ao número de pontos críticos de tal funcional. Inspirados neste
resultado, obtemos:

Teorema 3.7. Sejam X ⊂ Cn uma variedade analítica suave de dimensão d e
M = X ∩B(0, ε) para algum ε > 0. Seja, ainda, f : X → C uma função holomorfa
com pontos críticos não degenerados e sem pontos críticos em X ∩ Sε. Então

χ(f−1(c) ∩M) = χ(M) + (−1)d+1#Σf|M ,

onde c é um valor regular de f|M e #Σf|M é o número de pontos críticos de f|M .

Para demonstrar este resultado, recorremos ao seguinte lema.

Lema 3.8. Seja f : (Cn, 0) → (C, 0) um germe de função holomorfa. Escrevemos
f = f1 + if2, sendo f1 = <(f) a parte real de f e f2 = =(f), sua parte imaginária.

1. f tem um ponto crítico na origem se, e somente se, f1 tem um ponto crítico
na origem.

2. Se f tem um ponto crítico na origem e a matriz hessiana de f na origem tem
posto igual a r, então a matriz hessiana de f1 na origem tem posto igual a 2r
e índice r.
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3. f tem um ponto crítico não degenerado na origem se, e somente se, f1 tem
um ponto crítico não degenerado na origem (de índice n).

Demonstração:
Consideramos a expressão de f em séries de potências:

f(z) =
n∑
j=1

ajzj +
n∑

j,k=1

ajkzjzk + . . .

onde os pontos denotam termos de grau superior.

1. Se f é regular em 0, então, depois de uma mudança de coordenadas linear,
podemos supor que f é da forma:

f(z) = z1 +
n∑

j,k=1

ajkzjzk + . . .

Se realizamos agora a mudança zj = xj + iyj, obtemos:

f(z) = x1 + iy1 +
n∑

j,k=1

ajk(xj + iyj)(xk + iyk) + . . .

Assim,

f1(z) = x1 +
n∑

j,k=1

bjkxjyj + . . .

para certos bjk ∈ R. Desta forma, f1 é regular em 0.
Reciprocamente, se f tem um ponto crítico em 0, temos

f(z) =
n∑

j,k=1

ajkzjzk + . . .

donde

f1(z) =
n∑

j,k=1

bjkxjyj + . . .

e f1 tem um ponto crítico em 0.

2. Suponhamos que f tem um ponto crítico em 0. Pela classificação das formas
quadráticas, depois de uma mudança de coordenadas linear, podemos supor
que

f(z) = z2
1 + . . .+ z2

r + . . .

sendo r o posto da matriz hessiana. Substituindo zj = xj + iyj temos,

f(z) = x2
1 − y2

1 + . . .+ x2
r − y2

r + 2i(x1y1 + . . .+ xryr) + . . .

Portanto,
f1(z) = x2

1 − y2
1 + . . .+ x2

r − y2
r + . . .
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Assim, a matriz hessiana de f1 tem posto 2r e índice r.

3. É consequência imediata de (2).

�
Demonstração do Teorema 3.7: Consideremos M como uma variedade real de
dimensão 2d.

Usando o lema anterior, vemos que f1 não tem pontos críticos em X ∩ Sε e
que f1 : X → R é uma função de Morse. Assim, (M, f1) é um par que satisfaz as
hipóteses do teorema 3.6.

Sejam a < b valores regulares de f1|M tais que b é maior que o máximo de
f1 em M e o conjunto dos valores críticos de f1|M esteja contido em (a, b). Tais a
e b existem porque o conjunto dos valores críticos de f1|M é finito. De fato, se f1

tem um número infinito de valores críticos, então, f1 tem um número infinito de
pontos críticos em M . Seja (xi) uma sequência de pontos críticos diferentes em M ,
em particular, (xi) é uma sequência em M , o qual é compacto, assim, existe uma
subsebsequência (xik) de (xi) convergente. Logo, pelo Lema da Seleção da Curva
(ver [32]), existe uma curva composta de pontos críticos de f1 em M , ou seja, o
conjunto dos pontos críticos de f1|M não é discreto, o que contradiz o fato de f1|M
ser uma função de Morse.

Temos que

M = f1
−1
|M (−∞,∞) = f1

−1
|M (−∞, b]

(∗)
≈ f−1

1 (−∞, a] com#Σf1|M células de dimensão d coladas.

onde ≈ denota que dois espaços topológicos têm o mesmo tipo homotopia e (∗) segue
do teorema 3.5.

Assim,
χ(M) = χ(f1

−1
|M (−∞, a]) + (−1)d#Σf1|M .

Observamos que M ∩ f−1
1 (−∞, a] é um subconjunto localmente fechado de Cn,

f |M∩f−1
1 (−∞,a] é uma submersão e f |M∩f−1

1 (−∞,a] é uma aplicação própria, assim,
pelo 1o Lema de Isotopia de Thom, f|M é uma fibração em f−1

1 (−∞, a], ou seja,
f−1

1 (−∞, a] tem o mesmo tipo de homotopia que f−1(a)× C. Portanto,

χ(f1
−1
|M (−∞, a]) = χ(f−1

|M (a))χ(C) = χ(f−1
|M (a)).

Além disso, M é localmente fechado, f |M\Σf é uma submersão e f |M\Σf é
própria, novamente pelo 1o Lema de Isotopia de Thom, f|M é uma fibração sobre
C menos o conjunto dos valores críticos de f|M , o tipo de homotopia de f−1

|M (c) é
independente do valor regular c de f . Assim,

χ(M) = χ(f−1
|M (c)) + (−1)d#Σf1|M ,

para qualquer valor regular c de f .
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Ou seja,

χ(f−1(c) ∩M) = χ(M) + (−1)d+1#Σf|M .

�
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Capítulo 4

Variedades determinantais e suas
suavizações

Um tipo de variedade analítica que pode ser naturalmente considerado como
uma generalização para ICIS é a variedade determinantal com singularidade isolada,
isto é, germes de variedades em CN dados como zeros de certos menores de matrizes
cujos elementos são germes de função em ON .

Variedades determinantais aparecem de maneira natural em teoria de sin-
gularidades. Um exemplo é o conjunto dos pontos singulares, S(f), de um germe de
aplicação f : (Cn, 0) → (Cp, 0), o qual é dado pelos menores de ordem maximal da
matriz jacobiana de f .

Neste capítulo, definimos um tipo especial de germe de variedade determi-
nantal, o qual chamamos SDI, e exibimos uma suavização para tais germes.

4.1 Variedades determinantais
Sejam 0 < s ≤ m ≤ n três números naturais e Mm,n = Mm,n(C) o conjunto

das matrizes complexas de ordem m× n. Denotamos

M s
m,n := {A ∈Mm,n : posto(A) < s}

e
Σs = {A ∈Mm,n : posto(A) = s}.

Teorema 4.1. ([1])

1. M s
m,n é uma subvariedade algébrica irredutível de Mm,n de codimensão (m −

s+ 1)(n− s+ 1).

2. O conjunto singular de M s
m,n é M s−1

m,n .

3. S = {Σi}0≤i≤s−1 é uma estratificação de Whitney de M s
m,n.

Consideramos uma aplicação

F : (CN , 0) −→ (Mm,n, F (0))
x 7−→ (fij(x))m×n
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onde fij é um elemento de ON para todos os número naturais i, j tais que 1 ≤ i ≤ m,
1 ≤ j ≤ n.

Definição 4.2. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) o germe de variedade definido por

(X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0).

Dizemos que tal (X, 0) é um germe de variedade determinantal do tipo (m,n; s) em
CN se a dimensão de X é igual a

N − (m− s+ 1)(n− s+ 1).

Observamos que (M s
m,n, 0) define um germe de variedade determinantal. De

fato, basta considerar a aplicação F : (Cmn, 0)→ (Mm,n, F (0)) que identifica Cmn e
Mm,n, ou seja, a aplicação que leva a mn−upla (x1, ..., xmn) na matriz m× n cujos
elementos são xi para i = 1, . . . ,mn. Então M s

m,n se identifica com F−1(M s
m,n).

Consideramos (X, 0) com a estrutura analítica definida por F e M s
m,n, isto

é, dada pelos menores de ordem s de F . Observamos que se s = 1, então (X, 0) é
uma interseção completa.

Em geral, se (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) é um germe de variedade

determinantal, então (X, 0) é Cohen-Macaulay. De fato, o anel OX é igual ao anel
ON/Is, onde Is denota o ideal em ON gerado pelos menores de ordem s da matriz
m× n que define a aplicação F , além disso,

dimOX = N − (m− s+ 1)(n− s+ 1) = dimON − (m− s+ 1)(n− s+ 1),

assim, pelo teorema 1.1, OX é Cohen-Macaulay.

Exemplo 4.3. Sejam

F : (C4, 0) −→ M2,3

(x, y, z, w) 7−→
(
x y z
y z w

)
e (X, 0) = (F−1(M2

2,3), 0).
Então, X = v(xz − y2, yw − z2, xw − yz) é uma variedade de dimensão

2 = 4− (2− 2 + 1)(3− 2 + 1).

Portanto, (X, 0) é um germe de variedade determinantal do tipo (2, 3; 2) em
C4.

Exemplo 4.4. Sejam

F : (C4, 0) −→ M2,3

(x, y, z, w) 7−→
(
x3 yx x
z2 w y − z

)
e (X, 0) = (F−1(M2

2,3), 0).
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Temos que X é uma variedade de dimensão

3 6= 4− (2− 2 + 1)(3− 2 + 1).

Portanto, (X, 0) não é um germe de variedade determinantal.

Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) um germe de variedade determinantal em

(CN , 0) e sejam g1, ..., gk os menores de ordem s de F , portanto, X = v(g1, ..., gk).
Sendo X uma variedade determinantal, temos que a codimensão de X é igual a
(m − s + 1)(n − s + 1), então, o conjunto singular de X, Σ(X), é o conjunto dos
pontos x ∈ X tais que

posto(J(g1, ..., gk)(x)) < (m− s+ 1)(n− s+ 1),

onde J(g1, ..., gk)(x) denota a matriz jacobiana de (g1, ..., gk) em x.

Exemplo 4.5. Sejam

F : C4 −→ M2,3

(x, y, z, w) 7−→
(
x y z
y z w

)
e X = F−1(M2

2,3).
Vamos calcular o conjunto singular de X. Denotamos

g1(x, y, z, w) = −z2 + yw
g2(x, y, z, w) = −yz + xw
g3(x, y, z, w) = y2 − xz

Seja I2(J(g1, g2, g3)) o ideal em O4 gerado pelos menores de ordem 2 da
matriz jacobiana de (g1, g2, g3),

J(g1, g2, g3) =

 0 w −2z y
w −z −y x
−z 2y −x 0

 ,

I2(J(g1, g2, g3)) =
〈
−x2, 2y2 + xz,−yz − xw,−xy, 4yz − xw,−2z2,−2xy,

z2 − 2yw,−2y2,−zw,−xz,−yz, 2z2 + yw,−2zw, y2 − 2xz,

−w2,−yz − xw, yw
〉

=
〈
x2, xy, y2 − 2xz, xz, yz + xw, 2z2 + yw, xw, yw, zw,w2

〉
.

O conjunto dos pontos singulares de X é dado por

Σ(X) = v(〈I2(J(g1, g2, g3)), g1, g2, g3〉)
= v(

〈
x2, xy, y2 − 2xz, xz, yz + xw, 2z2 + yw, xw, yw, zw,w2,

−z2 + yw,−yz + xw, y2 − xz
〉
)

= {(0, 0, 0, 0)}
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Portanto, o único ponto singular de (X, 0) é (0, 0, 0, 0).

Apresentamos um conceito novo de singularidade determinantal isolada, o
qual é ligeiramente diferente daquele apresentado por Ebeling e Gusein-Zade em
[12]. Por razões técnicas, deste ponto em diante nos restringimos aos casos:

(∗) s = 1 ou N < (m− s+ 2)(n− s+ 2).

Observamos que a condição (∗) será utilizada para exibir uma suavização de (X, 0),
não sabemos se os nossos resultados continuam válidos se tal hipótese for retirada.

Definição 4.6. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade determinantal do tipo
(m,n; s) definido por (X, 0) = F−1(M s

m,n), satisfazendo a condição (∗). Dizemos
que (X, 0) é uma singularidade determinantal isolada, ou SDI, se X é suave em x e
posto(F (x)) = s− 1, para todo x 6= 0 numa vizinhança da origem.

Uma SDI tem singularidade isolada no sentido usual, mas acrescentamos a
hipótese sobre o posto de F . Essa condição será necessária para definir a caracte-
rística de Euler evanescente.

Em [12], Ebeling e Gusein-Zade definem um tipo especial de germe de va-
riedade determinantal, o qual eles denominam essentially isolated determinantal
singularity e abreviam por EIDS. Apresentamos, a seguir, a definição de EIDS.

Definição 4.7. ([12]) Um ponto x ∈ F−1(M s
m,n) é essencialmente não singular se,

nesse ponto, a aplicação F é transversal ao estrato correspondente da variedade
M s

m,n (isto é, a Σi−1, com i = rank(F (x)) + 1).
Um germe (X, 0) ⊂ (CN , 0) de uma variedade determinantal do tipo

(m,n; s) tem um ponto essencialmente singular isolado na origem (ou é uma singu-
laridade determinantal essencialmente isolada, EIDS) se tem apenas pontos essen-
cialmente não singulares numa vizinhança da origem em X.

Por causa da condição (∗), nossa definição de SDI é equivalente ao conceito
de EIDS, como mostra o lema a seguir.

Lema 4.8. Seja (X, 0) ⊂ (CN , 0) uma variedade determinantal do tipo (m,n; s) de-
finida por (X, 0) = F−1(M s

m,n) satisfazendo a condição (∗). Então, (X, 0) é uma SDI
se, e somente se, F é transversal à estratificação S = {Σi}0≤i≤s−1 numa vizinhança
da origem.

Demonstração: Suponhamos que (X, 0) é uma SDI. Seja x ∈ X, x 6= 0. Então
X é suave em x e posto(F (x)) = s − 1. Seja, na notação do lema 1.10, J o ideal
em O(mn,F (x)) gerado pelos menores de ordem s da matriz (xij)m×n, onde xij é um
sistema de coordenadas local em (Cmn, F (x)).

Como Σs−1 é um aberto em M s
m,n, pois seu complementar é igual a M s

m,n ∩
v(Is−1(xij)) é um fechado em M s

m,n, o anel local O(mn,F (x))/i(Σ
s−1) é igual ao anel

local O(mn,F (x))/J . Assim, O(mn,F (x))/J é um anel regular e, pelo lema 1.10, como
por hipótese, ON/I é regular onde I = F ∗(J), F é transversal a Σs−1 em F (x).
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Assumamos, agora, que F é transversal a S. Seja x ∈ X, x 6= 0. Como
N < (m− s+ 2)(n− s+ 2) e F é transversal a Σi com i = posto(F (x)), temos que

mn ≤ N +mn− (m− i)(n− i)
< (m− s+ 2)(n− s+ 2) +mn− (m− i)(n− i)

ou seja, (m− s+ 2)(n− s+ 2) > (m− i)(n− i). Se i ≤ s−2, então, (m− i)(n− i) ≥
(m− s+ 2)(n− s+ 2). Portanto, i = s− 1.

Assim, novamente pelo lema 1.10, como F é transversal a v(J) = Σs−1,
(X, x) é regular.

�

Observação 4.9. Se s = 1, a condição (∗) é automaticamente satisfeita e, nesse
caso, (X, 0) é uma SDI se, e somente se, (X, 0) é uma ICIS.

Para alguns resultados posteriores necessitaremos do fato que uma SDI
(X, 0) é reduzida, isso pode ser verificado garantindo-se que (X, 0) satisfaz as condi-
ções R0 e S1 de Serre (ver [33]). Em linhas gerais, essas condições dizem que (OX)p
é um anel regular para todo ideal primo p de OX com altura igual a zero (R0) e a
profundidade de (OX)p é maior que ou igual ao máximo entre a altura de p e 1 para
todo ideal primo p de OX (S1). A primeira condição vale se o conjunto singular de
X for uma variedade de codimensão maior que ou igual a 1 (ver demonstração do
teorema 18.15 de [13]) e a segunda é equivalente a dizer que OX é Cohen-Macaulay
(ver [33]). No nosso caso, temos que uma SDI (X, 0) é Cohen-Macaulay e, como tem
singularidade isolada, se a dimensão de X for maior que 0, então o conjunto singular
de X tem codimensão, no mínimo, igual a 1. Assim, X satisfaz as condições R0 e
S1 de Serre, portanto, temos:

Teorema 4.10. Se (X, 0) é uma SDI de dimensão maior que zero, então (X, 0) é
reduzida.

4.2 Suavização de uma variedade determinantal
Dado um germe de variedade determinantal (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂
(CN , 0), vamos construir um suavização de (X, 0) através de uma deformação de F .
Seja A = (aij)m×n com aij ∈ C números genéricos. Denotamos

FA : CN → Mm,n

x 7→ F (x) + A

e XA = F−1
A (M s

m,n).

Exemplo 4.11. Sejam

F : C4 → M2,3

(x, y, z, w) 7→
(
x y z
y z w

)
e X = F−1(M2

2,3).
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Seja

A =

(
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
com ai,j ∈ C genéricos. Então

FA(x, y, z, w) =

(
x+ a11 y + a12 z + a13

y + a21 z + a22 w + a23

)
e,

XA = v(xz + xa22 + a11z + a11a22 − y2 − ya21 − a12y − a12a21, xw + xa23

+a12a23 − z2 − za22 + a11w + a11a23 − zy − za21 − a13y − a13a21,

yw + ya23 + a12w − a13z − a13a22).

Se A = 0, XA = X.
Se A 6= 0, XA é suave para quase toda matriz A ∈ M2,3 (ver teorema

4.12). Para ilustrar este fato, acrescentamos um exemplo de cálculo efetuado no
SINGULAR.

Primeiro definimos a matriz M = (fij):

> matrixM [2][3] = x, y, z, y, z, w;

Encontramos, agora, uma matriz genérica A ∈M2,3:

> matrixA[2][3] = random(−100, 100), random(−100, 100), random(−100, 100),
random(−100, 100), random(−100, 100), random(−100, 100);

Fazemos MA := M + A:

> matrixMA[2][3] = M + A;

Calculamos a matriz jacobiana da função definida pelos menores de ordem
2 de M + A:

> idealiA = minor(MA, 2);
> matrixJ [3][4] = diff(iA[1], x), diff(iA[1], y), diff(iA[1], z), diff(iA[1], w),
diff(iA[2], x), diff(iA[2], y), diff(iA[2], z), diff(iA[2], w), diff(iA[3], x),
diff(iA[3], y), diff(iA[3], z), diff(iA[3], w);

Encontramos os menores de ordem 2 e somamos o ideal iA gerado pelos
menores de ordem 2 da matriz M + A:

> ideal jA = minor(J, 2);
> ideal lA = iA+ jA;
> std(lA);
[1] = 1

O conjunto singular de XA é formado pelos zeros comuns dos elementos do
ideal lA = 〈1〉. Portanto, XA não possui pontos críticos, ou seja, XA é suave.

Para construir, em geral, uma suavização como a do exemplo anterior, uti-
lizamos o teorema a seguir.

Teorema 4.12. Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Escolhemos um

representante suficientemente pequeno de X = F−1(M s
m,n). Existe um aberto de
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Zariski não vazio W ⊂ Mm,n tal que XA é suave e posto(FA(x)) = s − 1 para todo
x ∈ XA e A ∈ W .

Demonstração: Escolhemos uma bola aberta B ⊂ CN tal que X é suave e
posto(F (x)) = s− 1 para todo x ∈ B \ {0}.

Denotamos

C̃ = {(A, x) ∈Mm,n × CN : x é um ponto singular deXA}

e
C = {A ∈Mm,n : XA não é regular}.

C̃ = v(IcodimX
(JA), g1A, . . . , gkA), onde

JA =


∂g1A
∂x1

. . . ∂g1A
∂xN...
...

∂gkA
∂x1

. . . ∂gkA
∂xN


e g1A, . . . , gkA ∈ ON+mn são os menores de ordem s de F + A. Portanto, C̃ é um
subconjunto analítico de Mm,n × CN .

Consideramos

π : (C̃, 0) → (Mm,n(C), 0)
(A, x) 7→ A

Como (X, 0) tem uma singularidade isolada na origem, π−1(0) = {0}. As-
sim, pelo lema 1.20, π é uma aplicação finita e, pelo lema 1.21, C = π(C̃) é um
subconjunto analítico de Mm,n(C).

Tomamos o aberto de Zariski W = Mm,n \C. Precisamos mostrar que W é
não vazio.

Seja
φ : Mm,n(C)× CN −→ Mm,n(C)

(A, x) 7−→ F (x) + A
φ é uma submersão. De fato, identificandoMm,n(C) com Cmn e denotando F = (fij),
a matriz jacobiana de φ é 1 0 . . . 0 ∂f11

∂x1
. . . ∂f11

∂xN...
...

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 ∂fmn

∂x1
. . . ∂fmn

∂xN


a qual tem um menor de ordem máxima cujo determinante é igual a 1.

Assim, φ é uma submersão e, portanto, é transversal a toda subvariedade
de Mm,n, em particular, a Σs−i para i = 1, . . . , s.

Fazendo, na notação do lema 1.9, j : M2,3 −→ C∞(CN ,Mm,n),

j(A) = φA : CN −→ Mm,n(C)
x 7−→ F (x) + A
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temos que φA é transversal a Σs−i com i = 1, . . . , s para quase toda matriz A.
Seja, então, A ∈ Mm,n tal que φA é transversal a Σs−i, para 1 ≤ i ≤ s.

Temos que
dim Σs−i = mn− (m− s+ i)(n− s+ i),

portanto, se i > 1,

dimCN + dim Σs−i = N +mn− (m− s+ i)(n− s+ i) < mn,

pois, por hipótese, N < (m− s+ 2)(n− s+ 2). Logo, como φA é transversal a Σs−i,
φA(CN) ∩ Σs−i = ∅, para 2 ≤ i ≤ s. Além disso, como φA é transversal a Σs−1,
φ−1
A (Σs−1) é suave. Donde,

XA = φ−1
A (M s

m,n) = ∪si=1φ
−1
A (Σs−i) = φ−1

A (Σs−1)

é suave. Além disso, pelo lema 4.8, posto(FA(x)) = s− 1, para todo x ∈ XA.
Portanto, W é um conjunto não vazio. �

Observação 4.13. Observamos que, pela demonstração do teorema anterior, temos
que, se (X, 0) ⊂ (CN , 0) for um germe de variedade determinantal com singularidade
isolada do tipo (m,n; s) tal que N < (m− s+ 2)(n− s+ 2), então XA é suave para
toda matriz A num aberto de Zariski em Mm,n.

Em geral, quando pensamos em suavizações de germes de conjuntos ana-
líticos, consideramos os parâmetros num subconjunto de C e não de Mm,n como
estamos fazendo. O lema a seguir nos permite justificar que existe uma matriz de
números complexos A ∈Mm,n(C) tal que XtA = (F + tA)−1(M s

m,n(C)) é suave para
todo t numa vizinhança da origem.

Lema 4.14. Seja V ⊂ Cn um subconjunto analítico próprio. Então existe uma reta
L em Cn tal que L ∩ V = {0}.

Demonstração: Sejam V = v(I) um conjunto analítico e π : (V, 0) → (Ck, 0)
definida por π(x1, ..., xn) = (x1, ..., xk).

Pelo Teorema da Normalização de Noether (ver [26], por exemplo), temos
que OV = On/I é um Ok-módulo finitamente gerado. Assim, pelo lema 1.20, π é
uma aplicação finita. Então, π−1(0) ∩ V = {0}. Mas π−1(0) é um (n − k)−plano.
Então, existe uma reta L ⊂ π−1(0) tal que L ∩ V = {0}. �

Como consequência, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.15. Sejam (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI e A = (aij)m×n

uma matriz genérica. Denotamos

Ft : CN −→ Mm,n

x 7−→ F (x) + tA

e Xt = F−1
t (M s

m,n). Então Xt é uma suavização de X.

Observação 4.16. Schaps, em [47], demonstra a existência de uma suavização de
uma SDI com uma abordagem diferente da utilizada neste capítulo.
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Capítulo 5

Variedades determinantais de
codimensão 2 em C4

Se (X, 0) = (∩ki=1φ
−1
i (0), 0) ⊂ (CN , 0) for uma ICIS, por Lê-Greuel, temos

que

µ(X, 0) = dimC
ON

〈φ1, . . . , φk〉+ J(p, φ1, . . . , φk)
− µ(X ∩ p−1(0)), (5.1)

para qualquer função p : CN → C tal que X ∩ p−1(0) também seja uma ICIS.
Na tentativa de estender a definição do número de Milnor para um germe

de variedade determinantal (X, 0), observamos que, em geral, µ(X ∩ p−1(0), 0) não
está bem definido, entretanto, se (X, 0) for uma variedade de dimensão 2, então,
para uma aplicação linear genérica p : CN → C, X∩p−1(0) é uma curva e, portanto,
µ(X ∩ p−1(0)) é definido por Buchweitz e Greuel em [7].

Destacamos que se (X, 0) = (∩ki=1φ
−1
i (0), 0) ⊂ (CN , 0) é uma ICIS, P :

(X , 0)→ C é uma suavização de (X, 0) e (Y , 0) é o germe de conjunto descrito por

Y = {(x, t) ∈ CN × C : x é ponto singular deXt},

onde denotamos Xt = P−1(t), então (Y , 0) é um germe de variedade Cohen-
Macaulay (de fato, (Y , 0) é determinantal). Assim,

dimC
ON

〈φ1, . . . , φk〉+ J(p, φ1, . . . , φk)
= dimC

OY
〈t〉

= e(〈t〉 ,OY)

= grau(π)

= #π−1(t)

= #Σp|Xt ,

com π : (Y , 0) → C dada por π(x, t) = t. Podemos, então, substituir o número
dimC

ON

〈φ1,...,φk〉+J(p,φ1,...,φk)
por #Σp|Xt na fórmula de Lê-Greuel, obtendo

µ(X, 0) = #Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0)).

Neste capítulo, mostramos que se (X, 0) for uma variedade determinantal
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de dimensão 2, então

#Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0)) = (−1)dimX(χ(Xt)− 1).

Em [49], Wahl demonstra que, se (X, 0) for um germe de variedade Cohen-
Macaulay (o que é o caso de uma variedade determinantal) de codimensão 2, então
a característica de Euler de uma suavização Xt de (X, 0) independe da suavização
escolhida.

Baseados nestas informações, nos restringimos neste capítulo a superfícies
de dimensão 2 em C4 e definimos

µ(X, 0) = #Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0)).

5.1 O número de Milnor de uma variedade de codi-
mensão 2 em C4

0 teorema 3.1 mostra que uma função real analítica sobre uma variedade
suave pode ser deformada a uma função de Morse. O lema a seguir estende este
resultado para uma função holomorfa.

Lema 5.1. Sejam V ⊂ Cn um subconjunto analítico suave, g : Cn → C uma função
holomorfa e gα(z1..., zn) := g(z1, ..., zn) + α1z1 + ... + αnzn se α = (α1..., αn) ∈ Cn.
Então, gα|V é uma função de Morse para quase todo ponto α ∈ Cn.

Demonstração: Definamos F : R2n × R2n → R por

F (a, b, x, y) = <(gα(z))

com z := (z1, . . . , zn), zj = xj+iyj, a := (a1, . . . , an), b := (b1, . . . , bn) e αj := aj+ibj.
Na notação do teorema 3.1,

fα(x1, y1, . . . , xn, yn) = <(gα(x1, y1, . . . , xn, yn))

= <(g(x1, y1, . . . , xn, yn)) +
n∑
k=1

(akxk − bkyk)

e φ : R2n × R2n → T ∗R2n ≡ R4n (com a identificação (x1, . . . , x2n, p1dx1 + . . . +
p2ndx2n) = (x1, . . . , x2n, p1, . . . , p2n)) é dada por

φ(a, b, x, y) = (x, y,
∂fα
∂x1

,
∂fα
∂y1

, . . . ,
∂fα
∂xn

,
∂fα
∂yn

)

= (x, y,
∂<(g)

∂x1

+ a1,
∂<(g)

∂y1

− b1, . . . ,
∂<(g)

∂xn
+ an,

∂<(g)

∂yn
− bn)
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Assim, a matriz jacobiana de φ é

0 ... 0 1 0 ... 0
0 ... 0 0 1 ... 0
...
0 ... 0 0 0 ... 1

1 0 ... ∂2<(g)

∂x21

∂2<(g)
∂x1y1

... ∂2<(g)
∂x1∂yn

...
0 ... −1 ∂2<(g)

∂ynx1

∂2<(g)
∂yny1

... ∂2<(g)
∂y2n


a qual tem determinante igual a 1 ou −1. Portanto, φ é uma submersão. Logo, pelo
teorema 3.1, <(gα|V ) é uma função de Morse para quase todo ponto α ∈ Cn. Assim,
pelo lema 3.8, gα|V é uma função de Morse para quase todo ponto α ∈ Cn �

Lema 5.2. Dada uma variedade determinantal com singularidade isolada (X, 0) ⊂
(CN , 0) do tipo (m,n; s) com N < (m− s+ 2)(n− s+ 2), existe uma projeção linear
p : CN → C tal que p|XA

é uma função de Morse para toda matriz A ∈ W , com W
um subconjunto aberto de Zariski em Mm,n.

Demonstração: Seja A0 ∈Mm,n tal que XA0 é suave (tal A0 existe pelo teorema
4.12). Denotando pa(x1, . . . , xN) = a1x1 + . . .+ aNxN para cada a = (a1, . . . , aN) ∈
CN , pelo lema 5.1, fazendo g ≡ 0, para quase todo ponto a ∈ CN , pa|XA0

é Morse e
pa|X−{0} é Morse. Escolhemos uma destas p′as.

Seja,

C̃ = {(x,A) ∈ CN ×Mm,n : x é ponto singular deXA oux é ponto crítico
degenerado de pa|XA

}.

Temos que C̃ é um subconjunto analítico de CN ×Mm,n. De fato, seja (x0, A) tal
que XA = v(g1A, . . . , grA) é suave em x0 e seja

C̃A = {x ∈ CN : x é ponto crítico degenerado de pa|XA
},

Observamos que

C̃A = v(〈g1A, . . . , grA〉+ Jn−d+1(g1A, . . . , grA, pa) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA)),

onde d é a dimensão de X e JN−d+1(g1A, . . . , grA, pa) = 〈h1, . . . , hs〉 pois, depois de
uma mudança de coordenadas, podemos supor que

g1A, . . . , grA = xd+1, . . . , xN .

Portanto, pa|XA
: XA → C é dada por pa|XA

(x1, . . . , xd) = pa(x1, . . . , xd, 0, . . . , 0).
Assim, o conjunto dos pontos críticos degenerados de pa é dado por

v(g1A, . . . , grA,
∂pa
∂x1

, . . . ,
∂pa
∂xd

, Id(
∂2pa
∂xixj

)).
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Por outro lado, temos que

JN−d+1(g1A, . . . , grA, pa) = JN−d+1(xd+1, . . . , xN , pa) =

〈
∂pa
∂x1

, . . . ,
∂pa
∂xd

〉
.

Então,
〈g1A, . . . , grA〉+ JN−d+1(g1A, . . . , grA, pa) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA) =

〈g1A, . . . , grA〉+
〈
∂pa
∂x1
, . . . , ∂pa

∂xd

〉
+ JN(xd+1, . . . , xN ,

∂pa
∂x1
, . . . , ∂pa

∂xd
).

Além disso, JN(xd+1, . . . , xN ,
∂pa
∂x1
, . . . , ∂pa

∂xd
) = Id(

∂2pa
∂xi∂xj

)1≤i,j≤d. Portanto,

C̃A = v(〈g1A, . . . , grA〉+ Jn−d+1(g1A, . . . , grA, pa) + JN(g1A, . . . , grA, h1, . . . , hs)).

Seja x um ponto singular de XA, então, x ∈ C̃A, pois JN−d(g1A, . . . , grA) = 0. Logo,

C̃ = v(〈g1A, . . . , grA〉+ Jn−d+1(g1A, . . . , grA, pa) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA)),

é um conjunto analítico.
Fazendo como na demonstração do teorema 4.12, temos que C = π(C̃) é

analítico, onde π : C̃ → Mm,n é definida por π(x,A) = A. Como A0 /∈ C, C é
próprio.

O conjunto W = Mm,n \ C é o aberto de Zariski procurado. �

Assim, pelo lema 4.14, existe matriz A ∈Mm,n e projeção linear p : CN → C
tal que p|Xt é uma função de Morse para todo t, onde, se (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0),
Xt = (F + tA)−1(M s

m,n).
Se (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂ (C4, 0) é uma variedade determinantal com
singularidade isolada de dimensão 2, a variedade analítica X ∩ p−1(0) é uma curva
e, portanto tem número de Milnor µ(X ∩ p−1(0), 0) bem definido, ver ([7]).

Denotamos por #(Σ(p|Xt)) o número de pontos críticos de p|Xt = p : Xt →
C. No caso de X ser uma ICIS, por Lê-Greuel, temos que

#(Σ(p|Xt))− µ(X ∩ p−1(0), 0)

é igual ao número de Milnor de (X, 0). Veremos a seguir que se (X, 0) é uma varie-
dade determinantal com singularidade isolada de dimensão 2 em C4, esta diferença
é bem definida, ou seja, não depende da deformação e nem da projeção p escolhidas.

Lema 5.3. Se (X, 0) é uma variedade determinantal com singularidade isolada de
dimensão 2 em C4,

#(Σ(p|Xt))− µ(X ∩ p−1(0), 0) = χ(Xt)− 1,

onde p : C4 → C é uma projeção linear genérica e Xt é uma suavização de X como
no capítulo anterior.

Demonstração: Seja ct um valor regular de p|Xt , então Xt ∩ p−1(ct) é uma
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suavização de X ∩ p−1(0). Logo,

#Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0), 0)
(∗)
= #Σp|Xt − (1− χ(Xt ∩ p−1(ct)))

= #Σp|Xt + χ(Xt ∩ p−1(ct))− 1

(∗∗)
= χ(Xt)− 1

onde χ(Y ) denota a característica de Euler de Y , (∗) segue do fato de queXt∩p−1(ct)
é uma suavização de X ∩ p−1(0) (ver [7]) e a igualdade (∗∗) segue do teorema 3.7.�

Consideramos o teorema a seguir, dado por Wahl em [49].

Teorema 5.4. ([49]) Se X é uma variedade Cohen-Macaulay de codimensão 2 e se
π : V → T é uma suavização de X, então χ(π−1(t)) não depende da suavização.

Assim,
#Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0), 0) = χ(Xt)− 1

não depende de p, de A ou de t. Então, podemos definir:

Definição 5.5. Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (C4, 0) um germe de variedade

determinantal com singularidade isolada com 4 < (m− s+ 2)(n− s+ 2). Definimos
o número de Milnor de X por

µ(X, 0) = #Σp|Xt − µ(X ∩ p−1(0), 0),

onde p : C4 → C é uma projeção linear genérica e Xt é igual a (F + tA)−1(M s
m,n)

com A ∈Mm,n uma matriz cujos elementos são números complexos genéricos.

Exemplo 5.6. Sejam X = F−1(M2
2,3) com

F : C4 −→ M2,3

(x, y, z, w) 7−→
(
x y z
y z w

)
Xt = (F + tA)−1(M2

2,3), com A = 1
100

(
1 3 7
−4 −1 −2

)
e p(x, y, z, w) = 3x + 4y −

z + w.
Denotamos por g1t, g2t e g3t os menores de ordem 2 de F+tA e consideramos

J(p, gt) =



∂p
∂x

∂p
∂y

∂p
∂z

∂p
∂w

∂g1t
∂x

∂g1t
∂y

∂g1t
∂z

∂g1t
∂w

∂g2t
∂x

∂g2t
∂y

∂g2t
∂z

∂g2t
∂w

∂g3t
∂x

∂g3t
∂y

∂g3t
∂z

∂g3t
∂w





Capítulo 5. Variedades determinantais de codimensão 2 em C4 51

Seja I3(J(p, gt)) o ideal em O4 gerado pelos menores de ordem 3 de J(p, gt), então
Σ(p|Xt) = v(I3(J(p, gt)), g1t, g2t, g3t). Usando o software Mathematica, verificamos
que #(Σ(p|Xt)) = 3.

Para calcular µ(X, 0), precisaríamos, agora, calcular µ(X∩p−1(0), 0). Como
Y = X ∩ p−1(0) é uma curva, como feito em [42], podemos calcular seu número de
Milnor através do número de Milnor µ(g|Y ) e do grau local grau(g) de uma função
g : C4 → C na curva Y : µ(g|Y ) = µ(Y, 0) + grau(g|Y )− 1.

Seja g = −x+ 3y − 2z + w. Então,

µ(g|Y ) = #Σg|Yt = 4

com Yt = Xt ∩ p−1(0).
Por outro lado,

grau(g|Y ) = #{Yt ∩ g−1(0)} = 3.

Portanto, µ(X, 0) = µ(p)− µ(Y, 0) = 3− (4− 3 + 1) = 1.
Observamos que a curva X ∩ p−1(0) aparece na tabela de formas normais

das curvas determinantais simples dada por [14] com p(x, y, z, w) = w, ali também
podemos ver que µ(X∩p−1(0)) = 2 e continuar os nossos cálculos com esta projeção.

Observação 5.7. Sabemos que se (X, 0) é uma ICIS de dimensão d, então

µ(X, 0) = (−1)d(χ(Xt)− 1),

onde Xt é uma suavização de X. Se X é uma variedade determinantal com singu-
laridade isolada do tipo (m,n; s) em C4 com 4 < (m− s+ 2)(n− s+ 2), então, pelo
lema 5.3, também temos que

µ(X, 0) = χ(Xt)− 1 = (−1)dimX(χ(Xt)− 1).

Sabemos, também, que se (X, 0) é uma ICIS de dimensão d, o número de
Milnor de X é igual ao d-ésimo número de Betti de uma deformação de X, βd(Xt).
Em [4], Greuel e Steenbrink mostram que se (X, 0) é normal (o que é o caso de
uma singularidade determinantal pois satisfaz as condições R1 (conjunto singular
tem codimensão maior que ou igual a 2) e S2 (é Cohen-Macaulay) de Serre, ver [33,
teorema 23.8]), então dimH1(Xt) = 0. Além disso, como Xt é conexa (pois, por [22,
teorema 1], π0(Xt) = 0), dimH0(Xt) = 1. Assim,

µ(X) = χ(Xt)− 1 = β0(Xt)− β1(Xt) + β2(Xt)− 1 = β2(Xt).

onde βi(Xt) = dimHi(Xt) denota o i-ésimo número de Betti de Xt. Concluímos,
assim, que neste caso a nossa definição de número de Milnor de uma variedade
determinantal coincide com aquela dada por Pereira e Ruas em [44].
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5.2 O número de Milnor de uma função em uma
variedade determinantal
Sejam (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂ (C4, 0) com 4 < (m − s + 2)(n − s + 2)
um germe de variedade determinantal com uma singularidade isolada na origem e
f : (C4, 0)→ (C, f(0)) um germe de função holomorfa.

Consideramos o seguinte lema.

Lema 5.8. Existe um aberto de Zariski não vazio W em C4 × Mm,n tal que
fa|XA

é uma função de Morse para todo (a,A) ∈ W , onde, se a = (a1, a2, a3, a4),
fa(x, y, z, w) = f(x, y, z, w) + a1x+ a2y + a3z + a4w e XA = (F + A)−1(M s

m,n).

Demonstração: Sejam

C = {(a,A) ∈ C4 ×Mm,n : fa|XA
não é função de Morse} e

C̃ = {(a,A, x) ∈ C4 ×M2,3 × C4 : x é um ponto crítico deXA oux é um
ponto crítico degenerado de fa|XA

}

Temos que C̃ é um conjunto analítico. De fato, seja (x0, A) tal que XA =
v(g1A, . . . , grA) é suave em x0 e seja

C̃A = {x ∈ CN : x é ponto crítico degenerado de f |XA
},

Observamos que

C̃A = v(〈g1A, . . . , grA〉+ JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA)),

onde d é a dimensão de X e JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) = 〈h1, . . . , hs〉. Pois, depois de
uma mudança de coordenadas, podemos supor que

g1A, . . . , grA = xd+1, . . . , xN .

Portanto, f |XA
: XA → C é dada por f |XA

(x1, . . . , xd) = f(x1, . . . , xd, 0, . . . , 0).
Assim, o conjunto dos pontos críticos degenerados de f é dado por

v

(
g1A, . . . , grA,

∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xd
, Id

(
∂2f

∂xixj

))
.

Por outro lado, temos que

JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) = JN−d+1(xd+1, . . . , xN , f) =

〈
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xd

〉
.

Então,

〈g1A, . . . , grA〉+ JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA)
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é igual a

〈g1A, . . . , grA〉+

〈
∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xd

〉
+ JN

(
xd+1, . . . , xN ,

∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xd

)
.

Além disso, JN(xd+1, . . . , xN ,
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xd
) = Id(

∂2f
∂xi∂xj

)1≤i,j≤d. Portanto,

C̃A = v(〈g1A, . . . , grA〉+ JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) + JN(g1A, . . . , grA, h1, . . . , hs)).

Seja x um ponto singular de XA, então, x ∈ C̃A, pois JN−d(g1A, . . . , grA) = 0. Logo,

C̃ = v(〈g1A, . . . , grA〉+ JN−d+1(g1A, . . . , grA, f) + JN(g1A, . . . , grA, h1A, . . . , hsA)),

é um conjunto analítico.
Definimos π : (C̃, 0) → (C4 ×Mm,n(C), 0) por π(a,A, x) = (a,A). Como

feito no teorema 4.12, C = π(C̃) é um subconjunto analítico de C4 ×Mm,n(C).
Seja A ∈ Mm,n(C) tal que XA é suave (tal A existe pelo lema 4.12). Pelo

lema 5.1, existe a ∈ C4 tal que fa|XA
é Morse. Portanto, C é próprio.

W = C4 ×Mm,n \ C é o aberto de Zariski procurado. �

Assim, pelo lema 4.14, existe uma matriz A ∈ Mm,n(C) e um vetor a ∈ C4

tal que ft|Xt = fta|XtA
é uma função de Morse para todo t suficientemente próximo

da origem.
Novamente, no caso de (X, 0) ser uma ICIS, temos que o número de pontos

críticos de ft|Xt não depende das deformações envolvidas e, neste caso, este nú-
mero coincide com o número de Milnor de f|X . O teorema a seguir mostra que no
caso em que estamos trabalhando, #Σ(ft|Xt) também não depende das deformações
envolvidas.

Teorema 5.9. Se (X, 0) ⊂ (C4, 0) é um germe da variedade determinantal do tipo
(m,n; s) com 4 < (m−s+2)(n−s+2) com singularidade isolada e f : (C4, 0)→ C é
um germe de função holomorfa tal que f|X tem uma singularidade isolada na origem,
então #Σft|Xt não depende das escolhas de A, a e t, onde ft e Xt são como acima.

Demonstração: Seja ε > 0 tal que ft|Xt não tenha pontos críticos em Xt ∩ Sε
para todo t suficientemente pequeno, onde Sε = {x ∈ C4 : ||x|| = ε}. Tal ε > 0
existe pois, como f|X tem uma singularidade isolada na origem, existe ε > 0 tal
que f|X não tem pontos críticos em Sε, ou seja, ||∇f|X (.)|| é maior que zero em Sε.
Como Sε é compacta, ||∇f|X (.)|| atinge um mínimo, ||∇f|X (x0)||, em Sε. Agora,
||∇ft|Xt(x)|| é uma função contínua em x e em t. Portanto, se t é suficientemente
pequeno, ||∇f|X (.)|| é diferente de zero em Sε, ou seja, ft|Xt não tem pontos críticos
em Sε.

Pelo teorema 3.7 fazendo M = Xt ∩ B(0, ε), se ct é um valor regular de
ft|Xt , temos que

#Σft|Xt = χ(Xt)− χ(Xt ∩ f−1
t (ct))

= χ(Xt)− 1 + 1− χ(Xt ∩ f−1
t (ct))

= µ(X, 0) + µ(X ∩ f−1(0), 0)
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pois Xt ∩ f−1
t (ct) é uma suavização da curva X ∩ f−1(0) e µ(X ∩ f−1(0), 0) =

1− χ(Xt ∩ f−1
t (ct)) segundo [7]. �

Com base neste teorema, podemos definir o número de Milnor de uma função
holomorfa sobre uma variedade determinantal. Mais precisamente:

Definição 5.10. Se (X, 0) ⊂ (C4, 0) é um germe da variedade determinantal com
singularidade isolada e f : (C4, 0)→ C é um germe de função holomorfa tal que f|X
tem uma singularidade isolada na origem, definimos o número de Milnor de f|X por

µ(f|X ) = #Σft|Xt ,

onde ft(x, y, z, w) = f(x, y, z, w)+ t(a1x+a2y+a3z+a4w) e Xt = (F + tA)−1(M2
2,3)

com (a1, a2, a3, a4, A) no aberto de Zariski W dado pelo lema 5.8.

Se (X, 0) = v(φ1, ..., φk) é uma ICIS e f : (CN , 0) → C é uma função tal
que (X ∩ f−1(0), 0) é também uma ICIS, então por Lê-Greuel

µ(X, 0) = #Σf |Xt − µ(X ∩ f−1(0), 0).

Pelos cálculos feitos na demonstração do teorema 5.9, vale uma fórmula do
tipo Lê-Greuel no caso de X ser uma variedade determinantal:

Teorema 5.11. Dada uma função f |X : (X, 0) → C com singularidade isolada em
uma IDS (X, 0), temos:

µ(f|X ) = µ(X, 0) + µ(X ∩ f−1(0), 0).

Exemplo 5.12. Sejam X = F−1(M2
2,3) com

F : C4 −→ M2,3

(x, y, z, w) 7−→
(
x y z
y z w

)
e f : C4 → C a função dada por f(x, y, z, w) = x2 + y2 + zw.

Usamos o software mathematica para calcular o número de Milnor de f
em X. Uma vez que os resultados dos cálculos realizados no mathematica podem
ser muito longos, substituímos estes por breves explicações do que cada comando
realiza.

Definimos A uma matriz genérica eMt = M+tA, ondeM =

(
x y z
y z w

)
:

A = Table[Random[Integer, {−10, 10}], {i, 1, 2}, {j, 1, 3}]
(este comando define uma matriz 2×3 cujas entradas são inteiros aleatórios).
Mt = {{x, y, z}, {y, z, w}}+ tA
Encontramos os menores de ordem 2 de Mt:
I = Minors[Mt, 2]
It = Flatten[I]
(este comando elimina as chaves, ou seja, escreve I em forma de um ideal)
Definimos uma deformação qualquer de f :
f = x2 + y2 + zw + t(−2x+ 3y + z + 4w)



Capítulo 5. Variedades determinantais de codimensão 2 em C4 55

Acrescentamos f ao ideal It e definamos a matriz jacobiana da função dada
por f e pelos menores de Mt:

Ht = Append[It, f ]
M2t = {D[Ht, x], D[Ht, y], D[Ht, z], D[Ht,w]}
Encontramos os menores de ordem 3:
Jt = Flatten[Minors[M2t, 3]]
Encontramos uma base de Groebner para o ideal gerado pelos menores de

ordem 3 de M2t e pelos menores de ordem dois de Mt. O número de Milnor de f
em X é igual ao número de zeros deste ideal:

St = GroebnerBasis[Join[It, Jt], {x, y, z, w}]
Definimos um valor para t, encontramos os zeros de St e o número de tais

zeros, ou seja, o número de Milnor de f :
t = 1/100
NSolve[St = 0, {x, y, z, w}]
Dimensions[%]
mu(f) = %[[1]]
Out := 10.
Portanto, o número de Milnor de f em X é igual a 10.
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Capítulo 6

A característica de Euler evanescente
de uma SDI

No capítulo anterior, definimos o número de Milnor de uma SDI (X, 0)
de codimensão 2 em C4 e o número de Milnor de uma função sobre (X, 0) com
singularidade isolada. Agora, gostaríamos de generalizar estas definições para uma
SDI qualquer.

Observamos que, se (X, 0) é uma SDI como as do capítulo 5, o número de
Milnor ali definido coincide com a característica de Euler evanescente de (X, 0), isto
é,

µ(X, 0) = (−1)d(χ(Xt)− 1),

onde d é a dimensão de X.
Neste capítulo, definimos a característica de Euler evanescente de uma SDI

qualquer de dimensão igual a d por

ν(X, 0) = (−1)d(χ(XA)− 1),

onde XA é uma suavização especial de (X, 0). A princípio, chamamos ν(X, 0) de nú-
mero de Milnor de (X, 0), mas, por sugestão do professor James Damon, resolvemos
chamar ν(X, 0) de característica de Euler evanescente de (X, 0) devido ao fato de
que não podemos garantir que ν(X, 0) é igual ao d-ésimo número de Betti de (X, 0),
o que geralmente se pede do número de Milnor de (X, 0).

Definimos, também no atual capítulo, o número de Milnor de um germe de
função com singularidade isolada sobre uma SDI.

No capítulo anterior, a hipótese sobre a codimensão da SDI (X, 0),
codimX = 2, foi essencial para a utilização do teorema 5.4, o qual garante que
a característica de Euler, χ(Xt), é independente da suavização Xt de tal SDI. Para
trabalhar com uma SDI qualquer precisamos estender este resultado.

Considerando uma SDI

(X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0),

denotamos XA = (F + A)−1(M s
m,n).

Teorema 6.1. Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Escolhemos um
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representante suficientemente pequeno de X = F−1(M s
m,n). Existe um aberto de

Zariski não vazio W ⊂ Mm,n tal que XA é suave, posto(FA(x)) = s − 1 para todo
x ∈ XA e A ∈ W e a característica de Euler de XA, χ(XA), não depende de A ∈ W .

Demonstração: Observamos primeiramente que se XA é suave, então φA é
transversal a Σs−1, onde para cada A ∈ Mm,n, φA : CN → Mm,n é dada por
φA(x) = F (x) + A.

De fato, sejaM ∈ φA(CN)∩Σs−1. Então, como Σs−1 é um aberto emM s
m,n, o

anel local O(mn,M)

i(Σs−1)
é igual ao anel local O(mn,M)

J
, onde J é o ideal gerado pelos menores

de ordem s da matriz m × n cujas entradas são as coordenadas em Cmn ≡ Mm,n.
Assim, O(mn,M)

J
é um anel regular e, pelo lema 1.10, como, por hipótese, ON/I é

regular onde I = φ∗A(J), φA é transversal a Σs−1 em M .
Seja W o aberto de Zariski não vazio dado pelo teorema 4.12.
Consideramos, agora,

π : φ−1(Σs−1) −→ W
(A, x) → A

o qual é uma submersão, pois se A pertence a W , então, φA é transversal a Σs−1,
donde, para cada x ∈ φ−1

A (Σs−1),

dφA|x(CN) + TφA(x)Σ
s−1 = Mm,n.

Seja D ∈Mm,n. Então D é igual a B +B′, com B = dφA|x(y) para algum y em CN

e B′ um elemento de TφA(x)Σ
s−1. Temos que

dπ(A,x)(D,−y) = D,

dφ|(A,x)(D,−y) = dφ|(A,x)(B +B′,−y)

= dφ|(A,x)(B,−y) + dφ|(A,x)(B
′, 0)

= dφ|(A,x)(dφA|x(y),−y) + dφ|(A,x)(B
′, 0)

= dφ|(A,x)((Σ
N
k=1

∂fij
∂xk

(x)yk)m×n,−y) + dφ|(A,x)(B
′, 0)

= (ΣN
k=1

∂fij
∂xk

(x)yk + ΣN
k=1

∂fij
∂xk

(x)(−yk))m×n

+(b′ij + ΣN
k=1

∂fij
∂xk

(x)0)m×n

= 0 +B′ ∈ Tφ(A,x)Σ
s−1

ou seja, (D,−y) pertence a (dφ(A,x))
−1(Tφ(A,x)Σ

s−1) = T(A,x)φ
−1(Σs−1).

Assim, dπ(A,x) é sobrejetora, para toda matriz A em W e para todo x tal
que φ(A, x) pertence a Σs−1. Ou seja, π é uma fibração sobre o conexoW . Portanto,
todas as fibras são homotópicas. Logo,

χ(XA) = χ({A} ×XA)

= χ({(A, x) : x ∈ XA})
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= χ({(A, x) : posto(φ(A, x)) = s− 1})
= χ({(A, x) ∈ φ−1(Σs−1)})
= χ(π−1(A))

não depende de A em W . �

Se (X, 0) é uma ICIS (quando s = 1), XA pode ser visto como a fibração de
Milnor de (X, 0). Neste caso, XA tem o tipo de homotopia de um bouquet de esferas
e o número de Milnor de (X, 0) é a quantidade de tais esferas (veja, por exemplo,
[32]). Em particular, esse número satisfaz

µ(X, 0) = (−1)dimX(χ(Xt)− 1),

Inspirados neste fato e apoiados no teorema 6.1, fazemos a seguinte definição
no caso de uma SDI qualquer.

Definição 6.2. Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Definiremos a

característica de Euler evanescente de X por

ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(XA)− 1),

com A ∈ W , sendo W o conjunto dado pelo lema 4.12.

Veremos, agora, que essa fórmula é válida quando consideramos uma suavi-
zação determinantal qualquer da SDI X no lugar da suavização especial XA.

Definição 6.3. 1. Uma deformação determinantal da SDI

(X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0)

é uma aplicação
H : (CN × C, 0)→Mm,n

tal que H(x, 0) = F (x) para todo x ∈ CN .

Denotamos Ft(x) = H(x, t) e Xt = F−1
t (M s

m,n).

2. Dizemos que H define uma suavização determinantal de (X, 0) se, além disso,
Xt é suave e posto(Ft(x)) = s−1 para todo x ∈ Xt e todo t 6= 0 suficientemente
pequeno.

Observamos que uma suavização determinantal de uma SDI é uma suavi-
zação no sentido da definição 1.3. De fato, seja H : (CN × C, 0) → Mm,n uma
deformação determinantal da SDI (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂ (CN , 0) e escrevemos
X = H−1(M s

m,n) ⊂ (CN × C, 0), ou seja, X = {(x, t) : x ∈ Xt}. Definimos

π : (X , 0) −→ (C, 0)
(x, t) → t

Consideramos o homomorfismo induzido por π, π∗ : O1 −→ O(X ,0). Temos que
codim(X ) = codim(X), portanto (X , 0) é determinantal e, assim, Cohen-Macaulay,
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além disso, dim(X , 0) = dim(X, 0) + 1 = dimO(X,0) + dimO1. Então, pelo teo-
rema 1.4, π∗ é uma aplicação plana. Logo, como π−1(t) é suave para t não nulo
suficientemente pequeno, π é uma suavização no sentido da definição 1.3.

Teorema 6.4. Seja H : (CN × C, 0) → Mm,n uma suavização determinantal de
(X, 0). Então, para t 6= 0 suficientemente pequeno,

ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(Xt)− 1).

Demonstração: Escolhemos um representante H : B × D → Mm,n com B e D
bolas centradas na origem em CN e C, repectivamente, suficientemente pequenas
para que Xt seja suave e posto(Ft(x)) = s− 1 para todo x ∈ Xt e todo t ∈ D \ {0}.
Seja W o conjunto aberto de Zariski dado pelo lema 4.12.

Dadas as deformações Xt e XA, construímos uma nova deformação como
soma das duas deformações: dados A ∈Mm,n e t ∈ D, denotamos

X(A,t) = (Ft + A)−1(M s
m,n).

Mostraremos que existe um conjunto aberto de Zariski não vazio W0 ⊂ Mm,n × D
tal que

1. X(A,t) é suave e posto(Ft(x) + A) = s − 1, para todo x ∈ X(A,t) e para todo
(A, t) ∈ W0,

2. χ(X(A,t)) não depende de (A, t) ∈ W0.

Para mostrar 1., tomamos

C̃ = {(A, r, x) : x é um ponto singular deX(A,r) ou posto(Fr(x) + A) < s− 1}

e W0 = Mm,n \ C, onde

C = {(A, r) ∈Mm,n × C : X(A,r) não é regular ou posto(Fr(x) + A) <

s− 1, para algum x ∈ X(A,r)}.

C̃ é um subconjunto analítico de Mm,n × C× CN . De fato,

C̃ = v(g1(A,r), . . . , gk(A,r), IcodimX
(J(A,r)) ∪ v(g1(A,r), . . . , gk(A,r), Is−1(Fr(x) + A)),

onde g1(A,r), . . . , gk(A,r) são os menores de ordem s de Fr(x) + A e J(A,r) é a matriz
jacobiana de g1(A,r), . . . , gk(A,r) como uma aplicação em CN .

Portanto, C = π(C̃), com π : (C̃, 0) → (Mm,n × C, 0), é um subconjunto
analítico de Mm,n × C (análogo ao que foi feito na demonstração do teorema 4.12).
Precisamos mostrar que C é próprio. Seja

φ : Mm,n × C× CN −→ Mm,n

(A, r, x) 7−→ Fr(x) + A

φ é uma submersão, então φ é transversal a Σs−i para todo i tal que 1 ≤ i ≤ s.
Assim, φ(A,r) é transversal a Σs−i para quase todo (A, r) onde φ(A,r)(x) = φ(A, r, x).
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Seja (A, r) tal que φ(A,r) é transversal a Σs−i, observamos que

dimCN + dim Σs−i = N +mn− (m− s+ i)(n− s+ i) < mn

se i > 1, portanto φ(A,r)(CN) ∩ Σs−i = ∅.
Assim, X(A,r) = φ−1

(A,r)(Σ
s−1) é suave e C é próprio.

Mostramos, agora, que vale 2., isto é, que χ(X(A,r)) não depende de (A, r) ∈
W . Consideramos

π : φ−1(Σs−1) −→ W
(A, r, x) 7−→ (A, r),

π é uma submersão. De fato, se (A, r) ∈ W , então X(A,r) é suave, donde φ(A,r) é
transversal a Σs−1 (4.8), ou seja,

dφ(A,r,x)(0× 0× TxCN) + Tφ(A,r,x)
Σs−1 = Tφ(A,r,x)

Mm,n,

donde

T(A,r,x)Mm,n × C× CN = (dφ(A,r,x))
−1(Tφ(A,r,x)Mm,n)

= 0× 0× TxCN + (dφ(A,r,x))
−1Tφ(A,r,x)Σ

s−1

= 0× 0× TxCN + T(A,r,x)φ
−1(Σs−1).

Assim, dπ(A,r,x)(T(A,r,x)φ
−1(Σs−1)) = T(A,r)Mm,n × C, portanto, (A, r) é um valor

regular de π.
Logo, π é uma fibração sobre o conexo W . Então,

χ(X(A,r)) = χ({(A, r)} ×X(A,r))
= χ({(A, r, x) : x ∈ X(A,r)})
= χ({(A, r, x) : posto(φ(A, , r, x)) = s− 1})
= χ({(A, r, x) ∈ φ−1(Σs−1)})
= χ(π−1(A, r))

Consideramos, agora, A ∈ W e r ∈ D \ {0}. Temos que (A, 0), (0, r) ∈ W0 (pois
X(A,0) = XA é suave, posto(F0(x)+A) = posto(F (x)+A) = s−1 para todo x ∈ XA,
X(0,t) = Xt é suave e posto(Ft(x)) = s− 1 para todo t ∈ Xt). Então,

ν(X, 0) = (−1)dimX(χ(XA)− 1)

= (−1)dimX(χ(X(A,0))− 1)

= (−1)dimX(χ(X(0,r))− 1)

= (−1)dimX(χ(Xr)− 1).

�
Costumamos definir o número de Milnor de um germe de variedade (X, 0)

de dimensão d como o d-ésimo número de Betti de uma fibra genérica Xt de X. Ou
seja,

µ(X) := βd(Xt).
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Observamos que, se dimX = 2,

ν(X, 0) = χ(Xt)− 1

= β0(Xt)− β1(Xt) + β2(Xt)− 1

= −β1(Xt) + β2(Xt)

Como (X, 0) é normal, pelo teorema 2 de [22], β1(Xt) = 0. Assim,

ν(X, 0) = β2(Xt).

Portanto, se (X, 0) é uma SDI de dimensão 2, podemos chamar ν(X, 0) de
número de Milnor de X.

Observação 6.5. Se (X, 0) é uma SDI de dimensão e codimensão iguais a dois, ou
seja, se (X, 0) é um germe de superfície em C4, ν(X) = β2(X), o qual coincide com
o número de Milnor de (X, 0) definido no capítulo anterior.

Se (X, 0) é uma ICIS de dimensão 0, temos (ver [32]) que seu número de
Milnor é igual a dimCO(X,0) − 1. Vemos, através do seguinte corolário, que este
resultado continua válido para o caso de (X, 0) ser uma SDI.

Corolário 6.6. Seja (X, 0) uma SDI de dimensão 0. Então,

ν(X, 0) = dimCOX,0 − 1.

Demonstração: Seja H : (CN × C, 0) → Mm,n uma suavização determinantal
de (X, 0). Denotamos (X , 0) = H−1(M s

m,n) o espaço total da deformação. Então
dim(X , 0) = 1 e (X , 0) é também uma SDI e, assim, reduzida. Consideramos a
restrição da projeção sobre o segundo fator π2 : (X , 0) → (C, 0), a qual é uma
aplicação finita cuja fibra genérica é π−1

2 (t) = Xt. O número de pontos de Xt é o
grau de π2 o qual pode ser computado pela fórmula de Samuel como

grau(π2) = e(〈t〉,OX ,0),

onde e(I, R) denota a multiplicidade de Hilbert-Samuel de um ideal I em um anel
local R (ver [39]). Além disso, como (X , 0) é Cohen-Macaulay, temos

e(〈t〉,OX ,0) = dimC
OX ,0
〈t〉

= dimCOX,0.

Finalmente, pelo teorema 6.4,

ν(X, 0) = χ(Xt)− 1 = #Xt − 1 = dimCOX,0 − 1,

onde #Xt denota o número de pontos de Xt. �

Buchweitz e Greuel definiram em [7] o número de Milnor de uma curva
reduzida (X, 0) e mostraram que se (X, 0) admite uma suavização com π : X → D
um bom representante, então, para t ∈ D \ {0},

µ(X, 0) = 1− χ(Xt).
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Se (X, 0) é uma SDI de dimensão 1, isto é, (X, 0) é uma curva, então (X, 0)
admite uma suavização e, pelo teorema 6.4, para qualquer suavização determinantal
(X, 0),

ν(X, 0) = 1− χ(Xt).

Assim, temos o seguinte corolário.

Corolário 6.7. Se (X, 0) é uma SDI de dimensão 1, o característica de Euler eva-
nescente de (X, 0) coincide com o número de Milnor de (X, 0) definido por Buchweitz
e Greuel em [7].

Assim, se dimX = 1, podemos chamar ν(X, 0) de número de Milnor de
(X, 0) e denotar tal número por µ(X, 0)

6.1 A característica de Euler evanescente do con-
junto dos pontos singulares de uma aplicação
Um exemplo importante de variedade determinantal é o conjunto dos pontos

críticos de uma aplicação holomorfa f : (Cn, 0)→ (Cp, 0), dado pelos pontos x ∈ CN

tais que Df(x) =
(
∂fi
∂xj

(x)
)
não tem posto máximo, onde f = (f1, . . . , fp).

Suponhamos, por exemplo que n ≤ p e que f = (f1, . . . , fp) : (Cn, 0) →
(Cp, 0). O conjunto singular de f é

S(f) = {x ∈ Cn : posto(Df(x)) < n} = (Df)−1(Mn
n,p).

onde Df : (Cn, 0) → Mn,p é a matriz jacobiana Df(x) =
(
∂fi
∂xj

(x)
)
, com x =

(x1, . . . , xn).
Se f é finitamente A-determinado,

dimS(f) = n− (p− n+ 1) = n− (n− n+ 1)(p− n+ 1),

ver [16], ou seja, S(f) é uma variedade determinantal do tipo (n, p;n) em Cn. Su-
ponhamos que n < 2(n − p + 2), então S(f) é uma SDI. De fato, f é estável fora
da origem pelo critério de determinação de Mather e Gaffney ([50]) e, assim, Df é
transversal aos estratos singulares Σi, i = 1, . . . , n. Então, faz sentido considerar a
característica de Euler evanescente ν(S(f), 0).

Seja fs uma estabilização de f (ou, mais geralmente, uma deformação ge-
nérica de f), então S(fs) é suave e define uma suavização determinantal de S(f).
Pelo teorema 6.4,

ν(S(f), 0) = (−1)2n−p−1(χ(S(fs))− 1).

Analogamente, se n > p,

S(f) = {x ∈ Cn : posto(Df(x)) < p} = (Df)−1(Mp
n,p).

é uma variedade determinantal do tipo (p, n; p) em Cn se f é A-finitamente deter-
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minado. Suponhamos que n < 2(n− p+ 2). Então,

ν(S(f), 0) := (−1)p−1(χ(S(fs))− 1),

onde fs é uma estabilização de f .

6.2 Relações com multiplicidades polares e obstru-
ção de Euler
Seja (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Exibiremos, nesta seção,
uma fórmula recursiva para o cálculo da característica de Euler evanescente de (X, 0).

Seja p : CN → C uma função linear genérica. Então (X ∩ p−1(0), 0) é tam-
bém uma SDI do tipo (m,n; s) no hiperplano p−1(0). Assim, faz sentido considerar
a característica de Euler evanescente ν(X ∩ p−1(0), 0).

Lema 6.8. Sejam p : CN → C uma função linear genérica , A ∈Mm,n uma matriz
genérica e c ∈ C \ {0} suficientemente pequeno. Então,

ν(X ∩ p−1(0), 0) = (−1)d−1(χ(X ∩ p−1(c))− 1)

= (−1)d−1(χ(XA ∩ p−1(0))− 1)

= (−1)d−1(χ(XA ∩ p−1(c))− 1),

onde d = dim(X, 0).

Demonstração: Tomando uma mudança de coordenadas linear apropriada, po-
demos assumir que p(x1, . . . , xN) = xN . Para cada c ∈ C, denotamos

Fc(x1, . . . , xN−1) = F (x1, . . . , xN−1, c).

Temos as seguintes identificações:

1. (X ∩ p−1(0), 0) é homeomorfo a SDI (Y, 0) ⊂ (CN−1, 0) dada por (Y, 0) =
F−1

0 (M s
m,n).

2. XA ∩ p−1(0) é homeomorfo a YA = (F0 + A)−1(M s
m,n), a suavização determi-

nantal especial de (Y, 0).

3. X ∩p−1(c) é homeomorfo a Yc = (Fc)
−1(M s

m,n), uma suavização determinantal
de (Y, 0).

4. XA ∩ p−1(c) é isomorfo a Y(A,c) = (Fc +A)−1(M s
m,n), a soma das deformações,

como feito na prova do teorema 6.4.

Então, o resultado é uma consequência direta do teorema 6.4. �

Teorema 6.9. Sejam p : CN → C uma projeção linear genérica e A ∈ Mm,n uma
matriz genérica. Então

#Σp|XA
= ν(X, 0) + ν(X ∩ p−1(0), 0),

onde #Σp|XA
denota o número de pontos críticos de p|XA

.
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Demonstração: Escolhemos uma matriz genérica A ∈ Mm,n tal que XA é suave

e p|XA
é uma função de Morse (tal matriz existe pelo teorema 4.12 e pelo lema 5.2).

Seja c ∈ C um valor regular de p|XA
, pelo teorema 3.7 e pelo lema 6.8,

#Σp|XA
= (−1)d+1(χ(p−1(c) ∩XA)− χ(XA))

= (−1)d+1(χ(p−1(c) ∩XA)− 1 + 1− χ(XA))

= (−1)d+1((−1)d−1ν(X ∩ p−1(0), 0) + (−1)d+1ν(X, 0))

= ν(X, 0) + ν(X ∩ p−1(0), 0).

�

Perez e Saia mostram, em [27], que se X é uma ICIS de dimensão d, então

1 + (−1)dµ(X, 0) =
d∑
i=0

(−1)imi(X, 0),

onde mi(X, 0), 0 ≤ i ≤ d− 1 é a i-ésima multiplicidade polar de (X, 0) e md(X, 0) é
a d-ésima multiplicidade polar como definida por Gaffney em [15] apenas para ICIS.
Novamente, mostraremos um resultado análogo para SDI.

Definição 6.10. Definimos a d-ésima multiplicidade polar de X por

md(X, 0) := #Σp|XA
,

onde p : CN → C é uma projeção linear genérica, A ∈ Mm,n é uma matriz genérica
e d é a dimensão de (X, 0).

Então, pelo teorema 6.9,

md(X, 0) = ν(X, 0) + ν(X ∩ p−1(0), 0).

Segundo Lê e Teissier ([31]) temos que

Eu(X, 0) = χ(X ∩ p−1(t)) = (−1)d−1ν(X ∩ p−1(0), 0) + 1,

onde Eu(X, 0) é a obstrução de Euler local. Assim,

md(X) = ν(X, 0) + (−1)d−1Eu(X) + (−1)d,

o que mostra que md(X) está bem definida, isto é, não depende da função linear p
escolhida. Mais ainda:

Teorema 6.11. Seja (X, 0) = (F−1(M s
m,n), 0) ⊂ (CN , 0) uma SDI. Então

Eu(X) + (−1)dmd(X) = 1 + (−1)dν(X, 0).
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Exemplo 6.12. Consideramos (X, 0) a superfície determinantal em (C4, 0) definida
pelos menores 2× 2 da matriz

F (x, y, z, w) =

(
x y z
y z w

)
.

Tomamos A = 1
50

(
6 −8 5
1 8 7

)
e p = 2x − 3y + 4z − w. Fazendo cálculos no

MATHEMATICA, vemos que

m2(X, 0) = #
∑

p|XA
= 3.

Como Y = X ∩ p−1(0) é uma curva, como feito em [42], temos que

µ(g|Y ) = µ(Y, 0) + grau(g|Y )− 1,

para uma função g : C4 → C. Escolhendo g = x− 2y + 5z + 5w, temos

µ(g|Y ) = #
∑

g|XA∩p−1(0) = 4

e
deg(g|Y ) = #{XA ∩ p−1(0) ∩ g−1(0)} = 3.

Portanto,
µ(Y, 0) = 4− 3 + 1 = 2.

Assim,
Eu(X, 0) = 1− µ(Y, 0) = −1

e
ν(X, 0) = m2(X, 0)− µ(Y, 0) = 3− 2 = 1.

6.3 O número de Milnor de uma função em uma
SDI
Sejam (X, 0) = (F−1(M s

m,n), 0) ⊂ (CN , 0) um germe de variedade deter-
minantal com uma singularidade isolada na origem e f : (CN , 0) → (C, f(0)) um
germe de função holomorfa tal que f|X tenha uma singularidade isolada na origem.
Nesta seção, definimos o número de Milnor de f em X. Para fazer isso, necessitamos
novamente de um resultado sobre generalidade.

Supomos que (X, 0) é do tipo (m,n; s) e é definida por (X, 0) = F−1(M s
m,n).

Dado (a,A) ∈ CN ×Mm,n, consideramos a função fa|XA
: XA → C definida por

fa(x1, . . . , xN) = f(x1, . . . , xN) + a1x1 + . . . aNxN ,

e XA = (F + A)−1(M s
m,n).

Lema 6.13. Existe um conjunto aberto e Zariski não vazio W ⊂ CN ×Mm,n tal
que, para (a,A) ∈ W , XA é suave e fa|XA

é uma função de Morse. Além disso, o
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número de pontos críticos de fa|XA
é independente de (a,A) ∈ W .

Demonstração: A prova da primeira parte será omitida pois os argumentos são
análogos a aqueles usados na demonstração do teorema 5.8.

Para verificar a segunda parte, consideramos (C, 0) como o germe de con-
junto em (C2N+mn, 0) das triplas (x, a, A) tais que x é um ponto singular de
XA ou x é um ponto crítico de fa|XA

. Então (C, 0) é analítico e a aplicação
π : (C, 0) → (CN+mn, 0) dada por π(x, a, A) = (a,A) é um germe de aplicação
finita (pois π−1(0) = {0}). Assim, dimC ≤ N +mn.

Se dimC = N + mn, temos que o número de pontos críticos de fa|XA
é

igual ao grau local de π o qual é independente de (a,A). Se dimC < N + mn,
então, a dimensão de π(C) é menor que N + mn, ou seja, a imagem de π é um
conjunto de medida nula, portanto, o número de pontos críticos de fa|XA

é igual a
#π−1(A, a) = 0, para quase todo (a,A). �

Através do lema 6.13, vemos que o número #Σ (fa|XA
) é independente de

(a,A) ∈ W , assim, podemos definir:

Definição 6.14. Definimos o número de Milnor de f |X : (X, 0)→ C por

µ(f |X) = #Σ (fa|XA
) ,

onde (a,A) ∈ W e W é o aberto de Zariski dado pelo lema 6.13.

Teorema 6.15. Se (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n × C são valores genéricos tais que XA é
suave, fa|XA

é uma função de Morse e c é um valor regular de fa|XA
, então,

µ(f |X)− ν(X) = (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1).

Demonstração: Seja ε > 0 tal que fa|XA
não tem pontos críticos em XA ∩ Sε

para toda matriz A numa vizinhança suficientemente pequena da origem em Mm,n

(a garantia da existência de tal ε é análoga à feita na demonstração do teorema 5.9).
Pelo teorema 3.7, sendo M = XA ∩B(0, ε), se c é um valor regular de fa|XA

, temos:

#Σ (fa|XA
) = (−1)dimX(χ(XA)− χ(XA ∩ f−1

a (c)))

= (−1)dimX(χ(XA)− 1 + 1− χ(XA ∩ f−1
a (c)))

= (−1)dimX(χ(XA)− 1) + (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1)

= ν(X) + (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1).

donde segue o resultado. �
Usando o teorema acima, temos que (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1

a (c)) − 1) é
independente de (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n×C tais que XA é suave, fa|XA

é uma função
de Morse e c é um valor regular de fa|XA

. Então, podemos definir:

Definição 6.16. A característica de Euler evanescente da fibra X ∩ f−1(0) é

ν(X ∩ f−1(0)) = (−1)dimX−1(χ(XA ∩ f−1
a (c))− 1),

onde (a,A, c) ∈ CN ×Mm,n × C são valores genéricos tais que XA é suave, fa|XA
é

uma função de Morse e c é um valor regular de fa|XA
.
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Como um corolário, obtemos uma fórmula do tipo Lê-Greuel para uma SDI,
mais precisamente:

Corolário 6.17. µ(f |X) = ν(X) + ν(X ∩ f−1(0)).

Observação 6.18. 1. Se (X, 0) é uma SDI de dimensão dois, X ∩ f−1(0) é uma
curva e XA ∩ f−1

a (c) define uma suvização desta. Assim,

ν(X ∩ f−1(0)) = 1− χ(XA ∩ f−1
a (c)) = µ(X ∩ f−1(0)),

o número de Milnor da curva como definido por Buchweitz e Greuel em [7].

2. Se 0 é um ponto regular de f : (CN , 0)→ C, podemos considerar X ∩ f−1(0)
como uma variedade determinantal na variedade suave f−1(0). Nesse caso,
nossa definição de característica de Euler evanescente coincide com a definição
de característica de Euler evanescente de uma SDI.
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Comentários Finais

Apresentamos aqui algumas de nossas ideias para a continuação do trabalho.

1. Sobre a variedade logarítmica característica:

Verificar se LC(X) é Cohen-Macaulay para um hipersuperfície qualquer X
com singularidade isolada.

2. Sobre o número de Bruce-Roberts:

(a) Dados um germe de variedade analítica (X, 0) ⊂ (Cn, 0) com singulari-
dade isolada e um germe de função f : (Cn, 0) → C finitamente RX-
determinado, verificar se existe uma relação análoga à demonstrada no
teorema 2.14 no caso em que X é uma hipersuperfície com singularidade
isolada ou uma ICIS.

(b) Estudar do número de Bruce-Roberts de um germe de função f :
(Cn, 0) → (C, 0) com respeito a uma variedade determinantal (X, 0) ⊂
(Cn, 0).

3. Extensão de outras propriedades já verificadas pelo número de Milnor de uma
ICIS para o número de Milnor, ou a característica de Euler evanescente de um
germe de variedade determinantal
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