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Resumo

Sejam (M™,T) uma involugao suave em uma variedade m-dimensional, fechada
n

e suave M™ e F = U F7 (n < m) o seu conjunto de pontos fixos, onde F7 denota a
§=0
uniao das componentes de F' com dimensao j. O famoso 5/2-Teorema de J. Boardman,

anunciado em 1967, estabelece que, se F' é nao bordante, entao m < gn; além disso, esta
estimativa ¢ a melhor possivel. Neste trabalho, n6s obtemos melhorias para este teorema,
impondo certas condigoes sobre F. O resultado principal se encontra no Capitulo 4, onde
as melhorias em questao sao obtidas levando-se em conta o grau de decomponibilidade
das componentes de F'. Especificamente, seja w = (i1, 42, ..., i;) uma partigdo nao diadica
de j, 2 < j < n, e seja S,(x1,22,...,2;) a menor polinomial simétrica sobre Z,, nas
variaveis de grau um 1,2y, ...,z;, contendo o mondémio xi'x%..x}'. Escreva s,(F7) €
HI(F,Z,) para a classe usual de cohomologia correspondente a s, (1, 2, ..., z;). O grau
de decomponibilidade de F7, denotado por I[(F7), ¢ o menor comprimento de uma particao
nao diadica w com s, (F7) # 0 (aqui, o comprimento de w = (iy, ia, ..., 4;) € t). Suponhamos
que o conjunto de pontos fixos de (M™,T) tem a forma F' = (O FMYUF™ onde 2 < j <

k=0
n < m e F7 ¢ nao bordante. Escreva n — j = 2Pq, onde ¢ > 1 é fmpar e p > 0, e tome

m(n—j)=2n+p—q+1,sep<gq,em(n—j)=2n+2""9 se p > q. Entdo, provamos que
m < m(n—j)+2j+1(F’). Em adigao, dada uma partigao nao diddica w = (i1, éa, . . . , )
de j, 2 < j < n, desenvolvemos um método para construir involugoes (M™,T) com F da

forma F = (U FMYU FIUF", onde m = m(n — j) +2j +t e s,[F7] # 0, para valores
k<j
especiais de n, j e w. Em alguns casos especificos, este método mostra que o limitante

acima é o melhor possivel. Por exemplo, tal método fornece a seguinte melhoria para
o 5/2-Teorema de J. Boardman: se o conjunto de pontos fixos F' = U F7 de (M™,T)

=0
possui F"~! e F™ nao bordantes, entao m < min{2n+I[(F" 1), 2n+I(F")}; além disso, os

limitantes m < 2n +(F™ ') e m < 2n + [(F™) sdo separadamente os melhores possiveis.

Outra consequéncia: se o conjunto de pontos fixos F' = U F7 de (M™,T) tem n = 2k,
j=0



k > 3 e F"! ndo bordante, entao m < 5k — 2, e este limitante ¢ o melhor possivel (o
5/2-Teorema diz que m < 5k, nesse caso).

Nos também trabalhamos com alguns casos envolvendo femdmenos de baiza
codimensao, caracterizados pelo fato que, para especificos conjuntos de pontos fixos F,
a codimensao m — n é muito pequena; aqui, os avangos obtidos nos casos considerados
relacionam-se a circunstancia do nimero de componentes de F' nao ser limitado como
uma fun¢ao de n (na literatura, encontramos resultados dessa natureza onde F possui 2,

3 ou 4 componentes). Como exemplo dos resultados obtidos, temos o seguinte: se F' tem
n

a forma F = F3U (U FJ), com n > 4 par, e tal que todos os fibrados normais envolvidos
j=0
sao nao bordantes, Jepralrtéo m < n + 4; além disso, esta estimativa é a melhor possivel.
Finalmente, trabalhamos com limitantes para o caso F' = F" U F*, considerando-
se que na literatura atual temos alguns resultados envolvendo F' = F™ U F*, para i =
0,1,2,3. Por exemplo, nés mostramos que se o conjunto de pontos fixos de (M™,T') tem
a forma F = F" U F*, com n fmpar, e o fibrado normal sobre F* é nao bordante, entao

m < n + 5; além disso, esse limitante é o melhor possivel.



Abstract

Let (M™,T) be a smooth involution on a closed smooth m-dimensional manifold

and ' = UF 7 (n < m) its fixed point set, where F7 denotes the union of those
=0
components of F' having dimension j. The famous Five Halves Theorem of J. Boardman,
5

announced in 1967, establishes that, if F' is nonbounding, then m < 3n; further, this
estimative is best possible. In this work, we obtain improvements of this theorem, by
imposing certain conditions on F. The main result of the work is in Chapter 4, where the
improvements in question are obtained by taking into account the decomposability degree
of the components of F. Specifically, let w = (41,2, ...,7;) be a non-dyadic partition of j,
2 < j <n,and s,(z1, T, ..., x;) the smallest symmetric polynomial over Z, on degree one
variables 1, ¥y, ...,r; containing the monomial @} ¥ ...zi*. Write s,(F7) € HI(F7,Zy)
for the usual cohomology class corresponding to s, (x1, 2, ...,z;). The decomposability
degree of F7 denoted by [(F”), is the minimum length of a non-dyadic partition w with
su(F7) # 0 (here, the length of w = (i, 19, ...,4;) is t). Suppose the fixed point set of
(M™,T) has the form F = (U F*YU F™, where 2 < j <n < m and FJ is nonbounding.

k=0
Write n — j = 2Pq, where ¢ > 1 is odd and p > 0, and set m(n — j) = 2n+p — g+ 1 if

p < qgand m(n—j)=2n+2P"7if p > q. Then we prove that m < m(n— j)+2j +[(F7).

In addition, given a non-dyadic partition w = (iy, s, ...,%) of j, 2 < j < n, we develop a
method to construct involutions (M™, T') with F of the form F' = (U FMYUFIUF™, where
k<j

m =m(n —j)+ 27 +t and s,[F7] # 0, for special values of n,j and w. In some special
cases, this method shows that the above bound is best possible. For example, this gives
the following improvement of the Five Halves Theorem: if the fixed point set F' = U FI

=0

of (M™ T) has F"~! and F™ nonbounding, then m < min{2n + [(F"™1),2n + I(F™)};
further, the bounds m < 2n + [(F™ ') and m < 2n + [(F™) are separately best possible.

Other consequence: if the fixed point set F' = U Fi of (M™,T) has n = 2k, k > 3 and

=0



vii

F™ ! nonbounding, then m < 5k — 2, and this bound is best possible (the Five Halves
Theorem says that m < 5k).

We also deal with the low codimension phenomenon, which is expressed by the
fact that for certain F' the codimension m — n is too small; here, the advances obtained
are concerned with the fact that, in the considered cases, the number of components of F'
is not limited as a function of n (in the literature one finds results of this nature with F'
having two, three or four components). For example, among the results obtained one has:

if F" has the form F = F3 U ( U F7), with n > 4 even, and all involved normal bundles

=0
are nonbounding, then m < nJ iezl; further, this estimative is best possible.

Finally, we also study bounds for the case F' = F™ U [, considering that in the
literature one has results involving I = F™ U F* for i = 0, 1,2, 3. For example, we show
that if the fixed set of (M™,T) has the form F = F" U F* n is odd and the normal

bundle over F* is not a boundary, then m < n + 5; further, this bound is best possible.
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Introducgao X

Introducao

Neste trabalho, focalizaremos a nossa atengao em objetos do tipo (M™,T), onde
M™ é uma variedade fechada, suave e n-dimensional, e T : M™ — M"™ é uma involucao
suave definida em M", isto é, T? = Id. E conhecido o fato de que o conjunto de pontos
fixos de T, Fr = {z € X | T(x) = z} (quando nao houver margem para confusao,
denotaremos tal conjunto apenas por F'), é ou vazio ou uma uniao finita e disjunta de
subvariedades fechadas de M™, com a dimensao de qualquer uma dessas subvariedades
podendo em principio assumir qualquer valor entre 0 e n. As componentes 0-dimensionais
constituem um conjunto finito de pontos, enquanto as componentes n-dimensionais sao
componentes conexas de M"™ onde T atua como a identidade.

Antes de mencionarmos os principais objetivos e resultados obtidos neste
trabalho, faremos uma breve abordagem histérica sobre as ferramentas matematicas que
nos serviram de motivacao e nos permitiram realizéd-lo. Tais ferramentas inserem-se no
contexto iniciado com o famoso trabalho de R. Thom de 1954 sobre a teoria de bordismo,
Quelques propriétés globales des variétés differentiables (|28]), o qual proporcionou ao
mesmo a Medalha Fields em 1958. Em seu trabalho, R. Thom transformou a questao
de classificar todas as variedades fechadas, a menos de bordismo, em uma questao de
homotopia, o que lhe permitiu mostrar que a classe de bordismo de uma variedade
fechada e suave é completamente determinada por invariantes algébricos denominados
niumeros de Stiefel-Whitney ou nimeros caracteristicos. Dez anos depois (1964), em
Differentiable Periodic Maps (|8]), P. E. Conner e E. E. Floyd estenderam o trabalho de
Thom introduzindo os grupos de bordismo singular n-dimensionais de um espago topoldgico
X, N,,(X), cujos elementos sao as classes de bordismo de pares (M", f), onde M™ ¢ uma
variedade suave, fechada e n-dimensional, e f : M"™ — X é uma funcao continua. A
extensao ¢ devida ao fato de que, quando X = {ponto}, N,(X) reduz-se ao grupo de
bordismo nao orientado de Thom, N,,. Semelhantemente ao que ocorre com X = {ponto},
Conner e Floyd mostraram que, quando X é um CW-complexo finito em cada dimensao,
entao a classe de bordismo do par (M", f) é completamente determinada por ntimeros
caracteristicos, os quais sao oriundos das classes de Stiefel- Whitney do fibrado tangente a
M™ e da Zsy-cohomologia de X.
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Nesse contexto, um detalhe importante é que, quando G é um grupo de Lie
compacto e X = B(G), onde B(G) é o espago classificante para G-fibrados principais,
entao o bordismo singular de X reduz-se ao bordismo das agoes suaves e livres de G
em variedades fechadas, ou bordismo G-equivariante. Tal fato deu margem & original
estratégia de se estudar acoes de certos grupos em variedades usando métodos de
bordismo. Dessa forma, um amplo estudo sobre involucoes foi levado a cabo por Conner
¢ Floyd em [8], através do seguinte método: quando X = BO(r) = o espago classificante
para fibrados vetoriais r-dimensionais, N, (X) converte-se no grupo de bordismo de
fibrados r-dimensionais sobre variedades n-dimensionais e, desse modo, tais objetos sao
completamente determinados por nimeros caracteristicos. Em particular, esse estudo
teve um enfoque especial para as propriedades referentes ao conjunto de pontos fixos de
involugoes. Especificamente, se M" é uma variedade fechada, suave e n-dimensional e
T:M"— M"é uma involugao suave, entao o conjunto de pontos fixos de T pode ser
descrito como F' = U F" (conforme mencionamos no inicio dessa Introducio), onde F*

=0
denota a unido (disjunta) das componentes i-dimensionais de F'. O fibrado normal de F' em

M (que é a uniao disjunta dos fibrados sobre as componentes F*), o qual denotaremos por
n +— F, é chamado o fized-data da involugao (M™,T'). Um dos resultados mais importantes
de Conner e Floyd foi mostrar que o bordismo do fized-data determina completamente
o bordismo equivariante do par (M™,T). Em outras palavras, se (M",T) e (N",S) sdo
duas involugoes com fized-data n — Fr e v — Fl, respectivamente, entao eles mostraram
que (M™,T) e (N™, S) sao equivariantemente cobordantes se, e somente se, n — Fr e
v — Fg sao cobordantes como fibrados.

A conveniéncia desse resultado é que o bordismo de fibrados é completamente
determinado por nimeros caracteristicos, por ser o bordismo singular dos espagos
classificantes; enquanto que o bordismo de involugoes sem restrigoes nao é determinado
por numeros caracteristicos (a nao ser no caso especial em que as involugdes em jogo
sao livres de pontos fixos; esse caso se reduz ao bordismo singular do espaco classificante
BO(1), que é determinado por nimeros caracteristicos).

Uma ocorréncia observada por Conner e Floyd foi o fato que, se uma involucao

suave 1" atua sobre uma variedade m-dimensional de tal sorte que o conjunto de pontos
n

fixos F' = U F' nao borda (isto é, alguma F’ ndo borda), entdo m nio pode ser muito
=0
grande em relacao a n, onde n é a dimensao da componente maximal de F’; e tal fato

nao ocorre quando F' borda. O resultado de Conner e Floyd que trouxe a tona esse
fenomeno foi o seguinte: para cada natural n > 1, existe um natural ¢(n) > n tal que,

se uma involu¢ao (M™,T) tem conjunto de pontos fixos F', cuja componente maximal
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fixada ¢ n-dimensional, e se m > ¢(n), entdo (M™,T) borda equivariantemente; o que,
em particular, implica que F' borda.

A prova do resultado acima possui carater apenas existencial; posteriormente, J.
Boardman completou tal resultado através de seu famoso 5/2-Teorema de J. Boardman
(ou Five Halves Theorem de |2|; Bulletin of the American Math. Soc., 1967), onde mostrou
o seguinte: se uma involugao (M™,T) nao borda equivariantemente e se o conjunto de
pontos fixos F' é tal que a sua componente maximal tem dimensao n, entdao m < %n
Adicionalmente, e através de exemplos explicitos, Boardman mostrou que a estimativa
em questao é a melhor possivel nas condigoes gerais em que a mesma foi formulada.
Tal generalidade independe de n e abrange a possibilidade do conjunto fixado F' possuir
componentes com todas as dimensoes possiveis, de 0 a n; por essa razao, esse resultado
possui embutido em si um leque de problemas interessantes, que se revelam mediante a
observagao simultanea de dois resultados posteriores da literatura. O primeiro é o seguinte
resultado de C. Kosniowski e R. Stong ([17]; Topology, 1978): se (M™,T) fixa F = F"
e se m > 2n, entao (M™,T) borda equivariantemente. Isso implica que o fized-data de
(M™,T) borda e, em particular, F' borda; assim, se F' nao borda, entao m < 2n. O
exemplo dado pela involugao twist ((F x F,T);T(z,y) = (y,x)) ilustra essa situacdo e
mostra que essa estimativa é a melhor possivel, o que fornece um limitante para m melhor
que o de Boardman para o caso especial em que F' possui dimensao constante igual a n.

O segundo resultado ¢ um teorema de Royster (|27]; Indiana Univ. Math. J.,
1980), segundo o qual, se (M™,T) é uma involuc¢do fixando a unido de um ponto com
uma variedade F' de dimensao n impar, entao (M™,T) é equivariantemente cobordante a
uma especifica involucao definida em RP"*!, onde RP"*! denota o espaco projetivo real
(n 4+ 1)-dimensional. Em particular, m < n 4+ 1 (na verdade, é igual a n 4+ 1) e devido
a involucao sobre RP"*! citada, tal estimativa é a melhor possivel. Evidentemente, isso
também fornece um limitante para m melhor que o de Boardman para o caso especial em
que F' possui, além da componente maximal n-dimensional (com n impar), componentes
O-dimensionais (quando componentes 0-dimensionais efetivamente ocorrem, a quantidade
das mesmas deve ser impar, o que é equivalente a um tnico ponto, via bordismo).

Reunindo os fatos acima, surge naturalmente o problema de se estabelecer um
limitante para m (em termos de n) melhor que o de Boardman, quando alguma restrigao
sobre n é imposta; ou quando, adicionalmente, algumas dimensoes envolvidas em F' (que
em principio seriam de 0 a n) sdo omitidas. Tal problema foi introduzido por P. Pergher
em [22] (Math. Contemp., 1996), onde o resultado de Royster, citado acima, foi estendido
da seguinte forma: se (M™,T) é uma involugdo fixando o conjunto F' = F™ U {ponto},

onde n = 2p, com p fmpar, entdo m < n+p+ 3. O caso F = F" U {ponto} foi depois
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completamente estabelecido por R. Stong e P. Pergher em 26| ( Transformation Groups,

2001): para cada ntimero natural n, escreva n = 2Pq, com p > 0 e g impar, e seja

(n) 2n+p—q+1, sep<q+1,
m(n) =
2n + 2074, sep>q.

Entao, se (M™,T) é uma involugao que fixa o conjunto F' = F™ U {ponto}, temos que
m < m(n). Além disso, tal limitante é o melhor possivel.

A técnica utilizada por R. Stong e P. Pergher para mostrar que m < m(n)
foi obtida utilizando-se algumas classes caracteristicas especiais e a teoria de Conner e
Floyd. Em linhas gerais, a classe de bordismo de um fibrado v — F' da origem a classe
de bordismo equivariante de uma involucao sem pontos fixos, dada por uma involucao
A que atua como antipodal nas fibras do fibrado em esferas S(v). Segundo Conner e
Floyd, se v — F ¢ o fized-data de alguma involugao, entao (S(v), A) borda como elemento
do grupo de bordismo de involugoes livres de pontos fixos. Ocorre que tal grupo de
bordismo pode ser identificado ao grupo de bordismo singular de X = BO(1), o qual
consiste das classes de bordismo de fibrados unidimensionais. Essa identificagao é obtida
associando-se (S(v), A) ao fibrado linha canénico A — S(v)/A. Por outro lado, as classes
de bordismo de fibrados unidimensionais sao completamente determinadas por nimeros
caracteristicos, conforme citado anteriormente. Tomando-se a situacao particular na qual
uma involucao possui fized-data do tipo v — F = n+— F*Upu +— FI, j < n, isso da
origem a uma colecao de equagoes obtidas igualando-se cada nimero caracteristico de
A — S(n)/A ao correspondente nimero caracteristico de A — S(u)/A. Quando j = 0,
p — F° & o fibrado trivial sobre um ponto e A — S(u)/A ¢é o fibrado linha canoénico
sobre RP™~!, cujos ntimeros caracteristicos sdo explicitamente conhecidos. Manipulando
as equagoes acima mencionadas, com o auxilio de certas classes caracteristicas especiais
e com o conhecimento explicito dos ntimeros de \ — RP™!, obtém-se os limitantes para
o caso F' = F™ U {ponto}.

Com os casos F' = F™ e FF = F"U{ponto} estabelecidos, o proximo passo natural
¢ considerar o conjunto fixado como sendo F' = F™ U F7, com 0 < j < n. Nessa direcao,
para o caso j = 1, S. Kelton, em sua tese de doutorado orientada por R. Stong em 2001
e posteriormente publicada na revista Topology Appl. ([15] e [16]), analisou limitantes
para as dimensoes de variedades com involugao cujo conjunto de pontos fixos é da forma
F" URPJ. Essa ¢ uma linha de generalizagdao para o caso F' = F™ U {ponto}, uma vez

que o ponto ¢ igual a RPY. Entre os diversos resultados obtidos, S. Kelton mostrou que
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se (M™,T) fixa F" URP!, entao

m(n—1)+1, sen éimpar
m <
m(n—1)+2, sen épar.

O caso j = 2 foi estudado por F. Figueira em sua tese de doutorado (2004), sob a
orientagao de P. Pergher, e posteriormente publicado nas revistas Glasgow Math. J. ([11],
2008), Arch. Math. (|12], 2006) e Topology Appl. ([13], 2006). F. Figueira mostrou que o
limitante para esse caso ¢ m = m(n—2)+4 e ¢ o melhor possivel. Em sua tese, também foi
analisado o caso F' = F"U F™ ! cujo limitante é m = 2n = m(n — (n — 1)) +2(n — 1); tal
caso foi publicado na revista Geom. Dedicata ([14], 2006). O caso j = 3 foi estudado por
E. Barbaresco em sua tese de doutorado (2010), também sob a orientagao de P. Pergher.
O limitante para esse caso ¢ m = m(n — 3) + 6 e também é o melhor possivel.

Um dos objetivos desse trabalho é mostrar que m(n —4) 4 8 é um limitante para
0 caso j = 4, e isso sera feito no Capitulo 2. Assim como nos casos j = 2e j = 3, a
técnica utilizada para mostrar esse resultado é baseada naquela feita por R. Stong e P.
Pergher no caso F' = F™ U {ponto}. A diferenga crucial, reside no fato de que, enquanto
existe somente uma classe nao nula de bordismo estavel sobre o ponto, sobre variedades
bidimensionais e tridimensionais existem 7 e 15, respectivamente; e veremos que sobre
variedades 4-dimensionais, existem 511 classes nao nulas, o que dificulta bastante a anélise
do problema.

No Capitulo 3, trataremos casos de involuc¢oes que fixam muitas componentes.
Mais especificamente, mostraremos o seguinte resultado: seja (M™,T) uma involugao cujo
conjunto de pontos ﬁ}nfos tem uma das seguintes formas

(i) F = {ponto} U ( U F7), onde n > 3 é impar;

g=1
j impar
(i) F = F'uU (U F7), onde n > 2 & par;
§=0

j par
n

(i) F = F2U ( U F7), onde n > 3 é impar;
(iv) F:F3U(U F7), onde n > 4 & par.

J=0

j par
Suponhamos que o fibrado normal sobre cada componente fixada F? é nao bordante.

Entéao, se k é a codimensdo de F™ em M™, temos que k < 1 em (i), £k <2 em (ii), £ <3
em (iii) e £ <4 em (iv). Além disso, tais limitantes sdo os melhores possiveis.

E importante ressaltar que, comparando-se com os casos de uma ou duas
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componentes fixadas onde temos fontes padroes de exemplos, a dificuldade com mais
componentes estd na construcao de exemplos para detectar o quao proximos de serem
os melhores possiveis estao os limitantes encontrados; além disso, neste dltimo caso, os
calculos envolvendo ntimeros caracteristicos para encontrar limitantes requerem maior
sofisticacao. O ponto crucial deste capitulo sera entao a apresentacao de um método para
a construcao de involugoes maximais, o qual se constitui de uma combinacao de métodos
ja conhecidos com uma involucao especial, definida sobre os espacos totais de fibrados
projetivos associados as somas de Whitney de dois fibrados vetoriais.

Os resultados que consideramos serem os principais estao concentrados no
Capitulo 4, onde serdo apresentadas algumas melhorias para o 5/2-Teorema de J.

Boardman levando-se em conta o grau de decomponibilidade (decomposability degree) de

componentes de F = U F*. Especificamente, sejam w = (41,49, ...,1;) uma parti¢do nao
i=0
diadica de j, 2 < j < n, e s,(z1,22,...,2;) a menor polinomial simétrica sobre Zo,
com variaveis xy, s, ..., z; de grau um contendo o monoémio .zz:?av?z? Denotemos por
sw(F7) € H(F7,Zs) a classe de cohomologia correspondente a s, (1, xa, ..., ;). O grau de
decomponibilidade de F?, denotado por [(F7), ¢ o menor comprimento de uma parti¢ao nao
diddica w tal que s,(F7) # 0 (aqui, o comprimento de w = (iy, ig, ..., 4;) € t). O principal
resultado deste capitulo nos diz o seguinte: suponhamos que o conjunto de pontos fixos de
J
(M™,T) tem a forma F = (U F*)UF™ onde 2 < j < n < me F7 é ndo bordante. Entdo,

k=0
m < m(n—j)+2j+I(F7). Em adigdao, dada uma partigao nao diadica w = (iy, s, . . . , i)

de 7, 2 < j < n, nos desenvolveremos um método para construir involugoes (M™,T') com
F da forma F = (U FMYUFIUF™ onde m = m(n—j)+2j+t e s,[F7] # 0, para valores

k<j
especificos de n,j e w. Em alguns casos especiais, este método mostrara que o limitante

acima é o melhor possivel. Por exemplo, tal método nos fornece a seguinte melhoria do
5/2-Teorema de J. Boardman: se o conjunto de pontos fixos de (M™,T) tem a forma
F = U FJ com F™ ' e F™ ndo bordantes, entdo m < min{2n + I[(F"™1),2n + [(F™)};

=0
além disso, os limitantes m < 2n + [(F™') e m < 2n + [(F") sao separadamente os

melhores possiveis. Isso melhora um recente resultado de P. Pergher (|25]; a aparecer no
Israel J. Math) que estabelece que, se F™ nao borda, entao m < 2n+1(F"); e tal limitante
é o melhor possivel. Outra consequéncia: se conjunto fixado F' = U F7 de (M™,T) tem

§=0
n =2k, k> 3 e F" ! nao bordante, entdao m < 5k —2, e este limitante é o melhor possivel

(o 5/2-Teorema nos diz que m < 5k para este caso).
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Capitulo 1

Conceitos preliminares

1.1 Introducao

Nesse capitulo, reuniremos alguns fatos béasicos, ferramentas e resultados
presentes na literatura, os quais serao necessarios para o desenvolvimento dos capitulos
subsequentes. Incluiremos nesse particular, topicos basicos da teoria de bordismo
equivariante, conforme desenvolvida por Conner e Floyd em [8]. Admitiremos que o leitor
tenha nog¢oes de homologia, cohomologia, teoria de fibrados e classes de Stiefel- Whitney.

Quando mencionarmos variedades e aplicacoes entre variedades, ficara

subentendido que tais variedades e aplicacoes sao diferenciaveis de classe C'°.

1.2 Bordismo de variedades

Dada uma variedade n-dimensional M"™ compacta e com bordo, denotaremos por
OM™ o bordo de M™, o qual sabemos ser uma variedade (n — 1)-dimensional fechada, isto

é, compacta e sem bordo.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma variedade fechada n-dimensional M™ borda se existe
uma variedade compacta W"*! tal que OW"*! = M". Dizemos que duas variedades

fechadas M™ e V" sao cobordantes se a uniao disjunta M"™ LI V" borda.

Para cada n, a relacao de bordismo dada pela definicao acima é uma relagao de
equivaléncia no conjunto das variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos por [M"]
a classe de equivaléncia a qual M™ pertence, denominada a classe de bordismo de M™, e
por N,, o conjunto de tais classes.

Com a operagao [M™] + [V"] = [M™ U V"] (unido disjunta), N, tem estrutura de
grupo abeliano (onde todo elemento possui ordem 2). O elemento neutro é a classe de

bordismo [M"] = 0 das variedades que bordam.
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o0

A soma direta N, = @Nn possui estrutura de anel graduado comutativo com

unidade, conhecido como o a%ze% de bordismo nao orientado de Thom. O produto dos
elementos homogéneos [M"] e [V™] é dado por [M"] - [V™] = [M™ x V™| (produto
cartesiano). A unidade ¢é a classe de bordismo das variedades 0-dimensionais que sao
formadas por um ntimero impar de pontos.

Os elementos de N, podem ser manipulados através de certos invariantes
algébricos, os numeros de Stiefel-Whitney, mas, antes de defini-los, faremos algumas

consideracoes:

e Fixada uma variedade fechada M™, existe uma ftunica classe fundamental de
homologia médulo 2 em H,(M™,Zs), a qual denotamos por [M"|,. Portanto, para
qualquer classe de cohomologia v € H"(M™,7Zs), esta definido o indice de Kronecker
u[M"); € Z.

e Sejam 7 — M™ o fibrado tangente a M™ (eventualmente denotaremos 7 por T'(M™))
e W(M™) = 14w, +wy+- - -+w, aclasse de Stiefel- Whitney de M™. Assim, tomando

inteiros nao negativos rq,79,...,7,, com r; + 2ry + - - - + nr, = n, podemos formar

T1 T2, Tn

o mondmio (via produto cup) wi(7)™ - wy (7)™ -+ w, (7)™, 0 qual é uma classe de

cohomologia em H™(M™, Zs).

Observagao 1.2.1. Nos proximos capitulos, dada uma variedade fechada M™, denotaremos
a sua classe fundamental de homologia simplesmente por [M"], omitindo-se o nimero

subscrito 2.

Definicao 1.2.2. O inteiro mo6dulo 2,
wy (7)™ - wa(7)" - wn (7)™ [M]a,

ou resumidamente wi® - wy? - - - wln [M™]y, é chamado o nimero de Stiefel-Whitney (ou o

Tn
n

nuimero caracteristico) de M™ associado ao monoémio wi' - ws? - - - w

Dessa maneira, associada a uma variedade fechada M", existe uma colecao de
inteiros modulo 2 (ou seja, uma familia formada por 0’s e 1’s), obtida ao considerarmos
todos os possiveis monémios wi' - wy? - - - wim em H™(M™, Zs).

Dizemos que duas variedades fechadas, M"™ e V", possuem 0s mesmos niumeros
de Stiefel-Whitney se

1 T2 T ny  __ T1 r2 T n
wit - wy? - wt (Mg = wit - wg? - w [V,

n n

para todos os monoémios wi' - wy? - - - w/™ de dimensao n.
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A relacao entre os ntimeros acima e os elementos de N, é dada pelo seguinte

resultado:

Teorema 1.2.1. (Thom, [28]) Uma variedade fechada M™ borda se, e somente se, todos

os numeros de Stiefel-Whitney de M™ sao nulos.

Exemplo 1.2.1. Consideremos o espago real projetivo n-dimensional RP". Usando o
teorema acima, a estrutura multiplicativa do anel de cohomologia H*(RP",Z,) e o fato
de que W(RP") = (1 4+ )", onde a é o gerador de H'(RP",Z,), verifica-se que RP"

borda se, e somente se, n é impar.

Corolario 1.2.1. Duas variedades fechadas M™ e V™ sao cobordantes se, e somente se,

possuem os mesmos nimeros de Stiefel-Whitney.

Em outras palavras, um elemento de N, é completamente caracterizado pelos
numeros de Stiefel- Whitney de qualquer um de seus representantes.
A estrutura de N, foi completamente determinada por Thom em [28] e é dada

pelo seguinte

Teorema 1.2.2. N, € uma dlgebra polinomial graduada sobre Zo, com um gerador x, €
N, em cada dimension # 29 —1 (n > 0).

Para cada n par, Thom mostrou que uma possibilidade para x, é a classe de
bordismo do espago projetivo RP™. Posteriormente, Dold exibiu (em [10]) representantes
St x CP*

para os geradores nas dimensoes impares, a saber, variedades do tipo P(i, k) = ———

(chamadas variedades de Dold), com i e k apropriados e ~ sendo a identificagao

((.%’1,332, e axi-i-l)a [Zl,ZQ, RN ,Zk]) ~ ((—xl, —Xy ..., —$i+1), [21, 52, Ce ,Zk]),

onde Z denota o conjugado complexo de z. Geometricamente, isso significa que toda
variedade fechada (que nao borda) é cobordante a uma uniao disjunta de certos produtos

cartesianos envolvendo espagos reais projetivos pares e variedades de Dold.

1.3 Bordismo de aplicacoes

Fixemos um espago topolégico X. Uma wariedade singular em X é um par

(M™, f), constituido por uma variedade fechada M™ e uma fun¢ao continua f : M" — X.

Definigao 1.3.1. Dizemos que uma variedade singular (M™, f) borda se existem

uma variedade W™ compacta, com bordo W™T! = M" e uma funcdo continua
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F : Wt — X, com restri¢io F|y» = f. Dizemos que duas variedades singulares
em X, (M}, f1) e (M}, f2), sdo cobordantes se a unido disjunta (M7 LI MY, fi Ll f3) borda
(aqui, (fiU fo)lu, = fii=1,2).

A definicao acima estabelece uma relagdo de equivaléncia na colecao das
variedades singulares n-dimensionais em X. Denotamos por [M", f] a classe de bordismo
da variedade singular (M", f) em X e por N, (X) o conjunto de todas tais classes.

Com a operagao [M", f]+ [N", g| = [M™ U N™, f Ug| (unido disjunta), podemos
introduzir em N, (X) uma estrutura de grupo abeliano: o grupo de bordismo n-dimensional
nao orientado de X. A variedade singular (M", f) € N,(X), tal que M™ borda e f é

constante, ¢ um representante para o elemento neutro.
o0
O grupo N,(X) = @Nn(X ) possui uma estrutura de N,-modulo graduado

com a operacao N, X M(X)ﬂ./\/;(X), dada por [V™] - [M™, f] = [V™ x M™, g], onde
g(z,y) = f(x). Notemos que, se X = {ponto}, entao existe um isomorfismo natural de
N.-modulos, N, (X) = N,.

Podemos associar a uma variedade singular (M", f) em X certos nimeros modulo
2, de maneira a estender o que foi feito para os elementos de N,: para cada classe de
cohomologia h € H™(X,Z,) e cada parti¢ao iy + iy + - -+ + i, = n — m, temos o inteiro
modulo 2

Wiy (T) - wiy (7) -+~ wi, () f*(R)[M"]2

ou, resumidamente, w;, - wy, - - - w; f*(h)[M"]z. Tais ntmeros sdo denominados nimeros
de Whitney (ou nimeros caracteristicos) de f associados a classe de cohomologia h e se
reduzem aos numeros de Stiefel- Whitney usuais de M™ se colocarmos h = 1 € H°(X, Z,).

O teorema abaixo estabelece que os numeros de Whitney de f determinam a

classe de cobordismo de (M", f) quando impomos certas condigdes sobre X.

Teorema 1.3.1. (Conner-Floyd, [8]) Sejam X um CW-complexo finito em cada
dimensao e (M™, f) uma variedade singular em X. Entao, [M™, f] =0 em N,(X) se, e

somente se, todos os numeros de Whitney de f sao nulos.

Corolario 1.3.1. Seja X um CW-complexo finito em cada dimensao. Duas variedades

singulares sao cobordantes se, e somente se, possuem os mesmos niumeros de Whitney.

1.4 Bordismo de fibrados vetoriais

Sejam &% +— M™ e n* — V™ fibrados vetoriais k-dimensionais, cujas bases, M" e

V", sao variedades fechadas n-dimensionais.
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Defini¢ao 1.4.1. Dizemos que um fibrado vetorial &% — M™ borda se existe um fibrado

k-dimensional (¥ s W™ sendo W"*! uma variedade compacta, tal que OW"+! = M™

e Flym = &F.

Definicao 1.4.2. Dizemos que &¥ — M™ é cobordante a n* +— V" se existem uma
variedade W"*! compacta e um fibrado k-dimensional p* — Wn*! tais que oW+l =
MUV, ke 22 €8 e pFlyn =P,

A defini¢ao acima estabelece uma relagao de equivaléncia na cole¢ao dos fibrados
vetoriais k-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais. A classe de bordismo
de €% — M™ & denotada por [¢¥ — M"], ou simplesmente por [£¥]. A colegdo formada
por todas as tais classes torna-se um grupo abeliano através da unido disjunta (no qual

todo elemento tem ordem 2) e torna-se um N,-modulo através da operagao
[V - [€8 = M) = [p(€F) = V™ x M™],

onde p: V™ x M™ — M™ é a projegao na segunda coordenada e p*(£¥) denota o pullback
de &* através de p. A classe do elemento neutro [ +— M™] = 0 pode ser representada
pelos fibrados k-dimensionais triviais sobre variedades que bordam.

O N,-moédulo em questao nada mais é do que N, (BO(k)), onde BO(k) é o espago
classificante para fibrados vetoriais k-dimensionais. Com efeito, denotemos por p* =
E(O(k)) — BO(k) o fibrado universal. A identificagao nos dois sentidos é feita da seguinte
maneira: dado um fibrado &¥ — M™, escolhemos uma funcdo classificante f : M" —
BO(k) para £*. Isso determina a variedade singular (M", f) em BO(k). Reciprocamente,
dada uma variedade singular (M™, f) em BO(k), associamos & mesma o pullback f*(u*) —
M™. A associacao estabelecida é bem definida. Mais ainda, tal associacao preserva
a soma e a estrutura de N,-moédulos, além de ser uma bijecao. Dessa forma, o N,-
modulo de fibrados k-dimensionais pode ser visto como o NV,-modulo de bordismo singular
N.(BO(k)).

Agora, fixemos [€% +— M"] € N,,(BO(k)) e tomemos seu correspondente [M™, f].

Conforme visto anteriormente, o que determina [M", f] s@o os seus numeros de W hitney,
Wiy - Wiy =+ wirf*(h>[Mn]27

onde h € H™(BO(k),Z3) e iy +is + -+ + i, = n —m. Ocorre que H*(BO(k),Zs) ¢ a
algebra polinomial Zy[wy, ws, . .., wy], onde w; € H(BO(k),Zs), 1 < i < k, é a i-ésima
classe de Stiefel- Whitney do fibrado universal p* — BO(k). Assim, um mondémio bésico

h € H™(BO(k), Zs) pode ser escrito como h = wj, -wj, - - - wj,, onde j1 +jo+- - -+ js = m.
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. 4 3 * J—
Pela naturalidade das classes caracteristicas, f*(wj, - wj, ---w;,) = v;, - v;, - - - vj,, onde
_ k\ =~ < e sy k
v; = w;(£%) é a j-ésima classe caracteristica de £*. Segue que
* n
Wiy Wiy - wi, fH(R)[M" e = wiy - ws, - w;

.Ujl -’Uj2 ...Ujs[Mn]2

r

e, portanto, os nimeros de Whitney do fibrado vetorial £&¥ — M™ sdo dados por

n
Wiy - Wiy + Wi, - Vjy Vg e 05, [M o,
onde iy +ig+ -+ ip +j1+JaF o+ Js =N
Dessa maneira, um fibrado borda se, e somente se, todos os ntimeros descritos

acima se anulam.

Exemplo 1.4.1. Consideremos o fibrado linha canénico A' — S'. Temos v; = wy(\!) =
a, o gerador de H'(S',Z,) e, portanto, o nimero de Whitney w;(A')[S']y de A' ¢ nao

nulo. Segue que A\' ndao borda (embora S borde).

1.5 Bordismo de acoes de grupos

Seja G um grupo de Lie compacto. Cada par da forma (M", ¢) denotara uma
acao ¢ : G x M™ — M™ de G em uma variedade fechada M™. Lembremos que esté
subentendido que as variedades e aplicagoes entre variedades, em particular as a¢oes, sao

diferenciaveis de classe C°.

Definigao 1.5.1. Dizemos que uma agao (M", ¢) borda equivariantemente se existem uma
variedade W"*! compacta, com bordo OW"*! = M"™, e uma acao ® : Gx Wt — Wntl
com restrigdo ®|ym = ¢. Dizemos que duas agoes (M™, ¢) e (V™ 1)) sdo cobordantes se a
uniao disjunta (M™, ¢) U (V"™ ¢) = (M" U V", ¢ U1) borda.

A relacao de bordismo acima introduzida é uma relacao de equivaléncia. Nao
é dificil mostrar a reflexividade e a simetria, enquanto que a transitividade necessita do
Teorema do Colar Equivariante para garantir a suavidade da acao.

Denotamos por [M", ¢] a classe de bordismo de (M™, ¢), e por Z,(G) a colegao das
classes de bordismo das G-ag¢oes nas variedades fechadas n-dimensionais. Com a operac¢ao
de soma dada pela unido disjunta [M™, ¢] + [V, o] = [M™ U V™ ¢ U Y], Z,(G) é um
grupo abeliano, denominado grupo de G-bordismo irrestrito n-dimensional. O elemento
neutro é dado pela classe de bordismo [M",¢] = 0 das G-agdes (M",¢) que bordam
equivariantemente (por exemplo, tomemos M"™ uma variedade que bordae ¢ : GXx M™ —
M™ dada por ¢(g,x) = z).
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Podemos obter outros grupos de G-bordismo impondo restricoes as acoes
consideradas. Nessa linha, surge o grupo de G-bordismo principal n-dimensional, denotado
por N, (G), obtido ao impormos que todas as ag¢oes consideradas na relagao de bordismo

sao livres.

Existe uma estrutura de N,-modulo graduado em Z.(G) = @IH(G)
n=0

(analogamente em N, (G) = @Nn(G)), dada pela operagao
n=0
V7] - [M™, 0] = [V™ x M™, 4],

onde ¢ : G x (V™ x M"™) — V™ x M™ & definida por ¢(g, (v,m)) = (v,o(g,m)).
Verifica-se que [V™ x M™, 4] € T,,1,,(G) depende somente de [M", ¢] e de [V™], o que

determina a estrutura pretendida.

1.6 O grupo de Zs-bordismo principal

Particularizaremos as consideragoes anteriores para o caso em que G = Zy. Assim,
estaremos trabalhando com N, (Z3) (o grupo de Zy-bordismo principal), ou seja, o grupo
abeliano formado pelas classes de bordismo [M™, ¢|, onde M™ é uma variedade fechada e
¢ Lo x M™ — M™ é uma agao livre C*°. Observemos que tal acao é equivalente a uma
aplicacao T : M™ — M™ com T? = Id, ou seja, uma involucio. O fato de ¢ ser livre
significa que T nao tem pontos fixos. Usaremos a notacao [M™, T| € N,,[Zs] no lugar de
)

Consideremos, entao, uma involugao sem pontos fixos (M",T), onde M™ é uma
variedade fechada. Assim, o espaco de orbitas Tn ainda é uma variedade fechada n-

dimensional.

Definicao 1.6.1. Definimos o fibrado linha associado a T como sendo o fibrado A\ — ——,

T
M™ xR
(m,r) ~ (T(m), —r)

onde o espaco total de A é dado pelo espago quociente

Um exemplo ¢ o fibrado linha canénico N} — RP™, que é o fibrado linha associado
a involugao antipodal (S™, A).
Mn

A associagao [M"™,T] — [A = =] define um isomorfismo de N,-modulos

entre N,(Zz) e N,(BO(1)) (vide [8], p.71, 20.4).  Assim, podemos reconhecer
um elemento [M",T] através dos ntmeros de Whitney do elemento correspondente
[2=, f] € No(BO(1)). Lembremos que H*(BO(1),Zs) ¢ a algebra polinomial Zs[c], onde
¢ € HY(BO(1),Zs). Colocando-se f*(c) = c € H'(%4-,7Z,), tal elemento ¢ denominado a
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classe caracteristica da involugao (M™,T) e é, na realidade, a primeira classe de Whitney

do fibrado linha A — va associado a (M™,T') (as vezes, também chamada a classe de

Fuler da involugao livre).

Defini¢ao 1.6.2. Dada uma involu¢ao sem pontos fixos (M™,T'), definimos os nimeros

de involugao de (M™,T) como sendo os nimeros de Whitney do fibrado linha associado
n

"[2=]5, onde os w;,’s sdo

T

A= Rk Ou seja, tais numeros sao da forma w;, - w;, - - - w;,.c

. . n
classes tangenciais de [2].

Logo, [M™, T| = 0 em N,,(Z3) se, e somente se, todos os seus ntimeros de involugao

sao nulos. Temos, portanto, o seguinte resultado:

Teorema 1.6.1. Duas involugoes sem pontos fixos sao cobordantes se, e somente se,

possuem o0s mesmos nimeros de involu¢ao.

Serao de grande importancia para nés as involugoes sem pontos fixos dadas pelos
fibrados involugao, as quais descreveremos a seguir.

Consideremos &* +25 V" um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade
fechada V™, com grupo O(k) (grupo ortogonal), & > 1. Existe, entdo, o fibrado em esferas
associado, S(&%) +2 V™, com fibra S*~! e cujo espaco total S(€¥) ¢ uma variedade fechada
(n + k — 1)-dimensional. A aplicacio antipodal A : S¥~1 — S*¥~1 comuta com todos
os elementos de O(k). Portanto, podemos introduzir em S(&¥) uma involugao 7' bem
definida, sem pontos fixos, a qual restrita a cada fibra é a antipodal. Referimo-nos ao par
(S(€%),T) como sendo o fibrado involugdo associado a &,

Agora, consideremos o fibrado projetivo associado a é,;k’ dado por RP(&F) LN VA

S(€")

com projegao p, fibra RP*1 e espago total RP(£F) = 7 (notemos que esse espago

total também ¢é uma variedade de dimensao n+k—1); entdo, temos a classe caracteristica
c € HY(RP(&%),Zy) da involugio (S(£%),T). A estrutura de H*(RP(&¥),Zsy) ¢ fornecida

pelo seguinte resultado:

Teorema 1.6.2. (Leray-Hirsch, [21, p.202]) Sejam A um anel comutativo com
unidade e E v X um fibrado, onde X é um CW-complezo. Suponhamos que existem
elementos homogéneos oy, o, . .., o € H*(E,\) tais que, para cada x € X, o A-mddulo
H*(E,,\) seja livre com base {ji(a1),j (), ..., j55(a,)}, onde E, = p~'(z) € a fibra
sobre © e j, : E, — FE € a inclusao. Entao, o H*(X,\)-modulo H*(E,A) (via
p*: H*(X) — H*(E)) € livre com base {on, o, ..., . }.

Voltando a RP(*) +2s V™ notamos por construcio que se RP*1 < RP(&)
¢ uma fibra tipica, entdo o fibrado linha A\ — RP(£F) é tal que A|gpr1 — RPF1 ¢
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o fibrado linha canoénico usual. Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney, segue

que i*(c) = a € HY(RP*1 Zy) é o gerador, onde i : RP*1 — RP(£%) é a inclusao.

2 ak—l

Agora, H*(RP*"! Z,) é um Zy-moédulo livre com base 1,a,a?,. .., . Pelo teorema

acima, segue que H*(RP(£F),Zy) ¢ um H*(V™ Zs)-médulo livre graduado com base

2 k—1
Le e, .0, c" .

Sejam T(V") e T(RP(&¥)) os espacos totais dos respectivos fibrados tangentes.
Baseado no fato de que RP (&%) ¢ localmente um produto, temos que T(RP(£F)) & 7 &1,
onde 7, € o pullback p*(T'(V™)) e 12 é o fibrado dos vetores tangentes paralelos as fibras.

Denotemos por
W(TV")=1+w +ws+-+w, e WE)=14+vi+v2+ -+,

as respectivas classes de Stiefel-Whitney. Pela naturalidade, temos que
W) =1+ p*(w1) + p*(wa) + -+ + p"(wn).

A classe de 7 é dada pelo

Teorema 1.6.3. (Borel-Hirzebruch, [8])
W(n) = (1+¢)" + (1+0)'p"(v1) + (1 +0)*7p"(va) + - +p"(v).

Em particular, como 75 é um fibrado (k — 1)-dimensional, vale a relagao

Ck _i_ckflp*(Ul) +Ck72p*(v2> 4. +p*(Uk) = 0.

Juntando os fatos acima e omitindo-se, para simplificar a notagao, o simbolo p*

(daqui em diante omitiremos sempre p*), concluimos que

Corolario 1.6.1. A classe de Stiefel-Whitney do espaco total do fibrado projetivo

associado a £* € dada por

WRP(ER)) = (1 +wy +wy 4+ +w)[(T+ )+ (1 +e) o+ (1 4+ ) vy + - + o).

1.7 Sequéncia exata de Conner e Floyd

Seja (M™,T) uma involugao suave em uma variedade fechada n-dimensional M™.

Conforme mencionamos na Introducao, o conjunto de pontos fixos F' de T" é uma uniao

n
disjunta e finita de subvariedades fechadas de M™, que pode ser escrita como F = U F*,
i=0
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onde cada F*® é a unido (eventualmente vazia) das componentes i-dimensionais de F.
n

O fibrado normal de F' em M", n w+— F = U(n”’i + F"), é chamado o fived-data da
=0
involugao (M"™,T). A notagao F" diz respeito as componentes de M™ restrita as quais T’

¢ a identidade. Dessa forma, n° — F™ é o fibrado 0-dimensional.

Exemplo 1.7.1. Para qualquer variedade fechada M", o fibrado tangente 7(M™) — M"

pode ser realizado como um fized-data. De fato, a involugao
twist : M™ x M™ — M™ x M",  twist(x,y) = (y,x),

tem como conjunto de pontos fixos a diagonal A = {(z,z);2 € M"}, ou seja, uma copia
de M™. O fibrado normal de A, no produto cartesiano M™ x M™, é equivalente ao fibrado
tangente 7(M™) — M™.

Como vimos na secao anterior, o que caracteriza a classe de bordismo de uma
involugdo sem pontos fixos (M™,T) em N, (Zy) sao os seus nimeros de involugao. No
entanto, nao existe, a priori, um tal critério para involugoes (M™,T) com Fr # (.
A sequéncia exata de Conner e Floyd de [8] contorna tal ponto; na realidade, tal
sequéncia estabelece quando duas involugoes sao cobordantes e, adicionalmente, quando
um determinado fibrado pode ser caracterizado como o fized-data de alguma involugao.

De acordo com as notagoes utilizadas nas segbes anteriores, sejam Z,(Zy) o
grupo de bordismo irrestrito de variedades n-dimensionais com involugao e N,,(BO(k)) o
grupo de bordismo de fibrados k-dimensionais sobre variedades n-dimensionais. Logo, no
contexto acima, (M",T) representa uma classe em Z,(Z,), enquanto que cada "~ s F*
representa uma classe em N;(BO(n — 1)), 0 < i < n.

Consideremos o Zy-modulo

e as seguintes aplicagoes:

e j*:71,(Zy) — M,, dada por

FMTY) = 3l s

onde U(n”_i — F') ¢ o fized-data da involugio (M™,T);
i=0
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e 0: M, — N,_1(BO(1)), que associa a cada elemento

n

= F] =) [0~ FleM,

=0

o elemento

i
L

A= RP(M)] =) [y = RP(™)] € Nt (BO(1)),

7

I
)

onde An-i +— RP(n""") é o fibrado linha associado a involugdo antipodal nas
fibras de n™~*. Para o caso em que i = n, 0 : N,(BO(0)) — N,_1(BO(1)) &

0 homomorfismo nulo.

Além de verificar que tais aplicagoes estao bem definidas, Conner e Floyd
mostraram que j* e d sdo homomorfismos de N,-moédulos e compoem uma sequéncia

exata curta.

Teorema 1.7.1. (Sequéncia de Conner e Floyd, [8]) Para cada n, a sequéncia de
Zo-modulos

0 — To(Zs) 25 M, —25 N,,_1(BO(1)) — 0

€ exata.

Observagao 1.7.1. Z,(Zy) é uma N,-algebra comutativa com unidade, com o produto
dado por [M™,T]-[V™ S] = [M"™ x V"™ T x S] (produto cartesiano). A soma direta
M, = @Mn também possui uma estrutura de N,-algebra comutativa com unidade;

n=0

especificamente, dados [nf — M| e [n} — M3"], definimos o produto
[ = MYl = M3 = [y < my " M < MG,

com 7¥ x n} denotando o produto cartesiano (também chamado a soma de Whitney
externa) dos fibrados vetoriais nf e nb. Com tais estruturas, j* : Z,(Zy) — M, &

um homomorfismo de N,-algebras (vide [8]).

As observagoes a seguir sao algumas consequéncias do Teorema 1.7.1.
Observagao 1.7.2. Se (M™,T) é uma involu¢ao sem pontos fixos, entdo [M",T] = 0 em
Z.(Zy), pois j*([M™,T]) = 0. Notemos que, se (M™,T) é uma involugao cujo conjunto de
pontos fixos é uma variedade F" de mesma dimensao, entao F™ é a uniao das componentes

conexas de M"™ em que T atua como a identidade. Além disso, em M"™ — F", T atua sem
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pontos fixos. Logo,
(M™,T| =[F",T|+ [M" — F",T| = [F", Id|

em Z,(Zs).

Observagao 1.7.3. Seja (M™,T) uma involugao com conjunto de pontos fixos F' = U F°.
i=0
Se F' nao borda (ou seja, se pelo menos uma das componentes F* # () é nao bordante, 1 <

i < n), entdo (M",T) nao borda equivariantemente, pois j*([M",T]) é necessariamente

nao nulo.

Observagao 1.7.4. Nao existe involugao (M™,T) em uma variedade fechada M", com
n > 1, fixando exatamente um ponto. De fato, se existisse tal involucao, teriamos
J*((M™,T]) = [nR — {ponto}]. Notemos que o fibrado linha, A — RP(nR), ¢ o
fibrado linha canonico A! — RP""!. Logo, teriamos 9(j*([M™,T])) = [\! = RP"'| £ 0
(conforme vimos no Exemplo 1.4.1), o que contraria a exatidao da sequéncia de Conner
e Floyd.

A classe de bordismo de uma involu¢ao é determinada, via o monomorfismo j*,

pela classe de bordismo do seu fized-data:

Corolario 1.7.1. Duas involugées (M™,T) e (V™,S) sao cobordantes se, e somente se, o0s
seus fized-data n — Fr en +— Fg sao cobordantes. Em outras palavras, duas involugoes
(M™,T) e (V",S) sao cobordantes se, e somente se, seus fized-data possuem os mesmos

numeros caracteristicos.

Consideremos um fibrado qualquer n — F = U(n”_i — F). Se [~ F]l € M,
i=0
esta no nucleo de 0, entdo [n] = j*([M™, T)]), para alguma involugao (M™,T). Em outras

palavras, se d([n]) = 0, entdao 7 é cobordante a um fibrado que pode ser realizado como
um fized-data. Na realidade, a prova do Teorema 1.7.1 nos diz algo mais forte: o préprio
1 pode ser realizado como o fized-data de uma involucao. Em particular, vemos que “um

fibrado cobordante a um fived-data também é um fixed-data’. Dessa forma, obtemos o

Corolario 1.7.2. Um fibrado n+— F = U(n”_i — F") € um fired-data se, e somente se,

i=0
d([n]) = 0. Equivalentemente, n +— F' é um fized-data se, e somente se, todos os nimeros
n—1
caracteristicos do fibrado linha A — RP(n) = U()WH — RP(n™™")) sdo nulos.
i=0

Observagao 1.7.5. Seja n — F = U(n”_i — F') um fibrado bordante (ou seja, cada
i=0
n"~" + F' borda). Entao, d([n]) = 0 e, portanto, existe uma involugao (M",T) cujo
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fized-data é n — F (nesse caso, (M™,T) borda equivariantemente).

Observagio 1.7.6. Seja n+— F = (""" — F*)U (n"7 — F7) um fized-data.

(a) Se "' — F* é um fized-data, entdao n" 7 +— FJ também o é, pois
0=0([n) =a([n"™" = F') + ("~ = F']) = 9([n"~ = F7)).

(b) Se (n"* — F')U (nR — {ponto}) é um fized-data, entdao (n"~7 — FI)U (nR —

{ponto}) também é um fized-data. De fato, notemos que
(" FH "7 = FI) = [ F'+[nR — {ponto}]+[n"~7 + F/|+[nR — {ponto}].

Logo,

o
I

o([n) = o(n"~" = F']+ [nR — {ponto}]) + O([n"~7 > F'] + [nR > {ponto}]) =
= 0([n"7 + F’] + [nR — {ponto}).

O Corolario 1.7.1 nos diz que, embora (M",T) ndo possua nameros
caracteristicos, a classe de (M"™,T) em Z,(Z,) ¢ indiretamente determinada por nimeros
caracteristicos, a saber, os ntiimeros de n +— Frp.

Também, temos um um critério bem definido para avaliar se um determinado
fibrado n — F' é ou nao o fized-data de alguma involugao: o elemento d([n]) = [S(n), T
pertence a NV,,_1(Zz) e, conforme vimos, a classe de (S(n),T) em N,,_1(Zs) é determinada
pelos nimeros de Whitney da correspondente classe do fibrado linha A\ — @ =RP(n)
em N,_1(BO(1)); portanto, n é um fized-data se, e somente se, todos os numeros de
Whitney de A — RP(n) forem nulos. Pela observacao 1.7.4, segue que o fibrado trivial
sobre o ponto nao pode ser um fized-data. Em particular (e de grande importancia para

nos), temos o seguinte resultado:

Teorema 1.7.2. Seja (M™,T) uma involugao tal que F € da forma F? U F?P, j <p <mn.
Sejam 0" — FV e p" P — FP os fibrados normais sobre F7 e FP, respectivamente.
Entao, os fibrados linha usuais A\ — RP(n"77) e X +— RP(u""P) possuem os mesmos

numeros de Whitney.
Os teoremas a seguir também sao consequéncias dos fatos acima.

Teorema 1.7.3. Seja (M™,T) uma involugao com fized-data n— F = (n — F1)U(ny —
Fy). Sem — Fy é cobordante a um certo fibrado p — G, entdo existe uma involugdo
(W™ T") cobordante a (M™,T) e cujo fired-data é (u— G) U (o — F3).
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Prova: Temos

A([p] + [m2]) = O[] + [m] + [m] + [m2]) = O([m] + [m2]) = 0.

Portanto, existe uma involugao (W™, T") com fized-data p1Un,. Como pUny é cobordante
a m Ung, temos que (W™, T") é cobordante a (M",T).
O

Teorema 1.7.4. Se o fizred-data de (M™,T) én w— F = (m — Fi)U (ne — F,) e
m +— Fy borda, entdo existe uma involugao (W™, T") cobordante a (M"™,T) cujo fized-data
€ Ny — F;.

O fato a seguir serda de grande interesse para nos. Gragas a ele, podemos supor
que, dada uma involugao (M™,T'), a parte i-dimensional de seu conjunto de pontos fixos,
0 <1t < n, é conexa.

Teorema 1.7.5. Seja (M™,T) uma involu¢ao com fived-data n — F = U(n”_i — FY).
i=0

Entao, (M™,T) € cobordante a uma involugao (W™ T"), cujo fized-data p — G =

U(u”’i > G") € tal que cada G* ¢ conexa, 0 < i < n.

i=0

O teorema acima decorre das seguintes consideracoes: sejam £ +— V" e 0" — W™
fibrados vetoriais r-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais. Consideremos
a soma conexa WD Vi D

n __ U n __
Wnﬁvn _ ( 1) ( 2)’

~J

onde Dy e Dy denotam discos abertos n-dimensionais em torno de pontos pré-escolhidos,
peEW"eqe V" e~ ¢a relagao que identifica os bordos d(D;) = 9(Dy) = S! através
de um difeomorfismo C*®. E conhecido o fato de que essa soma é cobordante & uniéo
disjunta W™ LI V™.

Como £"|gp, € 0" |ap, sao fibrados triviais, a constru¢ao W™tV ™ pode ser estendida
aos fibrados; temos, entao, a soma conexa dos fibrados £ e 0", 740" — W™V™ a qual
¢ um fibrado r-dimensional sobre a variedade fechada W"4V". Também é conhecido
o fato de que o cobordismo entre W"™tV™ e W™ LU V" se estende aos fibrados, ou seja,
40" — WmV™ é cobordante a (§" — V™)L (07 — W™).

Voltando & justificativa do Teorema 1.7.5, como a involugao (M™,T) tem fized-

data n — F = U(n"‘i + F"), podemos aplicar o argumento acima iteradamente as
i=0
componentes de ', trocando cada F* por uma G* conexa através do Teorema 1.7.3.
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1.8 O Principio Splitting

Em geral, um fibrado vetorial r-dimensional sobre uma variedade fechada n-
dimensional, " — V™ nao necessariamente se decompoe em uma soma de Whitney
de fibrados unidimensionais, A\ & Ay @ --- B A\, — V™. Se isso ocorresse, a classe de

Stiefel-Whitney W(n") =14 vy + vg + - - - + v, se decomporia em fatores lineares

T

W(n") = HW()\Z) = H(l + v1(A)).
i=1 i=1
No entanto, em argumentos que se baseiam em classes caracteristicas e niimeros
de Stiefel-Whitney temos, em geral, que a classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado
vetorial pode ser expressa em fatores lineares. Isso decorre do seguinte resultado (]21,
Secao 5|): dado qualquer fibrado n" — V", existe uma variedade fechada W e uma fungao
f: W — V" tal que o pullback f*(n") — W se decompoe em A @ "' +— W, onde \ é
um fibrado unidimensional; adicionalmente, a induzida em cohomologia f*: H*(V") —
H*(W™) ¢ um monomorfismo. Iterando o resultado acima com p"~' — W no lugar de

n" — V™ (e, assim, sucessivamente), e levando-se em conta que:
e 0 pullback das somas de Whitney é a soma de Whitney dos pullbacks,
e o pullback (go f)*(n) é igual a f*(g*(n)) e
e a composta de monomorfismos ¢ um monomorfismo,

concluimos o seguinte

Teorema 1.8.1. (Principio Splitting) Seja n™ — V™ um fibrado vetorial r-dimensional
sobre uma variedade fechada n-dimensional V™. FEntao, existem uma variedade fechada

W e uma funcao f : W — V™ tais que:

(i) o pullback f*(n") +— W se decompoe em uma soma de Whitney de fibrados
unidimensionais, Ay @ Ao B - D\, — W;

(ii) f*: H*(V",Zy) — H*(W,Zy) € um monomorfismo.

Como consequéncia e pela naturalidade, temos que

WAhdXNd - dN) =1+z)(1+ze) - (14+z)=f1+vi+va+ - +0v,)=
=14 (1) + [ (v2) + -+ + f7(vr),

onde v; € HY(V",Zs) é a i-¢sima classe de 0" e x; € H'(W,Zy) é a primeira (e tnica)
classe de \;, 1 <17 <.
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Como f* é um homomorfismo de anéis, em argumentos utilizando classes
caracteristicas e numeros de Stiefel-Whitney (que envolvem monoémios nas classes
caracteristicas), o objeto 1 + v; + ve + -+ + v, € H*(V™ Zy) pode ser substituido
pelo objeto 1+ f(vr) + f*(v3) + - + f*(v,) € FH(H(V", Zs)), sendo f*(H*(V",Z,))
uma coOpia isomorfa (como anel) a H*(V™ Zs) dentro de H*(W,Z,); o elemento
L+ f*(v1) + f*(ve) + -+ - + f*(v,) se fatora em termos lineares, conforme acima.

Ao utilizarmos o Principio Splitting, por abuso de notagao, escrevemos
‘W) =1l4+v+v+-+v,=1+z)1+x2) - (1 +2,)",

sem mencionarmos a variedade W e os fibrados unidimensionais \; — W (embora,
T

rigorosamente, 1+ f*(v1) + f*(v2) + -+ + f*(v,) = H(l + ;).
i=1
Por exemplo, seja & +— V™ um fibrado k-dimensional sobre uma variedade

fechada n-dimensional V", com W(V") = 1 + w; + wy + -+ + w, e W(EF) =
14+vi+vy+ - -+ v, Vimos que
k
W(RP(EF) = (L4 wi 4w+ -+ w,) ) _(1+ ) vy).

J=0

Suponhamos que W (V") e W(&¥) se fatoram, através do Principio Splitting, como
WET) =0 +a)(l+z)(I+w) e WE)=0+y)0+y) 1+

Entao, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.8.2. A forma fatorada de W (RP(¢¥)) ¢

W(RPEN) = A +a)A+a2) - 1+z)A+c+y) A 4+c+y)-- (1+c+ yp).

1.9 O limitante m(n) de Stong e Pergher

Na Introdugao desse trabalho, comentamos que, para cadan € N, Stong e Pergher
construiram em [26] uma involugao (M, T") onde a dimensao de M é um especifico nimero
natural m(n) > n e o conjunto de pontos fixos é da forma F™ U {ponto}; além disso,
esse valor ¢ o maximal nessas condi¢oes. Em outras palavras, se existe uma involucao
(N",T) com conjunto de pontos fixos da forma F™ U {ponto}, entao r < m(n). A seguir,

detalharemos m(n).
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Escreva n = 2Pq, onde p > 0 e ¢ > 1, com ¢ impar. Entao,

(n) 2n+p+1—gq, se q>p,
m(n) =
2n 4 2P74, se q <p.

Notemos, em particular, que:

(i) se n é impar, entao n = 2% (¢ > 1) e temos
mn)=2n+1—-q¢=2¢q+1—qg=q+1=n+1,

que é o resultado de Royster ([27]);

(ii) se n = 2¢q, com ¢ impar, entao

3
m(n)=2n+1+1—q:4q+2—q:3q+2:§n+2.

Esse valor melhora o resultado de Pergher de [22], que mostra que o limitante maximal ¢
—n + 3, nesse caso;

2
(iii) se n = 2P, p > 1, entao

5
5=32 se p=1,
m(n) = ) 1 B B 5 5
2n + 2P79 = 2Pt 4 2P~ = 2P (4—}-1):52”:—71, se p> 1.

2
Em outras palavras, se n = 2P, com p > 1, os exemplos (Mm(”),T) de Stong e Pergher
atingem o limite —n de Boardman.
A seguir, enunciaremos o teorema de Stong e Pergher na forma em que o mesmo

aparece em [26] (a qual é mais adequada em alguns contextos).

Teorema 1.9.1. Seja (M™,T) uma involugao suave sobre uma variedade fechada, tal que
0 seu conjunto de pontos fizos tem a forma F' = F"U{ponto}, sendo F" uma subvariedade

n-dimensional fechada, 0 <n <m. Sen =2P(2q+ 1), entao m < m(n), onde

) (2P —1)(2¢+ 1) +p+1, se p<2q+2,
m(n) =
(2v+1 — 2p=(a+1))(2g + 1) 4+ 20~ Ca+D (2 + 2), se p > 2¢+ 1.

Adicionalmente, existe uma involugio (M™™ | T), para cada n, com conjunto firado da

forma F™ U {ponto}.
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1.10 A formula de Conner

Seja n* — F™ um fibrado vetorial k-dimensional (k > 1) sobre uma variedade

n-dimensional fechada e conexa F". Denotemos por
W) =1+v +vg+--- 4y

a classe de Stiefel-Whitney de n*. Pelo Teorema de Leray-Hirsch (1.6.2), temos que
H*(RP(n*),Zsy) ¢ um H*(F", Z,)-médulo livre e graduado, gerado por {1,¢,c?, ..., c* 1},
satisfazendo a relaciao c* = v1cF ™1 +vyc* "2+ .. +v;,. Em particular, se a,, € H"(F", Zy) e
ancf=t =0, entdo a, = 0. Assim, como H"(F",Zy) e H""*=Y{(RP(n"*), Zs) sao isomorfos
a Zsg, vale a igualdade

an[F")y = an RP(),.

Se as € H*(F",Zs), com n < s < n+k— 1, entdo a,c"™*175[RP(nk)], = 0, ja
que ags = 0.

Agora, calculemos a,c"™*17*[RP(n*)], no caso em que 0 < s < n. Denotemos
por ¥; € HY(F",Zs) o termo homogéneo de grau i do inverso multiplicativo de W (n*) em
H*(F", Zs),
=140+ + T

Vejamos mais precisamente o que significa ;.

Seja X um espaco topologico. A colecao de todos os elementos da forma
v=14v+v+uv3+---+v,€ H(X),s > 1,

onde v; € HY(X) e o termo de grau zero ¢ 1 € H°(X), é um grupo comutativo com a
operacao dada pelo produto cup. Dado um elemento v =14 v + vy +v3+ - -+ v, 0 S€U

inverso (ou dual)

1
;:?7:14‘@1—{—’524-@34—”‘,

caracterizado pela relagdo vo = 1 € H*(X), pode ser construido indutivamente pelo

algoritmo
n
Vg = 1 e Uy = E ViUp—;-
i=1

Pela construcao de 9; e utilizando-se a relacio c& = v;cF™! + voc¥ 2 4 -+ + vy
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iteradamente, verifica-se que, para cada j > 1,
k-1
irk—1 _ = k-1 k—1—t
I =g E bjsic :

=1
para certos bjy; € HITY(F", Zy). Em particular,
k-1

ascn+kflfs = a, (@nscn+kls 4 § bns+tck1t) — G/s’ljn,sckil
=1

pois asby_syy € H"WH(EF™, Zy) = 0, para t > 1. Desse modo, conclui-se que, para cada
0<s<n,
as, " TFISRP(M)]e = s o[FM)s.

A féormula acima é conhecida como a Fdrmula de Conner (vide [6]).

1.11 A classe de Wu

Para definirmos a classe de Wu, serao necessarias algumas propriedades das
operacoes cohomolégicas Sq’, conhecidas como quadrados de Steenrod. Tais operacoes
sao certos homomorfismos aditivos Sq' : H"(X, Zy) — H""(X,Z,), os quais satisfazem

as seguintes propriedades:

(1) (Naturalidade) Se f : X — Y ¢é qualquer aplicagdo continua entre espagos
topolégicos, entao

(2) Se a € H'(X,Zs,), entao Sq°(a) = a, Sq"(a) = a® e Sq'(a) = 0, para cada i > n.

(3) (Formula de Cartan) Se a e b sdo elementos homogéneos de H*(X,Z,), entao vale

a identidade A
Sq'(ab) =Y Sq’(a)Sq" (b).
§=0

Temos ainda a operacao quadrado total, dada por
Sq(a) =a+ Sq¢*(a) + S¢*(a) + - - + Sq™(a), onde a € H"(X,Z,).
Em relacgao as classes caracteristicas de um fibrado vetorial, temos o

Teorema 1.11.1. (Férmula de Wu) Se nt — X ¢ um fibrado vetorial sobre um espago
X paracompacto e W(n*) = 1+ wy + -+ + wy, denota a classe de Stiefel-Whitney de 1",
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entao .
. <j—i—1+t

Sq'(w;) = ; > Wit Wjtt,

t=0

para v < j.

O seguinte fato ¢ verdadeiro (para maiores detalhes, vide [19]): se M™ ¢ uma
variedade n-dimensional conexa e fechada, entao existe uma, e somente uma, classe de

cohomologia v, € HX(M™ Zy), 0 < k < n, tal que
ver = Sq" (),
para qualquer x € H"*(M", Z,). Tal classe ¢ chamada a k-ésima classe de Wu de M™ e
V=14+v4+v++uv,

é a classe de Wu de M™. Observemos que, pela caracterizagao de V' e pela propriedade

(2) anterior, temos que vy = 0, se k > n — k. Entao, efetivamente, V' assume a forma
V= 1+U1+Ug+"'+’0[n/2},

n
onde [n/2] denota o maior inteiro < 7"
A classe de Wu de M™ se relaciona com a classe de Stiefel-Whitney de M™ através

do seguinte resultado:

Teorema 1.11.2. (Wu) Se W(M™) =14+ w; +ws+ -+ w, e V(M") =14 v + vy +

© 4 9 denotam, respectivamente, as classes de Stiefel-Whitney e de Wu de M", entao
Sq(V(M™)) = W(M").
Por exemplo,

l+w +we+--+w, =WM")=S¢1l+vi+va+--)=
=1+v; +v?+ vy + Sq'(v2) + v3 + termos com grau > 3 =

=1+v+ Uf + vy + VU9 + v% + termos com grau > 3.

Dai, v; = wy, vy = v? + wy = W? + wo e, assim, sucessivamente. Ou seja, cada v;, pode

ser explicita e recursivamente calculada em termos dos w;’s.
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1.12 Funcoes simétricas

Consideremos o anel polinomial F = Zs[ty,ta,...,t,], onde ty,ts,..., 1, s@o

variaveis de grau 1.

Definigao 1.12.1. Dizemos que um polindémio p(ty,ts,...,t,) € F é uma fun¢do

simétrica se

p(t17t27 cee atn) = p(ta(l)a t0(2)a s 7t0'(n)>a
para toda permutagao o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

A colecao C, formada por todas as fungoes simétricas, é um subanel de F.

Consideremos o polinémio
(T+t)(1+ty)---(1+t,) €C.
Tal polinémio contém termos de grau r, onde 0 < r < n. Podemos, entao, escrever
(I+t)(1+t)---1+t,) =140 +02+ -+ 0,

onde cada 0; € C é a soma de todos os monomios de grau i e é chamada a i-ésima
funcao simétrica elementar. Sabe-se que C é também um anel polinomial nos n geradores

independentes oy, 09, . .., 0y, isto é, C = Zs|o1, 03, ..., 0,]. Notemos que

01:t1+t2—|—"'+tn

09 = Ztitj,

1<j

g;, = Z tjltjz"'tjz"

J1<j2<...<j;

e, em geral,

Em particular,

Op = tltgtn

Sejam m > 0 um namero natural arbitrario e C,, o grupo aditivo formado por

todas as fungbes simétricas de grau m. Consideremos o conjunto £ = {(i1,42,...,%,)},
formado por todas as partigdes (i1,72,...,4,) de m, com 1 < iy < n, 1 <t <r. Cada
(11,19, ..,1,) € L da origem a fungao simétrica o;, - 0y, - - - 0;,. Decorre do fato acima que

uma base para o grupo aditivo C,, é, portanto,

{O'Z'1 “ Oy 04,5 (il,ig, R ,i,«) < L}
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Serao de suma importancia para noés algumas funcoes simétricas especiais, as
quais descrevemos a seguir.

Fixemos um natural k e seja w uma partigao (iy, is, . .., %) de k tal que 1 < i; < n,
para 1 <t < r. Entao, cada tal w da origem a uma funcao simétrica de grau k, denotada

por S, e descrita por

_ i1 i .
Sw = Z Z tjo'(l)tjo'(Q) e 'tjg(r)'

J1<i2<...<ir OES,
1<j;<n

Assim, S,, pode ser expressa em termos das funcoes simétricas elementares oy, 09, ..., 0,
e, em especial, se k < n, S,, pode ser expressa em termos de o1, 09,...,0,. Mais ainda,
se k < n, é conhecido o fato que a expressao de S, como polinomial em termos de
01,09,...,0, nao depende de n. Por exemplo, se n > 2, entdo S()(01,02) = o? e
San(o1,00) = 095 se n > 3, entdo S(3)(01,09,03) = 0} + 0109 + 03, S(1,2)(01,02,03) =
0109 + 03 ¢ Sai1)(01,02,03) = o035 se n > 4, entdo Suy(o1,02,03,04) = of,
5(1,3)(01702,03704) = U%@ + 0103, 5(2,2)(01702,03704) = 037 5(1,1,2)(01702703704) = 0103
(§ 5(1717171)(0'1,0'2,0'3,0'4) = 04 (Vide [19])

O Principio Splitting, detalhado na Secao 1.8, nos permite estabelecer uma
conexao entre funcoes simétricas e classes caracteristicas. De fato, se n" +— V" é um

fibrado vetorial r-dimensional sobre uma variedade n-dimensional fechada e se
W) =14+uv+uve+- -+,

¢ a sua classe de Stiefel-Whitney, entado o Principio Splitting nos diz que W (n") pode ser

considerada na forma fatorada
W) =1+v+v+- -+, = (1+a)(1+a9)- (1+,).

Em particular, cada v;, 1 < i < r, é a fungao simétrica elementar o;(z1,xs,...,2;)
(rigorosamente, f*(v;) = o;(z1,x9,...,x,), onde f* é o monomorfismo em cohomologia
do Principio Splitting; aqui também o grau algébrico é dado pelo grau cohomolégico).

Dessa forma e em sentido contrario, dada qualquer funcao simétrica
p(tl,tg,...,tr) eCC F,

sabemos que p(ty, ta,...,t.) é uma polinomial nas fungdes simétricas elementares
01,09, . ..,0., digamos, q(o1,09,...,0,). Portanto, p(t1, s, ..., t.) da origem a polinomial

nas classes caracteristicas ¢(oq,09,...,0,). Por exemplo, se p(ti,ts,...,t.) é um
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polinémio simétrico e homogéneo de grau n, entao p(ty,ts,...,t,) = q(o1,09,...,0,) =
q(v1,vg,...,v,) € uma soma de mondémios nos v;’s, cada qual tendo grau n; em particular,
se 7" —= V™ é o fibrado tangente a V", cada tal monomio da origem a um nimero de
Stiefel-Whitney de V™. Portanto, se V" e M" sao variedades fechadas n-dimensionais

cobordantes, faz sentido a identidade
p(t1,tay . 1) [V = p(tr, ta, . .., t)[M"]2,
0 que, rigorosamente, significa dizer que
q(wi(V"), we(V"), . wa (V7)) [V = q(wi(M™), we(M"), ..., w, (M™))[M"].

Particularmente, se I = (i1, 42, ...,%,) ¢ uma partigdo de n, entdo S;[V"]|s ¢ uma
soma de numeros de Stiefel-Whitney de V" e, portanto, um invariante de cobordismo.

Por exemplo, Sq 2)[M?]s = (wiws + w;)[M?]; é um invariante de cobordismo de M?.

1.13 Teorema de Lucas

Em computagoes envolvendo ntimeros caracteristicos, ¢ de grande importancia

técnica determinar a paridade de coeficientes binomiais . Nesse conexto, o Teorema

a
b

de Lucas, o qual descreveremos a seguir, ¢ muito util.

Definicao 1.13.1. Seja p um numero natural primo. Dado um nidmero natural n,

definimos a expansao p-ddica de n como sendo
n=ngng_1...naMing = P’ + g1 p" Tt 4o+ ngp® + nap + ng (0 <n; <p).
Observagao 1.13.1. Quando p = 2, temos a ezxpansio diddica (2-a4dica) de n dada por
n = NpNp_1 ... Nomng = 2" +np_ 1287 o 22 402 40 (0 < ny < 2),

que ¢é equivalente a representar n na base 2 (forma binéria). Como cada n; é igual a 0 ou

a 1, temos que n é dado por uma soma de poténcias distintas de 2.

Teorema 1.13.1. (Teorema de Lucas, [18]) Seja p um nimero primo e tomemos r

e ¢ com expansoes p-ddicas:

P =TT - Torire = Tt e PP A g - ript g (0<r <p),
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€= CpChi ... 020100 = pp’ + P+t ep’ +ap' +eo (0< ¢ <p).

(= ) (o

. r
convencionando-se que ( ) = O, sec>r.
c

Entao,

Em nossas computagoes envolvendo niimeros caracteristicos, sera de fundamental

importancia o seguinte

Corolario 1.13.1. Consideremos r e ¢ com expansoes diddicas:
=2 e 2 22 2ty e

c=c2" 12 02 2t + co, Ti,¢; =0 oul.

Sejam R ={i;r; =1} e C = {i;¢; = 1}. Entao,
<T> =1 (mod 2) se, e somente se, C C R.
c

Prova: Basta aplicar o Teorema de Lucas, observando-se que

@ N ((1)) G) =1(mod2) e ((1)) =0 (mod 2).
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Capitulo 2

Involugdes fixando F™ U F*

2.1 Introducao

O objetivo desse capitulo é mostrar o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja (M™,T) uma involugio com fized-data (u— F™)U(n — F*), onde
n € impar. Se o fibrado normal sobre F*, n — F*, é nao bordante, entio m < m(n—4)+8.
Além disso, esse limitante é o melhor possivel. Se n € par, o resultado também € vdlido

para quase toda classe nao nula de fibrados a qual 1 pertence.

Observagao 2.1.1. A expressao “é valido para quase toda classe nao nula de fibrados” sera

tornada precisa mais adiante (Proposigao 2.4.2).

Observagao 2.1.2. Lembremos que m(n) é o limitante de Stong e Pergher, definido na
Secao 1.9.

Observacao 2.1.3. Iremos considerar F™ e F* conexos, devido ao Teorema 1.7.5. Além
disso, podemos supor n > 5, j4 que n = 5 é um caso particular de F' = F" U F"~ 1,
estudado em [14].

Comecemos construindo o exemplo maximal, o qual mostra que o limitante dado
pelo teorema anterior é o melhor possivel. Ou seja, mostremos que existe uma involugao
(M™,T) fixando F = F"UF*, com o fibrado normal sobre a componente F'* nao bordante,
e tal que m =m(n —4) + 8.

Consideremos a involucio (G™"~%,S) dada pelo Teorema 1.9.1 e cujo conjunto
de pontos fixos tem a forma

F = F"* U {ponto}.

Definimos, entdo, sobre a variedade M™ = G™"=4 x RP* x RP*, a involucéo

T(a,b,c) = (S(a),c,b),
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para todo elemento (a,b,c) € G™"4 x RP* x RP*. Notemos que o conjunto fixado por

esta involugao é

(F"* U {ponto}) x RP* = (F"* x RP*)U ({ponto} x RP*),

N~ [ J

~
rn F4

com F* = RP* nao bordante (vide Exemplo 1.2.1), o que implica que o fibrado normal
sobre esta componente nao borda.

Veremos que a prova do Teorema 2.1.1 segue a mesma linha de raciocinio do
resultado de Stong e Pergher (|26]), que diz que “se (M™,T) fixa F' = F™ U {ponto},

2

entao m < m(n).” Neste caso, como o {ponto} nao borda, o fibrado normal sobre ele
(que ¢ o fibrado trivial) automaticamente é nao bordante. Em nosso caso, como 7 + F'
nao borda, a ideia é usar a mesma técnica geral da demonstra¢do do resultado de [26].
A diferenca crucial é que enquanto sé existe uma classe, a menos de bordismo, para o
fibrado normal sobre o ponto (de fato, s6 existe um fibrado), o fibrado 7 — F* admite, em
principio, diversas possibilidades em termos de classes. De fato, esta seré a nossa primeira
tarefa: na Secao 2.2, mostraremos que existem, a menos de bordismo, 511 classes nao nulas
de fibrados sobre bases 4-dimensionais; mais ainda, mostraremos que é possivel construir
modelos explicitos de fibrados que representam cada uma dessas classes. Dessa forma,
quando fizermos a suposigao de que (M™,T) tem fized-data (u +— F™) U (n +— F*), com
n — F* nao bordante, poderemos admitir, sem perda de generalidade, que 1 — F* é um
desses 511 modelos explicitos de fibrados.

Na Secao 2.4, provaremos o Teorema 2.1.1, levando-se em consideragao essas 511
possibilidades para n + F'*. Primeiro, serd efetuada uma espécie de reducao do problema
através de dois importantes lemas, a saber, Lema 2.4.1 e Lema 2.4.2. Esta reducao
eliminara 496 classes, restando somente 15 classes nao nulas a serem analisadas (as quais
denotaremos por f3;, i = 1,2,...,15). A prova do resultado para as classes restantes se
baseara em uma abordagem semelhante & utilizada por Stong e Pergher, em [26], e sera

dividida em dois casos: n impar (subsecao 2.4.1) e n par (subsecdo 2.4.2).

2.2 Classes de bordismo estaveis de fibrados vetoriais

sobre variedades fechadas 4-dimensionais

Comecemos introduzindo algumas notacgoes que serao utilizadas a partir daqui.
Denotaremos por R — G o fibrado trivial unidimensional sobre uma variedade G. Se
n — G é um fibrado qualquer, entao [n — G denotara a soma de Whitney de [ copias do
fibrado n.
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Na Se¢ao 1.4, definimos os grupos de bordismo de fibrados vetoriais k-
dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais, N, (BO(k)), os quais vimos ter
fortes conexoes com os grupos de bordismo de involu¢oes. Também vimos que uma classe
[n* = F"] € N,,(BO(k)) é completamente determinada pelos ntimeros caracteristicos de
n* — F™. Nessa segao, temos como objetivo determinar Ny(BO(k)), para qualquer k > 4.

Seja n* — F™ um fibrado vetorial k-dimensional arbitrario; consideremos o
fibrado (k + t)-dimensional n* & tR — F™. Se u* — G™ é um fibrado vetorial cobordante

ank s Fn, ¢ facil ver que
pF ©tR+— G™ ¢ cobordante a nf @tR s F™.
Assim, existe uma funcao bem definida
I No(BO(k)) — NL(BO(k + 1)),

dada por
T = F"]) = " @ tR > F"].

Também, é simples verificar que I'* ¢ um homomorfismo de N,-moédulos.

Lema 2.2.1. T : N,(BO(n)) — N,(BO(n+t)) é um isomorfismo de N.-mddulos, para
qualquer t > 1.

Prova: Pelo axioma da soma para classes caracteristicas, temos que W (n*@tR) = W (n*).
Logo, qualquer ntimero caracteristico de n* @ ¢tR se reduz a um ntmero caracteristico de
n*. Entao, se n* @ tR borda, n* borda e isso nos da a injetividade da aplicacao I'.

A sobrejetividade de I'* pode ser provada a partir de um resultado bastante
conhecido da teoria de fibrados (vide [21], por exemplo), que nos diz o seguinte: se X é um
CW -complexo de dimensao n e n* — X ¢é um fibrado k-dimensional, com k > n, entao n*
¢ equivalente a um fibrado v" @ (k—n)R +— X, onde v™ — X é um fibrado n-dimensional.
Como variedades n-dimensionais sao C'WW-complexos n-dimensionais, concluimos que I'*
é sobrejetora.

O

O lema acima nos diz que para determinar N,(BO(k)), k > n, é suficiente
determinar N, (BO(n)); mais ainda, dado um fibrado n* — F™ com k > n, e escrevendo
n* = v" @ (k — n)R, temos que a classe de bordismo de n* — F™ é completamente
determinada pela classe de bordismo de v — F™. Por essa razao, a classe de bordismo
[V +— F™] é conhecida como classe de bordismo estdvel, o que indica a sua invariancia

por soma de fatores triviais.
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Conforme mencionamos acima, o nosso interesse é obter N;(BO(k)), para
qualquer k > 4; logo, é suficiente analisarmos Ny;(BO(4)). Sendo assim, comecemos com
um fibrado vetorial 4-dimensional sobre uma variedade fechada 4-dimensional, n* — F*.

Sejam
W(F4):1+w1+w2+w3+w4 e W(n4):1+v1+v2+v3+v4

as classes de Stiefel-Whitney de F* e n*, respectivamente. A classe [n* — F1] €
Ny(BO(4)) é completamente determinada por seus nimeros caracteristicos, que sao

obtidos avaliando-se as classes de cohomologia

4 2 3 2,2 3 2 2 2
Wy, wWjwz, Wiws, W1V, WiV, WiV, Wiz, WiV3, Wy, Waly, WV,

4 2 2
w3V, Wy, vy, VU2, VU3, Uy, U4, W1W2V1 € W1V1V2

na classe fundamental de homologia [F4].

Uma classe de bordismo [* + F] corresponde a uma lista de valores 0 ou 1
atribuidos a cada um dos objetos acima. O total de possibilidades para tais listas é,
portanto, igual a 22°. O resultado a seguir nos diz que é possivel reduzir esse total para
29,

Lema 2.2.2. As classes de Stiefel-Whitney associadas a fibrados sobre variedades 4-

dimensionais satisfazem as sequintes relagoes:

b) W1V3 = UV1V3 = W1V1V2
c) wov? = wiv? + v

d) wyv? = w3vy

) wivy = wiv}
f) wivd = v}
g) wi = wy + wj
h) w?vy = v3 + wavy

Prova: Os resultados que utilizaremos nesta demonstragao sao os descritos na Segao 1.11.

Seja V(F*) = 1+ u; + uy a classe de Wu de F*. Sabemos que
W(F*) = Sq(V(F")),

onde Sq ¢ a operacao de Steenrod. Entao, usando a férmula de Cartan e as propriedades
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de Sq, temos

1+w +wy+ws+wy =W(FY) =51 +uy +up) =
=1+u; +u? +uy + Sq* (uz) + u3,

0 que resulta em
(i) wy = uy,
(i) wo = u? + ug = w3 + uy,
(iii) w3 = Sq'(ug) e
(iv) wy = u3.
Nas computagoes a seguir, utilizaremos, além das igualdades listadas acima e das

propriedades de Sq, a formula de Cartan (x), a formula de Wu (*x) e a relagdo
upr = Sq¥(z), (% %)
que ¢ valida para todo z € H**(F* Z,), com k = 1 ou 2.

(a) ws 2 Sq'(up) Y Sq(w? + wy) = Sq(w?) + Sq (ws) 2 Sq' (ws) =
1
o 2—1—-1+41t
) tE:o ( ; )wl—tw2+t = Wi1W2 + Ws3.

Assim, wjwy = 0 e, portanto,
wfwg =0 e wwyv =0.

Também,
0 = Sq¢'(0) = Sq¢ (wywsy) © w1Sq" (we) + wiwy =

(x)

2
= wi(wiwy + w3) + wiwy = wiwy + wiwsz + wiwy
e temos que

W1Ws = 0.

1
(b) w1v3 (—) U1v3 (Z Sq U3 : E < )Ul—tv3+t = U1V3
t=0
e

(k)

W10V ® uv1ve = Sqt(vivo) ® v15¢" (v2) + vivy =

(x%) 2. .2 2,
=" v1(v1vg + v3) + VIV = VIV + V1U3 + VIVy = V10V3.

Logo,

Wi1V3 = V1V3 = W1V1V2.
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(i1)
(¢) wyv? = (w?+ ug)v? = w2 + ugv?
)

*) 2.2 20,2\ _ ,2,,2 4
wivy + Sq¢*(vi) = wivy + vy.

—

*

Jj () Sq' (wyvy) ®) wov? + Sqt (we)vy =

(d) 0 @ W1W2Uq (: U1W2V1
() wov? + (wiws + w3)vy @ Wo? + W3V

Logo,
’LUQU% = W3V.
3, @ 2 (*i*)512 *) 9 9
() wivy = wwivy =S¢ (wivy) = wivy.
¢ 3 (0) 3(*1*)513_51 2y B) 4
( ) w1V = UV = o¢ (Ul) = 0q (Ulvl) = Uy
(g) w3 @ (uy +w?)? = ud + wi W oy + wi.

() Sq?(vy) + wave = V3 + wWyvs.

(h)  w?vy @ u3vy @) (ug 4 we)vg = Ugvy + Wos

O fato demonstrado acima prova o seguinte lema:

Lema 2.2.3. A classe [n* — F*1 € Ny(BO(4)) é completamente determinada pelos 9

numeros caracteristicos:
wivs[F1], wood[FY], wiof[FY], wi[FY], wiF], vi[FY), wova[FY], vivs[F] e vy FY).
Logo, N;(BO(4)) possui, no méximo, 2% = 512 classes de bordismo (incluindo

a classe nula). Mas, em principio, nada nos garante que existam fibrados n* — F* com
Nossa tarefa sera,

numeros caracteristicos realizando todas essas 512 possibilidades.
portanto, construir um modelo de fibrado n* — F* para cada uma dessas listas.

Inicialmente, consideremos F* = RP*, cuja classe de Stiefel- Whitney é

W(RPY) =(1+a)’=1+a+a"
4

sendo «a o gerador de H*(RP*,Zy). Assim, wy = o, wy = w3 =0 e wy =
Seja & — RP* o fibrado linha candénico. Entao, podemos considerar sobre RP*

os seguintes fibrados 4-dimensionais:
1) m1 = 4R — RP*, cuja classe de Stiefel-Whitney ¢ igual a 1. Assim, todas as classes
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que determinam este fibrado sao nulas, com excecao de
wi =a* #0.

2) mo = EP3R — RP*. Nesse caso, W (1) = 1+a e temos que v; = a e vy = v3 = vg = 0.
Assim,

202 _ 4 _ 4
wivy =w; =a" #0

e as demais classes sao nulas.
3)m3 =26 D2R+— RPY. Dai, W(n3) = (1+a)?> =1+a? e temos vy = a? e vy = v3 =
vy = 0. Portanto,

4_ 2 4
wy=v; =a" #0

e as demais classes sao nulas.
4)ny = 3@ R — RPY, cuja classe de Stiefel-Whitney ¢ W(n,) = (1+a)? = 1+a+a?+a?;

3

assim, v, = a, vy = o, v3 = a® e vy = 0. Logo,

wiv3 = wivy = w = vy = vivy = a’ # 0
e as classes restantes sao nulas.
5) ns = 46 — RP*. Nesse caso, W(ns) = (1+a)! =1+ a’ etemos vy =vg =v3=0¢
vy = o, Segue que

wi=vy=a"*#0

e as demais classes sao nulas.

Agora, consideremos a base F* = RP? x RP?. Para construirmos fibrados sobre

essa variedade, faremos uso das proje¢oes canonicas
. RP2 2 2
P1,DP2 x RP* — RP~.

Seja & — RP? o fibrado linha canénico e denotemos por &; +— RP? x RP?,
j=1,2, o pullback de & — RP? através da j-ésima projecao. Denotemos por 6 o gerador
de HY(RP?,Z,) e por a = pi(0) e B = pi(0) os geradores de H'(RP? x RP?, Z,), onde
p5 : H(RP? Zy) — H'(RP? x RP? Zy) ¢ o homomorfismo induzido em cohomologia.

Temos

W(RP? xRP?) =(1+a)P(1+8)’=(1+a+a’)(1++5%) =
=l+a+pB+a’+ 8 +af+af®+a’f+a?p
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e, entdao, w; = a+ B3, wy = o2+ B2+ af, wy = aff* +a?B e wy = o?B%. Sobre RP? x RP?,
consideremos os fibrados:
6) s = 4R — RP? x RP?, cuja classe de Stiefel-Whitney ¢é igual a 1. Assim,

ws = a’B*#0

e as demais classes sao nulas.
7) nr = & @ 3R — RP? x RP% Nesse caso, W(n;) = 1+ «a e temos que v; = «a e

vy = v3 = vy = 0. Portanto,
wov? = wivl = wi = a?B*# 0

e as classes restantes sao nulas.
8) ms = 26 ® 2R — RP? x RP?, com classe de Stiefel-Whitney dada por W(ng) =

(1+a)?=1+a?% Dai, vy =a? e v; = v3 = vy = 0, 0 que resulta em
2 2 52
Wy = Wave = a7 # 0,
sendo as demais classes nulas.

O proximo fibrado terd base F* = RP! x RP3, cuja classe de Stiefel- Whitney é
W(RP!' x RP?) = (1 +a)?)(1+8)* = (14+a?)(1+ %) =1, sendo a e 3 os geradores de
HY(RP,Zy) e HY(RP3,7Zs,), respectivamente (para facilitar a notagao, estamos tomando
a = pi(a) e S = p5(B), onde p; e py sdo as projegoes candnicas de RP! x RP?). Assim,
wi; = wy = w3z = wy = 0. Seja, entao:

9) ng =& @3 — RP x RP3, onde & e &3 sdo os pullbacks dos fibrados linha candnicos

sobre RP! e RP3, respectivamente. Temos

Wing) =(1+a)1+0)7°=1+a)(1+5+5+5) =
:1+@+ﬁ+aﬁ+ﬁ2+53+a62—l—aﬁ3.

Assim, v1 = a + B, va = aff + 2%, v3 = 32 + af? e v4 = aB%. Segue que
UfUQ = =03 #0

e as demais classes sao nulas.

Agora, consideremos a seguinte tabela cujas linhas sao compostas pelos fibrados
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n’s, = 1,2,...,9, definidos acima, e cujas colunas sao os numeros de Whitney obtidos

através das 9 classes que determinam [ny — F*] € Ny (BO(4)):

’ H wW1V3 UJQU% w%v% w% w‘f ’U% Wo V9 U%UQ V4 ‘
m | 1 0 1 0 1 1 0 1 0
m 0 1 1 1 0 0 0 0 0
2 0 0 1 0 1 0 0 0 0
76 0 0 0 1 0 0 0 0 0
M 0 0 0 0 1 0 0 0 0
3 0 0 0 0 1 1 0 0 0
s 0 0 0 1 0 0 1 0 0
Mo 0 0 0 0 0 O 0 1 1
5 0 0 0 0 1 0 0 0 1

TABELA 2.1: Fibrados representantes das classes que geram N, (BO(4)).

Observagao 2.2.1. A tabela acima dé& origem a uma matriz 9 x 9 com entradas
iguais a 0 ou 1, a qual é semelhante & matriz identidade. De fato, denotando por
e; = (0,0,...,0,1,0,...,0), 1 < i <9, as linhas da matriz identidade 9 x 9, sendo a
1-ésima entrada igual a 1 e as demais entradas iguais a 0, e por a; a lista realizada pelo
fibrado n;, 1 <1 <9, podemos escalonar a matriz inicial obtendo a matriz identidade, da
seguinte forma:

€1 = a4 + ag + az + ag + as,

ey = a7 + a1 + as + ag,

€3 = ag + aq,

€4 = Qg,

€5 = ay,

€6 = az + ai,

€7 = ag + ag,

es =ag t+a;+as e

€9 = as + a.

Em outras palavras, as classes [n;], i = 1,2,...,9, constituem um conjunto
linearmente independente no Zs-espago vetorial N;y(BO(4)). Portanto, se fizermos somas
conexas entre os 9 fibrados n;, 1 <1 < 9, fabricamos fibrados que representam as outras
502 classes nao nulas pertencentes a Ny;(BO(4)). Para entendermos esse ponto, sejam M™
e V" variedades suaves. Recordemos que a soma conexa de M" e V" é obtida da seguinte
forma: sejam p € M™ e ¢ € V" pontos nas respectivas variedades, e sejam B™ C M"
e BY C V™ bolas fechadas tais que p € B* C M™ e ¢ € B” C V™. Escolhemos um
difeomorfismo ¢ : B" — B"; logo, ¢(0B™) = dB"™. Consideremos o seguinte espaco
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quociente
(M™— B™) U (V" — B")
r~ p(x), v €IB"

Y

que também é uma variedade, chamada soma conexa de M™ e V™, a qual denotamos por
M"gV™. Tal variedade é cobordante a uniao disjunta MUV ™. De fato, esse cobordismo é
dado da seguinte forma: consideremos as variedades disjuntas M" x I e V" x I, onde I =
[0,1] C R. Em seguida, identificamos M™ e V™ com M" x {0} e V" x {0}, respectivamente.
Lembrando que B” € M™ e B C V", tomamos B"x[0,e] C M"x1I e B” x[0,¢] C V"I,
para algum e suficientemente pequeno.

Agora, consideremos (M" x I) — (int(B") x [0,¢)) e (V" x I) — (int(B™) x [0, ),

I

cujos bordos sdo, respectivamente, (0B™ x [0,¢]) U (B™ x {0,¢}) e (0B™ x [0,¢]) U (B™ x

{0,¢}).

A partir do difeomorfismo

¢Y: B"x[0,e] — B x|0,¢]
(,t)  — (p(z)1)

definimos o espago quociente

((M" x I) — (int(B") x [0,5))) |_|<(V” x I) — (int(B") x [0,5)))
x ~ () ’

que é uma variedade com bordo igual a uniao disjunta de M™gV" e M™ LI V™.
Consideremos os fibrados vetoriais k-dimensionais £¥ +— M™ e n* +— V™. Veremos

que existe um novo fibrado vetorial k-dimensional cuja base é a soma conexa M"§V™.
Sejam E e W os espacos totais dos fibrados £¥ e 1*, com projecdes E — M™

e W -4 V. Tomamos uma bola fechada com = € B" C M", e sabemos que o fibrado

&* |gn & trivial. Entdo, existe um difeomorfismo fibrado
f:E|p1py— B" x R

Analogamente, como (z) € V", tomamos uma bola fechada B” C V" com

¢(r) € BY C V", e o fibrado n* |z é trivial. Entdo, temos o difeomorfismo fibrado
g . W |q_1(Bn/)—> BTL, X Rk
Em particular,

F(E p1(5m)) = B xBY) e g(AW |,1pm))) = DB x BY),
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e como O(B" x R¥) = §"1 x R¥ = 9(B™ x R¥), temos a aplicacao identidade
Id: d(B" x RF) — 9(B™ x RF).
Agora, consideremos a restrigao
g ltoldof:O(E lp-1(ny) — O(W \q,l(Bn/)).

Podemos, entao, unir os espagos totais dos fibrados iniciais fazendo uma colagem através

da aplicacao g~ o Id o f. Dessa maneira, construimos o espaco quociente

(B= (B @) U (W= (W o)
x~ (g7toldo f)(x) 7

que é o espaco total do novo fibrado £¥n*, com base M"™§V™.

Semelhantemente ao caso de variedades, também é verdade que a soma conexa de
dois fibrados é cobordante & uniao disjunta dos mesmos. A prova segue 0s mesmos pPassos
do caso de variedades: inicia-se com os pullbacks pi(€F) = M™ x I e q;(n*) — V" x I,
onde p; e g1 sao as respectivas (primeiras) projegoes.

Na prova de que M"™ U V"™ é cobordante & M"4V"™, ao considerarmos a uniao
disjunta (M™ x I)U (V™ x I) e tomarmos as vizinhangas B x [0,¢] e B” x [0, ¢] (para em
seguida fazermos as identificagdes através dos bordos destas vizinhangas), basta termos o
cuidado de escolher tais vizinhacas de modo que, sobre as mesmas, os fibrados pi () e

q;(n*) sejam triviais. Isso permitird que esses fibrados determinem sobre a variedade

((M" x I) — (int(B") x [0,5))) |_|<(vn x I) — (int(B") x [0,5)))
z ~ ()

um fibrado k-dimensional bem definido, que coincide com (&% — M™) U (nF — V™) U
(E¥nk — M™V™) quando restrito ao bordo.
Em particular, como ntimeros caracteristicos sao aditivos com respeito & uniao
disjunta, se os fibrados £ e n realizam as listas a e b, entao £fin realiza a lista a + b.
Voltando ao nosso caso, vemos que a partir de somas conexas entre os 9 fibrados
i, 1 <4 <9, & possivel fabricar 502 fibrados que representam as demais classes nao
nulas de Ny(BO(4)); ou seja, as 511 classes nao nulas de bordismo de N;(BO(4)) sao

realizdveis. Sumarizando, o seguinte teorema foi provado

Teorema 2.2.1. Para qualquer k > 4, Ny(BO(K)) possui exatamente 511 classes nao

nulas, as quais podem ser explicitamente descritas como
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o\ =[m® (k—4)R — RPY, com wivs =0, wywi =0, wh? =0, w? =0,
wi #0, v2=0, wovy =0, v2v, =0 e vy =0,
e o = [ ® (k—4)R — RPY, com wivs =0, wywi =0, wh? #£0, ws =0,
wi #0, v2=0, wovy =0, vViv, =0 e vy =0,
e \3 =3 ® (k—4)R — RPY, com wivs =0, wywi =0, wh? =0, w? =0,
wi #0, v2£0, wwy =0, vV2v,=0 e vy =0,
o Ny = [m® (k—4)R — RPY, com wivs # 0, wywi =0, wh? #£0, ws =0,
wi #0, v2£0, wwy =0, vV2ry #0 e vy =0,
o \s =[5 ® (k—4)R — RPY, com wivs =0, wywi =0, wh? =0, ws =0,
wi #0, v2=0, wwy =0, vV2v,=0 e vg#0,
e \¢=[n® (k—4)R— RP2xRP?|, com wivs =0, wov? =0, w?v? =0, w3 #0,
wi =0, v2=0, wovy =0, v2v, =0 e vy =0,
o N\ =[r®(k—4)R— RP2xRP?|, com wivs =0, wov? #0, wiv? #0, w3 #0,
wi =0, v2=0, wovy =0, vV2r,=0 e vy =0,
o \g=[g®(k—4)R— RP2xRP?|, com wivs =0, wov? =0, w?v? =0, w3 #0,
wi =0, v2=0, wovy #0, vy =0 e vy =0,
e \g=[no®(k—4)R+— RP'xRP3|, com wivs =0, wov? =0, w?v? =0, wi =0,

wi =0, v2=0, wwy =0, Y’ 40 e vy #0

e as demais classes (num total de 502) sao obtidas a partir destas por meio de somas

conexas.

2.3 Classes caracteristicas especiais

Seja n* +— F™ um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fechada

n-dimensional e seja A — RP(n*) o fibrado linha usual.

caracteristicas de F", n* e ), respectivamente, por:

Denotaremos as classes

W(F™) =14 w; +wy+ -+ wy,

W) =1+v+---+uv. e
W) =1+c.
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Pelo Corolario 1.6.1, temos que

W(RP(*) =1 +w +wy+ - +w)[(1+e)+ (1 +c)f o+ -+ o] =
=14+Wi+Wot -+ Wpip,

onde cada W; ¢ uma polinomial homogénea de grau 7 nos w;’s, v,’s e ¢, obtida coletando-se

(350) (000

Observemos também que 1 + ¢ tem inverso multiplicativo em H*(RP(n*), Z,),

a parte de grau ¢ em

=ldc+l 4.
1+c¢

uma vez que ¢! =0, se [ > n+k —1 = dim(RP(n*)). Dessa forma, dado qualquer d € Z,
temos que

(1 + C)d =14¢ic+ 5202 4+ 4 5n+k—10n+k_1,

onde g; = 0 ou 1, dependendo de d. Segue que, para qualquer d € Z,
(14 )W (RP(1") = (1 +eic+e2c® + -+ + a1 DA+ Wy + W+ -+ Wipg1)

é tal que a sua parte de grau i consiste de uma polinomial p(c, Wy, Wa, ..., Wyik_1),

homogénea e de grau i nos W;’s e ¢. Sendo assim e denotando-se
L+ ) W(RP@") =1+ Vi + Vot -+ Vi,

onde V; ¢ a parte homogénea de grau ¢, temos que, se t +1; +ig + -+ i =n+k — 1,
entao

Ct%l‘/;z e ‘/;q [Rp(nk)]

& um ntimero caracteristico de A — RP(n¥) (e, portanto, um invariante de cobordismo do
mesmo).
Nesse contexto, Stong e Pergher introduziram em [26] as classes W(r], r > 0,

definidas por

1

Wirl = (1+¢)"W(RP(n")) = s

W(RP(1")).

A parte de grau ¢ de Wr|, denotada por Wr];, é obtida coletando-se os termos de grau
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1 em

Wi = (L wy + wg - o+ w) (140 (1 o) o oo+ (L vy + vt
Uri Uk

Ur41 Ur42 ]
BRI . S R R 7 7 e Wt
et arer T T Ore T T ar g T WA W

Logo, cada W{r|; ¢ uma polinomial homogénea de grau i nos w;’s, v;’s e c.

Em particular, sejam n* + F" e u! — V™ fibrados vetoriais k e [-dimensionais,
respectivamente, sobre variedades fechadas F™ e V™, com k 4+ n = [ + m, e tais que
os respectivos fibrados linha, A — RP(n*) e £ — RP(u!), sejam cobordantes. Seja
t 4141 + 12+ -+ + i; uma particao de K +n — 1 =1 4+ m — 1 e consideremos os nimeros
inteiros nao negativos 71,79, ...,7,. Para cada r;, 1 < j < g, definimos s; =l +1; — k ¢,

entao, k —r; =l — s; = d;. Assim, denotando-se

(por abuso de notagao, estamos usando a mesma letra ¢ para designar ambas as classes),

W(RP() = 1+Wi+ Wt 4+ Woey e WRPY) = L+W + Wt -+ W, 1,

W(RP(n*
se Wlrsl;, ¢ a polinomial p(c, Wy, Ws,... , Wy 1), coletada em ﬁ’ entao
c)¥ i
W(RP (!
Ws;li; ¢ a mesma polinomial p(c, W], W5,..., W} . ), coletada em M
c) o

Portanto, temos que
W), Wiralsy - .- Wirdi, [RP(0*)] = ¢Wls1]i, Wlsals, - .. Wlsgls, [RP(u')].

Em nossos célculos, algumas W{r];’s terdao papel fundamental; especificamente,
Wir]e, € Wrla,+1. A importancia de tais classes ¢ que elas satisfazem propriedades

especiais, as quais simplificam algumas computacoes. Tais propriedades sao:

1) Wlr]s, = w,.c” + termos envolvendo ¢, com z < r;

2) Wirlar+1 = (Wrs1 + vp11)¢" + termos envolvendo ¢*, com x < r.

Justifiquemos a propriedade 1). Sabemos que W|r]s, é obtida coletando-se a parte
de grau 2r em W/r] e que tal parte consiste de mondémios que tém a forma V7c*, onde
j+x = 2r e VI ¢ uma classe de cohomologia proveniente de H?(F™, Z,). Observemos que a

parte de W[r] dada por (14-¢)" o1+ - -+ (1+c)v,_1 +v, somente contribui na formagao de

. : L Uppi ,
mondmios V¢, onde < r. Além disso, cada termo . _T:Z -1 <i<k—r,de W[r| tem
c

todos os seus monomios divisiveis por v,;,;. Dessa forma, tal termo contribui na formacao
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de monomios V7¢® de maneira que v,,; sempre divide V7. Logo, j > r+i > r+1, e como
J+x = 2r, segue que x < r. Em outras palavras, monoémios V7¢® de W{r|y,, com x > r,
s6 podem ser coletados em (1 4wy 4wy + -+ 4+ wy,)(1 + ¢)". Agora, em (1 + ¢)", o tinico
termo ¢* com x > r é ¢"; segue que o inico mondmio V7c* em Wlrl|a, com x > r é w,c".

Em relagao a propriedade 2), novamente notemos que (1 + ¢)"tvy + -+ + (1 +

¢)v,—1 + v, contribui somente com termos envolvendo ¢*, com x < r. Por outro lado, se

r+1

(1+c)

mondmios V7 ¢® provenientes do mesmo sao tais que v,; divide V7. Entao, j > r+i > r42

1 > 2, o termo

possui todos os seus mondémios divisiveis por v,; e, portanto, os

e como j+x = 2r + 1, segue que z < r. Assim, os monoémios V’c* de Wr|y,,1, com

x > r, devem ser obtidos de

Ur41
l+w +wy+---F+w,)|(1+c) + —].
(1+w +ws + ){( ) T+ C}
Como antes, o unico tal mondmio proveniente de (1 + wy + wy + -+ + w,)(1 + ¢)" &
w,41¢". Por outro lado, termos da forma V7¢®, com Vi = wv,q1 e I > 1, satisfazem

necessariamente x < r. Logo, o tnico monémio V’¢®, com x > r, proveniente de (1 +

Ur+1 ,
w1+w2—|—--~+wn)( )evTHc’”.

1+c¢

2.4 Prova do Teorema 2.1.1

Nessa sec@o, provaremos o Teorema 2.1.1, o qual estabelece que se (M™,T) é
uma involucao fixando F™ U 4, tal que o fibrado normal sobre F**, n — F*, nao borda e
n é impar, entdao m < m(n —4) + 8. Além disso, se n é par, o resultado também é vélido
para quase toda classe nao nula de fibrados a qual n pertence. Pela Secao 2.2, sabemos
que 1 +— F* pode ser assumido como um dos 511 modelos nao bordantes 14 descritos.

Seja u — F™ o fibrado normal sobre F"; a dimensao de u é m —n. Para facilitar,
denotaremos a dimensao de g por m —n = k.

Usando a mesma notagao da Segao 2.2, sejam
W(n) =1+wv+v+og+v, WE)=1+w+ws+wg+ws e

WA =1+c¢

as classes de Stiefel-Whitney de n, F* e do fibrado linha sobre RP(n), respectivamente.
Como foi visto, o que determina o fibrado n — F* ¢ a sua lista de niimeros de Whitney:
wivs[FY], wou[FY, wiv[FY, wilFY, wiFY], of[FY], wava[FY], vivo[F] e wy[F1].

Conforme mencionamos na introdugao desse capitulo, nossa estratégia consistira
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inicialmente em promover a reducao do problema, de tal sorte que, apoés essa reducao,
tenhamos apenas 15 classes nao nulas de fibrados para serem analisadas. Tal redugao se

dara através do

Lema 2.4.1. Se m > m(n — 4) + 8, entdo temos wyv? + wi + w2 + v = 0, viv, =

Wy + V3 = wyvz € vy = 0.

Analisando os 511 modelos para n + F* (Teorema 2.2.1), vemos que, dentre
todos eles, somente as classes descritas na tabela a seguir satisfazem as relagoes dadas

pelo lema anterior.

’ H w1V3 U)QU% wfvf ’UJ% w‘f U% WoU2o ’U%UQ V4 ‘
2 1 0 0 1 0 1 0 1 0
Ba 1 0 0 0 0 0 1 1 0
Bs 0 0 0 1 0 1 1 0 0
B4 0 1 0 0o 1 0 0 0 0
s 1 1 0 1 1 1 0 1 0
Be 1 1 0 0o 1 0 1 1 0
Br 0 1 0 1 1 1 1 0 0
s 0 0 1 1 1 0 0 0 0
By 1 0 1 0 1 1 0 1 0
Bo || 1 0 1 1 1 0 1 1 0
G| O 0 1 o 1 1 1 0 0
Bz || O 1 1 1 0 0 0 0 0
Bis || 1 1 1 0o 0 1 0 1 0
|| 1 1 1 1 0 0 1 1 0
Bis || 0 1 1 0o 0 1 1 0 0

TABELA 2.2: Classes de fibrados que satisfazem as relacoes dadas pelo Lema 2.4.1.

Logo, pela contrapositiva do lema acima e nas condig¢oes do Teorema 2.1.1, temos
que: se o fibrado normal 1 — F* pertence a uma das 496 classes nao nulas de Ny(BO(4))
distintas dos f3;’s, 1 <1 < 15, entdao m < m(n — 4) + 8.

O Lema 2.4.1 pode ser provado admitindo-se o seguinte resultado:

Lema 2.4.2. Se m > m(n — 4) + 8, entio V{FY] = 0, VEWL[FY] = 0, V[F1] = 0,
VIV3[F4] = 0 e V4[F*Y = 0, onde Vi, Vo, Vi e Vy sdo as classes de Stiefel-Whitney do
fibrado T ® 1, sendo T +— F* o fibrado tangente sobre F*.

De fato, temos

W(ren) = W(E)Wn) = (1+w +ws +ws +ws)(1+ v +vg +v3+1vy) =
= 1+’LU1+U1+w2+U2+w1U1+’UJ3+U3+U}2U1+’UJ1U2+’UJ4+

+v4 + W3V + Wev2 + W13,
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Assim, Vi = wy + vy, Vo = wy + v9 + wyvy, Va3 = w3 + v + wovy + wivg € Vi = wy + vy +
W3V + Woy + W1 V3.
Consideremos, agora, as relacoes dadas pelo Lema 2.2.2:

%/LUQ = W1W2V1 = W1W3 = 0

&
S

) wivy = wivy
f) wyv? = o}
g) w3 = wy + wi
h) w%vg = U% —+ Wavo

Supondo valido o Lema 2.4.2 e utilizando as relagoes acima, temos:
(I) 0= Vi' = wi + vi;
D0 = V2V, = (w2 + 02 2 2 3 2, .2 3 _
(IT) 0 = ViPVy = (wy + v7) (we + va + wyv1) = wiws + wive + wivy + wevy + vivs + w0}

(@) (e)+(f)
= wivg + wivg + wev? + vivg + wivd =" wivg + wivd + wovd + vivg + v} =

© w3vg + V3 Uo;
(ITI) 0 = V& = w3 + v3 + wiv?;
(IV) 0 = V1V = (wy +v1) (w3 + 03+ Wavy + w1 v2) = wiws + w103 + Wi wavy + wivg + wzvy+
+v1v3 + W + WiV vy @ w1v3 + Wivg + w3vy + V13 + Wevd + WiV vy © wyvz+

(d)
+w?vy + w3y + Wev? = wiv3 + wivy;

(V) 0 =Vy = wy + vg + w3vy + wave + wivs.
Assim, de (c) e (I), temos

20 9 9 4 @) 2 9 4
WUy = WV +v; = wijvy + wy.

Por outro lado, de (III) temos que w#v} = w3 4+ v3. Assim, wpvi + wi = wiv? = wi + v},

ou seja,

| wavi + wi +wj +v3 =0. |

Usando agora as equagoes (II) e (IV), temos

9 ) o (V)
ViU = WV2 = wWq1V3.
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Como, por (h),

2 2
WV = Wals + V3,

segue que

| vive = wovy + v = wyv.

Para finalizar a prova do Lema 2.4.1, mostremos que v4 = 0. De (V), temos que
U4 = W4 + W3V + Wals + W1V3.

Entao, substituindo-se os valores wy = w3 + wi, wsv; = wov?, wovey = wWivy + V3 €
wyvz = w?vy dados pelas equagoes (g), (d), (h) e (IV), respectivamente, na igualdade

acima, temos
2 4 2 2 2 2 2 4 2,2
Vg = Wy + Wy + wevy + wivs + vy + wivs = why + wy + wavy + ;.

Por (III), sabemos que w3 + v3 = w?v}. Dai,

2,2 4 2
V4 = WiV + Wy + wavy

e, como foi mostrado acima que wyv? + wi = w?v?, podemos concluir que

[0:=0]
O

Agora, para demonstrar o Lema 2.4.2, faremos o uso do fato (ja citado

anteriormente) que
ple, Wi, ..., Wy 1)[RP(u)] = ple, W1, ..., Wy1)[RP(n)],

para qualquer polinomial p nas classes caracteristicas dos fibrados linha usuais sobre
RP(n) e RP(u). A estratégia é mostrar que se m > m(n—4)+8, entao é possivel escolher
polinomiais p especiais de tal sorte que p(c, Wq,..., W,,_1)[RP(n)] = 0, por razoes
dimensionais, enquanto que p(c, Wy, ..., W,,_1)[RP(n)] reproduz os nameros V4],
VEVR[F1), VE[F1], ViV3[F] e Vi[F].

A escolha de tais polinomiais é bastante técnica e terd como componente
fundamental uma polinomial especial, usada por Stong e Pergher em |26], e denominada

a classe X. A outra componente sera dada por fungdes polinomiais simétricas especiais,
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denominadas f,,, associadas a fibrados linha A\ — B"™ quando se considera o Principio
Splitting (Segao 1.8) sobre o fibrado tangente a B" e sobre A. Tais f,, terdo conexdes com
as fungoes simétricas S,,, detalhadas na Secao 1.12. Isso sera estratégico, uma vez que, se
w éigual a (1,1,1,1), (1,1,2), (2,2), (1,3) e (4) temos, respectivamente, S, igual a V,
ViVs, V2, VEVa + ViVs e VL. Formalmente, as nossas polinomiais serdo do tipo f,Xc?.

Sejam
W(F™) =140, +60+---+0,, W) =1+u +us+---+u, e

WE)=1+c

as classes de Stiefel-Whitney de F™, e do fibrado linha sobre RP(u), respectivamente.

Por Borel-Hirzebruch (Coroléario 1.6.1), temos
W(RP(u) = (L4601 4+ 02+ -+ 0,)[(1+ )" + (1 + ) ug + - +uy).

Na segao anterior, definimos as classes W[r| por

Wi = WW(RP(M)) (LBt )L+ + (L 4t

ity + (14 ) upyg + -+ (14 )Ry,

para as quais vimos serem validas as seguintes propriedades:
o W{r|a, = 0,¢" + termos envolvendo ¢, com x < r e
o Wir|ars1 = (0r41 + uri1)c” + termos envolvendo ¢*, com x < r.

Definimos a classe X, acima mencionada, como sendo
X = W[T1]27"1 N W[Th]2rhW[Sl]251+1 N W[St]QsH—la
cuja dimensao é

dim(X)=2(r1 + - 4+7r) +2(s1+ -+ 8) + t.
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Além disso, devido as propriedades de W{r|, temos que

X = (0,,¢" + termos envolvendo ¢, com x < r1).

(0,,c" 4+ termos envolvendo ¢®, com x < 73).
2 I

(0, c™ + termos envolvendo ¢*, com x < rp).
(05,41 + us,+1)c® + termos envolvendo ¢*, com x < 7).

((Osy41 + usy41)c®™ + termos envolvendo ¢, com = < $3).

(05,41 + ug,+1)c™ + termos envolvendo ¢”, com x < ;).

Assim, temos
X = (0p, -0, (O, 01+ sy 1) - (Osy 11 + Us, 1))+ termos envolvendo ¢,

onde x <|r|+|s|,sendo |r|=rm+ ---+rpe|s|=s1+ -+ s
Escreva n — 4 = 2Pq, com ¢ impar. Em [26], a classe X é construida a partir de
uma escolha especial dos valores r1,...,7p,51,...,5;, expressos em termos de p e ¢, de tal

forma que as seguintes propriedades técnicas sao satisfeitas:
(1) dim(X)=2(r;+---+70) +2(s1+ -+ s)+t=m(n—4) e
(2) [r|+]s|+t=r+--+rp+si+--+s+t>n—4,

lembrando que

m(n —4) =

(2P —1)g+p+1, se psg+l,
(2 =27 )g+277(g+1), se p>g,

segundo a definigao do limitante m(n) dada pelo Teorema 1.9.1.

i valores r; s:’s mencion ima ¢ ri uin rma:
A lista dos valores r;’s e s;’s mencionados acima ¢ descrita da se te forma

(i) sep < g+ 1, entao ry = 20 — 2071 py = 20 — 2072y = 20 — 2070y

20 2P =2 —1les; =2"—1,onde 1 <j <qg+1—p (observando-se que, se

p = ¢+ 1, entdo os s;’s ndo ocorrem);

(ii) sep > g+ 1, entdory = 20 — 2P~y = 2P — 2072 |y, = 2P — 2PT0 o =

2P — 2P=171 ¢ messe caso, 0s ;'S N0 ocorrem.

Com tais valores, em [26] é demonstrado que as propriedades (1) e (2) acima sao satisfeitas.

Notemos ainda que, como "5l ¢ a poténcia maxima de ¢ que ocorre na classe X, a
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propriedade (2) nos diz que cada mondémio de X tem um termo proveniente de H*(F™, Zs)
com dimensao > n —4. As polinomiais f,,, que construiremos adiante, terao dimensao 8 e
serao tais que cada um de seus mondémios possuird um termo c¢*, com x < 4, o que implica
que a dimensao minima do termo provindo da cohomologia de F™ de cada tal monémio
sera 4.

Logo, se m > m(n—4)+8, entdo m—1 > m(n—4)+38 e faz sentido considerarmos

a polinomial
waCm—l—(m(n—él)—&-S)’

cuja dimensdo é m — 1; dessa forma, tal polinomial pode ser avaliada nas classes [RP(u)]
e [RP(n)].

Agora, seja ¢* A um monomio de f,, tal que dim(c*A) = 8, com z < 4 (e, portanto,
dim(A) > 4) e A proveniente de H*(F",Zs). Pelas consideragbes acima, cada monémio

de f,X terd um termo de H*(F™,7Z5) com dimensao > n. Segue que
wacmflf(m(nfﬁl)JrS) [RP(M)] _ O7

por razoes dimensionais.

Para computarmos a polinomial f,Xcm~1=(m=H+8) sobre RP(n), analisemos
inicialmente como a classe X se comporta.

A classe X é um produto de W{r|;’s e vimos, na Secao 2.3, que W|r] sobre RP (1)
produz a mesma polinomial que W{l] sobre RP(n), onde m —4 — 1 =m —n —r, ou seja,
[ =n+r—4. Tal W[l] sobre RP(n) ¢ dada por

W(RP(n))
(1 + C)mfnfr
_|_(1 +C>n+r—602 + (1 _|_C)n+r—7U3 + (1 _'_C)n+r—8v4].

Wil = = (14+wy +wo + w3 +wy)[(1+ )"+ (1 + )"+

Como as polinomiais f,, que construiremos serao formadas por monoémios c¢*A,
onde dim(A) > 4 e A provém de H*(F*,Z,), temos que dim(A4) = 4. Observemos que
o produto de W[l] por ¢*A produz monémios com termos provenientes de H'(F*, Z,),
com i > 5 (0s quais sao nulos por razoes dimensionais), com excegao de (1 + ¢)"™" 4" A.
Assim, com excecdo de (1+¢)"*"%, os demais termos de W{I] nada contribuem em f,, X c?.
Podemos, portanto, considerar W [l] modulo termos de dimensao positiva provenientes de

H*(F*,Z,) em nossas computagoes; isto é, vamos analisar
Wil =1 +c)"t

para os valores r;’s e s;’s considerados na obtencao da classe X. Lembremos que n —4 =
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2Pq, ou seja, n = 2Pq + 4.

Para cada r; e s;, consideremos os seus correspondentes [; e [;. Entao,

W= (1+c)"

n+r,—4\ 5.
W[li]gn = ( o )02 ‘.

Sendo 7; = 2P — 2P~% e n = 2Pq + 4, temos que

logo,

N ri—d =g AP 4= (g 1) — 2P =
:2P<2ts +2ts—1 +,___|_2t1 +2t0) _210—1"

onde 0 <ty <t; <...<ts jdque ¢+ 1 ¢é um nimero par. Assim,

n+r,—4 =2t ... opth 4 9ptlo _ op—i —
— 2p+ts 4+ 4 2p+t1 + 2p+t071 + 2p+t072 4+t 2p7i‘

Por outro lado,
Op — P _gpHloi _gp | gpl Ly gpitl,

Como tg > 0, temos que p+1ty—1 > p e, portanto, a expansao diddica de 2r; esta contida

i — 4

na expansao diadica de n + r; — 4. Segue, pelo Corolério 1.13.1, que (n +2T ) = 1.
T

Logo,

W[li]Qri = 02” .

Agora,
Wil = (14 )"t
e temos

n+sj— 4) 25+

W[lj]zsjﬂ = < 25; + 1

Sendo s; = 2P — 1, segue que

n+s;—4 =2¢+4+20-1-4=2(q+1)—-1=
= 2P(2b 4 2bs-1 ... 4 2l 4 Ol0) ] =
= Qptts 4 ... 4 9Pttt 4 9ptto ] —
= 2PTle oL QP OPFIoL P HoTZ 4 24 ]
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onde 0 <tyg <ty <...<t, e
2s;+1 =22 —1)+1=2"" — 1 =2 427" ... 4 241

Pela mesma justificativa utilizada no caso anterior, temos que a expansao diddica de
25; + 1 esta contida na expansao diddica de n + s; — 4 e, usando novamente o Corolario
1.13.1, segue que

W[lj]2sj+1 — CQSj—i-l'
Assim, a classe X sobre RP(n) é dada por

X — 621”1+'--+27‘h+(231+1)+~-+(2St+1) +

+ termos contendo elementos de dimensdo positiva provenientes de H*(F*, Z,) =
— Cm(n—4)+

+ termos contendo elementos de dimensdo positiva provenientes de H*(F*,Zy).

Passemos agora a descrever as polinomiais f, anteriormente mencionadas. Em
linhas gerais, tais polinomiais provém de certas func¢oes simétricas que podem ser
associadas a fibrados linha genéricos v +— V", onde V" é uma variedade fechada
n-dimensional (e, em particular, aos fibrados linha usuais associados a fibrados projetivos),

quando se leva em consideragao o Principio Splitting. Levando-se em conta tal principio,

sejam
WV") =1+w +- 4w, = (1+21) (1 +22) ... (14 1),
e
W) =1+c
Sejam [ um ntimero natural e w = (iq, is, . .., 4,) uma parti¢cao de [ (r < n). Temos, entao,

a funcao simétrica f,, de grau 2/, dada por

f‘” - Z Z x;‘iu) (C + xjo(U )ilxéi@) (C + ‘1”3'0(2))i2 e l’;;(r) (C + ijo(,.) )ir’

J1<jo<-<jr €S,
1<j; <n

onde S, é o grupo de permutacoes de r elementos. Como tal funcao é simétrica, ela pode
ser expressa como uma polinomial nas variaveis w;’s e c.

Para obter as nossas especificas f,,, tomemos [ = 4 e v — V" como sendo o
fibrado linha usual associado ao fibrado projetivo RP(¢¥), A — RP(¢*), onde ¢* — B"

é um fibrado k-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional B™. Nesse caso,
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temos as partigoes w = (1,1,1,1), w = (1,1,2), w = (1,3), w = (2,2) e w = (4), e a
dimensao de f, sera igual a 8.

O lema a seguir relaciona tais f,’s com as S,’s da Segao 1.12, associadas ao
fibrado 7™ @ (¥ + B", sendo 7" o fibrado tangente a B™.

Lema 2.4.3. Paraw = (1,1,1,1), w=(1,1,2), w = (1,3), w = (2,2) e w = (4) temos
foA = RP(CH) = S, (7" @ ¢*)e* + termos envolvendo ¢, com x < 4.
Prova: Usando o Principio Splitting, sejam
W) =0 +z)(d42)...(1+x,) ¢ W) =0 +y)04+y)... (14
Pelo Teorema 1.8.2, sabemos que
W(RP(CH) = (14 20)(1+22) ... (1 + 20) (L4 2p41) - - - (14 2048),
onde z; =zj,se l <j<mezj=c+yjnsen+1<j<n+k.
(1) Primeiro, mostremos que o resultado é valido para a particao w = (1,1,1,1).
Lembremos que, nesse caso, S, é composto por monémios que sao produtos de 4 variaveis
distintas de grau 1, todas com poténcia 1. Como, pelo Principio Splitting,
W@ ") =1 +z) 1 +22) . (L+z) L +y) (1 +u2) .. (1+3),

temos que

Su(Th & Ck) = Z T Ty, + Z TiTiT1Ym + Z TiZ Y1 Ym+

i<j<l<m i,5,l,m i,5,1,m
<j<l i<j e l<m
+ E TiYiYi1Ym + E YiYi Y1 Ym.-
,0,l,m i<j<l<m
j<l<m

Por outro lado, se A — V" é qualquer fibrado linha com
WA =14ce WV =04+t)1+t)...(1+1,),
entao f,, é formado por todos os possiveis termos do tipo

tilc+t)ti(c+t)t(c+ t)tm(c+tn),
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com i < j <[ < m. Em particular, f,(RP(¢*)) tem o formato

Z zi(e+ z)zi(c+ zj)z(c + 21) zm(c + zm),

1<g<l<m

e com termos provenientes de cinco fontes:
(i) da parte (14 21)(1 + 22) ... (1 + z,) = (1 + 21)(1 + x2) ... (1 + x,), a qual contribui
com

Z zi(c+ z;)x;(c + xj)x(c+ ) Tm(c + Tm);

1<j<l<m

(ii) da parte (1 + zp41)(1+ 2zpa2) ... (L + 2zp) = L+ c+y)(L+c+y2) ... (T 4+ c+ yp),

que contribui com

Z (ct+y)c+e+y)ct+y))c+c+y)c+u)c+et+y)lct+yn)c+c+ym) =

1<j<l<m

= Y wile+vyilc+y)ule+ u)ym(c + ym);
i<j<l<m
(iii) da mistura de um termo da forma (1 + z;), 1 < ¢t < n, com trés termos da forma

(14+2),n+1<t<n+k, oque contribui com

Y miletz)cty)letety)etu)ctety)ctym)ct+ et ym) =
i,j,l,m
j<l<m

= Y wile+z)yi(e+ y)ule + v)ym(c + ym);
S

(iv) da mistura de dois termos da forma (14 z;), 1 < ¢ < n, com dois termos da forma

(14+2),n+1<t<n+k, oque contribui com

Z zi(c+xzi)zj(c+x5)(c+y)(c+et+y)(c+ym)(c+ et yn) =
i,7,l,m
1<j e l<m

= Z zi(c+ z)zi(c+ )y + y)ym(c + ym);
T,

(v) da mistura de trés termos da forma (1 + z), 1 < ¢ < n, com um termo da forma

(I1+2),n+1<t<n+k, oque resulta em

> wile+aay(c+ a)ac+a)(c+ ym) (e + e+ ym) =

©,4,0,m
i<j<l
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= Z zi(c+ x)xi(c + z5)z(c + 1) Ym(c + Ym).

i,3,l,m
i<j<l

Na parte (i), em cada termo
zi(c+ x)xi(c+ z5)z(c + 21) T (c + 2)
do somatoério, o0 monémio com maior poténcia de ¢ é x;x;z,2.,¢*. Portanto,
zi(c+x)zi(c+ z)z(c+ ) xp(c+ ) = xixjxl:cmc4 + termos com ¢,z < 4.

Analogamente, das partes (ii) a (v) obtemos, respectivamente,

Juntando tais fatos, concluimos que

fL(RP(CF)) = [( Z xixjxlxm>c4 + termos com ¢, x < 4}—#
_i<j<l<m

+ ( Z yiyjylym>04 + termos com ¢*,x < 4} +

i<j<i<m

+ ( Z xiyjylym> ¢* + termos com %, x < 4] +

©,5,l,m
_ j<l<m
+ < E $ia:jylym> ¢* + termos com ¢,z < 4} +
) i,5,l,m
~ i<j e l<m
4 T _
+ < E xixjxlym)c + termos com ¢, x < 4] =
T dglm
i<j<l
= [( E xﬂjwzxm> + ( § yiyjylym) + ( E xiyjylym)“f‘
i<j<l<m i<j<l<m i,5,L,m
j<l<m
+< g :via:jylym> + ( g xixjxlymﬂc‘i + termos com ¢*,x < 4 =
i,3,lm i,3,lm
i<j e l<m i<j<l

= S,(m" @ (F)c* + termos com ¢, x < 4,

o que prova o resultado para w = (1,1,1, 1).

A anélise para as demais particoes é feita de maneira analoga ao caso
w = (1,1,1,1). Levando-se em conta que f,,(RP(¢*)) tem os formatos
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o 3 zilet z)zlet z)Re+ )

9,1
i<j

° Z 2Z2(c+ z)?

i<j

z?(c—l— zj)2,

o Z i(c+ z)z (c+zj)3 e

,J

i Z Z?(C + Z’Z)47

i

para w = (1,1,2), w =

(2,2), w=(1,3) e w = (4), respectivamente, temos

(2) fai12(RP(¢CF) = [(Z :Eia:jasl2>c4 + termos com ¢,z < 4] +

(3) floz(@®RP(CH

5,1
i<j

+ (Z yiyjyf ¢* + termos com ¢,z < 4] +

4,5,
1<J

7]7

+ <Z Yiy; o

4,551
i<j

+ (Z xixjyf)c4 + termos com c¢*,x < 4] +

47,0
1<J

+ <Z xly]x?>c + termos com c*,x < 4]

7]7

(st ) + (S wmant) + (et} +

).])

1<j

+ (Z ?Jz‘ij?) + (Z ﬂﬁixjyzQ) (Z TiyY;) )]
i,7,1 N
i< i<j

+ <Z xzyjyf)c4 + termos com ¢, r < 4] +

¢ + termos com ¢,z < 4] +

7]7
+ termos com ¢*, x < 4 =

Sa12)(T" @ ¢F)e* + termos com ¢, x < 4;

[(Zx >c4 + termos com ¢*,x < 4}4—

1<jg

[(ZSC )c + termos com ¢, x <4]+
[(Z Yi y])64 + termos com ¢”, x < 4] _
() + () + (o) s

+ termos com ¢, x <4 =

S(2,2)(T" @ ¢*)c* 4+ termos com ¢*, x < 4;
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(4) fasRP(CH) = [(Z xix?-)c‘l + termos com ¢, x < 4|+
i _
+ (Z x,y?) c* + termos com o <4+

+

[2¥} -
(Z yix§)64 + termos com ¢*,x < 4|+
irj -

+ (Z yiy?> c* + termos com ¢’z < 4| =

Z7J
= [(Z xﬂt?) + (Z xlyf> + (Z ymxf) + (Z yiy§>]c4+
.3 12 .3 12
+ termos com ¢, x < 4 =

= Sas (" @ F)ct + termos com ¥,z < 4;

(5) fay(RP(¢H) = [(Z mf) c* + termos com ¢,z < 4} +

+ [(Z yf) ¢ + termos com o< 4] =

= [(fo‘) + (Z yf)]& + termos com ¢*,x < 4 =

= S (" @ *)c* + termos com ¥,z < 4.
U

Agora, estamos em condi¢oes de provar o Lema 2.4.2, que é o nosso principal
objetivo. Ou seja, vamos provar que, se m > m(n—4)+8, entao V[F4] = 0, V2V,[F*] = 0,
VZ[FY = 0, iV3[F4] = 0 e V4[FY = 0, onde Vi, Vi, V3 e V, sdo as classes de Stiefel-
Whitney do fibrado 7 @ n — F*4.

Prova (Lema 2.4.2): Conforme discutido anteriormente, consideremos a polinomial
fuXc¥, onde y =m—1— (m(n—4)+8). Para que essa polinomial se anule sobre RP(u)
(por razoes dimensionais) vimos que ¢é suficiente que f,, tenha dimensao 8 e que cada um de
seus monomios seja da forma ¢” A, com A proveniente de H*(F™,7Z5) e tal que dim(A) > 4.
Pelo Lema 2.4.3, temos que f,(RP(n)) = S,(7" & p)c* + termos com ¢*, x < 4, onde
7" ¢ o fibrado tangente a F" e w ¢ igual a (1,1,1,1), (1,1,2), (2,2), (1,3) ou (4). Como
S, (T"® ) se expressa nas classes caracteristicas de 7”@ (as quais provém da cohomologia
de F™), temos que para tais w
XS RP()] = 0.

Por outro lado, usando o Lema 2.4.3 e o célculo da classe X para RP(n) feito
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anteriormente, temos que

foXFRP(n)] = (So(r®n)c* + termos contendo ¢, com x < 4)-
-(cm("*4) + termos contendo elementos com dimensao positiva
provenientes de H*(F*, Z,))c![RP(n)].

Observemos que cada termo contendo elementos com dimensao positiva provenientes de
H*(F*,Z,) multiplicado por S,,(7@®n) ¢ igual a zero, uma vez que S,,(7®n) € H*(F*, Zy).

Logo,
foXERP(n)] = (Su(r @®n)cm=DF4HY 4 termos envolvendo ¢”,
com z < m(n—4) + 4+ y)[RP(n)].

Notemos também que cada termo envolvendo ¢*, com © < m(n —4) +4+y =m —5
(lembrando que y = m — 1 — (m(n —4) +8)), tem necessariamente um termo proveniente

de H*(F*,Zy) com dimensao > 4 e, portanto, é igual a zero. Assim,
foX ' [RP(n)] = Su(m ®n)c"°[RP(n)].

Agora, sendo H*(RP(n),Z;) um H*(F* Zs)-moédulo livre gerado por

1,c,c?, ...,c™® (Teorema 1.6.2), concluimos que
foX[RP(n)] = Su(T @ n)c"°[RP(n)] = S, (1 @ n)[F"].

Mas, por [19, p.189| temos que

;

Vi(T @), sew = (1,1,1,1),
ViVs(T @ 1), sew = (1,1,2),
So(r@®n) =< Vi(T@n), se w = (2,2),
VEVa(r @n) + ViVa(T @n), sew =(1,3) e
L Vil(r@n), se w = (4).
Logo,
Vi[FY], sew = (1,1,1,1),
ViV P, sew = (1,1,2),
fuXRP(n)] = VZ[FY, se w = (2,2),
(VEVy + VIV3)[FY], sew=(1,3) e
ViFY, se w = (4).

\

Como f, X [RP(n)] = fuXc/[RP(1)] = 0, temos o seguinte sistema de equagoes
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Vi[F1 =0

ViVa[FY] =0

VZ[F] =0
(VEVa+ViV5)[FY] =0
VI [F] =0

cuja tnica solucdo é dada por V4[F4] = ViV5[FY] = VE[F?Y] = V2WL[FY] = VEFY = 0.
Isso encerra a prova do Lema 2.4.2 (e, consequentemente, do Lema 2.4.1).
O

A tarefa acima realizada reduz o nosso trabalho, conforme ja explicado, a provar

o seguinte fato: se (M™,T) é uma involugao com fized-data
(= F") U (= F*),

onde 7 pertence as classes [3;, 1 <7 < 15, descritas na tabela 2.2, entao m < m(n—4)+8.
Mostraremos que tal resultado é valido para toda classe §;, 1 < i < 15, com excecao de
B3, se n =0 mod 4, 31, Bz e By, se n =2 mod 8, e B, Big € P11, se n =6 mod 8.

Observagao 2.4.1. Acreditamos que o limitante m < m(n —4) + 8 também ¢é valido para
esses casos pendentes; entretanto, nao foi possivel provar tais resultados com a utilizagao

de nossas técnicas e os mesmos continuam em aberto.

Para facilitar a nossa tarefa, estabeleceremos algumas notacoes que serao

utilizadas até o final deste capitulo. Manteremos as notacoes previamente estabelecidas:
W(EFE™)=140,+---+60, ¢ W(u)=1+u;+---+uy
(onde k = m — n) para as classes de Stiefel- Whitney do fibrado u — F™;
W(FY =14+w +ws+ws+wy e W(n)=1-+uv +vy+vs+ 1y

para as classes de Stiefel-Whitney do fibrado n — F*, reforcando o fato de que n é um
fibrado pertencente a uma das classes f3;, 1 < i < 15.
Lembremos que os fibrados linha usuais, £ — RP(u) e A — RP(n), sao

cobordantes como elementos de A,,_1(BO(1)) e denotemos por
W =14+c e WA)=1+d

as classes de Stiefel-Whitney de tais fibrados. Usaremos as classes W[0] e W[1] sobre
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RP(u) e as suas respectivas classes correspondentes, Wn — 4] e W[n — 3] sobre RP(n),

as quais descreveremos a seguir.

Observagao 2.4.2. Nos calculos a seguir envolvendo binémios e nas proximas subsegoes
(2.4.1 e 2.4.2), utilizaremos o Corolario 1.13.1.

Sobre RP(u), temos

Uy i U2 i 4 U
l+c¢ (1+4¢)? (1+c)*]’

WOl =0+6,+6+---4+6,) |1+

de onde obtemos as classes
o WI0]; = 01 + uy,
o WI[0]s =wujc+us+6us +65 e
o WI0]3 = uic® + Oruic + ug + 01ug + Oouy + 3.

Sobre RP(n), temos a classe correspondente a W10], dada por

Win—4] = (14w +wz+ws +wg)[(1+d)" ™ 4+ (14 d)" vy + (1 + d)" Svp+
+(1+d)" vz + (1 + d)" By,

da qual obtemos

—4 d ; ¢ 1 ,
oW[n—4]1:(n )d+w1+vlz +w, + vy, sen éimpar
1 w1 + vy, se n € par,
n—4 n—> n—4
oW[n—4]2:( 9 >d2+< 1 >U1d+( 1 )wld—i—vg—i—wlvl—i—wg:
n_4 2 s 2
5 d” + wid + v9 + wiv1 + we, se n é impar,
n- d*> + vid + vy + wyv; + we,  se n é par,
e
—4 -5 —4 —6
o Win—4s=("_ N+ (" o+ ("7 N+ ("7 )odr
3 2 2 1
n—> n—4
+ 1 w1U1d+ 1 w2d+v3—|—w1v2+w2v1+w3:
n—2>5 n—4
:( 9 >vld2+( 5 )w1d2+w1v1d+vg+w1v2+w2v1+w3,
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Sobre RP (), temos também a classe

U9 us U
Wi =146+06s+---+6,) |1 |
=040 +b0b+ - +b) 1+ctu+q C+(1 CP+_ +<1 A=

de onde obtemos
L] W[l]g = 916+U2 +91u1 +92 e
[ W[]_]g = (U2+92>C+U3+¢91U2+¢92U1+¢93.

Sobre RP(n), temos a classe correspondente a W1], dada por

Win -3 = (1+w;+ws+ws+wg)[(1+d)" 3+ (1 +d)" vy + (1 + d)" Pvg+
+(1 4+ d)" Cvs + (1 4+ d)" vy,

da qual obtemos

_ 4 _
o Win — 3|, " 3)d2+ (n 1 >v1d+ (nl 3)w1d+vg+wlvl+w2:

S
I
w

I
7 N N
N}

>d2 + wyd + v9 + wyvy + we, se n € par,

-3 —4 -3 ) -3
[ W[n—3]3 = (TL 3 >d3+<n 9 >U1d2+<n 9 >U}1d2+(n1 )’Ugd"‘(n 1 )w2d+

n—4 n—3 n—4
+( 1 )w1v1d+v3+wlvg+wgvl+w3:( 3 >d3+( 2 )U1d2+

n — 3 2 ,
+ 5 wid” + (vg 4+ wa)d + v3 + Wive + Wwovy + w3, se n é par.

A anélise do problema sera dividida em dois casos: n > 7 impar (subsecao 2.4.1)

e n > 6 par (subsegao 2.4.2).

2.4.1 Caso n impar

Observagao 2.4.3. Como estamos considerando n impar, temos que n—4 também é fmpar.
Assim, m(n —4) +8=(n—4)+ 14+ 8 =n+5 (vide Secdo 1.9).

Essa subsecao seré dedicada a demonstracao do seguinte resultado:
Proposigao 2.4.1. Seja (M™,T) uma involugdo cujo conjunto fizado tem a forma F =

Fr U F*, onden > 7 € impar, e tal que o fibrado normal sobre F* pertence a uma das

classes (B;, 1 <1 < 15, descritas na tabela 2.2. Entao, se k € a codimensao de F™, k <5.
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Mais do que isso, se o fibrado normal pertence a uma das classes:

(i) B2, B3, Bs, Br, Bs, Po, Prz, Pis, comn =1 mod 4, ou B2, B3, Ba, Bs, Ps, Bo, Pia, Pis,

comn =3 mod 4, entao k < 1;

(11) 517 /847 55; ﬁll; 5147 6157 comn =1 mod 47 ou Bl) 567 677 6117 512; 513; comn =3
mod 4, entao k < 3.

Prova: Para demonstrar esse resultado, utilizaremos polinomiais construidas a partir das
classes W[0]; e W0], (associadas a RP(u)) e das suas respectivas classes correspondentes,
Win — 4]y e Win — 4], (associadas a RP(n)). Dividiremos a prova em 4 partes (de (A)
a (D)), em cada qual trabalharemos com uma dessas polinomiais. Na parte (A), sera
demonstrado o item (i) e nas partes (B) e (C), o item (ii). Para finalizar, mostraremos
na parte (D) que, se o fibrado normal pertence a classe 1o e n é impar, entdao k < 5.
(A) Suponhamos k > 1 e consideremos a classe W[0]; = 6; + u;. A partir de W|0]y,
definimos a classe
W0+ 2,

cuja dimensao é n+k— 1, podendo, portanto, ser avaliada na classe fundamental [RP(u)].
Notemos que W[0]"™ = 0, pois os seus termos tém dimensdo n + 1 e sdo

provenientes da cohomologia de F™. Assim,
W0 * 2[R P ()] = 0.

Entao, como consequéncia do Teorema 1.7.2, temos que o nmero caracteristico associado
a RP(n) e correspondente a W[0]7 T cF—2[RP(u)],

Wn — 477 d" 2[R P ()],

é nulo. Calculemos explicitamente tal niimero.
Utilizando-se os fatos de que n + 1 é par e que toda classe de dimensao > 4

provinda da cohomologia de F* é nula, temos

W[TL - 4]711+1dk—2 — (d+ wy + vl>n+1dk72 —
n+1

1 o
=3 (" vy -
=0 \ 7

- N n+1 ko n+1 ot ho
:dn—l-k 1+( ) )(w%+vf)d+k 3+( A )(wﬁll_'_vil)dJrk 5.

Como decorréncia da féormula de Conner (Segdo 1.10) temos que, se z €
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HY(F* Zy),comt <4et+1=n+k—1,entao
zd' [RP(n)] = 2y[F"],

onde W(n) =1+7; + 03+ 03 + U4 € a classe dual de W (n), com

|

® U1 =1

o Uy = v% + Vg,
o Uy =0} +use
3 1 3
o Uy = v} +v5 + vivy + vy
Com isso em mente, temos

n+1
2

#("7)wt+odyr) RP()] =
ol G G [ R L (R IR )

1 1
Agora, sabendo-se que (n—l— (n+ ) é igual a (1,0), (0,1), (1,1) e

(0,0) para os casos n = 1 mod 8, n = =5 mod8&8 en = 7 mod 8,

Wn — 4 d*2RP(y)] = (d’”k*1 + ) (w? 4 v2)d™ =3y

respectivamente, temos que

(wovy + vg + w02)[FY], sen=1 mod 8,
" B (V2 + v3vy + vy + wi)[FY, sen=3 mod 8,
Win — 4] a2 [RP(y)] = 1 Dk s
(wovy + vy + wovd +wi)[FY], sen=5 mod 8,
(v} + 2 + v3vy + vg)[FY], sen=7 mod 8,

que, por sua vez (e pelo o que comentamos anteriormente), é igual a zero.

Observagio 2.4.4. Nos calculos acima, foram utilizadas as relagoes wyv? = wivi + v} e

wivg = v3 + wovy, descritas no Lema 2.2.2.

Analisando a tabela 2.2, observamos que as classes de fibrados

ﬁQa 537 567 577 587 597 512 € 613

nao satisfazem as relagoes

2,2
wWal + vy + wijv] = 0
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2 4
Was + vy + wavy + w; = 0.

Logo,

se n =1 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

B2, B3, Bs, B, Bs, Ba, Bi2 ou Ps,

entao k < 1.

Observemos, também, que as classes

/827 /837 ﬂ47 ﬂ57 587 Bga 614 € 615

nao satisfazem as relagoes
2 2 4 4 2 2
vy + Ui Fug+wp =0 e v] +v; +vive +vg = 0.

Portanto,

se n =3 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

B2, B3, Bs, Bs, Bs, Ba, Bra ou Pis,

entao k < 1.

Dessa forma, encerramos a demonstragao da parte (i) da Proposigao 2.4.1.

(B) Suponhamos que k > 3 e consideremos a classe
W[O]?+3ck74'

Sendo W0]7"* = (6; + u;)"*® = 0, pois ¢ uma classe (n + 3)-dimensional composta por

elementos da cohomologia de F™, temos que
W O]y RP ()] = 0.
Analisemos o ntimero caracteristico correspondente, associado a RP(n),
Wn — 47 7d**[RP(n)].

Como n + 3 é par e toda classe de dimensao > 4 provinda da cohomologia de F** ¢ nula,
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temos

W[n _ 4]711+3dk74 — (d+ wy + Ul)n+3dk74 —
n+3

_ Z (n + 3) (wl + ’l}l)jdn+3_jdk_4 —
=0\ 7

- B n+3 ko n+3 et
:d”+k1+( 5 )(w%+v%)d+k3+< A )(w‘lljtvf‘)d*k‘r’

e, utilizando-se as propriedades da classe dual de W (n), segue que

Wi~ e e = (v (5 )t 4ot + (M7t 4 o) 17
n+3 | (n + 3

2 4
mod 8 n=3 mod 8 n=5 mod 8 en =7 mod 8§, respectivamente. Dalf,

Notemos que ( )) ¢iguala (0,1), (1,1), (0,0) e (1,0) paran =1

(V3 4+ vivg + vy + wi)[FY, sen=1 mod 8§,
Win — 413 AR P(y)] = (woug + vy + wov? + w)[F?Y], sen=3 mod 8,
(v} + v2 + v3vy + vg)[FY, sen=>5 mod 8,
(wavg + vy + wivi)[F?], sen=7 mod 8,

que ¢ igual a zero, como consequéncia do Teorema 1.7.2.

Observemos que as relacoes obtidas acima para n = 1 mod 4 sao as mesmas
que foram obtidas no caso anterior (parte (A)) para n = 3 mod 4; da mesma forma,
as relagoes obtidas acima para n = 3 mod 4 sao as mesmas que foram obtidas no caso

anterior para n = 1 mod 4. Assim, temos os seguintes resultados:

se n =1 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

Ba, Bs, Bia ou Bis,

entao k < 3;

se n =3 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

/667 /877 /812 ou /6137

entao k < 3.

O que foi feito acima prova parte do item (ii) da Proposi¢ao 2.4.1. Resta mostrar
que, se n & impar e o fibrado normal sobre F* pertence as classes 8; ou 311, entao k < 3;

isso seré feito na parte (C), a seguir.
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(C) Assim como na parte (B), suponhamos k£ > 3. Consideremos a classe
W 0]y W o)acF 2.
Primeiramente, observemos que todos os monémios de
WO 'W0)3 = (61 + uy)" *(urc + ug + Oruy + 05)?

possuem um termo proveniente da cohomologia de F™ com dimensao, no minimo, igual a
n + 1. Logo,
W O]y~ W[0]3¢" R P ()] = 0.

Como consequéncia do Teorema 1.7.2, temos entao que
Win — 47 'Wn — 4]3d"*[RP(n)] = 0.

Calculemos explicitamente o niimero caracteristico W[n — 4]7'W[n — 4)2d*~4[RP(n)].
Agora, utilizando-se o fato de que n — 1 é par e que toda classe de dimensao > 4

provinda da cohomologia de F* é nula, temos

—4
Win —4)% = (n2 )d4+wfd2+v§+w§fuf+w§

Win -4t =(d+w +v)" =

—1 . .

_ J

-1 -1
n-l oy (n 5 )(wf +0)d" 3+ (n 4 )(w‘l1 +v)d" P,

—1 -1 —4
Assim, sabendo-se que ((n2 ),<n4 >,(n2 )) é igual a (0,0,0), (1,0,1),

(0,1,0) e (1,1,1) paran =1 mod 8, n =3 mod 8 n =5 mod 8 e n = 7 mod 8,

respectivamente, segue que

I
<.
(e —

I
,

Win — 47 "Win — 4]2d"* =

B { wid" 3 4 (v + wivd + wi)d TR, sen=1 mod 4,

ARl 2dn S (02 4 w2 4 wh)d P, sen =3 mod 4.

Pelas propriedades da classe dual e utilizando-se a relacao w%vg + v% = wqvy (fornecida

pelo item (h) do Lema 2.2.2), temos entao
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Wn — 477 W(n — 43d"[RP(n)] =

) (Wit + 03+ wivt + w3) [FY] = (wavy + w3) [F], sen=1 mod 4,
(V4 + V302 + v3 + wi + w)[F?Y] = (vs + w3 + wi)[F?], sen=3 mod 4,

que € igual a zero, conforme comentamos acima.
Analisando a tabela 2.2, notemos que as classes 31 e $11 nao satisfazem as relacoes
2 _ 2 4 _
wavg +wy =0 e vy +wy; +w; =0.

Logo,

se n é fmpar e o fibrado normal sobre F'* pertence as classes

B1 ou By,

entao k < 3.

Com isso, encerramos a prova do item (ii). Para finalizar a demonstragao da
proposicao, mostraremos, a seguir, que para os fibrados pertencentes a classe iy vale
k <5.

(D) Suponhamos k > 5 e consideremos a classe
W0 tW0)3cF .
Observemos que todos os monémios de
WIOJT ' W(0]3 = (61 + u1)™ " (ure + up + bhug + 65)°

possuem um termo proveniente da cohomologia de F™ com dimensao, no minimo, igual a
n + 1. Logo,
W o)y~ Wo]5¢* [RP(1)] = 0.

Analisemos o niimero caracteristico correspondente,
Wn —4]i7'Wn — 4)3d"°[RP(n)].
Na parte (C), vimos que
Win—4]7 ' =d"" + (n ; 1) (w} + v7)d" % + <n ; 1) (wy + v7)d" .

Como estamos supondo k > 5 (ou seja, m > m(n — 4) + 8), entao sao validas as relagoes
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do Lema 2.4.1. Assim, temos que w{ = v{. Dai, podemos considerar

Win -4t =d" + (n g

1
) (w? + v?)

Também, temos que

Win —4]3

—4
(n 5 ) <d6 +wid® + (vg + wivy + wy + w?)d* 4 (v + wied + w%)d2>+

+wid® + (wivy + wivy)d>.

2 2
en =3 mod 4, respectivamente, temos

—4 —1
Assim, sabendo-se que ( " ), (n )) éigual a (0,0) ea (1,1) paran =1 mod 4

Win — 47 'Win — 4)3d*5 =

wid™ Tt 4 (wivg + wivy )dV TR, sen=1 mod 4,
— dn+k*1 + wldn*HC*Q + (UQ + w1U1 _|_ w2 + U%)dn+k73+

Fwvid™ R 4 (V3 4+ w3 4 w4 vive + wiv + werd)d" 5 sen =3 mod 4,
e, utilizando-se as propriedades da classe dual, segue que
Win —4)77'Wn — 4J3d*~°[RP(n)] =

(w3 + wivg + wivy)[F1], sen=1 mod 4,
= (U4 + w105 + (va + wiv1 + wy + 07 )Ta+

+w V01 + V3 + wi + wi 4+ vivy + wivd +wevd)[FY], sen =3 mod 4,

w3y + Wy + wivy) [FY] = wive[FY, sen=1 mod 4,
1 1 1 1
= 9 (v4 + wyvz + WiV1Vy + Wovg + V3 + w3 + wi)[FY] =
= (VjV2 + w5 +w sen= mod 4.
(v? 5 +wi)[F], 3 mod 4

Observagao 2.4.5. Na tltima passagem acima (relativa a n =3 mod 4), foram utilizadas

as relagoes

3 4 2,2 2 2 2 2,2
wWiv] = U] = WiV] + Waly, WUz = Wwiv1V2, € w; + vy = wijvy, vy =0,

presentes no Lema 2.2.2 e na demonstracao do Lema 2.4.1, respectivamente.
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Analisando a tabela 2.2, vemos que a classe 19 nao satisfaz as relagoes

wivy =0 e vivg +wi+wi=0.

Logo,

se n é fmpar e o fibrado normal sobre F'* pertence a classe

/8107

entao k < 5.

Assim, finalizamos a prova da Proposigao 2.4.1.

2.4.2 Caso n par

As notagoes que serao utilizadas nessa subsegao sdo as mesmas da subsecao

anterior (caso n impar). O nosso objetivo aqui ¢ a demonstrac¢ao do seguinte resultado:

Proposigao 2.4.2. Seja (M™,T) uma involugdo cujo conjunto fizado tem a forma F =
FrUF*, onden > 6 € par. Consideremos as classes f5;, 1 < i < 15, descritas na tabela
2.2. Entao,

(i) sen =0 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes 3;, 1 <i < 15,
com exce¢cao da classe (3, ou

(ii) se n = 2 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes (;, com
excecao das classes 1, Bs e Po (para n = 2 mod 8) e das classes 1, Bio e B11 (para
n=6 mod 8§),

temos que m < m(n —4) + 8.

Prova: Para demonstrar esse resultado, utilizaremos polinomiais construidas a partir das
classes W[0];, W10]2, W10]3, W([1]s e W]l]3 (associadas a RP(u)) e das suas respectivas
classes correspondentes, W[n—4|,, W[n—4]s, Wn—4]3, W[n—3]y e W[n—3]|3 (associadas
a RP(n)). Tais polinomiais serao descritas nos itens de (A) a (C) seguintes. Utilizaremos
também a classe X, descrita na Segao 2.4. Recordemos que, sobre RP(u), tal classe possui
dimensao m(n —4) e ¢é tal que todos os seus mondmios contém elementos j-dimensionais
provindos de H*(F"™,Z,), com j > n — 4.

A partir daqui, vamos supor, por absurdo, que m > m(n — 4) + 8.

(A) Consideremos as classes W |[0]; = 0; +u; e W[0]3 = uyc® + 601uyc+us+ 01us + Oauy +6s.

Como estamos supondo m > m(n — 4) + 8, temos que m — 1 > m(n — 4) + 8; assim,
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podemos definir a polinomial
WO (03X e )

cuja dimensao ¢ m — 1.

Observemos que cada monémio de
WIORWI0]2X = (67 4+ u?)(uic* + 03uic® +us + 03ul + 03u? + 05)X

possui um termo proveniente da cohomologia de F™ com dimensao, no minimo, igual a
n + 1, como decorréncia da propriedade da classe X citada acima. Assim, por razoes

dimensionais, temos que W[0]2W[0]3X = 0 e, portanto,
WIORW{0]3X ™=+ R P(p)] = 0.
Agora, analisemos a polinomial correspondente, associada a RP(n),
Win — 4]iW(n — 45y gm 1= mr=0+8),

onde Y é a classe correspondente a classe X. Temos:

Win -4 =w? +vi e

Win —4)3 = (n ; 5) vid* + (n ; 4) wid* + wivid?

(0os demais mondmios de Wn — 4]3, v2, w?v3, wiv? e w?, sao nulos por motivos

dimensionais).

2
n=0 mod 4 en =2 mod 4, respectivamente, e por razoes dimensionais, segue que

- 4
Utilizando-se o fato de que ((n 5), (n 5 )) é igual a (1,0) e (0,1), para

Win — 43Wn — 43 =

B { (v + w?)(vid* + wivid?) = (vf + wiv?)d*, sen=0 mod 4,

(v? + w})(wid* + wivid?) = (wiv? + wi)d*, sen =2 mod 4.

Agora, fagamos uma pausa para uma observagao importante.

Observagio 2.4.6. Todos os monomios de Wn — 4)]W[n — 4]2 possuem elementos 4-
dimensionais provenientes da cohomologia de F*, tanto para n = 0 mod 4 quanto para
n = 2 mod 4; entao, por razoes dimensionais, os termos da classe Y que contém elementos

provindos de H*(F*, Z,) nada contribuem com a polinomial W [n—4]2W [n—4]2Y, uma vez
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que cada tal termo multiplicado por (v{+w?v?)d* (sen =0 mod 4), ou por (w?vi+wj)d?*
(se n = 2 mod 4), ¢ igual a zero. Portanto, a classe Y associada a RP(n) deve ser
analisada modulo o ideal gerado por HY(F*, Zy) ® H*(F*,Zy) ® H3(F*,Zy) ® HY(F*, Zy)
(o qual denotaremos por (H'(F*) @ H*(F*) ® H3(F*) @ H*(F*))). Em outras palavras,
s6 nos interessa os termos da classe Y do tipo d'.

Nessas condigoes, vimos na Se¢ao 2.4 que a classe Y é dada por
Y =d™% mod (H'(F*") & H*(F*)® H*(F*) @ H*(F*")).

Como consequéncia da observagao acima e da formula de Conner (Segao 1.10),

segue que

Wn — AW [n — Ay dm -t R P ()] =

) (i + w?d)d*dm = gn1i=me=OFRP(n)], sen =0 mod 4,
(w?v? + wh)d*dm =D gm-1-me=OF)RP(n)], sen =2 mod 4,

) (o Fwied)d™P[RP(n)] = (v + wiv)[F?Y],  sen=0 mod 4,
| (w2 + wh)dmSRP ()] = (W + wh[FY, sen=2 mod 4.

Entao, pelo Teorema 1.7.2,
vl +wivi =0 e  wivi +wi =0,

paran =0 mod 4 e n =2 mod 4, respectivamente.

Analisando-se a tabela 2.2, observamos que as seguintes classes de fibrados nao

satisfazem as relacoes acima:

Ba, Bs, Bs, Bty Biz, P13, Bia € Bis,

tanto para n =0 mod 4 quanto para n =2 mod 4. Portanto,

se n é par e o fibrado normal sobre F** pertence a uma das classes

Ba, Bs, Bs, B, Biz, Bis, Pia ou Bis,

entdo m < m(n —4) + 8.

(B) Consideremos as classes Wl]s = 61¢c + ug + 01ug + 05 ¢ W(l]3 = (ug + 02)c + us +

O1ug + Oouq + 5. Utilizando-se as formulas de Cartan e de Wu (vide Segao 1.11), temos

Sql(W[].]g) = Sq1<(’LL2 + 92)0 + us + 91U2 + qul + 93) =
= (uyug + ug + 0105 + 03)c + (uz + 02)c* + Sq' (uz + O1ug + Oauy + 653),
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sendo Sq'(uz + O1us + Oou; + 03) uma classe 4-dimensional com elementos provindos da
cohomologia de F™.

Definimos, entao, a polinomial
Sql (W[]_]g)W[]_]gXCm_l_(m(n_4)+8),

cuja dimensao ¢ m — 1.

Observemos que cada monémio de

Sq'(Wi]s) WX =
((urug +us + 60109+ 03)c+ (ug +02)® + Sq* (uz + O1ug + Oouy +63)) (02> + u3 + 03u? 4+ 65) X

possui um termo proveniente da cohomologia de F™ com dimensao, no minimo, igual a
n + 1 (aqui também estamos utilizando o fato de que todos os mondémios da classe X
contém elementos j-dimensionais provindos de H*(F", Zs), com j > n — 4). Assim, por

razoes dimensionais, temos que Sq'(W[1]3)W[1]32X = 0 e, portanto,
Sq' (W)W 13X e == [R P ()] = 0.
Analisemos, agora, a polinomial associada a RP(n),
Sqt(Wn — 3]3)W(n — 32y g 1= (mn=4+8)
para o caso em que n =0 mod 4. Neste caso, temos que

n—3
W[n—B]gz( 5 >d2+w1d+vg+w1v1+w2:w1d+v2~|—wlvl~|—w2

n—3 n—4 n—3
W[n — 3]3 = ( 3 )d3 + ( 9 )Uld2 + ( 9 )w1d2 + (UQ + wg)d+ V3 + WU+
+wavy + w3 = (Vg + wo)d 4 vz + WiV + Wavy + W3,
Dai, usando novamente as formulas de Cartan e de Wu, temos
Sq*(Wn — 3]3) = (vy + wy)d® + (v1vy + v3 + wiwy + w3 )d + Sq* (vs + wivy + wovy + w3).

Agora, observemos que

St (Wn — 3]5)W[n — 35 = ((vy + wo)d?)(wid?) = (wvy + wiwsy)d?,
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pois os demais mondmios deste produto se anulam por questoes dimensionais (ou seja, 0s
demais mon6mios possuem elementos j-dimensionais provenientes da cohomologia de F'4,
com j > 4).

Como consequéncia da observagao 2.4.6 (item (A)) e da formula de Conner, segue

que

Sq' (Wn = 3J3)Wn — 3y dm =m0+ [RP(y)] =
— (w%UQ + w%w2>d4dm(nf4)dmflf(m(nf4)+8) [Rp(n>] —
= (wivs + wiwz)d™ °[RP(n)] = (wivs + wiwy)[F] = vive[F1].

Observagdo 2.4.7. Na tltima passagem do calculo acima, utilizamos as relagoes wiw, = 0

e wivy = v?vy, fornecidas pelos lemas 2.2.2 e 2.4.1, respectivamente.

Entao, pelo Teorema 1.7.2, temos que v?v; = 0, para n = 0 mod 4. Analisando-
se a tabela 2.2, observamos que as classes de fibrados (51, B2, B9 € B9 nao satisfazem tal

relacao. Portanto,

se n =0 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

517 627 69 ou ﬁlO?

entdo m < m(n —4) + 8.

(C) Consideremos a classe W[0]s = uic + ug + 61u; + 0. Como estamos supondo m >

m(n — 4) + 8, podemos definir a polinomial
W[O]%Xcm—l—(m(n—4)+8),

cuja dimensao é m — 1.

Observemos que cada monémio de
WI0]3X = (ufc* +uy + Ofui +05)X

possui um termo proveniente da cohomologia de F™ com dimensao, no minimo, igual a

n + 1. Assim, por razoes dimensionais, temos que W[0]3X = 0. Logo,
W)X cm= = me=D8) R P (1)) = 0.

Seja
W[’I’L . 4]421Ydm—1—(m(n—4)+8)
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m(n—4)+8)

a polinomial correspondente a W[0]3X ™1~ e associada a RP(n). Temos que

n—4

Wi (7

>d2 + vid + vy + wyv1 + wWo.

Assim, e por razoes dimensionais,

—4
Win —4]; = (n 5 )dg +vtd*

n
Se n =0 mod 4, entao ( ) = 0. Dali, utilizando novamente a observagao

2.4.6 e a formula de Conner, segue que

W[TL _ 4]121Ydm717(m(n74)+8) [RP(U)] — vélld4dm(n74)dmflf(m(nf4)+8) [RP(U)] —
= vid"°[RP(n)] = vi[F].

Pelo Teorema 1.7.2, temos entao que v{ = 0, para n = 0 mod 4. Analisando-se
a tabela 2.2, observamos que as classes de fibrados fs e (17 nao satisfazem tal relacao.

Portanto,

se n =0 mod 4 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

Bs ou 1,

temos que m < m(n —4) + 8.

n—4

) =1 e temos
2

Agora, suponhamos n = 2 mod 4. Nesse caso, (
Win —4)5 = d® + vid*.

Notemos que a observacao 2.4.6 nao se aplica a esse caso, ou seja, nao podemos tomar Y =
d™=Y mod (HY(F*) @ H*(F*) ® H*(F*) @ H*(F*)). Para contornar esse problema,
faremos, a seguir, o calculo explicito da classe Y para n = 2 mod 4. Utilizaremos as
mesmas notagoes da Secao 2.4, onde foi definida a classe X.

Seja n — 4 = 2Pg, com ¢ impar e p > 1. Como estamos considerando n = 2

mod 4, podemos escrever n = 2 + 4x, com x > 1. Assim,
g=n—-4=2+4r—4=4r—-2=22x—1)

e, portanto,p=1eqg=2x—1, com x > 1.

Vimos, na Segao 2.4, que a classe X sobre RP(u) é definida por

X = Wlrilar, ... Wiralor, Wisilos, o1 - .. Wist]as,11,
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onde r; = 2P — 277" parai=1,2,...,p,es; =2 — 1, para 1 < j < g+ 1—p. Notemos

que, como estamos no caso particular em que p = 1, temos

Agora, pelos célculos de W[n — 3]y e W[n — 3]s, feitos anteriormente, e sabendo-se

(7)) - () -

para n = 2 mod 4, temos que

que

W[TL—?)]Q = d2+w1d+v2 + wyv; + Wy

Win — 3|3 = d® + (vy +w1)d* + (v + wa)d 4 v3 + wyvy + Wwavy + ws.

A seguir, faremos o calculo do produto W[n — 3]sW[n — 3]4, iniciando-se pelo
termo W[n — 3]4. Para facilitar a computagdo, denotaremos d* por A e (vy +wy)d?® + (vy +

wo)d + v3 + wivy + wevy + w3 por B. Entdo, observando-se que B' = 0, se i > 4, temos

Wiy = (e = 3 (V)=

]
1=0

— At4 AR 4 <g) A2 (g) AT 4 (Z) Ar1pt

Notemos que, por razoes dimensionais, B* = (v} + w})d®; e como v{ = w} se
m > m(n—4)+ 8 (vide a demonstragao do Lema 2.4.1), o ultimo termo da soma acima é
nulo. Além disso, devido aos binémios presentes na expressao e sendo ¢ impar, torna-se
necessario dividir a analise de Wn — 3|3 em dois casos: ¢ =1 mod 4 e ¢ =3 mod 4,

para os quais temos n =6 mod 8 e n =2 mod 8, respectivamente (ja que n = 2q + 4).

Dessa forma, sendo ((g), (g)) igual a (0,0), se ¢ =1 mod 4, e igual a (1,1),se ¢ =3

mod 4, temos

Al 4 ATIB, sen=6 mod 8,

Win —3]1 =
A9+ AT7IB 4 A92B%2 + A13B3 sen=2 mod 8.
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Substituindo-se os valores de A e B na expressao acima e levando-se em conta que os
mondmios com variaveis provindas da cohomologia de F* (v;’s e w; ’s) com grau maior
1 (2

que 4 sao nulos, temos

Win —3)4 =

a4 + (U)l + Ul)dgqil + (U)Q + 02>d3q72 + (?}3 + wyv9 + wov1 + ’wg)dgqis,
sen=6 mod 8§,
A3 + (w1 + v1) A3 + (W + vy + Wi + V)32 + (v3 + Wivy + Wovy + W3+
+08 + wivy + wvd + w33 + (v3 + wd)dBT, sen=2 mod 8.
Logo,
Y = Win —3]sWn — 3]% = (& + wid + vy + wyvy + we)Wn — 3]3 =

A3 4o 3T 4+ wid3 4 (wivg 4+ v + WP + vz + wivy + ws)d3 T+

) (wd i+ wivg)d?, sen=6 mod 8,
d302 0 3T 4+ 023+ (v1vg + Wi vF + vy + Wiy + ws + v ) A3+
+(vivy + wovd + wiv? + wi)d?12, sen =2 mod 8.

Observacao 2.4.8. Nas computacoes acima, utilizamos, além do fato de algumas classes
se anularem por razoes dimensionais, as relacoes wfwg = wwov; = 0 e wyvz = w1V Vs

(vide Lema 2.2.2).

Para facilitar nossos proximos céalculos, denotaremos 3¢ + 2 = m(n — 4) por t.

Dessa forma, a classe Y fica igual a

dt 4+ v1d™ + w?d 2 4 (wPoy 4+ vivg + wiv? + vs + wivy + ws)d TP

v _ + (w3 + v3 + wivy)d' ™4, sen=6 mod 8,
dt + vid= + 02d 72 4 (Vv + wivd 4 vg + wive + w3 + v3)d 3+
+(vivg + wovd + wiv? + wi)d 4, sen =2 mod 8.

Agora que temos a forma explicita da classe Y, voltemos as computacoes da
polinomial W{n — 4)3Y dm~1=(m(=49+8) " Dividiremos a anélise nos casos n = 6 mod 8 e

n =2 mod 8.
e Sen =6 mod 8§, temos

Win — 4)3Y dm=1=mn=9+8) — [¢& 4 otd*][d" + vid™ + wid =2 + (wvy + vivg + w v+
403 4 w1y + w3 )d T 4 (w2 402+ wug)di IS = gl oy d™ T2 4 w2d™

+(wivy + v + WV + vz + wyvy + ws)d™ T + (w2 4 vE + Wiy + vf)d™ S
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e, pela formula de Conner, temos que
Wn—A4]3Y dm1=mn=9+9R P(n)] = (04+v103+wive+(wivy +v102+w1 02 +v3 4w, v+
+ws) Uy + w3 + v + wivy + ) [FY].
Utilizando-se, entao, as propriedades da classe dual e as relagoes wv? = v, wiv vy =

wv3, wav; = wyvd (Lema 2.2.2) e vy = 0 (Lema 2.4.1), segue que

Win — 43y dm-1=n=DIORP(n)] = (v4 + wiv + w009 + w3v; + w3 + v})[FY] =

= (wv3 + wov? + w3)[F1].

Assim, como consequéncia do Teorema 1.7.2, temos que wivs + wyv? + w3 = 0,
paran =6 mod 8. Analisando-se a tabela 2.2, observamos que as classes de fibrados (s,

B3, s e By nao satisfazem a relacao acima. Portanto,

se n =6 mod 8 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

B2, B3, Bs ou Py,

temos que m < m(n —4) + 8.

e Sen =2 mod 8, temos

Win — 43y dm=1=mn=048) — [d8 1 o3d!][d* + vy d™" + v2d' =2 + (v1vg + wiv? + vgt
w1y + wsz + v3)d 3 + (Vg + wov? + wiv? +wi)d A dm IS = gt 4oy dm 2
+02d™ 3+ (010 + w1 V2 3+ W Vg + w3+ 03 )d™ T+ (VPvg +wevd +wed +wi4vi)d™ P

e, pela formula de Conner, temos que
Wn—4]3Y dm1=m=H+8) R P(n)] = (U4 + 0103+ 0702 + (0102 + w103 + V3 + W Vg + w3+
+0) 0y + vivg + wevd + wiv? + wi + v})[F1].
Utilizando-se, entdo, as propriedades da classe dual e as relagoes wivi = vf,

W11V = Wiv3, WiV = Wov?, wev? = wivi + v} (Lema 2.2.2) e vy = 0, v} = w] (Lema

2.4.1), segue que

Win — 43y dm—1=me=H+8)IRP(n)] = (02 + v4 + w103 + wiv vy + wavy + wev? + wi+
+wiv? + o) [FY = (v2 + wivs + wevd)[F1].

Assim, como consequéncia do Teorema 1.7.2, temos que v3 + wivs + wov? = 0,
para n =2 mod 8. Analisando-se a tabela 2.2, observamos que as classes de fibrados (s,

B3, Bio € 11 nao satisfazem a relacao acima. Portanto,
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se n =2 mod 8 e o fibrado normal sobre F* pertence a uma das classes

527 537 ﬁlO ou Blla

temos que m < m(n —4) + 8.

Com isso, finalizamos a demonstracao da Proposicao 2.4.2 e, portanto, do

Teorema 2.1.1.
O
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Capitulo 3

Involucoes fixando varias componentes

3.1 Introducao

Seja (M™,T) uma involugao cuja componente maximal de seu conjunto fixado
n

F = UFJ ¢ n-dimensional. Denotemos por £k = m — n a codimensao de F". Os
=0
resultados que apresentaremos nesse capitulo sao caracterizados como fendmenos de baiza

codimensao, o que significa que k é limitado como uma funcéo de n. A seguir, listamos
alguns resultados, encontrados na literatura correlata (os quais ja foram mencionados na
Introdugao desse trabalho), envolvendo fendmenos de baixa codimensao: se F' = FTUF! e
n & par, entao k < 2 ([15]); se F' = F"UF? e n é impar, entdo k < 3 ([12]); se F = F"UF?
e n é par, entdo k < 4 ([1]). Além disso, esses limitantes sdo os melhores possiveis. Para
F=F'F=F'UF"! F=F'UF! (nimpar), F=F"UF? (npar) e F = F"UF?

(n impar) ndo ocorrem tais fendomenos.

Observacio 3.1.1. Cada componente F? do conjunto fixado F, 0 < j < n, pode ser
considerada conexa (vide Teorema 1.7.5). Assim, podemos nos referir aos casos F'= F" e
F=FrUFI/, 0<j<mn,comoo caso de uma componente e o caso de duas componentes,
respectivamente. Além disso, se o fibrado normal sobre alguma componente F’ em
M™ borda, ele pode ser equivariantemente removido originando uma nova involugao,
equivariantemente cobordante a (M™,T) e com conjunto de pontos fixos F — FJ (vide
Teorema 1.7.4). Portanto, tal £V nio tem influéncia no contexto da procura de limitantes
para as possiveis codimensoes. Tal fato nos leva a assumir, ao longo deste capitulo, que

o fibrado normal sobre cada componente F’ mencionada ¢ nao bordante.

Com base na discussao acima, faz sentido questionarmos sobre a existéncia de
fenémenos de baixa codimensao no caso em que F' possui mais do que duas componentes

fixadas. Mostraremos que tais fenémenos ocorrem, em particular, para 4 especiais
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conjuntos fixados, explicitados no seguinte teorema:

Teorema 3.1.1. Seja (M™,T') uma involugao cujo conjunto de pontos fixos tem uma das

sequintes formas
n

(i) F = {ponto} U ( U F7), onde n > 3 € impar;

=1
j impar

S

(ii) F = F'U (U F7), onden > 2 € par;

j=0
J par

(iii) F = F? U ( U F7), onde n > 3 € impar;

j=1
J impar

(iv) F:F3U(U F7), onde n > 4 € par.

j=0
J par

Conforme comentamos anteriormente, estamos supondo que o fibrado normal sobre cada

componente fizada F7 é nao bordante. Entdo, se k é a codimensao de F™ em M™, temos

que k < 1 em (i), k <2 em (it), kK < 3 em (i1i) e k < 4 em (). Além disso, tais

limitantes sao os melhores possiveis.

O ponto crucial deste capitulo seré a apresentacdo de um método para a
construcao de involugoes maximais. Isso seré feito na Secao 3.3, combinando-se métodos
ja conhecidos com uma involucao especial, definida sobre os espacos totais de fibrados
projetivos associados as somas de Whitney de dois fibrados vetoriais. Na secao 3.2,
mostraremos que 1, 2, 3 e 4 sdo limitantes para k nos casos (i), (ii), (izi) e (iv),
respectivamente. Para tal, utilizaremos a teoria de Conner e Floyd e, assim como
no capitulo anterior, algumas polinomiais especiais construidas a partir de classes
caracteristicas de espagos totais de fibrados projetivos (introduzidas por Stong e Pergher
em [26]).

3.2 Obtencao dos limitantes

3.2.1 Notacoes e preliminares

n
Se I = UFj ¢ o fized-data da involugao (M™,T), denotemos por n' — F,
=0
0 < ¢ < n, o fibrado normal sobre a uniao das componentes i-dimensionais.

Para evitar excesso de notagao, escreveremos W(F') = 1+ w; + wy + ... + w; e
W(n') =1+ v + ...+ Vpip como sendo as classes de Stiefel-Whitney de F' e 7',
respectivamente, com 0 <1 < n.

Fato. Se n — F ¢é o fized-data de uma involugao, denotemos por E o espago
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total do fibrado real projetivo associado a 7, RP(n) — F, e por £ — E o
fibrado linha sobre FE. Sabemos que ¢ +— F borda como fibrado linha (Corolario
1.7.2). Entao, conforme previamente comentado, se dim(E) = r, qualquer classe
P = Plu(E),...w.(E),w(§)) € H'(E,Zy), dada por uma polinomial de dimensao r
nas classes w;(E) e wy(§), produz o nimero caracteristico nulo ao ser avaliada na classe
fundamental [E].

Utilizando-se esse fato, denotemos por E;, 0 < i < n, o espaco total do fibrado
projetivo correspondente as componentes i-dimensionais e por £ — E; os correspondentes
fibrados linha. Nossa estratégia sera selecionar polinomiais especiais P, com dimensoes
n + k — 1, construidas sob as hipoteses de que k > 1 (subsegao 3.2.2), k > 2 (subsegao
3.2.3), k > 3 (subsegao 3.2.4) e k > 4 (subsegao 3.2.5), lembrando que k = m —n ¢ a

codimensao da componente maximal fixada, F". Resolvendo, entao, equagoes ou sistemas

> PIE]=0

0<j<n

de equagoes do tipo

para cada caso, chegaremos em contradicoes, o que nos levara aos resultados desejados.
Seja W (&) = 1+¢, para 0 < i < n. Para a construcgao das “polinomiais especiais”

P nas proximas subsecgoes, faremos uso da classe W(E,), 0 < i < n, definida por

W(E) = % _
LA Fwr o w) (L) A (L )" o 4 4 v
(1+c)
=14+ W+ Wat -,

onde cada W; é uma polinomial nas classes wy(E;) e ¢c. Como ja mencionado na Secao

2.3, esta classe é um caso particular das classes introduzidas por Stong e Pergher em [26].

3.2.2 Caso F = {ponto} U ( U F7)

<

Jj impar

Comecemos pelo item (i) do Teorema 3.1.1, ou seja, mostremos que k < 1 para
este caso.

Vamos supor, por absurdo, que k£ > 1. Assim, faz sentido considerarmos a

polinomial P = W{‘“ck_Q. Calculemos P[FE;], para i =0 e 1 <4 < n fmpar.

(1) Sobre a componente F° = {ponto}, temos E, = RP"*1 ¢

N 1 n+k —
W(Ey) = % = (1 4+ ¢)" Como n é impar, temos que W; = (n)c = c
c
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Assim, utilizando-se o fato de que ¢ é o gerador de HY(RP"*~1 Z,), temos

P[Eo] — W{L+1ck_2[RPn+k_l] — Cn+1ck_2[RPn+k_l] — Cn+k—1[RPn+k—1] — 1. (31)

(2) Sobre FV, com 1 < j < n impar, temos

. ) Uptke—i
W(E;)=(1+w +...+w,) {(14—0)"_]+(1+c)”_]_1vl+...+¢

(1+c)*

Sendo n — j par, segue que

— n_ y
W1:< 1J)C+U1+UJ1:U1+’U}1.

Agora, notemos que cada termo da polinomial W' = (v; +w;)"*! tem dimensio

n + 1 e provém da cohomologia de F7, com j <n < n + 1; assim, W' =0 e
PIE)] = Wi 2 [E)] = 0, (3.2)
para 1 < 7 < n impar.

Substituindo-se os valores obtidos em (3.1) e (3.2) na equagao

P[Eo) + i P[E;] =0,

j Impar

que ¢é valida devido ao Fato citado na subsecao anterior, temos uma contradi¢cao. Portanto,
k<1
]

n
3.2.3 Caso F =F'U (U F7)
.j:()
j par
Nessa subsegao, provaremos o item (ii) do Teorema 3.1.1.

Vamos supor, por absurdo, que k£ > 2. Entao, podemos definir a polinomial
P = W!2¢=3_ Calculemos P[E;], parai=0,1e 2 < i < n par.

1) Sobre a componente F° = {ponto}, temos Wl - (" c = 0, pois n é par.
1
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Logo,
P[Eo] = W2 k=3 [RP 1] = 0. (3.3)

(2) Sobre a componente F', W(E;) = (14 ¢)" ' + (1 + ¢)" 2v;. Sendo n — 1 ¢ {mpar,

— —1
W, = (nl )c—i—vl—c—i-vl.

Dai,
N n+2 n+ 9 '
Wln+2ck—3 — (C + Ul)n—i—QCk—S — [Z ( ' )U{Cn+2_j Ck—3 —
=0 ~ 7
_ {cmz + (n ‘1" 2> vlcnﬂ] k=3 = k1

pois n + 2 é par. Assim, P[E;] = WI'"2ck=3[Ey] = ¢"**=1[E] e, pela formula de Conner
(Segao 1.10), sabemos que "™ ~1[E;] = v[F']. Como, por hipétese, o fibrado normal
sobre a variedade F'' é nao bordante, podemos identifica-lo com o fibrado linha sobre o

espago real projetivo unidimensional RP'; assim, vy # 0 (v; € H'(RP',Zy)) e segue que

P[Ey] = "B = v [RPY] = 1. (3.4)

(3) Sobre F7, com 2 < j < n par, temos que

— n_ y
W1:< 1 j)c+vl—|—w1:1)1+w1,

n+2 2

pois n — j é par. Observemos que a classe W2 = (v; +w;)"*? ¢ nula, pois tem dimenséao

n + 2 e é composta por elementos provindos da cohomologia de F7, com j < n < n + 2.
Logo,
P[E;] = Wi [E)] = 0, (3.5)

para 2 < 7 < n par.
Substituindo-se os valores obtidos em (3.3), (3.4) e (3.5) na equagao

PIE]+ S PIE] =0

j par

temos uma contradi¢ao. Portanto, k£ < 2.
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e,

3.2.4 Caso F =F*U( U F7)

Nessa subsegao, provaremos o item (#iz) do Teorema 3.1.1.
Suponhamos, por absurdo, que k£ > 3. Assim, faz sentido definirmos as
polinomiais P, = W[ ck=2 Py = W3ch—4 o Py = W' TW2ck—4,

A seguir, calcularemos P;[E;], para i =1,2€ 3, com j =2 e 1 < j <n impar.
(1) Sobre as componentes FV, com 1 < j < n — 2 {mpar, temos

—_—~ n — y
Wy = < 1 ])c+v1+w1 = v + wy,
jd que n—j é par. Notemos que as 3 polinomiais F;, ¢ = 1,2 e 3, tém em suas composicoes
polinomiais W{“, com k igual an—1, n+1 ou n+ 3. Sendo Wl uma classe com elementos
provindos da cohomologia de F7, com j < n — 2, segue que Wln_l = WI”H = Wf+3 =0,

por razoes dimensionais. Logo, para 1 < 7 < n — 2 impar, temos que

BlE;] =0, (3.6)
parai=1,2 e 3.
(2) Sobre F™, temos
— U1 V2 U3 Vg

W(E,) =1+w +...+w,) |1+

1+c+1—|—02+(1—|—c)3+ (1+ )k

Entao,
Wl =v1tw e
W2 = V1€ + Vg + W1V + Wa.

Assim,
Nn—i—l o
= (v +wy

1n+3 = (Ul + ’LU1)”+3 €

W2 = (v 4+ wy)" 1 (03 4 v2 + wh? + w?).

)n+1

)

Notemos que cada termo das polinomiais acima tem um fator de dimensao, no

minimo, igual a n + 1 e proveniente da cohomologia de F"; portanto,

Pi[E,] =0, (3.7)
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parat=1,2 e 3.

(3) Sobre a componente F?, temos

W(E,) = (14w +w)[(14¢)" 24 (1+0)" vy + (1+0)™

Sendo n fmpar,

—~ n—2
W1:( 1 )c+vl~|—w1:c—|—vl+w1 e

—~ n—2\ , n—23 n—2
Wy = 5 c+ 1 vic + 1 wic + WU + Uy + we =

n—2

= 2 + wic + wivy + vy + wo.

UQ].

Entao, utilizando-se novamente o fato de n ser impar e por razoes dimensionais,

Pi[By] =Wt 2(Ey) = (e + vy + w))" 2 [By) =

- (nZH (n ;r 1) (01 + wl)jc““j) "By =

J=0

n—+1
- <C”+k’_1 + < 5 >(vf —|—wf)c"+k_3> [Es],

BBy = WP Ey] = (c+ vy +w) )" By] =

J=0

= (e (M5 Yot wer ) e

n—2
pg[EQ] Wln 1W22 k= 4[E2] (c+vl—|—w1) -1 ((

(\]

J=0

= (et + <n ; 1> (v? + w?)e ) (( ) 2>c +wfc“) [Es]

n—2
_ ( ; )ka L g2t 3) B

A+ wie ) FA By =

2
B (e

Observagao 3.2.1. Na tultima igualdade do calculo de P3[Es| acima, utilizamos também o

-1 —2
fato de que (n 5 ) <n 5 > = 0, para qualquer n fmpar.
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Denotando-se por

(772):—1 =147 +7

W)
a classe dual do fibrado normal sobre F?, a féormula de Conner (vide Segao 1.10) nos
garante que

ICn+k_i[E2] = J]Eg_l‘[FQ],

para todo x € H"1(F? Z,) e 1 <i < 3. Sendo Uy = v? + vy, temos

nigd = (vt (" )02+ ud) 17 -

= (02 + v +2< ;1>( f+w%)> [F?],
Pigd = (mo+ ("5 )t uh)) (77 -

= (v? + vy +2< ;3 (vf+w%)> [F?] &
;B[EQJ = (" 2 )t ) 17 =

- ";2 (v%+vz)+w%) [F7]

Agora, usando o resultado de Conner e Floyd (discutido na subsecdo 3.2.1),

temos o sistema de equagoes:

Pz Y PE =0

j Impar

Py[Es] + Z P[E;] =0

j impar

Py[Es] + zn: PyE;] =0

\ j Impar

Substituindo-se os valores obtidos nas equagoes (3.6) a (3.8) no sistema acima,

obtemos:
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(Uf - <” s 1) (0 + w%)> (F2] =0
(fuf + vy + (n ;r 3) (v? + w%)) [F2] =0
((” N 2) (02 +v5) + wl) F2 =0

Agora, se n =3 mod 4, o sistema acima se torna
(vf + v2)[F?] =0

(v2 + wf)[F?] =0

wi[F?] =0

~

la

\

esen =1 mod 4, se reduz a

(v + wi)[F?] =0
(v} + vg) [F?] =0
(v +vy +wd[F? =0

Em ambos os casos, w?[F?] = vy[F?] = v[F?] = 0 é a tnica solugao.

Fato. A classe de cobordismo de qualquer fibrado vetorial sobre uma wvariedade
bidimensional F% € determinada pelos nimeros de Whitney w?[F?], vo[F?| e vi[F?] (para
maiores detalhes, vide [13]).
Dai, concluimos que o fibrado normal sobre a componente £ borda, o que é um
absurdo. Logo, k < 3.
O

n
3.2.5 Caso F =3 U (U F7)
i par

Nessa subsegao, provaremos o item (iv) do Teorema 3.1.1.

Vamos supor, por absurdo, que k£ > 4. Assim, faz sentido definirmos as
polinomiais P, = W1"+4 k=5 Py = VV1 I/V2 k=5 o Py = Wf‘_1W2W3ck_5.

Recordemos que, se Sq é a operagao de Steenrod entao, pela féormula de Wu, temos
que Sq¢’ avaliado sobre uma classe caracteristica de um fibrado resulta em uma polinomial
nas classes caracteristicas desse mesmo fibrado (vide Se¢ao 1.11). Logo, SQI(W;;) ¢ uma
polinomial nas classes w,(F;) e c. Definimos, entao, Py = W1”5q (Wg) k=5,

A seguir, calcularemos P;[E;], parai=1,2,3 e 4, com j=3e 0 < j <n par.
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(1) Sobre a componente F° = {ponto}, temos

jd que n é par. Portanto,
Pi[Eo] = 0, (3.9)

parai=1,2,3 e 4.
(2) Sobre as componentes FV, com 2 < j < n — 2 par, temos

—_—~ n — )
Wy = ( 1 ])c+v1+w1 = v + wy,
pois n—j é par. Notemos que as 4 polinomiais P, ¢ = 1,2,3 e 4, tém em suas composicoes
polinomiais Wl’“, com k igual a n — 1, n ou n + 4. Sendo Wl uma classe com elementos
provindos da cohomologia de F7, com j < n — 2, segue que Wln_l = 0, WI” =0e

4 — (), por razdes dimensionais. Logo,

PIE) =0, (3.10)
parai=1,2,3ede2<j5<n—2par.

(3) Sobre F™, temos
Wy = v, + wy,
/I/IV/Q =Vi1C+ Vg + WiV +wWq €
Wy = 1% + wyvic + 3 + Wivs + wavy + W
Agora, usando a formula de Cartan e o fato de que Sq'(c?) = 0 (Segao 1.11),
temos

1 2 2.2 2 2 2
Sq (vic” + wyvic) = vic” + wivic” + wivic + wivic

logo,
Sql(Wg) = vic? + w1 + wivic + wivic + Sqt(vs + wivs + wovy + ws)

(observando-se que S ql(vg + wy vy + wavy + ws3) é uma classe 4-dimensional com elementos
provindos da cohomologia de F™). Pelos resultados acima, temos entao

P = (v +wi)"H,

W{LWQQ = (vy + wy)" (V2 + V3 + wiv? + w3),
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W{HWQWS = (v1 +w1)" " H(vie + Vo + wvy + we) (V1 + WiV C + V3 + W1Vs + Wavy + w3) €
WiSqt(Ws) = (v1 + wy)* (v + wivic? + wivic + wivie + Sqt (v + wivy + wovy + w3)).
Notemos que cada termo das polinomiais acima tem um fator de dimensao, no

minimo, igual a n + 1 provindo da cohomologia de F™; portanto,

PE, =0, (3.11)
parai=1,2,3 e 4.
(4) Para finalizar, analisemos a componente F®. Temos

W (Es) = (1+wi +wa+ws)[(1+0)" 7+ (14 ¢)" o1 + (1+0)" Pva + (14 ¢)" vy

Sendo n par e por razoes dimensionais, segue que

—~ n—3
W1:< )c+vl~|—w1:c+vl+w1 e

1
n+4
7 n+4 . iy
1n+4 = (c+ v +w1)n+4 — Z ( ; )(Ul +w1)jcn+4 J =
=0
2 At (v w2, sen =2 mod 4.
Assim,
—~ L By sen=0 mod 4
P E = Wn+4ck75 E = ! )
1[ 3] 1 [ 3] (Cn+k_l 4 (’U% + wf)cn+k—3)[E3], sen=2 mod 4.

Denotando-se por

1
W(n?)

W(n’) =

=1 + 61 + 62 + 63
a classe dual do fibrado normal sobre F3, a féormula de Conner nos garante que
wc" R Ey) = 2ty [F?,

para qualquer x € H"Y(F3,Z,) e 1 <i < 4. Sendo v; = v; e U3 = v + v3, temos

B - { U3[F3) = (03 + v3)[F3], sen=0 mod 4, (31

(T3 + (v + wi)v)[F?] = (v3 + wivy)[F?], sen=2 mod 4.
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Para o calculo das demais polinomiais P;[Es], i = 2,3 e 4, utilizaremos os seguintes

ingredientes:

(i) As relagoes w3 = wiwy = w? = 0, que seguem do fato de que toda variedade

tridimensional borda, e as relagoes wov; = wivy, wiv? = 0 e wivy = V1Vy + V3, qUe S0
validas para qualquer fibrado vetorial sobre uma variedade tridimensional (para maiores
detalhes, vide [1]).

—3 n—4 n—3
(ii) Wg A2+ ] viC+ 1 wic + vy + wivy + wy =

{ w1+ V2 + w1 + wa, sen =0 mod 4,

& +wic+ vy +wivg Fwy, sen =2 mod 4.

n— n—4 2 n—3 2 n—>9 n
9 v1C 9 wic 1 VaC

n — n—3
wiv1C + 1 WaC + WaV1 + W1V + U3 =

lll

+

{ Vg + Wy + Wt + Wive + Vs, sen =0 mod 4,

A+ (v1 +wy)e® + (vg + wo)c + wovy + wive +v3, sen =2 mod 4.

(Vg + wy)c? + (vivg + v3)c, sen =0 mod 4,
A+ (V2 4+ w? 4 vy + wy)? + (vive +v3)c, sen =2 mod 4.

(iv) SQI(W?)) = {

Observagao 3.2.2. Nos calculos de Sql(Wg) acima, utilizamos o fato de que Sq'(wyv; +
wyvy + v3) = 0, pois se trata de uma classe 4-dimensional com elementos provindos da
cohomologia de F?; além disso, usamos a formula de Wu e o fato de que wiws e ws
sao classes de Stiefel-Whitney de variedades tridimensionais (e, portanto, iguais a zero).

Assim,
Sqt(vy +wy) = Sq'(v2) + St (wy) = V1V + v3 + Wiws + W3 = V1Vy + V3.

Os calculos restantes seguem da féormula de Cartan.

n

(v) Wf =(c+v+w)" = Z (?) (v +w )" ="+ (Z) (V2 +w?)c"? =
=0
)y sen =0 mod 4,
a { A+ (V2 + w2, sen =2 mod 4,
e
n—1
3

-1
Wit =t 4 (v + w2+ (n 5 )(v% +w?)e" 3+ ( )(vl +w )t =
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n—1

)T (A w)e o (0F w4 (o Fwn)?e T, sen =0 mod 4,
", sen =2 mod 4.

Com esses resultados em maos e seguindo passos anélogos aos utilizados no calculo

de Pi[E3], chegamos a

wivi[F3], sen=0 mod 4,

PIE :’an%kfsE —
5 [ Es] 1 Vo [E3] {vg[F?’], sen =2 mod 4,

wyvy[F3], sen=0 mod 4,

P.IE :Wn—l’W’Mv/ck—5E —
5[ E3] 1 2VV3 [E] {(U3+w%U1+w1U2)[F3]7 sen =2 mod 4,

e

(wivy +v3)[F?], sen=0 mod 4,

3.13
(v3 +wivp)[F?], sen=2 mod 4. (3.13)

Agora, usando o resultado de Conner e Floyd discutido na subsecao 3.2.1, temos

o seguinte sistema de equagoes:

( Pi[Ey] + zn: Pi[E] =0

Jj par

PQ[ES] + zn:PQ[E]] — 0

j par

Ps[Es] + i PE;] =0

j par

P4[E3] + ip4[Ej] — 0

\ j par

Substituindo-se os valores obtidos nas equagoes (3.9) a (3.13) no sistema acima,

temos
(v} +u3)[F°] =0
wivy [F3] =0
wyvy[F3] =0

(U)%Ul + Ug)[F3] =0

sen =0 mod 4, e
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(v3 + wivy)[F?] =0
v3[F3]

(v3 + wivy + wyve)[F3] =0
(vf + wivy) [F7] =0

se n =2 mod 4.

Em ambos os casos, v3[F?] = v3[F?3] = wyv,[F?] = w?v;[F?] = 0 é a tnica solugao.

Fato. A classe de cobordismo de qualquer fibrado wvetorial sobre uma wvariedade
tridimensional F? é determinada pelos mimeros de Whitney vi[F3], v3[F3], wive[F?] e
wivy[F3] (vide [1]).
Assim, concluimos que o fibrado normal sobre F® borda, o que é um absurdo.
Logo, k < 4.
O

3.3 Construcao dos exemplos maximais

3.3.1 Notagoes e preliminares

Para construir os nossos exemplos maximais, precisaremos introduzir algumas
preliminares e estabelecer algumas notagoes.

Utilizaremos a seguinte constru¢ao de P. Conner e E. Floyd (vide [8]): seja
(M™,T) uma involugao definida sobre uma variedade m-dimensional fechada M™ e com
fized-data n — F. Sobre S' x M™, consideremos as involucoes —Id x T e ¢ x Id, onde S*
é a esfera unidimensional, Id é a funcao identidade e ¢ é a conjugagao complexa. Notemos

que —Id x T é livre e comuta com ¢ X Id; assim, ¢ X Id induz uma involugao sobre o

St x M™

—IdxT
involugao, denotada por I'(M™,T'), possui (R@® n +— F)U (R +— M™) como fized-data.
Se M™ borda, R +— M™ borda como fibrado linha; logo, I'(M™,T) é equivariantemente
Stx Mm™

—IdxT
repetir o processo fabricando I'?(M™, T) e, assim, sucessivamente.

espaco de orbitas , que é uma variedade (m 4+ 1)-dimensional fechada. Esta

cobordante a uma involugao com fized-data R @& n — F. Se borda, podemos
Conforme mencionamos na Introdugao desse trabalho, a principal dificuldade do
caso com mais de duas componentes estd na obtencao de exemplos maximais (ou quase
maximais), lembrando que os casos de uma ou duas componentes possuem fontes padroes
de exemplos. Introduziremos, a seguir, um método que sera crucial no que se refere a esse
ponto.
Sejam v +— F7 e n — FY fibrados vetoriais sobre uma variedade j-dimensional

Fi  onde dim(v) = k e dim(n) = [. Para simplificar a notacao, denotaremos os espagos
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totais dos fibrados envolvidos pelos mesmos simbolos usados para denotar os fibrados.
Consideremos a soma de Whitney v @®n +— F7. Temos que v &1, v e n sao variedades com
dimensdes j + k + 1, j + k e j + [, respectivamente. Através das inclusoes v — (v,0) e
w +— (0, w), podemos considerar v e n como subvariedades de v@®n. Sejap: vdn — FI
a projecao; as restrigoes de p a v e ) servem como projecoes desses fibrados e, para
simplificar a notagao, usaremos a mesma letra p para denotar tais projegoes.

Da teoria de fibrados, temos o seguinte fato: o fibrado normal de v em v &7 é o
pullback p*(n) — v. Isso se estende naturalmente se considerarmos os correspondentes
fibrados em esferas S(v) e S(v @ 1), que tem dimensdes j +k —1e j+k+1—1,
respectivamente. Lembremos que (v, w) € S(v @ n) quando ||v]* + |[w|[? =1 e S(v) &
naturalmente uma subvariedade de S(v @ n) através da inclusao v — (v, 0). Novamente,
o fibrado normal de S(v) em S(v & n) é o espago total do pullback p*(n) — S(v).

Seja q : S(v) — RP(v) a aplicagdo quociente, que é um recobrimento a duas

folhas. Temos entao o diagrama
S(v) -4 RP(v)
tp D
F
onde po g = p e p denota a projecao correspondente ao fibrado projetivo. Denotemos

p*(n) =7. Temos que p*(n) = ¢* o p*(n) = ¢* (7). Segue que

p*(n) = {(v,w) € S(v) x 7 ; w esta na fibra sobre ¢(v) = [v, —v]}.

S(v@n)
antipodal
p*(n) de S(v) em S(v@®n) realizado como uma vizinhanga tubular de S(v) em S(v@n), e

Ao passarmos ao quociente >~ RP(v®n), considerando o fibrado normal

usando o mesmo argumento utilizado para determinar os fibrados tangentes dos espagos

projetivos a partir dos fibrados tangentes das esferas correspondentes, vemos que:
(i) S(v) é transformado em RP(v) C RP(v & n);

(ii) o fibrado normal de RP(v) em RP(v & n) terd como espago total p(n) _ (77),

~ ~

onde ~ identifica (v, w) com (—v, —w) (vendo, como acima mencionado, p*(n) como uma
vizinhancga tubular).
Agora, recordemos um fato descrito em [8] (Se¢ao 33, p.114): sejam X um espago

equipado com uma involug¢ao sem pontos fixos T : X — X, £ — T fibrado linha

X X
associado a involucao 7', ¢ : X — T 8 aplicacdo quociente e p —— — um fibrado
k-dimensional arbitrario. Consideremos o pullback ¢*(n) — X. Temos que ¢*(u) =

{(z,v) € X x p;q(x) = p(v)}. Dado (z,v) € ¢*(n), temos que p(v) = p(—v), pois
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v e —v estdo na mesma fibra de p. Também, ¢(z) = {z,T(z)} = q(T(z)). Segue

que ¢(T(x)) = q(x) = p(v) = p(—v) e, portanto, o par (T(z),—v) pertence a ¢*(u).
Portanto, (z,v) N (T'(z), —v) é uma involugado sem pontos fixos bem definida em ¢*(u).
q" (1)

Assim,
{(z,0), (T(x), —v)} — {z, T(2)}. )

Fato. (Lema 33.1, p.114, de [§]) O fibrado % > % ¢ equivalente ao produto tensorial
de fibrados p ® €.

Como consequéncia, colocando-se X = S(v), T : X — X a antipodal nas fibras,

é o espacgo total de um novo fibrado k-dimensional sobre T com projecao

e | > % = n — RP(v), e juntando o fato acima com a discussdo prévia sobre o
fibrado normal de RP(v) em RP(v & n), concluimos que tal fibrado normal ¢ equivalente
an®&— RP(v), onde £ é o fibrado linha usual sobre RP(v).

Esses fatos nos levam & uma nova técnica para construir involugoes com fixed-data

calculével:

(I) Em RP(v @ n) consideremos a involucao [(v,w)] — [(—v,w)]. Temos que
Fiz(P) = {[(0,w)],w € S(n)} U{[(v,0)],v € S(v)} = RP(v) URP(n).
Conforme visto, os fibrados normais sao
nRE=RPW) e v — RP(n),

onde & e &' sao os fibrados linha sobre RP(r) e RP(n), respectivamente. Por facilidade,

omitimos a notacao de pullback.

Observacao 3.3.1. Da teoria das classes caracteristicas, temos o seguinte resultado a
respeito da classe de Stiefel- Whitney do produto tensorial de dois fibrados: se n — F' é um
fibrado k-dimensional sobre uma variedade fechada F', com classe W (n) = vy +uvo+. . .4y,
e £ — F é um fibrado linha, com classe W (§) = 1 + ¢, entao a classe de Stiefel- Whitney
do fibrado n ® £ é dada por

W& =1+ + 1 +c) o+ + (14 c)ve-1 + vp

Retornando as notagoes que serao utilizadas, para j > 1, denotaremos por \; —
RPJ o fibrado linha canénico sobre o espaco real projetivo j-dimensional, e para j = 0,
definimos RP° = {ponto} e \g = R, o fibrado trivial. O gerador de H'(RP?,Z,), j > 1,
serd denotado por «;.

Assim como a involugao definida em (I), a involugao que descreveremos a seguir
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serd amplamente utilizada nas construgoes dos nossos exemplos maximais:

(IT) Seja (RPIPHL T} ) a involugao definida em coordenadas homogéneas por

jﬂj’p([ﬂfo, Tiy... ,xj+p+1]) = [—.CL’(), —L1ye.y —.I‘j, Ij+1, Ce 7xj+p+1]-
O fized-data de T}, &

((p+1)A; = RPF) U ((j + )X, > RPP),

n

3.3.2 Caso F = {ponto} U ( U F7)

Jj=1

Jj impar
Nosso objetivo aqui é construir uma involugao (M™*1, T'), com n > 3 impar, cujo

conjunto de pontos fixos tem a forma

fponto} U (| F)

j

n

<.

1
mpar

e tal que o fibrado normal sobre cada componente F7 fixada é ndo bordante, mostrando,

dessa forma, que o limitante descrito no item (i) (Teorema 3.1.1) é o melhor possivel.
Comecaremos construindo exemplos de involuc¢oes para o caso n > 11 impar

(parte (1)). Em seguida, trataremos os casos n =7 e n = 9 (parte (2)) e, para finalizar,

os casos n = 5 (parte (3)) e n = 3 (parte (4)).

(1) Mostremos que existe uma involugao (M™™,T) com conjunto de pontos fixos
n

da forma {ponto} U ( U F7) para o caso n > 11 fmpar, de tal sorte que os fibrados
j ijt:plar )
normais sobre cada componente IV sao nao bordantes.
Consideremos a involucao (RP?, Ty ), definida em (II) (subsegao anterior), com

j=0ep=2. 0O fized-data de Ty, &
(3R~ {ponto}) U (Ay — RP?).

Como RP? borda, temos que I'(RP? Ty,) é equivariantemente cobordante a uma

involugao (W*, R), que fixa

(4R + {ponto}) U (\y ® R — RP?).
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Seja (V™73 P) a involugao descrita em (I) (subsegdao anterior), onde V"3 ¢ a
variedade fechada (n—3)-dimensional RP(v"~*@®n'), associada a soma direta dos fibrados
v =X\ @ (n—-5R— RP'en! = R+~ RP' Conforme visto, o fired-data dessa

involugao é

(RESRPAM®(n—5)R))U((MB(n—5)R)®& —RP(R)) =
=E=RPA®(n—5R)UND(n—>5R— RPY.

A partir das involugoes (W*, R) e (V™73 P) descritas acima, definimos a involugao

produto
o (WixVn=3.9) dada por S(z,y) = (R(x), P(y)). O fized-data de S ¢

MEM—1DR—=FHYUMN® XN & (n—4)R— F*)U

UE QAR F"H U (E@ N\ @ R F™72).

onde F' = RP!, F3 = RP' x RP?, F"* = RP(A\, @ (n — 5)R) e F"? = RP? x
RP(A\ & (n—5)R).

Por fim, consideremos a involugao

o (RP"™ Ty,), cujo fived-data é

((n +1)R — {ponto}) U (A, — RP"™).

Mostremos que as componentes do fized-data das involugoes (W* x V=3 8) e
(RP™!, T} ,) nao bordam como fibrados.

(i) A componente A\; & (n — 1)R + F' nao borda, pois
wl()\l D (n — 1>R)[F1] = Oél[Rpl] =1.

(ii) A classe de Stiefel-Whitney do fibrado A\; @ Ay @ (n — 4)R é dada por
Wh@Xd(n—4H)R) =WA)W) =1+a1)(1+az) =1+ + g + aqas.
Assim,

wl()\l D )\2 D (n — 4)R)U)2()\1 D )\2 D (n — 4)R) [Fg] = (Oél + ag)alo@[RPl X RP2] =
= a1 2[RP! x RP?| =1,

e, portanto, a componente A\; & Ay @ (n — 4)R — F3 nao borda.
(iii) Analisemos a componente & & 4R — F"* onde F"™ ¢ o espago total RP()\; &
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(n —5)R) — RP'. Seja w;i(§) = ¢. Pelo teorema de Leray-Hirsch (1.6.2), sabemos que
H*(F"*Zy) ¢ um H*(RP',Z,)-mo6dulo livre gerado por 1, ¢, ¢?,..., ¢"7°. Segue que
™ Say ¢ o gerador de H"4(F™"~* 7Z,). Além disso, por Borel-Hirzebruch (Teorema 1.6.3),

vale a relacao
A =" Pwi (M) + T wa(A) A wa_s (M) = Py,
Logo,
(w0 (€ ® 4R))" ("] = (wn (€)' *[F"~*] = &[] = ¢ e [F] = 1

e, portanto, o fibrado & @ 4R — F"~* nao borda.
(iv) Mostremos agora que a componente £ @ Ay @& R + F™ 2 nao borda. Usando Borel-

Hirzebruch, temos que

W(RP(M @ (n—5)R)) =1+ 4+ (1+)"Swi(M) +... +wp_a(N) =
= (14" + (140" .

Entdo, a classe de Stiefel- Whitney de F"~2 é dada por

W(F"2) = W(RP?)W(RP(A @ (n—5)R)) = (14 a2)*[(1+¢)" " + (1 +¢)" Pay]

5 2

4= 5 a1as € o

e, além disso, vale a relagao ¢" % = ¢
gerador de H"2(F" 2 Z,).

—4 —4
Consideremos a classe w(F"?) = (n ) )c + a3 + ay. Como <n . ) =1,

pois n ¢ impar, segue que wy(F" %) = ¢+ a; + as. Dai,

ay. Por Leray-Hirsch, temos que ¢~

(wl (FTL—Q))n—4 = (C + o + OZQ)n_4 =

="+ (g + ag) + <n ; 4) " bas + (n ; 5) Tyl
Consideremos, agora, a classe de Stiefel-Whitney do fibrado sobre F"~2
WEDNBR) =WEOWN)=0+c)(1+az) =1+c+ ay+ cay.
Entéo, wy(€ ® Ay ® R) = cap e usando o fato de que of, = 0, se j > 3, temos

(w1 (F" )" wy (€ @ Ao @ R)[F" 2 = (" Bag + " anag + " ad)[F"72).
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Mas, ¢"3ay = " tajay = 0, ja que ¢ = " Pa; e o = 0, para j > 2.

Portanto,
(w1 (F"72)" " wa(§ @ Xo @ R)[F"7?] = " a3 [F" 2] = " P[] = 1

e temos que £ ® Xy @ R+~ F™ 2 nao borda.
(v) Para finalizar, observemos que (w;(\,))"[RP"] = o[RP"] = 1. Logo, a componente
An, — RP™ nao borda.

Entretanto, notemos que estd faltando definir involugoes que fixam as

componentes F?, F7 ... F" % Consideremos, entdo, as involucoes

o (Ut P%), comr =5,7,...,n—6 impar, onde V"™ ¢ a variedade fechada (n+1)-
dimensional RP (vt @ nl), associada a soma direta dos fibrados " = \; @
(n—7)R— RP*xRP"len! = R— RP' xRP"!. Como foi visto, tais involugoes

fixam

(RERPM@®(n—r)R)U(M@(n—r)R)®¢& — RP(R)) =
=(E—=RPNM®(n—7)R)UN @ (n—7r)R— RP x RP™1),

para cada r impar, 5 < r < n — 6. Denotemos por F" a base r-dimensional

RP! x RP™! e por F", a base n-dimensional RP(\; & (n — r)R).
Mostremos que A\; @ (n — r)R +— F" nao borda, para cada r. De fato, temos que
w1 (A1 & (n —r)R) = ;. Por outro lado, a classe de Stiefel- Whitney de F" é dada por
W(F") = WRPHW(RP™) = (1+ay)". Assim, wy(F") = (7“) (y = a, pois r é impar,

1
e entao,

wi(Ar & (n— 1) R)(wi(F))H[F'] = aqay ' [F] = 1.

Portanto, A\; @ (n — r)R — F" nao borda, para todo r impar, 5 <r <n — 6.

Logo, podemos considerar, para o caso n > 11 impar, a involugao

n—6

(ML T) = (W x V3, S) U (RP™, T,) U | (VY Pees),

cujo conjunto de pontos fixos é da forma {ponto} U ( U F7), e com cada fibrado normal
J

1
mpar

o

sobre F7, j # n, nao bordante.



3. Involugoes fixando varias componentes 94

Para finalizar este caso, mostremos que a uniao das componentes n-dimensionais

do fized-data de (M™1,T),

(U (€ EM) U\ RPY),

r impar

nao borda. Para tal, ¢ suficiente verificar que (wq(§))"[F*] = 0, para cada 5 <r <n —6

impar, ja que (w;(A,))"[RP"] = 1. De fato, por Borel-Hirzebruch, temos que em F" vale

n—r+1

a relacgao c = " "ay, onde ¢ = wy(§). Assim, para cada r impar, 5 <r <n — 6,

T T

(W ()'[FY] = "[Fr] = "R = Tl [F)] =
= "2y [F] = 23 [F] =0,

pois a; € HY(RPY, Z,).

(2) Para os casos n = 7 e n = 9, consideremos a unido das seguintes involugoes,
definidas em (1):

[ (M 1Ty = (W x V"3 5)U (RP™, Ty,,). |

Como vimos, tal uniao fixa o conjunto
{pontoy UF* UF* U F*™* U F" 2 U F™,

onde F!' = RP!, F3 = RP! x RP?, F"* = RP(\, ® (n — 5)R), F"~? = RP? x RP(\, @
(n —5)R) e F™ = RP™. Logo, (M™",T) é um exemplo maximal para os casos n = 7 e

n=29.

Observagio 3.3.2. Para o caso n = 7, a involugao (W* x V4, S) possui duas componentes
tridimensionais em seu fized-data, a saber, \{ @ \s 3R — F3 e E D4R — F3. Entretanto,

a uniao dessas duas componentes nao borda, ja que
wl(/\l D /\2 S7) 3R)w2()\1 D )\2 D 3R)[F3] == 1,

como visto em (1), e

wy (€ D 4R)wy (€ ® 4R)[F?) =0,

pois wq (€ @ 4R) = 0.

(3) Trabalharemos agora com o caso n = 5, ou seja, construiremos uma involugao (M6 T)

que fixa o conjunto {ponto} U F* U F3 U F5 e tal que os fibrados normais sobre as
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componentes F!, F3 e F sao nao bordantes.

e Seja (RPY Tj5) a involugdo cujo fized-data é
(6R > {ponto}) U (A5 — RP?).

Consideremos também as involugoes:

e (V5 P), onde V° ¢ a variedade 6-dimensional RP(v5®n'), com v° = \; §4R > RP!
en' = R+~ RP!, e cujo fized-data vimos ser

(R® & — RP(\ @ 4R)) U (M ®4R) @ ¢ — RP(R)) =
= (6= RP(M ®4R)) U (A @ 4R — RP);

e (V' P"), onde V' ¢ a variedade fechada 6-dimensional RP(v® ¢ n'), associada a
soma direta dos fibrados 13 = \; @ 2R — RP! x RP? e n! = R +— RP! x RP2. O
fized-data de (V'S P') &

(RRE—RP(AM ®2R)U (M @2R) @& — RP(R)) =
= (£ RP(A\ & 2R)) U (A & 2R — RP' x RP2).

Assim, a involugao

| (M5, T) = (RPS,Ty5) U (VE,P)U (V' P)) |

fixa {ponto} U F'U F3 U F5 onde F! = RP!, F3 =RP! x RP? ¢ F* = RP URP(\, &
4R) URP(A; @ 2R). Mostremos que os fibrados normais sobre essas componentes nao
bordam.

(i) O fibrado A; @ 4R — RP' nao borda, pois

wi(A\ @ 4AR)RPY = ay[RP] = 1.

(i) Sejam W (A ®2R) = 1+a; e W(RP!xRP?) = 1+ay+a3 as classes de Stiefel- Whitney
do fibrado \; @ 2R — RP! x RP?. Entao,

wi(A @ 2R)(wi(RP' x RP?))?[RP' x RP? = a;a2[RP! x RP? =1

e, portanto, esse fibrado também nao borda.

(iii) Falta mostrar que a unido dos fibrados com bases 5-dimensionais nao borda.
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Analisemos, primeiramente, A5 — RP°. Temos que
(w1 (RP?))*w; (As)[RP°] = 0.

De fato, a classe de Stiefel- Whitney da base ¢ dada por W(RP%) = (14+a3)® = 1+ a2 +ai
e, entao, wy(RP%) = 0.
Sobre o fibrado £ — RP(A; @4R), usando Borel-Hirzebruch e denotando wy(§) =

¢, temos que
W(RPMN @4R) =1+’ +(1+c) oy =1+c+as +c* +ctag + ¢,
com a relacio ¢® = clay, sendo ¢*a; o gerador de H>(RP(\; ® 4R), Z,). Assim,

(w1 (RP(A @ 4R)))*w, (€)[RP(A\; @ 4R)] = (c+ ay)*c[RP(\ & 4R)] =
= S[RP(\ ®4R)] =
- 04041 [RP()\l D 4R>] = 1.

Por fim, sobre o fibrado £ — RP (A ®2R), e usando novamente Borel-Hirzebruch,

temos que a classe de Stiefel-Whitney da base é
W(RP(M @ 2R)) = (1 + a2)?*[(1 +¢)® + (1 + ¢)*ay],
e vale a relagao ¢® = c2ay. Assim, w1 (RP(\; ®2R)) =c+a; +as e

(wl(]RP(/\l D 2R>))4U}1 (5) [RP()\l D 2R)] = (C + oq + Q2)4C[RP(/\1 N3] 2R)] ==
= A[RP(A @ 2R)] = 0,

pois ¢® = 3¢ = c*ay = Beay = CSQ% = 0.

Logo, a uniao dos fibrados com bases 5-dimensionais nao borda.

(4) Para finalizar esta subsegdo, mostremos que existe uma involugao (M* T) que
fixa o conjunto {ponto} U F' U F*® e tal que os fibrados normais sobre F' e F* sao nao
bordantes.

Consideremos as involugoes:

o (RP* Ty3), cujo fized-data &

(4R — {ponto}) U (A3 — RP?);

e (V1 P),onde V* ¢ a variedade 4-dimensional RP(v3®n'), com v® = \; 2R > RP!
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en' = R— RP'. O fized-data de (V*, P) ¢

(R® &~ RP(\ @2R)) U (M @ 2R) ® € — RP(R)) =
= (£ RP(\ @ 2R)) U (\ @ 2R +— RP').

Logo, a involugao

[(FT) = ®RP" Tos) U (V*, P) |

fixa {ponto} U F' U F? onde F' = RP' ¢ F? = RP}URP()\ & 2R).

Observemos que a componente \; & 2R + RP! nao borda como fibrado, pois
wi(\ @ 2R)[RP'] = oy [RP'] = 1.

A unido das componentes com bases tridimensionais, (A3 — RP3)U(¢ — RP(\ &
2R)), também nao borda. De fato, por Borel-Hirzebruch e denotando ws () por ¢, temos
que a classe de Stiefel-Whitney da base RP(A; @ 2R) ¢ dada por

W(RP(A ®2R)) = (1+¢)* + (1+c)’ay=1+c+a; +c
e vale a relagao ¢® = c*ay, sendo c?ay o gerador de H3*(RP(\ @ 2R),Zy). Assim,

= S[RP(\ & 2R)] =
= 2o [RP(\ @ 2R)| = 1.

Por outro lado, w; (A3)ws(RP?)[RP3] = 0, pois wo(RP?) = 0, ja que RP? borda.

Isso encerra o caso {ponto} U ( U F7).

=1
mpar

e,

j

3.3.3 Caso F=F'U(| JF/)
7=0

j' par
Nessa subsegao, mostraremos que o limitante descrito no item (ii) (Teorema 3.1.1)
¢ o melhor possivel, ou seja, construiremos uma involugao (M™% T'), com n > 2 par, cujo

conjunto de pontos fixos tem a forma

F=Fu(Jm),
7=0

j par



3. Involugoes fixando varias componentes 98

e tal que o fibrado normal sobre cada componente fixada F7 é nao bordante.

(1) Comecemos construindo um exemplo para o caso em que a componente maximal
fixada tem a forma n = 4z + 2, com x > 0; isto é, exibiremos uma involucao (M** ™ T')

cujo conjunto fixado é
442

F=F'u(lJ ),
7=0

j par
com z > 0.

Consideremos a seguinte involugao:

o (RP¥™ T 4,49), cujo fizred-data &

(42 +3)A; = RPY) U (204040 — RPYT2),

Consideremos, também, as involugoes (RP* %3 Ty, 4,19 o), comt =0,1,2,...,x,

cujos fized-data tém a forma
(42 + 3 — 2t) Ay = RP?) U ((2t 4 1) Agppo_or > RPAFT272),

Sendo 4z + 3 impar, temos que RP**3 borda. Entao, T(RP*%3 Ty 440 o) €

equivariantemente cobordante a

o (WHTS,),0<t<ux, com fired-data

((436 + 3 — 225))\2,5 ® R~ RP2t) U ((Qt + 1))\4x+272t ® R~ RP“JFZ*%).

Observagao 3.3.3. Notemos que:
(i) (Wy=t*, Sp) tem como fired-data

((4z + 4)R > {ponto}) U (N\ygro ® R+ F¥12),

onde F4z+2 _ RP4I‘+2;
(ii) as involugdes (W, S;), 1 <t < z, sdo tais que seus fived-data contribuem com as

componentes

(42 +3 — k)\ ® R+ F*,

com 2 < k < 4x par, onde F* = RP*.

Assim, definimos
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(M4x+47 T) = (RP4$+47 T1,4$+2> U U(Wt4z+47 St>7

t=0

cujo conjunto de pontos fixos é dado por

4x+2
F=F'u(lJ ),
.]:O
j par
para x > 0.
Agora, mostremos que as componentes do fived-data da involugao (M** ™ T) sao
nao bordantes como fibrados.
A componente (4z + 3)A\; — F', onde F'' = RP!, ndo borda pois, sendo 4z + 3

um numero impar, temos

4 + 3

)al[RPl] = a;[RP'] = 1.

As demais componentes do fized-data nao bordam pois suas bases sao espagos
projetivos de dimensao par. Entretanto, observemos que, dentre essas componentes, temos
duas cujas bases possuem dimensao igual a 4z + 2, a saber, 2\4, 1o — RP2 (decorrente
da involugdo (RP*+4 T} 4,10)) € Aipio @ R+ RPY¥+2 (decorrente de (W;*™ Sy)). Mas,

W (2 zi2) = (1 + qugpy2)® = 1+ af, 4, e, entdo,
(w1(2A1042))  [RP?] = 0.
Por outro lado, W(Agz1 o @ R) = 1+ aypia €
(wi(Aps2 ® R))THRPYY] = g DRPH] = 1.

Logo, (2A4zy2 = RPT2) U (Agpyo @ R — RP**T2) nao borda.

(2) Agora, construiremos um exemplo para o caso em que n tem a forma 4z, com x > 1;

ou seja, apresentaremos uma involugao (M***2 T') cujo conjunto fixado ¢

4z
F=F'u({Jm),
j=0

com x > 1.

Para t = 0,1,2,...,2 — 1, consideremos as involugoes (RP**1 Ty, 4. o), cujos
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fixed-data tém a forma
(42 +1 — 26) gy = RP?) U (2t + 1) Agp_o; — RPY¥72),

Sendo 4x + 1 impar, temos que RP**!' borda.  Assim, T(RP*™ Ty 4 o) €

equivariantemente cobordante a

o (Wt4x+27 Sy), 0 <t <x—1, com fired-data

(42 4+ 1 —2t)Ay @ R+ RP*) U ((2t + 1) Agp_ze @ R+ RP¥ %),

Observagao 3.3.4. Notemos que:
(i) (Wg**2,Sy) tem fized-data

(47 + 2)R — {ponto}) U (\gz @ R+ F*7),

onde F'** = RP47;
(ii) as involugdes (W;**2,S,), 1 <t <z — 1, sdo tais que seus fired-data contribuem com
as componentes

(4o +1—k)\ @ R+ F*,

onde F¥ = RP* com 2 < k < 4x — 2 par, exceto k = 2x.

Assim, falta definir involu¢oes que fixam as componentes F'' e F?*. Faremos isso
a seguir.

Consideremos a involugao

o (RP*2 T ,,), cujo fived-data é

((4z + 1)A; = RPY) U (24, = RP*).

Consideremos, também, a involugao (RP*~! Ty, 5, »), cujo fized-data ¢ dado por
(22 — 1) Agp = RP*) U (22 + 1) Agp_o > RP*72),

A variedade RP*~! borda, pois sua dimensdo é fmpar. Logo, T(RP*~! Ty, 5, o) €

equivariantemente cobordante a uma involugao (V4% S), cujo fized-data é
(27 — 1)Age @ R RP*) U (27 + 1)Agpo @ R — RP*72).

A partir de (V42 9), definimos a involugao produto
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o (V& xRP% S,), por
Sz(a,b) = (S x Id)(a,b) = (S(a),b),
para todo (a,b) € V4 x RP?. Tal involugao tem como fized-data as componentes
(((22 — DAoe ® R RP*)U ((22 + DAge_n @ R RP*7?)) x (0 RP?) =
= ((27 — 1)Age @ R+ RP* x RP*) U ((22 4+ 1)Ags_2 @ R — RP* ™2 x RP?).

Entao, definimos

r—1
(M2 ) = (| (W2, 8,)) U (RP¥2 Ty 4,) U (V< RP?,S,),

t=0

cujo conjunto de pontos fixos é

4x
F=Fu(Jm),
7=0

Jj par

para x > 1.

Agora, mostremos que as componentes do fized-data de (M***2 T) nao bordam
como fibrados.

A componente (4z + 1)\; — F! onde F' = RP!, nao borda pois, sendo 4z + 1

um numero impar, temos
4 1
wi((dz + 1)\)[RP] = ( f”1+ )al[RPl] — [RPY = 1.

Observemos que as demais componentes do fized-data de (M***2 T') nao bordam,
pois sao fibrados cujas bases sao espagos reais projetivos de dimensao par. Entretanto,
dentre esses fibrados, temos dois com bases (22 4 2)-dimensionais, a saber, (2z— 1)y, 2P
R+ RP¥*2 ¢ (20 — 1)\, ® R+ RP?* x RP? (oriundos das involucdes (W12 S, 1)
e (V1% x RP? S,), respectivamente), e dois com bases 4z-dimensionais, que sao Ay, &
R+ RP*¥ e 2)\,, — RP* (oriundos de (W,*"2 ;) e (RP**+2 T} ,,), respectivamente).

Mostremos que as unioes dessas componentes nao bordam como fibrados.

20 —1
De fato, sendo 2x—1 impar, temos que wy ((2z—1) A2, B R) = ( xl )on;D = Qgy.

Assim,

(w1((22 — 1)Age @ R))**2[RP* x RP?] = a2*"?[RP?* x RP?] = 0,
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20 — 1
pois o, € HY(RP?* Z,). Por outro lado, wi((22 — 1)Agpso @ R) = < xl >Oé2z+2 —

Qog42- Daia
(Wi (22 = Aoz @ R))* P RP] = agr HRPH] = 1

Logo, a unido ((2z — 1)Agey2 @ R — RP>2) U ((22 — 1)Ag, & R — RP* x RP?) nao
borda.

Agora, analisando os fibrados com bases 4z-dimensionais, temos que wi(Ag, @
R) = auy, e wi(2My;) = 0. Assim,

(w1(Maz @ R)¥[RPF] = ajf[RPY] =1

(w1 (2 42))** [RP*] = 0.

Portanto, a uniao (A4, ® R — RP) U (2)\4, — RP®) nao borda, o que encerra a nossa

construcgao.

3.3.4 Caso F'=F*U( U F7)

1
mpar

[

j
Nessa subsecdo, temos como objetivo mostrar que o limitante k£ < 3 do item (i)

(Teorema 3.1.1) é o melhor possivel; ou seja, construiremos uma involucao (M™*3 T,

com n > 3 impar, cujo conjunto fixado tem a forma

n

U ).

1
mpar

F=FU(
J

e,

e tal que o fibrado normal sobre cada componente fixada é nao bordante.
Primeiramente, construiremos exemplos para o caso n > 5 impar (parte (1)) e,

em seguida, trataremos o caso n = 3 (parte (2)).
(1) Mostremos que existe uma involugao (M"3,T) que fixa o conjunto

U ™),

mpar

F=F*U(

=,

para o caso n > 5 impar, e de tal sorte que os fibrados normais sobre as componentes

fixadas sejam nao bordantes.
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Seja (RP? Tys) a involugdo definida em (II) (subsegao 3.3.1), cujo fized-data
¢ (B3R — {ponto}) U (A — RP?). Como RP? borda, temos que T'(RP? Tp,) ¢

equivariantemente cobordante a uma involugao (W4, R), que fixa
(4R — {ponto}) U (A ® R — RP?).

Agora, seja (V"1 P) a involugao descrita em (I) (subsegdao 3.3.1), onde V"1
¢ a variedade fechada (n — 1)-dimensional RP(v" 2 @ n'), associada a soma direta dos
fibrados "2 = A\ @ (n — 3)R — RP! e n' = R+ RP!. Conforme foi visto, o fized-data

dessa involucao é

(RRE—RPAM @ (n—3)R)U(M @ (n—3)R)®E& — RP(R)) =
=E—»RPM®(n—3)R)UN @ (n—3)R— RP),

onde ¢ ¢ o fibrado linha sobre RP(A; @ (n — 3)R) e £ ¢ o fibrado linha sobre RP(R).
A partir das involugoes (W4, R) e (V™1 P) descritas acima, definimos a involucao

produto

o (WtxVn1S9) dada por

S(x,y) = (B(x), P(y)),
para todo (z,y) € W x V1.
O fized-data de S é
M@+ 1)R—=RPHU N DA ® (n—2)R+— RP!' x RP*)U

UEDIR—RPAM ®(n—3)R)U(EDN D R— RP? x RPN & (n—3)R)),
cujas bases tém dimensoes 1, 3, n — 2 e n, respectivamente.

Consideremos, também, a involucao

o (RP"3 Ty,), cujo fized-data é

((n+ 1Ay = RP?) U (3N, — RP™).

Observemos que esta faltando definir involugoes cujas componentes fixadas

tenham dimensao j, com 5 < 7 < n — 4 fmpar. Consideremos, entao, as involugoes
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o (VN3 Pis), com 5 < r < n —4 impar, onde V3 ¢ a variedade fechada (n + 3)-
dimensional RP (""" @ n3), associada a soma direta dos fibrados " = \; @
(n—7r+2)R— RP' x RP™3 ¢ ® — 3R s RP! x RP™5.

Tais involugoes tém como fized-data a uniao

BROERPM @ (n—r+2)R)U((M @ (n—r+2)R)®@E — RP(3R)) =
= (B¢ RP(M®(n—r+2)R)U((M @ (n—7r+2)R) @& RP' x RP? x RP™3),

para cada r impar, 5 <r < n —4, onde £ e £ sao os fibrados linha sobre RP(A; & (n —
r+2)R) e RP! x RP? x RP"3, respectivamente. Observemos que RP(\; & (n—r+2)R)
tem dimensao n e RP! x RP? x RP™3 tem dimensao r.

Logo, para o caso n > 5 impar, definimos

n—4
(M5, T) = (RP™ 3, Ty, ) U (W x Vot Sy U () (V) Pes)

r=>5
r impar

cujo conjunto de pontos fixos é dado por

F=F*U

et
3

Mais especificamente, o conjunto fixado por (M"™"3 T) ¢ composto pelas componentes:
(i) F* = RP', com fibrado normal \; & (n + 1)R;

(ii) F? = RP? com fibrado normal (n + 1)Ag;

(iii) F? = RP! x RP?, com fibrado normal A\; & Xy @ (n — 2)R;

(iv) F* = RP! x RP? x RP"3, sendo r um ntimero fmpar variando de 5 a n — 4, com
fibrado normal (A & (n —r +2)R) ® £';

(v) F"2 =RP(\ @ (n — 3)R), com fibrado normal & & 4R e

(vi) F" = RP" U (RP? x RP(A\; & (n — 3)R)) U ( ’D RP(A @ (n — 7+ 2)R)), com

r=>5
r impar

fibrados normais 3\,, £ ® Ay ® R e 3£, respectivamente, sendo este tltimo sobre cada

componente RP(A; @ (n —r + 2)R), com 5 < r < n — 4 impar.

O nosso proximo passo sera mostrar que cada um dos fibrados listados acima nao
borda.

Observagao 3.3.5. Recordemos que estamos denotando por «;, j > 1, o gerador de
HYRP?,Zs).
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(i) O fibrado Ay & (n + 1)R — F" nao borda, pois
wi (A @ (n+1DR)[F'] = y[RP'] = 1.

(ii) O fibrado (n + 1)\y — F? também nao borda, pois a sua base, F? = RP? ¢ nao

bordante.

(iii) As classes de Stiefel-Whitney de Ay & Ay & (n — 2)R — F? sdo
W(F?) =W(RP' x RP?) = W(RPHW(RP?) = (14+ )’ (1+ @)’ =1+ ar+a3 e

W()\l D )\2 D (’I’L - Q)R) = W(/\l)W(/\Q) = (]_ + Oél)(]_ + 042) =1 + o] + as + ajas.

Assim,
wl(F3)w2()\1 @D )\2 @D (n — 2)R>[F3] = Oélckg[Rpl X RPQ] =1

e, portanto, o fibrado em questao nao borda.

(iv) Analisemos, agora, os fibrados com bases r-dimensionais, com 5 < r < n —4

impar. As classes de Stiefel- Whitney desses fibrados sao dadas por

W(F") = W(RP*XRP*xRP"™%) = (1401 )*(14+as)*(1+a,_3)" 2 = (1+az+ad)(1+a,_3)" >

WMo nm-—r+2)R) @) =(1+a)" "+ (14 a)" "?a; (vide observacio 3.3.1).

Assim, usando o fato de n e r serem impares, temos

r—2
w1<FT):( ) )ar3+a2=a2+ar3 e

n—r—+3

w1<<A1@<n—r+2>R>®g')=( /

)OZ2+0412041+042-
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Consideremos, entao, a classe r-dimensional

(wi (F7) P wi(M @ (n—r4+2)R)®E))? = (a2 + ar_s) (a1 + a2)® =

Logo,
(w1 (F")) 7w (M @ (n—7r+2)R) @ €))’[F"] = apazal 3[RP! x RP? x RP™%] = 1,

T

e os fibrados (A\; @ (n —r+2)R) ® ¢ — F" nao bordam, para 5 < r < n — 4 impar.

(v) Analisemos o fibrado & @ 4R +— F"2 onde F" % ¢ o espago total do fibrado
RP(A @ (n — 3)R) — RP!. Temos

W(EB4AR) =W () =1+wi () =1+c
(lembrando que £ é o fibrado linha sobre F"72) e
W(F" ) =W(@RPAN ®(n—3)R))=(14+c)" 2+ (1+c)" 3ay.

Pelo teorema de Leray-Hirsch (1.6.2), sabemos que H*(F" % Z,) ¢ um

n—3

H*(RP', Zy)-modulo livre gerado por 1,¢,¢%,...,c" 3. Segue que c¢"3a; ¢é o gerador

de H"2(F"2,Z,). Além disso, por Borel-Hirzebruch (Teorema 1.6.3), vale a relacao

A2 =" Bwi (M) + TP (A A w—e (M) = T Ray.

n—2\ __ n—2 n—3 n—3 n—4
Wy—3(F"77) = (n B 3)0 + (n B 4)0 a;.
n—3

Fazendo o uso do corolario do teorema de Lucas (1.13.1), observemos que 1) = 0
n p—
pois, sendo n — 4 fmpar, temos que o niamero 1 nao esta contido na expansao diadica de

Seja

n — 3, que é par. Por outro lado, a expansao diadica de n — 3 esta contida na expansao

-2
diaddica de n — 2, para qualquer n > 5 impar; logo, (n 3) =1le
n

U)n,3<Fn_2) — Cn—S.
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Consideremos, entao, a seguinte classe (n — 2)-dimensional:
wn_g(F"_Q)wl(f ®4R) =" Bc=c"% =" Pay.
Sendo ¢"3a; o gerador de H"2(F""2 Z,), segue que
Wy_3(F" Hwi (€ ®4AR)[F" % = " Poy[F" %) =1

e, portanto, o fibrado £ ® 4R + F™~2 nao borda.

(vi) Mostremos que a unido dos fibrados com bases n-dimensionais nao borda.

Comecemos analisando o fibrado 3\, — RP", cuja classe de Stiefel-Whitney é dada por
WEBAN)=1+a,)=1+a,+a+a’.

Assim,
w3 (3N,)ws (30, [RP"] = o 3a?[RP"] = ' [RP"] = 1.

Consideremos, agora, Ay DD R+ RP? x RP(\; & (n — 3)R) (lembrando que &
¢ o fibrado linha sobre RP(A; @ (n — 3)R)). Temos que

WA@®EDPR)=WA)W(E) =1+a)(1+¢) =14 s+ c+ cas,
onde ¢ = wy(&). Assim, wz(Ao @ £ ® R) = 0 e, entao,
Wi (Ao ® € ® R)ws(he ® € ® R)[RP? x RP(\ @ (n — 3)R)] = 0.

Finalmente, analisemos os fibrados 3§ — RP(A; @& (n—r+2)R), com b5 <r <n—4

impar, observando que as suas bases sao os espagos totais n-dimensionais
RP(M\ @ (n—7+2)R) — RP* x RP"3.

Seja w1 (3§) = c. Pelo teorema de Leray-Hirsch, sabemos que H*(RP(\; & (n —
r + 2)R),Zs) ¢ um H*(RP! x RP"3 Z,)-mo6dulo livre gerado por 1,¢,c?, ..., c" "2
Segue que ajal 3¢ "2 ¢ o gerador de H"(RP(A; @ (n — r + 2)R), Z,). Além disso, por

Borel-Hirzebruch, vale a relagao

Cn—r+3 — Cn—r+2w1(/\1) + Cn—r+1w2()\1> I wn()\l) — Cn_r+2Ozl.
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Dali,
w1(3§>w3(3§) — CnfSCS =" = Cnfr+3cr73 =" T+2alcr73 —
— Cnflal — cnfr+3crf4a/1 =" r+2alcr 4(1/1 —
_ on—=2,_2 _
=c""a] =0,

pois a; € HY(RP!,Z,). Logo,
Wi (36)ws(36)[RP(A\ @ (n —r + 2)R)] = 0,

para b < r < n—4 fmpar, e concluimos que a uniao dos fibrados com bases n-dimensionais,
n—4

(3An = RPMUA®EDR - RP2XRP(M®(n—3)R))U | ] (3¢ = RP(M®(n—r+2)R)),

r=5
r impar

nao borda, o que encerra a nossa demonstragao para o caso n > 5 fmpar.

Construiremos, a seguir, um exemplo de involugao para o caso em que a
componente maximal fixada tem dimensao n = 3.

Tomemos as involugoes (RP% Ty 1) e (RP*, T} ), cujos fized-data sao
(2R~ {ponto}) U (A1 — RPY) e (3\ — RPY) U (2); — RP?),

respectivamente. A partir dessas, definimos a involugao produto

| (M®T) = (RP? x RP* Ty, x Tp) |

por

T(z,y) = (Toa(x), Tr2(y)),

para qualquer (z,y) € RP? x RP*. O conjunto fixado por tal involucao tem a forma
F=F'UFUF?

onde

(i) F* =RP!, com fibrado normal 3\; & 2R;

(i) F? = RP2URP! x RP!, com fibrados normais 2\, @ 2R e 3\; @ )1, respectivamente;
(iii) F? = RP! x RP?, com fibrado normal \; & 2)\,.

Mostremos que as componentes listadas acima nao bordam como fibrados.

Observemos, primeiramente, que a componente 3\; & 2R — ! nao borda pois

wi(3\ @ 2R)[FY] = w1 (3M\)[RPY] = G’) a[RPY] = a;[RPY] = 1.
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A componente \; @ 2\, — I também nao borda; de fato, a classe de Stiefel-
Whitney de Ay & 2\ é dada por

W()\l D 2)\2) = W()\l)W(Q)\2> = (1 -+ Oél)(l -+ 042)2 =1+ a1 + ag —+ alag.

Entao,
’Ujg(/\l D 2)\2)[F3] = OélOég[RPI X ]RP2] =1.

Para finalizar, mostremos que a uniao das componentes com bases bidimensionais
nao borda. Consideremos as classes de Stiefel- Whitney das bases:
WRPH=(14a)*=1+ay+0a3 e
W(RP! x RPY) = W(RPHW(RPY) = (1 + a1)*(1 + a1)? = 1.

Dali,

we[RP?] = a3[RP* =1 e wy[RP' x RP'] =0.

Portanto, a uniao (2\; @ 2R — RP?) U (3\; & A\; — RP! x RP') ndo borda e, assim,

encerramos o caso n = 3.

n
3.3.5 Caso F = F3U (U F7)
.‘]:0
Jj par
Nessa subsegao, construiremos uma involugao (M™** T), com n > 4 par, cujo
conjunto fixado tem a forma
F=Fu(Jr),
4]:0
j par
mostrando, dessa forma, que o limitante & < 4 do item (iv) (Teorema 3.1.1) é o melhor

possivel.

(1) Comecemos construindo um exemplo para o caso em que a componente maximal fixada
tem dimensdo n = 4x, com z > 1; ou seja, construiremos uma involugao (M4 T) cujo
fixed-data é da forma
4z
F=Fu(Jr),
.]:O
J par

com x > 1.

Consideremos a involugao (RP**1 T, ,,), cujo fized-data é dado por

(47 + 1)R — {ponto}) U (\g, — RP™).
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Por [26], sabemos que o espago subjacente da involugao I'*(RP**! T,,,) borda e,

portanto, existe uma involugao

o (W' 3S) cobordante a I'¥(RP¥ ™ T 4,), cujo fixed-data é

(42 + 4)R — {ponto}) U (\g, ® 4R — RPY™).

Agora, para t = 1,2,...,z, tomemos (RP*"3 Ty 4,10 o), cujos fized-data sio

dados por
(42 + 3 — 2t)Agy = RP?) U (2t + 1) Agga_op > RPEF22Y,

Sendo 4z + 3 fmpar, temos que RP**3 borda. Assim, T(RP*%3 Ty 4pi0 2) €

equivariantemente cobordante a uma involucao

o (Wt S)), 1<t <ux, com fired-data

(42 + 3 = 26)Ap @ R = RP*) U (2 + 1) Aggyaze ® R > RPF72),

Notemos que as involucdes (W, S,) definidas acima, 1 < ¢t < =, sdo tais que

seus fized-data contribuem com componentes
(4 +3 —k)\y @ R+ F*,

com 2 < k < 4x par e F¥ = RP*.

Finalmente, consideremos a involugao

o (RP¥™ Ty,,), cujo fived-data &

(42 + )Xz = RP?) U (40, — RP*).

A partir das involugdes descritas acima, definimos (M**** T') como sendo

(M, T) = (W, §) U U, S U (RPH, Tae),

t=1

cujo fixed-data é da forma
4z
F=Fu(Jr),
7=0
j par

com x > 1.



3. Involugoes fixando varias componentes 111

Agora, mostremos que o fibrado normal sobre cada componente fixada por
(M*=+4 T é nao bordante.
Comecando pelo fibrado (4z + 1)A3 — F3, onde F3 = RP3, temos que

(s (42 + 1)Ag)P[RPY) = (‘“1+ 1)a§’[RP3] — R = 1,

ja que 4z + 1 é impar. Logo, a componente em questao nao borda.

Observemos que as demais componentes do fized-data de (M**** T) nao bordam,
pois suas bases sao espacos reais projetivos de dimensao par. Entretanto, dentre essas
componentes, temos trés cujas bases sao 4w-dimensionais, a saber, 3\, @ R +— RP*,
Mz @ 3R — RP* e 4)\y, — RP* (provenientes das involugoes (W4+4 S), (W4 S)) e
(RP**+4 Ty 4,), respectivamente). Mostremos que a uniao dessas componentes nao borda.

De fato, as classes de Stiefel-Whitney desses fibrados sao dadas por
WBMz D R) =1+ ag)? =1+ aue + i, + a3,

WAz ®3R) =14y, €

W(dh,) = (1 +al,) = 1+ ag,;

assim,

(w2(3A1e & R))**[RPY] = (af,)*[RP¥] = ajg[RPY] =1,
(wo(A4e ® 3R))2Z[RP¥™] =0 e

(wo(4M4,) ) ¥ [RPH¥] = 0.

Logo, a uniao
(3\1z ® R +— RP*¥)U (\yp @ 3R — RP¥) U (4)\y, — RPY)

nao borda, o que encerra a nossa demonstracgao.

(2) Agora, construiremos um exemplo para o caso em que a componente maximal fixada
tem dimensdao n = 4z + 2, com x > 1; ou seja, construiremos uma involugao (M** ¢ T')

cujo fized-data é da forma
442

F=Fu(lJ ),
.]:0
com z > 1.

Consideremos as involugoes (RP?***! Ty,,) e (RP*73 Ty o,49), cujos fived-data

sao, respectivamente,

((2z+1)R — {ponto}) U (Aa, — RP**) e ((22+3)R — {ponto}) U (Aazsa — RP*T2).
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Sendo 2x + 1 e 2z + 3 nameros impares, temos que as variedades RP?*+l ¢ RpP?z+3
bordam; logo, existem involugdes (V2“2 T1) (cobordante a T(RP**1 Tp »,)) e (VT Ty)

(cobordante a T'(RP?**3 Ty 4,.5)) que possuem, respectivamente, fired-data iguais a
((2242)R + {ponto})U(Aee®R > RP*) e ((2244)R > {ponto})U(Asz12®R — RP2).

Consideremos, entao, a involugao produto
° (Wéx+6, SO) — (‘/l2x+2 % ‘/22x+47T1 % T2).
Tal involugao tem como fixed-data

(47 + 6)R — {ponto}) U (Mapro @ (22 + 3)R — RP* 1) U (N\g, @ (22 + 5)R — RP?)U

A2z @ R) X (Agpy2 ® R) — RP* x RP**2,

Agora, para t = 1,2,...,x — 1, tomemos (RP*®*° Ty, 4.4 o), cujos fized-data

sao dados por
(47 + 5 — 2t) Ay > RP*) U (2t + 1) A gpya_ge > RPIHT2),

Sendo 4z + 5 fmpar, temos que RP%5 borda.  Assim, T(RP5 Ty ypia o) €

equivariantemente cobordante a uma involugao

o (W0 8), 1<t<z—1,com fizred-data

(4z 45— 26) Ay & R—> RP) U ((2t + 1) Agyra_o & R > RPWHT2H),

Notemos que as involugoes (W, S,) definidas acima, 1 <t < x — 1, sdo tais

que seus fized-data contribuem com as componentes
(4o +5—k)\ ® R+ F*,

com 2 < k < 4x + 2 par, com excecao de k = 2,2z + 2 e 22 + 4, sendo F* = RP*.
Logo, fica apenas faltando definir involucoes que fixam as componentes F? e
F?s+4 Faremos isso a seguir.

Consideremos (RP***3 Ty, 5,.5). O fized-data dessa involugao é

(22 + 3) Aoy > RP™) U (22 + 1) Agyyn = RP¥H2),
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Sendo 4x + 3 fmpar, temos que RP**3 borda.  Assim, T'(RP*"3 Ty, 0,10) €

equivariantemente cobordante a uma involugao (V4™ S) com fired-data
(27 4+ 3)Xoe © R = RP*) U ((22 + 1) Agpyo @ R — RP?>12),

A partir de (V42 8) definimos a involucao produto
o (W46 5y = (V4 +4 x RP2, S x Id).

Tal involucao tem como fized-data a uniao
((22 4 3)Aoz ® R = RP? x RP*) U ((2z + 1) Agp2 ® R — RP? x RP**?).,

Finalmente, consideremos a involugao

o (RPY¥™6. T3 ,..19), cujo fired-data &

(42 + 3) A3 = RP?) U (4dMgpy0 — RPYT2),

A partir das involugoes descritas acima, definimos (M***¢ T') como sendo

(M433+6’ T) — (U(Wt4x+6’ St)) U (RP4I+6’ T3’43;+2),

t=0

cujo fixed-data é da forma
4x+2

F=Fu(lJ ),
7=0

J par

com z > 1. Mais especificamente, o conjunto fixado pela involugao (M4*+6 T, definida

acima, ¢ composto pelas componentes:

e {ponto}, com fibrado normal (4x + 6)R;

F3 =RP3, com fibrado normal (4x + 3)As;

F¥ =RPkF 2 <k < 4x+2 par (exceto k = 2z, 20 +2 e 22 +4), com fibrado normal
(42 +5— k)\s © R

F?* = RP?_ com fibrado normal Ay, @ (22 + 5)R;

F#+2 = RP2+2 J (RP? x RP?®), com fibrados normais A\o,2 @ (22 + 3)R e (22 +

3) A2 @ R, respectivamente;
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o [P =RP? x RP?***2 com fibrado normal (22 + 1)\g,12 @ R;

o [M7T2 = (RP? x RP***2) URP**2 com fibrados normais (Ay, & R) X (Agzro @ R)

e 44,12, respectivamente.

Agora, mostremos que as componentes listadas acima nao bordam como fibrados.

A componente (4z +3)A3 — F?, onde F* = RP3, nao borda pois 4z + 3 ¢ fmpar,
conforme argumento ja repetitivamente utilizado.

Observemos que as demais componentes do fized-data de (M***5 T') ndao bordam,
pois suas bases sao espagos reais projetivos de dimensao par. Entretanto, dentre essas
componentes, temos duas com bases (2x + 2)-dimensionais, a saber, \y,10 @ (22 + 3)R —
RP¥4+2 ¢ (20 + 3)A\ye @ R — RP? x RP? (provenientes das involugoes (Wt Sy) e
(Wir+6_S, ), respectivamente) e trés com bases (4x +2)-dimensionais, a saber, (Ag, ® R) X
(Mogi2®R) = RPZXRP?%2 3\, 0@ R — RPY¥2 ¢ 40\, o — RP**2 (provenientes de
(We*T6.Sp), (WT0.81) e (RP*+6 Ty ,,.5), respectivamente). Mostremos que a unido
dessas componentes nao borda.

Iniciemos a andlise pelas componentes com bases(2x + 2)-dimensionais. Temos
que

(w1(Agzr2 @ (22 + 3)R))* PP [RP* %] = a3 I3 [RP* 1) = 1.

Por outro lado,

9 2x+2
x;L 3) ah) [RP? x RP%] =

= a2 [RP? x RP¥] = 0,

(wi((20 + 3)\a @ R [RP? x RP¥] = (<

pois ay, provém de H'(RP?* Z,). Segue que a uniao
(A2zr2 @ (22 4+ 3)R = RP*2) U ((22 + 3)Xoe © R +— RP? x RP*)

nao borda.

Para finalizar, analisemos a unido das componentes com bases (4 + 2)-
dimensionais. Consideremos as classes de Stiefel- Whitney:
W(( A2z @ R) X (Aazr2 @ R)) = (14 az) (1 4 @opq2) = 1 4 Qogia + op + Qopyo0iag,
W(BAizs2 ® R) = (1 + qugy2)’ = 1+ qugio +afypp +0dypn €
W(4Mhizi2) = (1 + Qupy2)* = 1+ alfypo.
Observemos que
(w2((>\2x @ R) « ()\2x+2 D R)))Q:p—l—l[Rph « RP2x+2] _ (a2x+2a2x)2m+1[RP2x > Rp2m+2] =0,
(w2(3Naz12 ® R))¥FHRPYH2] = (0, )™ [RPYF = o GRPU] =1 e
(wo (4 ap0)) 2L R PAe+2] = 0.
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Portanto, a uniao
(M2z®R) X (Agpr2®R) = RP* x RP*"2)U(3\ 4010 ® R — RP¥2)U(4)\ gy 0 > RPY¥H2)

também nao borda, o que encerra a nossa demonstragao.
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Capitulo 4

Limitantes envolvendo o grau de
decomponibilidade de componentes

fixadas

4.1 Introducao

Sejam W(F7) = 14 wy + wy + -++ + w; a classe de Stiefel-Whitney de uma
variedade fechada j-dimensional FV e P(z1, x9, ..., 2;) uma polinomial simétrica sobre Zs
de grau j nas variaveis 1, o, ..., x;, onde cada z; tem grau 1. Conforme comentamos na

Introdugao desse trabalho, podemos introduzir uma classe de cohomologia em H’(F7, Z,)

identificando cada w; com a ¢-ésima fungao simétrica elementar nas variaveis 1, zs, . .., x;
: . L . ,
e, em seguida, expressar P(z1, 22, ...,2;) como uma polinomial j-dimensional nos w;’s.
Para uma particdo w = (i, 1s,...,4;) de j, 1 <t < j, seja s,(x1,22,...,7;) a

menor polinomial simétrica contendo o monémio 'z ...z}, e denotemos por s, (F7) €
HI(FY,Z5) a classe de cohomologia correspondente a s, (x1, T2, . . ., x;) pelo procedimento
prévio. E bem conhecido o fato de que a classe de cobordismo de F7 é determinada pelo
conjunto de ntimeros da forma s, (F7)[F’], para todas as possiveis partigoes de w. Na
realidade, nao sao necessarias todas tais particoes devido ao
Fato. A classe de cobordismo de F7 é determinada pelo conjunto de niimeros da forma
su(F7)[F7], com w = (i1, s, . ..,14;) nao diddica, isto ¢, nenhum dos i, ¢ da forma 2P — 1.
A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [17, Secdo 5.

Se F7 ¢ nao bordante, denotemos por I(F7) o menor comprimento de uma partigao
nao diadica w tal que s,(F7)[F’] # 0; aqui, o comprimento de w = (iy,49,...,%) ¢ O
nimero natural . Por exemplo, se j = 2k e FV ¢ cobordante a RP? x RP? x ... x RP?

(produto cartesiano de k copias do espago real projetivo RP?), entao [(F?) = k. Se F’
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¢ indecomponivel (vide definigao adiante), entao s;(F7)[F7] # 0, onde s;[F7] = s,(FY),
para w = (j); portanto, nesse caso [(F7) = 1. Esses dois exemplos justificam porque [(F7)
pode ser considerado o “grau de decomponibilidade” (decomposability degree) de FV.

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.1. Seja (M™,T) uma involugao cujo conjunto fixrado tem a forma

F= (U FMYuF™,

k=0
comn > j. Se F? € nio bordante, entio m < m(n — j) + 25 + [(F7).

Grosseiramente falando, o resultado acima nos diz que o limitante para m
depende do grau de decomponibilidade da componente j-dimensional fixada pela involucao
(M™,T), onde j é a maior dimensao ocorrendo, estritamente menor do que n = dimensao

maximal.

Observag¢ao 4.1.1. Lembremos que o namero m(n), n € N, é o limitante de Stong e

Pergher, definido na Segao 1.9.

Observacio 4.1.2. A uniao das componentes F'* do conjunto fixado F, com k < j, é
j—1

arbitraria, podendo assumir casos extremos; isto é, tal uniao pode ser da forma U Fk.
k=0
com todas as componentes F*, 0 < k < j — 1, nao bordantes, ou pode ser o conjunto

vazio. Em qualquer um desses casos, ainda temos que m(n—j)+2j+1(F7) é um limitante
para m. Tal fato pode ser facilmente observado na demonstracao do Teorema 4.1.1, que

seré feita na se¢ao seguinte.

Definicao 4.1.1. Uma variedade fechada é dita indecomponivel quando a sua classe de
cobordismo nao pode ser expressa como uma soma de produtos de classes de cobordismo

com dimensoes menores.

Essa definicao nao é tao restrita quanto parece pois, se j nao é da forma 2P — 1,
entdo metade dos elementos do grupo de cobordismo néo orientado N; é indecomponivel.

Com base em tal defini¢do, consideremos o seguinte resultado de [23]: “Se (M™,T)
¢ uma involucdao cujo conjunto fixado tem a forma F = F/ U F" com n > j e FJ
indecomponivel, entao m < m(n — j) +2j + 1.7

Se, no Teorema 4.1.1, considerarmos o conjunto fixado com a forma F' = FJU ™
e supormos F7 indecomponivel (e, portanto, I[(FY) = 1), recaimos nesse resultado de [23];
ou seja, o Teorema 4.1.1 possui tal resultado como uma de suas consequéncias. Também,

se no Teorema 4.1.1 considerarmos j = n—1, o limitante em questao melhora um resultado
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recente de P. Pergher, a aparecer no “Israel J. Math.” (para maiores detalhes, vide Segao
4.4).

Em adi¢do ao Teorema 4.1.1, dada uma particdo w = (i1,42,...,%;) de j,
desenvolveremos, na Sec¢do 4.3, um método para construir involugdes (M™,T) com

conjunto de pontos fixos da forma F = (U FMYUFIUF", onde m = m(n —j) +2j +t
k<j
e s,(F7)[F’] # 0, para valores especiais de n, j e w. Em algumas situagoes particulares,

tal método mostrara que o limitante dado pelo Teorema 4.1.1 é o melhor possivel.

Observagio 4.1.3. Em toda a discussao acima, cada parte j-dimensional do conjunto

fixado por uma involugao pode ser considerada conexa (vide Teorema 1.7.5).

4.2 Prova do Teorema 4.1.1

J
Seja (M™,T) uma involugao cujo conjunto fixado é da forma F = (U FMYuF™,
k=0
n > j, com F’ nao bordante. Seja w = (i1, s, . .., %) a menor parti¢io nao diadica de j tal

que s, (EF7)[F?] # 0, isto ¢, [(F?) = t. Nosso objetivo ¢ mostrar que m < m(n—j)+2j+t.
Para 0 < k < j e k = n, denotemos por n* — F¥ o fibrado normal de F* em
M™, com dim(n*) = m — k, e por \¥ — RP(n*) o fibrado linha canénico sobre o espaco
total do fibrado projetivo, RP(n").
Relembremos o seguinte resultado de 8], ja citado nos capitulos anteriores: seja
P(wy,ws, ..., wn_1,c) qualquer polinomial homogénea sobre Zy com grau m — 1, onde
cada variavel w; tem grau ¢ e a variavel ¢ tem grau 1. Para cada k, 0 < k < j ou k = n,

avaliamos a classe de cohomologia
P(wl(RP(nk»a w2(RP<nk))7 e 7wm—1(RP(nk))7 wl()‘k)) S Hm_l(RP(nk)v ZQ)

na classe fundamental de homologia [RP(n*)] € H,,_1(RP(n"*), Zs), resultando no nimero

caracteristico
P(wi(RP(7*)), ws(RP(7")), ..., w1 (RP(7*)), wr(\*)) [RP(n*)] € Zs.

Entao, temos que

> P(n(RP(F)), wa(RP()), .., w1 (RP()), wi () [RP ()] +

+P(wi (RP(1")), w2 (RP (")), .., w1 (RP(7")), w1 (A"))[RP(7")] = 0. (4.1)
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Isso segue do fato de que a uniao disjunta dos fibrados linha (O A¥YU A" borda como um
elemento do grupo de bordismo N,,_1(BO(1)) (vide Corolérig:f.TZ).

O ponto crucial do nosso argumento é utilizar a relagdo (4.1) com a escolha de
uma polinomial P(wq,ws, ..., w,_1,c) adequada, a qual serd composta pelo produto de
duas polinomiais especiais, sendo uma delas a classe X de Stong e Pergher (descrita na
Secao 2.4).

Como foi visto, a classe X esté associada aos fibrados linha sobre os espagos totais
dos fibrados projetivos (usaremos a notagao X (A\¥ — RP(n¥)), 0 < k < j e k = n, para
especificar o fibrado linha em questao). Recordando o que foi feito na Segao 2.4, dado um

inteiro r, definimos a classe

W(RP("))

Wir] = W

Escrevendo n — j = 2Pq (p > 1 e ¢ é impar) temos entdo que, se p < q + 1,
X (A" RP(p™) = W[2P — U2 W ar, Wiralar - - Wirplarn,,
onder; =2P —2P~% paral <i<p;esep>q-+1,
X" = RP0")) = Wiriee, Wlralar, - .. Wrgrilorg,i

onde r; = 2P — 2P~ para 1 < i < g+ 1. Utilizando-se as propriedades das classes W|r];
(descritas na Secao 2.3), é possivel entdo mostrar que a classe X (A" — RP(n")) tem

dimensao igual a m(n — j) e tem a forma
X(\" = RP(n")) = A,c™"9)7Y 1 termos com poténcias menores de c,

onde A, ¢ uma classe de cohomologia de dimensao y > n— j+1 e provém da cohomologia
de F™.

Agora, consideremos um fibrado linha arbitrario, A — N, onde N é uma variedade

(m — 1)-dimensional fechada; utilizaremos a parti¢ao nao diadica w = (iy, is, ..., %) de j.
Seja S, (z1,T9,...,Zm_1,¢) a menor polinomial nas varidveis de grau um
T1,%o,...,Tm_1,C, que é simétrica nas variaveis xq, o, ..., T,,—1 € contém a polinomial

B+ O (g o+ 0 ()

Identificamos wi(\) a ¢ e cada w;(N) & i-ésima fungao simétrica elementar nas variaveis

T1,Ta, ..., Tm_1; €m seguida, expressamos S, (x1, T2, . .., Tm_1,¢) como uma polinomial de
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dimensao 2j 4+t nos w}s(N) e w;(A). Esta classe sera denotada por S, (A — N).

Nosso interesse é analisar o comportamento de S, com respeito aos fibrados linha
sobre os espagos totais dos fibrados projetivos; para isso, usaremos o Principio Splitting
(Segao 1.8), que nos permite escrever a classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado
vetorial k-dimensional formalmente como 1+w;+wse+. . 4wy, = (1+a1)(1+xs) - - - (14x%),
onde cada x; tem grau um, e efetivamente ver cada w; como a i-ésima funcao simétrica
elementar nas variaveis x, xo, ..., Tg.

Seja n um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fechada p-
dimensional F, onde p + k = m, e seja A — RP(n) o fibrado linha canénico
sobre RP(n); denotemos wj;(A) por c¢. Usando o Principio Splitting, escrevemos
W(F)=(14z1)(14+z2)...(1+xz,) e W(n) =14+wy1)(1+y2)...(1+yx). Entdo,

W(RP(n)=14z1)14+z9)...(1+2,)1+c+y)(I+c+y2) ... (L+c+yp).

Para estudarmos S, (A — RP(n)), primeiro coletamos os termos com as maiores
poténcias de ¢. Devemos analisar termos 2/ (ze, + )" 122 (2, + )2 . 20 (2, + )]

provindos de subconjuntos ordenados de variaveis de grau um

{zelazey <. 7Zet} C {ZlazQa cee 7Zp+k} = {x17$27' .. 7xp7yl +Cay2 —|—C, e Yk +C}
Se {Zey, Zegs -5 2,y C {x1,%2,...,2,}, podemos escrever

01 + 0 (o 0 (e + 0 =

:Zg(“H*Z(Z“Ll) g-i-lbb)” étt<“+1+z<2t+1> 2+1bb>:

= zilz2 2T+ termos com poténcias menores de c.

Portanto, a soma de todos os termos provenientes de subconjuntos {ze,, zeys - - - 2e, } C
{x1,29,...,7,} tem a forma s,(F)c ™ + termos com poténcias menores de c, levando-se
em conta que a classe de cohomologia s, (F') € H/(F,Z,) faz sentido também para j # p.

Se {Zeys Zegs - - -, Ze, } POssul y elementos do conjunto {y; + ¢,y2 + ¢, ..., yx + ¢},
1 <y <t, o mesmo calculo acima mostra que ¢/7*=¥ é a maior poténcia de ¢ que aparece

nos termos provenientes de {ze,, Ze,, - - - , Ze, }- 1SS0 significa que
Su(A = RP(n)) = s5,(F)™ + termos com poténcias menores de c.

Agora, retornemos aos fibrados linha sobre os espacos totais dos fibrados

projetivos relacionados ao fized-data de (M™,T), ou seja, analisemos os fibrados



4. Limitantes envolvendo o grau de decomponibilidade de componentes fixadas 121

N RP(nk), com 0 < k < j e k =n. Comecemos por k = n.

Neste caso, o fato de que
X(\" = RP(n")) = A,c™"9)7Y 1 termos com poténcias menores de c,

onde A, ¢ uma classe de dimensao y > n — j + 1 que provém da cohomologia de F", nos
diz que cada termo de X (A" — RP(n")) tem um fator de dimensdo no minimo igual a

n — j + 1, provindo da cohomologia de F'™. Por outro lado, sendo
Sy(A" = RP(n")) = 5,(F™)d™ 4 termos com poténcias menores de c,

podemos concluir que qualquer termo de S,(A\" +— RP(n")) tem um fator de
dimensao no minimo igual a j, provindo da cohomologia de F™. Dessa forma,
X(A" = RP(7™)S, (A" = RP(n™)) ¢ uma classe em H™"=)+2+H(RP(n™), Zy), com cada
um de seus termos contendo um fator de dimensao no minimo igual a n + 1, provindo da

cohomologia de F'™, o que resulta em
X(A" = RP(n"))S,(\" — RP(n™)) = 0.

Suponhamos, por absurdo, que m > m(n — j) + 2j + t. Entao, m — 1 > m(n —

J) +2j +t e, portanto, faz sentido considerarmos a classe
X 1 RP()Su(X" = RP (")) 'm0 -2t & - RP("), Z,),
que produz o niimero caracteristico nulo
X(A" = RP(7"))Su(X* = RP(n"))c™ = =2 7 R P(n")] = 0.

Agora, analisemos a classe associada a A\* — RP(n*), com 0 < k < j,
correspondente a X (A" — RP(n"))S, (A" = RP(n"))cm—1-m(n=i)-2%~t Esta classe ¢

X\ = RP(7))S,(A\F — RP(nk))mt-mn=i)=2-t

onde X (\* — RP(n*)) é obtida a partir de X (A" — RP(n")), substituindo-se cada W|[r];
por Wn +r — kJ;.

Observemos que

X =5 RP(1)) S (N = RP(gf))en 1= 2t 2,
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pois

S (N1 RP(n")) = s5,(F*)™ + termos com poténcias menores de c

se anula por razoes dimensionais. De fato, s, ¢ um polinémio j-dimensional, composto

por elementos provindos da cohomologia de F*, com k < j. Portanto,
XA = RP(1")) S (A = RP(5") )= D =2 R P ()] = 0,
para qualquer k < j.

Para finalizar, analisemos a classe em questao associada a A — RP(n’),
X (N = RP(1)) Sy (N = RP())cm 1 mmin=i) =2t

onde X (M — RP(7/)) é obtida a partir de X (A" — RP(n")), substituindo-se cada W{r];
por Win + r — j|;. Temos

Su(M = RP()) = s,(F7)* 4+ termos com poténcias menores de ¢ =
= 5, (F)dT + 37 Ay,

onde y+s =25+t s <j+teA, provém da cohomologia de F7. Entao, a dimensao
de cada polinémio A, ¢ estritamente maior do que j e, portanto, igual a zero por razoes
dimensionais. Assim, temos S, (A — RP(1/)) = s, (F7)c/Tt. Isso implica que, se I é o
ideal de H*(RP(n?),Zs) gerado pelas classes provenientes de F? com dimensao positiva,
entdo S,(M — RP(1/))0 = 0, para cada § € I. Logo, no calculo de X (N — RP(r)),

devemos apenas considerar
W@RP())=(1+c¢)™7 mod I.

Assim, cada fator W[r] de X tem a forma

W (RP(r)) S .
W= ——"2={0+4+¢)"7" modI=(14+¢)*"" mod I.
)= (o gyr = (140) (1+0)
Em particular, para r; = 2P — 2P~ 4 =1,2,...,p, temos

217-1-1 _ 2p—i+1

g 4 9P — P~
Wirilar, = ( 1 ) i mod I,
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e para r = 2P — 1, temos

g+ 20 — 1
2p+1_1

W(rlari1 = ( ) A& mod .

O menor termo da expansao diddica de 2Pq+2P é 2P*1. Usando o Corolario 1.13.1,
concluimos que os coeficientes binomiais acima sao nao nulos modulo 2. Segue que todos

“ mod I e,

os fatores W{r|, que aparecem em X (N — RP(n’)) satisfazem W(r], = ¢
assim, X (N + RP(1?)) = ¢™"9) mod I.
Agora, como uma consequéncia do teorema de Leray-Hirsch (1.6.2), temos que

H*(RP(1Y),Zs) ¢ um H*(F7,Z,)-modulo livre gerado por 1,¢,¢?,...,c™ 771 e entao

XN = RP(1))Sy(N = RP(1f))em =t =D=2HRP(17)] = s, (F7)e™ I RP(1)] =
= s, (F[FI] = 1.

Substituindo-se os valores obtidos acima na equagao (4.1), obtemos a contradigao

desejada.
O

4.3 Construcao do exemplo maximal

Seja w = (i1,1s,...,1;) uma particdo ndo diaddica de j. Como anunciado na
introducao desse capitulo, nessa secao desenvolveremos um método para construir uma

involugao (M™,T) cujo conjunto de pontos fixos tem a forma F = (U FMYUFiuF™,
k<j
com j <n,m=m(n—j)+2j+tes,(F)[F’] # 0, para valores especiais de n, j e w.

Para isso, precisaremos de alguns resultados, que enunciaremos a seguir.

Fato A (R. L. W. Brown, |5]) Seja P/ uma variedade j-dimensional suave e fechada e

. e SUX PIx P ) . . : .
consideremos o espago de érbitas < twist que é uma variedade (2j+ 1)-dimensional
—1 X twis
, Sl x PIx P
fechada; aqui, S' é o circulo unitario. Entao, se P? é indecomponivel, 1 % it
—1 X twis

também o é.

Fato B (R. Stong e P. Pergher, [26]) Existem involu¢oes (N™, S) com conjunto de pontos
fixos da forma {ponto} U F", com m = m(n), para todo n > 1.

Fato C (P. E. Conner e E. E. Floyd, [8]) Seja (W",T) uma involuc¢ao definida sobre
uma variedade n-dimensional suave e fechada W", com conjunto de pontos fixos F. Se

W™ borda, entdo existe uma involu¢ao sobre uma variedade (n + 1)-dimensional que fixa
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o mesmo conjunto I’ (para maiores detalhes, vide a construgao feita no inicio da subsegao
3.3.1).
Fato D (P. Pergher, A. Ramos e R. Oliveira, [20]) Para m e n pares, m < n, escreva

n—m =2Pq, onde p >1eq>1éimpar. Seja (RP™*1 T, ) a involugao

Tm,n([x[b Liyen- axm—l—n—l—l]) = [_IO; X1,y Ty Tipegly e - - axm—l—n—i-l]v

cujo conjunto de pontos fixos ¢ FF = RP™ U RP". Entao, a variedade subjacente da
involugao IV (RP™ ™+ T, ) borda, para0 < j < 1,sep=1,epara(0 < j < 2P—2 sep >
1. Do Fato C, segue que IV (RP™ "1 T, ) é cobordante a uma involugao (M™ "1+ T)

que fixa F=RP"URP" para0 < j<2,sep=1,epara0<j <2’ —1,sep>1.

Os dois lemas a seguir serao cruciais para a constru¢ao do nosso exemplo.

Lema 4.3.1. Seja (M™,T) uma involugao com conjunto de pontos fizos da forma P?UF™,
onde j # n e P? é indecomponivel. Entio, existe uma involugao (W™ T") cujo conjunto

de pontos fixos é da forma P¥+L U F* 1 com P indecomponivel.

Prova: Sobre S' x M™ x M™, consideremos a involucao 1 x 7' x T. Essa involucao

comuta com —1 X twist e, portanto, induz uma involucao S sobre o espaco de orbitas
SUx M™ x M™

N = : . O conjunto de pontos fixos de (NN, .S) é a unido de 3 subvariedades:
—1 x twist
o P _ St x PI x pPi
—1 x twist ’
o ol St x " x Fn
—1 x twist
St x (PI x F"UF™ x P?)
[ J .
—1 X twist

g1 J n n J
X (P’ x F U.F XP)emN
' —1 X twist

que é difeomorfa a uma vizinhanca tubular de S' x P7 x F™ em S x M™ x M™. Assim,

Como j # n, existe uma vizinhanga tubular de

esta subvariedade fixada ¢ difeomorfa a S* x P/ x I, com fibrado normal S* x v, onde v &
o fibrado normal de P7 x F™ em M™ x M™ (isto ¢, S x v é o pullback de v pela projecio
St x PI x F* — PJ x F™); sendo um produto com S!, tal fibrado borda. Portanto,
(N, S) ¢ cobordante a uma involugao (W?™ ! T"), com conjunto de pontos fixos da forma
P2+l y F2tl o pelo Fato A, P¥*! ¢ indecomponivel.

O
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Lema 4.3.2. Se j > 2 nao € da forma 2°—1, escreva j+1 = 2P(2¢+1), ondep >0 eq >0
(e, portanto, j — 2T = 20T (g —1)+2P —1 > 0). Entdo, existe uma involugio (M**! T

cujo conjunto fizrado € da forma P? U F™, onde n = j — 2™ e PJ ¢ indecomponivel.

Prova: Usaremos inducao sobre p > 0. Parap = 0, temos j = 2gen = j — 2Pt = 2¢—2.
Devemos exibir uma involucao (M9 T) cujo conjunto de pontos fixos é da forma P?U
F?172 com P indecomponivel. Do Fato D, temos que a involugao IT?(RPY! Ty, 54,) ¢
equivariantemente cobordante a uma involugao (M49+! T fixando RP?*~2URP??. Sendo
R P?? indecomponivel, segue que o resultado ¢ verdadeiro para p = 0.

Como hipétese de indugao, suponhamos que existe uma involugao (M#+1, T') com
conjunto de pontos fixos da forma P/ U F" onde j+1=2P(2¢+ 1) (com p > 0 e ¢ > 0),
n = j—2P*1 ¢ PJ ¢ indecomponivel. Entao, pelo Lema 4.3.1, existe uma involucao (M, T")
com dim M’ = 2(2j + 1) + 1, cujo conjunto de pontos fixos ¢ da forma P%*! U F?n+l

sendo P?*! indecomponivel. Observando-se que

(27 +1)+1=2""(2¢+ 1)

2n+1=2(j -2 4+ 1= (25 +1) — 272

concluimos que o resultado também ¢é valido para p + 1, o que encerra a nossa
demonstracao.
O

Agora, estamos em condi¢oes de demonstrar o principal resultado dessa secao.

Vamos a ele.

Proposicao 4.3.1. Seja w = (iy,12,...,14;) uma particio nao diddica de j e, para cada
1 < r <t, escrevamos i, + 1 = 2P7(2q, + 1), com p, > 0 e ¢, > 0. Suponhamos que
0<n—j <2t para cada 1 < r < t. Entdo, existe uma involugao (M™,T), com

m=m(n —j)+2j+t, cujo conjunto fixrado tem a forma

F=(JFYurur

k<j
com s,(F7)[F?] # 0. Mais do que isso, para tal involugio temos que [(F7) = t.

Prova: O Lema 4.3.2 nos garante a existéncia de involugoes (M?+*1 T,), para cada

r e {1,2,...,t}, cujo conjunto de pontos fixos tem a forma P U F»=2""" onde P é
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indecomponivel. Definimos, entao, a involug¢ao produto
(WHH U) = (M Ty) s (MP24 Ty) xox (M T).
Consideremos o conjunto de niimeros naturais

A= {Z orrtl /o C {1,2,...,t}, o ndo vazio}.
reoc
O conjunto de pontos fixos de (W%t U) tem a forma F7 U D, onde F/ = P x P2 x
... x P%" e cada componente de D tem dimensao j —a, para algum a € A; reciprocamente,
para cada a € A, existe uma componente de D com dimensao j — a.
Do Fato B, temos que existe uma involugao (N m(n—j) § ), com conjunto de pontos
fixos da forma {ponto} U G"/; tomemos F" = FJ x G"™J.

A partir das involugoes descritas acima, definimos a involucao:
(Mm,T) _ (W2j+t7 U) % (]\7771('r1—]')7 S)

Tal involugao é o exemplo desejado. De fato, m = m(n — j) +2j +t e o seu

conjunto de pontos fixos tem a forma
DU (D x G"I)UF/ U F™,

sendo que as componentes de D tém dimensoes menores do que j; além disso, usando o
fato de que cada P é indecomponivel, o Principio Splitting e consideracoes dimensionais,

temos que
So[F7] = 83, [P™]s4,[P™2] ... 5 [P"] # 0.

Agora, se w = (ji, j2, - - -, Js) € uma particao nao diadica de iy + iy + -+ + 1 = j,

com s < t, entdo s,[P" x P2 x ... x P"*| = 0. Isso significa que
I(F7)=1(P" x P? x ...x P")=t.

Para finalizar, mostremos que as componentes de D x G"~7 possuem dimensoes
menores do que j. De fato, tais dimensoes sao da forma (n — j) + (j — a) = n — a, onde
a€ A Seac A exister € {1,2,...,t} tal que a > 2Pt ¢ assim, n —a < n — 2P+
Como, por hipétese, n — j < 2PrT1 temos que n — a < j, o0 que encerra a nossa prova.

O
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Observagiao 4.3.1. Para j < n fixado, o limitante m < m(n — j) + 25 + [(F7) do
Teorema 4.1.1 &, entao, o melhor possivel para variedades nao bordantes FV cujo grau de
decomponibilidade {(F7) ¢ realizado por partigoes w satisfazendo as condigoes requeridas
pela Proposigao 4.3.1. Por exemplo, se tomarmos j = n — 1, tal limitante ¢ o melhor
possivel, conforme veremos na proxima se¢ao (Teorema 4.4.1). Paraj=n—2e j =n—3,
m < m(n — j) + 25 + I[(F7) é o melhor possivel para variedades F tais que [(F7) ¢é
realizado por partigoes w = (i, 14, ..., %), onde 4, é impar, 1 < r < t. Em particular,
m < m(n — j) +2j + I(F7) é o melhor possivel se j = n—2ou j = n — 3, com F/

indecomponivel e 5 impar.

4.4 Algumas melhorias para o 5/2-Teorema de J.

Boardman

Podemos considerar a questao de encontrar limitantes para o caso geral F =
n

U F*_ levando-se em conta o grau de decomponibilidade de uma ou mais componentes

k=0

fixadas F*, 2 < k < n. Nessa direcao, temos o seguinte resultado de P. Pergher em
n

[24]: “Se (M™,T) é uma involugao fixando o conjunto F' = U F*, tal que a componente

k=0
maximal F" é indecomponivel, entao m < 2n + 1. Além disso, tal limitante é o melhor

possivel.” Generalizando este resultado, P. Pergher provou em [25] a seguinte

Proposicao 4.4.1. Se (M™,T) é uma involugdo cujo conjunto de pontos fizos tem a

forma F = U Fk com F™ nao bordante, entio m < 2n+1(F™). Além disso, tal limitante

k=0
€ o melhor possivel.

A seguir, temos um caso especifico do Teorema 4.1.1, no qual tomamos a dimensao
da componente fixada F7 igual a n — 1. Esse resultado ¢, na realidade, um melhoramento
para o 5/2-Teorema de J. Boardman, no caso particular em que a componente (n — 1)-
dimensional fixada, F"~!, é nao bordante. Veremos também que o mesmo fornece um

melhoramento para a Proposi¢ao 4.4.1 acima citada.

n
Teorema 4.4.1. Seja (M™,T) uma involug¢io cujo conjunto fizado é F = U Fk. Se
k=0

F™ 1 ¢ nao bordante, entao m < 2n + [(F"™1). Além disso, esse limitante ¢ o melhor

possivel.

Prova: Pelo Teorema 4.1.1, para o caso particular em que 7 =n — 1, temos

m<mn—m-1)+2n—-1)+U(F")=m(1)+2n—-2+I1(F"1).
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Mas, m(1) = 2. Logo, m < 2n + [(F™1).

Para mostrar que tal limitante ¢ o melhor possivel, observemos que n — j =
n—(n—1)=1< 2Pt para qualquer o € {1,2,...,t}. Entao, pela Proposigao 4.3.1,
sabemos que existe uma involugao (M™,T), com m = m(n—7)+2j+I1(F?) = 2n+I(F"*1),

cujo conjunto de pontos fixos é da forma

F=(J Fhyurturm,

k<n—1

e tal que F"! & nao bordante (pois s, (F" 1) [F" ] #£0).

Da uniao do resultado acima com a Proposicao 4.4.1, temos entao:

Corolario 4.4.1. Seja (M™,T) uma involucao cujo conjunto fizado tem a forma F =

U F%. Se as componentes F™~' e F™ ndo bordam, entdo
k=0

m < min{2n + I(F"), 2n + [(F™)}.

Além disso, os limitantes m < 2n + [(F" ') e m < 2n + [(F™) sdo, separadamente, 0s

melhores possiveis.

Observagao 4.4.1. O enunciado preciso do 5/2-Teorema diz o seguinte: se (M™,T) fixa o

conjunto nao bordante F' = U FJ, entdo
j=0
(i) m < bk, se n = 2k com k > 1;

(ii)) m < bk +2,se n=2k+ 1 com k > 0.

A respeito das partigoes nao diadicas de n — 1, observemos que o comprimento
maximo ocorre para a particio w = (2,2,...,2),sen—1=2k ew = (2,2,...,2,5), se
n—1=2k—1;ouseja, 1 <I(F*)<kel <I(F*1H<k-2.

Assim, o Teorema 4.4.1 fornece o mesmo limitante do 5/2-Teorema paran = 2k+1
(k > 1). De fato, se n = 2k + 1, entaio n — 1 = 2k e 1 < I(F?*) < k. Portanto,
m < 2n+I(F"') <22k + 1)+ k =5k + 2.

Entretanto, para n par, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4.2. Se (M™,T) fiza F = UFj, onde F"™' é ndo bordante e n = 2k
j=0
(k > 3), entdo m < bk — 2. Além disso, tal limitante é o melhor possivel.
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Prova: Sendo F™~! nao bordante, temos, pelo Teorema 4.4.1, que m < 2n + [(F™71).
Dentre todas as parti¢coes nao diadicas de n — 1 = 2k — 1, o comprimento méaximo ocorre
para w = (2,2,...,2,5) e ¢ igual a k — 2. Logo, 1 <I(F" ') <k—2e

m < 2n+ (F") < 2(2k) + (k — 2) = 5k — 2.

Além disso, a Proposigao 4.3.1 aplicada a particao w = (2,2,...,2,5) mostra que existe
n

uma involugao (M™,T), com m = 5k — 2 e conjunto fixado F = U F7, satisfazendo
=0
So(F"Y)[F"] # 0. Portanto, m < 5k — 2 é o melhor limitante possivel.

O

Observagdao 4.4.2. Para o caso especial n = 2k + 1, com [(F"1') < k, o Teorema 4.4.1
fornece melhoramentos se comparado aos resultados do 5/2-Teorema; e, mais do que isso,

tal limitante é o melhor possivel.

Observag¢ao 4.4.3. Em [25], temos um resultado com a mesma natureza do Teorema

4.4.2, que fornece um melhoramento para o 5/2-Teorema no caso em que a dimensao
n

da componente maximal fixada é impar: “Se (M™ T) fixa F = U F7, onde F™ & ndo

5=0
bordante e n = 2k + 1, entao m < 5k + 1. Além disso, tal limitante é o melhor possivel.”

Seja ' = U FJ o conjunto fixado por (M™,T), com F ndo bordante. Se t é a
5=0
codimensao da componente maximal fixada F", entao o 5/2-Teorema nos diz que t < 3k,

sen =2k et <3k+1,sen=2k+ 1. Dessa forma, os limitantes para t sao crescentes
como fungoes de n.
J
Agora, se (M™,T) fixa F = (U F*YU F™ (j < n), com FJ ndo bordante, o

k=0
Teorema 4.1.1 nos diz que a codimensao da componente maximal fixada é ¢ < m(n —

J) + 2§ + I(F7) — n. Para j fixo, um simples célculo mostra que, se n — j é par, entao
m(n — j) — n também nao é limitado como uma fungao de n; assim, o limitante para ¢
cresce com n, neste caso.

Entretanto, se n — j é impar, temos o seguinte fenémeno de baixa codimensao:

Teorema 4.4.3. Seja (M™,T) uma involugao com conjunto de pontos fizos da forma

j
F = (U FFYUF™ (j < n), com F’ nao bordante, e denotemos por t a codimensio da

k=0
componente mazximal F™. Entdo, para cada j fizado, t € limitada como uma func¢do de n,

caso n — j seja impar. Mais especificamente, se 7 = 2k + 1 € impar, temost < j+ k, e

se j =2k é par, temost < j+k + 1.
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Prova: Considerando-se todas as particoes nao diadicas de j = 2k + 1, temos que o
comprimento maximo ocorre para a particdo w = (2,2, ...,2,5) e é igual a k — 1; no caso
de j = 2k, o comprimento maximo ocorre para a partigdo w = (2,2,...,2) e é igual a k .
Assim, se j = 2k + 1, temos 1 < [(F?) <k —1, e se j = 2k, temos 1 < [(F’) < k. Além
disso, se n — j é impar, m(n — j) =n — j + 1 (vide Segao 1.9). Logo,

t<mn—7)+2j+I1(F)—n<n—j+1+2j+k—1-n=j+k sej=2k+1e

t<mn—j)+2j+I(F)—n<n—j+1+2j+k-n=j+k+1, sej=2k
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