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Resumo

Nesta tese sao estudadas as imersoes isométricas em produtos de duas formas espaciais uti-
lizando a abordagem introduzida por Lira et al em [I8]. As imersoes isométricas paralelas em
produtos de duas formas espaciais com curvaturas seccionais nao nulas sao classificadas, e a
classificacao das imersoes isométricas umbilicas f: M™ — Q) x O@;2, com m = 3 e ky + ko # 0,
é reduzida aquela das imersoes isométricas umbilicas de codimensao dois em O} xR, k < 0, em
que Q) denota a forma espacial de curvatura seccional k e dimensao n. Para isso, sdo provados
alguns teoremas de redugao de codimensao com interesse proprio para imersoes isométricas em

produtos de duas formas espaciais.

Abstract

In this thesis we study isometric immersions into products of two space forms using the
approach introduced by Lira et al in [I8]. Parallel isometric immersions into products of two
space forms with nonzero sectional curvatures are classified, and the classification of umbilical
isometric immersions f: M™ — Q;' x @2, with m > 3 and k; + ky # 0, is reduced to that of
umbilical isometric immersions of codimension two into O} x R, k < 0, where O denotes the
space form with dimension n and sectional curvature k. To accomplish this, we prove some re-
sults of independent interest on reduction of codimension of isometric immersions into products

of two space forms.
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Introducao

As formas espaciais sao as variedades riemannianas completas com curvatura seccional
constante. Neste trabalho, uma forma espacial sera também simplesmente conexa. Existem, a
menos de isometrias, trés tipos de formas espaciais: as esferas S, que sao as formas espaciais
com curvatura seccional k& > 0; os espagos euclidianos E", que tém curvatura seccional igual a
0; e os espagos hiperbdlicos H}', que que sao as formas espaciais com curvatura seccional k < 0.

Formas espaciais e produtos de formas espaciais sao exemplos de espacos simétricos. Um
espago simétrico é uma variedade riemanniana completa M para a qual, dado qualquer ponto
p € M, a fungao x — exp, (— (exp; ! x)) ¢ uma isometria de M, sendo exp, a fungio exponen-
cial em p.

As subvariedades mais simples de uma variedade riemanniana sao aquelas cuja segunda
forma fundamental é o tensor nulo, chamadas de subvariedades totalmente geodésicas. Exis-
tem duas generalizacoes bem conhecidas para o conceito de subvariedade totalmente geodésica:
as subvariedades umbilicas e as paralelas. Uma subvariedade M < N ¢ dita umbilica quando
a(X,Y) = (X,Y)n, para quaisquer X,Y € TM, em que a é a segunda forma fundamental
de M com valores no fibrado normal e 77 é o vetor curvatura média de M. Dessa forma, M é
totalmente geodésica quando é umbilica e n = 0.

Uma subvariedade M < N ¢é dita paralela quando o tensor segunda forma fundamental é
paralelo, ou seja, quando

(Vxa) (Y. Z) :==Vxa(Y.Z) - a(VxY,Z) —a(Y,VxZ) =0,

para quaisquer X,Y,Z € I'(T'M), em que V é a conexao riemanniana em M e V+ é a conexdo
no fibrado normal T+M.

Muito se conhece a respeito das subvariedades de uma forma espacial. Em particular, as
subvariedades totalmente geodésicas, umbilicas e paralelas das formas espaciais ja estao total-
mente classificadas. A classificagdo das subvariedades umbilicas das formas espaciais pode ser
encontrada em [5], [6] e [2]. J& a classificagdo das subvariedades paralelas das formas espaciais
é mais complexa e pode ser encontrada em [15], [14], [27] e [19].

Embora as subvariedades de uma forma espacial sejam muito estudadas, o conhecimento a
respeito das subvariedades de outras variedades riemannianas ¢ bem menor. Mesmo as subva-
riedades de produtos de duas formas espaciais nao siao tao conhecidas.

Em [21] mostrou-se que uma subvariedade umbilica M de um espaco simétrico N é de fato
uma subvariedade umbilica de um produto M de formas espaciais mergulhado em N de modo
totalmente geodésico. Foram também classificados os possiveis pares (]\Zf ,N). Além disso,
mostrou-se que uma subvariedade umbilica M™ < O} x @}? com m > 3, quando vista como
subvariedade de ]Ré\il X Rg& pode ser obtida como a interse¢ao Op! x O} com o espaco oscu-
lador de M em um ponto genérico. No entanto, nao foi obtida uma classificacdo de tais subva-
riedades, assim como uma descricdo da geometria de uma tal intersecao como subvariedade de

ni no
O < O2.
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Em [20], dentre diversos resultados, foram determinadas as fungoes definidas em um aberto
de H2, em que H? é o espaco hiperbélico de curvatura seccional —1, cujos gréaficos sao superfi-
cies umbilicas de H? x R. Souam e Toubiana, em [26], conseguiram classificar (globalmente) as
superficies umbilicas nos espacos S? x R e H? x R. Eles provaram que as superficies umbilicas
de S? x R e H? x R sao superficies de rotacao sobre uma curva. Tal curva é obtida via solucoes
de sistemas de EDOs.

Em [28] e [3], foram classificadas as hipersuperficies semi-paralelas e paralelas de S" x R e
de H" x R, respectivamente. Também foram classificadas localmente as hipersuperficies umbi-
licas de S™ x R e de H" x R. Em tal classificacao das hipersuperficies umbilicas, foi provado
que uma hipersuperficie umbilica de S™ x R ou de H" x R é, localmente, uma hipersuperficie
de rotacao sobre uma curva. Tal curva é obtida utilizando as solugoes de uma EDO.

Destacamos ainda o trabalho de Daniel [10] que, com o intuito de estudar superficies mini-
mas em S? x R e em H? x R, demonstra em um teorema tipo Bonnet para imersdes de vari-
edades riemannianas n-dimensionais em S" x R e em H" x R. Tal teorema fornece condi¢oes
necessarias e suficientes para que uma variedade riemanniana n-dimensional possa ser isome-
tricamente imersa em S” x R e em H" x R, e essas condi¢oes sao dadas em termos das primeira
e segunda formas fundamentais da imersdo e em termos das projecoes em TM e em T+ M de
um campo unitario tangente ao segundo fator de S x R ou de H" x R.

O resultado de Daniel foi generalizado em [I8] por Lira, Tojeiro e Vitério, que provaram
um teorema tipo Bonnet para produtos de duas formas espaciais. Nesse novo resultado, a co-
dimensao da imersao pode ser qualquer e as condiges para a existéncia da imersao sao dadas
em termos das primeira e segunda formas fundamentais, em termos da conexdo em T+ M e em
termos dos tensores R, S e T definidos pelos autores.

Neste trabalho, estudamos as imersoes isométricas em produtos Q' x @} de formas espa-
ciais, sendo @)’ uma forma espacial de dimensao n; e curvatura seccional k;. Como principal
ferramenta em tal estudo, utilizamos os tensores R, S e T definidos em [I8]. Demonstramos
novos resultados envolvendo tais tensores e os utilizamos para estudar as imersoes totalmente

Jo) 1 1 2
geodésicas, paralelas e umbilicas em Oy x Q2.

Classificamos as imersoes paralelas em Q' x O} quando k; + ky # 0 e reduzimos a classi-
ficacdo das imersdes umbilicas f: M™ — Q! x 2, com m = 3 e ky + k # 0, a classificacao
das imersoes umbilicas com codimensdo dois em Q) x R. Além disso, mostramos que as imer-
soes umbilicas em O} x R sdo imersoes de rotacao sobre uma curva e obtemos uma descri¢ao
da curva a partir de solu¢oes de um sistema de EDOs. Para o caso S} x R, descrevemos tanto
a curva como a imersao de rotagdo através de funcgoes simples, generalizando assim as classi-
ficacoes das superficies umbilicas de S? x R e das hipersuperficies umbilicas de S® x R, feitas,
respectivamente, em [26] e [2§].

Cabe aqui observar que, enquanto escreviamos nossos resultados, as subvariedades paralelas
de S" x S™ e de H" x H™ foram independentemente classificadas em [17].

Comecamos nosso texto com um capitulo no qual introduzimos algumas notagoes e descre-
vemos os teoremas de classificagdo das imersoes isométricas umbilicas nas formas espaciais pseu-
dorriemannianas. Tais resultados, ja bem conhecidos, foram muito utilizados neste trabalho e
por essa razao dedicamos a eles o primeiro capitulo.

No segundo capitulo, definimos as subvariedades de rotagdo em R} (espago euclidiano R"
com indice t). Tal definigao é essencialmente a mesma dada por Dajczer, Tojeiro e Florit em [9]
para subvariedades de rotacao no espaco euclidiano E”. Provamos também, além de diversos
resultados técnicos, uma proposicao que da condi¢oes suficientes para que uma imersao isomé-
trica de uma variedade riemanniana em R} seja uma subvariedade de rotacao. Essa proposigao



vi

generaliza um resultado de [9] para imersoes em E™.

O Capitulo 3 é dedicado a um estudo inicial das imersoes isométricas em Q! x @};. Nesse
capitulo é apresentada a definicdo dos tensores R, S e T e sao vistas as férmulas de Gauss,
Codazzi e Ricci das imersoes isométricas em O x Op? utilizando esses tensores. Em seguida
sao demonstradas algumas férmulas ja conhecidas (provadas em [I8]) envolvendo tais tensores.
Apresentamos novos resultados envolvendo os tensores R, S e T e exemplos titeis de imersoes
em Op! x Q). Em particular, dados dois ntimeros reais k; e ky com kjk; > 0, exibimos um

exemplo de uma imersao isométrica totalmente geodésica g: Q% ., — OF x OF,.
k1+k

Ao final do Capitulo 3, definimos o conceito de redugao de Clonimenséo a esquerda (e a di-
reita) e demonstramos um correspondente teorema de redugdo de codimensao, inspirado no
teorema de reducao de codimensao para imersoes em espacgos de curvatura constante que
aparece em [8]. Nosso teorema da condi¢bes necessirias e suficientes para que uma imersao
f: M™ — O x Q)2 possa reduzir sua codimensao a esquerda ou a direita. Também obte-
mos condic¢oes suficientes para que uma subvariedade esteja contida na imagem da imersao
totalmente geodésica g mencionada acima.

No Capitulo 4 estudamos as imersoes paralelas e totalmente geodésicas em Oy x Q)?. Em
particular, apresentamos a classificacdo das imersoes totalmente geodésicas em Q) x Op2 e
obtemos uma classifica¢do das imersdes paralelas em Q! x Q)2 quando k; + ky # 0.

No quinto capitulo sdo estudadas as imersdes umbilicas f: M™ — Q! x @2, O principal

teorema do quinto capitulo reduz a classificacio das imersdes umbilicas f: M™ — OQp! x O}2,
com m = 3 e k; + ko # 0, a classificacdo das imersoes umbilicas com codimensao dois em
S;y x R e em H} x R. Como consequéncia desse teorema, concluimos que, se m > max{ni, ns}
e ky 4+ ky # 0, entdo as tinicas imersoes umbilicas f: M™ — Op! x Q2 sdo as totalmente
geodésicas.

No sexto e tultimo capitulo sao classificadas as imersoes umbilicas em S} x R.

Ao final do trabalho, acrescentamos um apéndice com alguns resultados conhecidos e uti-
lizados ao longo do texto. Tais resultados aparecem acompanhados de demonstragao ou de

referéncia bibliografica.



Capitulo 1

Imersoes isométricas umbilicas em
formas espaciais pseudorriemannianas

Este primeiro capitulo apresenta uma classificagao (feita em [5], [6] e [2]) das imersoes isomé-
tricas umbilicas de variedades pseudorriemannianas nas formas espaciais pseudorriemannianas.
Tal classificagao sera utilizada explicitamente em capitulos posteriores.

1.1 Notacoes e Definicoes

Seja V' um espago vetorial com produto interno. A notagdo V = V; &V, indica que: (1) V; e
V5 sdo subespagos vetoriais de V', (2) V] L V5 e (3) V se decompde em soma direta V = Vi @ V5.

Denotaremos por R™ o espago vetorial formado pelas n-uplas de nimeros reais, por E" o es-
paco R™ munido com o produto interno euclidiano e por R} o espaco R™ munido com o produto
interno com sinal:

() R"xR™
((xlv"' 7xn); (ylv"' 7yn))

— R
= < Ty, 7xn)7(y17"' 7yn)>7
em que
t n
<(:E17 T 7xn)7 (y17 T 7yn)> = _leyl + Z TilYi-
i=1 i=t+1

O ntmero natural ¢ € {0, ..,n} serd chamado de indice de R} ou indice da métrica (-, ).
Outras notagoes:

L™ :=RY;
Jz]? := (@, z);
el == V122 = /1, 2) I

S(e.r) = {{xeR?:x—cz=r2}, se r >0,

C{zeRy: |z —¢)2 ==}, ser <0,

L:={zeR}: |z|*=0};
S":=$(0,1) c E";
= (0, k_l/Q) c E"*! para k > 0;
H" := {z € S(0, —1) c L""": (z,e1) <0}, em que e; := (1,0,---,0);
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H} := {:c €S (O,—|k|’1/2) c L™ (1,e) < O}, em que e; := (1,0,---,0) e k <0;
v, se k>0,
Oy = v, se k<0,
E" sek=0.

E fato conhecido que uma forma espacial de dimensio n e curvatura seccional k é isométrica
a OF. Por isso trabalharemos sempre com os modelos E", S} < E"*! e H} < L"*! de formas
espaciais.

Uma forma espacial pseudorriemanniana é uma variedade pseudorriemanniana (conexa,
completa e simplesmente conexa) com curvatura seccional constante. Denotaremos por @Zk a
forma espacial pseudorriemanniana de indice ¢ e curvatura seccional k. Também é conhecido o

fato de que O}, ¢ isométrico a R}, se k = 0; ou a uma das componentes conexas de S (0, ﬁ)

em R?* se k> 0; ou a uma das componentes conexas de S (O, ﬁ) em R?jll, se k< 0.

Dado = € R?, diremos que z ¢ tipo espago quando |z||*> > 0, que z é tipo tempo quanto
|z|? < 0, e que = é tipo luz quando |z|* = 0.

Seja V' < R} um subespaco vetorial. V' sera dito tipo espago quando o produto interno
(-,*) lvxy for positivo definido, serd dito tipo tempo quando (-,-) |yxy for ndo degenerado
e nao for positivo definido, e serd dito tipo luz quando (-,-) |y« for degenerado. Quando
(+,") |vxv for ndo degenerado, diremos que V' é ndao degenerado.

O espago L™ serd chamado de Espago de Lorentz ou Espago Lorentziano. O conjunto
L serd chamado de cone de luz.

Dada uma variedade riemanniana M, denotaremos por V a conexao de Levi-Civita em
M. A conexao de Levi-Civita em Q)" x Op2 serd denotada por V, e aquela de R? por V. Se
f: M — N for uma imersdo isométrica entre duas variedades, denotaremos por V+ a conexio
normal de f.

Deve ficar subentendido ao leitor que, salvo em algum caso em que seja dito o contrario,
cada variedade diferenciavel que aparecer no texto é sempre de classe C* e conexa.

1.2 Imersoes isométricas umbilicas em formas espaciais

O objetivo desta secao é apresentar os teoremas de classificacdo das imersoes isométricas
umbilicas de variedades riemannianas nas formas espaciais. Para isso, e sem esfor¢o adicional,
apresentaremos os teoremas de classificacdo das imersoes isométricas umbilicas de variedades
pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas. Para tanto, precisaremos de
alguns resultados preliminares.

Lema 1.1. Sejam M!" uma variedade pseudorriemanniana e f: M" — R} uma imersao iso-
métrica umbilica com vetor curvatura médian. Sem > 2, entao n é paralelo na conexao normal
de f. Além disso, valem as seguintes afirmacgoes:

(D) 4, = Il 1d
(IT1) |n|? é constante em M.
(ITI) Se ||n|* = 0 em algum ponto de M, entao n é constante em M.
(IV) L := f,TM & ger{n} é uma distribui¢ao paralela em R}
(V) f(M) < f(zo) + L, para qualquer xy € M.
(VI) Se |n|?* # 0 em algum ponto de M, entao c:= f + e € constante em M.
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Demonstracao. Pela equacao de Codazzi,

Vya(Y,Z)—a(VxY,Z)—a(Y,VxZ)=Vya(X,Z) —a(VyX,Z) —a(X,VyZ) =
= V(Y. Z)n—(VxY,Z)n = (Y,VxZ)n = Vy (X, Z)n = (Vy X, Z)n = (X,VyZ)n =
= (Y,Z)Vxn = (X, Z) Vyn.

Como m > 2, entdo podemos escolher Y = Z unitario e X | Y. Dessa forma a tultima
igualdade se torna V51 = 0. e

(I): Sejam X,Y € T'(TM), logo
<A77X7 Y)={a (X> Y) ) =(X,Y) H77||2

Portanto A, = |n|>Id. «

(II): Seja x € M qualquer, logo

Al (@)X = X 0,0} (2) = 2 (F57.7) () = 0.
Portanto ||||* é constante em M. o

(III): Suponhamos que ||n||> = 0 em algum ponto de M. Nessas condigdes, |n]? = 0 em todos
os pontos de M, pelo item (II). Dessa forma,

Vi = —fAX + 57 = —[n|* f.X = 0.
Portanto n é constante. e
(IV): Seja f.Y + Bn el (f.TM & ger {n}), logo

Vx (fsY +8n) = fiVxY +a(X,Y) + X(B)n + BVxn =
= VXY + [(X,Y) + X(B)]n — BfAyX + BYAT =
= [ [VxY = BInIPX] + (X, Y) + X(B)]n € fu,TM & ger {n}.

Resta mostrar que L = f,TM & ger {n} tem dimensao constante. Se |n]|? # 0 em algum
ponto de M, entdo ||n|* # 0 em todos os pontos de M, pelo item (III). Portanto f,T M @&ger {n}
tem dimensao constante igual a m + 1.

Suponhamos que 7(z) = 0 para algum = € M. Nesse caso, pelo item (III), n = 0 em
qualquer ponto de M. Portanto f.TM & ger{n} = f.,TM tem dimensao constante.

Por tltimo, suponhamos que exista z € M tal que n(x) # 0 e ||n(z)||*> = 0. Nesse caso |n| = 0
em todo ponto de M e n é constante em M (pelos itens (II) e (I1I)). Logo f.TM & ger {n} tem
dimensao constante igual a m + 1. o

(V): Seja xp € M um ponto qualquer. Como L = f,TM & ger {n} é paralelo em R}, segue
(pelo Lema [A14)) que L' também é paralelo em R?. Concluimos, pelo Lema [A12] que L e L*
nao dependem de z, ou seja, sao subespacos constantes em RY.

Seja € € L' um vetor qualquer fixado, logo X (f,&) = (f.X,€&) = 0. Portanto (f, &) é
constante e (f — f(xg),&) = 0, ou seja, f(M) < f(xg) + L. o
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(VI): Se |n|? # 0 em algum ponto de M, entdo |n||> # 0 em todos os pontos de M, pelo item
(II). Dessa forma

d(f+ni)X=f*X—2<%’n> Vxn =

E (n,n)° ||77H2

= f.X —feApX # X ——* X =0.

Portanto f + W é constante em M. o O

Lema 1.2. Sejam M" uma variedade pseudorriemanniana (com indice s) e f: M — R} uma
imersao isométrica umbilica com vetor curvatura média 1. Suponhamos que 7 seja nao nulo,
tipo luz e paralelo na conexao normal de f e sejam L := f,TM & ger{n}, V < L um espago
vetorial m-dimensional nao degenerado qualquer e 77 L V um vetor tipo luz de R} tal que
(n,7m) = 1. Nessas condigées, existe um tnico campo diferencidavel tipo luz £ € T’ (TLM) tal que

(D) L fiTM, (e Ldger{n} e (&n) =1.
Além disso
(II) & é paralelo na conexao normal de f, A¢ =1d e p := f + £ é constante em M.

Demonstracao. Pelo Lema anterior, sabemos que L é um subespago constante em R}. Dessa
forma, existem um subespaco vetorial m-dimensional nao degenerado V' < L e um vetor tipo
luz 7 L V tal que (n,7) = 1. Além disso, como L = f,TM & ger {n}, entdo V tem indice s, ou
seja V = V™.
(I): Para cada = € M fixado podemos escolher uma base ortonormal {ei(x),--- e, (z)} de
T.M e definir

PRCICOR R

i=1

[\Dlr—t

vi(z) ;= df(x)e;(x) e &(x):= —i (vi(x), 1) )+

Claramente £(z) € L @ ger {f7}. Afirmamos que &(x) L f.T, M, que ({(z),n) = 1 e que &(x)
é tipo luz. De fato,

1=
=
E?
[\Dlr—t

(o) fas(o) = (- St ) -
= — {0y, + ) = 0,

(b = (=5 (0@ o) + 3 3 (o

i=1 i=1

77+?7,77> =(n,n) =1,

m m

(€(2),&(=)) :i<vz‘($€)7ﬁ>2—2 2(%( ), i)+ 2 ;Z(vi(:c),ﬁ)z = 0.

i=1 i=1 i=1

Suponhamos que ¢ seja um outro campo tipo luz (ndo necessariamente diferenciavel) tal
que ((z) e TIM, ({(x),n) = 1 e ((z) e L@ger {7}, para qualquer x € M, afirmamos que { = £.
De fato, como

((x) e L@ger {7} = f.T,M @ ger {n, 7},
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entdao ((x) = X" a;(x)vi(x) + a(z)n + b(x)n, para certos a;(x), a(x),b(r) € R. Mas
1= (€l = ) () = o) =€) = Y ala)(o) +aa)y + 7

Fazendo o produto interno de {(x) por v;(z), obtemos:

0 =(¢(2),vj(z)) = a;(@) + (7, v;(2)) = a;(x) =—(v;(x),7).
Assim .
- Z; (vi(2), 7) vi(z) + a(z)n + 7.
Por 1ltimo, Z

m

0= (C(z),((x)) =i<vi($)aﬁ>2_22<02( ), i)+ 2a(z) = i

i=1 i=1

l\DI»—t

ou seja, ((z) = £(x). Portanto estd provado que £ é o tinico campo tipo luz normal a M que
satisfaz € € L & ger {n,n} e (&,n) = 1.

Para cada x € M, se escolhermos uma outra base {é;(x),--- ,&,(z)} de T, M e definirmos
0i(z) == df(x)é;(z) e
m 1 m
_Z@N)z(‘r)v +_ ,UZ I 77+777
i—1 23

entdo (repetindo as contas anteriores feitas para &) sabemos que € é um campo tipo luz normal
a M e tal que £(z) € L@ ger {7} e <§(:p),77> = 1. Dessa forma, pela unicidade do campo &,

€ =&, ou seja, o campo & nao depende da base ortonormal escolhida em cada T, M.

Como £ nao depende da base escolhida, em cada T, M podemos escolher campos tangentes
€1, ,€em, definidos em uma vizinhanca U de z, tais {e1(y) - - , e, (y)} seja uma base ortonor-
mal de T),M, para cada y € U. Dessa forma,

m 1 m
= = Vg 1 + a 7 ~ + ~7
;< (v). 7 5 ; 2+ ]
em que v;(y) = fyei(y), logo & é diferencidvel. o

(I1): Sabemos que
<Oé (XvY) 7£> = <<X7Y> 777f> = <X7Y>7

portanto A¢ = Id.
Por outro lado &(x) € L@ ger {n} e L@ ger {n} = f.TM & ger {n, £}, logo

Vié = (V&) E+ (VX&)m= —(§,347) € =
Calculemos d(f + §) em um vetor X € T, M:
d(f +6)X = X + Vx& = fuX — X =0.

Portanto p := f + & é constante em M. o O
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A classificagdo das imersoes isométricas umbilicas em R}, dada pelo préximo teorema, nada
mais é do que um coroldrio dos Lemas [ Il e Essa classificagido pode ser encontrada em [2].

1, sex <0;

Notagao 1.3. Seja 7(z) := {O 0
. sex=0.

Teorema 1.4. Sejam M!" uma variedade pseudorriemanniana, com m > 2, e f: M — R}
uma imersao isométrica umbilica com vetor curvatura média n. Nessas condigoes, k := ||n|* é
constante e f = ho f, em que f: M™ — O, é uma isometria local e h: Oy — R{ é uma
imersao isométrica umbilica. Além disso:

(I) Sen =0, entao existem um ponto p € R} e uma aplicagao linear isométrica H: R7”" — R}
tais que h(z) := p + H(x).

(II) Se k # 0 (ie., n é tipo espaco ou tipo tempo), entao existem um ponto p € R} e uma
aplicacao linear isométrica H : R;”J:;l(k) — R} tais que h(z) := p+ H(x). Além disso

(M) p+S(0,er) n H (REH).,

em quer:= ||t ee:= |’Z—|
(III) Se f nao é totalmente geodésica e k = 0 (n tipo luz), entao existem um subespago ve-

torial nao degenerado V" < R}, vetores tipo luz a,b L V e um ponto p € R} tais que

(a,b) =1,
2
M)cp+a+ U—Mb:vev ,
S p 5
e h: RT" — R} é dada por

=)

h(z) :=p+a+ H(z) 5

b,

em que H: R — R} é uma aplicagdo linear isométrica tal que H (E*) = V.

O teorema anterior classifica todas as imersoes isométricas totalmente geodésicas em R7,
inclusive as curvas. Isso ocorre porque, se f é totalmente geodésica, entao n = 0 é paralelo
na conexao normal de f e, sendo n paralelo, as conclusdes do Lema [[L1] continuam validas,
inclusive para m = 1.

Observagoes 1.5. (I) Pelo Lema [l 1, L := f.T,M & ger {n(z)} é um subespago constante
de R}.

(II) No item (I) do teorema anterior, o ponto p é dado por p := f(x), em que xo € M é um
ponto fixado qualquer, e a funcao f é dada por

f@) =H(f(z) - p),
em que H: R} — L é uma isometria linear.

(III) Ja no item (II) do teorema anterior, o ponto p é dado por p := f + ”—7;7”3 e a funcao f é
dada por -
flx) =H'(f(z) - p),

m+l | — [ é uma isometria linear e € é o sinal de 1.

em que H: RHT(a)
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(IV) Por ultimo, no item (III) do teorema anterior, podemos tomar V™ < L™ um subespago
vetorial nao degenerado qualquer. Nesse caso os vetores a,b e o ponto p sao dados por
a:=—1n,b:=—-nep:=f+& em quef en sao como no Lemal[l.2 Além disso, a fungao

fla) = H I(f(z) —p—17)],

em que H: R7" — V é a isometria linear e II: R} — V' é uma projecao ortogonal.

Prova do Teorema[I.7 Pelo Lema [T} 7 é paralelo na conexao normal de f, k := ||n|* é cons-
tante, L := L(z) := f.T,M&ger {n(x)} é um subespaco vetorial fixo de R} e f(M) < f(zo)+L,
sendo xg € M um ponto fixado qualquer de M.

(I): Suponhamos que n = 0. Assim, L = f,TM &ger{n} = f.,TM e dim L = m. Portanto
f(M) é um subconjunto aberto de p + L, com p := f(zo). )
Seja H: R — L uma isometria linear. Dessa forma, a funcao f: M!* — R?* dada por

flx) == H7'(f(z) - p)

¢ uma isometria locale f=p+ Ho f. «

Suponhamos agora que f nao seja totalmente geodésica.
(II): Caso k # 0 (n tipo espago ou tipo tempo).

Neste caso, como k = ||n||* é constante, entdao 7 é tipo espago (ou tipo tempo) em todos
os pontos de M. Afirmamos que f(M) é um subconjunto aberto de p + S(0,er) N L, em que
€= ‘—llz‘, r= m ep=f(z)+ W sao constantes.

De fato, ¢, p = f(x) + miE € 7 sdo constantes pelo Lema [LTl Assim f(z) € S(p,er). Além
disso, como L é uma distribuicdo paralela em R?, o mesmo vale para L'. Dessa forma, se
{Ems2, - &) € uma base ortonormal de L, entdo X (f(x),&) = 0 e (f(x),&) = ¢; é cons-
tante.

Concluimos que f(M) < S(p,er) n (a + L), para qualquer a € R} que satisfaga (a,§;) = ¢;.
Mas (p, &) = <f(:c) + %,f» = (f(x),&) = ¢;. Portanto f(M) é um subconjunto aberto de
S(p,er) n (p+ L), pois m = dim M = dim [S(p,er) n (p + L)].

Seja H: Rs"le(s) — L uma isometria linear. Se S(0,er) < ]R;’le(e) nao for conexo, tomemos
como modelo de O™, a componente conexa de S(0,¢er) tal que f(M) < p + H (O7,). Dessa
forma, a funcio f: M — 05", dada por

¢ uma isometria locale f=p+ Ho f. «

(III): Caso k =0 (n tipo luz).

Neste caso 7 é constante em M, pelo Lema [[L1l Ja pelo Lema [[LZ] dados V" < L um su-
bespago vetorial nao degenerado qualquer e 7 L V um vetor tipo luz de R} tal que (n,7) = 1,
existe um tnico campo diferenciavel tipo luz £ e T’ (T M ) tal que

(€n =1 e {eL+ger{n}.

Além disso £ é paralelo na conexao normal de f, Ac =Id e f +& = p é constante em M.
Como £ € f,TM @ ger{n,n} e ({,n) = 1, entdo

E=fivtBn+an e 1=(§n) =i ="
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Logo & = f.v + OBy + 1.

Afirmagao 1: f(M)cp—n+ L, em que p = f + £ é constante (pelo Lema [L2).
Basta mostrar que f(z) —p + 7 € L, para qualquer x € M. Mas

J—pt+n=—E+n=—fiv—Pn—n+10=—fv—[n.
Portanto f(x) —p+ne L. v
Afirmacao 2: f(M)Cp—l-Em(—f)-l-L)=p—f)+{v+@n:ve\/}.

J& sabemos, pela afirmagao anterior, que f —p e —n + L. Por outro lado, ¢ = f —p e L,
logo f —pe L (=7 + L). Além disso, L (-7 + L) =—ﬁ+{v+@n: veV}. v

Seja II: R} — V a projecao ortogonal. Assim, pela Afirmagao 2,

U@ =nl,

flx)=p—n+11(f(z) —p)

Sejam H: R™ — V uma isometria linear e f: M™ — R™ e h: R™ — R? dadas por

F@)i= (H Vo) (F@)—p) o h()i=p—+H)+ oy,
entdo f é uma isometria local e
fl@)y=p—ii+H(f(z))+ Hf(?” n=(hof)(x). e O

Lema 1.6. Sejam S(c,er) < R} (come = +1 er > 0), M uma variedade pseudorriemanni-
ana e f: M — S(c, er) uma imersao isométrica umbilica com vetor curvatura média n. Nessas
condigoes, se 1: S(c,er) — R} é a inclusao e F' := 10 f, entdo n é paralelo na conexao normal
de f se, e somente se, 0 := 1,1 — 5(F — c) é paralelo na conexao normal de F.

Demonstragio. Sejam X € I'(T'M) e k := 5. Assim
Vxo = Vx[un —k(F —c)] =uVxn— kF.X = —F, (AJX + kX) + 1, Vyn.

Portanto 7 é paralelo na conexdo normal de f se, e somente se, o é paralelo na conexao normal

de F. O

Corolario 1.7. Sejam S(c,er) < R} (com e = £1 er > 0), M™ uma variedade pseudorrie-
manniana e f: M" — S(c,er) uma imersao isométrica umbilica com vetor curvatura média
1. Nessas condigoes, k = |n|* + ¢/r? é constante e f = ho f, em que f: M™ — O, é uma
isometria local e h: Q7Y — S(c,er) é uma imersao isométrica umbilica. Além disso,

(I) Se k # 0, entao existem um subespacgo vetorial ndao degenerado L;”Jr’;l(k) < R} e um vetor
Y 1 L tais que

Y |* = TIT”, f(M) cS(c,er)n(c+Y + L)

eh: @Smk — 'S(c', er) é dada por h(x) == c+Y + H(x), em que H: R;T;l(k) — L;”Jr’;l(k) é
uma isometria linear.



Capitulo 1. Imersoes isométricas umbilicas em formas espaciais pseudorriemannianas 9

(II) Se k = 0, entao existem um subespago vetorial nao degenerado V™ < R}, vetores tipo
Iuza,b L'V e um pontope L n (V& ger {b})" tais que

2
<p,a>=f—2, f(M)cc—i—p—I—a—i—{v—u EV}
e h: E™ — S(c,er) é dada por
2
h(x)=c+p+a+H(x)—@b,

em que H: E™ — V é uma isometria linear.
Prova do Coroldrio [l Seja 1: S(c,er) — R? a inclusdo umbilica, logo, pelo Lema [A 1]l a

aplicagdo ' =10 f também é umbilica com vetor curvatura média o dado por

azz*'r]—%(F—c)zz*n—/%(F—c),

em que k := £/r? é a curvatura seccional de S(c, er).
Calculemos |o|*:

ol = Jen = R(F = " = Inll> + B F = c|” = |n]]* + & = .

Pelo Teorema [[4, F = ho f, em que f: M™ — 07}, ¢ uma isometria local e h: o7y, — RY
é uma imersao isométrica umbilica. Sejam h: Oy — S(c,er) dada por h(z) := h(z), ¢ o vetor
curvatura média de h e Y, Z e T (T@Z}k). Assim

ai,(V,2) = (Y, Z) ¢ = (Y, Z) + o (Y, hiZ) = 1200, (Y, Z) — (Y, Z) ki (h — c) .

Portanto h é umbilica com vetor curvatura média & dado por 1,.€ := ¢ + k (ﬁ — c) ef=nhof.

(I): Suponhamos que k # 0.
Neste caso, pelo item (II) do Teorema [[L4] sabemos que

F(M)cp+S(0,R) n L"“L)1
e que R := W h: OF — R} é a imersdo isométrica umbilica dada por h(z) = p + H(z) e

H: ]R:_’g)l — LZ_’E }y ¢ uma isometria linear. Além disso, pelas Observacoes [l o ponto p é dado
por
o o

ﬁ=F+—=C+(F—C)+W

Seja Y o vetor constante dado por Y := F — ¢+ W

Afirmagao 1: Y = 0 se, e somente se, n = 0.

2 o 1
||Y2=H et 2 =:+2<F—c,—>+—=
lol>] & lol>/ " lof?
1 2<F—c,z*n—k(F—c)>+1 1 1
T - =
k k Lk
K=k Inl?

kk  kk



10 1.2. TImersoes isométricas umbilicas em formas espaciais

Logo, Y = 0 implica n = 0. Por outro lado, se n = 0, entdo 0 = —k(F — c), assim
Y=F-c-"=9_q v

Afirmacao 2: Y 1 L.

o

el

(Y, F,X) = <(F —¢) + F*X> — 0,

(Y,0) = {(F o), 0) + <Wa> _
= ((F=c)an—k(F—c)) +1==1+1=0.

LogoY L L. v
ComoYJ_Leﬁzc—l—(F—c)—i—%=c+Y,entéo

lo

fIM)cS(p,R)n (p+L)nS(c,er) =S(c,er)n(c+Y + L) e
h(z) =c+Y + H(x).

Portanto vale o item (I). o

(II): Suponhamos agora que k = 0.
Neste caso o é constante, pelo Lema [Tl Além disso, pelo item (III) do Teorema [[4]
sabemos que

2
F(M)cﬁ+a+{v—@b:ve‘f}

e que h: R™ — R ¢ dada por

P )

h(x)zﬁ—i—a—l—H(:L’)—Tb,

em que H: R — V é uma isometria linear. Além disso, pelas Observacoes L5 V = V™ é um
subespaco nao degenerado qualquer de L™ = F,TM &ger{o},a=—6,b=—0cep=F +¢&,
em que & e & sao como no Lema [L.2L

Fixado um ponto zo € M, podemos supor que V = F, T, /M. Além disso, como o vetor o é
um vetor fixo de R}, entao

o = o(z0) = 1.n(z0) — k(F(x0) — ¢).

Como, pelo Lema [[L2 6 é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz ¢ 1L V e (5,0) = 1,
podemos entao supor que & é dado pela seguinte férmula:

5 . n(z0) + K(F(20) =) _ 1an(zo) = k(F(wo) = ¢) + 2k(F(w0) — ¢)

[n]? — & —2k
2k (F () —
_ 7t ( ~($0) C)=—i—F(x0)+c.
2k 2k
Dessa forma, se {eq, -, ey} é um referencial ortonormal de TM em uma vizinhanca de o,

entao

]5=F+§=F_i<f*ei,5'>f*6i+%i(f*ei,5'>20'+(~7=F(l‘o)+5-

i=1
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Tomando p := § — ¢ = F(x9) — ¢ + &, a funcao h é dada por
h(z) = c+p—d Jl=®
h(z)=c+p—3d+ H(x)+ 5 0

Resta mostrar que pe L n (V @ ger {cr})L e que (p,5) = —=-

DI = |F(z0) — e]? + 2 (F(zo) — ¢, 5) = % 2 <F(:c0) P s ’“(_Z(;O) - C)> - % _ % —0.
(p, Fu X (x0)) = (F(x9) —c+ 7, Fi. X (x0)) = 0.
(p,0) = (F(xo) — c+6,0) = (F(xo) = ¢,1an — k(F(z0) —¢)) + 1 = =1+ 1 =0,
- . 147 + l;;(F(:cO) —c) 1
(p,d) = (F(xg) —c+0,0) = <F(:c0) —c, or > =3
Portanto p € £L n (V& ger {o})" e (p,5) = —%. O

2k

Observacao 1.8. O Teorema e o Corolario [ classificam todas as imersoes isométricas
umbilicas de variedades pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas. Para

ver isso, basta tomarmos como modelo de O}, o espaco R}, caso k = 0; ou uma componente

conexa de S(0,¢er), em que € := ‘—llz‘, ro= \/1“?‘ e S(0,er) < R"H(E), caso k # 0. Esses resul-

t+7
tados também classificam todas as imersoes isométricas totalmente geodésicas de variedades

pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas, inclusive as curvas totalmente
geodésicas.
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Capitulo 2

Subvariedades de rotacao em R}

Sejam R" 47! < R" dois subespagos vetoriais de R?, com 1 < ¢ < n — 2. Denotemos
por O;(n) o grupo de todas as isometrias lineares de R} e por O(q + 1) o subgrupo do grupo
O¢(n) que fixa os pontos de R"~%~!. Consideremos f: N™ ¢ — R"™7 uma imersdo tal que
f(N) nR" 41 = &. Nessas condi¢des, uma subvariedade de rotagao sobre f ¢ a unido das
6rbitas dos pontos de f(N) sob a acao do grupo O(q + 1), ou seja, é o conjunto

{A(f(z)): e Ne Ae O(qg+1)}.

O subespaco R" 97! é chamado de eixo de rotagao.

No caso euclidiano (R} = E"), a definigdo acima coincide com a defini¢io dada em [9]. Uma
definicdo mais geral de subvariedade de rotacdo em E™ pode ser encontrada em [16], e ainda
mais geral é a definigdo de 'extrinsic warped products” feita em [22]. Em [13] Dajczer e do
Carmo definem hipersuperficies de rotagdo em formas espaciais e em [12] Dillen et al definem
hipersuperficies de rotacao em S™ x R e em H" x R.

A primeira secao deste capitulo faz um estudo preliminar das subvariedades de rotacao em
R} e caracteriza algumas dessas subvariedades de rotacao através de uma imersao que sera
chamada de imersao de rotacao. Utilizando essa imersao de rotacao, a primeira se¢ao também
classifica todas as subvariedades de rotacao em L™ (ver Proposigao e Corolario [271).

Sejam M!" e N;' variedades pseudorriemannianas e f: M" — N’ uma imersao isomé-
trica. Dado um vetor n € T}M, definimos o espaco nulidade conforme de 7 em z por
Ey(z) = {XeT,M: a(X,Y)=(X,Y)n, VY e T,M}. Dizemos que n € T'(T+M) é uma
normal principal de f se dim E,(z) > 1, para todo x € M. Se n for uma normal princi-
pal, E, tiver dimensao constante e 7 for paralelo na conexao normal de f ao longo de E,, en-
tao 1 sera chamado de normal de Dupin. Neste caso, o nimero dim F, serd chamado de
multiplicidade de 7.

Uma distribuicao D em uma variedade riemanniana M™ ¢é dita umbilica se existe um campo
pel (DL) tal que V&Y = (X,Y) ¢, para quaisquer X,Y € I'(D), em que V%Y é a proje-
cdo ortogonal de VxY sobre D. Neste caso o vetor ¢ é chamado de vetor curvatura mé-
dia de D. Se D é uma distribuicao umbilica e seu vetor curvara média é nulo em todo ponto
(¢ = 0), entao a distribuicao D é chamada de totalmente geodésica. D ¢ dita esférica se
D é umbilica e V% = 0, para qualquer X € I'(D).

O principal objetivo deste capitulo é generalizar um resultado de [9] que fornece condigoes
suficientes para que uma imersao em E" seja uma subvariedade de rotacao. Essa generalizacao,
provada na segunda secao, ¢ o seguinte teorema:
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Teorema 2.1. Sejam M™ uma variedade riemanniana, f: M™ — R} uma imersao isométrica
e n uma normal de Dupin de f com multiplicidade q tal que n # 0 em todo ponto de M. Supo-
nhamos que Enl seja totalmente geodésica em M™. Nessas condicoes, existe uma subvariedade
de rotagao g tal que f(M) é um subconjunto aberto da imagem de g. Além disso, ocorre um
dos casos abaixo.

(I) Existe uma decomposi¢do ortogonal R} = Eit1 @ R 9" tal que g: N1 x S —
Bt @R} 4! é dada por
g(,y) = p+r(@)y + h(z),
em que p € R} é um ponto fixo, 7(z) > 0, r(z)y € B!, h(z) e RP ' e R} 97! é 0 eixo
de rotacao.
(II) Existe uma decomposicao ortogonal R} = LT @ R %" tal que g: N™ ¢ x S(0, —1) —
Lot @ R4 6 dada por

g(z,y) = p+r(x)y+ h(z),

em que p € R? é um ponto fixo, S(0, —1) < LI+, r(z) > 0, r(x)y € LI*!, h(z) e R} " e
R} é o eixo de rotacdo.

(III) Existem vetores tipo luz e1, ey € R} e uma decomposicao ortogonal R} = ger {e1,es} ©
EI @R} tais que (e1,e5) =1 e g: N9 x B4 — R} é dada por

0@, y) = a4+ gr(@)es + [QZ@) - gl<x>—] &2 + 91 (@)y + gala),

em que ¢ € R? é um ponto fixo, g1(z) > 0, g3(z) € RP"27 e ger {e} @RY 2 é 0 eixo de

rotacao.

2.1 Subvariedades de rotacao em R}
Denotaremos £\{0} por L, ou seja,
L.:=L\{0} ={zeR}: |z]>=0ez#0}.

A seguinte proposicao caracteriza algumas das subvariedades de rotagao em R} através de
uma imersao, que sera chamada de imersao de rotacgao.

Proposigao 2.2. Sejam R" 91 < R"? dois subespacos vetoriais de R} e f: N™ 1 — R4
uma imersao tal que f(N) nR" 7! = &. Sejam também M a subvariedade de rotagao sobre
f, com eixo R"—471,

(I) Suponhamos que R" 9~ tenha indice s (ie. R* 471 = R 41) e sejam RY*) := (]R?*q*I)L
em: R —» R a projecio ortogonal de R? = RI*! @ R?~4~1 sobre R?~41,

(I.1) Se R"™? tem indice s (R"~% = R?79), sejam S(0,1) RZfsl eX;eRITIn (R;‘__q_l)L
um vetor unitario tipo espaco. Neste caso, definamos M e g: N x S(0,1) — M por

M= {fi(x)¢ +n(f(z)): ze NeceS(O,1)} e g(z,€) = fi(x) +n(f(x)),

em que fi(z) := (f(x), X1).
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(1.2) Se R"~7 =R { sejam S(0,—1) ]R;”sl e X1 € R'7{ A (R™9=1)" um vetor unitdrio
tipo tempo. Neste caso, definamos M e g: N x S(0,—1) — M por

={(@)E+n(f(2): 2e NeleSO, -1} e g(x,8):= filx)s +7(f(2)),

em que fi(z) := —(f(z), X3).
(I.3) Se R"~7 é tipo luz (degenerado), sejam L, < R e X e R n (R==1)" um
vetor tipo luz. Neste caso, definamos M e g: N x L, — M por

M= {fi(x)¢ +n(f(z)):xeNefeLls e g(z.8):= fi(2)¢+n(f(x)),

em que fi(x) é a componente de f(x) na direcao de Xy, ou seja, f(z) = fi(x)X; +
m(f(X)).

(IT) Suponhamos que R" 971 seja tipo luz (degenerado) e que existam subespacos vetoriais
nao degenerados U,V < R} e vetores tipo luz X e X, tais que (X1, X5) =1, R" 471 =
ger {Xo} OU e R? = ger { X, Xo} U SV Neste caso, sejam: ger {X;}®VOR" 7! -
R"=9=1 a projecao.

(IL.1) Se R" 9 = ger { X}, Xo} ® U, definamos M e g: N x V — R} por

lol®

M:={f()<X1+v >+7r(f(:c)):xeNeveV} e

@X) )

g(x,v) := fi(x) <X1 +v—
em que fi1(z) = (f(z), X2).

(IL2) SeR"* = ger {w, X,}@OU, em que w € V é um vetor unitdrio, consideremos ¢ := |w|?
e S(0,e) € V e definamos M e g: N x S(0,e) x R — R} por

M = {fi(x) AXo + &) + n(f(x)): z€ N, £€S(0,¢) e Ae R}
g(l’,f, )‘) = fl(x) ()‘XQ + g) + W(f(.r)),

em que f1(z) =¢ (f(x),w).

Em qualquer caso M = M. Além disso g é uma imersdo nos casos (I.1), (1.2) e (I.1). Com
a hipétese adicional de que N é uma variedade riemanniana e f é uma imersao isométrica, ¢
também é uma imersao nos casos (1.3) e (I1.2).

Demonstragio do caso (I) da Proposigio [Z2. Seja M := {A(f(z)): z € Ne Ae O(qg+1)} a
subvariedade de rotacao sobre f. Mostraremos que M = M e que f é uma imersao.

(I.1): Suponhamos que R" % = R?%. Como R?” 9! ¢ um subespago vetorial de R? 74, en-
tdo existe um vetor unitério tipo espaco X; € R"™7 ~ (R"4~1)". Dessa forma, f(z) =
fi(@) Xy +w(f(2)), em que fi(z) := (f(x), X1).

Afirmacéo 1: M < M.

De fato, dado A € O(q + 1), valem as seguintes igualdades:

A(f(2)) = A(fi(@) X1 + 7(f () = fi(@)A(XD) + A(n(f ().
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Por outro lado,
A(n(f(2) = 7(f(z)) e (A(X1),Y) = (A(X1), A(Y)) = (X1,Y) =0,
para todo Y € R?™7! pois A fixa os pontos de R?~971.
Como A(X;) LR e |A(X))|* = |X1|* = 1, entdo A(X;) € S(0,1) c RZHL | Ro—a-1,
Portanto A(f(z)) = fi(x)A(Xy) + 7(f(z)) € {fi(x) + 7(f(x)): x e Ne e S} v
Afirmacdo 2: M < M.
Sejam z € N e £ € S(0,1) ¢ RY"} 1 R?91. Consideremos também {X;, Xo,- -, X 41} e

{&,Ys,--, Y, 1} duas bases ortogonais de R*} tais que || X;|2 = |[Vi[|2 Se {Xy4a,---,Xn} é
uma base ortonormal de R?™47! entdao podemos definir A € O;(n) por

& sei=1;

X, seit=q+2,---,n.

Dessa forma A€ O(qg+ 1) e fi(z)é + m(f(x)) = fi(x)A(Xy) + A(n(f(2))) = A(f(x)). vV

Afirmacao 3: A funcao g é uma imersao.
De fato,

dg(@,§)(v1,v2) = dfi(z)vr - €+ fi) - va +dn(f(2))(df (2)v1) =
= (df (@)1, X1) € + (f(2), X1) vo + 7 (df (2)vr).

Se dg(x, &) (vy,vy) = 0, entao (df (z)vy, X1)& =0, (f(x), X1) vy =0 e 7w (df(z)vy) = 0, pois
vy L&e & vy, e RITE L R 471, Dessa forma

(df (@)vi, X1) = 0, pois & # 0;
vg =0, pois f(z) ¢ R?971 ou seja, (f(z), X1) # 0; e
7 (df(z)vy) = 0.
Portanto
(df(x)v1, X1) X1 + 7 (df (x)v1) = df(x)vy = 0.

Concluimos entédo que (vi,v2) =0 e g é uma imersiao. v o

(I.2): A prova desse caso é inteiramente analoga a do caso (I). e

(I.3): Suponhamos que R"? seja tipo luz (degenerado). Como R? 747! é um subespago veto-
rial de R" 79, entao existe um vetor nao nulo tipo luz X; € R""7n (R?*q*I)L. Dessa forma,
f(z) = fi(z) X1 + 7 (f(2)).
Afirmacdo 1: M < M.

A demonstracao dessa afirmacao é andloga a da Afirmagao 1 do caso (I). v/

Afirmacdo 2: M < M.
Sejam 2 € N e £ € £, < RI'! = (Rr-71)L e consideremos {Xi, Xo, -+, X 41} e
{&,Ys,--, Y, 1} duas bases de R} tais que

e X, Xy, £eYssao tipo lug;
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o (X1, Xp) =1=((,Ya);
o {Xs, -, Xy} e{Ys, -+, Y1} conjuntos sdo ortonormais; e
L {XlaXZ} 1 {X37 U 7Xq+1} € {ga}/Q} L {}/37 U 7}/;1-&-1}-

Se {X 42, -+, X,} é uma base ortonormal de R?" 7! entdo podemos definir A € O,(n) por

& sei=1;
AX;) =1Y;, seie{2,--- q+1};
X;, seief{qg+2,---,n}

Dessa forma A€ O(qg+ 1) e fi(z)é + 7(f(x)) = fi(x)A(Xy) + A(n(f(x))) = A(f(x)). vV

Afirmagao 3: A funcao g é uma imersao, se N for uma variedade riemanniana e f for uma
imersao isométrica.
De fato,

dg(@,§)(v1, v2) = dfi(z)vr - €+ fi) - va +dn(f(2))(df (2)v1) =
= (df (@)1, Xo) € + (f(2), Xa) v + 7 (df(2)vr),

em que X, € RITY 6 um vetor tipo luz tal que (X1, X9) = 1.

Suponhamos que dg(z)(vy,ve) = 0, assim (df(x)vy, Xo) E+{(f(x), Xo) va = 0em (df (z)vy) =
0, pois &, vy € RIFY | R?=41 ¢ 7(f(x)) € RP—9~L,

Como N é riemanniana e f é uma imersao isométrica, entdao df(x)v; ou é nulo ou é tipo
espaco. Mas df(z)vy = (df(x)v1, Xo) Xy + w(df(z)vy) = (df(x)vy, Xo2) X1, ou seja, df(x)v
nao é tipo espago. Portanto df(z)v; =0 e v; =0, pois f é uma imersao.

Dessa forma dg(z,&)(vy,v2) = fi(z)vy = 0 e, como fi(z) # 0, pois f(N) "R = &,
concluimos que g ¢ uma imersao. v’ O

Observacgao 2.3. No caso (1.3) da Proposi¢aol2.2, se trocarmos a hipétese de que f é uma imer-
sdo isométrica e N é uma variedade riemanniana pela hipétese de que f, TN nger {X;} = {0},
entao g continuara sendo uma imersao. Para ver isso basta repetir as contas feitas na Afirmacao
3 da demonstracao e verificar que

dg(z, &) (v1,v2) =0 = (df(x)v, Xo) E+ (f(2), X2)v2 =0 e 7(df(z)v1) =0 =
= (df(z)v, X2) €+ (f(x), Xo)va =0 e df(x)vy = (df(x)v;, Xo) X1 =0 =

= v1=0 e vy, =0.
Por outro lado, se ger {X1} < f,T,N e df(x)v; = X1, entao

dg(, €)((f (x), Xo) v1, =€) = (f (), Xo) (df (z)vr, Xo) € = (f(2), Xo) € + 7(df (2)vr) =
= (f(2), X2) € = (f(x), Xo) € = 0.

Portanto f nao é injetora nesse caso. Conclusao: g é injetora se, e somente se, f,TN N
ger {X,} = {0} & R~ (R )"~ f.(TN) = {0}.

Precisamos de alguns resultados adicionais para provarmos o caso (II) da Proposicao 2.2
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Sejam X7 e Xy dois vetores tipo luz de R} tais que (X, Xo) = 1 e suponhamos que
R} = ger {X;, X} OU DYV,

em que U e V sao subespacos vetoriais nao degenerados. Consideremos o subespago vetorial
tipo luz W de R} dado por W := ger { X5} & U e sejam O(V') o grupo de isometrias lineares de
Ve O(V)xV o grupo de isometrias de V. Podemos definir as fungoes Z: V' — ger { X7, Xo} OV
e ®: O(V) x V— Oy(n) por

I(z) =X, +o-2lx, e (2.1)
XQ,UJ'
®(B,x)(v+vt) =vt — <<Bv,az) + <27>||x||2) Xy + Bv + <X2, UL> z, (2.2)

para todo v + v e V@OV =R,
Lema 2.4 (feito em [22]). As seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

(I) Z: V — Z(V) é uma isometria.
(II) ®: O(V) x V.— W é um isomorfismo de grupos, em que VW é subgrupo do grupo O;(n)
que fixa W.
(III) W é o grupo de isometrias de Z(V') = {Xl + 1 — @XQ: T € V}.

Demonstragao. (I): Sejam vy, ve € V' dois vetores quaisquer. Assim dZ(z)v; = v; — (z,v;) X,
dessa forma

(dZ(x)vy, dZ(x)ve) = (v1 — (m,v1) X, 09 — (X, 09) Xo) = (v1,09) .

Portanto Z: V' — Z(V') < R} é uma isometria. o
(I1): Seja (B,x) e O(V) x V.
Afirmagao 1: ®(B,z) € Oy(n).

Claramente ®(B, z) é linear. Resta mostrar que |®(B,z) (v + v') H2 = |v+ot
v+ ot e RP

2, para todo

2

|®(B, z) (v +oh)|" =

XQ,'UJ_
v - ((Bv, z) + <27>x2> X

XQ,UJ_

= HULH2 -2 ((Bv,x) + %H"EHZ) <vi, X2> + Jv* + 2 <X2,vl> (Bv,z) +

+ HBU + <X2,vl>xH2 -

+ (X, 0") o) =

— o' | = 2 (B s X0) — (Koo ylal? + ol + 2 (Bu a5 07) +
+ (X a2 = o+ o]

Portanto ®(B, x) € Oy(n). v
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Afirmagao 2: ®(B,z) € W.

Para provarmos a Afirmagao 2, precisamos apenas mostrar que ®(B, x) fixa todos os pontos

de U e fixa X5. Seja entdo u € U, logo

(B, x)(u) = u (<B(o>, o)+ @”x”a) X, 4 BO) 4 (Xoru) 2 = 1
(B, z)(X2) = X2 — ((B(O),x> + <X2’72X2>

Portanto ®(B,x) e W. v

.T2> X2 + B(O) + <X27X2> xr = X2.

Afirmacao 3: Consideremos as projecoes ortogonais P: R} — V e Q: R} — U. Afirmamos

que, para quaisquer A€ W, veV evt e V*, valem as seguintes férmulas:

A(v) = (Av, X1) Xy + P(Av) e ger { X1} BV,

A(Xl) o Xl _ _||PA(X1)||2
2

A(vh) = vt = (vh, Xa) (AXy = X)),

X; + PA(X,),

Seja v € V, assim
Av = (Av, Xo) Xy + (Av, X1) Xo + PAv + QAv =

= (Av, AXy) X1 + (Av, X;) Xo + PAv + Zei (Av, u;) u;,

i=1

em que {u,--- ,u,} é uma base ortonormal de U e ¢; := |u;|?> = £1. Dessa forma

Av = (0. X57X) + (Av, X;) Xy + PAv + igdﬁyﬂ%fui =
= (Av, X1) Xo + PA(v) € ger { X2} © V. o
Calculemos A(X;).
A(X1) = (AX1, Xo) X1+ (AX1, X)) X + PA(X)) + QA(X)) =

= (AX1, AXo) Xy + (AXy, X1) Xo + PA(Xy) + ) & (AXy ug) u; =

i=1

= X1 + (AX1, X)) Xo + PA(X)) + )| ei{ AX AT ) u; =
=1

= X1 + (AX1, X1) Xo + PA(XY).

SOAX = Xy = (AXL X)) X + PAX) = JAXG - X0 = [PAXY)P =

= —2(AX, X)) = ||PAX)|?.
_|PAMG)?

AXl — X1 = B

X; + PA(Xy).

(2.3)
(2.4)
(2.5)
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Seja vt e V= ger {X;, Xo} © U, assim
vt = <vi,X2> X1+ <vl,X1>X2 + u, para algum v € U.
AR = (0 X)) AX) + (vt X1) A(X) + A(u) =

PA(X)|?
- <vi,X2> <X1 — Mxl + PA(X1)> + <v{ X1> Xo4u=

- <vi,X2> X, + <UL,X2> (—W}Q + PA(X1)> + <UL,X1> Xo4u=

= UL + <’Ul, X2> (AX1 — Xl) .
Portanto valem a férmulas (Z3) a (Z3). v/

Afirmacao 4: ® é um homomorfismo de grupos.
Precisamos mostrar que

©((C.y)o (B,x)) = ©(C,Y) 0 ®(B, z),
para quaisquer (C,y), (B,z) € O(V) x V. Calculemos entdo ®((C,y) o (B, z)).

O((C,y) o (B,x)) (v+vt) = B(CoB,Clx) +y) (v+vt) =

Xy, vt
= vt — [{(CoB)v,C(z) +y) + %C(x) + y||2] Xz + (Co B)vt

(X0 ) [O) + 9] =

X, vt
=v- — | (Bv,z) + ((C o B)v,y) + <T> (||:c||2 +2(Cx,y) + ||y2)] X5 + (C o B)v+

(X0, o) [C@) +y] =

X, vt
<<Bv, z) + <7>x2> X, —

2 2

(o (Bo+ (Xovt)a) y) + Mg/HQ] X+
L C (Bv + <X2,vi>x) +{(Xp0 )y =
= ®(C,y) <Bv +(Xp, vt )z + 0t - <<Bv,x) + @mu?) X2> =
— ®(C,y) ((I)(B,x) (v +vY) ) — (®(C,y) o (B, x)) (v +vb).
Portanto ® ¢ um homomorfismo de grupos. v’

Afirmagao 5: ® é injetora.
De fato, suponhamos que ®(B,x) = Id, para algum (B,z) € O(V) x V, dessa forma,
®(B, ) (v + vL) = v + vt para qualquer v + vt € V@ VL = R Assim, tomando v e V,

v=®(B,z)(v) =0- ((Bv, ) + <X22’ 0 x2> Xy 4 Bu + (X,,0) .

~v=—(Bv,z) Xo+ Bv = Bv=wve (Bv,z) =0, para qualquer ve V =
=B=Idexz=0 = (B,x)=(Id,0).
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Portanto ® ¢é injetora. v

Afirmacao 6: ® é sobrejetora.
Sejam A € W, P: R} — V a projecao ortogonal, x := PA(X;) e B:= PoA|y:V - V.
Dessa forma, dados v, w € V, temos:

(v,w) = (Av, Aw) B ((Av, X}) Xy + PAv, (Aw, X;) Xo + PAw) = (PAv, PAw) = (Bv, Buw).

Portanto B € O(V).

Mostraremos que ®(B,z) = A. Mas ®(B,z) coincide com A em ger {X,} © U, pois
®(B,z) € W. Resta mostrar que ®(B,x) é igual a A em ger {X;} D V.
o

B,2)(v) B —(Bu,z) Xo + Bv = — (PAv, PAX)) Xo + PAv = — (PAv, AX}) Xo + PAv =

D _ (Av — (Av, X)) Xo, AX)) Xy + PAv = (Av, X)) X5 + PAv D Au,

) | PAXY)|?
2

(B, ) (X)) 2 x, - X e =X - Xy + PAX)) B Ax,.

Portanto ®(B,z) = A e ® é sobrejetora. v/
(I1I):

Afirmacdo 7: Zo (B,z) = ®(B,x) o .
Sejam (B,z) € O(V) x V ewve V. Calculemos (Z o (B, z))(v) e (P(B,x) o Z)(v).

|Bv + z|?

(Zo(B,x))(v)=Z(Bv+x) =X+ Bv+x— 5

Xy =

2 2
=X1+Bv+ax— (M%—I-(Bv,x)) Xs.

2
= 5 2 (Bv,z) + B 2, A1 — Xy ) 2] 2+

2
+B’U+<X2,X1 ” ” >l‘

(®(B,z) o T)(v) = (B, z) <X1 Ly WX2> _

)

ZXl——X2—<<B >+T)X2+B’U+SL’
Portanto Z o (B,z) = ®(B,x)oZ. v

Afirmagao 8: W fixa Z(V).
De fato, dados Z(v) € Z(V) e ®(B,z) € W, sabemos pela Afirmacao 7 que ®(B,z)(Z(v)) =
Z((B,z)(v)) € Z(V). Portanto W fixa Z(V). v/

Afirmagao 9: W é o grupo de isometrias de Z(V).
Seja ¢: Z(V) — Z(V) uma isometria, logo ¥ := Z ' opoZ: V — V também é uma
isometria, pelo Item (I). Dessa forma existe (B, x) € O(V) x V tal que ¢ = (B, z). Assim
poI=Toy=To(B,x)=(B,x)oL,

pela Afirmacao 7. Portanto ¢ = ®(B, x)|z(v) e podemos concluir que o grupo de isometrias de

Z(V) é o conjunto {Alzy: Ae W} v O
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Prova do caso (II) da Proposi¢io[Z2. Suponhamos que R" 77! seja tipo luz e que existam
um subespaco vetorial nao degenerado U < R} e um vetor tipo luz X, € R} tais que
R = ger { X5} OU.

Nesse caso, sabemos que existem um vetor tipo luz X; € R} e um subespaco nao degenerado
V < R} tais que

Ry = ger{X;, Xo} U BV, (X1,Xs)=1 e R" 79 =ger{w, X2} U,

em que ouw €V, ouw = Xj.
Sejam A€ O(qg+ 1) e z € N, logo

A(f(2)) = A(fil@)w +7(f(2)) = fulx)A(w) + 7 (f(2)).

Como w € Ut e A fixa os pontos do subespaco tipo luz R"™%"! = U @ ger {X,}, entdo, pelo
Lema [2.4] existem uma isometria B de V' e um vetor v € V tais que A = ®(B,v).

(I1.1): Suponhamos que R" 7 = R? 7 = ger {X;, Xo} & U. Neste caso, fi(z) = (f(z), Xs) e
podemos escrever f(z) = fi(x)X; + 7(f(x)). Assim,

A(f(@)) = fil)AXL) +7(f(2).
Por outro lado
A0t = 28,00 2 x5 -1 0 = 40) = e (- X+ 0) +x(70),
Assim M < M, ,
Seja fi(x) (X1 = @XQ —I—v) + 7(f(z)) € M. Dado B € O(V) qualquer, sabemos (pelo
Lema [Z4)) que ®(B,v) € O(g + 1). Além disso ®(B,v)(X;) = X; — %Xg + v, portanto

[o]”

fi(x) <X1 — Xat v) +(f(2) = fi(2)®(B,v)(X1) + 7(f(x)) = ©(B,v)(f(x)) € M.

Concluimos que M = M.
Para mostrar que g(z,v) := fi(z) (X1 — @XQ + v) + m(f(x)) é uma imersao, calculemos

dg(z,v).
dg(z,v)(v1,v2) = dfi(x)v; <X1 = 72)(2 + v) + fi(@) (= (v, ve) Xo + v9) +
+dm(f(2)(df (z)vr) =

= (df(z)v1, Xa) - (Xl o]

5 o) + o) (= (0,0 X 4 ) + (@ o)) =

[v]”

= (0 )on Xa) X - ({00, X 5 + (o) 0000) ) X+ m(df o)+
+ {(df (z)vy, Xo) v + f1(z)ve
Dessa forma, se dg(z,v)(v1,v2) = 0, entéo

<df([L‘)’U1, X2> X1 = 0,

= (k) ) + @ 26 155 ) X+ map ) = 0,
<df([L‘)’U1, X2> v+ fl (l‘)vg = O,
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pois v, € V L R"™4 R" 4 = ger {X;, Xo} O U e 7(f(z)) e R 97! = ger {Xp} O U.

Da primeira equagao do sistema anterior, concluimos que (df(x)vy, X5) = 0. Substituindo
isso na terceira equacio, obtemos fi(z)vy = 0, e disso segue que vy = 0, pois f(z) ¢ R*797L.
Substituindo (df(z)vi, X2) = 0 e v = 0 na segunda equagao, concluimos que m(df(z)v;) = 0.
Como (df(z)vy, X2) = 0 e w(df(z)vy) = 0, entdo df(x)v; = 0 e v; = 0. Portanto f é uma
Imersao. e

(I1.2): Suponhamos que R"™7 = ger {w} @ R" 7! = ger {w, Xo} © U, para algum w € V
unitdrio. Neste caso f; =€ (f(z),w), em que € = ||w|? Assim

A(f(@)) = Hi@)(B, v)w) + (f(2) B fi(e)(= (Bw,v) Xo + Bu) + (f(2)).

Como [|Bw|?* = |w[?* e chamando A := — (Bw,v), concluimos que M < M. Seja agora

fi(@)(AXe +&) +7(f(x)) e M e sejam Be O(V) ewveV tais que Bw = e (§,v) = —\, assim

fi@)(AXe + &) + 7(f(2) = fi(@)(= (Bw,v) X2 + Bw) + 7(f(r)) =
= [1(@)®(B,v)(w) + 7(f(x)) = ®(B,v)(f(x)).

Portanto fi(x)(AXy + &) + 7(f(x)) € M.

Para verificarmos que g é uma imersao, calculemos dg(z, &, \)

dg(z, &, N) (v, v9,7) = dfi(x)vy - AXo + &) + fi(z) - (rXe + vo) + w(df(z)vy) =
=c(df(x)v,w) - AXo + &) + fi(x) - (rXe + vo) + w(df(x)vy) =
= [e(df(@)vi,w)  + fi(z)ve] + [ (df(@)vr, w) A+ fi(z)r] Xo + 7(df(2)v1).

Dessa forma, se dg(z, &, \)(vy, vg,7) = 0, entdo

{e (Af (@)or, w) € + fi(x)vs =0,
[e (df(z)v, w) A+ fr(x)r] Xo + 7(df(x)vy) =0,

pois &, v € V e Xy, w(df(z)vy) € V1

Como £ € S(0,¢) e & L vy, segue que (df(z)vy,w) = 0 e vy = 0, pois f(z) ¢ R77L
Logo, fi(x)rXs + w(df(z)vy) = 0. Supondo f uma imersdo isométrica e N uma variedade
riemanniana, segue que g é uma imersao. e 0

Observagao 2.5. Pelas contas feitas logo acima para o caso (I11.2) da Proposi¢ao[2.2, sabemos
que

(df(z)vy,w) = 0,
dg(xvgvA)(UhU%T) =0 < V2 :07
fi(z)r Xy + w(df(z)vy) = 0.

Dessa forma, g é uma imersao se, e somente se, f.(TN)nger {Xs} = {0} < R~ (R")"
f«(TN) = {0}.

Definicao 2.6. A imersao g dada na Proposicao é chamada de imersao de rotacao da
subvariedade de rotagao M.

Corolario 2.7. A Proposicao classifica todas subvariedades de rotacao em L™ sobre uma
imersao f de acordo com o contradominio de f e com o eixo de rotagao.
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Demonstracao. Sejam f: N™™7 — R"7% < " uma imersao e M uma subvariedade de rotacao
sobre f com eixo R"79~! = R"79. Nessas condicoes, as Unicas possibilidades para R"79~! ¢
R"9 sao:

(I) R"=971 e R"™% sdo ambos tipo espago ou ambos tipo tempo, ie., ambos tém o mesmo
indice (igual a £+1);
(I1) R"=771 & tipo espago e R"™7 é tipo tempo, ie., R*797! tem indice 0 e R"™ tem indice 1;
(ITT) R" 471 ¢ tipo espaco e R" 7 é tipo luz;
(IV) R" 91 ¢ tipo luz e R" 9 ¢ tipo tempo;
(V) R*=771 ¢ R"™% sdo ambos tipo luz.

Mas todos esses casos possiveis para o eixo R* 9! de M e o contradominio R" ¢ de f ja foram
analisados na Proposicao ]

Observagoes 2.8. Pelas Observacoes elZd se M é uma subvariedade de rotagao em L"
- g 4 - . - _ L

sobre f: N — R" 1 e R" 7 é tipo luz, entao g é uma imersao se, e somente se, R" 4 (R" )" ~

v« (TN) = {0}, ou seja, g é uma imersao se, e somente se, N é uma variedade riemanniana com

a métrica induzida pela imersao f.

2.2 Prova do Teorema 2.1]

Para provarmos o Teorema [2.1] precisamos de alguns resultados adicionais, cujas versoes
euclidianas foram provadas em [9].

Lema 2.9. Sejam f: M™ — R} uma imersao isométrica e n uma normal principal de f. En-
tao, para quaisquer X € E,(z) e &,¢ € T;-M tais que £ L n e (¢,n) = 1, valem as seguintes
formulas:

A X = nPX, AX =0 e AX=X. (2.6)
Seja D uma distribuicao em M tal que D(z) < E,(x), para todo x € M.

(I) Se n é paralelo na conexao normal de f ao longo de D, entdo V|n|?> € T (DL), em que
Vn|? é o vetor gradiente da funcao |n||>. Além disso valem as seguintes igualdades:

(In21a-a,) vy = g (2.7
(AVxY, Z) = (X, V) (V&1), (2.8)
(1 -A) VY. 2) = — (X.Y) (V4C.n). (2.9

para para quaisquer X,Y € I'(D), Z € T' (D) e, ( e I (T*+M) tais que& L ne((,n) = 1.
(II) Se D é uma distribuicao umbilica com vetor curvatura média ¢, entao

VxfY = f.V%Y + (X, Y) 0o, YX,Y e (D), (2.10)

em que 0 := fy,p+ne VLY éa projecao ortogonal de VxY sobre D.
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(III) Com as mesmas hipéteses de (I) e (II),

(In1*1d-4,) ¢ = 59 (Jnl?) (211)
(Aep, Z) = (Vi&,m), (2.12)
(A=A, Z) = = (V5¢m), (2.13)
(Vxe, (InlP1d=4,) Z) =0, (2.14)
(Vxp, AcZ) =0, (2.15)
(Vxep, (Id—A)Z) = 0, (2.16)

para quaisquer X € (D), Ze ' (U") e &, €T (THM) tais que £ Lnpe (¢, n) =1.
Demonstragio. Sejam X € E,(x), Y € T,M e &, € T;-M tais que £ L ne (¢,n) = 1. Entao
(A, X.Y) = (a(X,Y),n) = (X, Y)n,m) = [n[* (X.Y),

(AXY) =(a(X,Y),§) = (X,Y) (n.§) =0,
(AX,Y) = (@ (X,Y), () = (X,Y) (n,() = (X,Y).

Portanto 4,X = [n|?X, AcX =0e A X =X. o
Sejam X.Y € (D), Ze T (D*) e, (e I (TFM) tais que £ Lne (£,¢) = 1.
(I): Como 7 é paralelo na conexdao normal de f ao longo de D, entao

X () =0 = (X.Vn[*) =0

Portanto V||n|* € T' (D*).
Pela equacao de Codazzi,

VxAyZ = AN Z = AgizZ = VA X = AV X = Agp, X =
L VA, Z - ANVKZ =V (InPX) — A,V2X — Ags, X =
= VxA,Z = AVxZ =Z (nl*) X + (In|*1d—A,) VzX — Ag., X.

Fazendo o produto interno nos dois lados da tltima igualdade por Y, resulta
<VXA77Z7 Y> - <A77VXZ7 Y) =7 (HT/HQ) <X7 Y> + <(H77||2 Id _An) VzX, Y> B
— (Ag1,X,Y) =
= (VxA4,2,Y) = (VxZ, AY) = Z (|n]?) (X.Y) + (V2 X, (|nf1d—A,)Y) —
—(a(X,Y), V) =
<X Y) 2
= X(Zaf*Y] —(Z, A VxY) + (Z. |n*VxY) = === (VIil*. Z) =

= (z.(InP1a-a) var) = T o 2) (217)
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Sabemos que, se K € D, entao {(|n|*Id —A4,) VxY, K) = (VxY, (|n|*Id—A,) K) = 0, ou
seja, (|n]>Id—A,) VxY s6 tem componente em D*. Portanto da igualdade (ZI7) segue a

férmula (Z7).

Utilizando a equagao de Codazzi novamente,
VxAZ = ANXZ — AgyeZ = VAKX = AV 2X — Agu X =
= (VxAZ,Y) = (AVxZ,Y) = (AyscZ,Y ) = = (AV2X,Y) = (Ayse X, V) =
= (VxAZY) = (VxZ,AX) = (alZ7T, V&) = — (V2 X, AX) —
—{a(X,Y),V5) =
= X (AeZ,Y) = (AeZ,VxY) = —(X,Y) (n,V}£) =
= X (Z,AX) — (AcZ,VxY) = —(X,Y) (n,V}£) =
= (Z,AVxY) = (X,Y) (n,V5£).

Portanto vale a férmula (Z.8).
Por tltimo, seja ¢ € I' (TF M) tal que (£,¢) = 1. Assim

VxAZ = ANXZ = Ayy Z = VA X — AV X — Agu X =
= VxAZ — ANVXxZ - Agi Z = ([d—A) VX — Ay, X =
= (VxAZY) = (AVXZY) = (Ayi 2,Y ) = ([d=A)) VzX,Y) = (Ags X,Y) =
= X(AZY) = (AcZ,VxY) = (VxZ, AY) = (alZYT, V() =
= (V2X, (ld=AgY) = (a(X,Y), Vi) =
= X(ZAXT—(Z,ANXY) +(Z,VxY) =—(X,Y)(n,V5() =
= (Z,(Id=A) VxY) = = (X,Y) (1, V().
Portanto vale a férmula (2.9). «

II): Suponhamos que D seja uma diStI'ibUi(;éO umbilica com vetor curvatura média @. Dessa
J
forma

VxfY = f.VxY +a(X,Y) = f,V5Y + f,VAY + (X, Y)n =
= VY +(X)Y) fip + (X, Y)n = [ VXY + (X, Y) 0

(II1): Pela férmula (2.7),

1 v
SVInl* = (Il 1d =A,) Vi X = ([n]*1d =4,) (VX + Vi X) =
= (|n]*1d —A,) V& X, pois V%X é a projecdo ortogonal de VxX sobre D,

= (|n|*1d =A4,) ¢, pois D é uma distribui¢io umbilica com vetor curvatura média .

Portanto vale a férmula (Z.IT]).
Analogamente,

—(Vi¢.n) B (-4 VX, 2) B (1 -4) Vi X, Z) = (1d—A) 0. Z).
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Portanto vale a férmula (2.13)).
Por outro lado, pela férmula (2.8),
(V€)= (AVx X, Z) = (ANVYX, Z) = (Acp, Z)

Portanto vale a igualdade (2.12]).
Consideremos as seguintes igualdades:

(Vxe, (InP1d=A,) Z) = X (o, (In|*1d=A,) Z) = (¢, Vx (In|*1d-A4,) Z) =
= X {(Inl*1d~A,) . Z) = {0, Vx (In*1d~A,) Z) =
20 %X (VInl2, Z) = (i, Vx (In|*1d—A,) Z) (2.18)
Pela equacio de Codazzi,
VxAyZ — ANVxZ — AgiiZ =V A,X — AV, X — Ag, X =
= VxA,Z = A, VxZ =V|n’X — AV X — Ay, X =
=Z ([nl*) X + [nPVzX = A)V2X — Ay, X =
= (Vx4,2,¢) = (A,VxZ,0) = Z (|n]*) 2507 + (In’V2 X, 0) — (A, V2 X, ) -
—(AgL, X, @) = (InPV2X, 0) — (V2 X, Ayp) — (a365), V) =

@1D) 1 1
= (VxAyZoo) = (V2o - 5VInl) = 5 (V2X, Vinl?) =

> (Vx (4~ 0l*1d) Z.0) = —5 (VxZ,VInl?) + 5 (V2X, V]nl?) =
1

5 (X, 20 Vo) = 3 [X2 (Inl?) — ZX ()] =

2
= (Vi (InP1d-A4,) Z,0) = 1XZ(HnH ) = 1X<Z Vinl?).

Substituindo a formula anterior em ([ZI8]), resulta na igualdade (Z.I4).
Como 7 ¢é paralelo na conexdo normal de f ao longo de D e & L n, entao <V§(§,77> =

_<§>V)L( >—O ou seja, V% & L n. Assim

VxAeZ — ANxZ — AgyZ = VzAX — AV X — AgicX =
= (VxAcZ @) — (AVxZ,0) = (AvyieZ,0) = — (AV 2 X, p) =
= X (AcZ,9) = (AcZ,Vxp) — (A5 Z,0) — (Z, Agiep) =
—(AVi X, o) =
X(Vze.n) — (AZ.Vxp) = (Ve z6n) = (VaVxEn) = = (Vayxbon) =
= (VxVzEn) + (V26 950) = (V2Vx&n) = (Vouz vuxéin) = (A2, Vxp) =
= (AcZ,Vxp) = (VEVEE = VEVRE = Vi p&n) =
= (VxV5 = ViVié = Vi néin) = <RL(X, Z)Em).

212
=
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Por outro lado, pela equacao de Ricci, <RL(X AL 7;> = 0. Portanto vale a formula (2.15]).
Como 7 é paralelo na conexao normal de f ao longo de D e ((,n) = 1, entao <V§(§,n> =
— <C,V)L(77> = 0, ou seja, Vx( L 1. Assim
VxAZ = ANXxZ — Ag1 2 = VA X —AVzX — Ag. X =
= VZX — Acsz - AV%CX =
= (Vx (A1) Z, ) + (1 —A) Vx Z,0) — (AvicZ ) =
= (1[d=A¢) VX, 9) = (Ay . X, ¢) =
= (Vx (Ac—1d) Z,0) + ((1d =A) Vi Z,0) — (Z, Agicp) =
= ((Id—A)) VX, ) — 0597 (0, V() =
(AR
= (Vx (Ac—1d) Z,0) + (Vi 2, (1d =Ag) o) — (VVx(n) = (VEX, (Id—A) o) =
213
=" (Vx (A = 1d) Z,0) = (Vs ,6m) = (VEVRG ) = = (Ve (o) =
X (4 ~1d) Z.9) = (VZVxCn) = (Vip$n) = (A —1d) Z,Vxp) =
= —X(Z,(1d=A) ¢) = (ViVxCn) = (Vi 5Cn) = ((Ac = 1d) Z, V) =
213)
= (RM(X, Z)¢,m).

Como <RL(X , Z)C, n> = 0, pela equagao de Ricci, entao vale a férmula (2.10). « O

Corolario 2.10. Seja f: M™ — R} uma imersao isométrica. Se n é uma normal de Dupin
nao nula de f e I, é uma distribui¢cao umbilica com vetor curvatura média ¢, entao F, é uma
distribuicao esférica e valem as férmulas do Lema

Demonstragao. Tomando D := E,, entao valem as férmulas do Lema 29 Resta mostrar que
E, ¢é esférica, ou seja, que Vyy(z) € E,(x), para quaisquer © € M e X € E,(x). Mas, pelo
Lema [A. 17, isso é equivalente a mostrar que

(Ay — (¢, n) Id) Vxp(z) =0,

para todo ¢ € T;-M e todo z € M.
Sejam entdao x € M, um ponto qualquer e ¢ € T+ M um vetor normal qualquer.

Caso n(z) seja tipo tempo ou tipo espago:

Como n(z) é tipo tempo ou tipo espago, entao ||n(x)

AP

= Ay_ W) e + (¥, >< W_Id> =A§+(¢,n> (A#—Id>,
em que § := ¢ — <w >||77||2 J_'f] Assim, seZeEL( ) entao

|# # 0. Dessa forma

(s = () 1) Vo, 2) = (AcVx. 2) + () (A a, — 1) Vi, 7).
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Por outro lado, pelas igualdades (2.14) e (213,
(Vxp, AcZ) = 0= (Vxp, (In*1d ~4,) Z).

Portanto ((Ay — (¢,n)1d) Vxg,Z) = 0. Resta provar que ((Ay — (¢,n)1d) Vxp(z),Y) = 0,
para Y € E,(x). Mas

(Ay = (@0 1) Vpl@). Y) = (Ve AeY) + (0.0 (Vo (A, —10) v )

In

Caso n(x) seja tipo luz e ndo nulo:

Como n(x) é tipo luz e ndo nulo, entdo existe um vetor tipo luz ¢ € T M tal que (n,() = 1.
Dessa forma,

Ay = (W) 1d = Ay_gme + () Ac = (¥, m) Id = Ag + (¥, m) (A¢ — 1d),
em que € := ¢ — (b, 7) ¢ L. Assim, para Z € B (x),
(Ap = (W) 1d) Vxp, Z) = (AcVxp, Z) + (¢, ) {(Ac — 1) Vxp(a), Z) .
Por outro lado, pelas igualdades (ZI5) e (ZI5),
(Vxp, AeZ) = 0 = (Vxp, (Id=A)Z) .

Portanto ((Ay — (¢, n)1d) Vxp, Z) = 0. Resta provar que (A, — (¥, n) I) Vxp,Y) = 0, para
Y € E,(z). Mas

(Ay = (0, m) Vxo, Y) = (Vx, AY) + (1, n) (Vx o, (Ac = 1d)Y) B0, 0

Proposicao 2.11. Sejam M™ uma variedade riemanniana e f: M™ — R} uma imersao iso-
métrica com normal principal nao nula 7.

I) Se dim E,, é constante e dim E, > 2, entao n é paralelo na conexao normal de f ao longo
" "
de E,, isto é, n é uma normal de Dupin.
n 5 Tl p
(II) Se D c E, é uma distribui¢ao esférica em M™ cujas folhas sao subconjuntos abertos de

(I1.1) elipsoides q-dimensionais do tipo S(c,r) n (¢ + L) < R}, em que L é um subespaco
vetorial (¢ + 1)-dimensional tipo espaco de R};

(I1.2) ou hiperboloides q-dimensionais do tipo S(c, —r) n (¢ + L) < R}, em que L é um
subespago vetorial (q + 1)-dimensional tipo tempo de R};

(II.3) ou paraboloides g-dimensionais do tipo [L.n (c+ L)] +d < R}, em que L =
ger{w} &V é um subespago vetorial (¢ + 1)-dimensional tipo luz de R} (com V
tipo espago e w tipo luz), ¢ L 'V é tipo luz e (¢, w) # 0;

entao 7 é paralelo na conexao normal de f ao longo da distribui¢ao D.

(III) Se n é uma normal de Dupin com multiplicidade g, entao E, é uma distribuicao esférica
em M™.
Sejam x € M, N uma folha da distribui¢ao I, que passa por x e o := f,p +1, em que ¢
¢ o vetor curvatura média da distribui¢ao E;,.

(III.1) Se o(x) é tipo espago, entao f(N) é um subconjunto aberto de um elipsoide ¢-
dimensional em R} do tipo S(c,r) n (¢ + L), em que L é um subespago tipo espago
(q + 1)-dimensional de R}.
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(I11.2) Se o(x) é tipo tempo, entao f(N) é um subconjunto aberto de um hiperboloide g-
dimensional em R} do tipo S(¢, —r) n (¢ + L), em que L é um subespago tipo tempo
(q + 1)-dimensional de R}

I11.3) Se o(x) é tipo luz e nao nulo, entao f(N) é um subconjunto aberto de um parabo-

( p j p
loide g-dimensional em R do tipo ¢ + {v + 2Lq: v e V(2)}, em que V < R? é um

q t p 2 ) q t

subespaco q-dimensional tipo espaco e a L 'V € tipo luz.

Observagdes 2.12. Pela demonstragao feita mais adiante, nos itens (II1.1) e (II1.2) da Pro-
posicao [Z.11]

o(x) . 1
lo(z) |2 o ()2

sao constantes em cada folha de F,,.
Ja no item (II1.3), os paraboloides que contém as folhas de E, sao dados por p(x) +

(—d(z) + L)nL =p(z)—d(z)+ {v + @U(x): vE V(x)}, em que L(z) = f.E,(x)Bger {o(z)}
é constante em cada folha de E,, V(z) < L(x) é um subespago tipo espago m-dimensional
qualquer, &(x) é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz (o(x),6(x)) = 1 e o(x) L V,
p(z) = f(z) + &(x) é constante em cada folha de E, e { € T (T+M) é o tnico campo que
satisfaz £(x) € L(x) © ger{a(x)} e (o(x),&(x)) = 1. Além disso, se {e,--- ,e,} é uma base
ortonormal de E,(x), entao {(x) é dado por

c=flz)+ e L(z) = ful,(x) ©ger{o(z)}

q

() == =) (df (@)es, 5(x)) df (x)e;

=1

(df( Jei, 5(2))" o(x) + ().

1
2

1 MQ

Prova da proposicao [Z11. Sejam X° e X" as projecoes ortogonais de X € I'(T'M) sobre D e
D+, respectivamente. Analogamente, denotemos por V%Y e V%Y as projecdes ortogonais de
VxY sobre D e D!, respectivamente.

(I): Sejam D := E,, X, Y €T (E,) e {,C e T (T*+M) tais que £ Lne (¢,n) = 1. Pela Equagao
de Codazzi

VA = AVxY = Age Y = Vy AKX — AVy X — AgeeX =
T ALY + AvieY = A Ve X + Agi X,

Como dim E,, > 2, entdao podemos supor que X L Y e que [Y|* = 1. Assim, fazendo o produto
interno em ambos os lados da igualdade acima por Y,

(AVxY,Y) + (AgLeY V) = (AVy X, Y) + (Agee X,Y) =
Z (0 (1Y). V) = (a6, Vi) =0 = (Vin.g) =0
Utilizando novamente a formula de Codazzi,
VxAY —AVxY —Ags Y = Vy AX — A Vy X — Ay X =
E (1d-A) VY — Age Y = (1 —A)Vy X — Age X =
(Id=A)VxY = Ay Y, V) = ((Id=A)Vy X — Ay X,Y) =

=
E {a(vy). Vi) = (a&¥T. V) = 0 = (Vin.() =o.
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Como <V)l(777f> =0e <V;L(?7,C> = 0, para quaisquer &,¢ € I' (T*+M) tais que £ L n e
(¢,n) =1, entdo Vxn = 0. »

(I1.1) e (II.2): Suponhamos que as folhas de D sejam subconjuntos abertos de elipsoides ou
hiperboloides ¢-dimensionais do tipo S(c,er) N (c+ L) € R}, em que L é um subespago (g + 1)-
dimensional tipo espago ou tipo tempo de R} e ¢ = 1, caso L seja tipo espaco, ou € = —1, caso
L seja tipo tempo.

Seja N ¢ M uma folha (subvariedade integral) de D, logo f(N) < S(c,er) n (¢ + L) < R,
para certos ¢ € R?, r > 0 e L9 um subespago vetorial de R? de tipo espago ou tipo tempo.

Definamos o campo o: N — R} por o(x) := —e% e seja X € ['(D), assim
2 3,.2
5 € , e 5
lo|* = T—4||f(37)—0|| ) e
_ _ X
(0, [« X) = —5<&26,f*X> — —er? <_€f(3:)2 C, —5f > > = —r’(0,0,X) =0,
T T T

ou seja, 0 é um campo normal a N e |o]|* = 5 é constante em N.
Calculemos Vx f,Y, em que Y € T'(D).

DcEy

Vx Y =" VXY +(X,Y)n = f,VEY + fuVEY +(X,Y)n =
= VLY + £ (X, Y) o + (X, Y) n, pois D é uma distribuigao esférica,
VXY = LYY (XY (fup +1).

Por outro lado, como ¢ + L é totalmente geodésica em R}, f(N) < S(c,er) n (c+ L) c R}
e V¥ é a conexao de Levi-Civita de N, entao

f—c

r2

VxfY = V%Y —(X,Y)e

— VY +(X,Y)o

[gualando as duas tultimas férmulas, concluimos que o = f.p + n, portanto n = o — f..
Assim

C

@XUZ@XU—@X]C*QO:—@XEJC —f*VX@—M:

£ :
= —ﬁf*X — f«Vxp, pois X e D c E,.

r2

Portanto V7 = 0. e

(I1.3): Suponhamos agora que as folhas de D sejam subconjuntos abertos de paraboloides do
tipo [£ N (L + ¢)]+d = R}, em que L = ger {w}BV é um subespago vetorial (¢+1)-dimensional
tipo luz de R} (com V tipo espago e w e tipo luz), ¢ L V' é tipo luz e (¢, w) # 0.

Seja N uma folha de D. Como [£ N (L + ¢)]+d < ger {c, w}BV +d < R}, e ger {c, w}BV +d
é totalmente geodésica em R}, entdo podemos considerar f|y: N — ger {c,w} BV +d.

Como f—de L, entdo f —d é um campo normal a N. Seja {w, X1, ---, X,;} uma base de L
tal que { X1, -+, X,} seja uma base ortonormal de V. Dessa forma ger {c, w}BV = L+ger {c} =
ger {w,w, Xy, -+, X,}, em que {w,w} é uma base pseudo-ortonormal de ger {w, c}. Podemos
supor que ¢ = bw.

Afirmamos que <f —d, %> = 1. De fato, como f(z) —d € L + ¢, entdo

flz)—d= a(x)w+bw+zq;xi(x)X,~ = <f—d,%> =1.
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Dessa forma, w | N.
Como f —d e ¥ sdo ortogonais a N e f(N) < ger {c,w} @V +d, entao

af|N(X7Y) = <af|N(X7Y)’f_d>%+ <afN(X7Y)>%> (f_d) =

— (A;_gX,Y) % +(AuX,Y) (f = d).

Mas Vx2 =0e Vx(f —d) = f.X. Portanto ay, (X,Y) = — (X,Y) L.
Pelas mesmas contas feitas para (IL1) e (IL2), Vx f.Y = f,V%Y + (X,Y) (fop +1). Logo

w w
— T hetn = n=-—4-fip =

= Vi1 = =Vx(fup) = —fiVxp — 507 = — . Vxe.
Portanto V7 = 0, para todo X € D.
(III): Se considerarmos a distribuicdo D := E,, entdo, Pelo Lema 2.9] valem as formulas (2.6))

a (229).
Afirmagao 1: Se X,Y eI'(E,) e X LY, entao VxY eI (E,).
De fato, dados Z € T’ (EWL) e&, (el (TLM) tais que £ L ne (¢,n) =1, valem as férmulas

(P 1a-4,) vy B ET gz~ 0 o vy = 4,0, (219)

(AVxY, Z) B (XA (Vs€m) =0 = AVyY €T (E,);
(1d-A) VY, 2) B (X3 (Vi(n) =0 = (1d-A)VxY el (E,).

Por outro lado, dado W € E,,

(AV Y, W) = (VyY, AWy E
(Id—A) VY, W) = (VY (1d—A )W) & o,
Portanto
AgvXY =0 e (Id —Ac)vXY = O, (220)

para quaisquer &, € I’ (TLM) tais que £ L ne ((,n) = 1.
Seja z € M um ponto qualquer e ¢ € T--M um vetor normal qualquer. Se n(z) for tipo
tempo ou tipo espago, entdo ||n(x)[? # 0, logo

(Ay — W) 1d) VXY = Ay_tyy—2 VXY — (1h,) (Id —AL) vy GEM

Inl2 Inl2

Ja se n(x) for tipo luz, entdo existe um vetor tipo luz ¢ € T;-M tal que (n(z),¢) = 1. Neste
caso,

(Ay = (6.} 1) VY = Ayqupc VY — (1.} (1d =Aq) VY =g,
Como (Ay — (¢, n)1d) VxY = 0 entdo, pelo Lema[A 17 VxY e E,. vV
Afirmacao 2: E, é umbilica.

Para mostrarmos essa afirmacao, devemos mostrar que existe ¢ € I’ (EnL) tal que VAY =
(X,Y) ¢, para qualquer par de campos X,Y € v (E,). Mas a fungdo (X,Y) — V4Y é bilinear
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em E, pois, para qualquer Z € I' (EWL), <V’}(Y, Z > = — (Y, VxZ). Além disso, pela Afirmagao
1, X 1Y = V&Y = 0. Podemos aplicar o Lema [A.9 e concluir a existéncia de .

Se tomarmos um campo unitario diferenciavel X € E,, entdo p = VA X. Portanto ¢ ¢
diferenciavel. v

Afirmagao 3: E, é uma distribuicao esférica e valem as férmulas de Lema [Z.9
Essa afirmacao é verdadeira pelo Corolario ZI0. v
Seja N < M é uma folha da distribui¢do E, que passa por z. Devemos mostrar que f(N) é

um subconjunto aberto de um elipsoide g-dimensional do tipo S (c(:p); m> N (e(x) + L(z)),

ou de um hiperboloide ¢-dimensional do tipo S (c(:p); —W) N (c(z)+ L(x)), ou de um parabo-

loide g-dimensional do tipo p(x)+(—d(x) + L(x))nL = p(z)—&(z)+ {v + @a(x): vE V(x)}
Para isso, pelo Teorema [[4] basta mostrarmos que f|y: — R} é uma imersao isométrica um-
bilica com vetor curvatura média o, o que estd feito pela formula (2ZI0]). » 0

Definicao 2.13. Seja D uma distribuicao umbilica em uma variedade riemanniana M. O
tensor de decomposigdo C associado a D é dado por CxZ := —V2X, para X € I'(D) e
Z €T (D), em que V%X ¢ a projegio ortogonal de VX sobre D*.

Observagao 2.14. Dado um referencial ortonormal {wy, - - ,wy} de D*, segue que

k k
CxZ = =ViX = =3 (Vi X, w;)w Z (X, V zw;) w

i—1
Portanto Cy.xg-Z = f-g-CxZ, para quaisquer fungoes diferencidveis f,g: M — R e quaisquer
campos X € (D) e Z e T (D*). Portanto C é um tensor.

Lema 2.15 (feito em [9]). Seja D uma distribui¢ao umbilica em M com vetor curvatura média
©. Entao, dados X,Y € D e W, Z € D*, valem as seguintes igualdades:
(VXCy) W = CyCxW + Coyy W — RMX, W)Y + (X, Y) (W, ) — Vive) (2.21)
(V‘]}/Cx) 7 — (V%CX) W = CV%XZ - CV%XW - Rh(VV, Z) <[ ] X) @, (2.22)
em que R"(X,W)Y é a projecao ortogonal de R(X, W)Y sobre D*.
Se D c E,, entao
(VECy) W = CyCxW + CouyW + (X, Y) (AW + (W, 0) ¢ — Vi) | (2.23)
(V{/LVCX) Z — (VFZLCX) W = CV"jVXZ - CV%XW - <[W, Z],X) @. (224)
Se n é uma normal principal de f: M — R™, D < E, e D* é uma distribui¢do totalmente

geodésica, entao
Vipe = AW + (W, ¢) ¢. (2.25)

Demonstragio. Sejam X,Y e De W, Z e D*.
Férmula (2.21]):
(ViCy) W = VACyW — Cy VW = =V VLY — Cy VAW =
= —VAiVwY + VAVLY — Oy VAW = —VEVRY + (X, V5 Y) o — Cy VEW.
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Por outro lado,

VAVWY = RMX, W)Y + Vi, VxY + Viy ¥ =

= RMX, W)Y + Vi VLY + Vi, VY + VixupY + VixupY =

= RMX, W)Y = CoyyW + Vi (X, Y) o + <[X, W]Y) ¢ + VoY — Ve Y =

= RMX, W)Y = Couy W + (VX Y70 + (X, Vi Y) o + (X, Y) Vi o+
(VW Y) o — (VX Y70 — Oy VAW + Cy Vi X =

= RMX, W)Y = Cogy W + (X, V3, Y) o — (W, VY ) o+ (X,Y) Vi o—
— Cy VAW —CyCOxW =

= RMX, W)Y = CopyW + (X, Vi Y) o = (X, Y) (W, ) ¢ + (X, Y) Vi o—
— Cy VAW — CyCxW =

= RMX, W)Y = Copy W + (X, VipY) o — (X,Y) ((W,0) ¢ = Vipp) — Cy VR IW—
— Oy CxW.

Portanto

(VXCy) W = =RMX, W)Y + Cyuy W — (X, Vip¥To + (X, Y) (W, 0) ¢ — Vipep) +
+ Oy VAW + Cy Ox W + (X, VY — Oy VAW =
= CyCxW + Couy W = RMX, W)Y + (X,Y) ((W, ) o — Vi) . o
Férmula (2.22)):
(VivCx) Z = ViyCxZ = CxViyZ = =V, VX + Vo , X =
=~V V2 X + Vi VX + Vg ;X = =V VX = Cyyx W+ Vg X

Dessa forma,
(VivCx) Z = (V3C0x) W = =V V2X = CyyxW + Vi , X+
+VyVwX + CopxZ = Ve X
= Cyy xZ — CyyxW — Vi, VX + v’;vWX + Vo zovnwX =
= CyyxZ = CyyxW =R"W, 2)X =V 7 o X =
= Ovy,xZ — CyyxW = RMW, 2)X — (W, Z], X) . »
Férmulas (Z23)) e (Z24): Pela férmula de Gauss,
RX, W)Y = Aywy)X — Aax W = Y WTA,X — (X, Y) AW = — (X, Y) AW,
RW,2)X = Auzx)W — Aaow,x)Z = (X5ZVAW — (X WTA,Z = 0.
As férmulas ([2.23) e (224]) resultam da substituicdo das duas igualdades acima nas féormulas
Formula (Z25): Como D+ ¢ totalmente geodésica, <—V%X, W> = (X, VW) = 0, para quais-

quer X e D e Z,W e Dt Assim OxZ = —V2X = 0, para quaisquer X € D e Z € D*. Dessa
forma, fazendo X =Y unitério, a equagio (2.23)) se torna

0=A,W + (W,0)p— Vi
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Portanto Vi, = A,W + (W, ) ¢. O]

Agora ja podemos provar o Teorema 2.1

Prova do Teorema (21l Tomando D(x) = E,(x), o item (III) da Proposicao 21l e o item (I)
do Lema 2 garantem que £, é uma distribuicio esférica e V (|n|°) € E, . Seja entao ¢ o vetor
curvatura média de F, e 0 := f.p + .

Afirmacao 1: Vale a seguinte férmula:

Vzo =(Zy)o, VZ € E,. (2.26)
Pelos Lemas 2.9 e 215, as igualdades (2.12]) e (2.25]) sdo vélidas, ou seja,

(Vin.&) = —(a(Z,9),6) e Vip=AZ+(Z,0)¢,

para quaisquer Z € EL e L.
Por (2.10)), (||n\|21d —A,) ¢ = 3V|n|%, e disso segue que

1
Inl? . 2) = (A2, 0) = 52 (Inl) , VZ € By (2.27)

Agora ja podemos calcular V o
Vzo0 =Vz(fup+n) = f. (Vi + Vip) + (e Z) = fuAyZ + Vzn =

E eodesma
¢ Fe[AZ +(Z,0) ] + a (0, Z) — fLAZ + N in =
=<Z790>f*90+0‘(907 )+VZ

Logo
<@ZU,§> = <0z (p, Z) + Vén,§> =0, V¢ L nem TfLM.

Suponhamos 7 seja tipo espago ou tipo tempo (em algum ponto), entao

=(Z,p) frp + [<AnZ, @) + %Z (I'rz||2)] CTEA

BV (7.0) fup + |l (o, 2) ﬁ —(Z,0) (fop + 1) = (Z o) 0

Suponhamos agora que 7 seja tipo luz em z € M. Neste caso existe ¢ € T+ M tipo luz tal
que (n(x),¢) = 1. Logo, em x, valem as seguintes igualdades:

V20 =(2,¢) fup + (a(p, Z) + Vign,()n =
= (Z,0) fxp + [(Ac% zy—(n,Vy C>]
Lz 0) [fup+nl = (9. 2)0

Portanto vale a formula (2.26]). v/



Capitulo 2. Subvariedades de rotacao em R} 35

Afirmacdo 2: V. X = f,VyX, VX € E, e todo Z € E}-.
De fato, como Enl ¢ totalmente geodésica, entao

(Vz X, W) =—(X, VW) =—(X,V,W) =0,
para quaisquer X e I'(E,) e Z, W el (Eni), ou seja, VzX € E,. Dessa forma,

VzX = £ VX + alZX) = f.VyX.
Portanto vale a afirmacao. v’

Afirmagao 3: A distribuicao L := f.E, © [o]| é paralela em R} ao longo de M, ou seja,
L = f.E, @ |[o] é um subespaco vetorial constante em R}.
De fato, se X € E, e f.Y + fo € f.E, & o], entao

Vx (fY +80) = L.VxY +a(X,Y) + X(B)o + BVx (fap +1) =

= [VRY + AVAY + (X, Y) 0+ X(B)o + B[ [ Vxp + a(X) — foAX + V57| =
= VY +(X,Y) (fap + 1) + X(B)o + B [fu Ve + Ti¥e — [nl* . X] =

= fy [V”XY - (Hg0||2 + ||nH2) X] + [(X,Y) + X(5)] o, pois E, é esférica.

Como EnL ¢ totalmente geodésica, entao <V%Y, W> = — (Y, V4, W) = 0, para quaisquer
Yel(E,)eWZeTl (EnL), ou seja, VLY = 0. Sabendo disso, calculemos V (f.Y + o),
para Z € EnL

Vi (f.Y + B0) = f.V2Y + alZY)+ Z(B)o + fV g0 =

B (LY 4 LY + Z(B)o + B(Z,¢) 0 =
= f*v%y + [Z(ﬁ) + 5 <Z7 90>]0-'

Portanto L é uma distribuicao paralela em R} ao longo de M. v/

Como L ¢ constante e f,[E, ¢ tipo espaco, entao ou L e o sao tipo espaco em todo ponto de
M, ou L e o sao tipo tempo em todo ponto de M, ou L e o sao tipo luz em todo ponto de M.

Caso 1: Suponhamos que o seja tipo espaco.
Neste caso, pelo item (III.1) da Proposicao [ZI1] e pelas Observagoes 212 as folhas de E,

sao elipsoides ¢g-dimensionais em R} dados por S (c(:p); m> N (c(z) + L), em que |o(z)|* e

c(x) = f(z) + % sao constantes em cada folha de E,.
Afirmamos que c¢,T’M L1 L. De fato, como ¢ é constante nas folhas de F,, segue que

c:X =0, para X € E,. Seja entdo Z € EnL, logo

<ﬁZUaU> 1 ~
exm ., (L) loo) (Zy) .., (Ze
S L T ey T T o

Dessa forma, (c.Z, fuX) = 0 e (cuZ,0) = (fsZ,0) —(Z,p) = (Z, ) — (Z, ) = 0. Logo
exTM L L.
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Consideremos a variedade N~ := M/~ em que ~ é a relagdo de equivaléncia dada por

r ~y =2z ey estao em uma mesma folha da distribuicao F,.

Como c¢(z) = f(x)+ % ¢ constante em cada folha de E,, entao podemos definir as funcoes
¢,0: N — R} por ¢(z) :=c(z) e 6(x) := o(x), em que T é a classe de equivaléncia de x.

Seja II: R} — L a projecao ortogonal. Assim, [T oc e Il o ¢ sdo constantes em M e N
respectivamente, pois ¢, T'M 1 L. Dessa forma,

o(x) . o(x)

~Top ~ P +h(z) —7(T)

f(x) = c(x)

em que r(z) := m, p :=I(c(z)) e h(Z) é a projecio ortogonal de ¢(z) sobre L*.

Conclusao: f(M) é um subconjunto aberto da subvariedade de rotacao com eixo Lt so-
bre a imersio f: N — L+ @ ger {¢}, dada por f (Z) := h(T) + 7(Z)&, em que £ € S(0,1) < L
¢ um vetor fixo. A parametrizagdo de rotacdo é a fungdo g: N x S(0,1) — R} dada por
9(,y) :=p+ (@) + r(T)y. «

Caso 2: Suponhamos que o seja tipo tempo.

Andloga ao caso anterior, f(M) é um subconjunto aberto da subvariedade de rotacao
com eixo L+ sobre a imersio f: N — L+ @ ger {¢}, dada por f(Z) := h(z) + 7(z)¢, em
que £ € S(0,—1) = L é um vetor fixo, N := M/~ e ~ é a relacdo de equivaléncia dada
pelo caso anterior. A parametrizacdo de rotagdo é a fungao g: N x S(0,—1) — R} dada por
g9(z,y) :=p+ h(x) + r(x)y, S(0,—1) = L. »

Caso 3: Suponhamos que o seja tipo luz.
Como o(z) é tipo luz, entdao L = E, & ger {o} é um subespaco tipo luz de R}.

Afirmagao 4: Se xg € M e 09 = o(xg), entao o(x) = %oo, para alguma funcao diferenciavel
r: M —R.

De fato, como L é constante, se g € M e {X1,---,X,,} é uma base ortonormal de T, , M,
entdo L = ger {Xy,--+, X;n,0(x0)}. Dessa forma o(z) = a1(x) Xy + -+ + am(x) X;n + %ao e
0 =|lo(x)|* = 2", ai(z). Logo ai(x) = -+ = ap(z) =0eo(z) = rlx)ao-

Sejam V' < L um subespaco vetorial tipo espaco e o um vetor tipo luz tal que 69 L V e
(00,00) = 1. Nessas condigoes, % = (o(x),d0) é diferencidvel. v/

Podemos definir 6(z) = r(x)do. Dessa forma, ¢ é um campo diferencidvel tipo luz tal que
d L Vel(sd) =1 Além disso, R} = ger{o,6} U DV = ger{op,d0} OU &V, em que
U = (ger {o,6} ® V)" é um subespaco vetorial nio degenerado de L' c R

Utilizando &, definimos

§(x) == - Z (vi(x), 0(x)) vi(x) + %Z (vi(2),5(2))" o () + 6 (x),

(2

em que v;(z) = f.e;(z) e {e1(x), -+ ,e,(x)} é uma base ortonormal de E,(x). Assim, pelos
mesmos argumentos feitos na demonstragao do Lema [L.2] £ é um campo diferenciavel tipo luz,
ELE, e Lbger{c} =LBger{oo} e ({0)=1.

Dessa forma, pelo item (I11.3) da Proposicao [Z11] e pelas Observagoes [2Z12]

fx)ep(x)+ (—o(x)+ L) n L =p(x)—od(x)+ {v + @a(az): veE V} :
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em que p(z) = f(z) + &(z) é constante em cada folha de E,,.
Sejam P: R} — V a projegao ortogonal e v(z) = P(f(z) — p(x)). Assim f(z) — p(z) €
ger{g,0} OV e

em que w(z) := ;’Eg

Afirmacao 5: {v.eq, -+, vse,} é uma base ortonormal de V.
De fato, como o, e p sao constantes nas folhas de E,, entdo f.e; = v.e; + (v, v.€;) 0
Assim, (vye;, vie;) = (fu€i, fse;) € {vier, -+ ,vie,} é uma base ortonormal de V. v/

Afirmagio 6: V6 = —(Z,¢) &, para todo Z € E}.
De fato, pela equagio (2.20),
~ ~ Z Z
(Z. )0 =Vz0 = VZ% _ 2,20

r2

Logogp———eVr—— ®.
Dessa forma, V6 = Vzrée = Z(r)do = (Z, V1) 60 = (Z,—1rp) 60 = —(Z,0) 5. v

Consideremos a projecao II: (ger{c} O U) @ (ger {6} V) — ger{s} &V e calculemos
d(TT o p)(z)X, para X € M.

Como p é constante nas folhas de E,, entao d(IT o p)(z) X = 0, para qualquer X € E,. Seja
entao Z € EnL, logo

d(ITop)(2)Z =T1(Vzp(x)) =T [Vz(f +&)(2)].
Mas,

VAf+) =f*zwzg=f*zwz< 2 00504 L 2 a+a> _

= 1.2+ 925 = Y| ((Vavi o)+ (00.V28) ) vi + (01,6 Vi | +
453 [24000) ((F70,8) + (0, V20)) 0+ (0,8)* V50| =

= [.Z2-{Z.¢)5 —i ((Vafues, &) fues = (Z,0) (feeis3) fuei + (fue1,6) Vafues) +
b2 2] ((F2hiend) = (Zg) (o)) 0 + (o) (220 0] -

q

Afirmacio 3 f.7 - Z ((f Ve, 0) —(Z, @) (fu€i, 0)) frei — Z (fs€i,0) [V e+

=1 i=1

3 (Ui 0) (15 300) = 52,00 i) ) = (2.
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Por outro lado, se X € £, e Z € Eni, entao

= _<Z790>v+ <Z7§0> o
I(fe X) = I (0. X + (v,0.X) 0) = v, X
() =6 e I(o)=0
Portanto
[VZ(f+£)( 2 f*vZelv <Zv ()0> <f*€27&>)H(f*el)_
D (e ) IL(fV5es) = (Z,9) T1(5) =
(Z,p)v +M—Z (f:V5ei,6) —(Z, ) (fs€i,5)) vae
Z<f*eza >U*VZ62 W
—{Z,p)v Z (fV5ei,0) —(Z, @) (fuei, 0)) vae; — Z (fe€i, 0) .V e,
Mas . .
Ve = 2 (Vyeiepne; = (fuVye;, o) Z (V5ei ej) (fre;,0) .
Logo

_Z<f*e& %juei U*ei:_<Zv(p>v+<Z790>U:O'

ij=1
Dessa forma, ¢ = II(p(x)) é constante.
Sejam N := M/ ~, em que ~ é a relacdo de equivaléncia dada no Caso 1, e m: R} —
ger {c} & U dada por 7 :=Id —II. Assim,

) = 0+ 7(p(a) ~000) + 1)+ o) = g 1@) +70) (o0 4wt + L1 ).
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em que h: N — ger{do} ©U e r: N — R sao dadas h(z) = 7(q(z)) e 7(Z) = r(x).

Concluimos que f(M) é um subconjunto aberto da variedade de rota¢do sobre a imersao
f: N — ger {6y, 00} ©U, dada por f(z) := h(z) — 7(Z)dy, com eixo ger {oo} ©U. A parametri-
zagao de rotagao g: N x V — R}, é dada por

g9(z,w) :=q+ h(z) +7(Z) (—60+w+ —00) ) O
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Capitulo 3

~ . , . n n
Imersoes isométricas em @kll X ©k22

O presente capitulo tem por objetivo fornecer algumas ferramentas tteis ao estudo de imer-
soes isométricas em Q) x @?. Utilizamos de modo sistematico o fato de que O} x Q2 ad-
mite uma imersao isométrica canonica 1: Q) x Q)2 < R" cuja codimensao ¢ 1 ou 2 (conforme
kiko = 0 ou kiky # 0, respectivamente) e R™ est4d munido com uma métrica com curvatura
seccional zero cujo indice é o nimero de elementos negativos em {ki, k2}. Na primeira se¢ao
desse capitulo apresentamos algumas propriedades béasicas da inclusao 2.

Em [I8], Lira, Tojeiro e Vitério definem os tensores R: TM — TM, S: TM — T+M e
T: T+M — T*+M, associados a uma imersao isométrica f: M — Op! x O}2, e provam um teo-
rema tipo Bonnet para produtos de formas espaciais. Por esse teorema, uma imersao isométrica
em O x 02 fica inteiramente determinada (a menos de movimento rigido em O} x 02) pe-
las primeira e segunda formas fundamentais, pela conexao em T+M e pelos tensores R, S e T
associados a imersao. Apresentamos na segunda secao as defini¢goes dos tensores R, S e T e
diversas férmulas encontradas em [I8] para tais tensores.

Nas terceira e quarta segoes, estudamos (respectivamente) imersoes produto fi x fo: Mp x
My — O x OQp2, em que cada f;: M; — O é uma imersao isométrica, e as somas com pesos
de imersoes isométricas. Caracterizamos tais imersoes em termos dos tensores R e S.

Na quinta secao é estudada uma imersao isométrica totalmente geodésica g: Q" , — OF X
k1+ko
O}, que é um caso particular de uma soma com pesos de imersoes isométricas. Provamos a Pro-

posicdo B.23] que dd condigdes suficientes para que uma imersao isométrica f: M — Op! x Q)2

possa ser escrita por f = (1 X j2) ogo f, em que f: M — Q%,,, é uma imersdo isométrica e
F1+ho

cada 5;: O — O} ¢ uma inclusdo totalmente geodésica.

Na sexta e ultima secao deste capitulo, definimos o significado de reduc¢ao de codimensao a
esquerda (e a direita) e utilizamos os tensores S e T para provar um correspondente teorema
de reducao de codimensao, ou seja, provamos um teorema que da condi¢Oes necessarias e su-
ficientes para que a imagem de uma imersao isométrica f: M — Q) x Op? esteja contida em
algum produto totalmente geodésico (O)anl X ;”22 c le X Zj, sendo m; < n; e mg < Ng .
Esse teorema de reducao de codimensao é andlogo ao critério de reducao de codimensao para
imersoes isométricas em formas espaciais (ver [7] e [8]).
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3.1 A inclusao : Oy x Q)7 — R"

Sejam ki e ko niimeros reais e v, 7: R — {0, 1} fungoes dadas por

1, se x # 0; 1, se x < 0;
v(z) = e 7(z):=
0, se x = 0; 0, sexz = 0.

Existe uma inclusdo canonica 2: Of' x Q2 — ]Rﬁ(lkt l))(kl) X Rff,; 1))(1”) dada por o(z,y) = (z,y), em

que z € (O)%L\I; c R%kt l))(kl) eyeQ)? c ]RZ?,:Q 1)’(1”). Por simplicidade, denotaremos R := RZ(; 1)’(1‘“)
e R" := R™ x R™2.

Lema 3.1. Se (z,y) € O} x O} entao

{(X,)Y)eR": X LzxeY Ly}, seky #0 eky#0;
Tioy) (00 x OF2) = {(X,Y)eR": X | x}, sek; #0eky=0;
(m4) W2 = Mk (X,Y)eR": Y Ly}, seky =0 eky#0;

R™ = E", se ky = kg =0.

Demonstracao. Provaremos apenas o caso em que kiko # 0, pois os outros casos sao analogos.
Sejam (z,y) € O x 02 e (X,Y) € T(yy (OF x 0}2). Assim, existe uma curva diferen-
cidvel B: I — Of! x 02 tal que 5(0) = (z,y) e 5'(0) = (X,Y).
Como 3: I — Q) x 02, segue que

50) = (B:(0.5:00) ¢ IO =1 = (G.0.500) =0

Portanto (x, X) = (£1(0),81(0)) = 0e (y,Y) = (52(0), 55(0)) = 0 e concluimos que
Tl (O xO2) c {(X,Y)eR™: X LzeY Ly}.

Por outro lado {(X,Y)eR": X LzeY Ly} = {a}* x {y}', em que {z}* é o comple-
mento ortogonal de ger {x} em RM e {y}t é o complemento ortogonal de ger {y} em R,
Dessa forma, T(,,) (Op! x OF?) = {(X,Y)eR": X Lz eY Ly}, pois ambos tém dimensio
igual a ny + no. OJ

Lema 3.2. Sejam m;: R" — R" e my: R" — R" as proje¢oes ortogonais dadas por m(z,y) =
(2,0) e ma(z,y) = (0,y), em que R* = RM x R™2, Nessas condi¢oes, os campos

kimi|gm wgre = ki(m 01) e koma|gn wgre = ka(ms 01)
ky ™ kg k1 7 kg
sao normais a O x Q2.

Demonstragao. Se k; = 0 entdo kj - (m; 02) = 0 é normal a O x @}2. Para o caso em que
ki # 0, seja (X,Y) € Ty ((D)le X @Zj) um vetor tangente, logo (pelo lema anterior) X L z.
Assim

(ky(mo)(z,y), (X,Y)) =k ((2,0),(X,Y)) =k (x, X) = 0.

7 71 2
Portanto k(7 02) é um campo normal a Q) x O}2, e 0o mesmo vale para ky(m; 012). O
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Como a codimensao de Op! x Oy em R™ é igual a v(k;) 4+ v(k2), entdo

ger {(z,0),(0,y)}, sek; #0e ky#0;
ger {(x,0)}, se k1 # 0 e ky = 0;
TE (O x O"2) = ger {ki(z,0), ky(0, =
y)( k1 kQ) ger {k1 (2, 0), k20, 9)} ger {(0,y)}, se k1 =0 e ky # 0;
{0}, se klszZO.

Sejam agora V a conexdo riemanniana em @) x Op2, V a conexao de Levi-Civita em R",
a, a segunda forma fundamental de 2, R o tensor curvatura de Oy x Qp2 e A} o operador

forma na dire¢do normal 1 dado por (A XY ) = (o, (X, Y),n).
n

Lema 3.3. Sejam X,Y € T (O} x O}?), entdo

—k]”ﬂ'j.

2
o, (X,Y) = ZWJXYM;(J-OZ) e A

mjor) T

Demonstragao. Sejam x = (x1,22) € Op! x 02 e X = (X1, Xy) € T,0;! x 02, assim X; L
e Xy 1 x9. Dessa forma

k’lﬂ'lX = k‘l(Xl, ) (@nl X @ ) (§] k‘zﬂ'zX = k’Q(O,XQ) € Tx (@le X @222) .
Por outro lado,
Vxk;(mj01)(x) = kidm;(u(2)) (do(2) X)) = kjmje X = wkm X = Al ryony = —kjmj.

Portanto

<@XZ*Y, kj(m; oz)> M = — Z <Z*Y, Vx(m; oz)> kj(mjor) =

Jj=1 Jj=1

e

a, (X,Y) =

2

Z (Y, m;X) kj(m; 01). O

_]=

—_

Lema 3.4. RIX,Y)Z =k (X AY —mX AY = X AmY) Z + (ki + ko) (13X A mY) Z, em
que (X AY)Z :=(Y,Z)X —(X,Z)Y.

Demonstracao. Pela Equagao de Gauss,

RIX.Y)Z = A, iy X — Al ix )Y =

= Ay, 2k (mon X T A my, 2ka(reon X — A X 2k (mion)Y — A (X, Z)ka(maon) Y =

= (mY,Z) kim X + (mY, Z) komo X — (m X, Z) kymY — (ma X, Z) komaY =

=k [ (MY, Z)mX — (mX,Z) mY | + ko[ (1Y, Z) X — (mX, Z) Y| =

=k[(Y.Z2) X — (Y, Z) 1 X — (Y, Z) mX — (M X, Z) Y| + ka(me X A 1Y) Z =

=k[(Y.Z) X — (Y, Z) 1 X — (Y, Z) mX — (X, Z2)Y + (X, Z) mY + (mX, Z) mY |+
+ ko(moX A meY)Z =

=k [(X AY)Z =Y, Z) 1 X — (mY, Z) m X + (X, Z) mY + (mX, Z) mY |+
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+ ko(moX A meY)Z =
=k [(X AY)Z = (Y, Z) 12X — (1Y, Z) X + (1Y, Z) m X + (X, Z) Y + (mX, Z) Y —
—(mX, Z) 7r2Y] + ko(moX A mY)Z =
=k|[(XAY)Z = (mX AY)Z — (X AmY)Z + (mX AmY)Z]| + ka(maX AmY)Z =
=k (X AY —mX AY =X AmY)Z+ (ki + ko) (meX AmY) Z. O

3.2 Os tensores R, SeT

Consideremos M™ uma variedade riemanniana e f: M™ — O} x O} uma imersdo isomé-
trica. Chamemos de R e R os tensores de curvatura nos fibrados tangente (T'M) e normal
(T+M) de f, respectivamente. Chamemos também de o := ay: (TM x TM) — TfLM a se-
gunda forma fundamental de f e de A, := Afz : TM — TM o operador forma na direcao normal
n, dado por (4, X,Y) = (o (X,Y),n), para quaisquer X,Y € T'M.

Definigdo 3.5. Sejam L: TM — T (O} x 0;2), K: T*M — T (O} x 0}2), R: TM — TM,
S: TM —T+M e T: T+M — T+M dados por

L:=L/ :=mof, K:=K':=m|ruy;
R:=R/:=L‘L: S:=8/:=K'L;
T:=T/ = K'K.

Observemos que os tensores R e T sdo auto-adjuntos. Além disso, dados X € T,M, £ € T-M
e Z € Ty (O x O}2), entdo

{<LtZ,X> = (Z,LX) = (Z,mfuX) = (12, £.X) = (mZ)", f.X) e
<KtZ7£> = <Z7 K£> = <Z77T2£> = <7TQZ7£> = <(7T2Z)L7£>7

em que (m22)" e (meZ)* sdo as projecdes ortogonais de w5 Z sobre TM e T M, respectivamente.
Dessa forma f,L'Z = (mZ)" e K'Z = (m,Z)*, e disso segue que

fRX = f,L'LX = (mLX)" = (LX)7, SX = K'LX = (mLX)" = (LX)*,
f.8'€ = FLKE = (mKE)" = (K¢, T¢ = K'K¢ = (mK¢)' = (K&)™
Portanto
Tofi X =LX = f,RX +SX e mé=K¢ = f,8'% + T¢. (3.1)

Observacao 3.6. Os tensores R, S e T foram definidos utilizando a proje¢ao mg: R" — R,
em que mo(R") = {0} x RM2. E possivel definir tensores R', S’ e T', andlogos aos anteriores,
utilizando a projecao m;: R™ — R™ em que 7 (R") = RM x {0}. Dessa forma,

mfeX = LRX +8X e mé=f8"¢+T¢
para quaisquer X € TM e & € T*M. Assim, como m = Id —my, entao
T feX = fuX —mofuX = fL(Id-R)X —SX e mé=¢—mé=—f.S¢+ (Id-T)E.

Portanto R’ = (Id—R), S’ = -S e T' = (Id —T).



44 3.2. Os tensores R, SeT

F£.TM
[+ X

T0O;!

Figura 3.1: Tensores K, L, R, Se T.

Lema 3.7. Valem as seguintes igualdades
S'S=R(Id-R), TS=S(Id-R) e SS'=T(Id-T). (3.2)
Demonstracio. Sejam X,Y e TM e ¢ € T-M. Assim

FRX 48X = mfuX = m2f X = m(f,RX + SX) = £,RX + SRX + £,S'SX + TSX.
_ {RX — R2X + S'SX

SX =SRX+TSX}:> S'S=R(Id-R) e TS =S(Id-R).

Analogamente,

foS'E + TE = mo€ = m%¢ = m (fuS'¢ + T€) = fL.RS'¢ + SS'¢ + f,S'T¢ + T%¢.
‘ {stg — RS + S'T¢

T¢ = SS'c + T } = 88" =T(d-T). =

Observacao 3.8. Seja A\ um autovalor de R e X um autovetor nao associado a \, dessa forma,
A(L = N[X]? = (R(Id-R)X, X) 2 (s'sx, X) = |Sx|* > 0.

Portanto A\ € [0,1]. Do mesmo modo, utilizando a terceira equagdo em ([B.2)), concluimos que
os autovalores de T também devem estar no intervalo [0, 1].

Lema 3.9. O tensor mp: T (O} x Of2) — T (O} x Q}?) é paralelo, ou seja,

(Vxm)Y =0, VX,Y eT (T (O} x O2)).
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Demonstragio. Sejam X,Y € T' (T (O} x Of2)). Assim,

1.1V xY =7y [z*@XY] = Ty [@XZ*Y] —m o (X,Y)] =
=7y [d(1oY)X] —m | — Z (m; X, Y) kj(mjo) | =

i=1
=d(m010Y) - X + (mX,Y) ky(ma 02) = Vx(mp 00),Y + (maX,Y) ky(my 01) =
= Vx(10m)Y + (maX,Y) ky(my 02) = 1, VxmY + a, (X, 1Y) + (12X, Y) ky(my 02) =

=1, VyxmY —W—i— (o X (73 01) = 1, VxTaY. O

Lema 3.10. Valem as seguintes igualdades:

(VxR)Y = Agy X + S'a (X,Y), (3.3)
(VxS)Y = Ta(X,Y) —a(X,RY), (3.4)
(VxS")¢ = Ape X — RALX, (3.5)
(VxT)E = —SA:X — a (X, S%). (3.6)
Demonstragio. Sejam X,Y e T(TM) e { € ' (T+M). Assim
0= (Vixm) Y = VixmfY —mVixfY =
= Vx(f:RY +SY) = [f. VXY + o (X,Y)] =
= Vxf:RY + VxSY — f,RVyxY —SVxY — f,S'a (X,Y) - Ta(X,Y) =
= f.VxRY + a (X,RY) — fuAsy X + V3SY — [, [RVxY + S'a (X,Y)] -
—SVxY —Ta(X,Y) =
= [ [(VxR)Y — Agy X = S'a (X,Y)| + a (X,RY) + (VxS)Y — Ta (X,Y).
Portanto
(VxR)Y = Agy X + S'a (X,Y) e (VxS)Y =Ta(X,Y)—a(X,RY).
Analogamente,
0= (Vixm) € = Vixmé —mVi,xE = Vix (foS'€+TE) —m (—fudeX + V&) =
= VxfeS'€ + VxTE + fLRAX + SAX — f,S'VxE — TVRE =
= £ VxS'¢ +a (X,8%) — fudpeX + VXTE — fi (S'ViE — RAg) + SAX — TVxE =
= [ [(VxS") € — Are X + RAX | + o (X,8%) + (VxT) € + SAX.
Portanto
(VxS') &= ApeX —RAX e (VxT)&=-SAX —a(X,S%). O

Comparando o produto interno por £ em ambos os lados de (4] com o produto interno

em ambos os lados de (B3] por Y, concluimos que as igualdades (3:4) e (3:5) sdao equivalentes.
Mas decidimos numerar ambas para podermos utilizar a forma mais conveniente.
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Pelo Lema [3.4] as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci de f
[R(X,Y)Z = (ﬁ(f*X, f*Y)f*Z)T + felay, )X — frlax,2)Y  Equacao de Gauss
(Vxa) (Y, 2) = (Vya) (X, Z) = (R(f.X, f*Y)f*Z)i}
F(VyA(X8) = [ (VxAY.8) = (R(FX. LY )E)
REX,Y)E = (R(FX, LY)E) + a (X, AY) = a (AcX, V)
(RUFX, £Y)E,C) = (RHX,Y)EC) = ([Ae, A X, Y)
se tornam, respectivamente,

RX,Y)Z =[ki(X AY =X ARY —RX AY) + (k1 + ks)RX ARY|Z+

Equacao de Codazzi

} Equacao de Ricci

+Aav, )X — Aaix.2)Y (8:7)
(Vxa) (Y, 2) — (Vya) (X, Z) = (X, Z) SY — (DY, Z) SX} | (3.8)
(VyA)(X,§) = (VxA)(Y,§) = (SX,§) Y — (SY,{) X
em que ¢ := ky Id —(k; + ko) R;
RYEX,Y)E=a (X, AY) —a (A X,Y) + (ki + k2)(SX A SY)E
(RULX, Y)EC) = (hy + k) (SX A SYIEQ) + ([Ae AT X, Y>} -6

As duas equagoes chamadas de equacao de Codazzi sao equivalentes. Também sao equi-
valentes as duas equacodes chamadas de equagoes de Ricci. Explicitamos as duas formas da
Equacao de Codazzi e da Equagao de Ricci para podermos utilizar a forma mais conveniente.

Consideremos a imersao F' := 20 f: M — R", em que ¢: O} x Q;2 — R" ¢ a inclusdo
candnica. Entdo, pelo Lema B2 os vetores vy := —ki(m 0 F') e vp := —ky(my o F') sdo normais
a F. Além disso

Vv = —kimFo X = —kpam fo X = =k, [fo(Id =R)X — SX],
Vxtn = —komyFo X = —koromo fo X = —kots (f.RX + SX).
Dessa forma, se V' é a conex@o normal de F': M — R", entdo
Vvt = k118X, Al =k (Id-R), (3.10)
Vivy = —ky,8X, Al = kR, (3.11)

Lema 3.11. Seja ¥ := vy — 1, logo AY = ® e V) = (ky + k2)1.8X, para todo X € TM, em
que ® = ki Id — (k1 + k2)R.

Demonstragio. Segue diretamente das formulas (310) e (B.ITI). O

Lema 3.12. ap (X,Y) = .0 (X,Y)+((Id-R)X,Y) 1y + (RX,Y) 1, para quaisquer X,Y €
TM.

Demonstracao. De fato,
ap (X,)Y) =no0r (X)Y) + o, ([ X, f.Y) =

Lem:amz*af (X, Y) — <7T1f*X, f*Y> ]{Zl(’ﬂ'l 9 F) - <7T2f*X7 f*Y> k2(ﬂ-2 o F) =
=500 (X,Y) + (Id-R)X,Y) 11 + (RX,Y) s O
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3.3 Produtos de imersoes isométricas

Exemplos triviais de imersoes isométricas em Q' x O} sdo obtidos compondo uma imer-
sao isométrica f: M — O} com o mergulho totalmente geodésico +i: Q@ — Op! x Q)2 dado
por 2{(x) := (r,2), em que z € O é um ponto fixado. Analogamente, podemos construir
exemplos triviais de imersdes isométricas em @) x Q)2 compondo uma imersao em 0> com
um mergulho totalmente geodésica 25: Q)2 — Oy x Q)2 dado por 5(y) := (z,y).

M Loop 5 oop <o M Loop S o xop
v fl@) — (f@).2) v fl@) = (5 @)

Lema 3.13. Seja f: M™ — O} x Q)2 uma imersao. Nessas condig¢oes

(1) f(M) < Q) x {z} para algum z € O} se, e somente se, R =0 e
(II) f(M) < {z} x Q)2 para algum z € Q! se, e somente se, (Id —R) = 0.

Demonstragao. Mostraremos apenas o item (I), pois o item (II) tem demonstragao analoga.
Sabemos que f(M) < Of! x {z} se, e somente se, L = 75 f, = 0. Por outro lado, L = 0 se, e
somente se, R = L'L = 0. O

Outros exemplos simples de imersdes isométricas em Op! x Op? sdo as imersdes produto
. n n P
fi x far My x My — O x @2, dadas por (f1 x fo)(z,y) = (fi(z), fo(y)), em que cada
fi: M; — Q) é uma imersao isométrica. Para estudarmos tais imersdes, provaremos antes
alguns resultados.

Lema 3.14. ker S = ker R @ ker(Id —R) e R(ker S) = ker(Id —R)).

Demonstragio. Sabemos, pelo Lema [A 4] que ker S = ker S*S. Por outro lado,
ker S'S 2 ker[R(Id —R)] = {X e T,M: RX = R2X}.

Dessa forma ker R < ker S e ker(Id —R) < ker S.
Afirmagao 1: R(ker S) c ker S.
De fato,
X ekerS = RX =R’X = R(RX) =R (R2X) = R¥(RX),

ou seja, RX e kerS. v

Como R(ker S) < ker S, entdo Rlxers = R%|kers, ou seja, Rlxers ¢ uma projegio ortogonal.
Logo ker S = ker R|iers @ R(ker S). Resta mostrar que R(ker S) = ker(Id —R).
De fato,

YeR(kerS) = Y=RX e XckrS = ¥ =RX e RX = R2X = (Id—R)Y = 0.
Yekerld-R) = Y =RY eYekerS = Y e R(kerS). O

Lema 3.15. Seja f: M™ — Op!' x Q)2 uma imersao isométrica. Se S = 0, entao kerR e
ker(Id —R)) tém dimensao constante em M.



48 3.3. Produtos de imersoes isométricas

Demonstracio. Como S = 0 entdo, pelo Lema [3.14]
TM =kerS =kerR@ker(Id —R) = ker RO R(TM).

Sejam £ € {0,---,m} e Ay :={x € M: dim (ker R|p ) = ¢}.

Afirmacao 1: A, é um conjunto aberto

Se A, = &, entao A, é aberto. Suponhamos entao que dim (ker Rz, M) = /, para algum
pe M.

Se ¢ = 0, entao existem campos Xi,---,X,,, definidos em uma vizinhanca U de p, tais
que RXy,--- ,RX,, sdo LI em U. Dessa forma, R (T,M) = T, M, para todo = € U, ou seja,
dim (ker R|r, ) = 0, para qualquer x € U.

Se ¢ = m, entao dim [ker(Id —R)|T,,M] = (0. Dessa forma existem campos Xi,---, X,,, de-
finidos em uma vizinhanga U de p, tais que (Id —R)X3, -+, (Id —=R)X,, sdo LI em U. Logo
dim [ker(Id —=R))|7,a] = m, para todo z € U, ou seja, dim (ker R|7, ) = 0, para todo z € U.

Suponhamos agora que 0 < ¢ < m. Nesse caso existem campos Xi,---, X,,, definidos em
uma vizinhanga U de p, tais que (Id —R)Xy, -+, (Id—R)X, sdo Ll em U e RX, 4, -+ ,RX,,
também sdo LI em U. Dessa forma, dim (ker R|r,5) = ¢ e dim [ker(Id —R)|T, M| = m — ¢,
para todo z € U. Logo dim (ker R|z, ) = ¢, para todo x € U.

Portanto A, é aberto, para qualquer £ € {0,--- ,m}. v

Como M = U;“:OA]- e AinA; =@,sei # j, entdo M = Ay, para algum £ € {0,--- ,m}, ou
seja, ker R tem dimensao constante em M. O

Proposicao 3.16. Seja f: M™ — Q7 x O uma imersao isométrica. Nessas condicoes, sao
k1 ko 3
equivalentes:

(I) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M{ x MM com0<l<m,ef
é localmente uma imersao produto f|y;xa, = f1 X fo, em que cada f;: M; — (O)Z' é uma
imersao isométrica.

(II) S =0 e dim(ker R) = ¢ € (0,m).

Além disso, se M é completa e simplesmente conexa, S = 0 e dim(ker R) = ¢ € (0, 1), entao
M é globalmente isométrica a um produto Mt x My e f é globalmente uma imersao produto.

Demonstragao. (I) = (II): Suponhamos que M™ seja localmente (isométrica a) uma vari-
edade produto M{ x My com 0 < ¢ < m, e f seja (localmente) uma imersio produto
Jix for My x My — O x Q2. Assim, T, )M = [T, M, &5, T, My, em que 2{: My — M e
1% My — M sao dadas por o (2) = (2,y) e 15(2) = (z, 2).

Se X €4f,T, M, entao

7T2f*X = ng*lgll*X = Tro (fl*X,O) =0 = RX =0.
Do mesmo modo, (Id —R)Y =0, se Y €43 T, M,. Portanto,
T($7y)M = ’LZIJ*Tli @Zg*TyMQ = ker R|T(x,y)M @ker(ld _R)|T(x,y)M'

Dessa forma dim(ker R) = ¢ e S = 0, pois ker S = ker R @ ker(Id —R)). «

(II) = (I): Suponhamos agora que S = 0 e que dim(ker R) = ¢ € (0,m). Assim, pelos Lemas
BIdeBI5 TM = ker R @ ker(Id —R) e ker R e (ker R)* = ker(Id —R) sao distribuicdes em
M.
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Afirmacao 1: As distribuigoes ker R e ker(Id —R)) sdo paralelas.

Sejam Y e I'(kerR) e X € ['(T'M). Como o tensor R é paralelo, pela primeira férmula em
(32), entao RVxY = VxRY = 0. Portanto ker R é uma distribui¢ao paralela e o mesmo vale
para (ker R)* = ker(Id —R). v/

Para cada x € M, sejam L!(z) e Ly *(z) subvariedades integrais das distribuicoes ker R e
(ker R)*, respectivamente, que passam por z. Como ker R e (ker R)* sdo paralelas, entdo, pelo
Teorema de De Rham (Lema [A.22), para cada = € M, existem uma vizinhanga U de z e aber-
tos MY e My de L¢(z) e Ly~*(z) (respectivamente) e existe uma isometria ¢: My x My — U
tais que x € U n My n M; e para cada (x1,z2) € My x My, ¢ (My x {x3}) é uma folha de ker R
e 1 ({x1} x M) é uma folha de (ker R)".

Assim, podemos identificar U com M!¢ x M3 *, ker R com TM, e (ker R)* com TM, e
considerar as aplicacdes f: M{ x My—* — O xOZ e F =10 f: M! x M3t — R”, em que
12 O x O — R" é a inclusao candnica.

Afirmacgdo 2: Se X e kerR e Y € (ker R)* entdo ar (X,Y) = 0.
Como Y € R(TM), entdo Y = RZ, para algum Z € TM. Dessa forma

ar(X,Y) =a; (X,RZ2) = Ta; (X, 2) = a; (RX, Z) = 0.
Assim
ap (X,Y) =20, (X,)Y)+ (Id-R)X,Y) 11 + (RX,Y) 1, = 0.
Portanto a afirmacao é véalida. v’

Como ar (X,Y) = 0, para quaisquer X € kerR e Y € (ker R)!, entdo (pelo Lema de Mo-
ore, Lema [A.2]]) existem uma decomposi¢ao ortogonal R" = V& V; &V, e um vetor vy € Vg
tais que F': My x My — R™ é dada por F(z,y) = (vo, F1(z), F5(y)). Além disso,

Vi =ger {F.(p)X:pe M x Mye X ekerR|r,u},
Vo =ger{F.(p)Y:pe My x MyeY e R(T,M)}

Por outro lado,

ger {F*(p)X: peEM, x Mye X € kerR|TpM} cRM e
ger {F,(p)Y:pe My x MyeY e R(T,M)} c R,

pois myfi(kerR) = {0} e 7 f. (ker(Id —R)) = {0}, portanto F;(M;) < RM. Dessa forma,
definindo f;: M; — R/ por

fi(x) == m(vo) + Fi(x) e faly) = ma(vo) + Fa(y),

segue que f(z,y) = (fi(z), f2(y)), ou seja, f = fi x fo.

Para o caso em que M é completa e simplesmente conexa, o Lema de De Rham nos garante
que M é (globalmente) isométrica a L; x Lo, em que L; e Lo sdo folhas de ker R e (ker R)*
(respectivamente) passando por um mesmo ponto. Nesse caso, considerando f: Ly x Ly —
0! x O}2, as contas acima nos garantem que f ¢ globalmente do tipo f = fi x fo.

O
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3.4 Somas com pesos de imersoes

Sejam ky, ko, a,b € R, com a e b ndo nulos e tais que a? + > = 1. Tomemos k; := a?k; e
ky := b?ky. Assim, dadas duas imersoes isométricas f1: M™ — @le e for M™ — @Zj, podemos

1

definir a aplicacdo f: M™ — O} x Q2 por f(z) := (afi(z),bf>(z)). Definida dessa forma, a
aplicagdo f é uma imersao isométrica, pois

<f*X7 f*Y> = a2 <f1*X7 fl*Y> +b2 <f2*X7 f2*Y> = <X7Y> :

A imersdao f é chamada de soma com pesos das imersoes f; e f e os nimeros a e b sao
chamados de pesos da soma f.

Consideremos a inclusao ¢: @' x Op2 — R" e a aplicacdo F' := 20 f. Sabemos que os
campos v; 1= —k;(m; o F') sdo normais a F' e que

R" = F*TM@Z*TLMQBger {1,110},

em que T M < T Ot x 02 é o espago normal da aplicacdo f no ponto .
Como F,T,M = {(af1,X,bf2,X): X € T,M}, entdao {(—=bf1,X,afs,X): X e T, M} é um
subespago vetorial de R™ ortogonal a F, T, M & ger {1y, 15}, portanto

((—=bf1,X,af2,X): X € T,M} <1, T M =T; M.

Queremos determinar os tensores a, R, S e T da imersao f.

Afirmagao 1: R = b*1d e SX = ab(=bf1, X, af2,X).
De fato,

7T2f*X = (0, be*X) = b (0,2 + b2) (O, fQ*X) = b2(af1*X, be*X) + ab(—bfl*X, an*X).

Portanto R = b?Id e SX = ab(—bf1,X,afs,X). v

Da Afirmagao 1 conclui-se que S (T, M) = {(=bf1,X,af2,X): X € T,M}. Além disso, por
B2), TS = S(Id —R) = a*S.
Lema 3.17. a; (X,Y) = (aay, (X,Y),bay, (X,Y)).
Demonstragao. Sejam 7;: @ZJ — R™ eq;: @ZJ] — R™ as inclusoes canonicas e sejam 2?: RN

J
RM x R™ as imersdes totalmente geodésicas dadas por 1{(z) := (x,0) e 13(y) := (0,y). Dessa
forma, 1; e 7; sdo restrigoes da aplicagao identidade I;: RN — RV e Tx@gf = T,.0;7, logo,
' Jj

dado X € Tm(@gll, il*X = [J » X = Zl*X.

Além disso, se 2: Q) x 02 — R" é a inclusdo canonica, entdo 1 = (11 x 13) e

F*X = Z*(a'fl*Xa be*X) = (Zl*afl*Xa'LQ*be*X) = (a zl*fl*X7biQ*f2*X)'

Denotemos por V! e V? as conexdes de Levi-Civita em RM e R™2| respectivamente e cal-
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culemos Vy F,Y .

VxF.Y = @X(CL w 1Y, 002, 2,Y) = Vx la- 0, a f1.Y +b-95, B, f2,Y] =
=a-0,Vx([@of1),Y +b- 8,V (0 fo),Y =
= a1, 0, [[L.VXY +an(X,V)] +a- 8,05, (f1.X, /1Y) +
+ 099, do, [[2.VxY +ap (X, V)] + b5, 05, (f2.X, f2.Y) =
= (a@i. f1.VxY,0) + (a i1, an(X,Y),0) —a(X,Y) (ki f1,0) +
+ (0,072, f2,VXY) + (0,0 1a, (X, Y)) = (X, Y) (0, kafo) =
= (zl*afl*VXY, 22*bf2*VXY) + (zl*aafl (X,Y), 22,00, (X, Y))—
—(X,Y) [(’k1f1,0) — (0,6°k2f2)] =
= F.VxY + 1, (aoy, (X,Y),bay, (X,Y)) — (X,Y) [a’ki(m1 0 F) + bka(ma 0 f)] .

Por outro lado,

VxF.Y = E.VxY + 1,00 (X,Y) + (1d—R)X,Y) vy + (RX,Y) 1, =
= F.VxY 41,07 (X,Y) = (X,Y) [a®ki (1 0 F) + b*ks(m2 0 F)] . O

Corolario 3.18. Sao equivalentes:

(I) f:=(af1,bf2) é umbilica.
(II) F :=10 f é umbilica.
(III) fy e fo sao umbilicas.

Demonstracdao. E consequéncia direta do lema anterior. O
_— . . n no
A proposicao a seguir caracteriza as somas com pesos em Q' x Q2.

Proposicao 3.19. Seja f: M™ — O x O uma imersao isométrica. Nessas condicoes, sao
k1 ko 3
equivalentes:

(I) f é uma soma com pesos v/1 — X e VA de imersées isométricas.
(II) R = A\1d, para algum A € (0,1).

Demonstragdao. Se f: M — Q) x Op2 é uma soma com pesos de imersdes isométricas e
a=+1—=Xeb=+/\"sio os pesos, ja vimos que R = b2Id e b* = X € (0, 1).

Suponhamos agora que R = AId, para algum A € (0,1). Sejam também a := /1 — A\
e b := vA. Dessa forma, como R = L'L, entdo m o f é uma semelhanca de razdo b e
fo == b7 (mz 0 f) ¢ uma imersao isométrica em R > Q2.

Sejam ky = a%ky e ko := b%ky. Assim, se ky = 0 entdo ks = 0, op = EN e fo(x) € 0. Ja
se ky # 0, entao | fo(2)|* = 37 e fo(w) € 02 = R™2. Analogamente, fi :=a~'(m o f): M™ —

1

. € uma imersao isométrica.
1
Como f = (af1,bfs), entdo f é uma soma com pesos de imersoes isométricas. O
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3.5 Uma soma com pesos particular

. , . . k k /
Sejam ki e ko ntimeros reais tais que kiks > 0 e definamos ¢ := el kel ]JTQIQ ,

k1 ko
. k1
b= /7% - Dessa forma,
~ kiko ~
A+ =1 e ki =a’k = = b’ky = ko.
ki + ko
Assim, dados T1,Ty € Ory)(n + 1), as restrigdes Tjlo ., : Oyr, — Q7 sdo isometrias,
k1 +ko k1+ka k1+ko
logo a funcao
g: ®nk1k2 - Zl X ©Zg

x —  (aTi(z), bT5(x))

¢ uma soma de imersoes isométricas com pesos a e b.
Pelo Lema [BI7, a imersdao g é totalmente geodésica. Além disso, vimos na secdo anterior
que

R =0°1d, SX =ab(—-bT1X,aTuX), TS=a’S e
S (T,M) = {(—=bT1,X,aT5,X) : X € T,M}.

Como a codimensao de g em Op x Oy, én, entao T+M = S(TM). Dessa forma, se £ € T+M,
entdo ¢ = SX, para algum X tangente, logo T¢ = TSX = a’SX = a%¢, ou seja, T = a?Id.
Consideremos a aplicagdo G': RZ(Z ) Rgﬁf) dada por G(z) := (aTi(z),bTs(x)). Mostra-

se facilmente que G é uma imersao isométrica linear, logo V := G (RZ&S) ¢ um subespago

vetorial de Rgﬁgf) e V é isomorfo a L"™! quando k; e ky forem negativos. Assim, pelo Lema

3201 (abaixo),
ky + K
Vs (o Bkl gy g
kle 1 2

Portanto, como GG é uma isometria, entao

kv + k
g @nk1k2 =G nk1k2 cVnS 0,e M - Z X @Z
k1+ko k1+ko klk:Q ! 2
Lema 3.20. Sejam kiks > 0, € := ‘k [ 0= g /ﬁ , 4/k’f:k e Vntl < Rg?&f um subes-

pacgo vetorial. Suponhamos ainda que V' seja isomorfo a JL"“ quando ky e ko forem negativos.
Nessas condigoes, sao equivalentes as seguintes afirmacoes:

(1) VmS(O eW)c@le@ZQ

(II) m |y é uma semelhanca de razao a e my|y é uma semelhancga de razao b.
(III) Existem isometrias lineares Ty, T € Oy (n + 1) tais que

V= {(aTl(x),ng(:p)): T € Rf&i)} :
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Demonstracao. Como kike > 0, entao k; e ko sdo ambos positivos ou ky e ky ambos negativos,
ou seja,

(k1) = 7(k2) =

0, seky>0;
1, sek; <O.

Prova de que as afirmagoes (I) e (II) sao equivalentes:
Caso 7(k;) = 0:
Neste caso € = 1, ]Ri?k’; ? = [E2"*2 ¢ o0 espaco euclidiano e

|/{71 + k2| kl + kg x
VaS|0,eq|——— ] =11/ —:x e V\{0}}.
( k?lk’g k’lk’g HI‘H \{ }
Dessa forma,

ki + k
VmS(O,a M)c b X O, =

kiko
kl + kg T
C— rx QF, Y e V\{0
klkg ||$L’|| € k1 X koo TE \{ }(i)
k’l + k’g Hﬂ'll‘H2 1 k’l + k?g HT{'Q?EH2 1
. =—e . =—, YzeV\{0} &
Y PR Ty S P A
k k
2 _ 2 2 2 _ L2
& malft = 2 al? e |l = T ol Vo V.

Portanto as afirmagoes (I) e (1) sdo equivalentes.

Caso 7(k;) = 1:

Neste caso € = —1, Rgﬁ(ﬁ) = R2"? ¢ % < 0. Além disso,
|k31+k’2| |k’1+/{32| xXr L.
VAaS[0,ep\|——— | = ——— -——:x eV ex étipo tempo ;.
< k?lk’g k?lkfg HI‘H P p

Dessa forma,

k) + k
VmS<QeJ%£gﬂ)c 1O e

|]€1 +]€2| X

ke 2]
b+ kol lmiz]® 1 |k + k| mex]® 1 .
. =—e . = —, Yx e V tipo tempo <

L [ Y S [ FTET S po D
ko

ki + ko

Y22

e Oy, x Oy, Vz € V tipo tempo <

ki

2 .
~Nx|*, Yz eV tipo tempo.
el po temp

l* e ma]* =

& |maz)* =

Se 71|y e ma|y sdo semelhangas de razoes a e b, respectivamente, entdo, pelas equivaléncias

. |k1+k2| n n
acima, V' n'S (O,e S ) < O, x OF,.
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[lk1+k
Suponhamos agora que V' n'S (0, € %) c O x OF,. Queremos mostrar que 7|y e
Ty sdo semelhancas de razdes a e b, respectivamente.

Seja {eq, -+ ,en11} uma base ortonormal de V' com e; tipo tempo. Como e; é tipo tempo,
entdo |me||? = —a® e |me||? = —b%. Consideremos entdo a, 3 € R tais que —a? + 2 < 0, e
seja i € {2,--- ,n+1}. Assim ae; + fe; é tipo tempo, logo, |m1 (aey + Be;)||” = a? (—a? + 5?),

pelas equivaléncias anteriores.
Por outro lado,

|71 (cveq + Bei)HQ = o?||mel|® + 208 (mey, mes) + B3 me|? =

= —a’a® + 2af (mey, me;) + 07| me|*.

Portanto
— a’a® + 208 (mer, me;) + [P me|’ = o (—a® + %) =
= 2af8 (mey, me;) + B2 |mel? = d*5* =
= (meq, me;) = % (a® = |me;]?), sempre que |a| > |8].
Dessa forma, tomando primeiramente o = 2 e 8 = 1 e depois tomando o =2 e § = —1, valem

as igualdades

1 _
<7T1€1,7T1€Z'> = — (CL2 — ||7T1€iH2) € <7T1€1,7T1€Z'> = — (CL2 — ||7T1€Z'H2) .
4 4
Portanto (miep, me;) =0 e [mel? = a?.
Sejam agora «, 3 e v nimeros reais tais que o > 32 4+ 72, e sejam i # j elementos do
conjunto {2,--- ,n + 1}. Dessa forma,

@’ (—a® + 5% +7°) = |mi(aes + Be; + 7€) |* = a® (—a® + 57 +77) + 2 (mie;, me;) .
Portanto |me;|? = a?|e;|* e (mie;, me;) = 0, para quaisquer i # j em {1,--+ ,n + 1}. Con-
cluimos, pelo Lema [A.6] que 7]y é uma semelhanga de razao a. Analogamente prova-se que
7|y é uma semelhanca de razao b. e

Prova de que as afirmagoes (II) e (III) sdo equivalentes.

Suponhamos que 7 |y e o]y sejam semelhancas de razoes a e b, respectivamente, logo (pelo
Corolério [AX7) a='m|y e b~'m|y sdo isometrias lineares sobre suas imagens.

Dada uma base ortonormal {vy,--- ,v,41} de V, seja G RZ(E) — V' a isometria linear que

leva o vetor e;, da base canonica de Rﬁ&i) em v;. Definamos entao os operadores T} e Ty por

T Zzafl'(P1OG) e Ty 32671'(P2OG)’

em que P; é a projecao de Rgﬁ(ﬁ) = RZ(E) X RZ(E) no primeiro fator e P, a projecao no segundo
fator.
Como

(at m)oG=a" (P oG,0)=(T1,0) e
(bil '7T2) oG = bil : (O,PQ OG) = (O,Tz),
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entdo 17 e T3 sdo isometrias lineares e
V= {G(x): x € RZ(’E)} = {(aTl(x), bIy(z)): € RZ(E)} :

Reciprocamente, suponhamos existam 71, T3 € O-(,)(n + 1) para as quais vale a igualdade
V= {(aTl(:p), by (x)): a € Rf&i)}

e seja G: R — R3E2 dada por G(x) = (aTy(x), bTs(x)).

Afirmagao 1: G é uma isometria linear sobre V.
De fato, (G, Gy) = a* (Tvx, Tvy) + b* (Tox, Toy) = (a® + %) (z,y) = (z,y). v

Dessa forma,
m(Gz) = w1 (aTi(z),bTs(2)) = a (Ti(2),0) = (mG(z), mG(y)) = a®(z,y) = a® (Gz, Gy).

Portanto 71|y é uma semelhanga de razao a e, analogamente, 7ol é uma semelhanga de razao

b. U

Queremos relacionar a imersao ¢, dada no inicio dessa segdo, com o tensor ® = k; Id —(k; +
k2) Id. Para isso, precisamos do seguinte resultado:

Definicao 3.21. Sejam f: M — N uma imersao isométrica. O primeiro espago normal de
f em z, é o conjunto Ni(z) := ger {a (X,Y) : X, Y € T, M}.

Proposigao 3.22. Seja f: M — Op! x Q)2 uma imersao isométrica com kiky # 0. Nessas
condigoes, se & = 0, entao valem as seguintes afirmacoes:

(I) ki + ko # 0.
(II) R = k’ik Id e (Id-R) = k’ik Id.

(IV) L é uma semelhanca de razao kllile :
(V) ImF|? = G2 [ FI? e [mF|? = S8 | FI2.

(VI) Ny L S(TM).

(VII) Se N é paralelo na conexao normal de f, entao m |y, é uma semelhanga de razao ky

k1+k2

k1
ki+ko *

e ma|n;, é uma semelhanca de razao

Demonstracao.
(I): Se ki + ko =0, entdo ® = k; Id = 0, logo k1 = 0 o que contradiz kiks # 0.

(I1): Como ® = ky Id —(ky + k2)R = 0, segue que R = kl’ile Ide (Id-R) = kl’ka Id.
(III): Sejam X,Y € T'M, logo

k1 ks

. @2 (1)
(SX,8Y) = (8'SX, V) "= (R(Id-R)X,Y) = m(

X,Y).

Assim |SX|? = (kﬁ%g)? | X[|* = 0, portanto kiky > 0. »
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(IV): Como L'L = R = £-1d, entdo (LX,LY) = 2 (X,Y). Portanto L é uma seme-

k1+k2 1+k2
lhanca de razao kl'ile e
V) 1 k ky + k k
2 1+ Ko 2
|mFI* = — = : = lae
kv ki +ke  kiks ky + ko
Analogamente, |mF|? = ﬁ”F”2 .

(VI): Consideremos a aplicacao trilinear 5: T,M x T,M x T,M — R dada por 3(X,Y, Z) =
(af (X,Y),SZ). Definida dessa forma,  é evidentemente simétrica nas duas primeiras vari-
veis.

Afirmacao 1: § é antissimétrica nas duas tltimas variaveis.
Pela equagao (B.3), sabemos que

ViRY — RVyY = Agy X + S'a (X,Y) =

ky k1
Y — Y = Agy X + Sta (X, Y Asy X = —S'a (X.Y).
= ka1+k2 k1+k2vx syX + 8% (X,)Y) = Agy a(X,Y)

Dessa forma, (Agy X, Z) = — (S'a(X,Y), Z), logo (ay (X, Z),SY) = —(ay (X,Y),SZ). v

Como [ é uma aplicagdo trilinear simétrica nas duas primeiras variaveis e antissimétrica
nas duas ultimas, entdo, pelo Lema [A. 10, 5 = 0. Portanto oy (X,Y) L S(T,M). «

(VII): Pela equacao (3.4,

<(VXS)Y7Q(VV> Z)> = <Ta (XaY) —Oz(X,RY),Oz(VV, Z)> =

= (VxSY —SVxY,a(W,2)) = <Ta (X,Y) — kllf:kza(x,y),a(w, Z)> =

W (VESY.a (. 2)) = (Ta (X.Y).a (W.2)) ~ o (a (X.Y),a (W, 2)) =
= —<SY,W=<Ta(X,Y),a(W,Z))—kllj_1k2 (a(X,Y),a(W,2)) =
= (Ta(X.Y).a(W.2) = - (@ (X)) .a(.2)) =

o a0Y) (W, 2) = fma (X,Y) (2, 1)) = (o (X, ), e (W, 2).

Disso, segue que

(ma(X,Y), ma(Z,W)) = {(Id—m)a (X,Y),a(Z,W)) =
=(a(X,Y),a(Z,W)) — (ma(X,Y),ma (W, Z)) =

k1 ko
=(1- XY W,Z)) = XY W,Z)) . e
(1= 5 ) )@ 2) = () a1 2)
E consequéncia direta das igualdades acima que 7|y, é uma semelhanga de razao k2

k1+k2

k1

e To|n; € uma semelhancga de razao i 0
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Proposigao 3.23. Seja f: M™ — Q) x O} uma imersao isométrica com kiky # 0. Supo-
nhamos ainda que N; seja um subfibrado paralelo de T*M com dimensao . Nessas condi-
¢oes, se & = 0, entao kiky > 0, m + ¢ < min{ny,ne} e f = (51 x g2) 0o go f, em que cada

Jit @Z:M — O} é uma inclusao totalmente geodésica, g: O kﬂfz @m“% @mM é a imersao
k1+ko

totalmente geodésica dada no inicio dessa secio e f: M™ — @”ﬁfkg é uma imersao isométrica.

k1+ko

Demonstragao. Do item (I1I) do proposigao anterior, resulta que kiky > 0.
Sejam 2: O x @7 — R" a inclusdo canénica, F' =10 f e consideremos o fibrado vetorial

V= F,TM &1, N{ ®ger {F} com dimensdo constante igual a m + ¢ + 1.
Afirmacao 1: V é um subespaco constante em R™.

Pelo Lema |A. 12l basta mostrar que V' é paralelo na conexao de R”, o que equivale a mostrar
que V+ é paralelo na conexao de R". Mas V+ = 1, N @ ger {¢}, em que ¥ = v; — 1. Assim,

Vi = —FAEX + VL9 "™ 2B _ P o X 4 (k) + k2)1.SX = (k1 + k2)1.SX.

Como S(TM) = N7+, pelo item (VI) da Proposicio B.22] entdo Vxo € 1, N7
Seja agora & € Nt logo

Vi€ = 1.V x€ + 0, (f.X,€) = —F ;ng FUVEE+ (T X, v+ (mafuX, ) va =

=1, Vx€ = (SX, &) v + (SX, &) 1n = 1.V — (SX, )0
Como N, é paralelo na conexdo normal de f, entdo A" também o é. Portanto V& € Ni- e
V)(Z 56 Vvl v

Sendo V' um subespago constante em R} e F,(T'M) < V, entao F (M) < F(xy) + V, para
qualquer o € M fixo, pois X (F — F(z¢),&) = (F.X,£) = 0, para todo £ constante em V.
Mas ger {F'} c V, logo F(M) c V.

Fixado xy € M, entao V = ger { \\§(x0 }@ F Ty, M & 1, N7 ().

Afirmagao 2: m |y e ma|y sao semelhancas com razoes a e b, respectivamente.
Sejam X,Y, Z e T, ,M. Logo

(m1F (o), m Fu X) = (m F(z0), F, X) = 0;
(mF(x0), muear (X,Y)) = (mF(x0), 1004 (X,Y)) = 0;
(mF X, muap(Y,2)) = (=SX,a; (Y, Z)) = 0.

Logo 1|y = 1 |ger{F(z0)} ¥ 7T1|F*TZOM X 7T1|N1f(x0). Analogamente, |y = Ta|ger(r} X 7T2|F*TIOM X
T2 |\ (o)

Mas, pelos itens (IV), (V) e (VII) da Proposicio B.22, sabemos que m;|ger(r(ag)}s il Fyzy,
e m; |le(x0) sdo semelhancas de razao a, se i = 1, ou de razao b, se i = 2. Portanto 7|y e m|y
sao semelhancas com razoes a e b, respectivamente. v/

Consideremos R™ 1 x {0} = 71 (V) e {0} x R™ T+ = 7y (V). Assim V < RmHEFL x RmA6HL
Por outro lado, como 7|y e ma|y sdo semelhancas de razoes a e b respectivamente, entdo, pelo
Vv 1% ) )
Lema B20, V n Q%12 < O x O+,

k1 +ko

Mas f(M) c V n Q%2 ou seja, f(M) < O x OF*. Portanto, f = (51 x Ja) of, em

k1+ko
que 71: QT — O} e 320 O — OF sdo inclusdes e f: M — O x O é uma imersdo

isométrica com f(M) <V n @kalﬂfgﬂ
k1+ko
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Seja g: O, — O x O a imersdo isométrica totalmente geodésica dada no inicio
k1+ko

dessa secao com 17 e T dados pelo Lema [3.20 para o V' que temos. Dessa forma V n @22’@2“1
B ~ B k1+ko
é a imagem de g. Seja entdo f:=¢gltof: M — @"}Jé . Assim f é uma imersao isométrica e
B 1 +ko
f=1xmp)ogof. O

3.6 Redugao de codimensao em Q] x O}’

Dizemos que a codimensdo de f: M™ — O} x 0} se reduz a esquerda em /, se existe
uma subvariedade totalmente geodésica O = O tal que ny —m; =l e f(M) c O x Q2.
De maneira analoga podemos definir o significado de reducao de codimensao a direita.

Lema 3.24. Seja f: M™ — Q) x Q)2 uma imersao isométrica. Entao valem:

(I) S(TM)* é invariante por T e se decompée ortogonalmente em S(TM)t = UBYV, em
quelUd :=kerT eV :=ker(Id -T).
(I VI UAN)cU eV (VAN V.
(III) m fixa os pontos de U e mo fixa os pontos de V.

Demonstracao.
(I): Da segunda equagdo em (B2) decorre que T [S(TM)] < S(TM). Dessa forma, se
£ e S(TM) e ¢ € S(TM)*, entdo (£, T¢) = (TE,¢) = 0. Portanto T deixa S(T'M)* inva-
riante.
Segue, da terceira equacdo em ([32), que T2 = T em S(TM)*, ou seja, T|s(rary: ¢ uma
proje¢ao ortogonal e S(TM)* =U SV, em que U := ker Tlgiranr e V := ker(Id —T)[s(rar)-.
Por outro lado, ainda pela terceira equagao em (3.2)),

ker[T(Id —=T)] = ker SS' “"2Bd e §¥ = S(TM) "

Além disso, ker T e ker(Id —T) sdo subconjuntos de ker[T(Id —T)] = S(TM)*, portanto
ker T = ker T|gi7pr)r e ker(Id —T) = ker(Id —T)|g(ranL. o

(I1): Se £ € T (V n N}, entdo
Vie —Tvie = viTe —Tvie &0 vx e (T M).

Assim V%€ € ker(Id —T) = V.
Ja se £ eU n Nit, entdo

—TVie = viTe —TVie @0, vx e D(TM).
Portanto Vi eker T =U. »
(III): Seja € e U = ker T n Nj-. Assim,
mé = (Id—m)¢ = —=8'¢ + (Id —T)¢ = ¢,

pois U = S(T'M)*. Analogamente, m5(¢) = ¢, para todo ( € V. O
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Para cada i € {1,2}, seja Q)" < Op' uma subvariedade totalmente geodésica. Sejam tam-
+v(k;) m;+vu(k;

bém ]RT(Z) c RM tais que Of" R ) e 0" < RY: e consideremos a projegao ortogo-

nal I, R™FVED o mratvlhe) g tvlk) o pmetvlk) gaqa por Ty (2, y) == (0,y). Assim II, é

7(k1) 7(k2) (k1) T (ks)
a restricao de o a Rf& ;L)o(kl) % RT& 2+)a(kg)

3 . m mi m2 3 A3 Ay . m n1 n2
Sejam agora f: M™ — Q' x Q)% uma imersao isométrica e f: M™ — Q) x Oy dada por
f = (1 x 72) o f, em que cada 5;: Q)" — O} é uma a inclusdo totalmente geodésica. Nessas
condigoes,

TofeX = (0 % 22), o fuX = LRIX +S7X = LRIX + (51 % 12), S7X.
Ta(g1 X J2)«€ = (1 X g2)« 112§ =
= f2 (S7)" (1 % 32)& + T/ (1 % 12)u€ = Fu(ST) '€ + (31 x 32). T,

Portanto

R/ =R/, ST = (51 % 32).S7,

. . .
(87) (1 % 9206 = (81)'€, T (31 x g2)e = (% ) TIE.
No restante da secdo, provaremos alguns resultados a respeito de reducao de codimensao

a esquerda. Mas, trocando U por V, pode-se demonstrar resultados anadlogos a respeito de
reducao de codimensao a direita.

(3.12)

Teorema 3.25. Seja f: M™ — Op! x Q) uma imersao isométrica. Nessas condi¢oes, as duas
afirmagoes abaixo sao equivalentes.

(I) A codimensao de f se reduz a esquerda em /.
(1) Existe um subfibrado paralelo (na conexao normal de f) L* = T+ M, tal que L* = U~N}-.

Demonstracao.
(I) = (II): Como a codimensao de f se reduz a esquerda em ¢, entdo existe uma subvariedade
totalmente geodésica O < Oy}, com ny —my = £, e tal que f(M) < O x Q). Assim, existe
uma imersio isométrica f: M™ — Ot x 02 tal que f = (51 x1Id)o f, em que 7 O — O
¢ uma inclusdo totalmente geodésica e Id: Q)7 — O} ¢ a identidade.

Consideremos entao o subfibrado L < TfLM cuja fibra em cada x é dada por

L(z) := ((]1 x 1d) T,y Ot x @)Zj)l = (T(ﬂlof)(m) Zil>l x {0}.

Obviamente dim L = n; —my = £ e m(L) = L.
Por (B1Z), sabemos que S = (j; x Id),S7, dessa forma

S(TM) c (5 x 1d),T;00" x Op2 = Lc S(TM)" = Lcm [S(TM)*].

Por outro lado, pelo Lema B24, S(TM)" =U®DYV eU = m(U) = m [S(TM)*]. Logo, L < U.

Como (5 x Id): O x 02 — O} x Q2 é totalmente geodésica, entao N = (g1 % Id)*/\/’lf.
Dessa forma,

AL
L= (o x 17500 < 02) ' < [ x 1N | = Leunni™
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Por tltimo, sejam £ e T(L) e ¢ = (5 x Id), el ((n x 1), IO x QF2). Assim,

(VE.C) = = (& Vx(n ¥ 10)u) = (€. (1 x 1),V xC) = 0.

Portanto V'L < L.
(II) = (I): Sejam 2: O} x Q)7 — R" a inclusao, I':=10 f e L:=1,L.

Afirmacédo 1: L é um subespaco constante de R™.
Seja £ € T'(L). Como L cU n N{', entdo Ag =0 e m1(§) = £ Dessa forma,

ﬁX@*g = Z*?Xg +a, (f*Xa 5) Loz B

= —FAX + 1. ViE + (BXmEw + (X €) va = 1,V RE.

Como L é paralelo, segue que Vyt,£ € L. v

Afirmacéo 2: m L = L.
Como (L) = L e 1, = 1,71, entdo vale a afirmagao. v/

Consideremos P; a projecdo de R x R sobre RM e P, a projecio de RM x Rz sobre
R™2. Dessa forma, m (x) = (Pi(x),0) e ma(x) = (0, Py(x)). Sejam entao

Li=P (LD =[P (L)] e fi=Pof

Dessa forma, f1,X = PifuX e f(M) c (El + fl(xo)) x RM2 em que xy é um ponto fixado
qualquer de M.

Suponhamos que k; # 0. Neste caso fi(zo) L P (El(xo)) =P (El), portanto fi(xo) € Ly.
Além disso, como L; é um subespaco tipo espaco, entdo P (il) é tipo espago e f1(M) <
Lin Ol = 0, sendo m; = ny —{1. Ja se k; = 0, entdo RM =FE™ e f1(M) c Ly + fi(zo).
Podemos entao identificar L; + f1(2¢) = E™ de forma que f,(M) < E™, em que m; = ny — /1.
Concluimos que f(M) < O x Qi < O x Q2. O

Cabe aqui observar que, se a codimensdo a esquerda de f: M — O} x Q)2 pode ser redu-
zida em ¢; e a codimensao a direita em /5, entdo f(M) < Q)2 x 0}*, para alguma subvariedade
totalmente geodésica Q)" x Op2* < Op! x Op2 com my = ny — {1 e my = ny — L.

Corolério 3.26. Seja f: M™ — O} x O}? uma imersao isométrica e suponhamos que U NN
seja um subfibrado de T*M com dimensédo {. Nessas condicées, se V+ (Z/l N ./\fli) = N, entao
a codimensao substancial a esquerda de f se reduz em /.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, basta mostrar que L := U n Nj- é paralelo na cone-
xdo normal de f. Por outro lado, pelo item (II) do Lema 324, sabemos que V'L < U. Mas
V+iL < Ni, por hipétese, logo L é paralelo. O

Teorema 3.27. Seja f: M™ — OF' x O} uma imersao isométrica e suponhamos que U N N{-
seja um subfibrado de TfLM. Nessas condicoes, V+ (LI N /\/'IL) < Nt se, e somente se,

(D) VIR |yt =0,
(II) V*+ (U n Ni") = {n}*, em que n é o vetor curvatura média de f.
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Demonstracao.
(=): Como Ni- < {n}* e V(U nN{) © N, entdo V- (U n NT-) < {n}*. Resta provar o
item (I).

Pelo item (I) do Lema 324 S(TM)* =U & V. Dessa forma, pela equagao de Ricci (33,

RYEX,Y)E = a (X, AY) —a(AcX,Y) + (k1 + k) (SX ASY)E =0, VEeU n NT-. (3.13)
Logo, dado £ e T’ (L[ N /\/ﬁ), vale a seguinte igualdade:

(VARY) (X.Y,€) = VERL(X, Y)E — RH(VX,Y)E — RE(X, V2)E - RH(X,Y)VEE =0,
pois VZ& € U n Ni-. Portanto vale o item (I). o

(«<): Suponhamos agora que valham (I) e (II). Mostraremos que V* (U N N{H) < N
Seja £ eU N N} < {n}t, logo RH(X,Y)E = 0, por (B13). Além disso, por (I), as seguintes
igualdades sao validas:

0= (VzR") (X,Y,§) = VRHX,Y)E =R (V2X,Y)E =R (X, VzY) € = RH(X,Y)VzE =
= —RHX,Y)V%E.

Sabemos, pelo Lema B.24, que V& € U = S(TM)*. Dessa forma, pela equacio de Ricci (3.9,

0= RE(X,Y)Vie = a (X, AV%Y) —a (AV%X, Y) + (ki + ko) (SX A SY)Vie =

0= <a (X, Avégy) ,g> _ <0z (AWX, Y) ,g> VLM =

= 0= (AX, AgseY ) — (AAgs X,Y) = <[AV§§, Ag] X, Y> YCeT M.

[AvéévAvévf] = 0, para quaisquer W, Z € T'M.

Como [AV§57AV¢V 5] = 0, para quaisquer W, Z € I'(T'M), entdo para cada x € M existe

uma base ortonormal {E)(z),---, E,(z)} de T,M que diagonaliza simultaneamente todos os
elementos do conjunto {Av)l(g: Xe TxM}.

Mostraremos que V& € U n Ni-. Para isso, seja ¢;; o autovalor de AVE ¢ associado ao
k

autovetor E;(x), para cada par i,k € {1,--- ,m}. Assim

0 se i # J;
J_ —_— . . —_— . . . —_— ) )
<04 (Ei, Ej) VEk§> = <Avgk§Ez, EJ> = U (B, Ej) = {gk% se i = .
Utilizando a segunda equacao em (3.8]) resulta
(SX,€) BY — (SY,€) ®X = Vy AKX — ATy — Agee X — Vbl + AeVaY + AgrY =
= 0= —-Ag X + AgLY = AgiY = Agi X, para quaisquer X,Y € L(TM).

Dessa forma, AVE;EJ = Avﬁngi = U B =0;;F;, = (;; =0,se1+# j. Logo

0, sei#joui#k,

<0z (EZ,EJ) , VJE_k€> = {EL“ se =79 = k.
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Por outro lado
(0 (8 B V5€) = 33 (a5, 5) . T5€) = m (1. V4€) =0,
j=1

pois V(U n NTY) < {n}*. Logo Vi & € N~ O
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Capitulo 4

Imersoes isométricas paralelas em
ni N9
@kl X ©k2

Uma imersao isométrica f: M™ — N™ entre duas variedades pseudorriemannianas ¢ dita
paralela quando sua segunda forma fundamental é paralela, ou seja, quando

(Vxa) (Y, 2) :=Vya(Y,Z) —a(VxY,Z) —a(Y,VxZ) =0,

para quaisquer X,Y,Z € I'(T'M). Neste capitulo sdo classificadas todas as imersdes paralelas
em O x Q2 com kk; # 0, ou seja, provamos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja f: M™ — Q) x Q)2 imersao isométrica com kiky # 0. Nessas condigoes,
f € paralela se, e somente se, um dos casos abaixo ocorre:

(D) f=14ofemqueii: OF — OF x {z} = Op x 02 é o mergulho totalmente geodésico
e f: M — Q) é uma imersao isométrica paralela.
(II) f =150 f em ques: Q2 — {2} x Q2 < O x Q)2 é o mergulho totalmente geodésico
e f: M — Q2 é uma imersao isométrica paralela.
(III) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M{ x MY e flar,xan = f1 X fo,
em que cada f;: M; — Q' é uma imersao isométrica paralela.
(IV) m < min{ny,no} e f = ()1 x j2) ogo f, em que cada j: @Z:M — O é uma inclu-

sdo totalmente geodésica, g: O, — @;”1“% X @Z;M é a imersao dada na Secao [3.3,
B k1+ko
f: M- (O)",ﬁfli é uma imersao isométrica paralela e { = dim N .

k1+ko
Além disso, se M é simplesmente conexa e o item (III) é verdadeiro, entao M é (isomé-
. . _ . ni 72
trica a) uma variedade produto My x My e f = f1 x for: My x My — Oy, x 02, em que cada
fi: My — Q) é uma imersao isométrica paralela.

Observemos que o item (IV) do Teorema Il ndo pode ocorrer se ny < m ou ng < m. Ja se
ny =m, ng =m e f é como no item (IV) do Teorema [L.]] entdo f é totalmente geodésica.
Obtivemos também uma classificacdo das imersdes totalmente geodésicas em Oy x O}2.

Teorema 4.2. Seja f: M™ — O} x O}2 uma imersao isométrica com k; # 0. Nessas condi-
k1 k2
coes, f é totalmente geodésica se, e somente se, um dos casos abaixo é verdadeiro.
(I) f=1iofemquei: Op — O x {z} = Q) x Q)2 é o mergulho totalmente geodésico
e f: M — Q) é uma imersao isométrica totalmente geodésica.
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(II) f =140 f em ques: OFF — {z} x Q2 = OF x O}2 é o mergulho totalmente geodésico
e f: M — Q2 e uma imersao isométrica totalmente geodésica.
(IIT) f = (51 X g2) o f em que (j1 X 32): Of, X @Z;_Z — O x Q)2 é uma inclusao totalmente
geodésica e f: M™ — @f;l X @Z;_Z é uma isometria local.
IV) kiky > 0, m < min{ni,na} e f = (51 X 32) ogo f, em que cada 7;: Q7 — Q)" é uma
Ji X ] 9 J ks k;

inclusao, g: O, — OF x Q) é a imersao dada na Secao 3.5, f: M — Q",,, ¢é uma
k1+ko k1+ko
isometria local.

(V) ky =0, mny =mef = () xg)ohof, em que 31: O, — O e 30: E™ — E™ sdo
inclusées totalmente geodésicas, f: M™ — E™ é uma isometria local e h: R x E™~1 —
(O, xR) x E™! = O}, x E™ é a imersdo isométrica totalmente geodésica dada por
h(t,y) = (7(t),y), sendo v: R — Oy, x R uma geodésica.

4.1 Resultados preliminares

Provaremos nesta secao que se kiky # 0 e f: M — O x Q)2 ¢ uma imersdo isométrica pa-
ralela, entao ou ® = 0 em M, ou S =0 em M. Feito isso, poderemos analisar separadamente
os casos em que Y =0 e em que S =0.

Lema 4.3. Se f: M — O} x Op? é um imersao isométrica paralela e kiky # 0, entao ouS = 0
em todo ponto de M, ou ® = 0 em todo ponto de M.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista x € M tal que S|, a # 0 e | # 0.
Seja entao A € T, M tal que PA # 0. Segue, da Férmula de Codazzi (B.8) e do fato de f ser
paralela, que
(DA, Y)SX = (BX,Y)SA, ¥X,Y € T, M,

ou seja, S(T, M) = ger {SA}.

Como S(T,M) = ger {SA}, entdo, pelo Lema A8 SX = (X, B)SB, em que B € (ker S)* é
um vetor unitario.

Utilizando a outra equacao em (B.8]), segue que

(SX,SB) ®Y = (SY,SB) X, VX,Y e T,M =
= (X,B)|SB|*®Y = (Y, B)|SB|*®X, VX,Y e ,M =
= (X,B)®B = ®X, VX € T, M.

Como k1 X — (k; + k)RX = (X,B)®B, para qualquer X € T, M, entdo R|p =

ﬁ Id¢pyr e S|gpyr = 0. Assim, pela primeira formula (B.2),
0= S'S|(p: = R(Id—R)| L=ﬂ1d| L = ki =00uky=0
(B} B = o e 1 2 =0,

o que é uma contradi¢ao. Portanto, para cada x € M, ou ®|r, 5 = 0, ou S|z, = 0.
Sejam A :={x € M: S|r,y # 0} e B:={x € M: ®|1, )y # 0}. Evidentemente, A e B sdo
subconjuntos abertos e disjuntos de M e M = A° U B°.

Afirmacao 1: A°n B¢ = @.
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Suponhamos, por absurdo, que exista © € A° n B°. Logo ®|r,a; = 0 e S|y, = 0. Assim,
pela definigdo de @, e como kiks # 0, entao ki + ko # 0 e valem as seguintes igualdades:

k’l k2
Id Id—-R _
ket + ko s e ( Mz ket + ko

Por outro lado, pela primeira féormula em ([B32), 0 = %Id |70, Ou seja ky = 0 ou

ko = 0. Mas isso contradiz a hipétese de que k1ks # 0. Portanto A° N B¢ = &. v

Como A°u B¢ = M, entao A° = B e B¢ = A. Portanto A e B sao simultaneamente abertos
e fechados disjuntos, logo M = A ou M = B. O

Rlpnv = Id |7, 0

4.2 Caso S =0

Seja f: M — Op! x @) uma imersdo isométrica paralela com S = 0. Temos trés casos a
considerar: (1) o caso em que R = 0, (2) o caso em que R = Id e (3) o caso em que S = 0,
mas R #0e R # Id.

Quando R = 0, o Lema B I3 nos garante que f =230 f, em que f: M — 0} € uma imersao
isométrica e +f: Q' — O x O} é o mergulho totalmente geodésico dado por f(z) = (z, 2).
Como f e 1] sdo totalmente geodésicas, entao f é paralela. Analogamente, se R = Id, entéo
f=150f, emque f: M — O} é uma imersdo isométrica paralela e 5: O} — O} x Q}2 é o
mergulho totalmente geodésico dado por 5(y) = (z,y).

No caso em que S =0, mas R # 0 e R # Id, sabemos (pelo Lema B.14) que

dim(ker R) + dim[ker(Id —R)]

m.

J& pelo Lema BI85, dim(ker R) = ¢ € (0,m) é constante. Assim, pela Proposicao B16, M ¢é lo-
calmente uma variedade produto M{ x M5 e fla,xan = fi X fo, em que cada f;: M; — Oy
é uma imersao isométrica. Além disso, se M é simplesmente conexa, entao M é globalmente
uma variedade produto e f é uma imersiao produto globalmente. Logo, pelo Lema [A16], f é
paralela se, e sO se, f1 e fy sdo paralelas.

Podemos entao enunciar a seguinte proposicao:

Proposigao 4.4. Seja f: M™ — Op! x Q) uma imersao isométrica paralela com S = 0.

Nessas condicoes, um dos itens abaixo é verdadeiro.

(1) f=1of, emquef: M — O} é um imersao isométrica paralela.
(II) f=130f, emque f: M — Q2 é um imersao isométrica paralela.
(III) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M¢ x M3 e flanxan = f1 X fo
em que cada f;: M; — Q) é uma imersao isométrica paralela.

Se M é completa e simplesmente conexa e o caso (I1I) é verdadeiro, entao M é globalmente
uma variedade produto e f é globalmente uma imersao produto.

Proposigao 4.5. Seja f: M™ — O} x O} uma imersao isométrica totalmente geodésica com

S = 0. Nessas condi¢oes, um dos itens abaixo é verdadeiro:

(I) f=1i0f, emque f: M — O} é um imersdo isométrica totalmente geodésica.
(II) f=150f, em que f: M — Q2 é um imersao isométrica totalmente geodésica.
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(I1I) f = (51 % go) o f, em que (51 x 32): Of, x O * — O x OF 6 uma inclusdo totalmente

geodésica e f: M™ — @f;l X @Z;_K é uma isometria local.

Demonstragao. De forma andloga a feita para as imersdes paralelas, sabemos que o item (I)
ocorre quando R = 0 e que o item (II) é vilido e se R = Id. Suponhamos entao que R # 0 e
R # Id.

Neste caso, dim(kerR) = ¢ € (0,m) é constante. Pela Proposi¢ao BI6, para cada
x € M, existem uma vizinhanca U, de = e uma isometria ¢,: U, — Mfm X M;f;g tais que
fop,! = fiz X fou, em que f;,: M;, — O} é uma imersdo isométrica totalmente geodé-
sica. Dessa forma, para cada x € M, existem subvariedades completas e totalmente geodésicas
N{, c Op e N3’ "t < O tais que fi.(M;.) © Nig.

Afirmagao 1: N;, nao depende de x.

Sejam p € M um ponto fixado e ¢ € M um ponto qualquer. Consideremos v: [a,b] — M
uma curva suave ligando os pontos p a ¢. Dessa forma, para cada t € [a, b], existe um g, > 0
tal que v ((t — &4, t +&¢) N [a,b]) < Uy

Como [a,b] é compacto, entdo existem t; = a < ty < .-+ < t;, < b tais que [a,b] <
Uf=1 (ti — &yt + gti)’

Sejam, para cada j € {1,2} ecadaie {1,---  k}, U; := Uy, M := Mj 1), Njii = Njvye),s
@i 1= Py(t)s fii = finw) € € = &, Logo, m; (f(Ui)) = Ny

Por outro lado, para cada, i € {1,--- ,k — 1}, existe um ¢; € (t;,t; +&;) N (tix1 — €iv1, tiv1)-
Portanto ~y (t}) € U; nU; 1. Assim, como U; n U, 1 # @, entdo existe um aberto Mln‘ X Mzﬂ c
My 41 x My tal que o, (Ml,i X M2,i) < U; n Ujs1. Logo

fiit1 (Mgz) =T [(f o <Pi_+11) (Ml,z' X MM)] < Nji v Njiya

Dessa forma, como f;;;; ¢ uma imersao isométrica, entao f;;i1 (]\7[”) ¢ um subconjunto

aberto de N;; e de N;;,;. Portanto N;; = Nj;.1, e disso segue que N;, = N;,. v

Denotemos @f;l = Nip e @;”2_[ = Ny, Como f(U,) € Nig X Noy = Nijp X Ny =
0, x O, para todo = € M, entdo f(M) = Of x O "
~ Sejam j;: 05, — O e J2: 07" — O as inclusdes e f: M™ - 0f, x Op* dada por

f(z) := f(z). Dessa forma f é uma isometria local e f = (51 x 32) o f. O

4.3 Caso ® =0

Suponhamos agora que f: M — Q! x O} seja uma imersao isométrica paralela (ou total-
mente geodésica) com ® =0 e k; e ko ndo ambos nulos.
Se k1 = 0, entao ks # 0. Logo

Nesse caso, pela Proposigao 4, f(x) = (fi(x), z), em que f; é um imersdo isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z € Q)2 é constante. Analogamente, se ky = 0, entdo Id —R = 0
e f(y) = (z, f2(y)), em que fo é um imersao isométrica paralela (ou totalmente geodésica) e
z € O} é constante.

Suponhamos agora que kiky # 0. Nessas condigoes, como f é paralela (ou totalmente geo-
désica), entao N é paralelo e dim N = £ é constante (pelo Lema[A.13]). Podemos entao aplicar
a Proposicao B23 e concluir que f = (31 x j2) ogo f, em que 7 : @;”1“% — Ol e go: @Z;M — 02
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sdo inclusdes, g: O, — O x OP'** é a imersdo totalmente geodésica dada na Segio
B k1+ko
ef: MM — (O)",if,i é a imersao isométrica paralela (ou totalmente geodésica).
k1+ko
Podemos resumir tudo isso com a seguinte proposicao.

Proposigao 4.6. Seja f: M™ — Op! x Q)2 uma imersao isométrica paralela (ou totalmente
geodésica) tal que ® =0 e ky # 0 ou ky # 0. Nessas condigoes,

(I) se ky =0, entaony =m e f(z) = (fi(x),2), em que f; é uma imersao isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z € Q2 é fixo;
(II) se ky =0, entao ny = m e f(y) = (z, f2(y)), em que fy é uma imersao isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z € O} é fixo;
(II) se kiky # 0, entdo kiky > 0, m < min{ny, no} e f = ()1 x72)0gof, em que j1: O — O
eJ: @Z;” — 02 sao inclusoes, g: ot — @Zi*é X (D)Z;M é a imersao totalmente geodé-
Fq +ho

sica dada na Secao[3.3, f: M — Q"1 6 uma imersdo isométrica paralela (ou totalmente
k1+ko

geodésica) e £ = dim N;.
Ja podemos provar o Teorema [4.1].

Prova do Teorema[4.1 Se f é como em um dos casos (I) a (IV) do Teorema 1] entao f é
paralela, pois é a composta de uma imersao isométrica paralela com imersoes totalmente geo-
désicas.

Suponhamos agora que f seja paralela. Neste caso, pelo Lema 43l ou S = 0 em M, ou
® =0em M. Se & = 0, a Proposicao mostra valido o item (IV) do Teorema Al Ja se
S = 0, entao a Proposicao 4.4 garante que vale um dos outros itens. 0

4.4 Classificacao das imersoes totalmente geodésicas em
n1 n9
Oy, x O

O objetivo desta secao é provar o Teorema (4.2l Para isso, precisamos de mais alguns resul-
tados.

Proposigao 4.7. Seja f: M™ — O} x E" uma imersao isométrica totalmente geodésica. Se

S # 0, entdo S|r,p # 0 e @|7, # 0, para qualquer x € M.

Demonstragao. Suponhamos que S # 0. Dessa forma, existe p € M tal que S|z, # 0. Como
S|r,m # 0, entdo existe uma vizinhanca conexa U de p tal que S|z, n # 0, para todo z € U.
Suponhamos que U seja a maior vizinhanga conexa de p tal que S|z, # 0, para todo x € U.

Afirmagao 1: ® é nao nulo em todos os pontos de U.

Suponhamos, por absurdo, que ®|r,y; = 0, para algum x € U. Nesse caso, pela definigao de
®, ky1d |70 — k1R |7 = 0, ou seja, R, = Id |7, 0. Assim, pela primeira férmula em (B.2]),
S|r,m = 0, o que contradiz o fato de S ser nao nulo em todos os pontos de U. v/

Como f ¢é totalmente geodésica e S e ® sdo nao nulos em U, entdo, pela primeira versao da

Equagao de Codazzi (B.8)),

(X, Z)SY = (®Y, Z) SX, para quaisquer X,Y,Z € T, M e todo z € U.
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Assim S tem posto igual a 1, em todo ponto de U. Dessa forma, pelo Lema [A.8 para cada
x € U, existe um vetor B € T, M tal que SX = (X, B) SB.

Substituindo a férmula encontrada para SX na segunda versdo da Equacao de Codazzi
([B8), resulta a seguinte igualdade

X = (X, B)®B, para qualquer X € T, M e todo = € U,

e disso segue que,

RX — X — <X};B>

® B, para qualquer X € T,M e todo x € U.
1

Afirmacao 2: @B = A\B.
Sejam x € U e X L B um vetor de T, M. Como X | B, entao RX = X, logo

(X,®B) = (X, k1B —ki\RB) = —k1 (X,RB) = —k; (RX, B) = 0.
Portanto ®B = \B. vV

~ Como ®(T, M) = ger { B}, para todo z € U, entdo, para cada z € U, existem uma vizinhanga
U, cUdezeumcampo Y € I' (TU) tais que @Y # 0 em todo ponto de U. Dessa forma,

podemos supor que, em U, o campo B é dado por B = ”f}f%‘ Assim A = (PB, B) = % é
uma funcgao diferenciavel em U.
Por outro lado, (RB, B) = kl 2 Calculemos X (RB, B).
- A
X (RB,B) = (VxRB,B) + (RB,VxB) = (VxRB,B) + ——Z (B, VxB) =

1

P (W yRB, B) V2P (VyRB — RVxB, B) = ((VxR) B, B) .

Como R é um tensor paralelo, pela férmula (33), entao X (RB, B) = 0, para qualquer vetor
X e TU, ou seja, ]“k:)‘ é constante em U, e portanto A é constante em U.
Sabendo que R é paralelo, entdo (Id —R) também é paralelo, logo

(Id-R)VxY = Vx(Id-R)Y =0, VX € TU e todo Y € I'[ker(Id —R)] = " ({B}")..

Concluimos entdo que ker(Id —R) = {B}* e ger { B} sdo distribuicoes paralelas em U.

Sejam ¢ € M um ponto qualquer e 7: [a,b] — M uma curva suave tal que y(a) = p e
v(b) = q. Consideremos também t, := sup {t € [a,b]: v([a,t]) = U} e B(t) o transporte para-
lelo de B(p) € T,M ao longo da curva 7.

Afirmagao 3: y([a,to)) = U.

Seja t € [a,tg). Logo existe t; € (t,t0] tal que v([a,t1]) = U. Logo «v(t) € U. Como t foi

escolhido de forma genérica, entdao y([a,ty)) € U. v

Afirmagdo 4: S (B(tp)) # 0.

Como B(t) é o transporte paralelo de B ao londo de 7, v([a,to)) € U e ger { B} é uma dis-
tribuiio paralela em U, entdo (pelo Lema[AI8) B(t) = £B(y(t)), para cada t € [a,t;). Dessa
forma

| o,

<StSB( ), B(t)> = %<R(Id —R)B(t),B(t)> _

A=A d /o
k2

HSB )| =

_i
—dt

UJIQ‘

((1d-R)B(1), RB(1)) =
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Portanto HS (B(t)) H2 é constante em [a, ty), e disso segue que S (B(to)) #0. v

Afirmagao 5: v(b) e U.

Como S|TWO) m # 0, pela afirmacao anterior, entdo existe uma vizinhanga conexa W de
v(to) na qual S ndo se anula. Dessa forma, existe € > 0 tal que v((ty — &,%9]) = W. Logo
v((to — &,t0)) = U n W, ou seja, U u W é uma vizinhanga conexa de p na qual S ndo se anula.
Portanto W < U, pois U é a maior dessas vizinhangas conexas de p, e disso segue que (o) € U.

Se to # b, entdo existe € > 0 tal que to + ¢ < b e y([a,ty + ¢)) < U, o que contradiz o fato
de to ser o supremo. Portanto to =bey(b) e U. v

Como ~y(b) € U, entao ¢ € U. Mas ¢ é um elemento qualquer de M, portanto M = U, ou
seja, Slr,ar # 0 e @, # 0, para todo z € M. O

Lema 4.8. S(T'M) tem dimensao constante em M se, e somente se, U := kerT e V :=
ker(Id —T) tém dimensao constante.

Demonstracdo. Se U e V tém dimensdo constante, entdo S(T'M)* também tem dimensdo cons-
tante, pois S(TM)* =U &V, pelo Lema Portanto S(7'M) também tem dimensao cons-
tante.

Por outro lado, se S(T'M) tem dimensio constante, entdo S(T M)+ = UDV também tem di-
mensao constante. Como U = ker T e V = ker(Id —T) entdo, para cada x € M, existe uma vizi-
nhanca conexa de z na qual dim¥ < dimU(z) edimV < dim V(z). Portanto dimi = dimU(z)
e dimV = dim V(z) em uma vizinhanga conexa de x. Como U e V tém dimensdo constante
em uma vizinhanca de cada ponto de M e M é conexa, entao as dimensoes de U e de V sao
constantes em M. U

Proposicao 4.9. Seja f: M™ — Q' x E™ uma imersao isométrica totalmente geodésica.
SeS # 0, entdony = me f = ()1 x ) oho f, em que j;: Q) — O e gp: E™ =
R x E™' — E™ sdo inclusées totalmente geodésicas, f: M™ — E™ é uma isometria local
eh: RxE™ ! - O x E™ = (0} x R) x E™! é uma imersao isométrica totalmente geodésica
dada por h(t,y) = (y(t),y), sendo v: R — Ot x R uma geodésica.

Demonstracao. Suponhamos que S # 0. Assim, pela Proposigao 7] sabemos que S e ® nao
se anulam em nenhum ponto de M. Além disso, utilizando a demonstracao da Proposicao [4.7,
sabemos que, para cada x € M, existe um campo diferenciavel e unitario B, definido em uma
vizinhanca U de z, tal que

A -
SX=(X,B)SB ¢ RX=X-(X,B) k_B’ para todo X € T, M e todo y € U,
1

sendo A € R um ntimero fixo.

Como S(TM) = ger{B} tem dimensdo constante e igual a 1, entdo (pelo Lema A8 U
e V também tém dimensao constante. Sejam ¢; := dimU = dimU N /\/'1L e ly == dimV =
dimV n Nt Dessa forma, ¢, + 5 = ny +ny —m — 1 e, pelo Corolario B.26] a codimensdo &
esquerda de f pode ser reduzida em ¢; e a codimensao a direita de f pode se reduzida em /5.
Dessa forma, existe uma subvariedade totalmente geodésica Q)" x E™ < O}' x E™ tal que
f(M) c O x Q2, com £; =n; —m,.

Seja entdo f: M — Q™ xE™ dada por f(z) := f(z). Por @I2), R’ = Re (j1x72).8' = S.
Dessa forma

; ; ; A
S'X =(X,B)S'B ¢ R'X=X-(X,B) k—B, para todo X € T'M.
1
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Por outro lado, como Rlp1 = Id |z € SB # 0, entéo
dim [m(TM)] =m e dim[m(TM)] =1,
ou seja, mg =memq = 1. Como {1 + 0y =ny; +ny —m — 1, segue que my =1 e my = m.

f X
Mm f @]1: % Em J1X]2 Zl < En2

[=01xg2)0f
Sejam 2: OF x E™ < R? x E™ = R™*?2 a inclusio canonica e F := 10 f.
Afirmacio 2: F,{B}' é um subespaco constante de R™*? > Of x E™ .

De fato, sejam X € TM e Y € I' ({B}*). Consideremos também i = —k; (7 o f), em que
71 R?2 x E™ — R? x E™ é a projecao ortogonal no primeiro fator. Assim

V1
(B:=[0D F*VXY + k’l <X, (Id _R)Y> H 1/12 _ F*VXY
4

Novamente pela demonstragao da Proposi¢ao BT sabemos que as distribuicoes {B 1 e ger { B}
sao paralelas em M, logo VyY € {B}* e VxF,Y € F.{B}*. v

Afirmacéo 3: M é localmente um produto I x M.
De fato, como ger { B} e { B}* sdo distribui¢des paralelas, entdo, pelo Teorema de De Rham,
M é localmente um produto I x M™ ' em que I é um intervalo aberto de R e M™™! é uma

folha da distribuicio {B}*+. v/

Seja 0 uma curva integral de B e v = f oo, assim v é uma geodésica de 0% x E™, pois
VBf*B = f*vBB =0.

Como az(X,Y) = 0, sempre que Y € {B}*, entdo az(X,Y) = 0, sempre que X € ger { B}
e Y € {B}*. Dessa forma, podemos aplicar o Lema de Moore e concluir que localmente
F pode ser dada por F(t,y) = (fy(t),fQ(y)), em que fo(y) € Vi := ger {F.X: X € {B}*},
v(t) € Vi :=ger {F,B(z): x € M} e v'(t) = . B(y(1)).

Pela Afirmacdo 2, dim Vs = m — 1, assim podemos denotar E™ ! =: V, e R := Vo1 < E™.
Dessa forma, como v é uma geodésica de QL x E™ e v(I) = O} x R, entdo v é uma geodésica
de Ot x R. Além disso, como dim V, = m — 1, segue que fQ é uma isometria local.

Resumindo o que conseguimos, para cada xz € M existe uma vizinhanca U, de x tal
que U, ¢é isométrica a um produto do tipo I, x Ms,, em que I, é um intervalo aberto e
Flioxn, () = (12(t), fau(y)), sendo 7,: I, — Of x R uma geodésica e foo: My, — E™
uma isometria local.

Seja p € M fixado. Como 7,: I, — O} x R é uma geodésica, entdo podemos estender o
dominio de v, a R, ou seja, existe uma geodésica v: R — O} x R, tal que ~, = Y1,

Afirmacio 4: f(M) < v(R) x E™.
Consideremos as projegoes ortogonais II;: R™*? — R* o O x R e Ily: R™*? — E™,
em que E™' = F,{B}". Dessa forma, para provarmos que f(M) < »(R) x E™', basta

mostrarmos que Iy f(x) < v(R), para todo x € M.
Seja ¢ € M um ponto qualquer e 3: [a,b] — M uma curva suave ligando os pontos p a .
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Sabemos que, para cada s € [a,b], existe um €5 > 0 tal que v ((s — &g, 5+ €5) N [a,b]) <
Ug(s)- Como [a, b] é um conjunto compacto, entdo existem s; := a < s < --- < 53, < b tais que
[a, b] UZ ((si—¢€i, 8 +€;), em que g; 1= g,,.

Sejam U; = Ugs,), I = gy, Mai = Mapgi,) € v = 7(s;)- Dessa forma, para
cada i € {1, <k — 1}, existe um 5; € (84,8 + &) O (Siz1 — €i41,8i41). Assim, para todo
ie{l,- — 1}, B(5:) € Uy 0 Usy.

Como U N Ui # 9, segue que I, [f(U N UZ+1)] < Yi(L) nir1(Liy1). Além disso, existe
um aberto aberto nio vazio U;  U; N U1 tal que U; é isométrico a I; x MQZ < L1 x Mo jpq.
Portanto

Yier (L) = (o ) () < T (F (Ui A Uiga)) < %ilL).

Como 711 (I;) < i (1), entiio 7(R) = 711 (R). Dessa forma, (I o f) (q) € 1 (R) = (R).
v

Sabemos que a imersdo h: R x E™"™1 — (Of x R) x E™! = Of x E™, dada por h(t,z) :=
(v(t), z), é uma imersao totalmente geodésica em O} x E™. Além disso, h ¢ uma isometria
sobre v(R) x E™ ! portanto, se f := h™'o f: M — E™, entdo f é uma isometria local e

f=hof. O

Prova do Teorema[4.2 Se f é como em um dos casos (I) a (V) do Teorema 2] entao f é
totalmente geodésica, pois é a composta de imersoes totalmente geodésicas.

Inversamente, suponhamos entdo que f seja totalmente geodésica. Se S = 0, entao, pela
Proposigao .5, sabemos que um dos itens (I) a (III) do Teorema é valido. Se S # 0 e
kiks # 0, entdo, pelo Lema L3 e pela Proposigao [4.0] vale o item (IV) do teorema. Por tltimo,
se S # 0 e ky = 0, entdo, pela Proposigao [£9] vale o item (V) do Teorema (.2 O
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Capitulo 5

Imersoes isométricas umbilicas em
ni no
@kl X ©k2

O presente capitulo apresenta um estudo das imersoes isométricas umbilicas em @} x Q2.

Como consequéncia dos resultados aqui obtidos, provamos o seguinte teorema:

Teorema 5.1. Seja f: M™ — Q) x O} uma imersao isométrica umbilica e nao totalmente

geodésica com ki + ky # 0 e m = 3. Nessas condigoes, ocorre um dos casos abaixo:

D m <ngef=1xo0f emque f: M — 0} é uma imersao isométrica umbilica e
i Q) — Of! x 02 é o mergulho totalmente geodésico dado por +f(x) := (z, z).

(II) m < ng e f =150f, em que f: M — 0} é uma imersao isométrica umbilica e
15 Q)2 — Of! x 02 é o mergulho totalmente geodésico dado por 5(y) := (z,y).

(III) m < min{ny,ny}, 2m < ny + ny e existem a,b € R*% e imersoes isométricas umbili-
cas fir M — OF tais que a® +b* = 1 e f(z) = (afi(z),bfs(z)), em que ki = a?k; e
ko = b%ks.

(IV) m < ny, ks > 0 (respectivamente ky < 0) e foIl = (31 x75) oIl o f (respec.
f=(1xp)ollof) em que II: M — M é o recobrimento universal de M, (7, x
72): O x OF, — O} x O} é a inclusdo totalmente geodésica, f: M — O x R (res-
pec. f: M — 0 x R) é uma imersao isométrica umbilica com m; € {m,m + 1} e
II: O xR — O x @,192 é uma aplicagdo de recobrimento localmente isométrica (res-
pec. é uma isometria).

(V) m < ng, ki > 0 (respectivamente k; < 0) e folIl = (53 xg5) oIl o f (respec.
f=1(1xy)ollof), em queIl: M — M é o recobrimento universal de M, (31 x 75) :
Of, x O — Op x 02 é a inclusdo totalmente geodésica, f: M — R x OF' (res-
pec. f: M — R x 0}Y) é uma imersao isométrica umbilica com my € {m,m + 1} e
II: R x Q)2 — (O),lﬂ x O} é uma aplicagao de recobrimento localmente isométrica (res-
pec. é uma isometria).

Cabe aqui ressaltar que o préximo capitulo dd continuidade a este estudando os casos (IV)
e (V) do teorema acima e apresentando uma classificacdo das imersoes isométricas umbilicas
em S} x R.

Como consequéncia direta do Teorema [B.Jl constata-se que nao existem imersoes isomé-
tricas umbilicas e nao totalmente geodésicas f : M™ — O x Q)2 com m > max{ni,ny} e
ki + ko # 0. Assim, se f: M™ — Q! x O} for uma hipersuperficie umbilica e nao totalmente
geodésica, entdo (ny,ng) € {(m,1); (1,m)} e f é descrita pelos casos (IV) e (V) do Teorema 0.1l
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5.1 Preliminares

Sejam M™ uma variedade riemanniana e f: M™ — O x O}2 uma imersao isométrica um-

bilica. Denotemos por 7 o vetor curvatura média de f. Por ser f umbilica, as férmulas (3.3)) a
(B.6) se tornam, respectivamente,

(VxR)Y = (SY,n) X + (X,Y) S'n, (5.1)
(VxS)Y = (X,Y) Ty — (X,RY), (5.2)
(VxS') € = (T, m) X — (£, RX, (5.3)
(VxT)E = — (€,m) SX — (X, 8%) n. (5.4)

Ja as equagdes de Gauss ([B.7), Codazzi (3.8]) e Ricci (89) de f ficam dadas, respectivamente,

por

RX,)Y)=ki(X AY =X ARY —RX AY) + (ki + ko)RX ARY + [n[?X A Y,
(Y, Z)Vxn — (X, Z) Vyn = (8X, Z) SY — (dY, Z) SX, (

(& Vi) X — (6, Vn)Y = (SX,£) BY — (SY, &) ®X, (

RHX,Y)E = (k) + ko) (SX A SY)E. (

5.2 Caso S =0

Provaremos nesta secao a seguinte proposicao:

Proposigdo 5.2. Se f: M™ — Q! x Q2 é uma imersao isométrica umbilica (e nao total-
mente geodésica) com S = 0 em todo ponto de M, entao

_ .z r r. niy < . ~ . sy . 1 z. ni
(I) ou f =1iof, emque f: M — O é uma imersao isométrica umbilica e 15: Q) —

w < Op2 é o mergulho totalmente geodésico dado por 15 (z) = (z,2);

_ .z r r. ny 2 . ~ . sy . 1 z. no
(II) ou f =30 f, em que f: M — Q2 é uma imersao isométrica umbilica e 25: Q) —

Ol x 02 é o mergulho totalmente geodésico dado por 45(y) = (2, y).

Para demonstrar a proposi¢ao acima, basta (pelo Lema B.I3]) mostrar que R = 0 em todos
os pontos de M, ou que R = Id em todos os pontos de M. Consideremos entao uma imersao
isométrica umbilica e nao totalmente geodésica f: M™ — Q' x Op2 tal que S = 0 em todos
os pontos de M. Como f é umbilica e nao totalmente geodésica, entao existe um ponto p € M
tal que n(p) # 0, em que 7 é o vetor curvatura média de f.

Seja entao U a maior vizinhanca conexa de p na qual 1 é ndo nulo.

Afirmacao 1: Rz, é um multiplo da identidade, para qualquer x € U.
De fato, como S = 0, entdo (X,Y) Tn = (X,RY)n, por (B.2). Dessa forma,

T
(X,Y) < 77|’|277> — (X,RY), VX,Y € T,M e todo = € U,
n
ou seja, R|pr = A(z) Id | 7,07, em que A(z) 1= W v

Afirmagao 2: R é uma projecao ortogonal.
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Como S = 0, entdao R = R?, pela primeira férmula em (3.2)). Dessa forma, sabendo que R
¢ auto-adjunta, segue que R é uma projecao ortogonal. v

Afirmacao 3: Ou R|r,y =0, para todo x € U; ou R|p,n = Id |1, 0, para todo x € U.

Sendo R uma projecao ortogonal, entdo os tnicos autovalores possiveis para R sdo 0 e 1.
Mas R = A1d em U. Portanto, para cada x € U, A\(x) =0 ou A(z) = 1.

Como A é continua e U é conexo, entdo A é constante. Logo R|r, = Id |1, 0, para qualquer
x e U; ou Rl =0, para qualquer x € U. v

. ’ . 75
Consideremos os mergulhos totalmente geodésicos 17 : @k; — O x 02 dados por

(@)= (z,2) e 15y):=(zv),

em que z ¢ um ponto fixado em O}, no primeiro caso, ou em @}, no segundo caso.

s

Afirmagao 4: fly =15 o f, em que f: U — @ZJJ ¢ uma imersao isométrica umbilica e z € Q> é
um ponto fixo, quando j =1, ou z € Q! é um ponto fixo, quando j = 2

Suponhamos que R = 0 em U. Assim, pelo Lema BI3, f|y = ¢% o f, para algum z € 032
fixo, em que f: U — O}l ¢ uma imersao isométrica. Além disso, como f é umbilica e ] é
totalmente geodésica, entdo f é umbilica.

O caso em que R = Id em U ¢ analogo. v/

Afirmagao 5: U = M

Suponhamos, sem perda de generalidade, que f|y = %o f, em que f: U — 0} ¢ uma imer-
sdo isométrica umbilica, e seja 7 o vetor curvatura média de f. Assim, como 1 = i .71 ¢ nao
nulo em U, entdo (pelo Coroldrio [7) |7(x)|* ¢ um nimero positivo e constante em U.

Sejam agora ¢ € M um ponto de acumulagdo de U. Dessa forma, existe uma sequéncia
(zn) = U tal que 2, — gq. Logo, |[n(z,)| — |n(q)].

Por outro lado, como ||| é uma constante positiva em U, entao 7(q) # 0 e existe uma vizi-
nhanca conexa V' de ¢ na qual n ndo se anula. Mas U u V' é uma vizinhanca conexa de p e n é
nao nulo em U u V', logo V < U, pois U é a maior de tais vizinhangas conexas. Assim q € U.

Como os pontos de acumulacao de U sao pontos de U, entao U é aberto e fechado, ou seja,

U=M. Vv

5.3 Caso kerS = {0}

O objetivo desta se¢ao é provar a seguinte proposicao:

Proposigao 5.3. Seja f: M™ — O} x O uma imersao isométrica umbilica, com ky +ky # 0

em = 3, tal que ker S|z, yy = {0}, para algum xy € M. Nessas condi¢oes, m < min{n;,ny} e

existem nimeros reais positivos a e b e imersoes isométricas umbilicas f;: M — (O)Z?’ tais que
7

a’+ b =1e f(z) = (afi(z),bf2(2)), em que ki = a?ky, ky = b*ks.

Para provar essa proposi¢ao, mostraremos inicialmente que R = A 1d, para algum A € (0, 1)
fixo. Feito isso, a Proposicao decorre da Proposicao B.19

Lema 5.4. Seja f: M™ — Q) x O} uma imersao isométrica umbilica com ki + ky # 0 e
m = 3. Se ker S = {0} em todos os pontos de M, entao R = A\1d, para algum X € (0, 1) fixo.
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Demonstracao. Sabemos que os autovalores Aq, -+, \,,, de R, sdo fun¢oes continuas definidas
globalmente em M e que existe um subconjunto aberto e denso U de M no qual os esses auto-
valores sdo diferencidveis (ver [25] e [4]). Além disso, em cada componente conexa U de U, os
autoespacos associados a tais autovalores sao distribuicoes diferenciaveis.

Seja entdo U uma componente conexa de U. Dessa forma, existe um referencial ortonor-
mal {X;,---,X,,} definido localmente em U e formado por autovetores de R associados aos
autovalores (ndo necessariamente distintos) Ay, - -+, A, respectivamente.

Calculemos ®X;.

OX; = [k Id — (k1 + k)R] X; = [k1 — (k1 + k2) ] X
Por outro lado, pela equagao (5.0]),
(X, X;) Vyn = (XeX7)Vy 0 = (DX, X;) SX; — (9X), X;) SX, =
= [k = (k1 + ko)A - (X2G)S X — [k — (Ba + ko) A - (X, XG) SXG.
Escolhendo i, j e k dois a dois distintos em {1,---,m}, obtemos as seguintes igualdades:
V)l(lT] = [(kfl + k’g))\j - k?l] SXZ = [(k’l + k’g))\k - k’l] SXZ = (k?l + k’g))\j = (k’l + k?g))\k

Como k; + ko # 0, concluimos que \; = A\, e R = A1d.
Por outro lado, pela equagao (5.1]),

VxRX; —RVxX; = (SX;,n) X; + (X5:7)8"n =

Fazendo o produto interno em ambos os lados da igualdade anterior por X, resulta X;(\) = 0.
Logo A é constante.

Como R = M1d e ) é constante em cada componente conexa de U e U é denso em M, entao
R = \Id em M. Além disso A € (0, 1), pois S # 0. O

Lema 5.5. Seja f: M™ — Q) x Q)7 uma imersao isométrica umbilica com ki + ky # 0 e
m > 3. Nessas condigoes, se ker S|r, n = {0}, para algum xq € M, entao ker S|z, = {0}, para
todo x € M.

Demonstracao. Como ker S|TI0 v = {0}, entdo existe uma vizinhanca conexa U de xq tal que,
para todo x € U, ker S|z, = {0}. Podemos supor que U é a maior vizinhanga conexa de zg
na qual o nicleo de S é o espago nulo. Assim, pelo lema anterior, existe A € (0,1) tal que
R, = Ad |1, 0, para qualquer z € U.

Seja y um ponto de acumulagao de U e X € T, M. Como y é um ponto de acumulagao de
U, entdo existe uma sequéncia (z,,) < U tal que z,, — y. Consideremos também os vetores
X, €T, M tais que lim,,_,, X,, = X. Dessa forma,

RX = lim RX,, = T}l_{rgo AX, = AX.

n—o0

Como R|r,as = A1d, entao ker R|p,as = {0} e ker(Id —R) |z, 2 = {0}, logo ker S|z, »s = {0}.
Portanto existe uma vizinhanca conexa V' de y na qual ker S = {0}. Como U u V' ¢é um vizi-
nhanca conexa de zp na qual ker S = {0}, entdo V < U, pois U é a maior de tais vizinhangas.
Logo y e U.

Dessa forma, provamos que U é um subconjunto aberto e fechado de M e xy € U, logo
M=U. O
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Prova da proposigio[5.3. Pelo Lema 5.5, se ker S|z, »r = {0} em algum ponto xy € M, entdo
ker S = {0} em todo ponto de M. Assim, pelo Lema [5.4] existe )\ € (0,1) tal que R = X\1d,
em todo ponto de M. Assim, pela Proposicio B9, se a := /I =X, b := V), ky 1= a®ks e
ko := b%ky, entdo f(z) = (afl( ),bf2(x)) em que cada fi: M — (O)~ ¢ uma imersao isométrica.

Por outro lado, como f é umbilica, podemos aplicar o Corolarlo B.I8 para concluir que f e
fo também sao umbilicas. O

Na Proposicao B.3], se n; = ny = m, entao f; e fo sdo totalmente geodésicas e o mesmo vale
para f, pelo Lema B.I7

Trocando m > 3 por m = 2 nas hipéteses da Proposicao .3l entdo o Lema [3. 14 ndo garante
que R = A1d para algum A € (0,1) fixo. Por isso ndo é possivel aplicar a Proposigao

Um caso particular dessa proposi¢ao ocorre quando kiks # 0 e & = 0. Neste caso, a Propo-
si¢ao nos garante que kikz >0 e que R = +- +k Id, por isso é possivel aplicar a Proposicao
.19 e concluir que f é uma soma com pesos de imersdes isométricas, inclusive para m = 2.
Por outro lado, utilizando as proposi¢oes e 3.23] podemos dar outra demonstracao para
esse caso (inclusive para m = 2). De fato, prova-se o seguinte resultado:

Proposigdo 5.6. Seja f: M™ — O x Q)2 uma imersao isométrica umbilica (e nao total-
mente geodésica) com kiks # 0. Se ® = 0, entao k1ko > 0, min{ny, no} > m e f=(j1xg)0g°f,

em que cada j;: @Z;H — O} é uma inclusao totalmente geodésica, g: o, kle — (D)m+1 X (D)m+1
k1+ko

é a imersao totalmente geodésica da Secao e f s Mm™ @"HJQ é uma Imersao isométrica
k:1+k72
umbilica.

5.4 Caso em que dim(kerS) € (0,dim M)

No caso em que ker S tem dimensdo constante k € (0,m), em que m = dim M, provaremos
que k = m —1 e que kerS = kerR ou ker S = ker(Id —R)) em todos os pontos de M. No
primeiro caso, provaremos a seguinte proposi¢ao, valendo no segundo um resultado anélogo.

Proposigao 5.7. Seja f: M™ — O} x Q2 uma imersao isométrica umbilica, com ki +ko # 0,
tal que dim(kerS) = m — 1 e ker R = kerS. Nessas condigoes, f = (31 X J2) © f, em que
N O — O e ga: Oy, — 02 sao inclusoes totalmente geodésicas e f:M— Ot x Oy, é
uma imersao isométrica umbilica com my € {m, m + 1}.

Provaremos primeiro a afirmagao feita no inicio da se¢ao. Para isso necessitamos do seguinte
lema:

Lema 5.8. Suponhamos ker R |,y # {0}, entao valem as seguintes formulas:

Vi1 =0, YX € kerR| 7, (5.9)
Vin = —kiSY, VY € (ker Rl )" (5.10)

Demonstragao. Aplicando (5.6) para X € ker Rl e Y = Z L X com Y| = 1, obtemos

Vxn — (XY Vi = (PX,Y)SY — (BY, V) SX =
= ([l Id —(ky + k2)R]X,Y) SY = k(X ISY = 0.
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Aplicando novamente (5.6) para Z = X € ker R|y,y com | X[ =1eY € (ker R)",
XXV = Vyn = (02X, X) SY — (OY, X) SX =y | X[*SY =
= Vyn = —kSY. [
Lema 5.9. Seja f: M™ — O} x Q) uma imersao isométrica umbilica, com ky + ko # 0, tal

que dim(ker S) € (0, m) seja constante. Nessas condi¢ées, dim(ker S) = m—1 e ouker R = ker S
em todos os pontos de M, ou ker(Id —R)) = ker S em todos os pontos de M.

Demonstracao. Comecemos com a seguinte afirmagao:

Afirmacao 1: ker R e ker(Id —R) tém dimensao constante.

Seja x € M e V < M uma vizinhanga de z na qual dim(ker R) < dim (kerR|r,5/) e
dim [ker(Id =R)|7,a] < dim [ker(Id —R) |7, a]- Como ker S = ker R @ ker(Id —R) e ker S tem
dimensdo constante, segue que ker R e ker(Id —R) também tém dimensdo constante em V.
Uma vez que ker R e ker(Id —R) tém dimensdo constante em uma vizinhanca de cada ponto
de M, entdo ker R e ker(Id —R) tém dimensao constante em M. v’

Como S # 0, entdo R # 0 e (Id—R) # 0. Além disso, como kerS # {0}, entdo ou
ker R # {0} em M, ou ker(Id —R)) # {0} em M. Supondo que ker R # {0} em M, provaremos
que dim(ker S) = m — 1 e que ker R = ker S. Analogamente, prova-se que ker S = ker(Id —R))
supondo que ker(Id —R) # {0} em M.

Dado X € TM, denotemos por X? a projecdo ortogonal de X sobre ker R e por X" a
projecao ortogonal de X sobre (ker R)*. Dessa forma X = X + X" com XV 1 X",

Seja entdo Y € I'(T'M) um campo tal que SY # 0. Por (5I0), sabemos que Vin = —k;SY,

assim, por (B5.7)),
(SY, Vi) X — (SY, Vi)Y = (SX,8Y) ®Y — [SY[?0X =
= —EJS¥PX — (SY, Vi + Vi) Y =
= (SX,SY) [k1Y — (k1 + ka)RY | — SY|*[5+X — (k1 + k2)RX ]| =
= —(SY,~kiSX")Y = (SX,8Y) [V — (k1 + k2)RY] + (k1 + ko) [SYPRX =
= k1 (SY,8X)Y = (SX,SY) [k1Y — (ki + ko)RY | + |SY P (k1 + k2)RX =

SX,SY
= RX = WRY, para todo X € I' (M) .
Como RY # 0, entdo R tem posto 1 em M. Dessa forma dim(kerR) = m — 1 em M. Como
kerR c kerS e S # 0, entdo ker R = ker S e dim(ker S) = m — 1. O

Lema 5.10. Nas hipéteses da Proposicao [5.7, ker R é uma distribuicao esférica, (ker R)* é
uma distribui¢ao unidimensional totalmente geodésica e S(T M) + N7 tem dimensao constante.
Além disso, se B € (ker R)* é um campo unitdrio diferencidvel definido localmente e uB é o
vetor curvatura média da distribuicao ker R, entao

RX = \ (X, B) B, SX = (X,B)SB, = —<Sfi’ ) (5.11)

Vin=—(X,B)kSB, Tn=—uSB, VxSB = — (X, B) (uSB + \n),  (5.12)

Demonstragao. Como ker R = ker S e dim(ker S) = m — 1, entdo dim(ker R) = m — 1. Dessa
forma, pelo Lema [A.8]

RX=(X,B)RB e SX =(X,B)SB,VreMeXeT,M,
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em que B e (ker R|z, /)" é um vetor unitario.
Seja Y € ker R|r, 57, dessa forma (Y, RB) = (RY, B) = 0. Portanto RB = A(x)B, em que

Az) = (RB, B). Assim, dado Z um campo unitério, definido em uma vizinhanca de z, tal

que RZ # 0, podemos tomar B := %. Portanto B é um campo unitario definido em uma

vizinhanga de x e valem as duas primeiras formulas em (5.1T]).
Como SX = (X, B) SB, entao

(S'€,X) = (£,8X) = (X,B) (SB,&) = S'¢ = (¢, SB)B.
Além disso,

VxRY = X(\)(Y,B)B+ X (VxY,B) B+ \(Y,VxB) B+ \(Y,B)VxB.
S (VxR)Y = X(A\)(Y,B)B+ A(Y,VxB) B+ \(Y,B) VxB.
Por outro lado, por (5.1),
(VxR)Y = (SY, ) X + (X,Y) Sty = (Y, BY (SB,7) X + (X,Y) (SB,n) B.
LX) (Y, BYB + A (Y, VxB)B+A{Y,B)VxB = (SB,1) (Y, B) X + (X,Y)B). (5.13)

Colocando X =Y = B em (BI3), resulta B(\) = 2(SB,n) e VgB = 0. Portanto
ger {B} = (ker R)' é uma distribuigdo totalmente geodésica. J4 para Y € ker R = {B}', a
equacao (B.I3]) se torna

SB
MY.VxB) B = (SB.n) (X.Y) B = (Vy¥. B) = 5B 3y
Portanto ker R é uma distribuicdo umbilica com vetor curvatura média ¢ = upB, em
que p = —@. Se X € kerR e Y = B, entao as equagoes (5I)) e (52) se tornam

VxRB = (SB,n) X e VxSB = 0, respectivamente. Dessa forma

_ (xSB.0) + (SB.Y4) gm X (RB,B) _ (VxRB,B)
) - 2 X2 T
Portanto ker R ¢ esférica e vale a ultima férmula em (5.1T]).
Por (59) e (5I0), dado W um vetor tangente qualquer,

XN

X () = =5

(SB,n)

Vign = — (W, B) k1SB,

ou seja, a primeira férmula em (B.12) é valida. Por outro lado, tomando Y = X | B unitario,
a igualdade (5.2)) se torna

Tn=—(VxX,B)SB =— (9, B)SB = —uSB.

Assim a segunda férmula em (5.12)) também ¢é vélida.

Ainda por (£.2),
VirSB = (W, B) (T — An) = — (W, B) (uSB + ).

Logo vale a tltima férmula em (5.12). Resta mostrar que S(T'M) + N tem dimensdo constante.
Consideremos a funcao h: M — R dada por

h(z) := |n(@)|* - ISB(x)|* — (n,SB)" (x).
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Dessa forma, h(x) = 0 se, e somente se, n e SB sao LD em z.
Como valem as formulas (5.12)), entao

Z(h) = 2(V5m,n) ISBI? + 2n|* (V£SB,SB) =2 (n,SB) ((V4n,SB) + (n. V4SB)) =

" _2z.B T TSBI? - 2|n|* (2, B) (uSB + An,SB) +
+2(n,SB ISB|?* +2(n,SB)(Z, B) (n, uSB + \n) =

=—2(Z,B) (H77|| uISBI? + Il SB) — (0, SByximl” — (1. SB)" i) =

—(Z.B) p (Inl*ISB|* = (n.SB)*) = —(Z, B) .

Para cada p € M, sejam L(p) e Lo(p) folhas das distribuicoes (ker R)*: e ker R, respecti-
vamente, que passam por p. Dessa forma, pelo Lema [A.23] existem abertos V < M, U, < L,
e Uy © Ly e existem uma funcao diferencidvel p: Uy — R% e uma isometria ¢: Uy x, Uy — V
tais que pe V. n Uy n U, e, para cada (z,y) € Uy x, Us, ¥ (Uy x {y}) e ¢ ({x} x Us) sdo folhas
de (ker R)* e ker R, respectivamente, que passam por ¢ (z, ).

Podemos entdo considerar h: U x, Uy — R% dada por h:=ho. Como X(h) = 0 sem-
pre que X € ker R, entao X (ﬁ) = 0, para qualquer X € T'U,, ou seja, h depende apenas da
primeira varidvel. Além disso, como (ker R)* é unidimensional, entdo U; é isométrico a um
intervalo . Podemos entao supor que ¢ seja uma funcio de I x, Uy em V tal que ¢(0,p) = p,
h(t,x) = h(t) e I'(t) = —u(t)h(t).

Dessa forma, h(t) = h(t) - e S s portanto ou b = 0 em I se, e somente se, ou
h(ty) = 0. Logo, hly = 0 se, e somente se, h(z) = 0 para algum = € V. Portanto o con-
junto {x € M: h(z) = 0} é aberto e fechado, ou seja, ou h = 0 em M ou h nédo se anula em
nenhum ponto de M. Conclusao: ou n e SB sao LI em todos os pontos de M, ou n e SB sao
LD em todos os pontos de M, ou seja, S(T'M) + ger {n} tem dimensao constante em M. [

Prova da Proposi¢ao [5.7. Pelo Lema[5.10, ker R é uma distribuigdo esférica, (ker R)* = ger { B}
é uma distribuigao totalmente geodésica unidimensional, S(T'M) = ger {SB} é unidimensional
e S(TM) + N tém dimensao constante. Assim, pelo Lema £ I/ e V também tém dimensao
constante.

Afirmagao 1: n e U S S(TM).

Pelo Lema (.10, sabemos que Tn = —uSB, em que puB é o vetor curvatura média da
distribuicao ker R..

Por outro lado, como T*M =UBV S S(TM) =U SV & ger {SB}, entdo

(n,SB) ¢, @ (n,SB)
||SB||2 SB 77u+7]v+7)\(1_)\)SB

n="mny+ny+

em que 17y, € 1y sao as projecoes ortogonais de 1 sobre U e V), respectivamente. Dessa forma,

wal SB) @2 (n,SB)
Ty o 1.88) g @ ——'SB.
Igualando a expressao anterior com Tn = —uSB, concluimos que 1y = 0. v’

Como S(T'M) + N tem dimensdo constante, entdo ou SB e 1 sdo LD em todos os pontos
de M, ou SB e n sao LI em todos os pontos de M, ou seja, ou 1y = 0 em todos os pontos de
M, ou ny # 0 em todos os pontos de M.
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Por outro lado, V < {n}* eUd n Nt = {CelUd: ¢ L ny}. Portanto dimV n Nj- = dimV é
constante e dimU N N;- = dimU — 1, se gy # 0, ou dimU N N+ = dimU, se gy = 0.

Afirmagdo 2: V& (U " N{) c Nf- e VE (VAN € N
Sejam £ € I’ (Z/{ N ./\/'IL) e ( € I'(NV;), assim, pela primeira férmula em (5.12),

(Vx&,¢) == (&, Vx() =0,

ou seja, V* (U n Ni) « Nit. Analogamente V= (V A N{H) c NH v

Pela Afirmacdo 2, e sabendo que dimU n Nit e dim V n N sdo constantes, podemos apli-
car o Corolério para concluir que f(M) < O x Op2, em que my = ny — dimU N N e
me =ng —dimV N N = ny —dim V.

Por outro lado,

SB =

=S+ (1T =~ (1,58) £.5 ¢ 2 s (19
(n, SB)

=T [(A=1)fuB + SB] + nu,

logo

T ([T M & ger {n}) = m1 (f+(ker R) © ger { /. B} O ger {n}) =
= fe(ker R) + ger {m, fu B} + ger {mn} =
= fu(kerR) S ger {(1 = \)f.B—SB,ny}.

Dessa forma

m+1, seneSB sao LI,

dim [ (foTM & ger{n})] = {m se n e SB sao LD

Portanto m; > m + 1, se n e SB sao LI, e m; = m, se n e SB sao LD.
Como my = ny — dim [Z/{ M J\/}] e mo = ny — dim VY, entao

ni+ng—(mi+ny—m—2)=m+2, seSBensao Ll
mq + mog = _
ni+ng—(Mmi+nyg—m—1)=m+1, seSBensao LD;

ou seja,
( ) (m+1,1), se SB e nsio LI;
my, me) =
b (m, 1), se SB e n sdo LD.

5.5 Prova do Teorema 5.1

Antes de provarmos o Teorema [5.Jl precisamos de alguns resultados.

Lema 5.11 (Provado em [21]). Sejam M™ uma variedade riemanniana e N™ uma subvariedade
umbilica de M.

(I) Se Ny é outra subvariedade umbilica de M tal que p e NynN, T,N, = T,N emn(p) = n(p),
em que 1, e n denotam os vetores curvatura média de N e de N, respectivamente, entao
N e N coincidem em uma vizinhanca de p.
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(II) Se M é uma subvariedade totalmente geodésica de M tal que p € M n N e T,N &
ger {n(p)} = T,M, entdo existe uma vizinhanca A de p em N tal que A < M.

Demonstracao.

(I): Para cada vetor unitario X, € T,N, consideremos v =: (—¢,e) — N a geodésica em
N tal que 7v(0) = p e 7/(0) = X,. Sejam Ys,,---,Y,, € T,N campos unitdrios tais que
{X,, Yy, -+, Y} seja uma base ortonormal de 7,N e denotemos por X,Ys,--- Y, os trans-
portes paralelos de X, Y, -+ ,Y,,, em N, ao longo da curva v, respectivamente.

Sejam V e V as conexodes riemannianas em N e em M, respectivamente Assim, como 7y é
uma geodésica, entao X =9/, VxX = 0e VxY; =0, para cada i € {2,--- ,n}. Dessa forma,
VxX =neVxY; =0, paracada i€ {2,--- ,n}.

Por outro lado, Vxn = —A4,X + VXT) = — > X + V7. Sejam R e R os tensores de
curvatura em M e em N, respectivamente. Dessa forma, pela equacao de Codazzi,

(R(X,Y2)Ya) " = (Ya, V) Vi — (X Y57V = Vi,

Assim,

R(X,Y2)Vs = (R(X,Y2)Ya, X) X + Y (R(X, V2)Y2, Y}) Y + Vi1 =

i—2
= Vin = R(X,Y2)Ys — (R(X,Y2)Y2, X) X = 3 (R(X, V2)Y2,Y;) V.
i=3
Denotando por n(t) := n(y(t)), temos o seguinte sistema de equagdes com as seguintes
condigoes iniciais:
(7 =X;
VxX =1

VxYi=0;i€{2 - n} (5.14)

s

Vxn = —[n* X + R(X, V2)Yas — (R(X, V2)Ya, X) X = 3" (R(X, Ya)V3, Y;) Vi

3

(2

L 7(0) = p, X(0) = X,, Yi(0) =Y, n(0) =n(p).

Seja p: U — ¢(U) < R™ um sistema de coordenadas de M tal que p € U e ¢(p) = 0. Dessa
forma, diminuindo ¢ se necessario, y(—e,e) € U. Definamos 7 := @ o~y e sejam vy, -+ , Yy, tais
qll6§=(71,"',7m)- _ _

Consideremos agora X := ¢, X, Y; := p,Y; e ﬁ = ,n. Assim, escrevendo

- Y6 Zyﬂ ) ¢ a0 = NhO ()

entao

X(t) = (@), 2m®), Vi) = (yu(®), - ymi(®) e 0(t) = (ha(t),-- hn(1)).

Sejam agora

=0 9\ 90 N 9 -

=1

Ri) = R0 (0) 0) 1= {550 ) (0
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Dessa forma, aplicando ¢, em ambos os lados do sistema (5.14]), obtemos

(& — X

I

Y

NgE

2 F SL’ZSL’]> er = 1;

1,7=1

>
Il
—_

NgE

Y + Z Ffj:c’ii%l) er=0,1€{2,--- n}

i,j=1

hj, + Z Fkx h; ) — <Z hz‘hjgij> X+ Z xiijyKQRijkel_

[z T

k=1 ij=1 ij=1 irjkl=1
- ( > xiyjzykzxoRijkgzo> X-> [ D myeler Rijedio | Yo
i,4,kl0=1 a=3 Li,j,k.lo=1
L 7(0) = 0, X(0) = @uXp, Yi(0) = @uYip, 1(0) = @un(p);
em que {e1,---,e,} é a base candnica de R™. Mas o sistema acima é equivalente ao seguinte
sistema:
( ,7/ — X
X' =i— Z Fljx zjer;
}_/2 Z ij Zy]leka le {2 }7
g k=1
4 m (5.15)
7= Z Yio <hlho + ] $iyj2yk2$o73§jk> X+
Lo=1 irj k=1
+ Z Z; (Z yJZykg h Fl ) Z ( Z xiijkayoqRi‘jkglo> Y/qv
1,7,l=1 q=3 \4,j,k,l,0=1
\ 7(0) =0, X(O) = QP*XIH }/Z(O) = Qo*lfipv ’F](O = @*n(p)-

Como as solugoes do sistema sao Unicas, entao também sao tnicas as solugoes do sistema
b.14

Seja agora (3: (—d,8) — N; uma geodésica tal que 5(0) = p e f'(0) = X, e sejam X, Y; os
transportes paralelos, em Ny, dos vetores X, e Yj, ao longo de . Assim, pelas mesmas contas
feitas para 7, sabemos que 3, X, Y; e fj:= 1003, tambem satisfazem o sistema (5.14]), portanto
v=pem (—g,&) N (=6,0).

Como o vetor unitario X, € T,M ¢é qualquer, entdao as geodésicas de N e que pas-
sam por p e as geodésicas de N; que passam por p coincidem. Logo existe r > 0 tal que
exp) : B(0,r) = N e exp)": B(0,r) — N; sdo difeomorfismos sobre suas imagens, em que
expf,v é a funcdo exponencial de N em p e expf,v 1 é a funcdo exponencial de N7 em p. Porém,
como as geodésicas de N e de N; coincidem, entao expi,V = expjf,v1 em B(0,r). Dessa forma,
A = exp)(B(0,7)) = exp)*(B(0,7)) é um subconjunto aberto de N e de Ny. o

(II): Sejam m = dim M e _suponhamos inicialmente que exista uma subvariedade umbilica
N c M™ tal que pe N, T,N = T, N e ii(p) = n(p), em que 7j é o vetor curvatura média de N.
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Sejam agora { X, Yap, -+, Yy} uma base ortonormal de T,N, §: (—¢,¢) — N uma geodé-
sica tal que 4'(0) = X,. Consideremos X e Y; os transportes paralelos de X, e Y;,, em N, ao
longo de 7 e 7(t) := 7 (3(t)), dessa forma, por contas andlogas as feitas no item (I),

(A X;
VX =ij;
Vil = = [il* X + R (X, Y2) V2 = (R (X, Y2) Y2, X) X = 3 (R (X, V2) Vo, Vi) Vi
1=3
L 7(0) = p, X(0) = X,, Yi(0) =Y, 7(0) = n(p);

em que V é a conexao de Levi-Civita em M e R é o tensor curvatura meédia de M.

Seja agora ¢: U ¢ M — ¢(U) < R™ um sistema de coordenadas de M tal que ¢(p) =
e J(—e,e) = U. Dessa forma, se 7 := po7, X = ¢.X, YV 1= @.Vi, 7 = P 77
Rt ) = Rl (7(t)), entdo vale o seguinte sistema:

(’S/IZX‘

I

m
=1 — Z LT jer;
l:

Y= - 2 Fijxiyjkel, ke{2 - n};

) R (5.17)
Z Yo <h1h + Z Tl jaYratoRi; )X-i-
l,o=1 i,5,k=1
+ Z Z; (Z yﬂykgR — hyT > € — Z [ Z xiijykaopRéjkglo Yy
igl=1  \k=1 p=3 Li,jkl0=1
7(0) =0, X(0) = ¢uX}, Yi(0) = .Yy, m(0) = SO*W
2

em que X = Zl 1%i gy, VYi=20 ylia_ui en = Zl 1 lau,

Mas, para cada base ortonormal {X,,Ys,, -+ ,Y,,} de V, o sistema (5.I7) tem uma tnica
solugdo, portanto, para cada base {X,, Ya,, - - - ,an} de V', o sistema (B.10) também possui uma
unica solugao.

Seja entdo 2: M < M a inclusdo e (i, X. Y, Y,, 77) uma solugao do sistema [5.16l Dessa
forma, como M ¢é totalmente geodésica em M, entdo v := 107, X := 2, X, Y; :=1,Y; e M 1= 147)
sdo uma solucdo do sistema (5.I4]). Portanto v é uma geodésica de N, pela unicidade das
solugoes do sistema (B.14)).

Assim, para cada X, € T, N unitério, a geodésica de N tangente a X, é uma curva em M.
Conclusdo: existe uma vizinhanca A de p em M tal que A < M. O

Corolario 5.12. Sejam M™ uma variedade riemanniana e M — M uma subvariedade total-
mente geodésica e completa. Se N™ < M™ é uma subvariedade umbilica tal que p € N N M e
T,N @ ger {n(p)} = T,M, em que n é o vetor curvatura média de N, entdo N < M.

Demonstragao. Pela segunda parte do Lema anterior, existe uma vizinhanca U de p em NV tal
que U ¢ M. Suponhamos que U seja a maior vizinhanca conexa de p em N tal que U < M.
Mostraremos que U = M.
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Suponhamos, por absurdo, que oU # @ e seja y € oU um ponto da fronteira de U em
N. Dessa forma, existe uma sequéncia (x,) < U tal que x, — U. Sendo N é completa,

y € N. Por outro lado, (T, N ger{n(x,)}) L (Txn]\;[)L. Dessa forma, por continuidade,

(TyN & ger{n(y)}) L (TyM)l, ou seja, T,N @ ger {n(y)} = T,M. Aplicando novamente o lema
anterior, concluimos que existe uma vizinhanca conexa V de y em N tal que V < M. Dessa

forma, V < U contradizendo o fato de y ser um ponto de fronteira de U.
Portanto oU = @, ou seja, U = N. O

Agora podemos provar o Teorema .11

Prova do Teoremalidl Seja f: M™ — Q) x Q)2 uma imersdo isométrica umbilica e nao to-
talmente geodésica com ky + ky # 0 e m = 3. Se ker S = {0} em algum ponto de M, entdo,
pela Proposigao 53] vale o item (III) do Teorema 5.1l Suponhamos que ker S # {0} em todos
os pontos de M.

Se S = 0 em todos os pontos de M, entao, aplicando a Proposicao B.2], concluimos que ou
vale o item (I) do Teorema [5.1], ou vale o item (II) do mesmo teorema.

Suponhamos agora que S|TI0 um # 0, para algum xg € M. Neste caso, existe uma vizinhanca
U de xg na qual S # 0.

Afirmagao 1: O vetor curvatura média n de f nao se anula em nenhum subconjunto aberto de
M.

De fato, se n = 0 em algum subconjunto aberto A = M, entao, pelo Teorema L2, f(A) é um
subconjunto aberto de uma subvariedade totalmente geodésica e completa N™ < Op! x Q2.
Dessa forma, pelo Corolario 512, f(M) < N™, ou seja, f(M) é totalmente geodésica, o que é
uma contradicao. v

Pela Afirmagao 1, podemos supor, diminuindo U se necessario, que 1 nao se anula em
nenhum ponto de U.

Afirmagao 2: dim(kerS) =m — 1 em U.

Seja z € U um ponto tal que, para todo z € U, dim (ker S|7,5/) < dim (ker S|z, 7). Dessa
forma, existe uma vizinhanga V' de z na qual a dim(ker S) é constante. Logo, pelo Lema [5.9]
dim(kerS) =m —1em V.

Assim, dim (ker S|z, ) = m — 1, para todo x € U. Mas, como S # 0 em U e ker S # {0}
em M, entdao dim(ker S) = m — 1 em todo ponto de U. v/

Ainda pelo Lema [5.9] sabemos que ou ker S = ker R em U, ou ker S = ker(Id —R)) em U.
Suponhamos que ker S = ker R em U, neste caso provaremos que vale o item (IV) do Teorema
BI Analogamente, o item (V) do Teorema 5.1 é vélido quando ker S = ker(Id —R)) em U.

Pela Proposi¢ao B.7], sabemos que f(U) < O x O, em que m; € {m,m + 1} e
Oj2' x Oy, é uma subvariedade totalmente geodésica de O} x @}2. Assim, pelo Coroldrio
BI2 f(M) < O x Oy,.

Suponhamos que ks > 0, sendo os outros casos analogos. Neste caso sejam IT: M — M o
recobrimento universal e II: Q)" x R — Q"' x O}? a aplicacdo de recobrimento localmente

isométrica dada por
M(x. ) = (x; (cos (\/k:Q t) | sin («/kQ t))) .
V2 V2
Sejam também f: M — O x O}, dada por f(z) = f(z), e (51 x 22): OF' x O, — O x O}
a inclusao totalmente geodésica.
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M _ 4 Ot xR
LH ln

f~ mi @1 (]1 XJQ)@nl n9
M —— &y X by —— Ui, X ko -

Como M é simplesmente conexa e II uma uma aplicagdo de recobrimento localmente iso-
métrica, entdo existe uma imersdo isométrica umbilica f: M — O'' x R tal que Il o f =

foll: M — Ot x Oy,. Dessa forma, )
FM) = ((n % g2) 0 foTl) (M) = ((5n x 32) o Tl o f) (M)

Portanto vale o item (IV) do Teorema 5.1



86

Capitulo 6

Imersoes isométricas umbilicas em
]Z x R

Consideremos o conjunto .# := {(p, q)eR*: (p—

1
1
1
1
1 /
1
1
1

/1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
N 4 1
|
T
1

=
i

2k

Figura 6.1: Conjunto .#.

Para cada (p, q) € ., sejam

Ipq 1= (—\/p_\/alv\/p_ﬁl> e Jpgi= [_\/p_ﬁl’\/p_ﬁl]'

Dado n € {m,m + 1}, definamos as fungdes h,4: J,; = Re Y, i Jpq x S™1 — SP x R por

hyo(s) = \/p—32+ (p—32)2—q e (6.1)
(sx, g [hm(s) + P ] , Va—(r—1) ln(h”“(s))> ., sen=m+1;

hp#](s) \/2_‘hp,q(5) ’ \/]?

}/;?761(57 ZL’) = 1
(51’7 g [hp,q(s) + hf’q_(i)] 5 ln(h%(s))> ) se n = m;

em que q = (% — p)2 no caso em que n = m. Se ¢ # 0, entao podemos estender Y, , a jp,q x Sm1
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e definir Z, ,: J,, x S™!' — SP x R por

—_P hp q(s) NG a— (pfz) hp.q(s)  c—In(hy,q(s)) _ .
Zpq sz, No) e | V24 S~ , sen=m+l;
(+-p)hp.a(s) VT c—In(hp.q(s))
k P,q q | _ .
q hpq(s) |’ \/%‘1 ’ Seno=m;
1\2
em que ¢ := enocasoemquen—m q—(p—g).

Neste capltulo provaremos que cada conjunto M, ,, dado por

L Yoq (Sm_l X jp,q) Y Zpg (jp,q X Sm_l) , seq#0;
m Yyq(Jpg X Sm_l)a se g = 0;

¢ uma subvariedade umbilica completa de S} x R. Feito isso, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 6.1. Seja f: M™ — S} x R uma imersao isométrica. Nessas condicoes, f é umbilica
e nao totalmente geodésica se, e somente se, ocorre um dos itens abaixo.

(I) f =t of, em que 2t: S} — SP xR é o mergulho totalmente geodésico dado por
i (x) = (z,t) e f: M™ — S} é uma imersdo isométrica umbilica.

(II) A menos de uma movimento rigido de S} x R, f = (51 xId)oZo f, em que (7, x1d):
R < Sp x R é uma inclusao totalmente geodésica, T: M, , — S;" x R é a inclusao um-
bilica e f: M™ — M, , é uma isometria local.

Para provarmos esse teorema, dividimos o capitulo em 4 se¢oes. Na primeira se¢ao sao es-
tudadas as imersoes umbilicas f: M™ — O} x R com n € {m, m + 1} e provamos que tais imer-
soes (com algumas hipoteses adicionais) sdo imersoes de rotagdo sobre uma curva e a curva é
descrita como solugao de um sistema de EDOs.

A segunda segdo é bem curta e apresenta apenas alguns resultados bésicos (feitos em [18])
que mostram como sao os tensores R, S e T das imersoes em S} x R.

Na terceira se¢ao as imersoes de rotagao umbilicas em S} x R com codimensao 1 ou 2 sdo es-
tudadas e na quarta sao classificadas as imersoes umbilicas em S} x R generalizando a classifi-
cacao das superficies umbilicas em S? x R feita em [26] e a classificacao local das hipersuperficies
umbilicas em S" x R feita em [28].

6.1 Imersoes umbilicas f: M — O} x R com S # 0 e
n e {m,m+ 1}

Sejam f: M — O} xR uma imersao isométrica umbilica com n € {m, m+1},1: Q) xR — R"
a inclusdo e F := 10 f. E consequéncia direta do LemaBI2 para f umbilica a seguinte férmula
para a segunda forma fundamental de F"

ap (X,Y) = (X)Y) (un+1n) — (RX,Y) v (6.2)

Suponhamos que S # 0 em todos os pontos de M. Neste caso, provaremos que F(M) é
um subconjunto aberto de uma subvariedade de rotagao sobre uma curva . Além disso des-
creveremos a imersao de rotacdo e encontraremos um sistema de EDOs que descreve ~. Para
mostrarmos que F(M) é um subconjunto aberto de uma subvariedade de rota¢ao, mostrare-
mos que 1 := 1,1 + v; ¢ uma normal de Dupin de F' e que EnL1 ¢ uma distribuicao totalmente
geodésica unidimensional. Feito isso, aplicaremos o Teorema 2.1]
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Lema 6.2. Sejam f: M™ — O} x R uma imersao isométrica umbilica, n o vetor curvatura
média de f, F:=10 f en := 1.1+ vy. Nessas condi¢oes ker R|r, v = E,, (), em que

E,(x) ={XeT,M: ar (X,)Y)=(X,Y)m, VY eT,M}.
Além disso, se S # 0 em todos os pontos de M, entao n; é uma normal de Dupin de F'.

Demonstracao.

XeE, (1) & ar(X,Y) = (X,Y)n, VY e M 2 X € ker Rlp, .

Se S # 0 em todos os pontos de M, entao S tem posto 1, pois f,RX +SX = mf, X e
mo: T (@Z X R) — (@Z X R) tem posto 1. Pelo mesmo argumento, R tem posto 1. Além disso,
como ker R < ker S, entao ker R = ker S.

Dessa forma, F,, tem dimensao constante e igual a m — 1. Resta mostrar que 7, é paralelo
na conexao normal de F. Seja entao X e kerR = E, . Logo

?Aj)_(nl = ?)L(Z*U + @AJ)_(VI @ Z*VAJ)_(T] + o, (f*X, 77) + k12,.S8X =
,Lema [3.3]
m = _<7Tlf*X,TI>V1—<7T2f*X77I>V2=0. ]

Proposicao 6.3. Sejam f: M™ — O} x R uma imersao isométrica umbilica com k # 0 e n
o vetor curvatura média de f. Se S # 0 em todos os pontos de M, entao um dos dois itens
abaixo é verdadeiro.

(I) Existem uma decomposicao ortogonal R"*! = R”, \ @ R"*'~™ e uma imersdo de rotagao
g: I x O™ ! - R"! xR tais que f(M) < g(I x O™ 1) e g é dada por

g: IxO0"! — O xR
t.&)  — ((m®E®);s1)),

em que I < R é um intervalo aberto, ¢ = 1, v1(t) > 0, 71 (t)§ € R, 72(t) € RPHI7™,
(M1)€, 72(1)) € OF e 7s(t) € R.

(IT) ky < 0 e existem uma decomposi¢ao ortogonal L"™! = L2@E™ 1 ©E" ™ e uma imersao
de rotagao g: I x E™™1 — L""! x R tais que f(M) < g(I x E™" 1) e g é dada por

g: IxE"!l — OF xR
(s.0) = ((1n)7208) = 1L uls)vs(5)) 1))

em que I < R é um intervalo aberto, as duas primeiras coordenadas sao uma base pseudo-
ortogonal de I.?, vy (s)v € ™1 43(s) e B ™ e y4(s) € R.

Demonstragcio. Pelo Lema 6.2 F,, = kerR e n; = 1.7 + 11 ¢ uma normal de Dupin de mul-
tiplicidade m — 1 de F', ou seja, ker R = E,, tem dimensao constante e igual a m — 1. Além
disso, como k # 0, entdo 1, nao se anula em M. Por outro lado, pelo Lema B.1I0, F,, ¢ uma
distribuicao umbilica e EnL1 = (ker R)* é uma distribuicdo totalmente geodésica. Podemos en-
tao aplicar o Teorema [2Z1] e concluir que f(M) é um subconjunto aberto de uma subvariedade
de rotagdo sobre uma curva v: I — R"™™*! (subvariedade de dimensdao m — dim F,, = 1) em
algum subespago R < R""2 em que O} x R c R"™! x R = R"*2,
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Além disso, pela demonstracao do Teorema 1], L := f,E,, @ger {o} é um subespaco cons-
tante em R"2 em que o := Fup +m1 e ¢ é o vetor curvatura média da distribuigao F,,.

Afirmagao 1: my(L) = {0}, ou seja, L = R™™ x {0}.
Como E,, =kerR # {0}, entdao F.E,, L {0} x R. Resta mostrar que m(c) = 0.
ma(0) = my (Fup +m) = m [Fap + 1.0 — ki (m 0 f)] = 1ame (fup + 1) =
= 1,7 [ [ VX + ay(X, X)], para algum X € E,, unitdrio,
= 1.7 [ [ VX + VX + op (X, X)| = 2am2 (Vx [ X) =
= <vxf*X, €n+2> enva = X (fiX, €ni2) €nia = X (mafuX, enya) €na =0,

em que e,.» ¢ um vetor unitario tangente ao segundo fator de R"*! x R = R**2,

(I): Suponhamos que o vetor o = Fip + 11 seja tipo espago ou tipo tempo.
Neste caso, acompanhando a demonstracao do Teorema [ZT], sabemos que f(M) pode ser
parametrizada por

g: Ix0OM!' — Of xR
9(t;&) = p+r®)E+h(t),
em que I é um intervalo, e = £1, 7(t) >0, 0™t < L, h(t)e L* epe L.

Afirmagao 2: p = 0.
Sabemos que p é a projecao ortogonal de ¢ = F + W sobre L. Mostraremos que ¢ | L.
Seja X € F,,,.

<F + F*X> — (F,mF,X) =0.

el

<F—|—%,a> =(Fo)+1=(F,Fop+un+m)+1=—k(F,(moF))+1=
1
— k- +1=0.
3 + 0
Portanto p =0. v
Denotando i (t) := r(t), v2(t) :== m1(h(t)), 15(t) := ma(h(t)), R™ := L, R™1"™ := 1y (L),

entdo R = R @R*H1—m ¢

9(t,€) = (& () :1(1),
em que i (t) > 0, 71 ()€ € R™, o(t) € R (41 ()€, 72(t)) € OF e v3(t) € R.

(II): Suponhamos agora que o vetor o seja tipo luz.
Neste caso, pela demonstragao do Teorema 211 f(M) pode ser parametrizada por
g: IxV — Op xR
(tv) = g+ h(t)+r(t) (—50 Fo+ @ao) ,
em que V < L é um subespago tipo espaco qualquer, L = V @ ger{oy}, h(t) € U & ger {0y} e

U = (V @ ger {og, 0o} )L. Além disso, 6y é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz 6o L V e
<5‘0, 0'0) =1.
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Como L < R™! pela Afirmagdo 1, entdo R"™! =L e V@ ger {5} = L"'. Assim, como
G0 é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz 6o L V e (59, 0¢) = 1, podemos escolher Gy € L™+
Queremos mostrar que ¢ = 0. Mas ¢ é a projecao de F' + £ sobre V @ ger {7y}, em que

m—1

m—1
§=— Z <f*6i75'> fw€i + Z <f*€i,5'>20+5'
=1

i=1

e {e1, -+ ,em_1} é uma base ortonormal de £, . Dessa forma ¢ = 0 se, e sése, F+& L Ve
F+¢lo.

Como V' é um subespaco tipo espaco de L qualquer, entao podemos tomar xq € M fixo e
escolher V' := F,E, (x). Dessa forma, se {e1, - ,e,_1} é uma base ortonormal de E,, (o),
entao {f.e1, -, fe€m_1} € uma base ortonormal de V. Logo

(F'+ &, fuei) = (F(x0), frei) + (E(x0), fuei) =
= <_ Z <f*6j> f*ej 2 f*e]7 0($0) +6($0)7f*6i> =

J=1

— (fwei, 6(x0)) + (G (0), f*€z>
(F+¢&0) = <F— Z (frej,0) frej + Z (fs€j,0) a+6,a> —

:<F,F*<p+z*'r]—i-ﬁl>+1z—kE—i-l:O.

Como ¢ = 0, entao g(t,v) = r(t) (—50 + v+ @0’0) + h(t). Denotemos ~(t) := r(t).
Sabendo que h(t) € U & ger {op}, segue que h(t) = —yo(t)og + 73(t) + 74(t), em que
Yo(t) := (h(t), =Go) ,  Y3(t) := m(R(t) + 12(t)og € L™ e qu(t) := ma(h(t) € R.
Assim v3(t),v4(t) L V & ger {G¢, 00} €, como my(L) = {0} e ma(d9) = 0, entdo
o]

ott.0) = ({0220 = 20 5 00200 ) 1240)).

em que as duas primeiras coordenadas sdo a base pseudo-ortogonal {—dg, —0o} de L? :=
ger {Gg, 00}, (v e E™ 1=V ~3(t) e B ™ := (V & ger {5, 00})" n L' e y4(t) € R. O
Proposicao 6.4. Seja k # 0 ene {m,m+ 1}.

(I) Consideremos R"1 = R © R™ =™ uma decomposicao ortogonal e g: [ x O™ —
0} x R uma imersao de rotagao (em R"*?) dada por

g(t. &) = ()& 12(t)) ;73(t)),
em quee = *1, I éum intervalo, v1(t) > 0, 71 (t)§ € R}, 7o(t) € R** ™, (1 (t)€, a(t)) €
O} es(t) e R.

s . e ~ 2 2 ..
Nessas condigoes, se g é umbilica, entao 71, Yo, V3 € ¢ := &7y~ + [V4|* + 74~ satisfazem o
seguinte sistema:

,
W= (S +L) v+ —kyyPn = 0;

/ ! 2
Jrr =5+ a) =k =0 (6:3)
B (5+3)%=0

eVt + [l® = 4, se k #0.
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(IT) Consideremos agora k < 0, e L"™! = L2 @ E™~! @ E"™™ uma decomposi¢ao ortogonal e
g: I x E™™! — H} x R uma imersao de rotagao (em R") dada por

[o]”

ott.0) = ( (30550 = w05 00200 00

em que as duas primeiras coordenadas sao uma base pseudo-ortogonal de 1.2, ~,(t)v €
E™ 1 y3(t) e E" ™ e y4(t) € R.

Nessas condicoes, se g é umbilica, entao yi, Ya, Y3, Y4 € © 1= —2Y,75 + 74> + 4> satisfazem
o seguinte sistema:

r%,_ %"‘% 71_1{57471—(),

V= (5 + )= ke + £ =0

175 — %Jr“;vgkvwso (6.4)
Vi — £ 4 3 =0;

271724'73—%

Demonstracao.
(I): Localmente, g pode ser parametrizada por g: [ x U — Op x R, em que g(s,u) =
(1 ()X (u),72(s),73(s)), U = R™! é um subconjunto aberto, X: U — Q7! é uma para-
metrizagao ortogonal, 271(S)X(u), Y2(s)) € Of e v3(s) € R.

Como g(I x U) = O} xR e X é uma parametrizacio de Q™! entdo k(m o g) é um campo
ortogonal a g, |X|[? = e e ev] + ||1|* = +

Seja v: I — OF ™ x R a curva dada por v(s) := (71(s),72(s),73(s)), em que a primeira
coordenada é um vetor cujo produto interno dele por si mesmo é €. Assim,

gu; = (1X4,,0,0); 9s = (X, 7, 75) ;

Gu; = (M Xy, 0,0) ; gss = (V1 X, 75,75 5

k(miog) = k(11X,72,0); |k(m109)|” = k;

lgul” = 72 1%, I lgsl? = e73? + )7 + %7 = 11
(Gu; 9s) = 171 (X, Xy) = 05 (Guinr 9y ) = (Kuir X, )

(Gususs 95) = N7 Kusui X) = =17 1Xu P53 (Goss 9ur) = Yim (X, X) = 0;

n_1

2 !
(gss» 9s) = eV + (W5, 78) + V575 = (¥",7") = [”72” ] ;
<QU¢ui7 k(ﬂ-l o g)) = ]{W% <XuzumX> = _kf}/%
(goos (1 0 9)) = ks (=70 + (0, 2)) = =k (=24 + |4 )°)

Ug 3

Dessa forma, como g é umbilica, existe um campo normal 7 tal que

m—1 \u;u;>9u; Gu;u;+9s k(w10 .
Zj:l %gw o %gs - <guiui> k(ﬂl © g)) m = <gui>gui> s

m—1 \9ss)Ju; 55,05 k(w10
e~ L <||gu Wgu, = e = (9 Km0 9)) RS = (95,95} 1.

guiui -
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Mas as igualdades acima sao equivalentes as seguintes igualdades:

Zm 1 72(<Xu u; X ; > "/1’Yi||Xui

2
Guy Ty 9s T ROE |

U; 2 (7T1 Og) = 7% ”XUZ ?

T
7112
g [P i+ o7+ ) (a9 i
ASSim’ chamando ¥ = ”98”2 ”'Y ||2 conclui-se que

1 = <Xuiui7 Xuj> NN HXu||2 ]
7R X [ ; x0T v 1

1 QOI 2 1 90, 2
= - ss__s+k< I+ I2> = - ss__s_kl +k )
o Stk (1) (0 9)| = [ = S - om0 0) | + ko9
ou melhor,
B P mf Mg el 8 2.0 i
2 iU 2 Uj s| —
7 [ X, j=1 HXuj H ’ ¥

1 [gss e, og>] . (6.5)
© 2p

Podemos desenvolver separadamente cada lado da igualdade acima.

el XuzumXu 1 Usj 2
! [g S % - %g] _

’7% ”XquQ j=1 HXU‘Q
1 T (K Xy ) X
T — (71 UiUG 7 (’leu 70 0) +— (71X7 7;775%) =
FIE | ) qu P ; E
1 [ m_l < u,u,a > "}/1"}/, ||X . 2
=03 i AL X,,0,0 | + - (X ) | =
FIXal | i ( 2 Xl J ) 14
- e (el P 0.0) + 2 i = ([ - 2] g T
| X I o o\ ] T T P P
e = 2 h2mog) | = 2 X420 = Eix ) — k2 X7, 0) | =
8088 2908 3 11 © 13712513 28017273 3 UJ1425 )2,
1 ] 90 / 901 12 " 901 I
- - —k X —k LAVAY
o ([’71 2@ ’Y3 ’Vl ’7 2807 73 V2,73 2@73

Juntando os lados da igualdade (6.5]) que foram desenvolvidos separadamente temos:

’2 ’

NTTEe in__ P 12,
o = N TN T k5™
U ’
YA n 9 12 .
w2 = 2 T g2 k3™ v2;
!
Y1~

ait _ n P
13 T3 T 2,703
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Juntando o sistema acima com a condi¢do 7?2 + ||72/|2 = £, obtemos o seguinte sistema:

k>
(- (& +L) -k + 2 =0,
8= (5 + 3 ) n— ke =0
V5 — ‘5% + ::_i Vs + ko Zys = 0;
L7t + el = %

(II): Como g(I x V) = Of x R, entdo k(m o g) é um campo ortogonal a g e 2v172 + 75 = 1.

Seja y: I — QF ™ x R a curva dada por v(s) := (71(s),72(s), v3(s),74(s)), em que as
duas primeiras coordenadas sao vetores tipo luz cujo produto interno é 1. Logo,

2

Gu, = (0, =71 (v, u3) , 714, 0,0) 5 gs = (71,72 Y I 5 ,viv,vé,%);

_ 07 'L.#j; _< " //H H2 //>,
guiuj {(0’ —, 0’ O, 0) i = j, Jss 71772 P 2 771 a73, Y4 |

2

b 09) =k (92 =9 g w0900} 5 Km0 ) =
9w = ; (Gus» 9s) = =75 (0, 5) + Yy (0, u5) = 0;
<guiui7gu]~> =0; <guiui7g3> = _7171;
<guiuw k(ﬂ-l © g)) = _kW%; <guzum kQ(WZ © g)> = 0;

1951* = 277y — AT + AT + 457 + 42 = |1

<g837 gu¢> = _71I71 <U7 ul> + 7{71 <U7 u2> = 07
(Gssr Gs) = Vs + V17 — HAATT + Aol + vavs + (e, Va)
(s, k(10 9)) =k (V{72 + 1175 — Aol + Aol + 14ys) =

=—k (27175 + 7é2> :

Assim, como g é umbilica, existe um campo normal 7 tal que

T
2 Y

m—1 \Gu;u; 9u; Gu;u;9s k(w0
Guju; — Zj:l < ‘ H > - < Tgs 2 >gs - <gu¢ui7 k(WI © g)) Hk(grllogg))”2 = <gui7gui> m;
m—1 \9ss,Ju; 55,05 k(m10
Gss — Zj:l <||gu H2 Gu; — Qﬁg |f2>gs - (gss, k(ﬂ'l o g)> ||]<;((7'('110gg))H2 = <937gs> n.

Mas as igualdades acima sao equivalentes as seguintes igualdades:

Guous + LT gs + k73 (m1 0 g) = i,
Gss — [W]I e+ k(210 +47) (mog) =[P,
Assim, se ¢ := |g|* = [|7/||, conclui-se que:
1 N 1 ¢ NN
v [gulul + 7951 thmeg) =2 [gss m otk (2%72 + 7% ) (m 0 g)] =

1

90, 12
= - ss o Ys — k +k )
o S im0 b o
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ou melhor,

1 "M 1 @' ,2
L P S P 2 —k . 6.6
2[gm+ . o |9 550 + 94 (ka(m2 0 g) — k(m 0 g)) (6.6)

M

Podemos desenvolver separadamente cada lado da igualdade acima.

1 / 1 / 2
[guzul + %%gs] = [(0, —71,0,0,0) + %(Zl (7’ Yo — M m I ,%vm;'»,,%i)] =

’Yl @ 1 2
LAY WP e W
- R - - —, U, 737 74 .

e\m" M 21 M M T

1

/
! [gss — £ g+l bl o )~ © g>)]

]‘ " n || ||2 " n " SOI ! ! || ||2 ! ! !
:; ’71772 A 5 y Y1V V3, V4 _% 71772 i 5 y V1V V3 Va ) —

K B Ll _
Y1, V2 Ba! 9 771'077370 -

/ /

/ 2
- é (71’ - ;%71 — ki, 78 — ;%75 — ki e — lvi’ - ;%% — ki m ] o
/ / /
[7{’ - ;%7{ - k%’f%] 0,9~ ;% — vy 3,74 — ;%%) -
Juntando os lados da igualdade ([6.6]) que foram desenvolvidos separadamente temos:
f B S
SO U i’vé — k9 = [ = £ — b | I
< Ay = [% — £ — kv
Lop = A -£ —k%’f’ys,
\ Ryp = - M%’;,
ou melhor,
(= (& + 1) %~ ki’ =0,
B (E+2) % —kitn+ =0,
V= (8 +2) % — kit =0,
- (5 +3) =0
2772 + 73 = %
]
6.2 Os tensores R, Se T em O x R
Sejam f: M™ — O} x R uma imersao isométrica e {e;,---,e,42} a base canodnica de

R 5 O} x R. Assim,
To(foX) = (faX, eny2) enra € () = ((, eny2) nyo,
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para quaisquer X € TM e (€ T+M.
Sejam também T'(x) a projecao ortogonal de e, o sobre T, M e £(x) a projegao ortogonal
de e,45 sobre T M, ou seja, f,T := (en+2)T e &= (en+2)L. Dessa forma

m(feX) = (X, T) T+ (X, T)§ e m(C) = (¢,&) [«T +(C,§) &

Portanto

R(X) =X, T)T, S(X) = (X, T)¢, S'(¢) = (¢, 9T, T(C) = (¢, &)¢,

para quaisquer X € TM, (e T+ M.

6.3 Imersoes de rotagao umbilicas em S} x R

Sejam n € {m,m + 1}, E**? = E"*! x R e {e1, -+, en42} uma base ortonormal de E"** tal
que {0} x R = ger{e,;2}. Consideremos

Er-m+? . ger{€ms1, emia}t = ger{eni1, €nial, se n =m;
ger{€mi1, €mi2, €mrs} = ger{en, eni1, enia}, sen=m+1;
e Enm%3 .= ger {e;} @ E"™%2 dois subespagos vetoriais de E"*2. Seja v: I — E*™%3 uma

curva suave dada por

(s = {(%(8),72(8),73(5)), e n = m;
(1(8),72(5),73(5), 14(s5)), sen =m+1;

em que v, (s) 1= (y(s),e1) e1 e Yi(s) := (y(s), emri_1) €myi_1, Para i > 1.
Suponhamos que 71(s) > 0 e que 7/(s) # 0, para qualquer s € I, e seja g: [ x S™ ! —
Sf x R < E""? a imersdo de rotagio sobre a curva v cujo eixo de rotagio é o espago E" ™2,
ou seja,
71(3)1‘7/72(5)7/73(5) ) Sen =m;
o |

(fyl(s):c,ny(s),73(5),74(5)), sen=m+ 1,

em que ¥ = (1, ,T,) €S R™.

Lema 6.5. A imersao g é totalmente geodésica se, e somente se, reparametrizando y se neces-
sario, g € dada por

o5 7) = iﬁx, 0, +s+ b) , sen =m; 6.7)
iﬁx,O,O,iSer) . sen=m+1;
ou por
COS%FS)Q:, Sin%]?s) , b) , sen =m;
9(550) =9 ooV sn(vES) (6.8)

N -(Cosr,sinr),b>, sen =m+ 1.
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Demonstracao. Faremos apenas o caso em que n = m + 1, sendo o outro caso analogo e mais
simples.

Se v é dada como em (G.7) entdo g = (g1(x), g2(s)), em que go: I — R é uma geodésica
e g1 (S™1) = S} é totalmente geodésica. J4 se g é dada por (6.8), entdao g parametriza uma
subvariedade totalmente geodésica em S} x {b} = S} x R.

Inversamente, suponhamos que g seja totalmente geodésica. Assim, com contas analogas as
feitas na Proposicio [6.4] e sendo ¢ := ||7/||>, podemos ver que ~y satisfaz o seguinte sistema:

’Yi;_%’ 4 kf}/l —
:{,—175 + kyo =
{ %7:’), + l,Ws =
o =
(W=

Supondo v ppca., o sistema anterior
(

= = SN = kY + ks
=9 — £% — k72 + ks
=3 — 5%7:’), - k%’f% + kys;

!
a9,
_74_ﬁ/747

I

> O O O O

7

¢}

equivalente a
KL i hy= 0 =~ — kv + by
o "= =M Y4 Y1+ K
T+ k= 0 =98 —kvi* + ki
: Do+ ks = 0 =4 — kv + ks; (6.9)
’Yi I A
> V4 = = V45
2, 2 3_ !
L1 Tt =

Da peniltima linha conclui-se que v4(s) = as + b e que ou ~; é constante em I, ou 7y, é
constante em 1.

= O O O

Caso 7 seja constante: Neste caso o sistema, pelo sistema ([6.9]),

—% + k”)/l =0= —ka271 + k”)/l;
ke =0 =75 — ka’ys + kya; 1
kys =0 =75 — ka*ys + kys; < 7(s) = (iﬁ70707i3+b) :

as + b=y

V+Y+7E =1

Caso 74 seja constante: Neste caso o sistema, pelo sistema (6.9]),

( 72

%—:1"‘]{7%: 0 =9 +kvy;
Ttk = 0 =95+ ke
{ gt hys= 0 =~ + ks
Y= b
| B+B+%= L

As equagoes 7! + kvy; = 0, sdo equivalentes a v; = a;cos (\/l? s) + b; sin (\/l? s), para
i € {1,2,3}. Por outro lado,

12
—1
n +ky =0 < k[a%sin2 (\/k3)+bfcos2 (vks) —W—H—
g
1
+k:[a%0052 (\/kS)—l—bfsin2 (\/l?3> +Wﬁf§ﬂ =0 & a%—Hﬁ:E =

cos(t) _sin(?)

< a1 = \/E € 1 = \/E‘

, para algum t € [0, 27).
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Dessa forma,

11(8) = Ci);g) cos (ﬁs) — Slj}g) sin (\ﬁ?s) = M’

ou seja, podemos reparametrizar a curva 7y de forma que

_ cos (\/Es)
71(3) = \/F .

Com essa reparametrizacao,
z—i%{ +ky;, =0 < —ksin (\//?3) [—ai sin (\/ES) + b; cos (\/ES)] +
+ k cos (ﬁs) [aicos (\//?3) + b; sin (\/Es)] =0 <

< a;sin? (\//?3) —W—i— a; cos> (ﬁs) +
+W:o < a; = 0.

Dessa forma, v; = b; sin (\/Es), para i € {2, 3}.

Como 72 +72 +73 = 1, entdo 1 cos? (Vk's) + (b3 + b2)sin? (Vk's) = 1, ou seja, b3 + b3 = L.

Portanto,
cos (Vk s sin (Vk s
g(s,x) = (Vks) -, (vVks) - (cosr,sinr),b | . O
VE VE
Corolario 6.6. Se g é totalmente geodésica, entao S = 0.
Demonstracao. Pelo lema anterior, se g é totalmente geodésica, entao ou
iix,(),is—i-b), se n =m,
gls,w) =4 V¢
iﬁx,0,0,ierb) Csen=m+1;
ou
COS%FS) - T, Sln%s),b ; se n = m;
g(s,x) = |
COS%]?S) cz, Sm%]?s) - (cosr,sinr), b) , sen=m+ 1.
No primeiro caso, m (Zg(s,z)) = £g(s,z). J& no segundo caso, T (£g(s,z)) = 0. Além
disso, em ambos os casos, mg.X = 0, para qualquer X € T,S™!. Portanto S = 0. O

Lema 6.7. Suponhamos que g seja umbilica e que 73 nao seja constante, se n = m, ou que 7y,
nao seja constante, se n = m + 1. Nessas condicoes, g é totalmente geodésica se, e somente se,
1 € constante em algum intervalo aberto J < I.

Demonstracao. Pelo Lema B3] se g é totalmente geodésica, n = m + 1 e =4 nao é constante,
entdo y; é constante. O mesmo vale se g é totalmente geodésica, n = m e 3 nao é constante.
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Suponhamos agora que g seja umbilica e que 7; seja constante. Suponhamos também que
n = m + 1, sendo o outro caso analogo e mais simples. Nessas condig¢oes, pela Proposi¢ao [6.4]
vale o seguinte sistema:

(0= (5 + 3 )+ 2 —kn'n =0
W= (& +2) %kt =0
V7 = (5 + 2) 2 — ke = 0;
- (5 +3) =0
7+ +7E =1

Como ~; é constante, e supondo v ppca., entdao o sistema anterior é equivalente a

(11(s) = ¢ )
1 - 4 ( W
s) = ¢;
L kyjPe =0; n(s) . M(s) ==t
C// 12 74(5) == % +b;
% — kv = 0; e L s 72(8) = 0;
; 2 P Ya(S) = agetC + baeC =
V5 —kyy s = 0; ofe e 73(s) = 0;
. v3(8) = aze’’c + bze
7 =0; 2 .2 a2 _ 1 Ya(s) = +s+b
2 2 2 _ 1 (=g J
LC +’Y2 +’Y3 ke

J

Dessa forma, pelo Lema [6.5] g é totalmente geodésica.
Suponhamos agora 7; seja constante em um intervalo aberto J < I. Neste caso, a imersao
g restrita a J x S™ é totalmente geodésica. Dessa forma, pelo Lema [6.5]

1
v(s) = (iﬁ,0,0,is + b) , Vse J.

Por outro lado, pela unicidade das solugoes do sistema (6.3)),

1
v(s) = (iﬁ,o,o,ierb), Vsel.

Portanto, novamente pelo Lema [6.5] g é totalmente geodésica em [ x S™. U

Proposicao 6.8. Suponhamos que g seja umbilica e nao totalmente geodésica e que -y, nao
seja constante, se n = m + 1, ou que 3 nao seja constante, se n = m. Nessas condi¢oes, para
cada intervalo J < I no qual v nao se anula, existem 6 € R e (p,q) € & tais que 7|; pode ser
reparametrizada por

(5 5255 + bolina(5), 7255 + bsha(s), 220520 4 5) | sen —m +1;

In(h s (610)
S, h’p (p_af/k)Q(S) + bth‘pfl/k)Q (5)7 i ( p,(p\;;_‘/k)Q( )) + b) ) Ssen =1m,

(s) =
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em que J c (O,q/p—\/qﬁ), h,, € dada por (6.1)) e

as .

as .

<[

V2
2

(

k

1

k

P)eso o (»

)snosylo- i

1
1\ 2
> cos 0

k

(ba, b3) = g(cosﬁ,sinﬁ) e n=m=10=0.
Demonstracao. Faremos apenas o caso em que n = m + 1 e 74 nao é constante, sendo o outro
caso analogo e mais simples.
Pelo Lema [6.7] v; nao é constante em nenhum intervalo aberto. Assim, para cada intervalo
aberto J < I no qual 74 ndo se anula, podemos reparametrizar 7|, de forma que y;(s) = s > 0.
Mas o sistema (G.3]) com ~;(s) = s é equivalente ao seguinte sistema:

.
n(s) = s;
5% + ks + 1—;‘@ = 0;
{ Yy — % + 1) — k5% oy = 0 (6.11)
W= (5 + 1) % — kPSP = 0; '
Vi =Co 8P
S+ =1
Observagao: ¢ # 0, pois 4 nao é constante.
Utilizando a segunda equacao do sistema acima obtemos as seguintes igualdades:
! 1— ! 1 1
£~|—/€02<p33—i——(p=0 < £—|— (kc253——)gp+—:0 N
2¢ S 2¢ S S
/
2
= % +— =2k + > e —(p )+l =28+ &
2 sp S
1 2 2 2
=S y'—?y:2kc2s3—s %_5_2221%28_5(:)
u=y/s , 9 2 9 9 1
< u=2kcs——3®u=kcs + 5t e
s s
1
e y=kl?s*+ s+l & p= .
y €5 el L + 952 + 1
Assim
cs cs
g o A = RS =J ds.
4 Ve 4 VEkc2st + cps? + 1 n Vkc2st + 82 + 1
Chamando p := —52; e ¢ := p? — ﬁ, a ultima equacao acima se torna
1 S 1 S
==+ : ds = £ . J ds. 6.12
MEE f\/s4—2p82+p2—q VE ) =7 g (6.12)
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Além disso,

b 4kc?s® + 2cys N ﬁ’ L 4kc?s® + 2cys kst + cos? + 1 _
i (ke2st + cps? + 1) 2¢ (kc2s* + a2 + 1) 2
2kc?s3 + cys 253 — 2ps

kst s+ 1 (p—s2)? —¢q
Dessa forma, a terceira e a quarta equagoes do sistema (6.11]) se tornam

1 253 — 2ps kc?s?
A e -y =0 <
i (s (p—s2)? — q) VT kst 82 +1 7

" 54_2«1@'3)2”‘]72_(]_254”‘21’93/2_7,_ 32
s[(p—s2)* —q] o(p—s2)?—¢q

& 8[(p—82)2—q]7£'+ (s"=p* +q) v = s’ = 0.

=0 <

Até agora, mostramos apenas que o sistema (G.I1]) é equivalente a

r%(S) =

87
) 2 _ _ p’-q .
ols) = ()] = st
2

s|(p—s°)" —q|7s+(s*"=p* + )7 — s°1 = 0;
A 2
s|(p—s°)" —q|7s+(s*"—p* + )75 — s*y3 = 0;

=4+-L . (s s
74 —\/]? S /(p_SQ)Q_q S?

P+ +s =1 e qg<p’

Aplicando o Lema [A.2] o sistema acima fica equivalente ao seguinte sistema:

(71(s) = s
2_
P(0) = [ O = 25t
————ds ——s s

) )
vl by e (6.13)

v3(s) = age VO 4 pae V-2 .
1 -2 .

_ . s
N=E0E J (p—s2)*—q 5
(SS+B+n =% e g<p’

Substituindo 7, e 73 na dltima equacao resulta

2 2, o T o oy a1
s + (a2 + a3) e (b=s2)"=a 1 2 (aghy + asgbs) + (b2 + b3) e (p=s?)"a = T
ou seja,
8725 = ds _5725 > ds
@+ Ae Vo= L By e Vo _y,
em que

1
A:=a3+a3, B:=2(axby+ asbs) — T e C := b5+ b3.
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Dessa forma, se u := s> —pe E := —B — p, entdo
A VI L oo ST — Ly 4 B (6.14)

Afirmacao 1: ¢ = 0.

du = In (u + Vu? — ) esté definida em todo o

conjunto dos niimeros reais (ver as contas da Subsegao [A.1.2). Dessa forma, por (G.14),
-1
A(u+x/u2— ) +C’(u+«/u2—q> =—u+F =
:>A(u+\/ q) —u+ E) - (u+\/ )
= A(2u2+2u\/u2— —q) +C=-v*+EBu+ (E—uu2—q =
= 24+ 1)’ —FBu—Aqg+C =[E— (2A+ Du]-y/u2—q =
= (24 + 1)*u* — 224+ 1) Eu® + [2(2A 4+ 1)(C — Ag) + E*|v* — 2(C — Ag) Eu+
+(C — Aq)* = [E> —22A + 1) Bu + (2A + 1)*u°] - (v — q)
= A+ - 22A+DE + [2(2A + 1)(C — Ag) + E*|u? — 2(C — Ag)Bu+
+ (C — Aq)? W—M—I— [E? — (2A + 1)%qJu® + 2(2A + 1) Equ — FE?q.
2(C = Aq) = =24+ 1)g;
(C — Aq)E = —(2A + 1)Eg;
(C = Ag)?® = —F%¢.

Dessa forma, se £ = 0, entao C' = Ag e 2A+ 1 = 0, o que contradiz o fato de A > 0. Ja
se B # 0, entdo C' — Aqg = —(2A + 1)q e 2(C — Aq) = —(2A4 + 1)q, o que também é uma
contradicao. v

De fato, se ¢ < 0, ent@o a integral |

Afirmagao 2: p > 0.
De fato, se p < 0, entdo u = s> — p é sempre positivo. Além disso, no intervalo (\/(7 , oo),
§ \/de = In (u + yVu? — ) (ver as contas da Subsegdo [A.1.2)). Assim, podemos chegar a
u?—q

uma contradicao utilizando as mesmas contas da Afirmacao 1. v/

Sabendo que ¢ = 0 e que p > 0, seja v uma solugao do sistema (6.13]).
Caso ¢ = 0:
Neste caso, para u > 0 e pela equacao (6.14)),
Au+Cutl=—u+E & (A+1)u*-Fu+C=0 < C=0, E=0 e A=-1

Mas A = a3 + a2, logo u ndo pode ser maior do que 0, ou seja, s> — p < 0. Portanto devemos
tomar s apenas dentro do intervalo (—\/]7 /P )

Para s € (—/p’1/p), sabemos que u < 0 e, pela equacio (G14),
~Au'-Cu=—-u+FE = (C—1)u*+Fu+A=0 = A=0, E=0 e C=1.

Dessa forma ay = a3 = 0, B = —p = —% e existe 0 tal que (by,b3) = (cosd,sinf). Assim,

utilizando a Tabela [A.2] a func¢ao v é dada por

Vﬁ__? Inq/% — s
= ) P 07 i 9 7i7 + d )
v(s) S\l 7 (cos B, sin 0) /S

B
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e o intervalo de definicao de v deve estar contido em (0, ﬁ)
Neste caso, (p,q) = (+,0) € .#. Além disso,

a9 B \/? 1 2
h%p(s) + bzh%,o(s) = 7COS 9m+
1
V2 L1 - 1 1\* . 1 2
+7 <E_E>COSQ+ _<E_E> sind | - 2<E_5> _
1
=COSQ\/E——32‘_

Analogamente, ;= + bsh1 o(8) = sinf4/¢ — s*. Portanto a solucao do sistema (BI3) é da

forma dita no enun(nado.

Caso ¢ > 0:
Neste caso, por um argumento analogo ao feito na Afirmagao 2, ndo podemos ter u posi-

tivo na equacao (6.I14). Assim, para u < 0, s € (0, AP — ﬁ) e, pela equagao (614, vale a
igualdade

A(VE—q—u) v (Vg —u) =t E o

o A+0 (V=g —u) = (E-w) (Vie—q —u) «

< A+C(2u2—q—QU\/m> — W —FBu—(u—E)\u?—¢ <
& 20 -1+ Eu+A—qC=[2C-1u+E|\u2 —q¢ =

= 20—+ 22C— B + [BF +2(20 — 1)(A - O) | u? + 2(A — gC) Bu+
+(A—q0)? = [(2C —1)%u® +2(2C —1)Eu + E?] - (u® — q) =

W—I—M—l— [EZ (2C — 1)2] u? —2q(2C — 1)Bu — qE*.

2(2C —1)(A—qC) = —q(2C —1)?, . E =0,
(A—qC)E = —q2C-1)E, } S5 {A=qC,
(A—qC)? = —qF”. C=1=4=-1¢

Como F = 0 entao, pela definicao de F, valem as igualdades

1 1 »p

—B—p:O - E—Q((Ing—FCLgbg)—p:O - a2b2+a3b3 = ﬂ_é
Portanto /1 .

q
a2b2+agbg=§ (E—p>, a§+a§=§ e b3+ b3 =3
Seja 0 tal que (be,bs) = g(cosﬁ sin #) e definamos v := (cos#,sinf) e w := (—sin , cos h).
Dessa forma ((as, as), v) = %= (+ — p), assim
<q e

]

¢ 1/1 (+-p)
@+@=5=5(z—> +wm%xw2={

((@2,05),0) = £FJa = (F =)’
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Por outro lado, pelo sistema (6.13)), ¢ < p?, logo

(i—p) <a<ie
(as,az) = g [(% —p) (cosb,sinf) +4/q— (3 —p)2 (— siné’,cos&)] :

Portanto (p, q) € .# e 7 esté definida como no enunciado. O

Corolario 6.9. Suponhamos que g seja umbilica e nao totalmente geodésica e que 4 nao seja
constante, se n = m + 1, ou que 3 nao seja constante, se n = m. Nessas condi¢oes, para cada
intervalo aberto J < I em que 7} nao se anula, existem (p,q) € % tais que, a menos de um
movimento rigido de S} x R e reparametrizando |, se necessério, g|jxsm—1 é dada por

i 0 (20)" In(hy(s
(sx,g[hp7q(s)+ﬁé)],g- hp(,:(s))’ (%())>, sen=m+ 1;

g(s,x) = ﬁ L o) 1 2
(sx’ 2 [hf’vq(s) * hﬁ,q<s>] S ) ) sen=meq=(3—p)

Demonstracao. Faremos apenas o caso em que 74 nao é constante e n = m + 1, sendo o outro
caso andlogo e mais simples. Pela proposicao anterior, para cada intervalo J < I no qual =]
nao se anula, existem 6 € R e (p, q) € & tais que 7|, é dada por

Nex ¢—(+-p) Iy q(5))

1
~— | hy,(s) + £ >cos€,sin9 + —sinf,cosf)|, + +0b
2 ( pals) Pp,q () ( ) hpq(5) ( ) VE

Seja A a isometria linear de R"*2 > S x R dada por

€ seie{l,---,m};
Ale;) = €08 e 11 + sin ey, 4o, sei=m+1;
v Fsinben, i1 + cosllenyo, sei=m+2;
+emas, sei=m+ 3.
Dessa forma,
1 2
A7lg(s,2) = bepyz = | sz vz [h (s) + %_p] V2 VO G mP) hy,(s)
) m 9 2 P,q hp,q(s) ) 2 hp7q($) y \/E‘
Portanto o coroléario é valido. 0

Corolario 6.10. Seja g a imersao isométrica umbilica e nao totalmente geodésica dada pelo
corolario anterior. Nessas condigoes

(I) A imersao g tem codimensao substancial igual a 1 se, e s6 se, ¢ = (% — p)2.

(II) Se a codimensdao de g é 1, ie. q = (% —p)2, entao,

— 1 2 In (R, p—1/8)2(5))
1= T M)
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(III) g =0 se, e s6 se, ¢ = (p—%)2=0.

Demonstracao.

(I): Se n = m entao ¢ = (% — p)2 e a codimensao da imersao g é um. Suponhamos entao que
n =m+ 1. Neste caso a codimensao substancial de g é um se, e somente se, existe uma subva-
riedade totalmente geodésica SJ* < Sp*™ tal que g(s,z) € S x R, para quaisquer (s, ). Mas
isso € equivalente e dizer que os os vetores

2
V2 (L -p) ¢—(; —»)
= | hy (s) + ~E €m e em
9 pr( ) +1 ﬁhp7q(3) 492
sao LD para todo s, ou seja, que ¢ = (% —p)2. .
(II): Precisamos mostrar apenas que
1 1y ]2 1
2 k
T4 = | hppo1/p2(s) + —F———| =—.
9 [ p,(p—1/k) (s) hp,(p—l/k)Q(S) L
Mas

1

2
1 e 1
32+—[h _ 2s+k—] =- &
3 | ) hy o-1mp(s) ]k

1 2
962 1 ]2 _9 (E —p) —
< 28"+ p,(pfl/k)Q(S) + P+ 2 ( ) = had
p.(p-1/k)2\5

| (-’

1\ 2
o 2% +p—sP+/(p—s)—(p—=) -2+ =0 <
k 2 2)2 2
p—s2+4/(0—5*)" = (p—%)

< 82—p+\/(p—82)2—(19—%)2I : p—82+\/(p—82)2—(19—%)2I +
+<%—p>2=0 < —MJFM—M*H:O'

Como a ultima férmula é verdadeira, entdo o item (II) também o é. o

x|

(II1): Como g = (p — %)2, entao ¢ = 0 se, e somente se, ¢ = (p — %)2 =0. e O

6.4 Classificagao das imersoes umbilicas em S} x R

Para cada (p,q) € & = {(p, q)eR*: (p— %)2 <g< p2} consideremos o intervalo I, , :=

Lema 6.11. Para cada (p,q) € I, I,, < Jp,.
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Demonstragio. De fato, dado (p, q) € &, entdo q < p? logo

P+ /4 P+ /4
ﬁ<p:>p+ﬁ<2p:>0<4/7f<l:>«/p—ﬁ- Tf<«/p—ﬁ.
PortantoprQ—;q <AP—=VG el Jpy O

Observagao 6.12. Seja U: E™"3 — E™*3 4 isometria dada por

C
‘Il(xlu e 7xWL+3) = <.§U1, Ty, A(xm+17xm+2)7 —Tm+3 + —> )

VE'

em que A é a isometria linear dada pela matriz

Dessa forma A = A~ e

vz [Gmnat) |
A 2 VT hp,q(s) _
q— (P*%)Q hp,q(s)

2q
hp,q(s) hp,q(s)
) vz T\%‘P\)q\ 4 (1;) + By y(s) _% )
2 | (p)Va(EpYToals) N a—(3-p)"  (3-p) (=Y Trals)
q hp,q(s) q

Portanto Y, , =WV o Z,, e Z,, = Uto Yog=VoY,,

Proposicdo 6.13. Sejam n e {m,m + 1}, Y, , e Z,, como no inicio do capitulo e

M- Y4 (S’"’“1 X jpvq) U Zp 4 (jm X qu) , seq#0;
P Yy o(Jpg x S™71), se q=0.

Entao:

(I) M,, é uma subvariedade umbilica, completa e ndo totalmente geodésica de S} x R.

(II) M, , tem codimensao substancial igual a 1 se, e s6 se, ¢ = (% — p)2.

e (p,q) = (+,0), entao é difeomorfa a R™. Em todos os outros casos é diteo-

1) S +,0), entdao M, , é dif fa a R™. Em tod t M, é dif
morfa a esfera 2Sm.

(IV) Seq = (% — p) e M,, < S™ xR, em que S™ c S" é uma subvariedade totalmente geodé-
sica, entao M, , é homotdpica a um ponto em S™ x R quando p < %, e nao é homotopica
a um ponto quando p > %

(V) M, , e My, sao congruentes se, e somente se, (p,q) = (p',q’).
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Demonstracao. Provaremos apenas o caso em que n = m + 1, sendo o outro andlogo e mais
simples.

(I): Seja ¢: S? x R — E"*1\{0} o difeomorfismo conforme dado por ¢(z, t) := V" z. Calcu-
lemos poY,, e poZ,,

(poYpg)(s,2) = hypg(s) | sz,

(poZpg)(s, o) = ST,
e hp,q(s) 2 hpg(s) V2q
2
_ ﬁsxﬁll—w q ] o~ -2\ _
hp,q(s)’ 2 |k h]2)7q(8) ’ V2
1
. V2 V2 [ o1 1\’
(Shpq(S)ZE, 7 [hiq(S) —p] ,O) + 7 0, E, - (p — E) s
em que hy 4(s) = W\/i)' Além disso,
p—s>—A/(p—s2)° —q = d :>7Lp7q(5)=\/p—52— (p—s2)2—q .

p—s2+4/(p—s)"—¢q
Por outro lado

\ (Shpvq@)xv 2 [k o] ,o) 2 [13.4(5) = o)
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Do mesmo modo,

:§<p—s (p§VQ>+<?§(p£yqp>

2 - 2
. |72 ,(s) —p]
= $*h2 (s) + =2 ———- 5 =

(natorr 5 (12,50 5].0)

st + 2524/ (p — 82 —q+ —s%)" —
= —s* +ps —sy/ — 52 —q+
zwﬁfﬁ .

2

Dessa forma, se R™*! := {z e E"*!: x,,,, = 0}, entdo

(90 © Y;LQ) (prq x Sm_l) v (90 © vaq) (prq x Sm_l) -
P’ —q mi V2 0L]1N?

Afirmacao 1: 0 € [S (O, %) AR™H 4 g (07 %7 q— (% _p)2

= (z-p) =0
De fato,

N——
e
9]
@
@
9]
=
[©)
=)
o+
)
9]
@

Portanto a afirmacgao é verdadeira. v

$(0 ) et 2 (0 Lo (L)) [

Como
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¢ uma subvariedade umbilica e completa de E**1\{0}, entao

o (8 (0B ) nrm 2 o,%,\/q—(%—p)zl 03 ),

é uma subvariedade umbilica e completa de S™ x R.
Suponhamos que (p, q) = (%, O). Neste caso

1 1
J%70=(——,—> e h;70(s)=\/§ ——s2.

Assim,

COMICOE < 23\/%—7-33,*/77 (%—252> ,o> +g (0%0)

Como a funcio s — (\/73 1_g2 V2 (1 - 252)>, com s variando em Ji ,, é uma para-

Kk T
metrizagado de um circulo com centro na origem e raio 2—‘/3 em Ez, entao

{(gp o Y#O) (s.2):s€Tiyene Sm—l} - [S (o, ﬁ) AR™ 4 (0, *2/—30)] \{0},

ou seja, M 1o ¢ a imagem inversa por ¢ de uma subvariedade umbilica e completa de E**1\{0}.

Portanto M. , também ¢ uma subvariedade umbilica e completa de S™ x R.
Suponhamos agora que (p,q) # (3,0) e sejam s 2 (shpvq(s),g [h;q(s) —p]) es 3

(sﬁpvq(s), g [ﬁ§7q(s) — p]), com s variando em J, ,, duas curvas em E2.

2

Afirmagao 2: 3 (jm) U S (jm) =S (0, b= > c E2.

Ja sabemos que (; (jpvq) cS (O, A/ p22_q ) Por outro lado,
\/_‘
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Como B (Jpq) L B2 (I, )=S<O, ’%)CEQ,théo

(poY, )(J x S™” 1)U(S‘JOZp,q) (jp,qXSmil) =
B P> —q mit V21 1N
_S<07 5 )mR + 5 O,k,\/ (k p)

Conclusdo: M, , é uma subvariedade umbilica e completa de S"*! x R. Além disso, como a
imersdo Y, , ndo ¢é totalmente geodésica (pelo Corolario [6.9), entdo M, , também nao é total-
mente geodésica, para nenhum (p,q) € .&. »

(II): Suponhamos que M, , tenha codimensdo substancial igual a 1. Neste caso a imersao
o S™t x I, — SP xR tem codimensdao substancial igual a 1 e, pelo Corolario E.10,

2
q—(l—M-

Suponhamos agora que ¢ = (% — p)2. Neste caso, pela definicao de Y, , e de Z, 4, M, ,
codimensao substancial igual a 1. e

(III): Se (p,q) = (3,0), entdo a M, , ¢ a imagem inversa pelo difeomorfismo ¢ do conjunto

oo 2] (o2 )

portanto M1 1o ¢ difeomorfa a R™. Em todos os outros casos M, , ¢ a imagem inversa de uma
m-esfera, portanto em todos os outros casos M, , é difeomorfa a uma m-esfera. o

(IV): Como q = (3 — p)2, entdo Yy, (Jp, x S™ 1) < SP* xR, em que Sj* = {z € S": z,,41 = 0}.
Do mesmo modo, Z,, (J,, x S™') = S™ x R. Dessa forma

(poYyy) (Jp,q X Smil) cR™! e (0o Zpyg) (Jp,q X Smil) c R™,

em que R = {z e R™"*2: z,,., = 0}.

Como ¢ (M,,) = R™\{0} ¢ uma esfera com centro em g (0,---,0,+,0) e raio @/’% :

entao ¢ (Mp q) ¢ homotopica a um ponto quando 4/ ’% < ‘2/3, e nao é homotopica a um ponto

quando 4/ > ‘F Mas

Portanto M, , ¢ homotopica a 0 quando p € [i, %], e nao ¢ homotopica a 0 quando p > %

V): Suponhamos que M, , e M, , sejam congruentes, logo existe uma isometria ¢: S} x R —
P q P.g ' S€) g g k
Sy x R tal que My o = ¢ (M,,). Por outro lado, pelo Lema [A.T9] as isometrias de S} x R sdo
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do tipo ¢ X @2, em que ¢1: S} — S} € uma transformagao ortogonal e ¢o: R — R é dada por
Pa(t) = £t + a.

Pela observacio 612}, sabemos que W (M, ;) = M, 4, ou seja, ¢ (M, ) = (po¥) (M,,). Dessa
forma, se ¢o(t) = —t+a, entdo podemos trocar ¢ por ¢ := ¢oW de forma que ¢o = gb201112 = t+a,
em que a = a — hi/\g. Portanto podemos sempre supor que ¢»(t) =t + a.

Por outro lado,

(pogop™) (eﬁtgg) =(po9)(x,t)=p(Tx,t+a)= eVka (Te\/]?t:p> :

em que T € O(n). Como ¢ (M, ,) = My ,, entao

2
Vk'a p2_q m+1 \/5 1 1
-T R _— — S =
e S <O, 5 ) A + 5 0, = q 2 P
' —q V2 1 1 2
R4 X2 — r— | = —9p ) 1

Da férmula acima deduzimos o seguinte sistema:

\/ Y _\/p —q
faT[f <o,k, q—(%—p)QﬂzT(o’

T (Rm-i-l) — Rm-ﬁ-l'

[\

Por outro lado, R™™ = {z e E"™': z,,,, = 0} = {(z,y,0) € R™ x R x R}. Assim, das duas
ultimas equacgoes do sistema acima segue que

T (0,1,0) = (0.4,0).
e“’?“T(o,o, q—(%—p)2)=<0,o, q'—(%—p')Q).

LOgO a = 07 T(07170) = (07170) (O O 1) (0 071)7 q— (% _p)2 = ql - (% _p)2 €
VP2 —q =A/p?* —¢ . Portanto

/
P — % = —%Jr%p:'p:p’@q:d- u

Prova do Teorema [61]
(=): Suponhamos que f seja uma imersao isométrica umbilica e ndo totalmente geodésica.

Afirmagao 1: ker S # {0} e ker R # {0}.
De fato, como SX = (X, T)& e RX (X, T)T, entdao ker S # {0} e ker R # {0} em todo
ponto de M. v

Se S = 0, entao vale o item (I) pela Proposi¢ao 5.2 do contrario existe um aberto U < M
no qual S é nao nula, ker S # {0} e ker R # {0}.

Como S # 0, ker S # {0}, ker R # {0} e 7y = 1.m + 11 # 0 em todos os pontos de U, entdo
(pelas Proposicoes B eB.3) fly = (51 xId)o f em que j;: S <> S" é uma inclusio totalmente
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geodésica, Id: R — R ¢é a identidade, f U — S x R é uma imersao isométrica umbilica e
f(U) =g(I x B), em que g é dada por

g: IxB — S xR
&)  — (g 2(t);7s(t)),

sendo m; € {m,m + 1}, B < S™ ! um subconjunto aberto, I um intervalo, v;(t) > 0,
H(OE € E™, () € M, (34(1)€, 7 (t)) € S e (1) e R,

Provaremos apenas o caso em que m; = m + 1, sendo o outro caso andlogo. Como
my =m + 1, entdo 7»(¢) é um vetor com duas coordenadas em E?. Dessa forma,

9(t,&) = ((m(t)& (), 73(1)) ;7(t)),

em que yi(t) > 0, ni(H)§ € E™, (12(t), (1) € E? = E™H77 (y1(1)€,12(t), 13(t)) € Si* e
74(t) € R.

Como 74 nao é constante, pois S # 0, entao podemos aplicar o Corolério [6.9. Logo existem
(p,q) €  tais que (restringindo U e B e reparametrizando a curva 7 se necessario, e a menos
de um movimento rigido em S;"* x R)

fU) ={Y,4(s,x): x€e Bese J},

em que J < J,, é um intervalo aberto. Dessa forma, f(U) < M,, e f(U) < (5 x Id) (M,,) =
Spt x Rc Sp x R.

Seja ¢: SP x R — E"1\{0} o difeomorfismo conforme dado por o(z,t) = eV*'z. Logo
(pof)(U) e (polnx1d) (Mpg) = (50 ) (Mp,), em que y: E™* = o (S x R) — E ¢
a inclusdo e @: SJ'* x R — E™*! é o difeomorfismo conforme dado por ¢(z,t) = eVkt. g,

U—f>S}?1 XR&SZ x R 2~ gn+t

\ /
Em1+1
Por outro lado, sabemos, pela Proposicao [6.13, que M, , é uma subvariedade umbilica e
completa de §™ x R e que ¢ (M,,) é uma subvariedade umbilica e completa de R™ 1\ {0}.
Portanto (o f)(M) < (¢ o (5 x 1)) (M) e F(M) < My, -
_ Assim, denotando por Z: M, , — S;" x R a inclusio umbilica, entdo f = Z o f em que
f: M — M,, é aisometria local dada por f(x) = f(z). Portanto f = (5, x Id)oZ o f como no
enunciado do Teorema. e

(«): Suponhamos agora que f seja como nos itens (I) ou (II). Se f é como no item (I), entao
claramente f é umbilica, sendo f é umbilica pela Proposicao [6.13] O
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Apeéndice A
Alguns resultados utilizados

Neste apéndice colocamos diversos resultados utilizados durante a tese mas que nao sao de-
monstrados no texto principal. Separamos esses resultados em trés se¢coes conforme o assunto.
A primeira secao apresenta alguns resultados de Calculo: o estudo de um subconjunto de R, a
integral (primitiva) de uma fungéo e as solugoes de uma EDO linear de segunda ordem nao ho-
mogénea. Na segunda secao sao apresentados alguns resultados de dlgebra linear. Na terceira
e ultima se¢do do apéndice sao colocados resultados referentes as Variedades Diferenciaveis e a
Geometria Riemanniana (e Pseudo-Riemanniana). Alguns resultados da ultima se¢do nao sao
demonstrados aqui, mas sao dadas referéncias nas quais tais resultados podem ser consultados.

A.1 Resultados de Calculo
A.1.1 O conjunto [ := {x eR: (p— x2)2 —q> O}

Sejam p e g nimeros reais para os quais o conjunto [ := {x eR: (p— x2)2 —q> O} ¢ nao
vazio. A tabela abaixo nos dé o conjunto I de acordo com os p e q escolhidos.

Tabela A.1: Conjunto I.
I Condigoes sobre p e ¢

R p<0ep?>gq oug<0
(o0, =P+ V) v (VP VT ) P <q
(-0 P+ VI) Y (AP VI NP V) v (VP VT 0) | p>0e0<g<p?

A.1.2 Uma integral

Queremos encontrar uma primitiva da funcao z — \/#
p—x%) —q
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Caso ¢ = 0.
In(z2—
x 2,1 (1 (QP)’ se p < 0;
=T —p In(z2—
[ [ 4 o0y (g (A
- - n(p—z?
b 1 ! (p2 ), sep>Oexe(—\/17,\/17).
Caso ¢ <0
T 2 1 ]_ =./— 1 1
de "7 2 | ——du Y 2 7d=
f O 2) Ve —q"" 2f e
(p—2%)"—q

anv.=— 1
nf=e 2fsec'9d9— 21n(sec€+tan9) ln (\/u2+02 —i—u).

f e (x —p+ (p—x2)2—q>. (A.2)

Caso ¢ > 0.

ux—p

f\/r Cflfm

Ihn(u+Vur—c), seu>c
%ln(—u—\/UQ—CQ), se u < —c.

c

cos@:zlul e 0-u>0 ]
L 3 Jsec 0do = ln (secO + tan @) =

Observacao A.1. Parau < —c,

—u—vur—c? =

C2

=
—u+ Vu? —?
= In (—u— u? —02> =1In c =—In (—u—i-\/u2 —02> + In(c?).
—u 4+ Vu? — 2

Logo

Jilﬂljdu=ln(—u— u2—02> =—ln(—u+m>+K.

Portanto

%ln(azQ—p—i— (p—x2)2—q>, sep<0,ousep>0ce

r 2
\ (=22 —¢ 2
—%ln(p—xz—l- (p — 22?) —q), sep>0ea®<p— /7.

(A.3)

Podemos resumir tudo o que foi visto até agora com a seguinte tabela:
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Tabela A.2: Integral

§ mdx Dominio da primitiva Condigoes sobre p e ¢
R p<0ep®>q,
%ln<x2—p+ (p—$2)2—Q> oug<0
(=00, =P+ v p* < g, ou
U (P VT, ) p>0e0<q<p?
_%ln<p—x2+ (p_xZ)Q_q> (/P =T AP —T) | P>0c0<qg<p?

A.1.3 Solucoes de uma EDO
Consideremos a EDO

x-[(p—xZ)Q—q]-y”+(x4—p2+q)-y'—x?’-y=0. (A.4)

Lema A.2. Seja I um intervalo no qual (p — x2)2 — q > 0. Nessas condigoes, o conjunto de
solugoes, definidas em I, da EDO ([A.4) sao combinagées lineares das fungoes

S#dm — #dw

e V(=) = e e (p=a?)"=a (A.5)

Demonstracao. Para provarmos isso basta mostrar que cada uma das fungoes acima satisfaz a

EDO (A.4).
Seja f: I — R dada por

Dessa forma,

f(@) ==+ e Ve (),
(p—a?)" —q (p—a%)" —q
(p—a?)"—q—=x (p—x2)g—22x) >

f(a) = £ B ) () =

(p—2%)" —¢q (p—a?)"—q

Portanto
v =) —a| f1@) @ =P ) @) -2 f() =
s B g | a, BSWar g

\/(p—m _\/(p—m
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Conclusao: as solugoes da EDO (A.4) no intervalo I sdo combinagoes lineares das fungoes
definidas em (A.5). O

Corolario A.3. Seja I o maior intervalo no qual a EDO ([A.4)) estd definida. Nessas condigoes,
as solugoes da EDO (A.4)) definidas em I e o intervalo I sao dados pela seguinte tabela:

Tabela A.3: Solugoes da EDO (A.4))
Solugao da EDO Intervalo I Condicoes sobre p e q

R p<0ep’>q,

1
cl(xQ—ery/(p—xQ)Q—q) + ouq<0
+0o <x2 —p+\/(P—552)2—Q> (=00, —/P + /T) p* < g, ou

ou (\/p+ /7 ,©) p>0e0<q<p?

“ (p—:c2+q/(p—:c2)2—q>_ + (—\/p—ﬁ',\/p—ﬁ') p>0el<q<p?
+e (p—x2+\/(p—x2)2—q>%

Demonstragio. A Tabela[A.3] é obtida juntando o Lema ([A.2]) com a Tabela [A.2] O

S

SIS

A.2 Resultados de Algebra Linear

Lema A.4. Seja T:V — W uma transformacao linear entre espagos vetoriais com produto
interno positivo definido, entao ker T*T = ker T.

Demonstracao.
XekeT'T < (T'TX,Y)=0,¥Y eV < (TX,TY)=0,¥ eV < XekerT

Portanto ker T'T = ker T. 0O

Definicao A.5. Sejam V' e W dois espacos vetoriais com produto interno nao degenerado. Di-
zemos que uma transformacao linear T: V' — W é uma semelhanca se existe A > 0 tal que
|T(z)|| = A\*|z|?, para todo x € V. O ntimero real A é chamado de razao da semelhanca T e T
¢é dita uma semelhanca de razao .

Lema A.6. Sejam V e W dois espagos vetoriais com produto interno nao degenerado. Nessas
condigoes, se T: V — W é uma semelhanca com razao A\ e B é uma base ortonormal de V,
entao A1 - T'(B) é um subconjunto ortonormal de W. Além disso, T leva vetores tipo espaco
em vetores tipo espaco, vetores tipo tempo em vetores tipo tempo e leva vetores tipo luz em
vetores tipo luz.

Inversamente suponhamos que exista uma base ortonormal B de V tal que A\™! - T(B) seja
um subconjunto ortonormal de W. Nessas condigoes, se 1" leva vetores tipo espago em vetores
tipo espaco, vetores tipo tempo em vetores tipo tempo e vetores tipo luz em vetores tipo luz,
entao T" é uma semelhanca de razao \.
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Demonstragao. Suponhamos que 7' seja uma semelhanca com razao A e seja B = {vy, -+ ,v,}
uma base ortonormal de V. Nessas condigoes,

_T@ )P = [T = \Tyl® _ ol +yl® = l=]* — |y |?

Tz T
(T, Ty) 5 5

=\ (7,y).

Dessa forma

<>\_1 : T’UZ', )\_1 : T’Uj> = <’UZ', Uj) .

Portanto A™' - T'(B) = {A\™! - Twy, -+ , A7 - Tw,} é um subconjunto ortonormal de W. Além
disso, como ||Tz|* = A?|z|?, entdo T leva vetores tipo espago em vetores tipo espaco, vetores
tipo tempo em vetores tipo tempo e leva vetores tipo luz em vetores tipo luz.

Suponhamos agora que 7' leva vetores tipo espaco em vetores tipo espaco, vetores tipo
tempo em vetores tipo tempo e vetores tipo luz em vetores tipo luz e que B = {vy, -+, v,}
seja uma base ortonormal de V tal que A™' - T'(B) seja um subconjunto ortonormal de W. Seja
r =Y xv; um elemento qualquer de V. Nessas condigoes

[Tl = A2 A0 Tl = A 3% iy - (A7 o A1 Ty = X2 3 LA T =

ij=1 i=1

n
= N2y affufP = A% .
i=1

Portanto T' é uma semelhanca de razao . O

Corolério A.7. T: V — W é uma semelhanca de razao \ se, e somente se, \™*-T: V — T(V)
é uma isometria linear.

Lema A.8. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e com produto interno positivo de-
finido. Se a transformacao linear T: V. — W tem posto igual a 1, entao T'(x) = (x,v) T'(v),
para todo xz € V', em que v € (ker T)l é um vetor unitario.

Demonstragao. Seja n := dim V. Como o posto de T ¢é 1, entao dim (ker ') = n — 1. Tomemos
entdo v € (ker T)" unitério e seja x € V um vetor qualquer. Assim, z — (z,v) v € {v}* = ker T,
portanto

T(x) =T (z — (x,v)v) + (z,v) T(v) = (z,v) T(v). O

Lema A.9. Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimensao finita e com produto interno
nao degenerado. Se 3: V x V. — W é uma aplicagao bilinear tal que $(X,Y) = 0 sempre que
X LY, entao existe um vetor Z € W tal que B(X,Y) = (X,Y) Z, para quaisquer X,Y € W.

Demonstragao. Sejam n :=dimV e {e,--- ,e,} uma base ortonormal de V. Se X = Y | z;e;
eY =37 yie;, entdo

BX)Y) = Z ziy;B(ei ej) = Z%‘yzﬂ(@i,@z‘)- (A.6)

ij—1 i—1

Por outro lado, se 4,5 € {1,--- ,n} ei # j, entao 0 = B(e; +e;j,e;—e;) = (e, €;) — ej, €5).
Portanto f(e;, e;) = B(ej, e;), quaisquer que sejam os 7,5 € {1,--- ,n}.

Tomando Z := (3(ey, e1) e substituindo em ([A.6)), segue o que queriamos provar. O



Apéndice A. Alguns resultados utilizados 117

Lema A.10. Se 5: V x V x V. — W é uma aplicacao trilinear simétrica nas duas primeiras
variaveis e antissimétrica nas duas tultimas variaveis, entao [ é a aplicacao nula.

Demonstracao. Sejam X,Y,Z €V, logo

ﬂ(X,Y,Z) = —ﬂ(X,Z,Y) = _B(Zava) = ﬂ(Z,KX) = 5(Y>Z7X) = —B(KX,Z) =
— B(X,Y, 7).

Portanto 5 = 0. 0

A.3 Resultados de Variedades Diferenciaveis e de Geo-
metria Riemanniana

Lema A.11. Sejam f: M — N eg: N — O duas imersoes umbilicas entre variedades rieman-
nianas (ou pseudorriemannianas) com vetores curvatura média & e ( respectivamente, entao
go f: M — O também é umbilica e o vetor curvatura média de go f é g,£ + (o f.

Demonstracao. Sejam V a conexao riemanniana em O, V a conexao riemanniana em N e V a
conexao em M. Logo

Vx(go )Y (2) = guVx [Y () + ag(fu X, £.Y)(f (2
= (g0 f)«VxY(2) + gy (X,Y) (z) + (£ X, f:Y) C
= (90 /):VxY(2) + (X, Y) ()g:£ () + (X, V) C(f(

Portanto oo (X,Y) = (X,Y) (9:£ + (o f) e go f é uma imersdo isométrica umbilica com
vetor curvatura média ¢, + (o f. U

)
(f(x)) =

z).

Lema A.12. Seja M™ uma subvariedade conexa de R} e seja U = ] 5, {(z,v): v e V,} um
fibrado vetorial em M contido em M x R}. Se U for paralelo em R} ao longo de M, entao V,
é um subespaco vetorial constante de R}.

Demonstragao. Sejam zo € M um ponto fixo, {&,- -, &} um referencial de Y em uma vizi-
nhanca de 2 e {Cii1, -, (e} uma base de V,,*. Dessa forma, &(z) = (z, Gi(z)) e

X (&), (x,¢))) = (VxGi(x), ¢) =0,

para quaisquer X € T,M, i€ {l,--- ,k} e j e {k+1,--- ,n}. Portanto ((;(z),{;) = a;; é
constante, para cada i € {1,--- |k} ecada je{k+1,--- n}.

Por outro lado, (§;(z0), (%0,¢;)) = (G(z0),(;) = 0, para quaisquer i € {1,--- ,k} e j €
{k+1,--- n}, ou seja,

Gre N 16H = = ) )" 0

Lema A.13. Sejam M uma variedade riemanniana conexa e f: M — N uma imersao isomé-
trica. Se f é paralela, entao N tem dimensao constante e é paralelo na conexao normal de

f.



118 A.3. Resultados de Variedades Diferencidveis e de Geometria Riemanniana

Demonstragao. Dados Y, W, Z € I'(T'M) campos quaisquer, valem as igualdades

0= (Vya) (W, 2) =Vya(W,Z) —a(VyW,Z) —a(W,VyZ) =
= Vya(W,Z) =a(VyW,Z) + a(W,VyZ) e Ni.
Portanto N é paralelo na conexao normal de f.
Suponhamos que dim N;(z) = k, nesse caso existem X7, -+, Xy, Y1, -+ Yy € T, M tais que
M (z) = ger{a (X1,Y7), +,a (X, Yi)} e a(X, Y1), -, a (X, Y;) sdo LI
Seja y € M um ponto qualquer de M e v: [a,b] = M um caminho suave tal que y(a) = x

e v(b) = y. Consideremos entdo X;(t) e Y;(t) os transportes paralelos dos vetores X; e Y; ao
longo da curva v e X = ~'. Dessa forma,

(Vxa) (X3, Vi) = Vya (X3, V) — o (Mx X7 Vi) — o (X3, VX)) = Vya (X3, Y)) = 0.
Logo

Q& (a (X, i), a(X;,Y))) = <V7 0 (X3, Vi), (X5, Y > + < (Xi,Y2) V#'(15)04 (XJvYJ)> = 0.
Pelas igualdades acima, o produto interno (a (X;(t), Y;(t)) , « ( ;(t),Y;(t))) é constante ao longo
da curva . Portanto os vetores normais a (X (b), Y1(b)), -+, o (X ( ), Yi(b)) sdo LI, ou seja,

dim N (y) = k = dim N (x). Analogamente, podemos demonstrar que dim N (z) = dim N (y)
e concluimos que V] tem dimensao constante em M.
]

Lema A.14. Sejam M uma variedade riemanniana e L um subfibrado vetorial de M x R}.
Nesse condicoes, L é um fibrado paralelo se, e somente se L* também o é.

Demonstragao. Basta mostrar que se L ¢ paralelo entao L+ também o é. Sejam entdo
Eel (LL). Mostraremos que Vx& € L1, para qualquer X € TM. Seja entdo ¢ € I'(L),
assim

=X (€0 = (Vx&¢) = = (£, V() =0,

pois L é paralelo. Portanto V¢ € L, para quaisquer ¢ €e I'(L) e X € TM. O
Lema A.15. Seja f = f1 X fo: My x My — Ny x Ny uma imersao produto Definamos também,
para cada (p,q) € My x My, as inclusdes totalmente geodésicas 1, 15, [fQ(q) e [21(p)
Z?IM1—>M1><M2' ’LgiMQ—>M1><M2.
r o~ (2,9 y — Wy
P9 N - NyxNy . '™ N, - Ny xN, |
r = (IE, f2(CJ)) ’ y = (fl(p)ay) ’

Nessas condigoes, para quaisquer X,Y € Ti, y My x My, existem X1,Y; € T,M; e Xy,Y5 € T, M,
tais que
ay (X7 Y) = [12(q)*af1 (le}/i) + [21(p)*af2 (X27}/2)'

M1XM2M>N1XN2 M1XM2M>N1XN2

_rf2(v)
fo¥=I o

d ] / 2
fi=Iofod? fi

My N M, Ny
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Demonstracio. Sejam m;: My x My — M; e II;: N; x Ny — N; as projecoes. Assim m 01] =
Id [ps, € mo 04 = 1d |,
Por outro lado, para quaisquer (z,y) € M; x My, valem as seguintes igualdades

Il o fouf = fi, Iyo fou =f
fort =1 of, fog =1 of,

Sejam agora X, Y € T{, ;)M x My. Como T, oy My x My = 1], T, My @b, T, My, entdo existem
campos X1,Y; € [(TM;) e X5, Y, € T'(T M) tais que

11, X1(p) +15,X2(0) = X e 41, Y1(p) +4,Y2(q) =Y.
Consideremos X1, X5, Y}, Y, € T'(T'M) os campos dados por
T X1 = X1, T2, X1 =0, T, X2 =0, 2. X2 = Xo,
m.Y1 = Y1, T, Y1 =0, Yo =0, T Yo = Y.
Dessa forma,
fXa(e,y) = fof X0 () = LPY, £, X0 (2) = Ao = X0 e oy fuXo =0,
foXo(w,y) = a5, Xa(y) = L £, X0(y) = M fuXo =0 e o fuXs = f2,X.
Calculemos oy (X,Y).

af (X7 Y) =« ()_(1 + X27171 + }_/2) (p7 Q) = [?f*()_(l—i-)_(g)f* (371 + }_/2) ( 7Q)]l =

_ 1
= Vlfz@*fl*xl[12(q)*f1*Y1(p)+VIQfl(m*fQ*XQIQI(p)*fz*B(Q)] =

- _ _ is
= [0V}, i) + 0, Ve, e 0) | =

= |29, 1,V i) + I g (X0, 1) (p) +

1
+ 'V 1, V3 Va(q) + P g, (X, Va) (q)] =

1
— [ SV Vi) + I g, (X0,70) () + a5 T3,Yalo) + TP g, (X2, 2) ()] =

= 1,0, (X0, Y0) () + 70y, (X2, Y2) (0), 0
Lema A.16. Seja f = fi1 X fo: My x My — Ni x Ny uma imersao produto. Nessas condi¢oes
(I) f é totalmente geodésica se, e somente se, fi e fs sao totalmente geodésicas e

(II) f é paralela se, e somente se, fi e fy sdo paralelas.

Demonstracao.
(I): Decorre diretamente da férmula obtida no Lema [A-TE] »

(I): Sejam X,Y,Z € I(T'M). Como V+ay é um tensor, entdo (Vxay) (Y, Z)(p,q) depende

apenas dos valores de X, Y e Z no ponto (p, q) € My x Mj e sejam entdo Xy, Y1, Z; € I'(T' M),

X2, Y5, Zo e T(TM;) e X,Y,Z e T(TM) tais que
X(p7 Q) = Z?*Xl(p) + ZIZ)*XQ(Q)a

(p:q) =11, Z1(p) + 15, Y2(a),

(pv Q) = Z?*}/l(p) + Zg*ZZ(q)v

(z,y) = 1 X1(z) +15,Xa(y)
(z,y) = 1{Y1(2) +195,Ya(y)
(z,y) =2\ (x) + 13, Z(y).

).<
:><:\ = :><:\

N
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em que 2{ e 25 sdo as inclusoes totalmente geodésicas dadas no Lema [A. 15l Dessa forma,

(Vxay) (Y, Z)(p.q) = (Viay) (V. Z) (p,q) =
= Vxar (Y, 2) (p.q) +ap (VxY. Z) (p,q) + ay (Y, VxZ) (p.q) =

1
[vf*l X1(p)+ farh , X2(q) (IlQ(q)*afl(YbZl)( )+[21(p) Qaf, Y2,22 p)>] +

+ap (Vi ow [Y0) + B2 0], 1. 200) + 5, 22(0)) +
+ap (Yi0) +8.Y2(0), Vg, xs0105, 000 (1. 70(0) + 5,2(0)) ) =

- [vﬂw) FraX1 (@) +I1 P 2, X2 (q) (If2(q) an (i, Z1)(p) + ]{1(”)*af2(Y2,Zz)(p))]L+
+ay (11, Vy,Yi(p) + 5, V3%, Y2(0), 11, Z1(p) + 15, Z2(q)) +
+ay (LYi(p) +8,Y2(0) 1.V, Xa(p) + 5,V Za(a)) =

— [[12((1)*?}”1*)(10#1 (Y1, Z1)(p) + [21(p) ?22 Xof q)O‘fQ(YQ’ ZQ)(p)]L +
I (Vi Y, 20) (0) + 'Y e, (V3,20 22) (a)+
+ 1P g, (V1Y% 20) (0) + o i (Y2, Vi, 22) (4) =
= 19 V', a5 (Y1, 21) () +ff1(p V0 (Y2, 22) () +
+ 1P g (Vi Y1, 20) 0) + 70y, (V3 Y, 22) (0)+
+ 1 0y (Y1, VR, 20) (0) + 37 g, (Yo, V3, 22) (0) =

= 1O (Vi) (V1 Z0)0) + 7, (Vi,az) (Y, 2)(a).

Portanto f é paralela se, e somente se, f; e fy sdo paralelas. O

Lema A.17. E,(x) = ﬂ ker (Ay — (¥, n)1d).

YeTE M

Demonstracao.

XeE,(z) & a(X,)Y)=(X,Y)n, VW eT,M =
e (AXY) =(X,Y) (), VY e T,M, Ve Ty M <
& AX =) X, VWeT,M & (Ay—(d,n)1d) X =0, ¥y e T, M. O

Lema A.18. Sejam M uma variedade riemanniana, N uma distribui¢io em M, B € N(p) e
v: [a,b] = M uma curva suave. Suponhamos que y(a) = p e que B(t) seja o transporte para-
lelo de B ao longo de 7. Nessas condigoes, se N é paralela, entdao B(t) € N(v(t)), para todo
t € |a,b].

Lema A.19. Seja ¢: S; x R — S x R uma isometria. Nessas condi¢oes, existem isometrias
$1: S, = S; e ¢ R — R tais que ¢ = ¢y X ¢s.

Demonstragio. Seja p = (p1,p2) € S; x R um ponto. Consideremos TS} := 4*,T,, S} <
T,S; x R.

Afirmagdo 1: m (¢.T,S}) = {0}.
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Sejam p = (p1,p2) € S; xR e v € TS} um vetor tangente ao primeiro fator e y: [—¢,¢] — S}
uma geodésica fechada tal que v(0) = p; € 7/(0) = v. Como 7 é uma geodésica, entao ¢ o (7, pa)
também é uma geodésica em S; x R, em que (v,p2)(t) := (v(t),p2). Logo m o ¢ o (y,p2) é
constante ou é uma geodésica.

Como ~ é uma geodésica fechada, entdo my (¢(y(—¢),p2)) = ma (¢(y(€),p2)), portanto
e 0o (y,p2) é constante, pois nao existem geodésicas fechadas em R. Dessa forma, m¢,v = 0.

v

Como m (¢.T,Sy) = {0}, entdo ¢.T,S; = Ty)Sy, logo ¢, TR = TR. Sejam entdo
(x,y) = ¢(p) e {v1,---,v,} uma base ortonormal de T,S}. Tomemos também ¢; € O(n)
tal que ¢(p1) =z e ¢1(v;) = dav; € Po: R > R

t—p2+y, se Qe = €pi2;
¢2(t) = D2 ) ¢* n+2 n+2
—t+p2+ Y, Sedunio= —€ny2;

em que €,49 = (0, ,1) € E"™ x R. Dessa forma, ¢; x ¢o: S} x R — S} x R é uma isometria
tal que ¢(p) = (¢1 x 92)(p), duvi = (b1 X P2)svi € Puenya = (P1 X P2)ulnya.

Seja agora q € S x R um ponto qualquer. Como Sy, x R é completa, entdo q = exp, v, para
algum v € T,S] x R. Dessa forma

6(q) = ¢ (ex, V) = exDy(p) Pu(P)V = EXD(4, ) (91 X P2)s (D)0 =
= (61 % 1) (exp, v) = (1 x $2)(9)-

Portanto ¢ = ¢1 x ¢s. O

Lema A.20 (ver [I]). Sejam M, N e N variedades riemannianas e P: N — N uma aplicagao
de recobrimento e isometria local. Se f: M — N é uma imersao isométrica umbilica e M é
conexa e simplesmente conexa, entao existe uma imersao isométrica umbilica e f: M — N tal

que f = Po f.

f 4
lP

M—L-N

Lema A.21 (Lema de Moore, ver [8]). Sejam M = M; x M, uma variedade riemanniana e
f: M — R} uma imersao isométrica. Se o (X,Y) = 0, sempre que X € I'(T'M;) e Y € I'(T M,),
entao existem uma decomposicao ortogonal R"™ @GR SR = R}, um vetor vy € R™, e imersoes
isométricas f;: M; — R™ tais que f(x1,x2) = (vo, fi(z1), f2(x2)).

Além disso R = ger {f.X: X e T,M; e x € M}, para j € {1,2}, e vg = mo(f(x)), em que
mo: R — R™ é a projecdo ortogonal e R™ = (R™ @R")".

Lema A.22 (Teorema de De Rham, ver [I1], [23]). Sejam M uma variedade riemanniana e
D uma distribuicdo em M. Suponhamos ainda que D e D+ sejam totalmente geodésicas e
denotemos por N, e Ny as folhas das distribuicoes D e D+, respectivamente. Nessas condi-
coes, para cada p € M, existem abertos U ¢ M, Uy € Ny e Uy © N, e existe uma isometria
: Uy x Uy — U tais que: pe U n Uy n U, e, para cada (x,y) € Uy x Uy, ¥ (Uy x {y}) é uma
folha de D((z,y)) e ¥ ({x} x Uy) é uma folha de D (¢(x,y)).
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Lema A.23 (ver [23] e [24]). Sejam M uma variedade riemanniana e D uma distribuigao to-
talmente geodésica em M. Suponhamos ainda que € := D' seja uma distribuicao esférica e
denotemos por N1 e Ny as folhas das distribuicoes D e £, respectivamente. Nessas condicoes,
para cada p € M, existem abertos U ¢ M, Uy € Ny e Uy € Ny e existem uma funcao dife-
rencidvel p: Uy — RY e uma isometria ¢: Uy x, Uy — U tais que: p € U nU; n U, e, para
cada (z,y) € Uy x, Uy, ¢ (Uy x {y}) é uma folha de D(y(z,y)) e ¥ ({x} x Us) é uma folha de
EW(z,y))-
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