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Resumo

Nesta tese são estudadas as imersões isométricas em produtos de duas formas espaciais uti-
lizando a abordagem introduzida por Lira et al em [18]. As imersões isométricas paralelas em
produtos de duas formas espaciais com curvaturas seccionais não nulas são classificadas, e a
classificação das imersões isométricas umbílicas f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
, com m ¥ 3 e k2�k2 � 0,

é reduzida àquela das imersões isométricas umbílicas de codimensão dois em O
n
k �R, k   0, em

que O
n
k denota a forma espacial de curvatura seccional k e dimensão n. Para isso, são provados

alguns teoremas de redução de codimensão com interesse próprio para imersões isométricas em
produtos de duas formas espaciais.

Abstract

In this thesis we study isometric immersions into products of two space forms using the
approach introduced by Lira et al in [18]. Parallel isometric immersions into products of two
space forms with nonzero sectional curvatures are classified, and the classification of umbilical
isometric immersions f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
, with m ¥ 3 and k1 � k2 � 0, is reduced to that of

umbilical isometric immersions of codimension two into O
n
k � R, k   0, where O

n
k denotes the

space form with dimension n and sectional curvature k. To accomplish this, we prove some re-
sults of independent interest on reduction of codimension of isometric immersions into products
of two space forms.
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Introdução

As formas espaciais são as variedades riemannianas completas com curvatura seccional
constante. Neste trabalho, uma forma espacial será também simplesmente conexa. Existem, a
menos de isometrias, três tipos de formas espaciais: as esferas S

n
k , que são as formas espaciais

com curvatura seccional k ¡ 0; os espaços euclidianos En, que têm curvatura seccional igual a
0; e os espaços hiperbólicos Hn

k , que que são as formas espaciais com curvatura seccional k   0.
Formas espaciais e produtos de formas espaciais são exemplos de espaços simétricos. Um

espaço simétrico é uma variedade riemanniana completa M para a qual, dado qualquer ponto
p PM , a função x ÞÑ expp

�

�

�

exp�1
p x

��

é uma isometria de M , sendo expp a função exponen-
cial em p.

As subvariedades mais simples de uma variedade riemanniana são aquelas cuja segunda
forma fundamental é o tensor nulo, chamadas de subvariedades totalmente geodésicas. Exis-
tem duas generalizações bem conhecidas para o conceito de subvariedade totalmente geodésica:
as subvariedades umbílicas e as paralelas. Uma subvariedade M � N é dita umbílica quando
α pX, Y q � 〈X, Y 〉 η, para quaisquer X, Y P TM , em que α é a segunda forma fundamental
de M com valores no fibrado normal e η é o vetor curvatura média de M . Dessa forma, M é
totalmente geodésica quando é umbílica e η � 0.

Uma subvariedade M � N é dita paralela quando o tensor segunda forma fundamental é
paralelo, ou seja, quando

�

∇K

Xα
�

pY, Zq :� ∇K

Xα pY, Zq � α p∇XY, Zq � α pY,∇XZq � 0,

para quaisquer X, Y, Z P ΓpTMq, em que ∇ é a conexão riemanniana em M e ∇K é a conexão
no fibrado normal TKM .

Muito se conhece a respeito das subvariedades de uma forma espacial. Em particular, as
subvariedades totalmente geodésicas, umbílicas e paralelas das formas espaciais já estão total-
mente classificadas. A classificação das subvariedades umbílicas das formas espaciais pode ser
encontrada em [5], [6] e [2]. Já a classificação das subvariedades paralelas das formas espaciais
é mais complexa e pode ser encontrada em [15], [14], [27] e [19].

Embora as subvariedades de uma forma espacial sejam muito estudadas, o conhecimento a
respeito das subvariedades de outras variedades riemannianas é bem menor. Mesmo as subva-
riedades de produtos de duas formas espaciais não são tão conhecidas.

Em [21] mostrou-se que uma subvariedade umbílica M de um espaço simétrico N é de fato
uma subvariedade umbílica de um produto M̃ de formas espaciais mergulhado em N de modo
totalmente geodésico. Foram também classificados os possíveis pares pM̃,Nq. Além disso,
mostrou-se que uma subvariedade umbílica Mm

� O
n1

k1
�O

n2

k2
com m ¥ 3, quando vista como

subvariedade de RN1

ε1
� RN2

ε2
, pode ser obtida como a interseção O

n1

k1
�O

n2

k2
com o espaço oscu-

lador de M em um ponto genérico. No entanto, não foi obtida uma classificação de tais subva-
riedades, assim como uma descrição da geometria de uma tal interseção como subvariedade de
O
n1

k1
�O

n2

k2
.
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Em [20], dentre diversos resultados, foram determinadas as funções definidas em um aberto
de H2, em que H2 é o espaço hiperbólico de curvatura seccional �1, cujos gráficos são superfí-
cies umbílicas de H2

�R. Souam e Toubiana, em [26], conseguiram classificar (globalmente) as
superfícies umbílicas nos espaços S2

� R e H2
� R. Eles provaram que as superfícies umbílicas

de S2
�R e H2

�R são superfícies de rotação sobre uma curva. Tal curva é obtida via soluções
de sistemas de EDOs.

Em [28] e [3], foram classificadas as hipersuperfícies semi-paralelas e paralelas de Sn � R e
de Hn

�R, respectivamente. Também foram classificadas localmente as hipersuperfícies umbí-
licas de Sn � R e de Hn

� R. Em tal classificação das hipersuperfícies umbílicas, foi provado
que uma hipersuperfície umbílica de Sn � R ou de Hn

� R é, localmente, uma hipersuperfície
de rotação sobre uma curva. Tal curva é obtida utilizando as soluções de uma EDO.

Destacamos ainda o trabalho de Daniel [10] que, com o intuito de estudar superfícies míni-
mas em S2

� R e em H2
� R, demonstra em um teorema tipo Bonnet para imersões de vari-

edades riemannianas n-dimensionais em S
n
� R e em H

n
� R. Tal teorema fornece condições

necessárias e suficientes para que uma variedade riemanniana n-dimensional possa ser isome-
tricamente imersa em Sn�R e em Hn

�R, e essas condições são dadas em termos das primeira
e segunda formas fundamentais da imersão e em termos das projeções em TM e em TKM de
um campo unitário tangente ao segundo fator de Sn � R ou de Hn

� R.
O resultado de Daniel foi generalizado em [18] por Lira, Tojeiro e Vitório, que provaram

um teorema tipo Bonnet para produtos de duas formas espaciais. Nesse novo resultado, a co-
dimensão da imersão pode ser qualquer e as condições para a existência da imersão são dadas
em termos das primeira e segunda formas fundamentais, em termos da conexão em TKM e em
termos dos tensores R, S e T definidos pelos autores.

Neste trabalho, estudamos as imersões isométricas em produtos O
n1

k1
�O

n2

k2
de formas espa-

ciais, sendo O
ni

ki
uma forma espacial de dimensão ni e curvatura seccional ki. Como principal

ferramenta em tal estudo, utilizamos os tensores R, S e T definidos em [18]. Demonstramos
novos resultados envolvendo tais tensores e os utilizamos para estudar as imersões totalmente
geodésicas, paralelas e umbílicas em O

n1

k1
�O

n2

k2
.

Classificamos as imersões paralelas em O
n1

k1
�O

n2

k2
quando k1 � k2 � 0 e reduzimos a classi-

ficação das imersões umbílicas f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
, com m ¥ 3 e k1 � k2 � 0, à classificação

das imersões umbílicas com codimensão dois em O
n
k �R. Além disso, mostramos que as imer-

sões umbílicas em O
n
k � R são imersões de rotação sobre uma curva e obtemos uma descrição

da curva a partir de soluções de um sistema de EDOs. Para o caso S
n
k �R, descrevemos tanto

a curva como a imersão de rotação através de funções simples, generalizando assim as classi-
ficações das superfícies umbílicas de S

2
� R e das hipersuperfícies umbílicas de S

n
� R, feitas,

respectivamente, em [26] e [28].
Cabe aqui observar que, enquanto escrevíamos nossos resultados, as subvariedades paralelas

de Sn � Sm e de Hn
�Hm foram independentemente classificadas em [17].

Começamos nosso texto com um capítulo no qual introduzimos algumas notações e descre-
vemos os teoremas de classificação das imersões isométricas umbílicas nas formas espaciais pseu-
dorriemannianas. Tais resultados, já bem conhecidos, foram muito utilizados neste trabalho e
por essa razão dedicamos a eles o primeiro capítulo.

No segundo capítulo, definimos as subvariedades de rotação em Rn
t (espaço euclidiano Rn

com índice t). Tal definição é essencialmente a mesma dada por Dajczer, Tojeiro e Florit em [9]
para subvariedades de rotação no espaço euclidiano En. Provamos também, além de diversos
resultados técnicos, uma proposição que dá condições suficientes para que uma imersão isomé-
trica de uma variedade riemanniana em Rn

t seja uma subvariedade de rotação. Essa proposição
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generaliza um resultado de [9] para imersões em En.
O Capítulo 3 é dedicado a um estudo inicial das imersões isométricas em O

n1

k1
�O

n2

k2
. Nesse

capítulo é apresentada a definição dos tensores R, S e T e são vistas as fórmulas de Gauss,
Codazzi e Ricci das imersões isométricas em O

n1

k1
�O

n2

k2
utilizando esses tensores. Em seguida

são demonstradas algumas fórmulas já conhecidas (provadas em [18]) envolvendo tais tensores.
Apresentamos novos resultados envolvendo os tensores R, S e T e exemplos úteis de imersões
em O

n1

k1
�O

n2

k2
. Em particular, dados dois números reais k1 e k2 com k1k2 ¡ 0, exibimos um

exemplo de uma imersão isométrica totalmente geodésica g : On
k1k2

k1�k2

ÝÑ On
k1
�On

k2
.

Ao final do Capítulo 3, definimos o conceito de redução de codimensão à esquerda (e à di-
reita) e demonstramos um correspondente teorema de redução de codimensão, inspirado no
teorema de redução de codimensão para imersões em espaços de curvatura constante que
aparece em [8]. Nosso teorema dá condições necessárias e suficientes para que uma imersão
f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
possa reduzir sua codimensão à esquerda ou à direita. Também obte-

mos condições suficientes para que uma subvariedade esteja contida na imagem da imersão
totalmente geodésica g mencionada acima.

No Capítulo 4 estudamos as imersões paralelas e totalmente geodésicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
. Em

particular, apresentamos a classificação das imersões totalmente geodésicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
e

obtemos uma classificação das imersões paralelas em O
n1

k1
�O

n2

k2
quando k1 � k2 � 0.

No quinto capítulo são estudadas as imersões umbílicas f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
. O principal

teorema do quinto capítulo reduz a classificação das imersões umbílicas f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
,

com m ¥ 3 e k1 � k2 � 0, à classificação das imersões umbílicas com codimensão dois em
S
n
k �R e em H

n
k �R. Como consequência desse teorema, concluímos que, se m ¡ maxtn1, n2u

e k1 � k2 � 0, então as únicas imersões umbílicas f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
são as totalmente

geodésicas.
No sexto e último capítulo são classificadas as imersões umbílicas em Snk � R.
Ao final do trabalho, acrescentamos um apêndice com alguns resultados conhecidos e uti-

lizados ao longo do texto. Tais resultados aparecem acompanhados de demonstração ou de
referência bibliográfica.
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Capítulo 1

Imersões isométricas umbílicas em
formas espaciais pseudorriemannianas

Este primeiro capítulo apresenta uma classificação (feita em [5], [6] e [2]) das imersões isomé-
tricas umbílicas de variedades pseudorriemannianas nas formas espaciais pseudorriemannianas.
Tal classificação será utilizada explicitamente em capítulos posteriores.

1.1 Notações e Definições

Seja V um espaço vetorial com produto interno. A notação V � V1kV2 indica que: (1) V1 e
V2 são subespaços vetoriais de V , (2) V1 K V2 e (3) V se decompõe em soma direta V � V1`V2.

Denotaremos por Rn o espaço vetorial formado pelas n-uplas de números reais, por En o es-
paço Rn munido com o produto interno euclidiano e por Rn

t o espaço Rn munido com o produto
interno com sinal:

〈�, �〉 : Rn
� Rn

Ñ R
�

px1, � � � , xnq; py1, � � � , ynq
�

ÞÑ 〈px1, � � � , xnq, py1, � � � , ynq〉 ,

em que

〈px1, � � � , xnq, py1, � � � , ynq〉 :� �

ţ

i�1

xiyi �

ņ

i�t�1

xiyi.

O número natural t P t0, .., nu será chamado de índice de Rn
t ou índice da métrica 〈�, �〉.

Outras notações:

L
n :� R

n
1 ;

}x}2 :� 〈x, x〉 ;

}x} :�
a

|}x}2
| �

a

| 〈x, x〉 | ;

Spc, rq :�

#

tx P Rn
t : }x� c}2

� r2
u , se r ¡ 0,

tx P Rn
t : }x� c}2

� �r2
u , se r   0;

L :�
 

x P R
n
t : }x}2

� 0
(

;

S
n :� Sp0, 1q � E

n�1;

S
n
k :� S

�

0, k�1{2
�

� E
n�1, para k ¡ 0;

H
n :�

 

x P Sp0,�1q � L
n�1 : 〈x, e1〉   0

(

, em que e1 :� p1, 0, � � � , 0q;
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H
n
k :�

 

x P S
�

0,�|k|�1{2
�

� L
n�1 : 〈x, e1〉   0

(

, em que e1 :� p1, 0, � � � , 0q e k   0;

O
n
k :�

$

'

&

'

%

Snk , se k ¡ 0,

H
n
k , se k   0,

En, se k � 0.

É fato conhecido que uma forma espacial de dimensão n e curvatura seccional k é isométrica
a O

n
k . Por isso trabalharemos sempre com os modelos En, Snk � En�1 e H

n
k � Ln�1 de formas

espaciais.
Uma forma espacial pseudorriemanniana é uma variedade pseudorriemanniana (conexa,

completa e simplesmente conexa) com curvatura seccional constante. Denotaremos por O
n
t,k a

forma espacial pseudorriemanniana de índice t e curvatura seccional k. Também é conhecido o
fato de que On

t,k é isométrico a Rn
t , se k � 0; ou a uma das componentes conexas de S

�

0, 1
?

k

	

em Rn�1
t , se k ¡ 0; ou a uma das componentes conexas de S

�

0, �1
?

�k

	

em R
n�1
t�1 , se k   0.

Dado x P Rn
t , diremos que x é tipo espaço quando }x}2

¡ 0, que x é tipo tempo quanto
}x}2

  0, e que x é tipo luz quando }x}2
� 0.

Seja V � Rn
t um subespaço vetorial. V será dito tipo espaço quando o produto interno

〈�, �〉 |V�V for positivo definido, será dito tipo tempo quando 〈�, �〉 |V�V for não degenerado
e não for positivo definido, e será dito tipo luz quando 〈�, �〉 |V�V for degenerado. Quando
〈�, �〉 |V�V for não degenerado, diremos que V é não degenerado.

O espaço Ln será chamado de Espaço de Lorentz ou Espaço Lorentziano. O conjunto
L será chamado de cone de luz.

Dada uma variedade riemanniana M , denotaremos por ∇ a conexão de Levi-Civita em
M . A conexão de Levi-Civita em O

n1

k1
�O

n2

k2
será denotada por ∇̄, e aquela de Rn

t por ∇̃. Se
f : M Ñ N for uma imersão isométrica entre duas variedades, denotaremos por ∇K a conexão
normal de f .

Deve ficar subentendido ao leitor que, salvo em algum caso em que seja dito o contrário,
cada variedade diferenciável que aparecer no texto é sempre de classe C8 e conexa.

1.2 Imersões isométricas umbílicas em formas espaciais

O objetivo desta seção é apresentar os teoremas de classificação das imersões isométricas
umbílicas de variedades riemannianas nas formas espaciais. Para isso, e sem esforço adicional,
apresentaremos os teoremas de classificação das imersões isométricas umbílicas de variedades
pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas. Para tanto, precisaremos de
alguns resultados preliminares.

Lema 1.1. Sejam Mm
s uma variedade pseudorriemanniana e f : Mm

s Ñ R
n
t uma imersão iso-

métrica umbílica com vetor curvatura média η. Se m ¥ 2, então η é paralelo na conexão normal
de f . Além disso, valem as seguintes afirmações:

(I) Aη � }η}2 Id.
(II) }η}2 é constante em M .

(III) Se }η}2
� 0 em algum ponto de M , então η é constante em M .

(IV) L :� f
�

TM k ger tηu é uma distribuição paralela em Rn
t .

(V) fpMq � fpx0q � L, para qualquer x0 PM .
(VI) Se }η}2

� 0 em algum ponto de M , então c :� f � η

}η}2 é constante em M .
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Demonstração. Pela equação de Codazzi,

∇K

Xα pY, Zq � α p∇XY, Zq � α pY,∇XZq � ∇K

Y α pX,Zq � α p∇YX,Zq � α pX,∇Y Zq ñ

ñ ∇K

X 〈Y, Z〉 η � 〈∇XY, Z〉 η � 〈Y,∇XZ〉 η � ∇K

Y 〈X,Z〉 η � 〈∇YX,Z〉 η � 〈X,∇Y Z〉 η ñ

ñ 〈Y, Z〉 ∇K

Xη � 〈X,Z〉 ∇K

Y η.

Como m ¥ 2, então podemos escolher Y � Z unitário e X K Y . Dessa forma a última
igualdade se torna ∇K

Xη � 0. •

(I): Sejam X, Y P ΓpTMq, logo

〈AηX, Y 〉 � 〈α pX, Y q , η〉 � 〈X, Y 〉 }η}2.

Portanto Aη � }η}2 Id. •

(II): Seja x PM qualquer, logo

d}η}2
pxqX � X 〈η, η〉 pxq � 2

〈

✟✟✟∇K

Xη, η
〉

pxq � 0.

Portanto }η}2 é constante em M . •

(III): Suponhamos que }η}2
� 0 em algum ponto de M . Nessas condições, }η}2

� 0 em todos
os pontos de M , pelo item (II). Dessa forma,

∇̃Xη � �f
�

AηX �✟✟✟∇K

Xη � �}η}2f
�

X � 0.

Portanto η é constante. •

(IV): Seja f
�

Y � βη P Γ pf
�

TM k ger tηuq, logo

∇̃X pf�Y � βηq � f
�

∇XY � α pX, Y q �Xpβqη � β∇̃Xη �

� f
�

∇XY � r〈X, Y 〉�Xpβqs η � βf
�

AηX � β✟✟✟∇K

Xη �

� f
�

�

∇XY � β}η}2X
�

� r〈X, Y 〉�Xpβqs η P f
�

TM k ger tηu .

Resta mostrar que L � f
�

TM k ger tηu tem dimensão constante. Se }η}2
� 0 em algum

ponto de M , então }η}2
� 0 em todos os pontos de M , pelo item (III). Portanto f

�

TMkger tηu
tem dimensão constante igual a m� 1.

Suponhamos que ηpxq � 0 para algum x P M . Nesse caso, pelo item (III), η � 0 em
qualquer ponto de M . Portanto f

�

TM k ger tηu � f
�

TM tem dimensão constante.
Por último, suponhamos que exista x PM tal que ηpxq � 0 e }ηpxq}2

� 0. Nesse caso }η} � 0
em todo ponto de M e η é constante em M (pelos itens (II) e (III)). Logo f

�

TM k ger tηu tem
dimensão constante igual a m� 1. •

(V): Seja x0 P M um ponto qualquer. Como L � f
�

TM k ger tηu é paralelo em Rn
t , segue

(pelo Lema A.14) que LK também é paralelo em Rn
t . Concluímos, pelo Lema A.12, que L e LK

não dependem de x, ou seja, são subespaços constantes em Rn
t .

Seja ξ P LK um vetor qualquer fixado, logo X 〈f, ξ〉 � 〈f
�

X, ξ〉 � 0. Portanto 〈f, ξ〉 é
constante e 〈f � fpx0q, ξ〉 � 0, ou seja, fpMq � fpx0q � L. •
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(VI): Se }η}2
� 0 em algum ponto de M , então }η}2

� 0 em todos os pontos de M , pelo item
(II). Dessa forma

d
�

f �
η

}η}2




X � f
�

X �

2
〈

✟✟✟∇K

Xη, η
〉

〈η, η〉2 η �
1
}η}2

∇̃Xη �

� f
�

X �

1
}η}2

�

�f
�

AηX �✟✟✟∇K

Xη
�

� f
�

X �

1

✚
✚✚

}η}2
f
�✚

✚✚
}η}2X � 0.

Portanto f � η

}η}2 é constante em M . •

Lema 1.2. Sejam Mm
s uma variedade pseudorriemanniana (com índice s) e f : Mm

s Ñ Rn
t uma

imersão isométrica umbílica com vetor curvatura média η. Suponhamos que η seja não nulo,
tipo luz e paralelo na conexão normal de f e sejam L :� f

�

TM k ger tηu, V � L um espaço
vetorial m-dimensional não degenerado qualquer e η̃ K V um vetor tipo luz de Rn

t tal que
〈η, η̃〉 � 1. Nessas condições, existe um único campo diferenciável tipo luz ξ P Γ

�

TKM
�

tal que

(I) ξ K f
�

TM , ξ P L` ger tη̃u e 〈ξ, η〉 � 1.

Além disso

(II) ξ é paralelo na conexão normal de f , Aξ � Id e p :� f � ξ é constante em M .

Demonstração. Pelo Lema anterior, sabemos que L é um subespaço constante em Rn
t . Dessa

forma, existem um subespaço vetorial m-dimensional não degenerado V � L e um vetor tipo
luz η̃ K V tal que 〈η, η̃〉 � 1. Além disso, como L � f

�

TM k ger tηu, então V tem índice s, ou
seja V � V m

s .
(I): Para cada x P M fixado podemos escolher uma base ortonormal te1pxq, � � � , empxqu de
TxM e definir

vipxq :� dfpxqeipxq e ξpxq :� �

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉 vipxq �
1
2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
η � η̃.

Claramente ξpxq P L` ger tη̃u. Afirmamos que ξpxq K f
�

TxM , que 〈ξpxq, η〉 � 1 e que ξpxq
é tipo luz. De fato,

〈ξpxq, f
�

ejpxq〉 �

〈

�

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉 vipxq �
1
2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
η � η̃, vjpxq

〉

�

� � 〈vjpxq, η̃〉� 〈η̃, vjpxq〉 � 0,

〈ξpxq, η〉 �

〈

�

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉 vipxq �
1
2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
η � η̃, η

〉

� 〈η̃, η〉 � 1,

〈ξpxq, ξpxq〉 �
m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
� 2 �

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
� 2 �

1
2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
� 0.

Suponhamos que ζ seja um outro campo tipo luz (não necessariamente diferenciável) tal
que ζpxq P TK

x M , 〈ζpxq, η〉 � 1 e ζpxq P L`ger tη̃u, para qualquer x PM , afirmamos que ζ � ξ.
De fato, como

ζpxq P L` ger tη̃u � f
�

TxM ` ger tη, η̃u ,
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então ζpxq �
°m

i�1 aipxqvipxq � apxqη � bpxqη̃, para certos aipxq, apxq, bpxq P R. Mas

1 � 〈ζpxq, η〉 � bpxq 〈η̃, η〉 � bpxq ñ ζpxq �

m̧

i�1

aipaqvipxq � apxqη � η̃.

Fazendo o produto interno de ζpxq por vjpxq, obtemos:

0 � 〈ζpxq, vjpxq〉 � ajpxq � 〈η̃, vjpxq〉 ñ ajpxq � � 〈vjpxq, η̃〉 .

Assim

ζpxq � �

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉 vipxq � apxqη � η̃.

Por último,

0 � 〈ζpxq, ζpxq〉 �
m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
� 2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
� 2apxq ñ apxq �

1
2

m̧

i�1

〈vipxq, η̃〉2
,

ou seja, ζpxq � ξpxq. Portanto está provado que ξ é o único campo tipo luz normal a M que
satisfaz ξ P Lk ger tη, η̃u e 〈ξ, η〉 � 1.

Para cada x PM , se escolhermos uma outra base tẽ1pxq, � � � , ẽmpxqu de TxM e definirmos

ṽipxq :� dfpxqẽipxq e

ξ̃pxq :� �

m̧

i�1

〈ṽipxq, η̃〉 ṽipxq �
1
2

m̧

i�1

〈ṽipxq, η̃〉2
η � η̃,

então (repetindo as contas anteriores feitas para ξ) sabemos que ξ̃ é um campo tipo luz normal
a M e tal que ξ̃pxq P L ` ger tη̃u e

〈

ξ̃pxq, η
〉

� 1. Dessa forma, pela unicidade do campo ξ,

ξ̃ � ξ, ou seja, o campo ξ não depende da base ortonormal escolhida em cada TxM .
Como ξ não depende da base escolhida, em cada TxM podemos escolher campos tangentes

e1, � � � , em, definidos em uma vizinhança U de x, tais te1pyq � � � , empyqu seja uma base ortonor-
mal de TyM , para cada y P U . Dessa forma,

ξpyq � �

m̧

i�1

〈vipyq, η̃〉 vipyq �
1
2

m̧

i�1

〈vipyq, η̃〉
2
η � η̃,

em que vipyq � f
�

eipyq, logo ξ é diferenciável. •

(II): Sabemos que
〈α pX, Y q , ξ〉 � 〈〈X, Y 〉 η, ξ〉 � 〈X, Y 〉 ,

portanto Aξ � Id.
Por outro lado ξpxq P L` ger tη̃u e L` ger tη̃u � f

�

TM k ger tη, ξu, logo

∇K

Xξ �
〈

∇K

Xξ, η
〉

ξ �
〈

∇K

Xξ, ξ
〉

η � �

〈

ξ,✟✟✟∇K

Xη
〉

ξ � 0.

Calculemos dpf � ξq em um vetor X P TxM :

dpf � ξqX � f
�

X � ∇̃Xξ � f
�

X � f
�

X � 0.

Portanto p :� f � ξ é constante em M . •
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A classificação das imersões isométricas umbílicas em Rn
t , dada pelo próximo teorema, nada

mais é do que um corolário dos Lemas 1.1 e 1.2. Essa classificação pode ser encontrada em [2].

Notação 1.3. Seja τpxq :�

#

1, se x   0;

0, se x ¥ 0.

Teorema 1.4. Sejam Mm
s uma variedade pseudorriemanniana, com m ¥ 2, e f : Mm

s Ñ Rn
t

uma imersão isométrica umbílica com vetor curvatura média η. Nessas condições, k :� }η}2 é
constante e f � h � f̄ , em que f̄ : Mm

s Ñ Om
s,k é uma isometria local e h : Om

s,k Ñ Rn
t é uma

imersão isométrica umbílica. Além disso:

(I) Se η � 0, então existem um ponto p P Rn
t e uma aplicação linear isométrica H : Rm

s Ñ Rn
t

tais que hpxq :� p �Hpxq.
(II) Se k � 0 (ie., η é tipo espaço ou tipo tempo), então existem um ponto p P Rn

t e uma
aplicação linear isométrica H : Rm�1

s�τpkq Ñ Rn
t tais que hpxq :� p�Hpxq. Além disso

fpMq � p� S p0, εrq XH
�

R
m�1
s�τpkq

	

,

em que r :� }η}�1 e ε :� k
|k|

.
(III) Se f não é totalmente geodésica e k � 0 (η tipo luz), então existem um subespaço ve-

torial não degenerado V m
s � Rn

t , vetores tipo luz a, b K V e um ponto p P Rn
t tais que

〈a, b〉 � 1,

fpMq � p� a�

"

v �
}v}2

2
b : v P V

*

,

e h : Rm
s Ñ Rn

t é dada por

hpxq :� p� a�Hpxq �
}x}2

2
b,

em que H : Rm
s Ñ Rn

t é uma aplicação linear isométrica tal que H pEms q � V .

O teorema anterior classifica todas as imersões isométricas totalmente geodésicas em Rn
t ,

inclusive as curvas. Isso ocorre porque, se f é totalmente geodésica, então η � 0 é paralelo
na conexão normal de f e, sendo η paralelo, as conclusões do Lema 1.1 continuam válidas,
inclusive para m � 1.

Observações 1.5. (I) Pelo Lema 1.1, L :� f
�

TxM k ger tηpxqu é um subespaço constante
de Rn

t .

(II) No item (I) do teorema anterior, o ponto p é dado por p :� fpx0q, em que x0 P M é um
ponto fixado qualquer, e a função f̄ é dada por

f̄pxq � H�1
�

fpxq � p
�

,

em que H : Rm
s Ñ L é uma isometria linear.

(III) Já no item (II) do teorema anterior, o ponto p é dado por p :� f � η

}η}2 e a função f̄ é
dada por

f̄pxq � H�1
�

fpxq � p
�

,

em que H : Rm�1
s�τpεq Ñ L é uma isometria linear e ε é o sinal de η.
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(IV) Por último, no item (III) do teorema anterior, podemos tomar V m
s � Lm�1 um subespaço

vetorial não degenerado qualquer. Nesse caso os vetores a, b e o ponto p são dados por
a :� �η̃, b :� �η e p :� f � ξ, em que ξ e η̃ são como no Lema 1.2. Além disso, a função
f̄ é dada por

f̄pxq :� H�1
�

Π
�

fpxq � p� η̃
��

,

em que H : Rm
s Ñ V é a isometria linear e Π: Rn

t Ñ V é uma projeção ortogonal.

Prova do Teorema 1.4. Pelo Lema 1.1, η é paralelo na conexão normal de f , k :� }η}2 é cons-
tante, L :� Lpxq :� f

�

TxMkger tηpxqu é um subespaço vetorial fixo de Rn
t e fpMq � fpx0q�L,

sendo x0 PM um ponto fixado qualquer de M .

(I): Suponhamos que η � 0. Assim, L � f
�

TM k ger tηu � f
�

TM e dimL � m. Portanto
fpMq é um subconjunto aberto de p� L, com p :� fpx0q.

Seja H : Rm
s Ñ L uma isometria linear. Dessa forma, a função f̄ : Mm

s Ñ Rm
s dada por

f̄pxq :� H�1
�

fpxq � p
�

é uma isometria local e f � p �H � f̄ . •

Suponhamos agora que f não seja totalmente geodésica.

(II): Caso k � 0 (η tipo espaço ou tipo tempo).
Neste caso, como k � }η}2 é constante, então η é tipo espaço (ou tipo tempo) em todos

os pontos de M . Afirmamos que fpMq é um subconjunto aberto de p � Sp0, εrq X L, em que
ε � k

|k|
, r � 1

}η}
e p � fpxq � η

}η}2 são constantes.
De fato, ε, p � fpxq � η

}η}2 e r são constantes pelo Lema 1.1. Assim fpxq P Spp, εrq. Além
disso, como L é uma distribuição paralela em Rn

t , o mesmo vale para LK. Dessa forma, se
tξm�2, � � � , ξnu é uma base ortonormal de LK, então X 〈fpxq, ξi〉 � 0 e 〈fpxq, ξi〉 � ci é cons-
tante.

Concluímos que fpMq � Spp, εrq X pa� Lq, para qualquer a P Rn
t que satisfaça 〈a, ξi〉 � ci.

Mas 〈p, ξi〉 �
〈

fpxq �
ηpxq

}ηpxq}2 , ξi
〉

� 〈fpxq, ξi〉 � ci. Portanto fpMq é um subconjunto aberto de
Spp, εrq X pp� Lq, pois m � dimM � dim rSpp, εrq X pp� Lqs.

Seja H : Rm�1
s�τpεq Ñ L uma isometria linear. Se Sp0, εrq � R

m�1
s�τpεq não for conexo, tomemos

como modelo de Om
s,k a componente conexa de Sp0, εrq tal que fpMq � p � H

�

Om
s,k

�

. Dessa
forma, a função f̄ : Mm

s Ñ Om
s,k, dada por

f̄pxq :� H�1
pfpxq � pq,

é uma isometria local e f � p �H � f̄ . •

(III): Caso k � 0 (η tipo luz).
Neste caso η é constante em M , pelo Lema 1.1. Já pelo Lema 1.2, dados V m

s � L um su-
bespaço vetorial não degenerado qualquer e η̃ K V um vetor tipo luz de Rn

t tal que 〈η, η̃〉 � 1,
existe um único campo diferenciável tipo luz ξ P Γ

�

TKM
�

tal que

〈ξ, η〉 � 1 e ξ P L� ger tη̃u .

Além disso ξ é paralelo na conexão normal de f , Aξ � Id e f � ξ � p é constante em M .
Como ξ P f

�

TM ` ger tη, η̃u e 〈ξ, η〉 � 1, então

ξ � f
�

v � βη � γη̃ e 1 � 〈ξ, η〉 � γ 〈η̃, η〉 � γ.
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Logo ξ � f
�

v � βη � η̃.

Afirmação 1: fpMq � p� η̃ � L, em que p � f � ξ é constante (pelo Lema 1.2).
Basta mostrar que fpxq � p� η̃ P L, para qualquer x PM . Mas

f � p� η̃ � �ξ � η̃ � �f
�

v � βη � η̃ � η̃ � �f
�

v � βη.

Portanto fpxq � p� η̃ P L. X

Afirmação 2: fpMq � p� LX p�η̃ � Lq � p� η̃ �
!

v � }v}2

2
η : v P V

)

.
Já sabemos, pela afirmação anterior, que f � p P �η̃ � L. Por outro lado, ξ � f � p P L,

logo f � p P LX p�η̃ � Lq. Além disso, LX p�η̃ � Lq � �η̃ �
!

v �
}v}2

2
η : v P V

)

. X

Seja Π: Rn
t Ñ V a projeção ortogonal. Assim, pela Afirmação 2,

fpxq � p� η̃ � Π pfpxq � pq �
}Π pfpxq � pq}

2

2
η.

Sejam H : Rm
s Ñ V uma isometria linear e f̄ : Mm

s Ñ Rm
s e h : Rm

s Ñ Rn
t dadas por

f̄pxq :�
�

H�1
� Π

�

pfpxq � pq e hpxq :� p� η̃ �Hpxq �
}x}2

2
η,

então f̄ é uma isometria local e

fpxq � p� η̃ �H
�

f̄pxq
�

�

�

�f̄pxq
�

�

2

2
η �

�

h � f̄
�

pxq. •

Lema 1.6. Sejam Spc, εrq � Rn
t (com ε � �1 e r ¡ 0), Mm

s uma variedade pseudorriemanni-
ana e f : Mm

s Ñ Spc, εrq uma imersão isométrica umbílica com vetor curvatura média η. Nessas
condições, se ı : Spc, εrq Ñ֒ Rn

t é a inclusão e F :� ı � f , então η é paralelo na conexão normal
de f se, e somente se, σ :� ı

�

η � ε
r2 pF � cq é paralelo na conexão normal de F .

Demonstração. Sejam X P ΓpTMq e k :� ε
r2 . Assim

∇̃Xσ � ∇̃Xrı�η � kpF � cqs � ı
�

∇̄Xη � kF
�

X � �F
�

�

AfηX � kX
�

� ı
�

∇K

Xη.

Portanto η é paralelo na conexão normal de f se, e somente se, σ é paralelo na conexão normal
de F .

Corolário 1.7. Sejam Spc, εrq � Rn
t (com ε � �1 e r ¡ 0), Mm

s uma variedade pseudorrie-
manniana e f : Mm

s Ñ Spc, εrq uma imersão isométrica umbílica com vetor curvatura média
η. Nessas condições, k :� }η}2

� ε{r2 é constante e f � h � f̄ , em que f̄ : Mm
s Ñ Om

s,k é uma
isometria local e h : Om

s,k Ñ Spc, εrq é uma imersão isométrica umbílica. Além disso,

(I) Se k � 0, então existem um subespaço vetorial não degenerado Lm�1
s�τpkq � Rn

t e um vetor
Y K L tais que

}Y }2
�

}η}2

k
, fpMq � Spc, εrq X pc� Y � Lq

e h : Om
s,k Ñ Spc, εrq é dada por hpxq :� c � Y � Hpxq, em que H : Rm�1

s�τpkq Ñ Lm�1
s�τpkq é

uma isometria linear.
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(II) Se k � 0, então existem um subespaço vetorial não degenerado V m
s � Rn

t , vetores tipo
luz a, b K V e um ponto p P LX pV k ger tbuqK tais que

〈p, a〉 �
ε

r2
, fpMq � c � p� a�

"

v �
}v}2

2
b : v P V

*

e h : Em Ñ Spc, εrq é dada por

hpxq � c� p� a �Hpxq �
}x}2

2
b,

em que H : Em Ñ V é uma isometria linear.

Prova do Corolário 1.7. Seja ı : Spc, εrq Ñ֒ Rn
t a inclusão umbílica, logo, pelo Lema A.11, a

aplicação F � ı � f também é umbílica com vetor curvatura média σ dado por

σ � ı
�

η �
ε

r2
pF � cq � ı

�

η � k̃pF � cq,

em que k̃ :� ε{r2 é a curvatura seccional de Spc, εrq.
Calculemos }σ}2:

}σ}2
�

�

�ı
�

η � k̃pF � cq
�

�

2
� }η}2

� k̃2
}F � c}2

� }η}2
� k̃ � k.

Pelo Teorema 1.4, F � h̃ � f̄ , em que f̄ : Mm
Ñ Om

s,k é uma isometria local e h̃ : Om
s,k Ñ Rn

t

é uma imersão isométrica umbílica. Sejam h : Om
s,k Ñ Spc, εrq dada por hpxq :� h̃pxq, ζ o vetor

curvatura média de h̃ e Y, Z P Γ
�

TOm
s,k

�

. Assim

αh̃pY, Zq � 〈Y, Z〉 ζ � ı
�

αhpY, Zq � αıph�Y, h�Zq � ı
�

αhpY, Zq � 〈Y, Z〉 k̃
�

h̃ � c
�

.

Portanto h é umbílica com vetor curvatura média ξ dado por ı
�

ξ :� ζ � k̃
�

h̃� c
�

e f � h � f̄ .

(I): Suponhamos que k � 0.
Neste caso, pelo item (II) do Teorema 1.4, sabemos que

F pMq � p̃� S p0, Rq X Lm�1
τpkq ,

e que R :� k

|k|
?

|k|
, h̃ : Om

k Ñ Rn
t é a imersão isométrica umbílica dada por h̃pxq � p̃ �Hpxq e

H : Rm�1
τpkq Ñ Lm�1

τpkq é uma isometria linear. Além disso, pelas Observações 1.5, o ponto p̃ é dado
por

p̃ � F �

σ

}σ}2
� c � pF � cq �

σ

}σ}2
.

Seja Y o vetor constante dado por Y :� F � c� σ
}σ}2 .

Afirmação 1: Y � 0 se, e somente se, η � 0.

}Y }2
�

�

�

�

�

F � c�
σ

}σ}2

�

�

�

�

2

�

1
k̃
� 2

〈

F � c,
σ

}σ}2

〉

�

1
}σ}2

�

�

1
k̃
�

2
〈

F � c, ı
�

η � k̃pF � cq
〉

� 1

k
�

1
k̃
�

1
k
�

�

k � k̃

k̃k
�

}η}2

k̃k
.
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Logo, Y � 0 implica η � 0. Por outro lado, se η � 0, então σ � �k̃pF � cq, assim
Y � F � c�

k̃pF�cq

k̃
� 0. X

Afirmação 2: Y K L.

〈Y, F
�

X〉 �

〈

pF � cq �
σ

}σ}2
, F

�

X

〉

� 0,

〈Y, σ〉 � 〈pF � cq, σ〉�

〈

σ

}σ}2
, σ

〉

�

�

〈

pF � cq, ı
�

η � k̃pF � cq
〉

� 1 � �1� 1 � 0.

Logo Y K L. X

Como Y K L e p̃ � c� pF � cq � σ
}σ}2 � c� Y , então

fpMq � S pp̃, Rq X pp̃� Lq X Spc, εrq � Spc, εrq X pc� Y � Lq e

hpxq � c� Y �Hpxq.

Portanto vale o item (I). •

(II): Suponhamos agora que k � 0.
Neste caso σ é constante, pelo Lema 1.1. Além disso, pelo item (III) do Teorema 1.4,

sabemos que

F pMq � p̃� a�

"

v �
}v}2

2
b : v P V

*

e que h̃ : Rm
s Ñ Rn�1

t é dada por

h̃pxq � p̃� a�Hpxq �
}x}2

2
b,

em que H : Rm
s Ñ V é uma isometria linear. Além disso, pelas Observações 1.5, V � V m

s é um
subespaço não degenerado qualquer de Lm�1

� F
�

TM k ger tσu, a � �σ̃, b � �σ e p̃ � F � ξ,
em que ξ e σ̃ são como no Lema 1.2.

Fixado um ponto x0 PM , podemos supor que V � F
�

Tx0
M . Além disso, como o vetor σ é

um vetor fixo de Rn
t , então

σ � σpx0q � ı
�

ηpx0q � k̃pF px0q � cq.

Como, pelo Lema 1.2, σ̃ é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz σ̃ K V e 〈σ̃, σ〉 � 1,
podemos então supor que σ̃ é dado pela seguinte fórmula:

σ̃ :�
ı
�

ηpx0q � k̃pF px0q � cq

}η}2
� k̃

�

ı
�

ηpx0q � k̃pF px0q � cq � 2k̃pF px0q � cq

�2k̃
�

� �

σ � 2k̃pF px0q � cq

2k̃
� �

σ

2k̃
� F px0q � c.

Dessa forma, se te1, � � � , emu é um referencial ortonormal de TM em uma vizinhança de x0,
então

p̃ � F � ξ � F �

m̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 f
�

ei �
1
2

m̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉2
σ � σ̃ � F px0q � σ̃.
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Tomando p :� p̃� c � F px0q � c� σ̃, a função h̃ é dada por

h̃pxq � c� p� σ̃ �Hpxq �
}x}2

2
σ.

Resta mostrar que p P LX pV k ger tσuqK e que 〈p, σ̃〉 � �

1
2k̃

.

}p}2
� }F px0q � c}2

� 2 〈F px0q � c, σ̃〉 �
1
k̃
� 2

〈

F px0q � c,
ı
�

η � k̃pF px0q � cq

�2k̃

〉

�

1
k̃
�

1
k̃
� 0.

〈p, F
�

Xpx0q〉 � 〈F px0q � c� σ̃, F
�

Xpx0q〉 � 0.

〈p, σ〉 � 〈F px0q � c� σ̃, σ〉 �
〈

F px0q � c, ı
�

η � k̃pF px0q � cq
〉

� 1 � �1� 1 � 0.

〈p, σ̃〉 � 〈F px0q � c� σ̃, σ̃〉 �

〈

F px0q � c,
ı
�

η � k̃pF px0q � cq

�2k̃

〉

� �

1
2k̃
.

Portanto p P LX pV k ger tσuqK e 〈p, σ̃〉 � �

1
2k̃

.

Observação 1.8. O Teorema 1.4 e o Corolário 1.7 classificam todas as imersões isométricas
umbílicas de variedades pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas. Para
ver isso, basta tomarmos como modelo de On

t,k o espaço Rn
t , caso k � 0; ou uma componente

conexa de Sp0, εrq, em que ε :� k
|k|

, r :� 1
?

|k|
e Sp0, εrq � R

n�1
t�τpεq, caso k � 0. Esses resul-

tados também classificam todas as imersões isométricas totalmente geodésicas de variedades
pseudorriemannianas em formas espaciais pseudorriemannianas, inclusive as curvas totalmente
geodésicas.
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Capítulo 2

Subvariedades de rotação em R
n
t

Sejam Rn�q�1
� Rn�q dois subespaços vetoriais de Rn

t , com 1 ¤ q ¤ n � 2. Denotemos
por Otpnq o grupo de todas as isometrias lineares de Rn

t e por Opq � 1q o subgrupo do grupo
Otpnq que fixa os pontos de Rn�q�1. Consideremos f : Nm�q

Ñ Rn�q uma imersão tal que
fpNq XR

n�q�1
� ∅. Nessas condições, uma subvariedade de rotação sobre f é a união das

órbitas dos pontos de fpNq sob a ação do grupo Opq � 1q, ou seja, é o conjunto
 

Apfpxqq : x P N e A P Opq � 1q
(

.

O subespaço Rn�q�1 é chamado de eixo de rotação.
No caso euclidiano (Rn

t � En), a definição acima coincide com a definição dada em [9]. Uma
definição mais geral de subvariedade de rotação em En pode ser encontrada em [16], e ainda
mais geral é a definição de "extrinsic warped products" feita em [22]. Em [13] Dajczer e do
Carmo definem hipersuperfícies de rotação em formas espaciais e em [12] Dillen et al definem
hipersuperfícies de rotação em Sn � R e em Hn

� R.
A primeira seção deste capítulo faz um estudo preliminar das subvariedades de rotação em

R
n
t e caracteriza algumas dessas subvariedades de rotação através de uma imersão que será

chamada de imersão de rotação. Utilizando essa imersão de rotação, a primeira seção também
classifica todas as subvariedades de rotação em Ln (ver Proposição 2.2 e Corolário 2.7).

Sejam Mm
s e Nn

t variedades pseudorriemannianas e f : Mm
s Ñ Nn

t uma imersão isomé-
trica. Dado um vetor η P TK

x M , definimos o espaço nulidade conforme de η em x por
Eηpxq :� tX P TxM : α pX, Y q � 〈X, Y 〉 η, �Y P TxMu. Dizemos que η P Γ

�

TKM
�

é uma
normal principal de f se dimEηpxq ¥ 1, para todo x P M . Se η for uma normal princi-
pal, Eη tiver dimensão constante e η for paralelo na conexão normal de f ao longo de Eη, en-
tão η será chamado de normal de Dupin. Neste caso, o número dimEη será chamado de
multiplicidade de η.

Uma distribuição D em uma variedade riemanniana Mn é dita umbílica se existe um campo
ϕ P Γ

�

DK

�

tal que ∇h
XY � 〈X, Y 〉ϕ, para quaisquer X, Y P ΓpDq, em que ∇h

XY é a proje-
ção ortogonal de ∇XY sobre DK. Neste caso o vetor ϕ é chamado de vetor curvatura mé-
dia de D. Se D é uma distribuição umbílica e seu vetor curvara média é nulo em todo ponto
(ϕ � 0), então a distribuição D é chamada de totalmente geodésica. D é dita esférica se
D é umbílica e ∇h

Xϕ � 0, para qualquer X P ΓpDq.
O principal objetivo deste capítulo é generalizar um resultado de [9] que fornece condições

suficientes para que uma imersão em En seja uma subvariedade de rotação. Essa generalização,
provada na segunda seção, é o seguinte teorema:
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Teorema 2.1. Sejam Mm uma variedade riemanniana, f : Mm
Ñ Rn

t uma imersão isométrica
e η uma normal de Dupin de f com multiplicidade q tal que η � 0 em todo ponto de M . Supo-
nhamos que EK

η seja totalmente geodésica em Mm. Nessas condições, existe uma subvariedade
de rotação g tal que fpMq é um subconjunto aberto da imagem de g. Além disso, ocorre um
dos casos abaixo.

(I) Existe uma decomposição ortogonal Rn
t � Eq�1

k R
m�q�1
t tal que g : Nm�q

� Sq Ñ

Eq�1
k R

n�q�1
t é dada por

gpx, yq � p� rpxqy � hpxq,

em que p P Rn
t é um ponto fixo, rpxq ¡ 0, rpxqy P Eq�1, hpxq P R

n�q�1
t e R

n�q�1
t é o eixo

de rotação.
(II) Existe uma decomposição ortogonal Rn

t � Lq�1
k R

m�q�1
t�1 tal que g : Nm�q

� Sp0,�1q Ñ
Lq�1

k R
m�q�1
t�1 é dada por

gpx, yq � p� rpxqy � hpxq,

em que p P Rn
t é um ponto fixo, Sp0,�1q � Lq�1, rpxq ¡ 0, rpxqy P Lq�1, hpxq P R

n�q�1
t�1 e

R
n�q�1
t�1 é o eixo de rotação.

(III) Existem vetores tipo luz e1, e2 P Rn
t e uma decomposição ortogonal Rn

t � ger te1, e2u k

Eq k R
n�q�2
t�2 tais que 〈e1, e2〉 � 1 e g : Nm�q

� Eq Ñ Rn
t é dada por

gpx, yq � q � g1pxqe1 �

�

g2pxq � g1pxq
}y}2

2

�

e2 � g1pxqy � g3pxq,

em que q P Rn
t é um ponto fixo, g1pxq ¡ 0, g3pxq P R

n�q�2
t�s�2 e ger te2u kR

n�q�2
t�2 é o eixo de

rotação.

2.1 Subvariedades de rotação em R
n
t

Denotaremos Lzt0u por L
�

, ou seja,

L
�

:� Lzt0u �
 

x P R
n
t : }x}2

� 0 e x � 0
(

.

A seguinte proposição caracteriza algumas das subvariedades de rotação em R
n
t através de

uma imersão, que será chamada de imersão de rotação.

Proposição 2.2. Sejam Rn�q�1
� Rn�q dois subespaços vetoriais de Rn

t e f : Nm�q
Ñ Rn�q

uma imersão tal que fpNq X Rn�q�1
� ∅. Sejam também M a subvariedade de rotação sobre

f , com eixo Rn�q�1.

(I) Suponhamos que Rn�q�1 tenha índice s (ie. Rn�q�1
� Rn�q�1

s ) e sejam R
q�1
t�s :� pRn�q�1

s q

K

e π : Rn
t Ñ Rn�q�1

s a projeção ortogonal de Rn
t � R

q�1
t�s k Rn�q�1

s sobre Rn�q�1
s .

(I.1) Se Rn�q tem índice s (Rn�q
� Rn�q

s ), sejam Sp0, 1q � R
q�1
t�s e X1 P Rn�q

s X pRn�q�1
s q

K

um vetor unitário tipo espaço. Neste caso, definamos M̄ e g : N � Sp0, 1q Ñ M̄ por

M̄ :� tf1pxqξ � πpfpxqq : x P N e ξ P Sp0, 1qu e gpx, ξq :� f1pxqξ � πpfpxqq,

em que f1pxq :� 〈fpxq, X1〉.
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(I.2) Se Rn�q
� R

n�q
s�1 , sejam Sp0,�1q � R

q�1
t�s e X1 P R

n�q
s�1 X pR

n�q�1
s q

K um vetor unitário
tipo tempo. Neste caso, definamos M̄ e g : N � Sp0,�1q Ñ M̄ por

M̄ :� tf1pxqξ � πpfpxqq : x P N e ξ P Sp0,�1qu e gpx, ξq :� f1pxqξ � πpfpxqq,

em que f1pxq :� � 〈fpxq, X1〉.
(I.3) Se Rn�q é tipo luz (degenerado), sejam L

�

� R
q�1
t�s e X1 P Rn�q

X pRn�q�1
s q

K um
vetor tipo luz. Neste caso, definamos M̄ e g : N � L

�

Ñ M̄ por

M̄ :�
 

f1pxqξ � πpfpxqq : x P N e ξ P L
�

(

e gpx, ξq :� f1pxqξ � πpfpxqq,

em que f1pxq é a componente de fpxq na direção de X1, ou seja, fpxq � f1pxqX1 �

πpfpXqq.

(II) Suponhamos que Rn�q�1 seja tipo luz (degenerado) e que existam subespaços vetoriais
não degenerados U, V � R

n
t e vetores tipo luz X1 e X2 tais que 〈X1, X2〉 � 1, Rn�q�1

�

ger tX2ukU e Rn
t � ger tX1, X2ukU kV . Neste caso, seja π : ger tX1u `V `Rn�q�1

Ñ

Rn�q�1 a projeção.

(II.1) Se Rn�q
� ger tX1, X2u k U , definamos M̄ e g : N � V Ñ Rn

t por

M̄ :�
"

f1pxq

�

X1 � v �
}v}2

2
X2




� πpfpxqq : x P N e v P V
*

e

gpx, vq :� f1pxq

�

X1 � v �
}v}2

2
X2




� πpfpxqq,

em que f1pxq � 〈fpxq, X2〉.
(II.2) Se Rn�q

� ger tw,X2ukU , em que w P V é um vetor unitário, consideremos ε :� }w}2

e Sp0, εq � V e definamos M̄ e g : N � Sp0, εq � RÑ Rn
t por

M̄ :�
 

f1pxq pλX2 � ξq � πpfpxqq : x P N, ξ P Sp0, εq e λ P R
(

e

gpx, ξ, λq :� f1pxq pλX2 � ξq � πpfpxqq,

em que f1pxq � ε 〈fpxq, w〉.

Em qualquer caso M � M̄ . Além disso g é uma imersão nos casos (I.1), (I.2) e (II.1). Com
a hipótese adicional de que N é uma variedade riemanniana e f é uma imersão isométrica, g
também é uma imersão nos casos (I.3) e (II.2).

Demonstração do caso (I) da Proposição 2.2. Seja M :�
 

Apfpxqq : x P N e A P Opq � 1q
(

a
subvariedade de rotação sobre f . Mostraremos que M � M̄ e que f é uma imersão.

(I.1): Suponhamos que Rn�q
� Rn�q

s . Como Rn�q�1
s é um subespaço vetorial de Rn�q

s , en-
tão existe um vetor unitário tipo espaço X1 P Rn�q

s X pRn�q�1
s q

K. Dessa forma, fpxq �
f1pxqX1 � πpfpxqq, em que f1pxq :� 〈fpxq, X1〉.

Afirmação 1: M � M̄ .
De fato, dado A P Opq � 1q, valem as seguintes igualdades:

Apfpxqq � A
�

f1pxqX1 � πpfpxq
�

� f1pxqApX1q � A
�

πpfpxqq
�

.
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Por outro lado,

A
�

πpfpxqq
�

� πpfpxqq e 〈ApX1q, Y 〉 � 〈ApX1q, ApY q〉 � 〈X1, Y 〉 � 0,

para todo Y P Rn�q�1
s , pois A fixa os pontos de Rn�q�1

s .
Como ApX1q K Rn�q�1

s e }ApX1q}
2
� }X1}

2
� 1, então ApX1q P Sp0, 1q � R

q�1
n�s K Rn�q�1

s .
Portanto Apfpxqq � f1pxqApX1q � πpfpxqq P tf1pxqξ � πpfpxqq : x P N e ξ P Squ. X

Afirmação 2: M̄ �M .
Sejam x P N e ξ P Sp0, 1q � R

q�1
t�s K Rn�q�1

s . Consideremos também tX1, X2, � � � , Xq�1u e
tξ, Y2, � � � , Yq�1u duas bases ortogonais de R

q�1
t�s tais que }Xi}

2
� }Yi}

2. Se tXq�2, � � � , Xnu é
uma base ortonormal de Rn�q�1

s , então podemos definir A P Otpnq por

ApXiq �

$

'

&

'

%

ξ, se i � 1;

Yi, se i � 2, � � � , q � 1;

Xi, se i � q � 2, � � � , n.

Dessa forma A P Opq � 1q e f1pxqξ � πpfpxqq � f1pxqApX1q � Apπpfpxqqq � Apfpxqq. X

Afirmação 3: A função g é uma imersão.
De fato,

dgpx, ξqpv1, v2q � df1pxqv1 � ξ � f1pxq � v2 � dπpfpxqq
�

dfpxqv1

�

�

� 〈dfpxqv1, X1〉 ξ � 〈fpxq, X1〉 v2 � π
�

dfpxqv1

�

.

Se dgpx, ξqpv1, v2q � 0, então 〈dfpxqv1, X1〉 ξ � 0, 〈fpxq, X1〉 v2 � 0 e π pdfpxqv1q � 0, pois
v2 K ξ e ξ, v2 P R

q�1
t�s K Rn�q�1

s . Dessa forma
$

'

&

'

%

〈dfpxqv1, X1〉 � 0, pois ξ � 0;

v2 � 0, pois fpxq R Rn�q�1
s , ou seja, 〈fpxq, X1〉 � 0; e

π pdfpxqv1q � 0.

Portanto
〈dfpxqv1, X1〉X1 � π pdfpxqv1q � dfpxqv1 � 0.

Concluímos então que pv1, v2q � 0 e g é uma imersão. X •

(I.2): A prova desse caso é inteiramente análoga à do caso (I). •

(I.3): Suponhamos que Rn�q seja tipo luz (degenerado). Como Rn�q�1
s é um subespaço veto-

rial de Rn�q, então existe um vetor não nulo tipo luz X1 P Rn�q
X pRn�q�1

s q

K. Dessa forma,
fpxq � f1pxqX1 � πpfpxqq.

Afirmação 1: M � M̄ .
A demonstração dessa afirmação é análoga à da Afirmação 1 do caso (I). X

Afirmação 2: M̄ �M .
Sejam x P N e ξ P L

�

� R
q�1
t�s � pR

n�q�1
s q

K e consideremos tX1, X2, � � � , Xq�1u e
tξ, Y2, � � � , Yq�1u duas bases de R

q�1
t�s tais que

• X1, X2, ξ e Y2 são tipo luz;
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• 〈X1, X2〉 � 1 � 〈ξ, Y2〉;

• tX3, � � � , Xq�1u e tY3, � � � , Yq�1u conjuntos são ortonormais; e

• tX1, X2u K tX3, � � � , Xq�1u e tξ, Y2u K tY3, � � � , Yq�1u.

Se tXq�2, � � � , Xnu é uma base ortonormal de Rn�q�1
s , então podemos definir A P Otpnq por

ApXiq �

$

'

&

'

%

ξ, se i � 1;

Yi, se i P t2, � � � , q � 1u;

Xi, se i P tq � 2, � � � , nu.

Dessa forma A P Opq � 1q e f1pxqξ � πpfpxqq � f1pxqApX1q � Apπpfpxqqq � Apfpxqq. X

Afirmação 3: A função g é uma imersão, se N for uma variedade riemanniana e f for uma
imersão isométrica.

De fato,

dgpx, ξqpv1, v2q � df1pxqv1 � ξ � f1pxq � v2 � dπpfpxqq
�

dfpxqv1

�

�

� 〈dfpxqv1, X2〉 ξ � 〈fpxq, X2〉 v2 � π
�

dfpxqv1

�

,

em que X2 P R
q�1
t�s é um vetor tipo luz tal que 〈X1, X2〉 � 1.

Suponhamos que dgpxqpv1, v2q � 0, assim 〈dfpxqv1, X2〉 ξ�〈fpxq, X2〉 v2 � 0 e π pdfpxqv1q �

0, pois ξ, v2 P R
q�1
t�s K Rn�q�1

s e πpfpxqq P Rn�q�1
s .

Como N é riemanniana e f é uma imersão isométrica, então dfpxqv1 ou é nulo ou é tipo
espaço. Mas dfpxqv1 � 〈dfpxqv1, X2〉X1 � πpdfpxqv1q � 〈dfpxqv1, X2〉X1, ou seja, dfpxqv1

não é tipo espaço. Portanto dfpxqv1 � 0 e v1 � 0, pois f é uma imersão.
Dessa forma dgpx, ξqpv1, v2q � f1pxqv2 � 0 e, como f1pxq � 0, pois fpNq X Rn�q�1

s � ∅,
concluímos que g é uma imersão. X •

Observação 2.3. No caso (I.3) da Proposição 2.2, se trocarmos a hipótese de que f é uma imer-
são isométrica e N é uma variedade riemanniana pela hipótese de que f

�

TN X ger tX1u � t0u,
então g continuará sendo uma imersão. Para ver isso basta repetir as contas feitas na Afirmação
3 da demonstração e verificar que

dgpx, ξqpv1, v2q � 0 ñ 〈dfpxqv1, X2〉 ξ � 〈fpxq, X2〉 v2 � 0 e π pdfpxqv1q � 0 ñ

ñ 〈dfpxqv1, X2〉 ξ � 〈fpxq, X2〉 v2 � 0 e dfpxqv1 � 〈dfpxqv1, X2〉X1 � 0 ñ

ñ v1 � 0 e v2 � 0.

Por outro lado, se ger tX1u � f
�

TxN e dfpxqv1 � X1, então

dgpx, ξqp〈fpxq, X2〉 v1,�ξq � 〈fpxq, X2〉 〈dfpxqv1, X2〉 ξ � 〈fpxq, X2〉 ξ � π
�

dfpxqv1

�

�

� 〈fpxq, X2〉 ξ � 〈fpxq, X2〉 ξ � 0.

Portanto f não é injetora nesse caso. Conclusão: g é injetora se, e somente se, f
�

TN X

ger tX1u � t0u � Rn�q
X pRn�q

q

K

X f
�

pTNq � t0u.

Precisamos de alguns resultados adicionais para provarmos o caso (II) da Proposição 2.2.
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Sejam X1 e X2 dois vetores tipo luz de Rn
t tais que 〈X1, X2〉 � 1 e suponhamos que

R
n
t � ger tX1, X2u k U k V,

em que U e V são subespaços vetoriais não degenerados. Consideremos o subespaço vetorial
tipo luz W de Rn

t dado por W :� ger tX2u kU e sejam OpV q o grupo de isometrias lineares de
V e OpV q
V o grupo de isometrias de V . Podemos definir as funções I : V Ñ ger tX1, X2ukV

e Φ: OpV q 
 V Ñ Otpnq por

Ipxq :� X1 � x�
}x}2

2
X2 e (2.1)

ΦpB, xqpv � vKq :� vK �

�

〈Bv, x〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}x}2

�

X2 �Bv �
〈

X2, v
K

〉

x, (2.2)

para todo v � vK P V k V K

� Rn
t .

Lema 2.4 (feito em [22]). As seguintes afirmações são verdadeiras:

(I) I : V Ñ IpV q é uma isometria.
(II) Φ: OpV q 
 V Ñ W é um isomorfismo de grupos, em que W é subgrupo do grupo Otpnq

que fixa W .
(III) W é o grupo de isometrias de IpV q �

!

X1 � x�
}x}2

2
X2 : x P V

)

.

Demonstração. (I): Sejam v1, v2 P V dois vetores quaisquer. Assim dIpxqvi � vi � 〈x, vi〉X2,
dessa forma

〈dIpxqv1, dIpxqv2〉 � 〈v1 � 〈x, v1〉X2, v2 � 〈x, v2〉X2〉 � 〈v1, v2〉 .

Portanto I : V Ñ IpV q � Rn
t é uma isometria. •

(II): Seja pB, xq P OpV q 
 V .

Afirmação 1: ΦpB, xq P Otpnq.

Claramente ΦpB, xq é linear. Resta mostrar que
�

�ΦpB, xq
�

v � vK
�

�

�

2
�

�

�v � vK
�

�

2
, para todo

v � vK P Rn
t .

�

�ΦpB, xqpv � vKq
�

�

2
�

�

�

�

�

�

vK �

�

〈Bv, x〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}x}2

�

X2

�

�

�

�

�

2

�

�

�

�

Bv �
〈

X2, v
K

〉

x
�

�

�

2

�

�

�

�vK
�

�

2
� 2

�

〈Bv, x〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}x}2

�

〈

vK, X2

〉

� }v}2
� 2

〈

X2, v
K

〉

〈Bv, x〉�

�

〈

X2, v
K

〉2
}x}2

�

�

�

�vK
�

�

2
�✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

2 〈Bv, x〉
〈

vK, X2

〉

�

❳❳❳❳❳❳❳❳

〈

X2, v
K

〉2
}x}2

� }v}2
�✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

2 〈Bv, x〉
〈

X2, v
K

〉

�

�

❳❳❳❳❳❳❳❳

〈

X2, v
K

〉2
}x}2

�

�

�v � vK
�

�

2
.

Portanto ΦpB, xq P Otpnq. X
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Afirmação 2: ΦpB, xq P W.
Para provarmos a Afirmação 2, precisamos apenas mostrar que ΦpB, xq fixa todos os pontos

de U e fixa X2. Seja então u P U , logo

ΦpB, xqpuq � u�

�

〈Bp0q, x〉�
〈X2, u〉

2
}x}2




X2 �Bp0q � 〈X2, u〉x � u.

ΦpB, xqpX2q � X2 �

�

〈Bp0q, x〉�
〈X2, X2〉

2
}x}2




X2 �Bp0q � 〈X2, X2〉x � X2.

Portanto ΦpB, xq P W. X

Afirmação 3: Consideremos as projeções ortogonais P : Rn
t Ñ V e Q : Rn

t Ñ U . Afirmamos
que, para quaisquer A P W, v P V e vK P V K, valem as seguintes fórmulas:

Apvq � 〈Av,X1〉X2 � P pAvq P ger tX2u k V, (2.3)

ApX1q �X1 � �

}PApX1q}
2

2
X1 � PApX1q, (2.4)

A
�

vK
�

� vK �
〈

vK, X2

〉

pAX1 �X1q . (2.5)

Seja v P V , assim

Av � 〈Av,X2〉X1 � 〈Av,X1〉X2 � PAv �QAv �

� 〈Av,AX2〉X1 � 〈Av,X1〉X2 � PAv �

ŗ

i�1

εi 〈Av, ui〉ui,

em que tu1, � � � , uru é uma base ortonormal de U e εi :� }ui}
2
� �1. Dessa forma

Av �✘✘✘✘〈v,X2〉X1 � 〈Av,X1〉X2 � PAv �

ŗ

i�1

εi✘✘✘✘✘✘
〈Av,Aui〉ui �

� 〈Av,X1〉X2 � PApvq P ger tX2u k V.

Calculemos ApX1q.

ApX1q � 〈AX1, X2〉X1 � 〈AX1, X1〉X2 � PApX1q �QApX1q �

� 〈AX1, AX2〉X1 � 〈AX1, X1〉X2 � PApX1q �

ŗ

i�1

εi 〈AX1, ui〉ui �

� X1 � 〈AX1, X1〉X2 � PApX1q �

ŗ

i�1

εi✘✘✘✘✘✘
〈AX1, Aui〉ui �

� X1 � 〈AX1, X1〉X2 � PApX1q.

∴ AX1 �X1 � 〈AX1, X1〉X2 � PApX1q ñ }AX1 �X1}
2
� }PApX1q}

2
ñ

ñ �2 〈AX1, X1〉 � }PApX1q}
2
.

∴ AX1 �X1 � �

}PApX1q}
2

2
X1 � PApX1q.



Capítulo 2. Subvariedades de rotação em Rn
t 19

Seja vK P V K

� ger tX1, X2u k U , assim

vK �
〈

vK, X2

〉

X1 �

〈

vK, X1

〉

X2 � u, para algum u P U.

∴ A
�

vK
�

�

〈

vK, X2

〉

ApX1q �

〈

vK, X1

〉

ApX2q � Apuq �

�

〈

vK, X2

〉

�

X1 �
}PApX1q}

2

2
X1 � PApX1q




�

〈

vK, X1

〉

X2 � u �

�

〈

vK, X2

〉

X1 �

〈

vK, X2

〉

�

�

}PApX1q}
2

2
X1 � PApX1q




�

〈

vK, X1

〉

X2 � u �

� vK �
〈

vK, X2

〉

pAX1 �X1q .

Portanto valem a fórmulas (2.3) a (2.5). X

Afirmação 4: Φ é um homomorfismo de grupos.
Precisamos mostrar que

Φ
�

pC, yq � pB, xq
�

� ΦpC, Y q � ΦpB, xq,

para quaisquer pC, yq, pB, xq P OpV q 
 V . Calculemos então Φ
�

pC, yq � pB, xq
�

.

Φ
�

pC, yq � pB, xq
� �

v � vK
�

� Φ
�

C �B,Cpxq � y
� �

v � vK
�

�

� vK �

�

〈pC �Bqv, Cpxq � y〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}Cpxq � y}2

�

X2 � pC �Bqv�

�

〈

X2, v
K

〉

rCpxq � ys �

� vK �

�

〈Bv, x〉� 〈pC �Bqv, y〉�

〈

X2, v
K

〉

2

�

}x}2
� 2 〈Cx, y〉� }y}2

�

�

X2 � pC �Bqv�

�

〈

X2, v
K

〉

rCpxq � ys �

� vK �

�

〈Bv, x〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}x}2

�

X2 �

�

〈

C
�

Bv �
〈

X2, v
K

〉

x
	

, y

〉

�

〈

X2, v
K

〉

2
}y}2

�

X2�

� C
�

Bv �
〈

X2, v
K

〉

x
	

�

〈

X2, v
K

〉

y �

� ΦpC, yq

�

Bv �
〈

X2, v
K

〉

x� vK �

�

〈Bv, x〉�

〈

X2, v
K

〉

2
}x}2

�

X2

�

�

� ΦpC, yq
�

ΦpB, xq
�

v � vK
�

	

�

�

ΦpC, yq � ΦpB, xq
� �

v � vK
�

.

Portanto Φ é um homomorfismo de grupos. X

Afirmação 5: Φ é injetora.
De fato, suponhamos que ΦpB, xq � Id, para algum pB, xq P OpV q 
 V , dessa forma,

ΦpB, xq
�

v � vK
�

� v � vK, para qualquer v � vK P V k V K

� Rn
t . Assim, tomando v P V ,

v � ΦpB, xqpvq � 0�
�

〈Bv, x〉�
〈X2, 0〉

2
}x}2




X2 �Bv � 〈X2, 0〉x.

∴ v � � 〈Bv, x〉X2 �Bv ñ Bv � v e 〈Bv, x〉 � 0, para qualquer v P V ñ

ñ B � Id e x � 0 ñ pB, xq � pId, 0q.
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Portanto Φ é injetora. X

Afirmação 6: Φ é sobrejetora.
Sejam A P W, P : Rn

t Ñ V a projeção ortogonal, x :� PApX1q e B :� P � A|V : V Ñ V .
Dessa forma, dados v, w P V , temos:

〈v, w〉 � 〈Av,Aw〉
(2.3)
� 〈〈Av,X1〉X2 � PAv, 〈Aw,X1〉X2 � PAw〉 � 〈PAv, PAw〉 � 〈Bv,Bw〉 .

Portanto B P OpV q.
Mostraremos que ΦpB, xq � A. Mas ΦpB, xq coincide com A em ger tX2u k U , pois

ΦpB, xq P W. Resta mostrar que ΦpB, xq é igual a A em ger tX1u k V .

ΦpB, xqpvq
(2.2)
� � 〈Bv, x〉X2 �Bv � � 〈PAv, PAX1〉X2 � PAv � � 〈PAv,AX1〉X2 � PAv �

(2.3)
� � 〈Av � 〈Av,X1〉X2, AX1〉X2 � PAv � 〈Av,X1〉X2 � PAv

(2.3)
� Av.

ΦpB, xqpX1q
(2.2)
� X1 �

}x}2

2
X2 � x � X1 �

}PApX1q}
2

2
X2 � PApX1q

(2.4)
� AX1.

Portanto ΦpB, xq � A e Φ é sobrejetora. X

(III):

Afirmação 7: I � pB, xq � ΦpB, xq � I.
Sejam pB, xq P OpV q 
 V e v P V . Calculemos pI � pB, xqqpvq e pΦpB, xq � Iqpvq.

pI � pB, xqqpvq � IpBv � xq � X1 �Bv � x�
}Bv � x}2

2
X2 �

� X1 �Bv � x�

�

}v}2
� }x}2

2
� 〈Bv, x〉




X2.

pΦpB, xq � Iqpvq � ΦpB, xq
�

X1 � v �
}v}2

2
X2




�

� X1 �
}v}2

2
X2 �

�

〈Bv, x〉�
1
2

〈

X2, X1 �
}v}2

2
X2

〉

}x}2




X2�

�Bv �

〈

X2, X1 �
}v}2

2
X2

〉

x �

� X1 �
}v}2

2
X2 �

�

〈Bv, x〉�
}x}2

2




X2 �Bv � x.

Portanto I � pB, xq � ΦpB, xq � I. X

Afirmação 8: W fixa IpV q.
De fato, dados Ipvq P IpV q e ΦpB, xq P W, sabemos pela Afirmação 7 que ΦpB, xq

�

Ipvq
�

�

I
�

pB, xqpvq
�

P IpV q. Portanto W fixa IpV q. X

Afirmação 9: W é o grupo de isometrias de IpV q.
Seja ϕ : IpV q Ñ IpV q uma isometria, logo ψ :� I�1

� ϕ � I : V Ñ V também é uma
isometria, pelo Item (I). Dessa forma existe pB, xq P OpV q 
 V tal que ψ � pB, xq. Assim

ϕ � I � I � ψ � I � pB, xq � ΦpB, xq � I,

pela Afirmação 7. Portanto ϕ � ΦpB, xq|IpV q e podemos concluir que o grupo de isometrias de
IpV q é o conjunto

 

A|IpV q : A P W
(

. X
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Prova do caso (II) da Proposição 2.2. Suponhamos que Rn�q�1 seja tipo luz e que existam
um subespaço vetorial não degenerado U � Rn

t e um vetor tipo luz X2 P Rn
t tais que

Rn�q�1
� ger tX2u k U .

Nesse caso, sabemos que existem um vetor tipo luz X1 P Rn
t e um subespaço não degenerado

V � Rn
t tais que

R
n
t � ger tX1, X2u k U k V, 〈X1, X2〉 � 1 e R

n�q
� ger tw,X2u ` U,

em que ou w P V , ou w � X1.
Sejam A P Opq � 1q e x P N , logo

A
�

fpxq
�

� A
�

f1pxqw � π
�

fpxq
��

� f1pxqApwq � πpfpxqq.

Como w P UK e A fixa os pontos do subespaço tipo luz Rn�q�1
� U k ger tX2u, então, pelo

Lema 2.4, existem uma isometria B de V e um vetor v P V tais que A � ΦpB, vq.

(II.1): Suponhamos que Rn�q
� Rn�q

s � ger tX1, X2u k U . Neste caso, f1pxq � 〈fpxq, X2〉 e
podemos escrever fpxq � f1pxqX1 � πpfpxqq. Assim,

A
�

fpxq
�

� f1pxqApX1q � πpfpxqq.

Por outro lado

ApX1q � ΦpB, vqpX1q
(2.2)
� X1�

}v}2

2
X2�v ñ A

�

fpxq
�

� f1pxq

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v




�πpfpxqq.

Assim M � M̄ .
Seja f1pxq

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v

	

� πpfpxqq P M̄ . Dado B P OpV q qualquer, sabemos (pelo

Lema 2.4) que ΦpB, vq P Opq � 1q. Além disso ΦpB, vqpX1q � X1 �
}v}2

2
X2 � v, portanto

f1pxq

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v




� πpfpxqq � f1pxqΦpB, vqpX1q � πpfpxqq � ΦpB, vqpfpxqq P M.

Concluímos que M � M̄ .
Para mostrar que gpx, vq :� f1pxq

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v

	

� πpfpxqq é uma imersão, calculemos

dgpx, vq.

dgpx, vqpv1, v2q � df1pxqv1 �

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v




� f1pxq p� 〈v, v2〉X2 � v2q�

� dπpfpxqq
�

dfpxqv1

�

�

� 〈dfpxqv1, X2〉 �

�

X1 �
}v}2

2
X2 � v




� f1pxq p� 〈v, v2〉X2 � v2q � πpdfpxqv1q �

� 〈dfpxqv1, X2〉X1 �

�

〈dfpxqv1, X2〉
}v}2

2
� f1pxq 〈v, v2〉




X2 � πpdfpxqv1q�

� 〈dfpxqv1, X2〉 v � f1pxqv2.

Dessa forma, se dgpx, vqpv1, v2q � 0, então
$

'

'

'

&

'

'

'

%

〈dfpxqv1, X2〉X1 � 0,

�

�

f1pxq 〈v, v2〉� 〈dfpxqv1, X2〉
}v}2

2




X2 � πpdfpxqv1q � 0,

〈dfpxqv1, X2〉 v � f1pxqv2 � 0,
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pois v, v2 P V K Rn�q, Rn�q
� ger tX1, X2u k U e πpfpxqq P Rn�q�1

� ger tX2u k U .
Da primeira equação do sistema anterior, concluímos que 〈dfpxqv1, X2〉 � 0. Substituindo

isso na terceira equação, obtemos f1pxqv2 � 0, e disso segue que v2 � 0, pois fpxq R Rn�q�1.
Substituindo 〈dfpxqv1, X2〉 � 0 e v2 � 0 na segunda equação, concluímos que πpdfpxqv1q � 0.
Como 〈dfpxqv1, X2〉 � 0 e πpdfpxqv1q � 0, então dfpxqv1 � 0 e v1 � 0. Portanto f é uma
imersão. •

(II.2): Suponhamos que Rn�q
� ger twu k Rn�q�1

� ger tw,X2u k U , para algum w P V

unitário. Neste caso f1 � ε 〈fpxq, w〉, em que ε � }w}2. Assim

A
�

fpxq
�

� f1pxqΦpB, vqpwq � πpfpxqq
(2.2)
� f1pxqp� 〈Bw, v〉X2 �Bwq � πpfpxqq.

Como }Bw}2
� }w}2 e chamando λ :� � 〈Bw, v〉, concluímos que M � M̄ . Seja agora

f1pxqpλX2 � ξq � πpfpxqq P M̄ e sejam B P OpV q e v P V tais que Bw � ξ e 〈ξ, v〉 � �λ, assim

f1pxqpλX2 � ξq � πpfpxqq � f1pxqp� 〈Bw, v〉X2 �Bwq � πpfpxqq �

� f1pxqΦpB, vqpwq � πpfpxqq � ΦpB, vqpfpxqq.

Portanto f1pxqpλX2 � ξq � πpfpxqq PM .
Para verificarmos que g é uma imersão, calculemos dgpx, ξ, λq

dgpx, ξ, λqpv1, v2, rq � df1pxqv1 � pλX2 � ξq � f1pxq � prX2 � v2q � πpdfpxqv1q �

� ε 〈dfpxqv1, w〉 � pλX2 � ξq � f1pxq � prX2 � v2q � πpdfpxqv1q �

� rε 〈dfpxqv1, w〉 ξ � f1pxqv2s � rε 〈dfpxqv1, w〉λ� f1pxqrsX2 � πpdfpxqv1q.

Dessa forma, se dgpx, ξ, λqpv1, v2, rq � 0, então
#

ε 〈dfpxqv1, w〉 ξ � f1pxqv2 � 0,

rε 〈dfpxqv1, w〉λ� f1pxqrsX2 � πpdfpxqv1q � 0,

pois ξ, v2 P V e X2, πpdfpxqv1q P V
K.

Como ξ P Sp0, εq e ξ K v2, segue que 〈dfpxqv1, w〉 � 0 e v2 � 0, pois fpxq R Rn�q�1.
Logo, f1pxqrX2 � πpdfpxqv1q � 0. Supondo f uma imersão isométrica e N uma variedade
riemanniana, segue que g é uma imersão. •

Observação 2.5. Pelas contas feitas logo acima para o caso (II.2) da Proposição 2.2, sabemos
que

dgpx, ξ, λqpv1, v2, rq � 0 �

$

'

&

'

%

〈dfpxqv1, w〉 � 0,

v2 � 0,

f1pxqrX2 � πpdfpxqv1q � 0.

Dessa forma, g é uma imersão se, e somente se, f
�

pTNqXger tX2u � t0u � Rn�q
XpRn�q

q

K

X

f
�

pTNq � t0u.

Definição 2.6. A imersão g dada na Proposição 2.2 é chamada de imersão de rotação da
subvariedade de rotação M .

Corolário 2.7. A Proposição 2.2 classifica todas subvariedades de rotação em L
n sobre uma

imersão f de acordo com o contradomínio de f e com o eixo de rotação.
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Demonstração. Sejam f : Nm�q
Ñ Rn�q

� Ln uma imersão e M uma subvariedade de rotação
sobre f com eixo Rn�q�1

� Rn�q. Nessas condições, as únicas possibilidades para Rn�q�1 e
Rn�q são:

(I) Rn�q�1 e Rn�q são ambos tipo espaço ou ambos tipo tempo, ie., ambos têm o mesmo
índice (igual a �1);

(II) R
n�q�1 é tipo espaço e R

n�q é tipo tempo, ie., Rn�q�1 tem índice 0 e R
n�q tem índice 1;

(III) Rn�q�1 é tipo espaço e Rn�q é tipo luz;
(IV) Rn�q�1 é tipo luz e Rn�q é tipo tempo;
(V) Rn�q�1 e Rn�q são ambos tipo luz.

Mas todos esses casos possíveis para o eixo Rn�q�1 de M e o contradomínio Rn�q de f já foram
analisados na Proposição 2.2.

Observações 2.8. Pelas Observações 2.3 e 2.5, se M é uma subvariedade de rotação em Ln

sobre f : N Ñ Rn�q e Rn�q é tipo luz, então g é uma imersão se, e somente se, Rn�q
XpRn�q

q

K

X

ϕ
�

pTNq � t0u, ou seja, g é uma imersão se, e somente se, N é uma variedade riemanniana com
a métrica induzida pela imersão f .

2.2 Prova do Teorema 2.1

Para provarmos o Teorema 2.1 precisamos de alguns resultados adicionais, cujas versões
euclidianas foram provadas em [9].

Lema 2.9. Sejam f : Mm
Ñ Rn

t uma imersão isométrica e η uma normal principal de f . En-
tão, para quaisquer X P Eηpxq e ξ, ζ P TK

x M tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1, valem as seguintes
fórmulas:

AηX � }η}2X, AξX � 0 e AζX � X. (2.6)

Seja D uma distribuição em M tal que Dpxq � Eηpxq, para todo x PM .

(I) Se η é paralelo na conexão normal de f ao longo de D, então ∇}η}2
P Γ

�

DK

�

, em que
∇}η}2 é o vetor gradiente da função }η}2. Além disso valem as seguintes igualdades:

�

}η}2 Id�Aη
�

∇XY �

〈X, Y 〉

2
∇}η}2, (2.7)

〈Aξ∇XY, Z〉 � 〈X, Y 〉
〈

∇K

Zξ, η
〉

, (2.8)

〈pId�Aζq∇XY, Z〉 � � 〈X, Y 〉
〈

∇K

Zζ, η
〉

, (2.9)

para para quaisquer X, Y P ΓpDq, Z P Γ
�

DK

�

e ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1.
(II) Se D é uma distribuição umbílica com vetor curvatura média ϕ, então

∇̃Xf�Y � f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉σ, �X, Y P ΓpDq, (2.10)

em que σ :� f
�

ϕ� η e ∇v
XY é a projeção ortogonal de ∇XY sobre D.
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(III) Com as mesmas hipóteses de (I) e (II),

�

}η}2 Id�Aη
�

ϕ �
1
2

∇
�

}η}2
�

, (2.11)

〈Aξϕ, Z〉 �
〈

∇K

Zξ, η
〉

, (2.12)

〈pId�Aζqϕ, Z〉 � �

〈

∇K

Zζ, η
〉

, (2.13)
〈

∇Xϕ,
�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

� 0, (2.14)

〈∇Xϕ,AξZ〉 � 0, (2.15)

〈∇Xϕ, pId�AζqZ〉 � 0, (2.16)

para quaisquer X P ΓpDq, Z P Γ
�

UK

�

e ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1.

Demonstração. Sejam X P Eηpxq, Y P TxM e ξ, ζ P TK

x M tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1. Então

〈AηX, Y 〉 � 〈α pX, Y q , η〉 � 〈〈X, Y 〉 η, η〉 � }η}2 〈X, Y 〉 ,

〈AξX, Y 〉 � 〈α pX, Y q , ξ〉 � 〈X, Y 〉 〈η, ξ〉 � 0,

〈AζX, Y 〉 � 〈α pX, Y q , ζ〉 � 〈X, Y 〉 〈η, ζ〉 � 〈X, Y 〉 .

Portanto AηX � }η}2X, AξX � 0 e AζX � X. •

Sejam X, Y P ΓpDq, Z P Γ
�

DK

�

e ξ, ζ P Γ
�

TK

f M
�

tais que ξ K η e 〈ξ, ζ〉 � 1.
(I): Como η é paralelo na conexão normal de f ao longo de D, então

X
�

}η}2
�

� 0 ñ

〈

X,∇}η}2
〉

� 0.

Portanto ∇}η}2
P Γ

�

DK

�

.
Pela equação de Codazzi,

∇XAηZ � Aη∇XZ � A
✟✟✟∇K

X
ηZ � ∇ZAηX � Aη∇ZX � A∇K

Z
ηX ñ

(2.6)
ñ ∇XAηZ � Aη∇XZ � ∇Z

�

}η}2X
�

� Aη∇ZX � A∇K

Z
ηX ñ

ñ ∇XAηZ � Aη∇XZ � Z
�

}η}2
�

X �

�

}η}2 Id�Aη
�

∇ZX � A∇K

Z
ηX.

Fazendo o produto interno nos dois lados da última igualdade por Y , resulta

〈∇XAηZ, Y 〉� 〈Aη∇XZ, Y 〉 � Z
�

}η}2
�

〈X, Y 〉�
〈

�

}η}2 Id�Aη
�

∇ZX, Y
〉

�

�

〈

A∇K

Z
ηX, Y

〉

ñ

ñ 〈∇XAηZ, Y 〉� 〈∇XZ,AηY 〉 � Z
�

}η}2
�

〈X, Y 〉�
〈

∇ZX,✭✭✭✭✭✭✭✭✭�

}η}2 Id�Aη
�

Y
〉

�

�

〈

α pX, Y q ,∇K

Zη
〉

ñ

ñ X 〈AηZ, Y 〉� 〈AηZ,∇XY 〉�
〈

∇XZ, }η}
2Y

〉

� Z
�

}η}2
�

〈X, Y 〉� 〈X, Y 〉
〈

η,∇K

Zη
〉

ñ

ñ X✘✘✘✘✘✘〈

Z, }η}2Y
〉

� 〈Z,Aη∇XY 〉�
〈

Z, }η}2∇XY
〉

�

〈X, Y 〉

2

〈

∇}η}2, Z
〉

ñ

ñ

〈

Z,
�

}η}2 Id�Aη
�

∇XY
〉

�

〈X, Y 〉

2

〈

∇}η}2, Z
〉

. (2.17)
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Sabemos que, se K P D, então 〈p}η}2 Id�Aηq∇XY,K〉 � 〈∇XY, p}η}
2 Id�AηqK〉 � 0, ou

seja, p}η}2 Id�Aηq∇XY só tem componente em DK. Portanto da igualdade (2.17) segue a
fórmula (2.7).

Utilizando a equação de Codazzi novamente,

∇XAξZ � Aξ∇XZ � A∇K

X
ξZ � ∇Z✟✟✟AξX � Aξ∇ZX � A∇K

Z
ξX ñ

ñ 〈∇XAξZ, Y 〉� 〈Aξ∇XZ, Y 〉�
〈

A∇K

X
ξZ, Y

〉

� � 〈Aξ∇ZX, Y 〉�
〈

A∇K

Z
ξX, Y

〉

ñ

ñ 〈∇XAξZ, Y 〉� 〈∇XZ,✟✟✟AξY 〉�
〈

✘✘✘✘✘α pZ, Y q,∇K

Xξ
〉

� � 〈∇ZX,✟✟✟AξY 〉�

�

〈

α pX, Y q ,∇K

Zξ
〉

ñ

ñ X 〈AξZ, Y 〉� 〈AξZ,∇XY 〉 � � 〈X, Y 〉
〈

η,∇K

Zξ
〉

ñ

ñ X 〈Z,✟✟✟AξY 〉� 〈AξZ,∇XY 〉 � � 〈X, Y 〉
〈

η,∇K

Zξ
〉

ñ

ñ 〈Z,Aξ∇XY 〉 � 〈X, Y 〉
〈

η,∇K

Zξ
〉

.

Portanto vale a fórmula (2.8).
Por último, seja ζ P Γ

�

TK

f M
�

tal que 〈ξ, ζ〉 � 1. Assim

∇XAζZ � Aζ∇XZ � A∇K

X
ζZ � ∇ZAζX � Aζ∇ZX � A∇K

Z
ζX ñ

ñ ∇XAζZ � Aζ∇XZ � A∇K

X
ζZ � pId�Aζq∇ZX � A∇K

Z
ζX ñ

ñ 〈∇XAζZ, Y 〉� 〈Aζ∇XZ, Y 〉�
〈

A∇K

X
ζZ, Y

〉

� 〈pId�Aζq∇ZX, Y 〉�
〈

A∇K

Z
ζX, Y

〉

ñ

ñ X 〈AζZ, Y 〉� 〈AζZ,∇XY 〉� 〈∇XZ,AζY 〉�
〈

✘✘✘✘✘α pZ, Y q,∇K

Xζ
〉

�

�

〈

∇ZX,✘✘✘✘✘✘
pId�Aζq Y

〉

�

〈

α pX, Y q ,∇K

Zζ
〉

ñ

ñ X✘✘✘✘✘
〈Z,AζY 〉� 〈Z,Aζ∇XY 〉� 〈Z,∇XY 〉 � � 〈X, Y 〉

〈

η,∇K

Zζ
〉

ñ

ñ 〈Z, pId�Aζq∇XY 〉 � � 〈X, Y 〉
〈

η,∇K

Zζ
〉

.

Portanto vale a fórmula (2.9). •

(II): Suponhamos que D seja uma distribuição umbílica com vetor curvatura média ϕ. Dessa
forma

∇̃Xf�Y � f
�

∇XY � α pX, Y q � f
�

∇v
XY � f

�

∇h
XY � 〈X, Y 〉 η �

� f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉 f

�

ϕ� 〈X, Y 〉 η � f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉σ.•

(III): Pela fórmula (2.7),

1
2

∇}η}2
�

�

}η}2 Id�Aη
�

∇XX �

�

}η}2 Id�Aη
� �

∇v
XX �∇h

XX
�

�

�

�

}η}2 Id�Aη
�

∇h
XX, pois ∇v

XX é a projeção ortogonal de ∇XX sobre D,

�

�

}η}2 Id�Aη
�

ϕ, pois D é uma distribuição umbílica com vetor curvatura média ϕ.

Portanto vale a fórmula (2.11).
Analogamente,

�

〈

∇K

Zζ, η
〉

(2.9)
� 〈pId�Aζq∇XX,Z〉

(2.6)
�

〈

pId�Aζq∇h
XX,Z

〉

� 〈pId�Aζqϕ, Z〉 .
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Portanto vale a fórmula (2.13).
Por outro lado, pela fórmula (2.8),

〈

∇K

Zξ, η
〉

� 〈Aξ∇XX,Z〉 �
〈

Aξ∇
h
XX,Z

〉

� 〈Aξϕ, Z〉 .

Portanto vale a igualdade (2.12).
Consideremos as seguintes igualdades:

〈

∇Xϕ,
�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

� X
〈

ϕ,
�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

�

〈

ϕ,∇X

�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

�

� X
〈

�

}η}2 Id�Aη
�

ϕ, Z
〉

�

〈

ϕ,∇X

�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

�

(2.11)
�

1
2
X

〈

∇}η}2, Z
〉

�

〈

ϕ,∇X

�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

. (2.18)

Pela equação de Codazzi,

∇XAηZ � Aη∇XZ � A
✟✟✟∇K

X
ηZ � ∇ZAηX � Aη∇ZX � A∇K

Z
ηX ñ

ñ ∇XAηZ � Aη∇XZ � ∇Z}η}
2X � Aη∇ZX � A∇K

Z
ηX �

� Z
�

}η}2
�

X � }η}2∇ZX � Aη∇ZX � A∇K

Z
ηX ñ

ñ 〈∇XAηZ, ϕ〉� 〈Aη∇XZ, ϕ〉 � Z
�

}η}2
�

✘✘✘✘〈X,ϕ〉�
〈

}η}2∇ZX,ϕ
〉

� 〈Aη∇ZX,ϕ〉�

�

〈

A∇K

Z
ηX,ϕ

〉

�

〈

}η}2∇ZX,ϕ
〉

� 〈∇ZX,Aηϕ〉�
〈

✘✘✘✘✘α pX,ϕq,∇K

Zη
〉

ñ

(2.11)
ñ 〈∇XAηZ, ϕ〉�

〈

∇XZ, }η}
2ϕ�

1
2

∇}η}2
〉

�

1
2

〈

∇ZX,∇}η}
2
〉

ñ

ñ

〈

∇X

�

Aη � }η}2 Id
�

Z, ϕ
〉

� �

1
2

〈

∇XZ,∇}η}
2
〉

�

1
2

〈

∇ZX,∇}η}
2
〉

�

� �

1
2

〈

rX,Zs,∇}η}2
〉

� �

1
2

�

XZ
�

}η}2
�

� Z✘✘✘✘✘X
�

}η}2
��

ñ

ñ

〈

∇X

�

}η}2 Id�Aη
�

Z, ϕ
〉

�

1
2
XZ

�

}η}2
�

�

1
2
X

〈

Z,∇}η}2
〉

.

Substituindo a fórmula anterior em (2.18), resulta na igualdade (2.14).
Como η é paralelo na conexão normal de f ao longo de D e ξ K η, então

〈

∇K

Xξ, η
〉

�

�

〈

ξ,∇K

Xη
〉

� 0, ou seja, ∇K

Xξ K η. Assim

∇XAξZ � Aξ∇XZ � A∇K

X
ξZ � ∇Z✟✟✟AξX � Aξ∇ZX �✘✘✘✘A∇K

Z
ξX ñ

ñ 〈∇XAξZ, ϕ〉� 〈Aξ∇XZ, ϕ〉�
〈

A∇K

X
ξZ, ϕ

〉

� � 〈Aξ∇ZX,ϕ〉 ñ

ñ X 〈AξZ, ϕ〉� 〈AξZ,∇Xϕ〉�
〈

Aξ∇
h
XZ, ϕ

〉

�

〈

Z,A∇K

X
ξϕ

〉

�

� �

〈

Aξ∇
h
ZX,ϕ

〉

ñ

(2.12)
ñ X

〈

∇K

Zξ, η
〉

� 〈AξZ,∇Xϕ〉�
〈

∇K

∇h
X
Zξ, η

〉

�

〈

∇K

Z∇K

Xξ, η
〉

� �

〈

∇K

∇h
Z
Xξ, η

〉

ñ

ñ

〈

∇K

X∇K

Zξ, η
〉

�

〈

∇K

Zξ,✟✟✟∇K

Xη
〉

�

〈

∇K

Z∇K

Xξ, η
〉

�

〈

∇K

∇h
X
Z�∇h

Z
Xξ, η

〉

� 〈AξZ,∇Xϕ〉 ñ

ñ 〈AξZ,∇Xϕ〉 �
〈

∇K

X∇K

Zξ �∇K

Z∇K

Xξ �∇K

rX,Zshξ, η
〉

�

�

〈

∇K

X∇K

Zξ �∇K

Z∇K

Xξ �∇K

rX,Zsξ, η
〉

�

〈

RK

pX,Zqξ, η
〉

.
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Por outro lado, pela equação de Ricci,
〈

RK

pX,Zqξ, η
〉

� 0. Portanto vale a fórmula (2.15).

Como η é paralelo na conexão normal de f ao longo de D e 〈ζ, η〉 � 1, então
〈

∇K

Xζ, η
〉

�

�

〈

ζ,∇K

Xη
〉

� 0, ou seja, ∇K

Xζ K η. Assim

∇XAζZ � Aζ∇XZ � A∇K

X
ζZ � ∇ZAζX � Aζ∇ZX � A∇K

Z
ζX �

� ∇ZX � Aζ∇ZX � A∇K

Z
ζX ñ

ñ ∇X pAζ � IdqZ � pId�Aζq∇XZ � A∇K

X
ζZ � pId�Aζq∇ZX � A∇K

Z
ζX ñ

ñ 〈∇X pAζ � IdqZ, ϕ〉� 〈pId�Aζq∇XZ, ϕ〉�
〈

A∇K

X
ζZ, ϕ

〉

�

� 〈pId�Aζq∇ZX,ϕ〉�
〈

A∇K

Z
ζX,ϕ

〉

ñ

ñ 〈∇X pAζ � IdqZ, ϕ〉�
〈

pId�Aζq∇h
XZ, ϕ

〉

�

〈

Z,A∇K

X
ζϕ

〉

�

�

〈

pId�Aζq∇h
ZX,ϕ

〉

�✘✘✘✘〈X,ϕ〉
〈

η,∇K

Zζ
〉

ñ

(2.12)
ñ 〈∇X pAζ � IdqZ, ϕ〉�

〈

∇h
XZ, pId�Aζqϕ

〉

�

〈

∇K

Z∇K

Xζ, η
〉

�

〈

∇h
ZX, pId�Aζqϕ

〉

ñ

(2.13)
ñ 〈∇X pAζ � IdqZ, ϕ〉�

〈

∇K

∇h
X
Zζ, η

〉

�

〈

∇K

Z∇K

Xζ, η
〉

� �

〈

∇K

∇h
Z
Xζ, η

〉

ñ

ñ X 〈pAζ � IdqZ, ϕ〉�
〈

∇K

Z∇K

Xζ, η
〉

�

〈

∇K

rX,Zshζ, η
〉

� 〈pAζ � IdqZ,∇Xϕ〉 ñ

ñ �X 〈Z, pId�Aζqϕ〉�
〈

∇K

Z∇K

Xζ, η
〉

�

〈

∇K

rX,Zsζ, η
〉

� 〈pAζ � IdqZ,∇Xϕ〉 ñ

(2.13)
ñ 〈pAζ � IdqZ,∇Xϕ〉 � X

〈

∇K

Zζ, η
〉

�

〈

∇K

Z∇K

Xζ, η
〉

�

〈

∇K

rX,Zsζ, η
〉

�

�

〈

RK

pX,Zqζ, η
〉

.

Como
〈

RK

pX,Zqζ, η
〉

� 0, pela equação de Ricci, então vale a fórmula (2.16). •

Corolário 2.10. Seja f : Mm
Ñ Rn

t uma imersão isométrica. Se η é uma normal de Dupin
não nula de f e Eη é uma distribuição umbílica com vetor curvatura média ϕ, então Eη é uma
distribuição esférica e valem as fórmulas do Lema 2.9

Demonstração. Tomando D :� Eη, então valem as fórmulas do Lema 2.9. Resta mostrar que
Eη é esférica, ou seja, que ∇Xϕpxq P Eηpxq, para quaisquer x P M e X P Eηpxq. Mas, pelo
Lema A.17, isso é equivalente a mostrar que

pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕpxq � 0,

para todo ψ P TK

x M e todo x PM .
Sejam então x PM , um ponto qualquer e ψ P TK

x M um vetor normal qualquer.

Caso ηpxq seja tipo tempo ou tipo espaço:
Como ηpxq é tipo tempo ou tipo espaço, então }ηpxq}2

� 0. Dessa forma

Aψ � 〈ψ, η〉 Id � Aψ�〈ψ,η〉 η

}η}2
� 〈ψ, η〉A η

}η}2
� 〈ψ, η〉 Id �

� Aψ�〈ψ,η〉 η

}η}2
� 〈ψ, η〉

�

A η

}η}2
� Id

	

� Aξ � 〈ψ, η〉
�

A η

}η}2
� Id

	

,

em que ξ :� ψ � 〈ψ, η〉 η

}η}2 K η. Assim, se Z P EK

η pxq, então

〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕ, Z〉 � 〈Aξ∇Xϕ, Z〉� 〈ψ, η〉
〈

�

A η

}η}2
� Id

	

∇Xϕ, Z

〉

.
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Por outro lado, pelas igualdades (2.14) e (2.15),

〈∇Xϕ,AξZ〉 � 0 �
〈

∇Xϕ,
�

}η}2 Id�Aη
�

Z
〉

.

Portanto 〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕ, Z〉 � 0. Resta provar que 〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕpxq, Y 〉 � 0,
para Y P Eηpxq. Mas

〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕpxq, Y 〉 � 〈∇Xϕ,AξY 〉� 〈ψ, ζ〉
〈

∇Xϕ,
�

A η

}η}2
� Id

	

Y

〉

(2.6)
� 0.

Caso ηpxq seja tipo luz e não nulo:
Como ηpxq é tipo luz e não nulo, então existe um vetor tipo luz ζ P TK

x M tal que 〈η, ζ〉 � 1.
Dessa forma,

Aψ � 〈ψ, η〉 Id � Aψ�〈ψ,η〉ζ � 〈ψ, η〉Aζ � 〈ψ, η〉 Id � Aξ � 〈ψ, η〉 pAζ � Idq,

em que ξ :� ψ � 〈ψ, η〉 ζ K η. Assim, para Z P EK

η pxq,

〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕ, Z〉 � 〈Aξ∇Xϕ, Z〉� 〈ψ, η〉 〈pAζ � Idq∇Xϕpxq, Z〉 .

Por outro lado, pelas igualdades (2.15) e (2.16),

〈∇Xϕ,AξZ〉 � 0 � 〈∇Xϕ, pId�AζqZ〉 .

Portanto 〈pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇Xϕ, Z〉 � 0. Resta provar que 〈pAψ � 〈ψ, η〉 Iq∇Xϕ, Y 〉 � 0, para
Y P Eηpxq. Mas

〈pAψ � 〈ψ, η〉q∇Xϕ, Y 〉 � 〈∇Xϕ,AξY 〉� 〈ψ, η〉 〈∇Xϕ, pAζ � IdqY 〉
(2.6)
� 0.

Proposição 2.11. Sejam Mm uma variedade riemanniana e f : Mm
Ñ Rn

t uma imersão iso-
métrica com normal principal não nula η.

(I) Se dimEη é constante e dimEη ¥ 2, então η é paralelo na conexão normal de f ao longo
de Eη, isto é, η é uma normal de Dupin.

(II) Se D � Eη é uma distribuição esférica em Mm cujas folhas são subconjuntos abertos de

(II.1) elipsoides q-dimensionais do tipo Spc, rq X pc � Lq � Rn
t , em que L é um subespaço

vetorial pq � 1q-dimensional tipo espaço de R
n
t ;

(II.2) ou hiperboloides q-dimensionais do tipo Spc,�rq X pc � Lq � Rn
t , em que L é um

subespaço vetorial pq � 1q-dimensional tipo tempo de Rn
t ;

(II.3) ou paraboloides q-dimensionais do tipo rL
�

X pc � Lqs � d � Rn
t , em que L �

ger twu k V é um subespaço vetorial pq � 1q-dimensional tipo luz de Rn
t (com V

tipo espaço e w tipo luz), c K V é tipo luz e 〈c, w〉 � 0;

então η é paralelo na conexão normal de f ao longo da distribuição D.
(III) Se η é uma normal de Dupin com multiplicidade q, então Eη é uma distribuição esférica

em Mm.
Sejam x PM , N uma folha da distribuição Eη que passa por x e σ :� f

�

ϕ� η, em que ϕ
é o vetor curvatura média da distribuição Eη.

(III.1) Se σpxq é tipo espaço, então fpNq é um subconjunto aberto de um elipsoide q-
dimensional em Rn

t do tipo Spc, rq X pc� Lq, em que L é um subespaço tipo espaço
pq � 1q-dimensional de Rn

t .
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(III.2) Se σpxq é tipo tempo, então fpNq é um subconjunto aberto de um hiperboloide q-
dimensional em Rn

t do tipo Spc,�rqX pc�Lq, em que L é um subespaço tipo tempo
pq � 1q-dimensional de Rn

t .
(III.3) Se σpxq é tipo luz e não nulo, então fpNq é um subconjunto aberto de um parabo-

loide q-dimensional em R
n
t do tipo c�

!

v �
}v}2

2
a : v P V pxq

)

, em que V � R
n
t é um

subespaço q-dimensional tipo espaço e a K V é tipo luz.

Observações 2.12. Pela demonstração feita mais adiante, nos itens (III.1) e (III.2) da Pro-
posição 2.11

c � fpxq �
σpxq

}σpxq}2
, r �

1
a

|}σpxq}2
|

e Lpxq � f
�

Eηpxq k ger tσpxqu

são constantes em cada folha de Eη.
Já no item (III.3), os paraboloides que contêm as folhas de Eη são dados por ppxq �

p�σ̃pxq � LqXL � ppxq� σ̃pxq�
!

v �
}v}2

2
σpxq : v P V pxq

)

, em que Lpxq � f
�

Eηpxqkger tσpxqu

é constante em cada folha de Eη, V pxq � Lpxq é um subespaço tipo espaço m-dimensional
qualquer, σ̃pxq é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz 〈σpxq, σ̃pxq〉 � 1 e σ̃pxq K V ,
ppxq � fpxq � ξpxq é constante em cada folha de Eη e ξ P Γ

�

TKM
�

é o único campo que
satisfaz ξpxq P Lpxq k ger tσ̃pxqu e 〈σpxq, ξpxq〉 � 1. Além disso, se te1, � � � , equ é uma base
ortonormal de Eηpxq, então ξpxq é dado por

ξpxq :� �

q̧

i�1

〈dfpxqei, σ̃pxq〉 dfpxqei �
1
2

q̧

i�1

〈dfpxqei, σ̃pxq〉
2
σpxq � σ̃pxq.

Prova da proposição 2.11. Sejam Xv e Xh as projeções ortogonais de X P ΓpTMq sobre D e
DK, respectivamente. Analogamente, denotemos por ∇v

XY e ∇h
XY as projeções ortogonais de

∇XY sobre D e DK, respectivamente.

(I): Sejam D :� Eη, X, Y P Γ pEηq e ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1. Pela Equação
de Codazzi

∇X✟✟✟AξY � Aξ∇XY � A∇K

X
ξY � ∇Y✟✟✟AξX � Aξ∇YX � A∇K

Y
ξX ñ

(2.6)
ñ Aξ∇XY � A∇K

X
ξY � Aξ∇YX � A∇K

Y
ξX.

Como dimEη ¥ 2, então podemos supor que X K Y e que }Y }2
� 1. Assim, fazendo o produto

interno em ambos os lados da igualdade acima por Y ,

〈Aξ∇XY, Y 〉�
〈

A∇K

X
ξY, Y

〉

� 〈Aξ∇YX, Y 〉�
〈

A∇K

Y
ξX, Y

〉

ñ

(2.6)
ñ

〈

α pY, Y q ,∇K

Xξ
〉

�

〈

✘✘✘✘✘α pX, Y q,∇K

Xξ
〉

� 0 ñ

〈

∇K

Xη, ξ
〉

� 0.

Utilizando novamente a fórmula de Codazzi,

∇XAζY � Aζ∇XY � A∇K

X
ζY � ∇YAζX � Aζ∇YX � A∇K

Y
ζX ñ

(2.6)
ñ pId�Aζq∇XY � A∇K

X
ζY � pId�Aζq∇YX � A∇K

Y
ζX ñ

ñ

〈

pId�Aζq∇XY � A∇K

X
ζY, Y

〉

�

〈

pId�Aζq∇YX � A∇K

Y
ζX, Y

〉

ñ

(2.6)
ñ

〈

α pY, Y q ,∇K

Xζ
〉

�

〈

✘✘✘✘✘α pX, Y q,∇K

Y ζ
〉

� 0 ñ

〈

∇K

Xη, ζ
〉

� 0.
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Como
〈

∇K

Xη, ξ
〉

� 0 e
〈

∇K

Xη, ζ
〉

� 0, para quaisquer ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e
〈ζ, η〉 � 1, então ∇K

Xη � 0. •

(II.1) e (II.2): Suponhamos que as folhas de D sejam subconjuntos abertos de elipsoides ou
hiperboloides q-dimensionais do tipo Spc, εrqX pc�Lq � Rn

t , em que L é um subespaço pq� 1q-
dimensional tipo espaço ou tipo tempo de Rn

t e ε � 1, caso L seja tipo espaço, ou ε � �1, caso
L seja tipo tempo.

Seja N �M uma folha (subvariedade integral) de D, logo fpNq � Spc, εrq X pc� Lq � Rn
t ,

para certos c P Rn
t , r ¡ 0 e Lq�1 um subespaço vetorial de Rn

t de tipo espaço ou tipo tempo.
Definamos o campo σ : N Ñ Rn

t por σpxq :� �ε
fpxq�c

r2 e seja X P ΓpDq, assim

}σ}2
�

ε2

r4
}fpxq � c}2

�

ε3r2

r4
�

ε

r2
e

〈σ, f
�

X〉 � �ε

〈

fpxq � c

r2
, f

�

X

〉

� �εr2

〈

�ε
fpxq � c

r2
,�ε

f
�

X

r2

〉

� �r2ε 〈σ, σ
�

X〉 � 0,

ou seja, σ é um campo normal a N e }σ}2
�

ε
r2 é constante em N .

Calculemos ∇̃Xf�Y , em que Y P ΓpDq.

∇̃Xf�Y
D�Eη
� f

�

∇XY � 〈X, Y 〉 η � f
�

∇v
XY � f

�

∇h
XY � 〈X, Y 〉 η �

� f
�

∇v
XY � f

�

〈X, Y 〉ϕ� 〈X, Y 〉 η, pois D é uma distribuição esférica,

∴ ∇̃Xf�Y � f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉 pf

�

ϕ� ηq .

Por outro lado, como c� L é totalmente geodésica em Rn
t , fpNq � Spc, εrq X pc� Lq � Rn

t

e ∇v é a conexão de Levi-Civita de N , então

∇̃Xf�Y � f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉 ε

f � c

r2
� f

�

∇v
XY � 〈X, Y 〉σ

Igualando as duas últimas fórmulas, concluímos que σ � f
�

ϕ � η, portanto η � σ � f
�

ϕ.
Assim

∇̃Xη � ∇̃Xσ � ∇̃Xf�ϕ � �∇̃Xε
f � c

r2
� f

�

∇Xϕ�✘✘✘✘✘α pX,ϕq �

� �

ε

r2
f
�

X � f
�

∇Xϕ, pois X P D � Eη.

Portanto ∇K

Xη � 0. •

(II.3): Suponhamos agora que as folhas de D sejam subconjuntos abertos de paraboloides do
tipo rLX pL� cqs�d � Rn

t , em que L � ger twukV é um subespaço vetorial pq�1q-dimensional
tipo luz de Rn

t (com V tipo espaço e w e tipo luz), c K V é tipo luz e 〈c, w〉 � 0.
Seja N uma folha de D. Como rLX pL� cqs�d � ger tc, wukV �d � Rn

t , e ger tc, wukV �d
é totalmente geodésica em Rn

t , então podemos considerar f |N : N Ñ ger tc, wu k V � d.
Como f �d P L, então f �d é um campo normal a N . Seja tw,X1, � � � , Xqu uma base de L

tal que tX1, � � � , Xqu seja uma base ortonormal de V . Dessa forma ger tc, wukV � L�ger tcu �
ger tw, w̃,X1, � � � , Xqu, em que tw, w̃u é uma base pseudo-ortonormal de ger tw, cu. Podemos
supor que c � bw̃.

Afirmamos que
〈

f � d, w
b

〉

� 1. De fato, como fpxq � d P L� c, então

fpxq � d � apxqw � bw̃ �

q̧

i�1

xipxqXi ñ

〈

f � d,
w

b

〉

� 1.
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Dessa forma, w K N .
Como f � d e w

b
são ortogonais a N e fpNq � ger tc, wu k V � d, então

αf |N pX, Y q �
〈

αf |N pX, Y q, f � d
〉 w

b
�

〈

αf |N pX, Y q,
w

b

〉

pf � dq �

� 〈Af�dX, Y 〉
w

b
�

〈

Aw
b
X, Y

〉

pf � dq.

Mas ∇̃X
w
b
� 0 e ∇̃Xpf � dq � f

�

X. Portanto αf |N pX, Y q � � 〈X, Y 〉 w
b
.

Pelas mesmas contas feitas para (II.1) e (II.2), ∇̃Xf�Y � f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉 pf

�

ϕ� ηq. Logo

�

w

b
� f

�

ϕ� η ñ η � �

w

b
� f

�

ϕ ñ

ñ ∇̃Xη � �∇̃Xpf�ϕq � �f
�

∇Xϕ�✘✘✘✘〈X,ϕ〉η � �f
�

∇Xϕ.

Portanto ∇K

Xη � 0, para todo X P D. •

(III): Se considerarmos a distribuição D :� Eη, então, Pelo Lema 2.9, valem as fórmulas (2.6)
a (2.9).

Afirmação 1: Se X, Y P Γ pEηq e X K Y , então ∇XY P Γ pEηq.
De fato, dados Z P Γ

�

EK

η

�

e ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1, valem as fórmulas

�

}η}2 Id�Aη
�

∇XY
(2.7)
�

✘✘✘✘〈X, Y 〉

2
∇}η}2

� 0 ñ }η}2∇XY � Aη∇XY ; (2.19)

〈Aξ∇XY, Z〉
(2.8)
� ✘✘✘✘〈X, Y 〉 〈∇Zξ, η〉 � 0 ñ Aξ∇XY P Γ pEηq ;

〈pId�Aζq∇XY, Z〉
(2.9)
� �✘✘✘✘〈X, Y 〉

〈

∇K

Zζ, η
〉

� 0 ñ pId�Aζq∇XY P Γ pEηq .

Por outro lado, dado W P Eη,
#

〈Aξ∇XY,W 〉 � 〈∇XY,AξW 〉
(2.6)
� 0;

〈pId�Aζq∇XY,W 〉 � 〈∇XY, pId�AζqW 〉
(2.6)
� 0.

Portanto
Aξ∇XY � 0 e pId�Aζq∇XY � 0, (2.20)

para quaisquer ξ, ζ P Γ
�

TKM
�

tais que ξ K η e 〈ζ, η〉 � 1.
Seja x P M um ponto qualquer e ψ P TK

x M um vetor normal qualquer. Se ηpxq for tipo
tempo ou tipo espaço, então }ηpxq}2

� 0, logo

pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇XY � Aψ�〈ψ,η〉 η

}η}2
∇XY � 〈ψ, η〉

�

Id�A η

}η}2

	

∇XY
(2.19),(2.20)

� 0.

Já se ηpxq for tipo luz, então existe um vetor tipo luz ζ P TK

x M tal que 〈ηpxq, ζ〉 � 1. Neste
caso,

pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇XY � Aψ�〈ψ,η〉ζ∇XY � 〈ψ, η〉 pId�Aζq∇XY
(2.19),(2.20)

� 0.

Como pAψ � 〈ψ, η〉 Idq∇XY � 0 então, pelo Lema A.17, ∇XY P Eη. X

Afirmação 2: Eη é umbílica.
Para mostrarmos essa afirmação, devemos mostrar que existe ϕ P Γ

�

EK

η

�

tal que ∇h
XY �

〈X, Y 〉ϕ, para qualquer par de campos X, Y P γ pEηq. Mas a função pX, Y q ÞÑ ∇h
XY é bilinear
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em Eη pois, para qualquer Z P Γ
�

EK

η

�

,
〈

∇h
XY, Z

〉

� � 〈Y,∇XZ〉. Além disso, pela Afirmação
1, X K Y ñ ∇h

XY � 0. Podemos aplicar o Lema A.9 e concluir a existência de ϕ.
Se tomarmos um campo unitário diferenciável X P Eη, então ϕ � ∇h

XX. Portanto ϕ é
diferenciável. X

Afirmação 3: Eη é uma distribuição esférica e valem as fórmulas de Lema 2.9.
Essa afirmação é verdadeira pelo Corolário 2.10. X

Seja N �M é uma folha da distribuição Eη que passa por x. Devemos mostrar que fpNq é

um subconjunto aberto de um elipsoide q-dimensional do tipo S

�

cpxq; 1
}σpxq}

	

X pcpxq � Lpxqq,

ou de um hiperboloide q-dimensional do tipo S

�

cpxq;� 1
}σpxq}

	

Xpcpxq�Lpxqq, ou de um parabo-

loide q-dimensional do tipo ppxq�p�σ̃pxq � LpxqqXL � ppxq�σ̃pxq�
!

v �
}v}2

2
σpxq : v P V pxq

)

.

Para isso, pelo Teorema 1.4, basta mostrarmos que f |N : Ñ Rn
t é uma imersão isométrica um-

bílica com vetor curvatura média σ, o que está feito pela fórmula (2.10). •

Definição 2.13. Seja D uma distribuição umbílica em uma variedade riemanniana M . O
tensor de decomposição C associado a D é dado por CXZ :� �∇h

ZX, para X P ΓpDq e
Z P Γ

�

DK

�

, em que ∇h
ZX é a projeção ortogonal de ∇ZX sobre DK.

Observação 2.14. Dado um referencial ortonormal tw1, � � � , wku de DK, segue que

CXZ � �∇h
ZX � �

ķ

i�1

〈

∇h
ZX,wi

〉

wi �

ķ

i�1

〈X,∇Zwi〉wi.

Portanto Cf �Xg �Z � f �g �CXZ, para quaisquer funções diferenciáveis f, g : M Ñ R e quaisquer
campos X P ΓpDq e Z P Γ

�

DK

�

. Portanto C é um tensor.

Lema 2.15 (feito em [9]). Seja D uma distribuição umbílica em M com vetor curvatura média
ϕ. Então, dados X, Y P D e W,Z P DK, valem as seguintes igualdades:

�

∇h
XCY

�

W � CYCXW � C∇v
X
YW �Rh

pX,W qY � 〈X, Y 〉
�

〈W,ϕ〉�∇h
Wϕ

�

, (2.21)
�

∇h
WCX

�

Z �
�

∇h
ZCX

�

W � C∇v
W
XZ � C∇v

Z
XW �Rh

pW,ZqX � 〈rW,Zs, X〉ϕ, (2.22)

em que Rh
pX,W qY é a projeção ortogonal de RpX,W qY sobre DK.

Se D � Eη, então
�

∇h
XCY

�

W � CYCXW � C∇v
X
YW � 〈X, Y 〉

�

AηW � 〈W,ϕ〉ϕ�∇h
Wϕ

�

, (2.23)
�

∇h
WCX

�

Z �
�

∇h
ZCX

�

W � C∇v
W
XZ � C∇v

Z
XW � 〈rW,Zs, X〉ϕ. (2.24)

Se η é uma normal principal de f : M Ñ Rn, D � Eη e DK é uma distribuição totalmente
geodésica, então

∇h
Wϕ � AηW � 〈W,ϕ〉ϕ. (2.25)

Demonstração. Sejam X, Y P D e W,Z P DK.
Fórmula (2.21):

�

∇h
XCY

�

W � ∇h
XCYW � CY ∇h

XW � �∇h
X∇h

WY � CY ∇h
XW �

� �∇h
X∇WY �∇h

X∇v
WY � CY ∇h

XW � �∇h
X∇WY � 〈X,∇v

WY 〉ϕ� CY ∇h
XW.
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Por outro lado,

∇h
X∇WY � Rh

pX,W qY �∇h
W∇XY �∇h

rX,W s

Y �

� Rh
pX,W qY �∇h

W∇v
XY �∇h

W∇h
XY �∇h

rX,W s

vY �∇h
rX,W s

hY �

� Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW �∇h

W 〈X, Y 〉ϕ� 〈rX,W s, Y 〉ϕ�∇h
∇h

X
WY �∇h

∇h
W
XY �

� Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW �✭✭✭✭✭✭✭〈∇WX, Y 〉ϕ� 〈X,∇WY 〉ϕ� 〈X, Y 〉 ∇h

Wϕ�

� 〈∇XW,Y 〉ϕ�✭✭✭✭✭✭✭〈∇WX, Y 〉ϕ� CY ∇h
XW � CY ∇h

WX �

� Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW � 〈X,∇v

WY 〉ϕ�
〈

W,∇h
XY

〉

ϕ� 〈X, Y 〉 ∇h
Wϕ�

� CY ∇h
XW � CYCXW �

� Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW � 〈X,∇v

WY 〉ϕ� 〈X, Y 〉 〈W,ϕ〉ϕ� 〈X, Y 〉 ∇h
Wϕ�

� CY ∇h
XW � CYCXW �

� Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW � 〈X,∇v

WY 〉ϕ� 〈X, Y 〉
�

〈W,ϕ〉ϕ�∇h
Wϕ

�

� CY ∇h
XW�

� CYCXW.

Portanto
�

∇h
XCY

�

W � �Rh
pX,W qY � C∇v

X
YW �✭✭✭✭✭✭✭〈X,∇v

WY 〉ϕ� 〈X, Y 〉
�

〈W,ϕ〉ϕ�∇h
Wϕ

�

�

�

❳❳❳❳❳CY ∇h
XW � CYCXW �✭✭✭✭✭✭✭〈X,∇v

WY 〉ϕ�
❳❳❳❳❳CY ∇h

XW �

� CYCXW � C∇v
X
YW �Rh

pX,W qY � 〈X, Y 〉
�

〈W,ϕ〉ϕ�∇h
Wϕ

�

. •

Fórmula (2.22):
�

∇h
WCX

�

Z � ∇h
WCXZ � CX∇h

WZ � �∇h
W∇h

ZX �∇h
∇h

W
ZX �

� �∇h
W∇ZX �∇h

W∇v
ZX �∇h

∇h
W
ZX � �∇h

W∇ZX � C∇v
Z
XW �∇h

∇h
W
ZX.

Dessa forma,
�

∇h
WCX

�

Z �
�

∇h
ZCX

�

W � �∇h
W∇ZX � C∇v

Z
XW �∇h

∇h
W
ZX�

�∇h
Z∇WX � C∇v

W
XZ �∇h

∇h
Z
WX �

� C∇v
W
XZ � C∇v

Z
XW �∇h

W∇ZX �∇h
Z∇WX �∇h

∇h
W
Z�∇h

Z
WX �

� C∇v
W
XZ � C∇v

Z
XW �Rh

pW,ZqX �∇h
∇v

W
Z�∇v

Z
WX �

� C∇v
W
XZ � C∇v

Z
XW �Rh

pW,ZqX � 〈rW,Zs, X〉ϕ. •

Fórmulas (2.23) e (2.24): Pela fórmula de Gauss,

RpX,W qY � AαpW,Y qX � AαpX,Y qW �✘✘✘✘〈Y,W 〉AηX � 〈X, Y 〉AηW � � 〈X, Y 〉AηW,

RpW,ZqX � AαpZ,Xq

W � AαpW,Xq

Z �✘✘✘✘〈X,Z〉AηW �✘✘✘✘〈X,W 〉AηZ � 0.

As fórmulas (2.23) e (2.24) resultam da substituição das duas igualdades acima nas fórmulas
(2.21) e (2.22). •

Fórmula (2.25): Como DK é totalmente geodésica,
〈

�∇h
ZX,W

〉

� 〈X,∇v
ZW 〉 � 0, para quais-

quer X P D e Z,W P DK. Assim CXZ � �∇h
ZX � 0, para quaisquer X P D e Z P DK. Dessa

forma, fazendo X � Y unitário, a equação (2.23) se torna

0 � AηW � 〈W,ϕ〉ϕ�∇h
Wϕ.
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Portanto ∇h
Wϕ � AηW � 〈W,ϕ〉ϕ. •

Agora já podemos provar o Teorema 2.1.

Prova do Teorema 2.1. Tomando Dpxq � Eηpxq, o item (III) da Proposição 2.11 e o item (I)
do Lema 2.9 garantem que Eη é uma distribuição esférica e ∇ p}η}2

q P EK

η . Seja então ϕ o vetor
curvatura média de Eη e σ :� f

�

ϕ� η.

Afirmação 1: Vale a seguinte fórmula:

∇̃Zσ � 〈Z, ϕ〉σ, �Z P EK

η . (2.26)

Pelos Lemas 2.9 e 2.15, as igualdades (2.12) e (2.25) são válidas, ou seja,
〈

∇K

Zη, ξ
〉

� � 〈α pZ, ϕq , ξ〉 e ∇h
Zϕ � AηZ � 〈Z, ϕ〉ϕ,

para quaisquer Z P EK

η e ξ K η.
Por (2.11), p}η}2 Id�Aηqϕ � 1

2
∇}η}2, e disso segue que

}η}2 〈ϕ, Z〉� 〈AηZ, ϕ〉 �
1
2
Z
�

}η}2
�

, �Z P EK

η . (2.27)

Agora já podemos calcular ∇̃Zσ:

∇̃Zσ � ∇̃Z pf�ϕ� ηq � f
�

�

∇v
Zϕ�∇h

Zϕ
�

� α pϕ, Zq � f
�

AηZ �∇K

Zη �

EK

η geodésica,(2.25)
� f

�

r✟✟✟AηZ � 〈Z, ϕ〉ϕs � α pϕ, Zq � f
�✟✟✟AηZ �∇K

Zη �

� 〈Z, ϕ〉 f
�

ϕ� α pϕ, Zq �∇K

Zη.

Logo
〈

∇̃Zσ, ξ
〉

�

〈

α pϕ, Zq �∇K

Zη, ξ
〉

� 0, �ξ K η em TK

f M.

Suponhamos η seja tipo espaço ou tipo tempo (em algum ponto), então

∇̃Zσ � 〈Z, ϕ〉 f
�

ϕ�
〈

α pZ, ϕq �∇K

Zη, η
〉 η

}η}2
�

� 〈Z, ϕ〉 f
�

ϕ�

�

〈AηZ, ϕ〉�
1
2
Z
�

}η}2
�

�

η

}η}2
�

(2.27)
� 〈Z, ϕ〉 f

�

ϕ� }η}2 〈ϕ, Z〉
η

}η}2
� 〈Z, ϕ〉 pf

�

ϕ� ηq � 〈Z, ϕ〉σ.

Suponhamos agora que η seja tipo luz em x P M . Neste caso existe ζ P TK

x M tipo luz tal
que 〈ηpxq, ζ〉 � 1. Logo, em x, valem as seguintes igualdades:

∇̃Zσ � 〈Z, ϕ〉 f
�

ϕ�
〈

α pϕ, Zq �∇K

Zη, ζ
〉

η �

� 〈Z, ϕ〉 f
�

ϕ�
�

〈Aζϕ, Z〉�
〈

η,∇K

Zζ
〉

�

η �

(2.13)
� 〈Z, ϕ〉 rf

�

ϕ� ηs � 〈ϕ, Z〉σ.

Portanto vale a fórmula (2.26). X
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Afirmação 2: ∇̃Zf�X � f
�

∇v
ZX, �X P Eη e todo Z P EK

η .
De fato, como EK

η é totalmente geodésica, então

〈∇ZX,W 〉 � � 〈X,∇ZW 〉 � � 〈X,∇v
ZW 〉 � 0,

para quaisquer X P Γ pEηq e Z, W P Γ
�

EK

η

�

, ou seja, ∇ZX P Eη. Dessa forma,

∇̃ZX � f
�

∇ZX �✘✘✘✘✘α pZ,Xq � f
�

∇v
ZX.

Portanto vale a afirmação. X

Afirmação 3: A distribuição L :� f
�

Eη k rσs é paralela em R
n
t ao longo de M , ou seja,

L � f
�

Eη k rσs é um subespaço vetorial constante em Rn
t .

De fato, se X P Eη e f
�

Y � βσ P f
�

Eη k rσs, então

∇̃X pf�Y � βσq � f
�

∇XY � α pX, Y q �Xpβqσ � β∇̃X pf�ϕ� ηq �

� f
�

∇v
XY � f

�

∇h
XY � 〈X, Y 〉 η �Xpβqσ � β

�

f
�

∇Xϕ�
❳❳❳❳❳α pX,ϕq � f

�

AηX �✟✟✟∇K

Xη
�

�

� f
�

∇v
XY � 〈X, Y 〉 pf

�

ϕ� ηq �Xpβqσ � β
�

f
�

∇v
Xϕ�

❳❳❳❳f
�

∇h
Xϕ� }η}2f

�

X
�

�

� f
�

�

∇v
XY � β

�

}ϕ}2
� }η}2

�

X
�

� r〈X, Y 〉�Xpβqsσ, pois Eη é esférica.

Como EK

η é totalmente geodésica, então
〈

∇h
ZY,W

〉

� � 〈Y,∇v
ZW 〉 � 0, para quaisquer

Y P Γ pEηq e W,Z P Γ
�

EK

η

�

, ou seja, ∇h
ZY � 0. Sabendo disso, calculemos ∇̃Z pf�Y � βσq,

para Z P EK

η .

∇̃Z pf�Y � βσq � f
�

∇ZY �✘✘✘✘✘α pZ, Y q � Zpβqσ � β∇̃Zσ �

(2.26)
� f

�

∇v
ZY � f

�✟✟✟∇h
ZY � Zpβqσ � β 〈Z, ϕ〉σ �

� f
�

∇v
ZY � rZpβq � β 〈Z, ϕ〉sσ.

Portanto L é uma distribuição paralela em Rn
t ao longo de M . X

Como L é constante e f
�

Eη é tipo espaço, então ou L e σ são tipo espaço em todo ponto de
M , ou L e σ são tipo tempo em todo ponto de M , ou L e σ são tipo luz em todo ponto de M .

Caso 1: Suponhamos que σ seja tipo espaço.
Neste caso, pelo item (III.1) da Proposição 2.11 e pelas Observações 2.12, as folhas de Eη

são elipsoides q-dimensionais em Rn
t dados por S

�

cpxq; 1
}σpxq}

	

X pcpxq � Lq, em que }σpxq}2 e

cpxq � fpxq �
σpxq

}σpxq}2 são constantes em cada folha de Eη.
Afirmamos que c

�

TM K L. De fato, como c é constante nas folhas de Eη, segue que
c
�

X � 0, para X P Eη. Seja então Z P EK

η , logo

c
�

Z � f
�

Z � 2

〈

∇̃Zσ, σ
〉

〈σ, σ〉2 σ �
1

〈σ, σ〉
∇̃Zσ �

(2.26)
� f

�

Z � 2
〈Z, ϕ〉 〈σ, σ〉

〈σ, σ〉2 σ �
〈Z, ϕ〉

〈σ, σ〉
σ � f

�

Z �
〈Z, ϕ〉

}σ}2
σ.

Dessa forma, 〈c
�

Z, f
�

X〉 � 0 e 〈c
�

Z, σ〉 � 〈f
�

Z, σ〉 � 〈Z, ϕ〉 � 〈Z, ϕ〉 � 〈Z, ϕ〉 � 0. Logo
c
�

TM K L.
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Consideremos a variedade Nm�q :�M{�, em que � é a relação de equivalência dada por

x � y � x e y estão em uma mesma folha da distribuição Eη.

Como cpxq � fpxq�
σpxq

}σ}2 é constante em cada folha de Eη, então podemos definir as funções
c̄, σ̄ : N Ñ Rn

t por c̄px̄q :� cpxq e σ̄px̄q :� σpxq, em que x̄ é a classe de equivalência de x.
Seja Π: Rn

t Ñ L a projeção ortogonal. Assim, Π � c e Π � c̄ são constantes em M e N
respectivamente, pois c

�

TM K L. Dessa forma,

fpxq � cpxq �
σpxq

}σ}2
� p� hpx̄q � rpx̄q

σpxq

}σpxq}
,

em que rpx̄q :� 1
}σpxq}

, p :� Πpcpxqq e hpx̄q é a projeção ortogonal de c̄px̄q sobre LK.
Conclusão: fpMq é um subconjunto aberto da subvariedade de rotação com eixo LK so-

bre a imersão f̄ : N Ñ LK k ger tξu, dada por f̄ px̄q :� h̄px̄q � r̄px̄qξ, em que ξ P Sp0, 1q � L

é um vetor fixo. A parametrização de rotação é a função g : N � Sp0, 1q Ñ Rn
t dada por

gpx̄, yq :� p� hpx̄q � rpx̄qy. •

Caso 2: Suponhamos que σ seja tipo tempo.
Análoga ao caso anterior, fpMq é um subconjunto aberto da subvariedade de rotação

com eixo LK sobre a imersão f̄ : N Ñ LK k ger tξu, dada por f̄px̄q :� h̄px̄q � r̄px̄qξ, em
que ξ P Sp0,�1q � L é um vetor fixo, N :� M{ � e � é a relação de equivalência dada
pelo caso anterior. A parametrização de rotação é a função g : N � Sp0,�1q Ñ Rn

t dada por
gpx̄, yq :� p� hpx̄q � rpx̄qy, Sp0,�1q � L. •

Caso 3: Suponhamos que σ seja tipo luz.
Como σpxq é tipo luz, então L � Eη k ger tσu é um subespaço tipo luz de R

n
t .

Afirmação 4: Se x0 P M e σ0 � σpx0q, então σpxq � 1
rpxq

σ0, para alguma função diferenciável
r : M Ñ R.

De fato, como L é constante, se x0 P M e tX1, � � � , Xmu é uma base ortonormal de Tx0
M ,

então L � ger tX1, � � � , Xm, σpx0qu. Dessa forma σpxq � a1pxqX1 � � � � � ampxqXm �
1

rpxq
σ0 e

0 � }σpxq}2
�

°m

i�1 a
2
i pxq. Logo a1pxq � � � � � ampxq � 0 e σpxq � 1

rpxq
σ0.

Sejam V � L um subespaço vetorial tipo espaço e σ̃0 um vetor tipo luz tal que σ̃0 K V e
〈σ0, σ̃0〉 � 1. Nessas condições, 1

rpxq
� 〈σpxq, σ̃0〉 é diferenciável. X

Podemos definir σ̃pxq � rpxqσ̃0. Dessa forma, σ̃ é um campo diferenciável tipo luz tal que
σ̃ K V e 〈σ, σ̃〉 � 1. Além disso, Rn

t � ger tσ, σ̃u k U k V � ger tσ0, σ̃0u k U k V , em que
U � pger tσ, σ̃u k V q

K é um subespaço vetorial não degenerado de LK � Rn
t .

Utilizando σ̃, definimos

ξpxq :� �

q̧

i�1

〈vipxq, σ̃pxq〉 vipxq �
1
2

q̧

i�1

〈vipxq, σ̃pxq〉
2
σpxq � σ̃pxq,

em que vipxq � f
�

eipxq e te1pxq, � � � , eqpxqu é uma base ortonormal de Eηpxq. Assim, pelos
mesmos argumentos feitos na demonstração do Lema 1.2, ξ é um campo diferenciável tipo luz,
ξ K Eη, ξ P Lk ger tσ̃u � Lk ger tσ̃0u e 〈ξ, σ〉 � 1.

Dessa forma, pelo item (III.3) da Proposição 2.11 e pelas Observações 2.12,

fpxq P ppxq � p�σ̃pxq � Lq X L � ppxq � σ̃pxq �

"

v �
}v}2

2
σpxq : v P V

*

,
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em que ppxq � fpxq � ξpxq é constante em cada folha de Eη.
Sejam P : Rn

t Ñ V a projeção ortogonal e vpxq � P pfpxq � ppxqq. Assim fpxq � ppxq P

ger tσ̃, σu k V e

fpxq � ppxq � σ̃pxq � vpxq �
}vpxq}2

2
σpxq � ppxq � rpxq

�

�σ̃0 � wpxq �
}wpxq}2

2
σ0




,

em que wpxq :� vpxq

rpxq
.

Afirmação 5: tv
�

e1, � � � , v�equ é uma base ortonormal de V .
De fato, como σ, σ̃ e p são constantes nas folhas de Eη, então f

�

ei � v
�

ei � 〈v, v
�

ei〉σ.
Assim, 〈v

�

ei, v�ej〉 � 〈f
�

ei, f�ej〉 e tv
�

e1, � � � , v�equ é uma base ortonormal de V . X

Afirmação 6: ∇̃Z σ̃ � � 〈Z, ϕ〉 σ̃, para todo Z P EK

η .
De fato, pela equação (2.26),

〈Z, ϕ〉σ � ∇̃Zσ � ∇̃Z

σ0

r
� �

Zprq

r2
σ0 � �

Zprq

r
σ.

Logo ϕ � �

∇r
r

e ∇r � �rϕ.
Dessa forma, ∇̃Z σ̃ � ∇̃Zrσ̃0 � Zprqσ̃0 � 〈Z,∇r〉 σ̃0 � 〈Z,�rϕ〉 σ̃0 � � 〈Z, ϕ〉 σ̃. X

Consideremos a projeção Π: pger tσu k Uq ` pger tσ̃u k V q Ñ ger tσ̃u k V e calculemos
dpΠ � pqpxqX, para X PM .

Como p é constante nas folhas de Eη, então dpΠ � pqpxqX � 0, para qualquer X P Eη. Seja
então Z P EK

η , logo

dpΠ � pqpxqZ � Π
�

∇̃Zppxq
�

� Π
�

∇̃Zpf � ξqpxq
�

.

Mas,

∇̃Zpf � ξq � f
�

Z � ∇̃Zξ � f
�

Z � ∇̃Z

�

�

q̧

i�1

〈vi, σ̃〉 vi �
1
2

q̧

i�1

〈vi, σ̃〉2
σ � σ̃

�

�

� f
�

Z � ∇̃Z σ̃ �

q̧

i�1

��

〈

∇̃Zvi, σ̃
〉

�

〈

vi, ∇̃Zσ̃
〉

	

vi � 〈vi, σ̃〉 ∇̃Zvi

�

�

�

1
2

q̧

i�1

�

2 〈vi, σ̃〉
�

〈

∇̃Zvi, σ̃
〉

�

〈

vi, ∇̃Z σ̃
〉

	

σ � 〈vi, σ̃〉2 ∇̃Zσ
�

�

� f
�

Z � 〈Z, ϕ〉 σ̃ �
q̧

i�1

�

〈

∇̃Zf�ei, σ̃
〉

f
�

ei � 〈Z, ϕ〉 〈f
�

ei, σ̃〉 f
�

ei � 〈f
�

ei, σ̃〉 ∇̃Zf�ei

	

�

�

1
2

q̧

i�1

�

2 〈f
�

ei, σ̃〉
�

〈

∇̃Zf�ei, σ̃
〉

� 〈Z, ϕ〉 〈f
�

ei, σ̃〉
	

σ � 〈f
�

ei, σ̃〉2 〈Z, ϕ〉σ
�

�

Afirmação 3
� f

�

Z �

q̧

i�1

p〈f
�

∇v
Zei, σ̃〉� 〈Z, ϕ〉 〈f

�

ei, σ̃〉q f
�

ei �

q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 f
�

∇v
Zei�

�

q̧

i�1

�

〈f
�

ei, σ̃〉 〈f
�

∇v
Zei, σ̃〉�

1
2

〈Z, ϕ〉 〈f
�

ei, σ̃〉2




σ � 〈Z, ϕ〉 σ̃.



38 2.2. Prova do Teorema 2.1

Por outro lado, se X P Eη e Z P EK

η , então

Πpf
�

Zq �

q̧

i�1

〈f
�

Z, v
�

ei〉 v�ei � 〈f
�

Z, σ〉 σ̃ �

�

q̧

i�1

�

✘✘✘✘✘✘〈f
�

Z, f
�

ei〉� 〈f
�

Z, 〈v, v
�

ei〉σ〉
�

v
�

ei � 〈f
�

Z, f
�

ϕ� η〉 σ̃ �

� � 〈Z, ϕ〉 v � 〈Z, ϕ〉 σ̃;

Πpf
�

Xq � Π pv
�

X � 〈v, v
�

X〉σq � v
�

X;

Πpσ̃q � σ̃ e Πpσq � 0.

Portanto

Π
�

∇̃Zpf � ξqpxq
�

� Π pf
�

Zq �

q̧

i�1

p〈f
�

∇v
Zei, σ̃〉� 〈Z, ϕ〉 〈f

�

ei, σ̃〉qΠpf
�

eiq�

�

q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 Π pf
�

∇v
Zeiq � 〈Z, ϕ〉 Π pσ̃q �

� � 〈Z, ϕ〉 v �❳❳❳❳❳〈Z, ϕ〉 σ̃ �
q̧

i�1

p〈f
�

∇v
Zei, σ̃〉� 〈Z, ϕ〉 〈f

�

ei, σ̃〉q v
�

ei�

�

q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 v
�

∇v
Zei �

❳❳❳❳❳〈Z, ϕ〉 σ̃ �

� � 〈Z, ϕ〉 v �
q̧

i�1

p〈f
�

∇v
Zei, σ̃〉� 〈Z, ϕ〉 〈f

�

ei, σ̃〉q v
�

ei �

q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 v
�

∇v
Zei.

Mas

∇v
Zei �

q̧

j�1

〈∇v
Zei, ej〉 ej ñ 〈f

�

∇v
Zei, σ̃〉 �

q̧

j�1

〈∇v
Zei, ej〉 〈f

�

ej, σ̃〉 .

Logo

Π
�

∇̃Zpf � ξqpxq
�

� � 〈Z, ϕ〉 v �
q̧

i�1

q̧

j�1

〈∇v
Zei, ej〉 〈f

�

ej , σ̃〉 v
�

ei�

� 〈Z, ϕ〉
q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 v
�

ei �

q̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉
q̧

j�1

〈∇v
Zei, ej〉 v�ej �

� � 〈Z, ϕ〉 v �
q̧

i,j�1
✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
〈∇v

Zei, ej〉 〈f
�

ej , σ̃〉 v
�

ei � 〈Z, ϕ〉
q̧

i�1

〈v
�

ei � 〈v, v
�

ei〉σ, σ̃〉 v
�

ei�

�

q̧

i,j�1
✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
〈f

�

ej, σ̃〉 〈∇v
Zej , ei〉 v�ei � � 〈Z, ϕ〉 v � 〈Z, ϕ〉 v � 0.

Dessa forma, q � Πpppxqq é constante.
Sejam N :� M{ �, em que � é a relação de equivalência dada no Caso 1, e π : Rn

t Ñ

ger tσu k U dada por π :� Id�Π. Assim,

fpxq � q�πpppxqq� σ̃pxq� vpxq�
}vpxq}2

2
σpxq � q�hpx̄q� r̄px̄q

�

�σ̃0 � wpxq �
}wpxq}2

2
σ0




,
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em que h : N Ñ ger tσ̃0u k U e r : N Ñ R são dadas hpx̄q � πpqpxqq e r̄px̄q � rpxq.
Concluímos que fpMq é um subconjunto aberto da variedade de rotação sobre a imersão

f̄ : N Ñ ger tσ̃0, σ0u kU , dada por f̄px̄q :� hpx̄q� r̄px̄qσ̃0, com eixo ger tσ0u kU . A parametri-
zação de rotação g : N � V Ñ Rn

t , é dada por

gpx̄, wq :� q � hpx̄q � r̄px̄q

�

�σ̃0 � w �
}w}2

2
σ0




. 
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Capítulo 3

Imersões isométricas em O
n1
k1
�O

n2
k2

O presente capítulo tem por objetivo fornecer algumas ferramentas úteis ao estudo de imer-
sões isométricas em O

n1

k1
�O

n2

k2
. Utilizamos de modo sistemático o fato de que O

n1

k1
�O

n2

k2
ad-

mite uma imersão isométrica canônica ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn cuja codimensão é 1 ou 2 (conforme

k1k2 � 0 ou k1k2 � 0, respectivamente) e Rn está munido com uma métrica com curvatura
seccional zero cujo índice é o número de elementos negativos em tk1, k2u. Na primeira seção
desse capítulo apresentamos algumas propriedades básicas da inclusão ı.

Em [18], Lira, Tojeiro e Vitório definem os tensores R : TM Ñ TM , S : TM Ñ TKM e
T : TKM Ñ TKM , associados a uma imersão isométrica f : M Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
, e provam um teo-

rema tipo Bonnet para produtos de formas espaciais. Por esse teorema, uma imersão isométrica
em O

n1

k1
�O

n2

k2
fica inteiramente determinada (a menos de movimento rígido em O

n1

k1
�O

n2

k2
) pe-

las primeira e segunda formas fundamentais, pela conexão em TKM e pelos tensores R, S e T
associados à imersão. Apresentamos na segunda seção as definições dos tensores R, S e T e
diversas fórmulas encontradas em [18] para tais tensores.

Nas terceira e quarta seções, estudamos (respectivamente) imersões produto f1 � f2 : M1 �

M2 Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
, em que cada fi : Mi Ñ O

ni

ki
é uma imersão isométrica, e as somas com pesos

de imersões isométricas. Caracterizamos tais imersões em termos dos tensores R e S.
Na quinta seção é estudada uma imersão isométrica totalmente geodésica g : On

k1k2

k1�k2

Ñ On
k1
�

On
k2

, que é um caso particular de uma soma com pesos de imersões isométricas. Provamos a Pro-
posição 3.23 que dá condições suficientes para que uma imersão isométrica f : M Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2

possa ser escrita por f � p1 � 2q � g � f̄ , em que f̄ : M Ñ On
k1k2

k1�k2

é uma imersão isométrica e

cada i : On
ki
Ñ֒ O

ni

ki
é uma inclusão totalmente geodésica.

Na sexta e última seção deste capítulo, definimos o significado de redução de codimensão à
esquerda (e à direita) e utilizamos os tensores S e T para provar um correspondente teorema
de redução de codimensão, ou seja, provamos um teorema que dá condições necessárias e su-
ficientes para que a imagem de uma imersão isométrica f : M Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
esteja contida em

algum produto totalmente geodésico O
m1

k1
� O

m2

k2
� O

n1

k1
�O

n2

k2
, sendo m1 ¤ n1 e m2 ¤ n2 .

Esse teorema de redução de codimensão é análogo ao critério de redução de codimensão para
imersões isométricas em formas espaciais (ver [7] e [8]).
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3.1 A inclusão ı : O
n1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ R

n

Sejam k1 e k2 números reais e υ, τ : RÑ t0, 1u funções dadas por

υpxq :�

#

1, se x � 0;

0, se x � 0;
e τpxq :�

#

1, se x   0;

0, se x ¥ 0.

Existe uma inclusão canônica ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ R

n1�υpk1q

τpk1q
�R

n2�υpk2q

τpk2q
dada por ıpx, yq � px, yq, em

que x P O
n1

k1
� R

n1�υpk1q

τpk1q
e y P O

n2

k2
� R

n2�υpk2q

τpk2q
. Por simplicidade, denotaremos RNi :� R

ni�υpkiq

τpkiq

e Rn :� RN1
� RN2 .

Lema 3.1. Se px, yq P O
n1

k1
�O

n2

k2
então

T
px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

�

$

'

'

'

&

'

'

'

%

tpX, Y q P Rn : X K x e Y K yu , se k1 � 0 e k2 � 0;

tpX, Y q P Rn : X K xu , se k1 � 0 e k2 � 0;

tpX, Y q P Rn : Y K yu , se k1 � 0 e k2 � 0;

Rn
� En, se k1 � k2 � 0.

Demonstração. Provaremos apenas o caso em que k1k2 � 0, pois os outros casos são análogos.
Sejam px, yq P O

n1

k1
�O

n2

k2
e pX, Y q P T

px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

. Assim, existe uma curva diferen-
ciável β : I Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
tal que βp0q � px, yq e β 1p0q � pX, Y q.

Como β : I Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
, segue que

βptq �
�

β1ptq, β2ptq
�

e }βiptq}
2
�

1
ki

ñ 〈βiptq, β
1

iptq〉 � 0.

Portanto 〈x,X〉 � 〈β1p0q, β 11p0q〉 � 0 e 〈y, Y 〉 � 〈β2p0q, β 12p0q〉 � 0 e concluímos que

T
px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

� tpX, Y q P R
n : X K x e Y K yu .

Por outro lado tpX, Y q P Rn : X K x e Y K yu � txuK � tyuK, em que txuK é o comple-
mento ortogonal de ger txu em RN1 e tyuK é o complemento ortogonal de ger tyu em RN2 .
Dessa forma, T

px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

� tpX, Y q P R
n : X K x e Y K yu, pois ambos têm dimensão

igual a n1 � n2.

Lema 3.2. Sejam π1 : Rn
Ñ Rn e π2 : Rn

Ñ Rn as projeções ortogonais dadas por π1px, yq �

px, 0q e π2px, yq � p0, yq, em que Rn
� RN1

� RN2 . Nessas condições, os campos

k1π1|O
n1

k1
�O

n2

k2

� k1pπ1 � ıq e k2π2|O
n1

k1
�O

n2

k2

� k2pπ2 � ıq

são normais a O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Demonstração. Se kj � 0 então kj � pπj � ıq � 0 é normal a O
n1

k1
�O

n2

k2
. Para o caso em que

k1 � 0, seja pX, Y q P T
px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

um vetor tangente, logo (pelo lema anterior) X K x.
Assim

〈k1pπ1 � ıqpx, yq, pX, Y q〉 � k1 〈px, 0q, pX, Y q〉 � k1 〈x,X〉 � 0.

Portanto k1pπ1 � ıq é um campo normal a O
n1

k1
�O

n2

k2
, e o mesmo vale para k2pπ2 � ıq.
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k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn

Como a codimensão de O
n1

k1
�O

n2

k2
em Rn é igual a υpk1q � υpk2q, então

TK

px,yq

�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

� ger tk1px, 0q, k2p0, yqu �

$

'

'

'

&

'

'

'

%

ger tpx, 0q, p0, yqu , se k1 � 0 e k2 � 0;

ger tpx, 0qu , se k1 � 0 e k2 � 0;

ger tp0, yqu , se k1 � 0 e k2 � 0;

t0u, se k1 � k2 � 0.

Sejam agora ∇̄ a conexão riemanniana em O
n1

k1
�O

n2

k2
, ∇̃ a conexão de Levi-Civita em R

n,
αı a segunda forma fundamental de ı, R̄ o tensor curvatura de O

n1

k1
�O

n2

k2
e Aıη o operador

forma na direção normal η dado por
〈

AıηX, Y
〉

� 〈αı pX, Y q , η〉.

Lema 3.3. Sejam X, Y P T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

, então

αı pX, Y q � �

2̧

j�1

〈πjX, Y 〉 kjpπj � ıq e Aıkjpπj�ıq
� �kjπj .

Demonstração. Sejam x � px1, x2q P O
n1

k1
�O

n2

k2
e X � pX1, X2q P TxO

n1

k1
�O

n2

k2
, assim X1 K x1

e X2 K x2. Dessa forma

k1π1X � k1pX1, 0q P Tx
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

e k2π2X � k2p0, X2q P Tx
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

.

Por outro lado,

∇̃Xkjpπj � ıqpxq � kjdπjpıpxqq
�

dıpxqX
�

� kjπjı�X � ı
�

kjπjX ñ Aıkjpπj�ıq
� �kjπj .

Portanto

αı pX, Y q �

2̧

j�1

〈

∇̃X ı�Y, kjpπj � ıq
〉 kjpπj � ıq

}kjpπj � ıq}2
� �

2̧

j�1

〈

ı
�

Y, ∇̃Xpπj � ıq
〉

kjpπj � ıq �

� �

2̧

j�1

〈Y, πjX〉 kjpπj � ıq.

Lema 3.4. R̄pX, Y qZ � k1 pX ^ Y � π2X ^ Y �X ^ π2Y qZ � pk1 � k2q pπ2X ^ π2Y qZ, em
que pX ^ Y qZ :� 〈Y, Z〉X � 〈X,Z〉Y .

Demonstração. Pela Equação de Gauss,

R̄pX, Y qZ � AıαıpY,Zq
X � AıαıpX,Zq

Y �

� A
�〈π1Y,Z〉k1pπ1�ıqX � A

�〈π2Y,Z〉k2pπ2�ıqX � A
�〈π1X,Z〉k1pπ1�ıqY � A

�〈π2X,Z〉k2pπ2�ıqY �

� 〈π1Y, Z〉 k1π1X � 〈π2Y, Z〉 k2π2X � 〈π1X,Z〉 k1π1Y � 〈π2X,Z〉 k2π2Y �

� k1

�

〈π1Y, Z〉π1X � 〈π1X,Z〉π1Y
�

� k2

�

〈π2Y, Z〉π2X � 〈π2X,Z〉 π2Y
�

�

� k1

�

〈Y, Z〉X � 〈Y, Z〉π2X � 〈π2Y, Z〉π1X � 〈π1X,Z〉π1Y
�

� k2pπ2X ^ π2Y qZ �

� k1

�

〈Y, Z〉X � 〈Y, Z〉π2X � 〈π2Y, Z〉π1X � 〈X,Z〉Y � 〈X,Z〉 π2Y � 〈π2X,Z〉 π1Y
�

�

� k2pπ2X ^ π2Y qZ �

� k1

�

pX ^ Y qZ � 〈Y, Z〉π2X � 〈π2Y, Z〉π1X � 〈X,Z〉π2Y � 〈π2X,Z〉π1Y
�

�
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� k2pπ2X ^ π2Y qZ �

� k1

�

pX ^ Y qZ � 〈Y, Z〉π2X � 〈π2Y, Z〉X � 〈π2Y, Z〉π2X � 〈X,Z〉 π2Y � 〈π2X,Z〉 Y�

� 〈π2X,Z〉π2Y
�

� k2pπ2X ^ π2Y qZ �

� k1

�

pX ^ Y qZ � pπ2X ^ Y qZ � pX ^ π2Y qZ � pπ2X ^ π2Y qZ
�

� k2pπ2X ^ π2Y qZ �

� k1 pX ^ Y � π2X ^ Y �X ^ π2Y qZ � pk1 � k2q pπ2X ^ π2Y qZ.

3.2 Os tensores R, S e T

Consideremos Mm uma variedade riemanniana e f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isomé-

trica. Chamemos de R e RK os tensores de curvatura nos fibrados tangente (TM) e normal
(TKM) de f , respectivamente. Chamemos também de α :� αf : pTM � TMq Ñ TK

f M a se-
gunda forma fundamental de f e de Aη :� Afη : TM Ñ TM o operador forma na direção normal
η, dado por 〈AηX, Y 〉 � 〈α pX, Y q , η〉, para quaisquer X, Y P TM .

Definição 3.5. Sejam L : TM Ñ T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

, K : TKM Ñ T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

, R : TM Ñ TM ,
S : TM Ñ TKM e T : TKM Ñ TKM dados por

L :� Lf :� π2 � f�; K :� Kf :� π2|TKM ;
R :� Rf :� LtL ; S :� Sf :� KtL;
T :� Tf :� KtK.

Observemos que os tensores R e T são auto-adjuntos. Além disso, dadosX P TxM , ξ P TK

x M

e Z P Tfpxq
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

, então

#

〈LtZ,X〉 � 〈Z,LX〉 � 〈Z, π2f�X〉 � 〈π2Z, f�X〉 �
〈

pπ2Zq
T
, f

�

X
〉

e

〈KtZ, ξ〉 � 〈Z,Kξ〉 � 〈Z, π2ξ〉 � 〈π2Z, ξ〉 �
〈

pπ2Zq
K

, ξ
〉

,

em que pπ2Zq
T e pπ2Zq

K são as projeções ortogonais de π2Z sobre TM e TKM , respectivamente.
Dessa forma f

�

LtZ � pπ2Zq
T e KtZ � pπ2Zq

K, e disso segue que

f
�

RX � f
�

LtLX � pπ2LXqT � pLXqT , SX � KtLX � pπ2LXq
K

� pLXqK,

f
�

Stξ � f
�

LtKξ � pπ2Kξq
T
� pKξqT , Tξ � KtKξ � pπ2Kξq

K

� pKξqK.

Portanto
π2f�X � LX � f

�

RX � SX e π2ξ � Kξ � f
�

Stξ �Tξ. (3.1)

Observação 3.6. Os tensores R, S e T foram definidos utilizando a projeção π2 : Rn
Ñ Rn,

em que π2pR
n
q � t0u � RN2. É possível definir tensores R1, S1 e T1, análogos aos anteriores,

utilizando a projeção π1 : Rn
Ñ Rn em que π1pR

n
q � RN1

� t0u. Dessa forma,

π1f�X � f
�

R1X � S1X e π1ξ � f
�

S1

t
ξ �T1ξ,

para quaisquer X P TM e ξ P TKM . Assim, como π1 � Id�π2, então

π1f�X � f
�

X � π2f�X � f
�

pId�RqX � SX e π1ξ � ξ � π2ξ � �f
�

Stξ � pId�Tqξ.

Portanto R1

� pId�Rq, S1

� �S e T1

� pId�Tq.
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TOn1

k1

TOn2

k2

f
�

TM

TKM

LX

f
�

RX
SX

f
�

X

Kη

Tη
f
�

Stη

η

Figura 3.1: Tensores K, L, R, S e T.

Lema 3.7. Valem as seguintes igualdades

StS � RpId�Rq, TS � SpId�Rq e SSt
� TpId�Tq. (3.2)

Demonstração. Sejam X, Y P TM e ξ P TKM . Assim

f
�

RX � SX � π2f�X � π2
2f

�

X � π2pf�RX � SXq � f
�

R2X � SRX � f
�

StSX �TSX.

∴

"

RX � R2X � StSX
SX � SRX �TSX

*

ñ StS � RpId�Rq e TS � SpId�Rq.

Analogamente,

f
�

Stξ �Tξ � π2ξ � π2
2ξ � π2

�

f
�

Stξ �Tξ
�

� f
�

RStξ � SStξ � f
�

StTξ �T2ξ.

∴

"

Stξ � RStξ � StTξ
Tξ � SStξ �T2ξ

*

ñ SSt
� TpId�Tq.

Observação 3.8. Seja λ um autovalor de R e X um autovetor não associado a λ, dessa forma,

λp1� λq}X}2
� 〈RpId�RqX,X〉

(3.2)
�

〈

StSX,X
〉

� }SX}2
¥ 0.

Portanto λ P r0, 1s. Do mesmo modo, utilizando a terceira equação em (3.2), concluímos que
os autovalores de T também devem estar no intervalo r0, 1s.

Lema 3.9. O tensor π2 : T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

Ñ T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

�

é paralelo, ou seja,

p∇Xπ2qY � 0, �X, Y P Γ
�

T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

��

.
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Demonstração. Sejam X, Y P Γ
�

T
�

O
n1

k1
�O

n2

k2

��

. Assim,

ı
�

π2∇̄XY � π2

�

ı
�

∇̄XY
�

� π2

�

∇̃Xı�Y
�

� π2 rαı pX, Y qs �

� π2 rdpı � Y qXs � π2

�

�

2̧

j�1

〈πjX, Y 〉 kjpπj � ıq

�

�

� d pπ2 � ı � Y q �X � 〈π2X, Y 〉 k2pπ2 � ıq � ∇̃Xpπ2 � ıq�Y � 〈π2X, Y 〉 k2pπ2 � ıq �

� ∇̃Xpı � π2q�Y � 〈π2X, Y 〉 k2pπ2 � ıq � ı
�

∇̄Xπ2Y � αı pX, π2Y q � 〈π2X, Y 〉 k2pπ2 � ıq �

� ı
�

∇̄Xπ2Y �

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
〈π2X, π2Y 〉 k2pπ2 � ıq �✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭

〈π2X, Y 〉 k2pπ2 � ıq � ı
�

∇̄Xπ2Y.

Lema 3.10. Valem as seguintes igualdades:

p∇XRqY � ASYX � Stα pX, Y q , (3.3)

p∇XSqY � Tα pX, Y q � α pX,RY q , (3.4)
�

∇XSt
�

ξ � ATξX �RAξX, (3.5)

p∇XTqξ � �SAξX � α
�

X,Stξ
�

. (3.6)

Demonstração. Sejam X, Y P ΓpTMq e ξ P Γ
�

TKM
�

. Assim

0 � p∇f
�

Xπ2q f�Y � ∇̄f
�

Xπ2f�Y � π2∇̄f
�

Xf�Y �

� ∇̄Xpf�RY � SY q � π2 rf�∇XY � α pX, Y qs �

� ∇̄Xf�RY � ∇̄XSY � f
�

R∇XY � S∇XY � f
�

Stα pX, Y q �Tα pX, Y q �

� f
�

∇XRY � α pX,RY q � f
�

ASYX �∇K

XSY � f
�

�

R∇XY � Stα pX, Y q
�

�

� S∇XY �Tα pX, Y q �

� f
�

�

p∇XRqY � ASYX � Stα pX, Y q
�

� α pX,RY q � p∇XSq Y �Tα pX, Y q .

Portanto

p∇XRqY � ASYX � Stα pX, Y q e p∇XSq Y � Tα pX, Y q � α pX,RY q .

Analogamente,

0 � p∇f
�

Xπ2q ξ � ∇̄f
�

Xπ2ξ � π2∇̄f
�

Xξ � ∇̄f
�

X

�

f
�

Stξ �Tξ
�

� π2

�

�f
�

AξX �∇K

Xξ
�

�

� ∇̄Xf�S
tξ � ∇̄XTξ � f

�

RAξX � SAξX � f
�

St∇K

Xξ �T∇K

Xξ �

� f
�

∇XStξ � α
�

X,Stξ
�

� f
�

ATξX �∇K

XTξ � f
�

�

St∇K

Xξ �RAξ
�

� SAξX �T∇K

Xξ �

� f
�

��

∇XSt
�

ξ � ATξX �RAξX
�

� α
�

X,Stξ
�

� p∇XTq ξ � SAξX.

Portanto
�

∇XSt
�

ξ � ATξX �RAξX e p∇XTq ξ � �SAξX � α
�

X,Stξ
�

.

Comparando o produto interno por ξ em ambos os lados de (3.4) com o produto interno
em ambos os lados de (3.5) por Y , concluímos que as igualdades (3.4) e (3.5) são equivalentes.
Mas decidimos numerar ambas para podermos utilizar a forma mais conveniente.
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Pelo Lema 3.4, as equações de Gauss, Codazzi e Ricci de f

f
�

RpX, Y qZ �

�

R̄pf
�

X, f
�

Y qf
�

Z
�T
� f

�

AαpY,ZqX � f
�

AαpX,ZqY Equação de Gauss
�

∇K

Xα
�

pY, Zq �
�

∇K

Y α
�

pX,Zq �
�

R̄pf
�

X, f
�

Y qf
�

Z
�

K

f
�

p∇YAqpX, ξq � f
�

p∇XAqpY, ξq �
�

R̄pf
�

X, f
�

Y qξ
�T

+

Equação de Codazzi

RK

pX, Y qξ �
�

R̄pf
�

X, f
�

Y qξ
�

K

� α pX,AξY q � α pAξX, Y q
〈

R̄pf
�

X, f
�

Y qξ, ζ
〉

�

〈

RK

pX, Y qξ, ζ
〉

� 〈rAξ, AζsX, Y 〉

+

Equação de Ricci

se tornam, respectivamente,

RpX, Y qZ �

�

k1pX ^ Y �X ^RY �RX ^ Y q � pk1 � k2qRX ^RY
�

Z�

�AαpY,ZqX � AαpX,ZqY ;
(3.7)

�

∇K

Xα
�

pY, Zq �
�

∇K

Y α
�

pX,Zq � 〈ΦX,Z〉 SY � 〈ΦY, Z〉 SX

p∇YAqpX, ξq � p∇XAqpY, ξq � 〈SX, ξ〉 ΦY � 〈SY, ξ〉 ΦX

+

, (3.8)

em que Φ :� k1 Id�pk1 � k2qR;

RK

pX, Y qξ � α pX,AξY q � α pAξX, Y q � pk1 � k2qpSX ^ SY qξ
〈

R̄pf
�

X, f
�

Y qξ, ζ
〉

� pk1 � k2q 〈pSX ^ SY qξ, ζ〉� 〈rAξ, AζsX, Y 〉

+

. (3.9)

As duas equações chamadas de equação de Codazzi são equivalentes. Também são equi-
valentes as duas equações chamadas de equações de Ricci. Explicitamos as duas formas da
Equação de Codazzi e da Equação de Ricci para podermos utilizar a forma mais conveniente.

Consideremos a imersão F :� ı � f : M Ñ Rn, em que ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn é a inclusão

canônica. Então, pelo Lema 3.2, os vetores ν1 :� �k1pπ1 � F q e ν2 :� �k2pπ2 � F q são normais
a F . Além disso

∇̃Xν1 � �k1π1F�X � �k1ı�π1f�X � �k1ı� rf�pId�RqX � SXs ,

∇̃Xν2 � �k2π2F�X � �k2ı�π2f�X � �k2ı� pf�RX � SXq .

Dessa forma, se ∇̄K é a conexão normal de F : M Ñ Rn, então

∇̄K

Xν1 � k1ı�SX, AFν1
� k1pId�Rq, (3.10)

∇̄K

Xν2 � �k2ı�SX, AFν2
� k2R. (3.11)

Lema 3.11. Seja ϑ :� ν1 � ν2, logo AFϑ � Φ e ∇̄K

Xϑ � pk1 � k2qı�SX, para todo X P TM , em
que Φ � k1 Id�pk1 � k2qR.

Demonstração. Segue diretamente das fórmulas (3.10) e (3.11).

Lema 3.12. αF pX, Y q � ı
�

αf pX, Y q� 〈pId�RqX, Y 〉 ν1� 〈RX, Y 〉 ν2, para quaisquer X, Y P

TM .

Demonstração. De fato,

αF pX, Y q � ı
�

αf pX, Y q � αı pf�X, f�Y q �

Lema 3.3
� ı

�

αf pX, Y q � 〈π1f�X, f�Y 〉 k1pπ1 � F q � 〈π2f�X, f�Y 〉 k2pπ2 � F q �

� ı
�

αf pX, Y q � 〈pId�RqX, Y 〉 ν1 � 〈RX, Y 〉 ν2.
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3.3 Produtos de imersões isométricas

Exemplos triviais de imersões isométricas em O
n1

k1
�O

n2

k2
são obtidos compondo uma imer-

são isométrica f : M Ñ O
n1

k1
com o mergulho totalmente geodésico ız1 : On1

k1
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
dado

por ız1pxq :� px, zq, em que z P O
n2

k2
é um ponto fixado. Analogamente, podemos construir

exemplos triviais de imersões isométricas em O
n1

k1
�O

n2

k2
compondo uma imersão em O

n2

k2
com

um mergulho totalmente geodésica ız2 : On2

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
dado por ız2pyq :� pz, yq.

M
f
ÝÑ O

n1

k1

ız
1

ÝÑ O
n1

k1
�O

n2

k2

x ÞÝÑ fpxq ÞÝÑ pfpxq, zq

M
f
ÝÑ O

n2

k2

ız
2

ÝÑ O
n1

k1
�O

n2

k2

x ÞÝÑ fpxq ÞÝÑ pz, fpxqq

Lema 3.13. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão. Nessas condições

(I) fpMq � O
n1

k1
� tzu para algum z P O

n2

k2
se, e somente se, R � 0 e

(II) fpMq � tzu �O
n2

k2
para algum z P O

n1

k1
se, e somente se, pId�Rq � 0.

Demonstração. Mostraremos apenas o item (I), pois o item (II) tem demonstração análoga.
Sabemos que fpMq � O

n1

k1
� tzu se, e somente se, L � π2f� � 0. Por outro lado, L � 0 se, e

somente se, R � LtL � 0.

Outros exemplos simples de imersões isométricas em O
n1

k1
�O

n2

k2
são as imersões produto

f1 � f2 : M1 � M2 Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
, dadas por pf1 � f2qpx, yq :� pf1pxq, f2pyqq, em que cada

fi : Mi Ñ O
ni

ki
é uma imersão isométrica. Para estudarmos tais imersões, provaremos antes

alguns resultados.

Lema 3.14. ker S � ker R k kerpId�Rq e Rpker Sq � kerpId�Rq.

Demonstração. Sabemos, pelo Lema A.4, que ker S � ker StS. Por outro lado,

ker StS
(3.2)
� kerrRpId�Rqs �

 

X P TxM : RX � R2X
(

.

Dessa forma ker R � ker S e kerpId�Rq � ker S.

Afirmação 1: Rpker Sq � ker S.
De fato,

X P ker S ñ RX � R2X ñ RpRXq � R
�

R2X
�

� R2
pRXq,

ou seja, RX P ker S. X

Como Rpker Sq � ker S, então R|ker S � R2
|ker S, ou seja, R|ker S é uma projeção ortogonal.

Logo ker S � ker R|ker S kRpker Sq. Resta mostrar que Rpker Sq � kerpId�Rq.
De fato,

Y P Rpker Sq ñ Y � RX e X P ker S ñ Y � RX e RX � R2X ñ pId�RqY � 0.

Y P kerpId�Rq ñ Y � RY e Y P ker S ñ Y P Rpker Sq.

Lema 3.15. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica. Se S � 0, então ker R e

kerpId�Rq têm dimensão constante em M .
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Demonstração. Como S � 0 então, pelo Lema 3.14,

TM � ker S � ker R k kerpId�Rq � ker R kRpTMq.

Sejam ℓ P t0, � � � , mu e Aℓ :� tx PM : dim pker R|TxMq � ℓu.

Afirmação 1: Aℓ é um conjunto aberto
Se Aℓ � ∅, então Aℓ é aberto. Suponhamos então que dim

�

ker R|TpM

�

� ℓ, para algum
p PM .

Se ℓ � 0, então existem campos X1, � � � , Xm, definidos em uma vizinhança U de p, tais
que RX1, � � � ,RXm são LI em U . Dessa forma, R pTxMq � TxM , para todo x P U , ou seja,
dim pker R|TxMq � 0, para qualquer x P U .

Se ℓ � m, então dim
�

kerpId�Rq|TpM

�

� 0. Dessa forma existem campos X1, � � � , Xm, de-
finidos em uma vizinhança U de p, tais que pId�RqX1, � � � , pId�RqXm são LI em U . Logo
dim rkerpId�Rq|TxM s � m, para todo x P U , ou seja, dim pker R|TxMq � 0, para todo x P U .

Suponhamos agora que 0   ℓ   m. Nesse caso existem campos X1, � � � , Xm, definidos em
uma vizinhança U de p, tais que pId�RqX1, � � � , pId�RqXℓ são LI em U e RXℓ�1, � � � ,RXm

também são LI em U . Dessa forma, dim pker R|TxMq ¥ ℓ e dim rkerpId�Rq|TxM s ¥ m � ℓ,
para todo x P U . Logo dim pker R|TxMq � ℓ, para todo x P U .

Portanto Aℓ é aberto, para qualquer ℓ P t0, � � � , mu. X

Como M �

�m

j�0Aj e AiXAj � ∅, se i � j, então M � Aℓ, para algum ℓ P t0, � � � , mu, ou
seja, ker R tem dimensão constante em M .

Proposição 3.16. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica. Nessas condições, são

equivalentes:

(I) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M ℓ
1 �Mm�ℓ

1 , com 0   ℓ   m, e f
é localmente uma imersão produto f |M1�M2

� f1 � f2, em que cada fi : Mi Ñ O
ni

ki
é uma

imersão isométrica.
(II) S � 0 e dimpker Rq � ℓ P p0, mq.

Além disso, se M é completa e simplesmente conexa, S � 0 e dimpker Rq � ℓ P p0, 1q, então
M é globalmente isométrica a um produto M ℓ

1�M
m�ℓ
2 e f é globalmente uma imersão produto.

Demonstração. (I) ñ (II): Suponhamos que Mm seja localmente (isométrica a) uma vari-
edade produto M ℓ

1 � Mm�ℓ
2 , com 0   ℓ   m, e f seja (localmente) uma imersão produto

f1 � f2 : M1 �M2 Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
. Assim, T

px,yqM � ı
y
1
�

TxM1 k ıx2
�

TyM2, em que ıy1 : M1 ÑM e
ıx2 : M2 ÑM são dadas por ıy1pzq � pz, yq e ıx2pzq � px, zq.

Se X P ı
y
1
�

TxM1, então

π2f�X � π2f�ı
y
1
�

X̃ � π2

�

f1
�

X̃, 0
�

� 0 ñ RX � 0.

Do mesmo modo, pId�RqY � 0, se Y P ıx2
�

TyM2. Portanto,

T
px,yqM � ı

y
1
�

TxM1 k ıx2
�

TyM2 � ker R|T
px,yqM k kerpId�Rq|T

px,yqM .

Dessa forma dimpker Rq � ℓ e S � 0, pois ker S � ker R k kerpId�Rq. •

(II) ñ (I): Suponhamos agora que S � 0 e que dimpker Rq � ℓ P p0, mq. Assim, pelos Lemas
3.14 e 3.15, TM � ker R k kerpId�Rq e ker R e pker RqK � kerpId�Rq são distribuições em
M .
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Afirmação 1: As distribuições ker R e kerpId�Rq são paralelas.
Sejam Y P Γpker Rq e X P ΓpTMq. Como o tensor R é paralelo, pela primeira fórmula em

(3.2), então R∇XY � ∇XRY � 0. Portanto ker R é uma distribuição paralela e o mesmo vale
para pker RqK � kerpId�Rq. X

Para cada x P M , sejam Lℓ1pxq e Lm�ℓ2 pxq subvariedades integrais das distribuições ker R e
pker RqK, respectivamente, que passam por x. Como ker R e pker RqK são paralelas, então, pelo
Teorema de De Rham (Lema A.22), para cada x PM , existem uma vizinhança U de x e aber-
tos M ℓ

1 e Mm�ℓ
2 de Lℓ1pxq e Lm�ℓ2 pxq (respectivamente) e existe uma isometria ψ : M1�M2 Ñ U

tais que x P U XM1 XM2 e para cada px1, x2q P M1 �M2, ψ pM1 � tx2uq é uma folha de ker R
e ψ ptx1u �M2q é uma folha de pker RqK.

Assim, podemos identificar U com M ℓ
1 �Mm�ℓ

2 , ker R com TM1 e pker RqK com TM2 e
considerar as aplicações f : M ℓ

1 �Mm�ℓ
2 Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
e F � ı � f : M ℓ

1 �Mm�ℓ
2 Ñ Rn, em que

ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn é a inclusão canônica.

Afirmação 2: Se X P ker R e Y P pker RqK então αF pX, Y q � 0.
Como Y P RpTMq, então Y � RZ, para algum Z P TM . Dessa forma

αf pX, Y q � αf pX,RZq
(3.4)
� Tαf pX,Zq � αf pRX,Zq � 0.

Assim
αF pX, Y q � ı

�

αf pX, Y q � 〈pId�RqX, Y 〉 ν1 � 〈RX, Y 〉 ν2 � 0.

Portanto a afirmação é válida. X

Como αF pX, Y q � 0, para quaisquer X P ker R e Y P pker RqK, então (pelo Lema de Mo-
ore, Lema A.21) existem uma decomposição ortogonal Rn

� V0 k V1 k V2 e um vetor v0 P V0

tais que F : M1 �M2 Ñ R
n é dada por F px, yq � pv0, F1pxq, F2pyqq. Além disso,

V1 � ger
 

F
�

ppqX : p PM1 �M2 e X P ker R|TpM

(

,

V2 � ger tF
�

ppqY : p PM1 �M2 e Y P R pTpMqu

e FipMiq � Vi.
Por outro lado,

ger
 

F
�

ppqX : p PM1 �M2 e X P ker R|TpM

(

� R
N1 e

ger tF
�

ppqY : p PM1 �M2 e Y P R pTpMqu � R
N2 ,

pois π2f�pker Rq � t0u e π1f� pkerpId�Rqq � t0u, portanto FjpMjq � RNj . Dessa forma,
definindo fj : Mj Ñ R

Nj por

f1pxq :� π1pv0q � F1pxq e f2pyq � π2pv0q � F2pyq,

segue que fpx, yq � pf1pxq, f2pyqq, ou seja, f � f1 � f2.
Para o caso em que M é completa e simplesmente conexa, o Lema de De Rham nos garante

que M é (globalmente) isométrica a L1 � L2, em que L1 e L2 são folhas de ker R e pker RqK

(respectivamente) passando por um mesmo ponto. Nesse caso, considerando f : L1 � L2 Ñ

O
n1

k1
�O

n2

k2
, as contas acima nos garantem que f é globalmente do tipo f � f1 � f2.



50 3.4. Somas com pesos de imersões

3.4 Somas com pesos de imersões

Sejam k1, k2, a, b P R, com a e b não nulos e tais que a2
� b2

� 1. Tomemos k̃1 :� a2k1 e
k̃2 :� b2k2. Assim, dadas duas imersões isométricas f1 : Mm

Ñ O
n1

k̃1

e f2 : Mm
Ñ O

n2

k̃2

, podemos
definir a aplicação f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
por fpxq :�

�

af1pxq, bf2pxq
�

. Definida dessa forma, a
aplicação f é uma imersão isométrica, pois

〈f
�

X, f
�

Y 〉 � a2 〈f1
�

X, f1
�

Y 〉� b2 〈f2
�

X, f2
�

Y 〉 � 〈X, Y 〉 .

A imersão f é chamada de soma com pesos das imersões f1 e f2 e os números a e b são
chamados de pesos da soma f .

Consideremos a inclusão ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn e a aplicação F :� ı � f . Sabemos que os

campos νi :� �kipπi � F q são normais a F e que

R
n
� F

�

TM k ı
�

TKM k ger tν1, ν2u ,

em que TK

x M � TfpxqO
n1

k1
�O

n2

k2
é o espaço normal da aplicação f no ponto x.

Como F
�

TxM � tpaf1
�

X, bf2
�

Xq : X P TxMu, então tp�bf1
�

X, af2
�

Xq : X P TxMu é um
subespaço vetorial de Rn ortogonal a F

�

TxM k ger tν1, ν2u, portanto

tp�bf1
�

X, af2
�

Xq : X P TxMu � ı
�

TK

x M � TK

x M.

Queremos determinar os tensores α, R, S e T da imersão f .

Afirmação 1: R � b2 Id e SX � ab p�bf1
�

X, af2
�

Xq.
De fato,

π2f�X � p0, bf2
�

Xq � b
�

a2
� b2

�

p0, f2
�

Xq � b2
paf1

�

X, bf2
�

Xq � abp�bf1
�

X, af2
�

Xq.

Portanto R � b2 Id e SX � abp�bf1
�

X, af2
�

Xq. X

Da Afirmação 1 concluí-se que S pTxMq � tp�bf1
�

X, af2
�

Xq : X P TxMu. Além disso, por
(3.2), TS � SpId�Rq � a2S.

Lema 3.17. αf pX, Y q �
�

aαf1
pX, Y q, bαf2

pX, Y q
�

.

Demonstração. Sejam ı̃j : Onj

k̃j
Ñ Rnj e ıj : Onj

kj
Ñ Rnj as inclusões canônicas e sejam ı0j : RNj

Ñ

RN1
� RN2 as imersões totalmente geodésicas dadas por ı01pxq :� px, 0q e ı02pyq :� p0, yq. Dessa

forma, ıj e ı̃j são restrições da aplicação identidade Ij : RNj
Ñ RNj e TxO

nj

k̃j
� TaxO

nj

kj
, logo,

dado X P TxO
n1

k̃1

, ı̃1
�

X � Ij �X � ı1
�

X.
Além disso, se ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn é a inclusão canônica, então ı � pı1 � ı2q e

F
�

X � ı
�

�

af1
�

X, bf2
�

X
�

�

�

ı1
�

af1
�

X, ı2
�

bf2
�

X
�

�

�

a ı̃1
�

f1
�

X, b ı̃2
�

f2
�

X
�

.

Denotemos por ∇̃1 e ∇̃2 as conexões de Levi-Civita em RN1 e RN2 , respectivamente e cal-
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culemos ∇̃XF�Y .

∇̃XF�Y � ∇̃X

�

a ı̃1
�

f1
�

Y, b ı̃2
�

f2
�

Y
�

� ∇̃X

�

a � ı01
�

ı̃1
�

f1
�

Y � b � ı02
�

ı̃2
�

f2
�

Y
�

�

� a � ı01
�

∇̃1
X p̃ı1 � f1q

�

Y � b � ı02
�

∇̃2
X p̃ı2 � f2q

�

Y �

� a � ı01
�

ı̃1
�

rf1
�

∇XY � αf1
pX, Y qs � a � ı01

�

αı̃1 pf1
�

X, f1
�

Y q�

� b � ı02
�

ı̃2
�

rf2
�

∇XY � αf2
pX, Y qs � b � ı02

�

αı̃2 pf2
�

X, f2
�

Y q �

�

�

a ı̃1
�

f1
�

∇XY, 0
�

�

�

a ı̃1
�

αf1
pX, Y q, 0

�

� a 〈X, Y 〉
�

k̃1f1, 0
�

�

�

�

0, b ı̃2
�

f2
�

∇XY
�

�

�

0, b ı̃2
�

αf2
pX, Y q

�

� b 〈X, Y 〉
�

0, k̃2f2

�

�

�

�

ı1
�

af1
�

∇XY, ı2
�

bf2
�

∇XY
�

�

�

ı1
�

aαf1
pX, Y q, ı2

�

bαf2
pX, Y q

�

�

� 〈X, Y 〉
��

a3k1f1, 0
�

�

�

0, b3k2f2

��

�

� F
�

∇XY � ı
�

�

aαf1
pX, Y q, bαf2

pX, Y q
�

� 〈X, Y 〉
�

a2k1pπ1 � F q � b2k2pπ2 � fq
�

.

Por outro lado,

∇̃XF�Y � F
�

∇XY � ı
�

αf pX, Y q � 〈pId�RqX, Y 〉 ν1 � 〈RX, Y 〉 ν2 �

� F
�

∇XY � ı
�

αf pX, Y q � 〈X, Y 〉
�

a2k1pπ1 � F q � b2k2pπ2 � F q
�

.

Corolário 3.18. São equivalentes:

(I) f :� paf1, bf2q é umbílica.
(II) F :� ı � f é umbílica.

(III) f1 e f2 são umbílicas.

Demonstração. É consequência direta do lema anterior.

A proposição a seguir caracteriza as somas com pesos em O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Proposição 3.19. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica. Nessas condições, são

equivalentes:

(I) f é uma soma com pesos
?

1� λ e
?

λ de imersões isométricas.
(II) R � λ Id, para algum λ P p0, 1q.

Demonstração. Se f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
é uma soma com pesos de imersões isométricas e

a �
?

1� λ e b �
?

λ são os pesos, já vimos que R � b2 Id e b2
� λ P p0, 1q.

Suponhamos agora que R � λ Id, para algum λ P p0, 1q. Sejam também a :�
?

1� λ

e b :�
?

λ . Dessa forma, como R � LtL, então π2 � f é uma semelhança de razão b e
f2 :� b�1

pπ2 � fq é uma imersão isométrica em RN2
� O

n2

k2
.

Sejam k̃1 :� a2k1 e k̃2 :� b2k2. Assim, se k2 � 0 então k̃2 � 0, On2

k̃2

� E
N2 e f2pxq P O

n2

k̃2

. Já
se k2 � 0, então }f2pxq}

2
�

1
b2k2

e f2pxq P O
n2

k̃2

� RN2 . Analogamente, f1 :� a�1
pπ1 � fq : Mm

Ñ

O
n1

k̃1

é uma imersão isométrica.
Como f � paf1, bf2q, então f é uma soma com pesos de imersões isométricas.
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3.5 Uma soma com pesos particular

Sejam k1 e k2 números reais tais que k1k2 ¡ 0 e definamos ε :� |k1|

k1

�

|k2|

k2

, a :�
b

k2

k1�k2

,

b :�
b

k1

k1�k2

. Dessa forma,

a2
� b2

� 1 e k̃1 � a2k1 �
k1k2

k1 � k2
� b2k2 � k̃2.

Assim, dados T1, T2 P Oτpk1q
pn � 1q, as restrições Tj|O k1k2

k1�k2

: On
k1k2

k1�k2

Ñ On
k1k2

k1�k2

são isometrias,

logo a função
g : On

k1k2

k1�k2

ÝÑ On
k1
�On

k2

x ÞÝÑ

�

aT1pxq, bT2pxq
�

é uma soma de imersões isométricas com pesos a e b.
Pelo Lema 3.17, a imersão g é totalmente geodésica. Além disso, vimos na seção anterior

que

R � b2 Id, SX � ab p�bT1X, aT2Xq , TS � a2S e

S pTxMq � tp�bT1
�

X, aT2
�

Xq : X P TxMu .

Como a codimensão de g em On
k1
�On

k2
é n, então TKM � SpTMq. Dessa forma, se ξ P TKM ,

então ξ � SX, para algum X tangente, logo Tξ � TSX � a2SX � a2ξ, ou seja, T � a2 Id.
Consideremos a aplicação G : Rn�1

τpk1q
Ñ R

2n�2
2τpk1q

dada por Gpxq :�
�

aT1pxq, bT2pxq
�

. Mostra-

se facilmente que G é uma imersão isométrica linear, logo V :� G
�

R
n�1
τpk1q

	

é um subespaço

vetorial de R
2n�2
2τpk1q

e V é isomorfo a Ln�1 quando k1 e k2 forem negativos. Assim, pelo Lema
3.20 (abaixo),

V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

� O
n
k1
�O

n
k2
.

Portanto, como G é uma isometria, então

g

�

O
n

k1k2

k1�k2




� G

�

O
n

k1k2

k1�k2




� V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

� O
n
k1
�O

n
k2
.

Lema 3.20. Sejam k1k2 ¡ 0, ε :� k1

|k1|
, a :�

b

k2

k1�k2

, b :�
b

k1

k1�k2

e V n�1
� R

2n�2
2τpk1q

um subes-

paço vetorial. Suponhamos ainda que V seja isomorfo a Ln�1, quando k1 e k2 forem negativos.
Nessas condições, são equivalentes as seguintes afirmações:

(I) V X S

�

0, ε
b

|k1�k2|

k1k2

	

� On
k1
�On

k2
.

(II) π1|V é uma semelhança de razão a e π2|V é uma semelhança de razão b.
(III) Existem isometrias lineares T1, T2 P Oτpk1q

pn � 1q tais que

V �

!

�

aT1pxq, bT2pxq
�

: x P R
n�1
τpk1q

)

.
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Demonstração. Como k1k2 ¡ 0, então k1 e k2 são ambos positivos ou k1 e k2 ambos negativos,
ou seja,

τpk1q � τpk2q �

#

0, se k1 ¡ 0;

1, se k1   0.

Prova de que as afirmações (I) e (II) são equivalentes:
Caso τpk1q � 0:

Neste caso ε � 1, R2n�2
τpk1q

� E2n�2 é o espaço euclidiano e

V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

�

#




k1 � k2

k1k2
�

x

}x}
: x P V zt0u

+

.

Dessa forma,

V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

� O
n
k1
�O

n
k2

�

�




k1 � k2

k1k2

�

x

}x}
P O

n
k1
�O

n
k2
, �x P V zt0u �

�

k1 � k2

k1k2
�

}π1x}
2

}x}2
�

1
k1

e
k1 � k2

k1k2
�

}π2x}
2

}x}2
�

1
k2
, �x P V zt0u �

� }π1x}
2
�

k2

k1 � k2
� }x}2 e }π2x}

2
�

k1

k1 � k2
� }x}2, �x P V.

Portanto as afirmações (I) e (II) são equivalentes.

Caso τpk1q � 1:
Neste caso ε � �1, R2n�2

2τpk1q
� R

2n�2
2 e k1�k2

k1k2

  0. Além disso,

V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

�

#

d

|k1 � k2|

k1k2
�

x

}x}
: x P V e x é tipo tempo

+

.

Dessa forma,

V X S

�

0, ε

d

|k1 � k2|

k1k2

�

� O
n
k1
�O

n
k2

�

�

d

|k1 � k2|

k1k2

�

x

}x}
P O

n
k1
�O

n
k2
, �x P V tipo tempo �

�

|k1 � k2|

k1k2

�

}π1x}
2

|}x}2
|

�

1
k1

e
|k1 � k2|

k1k2

�

}π2x}
2

|}x}2
|

�

1
k2

, �x P V tipo tempo �

� }π1x}
2
�

k2

k1 � k2
� }x}2 e }π2x}

2
�

k1

k1 � k2
� }x}2, �x P V tipo tempo.

Se π1|V e π2|V são semelhanças de razões a e b, respectivamente, então, pelas equivalências

acima, V X S

�

0, ε
b

|k1�k2|

k1k2

	

� On
k1
�On

k2
.
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Suponhamos agora que V X S

�

0, ε
b

|k1�k2|

k1k2

	

� On
k1
� On

k2
. Queremos mostrar que π1|V e

π2|V são semelhanças de razões a e b, respectivamente.
Seja te1, � � � , en�1u uma base ortonormal de V com e1 tipo tempo. Como e1 é tipo tempo,

então }π1e1}
2
� �a2 e }π2e1}

2
� �b2. Consideremos então α, β P R tais que �α2

� β2
  0, e

seja i P t2, � � � , n� 1u. Assim αe1 � βei é tipo tempo, logo, }π1 pαe1 � βeiq}
2
� a2

p�α2
� β2

q,
pelas equivalências anteriores.

Por outro lado,

}π1 pαe1 � βeiq}
2
� α2

}π1e1}
2
� 2αβ 〈π1e1, π1ei〉� β2

}π1ei}
2
�

� �a2α2
� 2αβ 〈π1e1, π1ei〉� β2

}π1ei}
2.

Portanto

� a2α2
� 2αβ 〈π1e1, π1ei〉� β2

}π1ei}
2
� a2

�

�α2
� β2

�

ñ

ñ 2αβ 〈π1e1, π1ei〉� β2
}π1ei}

2
� a2β2

ñ

ñ 〈π1e1, π1ei〉 �
β

2α

�

a2
� }π1ei}

2
�

, sempre que |α| ¡ |β|.

Dessa forma, tomando primeiramente α � 2 e β � 1 e depois tomando α � 2 e β � �1, valem
as igualdades

〈π1e1, π1ei〉 �
1
4

�

a2
� }π1ei}

2
�

e 〈π1e1, π1ei〉 �
�1
4

�

a2
� }π1ei}

2
�

.

Portanto 〈π1e1, π1ei〉 � 0 e }π1ei}
2
� a2.

Sejam agora α, β e γ números reais tais que α2
¡ β2

� γ2, e sejam i � j elementos do
conjunto t2, � � � , n� 1u. Dessa forma,

a2
�

�α2
� β2

� γ2
�

� }π1pαe2 � βei � γejq}
2
� a2

�

�α2
� β2

� γ2
�

� 2 〈π1ei, π1ej〉 .

Portanto }π1ei}
2
� a2

}ei}
2 e 〈π1ei, π1ej〉 � 0, para quaisquer i � j em t1, � � � , n� 1u. Con-

cluímos, pelo Lema A.6, que π1|V é uma semelhança de razão a. Analogamente prova-se que
π2|V é uma semelhança de razão b. •

Prova de que as afirmações (II) e (III) são equivalentes.
Suponhamos que π1|V e π2|V sejam semelhanças de razões a e b, respectivamente, logo (pelo

Corolário A.7) a�1π1|V e b�1π2|V são isometrias lineares sobre suas imagens.
Dada uma base ortonormal tv1, � � � , vn�1u de V , seja G : Rn�1

τpk1q
Ñ V a isometria linear que

leva o vetor ei, da base canônica de R
n�1
τpk1q

em vi. Definamos então os operadores T1 e T2 por

T1 :� a�1
� pP1 �Gq e T2 :� b�1

� pP2 �Gq ,

em que P1 é a projeção de R
2n�2
2τpk1q

� R
n�1
τpk1q

�R
n�1
τpk1q

no primeiro fator e P2 a projeção no segundo
fator.

Como
�

a�1
� π1

�

�G � a�1
� pP1 �G, 0q � pT1, 0q e

�

b�1
� π2

�

�G � b�1
� p0, P2 �Gq � p0, T2q,
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então T1 e T2 são isometrias lineares e

V �

!

Gpxq : x P R
n�1
τpk1q

)

�

!

�

aT1pxq, bT2pxq
�

: x P R
n�1
τpk1q

)

.

Reciprocamente, suponhamos existam T1, T2 P Oτpk1q
pn� 1q para as quais vale a igualdade

V �

!

�

aT1pxq, bT2pxq
�

: x P R
n�1
τpk1q

)

e seja G : Rn�1
τpk1q

Ñ R
2n�2
2τpk2q

dada por Gpxq � paT1pxq, bT2pxqq.

Afirmação 1: G é uma isometria linear sobre V .
De fato, 〈Gx,Gy〉 � a2 〈T1x, T1y〉� b2 〈T2x, T2y〉 � pa2

� b2
q 〈x, y〉 � 〈x, y〉. X

Dessa forma,

π1pGxq � π1

�

aT1pxq, bT2pxq
�

� a pT1pxq, 0q ñ 〈π1Gpxq, π1Gpyq〉 � a2 〈x, y〉 � a2 〈Gx,Gy〉 .

Portanto π1|V é uma semelhança de razão a e, analogamente, π2|V é uma semelhança de razão
b. •

Queremos relacionar a imersão g, dada no início dessa seção, com o tensor Φ � k1 Id�pk1�

k2q Id. Para isso, precisamos do seguinte resultado:

Definição 3.21. Sejam f : M Ñ N uma imersão isométrica. O primeiro espaço normal de
f em x, é o conjunto N1pxq :� ger tα pX, Y q : X, Y P TxMu.

Proposição 3.22. Seja f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica com k1k2 � 0. Nessas

condições, se Φ � 0, então valem as seguintes afirmações:

(I) k1 � k2 � 0.
(II) R �

k1

k1�k2

Id e pId�Rq � k2

k1�k2

Id.
(III) k1k2 ¡ 0.

(IV) L é uma semelhança de razão
b

k1

k1�k2

.

(V) }π1F }
2
�

k2

k1�k2

}F }2 e }π2F }
2
�

k1

k1�k2

}F }2.
(VI) N1 K SpTMq.

(VII) Se N1 é paralelo na conexão normal de f , então π1|N1
é uma semelhança de razão

b

k2

k1�k2

e π2|N1
é uma semelhança de razão

b

k1

k1�k2

.

Demonstração.
(I): Se k1 � k2 � 0, então Φ � k1 Id � 0, logo k1 � 0 o que contradiz k1k2 � 0. •

(II): Como Φ � k1 Id�pk1 � k2qR � 0, segue que R �

k1

k1�k2

Id e pId�Rq � k2

k1�k2

Id. •

(III): Sejam X, Y P TM , logo

〈SX,SY 〉 �
〈

StSX, Y
〉

(3.2)
� 〈RpId�RqX, Y 〉

(II)
�

k1k2

pk1 � k2q
2

〈X, Y 〉 .

Assim }SX}2
�

k1k2

pk1�k2q
2 }X}

2
¥ 0, portanto k1k2 ¡ 0. •
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(IV): Como LtL � R �

k1

k1�k2

Id, então 〈LX,LY 〉 � k1

k1�k2

〈X, Y 〉. Portanto L é uma seme-

lhança de razão
b

k1

k1�k2

. •

(V):

}π1F }
2
�

1
k1
�

k2

k1 � k2
�

k1 � k2

k1k2
�

k2

k1 � k2
}F }2.

Analogamente, }π2F }
2
�

k1

k1�k2

}F }2. •

(VI): Consideremos a aplicação trilinear β : TxM � TxM � TxM Ñ R dada por βpX, Y, Zq �
〈αf pX, Y q ,SZ〉. Definida dessa forma, β é evidentemente simétrica nas duas primeiras variá-
veis.

Afirmação 1: β é antissimétrica nas duas últimas variáveis.
Pela equação (3.3), sabemos que

∇XRY �R∇XY � ASYX � Stα pX, Y q ñ

ñ ∇X

k1

k1 � k2
Y �

k1

k1 � k2
∇XY � ASYX � Stα pX, Y q ñ ASYX � �Stα pX, Y q .

Dessa forma, 〈ASYX,Z〉 � � 〈Stα pX, Y q , Z〉, logo 〈αf pX,Zq ,SY 〉 � � 〈αf pX, Y q ,SZ〉. X

Como β é uma aplicação trilinear simétrica nas duas primeiras variáveis e antissimétrica
nas duas últimas, então, pelo Lema A.10, β � 0. Portanto αf pX, Y q K SpTxMq. •

(VII): Pela equação (3.4),

〈p∇XSqY, α pW,Zq〉 � 〈Tα pX, Y q � α pX,RY q , α pW,Zq〉 ñ

ñ

〈

∇K

XSY � S∇XY, α pW,Zq
〉

�

〈

Tα pX, Y q �
k1

k1 � k2
α pX, Y q , α pW,Zq

〉

ñ

(VI)
ñ

〈

∇K

XSY, α pW,Zq
〉

� 〈Tα pX, Y q , α pW,Zq〉�
k1

k1 � k2

〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 ñ

ñ �

〈

SY,✘✘✘✘✘✘✘
∇K

Xα pW,Zq
〉

� 〈Tα pX, Y q , α pW,Zq〉�
k1

k1 � k2

〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 ñ

ñ 〈Tα pX, Y q , α pW,Zq〉 �
k1

k1 � k2
〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 ñ

ñ

k1

k1 � k2
〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 � 〈π2α pX, Y q , α pZ,W q〉 � 〈π2α pX, Y q , π2α pW,Zq〉 .

Disso, segue que

〈π1α pX, Y q , π1α pZ,W q〉 � 〈pId�π2qα pX, Y q , α pZ,W q〉 �

� 〈α pX, Y q , α pZ,W q〉� 〈π2α pX, Y q , π2α pW,Zq〉 �

�

�

1�
k1

k1 � k2




〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 �
k2

k1 � k2

〈α pX, Y q , α pW,Zq〉 . •

É consequência direta das igualdades acima que π1|N1
é uma semelhança de razão

b

k2

k1�k2

e π2|N1
é uma semelhança de razão

b

k1

k1�k2

. •
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Proposição 3.23. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica com k1k2 � 0. Supo-

nhamos ainda que N1 seja um subfibrado paralelo de TKM com dimensão ℓ. Nessas condi-
ções, se Φ � 0, então k1k2 ¡ 0, m � ℓ ¤ mintn1, n2u e f � p1 � 2q � g � f̄ , em que cada
i : Om�ℓ

ki
Ñ֒ O

ni

ki
é uma inclusão totalmente geodésica, g : Om�ℓ

k1k2

k1�k2

Ñ O
m�ℓ
k1

� O
m�ℓ
k2

é a imersão

totalmente geodésica dada no início dessa seção e f̄ : Mm
Ñ O

m�ℓ
k1k2

k1�k2

é uma imersão isométrica.

Demonstração. Do item (III) do proposição anterior, resulta que k1k2 ¡ 0.
Sejam ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ Rn a inclusão canônica, F � ı � f e consideremos o fibrado vetorial

V :� F
�

TM k ı
�

N f
1 k ger tF u com dimensão constante igual a m� ℓ� 1.

Afirmação 1: V é um subespaço constante em Rn.
Pelo Lema A.12, basta mostrar que V é paralelo na conexão de Rn, o que equivale a mostrar

que V K é paralelo na conexão de Rn. Mas V K

� ı
�

NK

1 k ger tϑu, em que ϑ � ν1 � ν2. Assim,

∇̃Xϑ � �F
�

AFϑX � ∇̄K

Xϑ
Lema 3.11
� �F

�

ΦX � pk1 � k2qı�SX � pk1 � k2qı�SX.

Como SpTMq � NK

1 , pelo item (VI) da Proposição 3.22, então ∇̃Xϑ P ı�NK

1 .
Seja agora ξ P NK

1 , logo

∇̃X ı�ξ � ı
�

∇̄Xξ � αı pf�X, ξq � �F
�✚

✚✚A
f
ξX � ı

�

∇K

Xξ � 〈π1f�X, ξ〉 ν1 � 〈π2f�X, ξ〉 ν2 �

� ı
�

∇K

Xξ � 〈SX, ξ〉 ν1 � 〈SX, ξ〉 ν2 � ı
�

∇K

Xξ � 〈SX, ξ〉ϑ.

Como N1 é paralelo na conexão normal de f , então NK

1 também o é. Portanto ∇K

Xξ P NK

1 e
∇̃X ı�ξ P V

K. X

Sendo V um subespaço constante em Rn
t e F

�

pTMq � V , então F pMq � F px0q � V , para
qualquer x0 P M fixo, pois X 〈F � F px0q, ξ〉 � 〈F

�

X, ξ〉 � 0, para todo ξ constante em V K.
Mas ger tF u � V , logo F pMq � V .

Fixado x0 PM , então V � ger
!

F px0q

}F px0q}

)

k F
�

Tx0
M k ı

�

N1px0q.

Afirmação 2: π1|V e π2|V são semelhanças com razões a e b, respectivamente.
Sejam X, Y, Z P Tx0

M . Logo

〈π1F px0q, π1F�X〉 � 〈π1F px0q, F�X〉 � 0;

〈π1F px0q, π1ı�αf pX, Y q〉 � 〈π1F px0q, ı�αf pX, Y q〉 � 0;

〈π1F�X, π1ı�αf pY, Zq〉 � 〈�SX,αf pY, Zq〉 � 0.

Logo π1|V � π1|gertF px0qu
� π1|F

�

Tx0
M � π1|N f

1
px0q

. Analogamente, π2|V � π2|gertF u � π2|F
�

Tx0
M �

π2|N1px0q
.

Mas, pelos itens (IV), (V) e (VII) da Proposição 3.22, sabemos que πi|gertF px0qu
, πi|F

�

Tx0
M

e πi|N f
1
px0q

são semelhanças de razão a, se i � 1, ou de razão b, se i � 2. Portanto π1|V e π2|V

são semelhanças com razões a e b, respectivamente. X

Consideremos Rm�ℓ�1
�t0u � π1pV q e t0u�Rm�ℓ�1

� π2pV q. Assim V � Rm�ℓ�1
�Rm�ℓ�1.

Por outro lado, como π1|V e π2|V são semelhanças de razões a e b respectivamente, então, pelo
Lema 3.20, V XO

2m�2ℓ�1
k1k2

k1�k2

� O
m�ℓ
k1

�O
m�ℓ
k2

.

Mas fpMq � V XO
2m�2ℓ�1

k1k2

k1�k2

, ou seja, fpMq � O
m�ℓ
k1

�O
m�ℓ
k2

. Portanto, f � p1 � 2q � f̃ , em

que 1 : Om�ℓ
k1

Ñ O
n1

k1
e 2 : Om�ℓ

k2
Ñ O

n2

k2
são inclusões e f̃ : M Ñ O

m�ℓ
k1

�O
m�ℓ
k2

é uma imersão
isométrica com f̃pMq � V XO

2m�2ℓ�1
k1k2

k1�k2

.
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n1

k1
�O

n2

k2

Seja g : Om�ℓ
k1k2

k1�k2

Ñ O
m�ℓ
k1

� O
m�ℓ
k2

a imersão isométrica totalmente geodésica dada no início

dessa seção com T1 e T2 dados pelo Lema 3.20 para o V que temos. Dessa forma V XO
2m�2ℓ�1

k1k2

k1�k2

é a imagem de g. Seja então f̄ :� g�1
� f̃ : M Ñ O

m�ℓ
k1k2

k1�k2

. Assim f̄ é uma imersão isométrica e

f � p1 � 2q � g � f̄ .

3.6 Redução de codimensão em O
n1

k1
�O

n2

k2

Dizemos que a codimensão de f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
se reduz à esquerda em ℓ, se existe

uma subvariedade totalmente geodésica O
m1

k1
� O

n1

k1
tal que n1 �m1 � ℓ e fpMq � O

m1

k1
�O

n2

k2
.

De maneira análoga podemos definir o significado de redução de codimensão à direita.

Lema 3.24. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica. Então valem:

(I) SpTMq

K é invariante por T e se decompõe ortogonalmente em SpTMq

K

� U k V, em
que U :� ker T e V :� kerpId�Tq.

(II) ∇K

�

U XNK

1

�

� U e ∇K

�

V XNK

1

�

� V.
(III) π1 fixa os pontos de U e π2 fixa os pontos de V.

Demonstração.
(I): Da segunda equação em (3.2) decorre que T rSpTMqs � SpTMq. Dessa forma, se
ξ P SpTMq e ζ P SpTMq

K, então 〈ξ,Tζ〉 � 〈Tξ, ζ〉 � 0. Portanto T deixa SpTMq

K inva-
riante.

Segue, da terceira equação em (3.2), que T2
� T em SpTMq

K, ou seja, T|SpTMq

K é uma
projeção ortogonal e SpTMq

K

� U k V, em que U :� ker T|SpTMq

K e V :� kerpId�Tq|SpTMq

K.
Por outro lado, ainda pela terceira equação em (3.2),

kerrTpId�Tqs � ker SSt Lema A.4
� ker St

� SpTMq

K.

Além disso, ker T e kerpId�Tq são subconjuntos de kerrTpId�Tqs � SpTMq

K, portanto
ker T � ker T|SpTMq

K e kerpId�Tq � kerpId�Tq|SpTMq

K. •

(II): Se ξ P Γ
�

V XNK

1

�

, então

∇K

Xξ �T∇K

Xξ � ∇K

XTξ �T∇K

Xξ
(3.6)
� 0, �X P ΓpTMq.

Assim ∇K

Xξ P kerpId�Tq � V.
Já se ξ P U XNK

1 , então

�T∇K

Xξ � ∇K

XTξ �T∇K

Xξ
(3.6)
� 0, �X P ΓpTMq.

Portanto ∇K

Xξ P ker T � U . •

(III): Seja ξ P U � ker TXNK

1 . Assim,

π1ξ � pId�π2qξ � �Stξ � pId�Tqξ � ξ,

pois U � SpTMq

K. Analogamente, π2pζq � ζ , para todo ζ P V. •
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Para cada i P t1, 2u, seja O
mi

ki
� O

ni

ki
uma subvariedade totalmente geodésica. Sejam tam-

bém R
mi�υpkiq

τpkiq
� RNi tais que O

mi

ki
� R

mi�υpkiq

τpkiq
e O

ni

ki
� RNi e consideremos a projeção ortogo-

nal Π2 : Rm1�υpk1q

τpk1q
�R

m2�υpk2q

τpk2q
Ñ R

m1�υpk1q

τpk1q
�R

m2�υpk2q

τpk2q
dada por Π2px, yq :� p0, yq. Assim Π2 é

a restrição de π2 a R
m1�σpk1q

τpk1q
� R

m2�σpk2q

τpk2q
.

Sejam agora f̃ : Mm
Ñ O

m1

k1
�O

m2

k2
uma imersão isométrica e f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
dada por

f :� p1 � 2q � f̃ , em que cada i : O
mi

ki
Ñ֒ O

ni

ki
é uma a inclusão totalmente geodésica. Nessas

condições,

π2f�X � p1 � 2q
�

Π2f̃�X ñ f
�

RfX � SfX � f
�

Rf̃X � p1 � 2q
�

Sf̃X.

π2p1 � 2q�ξ � p1 � 2q�Π2ξ ñ

ñ f
�

�

Sf
�t
p1 � 2q�ξ �Tf

p1 � 2q�ξ � f
�

�

Sf̃
�t
ξ � p1 � 2q�T

f̃ξ.

Portanto
Rf

� Rf̃ , Sf � p1 � 2q�S
f̃ ,

�

Sf
�t
p1 � 2q�ξ �

�

Sf̃
�t
ξ, Tf

p1 � 2q�ξ � p1 � 2q�T
f̃ξ.

(3.12)

No restante da seção, provaremos alguns resultados a respeito de redução de codimensão
à esquerda. Mas, trocando U por V, pode-se demonstrar resultados análogos a respeito de
redução de codimensão à direita.

Teorema 3.25. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica. Nessas condições, as duas

afirmações abaixo são equivalentes.

(I) A codimensão de f se reduz à esquerda em ℓ.
(II) Existe um subfibrado paralelo (na conexão normal de f) Lℓ � TKM , tal que Lℓ � UXNK

1 .

Demonstração.
(I) ñ (II): Como a codimensão de f se reduz à esquerda em ℓ, então existe uma subvariedade
totalmente geodésica O

m1

k1
� O

n1

k1
, com n1�m1 � ℓ, e tal que fpMq � O

m1

k1
�O

n2

k2
. Assim, existe

uma imersão isométrica f̃ : Mm
Ñ O

m1

k1
�O

n2

k2
tal que f � p1 � Idq � f̃ , em que 1 : Om1

k1
Ñ֒ O

n1

k1

é uma inclusão totalmente geodésica e Id : On2

k2
Ñ O

n2

k2
é a identidade.

Consideremos então o subfibrado L � TK

f M cuja fibra em cada x é dada por

Lpxq :�
�

p1 � Idq
�

Tf̃pxqO
m1

k1
�O

n2

k2

	

K

�

�

T
p

π1�f̃qpxq
O
m1

k1

	

K

� t0u.

Obviamente dimL � n1 �m1 � ℓ e π1pLq � L.
Por (3.12), sabemos que S � p1 � Idq

�

Sf̃ , dessa forma

SpTMq � p1 � Idq
�

Tf̃O
m1

k1
�O

n2

k2
ñ L � SpTMq

K

ñ L � π1

�

SpTMq

K

�

.

Por outro lado, pelo Lema 3.24, SpTMq

K

� U k V e U � π1pUq � π1

�

SpTMq

K

�

. Logo, L � U .

Como p1� Idq : Om1

k1
�O

n2

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é totalmente geodésica, então N f

1 � p1� Idq
�

N f̃
1 .

Dessa forma,

L �
�

p1 � Idq
�

Tf̃O
m1

k1
�O

n2

k2

�

K

�

�

p1 � Idq
�

N f̃
1

�

K

ñ L � U XN f
1

K

.
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n1

k1
�O

n2

k2

Por último, sejam ξ P ΓpLq e ζ � p1 � Idq
�

ζ̃ P Γ
�

p1 � Idq
�

Tf̃O
m1

k1
�O

n2

k2

�

. Assim,

〈

∇K

Xξ, ζ
〉

� �

〈

ξ, ∇̄Xp1 � Idq
�

ζ̃
〉

�

〈

ξ, p1 � Idq
�

∇̄X ζ̃
〉

� 0.

Portanto ∇KL � L. •

(II) ñ (I): Sejam ı : On1

k1
�O

n2

k2
Ñ֒ R

n a inclusão, F :� ı � f e L̃ :� ı
�

L.

Afirmação 1: L̃ é um subespaço constante de Rn.
Seja ξ P Γ pLq. Como L � U XNK

1 , então Aξ � 0 e π1pξq � ξ. Dessa forma,

∇̃Xı�ξ � ı
�

∇̄Xξ � αı pf�X, ξq
Lema 3.3
�

� �F
�✟✟✟AξX � ı

�

∇K

Xξ �✘✘✘✘✘✘〈f
�

X, π1ξ〉ν1 �

〈

f
�

X,❩❩π2ξ
〉

ν2 � ı
�

∇K

Xξ.

Como L é paralelo, segue que ∇̃X ı�ξ P L̃. X

Afirmação 2: π1L̃ � L̃.
Como π1pLq � L e π1ı� � ı

�

π1, então vale a afirmação. X

Consideremos P1 a projeção de RN1
� RN2 sobre RN1 e P2 a projeção de RN1

� RN2 sobre
RN2 . Dessa forma, π1pxq � pP1pxq, 0q e π2pxq � p0, P2pxqq. Sejam então

L̄1 :� P1

�

L̃K1
�

�

�

P1

�

L̃1

��

K

e f1 :� P1 � f.

Dessa forma, f1
�

X � P1f�X e fpMq �

�

L̄1 � f1px0q
�

� RN2 , em que x0 é um ponto fixado
qualquer de M .

Suponhamos que k1 � 0. Neste caso f1px0q K P1

�

L̃1px0q
�

� P1

�

L̃1

�

, portanto f1px0q P L̄1.
Além disso, como L̃1 é um subespaço tipo espaço, então P1

�

L̃1

�

é tipo espaço e f1pMq �

L̄1 XO
n1

k1
� O

m1

k1
, sendo m1 � n1 � ℓ1. Já se k1 � 0, então RN1

� En1 e f1pMq � L̄1 � f1px0q.
Podemos então identificar L̄1�f1px0q � Em1 de forma que f1pMq � Em1 , em que m1 � n1� ℓ1.
Concluímos que fpMq � O

m1

k1
�O

m2

k2
� O

n1

k1
�O

n2

k2
.

Cabe aqui observar que, se a codimensão à esquerda de f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
pode ser redu-

zida em ℓ1 e a codimensão à direita em ℓ2, então fpMq � O
m1

k1
�O

m2

k2
, para alguma subvariedade

totalmente geodésica O
m1

k1
�O

m2

k2
� O

n1

k1
�O

n2

k2
com m1 � n1 � ℓ1 e m2 � n2 � ℓ2.

Corolário 3.26. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica e suponhamos que UXNK

1

seja um subfibrado de TKM com dimensão ℓ. Nessas condições, se ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 , então
a codimensão substancial à esquerda de f se reduz em ℓ.

Demonstração. Pelo teorema anterior, basta mostrar que L :� U X NK

1 é paralelo na cone-
xão normal de f . Por outro lado, pelo item (II) do Lema 3.24, sabemos que ∇KL � U . Mas
∇KL � NK

1 , por hipótese, logo L é paralelo.

Teorema 3.27. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica e suponhamos que U XNK

1

seja um subfibrado de TK

f M . Nessas condições, ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 se, e somente se,

(I) ∇KRK

|UXNK

1

� 0,
(II) ∇K

�

U XNK

1

�

� tηuK, em que η é o vetor curvatura média de f .
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Demonstração.
(ñ): Como NK

1 � tηuK e ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 , então ∇K

�

U XNK

1

�

� tηuK. Resta provar o
item (I).

Pelo item (I) do Lema 3.24, SpTMq

K

� U k V. Dessa forma, pela equação de Ricci (3.9),

RK

pX, Y qξ � α pX,AξY q � α pAξX, Y q � pk1 � k2qpSX ^ SY qξ � 0, �ξ P U XNK

1 . (3.13)

Logo, dado ξ P Γ
�

U XNK

1

�

, vale a seguinte igualdade:
�

∇K

ZRK

�

pX, Y, ξq � ∇K

ZRK

pX, Y qξ �RK

p∇ZX, Y qξ �RK

pX,∇ZY qξ �RK

pX, Y q∇K

Zξ � 0,

pois ∇K

Zξ P U XNK

1 . Portanto vale o item (I). •

(ð): Suponhamos agora que valham (I) e (II). Mostraremos que ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 .
Seja ξ P U XNK

1 � tηuK, logo RK

pX, Y qξ � 0, por (3.13). Além disso, por (I), as seguintes
igualdades são válidas:

0 �
�

∇K

ZRK

�

pX, Y, ξq � ∇K

ZRK

pX, Y qξ �RK

p∇ZX, Y q ξ �RK

pX,∇ZY q ξ �RK

pX, Y q∇K

Zξ �

� �RK

pX, Y q∇K

Zξ.

Sabemos, pelo Lema 3.24, que ∇K

Xξ P U � SpTMq

K. Dessa forma, pela equação de Ricci (3.9),

0 � RK

pX, Y q∇K

Zξ � α
�

X,A∇K

Z
ξY

	

� α
�

A∇K

Z
ξX, Y

	

� pk1 � k2qpSX ^ SY q∇K

Zξ �

� α
�

X,A∇K

Z
ξY

	

� α
�

A∇K

Z
ξX, Y

	

.

∴ 0 �
〈

α
�

X,A∇K

Z
ξY

	

, ζ

〉

�

〈

α
�

A∇K

Z
ξX, Y

	

, ζ

〉

, �ζ KM ñ

ñ 0 �
〈

AζX,A∇K

Z
ξY

〉

�

〈

AζA∇K

Z
ξX, Y

〉

�

〈

�

A∇K

Z
ξ, Aζ

�

X, Y

〉

, �ζ P TKM.

∴

�

A∇K

Z
ξ, A∇K

W
ξ

�

� 0, para quaisquer W,Z P TM.

Como
�

A∇K

Z
ξ, A∇K

W
ξ

�

� 0, para quaisquer W,Z P ΓpTMq, então para cada x P M existe

uma base ortonormal tE1pxq, � � � , Empxqu de TxM que diagonaliza simultaneamente todos os

elementos do conjunto
!

A∇K

X
ξ : X P TxM

)

.

Mostraremos que ∇K

Xξ P U X NK

1 . Para isso, seja ℓk,i o autovalor de A∇K

Ek
ξ associado ao

autovetor Eipxq, para cada par i, k P t1, � � � , mu. Assim

〈

α pEi, Ejq ,∇
K

Ek
ξ

〉

�

〈

A∇K

Ek
ξEi, Ej

〉

� ℓk,i 〈Ei, Ej〉 �

#

0, se i � j;

ℓk,i, se i � j.

Utilizando a segunda equação em (3.8) resulta

〈SX, ξ〉 ΦY � 〈SY, ξ〉 ΦX � ∇Y✟✟✟AξX �✘✘✘✘✘Aξ∇YX � A∇K

Y
ξX �∇X

❍❍❍AξY �

❳❳❳❳❳Aξ∇XY � A∇K

X
ξY ñ

ñ 0 � �A∇K

Y
ξX � A∇K

X
ξY ñ A∇K

X
ξY � A∇K

Y
ξX, para quaisquer X, Y P ΓpTMq.

Dessa forma, A∇K

Ei
ξEj � A∇K

Ej
ξEi ñ ℓi,jEj � ℓj,iEi ñ ℓi,j � 0, se i � j. Logo

〈

α pEi, Ejq ,∇
K

Ek
ξ

〉

�

#

0, se i � j ou i � k,

ℓi,i, se i � j � k.
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n1

k1
�O

n2

k2

Por outro lado

〈

α pEi, Eiq ,∇
K

Ei
ξ

〉

�

m̧

j�1

〈

α pEj , Ejq ,∇
K

Ei
ξ

〉

� m
〈

η,∇K

Ei
ξ

〉

� 0,

pois ∇K

�

U XNK

1

�

� tηuK. Logo ∇K

Ei
ξ P NK

1 .
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Capítulo 4

Imersões isométricas paralelas em
O
n1
k1
�O

n2
k2

Uma imersão isométrica f : Mm
Ñ Nn entre duas variedades pseudorriemannianas é dita

paralela quando sua segunda forma fundamental é paralela, ou seja, quando
�

∇K

Xα
�

pY, Zq :� ∇K

Xα pY, Zq � α p∇XY, Zq � α pY,∇XZq � 0,

para quaisquer X, Y, Z P ΓpTMq. Neste capítulo são classificadas todas as imersões paralelas
em O

n1

k1
�O

n2

k2
com k1k2 � 0, ou seja, provamos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
imersão isométrica com k1k2 � 0. Nessas condições,

f é paralela se, e somente se, um dos casos abaixo ocorre:

(I) f � ız1 � f̄ em que ız1 : On1

k1
Ñ O

n1

k1
� tzu � O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico

e f̄ : M Ñ O
n1

k1
é uma imersão isométrica paralela.

(II) f � ız2 � f̄ em que ız2 : On2

k2
Ñ tzu �O

n2

k2
� O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico

e f̄ : M Ñ O
n2

k2
é uma imersão isométrica paralela.

(III) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M ℓ
1 �Mm�ℓ

2 e f |M1�M2
� f1 � f2,

em que cada fi : Mi Ñ O
ni

ki
é uma imersão isométrica paralela.

(IV) m ¤ mintn1, n2u e f � p1 � 2q � g � f̄ , em que cada i : Om�ℓ
ki

Ñ O
ni

ki
é uma inclu-

são totalmente geodésica, g : Om�ℓ
k1k2

k1�k2

Ñ O
m�ℓ
k1

� O
m�ℓ
k2

é a imersão dada na Seção 3.5,

f̄ : M Ñ O
m�ℓ

k1k2

k1�k2

é uma imersão isométrica paralela e ℓ � dim N1.

Além disso, se M é simplesmente conexa e o item (III) é verdadeiro, então M é (isomé-
trica a) uma variedade produto M1 �M2 e f � f1 � f2 : M1 �M2 Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
, em que cada

fi : Mi Ñ O
ni

ki
é uma imersão isométrica paralela.

Observemos que o item (IV) do Teorema 4.1 não pode ocorrer se n1   m ou n2   m. Já se
n1 ¥ m, n2 � m e f é como no item (IV) do Teorema 4.1, então f é totalmente geodésica.

Obtivemos também uma classificação das imersões totalmente geodésicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Teorema 4.2. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica com k1 � 0. Nessas condi-

ções, f é totalmente geodésica se, e somente se, um dos casos abaixo é verdadeiro.

(I) f � ız1 � f̄ em que ız1 : On1

k1
Ñ O

n1

k1
� tzu � O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico

e f̄ : M Ñ O
n1

k1
é uma imersão isométrica totalmente geodésica.
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(II) f � ız2 � f̄ em que ız2 : On2

k2
Ñ tzu �O

n2

k2
� O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico

e f̄ : M Ñ O
n2

k2
e uma imersão isométrica totalmente geodésica.

(III) f � p1 � 2q � f̄ em que p1 � 2q : Oℓ
k1
�O

m�ℓ
k2

Ñ֒ O
n1

k1
�O

n2

k2
é uma inclusão totalmente

geodésica e f̄ : Mm
Ñ O

ℓ
k1
�O

m�ℓ
k2

é uma isometria local.
(IV) k1k2 ¡ 0, m ¤ mintn1, n2u e f � p1 � 2q � g � f̄ , em que cada i : Om

ki
Ñ֒ O

ni

ki
é uma

inclusão, g : Om
k1k2

k1�k2

Ñ Om
k1
�Om

k2
é a imersão dada na Seção 3.5, f̄ : M Ñ Om

k1k2

k1�k2

é uma

isometria local.
(V) k2 � 0, n2 ¥ m e f � p1 � 2q � h � f̄ , em que 1 : O1

k1
Ñ O

n1

k1
e 2 : Em Ñ En2 são

inclusões totalmente geodésicas, f̄ : Mm
Ñ Em é uma isometria local e h : R � Em�1

Ñ

�

O1
k1
� R

�

� Em�1
� O1

k1
� Em é a imersão isométrica totalmente geodésica dada por

hpt, yq � pγptq, yq, sendo γ : RÑ O1
k1
� R uma geodésica.

4.1 Resultados preliminares

Provaremos nesta seção que se k1k2 � 0 e f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
é uma imersão isométrica pa-

ralela, então ou Φ � 0 em M , ou S � 0 em M . Feito isso, poderemos analisar separadamente
os casos em que Φ � 0 e em que S � 0.

Lema 4.3. Se f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
é um imersão isométrica paralela e k1k2 � 0, então ou S � 0

em todo ponto de M , ou Φ � 0 em todo ponto de M .

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista x P M tal que S|TxM � 0 e Φ|TxM � 0.
Seja então A P TxM tal que ΦA � 0. Segue, da Fórmula de Codazzi (3.8) e do fato de f ser
paralela, que

〈ΦA, Y 〉 SX � 〈ΦX, Y 〉 SA, �X, Y P TxM,

ou seja, SpTxMq � ger tSAu.
Como SpTxMq � ger tSAu, então, pelo Lema A.8, SX � 〈X,B〉 SB, em que B P pker SqK é

um vetor unitário.
Utilizando a outra equação em (3.8), segue que

〈SX,SB〉 ΦY � 〈SY,SB〉 ΦX, �X, Y P TxM ñ

ñ 〈X,B〉 }SB}2ΦY � 〈Y,B〉 }SB}2ΦX, �X, Y P TxM ñ

ñ 〈X,B〉 ΦB � ΦX, �X P TxM.

Como k1X � pk1 � k2qRX � 〈X,B〉 ΦB, para qualquer X P TxM , então R|
tBuK �

k1

k1�k2

Id
tBuK e S|

tBuK � 0. Assim, pela primeira fórmula (3.2),

0 � StS|
tBuK � RpId�Rq|

tBuK �
k1k2

pk1 � k2q
2 Id |

tBuK ñ k1 � 0 ou k2 � 0,

o que é uma contradição. Portanto, para cada x PM , ou Φ|TxM � 0, ou S|TxM � 0.
Sejam A :� tx P M : S|TxM � 0u e B :� tx P M : Φ|TxM � 0u. Evidentemente, A e B são

subconjuntos abertos e disjuntos de M e M � Ac YBc.

Afirmação 1: Ac XBc
� ∅.
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Suponhamos, por absurdo, que exista x P Ac X Bc. Logo Φ|TxM � 0 e S|TxM � 0. Assim,
pela definição de Φ, e como k1k2 � 0, então k1 � k2 � 0 e valem as seguintes igualdades:

R|TxM �

k1

k1 � k2
Id |TxM e pId�Rq|TxM �

k2

k1 � k2
Id |TxM .

Por outro lado, pela primeira fórmula em (3.2), 0 �

k1k2

pk1�k2q
2 Id |TxM , ou seja k1 � 0 ou

k2 � 0. Mas isso contradiz a hipótese de que k1k2 � 0. Portanto Ac XBc
� ∅. X

Como AcYBc
�M , então Ac � B e Bc

� A. Portanto A e B são simultaneamente abertos
e fechados disjuntos, logo M � A ou M � B.

4.2 Caso S � 0

Seja f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica paralela com S � 0. Temos três casos a

considerar: (1) o caso em que R � 0, (2) o caso em que R � Id e (3) o caso em que S � 0,
mas R � 0 e R � Id.

Quando R � 0, o Lema 3.13 nos garante que f � ız1 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n1

k1
é uma imersão

isométrica e ız1 : On1

k1
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico dado por ız1pxq � px, zq.

Como f e ız1 são totalmente geodésicas, então f̄ é paralela. Analogamente, se R � Id, então
f � ız2 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O

n2

k2
é uma imersão isométrica paralela e ız2 : On2

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é o

mergulho totalmente geodésico dado por ız2pyq � pz, yq.
No caso em que S � 0, mas R � 0 e R � Id, sabemos (pelo Lema 3.14) que

dimpker Rq � dimrkerpId�Rqs � m.

Já pelo Lema 3.15, dimpker Rq � ℓ P p0, mq é constante. Assim, pela Proposição 3.16, M é lo-
calmente uma variedade produto M ℓ

1 �Mm�ℓ
2 e f |M1�M2

� f1 � f2, em que cada fi : Mi Ñ O
ni

ki

é uma imersão isométrica. Além disso, se M é simplesmente conexa, então M é globalmente
uma variedade produto e f é uma imersão produto globalmente. Logo, pelo Lema A.16, f é
paralela se, e só se, f1 e f2 são paralelas.

Podemos então enunciar a seguinte proposição:

Proposição 4.4. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica paralela com S � 0.

Nessas condições, um dos itens abaixo é verdadeiro.

(I) f � ız1 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n1

k1
é um imersão isométrica paralela.

(II) f � ız2 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n2

k2
é um imersão isométrica paralela.

(III) M é localmente (isométrica a) uma variedade produto M ℓ
1 �Mm�ℓ

2 e f |M1�M2
� f1 � f2

em que cada fi : Mi Ñ O
ni

ki
é uma imersão isométrica paralela.

Se M é completa e simplesmente conexa e o caso (III) é verdadeiro, então M é globalmente
uma variedade produto e f é globalmente uma imersão produto.

Proposição 4.5. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica totalmente geodésica com

S � 0. Nessas condições, um dos itens abaixo é verdadeiro:

(I) f � ız1 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n1

k1
é um imersão isométrica totalmente geodésica.

(II) f � ız2 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n2

k2
é um imersão isométrica totalmente geodésica.
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(III) f � p1 � 2q � f̄ , em que p1 � 2q : Oℓ
k1
�O

m�ℓ
k2

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
é uma inclusão totalmente

geodésica e f̄ : Mm
Ñ Oℓ

k1
�O

m�ℓ
k2

é uma isometria local.

Demonstração. De forma análoga à feita para as imersões paralelas, sabemos que o item (I)
ocorre quando R � 0 e que o item (II) é válido e se R � Id. Suponhamos então que R � 0 e
R � Id.

Neste caso, dimpker Rq � ℓ P p0, mq é constante. Pela Proposição 3.16, para cada
x P M , existem uma vizinhança Ux de x e uma isometria ϕx : Ux Ñ M ℓ

1,x �Mm�ℓ
2,x tais que

f � ϕ�1
x � f1,x � f2,x, em que fi,x : Mi,x Ñ O

ni

ki
é uma imersão isométrica totalmente geodé-

sica. Dessa forma, para cada x PM , existem subvariedades completas e totalmente geodésicas
N ℓ

1,x � O
n1

k1
e Nm�ℓ

2,x � O
n2

k2
tais que fi,xpMi,xq � Ni,x.

Afirmação 1: Ni,x não depende de x.
Sejam p P M um ponto fixado e q P M um ponto qualquer. Consideremos γ : ra, bs Ñ M

uma curva suave ligando os pontos p a q. Dessa forma, para cada t P ra, bs, existe um εt ¡ 0
tal que γ ppt� εt, t� εtq X ra, bsq � Uγptq.

Como ra, bs é compacto, então existem t1 :� a   t2   � � �   tk ¤ b tais que ra, bs �
�k

i�1 pti � εti , ti � εtiq.
Sejam, para cada j P t1, 2u e cada i P t1, � � � , ku, Ui :� Uγptiq, Mj,i :�Mj,γptiq, Nj,i :� Nj,γptiq,

ϕi :� ϕγptiq, fj,i :� fj,γptiq e εi :� εti. Logo, πj pfpUiqq � Nj,i.
Por outro lado, para cada, i P t1, � � � , k � 1u, existe um t̄i P pti, ti � εiq X pti�1 � εi�1, ti�1q.

Portanto γ
�

t̄i
�

P Ui XUi�1. Assim, como Ui X Ui�1 � ∅, então existe um aberto M̄1,i � M̄2,i �

M1,i�1 �M2,i�1 tal que ϕ�1
i�1

�

M̄1,i � M̄2,i

�

� Ui X Ui�1. Logo

fj,i�1

�

M̄j,i

�

� πj
��

f � ϕ�1
i�1

� �

M̄1,i � M̄2,i

��

� Nj,i XNj,i�1.

Dessa forma, como fj,i�1 é uma imersão isométrica, então fj,i�1

�

M̄j,i

�

é um subconjunto
aberto de Nj,i e de Nj,i�1. Portanto Nj,i � Nj,i�1, e disso segue que Nj,p � Nj,q. X

Denotemos Oℓ
k1

:� N1,p e O
m�ℓ
k2

:� N2,p. Como fpUxq � N1,x � N2,x � N1,p � N2,p �

O
ℓ
k1
�O

m�ℓ
k2

, para todo x PM , então fpMq � O
ℓ
k1
�O

m�ℓ
k2

.
Sejam 1 : Oℓ

k1
Ñ O

n1

k1
e 2 : Om�ℓ

k2
Ñ O

n2

k2
as inclusões e f̄ : Mm

Ñ Oℓ
k1
� O

m�ℓ
k2

dada por
f̄pxq :� fpxq. Dessa forma f̄ é uma isometria local e f � p1 � 2q � f̄ .

4.3 Caso Φ � 0

Suponhamos agora que f : M Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
seja uma imersão isométrica paralela (ou total-

mente geodésica) com Φ � 0 e k1 e k2 não ambos nulos.
Se k1 � 0, então k2 � 0. Logo

0 � Φ � k1 Id�pk1 � k2qR � �k2R ñ R � 0.

Nesse caso, pela Proposição 4.4, fpxq � pf1pxq, zq, em que f1 é um imersão isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z P O

n2

k2
é constante. Analogamente, se k2 � 0, então Id�R � 0

e fpyq � pz, f2pyqq, em que f2 é um imersão isométrica paralela (ou totalmente geodésica) e
z P O

n1

k1
é constante.

Suponhamos agora que k1k2 � 0. Nessas condições, como f é paralela (ou totalmente geo-
désica), então N1 é paralelo e dim N1 � ℓ é constante (pelo Lema A.13). Podemos então aplicar
a Proposição 3.23 e concluir que f � p1� 2q�g � f̄ , em que 1 : Om�ℓ

k1
Ñ O

n1

k1
e 2 : Om�ℓ

k2
Ñ O

n2

k2
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são inclusões, g : Om�ℓ
k1k2

k1�k2

Ñ O
m�ℓ
k1

� O
m�ℓ
k2

é a imersão totalmente geodésica dada na Seção 3.5

e f̄ : Mm
Ñ O

m�ℓ
k1k2

k1�k2

é a imersão isométrica paralela (ou totalmente geodésica).

Podemos resumir tudo isso com a seguinte proposição.

Proposição 4.6. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica paralela (ou totalmente

geodésica) tal que Φ � 0 e k1 � 0 ou k2 � 0. Nessas condições,

(I) se k1 � 0, então n1 ¥ m e fpxq � pf1pxq, zq, em que f1 é uma imersão isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z P O

n2

k2
é fixo;

(II) se k2 � 0, então n2 ¥ m e fpyq � pz, f2pyqq, em que f2 é uma imersão isométrica paralela
(ou totalmente geodésica) e z P O

n1

k1
é fixo;

(III) se k1k2 � 0, então k1k2 ¡ 0, m ¤ mintn1, n2u e f � p1�2q�g�f̄ , em que 1 : Om�ℓ
k1

Ñ O
n1

k1

e 2 : Om�ℓ
k2

Ñ O
n2

k2
são inclusões, g : Om�ℓ

k1k2

k1�k2

Ñ O
m�ℓ
k1

�O
m�ℓ
k2

é a imersão totalmente geodé-

sica dada na Seção 3.5, f̄ : M Ñ O
m�ℓ

k1k2

k1�k2

é uma imersão isométrica paralela (ou totalmente

geodésica) e ℓ � dim N1.

Já podemos provar o Teorema 4.1.

Prova do Teorema 4.1. Se f é como em um dos casos (I) a (IV) do Teorema 4.1, então f é
paralela, pois é a composta de uma imersão isométrica paralela com imersões totalmente geo-
désicas.

Suponhamos agora que f seja paralela. Neste caso, pelo Lema 4.3, ou S � 0 em M , ou
Φ � 0 em M . Se Φ � 0, a Proposição 4.6 mostra válido o item (IV) do Teorema 4.1. Já se
S � 0, então a Proposição 4.4 garante que vale um dos outros itens.

4.4 Classificação das imersões totalmente geodésicas em
O
n1

k1
�O

n2

k2

O objetivo desta seção é provar o Teorema 4.2. Para isso, precisamos de mais alguns resul-
tados.

Proposição 4.7. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
� En2 uma imersão isométrica totalmente geodésica. Se

S � 0, então S|TxM � 0 e Φ|TxM � 0, para qualquer x PM .

Demonstração. Suponhamos que S � 0. Dessa forma, existe p P M tal que S|TpM � 0. Como
S|TpM � 0, então existe uma vizinhança conexa U de p tal que S|TxM � 0, para todo x P U .
Suponhamos que U seja a maior vizinhança conexa de p tal que S|TxM � 0, para todo x P U .

Afirmação 1: Φ é não nulo em todos os pontos de U .
Suponhamos, por absurdo, que Φ|TxM � 0, para algum x P U . Nesse caso, pela definição de

Φ, k1 Id |TxM � k1R|TxM � 0, ou seja, R|TxM � Id |TxM . Assim, pela primeira fórmula em (3.2),
S|TxM � 0, o que contradiz o fato de S ser não nulo em todos os pontos de U . X

Como f é totalmente geodésica e S e Φ são não nulos em U , então, pela primeira versão da
Equação de Codazzi (3.8),

〈ΦX,Z〉 SY � 〈ΦY, Z〉 SX, para quaisquer X, Y, Z P TxM e todo x P U.
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Assim S tem posto igual a 1, em todo ponto de U . Dessa forma, pelo Lema A.8, para cada
x P U , existe um vetor B P TxM tal que SX � 〈X,B〉 SB.

Substituindo a fórmula encontrada para SX na segunda versão da Equação de Codazzi
(3.8), resulta a seguinte igualdade

ΦX � 〈X,B〉 ΦB, para qualquer X P TxM e todo x P U,

e disso segue que,

RX � X �

〈X,B〉

k1
ΦB, para qualquer X P TxM e todo x P U.

Afirmação 2: ΦB � λB.
Sejam x P U e X K B um vetor de TxM . Como X K B, então RX � X, logo

〈X,ΦB〉 � 〈X, k1B � k1RB〉 � �k1 〈X,RB〉 � �k1 〈RX,B〉 � 0.

Portanto ΦB � λB. X

Como ΦpTxMq � ger tBu, para todo x P U , então, para cada x P U , existem uma vizinhança
Ũx � U de x e um campo Y P Γ

�

T Ũ
�

tais que ΦY � 0 em todo ponto de Ũ . Dessa forma,

podemos supor que, em Ũ , o campo B é dado por B �

ΦY
}ΦY }

. Assim λ � 〈ΦB,B〉 �
〈Φ2Y,ΦY 〉
}ΦY }2 é

uma função diferenciável em U .
Por outro lado, 〈RB,B〉 � k1�λ

k1

. Calculemos X 〈RB,B〉.

X 〈RB,B〉 � 〈∇XRB,B〉� 〈RB,∇XB〉 � 〈∇XRB,B〉�
k1 � λ

k1

〈B,∇XB〉 �

}B}�1
� 〈∇XRB,B〉

∇XBKB
� 〈∇XRB �R∇XB,B〉 � 〈p∇XRqB,B〉 .

Como R é um tensor paralelo, pela fórmula (3.3), então X 〈RB,B〉 � 0, para qualquer vetor
X P TU , ou seja, k1�λ

k1

é constante em U , e portanto λ é constante em U .
Sabendo que R é paralelo, então pId�Rq também é paralelo, logo

pId�Rq∇XY � ∇XpId�RqY � 0, �X P TU e todo Y P Γ rkerpId�Rqs � Γ
�

tBuK
�

.

Concluímos então que kerpId�Rq � tBuK e ger tBu são distribuições paralelas em U .
Sejam q P M um ponto qualquer e γ : ra, bs Ñ M uma curva suave tal que γpaq � p e

γpbq � q. Consideremos também t0 :� sup tt P ra, bs : γpra, tsq � Uu e B̄ptq o transporte para-
lelo de Bppq P TpM ao longo da curva γ.

Afirmação 3: γpra, t0qq � U .
Seja t P ra, t0q. Logo existe t1 P pt, t0s tal que γpra, t1sq � U . Logo γptq P U . Como t foi

escolhido de forma genérica, então γpra, t0qq � U . X

Afirmação 4: S
�

B̄pt0q
�

� 0.
Como B̄ptq é o transporte paralelo de B ao londo de γ, γpra, t0qq � U e ger tBu é uma dis-

tribuição paralela em U , então (pelo Lema A.18) B̄ptq � �Bpγptqq, para cada t P ra, t0q. Dessa
forma

d
dt

�

�SB̄ptq
�

�

2
�

d
dt

〈

StSB̄ptq, B̄ptq
〉

(3.2)
�

d
dt

〈

RpId�RqB̄ptq, B̄ptq
〉

�

�

d
dt

〈

pId�RqB̄ptq,RB̄ptq
〉

�

λpk1 � λq

k1
2 �

d
dt

〈

B̄ptq, B̄ptq
〉

� 0.
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Portanto
�

�S
�

B̄ptq
�

�

�

2
é constante em ra, t0q, e disso segue que S

�

B̄pt0q
�

� 0. X

Afirmação 5: γpbq P U .
Como S|Tγpt0q

M � 0, pela afirmação anterior, então existe uma vizinhança conexa W de
γpt0q na qual S não se anula. Dessa forma, existe ε ¡ 0 tal que γppt0 � ε, t0sq � W . Logo
γppt0 � ε, t0qq � U XW , ou seja, U YW é uma vizinhança conexa de p na qual S não se anula.
Portanto W � U , pois U é a maior dessas vizinhanças conexas de p, e disso segue que γpt0q P U .

Se t0 � b, então existe ε ¡ 0 tal que t0 � ε   b e γpra, t0 � εqq � U , o que contradiz o fato
de t0 ser o supremo. Portanto t0 � b e γpbq P U . X

Como γpbq P U , então q P U . Mas q é um elemento qualquer de M , portanto M � U , ou
seja, S|TxM � 0 e Φ|TxM � 0, para todo x PM .

Lema 4.8. SpTMq tem dimensão constante em M se, e somente se, U :� ker T e V :�
kerpId�Tq têm dimensão constante.

Demonstração. Se U e V têm dimensão constante, então SpTMq

K também tem dimensão cons-
tante, pois SpTMq

K

� U k V, pelo Lema 3.24. Portanto SpTMq também tem dimensão cons-
tante.

Por outro lado, se SpTMq tem dimensão constante, então SpTMq

K

� UkV também tem di-
mensão constante. Como U � ker T e V � kerpId�Tq então, para cada x PM , existe uma vizi-
nhança conexa de x na qual dim U ¤ dim Upxq e dim V ¤ dim Vpxq. Portanto dim U � dim Upxq
e dim V � dim Vpxq em uma vizinhança conexa de x. Como U e V têm dimensão constante
em uma vizinhança de cada ponto de M e M é conexa, então as dimensões de U e de V são
constantes em M .

Proposição 4.9. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k � En2 uma imersão isométrica totalmente geodésica.
Se S � 0, então n2 ¥ m e f � p1 � 2q � h � f̄ , em que 1 : O1

k Ñ O
n1

k e 2 : Em �

R � Em�1
Ñ En2 são inclusões totalmente geodésicas, f̄ : Mm

Ñ Em é uma isometria local
e h : R�Em�1

Ñ O1
k �Em � pO1

k � Rq �Em�1 é uma imersão isométrica totalmente geodésica
dada por hpt, yq � pγptq, yq, sendo γ : RÑ O1

k � R uma geodésica.

Demonstração. Suponhamos que S � 0. Assim, pela Proposição 4.7, sabemos que S e Φ não
se anulam em nenhum ponto de M . Além disso, utilizando a demonstração da Proposição 4.7,
sabemos que, para cada x P M , existe um campo diferenciável e unitário B, definido em uma
vizinhança Ũ de x, tal que

SX � 〈X,B〉 SB e RX � X � 〈X,B〉
λ

k1

B, para todo X P TyM e todo y P Ũ ,

sendo λ P R um número fixo.
Como SpTMq � ger tBu tem dimensão constante e igual a 1, então (pelo Lema 4.8) U

e V também têm dimensão constante. Sejam ℓ1 :� dim U � dim U X NK

1 e ℓ2 :� dim V �

dim V X NK

1 . Dessa forma, ℓ1 � ℓ2 � n1 � n2 �m � 1 e, pelo Corolário 3.26, a codimensão à
esquerda de f pode ser reduzida em ℓ1 e a codimensão à direita de f pode se reduzida em ℓ2.
Dessa forma, existe uma subvariedade totalmente geodésica O

m1

k � Em2
� O

n1

k � En2 tal que
fpMq � O

m1

k �O
m2

k2
, com ℓi � ni �mi.

Seja então f̃ : M Ñ O
m1

k �Em2 dada por f̃pxq :� fpxq. Por (3.12), Rf̃
� R e p1�2q�Sf̃ � S.

Dessa forma

Sf̃X � 〈X,B〉 Sf̃B e Rf̃X � X � 〈X,B〉
λ

k1
B, para todo X P TM .
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Por outro lado, como R|
tBuK � Id |

tBuK e SB � 0, então

dim rπ2pTMqs ¥ m e dim rπ1pTMqs ¥ 1,

ou seja, m2 ¥ m e m1 ¥ 1. Como ℓ1 � ℓ2 � n1 � n2 �m� 1, segue que m1 � 1 e m2 � m.

Mm
f̃ //

f�p1�2q�f̃

88
O1
k � Em

1�2 // O
n1

k � En2

Sejam ı : O1
k � Em Ñ֒ R2

� Em � Rm�2 a inclusão canônica e F̃ :� ı � f̃ .

Afirmação 2: F̃
�

tBuK é um subespaço constante de Rm�2
� O1

k � Em .
De fato, sejam X P TM e Y P Γ

�

tBuK
�

. Consideremos também ν̃1 � �k1

�

π̃1 � f̃
�

, em que
π̃1 : R2

� Em Ñ R2
� Em é a projeção ortogonal no primeiro fator. Assim

∇̃XF̃�Y � F̃
�

∇XY � αF̃ pX, Y q � F̃
�

∇XY �

〈

X,AF̃ν̃1
Y

〉 ν̃1

}ν̃1}
2 �

(3.10)
� F̃

�

∇XY � k1 〈X, pId�RqY 〉
ν1

}ν1}
2 � F̃

�

∇XY.

Novamente pela demonstração da Proposição 4.7, sabemos que as distribuições tBuK e ger tBu
são paralelas em M , logo ∇XY P tBuK e ∇̃XF̃�Y P F̃

�

tBuK. X

Afirmação 3: M é localmente um produto I �Mm�1
1 .

De fato, como ger tBu e tBuK são distribuições paralelas, então, pelo Teorema de De Rham,
M é localmente um produto I �Mm�1, em que I é um intervalo aberto de R e Mm�1

1 é uma
folha da distribuição tBuK. X

Seja σ uma curva integral de B e γ � f̃ � σ, assim γ é uma geodésica de O1
k � Em, pois

∇̄B f̃�B � f̃
�

∇BB � 0.
Como αF̃ pX, Y q � 0, sempre que Y P tBuK, então αF̃ pX, Y q � 0, sempre que X P ger tBu

e Y P tBuK. Dessa forma, podemos aplicar o Lema de Moore e concluir que localmente
F̃ pode ser dada por F̃ pt, yq �

�

γptq, f̃2pyq
�

, em que f̃2pyq P V2 :� ger
 

F̃
�

X : X P tBuK
(

,
γptq P V1 :� ger

 

F̃
�

Bpxq : x PM
(

e γ1ptq � F̃
�

Bpγptqq.
Pela Afirmação 2, dim V2 � m � 1, assim podemos denotar E

m�1
�: V2 e R :� V2

K

� E
m.

Dessa forma, como γ é uma geodésica de O1
k � Em e γpIq � O1

k � R, então γ é uma geodésica
de O1

k � R. Além disso, como dim V2 � m� 1, segue que f̃2 é uma isometria local.
Resumindo o que conseguimos, para cada x P M existe uma vizinhança Ux de x tal

que Ux é isométrica a um produto do tipo Ix � M2,x, em que Ix é um intervalo aberto e
f̃ |Ix�M2,x

pt, xq � pγxptq, f2,xpyqq, sendo γx : Ix Ñ O1
k � R uma geodésica e f̃2,x : M2,x Ñ Em�1

uma isometria local.
Seja p P M fixado. Como γp : Ip Ñ O1

k � R é uma geodésica, então podemos estender o
domínio de γp a R, ou seja, existe uma geodésica γ : RÑ O

1
k � R, tal que γp � γ|Ip

.

Afirmação 4: f̃pMq � γpRq � Em.
Consideremos as projeções ortogonais Π1 : Rm�2

Ñ R3
� O1

k � R e Π2 : Rm�2
Ñ Em�1,

em que E
m�1

� F̃
�

tBuK. Dessa forma, para provarmos que f̃pMq � γpRq � E
m�1, basta

mostrarmos que Π1f̃pxq � γpRq, para todo x PM .
Seja q PM um ponto qualquer e β : ra, bs ÑM uma curva suave ligando os pontos p a q.
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Sabemos que, para cada s P ra, bs, existe um εs ¡ 0 tal que γ pps� εs, s� εsq X ra, bsq �

Uβpsq. Como ra, bs é um conjunto compacto, então existem s1 :� a   s2   � � �   sk ¤ b tais que
ra, bs �

�k

i�1psi � εi, si � εiq, em que εi :� εsi
.

Sejam Ui :� Uβpsiq
, Ii :� Iβpsiq

, M2,i :� M2,βpsiq
e γi :� γβpsiq

. Dessa forma, para
cada i P t1, � � � , k � 1u, existe um s̄i P psi, si � εiq X psi�1 � εi�1, si�1q. Assim, para todo
i P t1, � � � , k � 1u, βps̄iq P Ui X Ui�1.

Como Ui X Ui�1 � ∅, segue que Π1

�

f̃pUi X Ui�1q
�

� γipIiq X γi�1pIi�1q. Além disso, existe
um aberto aberto não vazio Ūi � Ui X Ui�1 tal que Ūi é isométrico a Īi � M̄2,i � Ii�1 �M2,i�1.
Portanto

γi�1

�

Īi
�

�

�

Π1 � f̃
� �

Ūi
�

� Π1

�

f̃ pUi X Ui�1q
�

� γipIiq.

Como γi�1

�

Īi
�

� γi pIiq, então γipRq � γi�1pRq. Dessa forma,
�

Π1 � f̃
�

pqq P γ1pRq � γpRq.
X

Sabemos que a imersão h : R � Em�1
Ñ pO1

k � Rq � Em�1
� O1

k � Em, dada por hpt, xq :�
pγptq, xq, é uma imersão totalmente geodésica em O1

k � Em. Além disso, h é uma isometria
sobre γpRq � Em�1, portanto, se f̄ :� h�1

� f̃ : M Ñ Em, então f̄ é uma isometria local e
f̃ � h � f̄ .

Prova do Teorema 4.2. Se f é como em um dos casos (I) a (V) do Teorema 4.2, então f é
totalmente geodésica, pois é a composta de imersões totalmente geodésicas.

Inversamente, suponhamos então que f seja totalmente geodésica. Se S � 0, então, pela
Proposição 4.5, sabemos que um dos itens (I) a (III) do Teorema 4.2 é válido. Se S � 0 e
k1k2 � 0, então, pelo Lema 4.3 e pela Proposição 4.6, vale o item (IV) do teorema. Por último,
se S � 0 e k2 � 0, então, pela Proposição 4.9, vale o item (V) do Teorema 4.2.
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Capítulo 5

Imersões isométricas umbílicas em
O
n1
k1
�O

n2
k2

O presente capítulo apresenta um estudo das imersões isométricas umbílicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Como consequência dos resultados aqui obtidos, provamos o seguinte teorema:

Teorema 5.1. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica e não totalmente

geodésica com k1 � k2 � 0 e m ¥ 3. Nessas condições, ocorre um dos casos abaixo:

(I) m   n1 e f � ız1 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n1

k1
é uma imersão isométrica umbílica e

ız1 : On1

k1
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico dado por ız1pxq :� px, zq.

(II) m   n2 e f � ız2 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n2

k2
é uma imersão isométrica umbílica e

ız2 : On2

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico dado por ız2pyq :� pz, yq.

(III) m ¤ mintn1, n2u, 2m   n1 � n2 e existem a, b P R
�

�

e imersões isométricas umbíli-
cas fi : M Ñ O

ni

k̃i
tais que a2

� b2
� 1 e fpxq �

�

af1pxq, bf2pxq
�

, em que k̃1 � a2k1 e

k̃2 � b2k2.
(IV) m ¤ n1, k2 ¡ 0 (respectivamente k2 ¤ 0) e f � Π̄ � p1 � 2q � Π � f̄ (respec.

f � p1 � 2q � Π � f̄), em que Π̄ : M̄ Ñ M é o recobrimento universal de M , p1 �
2q : O

m1

k1
� O1

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é a inclusão totalmente geodésica, f̄ : M̄ Ñ O

m1

k1
� R (res-

pec. f̄ : M Ñ O
m1

k1
� R) é uma imersão isométrica umbílica com m1 P tm,m � 1u e

Π: Om1

k2
� R Ñ O

m1

k1
� O1

k2
é uma aplicação de recobrimento localmente isométrica (res-

pec. é uma isometria).
(V) m ¤ n2, k1 ¡ 0 (respectivamente k1 ¤ 0) e f � Π̄ � p1 � 2q � Π � f̄ (respec.

f � p1 � 2q � Π � f̄), em que Π̄ : M̄ Ñ M é o recobrimento universal de M , p1 � 2q :
O1
k1
� O

m2

k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é a inclusão totalmente geodésica, f̄ : M̄ Ñ R � O

m2

k2
(res-

pec. f̄ : M Ñ R � O
m2

k2
) é uma imersão isométrica umbílica com m2 P tm,m � 1u e

Π: R � O
m2

k2
Ñ O1

k1
� O

m2

k2
é uma aplicação de recobrimento localmente isométrica (res-

pec. é uma isometria).

Cabe aqui ressaltar que o próximo capítulo dá continuidade a este estudando os casos (IV)
e (V) do teorema acima e apresentando uma classificação das imersões isométricas umbílicas
em Snk � R.

Como consequência direta do Teorema 5.1, constata-se que não existem imersões isomé-
tricas umbílicas e não totalmente geodésicas f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
com m ¡ maxtn1, n2u e

k1 � k2 � 0. Assim, se f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
for uma hipersuperfície umbílica e não totalmente

geodésica, então pn1, n2q P tpm, 1q; p1, mqu e f é descrita pelos casos (IV) e (V) do Teorema 5.1.
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5.1 Preliminares

Sejam Mm uma variedade riemanniana e f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica um-

bílica. Denotemos por η o vetor curvatura média de f . Por ser f umbílica, as fórmulas (3.3) a
(3.6) se tornam, respectivamente,

p∇XRqY � 〈SY, η〉X � 〈X, Y 〉 Stη, (5.1)

p∇XSqY � 〈X, Y 〉 Tη � 〈X,RY 〉 η, (5.2)
�

∇XSt
�

ξ � 〈Tξ, η〉X � 〈ξ, η〉 RX, (5.3)

p∇XTqξ � � 〈ξ, η〉 SX �

〈

X,Stξ
〉

η. (5.4)

Já as equações de Gauss (3.7), Codazzi (3.8) e Ricci (3.9) de f ficam dadas, respectivamente,
por

RpX, Y q � k1pX ^ Y �X ^RY �RX ^ Y q � pk1 � k2qRX ^RY � }η}2X ^ Y, (5.5)

〈Y, Z〉 ∇K

Xη � 〈X,Z〉 ∇K

Y η � 〈ΦX,Z〉 SY � 〈ΦY, Z〉 SX, (5.6)
〈

ξ,∇K

Y η
〉

X �

〈

ξ,∇K

Xη
〉

Y � 〈SX, ξ〉 ΦY � 〈SY, ξ〉 ΦX, (5.7)

RK

pX, Y qξ � pk1 � k2qpSX ^ SY qξ. (5.8)

5.2 Caso S � 0

Provaremos nesta seção a seguinte proposição:

Proposição 5.2. Se f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
é uma imersão isométrica umbílica (e não total-

mente geodésica) com S � 0 em todo ponto de M , então

(I) ou f � ız1 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n1

k1
é uma imersão isométrica umbílica e ız1 : On1

k1
Ñ

O
n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico dado por ız1pxq � px, zq;

(II) ou f � ız2 � f̄ , em que f̄ : M Ñ O
n2

k2
é uma imersão isométrica umbílica e ız2 : On2

k2
Ñ

O
n1

k1
�O

n2

k2
é o mergulho totalmente geodésico dado por ız2pyq � pz, yq.

Para demonstrar a proposição acima, basta (pelo Lema 3.13) mostrar que R � 0 em todos
os pontos de M , ou que R � Id em todos os pontos de M . Consideremos então uma imersão
isométrica umbílica e não totalmente geodésica f : Mm

Ñ O
n1

k1
�O

n2

k2
tal que S � 0 em todos

os pontos de M . Como f é umbílica e não totalmente geodésica, então existe um ponto p PM
tal que ηppq � 0, em que η é o vetor curvatura média de f .

Seja então U a maior vizinhança conexa de p na qual η é não nulo.

Afirmação 1: R|TxM é um múltiplo da identidade, para qualquer x P U .
De fato, como S � 0, então 〈X, Y 〉 Tη � 〈X,RY 〉 η, por (5.2). Dessa forma,

〈X, Y 〉
〈Tη, η〉

}η}2
� 〈X,RY 〉 , �X, Y P TxM e todo x P U,

ou seja, R|TxM � λpxq Id |TxM , em que λpxq :� 〈Tηpxq,ηpxq〉
}ηpxq}2 . X

Afirmação 2: R é uma projeção ortogonal.
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Como S � 0, então R � R2, pela primeira fórmula em (3.2). Dessa forma, sabendo que R
é auto-adjunta, segue que R é uma projeção ortogonal. X

Afirmação 3: Ou R|TxM � 0, para todo x P U ; ou R|TxM � Id |TxM , para todo x P U .
Sendo R uma projeção ortogonal, então os únicos autovalores possíveis para R são 0 e 1.

Mas R � λ Id em U . Portanto, para cada x P U , λpxq � 0 ou λpxq � 1.
Como λ é contínua e U é conexo, então λ é constante. Logo R|TxM � Id |TxM , para qualquer

x P U ; ou R|TxM � 0, para qualquer x P U . X

Consideremos os mergulhos totalmente geodésicos ızj : Onj

kj
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
dados por

ız1pxq :� px, zq e ız2pyq :� pz, yq,

em que z é um ponto fixado em O
n2

k2
, no primeiro caso, ou em O

n1

k1
, no segundo caso.

Afirmação 4: f |U � ızj � f̄ , em que f̄ : U Ñ O
nj

kj
é uma imersão isométrica umbílica e z P O

n2

k2
é

um ponto fixo, quando j � 1, ou z P O
n1

k1
é um ponto fixo, quando j � 2

Suponhamos que R � 0 em U . Assim, pelo Lema 3.13, f |U � ız1 � f̄ , para algum z P O
n2

k2

fixo, em que f̄ : U Ñ O
n1

k1
é uma imersão isométrica. Além disso, como f é umbílica e ız1 é

totalmente geodésica, então f̄ é umbílica.
O caso em que R � Id em U é análogo. X

Afirmação 5: U �M

Suponhamos, sem perda de generalidade, que f |U � ız1 � f̄ , em que f̄ : U Ñ O
n1

k1
é uma imer-

são isométrica umbílica, e seja η̄ o vetor curvatura média de f̄ . Assim, como η � ız1
�

η̄ é não
nulo em U , então (pelo Corolário 1.7) }η̄pxq}2 é um número positivo e constante em U .

Sejam agora q P M um ponto de acumulação de U . Dessa forma, existe uma sequência
pxnq � U tal que xn Ñ q. Logo, }ηpxnq} Ñ }ηpqq}.

Por outro lado, como }η} é uma constante positiva em U , então ηpqq � 0 e existe uma vizi-
nhança conexa V de q na qual η não se anula. Mas U Y V é uma vizinhança conexa de p e η é
não nulo em U Y V , logo V � U , pois U é a maior de tais vizinhanças conexas. Assim q P U .

Como os pontos de acumulação de U são pontos de U , então U é aberto e fechado, ou seja,
U �M . X

5.3 Caso ker S � t0u

O objetivo desta seção é provar a seguinte proposição:

Proposição 5.3. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica, com k1�k2 � 0

e m ¥ 3, tal que ker S|Tx0
M � t0u, para algum x0 P M . Nessas condições, m ¤ mintn1, n2u e

existem números reais positivos a e b e imersões isométricas umbílicas fi : M Ñ O
ni

k̃i
tais que

a2
� b2

� 1 e fpxq �
�

af1pxq, bf2pxq
�

, em que k̃1 � a2k1, k̃2 � b2k2.

Para provar essa proposição, mostraremos inicialmente que R � λ Id, para algum λ P p0, 1q
fixo. Feito isso, a Proposição 5.3 decorre da Proposição 3.19.

Lema 5.4. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica com k1 � k2 � 0 e

m ¥ 3. Se ker S � t0u em todos os pontos de M , então R � λ Id, para algum λ P p0, 1q fixo.
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Demonstração. Sabemos que os autovalores λ1, � � � , λm, de R, são funções contínuas definidas
globalmente em M e que existe um subconjunto aberto e denso U de M no qual os esses auto-
valores são diferenciáveis (ver [25] e [4]). Além disso, em cada componente conexa Ū de U , os
autoespaços associados a tais autovalores são distribuições diferenciáveis.

Seja então Ū uma componente conexa de U . Dessa forma, existe um referencial ortonor-
mal tX1, � � � , Xmu definido localmente em Ū e formado por autovetores de R associados aos
autovalores (não necessariamente distintos) λ1, � � � , λm, respectivamente.

Calculemos ΦXi.

ΦXi � rk1 Id�pk1 � k2qRsXi � rk1 � pk1 � k2qλisXi.

Por outro lado, pela equação (5.6),

〈Xj , Xj〉 ∇K

Xi
η �✘✘✘✘✘〈Xi, Xj〉∇

K

Xj
η � 〈ΦXi, Xj〉 SXj � 〈ΦXj , Xj〉 SXi �

� rk1 � pk1 � k2qλis �✘✘✘✘✘〈Xi, Xj〉SXj � rk1 � pk1 � k2qλjs � 〈Xj , Xj〉 SXi.

∴ ∇K

Xi
η � rpk1 � k2qλj � k1sSXi. •

Escolhendo i, j e k dois a dois distintos em t1, � � � , mu, obtemos as seguintes igualdades:

∇K

Xi
η � rpk1 � k2qλj � k1sSXi � rpk1 � k2qλk � k1sSXi ñ pk1 � k2qλj � pk1 � k2qλk.

Como k1 � k2 � 0, concluímos que λj � λk e R � λ Id.
Por outro lado, pela equação (5.1),

∇Xi
RXj �R∇Xi

Xj � 〈SXj , η〉Xi �✘✘✘✘✘〈Xi, Xj〉S
tη ñ

ñ ∇Xi
λXj � λ∇Xi

Xj � 〈SXj , η〉Xi ñ XipλqXj � 〈SXj , η〉Xi.

Fazendo o produto interno em ambos os lados da igualdade anterior por Xj, resulta Xipλq � 0.
Logo λ é constante.

Como R � λ Id e λ é constante em cada componente conexa de U e U é denso em M , então
R � λ Id em M . Além disso λ P p0, 1q, pois S � 0.

Lema 5.5. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica com k1 � k2 � 0 e

m ¥ 3. Nessas condições, se ker S|Tx0
M � t0u, para algum x0 PM , então ker S|TxM � t0u, para

todo x P M .

Demonstração. Como ker S|Tx0
M � t0u, então existe uma vizinhança conexa U de x0 tal que,

para todo x P U , ker S|TxM � t0u. Podemos supor que U é a maior vizinhança conexa de x0

na qual o núcleo de S é o espaço nulo. Assim, pelo lema anterior, existe λ P p0, 1q tal que
R|TxM � λ Id |TxM , para qualquer x P U .

Seja y um ponto de acumulação de U e X P TyM . Como y é um ponto de acumulação de
U , então existe uma sequência pxnq � U tal que xn Ñ y. Consideremos também os vetores
Xn P Txn

M tais que limnÑ8

Xn � X. Dessa forma,

RX � lim
nÑ8

RXn � lim
nÑ8

λXn � λX.

Como R|TyM � λ Id, então ker R|TyM � t0u e kerpId�Rq|TyM � t0u, logo ker S|TyM � t0u.
Portanto existe uma vizinhança conexa V de y na qual ker S � t0u. Como U Y V é um vizi-
nhança conexa de x0 na qual ker S � t0u, então V � U , pois U é a maior de tais vizinhanças.
Logo y P U .

Dessa forma, provamos que U é um subconjunto aberto e fechado de M e x0 P U , logo
M � U .
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Prova da proposição 5.3. Pelo Lema 5.5, se ker S|Tx0
M � t0u em algum ponto x0 P M , então

ker S � t0u em todo ponto de M . Assim, pelo Lema 5.4, existe λ P p0, 1q tal que R � λ Id,
em todo ponto de M . Assim, pela Proposição 3.19, se a :�

?

1� λ , b :�
?

λ , k̃1 :� a2k2 e
k̃2 :� b2k2, então fpxq �

�

af1pxq, bf2pxq
�

em que cada fi : M Ñ O
ni

k̃i
é uma imersão isométrica.

Por outro lado, como f é umbílica, podemos aplicar o Corolário 3.18 para concluir que f1 e
f2 também são umbílicas.

Na Proposição 5.3, se n1 � n2 � m, então f1 e f2 são totalmente geodésicas e o mesmo vale
para f , pelo Lema 3.17.

Trocando m ¥ 3 por m � 2 nas hipóteses da Proposição 5.3, então o Lema 3.14 não garante
que R � λ Id para algum λ P p0, 1q fixo. Por isso não é possível aplicar a Proposição 3.19.

Um caso particular dessa proposição ocorre quando k1k2 � 0 e Φ � 0. Neste caso, a Propo-
sição 3.22 nos garante que k1k2 ¡ 0 e que R �

k2

k1�k2

Id, por isso é possível aplicar a Proposição
3.19 e concluir que f é uma soma com pesos de imersões isométricas, inclusive para m � 2.
Por outro lado, utilizando as proposições 3.22 e 3.23, podemos dar outra demonstração para
esse caso (inclusive para m � 2). De fato, prova-se o seguinte resultado:

Proposição 5.6. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica (e não total-

mente geodésica) com k1k2 � 0. Se Φ � 0, então k1k2 ¡ 0, mintn1, n2u ¥ m e f � p1�2q�g�f̄ ,
em que cada i : Om�1

ki
Ñ֒ O

ni

ki
é uma inclusão totalmente geodésica, g : Om�1

k1k2

k1�k2

Ñ O
m�1
k1

�O
m�1
k2

é a imersão totalmente geodésica da Seção 3.5 e f̄ : Mm
Ñ O

m�1
k1k2

k1�k2

é uma imersão isométrica

umbílica.

5.4 Caso em que dimpker Sq P p0, dimMq

No caso em que ker S tem dimensão constante k P p0, mq, em que m � dimM , provaremos
que k � m � 1 e que ker S � ker R ou ker S � kerpId�Rq em todos os pontos de M . No
primeiro caso, provaremos a seguinte proposição, valendo no segundo um resultado análogo.

Proposição 5.7. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica, com k1�k2 � 0,

tal que dimpker Sq � m � 1 e ker R � ker S. Nessas condições, f � p1 � 2q � f̃ , em que
1 : Om1

ki
Ñ O

n1

k1
e 2 : O1

k2
Ñ O

n2

k2
são inclusões totalmente geodésicas e f̃ : M Ñ O

m1

k1
� O

1
k2

é
uma imersão isométrica umbílica com m1 P tm,m� 1u.

Provaremos primeiro a afirmação feita no início da seção. Para isso necessitamos do seguinte
lema:

Lema 5.8. Suponhamos ker R|TxM � t0u, então valem as seguintes fórmulas:

∇K

Xη � 0, �X P ker R|TxM ; (5.9)

∇K

Y η � �k1SY, �Y P pker R|TxMq
K

. (5.10)

Demonstração. Aplicando (5.6) para X P ker R|TxM e Y � Z K X com }Y } � 1, obtemos

∇K

Xη �✘✘✘✘〈X, Y 〉∇K

Y η � 〈ΦX, Y 〉 SY � 〈ΦY, Y 〉❍❍❍SX �

� 〈rk1 Id�pk1 � k2qRsX, Y 〉 SY � k1✘✘✘✘〈X, Y 〉SY � 0.
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Aplicando novamente (5.6) para Z � X P ker R|TxM com }X} � 1 e Y P pker RqK,

✘✘✘✘〈X, Y 〉∇K

Xη �∇K

Y η � 〈ΦX,X〉 SY � 〈ΦY,X〉❍❍❍SX � k1}X}
2SY ñ

ñ ∇K

Y η � �k1SY.

Lema 5.9. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica, com k1 � k2 � 0, tal

que dimpker Sq P p0, mq seja constante. Nessas condições, dimpker Sq � m�1 e ou ker R � ker S
em todos os pontos de M , ou kerpId�Rq � ker S em todos os pontos de M .

Demonstração. Comecemos com a seguinte afirmação:

Afirmação 1: ker R e kerpId�Rq têm dimensão constante.
Seja x P M e V � M uma vizinhança de x na qual dimpker Rq ¤ dim pker R|TxMq e

dim rkerpId�Rq|TxM s ¤ dim rkerpId�Rq|TxM s. Como ker S � ker R k kerpId�Rq e ker S tem
dimensão constante, segue que ker R e kerpId�Rq também têm dimensão constante em V .
Uma vez que ker R e kerpId�Rq têm dimensão constante em uma vizinhança de cada ponto
de M , então ker R e kerpId�Rq têm dimensão constante em M . X

Como S � 0, então R � 0 e pId�Rq � 0. Além disso, como ker S � t0u, então ou
ker R � t0u em M , ou kerpId�Rq � t0u em M . Supondo que ker R � t0u em M , provaremos
que dimpker Sq � m � 1 e que ker R � ker S. Analogamente, prova-se que ker S � kerpId�Rq
supondo que kerpId�Rq � t0u em M .

Dado X P TM , denotemos por Xv a projeção ortogonal de X sobre ker R e por Xh a
projeção ortogonal de X sobre pker RqK. Dessa forma X � Xv

�Xh com Xv
K Xh.

Seja então Y P ΓpTMq um campo tal que SY � 0. Por (5.10), sabemos que ∇K

Y η � �k1SY ,
assim, por (5.7),

〈

SY,∇K

Y η
〉

X �

〈

SY,∇K

Xη
〉

Y � 〈SX,SY 〉 ΦY � }SY }2ΦX ñ

ñ �✘✘✘✘✘✘
k1}SY }

2X �

〈

SY,∇K

Xvη �∇K

Xhη
〉

Y �

� 〈SX,SY 〉
�

k1Y � pk1 � k2qRY
�

� }SY }2
�

✟✟✟k1X � pk1 � k2qRX
�

ñ

ñ �

〈

SY,�k1SX
h
〉

Y � 〈SX,SY 〉
�

k1Y � pk1 � k2qRY
�

� pk1 � k2q}SY }
2RX ñ

ñ k1 〈SY,SX〉Y � 〈SX,SY 〉
�

k1Y � pk1 � k2qRY
�

� }SY }2
pk1 � k2qRX ñ

ñ RX �

〈SX,SY 〉

}SY }2
RY, para todo X P Γ pMq .

Como RY � 0, então R tem posto 1 em M . Dessa forma dimpker Rq � m� 1 em M . Como
ker R � ker S e S � 0, então ker R � ker S e dimpker Sq � m� 1.

Lema 5.10. Nas hipóteses da Proposição 5.7, ker R é uma distribuição esférica, pker RqK é
uma distribuição unidimensional totalmente geodésica e SpTMq�N1 tem dimensão constante.
Além disso, se B P pker RqK é um campo unitário diferenciável definido localmente e µB é o
vetor curvatura média da distribuição ker R, então

RX � λ 〈X,B〉B, SX � 〈X,B〉 SB, µ � �

〈SB, η〉

λ
(5.11)

∇K

Xη � � 〈X,B〉 k1SB, Tη � �µSB, ∇K

XSB � � 〈X,B〉 pµSB � ληq, (5.12)

Demonstração. Como ker R � ker S e dimpker Sq � m � 1, então dimpker Rq � m � 1. Dessa
forma, pelo Lema A.8,

RX � 〈X,B〉 RB e SX � 〈X,B〉 SB, �x PM e X P TxM,
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em que B P pker R|TxMq
K é um vetor unitário.

Seja Y P ker R|TxM , dessa forma 〈Y,RB〉 � 〈RY,B〉 � 0. Portanto RB � λpxqB, em que
λpxq � 〈RB,B〉. Assim, dado Z um campo unitário, definido em uma vizinhança de x, tal
que RZ � 0, podemos tomar B :� RZ

}RZ}
. Portanto B é um campo unitário definido em uma

vizinhança de x e valem as duas primeiras fórmulas em (5.11).
Como SX � 〈X,B〉 SB, então

〈

Stξ,X
〉

� 〈ξ,SX〉 � 〈X,B〉 〈SB, ξ〉 ñ Stξ � 〈ξ,SB〉B.

Além disso,

∇XRY � Xpλq 〈Y,B〉B � λ 〈∇XY,B〉B � λ 〈Y,∇XB〉B � λ 〈Y,B〉 ∇XB.

∴ p∇XRqY � Xpλq 〈Y,B〉B � λ 〈Y,∇XB〉B � λ 〈Y,B〉 ∇XB.

Por outro lado, por (5.1),

p∇XRq Y � 〈SY, η〉X � 〈X, Y 〉 Stη � 〈Y,B〉 〈SB, η〉X � 〈X, Y 〉 〈SB, η〉B.

∴ Xpλq 〈Y,B〉B � λ 〈Y,∇XB〉B � λ 〈Y,B〉 ∇XB � 〈SB, η〉 p〈Y,B〉X � 〈X, Y 〉Bq . (5.13)

Colocando X � Y � B em (5.13), resulta Bpλq � 2 〈SB, η〉 e ∇BB � 0. Portanto
ger tBu � pker RqK é uma distribuição totalmente geodésica. Já para Y P ker R � tBuK, a
equação (5.13) se torna

λ 〈Y,∇XB〉B � 〈SB, η〉 〈X, Y 〉B ñ 〈∇XY,B〉 � �

〈SB, η〉

λ
〈X, Y 〉 .

Portanto ker R é uma distribuição umbílica com vetor curvatura média ϕ � µB, em
que µ � �

〈SB,η〉
λ

. Se X P ker R e Y � B, então as equações (5.1) e (5.2) se tornam
∇XRB � 〈SB, η〉X e ∇K

XSB � 0, respectivamente. Dessa forma

Xpµq �
Xpλq

λ2
〈SB, η〉�

〈✘✘✘✘∇K

XSB, η〉�
〈

SB,✟✟✟∇K

Xη
〉

λ

(5.9)
�

X 〈RB,B〉

λ2
�

〈∇XRB,B〉

λ2
� 0.

Portanto ker R é esférica e vale a última fórmula em (5.11).
Por (5.9) e (5.10), dado W um vetor tangente qualquer,

∇K

W η � � 〈W,B〉 k1SB,

ou seja, a primeira fórmula em (5.12) é válida. Por outro lado, tomando Y � X K B unitário,
a igualdade (5.2) se torna

Tη � � 〈∇XX,B〉 SB � � 〈ϕ,B〉 SB � �µSB.

Assim a segunda fórmula em (5.12) também é válida.
Ainda por (5.2),

∇K

WSB � 〈W,B〉 pTη � ληq � � 〈W,B〉 pµSB � ληq.

Logo vale a última fórmula em (5.12). Resta mostrar que SpTMq�N1 tem dimensão constante.
Consideremos a função h : M Ñ R dada por

hpxq :� }ηpxq}2
� }SBpxq}2

� 〈η,SB〉2
pxq.



Capítulo 5. Imersões isométricas umbílicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
79

Dessa forma, hpxq � 0 se, e somente se, η e SB são LD em x.
Como valem as fórmulas (5.12), então

Zphq � 2
〈

∇K

Zη, η
〉

}SB}2
� 2}η}2

〈

∇K

ZSB,SB
〉

� 2 〈η,SB〉
�

〈

∇K

Zη,SB
〉

�

〈

η,∇K

ZSB
〉

	

�

(5.12)
� �2

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
〈Z,B〉 k1 〈SB, η〉 }SB}2

� 2}η}2 〈Z,B〉 〈µSB � λη,SB〉�

� 2
✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
〈η,SB〉 〈Z,B〉 k1}SB}

2
� 2 〈η,SB〉 〈Z,B〉 〈η, µSB � λη〉 �

� �2 〈Z,B〉
�

}η}2µ}SB}2
�✭✭✭✭✭✭✭
}η}2λ 〈η,SB〉�✭✭✭✭✭✭✭

〈η,SB〉λ}η}2
� 〈η,SB〉2

µ
�

�

� � 〈Z,B〉µ
�

}η}2
}SB}2

� 〈η,SB〉2�
� � 〈Z,B〉µh.

Para cada p P M , sejam L1ppq e L2ppq folhas das distribuições pker RqK e ker R, respecti-
vamente, que passam por p. Dessa forma, pelo Lema A.23, existem abertos V � M , U1 � L1

e U2 � L2 e existem uma função diferenciável ρ : U1 Ñ R�

�

e uma isometria ψ : U1 �ρ U2 Ñ V

tais que p P V X U1 X U2 e, para cada px, yq P U1 �ρ U2, ψ pU1 � tyuq e ψ ptxu � U2q são folhas
de pker RqK e ker R, respectivamente, que passam por ψpx, yq.

Podemos então considerar h̃ : U1 �ρ U2 Ñ R
�

�

dada por h̃ :� h � ψ. Como Xphq � 0 sem-
pre que X P ker R, então X

�

h̃
�

� 0, para qualquer X P TU2, ou seja, h̃ depende apenas da
primeira variável. Além disso, como pker RqK é unidimensional, então U1 é isométrico a um
intervalo I. Podemos então supor que ψ seja uma função de I �ρ U2 em V tal que ψp0, pq � p,
h̃pt, xq � h̃ptq e h̃1ptq � �µptqh̃ptq.

Dessa forma, h̃ptq � h̃pt0q � e
�

³t
t0
µpsqds, portanto ou h̃ � 0 em I se, e somente se, ou

h̃pt0q � 0. Logo, h|V � 0 se, e somente se, hpxq � 0 para algum x P V . Portanto o con-
junto tx P M : hpxq � 0u é aberto e fechado, ou seja, ou h � 0 em M ou h não se anula em
nenhum ponto de M . Conclusão: ou η e SB são LI em todos os pontos de M , ou η e SB são
LD em todos os pontos de M , ou seja, SpTMq � ger tηu tem dimensão constante em M .

Prova da Proposição 5.7. Pelo Lema 5.10, ker R é uma distribuição esférica, pker RqK � ger tBu
é uma distribuição totalmente geodésica unidimensional, SpTMq � ger tSBu é unidimensional
e SpTMq �N1 têm dimensão constante. Assim, pelo Lema 4.8, U e V também têm dimensão
constante.

Afirmação 1: η P U k SpTMq.
Pelo Lema 5.10, sabemos que Tη � �µSB, em que µB é o vetor curvatura média da

distribuição ker R.
Por outro lado, como TKM � U k V k SpTMq � U k V k ger tSBu, então

η � ηU � ηV �
〈η,SB〉

}SB}2
SB

(3.2)
� ηU � ηV �

〈η,SB〉

λp1� λq
SB,

em que ηU e ηV são as projeções ortogonais de η sobre U e V, respectivamente. Dessa forma,

Tη Lema 3.24
� ηV �

〈η,SB〉

λp1� λq
TSB

(3.2)
� ηV �

〈η,SB〉

λ
SB.

Igualando a expressão anterior com Tη � �µSB, concluímos que ηV � 0. X

Como SpTMq �N1 tem dimensão constante, então ou SB e η são LD em todos os pontos
de M , ou SB e η são LI em todos os pontos de M , ou seja, ou ηU � 0 em todos os pontos de
M , ou ηU � 0 em todos os pontos de M .
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Por outro lado, V � tηuK e U X NK

1 � tζ P U : ζ K ηUu. Portanto dim V X NK

1 � dim V é
constante e dim U XNK

1 � dim U � 1, se ηU � 0, ou dim U XNK

1 � dim U , se ηU � 0.

Afirmação 2: ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 e ∇K

�

V XNK

1

�

� NK

1 .
Sejam ξ P Γ

�

U XNK

1

�

e ζ P Γ pN1q, assim, pela primeira fórmula em (5.12),
〈

∇K

Xξ, ζ
〉

� �

〈

ξ,∇K

Xζ
〉

� 0,

ou seja, ∇K

�

U XNK

1

�

� NK

1 . Analogamente ∇K

�

V XNK

1

�

� NK

1 . X

Pela Afirmação 2, e sabendo que dim U XNK

1 e dim V XNK

1 são constantes, podemos apli-
car o Corolário 3.26 para concluir que fpMq � O

m1

k1
�O

m2

k2
, em que m1 � n1 � dim U XNK

1 e
m2 � n2 � dim V XNK

1 � n2 � dim V.
Por outro lado,

π1η � �f
�

Stη � pId�Tqη � � 〈η,SB〉 f
�

B � ηU �
〈η,SB〉

λp1� λq
SB �

〈η,SB〉

λ
SB �

�

〈η,SB〉

1� λ
rpλ� 1qf

�

B � SBs � ηU ,

logo

π1pf�TM k ger tηuq � π1 pf�pker Rq k ger tf
�

Bu k ger tηuq �

� f
�

pker Rq � ger tπ1f�Bu � ger tπ1ηu �

� f
�

pker Rq k ger tp1� λqf
�

B � SB, ηUu .

Dessa forma

dim rπ1pf�TM k ger tηuqs �

#

m� 1, se η e SB são LI;

m, se η e SB são LD.

Portanto m1 ¥ m� 1, se η e SB são LI, e m1 ¥ m, se η e SB são LD.
Como m1 � n1 � dim

�

U XNK

1

�

e m2 � n2 � dim V, então

m1 �m2 �

#

n1 � n2 � pn1 � n2 �m� 2q � m� 2, se SB e η são LI;

n1 � n2 � pn1 � n2 �m� 1q � m� 1, se SB e η são LD;

ou seja,

pm1, m2q �

#

pm� 1, 1q, se SB e η são LI;

pm, 1q, se SB e η são LD.

5.5 Prova do Teorema 5.1

Antes de provarmos o Teorema 5.1, precisamos de alguns resultados.

Lema 5.11 (Provado em [21]). Sejam Mm uma variedade riemanniana e Nn uma subvariedade
umbílica de M .

(I) Se N1 é outra subvariedade umbílica de M tal que p P N1XN , TpN1 � TpN e η1ppq � ηppq,
em que η1 e η denotam os vetores curvatura média de N1 e de N , respectivamente, então
N1 e N coincidem em uma vizinhança de p.
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(II) Se M̃ é uma subvariedade totalmente geodésica de M tal que p P M̃ X N e TpN k

ger tηppqu � TpM̃ , então existe uma vizinhança A de p em N tal que A � M̃ .

Demonstração.
(I): Para cada vetor unitário Xp P TpN , consideremos γ � : p�ε, εq Ñ N a geodésica em
N tal que γp0q � p e γ1p0q � Xp. Sejam Y2p, � � � , Ynp P TpN campos unitários tais que
tXp, Y2p, � � � , Ynpu seja uma base ortonormal de TpN e denotemos por X, Y2, � � � , Yn os trans-
portes paralelos de Xp, Y2p, � � � , Ynp, em N , ao longo da curva γ, respectivamente.

Sejam ∇ e ∇̄ as conexões riemannianas em N e em M , respectivamente. Assim, como γ é
uma geodésica, então X � γ1, ∇XX � 0 e ∇XYi � 0, para cada i P t2, � � � , nu. Dessa forma,
∇̄XX � η e ∇̄XYi � 0, para cada i P t2, � � � , nu.

Por outro lado, ∇̄Xη � �AηX � ∇K

Xη � �}η}
2
X � ∇K

Xη. Sejam R̄ e R os tensores de
curvatura em M e em N , respectivamente. Dessa forma, pela equação de Codazzi,

�

R̄pX, Y2qY2

�

K

� 〈Y2, Y2〉 ∇K

Xη �✘✘✘✘〈X, Y2〉∇
K

Y2
η � ∇K

Xη.

Assim,

R̄pX, Y2qY2 �

〈

R̄pX, Y2qY2, X
〉

X �

ņ

i�2

〈

R̄pX, Y2qY2, Yj
〉

Yj �∇K

Xη ñ

ñ ∇K

Xη � R̄pX, Y2qY2 �

〈

R̄pX, Y2qY2, X
〉

X �

ņ

i�3

〈

R̄pX, Y2qY2, Yj
〉

Yj.

Denotando por ηptq :� ηpγptqq, temos o seguinte sistema de equações com as seguintes
condições iniciais:

$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1 � X;

∇̄XX � η;

∇̄XYi � 0; i P t2, � � � , nu;

∇̄Xη � �}η}
2
X � R̄pX, Y2qY2 �

〈

R̄pX, Y2qY2, X
〉

X �

m̧

i�3

〈

R̄pX, Y2qY2, Yi
〉

Yi;

γp0q � p, Xp0q � Xp, Yip0q � Yip, ηp0q � ηppq.

(5.14)

Seja ϕ : U Ñ ϕpUq � R
m um sistema de coordenadas de M tal que p P U e ϕppq � 0. Dessa

forma, diminuindo ε se necessário, γp�ε, εq � U . Definamos γ̄ :� ϕ � γ e sejam γ1, � � � , γm tais
que γ̄ � pγ1, � � � , γmq.

Consideremos agora X̄ :� ϕ
�

X, Ȳi :� ϕ
�

Yi e η̄ � ϕ
�

η. Assim, escrevendo

Xptq �

m̧

i�1

xiptq
B

Bui
pγptqq, Yiptq �

m̧

j�1

yjiptq
B

Bui
pγptqq e ηptq �

m̧

i�1

hiptq
B

Bui
pγptqq,

então

X̄ptq �
�

x1ptq, � � � , xmptq
�

, Ȳiptq �
�

y1iptq, � � � , ymiptq
�

e η̄ptq �
�

h1ptq, � � � , hmptq
�

.

Sejam agora

R̄

�

B

Bui
,
B

Buj




B

Buk
�

m̧

l�1

R̄l
ijk

B

Bul
, Γkijptq :� Γkijpγptqq,

Rl
ijkptq :� R̄l

ijkpγptqq, gijptq :�

〈

B

Bui
,
B

Buj

〉

pγptqq.
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Dessa forma, aplicando ϕ
�

em ambos os lados do sistema (5.14), obtemos
$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ̄1 � X̄;
m̧

k�1

�

x1k �

m̧

i,j�1

Γkijxixj

�

ek � η̄;

m̧

k�1

�

y1kl �

m̧

i,j�1

Γkijxiyjl

�

ek � 0, l P t2, � � � , nu;

m̧

k�1

�

h1k �

m̧

i,j�1

Γkijxihj

�

ek � �

�

m̧

i,j�1

hihjgij

�

X̄ �

m̧

i,j,k,l�1

xiyj2yk2
Rl
ijkel�

�

�

m̧

i,j,k,l,o�1

xiyj2yk2xoR
l
ijkglo

�

X̄ �

m̧

q�3

�

m̧

i,j,k,l,o�1

xiyj2yk2yoqR
l
ijkglo

�

Ȳq;

γ̄p0q � 0, X̄p0q � ϕ
�

Xp, Ȳip0q � ϕ
�

Yip, η̄p0q � ϕ
�

ηppq;

em que te1, � � � , emu é a base canônica de Rm. Mas o sistema acima é equivalente ao seguinte
sistema:

$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ̄1 � X̄;

X̄ 1

� η̄ �

m̧

i,j,l�1

Γlijxixjel;

Ȳl � �

m̧

i,j,k�1

Γkijxiyjlek, l P t2, � � � , nu;

η̄1 � �

m̧

l,o�1

glo

�

hlho �

m̧

i,j,k�1

xiyj2yk2xoR
l
ijk

�

X̄�

�

m̧

i,j,l�1

xi

�

m̧

k�1

yj2yk2
Rl
ijk � hjΓlij

�

el �

m̧

q�3

�

m̧

i,j,k,l,o�1

xiyj2yk2yoqR
l
ijkglo

�

Ȳq;

γ̄p0q � 0, X̄p0q � ϕ
�

Xp, Ȳip0q � ϕ
�

Yip, η̄p0q � ϕ
�

ηppq.

(5.15)

Como as soluções do sistema 5.15 são únicas, então também são únicas as soluções do sistema
5.14.

Seja agora β : p�δ, δq Ñ N1 uma geodésica tal que βp0q � p e β 1p0q � Xp e sejam X̃, Ỹi os
transportes paralelos, em N1, dos vetores Xp e Yip ao longo de β. Assim, pelas mesmas contas
feitas para γ, sabemos que β, X̃, Ỹi e η̃ :� η1 �β, também satisfazem o sistema (5.14), portanto
γ � β em p�ε, εq X p�δ, δq.

Como o vetor unitário Xp P TpM é qualquer, então as geodésicas de N e que pas-
sam por p e as geodésicas de N1 que passam por p coincidem. Logo existe r ¡ 0 tal que
expNp : Bp0, rq Ñ N e expN1

p : Bp0, rq Ñ N1 são difeomorfismos sobre suas imagens, em que
expNp é a função exponencial de N em p e expN1

p é a função exponencial de N1 em p. Porém,
como as geodésicas de N e de N1 coincidem, então expNp � expN1

p em Bp0, rq. Dessa forma,
A :� expNp pBp0, rqq � expN1

p pBp0, rqq é um subconjunto aberto de N e de N1. •

(II): Sejam m̃ � dim M̃ e suponhamos inicialmente que exista uma subvariedade umbílica
Ñ � M̃ m̃ tal que p P Ñ , TpÑ � TpN e η̃ppq � ηppq, em que η̃ é o vetor curvatura média de Ñ .
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Sejam agora tXp, Y2p, � � � , Ynpu uma base ortonormal de TpN , γ̃ : p�ε, εq Ñ Ñ uma geodé-
sica tal que γ̃1p0q � Xp. Consideremos X̃ e Ỹi os transportes paralelos de Xp e Yip, em Ñ , ao
longo de γ̃ e η̃ptq :� η̃ pγ̃ptqq, dessa forma, por contas análogas às feitas no item (I),
$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1 � X̃;

∇̃X̃X̃ � η̃;

∇̃X̃ Ỹi � 0; i P t2, � � � , nu;

∇̃X̃ η̃ � �}η̃}
2
X̃ � R̃

�

X̃, Ỹ2

�

Ỹ2 �

〈

R̃
�

X̃, Ỹ2

�

Ỹ2, X̃
〉

X̃ �

m̧

i�3

〈

R̃
�

X̃, Ỹ2

�

Ỹ2, Ỹi
〉

Ỹi;

γp0q � p, X̃p0q � Xp, Ỹip0q � Yip, η̃p0q � ηppq;

(5.16)

em que ∇̃ é a conexão de Levi-Civita em M̃ e R̃ é o tensor curvatura média de M̃ .
Seja agora ϕ̃ : U � M̃ Ñ ϕ̃pUq � Rm̃ um sistema de coordenadas de M̃ tal que ϕ̃ppq � 0

e γ̃p�ε, εq � U . Dessa forma, se γ̄ :� ϕ � γ̃, X̄ :� ϕ̃
�

X̃, Ȳi :� ϕ̃
�

Ỹi, η̄ :� ϕ̃
�

η̃ e
Rl
ijkptq :� R̃l

ijk pγ̃ptqq, então vale o seguinte sistema:
$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ̄1 � X̄;

X̄ 1

� η̄1 �

m̧̃

i,j,l�1

Γlijxixjel;

Ȳk � �

m̧̃

i,j,l�1

Γlijxiyjkel, k P t2, � � � , nu;

η̄11 � �

m̧̃

l,o�1

glo

�

hlho �

m̧̃

i,j,k�1

xiyj2yk2xoR
l
ijk

�

X̄�

�

m̧

i,j,l�1

xi

�

m̧̃

k�1

yj2yk2
Rl
ijk � hjΓlij

�

el �

m̧̃

p�3

�

m̧̃

i,j,k,l,o�1

xiyj2yk2yopR
l
ijkglo

�

Ȳp;

γ̄p0q � 0, X̄p0q � ϕ
�

Xp, Ȳip0q � ϕ
�

Yip, η̄1p0q � ϕ
�

ηp;

(5.17)

em que X̃ �

°m̃

l�1 xi
B

Bui
, Ỹi �

°m̃

l�1 yli
B

Bui
e η̃ �

°m̃

l�1 hi
B

Bui
.

Mas, para cada base ortonormal tXp, Y2p, � � � , Ynpu de V , o sistema (5.17) tem uma única
solução, portanto, para cada base tXp, Y2p, � � � , Ynpu de V , o sistema (5.16) também possui uma
única solução.

Seja então ı : M̃ Ñ֒M a inclusão e
�

γ̃, X̃, Ỹ1, � � � , Ỹn, η̃
�

uma solução do sistema 5.16. Dessa
forma, como M̃ é totalmente geodésica em M , então γ :� ı� γ̃, X :� ı

�

X̃, Yi :� ı
�

Ỹi e ηi :� ı
�

η̃

são uma solução do sistema (5.14). Portanto γ é uma geodésica de N , pela unicidade das
soluções do sistema (5.14).

Assim, para cada Xp P TpN unitário, a geodésica de N tangente a Xp é uma curva em M̃ .
Conclusão: existe uma vizinhança A de p em M tal que A � M̃ .

Corolário 5.12. Sejam Mm uma variedade riemanniana e M̃ � M uma subvariedade total-
mente geodésica e completa. Se Nn

� Mm é uma subvariedade umbílica tal que p P N X M̃ e
TpN k ger tηppqu � TpM̃ , em que η é o vetor curvatura média de N , então N � M̃ .

Demonstração. Pela segunda parte do Lema anterior, existe uma vizinhança U de p em N tal
que U � M̃ . Suponhamos que U seja a maior vizinhança conexa de p em N tal que U � M̃ .
Mostraremos que U �M .
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Suponhamos, por absurdo, que BU � ∅ e seja y P BU um ponto da fronteira de U em
N . Dessa forma, existe uma sequência pxnq � U tal que xn Ñ U . Sendo N é completa,
y P N . Por outro lado, pTxn

N ger tηpxnquq K
�

Txn
M̃
�

K

. Dessa forma, por continuidade,

pTyN k ger tηpyquq K
�

TyM̃
�

K

, ou seja, TyN k ger tηpyqu � TyM̃ . Aplicando novamente o lema
anterior, concluímos que existe uma vizinhança conexa V de y em N tal que V � M̃ . Dessa
forma, V � U contradizendo o fato de y ser um ponto de fronteira de U .

Portanto BU � ∅, ou seja, U � N .

Agora podemos provar o Teorema 5.1.

Prova do Teorema 5.1. Seja f : Mm
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2
uma imersão isométrica umbílica e não to-

talmente geodésica com k1 � k2 � 0 e m ¥ 3. Se ker S � t0u em algum ponto de M , então,
pela Proposição 5.3, vale o item (III) do Teorema 5.1. Suponhamos que ker S � t0u em todos
os pontos de M .

Se S � 0 em todos os pontos de M , então, aplicando a Proposição 5.2, concluímos que ou
vale o item (I) do Teorema 5.1, ou vale o item (II) do mesmo teorema.

Suponhamos agora que S|Tx0
M � 0, para algum x0 PM . Neste caso, existe uma vizinhança

U de x0 na qual S � 0.

Afirmação 1: O vetor curvatura média η de f não se anula em nenhum subconjunto aberto de
M .

De fato, se η � 0 em algum subconjunto aberto A �M , então, pelo Teorema 4.2, fpAq é um
subconjunto aberto de uma subvariedade totalmente geodésica e completa Nm

� O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Dessa forma, pelo Corolário 5.12, fpMq � Nm, ou seja, fpMq é totalmente geodésica, o que é
uma contradição. X

Pela Afirmação 1, podemos supor, diminuindo U se necessário, que η não se anula em
nenhum ponto de U .

Afirmação 2: dimpker Sq � m� 1 em U .
Seja z P U um ponto tal que, para todo x P U , dim pker S|TzMq ¤ dim pker S|TxMq. Dessa

forma, existe uma vizinhança V de z na qual a dimpker Sq é constante. Logo, pelo Lema 5.9,
dimpker Sq � m� 1 em V .

Assim, dim pker S|TxMq ¥ m � 1, para todo x P U . Mas, como S � 0 em U e ker S � t0u
em M , então dimpker Sq � m� 1 em todo ponto de U . X

Ainda pelo Lema 5.9, sabemos que ou ker S � ker R em U , ou ker S � kerpId�Rq em U .
Suponhamos que ker S � ker R em U , neste caso provaremos que vale o item (IV) do Teorema
5.1. Analogamente, o item (V) do Teorema 5.1 é válido quando ker S � kerpId�Rq em U .

Pela Proposição 5.7, sabemos que fpUq � O
m1

k1
� O1

k2
, em que m1 P tm,m � 1u e

O
m1

k1
� O1

k2
é uma subvariedade totalmente geodésica de O

n1

k1
�O

n2

k2
. Assim, pelo Corolário

5.12, fpMq � O
m1

k1
�O1

k2
.

Suponhamos que k2 ¡ 0, sendo os outros casos análogos. Neste caso sejam Π̄: M̄ Ñ M o
recobrimento universal e Π: Om1

k1
� R Ñ O

m1

k1
� O

m2

k2
a aplicação de recobrimento localmente

isométrica dada por

Πpx, tq �
�

x;
�

cos
�

?

k2 t
�

?

k2

,
sin

�

?

k2 t
�

?

k2





.

Sejam também f̃ : M Ñ O
m1

k1
�O

1
k2

, dada por f̃pxq � fpxq, e p1� 2q : O
m1

k1
�O

1
k2
Ñ O

n1

k1
�O

n2

k2

a inclusão totalmente geodésica.



Capítulo 5. Imersões isométricas umbílicas em O
n1

k1
�O

n2

k2
85

M̄

Π̄

��

f̄ // O
m1

k1
� R

Π
��

M
f̃// Om1

k1
�O1

k2

p1�2q// O
n1

k1
�O

n2

k2
.

Como M̄ é simplesmente conexa e Π uma uma aplicação de recobrimento localmente iso-
métrica, então existe uma imersão isométrica umbílica f̄ : M̄ Ñ O

m1

k1
� R tal que Π � f̄ �

f̃ � Π̄ : M̄ Ñ O
m1

k1
�O1

k2
. Dessa forma,

fpMq �

�

p1 � 2q � f̃ � Π̄
� �

M̄
�

�

�

p1 � 2q � Π � f̄
� �

M̄
�

.

Portanto vale o item (IV) do Teorema 5.1.
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Capítulo 6

Imersões isométricas umbílicas em
S
n
k � R

Consideremos o conjunto I :�
!

pp, qq P R2 :
�

p� 1
k

�2
¤ q   p2

)

.

1
2k

1
k

p2
�

p� 1
k

�2

p

q

I

Figura 6.1: Conjunto I .

Para cada pp, qq P I , sejam

Jp,q :�
�

�

a

p�
?

q ,
a

p�
?

q
	

e J̄p,q :�
�

�

a

p�
?

q ,
a

p�
?

q
�

.

Dado n P tm,m� 1u, definamos as funções hp,q : J̄p,q Ñ R e Yp,q : Jp,q � Sm�1
Ñ Snk � R por

hp,qpsq :�




p� s2
�

b

pp� s2
q

2
� q e (6.1)

Yp,qps, xq :�

$

'

&

'

%

�

sx,
?

2
2

�

hp,qpsq �
1

k
�p

hp,qpsq

�

,

b

q�
p

p� 1

kq
2

?

2 hp,qpsq
,

lnphp,qpsqq
?

k




, se n � m� 1;
�

sx,
?

2
2

�

hp,qpsq �
1

k
�p

hp,qpsq

�

,
lnphp,qpsqq

?

k

	

, se n � m;

em que q �
�

1
k
� p

�2
no caso em que n � m. Se q � 0, então podemos estender Yp,q a J̄p,q�Sm�1
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e definir Zp,q : J̄p,q � Sm�1
Ñ Snk � R por

Zp,qps, xq :�

$

'

'

&

'

'

%

�

sx,
?

2
2

�

p

1

k
�p
q

hp,qpsq
?

q
�

?

q

hp,qpsq

�

,

b

q�
p

p� 1

kq
2

hp,qpsq
?

2q
,
c�lnphp,qpsqq

?

k




, se n � m� 1;
�

sx,
?

2
2

�

p

1

k
�p
q

hp,qpsq
?

q
�

?

q

hp,qpsq

�

,
c�lnphp,qpsqq

?

k




, se n � m;

em que c :� ln
�

?

q
�

e, no caso em que n � m, q �
�

p� 1
k

�2
.

Neste capítulo, provaremos que cada conjunto Mp,q, dado por

Mp,q :�

#

Yp,q
�

Sm�1
� J̄p,q

�

Y Zp,q
�

J̄p,q � Sm�1
�

, se q � 0;

Yp,qpJp,q � S
m�1

q, se q � 0;

é uma subvariedade umbílica completa de S
n
k � R. Feito isso, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 6.1. Seja f : Mm
Ñ Snk � R uma imersão isométrica. Nessas condições, f é umbílica

e não totalmente geodésica se, e somente se, ocorre um dos itens abaixo.

(I) f � ıt1 � f̄ , em que ıt1 : Snk Ñ Snk � R é o mergulho totalmente geodésico dado por
ıt1pxq :� px, tq e f̄ : Mm

Ñ S
n
k é uma imersão isométrica umbílica.

(II) A menos de uma movimento rígido de Snk � R, f � p1�Idq�I � f̄ , em que p1�Idq : Sm1

k �

R Ñ֒ Snk � R é uma inclusão totalmente geodésica, I : Mp,q Ñ֒ S
m1

k � R é a inclusão um-
bílica e f̄ : Mm

ÑMp,q é uma isometria local.

Para provarmos esse teorema, dividimos o capítulo em 4 seções. Na primeira seção são es-
tudadas as imersões umbílicas f : Mm

Ñ O
n
k �R com n P tm,m�1u e provamos que tais imer-

sões (com algumas hipóteses adicionais) são imersões de rotação sobre uma curva e a curva é
descrita como solução de um sistema de EDOs.

A segunda seção é bem curta e apresenta apenas alguns resultados básicos (feitos em [18])
que mostram como são os tensores R, S e T das imersões em Snk � R.

Na terceira seção as imersões de rotação umbílicas em Snk � R com codimensão 1 ou 2 são es-
tudadas e na quarta são classificadas as imersões umbílicas em S

n
k � R generalizando a classifi-

cação das superfícies umbílicas em S3
�R feita em [26] e a classificação local das hipersuperfícies

umbílicas em Sn � R feita em [28].

6.1 Imersões umbílicas f : Mm
Ñ O

n
k � R com S � 0 e

n P tm,m� 1u

Sejam f : M Ñ O
n
k�R uma imersão isométrica umbílica com n P tm,m�1u, ı : On

k�R Ñ֒ Rn

a inclusão e F :� ı � f . É consequência direta do Lema 3.12 para f umbílica a seguinte fórmula
para a segunda forma fundamental de F :

αF pX, Y q � 〈X, Y 〉
�

ı
�

η � ν1

�

� 〈RX, Y 〉 ν1. (6.2)

Suponhamos que S � 0 em todos os pontos de M . Neste caso, provaremos que F pMq é
um subconjunto aberto de uma subvariedade de rotação sobre uma curva γ. Além disso des-
creveremos a imersão de rotação e encontraremos um sistema de EDOs que descreve γ. Para
mostrarmos que F pMq é um subconjunto aberto de uma subvariedade de rotação, mostrare-
mos que η1 :� ı

�

η � ν1 é uma normal de Dupin de F e que EK

η1
é uma distribuição totalmente

geodésica unidimensional. Feito isso, aplicaremos o Teorema 2.1
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Ñ O

n
k � R com S � 0 e n P tm,m� 1u

Lema 6.2. Sejam f : Mm
Ñ O

n
k � R uma imersão isométrica umbílica, η o vetor curvatura

média de f , F :� ı � f e η1 :� ı
�

η � ν1. Nessas condições ker R|TxM � Eη1
pxq, em que

Eη1
pxq :� tX P TxM : αF pX, Y q � 〈X, Y 〉 η1, �Y P TxMu .

Além disso, se S � 0 em todos os pontos de M , então η1 é uma normal de Dupin de F .

Demonstração.

X P Eη1
pxq � αF pX, Y q � 〈X, Y 〉 η1, �Y P TxM

(6.2)
� X P ker R|TxM .

Se S � 0 em todos os pontos de M , então S tem posto 1, pois f
�

RX � SX � π2f�X e
π2 : T

�

O
n
k � R

�

Ñ

�

O
n
k � R

�

tem posto 1. Pelo mesmo argumento, R tem posto 1. Além disso,
como ker R � ker S, então ker R � ker S.

Dessa forma, Eη1
tem dimensão constante e igual a m� 1. Resta mostrar que η1 é paralelo

na conexão normal de F . Seja então X P ker R � Eη1
. Logo

∇̄K

Xη1 � ∇̄K

Xı�η � ∇̄K

Xν1
(3.10)
� ı

�

∇K

Xη � αı pf�X, ηq � k1ı�SX �

(5.9),Lema 3.3
� � 〈π1f�X, η〉 ν1 � 〈π2f�X, η〉 ν2 � 0.

Proposição 6.3. Sejam f : Mm
Ñ O

n
k � R uma imersão isométrica umbílica com k � 0 e η

o vetor curvatura média de f . Se S � 0 em todos os pontos de M , então um dos dois itens
abaixo é verdadeiro.

(I) Existem uma decomposição ortogonal Rn�1
� Rm

τpεq k Rn�1�m e uma imersão de rotação
g : I �Om�1

ε Ñ Rn�1
� R tais que fpMq � g pI �Om�1

ε q e g é dada por

g : I �Om�1
ε ÝÑ O

n
k � R

pt, ξq ÞÝÑ

�

pγ1ptqξ, γ2ptqq ; γ3ptq
�

,

em que I � R é um intervalo aberto, ε � �1, γ1ptq ¡ 0, γ1ptqξ P Rm
τpεq, γ2ptq P Rn�1�m,

�

γ1ptqξ, γ2ptq
�

P O
n
k e γ3ptq P R.

(II) k1   0 e existem uma decomposição ortogonal Ln�1
� L2

k Em�1
k En�m e uma imersão

de rotação g : I � Em�1
Ñ Ln�1

� R tais que fpMq � g pI � Em�1
q e g é dada por

g : I � Em�1
ÝÑ O

n
k � R

ps, vq ÞÝÑ

��

γ1psq, γ2psq � γ1psq
}v}2

2
, γ1psqv, γ3psq

	

; γ4psq
	

,

em que I � R é um intervalo aberto, as duas primeiras coordenadas são uma base pseudo-
ortogonal de L2, γ1psqv P Em�1, γ3psq P En�m e γ4psq P R.

Demonstração. Pelo Lema 6.2, Eη1
� ker R e η1 � ı

�

η � ν1 é uma normal de Dupin de mul-
tiplicidade m � 1 de F , ou seja, ker R � Eη1

tem dimensão constante e igual a m � 1. Além
disso, como k � 0, então η1 não se anula em M . Por outro lado, pelo Lema 5.10, Eη1

é uma
distribuição umbílica e EK

η1
� pker RqK é uma distribuição totalmente geodésica. Podemos en-

tão aplicar o Teorema 2.1 e concluir que fpMq é um subconjunto aberto de uma subvariedade
de rotação sobre uma curva γ : I Ñ Rn�m�1 (subvariedade de dimensão m � dimEη1

� 1) em
algum subespaço Rn�m�1

� Rn�2, em que O
n
k � R � Rn�1

� R � Rn�2.
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Além disso, pela demonstração do Teorema 2.1, L :� f
�

Eη1
k ger tσu é um subespaço cons-

tante em Rn�2, em que σ :� F
�

ϕ � η1 e ϕ é o vetor curvatura média da distribuição Eη1
.

Afirmação 1: π2pLq � t0u, ou seja, L � R
n�1

� t0u.
Como Eη1

� ker R � t0u, então F
�

Eη1
K t0u � R. Resta mostrar que π2pσq � 0.

π2pσq � π2 pF�ϕ� η1q � π2 rF�ϕ� ı
�

η � k1 pπ1 � fqs � ı
�

π2 pf�ϕ� ηq �

� ı
�

π2

�

f
�

∇h
XX � αf pX,Xq

�

, para algum X P Eη1
unitário,

� ı
�

π2

�

f
�

∇h
XX � f

�

∇v
XX � αf pX,Xq

�

� ı
�

π2

�

∇̄Xf�X
�

�

�

〈

∇̄Xf�X, en�2

〉

en�2 � X 〈f
�

X, en�2〉 en�2 � X 〈π2f�X, en�2〉 en�2 � 0,

em que en�2 é um vetor unitário tangente ao segundo fator de Rn�1
� R � Rn�2. X

(I): Suponhamos que o vetor σ � F
�

ϕ� η1 seja tipo espaço ou tipo tempo.
Neste caso, acompanhando a demonstração do Teorema 2.1, sabemos que fpMq pode ser

parametrizada por
g : I �Om�1

ε Ñ O
n
k � R

gpt, ξq ÞÑ p� rptqξ � hptq,

em que I é um intervalo, ε � �1, rptq ¡ 0, Om�1
ε � L, hptq P LK e p P L.

Afirmação 2: p � 0.
Sabemos que p é a projeção ortogonal de c � F �

σ
}σ}2 sobre L. Mostraremos que c K L.

Seja X P Eη1
.

〈

F �

σ

}σ}2
, F

�

X

〉

� 〈F, π1F�X〉 � 0.
〈

F �

σ

}σ}2
, σ

〉

� 〈F, σ〉� 1 � 〈F, F
�

ϕ� ı
�

η � ν̃1〉� 1 � �k 〈F, pπ1 � F q〉� 1 �

� �k
1
k
� 1 � 0.

Portanto p � 0. X

Denotando γ1ptq :� rptq, γ2ptq :� π1phptqq, γ3ptq :� π2phptqq, Rm :� L, Rn�1�m :� π1

�

LK
�

,
então Rn�1

� Rm
k Rn�1�m e

gpt, ξq �
�

pγ1ptqξ, γ2ptqq ; γ3ptq
�

,

em que γ1ptq ¡ 0, γ1ptqξ P Rm, γ2ptq P Rn�1�m,
�

γ1ptqξ, γ2ptq
�

P O
n
k e γ3ptq P R.

(II): Suponhamos agora que o vetor σ seja tipo luz.
Neste caso, pela demonstração do Teorema 2.1, fpMq pode ser parametrizada por

g : I � V Ñ O
n
k � R

pt, vq ÞÑ q � hptq � rptq
�

�σ̃0 � v �
}v}2

2
σ0

	

,

em que V � L é um subespaço tipo espaço qualquer, L � V k ger tσ0u, hptq P U k ger tσ0u e
U �

�

V k ger tσ0, σ̃0u
�

K

. Além disso, σ̃0 é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz σ̃0 K V e
〈σ̃0, σ0〉 � 1.
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Como L � Rn�1, pela Afirmação 1, então Rn�1
� Ln�1 e V k ger tσ̃u � Ln�1. Assim, como

σ̃0 é um vetor tipo luz qualquer que satisfaz σ̃0 K V e 〈σ̃0, σ0〉 � 1, podemos escolher σ̃0 P Ln�1.
Queremos mostrar que q � 0. Mas q é a projeção de F � ξ sobre V k ger tσ̃0u, em que

ξ � �

m�1̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉 f
�

ei �

m�1̧

i�1

〈f
�

ei, σ̃〉2
σ � σ̃

e te1, � � � , em�1u é uma base ortonormal de Eη1
. Dessa forma q � 0 se, e só se, F � ξ K V e

F � ξ K σ.
Como V é um subespaço tipo espaço de L qualquer, então podemos tomar x0 P M fixo e

escolher V :� F
�

Eη1
px0q. Dessa forma, se te1, � � � , em�1u é uma base ortonormal de Eη1

px0q,
então tf

�

e1, � � � , f�em�1u é uma base ortonormal de V . Logo

〈F � ξ, f
�

ei〉 � 〈F px0q, f�ei〉� 〈ξpx0q, f�ei〉 �

�

〈

�

m�1̧

j�1

〈f
�

ej, σ̃px0q〉 f�ej �
m�1̧

j�1

〈f
�

ej, σ̃px0q〉
2
σpx0q � σ̃px0q, f�ei

〉

�

� � 〈f
�

ei, σ̃px0q〉� 〈σ̃px0q, f�ei〉 � 0.

〈F � ξ, σ〉 �

〈

F �

m�1̧

j�1

〈f
�

ej , σ̃〉 f
�

ej �

m�1̧

j�1

〈f
�

ej , σ̃〉2
σ � σ̃, σ

〉

�

� 〈F, F
�

ϕ� ı
�

η � ν̃1〉� 1 � �k
1
k
� 1 � 0.

Como q � 0, então gpt, vq � rptq
�

�σ̃0 � v �
}v}2

2
σ0

	

� hptq. Denotemos γ1ptq :� rptq.

Sabendo que hptq P U k ger tσ0u, segue que hptq � �γ2ptqσ0 � γ3ptq � γ4ptq, em que

γ2ptq :� 〈hptq,�σ̃0〉 , γ3ptq :� π1phptqq � γ2ptqσ0 P L
n�1 e γ4ptq :� π2phptqq P R.

Assim γ3ptq, γ4ptq K V k ger tσ̃0, σ0u e, como π2pLq � t0u e π2pσ̃0q � 0, então

gpt, vq �

��

γ1ptq, γ2ptq � γ1ptq
}v}2

2
, γ1ptqv, γ3ptq




; γ4ptq




,

em que as duas primeiras coordenadas são a base pseudo-ortogonal t�σ̃0,�σ0u de L2 :�
ger tσ̃0, σ0u, γ1ptqv P Em�1 :� V , γ3ptq P En�m :� pV k ger tσ̃0, σ0uq

K

X Ln�1 e γ4ptq P R.

Proposição 6.4. Seja k � 0 e n P tm,m� 1u.

(I) Consideremos R
n�1

� R
m
τpεq k R

n�1�m uma decomposição ortogonal e g : I � O
m�1
ε Ñ

O
n
k � R uma imersão de rotação (em R

n�2) dada por

gpt, ξq :�
�

pγ1ptqξ, γ2ptqq ; γ3ptq
�

,

em que ε � �1, I é um intervalo, γ1ptq ¡ 0, γ1ptqξ P Rm
τpεq, γ2ptq P Rn�1�m,

�

γ1ptqξ, γ2ptq
�

P

O
n
k e γ3ptq P R.

Nessas condições, se g é umbílica, então γ1, γ2, γ3 e ϕ :� εγ11
2
� }γ12}

2
� γ13

2 satisfazem o
seguinte sistema:

$

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

%

γ21 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ11 �
εϕ

γ1

� kγ13
2
γ1 � 0;

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ12 � kγ13
2
γ2 � 0;

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ13 � 0;

εγ2
1 � }γ2}

2
�

1
k
, se k � 0.

(6.3)
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(II) Consideremos agora k   0, e Ln�1
� L2

k Em�1
k En�m uma decomposição ortogonal e

g : I � Em�1
Ñ H

n
k � R uma imersão de rotação (em Rn) dada por

gpt, vq :�
��

γ1ptq, γ2ptq � γ1ptq
}v}2

2
, γ1ptqv, γ3ptq




; γ4ptq




,

em que as duas primeiras coordenadas são uma base pseudo-ortogonal de L2, γ1ptqv P

E
m�1, γ3ptq P E

n�m e γ4ptq P R.
Nessas condições, se g é umbílica, então γ1, γ2, γ3, γ4 e ϕ :� �2γ11γ

1

2�γ
1

3
2
�γ14

2 satisfazem
o seguinte sistema:

$

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ21 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1

γ1

	

γ11 � kγ14
2
γ1 � 0;

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1

γ1

	

γ12 � kγ14
2
γ2 �

ϕ

γ1

� 0;

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1

γ1

	

γ13 � kγ14
2
γ3 � 0;

γ24 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1

γ1

	

γ14 � 0;

2γ1γ2 � γ2
3 �

1
k
.

(6.4)

Demonstração.
(I): Localmente, g pode ser parametrizada por g : I � U Ñ O

n
k � R, em que gps, uq �

�

γ1psqXpuq, γ2psq, γ3psq
�

, U � Rm�1 é um subconjunto aberto, X : U Ñ Om�1
ε é uma para-

metrização ortogonal,
�

γ1psqXpuq, γ2psq
�

P O
n
k e γ3psq P R.

Como gpI �Uq � O
n
k �R e X é uma parametrização de Om�1

ε , então kpπ1 � gq é um campo
ortogonal a g, }X}2

� ε e εγ2
1 � }γ2}

2
�

1
k
.

Seja γ : I Ñ O
n�m�1
k � R a curva dada por γpsq :� pγ1psq, γ2psq, γ3psqq, em que a primeira

coordenada é um vetor cujo produto interno dele por si mesmo é ε. Assim,

gui
� pγ1Xui

, 0, 0q ; gs � pγ11X, γ
1

2, γ
1

3q ;

guiuj
�

�

γ1Xuiuj
, 0, 0

�

; gss � pγ21X, γ
2

2 , γ
2

3q ;

kpπ1 � gq � kpγ1X, γ2, 0q; }kpπ1 � gq}
2
� k;

}gui
}

2
� γ2

1 }Xui
}

2 ; }gs}
2
� εγ11

2
� }γ12}

2
� γ13

2
� }γ1}2;

〈gui
, gs〉 � γ1γ

1

1 〈X,Xui
〉 � 0;

〈

guiui
, guj

〉

� γ2
1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

;

〈guiui
, gs〉 � γ1γ

1

1 〈Xuiui
, X〉 � �γ1γ

1

1 }Xui
}

2 ; 〈gss, gui
〉 � γ21γ1 〈Xui

, X〉 � 0;

〈gss, gs〉 � εγ21γ
1

1 � 〈γ22 , γ
1

2〉� γ23γ
1

3 � 〈γ2, γ1〉 �

�

}γ1}2

2

�

1

;

〈guiui
, kpπ1 � gq〉 � kγ2

1 〈Xuiui
, X〉 � �kγ2

1 }Xui
}

2 ;

〈gss, kpπ1 � gq〉 � k pεγ21γ1 � 〈γ22 , γ2〉q � �k
�

εγ11
2
� }γ12}

2
	

.

Dessa forma, como g é umbílica, existe um campo normal η tal que
$

'

&

'

%

guiui
�

°m�1
j�1

〈guiui
,guj 〉

}

guj}
2 guj

�

〈guiui
,gs〉

}gs}
2 gs � 〈guiui

, kpπ1 � gq〉
kpπ1�gq

}kpπ1�gq}2 � 〈gui
, gui

〉 η;

gss �
°m�1
j�1

〈gss,guj 〉
}

guj}
2 guj

�

〈gss,gs〉
}gs}

2 gs � 〈gss, kpπ1 � gq〉
kpπ1�gq

}kpπ1�gq}2 � 〈gs, gs〉 η.
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Mas as igualdades acima são equivalentes às seguintes igualdades:
$

'

&

'

%

guiui
�

°m�1
j�1

✓✓γ
2

1〈Xuiui
,Xuj 〉

✓✓γ
2

1}
Xuj}

2 guj
�

γ1γ
1

1}
Xui}

2

}γ1}2 gs � kγ2
1 }Xui

}

2
pπ1 � gq � γ2

1 }Xui
}

2
η;

gss �
�

}γ1}2

2

�

1

gs

}γ1}2 � k
�

εγ11
2
� }γ12}

2
�

pπ1 � gq � }γ1}2η.

Assim, chamando ϕ :� }gs}
2
� }γ1}2, conclui-se que

1

γ2
1 }Xui

}

2

�

guiui
�

m�1̧

j�1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

�

�Xuj

�

�

2 guj
�

γ1γ
1

1 }Xui
}

2

ϕ
gs

�

� kpπ1 � gq �

�

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � k

�

εγ11
2
� }γ12}

2
	

pπ1 � gq

�

�

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � kγ13

2
pπ1 � gq

�

� kpπ1 � gq,

ou melhor,

1

γ2
1 }Xui

}

2

�

guiui
�

m�1̧

j�1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

�

�Xuj

�

�

2 guj
�

γ1γ
1

1 }Xui
}

2

ϕ
gs

�

�

�

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � kγ13

2
pπ1 � gq

�

. (6.5)

Podemos desenvolver separadamente cada lado da igualdade acima.

1

γ2
1 }Xui

}

2

�

guiui
�

m�1̧

j�1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

�

�Xuj

�

�

2 guj
�

γ1γ
1

1 }Xui
}

2

ϕ
gs

�

�

�

1

γ2
1 }Xui

}

2

�

pγ1Xuiui
, 0, 0q �

m�1̧

j�1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

�

�Xuj

�

�

2

�

γ1Xuj
, 0, 0

�

�

γ1γ
1

1 }Xui
}

2

ϕ
pγ11X, γ

1

2, γ
1

3q

�

�

�

1

γ2
1 }Xui

}

2

�

γ1

�

Xuiui
�

m�1̧

j�1

〈

Xuiui
, Xuj

〉

�

�Xuj

�

�

2 Xuj
, 0, 0

�

�

γ1γ
1

1 }Xui
}

2

ϕ
pγ11X, γ

1

2, γ
1

3q

�

�

�

1

γ1 }Xui
}

2

�

�ε }Xui
}

2
X, 0, 0

�

�

γ11
γ1ϕ

pγ11X, γ
1

2, γ
1

3q �
1
ϕ

��

γ11
2

γ1
�

εϕ

γ1

�

X,
γ11
γ1
γ12,

γ11
γ1
γ13




.

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � kγ13

2
pπ1 � gq

�

�

1
ϕ

�

pγ21X, γ
2

2 , γ
2

3q �
ϕ1

2ϕ
pγ11X, γ

1

2, γ
1

3q � kγ13
2
pγ1X, γ2, 0q

�

�

�

1
ϕ

��

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ13

2
γ1

�

X, γ22 �
ϕ1

2ϕ
γ12 � kγ13

2
γ2, γ

2

3 �
ϕ1

2ϕ
γ13




.

Juntando os lados da igualdade (6.5) que foram desenvolvidos separadamente temos:
$

'

'

&

'

'

%

γ1
1

2
�εϕ

γ1

� γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ13

2;
γ1

1

γ1

γ12 � γ22 �
ϕ1

2ϕ
γ12 � kγ13

2
γ2;

γ1
1

γ1

γ13 � γ23 �
ϕ1

2ϕ
γ13.
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Juntando o sistema acima com a condição εγ2
1 � }γ2}

2
�

1
k
, obtemos o seguinte sistema:

$

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

%

γ21 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ11 � kγ13
2
γ1 �

εϕ

γ1

� 0;

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ12 � kγ13
2
γ2 � 0;

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ13 � k2γ
1

3
2
γ3 � 0;

εγ2
1 � }γ2}

2
�

1
k
.

(II): Como gpI � V q � O
n
k � R, então kpπ1 � gq é um campo ortogonal a g e 2γ1γ2 � γ2

3 �
1
k
.

Seja γ : I Ñ O
n�m�1
k � R a curva dada por γpsq :� pγ1psq, γ2psq, γ3psq, γ4psqq, em que as

duas primeiras coordenadas são vetores tipo luz cujo produto interno é 1. Logo,

gui
� p0,�γ1 〈v, ui〉 , γ1ui, 0, 0q ; gs �

�

γ11, γ
1

2 � γ11
}v}2

2
, γ11v, γ

1

3, γ
1

4




;

guiuj
�

#

0, i � j;

p0,�γ1, 0, 0, 0q, i � j;
gss �

�

γ21 , γ
2

2 � γ21
}v}2

2
, γ21v, γ

2

3 , γ
2

4




;

kpπ1 � gq � k

�

γ1, γ2 � γ1
}v}2

2
, γ1v, γ3, 0




; }kpπ1 � gq}
2
� k;

}gui
}

2
� γ2

1 ; 〈gui
, gs〉 � �γ1γ

1

1 〈v, ui〉� γ1γ
1

1 〈v, ui〉 � 0;
〈

guiui
, guj

〉

� 0; 〈guiui
, gs〉 � �γ1γ

1

1;

〈guiui
, kpπ1 � gq〉 � �kγ2

1 ; 〈guiui
, k2pπ2 � gq〉 � 0;

}gs}
2
� 2γ11γ

1

2 �✘✘✘✘
γ11

2
}v}2

�✘✘✘✘
γ11

2
}v}2

� γ13
2
� γ14

2
� }γ1}2;

〈gss, gui
〉 � �γ21γ1 〈v, ui〉� γ21γ1 〈v, ui〉 � 0;

〈gss, gs〉 � γ21γ
1

2 � γ11γ
2

2 �✘✘✘✘✘γ21γ
1

1}v}
2
�✘✘✘✘✘γ21γ

1

1}v}
2
� γ23γ

1

3 � 〈γ24 , γ
1

4〉 �

�

}γ1}2

2

�

1

;

〈gss, kpπ1 � gq〉 � k pγ21γ2 � γ1γ
2

2 �✘✘✘✘✘γ21γ1}v}
2
�✘✘✘✘✘γ21γ1}v}

2
� γ23γ3q �

� �k
�

2γ11γ
1

2 � γ13
2
	

.

Assim, como g é umbílica, existe um campo normal η tal que
$

'

&

'

%

guiui
�

°m�1
j�1

〈guiui
,guj 〉

}

guj}
2 guj

�

〈guiui
,gs〉

}gs}
2 gs � 〈guiui

, kpπ1 � gq〉
kpπ1�gq

}kpπ1�gq}2 � 〈gui
, gui

〉 η;

gss �
°m�1
j�1

〈gss,guj 〉
}

guj}
2 guj

�

〈gss,gs〉
}gs}

2 gs � 〈gss, kpπ1 � gq〉
kpπ1�gq

}kpπ1�gq}2 � 〈gs, gs〉 η.

Mas as igualdades acima são equivalentes às seguintes igualdades:
$

&

%

guiui
�

γ1γ
1

1

}γ1}2 gs � kγ2
1pπ1 � gq � γ2

1η;

gss �
�

}γ1}2

2

�

1

gs

}γ1}2 � k
�

2γ11γ
1

2 � γ13
2
�

pπ1 � gq � }γ1}2η.

Assim, se ϕ :� }gs}
2
� }γ1}2, conclui-se que:

1
γ2

1

�

guiui
�

γ1γ
1

1

ϕ
gs

�

� kpπ1 � gq �
1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � k

�

2γ11γ
1

2 � γ13
2
	

pπ1 � gq

�

�

�

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � kγ14

2
pπ1 � gq

�

� kpπ1 � gq,
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n
k � R

ou melhor,

1
γ2

1

�

guiui
�

γ1γ
1

1

ϕ
gs

�

�

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � γ14

2�
k2pπ2 � gq � kpπ1 � gq

�

�

. (6.6)

Podemos desenvolver separadamente cada lado da igualdade acima.

1
γ2

1

�

guiui
�

γ1γ
1

1

ϕ
gs

�

�

1
γ2

1

�

p0,�γ1, 0, 0, 0q �
γ1γ

1

1

ϕ

�

γ11, γ
1

2 � γ11
}v}2

2
, γ11v, γ

1

3, γ
1

4


�

�

�

1
ϕ

�

γ11
2

γ1
,
γ11γ

1

2

γ1
�

}v}2γ11
2

2γ1
�

ϕ

γ1
,
γ11

2

γ1
v,
γ11
γ1
γ13,

γ11
γ1
γ14




.

1
ϕ

�

gss �
ϕ1

2ϕ
gs � γ14

2�
k2pπ2 � gq � kpπ1 � gq

�

�

�

�

1
ϕ

"�

γ21 , γ
2

2 � γ21
}v}2

2
, γ21v, γ

2

3 , γ
2

4




�

ϕ1

2ϕ

�

γ11, γ
1

2 � γ11
}v}2

2
, γ11v, γ

1

3, γ
1

4




�

�k

�

γ1, γ2 � γ1
}v}2

2
, γ1v, γ3, 0


*

�

�

1
ϕ

�

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1, γ

2

2 �
ϕ1

2ϕ
γ12 � kγ14

2
γ2 �

�

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1

�

}v}2

2
,

�

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1

�

v, γ23 �
ϕ1

2ϕ
γ13 � kγ14

2
γ3, γ

2

4 �
ϕ1

2ϕ
γ14




.

Juntando os lados da igualdade (6.6) que foram desenvolvidos separadamente temos:
$

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1
1

2

γ1

� γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1,

γ1
1

γ1

γ12 �
γ1

1

2

γ1

�

}v}2

2
�

ϕ

γ1

� γ22 �
ϕ1

2ϕ
γ12 � kγ14

2
γ2 �

�

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1

�

}v}2

2
,

γ1
1

2

γ1

v �

�

γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1

�

v,

γ1
1

γ1

γ13 � γ23 �
ϕ1

2ϕ
γ13 � kγ14

2
γ3,

γ1
1

γ1

γ14 � γ24 �
ϕ1

2ϕ
γ14,

ou melhor,
$

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ21 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ11 � kγ14
2
γ1 � 0,

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ12 � kγ14
2
γ2 �

ϕ

γ1

� 0,

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ13 � kγ14
2
γ3 � 0,

γ24 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ14 � 0;

2γ1γ2 � γ2
3 �

1
k
.

6.2 Os tensores R, S e T em O
n
k � R

Sejam f : Mm
Ñ O

n
k � R uma imersão isométrica e te1, � � � , en�2u a base canônica de

Rn�2
� O

n
k � R. Assim,

π2pf�Xq � 〈f
�

X, en�2〉 en�2 e π2pζq � 〈ζ, en�2〉 en�2,
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para quaisquer X P TM e ζ P TKM .
Sejam também T pxq a projeção ortogonal de en�2 sobre TxM e ξpxq a projeção ortogonal

de en�2 sobre TK

x M , ou seja, f
�

T :� pen�2q
T e ξ :� pen�2q

K. Dessa forma

π2pf�Xq � 〈X, T 〉 f
�

T � 〈X, T 〉 ξ e π2pζq � 〈ζ, ξ〉f
�

T � 〈ζ, ξ〉 ξ.

Portanto

RpXq � 〈X, T 〉T, SpXq � 〈X, T 〉 ξ, St
pζq � 〈ζ, ξ〉T, Tpζq � 〈ζ, ξ〉 ξ,

para quaisquer X P TM , ζ P TKM .

6.3 Imersões de rotação umbílicas em S
n
k � R

Sejam n P tm,m� 1u, En�2
� En�1

� R e te1, � � � , en�2u uma base ortonormal de En�2 tal
que t0u � R � ger ten�2u. Consideremos

E
n�m�2 :�

#

ger tem�1, em�2u � ger ten�1, en�2u , se n � m;

ger tem�1, em�2, em�3u � ger ten, en�1, en�2u , se n � m� 1;

e En�m�3 :� ger te1u k En�m�2 dois subespaços vetoriais de En�2. Seja γ : I Ñ En�m�3 uma
curva suave dada por

γpsq �

#

�

γ1psq, γ2psq, γ3psq
�

, se n � m;
�

γ1psq, γ2psq, γ3psq, γ4psq
�

, se n � m� 1;

em que γ1psq :� 〈γpsq, e1〉 e1 e γipsq :� 〈γpsq, em�i�1〉 em�i�1, para i ¡ 1.
Suponhamos que γ1psq ¡ 0 e que γ1psq � 0, para qualquer s P I, e seja g : I � Sm�1

Ñ

Snk � R � En�2 a imersão de rotação sobre a curva γ cujo eixo de rotação é o espaço En�m�2,
ou seja,

gps, xq :�

#

�

γ1psqx, γ2psq, γ3psq
�

, se n � m;
�

γ1psqx, γ2psq, γ3psq, γ4psq
�

, se n � m� 1;

em que x � px1, � � � , xmq P Sm�1
� Rm.

Lema 6.5. A imersão g é totalmente geodésica se, e somente se, reparametrizando γ se neces-
sário, g é dada por

gps, xq �

$

&

%

�

�

1
?

k
x, 0,�s� b

	

, se n � m;
�

�

1
?

k
x, 0, 0,�s� b

	

, se n � m� 1;
(6.7)

ou por

gps, xq �

$

'

'

&

'

'

%

�

cos
p

?

k s
q

?

k
x,

sin
p

?

k s
q

?

k
, b




, se n � m;
�

cos
p

?

k s
q

?

k
x,

sin
p

?

k s
q

?

k
� pcos r, sin rq, b




, se n � m� 1.
(6.8)
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Demonstração. Faremos apenas o caso em que n � m � 1, sendo o outro caso análogo e mais
simples.

Se γ é dada como em (6.7) então g � pg1pxq, g2psqq, em que g2 : I Ñ R é uma geodésica
e g1 pS

m�1
q � S

n
k é totalmente geodésica. Já se g é dada por (6.8), então g parametriza uma

subvariedade totalmente geodésica em S
n
k � tbu � S

n
k � R.

Inversamente, suponhamos que g seja totalmente geodésica. Assim, com contas análogas às
feitas na Proposição 6.4, e sendo ϕ :� }γ1}2, podemos ver que γ satisfaz o seguinte sistema:

$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

γ12
1
�ϕ

γ1

� kγ1 � 0 � γ21 �
ϕ1

2ϕ
γ11 � kγ14

2
γ1 � kγ1;

γ1
1

γ1

γ12 � kγ2 � 0 � γ22 �
ϕ1

2ϕ
γ12 � kγ14

2
γ2 � kγ2;

γ1
1

γ1

γ13 � kγ3 � 0 � γ23 �
ϕ1

2ϕ
γ13 � kγ14

2
γ3 � kγ3;

γ1
1

γ1

γ14 � 0 � γ24 �
ϕ1

2ϕ
γ14;

γ2
1 � γ2

2 � γ2
3 �

1
k
;

Supondo γ ppca., o sistema anterior é equivalente a
$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

γ12
1
�1

γ1

� kγ1 � 0 � γ21 � kγ14
2
γ1 � kγ1;

γ1
1

γ1

γ12 � kγ2 � 0 � γ22 � kγ14
2
γ2 � kγ2;

γ1
1

γ1

γ13 � kγ3 � 0 � γ23 � kγ14
2
γ3 � kγ3;

γ1
1

γ1

γ14 � 0 � γ24 ;
γ2

1 � γ2
2 � γ2

3 �
1
k
.

(6.9)

Da penúltima linha concluí-se que γ4psq � as � b e que ou γ1 é constante em I, ou γ4 é
constante em I.

Caso γ1 seja constante: Neste caso o sistema, pelo sistema (6.9),
$

'

'

'

'

&

'

'

'

'

%

�

1
γ1

� kγ1 � 0 � �ka2γ1 � kγ1;
kγ2 � 0 � γ22 � ka2γ2 � kγ2;
kγ3 � 0 � γ23 � ka2γ3 � kγ3;

as� b � γ4;
γ2

1 � γ2
2 � γ2

3 �
1
k
.

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

� γpsq �

�

�

1
?

k
, 0, 0,�s� b




.

Caso γ4 seja constante: Neste caso o sistema, pelo sistema (6.9),
$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

γ1
1

2
�1

γ1

� kγ1 � 0 � γ21 � kγ1;
γ1

1

γ1

γ12 � kγ2 � 0 � γ22 � kγ2;
γ1

1

γ1

γ13 � kγ3 � 0 � γ23 � kγ3;
γ4 � b;

γ2
1 � γ2

2 � γ2
3 �

1
k
.

As equações γ2i � kγi � 0, são equivalentes a γi � ai cos
�

?

k s
�

� bi sin
�

?

k s
�

, para
i P t1, 2, 3u. Por outro lado,

γ11
2
� 1
γ1

� kγ1 � 0 � k
�

a2
1 sin2

�

?

k s
	

� b2
1 cos2

�

?

k s
	

�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘
a1b1 sin

�

2
?

k s
	�

� 1�

� k
�

a2
1 cos2

�

?

k s
	

� b2
1 sin2

�

?

k s
	

�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘
a1b1 sin

�

2
?

k s
	�

� 0 � a2
1 � b2

1 �
1
k
�

� a1 �
cosptq
?

k
e b1 � �

sinptq
?

k
, para algum t P r0, 2πq.
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Dessa forma,

γ1psq �
cosptq
?

k
cos

�

?

k s
	

�

sinptq
?

k
sin

�

?

k s
	

�

cos
�

t�
?

k s
�

?

k
,

ou seja, podemos reparametrizar a curva γ de forma que

γ1psq �
cos

�

?

k s
�

?

k
.

Com essa reparametrização,

γ11
γ1

γ1i � kγi � 0 � �k sin
�

?

k s
	 �

�ai sin
�

?

k s
	

� bi cos
�

?

k s
	�

�

� k cos
�

?

k s
	 �

ai cos
�

?

k s
	

� bi sin
�

?

k s
	�

� 0 �

� ai sin2
�

?

k s
	

�

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
bi sin

�

?

k s
	

cos
�

?

k s
	

� ai cos2
�

?

k s
	

�

�

✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭✭
bi sin

�

?

k s
	

cos
�

?

k s
	

� 0 � ai � 0.

Dessa forma, γi � bi sin
�

?

k s
�

, para i P t2, 3u.
Como γ2

1 �γ
2
2 �γ

2
3 �

1
k
, então 1

k
cos2

�

?

k s
�

�pb2
2 � b2

3q sin2
�

?

k s
�

�

1
k
, ou seja, b2

2� b
2
3 �

1
k
.

Portanto,

gps, xq �

�

cos
�

?

k s
�

?

k
� x,

sin
�

?

k s
�

?

k
� pcos r, sin rq, b

�

.

Corolário 6.6. Se g é totalmente geodésica, então S � 0.

Demonstração. Pelo lema anterior, se g é totalmente geodésica, então ou

gps, xq �

$

&

%

�

�

1
?

k
x, 0,�s� b

	

, se n � m;
�

�

1
?

k
x, 0, 0,�s� b

	

, se n � m� 1;

ou

gps, xq �

$

'

'

&

'

'

%

�

cos
p

?

k s
q

?

k
� x,

sin
p

?

k s
q

?

k
, b




, se n � m;
�

cos
p

?

k s
q

?

k
� x,

sin
p

?

k s
q

?

k
� pcos r, sin rq, b




, se n � m� 1.

No primeiro caso, π2

�

B

Bs
gps, xq

�

�

B

Bs
gps, xq. Já no segundo caso, π2

�

B

Bs
gps, xq

�

� 0. Além
disso, em ambos os casos, π2g�X � 0, para qualquer X P TxS

m�1. Portanto S � 0.

Lema 6.7. Suponhamos que g seja umbílica e que γ3 não seja constante, se n � m, ou que γ4

não seja constante, se n � m� 1. Nessas condições, g é totalmente geodésica se, e somente se,
γ1 é constante em algum intervalo aberto J � I.

Demonstração. Pelo Lema 6.5, se g é totalmente geodésica, n � m � 1 e γ4 não é constante,
então γ1 é constante. O mesmo vale se g é totalmente geodésica, n � m e γ3 não é constante.
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Suponhamos agora que g seja umbílica e que γ1 seja constante. Suponhamos também que
n � m� 1, sendo o outro caso análogo e mais simples. Nessas condições, pela Proposição 6.4,
vale o seguinte sistema:

$

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ21 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ11 �
ϕ

γ1

� kγ14
2
γ1 � 0;

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ12 � kγ14
2
γ2 � 0;

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ13 � kγ14
2
γ3 � 0;

γ24 �
�

ϕ1

2ϕ
�

γ1
1

γ1

	

γ14 � 0;

γ2
1 � γ2

2 � γ2
3 �

1
k
.

Como γ1 é constante, e supondo γ ppca., então o sistema anterior é equivalente a
$

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1psq � c;
1
c
� kγ14

2
c � 0;

γ22 � kγ14
2
γ2 � 0;

γ23 � kγ14
2
γ3 � 0;

γ24 � 0;

c2
� γ2

2 � γ2
3 �

1
k
.

,

/

/

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

/

/

-

�

$

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

%

γ1psq � c;

γ4psq � �

s
?

k c
� b;

γ2psq � a2e
s{c
� b2e

�s{c;

γ3psq � a3e
s{c
� b3e

�s{c;

c2
� γ2

2 � γ2
3 �

1
k
.

,

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

-

�

$

'

'

'

'

&

'

'

'

'

%

γ1psq � c � �

1
?

k
;

γ2psq � 0;

γ3psq � 0;

γ4psq � �s� b.

Dessa forma, pelo Lema 6.5, g é totalmente geodésica.
Suponhamos agora γ1 seja constante em um intervalo aberto J � I. Neste caso, a imersão

g restrita a J � Sn é totalmente geodésica. Dessa forma, pelo Lema 6.5,

γpsq �

�

�

1
?

k
, 0, 0,�s� b




, �s P J.

Por outro lado, pela unicidade das soluções do sistema (6.3),

γpsq �

�

�

1
?

k
, 0, 0,�s� b




, �s P I.

Portanto, novamente pelo Lema 6.5, g é totalmente geodésica em I � Sn.

Proposição 6.8. Suponhamos que g seja umbílica e não totalmente geodésica e que γ4 não
seja constante, se n � m� 1, ou que γ3 não seja constante, se n � m. Nessas condições, para
cada intervalo J � I no qual γ11 não se anula, existem θ P R e pp, qq P I tais que γ|J pode ser
reparametrizada por

γpsq �

$

'

&

'

%

�

s, a2

hp,qpsq
� b2hp,qpsq,

a3

hp,qpsq
� b3hp,qpsq,�

lnphp,qpsqq
?

k
� b

	

, se n � m� 1;
�

s, a2

h
p,pp�1{kq2

psq
� b2hp,pp�1{kq2psq,�

ln
p

h
p,pp�1{kq2

psq
q

?

k
� b




, se n � m;
(6.10)
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em que J �
�

0,
a

p�
?

q
�

, hp,q é dada por (6.1) e

a2 :�

?

2
2

�

�

�

1
k
� p




cos θ 	

d

q �

�

p�
1
k


2

sin θ

�

� ,

a3 :�

?

2
2

�

�

�

1
k
� p




sin θ �

d

q �

�

p�
1
k


2

cos θ

�

� ,

pb2, b3q �

?

2
2
pcos θ, sin θq e n � mñ θ � 0.

Demonstração. Faremos apenas o caso em que n � m� 1 e γ4 não é constante, sendo o outro
caso análogo e mais simples.

Pelo Lema 6.7, γ1 não é constante em nenhum intervalo aberto. Assim, para cada intervalo
aberto J � I no qual γ11 não se anula, podemos reparametrizar γ|J de forma que γ1psq � s ¡ 0.

Mas o sistema (6.3) com γ1psq � s é equivalente ao seguinte sistema:
$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1psq � s;
ϕ1

2ϕ
� kc2s3ϕ� 1�ϕ

s
� 0;

γ22 �
�

ϕ1

2ϕ
�

1
s

	

γ12 � kc2s2ϕγ2 � 0;

γ23 �
�

ϕ1

2ϕ
�

1
s

	

γ13 � kc2s2ϕγ3 � 0;

γ14 � c � s
?

ϕ ;

s2
� γ2

2 � γ2
3 �

1
k
.

(6.11)

Observação: c � 0, pois γ4 não é constante.
Utilizando a segunda equação do sistema acima obtemos as seguintes igualdades:

ϕ1

2ϕ
� kc2ϕs3

�

1� ϕ

s
� 0 �

ϕ1

2ϕ
�

�

kc2s3
�

1
s




ϕ�
1
s
� 0 �

�

ϕ1

ϕ2
�

2
sϕ

� �2kc2s3
�

2
s

� �

�

ϕ�1
�

1

�

2
s
ϕ�1

� �2kc2s3
�

2
s
�

y�ϕ�1

� y1 �
2y
s
� 2kc2s3

�

2
s
�

y1

s2
�

2y
s3

� 2kc2s �
2
s3

�

u�y{s2

� u1 � 2kc2s�
2
s3

� u � kc2s2
�

1
s2
� c2 �

� y � kc2s4
� c2s

2
� 1 � ϕ �

1
kc2s4

� c2s2
� 1

.

Assim

γ14 � cs
?

ϕ � γ14 �
cs

?

kc2s4
� c2s2

� 1
� γ4 �

»

cs
?

kc2s4
� c2s2

� 1
ds.

Chamando p :� �

c2

2kc2 e q :� p2
�

1
kc2 , a última equação acima se torna

γ4 � �

1
?

k
�

»

s
?

s4
� 2ps2

� p2
� q

ds � �

1
?

k
�

»

s
b

pp� s2
q

2
� q

ds. (6.12)
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Além disso,

ϕ1 � �

4kc2s3
� 2c2s

pkc2s4
� c2s2

� 1q2
ñ

ϕ1

2ϕ
� �

4kc2s3
� 2c2s

pkc2s4
� c2s2

� 1q2
�

kc2s4
� c2s

2
� 1

2
�

� �

2kc2s3
� c2s

kc2s4
� c2s2

� 1
� �

2s3
� 2ps

pp� s2
q

2
� q

.

Dessa forma, a terceira e a quarta equações do sistema (6.11) se tornam

γ2i �

�

1
s
�

2s3
� 2ps

pp� s2
q

2
� q




� γ1i �
kc2s2

kc2s4
� c2s2

� 1
� γi � 0 �

� γ2i �
s4
�✟✟✟2ps2

� p2
� q � 2s4

�✟✟✟2ps2

s
�

pp� s2
q

2
� q

�

� γ1i �
s2

pp� s2
q

2
� q

� γi � 0 �

� s
�

�

p� s2
�2
� q

�

γ2i �
�

s4
� p2

� q
�

γ1i � s3γi � 0.

Até agora, mostramos apenas que o sistema (6.11) é equivalente a

$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1psq � s;

ϕpsq � }γ1psq}2
�

p2
�q

pp�s2
q

2
�q

;

s
�

pp � s2
q

2
� q

�

γ22 � ps4
� p2

� qq γ12 � s3γ2 � 0;

s
�

pp � s2
q

2
� q

�

γ23 � ps4
� p2

� qq γ13 � s3γ3 � 0;

γ4 � �

1
?

k
�

³

s
?

pp�s2
q

2
�q
ds;

s2
� γ2

2 � γ2
3 �

1
k

e q   p2.

Aplicando o Lema A.2, o sistema acima fica equivalente ao seguinte sistema:
$

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

&

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

'

%

γ1psq � s;

ϕpsq � }γ1psq}2
�

p2
�q

pp�s2
q

2
�q

;

γ2psq � a2e

³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

� b2e
�

³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

;

γ3psq � a3e

³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

� b3e
�

³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

;

γ4 � �

1
?

k
�

³

s
?

pp�s2
q

2
�q
ds;

s2
� γ2

2 � γ2
3 �

1
k

e q   p2.

(6.13)

Substituindo γ2 e γ3 na última equação resulta

s2
�

�

a2
2 � a2

3

�

e
2
³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

� 2 pa2b2 � a3b3q �
�

b2
2 � b2

3

�

e
�2

³

s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

�

1
k
,

ou seja,

s2
� Ae

³

2s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

�B � Ce
�

³

2s
?

p

p�s2
q

2
�q

ds

� 0,

em que

A :� a2
2 � a2

3, B :� 2pa2b2 � a3b3q �
1
k

e C :� b2
2 � b2

3.
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Dessa forma, se u :� s2
� p e E :� �B � p, então

Ae

³

1
?

u2
�q

du
� Ce

�

³

1
?

u2
�q

dx
� �u� E. (6.14)

Afirmação 1: q ¥ 0.
De fato, se q   0, então a integral

³

1
?

u2
�q
du � ln

�

u�
?

u2
� q

�

está definida em todo o

conjunto dos números reais (ver as contas da Subseção A.1.2). Dessa forma, por (6.14),

A
�

u�
a

u2
� q

	

� C
�

u�
a

u2
� q

	

�1

� �u� E ñ

ñ A
�

u�
a

u2
� q

	2

� C � p�u� Eq �
�

u�
a

u2
� q

	

ñ

ñ A
�

2u2
� 2u

a

u2
� q � q

	

� C � �u2
� Eu� pE � uq

a

u2
� q ñ

ñ p2A� 1qu2
� Eu� Aq � C � rE � p2A� 1qus �

a

u2
� q ñ

ñ p2A� 1q2u4
� 2p2A� 1qEu3

�

�

2p2A� 1qpC � Aqq � E2
�

u2
� 2pC � AqqEu�

� pC � Aqq2 �
�

E2
� 2p2A� 1qEu� p2A� 1q2u2

�

�

�

u2
� q

�

ñ✘✘✘✘✘✘✘
p2A� 1q2u4

�

❤❤❤❤❤❤❤❤2p2A� 1qEu3
�

�

2p2A� 1qpC � Aqq � E2
�

u2
� 2pC � AqqEu�

� pC � Aqq2 �✘✘✘✘✘✘✘
p2A� 1q2u4

�

❤❤❤❤❤❤❤❤2p2A� 1qEu3
� rE2

� p2A� 1q2qsu2
� 2p2A� 1qEqu� E2q.

∴

$

'

&

'

%

2pC � Aqq � �p2A� 1qq;

pC � AqqE � �p2A� 1qEq;

pC � Aqq2 � �E2q.

Dessa forma, se E � 0, então C � Aq e 2A � 1 � 0, o que contradiz o fato de A ¥ 0. Já
se E � 0, então C � Aq � �p2A � 1qq e 2pC � Aqq � �p2A � 1qq, o que também é uma
contradição. X

Afirmação 2: p ¡ 0.
De fato, se p ¤ 0, então u � s2

� p é sempre positivo. Além disso, no intervalo
�

?

q ,8
�

,
³

1
?

u2
�q
dx � ln

�

u�
?

u2
� q

�

(ver as contas da Subseção A.1.2). Assim, podemos chegar a

uma contradição utilizando as mesmas contas da Afirmação 1. X

Sabendo que q ¥ 0 e que p ¡ 0, seja γ uma solução do sistema (6.13).

Caso q � 0:
Neste caso, para u ¡ 0 e pela equação (6.14),

Au� Cu�1
� �u� E � pA � 1qu2

� Eu� C � 0 � C � 0, E � 0 e A � �1.

Mas A � a2
2 � a2

3, logo u não pode ser maior do que 0, ou seja, s2
� p   0. Portanto devemos

tomar s apenas dentro do intervalo
�

�

?

p ,
?

p
�

.
Para s P

�

�

?

p ,
?

p
�

, sabemos que u   0 e, pela equação (6.14),

�Au�1
� Cu � �u� E ñ pC � 1qu2

� Eu� A � 0 ñ A � 0, E � 0 e C � 1.

Dessa forma a2 � a3 � 0, B � �p � �

1
k

e existe θ tal que pb2, b3q � pcos θ, sin θq. Assim,
utilizando a Tabela A.2, a função γ é dada por

γpsq �

�

�s,




1
k
� s2

pcos θ, sin θq,�
ln
b

1
k
� s2

?

k
� d

�


,
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e o intervalo de definição de γ deve estar contido em
�

0, 1
?

k

	

.

Neste caso, pp, qq �
�

1
k
, 0
�

P I . Além disso,

a2

h 1

k
,0psq

� b2h 1

k
,0psq �

?

2
2

cos θ

d

2
�

1
k
� s2




�

�

?

2
2

�

�

�

1
k
�

1
k




cos θ 	

d

0�
�

1
k
�

1
k


2

sin θ

�

�

�

�

d

2
�

1
k
� s2




�

�1

�

� cos θ




1
k
� s2 .

Analogamente, a3

h 1

k
,0
psq
� b3h 1

k
,0psq � sin θ

b

1
k
� s2 . Portanto a solução do sistema (6.13) é da

forma dita no enunciado.

Caso q ¡ 0:
Neste caso, por um argumento análogo ao feito na Afirmação 2, não podemos ter u posi-

tivo na equação (6.14). Assim, para u   0, s P
�

0,
a

p�
?

q
�

e, pela equação (6.14), vale a
igualdade

A
�

a

u2
� q � u

	

�1

� C
�

a

u2
� q � u

	

� �u� E �

� A � C
�

a

u2
� q � u

	2

� pE � uq
�

a

u2
� q � u

	

�

� A � C
�

2u2
� q � 2u

a

u2
� q

	

� u2
� Eu� pu� Eq

a

u2
� q �

� p2C � 1qu2
� Eu� A� qC � rp2C � 1qu� Es

a

u2
� q ñ

ñ ✘✘✘✘✘✘✘
p2C � 1q2u4

�

❤❤❤❤❤❤❤❤2p2C � 1qEu3
�

�

✚✚E
2
� 2p2C � 1qpA� qCq

�

u2
� 2pA� qCqEu�

� pA� qCq2 �
�

p2C � 1q2u2
� 2p2C � 1qEu� E2

�

�

�

u2
� q

�

�

�✘✘✘✘✘✘✘
p2C � 1q2u4

�

❤❤❤❤❤❤❤❤2p2C � 1qEu3
�

�

✚✚E
2
� qp2C � 1q2

�

u2
� 2qp2C � 1qEu� qE2.

∴

$

&

%

2p2C � 1qpA� qCq � �qp2C � 1q2,
pA� qCqE � �qp2C � 1qE,
pA� qCq2 � �qE2.

,

.

-

q¡0
ñ

$

'

&

'

%

E � 0,

A � qC,

C �

1
2
ñ A �

q

2
.

Como E � 0 então, pela definição de E, valem as igualdades

�B � p � 0 ñ

1
k
� 2pa2b2 � a3b3q � p � 0 ñ a2b2 � a3b3 �

1
2k

�

p

2
.

Portanto

a2b2 � a3b3 �
1
2

�

1
k
� p




, a2
2 � a2

3 �
q

2
e b2

2 � b2
3 �

1
2
.

Seja θ tal que pb2, b3q �

?

2
2
pcos θ, sin θq e definamos v :� pcos θ, sin θq e w :� p� sin θ, cos θq.

Dessa forma 〈pa2, a3q, v〉 �
?

2
2

�

1
k
� p

�

, assim

a2
2 � a2

3 �
q

2
�

1
2

�

1
k
� p


2

� 〈pa2, a3q, w〉2
ñ

#

�

1
k
� p

�2
¤ q e

〈pa2, a3q, w〉 � �

?

2
2

b

q �
�

1
k
� p

�2
.
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Por outro lado, pelo sistema (6.13), q   p2, logo
$

&

%

�

1
k
� p

�2
¤ q   p2 e

pa2, a3q �

?

2
2

�

�

1
k
� p

�

pcos θ, sin θq �
b

q �
�

1
k
� p

�2
p� sin θ, cos θq

�

.

Portanto pp, qq P I e γ está definida como no enunciado.

Corolário 6.9. Suponhamos que g seja umbílica e não totalmente geodésica e que γ4 não seja
constante, se n � m� 1, ou que γ3 não seja constante, se n � m. Nessas condições, para cada
intervalo aberto J � I em que γ11 não se anula, existem pp, qq P I tais que, a menos de um
movimento rígido de Snk � R e reparametrizando γ|J se necessário, g|J�Sm�1 é dada por

gps, xq �

$

'

&

'

%

�

sx,
?

2
2

�

hp,qpsq �
1

k
�p

hp,qpsq

�

,
?

2
2
�

b

q�
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq
,

lnphp,qpsqq
?

k




, se n � m� 1;
�

sx,
?

2
2

�

hp,qpsq �
1

k
�p

hp,qpsq

�

,
lnphp,qpsqq

?

k

	

, se n � m e q �
�

1
k
� p

�2
.

Demonstração. Faremos apenas o caso em que γ4 não é constante e n � m� 1, sendo o outro
caso análogo e mais simples. Pela proposição anterior, para cada intervalo J � I no qual γ11
não se anula, existem θ P R e pp, qq P I tais que γ|J é dada por

�

�s,

?

2
2

�

�

�

hp,qpsq �
1
k
� p

hp,qpsq




pcos θ, sin θq �

b

q �
�

1
k
� p

�2

hp,qpsq
p� sin θ, cos θq

�

�,�
lnphp,qpsqq

?

k
� b

�


.

Seja A a isometria linear de Rn�2
� Snk � R dada por

Apeiq :�

$

'

'

'

&

'

'

'

%

ei, se i P t1, � � � , mu;

cos θem�1 � sin θem�2, se i � m� 1;

	 sin θem�1 � cos θem�2, se i � m� 2;

�em�3, se i � m� 3.

Dessa forma,

A�1gps, xq � bem�3 �

�

�sx,

?

2
2

�

�

hp,qpsq �
1
k
� p

hp,qpsq

�

,

?

2
2

�

b

q �
�

1
k
� p

�2

hp,qpsq
,
lnphp,qpsqq

?

k

�


.

Portanto o corolário é válido.

Corolário 6.10. Seja g a imersão isométrica umbílica e não totalmente geodésica dada pelo
corolário anterior. Nessas condições

(I) A imersão g tem codimensão substancial igual a 1 se, e só se, q �
�

1
k
� p

�2
.

(II) Se a codimensão de g é 1, ie. q �
�

1
k
� p

�2
, então,

gps, xq �

�

sx,�




1
k
� s2 , 0,

lnphp,pp�1{kq2psqq
?

k

�

.
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(III) q � 0 se, e só se, q �
�

p� 1
k

�2
� 0.

Demonstração.

(I): Se n � m então q �
�

1
k
� p

�2
e a codimensão da imersão g é um. Suponhamos então que

n � m� 1. Neste caso a codimensão substancial de g é um se, e somente se, existe uma subva-
riedade totalmente geodésica Smk � S

m�1
k tal que gps, xq P Smk � R, para quaisquer ps, xq. Mas

isso é equivalente e dizer que os os vetores

?

2
2

�

hp,qpsq �

�

1
k
� p

�

hp,qpsq

�

em�1 e

b

q �
�

1
k
� p

�2

?

2 hp,qpsq
em�2

são LD para todo s, ou seja, que q �
�

1
k
� p

�2
. •

(II): Precisamos mostrar apenas que

s2
�

1
2

�

hp,pp�1{kq2psq �
1
k
� p

hp,pp�1{kq2psq

�2

�

1
k
.

Mas

s2
�

1
2

�

hp,pp�1{kq2psq �
1
k
� p

hp,pp�1{kq2psq

�2

�

1
k
�

� 2s2
� h2

p,pp�1{kq2psq �
✄
✄
✄2
k
� 2p�

�

1
k
� p

�2

h2
p,pp�1{kq2psq

�

✄
✄
✄2
k
�

� 2s2
� p� s2

�

d

pp� s2
q

2
�

�

p�
1
k


2

� 2p�

�

1
k
� p

�2

p� s2
�

b

pp� s2
q

2
�

�

p� 1
k

�2
� 0 �

�

�

�s2
� p�

d

pp� s2
q

2
�

�

p �
1
k


2
�

�

�

�

�p� s2
�

d

pp� s2
q

2
�

�

p �
1
k


2
�

�

�

�

�

1
k
� p


2

� 0 � �✘✘✘✘✘�

p� s2
�2
�✘✘✘✘✘�

p� s2
�2
�

❍❍❍❍❍❍

�

p�
1
k


2

�

❍❍❍❍❍❍

�

1
k
� p


2

� 0.

Como a última fórmula é verdadeira, então o item (II) também o é. •

(III): Como q ¥
�

p� 1
k

�2
, então q � 0 se, e somente se, q �

�

p � 1
k

�2
� 0. •

6.4 Classificação das imersões umbílicas em S
n
k � R

Para cada pp, qq P I �

!

pp, qq P R2 :
�

p � 1
k

�2
¤ q   p2

)

consideremos o intervalo Ip,q :�
�

�

b

p2
�q

2p
,
b

p2
�q

2p

�

.

Lema 6.11. Para cada pp, qq P I , Ip,q � Jp,q.
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Demonstração. De fato, dado pp, qq P I , então q   p2 logo

?

q   p ñ p �
?

q   2p ñ 0  

d

p�
?

q

2p
  1 ñ

a

p�
?

q �

d

p�
?

q

2p
 

a

p�
?

q .

Portanto
b

p2
�q

2p
 

a

p�
?

q e Ip,q � Jp,q.

Observação 6.12. Seja Ψ: Em�3
Ñ Em�3 a isometria dada por

Ψpx1, � � � , xm�3q �

�

x1, � � � , xm, Apxm�1, xm�2q,�xm�3 �
c
?

k




,

em que A é a isometria linear dada pela matriz

1
?

q
�

�

�

1
k
� p

b

q �
�

1
k
� p

�2

b

q �
�

1
k
� p

�2
�

�

1
k
� p

�

�

� .

Dessa forma A � A�1 e

A

�

�

�

?

2
2

�

p

1

k
�p
q

hp,qpsq
?

q
�

?

q

hp,qpsq

�

b

q�
p

p� 1

kq
2

hp,qpsq
?

2q

�

�

�

�

�

?

2
2

�

�

❳❳❳❳❳❳❳
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq

q
�

1

k
�p

hp,qpsq
� hp,qpsq �

❳❳❳❳❳❳❳
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq

q

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘
p

1

k
�p
q

b

q�
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq

q
�

b

q�
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq
�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘
p

1

k
�p
q

b

q�
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq

q

�

�

�

�

?

2
2

�

�

hp,qpsq �
1

k
�p

hp,qpsq
b

q�
p

1

k
�p
q

2

hp,qpsq

�

� .

Portanto Yp,q � Ψ � Zp,q e Zp,q � Ψ�1
� Yp,q � Ψ � Yp,q.

Proposição 6.13. Sejam n P tm,m� 1u, Yp,q e Zp,q como no início do capítulo e

Mp,q :�

#

Yp,q
�

Sm�1
� J̄p,q

�

Y Zp,q
�

J̄p,q � Sm�1
�

, se q � 0;

Yp,qpJp,q � Sm�1
q, se q � 0.

Então:

(I) Mp,q é uma subvariedade umbílica, completa e não totalmente geodésica de Snk � R.
(II) Mp,q tem codimensão substancial igual a 1 se, e só se, q �

�

1
k
� p

�2
.

(III) Se pp, qq � p

1
k
, 0q, então Mp,q é difeomorfa a R

m. Em todos os outros casos Mp,q é difeo-
morfa à esfera Sm.

(IV) Se q �
�

1
k
� p

�2
e Mp,q � Sm�R, em que Sm � Sn é uma subvariedade totalmente geodé-

sica, então Mp,q é homotópica a um ponto em Sm �R quando p ¤ 1
k
, e não é homotópica

a um ponto quando p ¡ 1
k
.

(V) Mp,q e Mp1,q1 são congruentes se, e somente se, pp, qq � pp1, q1q.
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Demonstração. Provaremos apenas o caso em que n � m � 1, sendo o outro análogo e mais
simples.
(I): Seja ϕ : Snk � RÑ En�1

zt0u o difeomorfismo conforme dado por ϕpx, tq :� e
?

k t
� x. Calcu-

lemos ϕ � Yp,q e ϕ � Zp,q

pϕ � Yp,qqps, xq � hp,qpsq

�

�sx,

?

2
2

�

hp,qpsq �
1
k
� p

hp,qpsq

�

,

b

q �
�

p� 1
k

�2

?

2 hp,qpsq

�




�

�

�

�shp,qpsqx,

?

2
2

�

h2
p,qpsq �

1
k
� p

�

,

?

2
2

d

q �

�

p �
1
k


2
�




�

�

�

shp,qpsqx,

?

2
2

�

h2
p,qpsq � p

�

, 0



�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

p�
1
k


2
�


.

pϕ � Zp,qqps, xq �

?

q

hp,qpsq

�

�sx,

?

2
2

�

�

�

1
k
� p

�

hp,qpsq
?

q
�

?

q

hp,qpsq

�

,

b

q �
�

p � 1
k

�2
hp,qpsq

?

2q

�




�

�

�

�

?

q sx

hp,qpsq
,

?

2
2

�

1
k
� p�

q

h2
p,qpsq

�

,

b

q �
�

p� 1
k

�2

?

2

�




�

�

�

sh̄p,qpsqx,

?

2
2

�

h̄2
p,qpsq � p

�

, 0



�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

p�
1
k


2
�


,

em que h̄p,qpsq :�
?

q

hp,qpsq
. Além disso,

p� s2
�

b

pp� s2
q

2
� q �

q

p� s2
�

b

pp� s2
q

2
� q

ñ h̄p,qpsq �

b

p� s2
�

a

pp� s2
q

2
� q .

Por outro lado
�

�

�

�

�

shp,qpsqx,

?

2
2

�

h2
p,qpsq � p

�

, 0



�

�

�

�

2

� s2h2
p,qpsq �

�

h2
p,qpsq � p

�2

2
�

� s2

�

p� s2
�

b

pp � s2
q

2
� q




�

�

✁p� s2
�

b

pp� s2
q

2
� q � ✁p


2

2
�

� �s4
� ps2

� s2

b

pp� s2
q

2
� q �

s4
� 2s2

b

pp� s2
q

2
� q � pp� s2

q

2
� q

2
�

� ���s
4
�

❩
❩ps
2
�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

s2

b

pp� s2
q

2
� q ���s

4
�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

s2

b

pp� s2
q

2
� q �❩

❩ps
2
�

p2
� q

2
�

�

p2
� q

2
.
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Do mesmo modo,
�

�

�

�

�

sh̄p,qpsqx,

?

2
2

�

h̄2
p,qpsq � p

�

, 0



�

�

�

�

2

� s2h̄2
p,qpsq �

�

h̄2
p,qpsq � p

�2

2
�

� s2

�

p� s2
�

b

pp � s2
q

2
� q




�

�

✁p� s2
�

b

pp� s2
q

2
� q � ✁p


2

2
�

� �s4
� ps2

� s2

b

pp� s2
q

2
� q �

s4
� 2s2

b

pp� s2
q

2
� q � pp� s2

q

2
� q

2
�

� ���s
4
�

❩
❩ps
2
�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

s2

b

pp� s2
q

2
� q ���s

4
�

✘✘✘✘✘✘✘✘✘✘

s2

b

pp� s2
q

2
� q �❩

❩ps
2
�

p2
� q

2
�

�

p2
� q

2
.

Dessa forma, se Rm�1 :� tx P En�1 : xn�1 � 0u, então

pϕ � Yp,qq
�

Jp,q � S
m�1

�

Y pϕ � Zp,qq
�

Jp,q � S
m�1

�

�

�

�

�S

�

0,




p2
� q

2

�

X R
m�1

�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�




�

� .

Afirmação 1: 0 P

�

S

�

0,
b

p2
�q

2




X Rm�1
�

?

2
2

�

0, 1
k
,

b

q �
�

1
k
� p

�2

�

se, e somente se,

q �
�

1
k
� p

�2
� 0.

De fato,

0 P

�

�S

�

0,




p2
� q

2

�

X R
m�1

�

?

2
2

�

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�




�

�

�

� 0 P S

�

�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�


;




p2
� q

2

�


 e

0 P

$

&

%

x P E
n�1 : xn�1 �

?

2
2

d

q �

�

1
k
� p


2

,

.

-

�

�

�

�

�

�

�

�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�




�

�

�

�

�

�

2

�

p2
� q

2
e q �

�

1
k
� p


2

�

�

1
k2

�

2p
k
�

1
k2

e q �

�

1
k
� p


2

� p �
1
k

e q �

�

1
k
� p


2

.

Portanto a afirmação é verdadeira. X

Como
�

�S

�

0,

?

p2
� q

?

2




X R
m�1

�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2

�




�

�

zt0u,
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é uma subvariedade umbílica e completa de En�1
zt0u, então

ϕ�1

�

�

�

�S

�

0,

?

p2
� q

?

2




X R
m�1

�

?

2
2

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2

�




�

�

zt0u

�


,

é uma subvariedade umbílica e completa de Sn � R.
Suponhamos que pp, qq �

�

1
k
, 0
�

. Neste caso

J 1

k
,0 �

�

�

1
?

k
,

1
?

k




e h 1

k
,0psq �

?

2




1
k
� s2 .

Assim,

�

ϕ � Y 1

k
,0

	

ps, xq �

�

?

2 s




1
k
� s2

� x,

?

2
2

�

1
k
� 2s2




, 0

�

�

?

2
2

�

0,
1
k
, 0



.

Como a função s ÞÑ
�

?

2 s
b

1
k
� s2 ,

?

2
2

�

1
k
� 2s2

�

	

, com s variando em J̄ 1

k
,0, é uma para-

metrização de um círculo com centro na origem e raio
?

2
2k

em E2, então

!�

ϕ � Y 1

k
,0

	

ps, xq : s P J 1

k
,0 e x P S

m�1
)

�

�

S

�

0,
1

?

2k




X R
m�1

�

�

0,

?

2
2k

, 0

�

zt0u,

ou seja, M 1

k
,0 é a imagem inversa por ϕ de uma subvariedade umbílica e completa de En�1

zt0u.
Portanto M 1

k
,0 também é uma subvariedade umbílica e completa de Sn � R.

Suponhamos agora que pp, qq �
�

1
k
, 0
�

e sejam s
β1

ÞÑ

�

shp,qpsq,
?

2
2

�

h2
p,qpsq � p

�

	

e s
β2

ÞÑ

�

sh̄p,qpsq,
?

2
2

�

h̄2
p,qpsq � p

�

	

, com s variando em J̄p,q, duas curvas em E2.

Afirmação 2: β1

�

J̄p,q
�

Y β2

�

J̄p,q
�

� S

�

0,
b

p2
�q

2




� E2.

Já sabemos que βi
�

J̄p,q
�

� S

�

0,
b

p2
�q

2




. Por outro lado,

β1

�

�

a

p�
?

q
	

�

�

�

a

p
?

q � q ,

?

q � p
?

2




,

β2

�

�

a

p�
?

q
	

�

�

�

a

p
?

q � q ,

?

q � p
?

2




,

β1p0q �

�

0,




p2
� q

2

�

, β2p0q �

�

0,�




p2
� q

2

�

,

β1

�

a

p�
?

q
	

�

�

a

p
?

q � q ,

?

q � p
?

2




, β2

�

a

p�
?

q
	

�

�

a

p
?

q � q ,

?

q � p
?

2




.

Dessa forma, como β1 e β2 são contínuas, então β1

�

J̄p,q
�

Y β2

�

J̄p,q
�

� S

�

0,
b

p2
�q

2




. X
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Como β1

�

J̄p,q
�

Y β2

�

J̄p,q
�

� S

�

0,
b

p2
�q

2




� E2, então

pϕ � Yp,qq
�

J̄p,q � S
m�1

�

Y pϕ � Zp,qq
�

J̄p,q � S
m�1

�

�

� S

�

0,




p2
� q

2

�

X R
m�1

�

?

2
2

�

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�


.

Conclusão: Mp,q é uma subvariedade umbílica e completa de Sn�1
�R. Além disso, como a

imersão Yp,q não é totalmente geodésica (pelo Corolário 6.9), então Mp,q também não é total-
mente geodésica, para nenhum pp, qq P I . •

(II): Suponhamos que Mp,q tenha codimensão substancial igual a 1. Neste caso a imersão
Yp,q : Sm�1

� Ip,q Ñ S
n
k � R tem codimensão substancial igual a 1 e, pelo Corolário 6.10,

q �
�

1
k
� p

�2
.

Suponhamos agora que q �
�

1
k
� p

�2
. Neste caso, pela definição de Yp,q e de Zp,q, Mp,q tem

codimensão substancial igual a 1. •

(III): Se pp, qq � p

1
k
, 0q, então a Mp,q é a imagem inversa pelo difeomorfismo ϕ do conjunto

��

S

�

0,

?

2
2k




X R
m�1

�

�

�

0,

?

2
2k

, 0

�

zt0u,

portanto M 1

k
,0 é difeomorfa a Rm. Em todos os outros casos Mp,q é a imagem inversa de uma

m-esfera, portanto em todos os outros casos Mp,q é difeomorfa a uma m-esfera. •

(IV): Como q �
�

1
k
� p

�2
, então Yp,q pJp,q � Sm�1

q � Smk �R, em que Smk � tx P Sn : xn�1 � 0u.
Do mesmo modo, Zp,q pJp,q � Sm�1

q � Sm � R. Dessa forma

pϕ � Yp,qq
�

Jp,q � S
m�1

�

� R
m�1 e pϕ � Zp,qq

�

Jp,q � S
m�1

�

� R
m�1,

em que Rm�1
� tx P Rm�2 : xm�2 � 0u.

Como ϕ pMp,qq � Rm�1
zt0u é uma esfera com centro em

?

2
2

�

0, � � � , 0, 1
k
, 0
�

e raio
b

p2
�q

2
,

então ϕ pMp,qq é homotópica a um ponto quando
b

p2
�q

2
¤

?

2
2k

, e não é homotópica a um ponto

quando
b

p2
�q

2
¡

?

2
2k

. Mas




p2
� q

2
�

?

2
2




✓✓p
2
� ✓✓p

2
�

2p
k
�

1
k2

�

?

2
2

d

�

2p�
1
k




1
k
.

∴




p2
� q

2
¤

?

2
2k

�

d

�

2p�
1
k




1
k
¤

1
k
� 2p�

1
k
¤

1
k
�

� p ¤
1
k
.

Portanto Mp,q é homotópica a 0 quando p P
�

1
2k
, 1
k

�

, e não é homotópica a 0 quando p ¡ 1
k
.

•

(V): Suponhamos que Mp,q e Mp1,q1 sejam congruentes, logo existe uma isometria φ : Snk �RÑ

Snk � R tal que Mp1,q1 � φ pMp,qq. Por outro lado, pelo Lema A.19, as isometrias de Snk � R são
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do tipo φ1 � φ2, em que φ1 : Snk Ñ Snk é uma transformação ortogonal e φ2 : RÑ R é dada por
φ2ptq � �t� a.

Pela observação 6.12, sabemos que Ψ pMp,qq �Mp,q, ou seja, φ pMp,qq � pφ�Ψq pMp,qq. Dessa
forma, se φ2ptq � �t�a, então podemos trocar φ por φ̃ :� φ�Ψ de forma que φ̃2 � φ2�Ψ2 � t�ã,
em que ã � a�

ln
?

q
?

k
. Portanto podemos sempre supor que φ2ptq � t� a.

Por outro lado,

�

ϕ � φ � ϕ�1
�

�

e
?

k tx
	

� pϕ � φq px, tq � ϕ pTx, t� aq � e
?

k a
�

Te
?

k tx
	

,

em que T P Opnq. Como φ pMp,qq �Mp1,q1, então

e
?

k a
� T

�

�S

�

0,




p2
� q

2

�

X R
m�1

�

?

2
2

�

�

�0,
1
k
,

d

q �

�

1
k
� p


2
�




�

�

�

S

�

0,




p12 � q1

2

�

X R
m�1

�

?

2
2

�

�

�0,
1
k
,

d

q1 �

�

1
k
� p1


2

�


. (6.15)

Da fórmula acima deduzimos o seguinte sistema:
$

'

'

'

&

'

'

'

%

e
?

k a

b

p2
�q

2
�

b

p12�q1

2
,

e
?

k aT

�

?

2
2

�

0, 1
k
,

b

q �
�

1
k
� p

�2

�

�

?

2
2

�

0, 1
k
,

b

q1 �
�

1
k
� p1

�2



,

T pRm�1
q � R

m�1.

Por outro lado, Rm�1
� tx P En�1 : xn�1 � 0u � tpx, y, 0q P Rm

� R� Ru. Assim, das duas
últimas equações do sistema acima segue que

$

&

%

e
?

k aT
�

0, 1
k
, 0
�

�

�

0, 1
k
, 0
�

,

e
?

k aT

�

0, 0,
b

q �
�

1
k
� p

�2



�

�

0, 0,
b

q1 �
�

1
k
� p1

�2



.

Logo a � 0, T p0, 1, 0q � p0, 1, 0q, T p0, 0, 1q � p0, 0, 1q,
b

q �
�

1
k
� p

�2
�

b

q1 �
�

1
k
� p

�2
e

?

p2
� q �

a

p12 � q1 . Portanto

✟✟✟✟
q � p2

�

❆
❆
❆

1
k2
�

2p
k
�✘✘✘✘
q1 � p1

2
�

❆
❆
❆

1
k2
�

2p1

k
ñ p � p1 ñ q � q1.

Prova do Teorema 6.1.
(ñ): Suponhamos que f seja uma imersão isométrica umbílica e não totalmente geodésica.

Afirmação 1: ker S � t0u e ker R � t0u.
De fato, como SX � 〈X, T 〉 ξ e RX 〈X, T 〉T , então ker S � t0u e ker R � t0u em todo

ponto de M . X

Se S � 0, então vale o item (I) pela Proposição 5.2, do contrário existe um aberto U � M

no qual S é não nula, ker S � t0u e ker R � t0u.
Como S � 0, ker S � t0u, ker R � t0u e η1 � ı

�

η � ν1 � 0 em todos os pontos de U , então
(pelas Proposições 5.7 e 6.3) f |U � p1�Idq� f̃ em que 1 : Sm1

k Ñ֒ Sn é uma inclusão totalmente
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geodésica, Id: R Ñ R é a identidade, f̃ : U Ñ S
m1

k � R é uma imersão isométrica umbílica e
f̃pUq � gpI �Bq, em que g é dada por

g : I �B Ñ S
m1

k � R

pt, ξq ÞÑ

�

pγ1ptqξ, γ2ptqq ; γ3ptq
�

,

sendo m1 P tm,m � 1u, B � Sm�1 um subconjunto aberto, I um intervalo, γ1ptq ¡ 0,
γ1ptqξ P Em, γ2ptq P Em1�1�m,

�

γ1ptqξ, γ2ptq
�

P S
m1

k e γ3ptq P R.
Provaremos apenas o caso em que m1 � m � 1, sendo o outro caso análogo. Como

m1 � m� 1, então γ2ptq é um vetor com duas coordenadas em E2. Dessa forma,

gpt, ξq �
�

pγ1ptqξ, γ2ptq, γ3ptqq ; γ4ptq
�

,

em que γ1ptq ¡ 0, γ1ptqξ P Em, pγ2ptq, γ3ptqq P E2
� Em1�1�m,

�

γ1ptqξ, γ2ptq, γ3ptq
�

P S
m1

k e
γ4ptq P R.

Como γ4 não é constante, pois S � 0, então podemos aplicar o Corolário 6.9. Logo existem
pp, qq P I tais que (restringindo U e B e reparametrizando a curva γ se necessário, e a menos
de um movimento rígido em S

m1

k � R)

f̃pUq � tYp,qps, xq : x P B e s P Ju ,

em que J � Jp,q é um intervalo aberto. Dessa forma, f̃pUq �Mp,q e fpUq � p1 � Idq pMp,qq �

S
m1

k � R � Snk � R.
Seja ϕ : Snk � R Ñ E

n�1
zt0u o difeomorfismo conforme dado por ϕpx, tq � e

?

k tx. Logo
pϕ � fq pUq � pϕ � p1 � Idqq pMp,qq � p � ϕ̃q pMp,qq, em que  : Em1�1

� ϕ pSm1

k � Rq Ñ֒ En�1 é
a inclusão e ϕ̃ : Sm1

k � RÑ Em1�1 é o difeomorfismo conforme dado por ϕ̃px, tq � e
?

k t
� x.

U
f̃ // S

m1

k � R
�

�1�Id //

ϕ̃

&&LLLLLLLLLL
Snk � R

ϕ //
E
n�1

Em1�1
,

�


::uuuuuu

uuu

Por outro lado, sabemos, pela Proposição 6.13, que Mp,q é uma subvariedade umbílica e
completa de Sm1

� R e que ϕ pMp,qq é uma subvariedade umbílica e completa de Rm1�1
zt0u.

Portanto pϕ � fqpMq � pϕ � p1 � Idqq pMp,qq e f̃pMq �Mp,q.
Assim, denotando por I : Mp,q Ñ֒ S

m1

k � R a inclusão umbílica, então f̃ � I � f̄ em que
f̄ : M ÑMp,q é a isometria local dada por f̄pxq � f̃pxq. Portanto f � p1� Idq � I � f̄ como no
enunciado do Teorema. •

(ð): Suponhamos agora que f seja como nos itens (I) ou (II). Se f é como no item (I), então
claramente f é umbílica, senão f é umbílica pela Proposição 6.13.
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Apêndice A

Alguns resultados utilizados

Neste apêndice colocamos diversos resultados utilizados durante a tese mas que não são de-
monstrados no texto principal. Separamos esses resultados em três seções conforme o assunto.
A primeira seção apresenta alguns resultados de Cálculo: o estudo de um subconjunto de R, a
integral (primitiva) de uma função e as soluções de uma EDO linear de segunda ordem não ho-
mogênea. Na segunda seção são apresentados alguns resultados de álgebra linear. Na terceira
e última seção do apêndice são colocados resultados referentes às Variedades Diferenciáveis e à
Geometria Riemanniana (e Pseudo-Riemanniana). Alguns resultados da última seção não são
demonstrados aqui, mas são dadas referências nas quais tais resultados podem ser consultados.

A.1 Resultados de Cálculo

A.1.1 O conjunto I :�
!

x P R : pp� x2
q

2
� q ¡ 0

)

Sejam p e q números reais para os quais o conjunto I :�
!

x P R : pp� x2
q

2
� q ¡ 0

)

é não
vazio. A tabela abaixo nos dá o conjunto I de acordo com os p e q escolhidos.

Tabela A.1: Conjunto I.

I Condições sobre p e q

R p ¤ 0 e p2
¡ q, ou q   0

�

�8,�
a

p�
?

q
�

Y

�

a

p�
?

q ,8
�

p2
¤ q

�

�8,�
a

p�
?

q
�

Y

�

�

a

p�
?

q ,
a

p�
?

q
�

Y

�

a

p�
?

q ,8
�

p ¡ 0 e 0 ¤ q   p2

A.1.2 Uma integral

Queremos encontrar uma primitiva da função x ÞÑ x
?

pp�x2
q

2
�q

.
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Caso q � 0.

»

x
b

pp� x2
q

2
� q

dx
u:�x2

�p
�

1
2

»

1
|u|
du �

$

'

'

&

'

'

%

ln
p

x2
�p
q

2
, se p ¤ 0;

ln
p

x2
�p
q

2
, se p ¡ 0 e x R

�

�

?

p ,
?

p
�

;

�

ln
p

p�x2
q

2
, se p ¡ 0 e x P

�

�

?

p ,
?

p
�

.

(A.1)

Caso q   0.

»

x
b

pp� x2
q

2
� q

dx
u�x2

�p
�

1
2

»

1
?

u2
� q

du
c:�

?

�q
�

1
2

»

1
?

u2
� c2

du �

tan θ:�u
c

�

1
2

»

sec θdθ �
1
2

ln psec θ � tan θq �
1
2

ln
�

?

u2
� c2

� u
	

.

∴

»

x
b

pp� x2
q

2
� q

dx �
1
2

ln
�

x2
� p�

b

pp� x2
q

2
� q




. (A.2)

Caso q ¡ 0.

»

x
b

pp� x2
q

2
� q

dx
u�x2

�p
�

1
2

»

1
?

u2
� q

du
c:�

?

q
�

1
2

»

1
?

u2
� c2

du �

cos θ:� c
|u|

e θ�u¡0
�

1
2

»

sec θdθ �
1
2

ln psec θ � tan θq �

#

1
2

ln
�

u�
?

u2
� c2

�

, se u ¡ c;
1
2

ln
�

�u�
?

u2
� c2

�

, se u   �c.

Observação A.1. Para u   �c,

� u�
?

u2
� c2

�

c2

�u�
?

u2
� c2

ñ

ñ ln
�

�u�
?

u2
� c2

	

� ln
�

c2

�u�
?

u2
� c2




� � ln
�

�u�
?

u2
� c2

	

� lnpc2
q.

Logo
»

1
?

u2
� c2

du � ln
�

�u�
?

u2
� c2

	

� � ln
�

�u�
?

u2
� c2

	

�K.

Portanto

»

x
b

pp� x2
q

2
� q

dx �

$

'

'

'

'

&

'

'

'

'

%

1
2

ln
�

x2
� p�

b

pp� x2
q

2
� q




, se p ¤ 0, ou se p ¡ 0 e

x2
¡ p�

?

q ;

�

1
2

ln
�

p� x2
�

b

pp� x2
q

2
� q




, se p ¡ 0 e x2
  p�

?

q .

(A.3)
Podemos resumir tudo o que foi visto até agora com a seguinte tabela:
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Tabela A.2: Integral
³

x
?

pp�x2
q

2
�q
dx Domínio da primitiva Condições sobre p e q

R p ¤ 0 e p2
¡ q,

1
2

ln
�

x2
� p�

b

pp� x2
q

2
� q




ou q   0
�

�8,�
a

p �
?

q
�

Y p2
¤ q, ou

Y

�

a

p�
?

q ,8
�

p ¡ 0 e 0 ¤ q   p2

�

1
2

ln
�

p� x2
�

b

pp� x2
q

2
� q




�

�

a

p�
?

q ,
a

p�
?

q
�

p ¡ 0 e 0 ¤ q   p2

A.1.3 Soluções de uma EDO

Consideremos a EDO

x �
�

�

p� x2
�2
� q

�

� y2 �
�

x4
� p2

� q
�

� y1 � x3
� y � 0. (A.4)

Lema A.2. Seja I um intervalo no qual pp� x2
q

2
� q ¡ 0. Nessas condições, o conjunto de

soluções, definidas em I, da EDO (A.4) são combinações lineares das funções

e

³

x
?

p

p�x2
q

2
�q

dx

e e
�

³

x
?

p

p�x2
q

2
�q

dx

. (A.5)

Demonstração. Para provarmos isso basta mostrar que cada uma das funções acima satisfaz a
EDO (A.4).

Seja f : I Ñ R dada por

fpxq :� e
�

³

x
?

p

p�x2
q

2
�q

dx

.

Dessa forma,

f 1pxq � �

x
b

pp� x2
q

2
� q

� e
�

³

x
?

p

p�x2
q

2
�q

dx

� �

x
b

pp� x2
q

2
� q

� fpxq,

f 2pxq � �

b

pp� x2
q

2
� q � x ✁2pp�x

2
qp�2xq

✁2
?

pp�x2
q

2
�q

pp� x2
q

2
� q

� fpxq �
x2

pp� x2
q

2
� q

� fpxq �

�

�

�

p� x2
�2
� q

�

�1

�

�

�

�

x4
�✟✟✟2px2

� p2
� q � 2x4

�✟✟✟2px2

b

pp� x2
q

2
� q

� x2

�




� fpxq �

�

�

�

p� x2
�2
� q

�

�1

�

�

�

	

x4
� p2

� q
b

pp� x2
q

2
� q

� x2

�




� fpxq.

Portanto

x �
�

�

p� x2
�2
� q

�

� f 2pxq � px4
� p2

� qq � f 1pxq � x3
� fpxq �

�

�

�

	

❍❍❍❍❍❍❍❍❍

x5
� pp2

� qqx
b

pp� x2
q

2
� q

���x
3
�

❍❍❍❍❍❍❍❍❍

x5
� pp2

� qqx
b

pp� x2
q

2
� q

���x
3

�




� fpxq � 0.
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Conclusão: as soluções da EDO (A.4) no intervalo I são combinações lineares das funções
definidas em (A.5).

Corolário A.3. Seja I o maior intervalo no qual a EDO (A.4) está definida. Nessas condições,
as soluções da EDO (A.4) definidas em I e o intervalo I são dados pela seguinte tabela:

Tabela A.3: Soluções da EDO (A.4)

Solução da EDO Intervalo I Condições sobre p e q

R p ¤ 0 e p2
¡ q,

c1

�

x2
� p�

b

pp� x2
q

2
� q




1

2

� ou q   0

�c2

�

x2
� p�

b

pp� x2
q

2
� q




�

1

2
�

�8,�
a

p�
?

q
�

p2
¤ q, ou

ou
�

a

p�
?

q ,8
�

p ¡ 0 e 0 ¤ q   p2

c1

�

p� x2
�

b

pp� x2
q

2
� q




�

1

2

�

�

�

a

p�
?

q ,
a

p�
?

q
�

p ¡ 0 e 0 ¤ q   p2

�c2

�

p� x2
�

b

pp� x2
q

2
� q




1

2

Demonstração. A Tabela A.3 é obtida juntando o Lema (A.2) com a Tabela A.2.

A.2 Resultados de Álgebra Linear

Lema A.4. Seja T : V Ñ W uma transformação linear entre espaços vetoriais com produto
interno positivo definido, então kerT tT � ker T .

Demonstração.

X P ker T tT �

〈

T tTX, Y
〉

� 0, �Y P V � 〈TX, TY 〉 � 0, �Y P V � X P ker T.

Portanto ker T tT � ker T .

Definição A.5. Sejam V e W dois espaços vetoriais com produto interno não degenerado. Di-
zemos que uma transformação linear T : V Ñ W é uma semelhança se existe λ ¡ 0 tal que
}T pxq} � λ2

}x}2, para todo x P V . O número real λ é chamado de razão da semelhança T e T
é dita uma semelhança de razão λ.

Lema A.6. Sejam V e W dois espaços vetoriais com produto interno não degenerado. Nessas
condições, se T : V Ñ W é uma semelhança com razão λ e B é uma base ortonormal de V ,
então λ�1

� T pBq é um subconjunto ortonormal de W . Além disso, T leva vetores tipo espaço
em vetores tipo espaço, vetores tipo tempo em vetores tipo tempo e leva vetores tipo luz em
vetores tipo luz.

Inversamente suponhamos que exista uma base ortonormal B de V tal que λ�1
� T pBq seja

um subconjunto ortonormal de W . Nessas condições, se T leva vetores tipo espaço em vetores
tipo espaço, vetores tipo tempo em vetores tipo tempo e vetores tipo luz em vetores tipo luz,
então T é uma semelhança de razão λ.
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Demonstração. Suponhamos que T seja uma semelhança com razão λ e seja B � tv1, � � � , vnu

uma base ortonormal de V . Nessas condições,

〈Tx, Ty〉 �
}T px� yq}2

� }Tx}2
� }Ty}2

2
� λ2 }x� y}2

� }x}2
� }y}2

2
� λ2 〈x, y〉 .

Dessa forma
〈

λ�1
� Tvi, λ

�1
� Tvj

〉

� 〈vi, vj〉 .

Portanto λ�1
� T pBq � tλ�1

� Tv1, � � � , λ
�1
� Tvnu é um subconjunto ortonormal de W . Além

disso, como }Tx}2
� λ2

}x}2, então T leva vetores tipo espaço em vetores tipo espaço, vetores
tipo tempo em vetores tipo tempo e leva vetores tipo luz em vetores tipo luz.

Suponhamos agora que T leva vetores tipo espaço em vetores tipo espaço, vetores tipo
tempo em vetores tipo tempo e vetores tipo luz em vetores tipo luz e que B � tv1, � � � , vnu

seja uma base ortonormal de V tal que λ�1
�T pBq seja um subconjunto ortonormal de W . Seja

x �
°n

i�1 xivi um elemento qualquer de V . Nessas condições

}Tx}2
� λ2

�

�

�λ�1
� Tx

�

�

2
� λ2

�

ņ

i,j�1

xixj �
〈

λ�1
� Tvi, λ

�1
� Tvj

〉

� λ2
�

ņ

i�1

xi
2
}λ�1

� Tvi}
2
�

� λ2
�

ņ

i�1

xi
2
}vi}

2
� λ2

� }x}2.

Portanto T é uma semelhança de razão λ.

Corolário A.7. T : V ÑW é uma semelhança de razão λ se, e somente se, λ�1
�T : V Ñ T pV q

é uma isometria linear.

Lema A.8. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e com produto interno positivo de-
finido. Se a transformação linear T : V Ñ W tem posto igual a 1, então T pxq � 〈x, v〉T pvq,
para todo x P V , em que v P pker T qK é um vetor unitário.

Demonstração. Seja n :� dim V . Como o posto de T é 1, então dim pkerT q � n� 1. Tomemos
então v P pker T qK unitário e seja x P V um vetor qualquer. Assim, x� 〈x, v〉 v P tvuK � kerT ,
portanto

T pxq � T px� 〈x, v〉 vq � 〈x, v〉T pvq � 〈x, v〉T pvq.

Lema A.9. Sejam V e W dois espaços vetoriais de dimensão finita e com produto interno
não degenerado. Se β : V � V Ñ W é uma aplicação bilinear tal que βpX, Y q � 0 sempre que
X K Y , então existe um vetor Z P W tal que βpX, Y q � 〈X, Y 〉Z, para quaisquer X, Y P W .

Demonstração. Sejam n :� dim V e te1, � � � , enu uma base ortonormal de V . Se X �

°n

i�1 xiei
e Y �

°n

i�1 yiei, então

βpX, Y q �

ņ

i,j�1

xiyjβpei, ejq �

ņ

i�1

xiyiβpei, eiq. (A.6)

Por outro lado, se i, j P t1, � � � , nu e i � j, então 0 � βpei�ej , ei�ejq � βpei, eiq�βpej , ejq.
Portanto βpei, eiq � βpej , ejq, quaisquer que sejam os i, j P t1, � � � , nu.

Tomando Z :� βpe1, e1q e substituindo em (A.6), segue o que queríamos provar.
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Lema A.10. Se β : V � V � V Ñ W é uma aplicação trilinear simétrica nas duas primeiras
variáveis e antissimétrica nas duas últimas variáveis, então β é a aplicação nula.

Demonstração. Sejam X, Y, Z P V , logo

βpX, Y, Zq � �βpX,Z, Y q � �βpZ,X, Y q � βpZ, Y,Xq � βpY, Z,Xq � �βpY,X, Zq �

� �βpX, Y, Zq.

Portanto β � 0.

A.3 Resultados de Variedades Diferenciáveis e de Geo-
metria Riemanniana

Lema A.11. Sejam f : M Ñ N e g : N Ñ O duas imersões umbílicas entre variedades rieman-
nianas (ou pseudorriemannianas) com vetores curvatura média ξ e ζ respectivamente, então
g � f : M Ñ O também é umbílica e o vetor curvatura média de g � f é g

�

ξ � ζ � f .

Demonstração. Sejam ∇̃ a conexão riemanniana em O, ∇̄ a conexão riemanniana em N e ∇ a
conexão em M . Logo

∇̃Xpg � fq�Y pxq � g
�

∇̄Xf�Y pxq � αgpf�X, f�Y qpfpxqq �

� pg � fq
�

∇XY pxq � g
�

αf pX, Y q pxq � 〈f
�

X, f
�

Y 〉 ζpfpxqq �

� pg � fq
�

∇XY pxq � 〈X, Y 〉 pxqg
�

ξpxq � 〈X, Y 〉 ζpfpxq.

Portanto αg�f pX, Y q � 〈X, Y 〉 pg
�

ξ � ζ � fq e g � f é uma imersão isométrica umbílica com
vetor curvatura média g

�

ξ � ζ � f .

Lema A.12. Seja Mm uma subvariedade conexa de Rn
t e seja U �

�

xPM tpx, vq : v P Vxu um
fibrado vetorial em M contido em M � R

n
t . Se U for paralelo em R

n
t ao longo de M , então Vx

é um subespaço vetorial constante de Rn
t .

Demonstração. Sejam x0 P M um ponto fixo, tξ1, � � � , ξku um referencial de U em uma vizi-
nhança de x0 e tζk�1, � � � , ζnu uma base de Vx0

K. Dessa forma, ξipxq � px, ζipxqq e

X 〈ξipxq, px, ζjq〉 �
〈

∇̃Xζipxq, ζj
〉

� 0,

para quaisquer X P TxM , i P t1, � � � , ku e j P tk � 1, � � � , nu. Portanto 〈ζipxq, ζj〉 � ai,j é
constante, para cada i P t1, � � � , ku e cada j P tk � 1, � � � , nu.

Por outro lado, 〈ξipx0q, px0, ζjq〉 � 〈ζipx0q, ζj〉 � 0, para quaisquer i P t1, � � � , ku e j P

tk � 1, � � � , nu, ou seja,

ζipxq P

n
£

j�k�1

tζju
K

ñ Vx �

n
£

j�k�1

tζju
K.

Lema A.13. Sejam M uma variedade riemanniana conexa e f : M Ñ N uma imersão isomé-
trica. Se f é paralela, então N1 tem dimensão constante e é paralelo na conexão normal de
f .
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Demonstração. Dados Y,W,Z P ΓpTMq campos quaisquer, valem as igualdades

0 �
�

∇K

Y α
�

pW,Zq � ∇K

Y α pW,Zq � α p∇YW,Zq � α pW,∇Y Zq ñ

ñ ∇K

Y α pW,Zq � α p∇YW,Zq � α pW,∇Y Zq P N1.

Portanto N1 é paralelo na conexão normal de f .
Suponhamos que dim N1pxq � k, nesse caso existem X1, � � � , Xk, Y1, � � �Yk P TxM tais que

N1pxq � ger tα pX1, Y1q , � � � , α pXk, Ykqu e α pX1, Y1q , � � � , α pXk, Ykq são LI.
Seja y P M um ponto qualquer de M e γ : ra, bs Ñ M um caminho suave tal que γpaq � x

e γpbq � y. Consideremos então Xiptq e Yiptq os transportes paralelos dos vetores Xi e Yi ao
longo da curva γ e X � γ1. Dessa forma,

�

∇K

Xα
�

pXi, Yiq � ∇K

Xα pXi, Yiq � α p✘✘✘✘∇XXi, Yiq � α pXi,
❳❳❳❳∇XYiq � ∇K

Xα pXi, Yiq � 0.

Logo

d
dt

〈α pXi, Yiq , α pXj , Yjq〉 �
〈

∇K

γ1ptqα pXi, Yiq , α pXj , Yjq
〉

�

〈

α pXi, Yiq ,∇
K

γ1ptqα pXj , Yjq
〉

� 0.

Pelas igualdades acima, o produto interno 〈α pXiptq, Yiptqq , α pXjptq, Yjptqq〉 é constante ao longo
da curva γ. Portanto os vetores normais α pX1pbq, Y1pbqq , � � � , α pXkpbq, Ykpbqq são LI, ou seja,
dim N1pyq ¥ k � dim N1pxq. Analogamente, podemos demonstrar que dim N1pxq ¥ dim N1pyq

e concluímos que N1 tem dimensão constante em M .

Lema A.14. Sejam M uma variedade riemanniana e L um subfibrado vetorial de M � R
n
t .

Nesse condições, L é um fibrado paralelo se, e somente se LK também o é.

Demonstração. Basta mostrar que se L é paralelo então LK também o é. Sejam então
ξ P Γ

�

LK
�

. Mostraremos que ∇̃Xξ P LK, para qualquer X P TM . Seja então ζ P ΓpLq,
assim

0 � X 〈ξ, ζ〉 ñ

〈

∇̃Xξ, ζ
〉

� �

〈

ξ, ∇̃Xζ
〉

� 0,

pois L é paralelo. Portanto ∇̃Xξ P L, para quaisquer ξ P ΓpLq e X P TM .

Lema A.15. Seja f � f1�f2 : M1�M2 Ñ N1�N2 uma imersão produto. Definamos também,
para cada pp, qq PM1 �M2, as inclusões totalmente geodésicas ıq1, ıp2, If2pqq

1 e If1ppq
2 :

ı
q
1 : M1 Ñ M1 �M2

x ÞÑ px, qq
;

ı
p
2 : M2 Ñ M1 �M2

y ÞÑ pp, yq
;

I
f2pqq
1 : N1 Ñ N1 �N2

x ÞÑ

�

x, f2pqq
� ; I

f1ppq
2 : N2 Ñ N1 �N2

y ÞÑ

�

f1ppq, y
� ;

Nessas condições, para quaisquer X, Y P T
pp,qqM1�M2, existem X1, Y1 P TpM1 e X2, Y2 P TqM2

tais que
αf pX, Y q � I

f2pqq
1

�

αf1
pX1, Y1q � I

f1ppq
2

�

αf2
pX2, Y2q .

M1 �M2
f�f1�f2 // N1 �N2

Π1

��
M1

ı
y
1

OO

f1�Π1�f�ı
y
1 // N1

M1 �M2
f�f1�f2 // N1 �N2

M1

ı
y
1

OO

f1 //

f�ı
y
1
�I

f2pyq

1
�f1

55kkkkkkkkkkkkkkkk

N1

I
f2pyq

1

OO
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Demonstração. Sejam πi : M1 �M2 Ñ Mi e Πi : N1 � N2 Ñ Ni as projeções. Assim π1 � ı
y
1 �

Id |M1
e π2 � ı

x
2 � Id |M2

.
Por outro lado, para quaisquer px, yq PM1 �M2, valem as seguintes igualdades

Π1 � f � ı
y
1 � f1, Π2 � f � ı

x
2 � f2,

f � ı
y
1 � I

f2pyq
1 � f1, f � ıx2 � I

f1pxq
2 � f2.

Sejam agora X, Y P T
pp,qqM1�M2. Como T

pp,qqM1�M2 � ı
q
1
�

TpM1kı
p
2
�

TqM2, então existem
campos X1, Y1 P ΓpTM1q e X2, Y2 P ΓpTM2q tais que

ı
q
1
�

X1ppq � ı
p
2
�

X2pqq � X e ı
q
1
�

Y1ppq � ı
p
2
�

Y2pqq � Y.

Consideremos X̄1, X̄2, Ȳ1, Ȳ2 P ΓpTMq os campos dados por

π1
�

X̄1 � X1, π2
�

X̄1 � 0, π1
�

X̄2 � 0, π2
�

X̄2 � X2,

π1
�

Ȳ1 � Y1, π2
�

Ȳ1 � 0, π1
�

Ȳ2 � 0, π2
�

Ȳ2 � Y2.

Dessa forma,

f
�

X̄1px, yq � f
�

ı
y
1
�

X1pxq � I1
f2pyq

�

f1
�

X1pxq ñ Π1
�

f
�

X̄1 � f1
�

X1 e Π2
�

f
�

X̄1 � 0.

f
�

X̄2px, yq � f
�

ıx2
�

X2pyq � I2
f1pxq

�

f2
�

X2pyq ñ Π1
�

f
�

X̄2 � 0 e Π2
�

f
�

X̄2 � f2
�

X2.

Calculemos αf pX, Y q.

αf pX, Y q � α
�

X̄1 � X̄2, Ȳ1 � Ȳ2

�

pp, qq �
�

∇̄
f
�p

X̄1�X̄2q
f
�

�

Ȳ1 � Ȳ2

�

pp, qq
�

K

�

�

�

∇̄
I

f2pqq

1
�

f1�X1

I
f2pqq
1

�

f1
�

Y1ppq � ∇̄
I

f1ppq

2
�

f2
�

X2

I
f1ppq
2

�

f2
�

Y2pqq
�

K

�

�

�

I
f2pqq
1

�

∇̄1
f1

�

X1
f1

�

Y1ppq � I
f1ppq
2

�

∇̄2
f2

�X2
f2

�

Y2ppq
�

K

�

�

�

I
f2pqq
1

�

f1
�

∇1
X1
Y1ppq � I

f2pqq
1

�

αf1
pX1, Y1q ppq �

� I
f1ppq
2

�

f2
�

∇2
X2
Y2pqq � I

f1ppq
2

�

αf2
pX2, Y2q pqq

�

K

�

�

�

f
�

ı
q
1
�

∇1
X1
Y1ppq � I

f2pqq
1

�

αf1
pX1, Y1q ppq � f

�

ı
p
2
�

∇2
X2
Y2pqq � I

f1ppq
2

�

αf2
pX2, Y2q pqq

�

K

�

� I
f2pqq
1

�

αf1
pX1, Y1q ppq � I

f1ppq
2

�

αf2
pX2, Y2q pqq.

Lema A.16. Seja f � f1 � f2 : M1 �M2 Ñ N1 �N2 uma imersão produto. Nessas condições

(I) f é totalmente geodésica se, e somente se, f1 e f2 são totalmente geodésicas e
(II) f é paralela se, e somente se, f1 e f2 são paralelas.

Demonstração.
(I): Decorre diretamente da fórmula obtida no Lema A.15. •

(II): Sejam X, Y, Z P ΓpTMq. Como ∇Kαf é um tensor, então
�

∇K

Xαf
�

pY, Zqpp, qq depende
apenas dos valores de X, Y e Z no ponto pp, qq P M1 �M2 e sejam então X1, Y1, Z1 P ΓpTM1q,
X2, Y2, Z2 P ΓpTM2q e X̄, Ȳ , Z̄ P ΓpTMq tais que

Xpp, qq � ı
q
1
�

X1ppq � ı
p
2
�

X2pqq, X̄px, yq � ı
y
1X1pxq � ıx2

�

X2pyq

Y pp, qq � ı
q
1
�

Z1ppq � ı
p
2
�

Y2pqq, Ȳ px, yq � ı
y
1Y1pxq � ıx2

�

Y2pyq

Zpp, qq � ı
q
1
�

Y1ppq � ı
p
2
�

Z2pqq, X̄px, yq � ı
y
1Z1pxq � ıx2

�

Z2pyq.
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em que ıq1 e ıp2 são as inclusões totalmente geodésicas dadas no Lema A.15. Dessa forma,
�

∇K

Xαf
�

pY, Zqpp, qq �
�

∇K

X̄αf
� �

Ȳ , Z̄
�

pp, qq �

� ∇K

X̄αf
�

Ȳ , Z̄
�

pp, qq � αf
�

∇X̄ Ȳ , Z̄
�

pp, qq � αf
�

Ȳ ,∇X̄Z̄
�

pp, qq �

�

�

∇̄f
�

ı
q
1
�

X1ppq�f�ı
p
2
�

X2pqq

�

I
f2pqq
1

�

αf1
pY1, Z1qppq � I

f1ppq
2

�

αf2
pY2, Z2qppq

	�

K

�

� αf

�

∇ı
q
1
�

X1ppq�ı
p
2
�

X2pqq rı
q
1
�

Y1ppq � ı
p
2
�

Y2pqqs , ı
q
1
�

Z1ppq � ı
p
2
�

Z2pqq
	

�

� αf

�

ı
q
1
�

Y1ppq � ı
p
2
�

Y2pqq,∇ı
q
1
�

X1ppq�ı
p
2
�

X2pqq pı
q
1
�

Z1ppq � ı
p
2
�

Z2pqqq
	

�

�

�

∇̄
I

f2pqq

1
�

f1
�

X1ppq�I
f1ppq

2
�

f2
�

X2pqq

�

I
f2pqq
1

�

αf1
pY1, Z1qppq � I

f1ppq
2

�

αf2
pY2, Z2qppq

	�

K

�

� αf
�

ı
q
1
�

∇1
X1
Y1ppq � ı

p
2
�

∇2
X2
Y2pqq, ı

q
1
�

Z1ppq � ı
p
2
�

Z2pqq
�

�

� αf
�

ı
q
1
�

Y1ppq � ı
p
2
�

Y2pqq, ı
q
1
�

∇1
X1
X2ppq � ı

p
2
�

∇2
X2
Z2pqq

�

�

�

�

I
f2pqq
1

�

∇̄1
f1

�

X1
αf1

pY1, Z1qppq � I
f1ppq
2

�

∇̄2
f2

�

X2pqq
αf2

pY2, Z2qppq
�

K

�

� I
f2pqq
1

�

αf1

�

∇1
X1
Y1, Z1

�

ppq � I
f1ppq
2

�

αf2

�

∇2
X2
Y2, Z2

�

pqq�

� I
f2pqq
1

�

αf1

�

Y1,∇
1
X1
Z1

�

ppq � I
f1ppq
2

�

αf2

�

Y2,∇
2
X2
Z2

�

pqq �

� I
f2pqq
1

�

∇1K
X1
αf1

pY1, Z1qppq � I
f1ppq
2

�

∇2K
X2pqq

αf2
pY2, Z2qppq�

� I
f2pqq
1

�

αf1

�

∇1
X1
Y1, Z1

�

ppq � I
f1ppq
2

�

αf2

�

∇2
X2
Y2, Z2

�

pqq�

� I
f2pqq
1

�

αf1

�

Y1,∇
1
X1
Z1

�

ppq � I
f1ppq
2

�

αf2

�

Y2,∇
2
X2
Z2

�

pqq �

� I
f2pqq
1

�

�

∇K

X1
αf1

�

pY1, Z1qppq � I
f1ppq
2

�

�

∇K

X2
αf2

�

pY2, Z2qpqq.

Portanto f é paralela se, e somente se, f1 e f2 são paralelas.

Lema A.17. Eηpxq �
£

ψPTK

x M

ker pAψ � 〈ψ, η〉 Idq.

Demonstração.

X P Eηpxq � α pX, Y q � 〈X, Y 〉 η, �Y P TxM �

� 〈AψX, Y 〉 � 〈X, Y 〉 〈η, ψ〉 , �Y P TxM, �ψ P TK

x M �

� AψX � 〈η, ψ〉X, �ψ P TK

x M � pAψ � 〈ψ, η〉 IdqX � 0, �ψ P TK

x M.

Lema A.18. Sejam M uma variedade riemanniana, N uma distribuição em M , B P Nppq e
γ : ra, bs ÑM uma curva suave. Suponhamos que γpaq � p e que Bptq seja o transporte para-
lelo de B ao longo de γ. Nessas condições, se N é paralela, então Bptq P Npγptqq, para todo
t P ra, bs.

Lema A.19. Seja φ : Snk � R Ñ S
n
k � R uma isometria. Nessas condições, existem isometrias

φ1 : Snk Ñ S
n
k e φ2 : RÑ R tais que φ � φ1 � φ2.

Demonstração. Seja p � pp1, p2q P S
n
k � R um ponto. Consideremos TpSnk :� ı

p2

1
�

Tp1
S
n
k �

TpS
n
k � R.

Afirmação 1: π2

�

φ
�

TpS
n
k

�

� t0u.
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Sejam p � pp1, p2q P S
n
k�R e v P TpS

n
k um vetor tangente ao primeiro fator e γ : r�ε, εs Ñ S

n
k

uma geodésica fechada tal que γp0q � p1 e γ1p0q � v. Como γ é uma geodésica, então φ�pγ, p2q

também é uma geodésica em S
n
k � R, em que pγ, p2qptq :� pγptq, p2q. Logo π2 � φ � pγ, p2q é

constante ou é uma geodésica.
Como γ é uma geodésica fechada, então π2 pφpγp�εq, p2qq � π2 pφpγpεq, p2qq, portanto

π2 �φ�pγ, p2q é constante, pois não existem geodésicas fechadas em R. Dessa forma, π2φ�v � 0.
X

Como π2

�

φ
�

TpS
n
k

�

� t0u, então φ
�

TpS
n
k � TφppqS

n
k , logo φ

�

TR � TR. Sejam então
px, yq � φppq e tv1, � � � , vnu uma base ortonormal de TxS

n
k . Tomemos também φ1 P Opnq

tal que φpp1q � x e φ1pviq � φ
�

vi e φ2 : RÑ R

φ2ptq :�

#

t� p2 � y, se φ
�

en�2 � en�2;

�t� p2 � y, se φ
�

en�2 � �en�2;

em que en�2 � p0, � � � , 1q P E
n�1

�R. Dessa forma, φ1 �φ2 : Snk �RÑ S
n
k �R é uma isometria

tal que φppq � pφ1 � φ2qppq, φ�vi � pφ1 � φ2q�vi e φ
�

en�2 � pφ1 � φ2q�en�2.
Seja agora q P S

n
k �R um ponto qualquer. Como S

n
k �R é completa, então q � expp v, para

algum v P TpS
n
k � R. Dessa forma

φpqq � φ
�

expp v
�

� expφppq φ�ppqv � exp
pφ1�φ2qppq

pφ1 � φ2q�ppqv �

� pφ1 � φ2q
�

expp v
�

� pφ1 � φ2qpqq.

Portanto φ � φ1 � φ2.

Lema A.20 (ver [1]). Sejam M , N e Ñ variedades riemannianas e P : Ñ Ñ N uma aplicação
de recobrimento e isometria local. Se f : M Ñ N é uma imersão isométrica umbílica e M é
conexa e simplesmente conexa, então existe uma imersão isométrica umbílica e f̃ : M Ñ Ñ tal
que f � P � f̃ .

Ñ

P

��
M

f̃
>>

f // N

Lema A.21 (Lema de Moore, ver [8]). Sejam M � M1 �M2 uma variedade riemanniana e
f : M Ñ Rn

t uma imersão isométrica. Se α pX, Y q � 0, sempre que X P ΓpTM1q e Y P ΓpTM2q,
então existem uma decomposição ortogonal Rn0

kRn1
kRn2

� Rn
t , um vetor v0 P Rn0, e imersões

isométricas fj : Mj Ñ Rnj tais que fpx1, x2q � pv0, f1px1q, f2px2qq.
Além disso Rnj

� ger tf
�

X : X P TxMj e x PMu, para j P t1, 2u, e v0 � π0pfpxqq, em que
π0 : Rn

t Ñ Rn0 é a projeção ortogonal e Rn0
� pRn1

kRn2
q

K.

Lema A.22 (Teorema de De Rham, ver [11], [23]). Sejam M uma variedade riemanniana e
D uma distribuição em M . Suponhamos ainda que D e DK sejam totalmente geodésicas e
denotemos por N1 e N2 as folhas das distribuições D e DK, respectivamente. Nessas condi-
ções, para cada p P M , existem abertos U � M , U1 � N1 e U2 � N2 e existe uma isometria
ψ : U1 � U2 Ñ U tais que: p P U X U1 X U2 e, para cada px, yq P U1 � U2, ψ pU1 � tyuq é uma
folha de Dpψpx, yqq e ψ ptxu � U2q é uma folha de DK

pψpx, yqq.
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Lema A.23 (ver [23] e [24]). Sejam M uma variedade riemanniana e D uma distribuição to-
talmente geodésica em M . Suponhamos ainda que E :� DK seja uma distribuição esférica e
denotemos por N1 e N2 as folhas das distribuições D e E , respectivamente. Nessas condições,
para cada p P M , existem abertos U � M , U1 � N1 e U2 � N2 e existem uma função dife-
renciável ρ : U1 Ñ R�

�

e uma isometria ψ : U1 �ρ U2 Ñ U tais que: p P U X U1 X U2 e, para
cada px, yq P U1 �ρ U2, ψ pU1 � tyuq é uma folha de Dpψpx, yqq e ψ ptxu � U2q é uma folha de
Epψpx, yqq.
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