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Resumo

Obteremos no presente trabalho quatro principais resultados de existência de

solução fraca, três deles para sistemas de equações diferenciais parciais elípticas com

condições de fronteira não lineares e o outro para equações diferenciais com condições de

fronteira não lineares associadas ao operador p-laplaciano. Estes resultados serão obtidos

quando houver uma certa interação entre as não linearidades de reação e o espectro de

Neumann, e uma interação entre as não linearidades de fronteira e o espectro de Steklov,

associados aos sistemas ou equações. A técnica que utilizaremos está, fundamentalmente,

baseada em métodos de minimax da teoria do ponto crítico.



Abstract

In this work we will obtain four main results of existence of weak solution, three

of them to elliptic partial di�erential systems with nonlinear boundary conditions and

the other to elliptic partial di�erential equations with nonlinear boundary conditions

associated with operator p-laplacian. These results will be obtained when there is a

kind of interaction among the reaction nonlinearities and the Neumann spectra and an

interaction among the boundary nonlinearities and the Steklov spectra, associated with

the systems or equations. The tool that we will use is fundamentally based on minimax

methods in critical point theory.
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Índice de notações

Ω é o fecho de Ω;

∂Ω é a fronteira de Ω;

|A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de RN ;

|A|σ é a σ-medida de um subconjunto A de RN−1;

|U |pp =
N∑
i=1

|ui|p e |V | =
N∑
i=1

|ui|, ∀ U = (u1, · · · , uN) ∈ RN , com 1 < p <∞.

Ck(Ω) = {u : Ω→ R;u é continuamente k vezes diferenciável};

Ck
c (Ω) = {u ∈ Ck(Ω); supp(u) é compacto};

‖u‖∞ = inf{a ≥ 0; |{x ∈ Ω; |u(x)| > a}| = 0};

L∞(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖∞ <∞};

‖u‖p =
(∫

Ω
|u|pdx

) 1
p e ‖u‖p,∂ =

(∫
Ω
|u|pdσ

) 1
p ;

Lp(Ω) = {u : Ω→ R;u é mensurável e ‖u‖p <∞};

Lp(∂Ω) = {u : ∂Ω→ R;u é σ −mensurável e ‖u‖p,∂ <∞};

[Lp(Ω)]2 = {U = (u, v);u, v ∈ Lp(Ω)} e [Lp(∂Ω)]2 = {U = (u, v);u, v ∈ Lp(∂Ω)};

‖U‖pp = ‖u‖pp + ‖v‖pp, ∀ U = (u, v) ∈ [Lp(Ω)]2;

‖U‖pp,∂ = ‖u‖pp,∂ + ‖v‖pp,∂, ∀ U = (u, v) ∈ [Lp(∂Ω)]2;

〈u, v〉2 =
∫

Ω
uvdx, ∀ u, v ∈ L2(Ω) e 〈u, v〉2,∂ =

∫
∂Ω
uvdσ, ∀ u, v ∈ L2(∂)(Ω);

〈U, V 〉 = U · V =
N∑
i=1

uivi, ∀ U = (u1, · · · , uN), V = (v1, · · · , vN) ∈ RN ;

〈U, V 〉2 =
∫

Ω
U · V dx, ∀ U, V ∈ [L2(Ω)]

2 e 〈U, V 〉2,∂ =
∫
∂Ω
U · V dσ, ∀ U, V ∈ [L2(∂Ω)]

2;

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ 1}, onde α = (α1, · · · , αN) é um multi-

índice;

∇u = ( ∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
· · · , ∂u

∂xN
) e |∇u| =

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣;

∇U = (∇u,∇v), para U = (u, v);
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‖u‖1,p = (‖u‖pp + ‖|∇u|‖pp)
1
p ;

H1(Ω) = W 1,2(Ω);

〈u, v〉H1 =
∫

Ω
[∇u · ∇v + uv]dx;

H1
0 (Ω) = C∞c (Ω), onde o fecho é tomado com relação a norma ‖ · ‖1,2;

H0(Ω) = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω);

H(Ω) = H1(Ω)×H1(Ω);

〈U, V 〉H =
∫

Ω
[U · V +∇U · ∇V ]dx, ∀ U, V ∈ H(Ω);

‖U‖2
H = 〈U,U〉H ;

H
1
2 (∂Ω) = {u ∈ L2(∂Ω) : ∃ v ∈ H1(Ω) tal que v |∂Ω= u};

‖u‖
H

1
2

= inf{‖v‖1,2 : v ∈ H1(Ω) e v |∂Ω= u};

4u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

;

4U = (4u,4v), para U = (u, v);

4pu = div(|∇u|p−2∇u);
∂u
∂η

= ∇u · η;

X∗ representa o espaço dual de (X, ‖ · ‖), munido da norma ‖ · ‖∗;

σ(X,X∗) representa a topologia fraca de X;

un → u em (X, ‖ · ‖) ⇔ lim
n→+∞

‖un − u‖ = 0⇔ un converge fortemente para u;

un ⇀ u em (X, ‖ · ‖) ⇔ lim
n→+∞

|f(un) − f(u)| = 0, ∀ f ∈ X∗ ⇔ un converge fracamente

para u.
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Introdução

Neste trabalho, estudaremos quatro problemas de autovalores, a saber: auto-

sistema de Steklov, auto-sistema de Neumann, problema de autovalor de Steklov para

o p-laplaciano e o problema de autovalor de Neumann para o p-laplaciano. Além disso,

usaremos os resultados provados para autovalores para estudar a existência de solução para

uma classe de sistemas de equações elípticas não lineares com condição de fronteira não

linear envolvendo o operador laplaciano e uma classe de equações elípticas não lineares

com condição de fronteira não linear envolvendo o operador p-laplaciano. O primeiro

problema de autovalor a ser estudado será o auto-sistema de Steklov

(I)


−4 U + C(x)U = 0, se x ∈ Ω

∂U

∂η
= µU, se x ∈ ∂Ω,

(1)

sob certas condições sobre Ω e C(x) =

a(x) b(x)

b(x) c(x)

. Uma das di�culdades em lidar

com esse tipo de problema é a necessidade de utilizarmos o operador traço. Inicialmente

referimos o leitor aos artigos [7], [8], [9], [16], [23], [24] e [36], para o caso escalar. O

segundo problema que estudaremos será o auto-sistema de Neumann

(II)


−4 U + C(x)U = λU, se x ∈ Ω

∂U

∂η
= 0, se x ∈ ∂Ω,

(2)

com Ω e C(x) satisfazendo certas condições, que serão vistas posteriormente. Em princí-

pio, citamos, como referência ao leitor, para o caso escalar, [38], [39], [37], [53], e para

o caso de sistema, [3] e [2]. O terceiro problema estudado é o auto-problema de Steklov

10
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envolvendo o operador p-laplaciano

(III)


−4p u+ c(x)|u|p−2u = 0, se x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= µ|u|p−2u, se x ∈ ∂Ω

(3)

com Ω e c(x) satisfazendo certas hipóteses, posteriormente mencionadas e p ∈ (1,∞).

Para este problema encontramos certas di�culdades, pois o espaço em que lidamos não

é mais um espaço de Hilbert, e sim, um espaço de Banach. Citamos, como referência

ao leitor, [6], [37], [44], [50] e suas referências. O quarto problema que estudamos é o

auto-problema de Neumann associado ao operador p-laplaciano

(IV)


−4p u+ c(x)|u|p−2u = λ|u|p−2u, se x ∈ Ω

∂u

∂η
= 0, se x ∈ ∂Ω,

(4)

onde, as hipótese sobre Ω e c(x), serão ditas no momento oportuno e p ∈ (1,∞). Neste

tipo de equação teremos di�culdades similares às encontradas no problema (III), dentre

elas, lembramos que o espaço, no qual trabalharemos não é um espaço de Hilbert. Para o

leitor interessado, citamos [11], [37], [12], [30], [27], [19], [13], [47], [54] e suas referências.

Nos problemas I e II, garantimos a existência de sequências de autovalores ilimitadas.

Já nos problemas III e IV , mostramos apenas a existência de um primeiro autovalor

positivo. Como aplicações de I e II, obtemos três resultados de existência de solução

fraca para a seguinte classe de sistemas elípticos não lineares com condições de fronteira

não lineares

A


−4 U + C(x)U = f(x, U), se x ∈ Ω

∂U

∂η
= g(x, U), se x ∈ ∂Ω,

(5)

sob certas condições sobre f , g e algumas relações impostas, que relacionarão o espectro

do auto-sistema I com a não linearidade de fronteira, g, e o espectro do auto-sistema II

com a não linearidade de reação, f . Ressaltamos que estes resultados foram inspirados no

trabalho de [42], sendo que, estendemos os resultados deste artigo para sistemas. Notamos

também que tal extensão não foi uma mera adaptação, pois tivemos algumas di�culdades

na demonstração da condição de Palais-Smale, dentre outras. Por exemplo, tivemos que
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contornar e fazermos uso da condição de Cerami, em determinado momento. Sugerimos

ao leitor os artigos [42], [14], [49], [17] e suas referências. Já, como aplicação de III e IV ,

estabelecemos a existência de uma solução fraca para uma classe de equações não lineares

com condição de fronteira não linear, envolvendo o operador p-laplaciano, a saber,

B


−4p u+ c(x)|u|p−2u = f(x, u), se x ∈ Ω

∂u

∂η
= g(x, u), se x ∈ ∂Ω,

(6)

esta solução é obtida, quando relacionamos, de certo modo, a condição de fronteira g

com o autovalor de Neumann associado ao problema IV , enquanto que a condição de

reação f é relacianada ao autovalor de Steklov associado ao problema III. O resultado

de existência de solução fraca que conseguimos estende o primeiro teorema do artigo de

Mavinga-Nkashama [42], para o caso do operador p-laplaciano. Organizamos este trabalho

como segue: No primeiro capítulo, resolvemos o problema I;

No segundo capítulo, resolvemos o problema II;

No terceiro capítulo, obtemos os três resultados de existência de solução fraca para o

problema (A);

No quarto capítulo, resolvemos os problemas III e IV ;

No quinto capítulo, provamos o resultado, o qual garante a existência de uma solução

fraca para o problema (B);

No sexto capítulo, colecionamos uma série de resultados básicos, porém fundamentais

para um bom entendimento deste trabalho.



Capítulo

1

Autovalores de Steklov para sistemas

envolvendo o operador laplaciano

1.1 De�nições e notações

Neste capítulo consideraremos Ω ⊂ RN , N ≥ 2, um domínio, isto é, um subcon-

junto aberto de RN , conexo e não vazio. Nossa hipótese fundamental sobre Ω será:

(H) Ω é um domínio limitado em RN e ∂Ω é uma reunião disjunta de um

número �nito de superfícies de Lipschitz fechadas, tendo cada superfície, área

de superfície �nita. Quando a condição (H) for válida, existe um normal exterior

unitário, η, para q.t.p. (quase todo ponto) da ∂Ω (veja [25]). Dizemos que o domínio Ω

satisfaz o teorema de Rellich-Kondrachov (teorema R-K), se o mergulho de H1(Ω) em

Lp(Ω) for contínuo para 1 ≤ p ≤ p(N) e compacto quando a última desigualdade for

estrita, sendo

p(N) =

∞, se N = 2

2N
N−2

, se N ≥ 3.

Observação 1: Existe uma série de resultados que nos dão condições su�cientes para

obtermos a validade do teorema R-K ( veja [1], [5] e [22]). Um dentre estes resultados

(teorema 1, seção 4.6 de [25]), nos garante que a condição (H) é su�ciente para a validade

do teorema R-K. Quando a condição (H) for válida, e u ∈ H1(Ω), o traço de u sobre ∂Ω,

o qual denotaremos por Γu, está bem de�nido e é uma função Lebesgue integrável com

respeito a σ (veja [25]). Dizemos que Ω satisfaz o teorema do traço compacto (teorema

13
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T-C), se o ope- rador traço Γ : H1(Ω)→ L2(∂Ω) for compacto.

Observação 2: Em [25], foi mostrado que o operador Γ é contínuo, quando ∂Ω satisfaz

a condição (H). Já, em [26], o teorema 1.5.1.10 fornece uma desigualdade que garante a

validade do teorema T-C, desde que a condição (H) seja válida. Em outras literaturas,

tais como [22], obtém-se outras condições su�cientes para a validade de tal teorema.

No que segue, a menos que seja necessário, abusaremos da notação e denotaremos, por

simplicidade, u = Γ(u) e Σ(U)
.
= (Γ(u),Γ(v)) = (u, v) = U , sendo U ∈ H(Ω). Nossa

hipótese geral, para este capítulo, será a validade da condição (H), a qual nos garante,

pelas observações 1 e 2, a validade dos teoremas R-K e T-C.

1.2 O auto-sistema de Steklov

Nesta seção, daremos algumas de�nições básicas, as quais estão relacionadas ao

auto-sistema de Steklov 
−4 U + C(x)U = 0, se x ∈ Ω

∂U

∂η
= µU, se x ∈ ∂Ω,

(1.1)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 2, satisfaz (H) e C(x) deve satisfazer a condição

(P) C(x) =

a(x) b(x)

b(x) c(x)

 é uma matriz positiva de�nida sobre R2, para q.t.p. x ∈ Ω,

com a, b, c ∈ Lp(Ω), para p ≥ N
2
, quando N ≥ 3, (p > 1, quando N = 2).

Notamos, que em virtude da validade de (P),

∫
Ω

〈C(x)U,U〉dx > 0, se U ∈ R2 \ {0}.

E mais, podemos mostrar que uma condição su�ciente para a ocorrência de (P) é que

a(x) > 0 e a(x)c(x)− b(x)2 > 0, q.t.p. x ∈ Ω.

De�nição 1.1 Encontrar uma solução fraca para o auto-sistema (1.1) é o mesmo que
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encontrar valores reais de µ tais que existe uma solução não trivial U ∈ H(Ω) de

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U, V 〉] dx = µ

∫
∂Ω

U · V dσ, ∀ V ∈ H(Ω). (1.2)

Neste caso, quando U ∈ H(Ω)\{0}, diremos que U é uma autofunção de Steklov associada

ao autovalor de Steklov µ.

No transcorrer deste capítulo, generalizaremos algumas ideias de [7] e [8] para encontrar-

mos uma sequência de autovalores de Steklov. Primeiramente, provaremos a existência

de um primeiro autovalor de Steklov. Para isso, de�nimos ΥC , β : H(Ω)→ R, pondo

ΥC(U) =

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U,U〉] dx e β(U) = ‖U‖2
2,∂, ∀ U ∈ H(Ω), (1.3)

e

K = {U ∈ H(Ω) : ΥC(U) ≤ 1}. (1.4)

Utilizaremos técnicas variacionais para maximizar β sobre K. Diante disso, seja

α1 = sup{β(U) : U ∈ K}. (1.5)

Mostraremos que tal maximizador é uma autofunção de Steklov para o auto-sistema (1.1),

correspondendo ao menor autovalor positivo de Steklov, µ1, o qual satisfaz α1 = µ−1
1 . Para

provarmos isso, precisaremos de alguns resultados preliminares, os quais serão vistos na

próxima seção.

1.3 Resultados preliminares

Nesta seção abordaremos alguns resultados que nos serão úteis para a construção

da sequência de autovalores de Steklov associada ao auto-sistema (1.1). Suponhamos

válidas as condições (H) e (P). De�nimos 〈·, ·〉C : H(Ω)→ R, por

〈U, V 〉C =

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U, V 〉] dx.

Lema 1.1 Se valerem (H) e (P), então 〈·, ·〉C de�ne um produto interno em H(Ω).
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Prova: Graças à validade da condição (P), temos, para U ∈ H(Ω),

〈U,U〉C ≥ 0 e 〈U,U〉C = 0⇔ U = 0 em H(Ω).

Ainda, 〈·, ·〉C é simétrico, pois a matriz C(x) é simétrica. Por �m, a bilinearidade de 〈·, ·〉c
é imediata. Logo 〈·, ·〉C de�ne um produto interno em H(Ω), como desejávamos.

Denotaremos a norma proveniente do produto interno 〈·, ·〉C por ‖ · ‖C . Provaremos, no

que segue, que as normas ‖·‖C , ‖·‖H são equivalentes em H(Ω). Para isso precisaremos de

uma série de lemas, os quais referem-se aos funcionais Ã, C̃ : H1(Ω)→ R e B̃ : H(Ω)→ R,

de�nidos por

Ã(u) =

∫
Ω

a(x)u2dx, C̃(u) =

∫
Ω

c(x)u2dx, ∀ u ∈ H1(Ω)

e

B̃(u, v) =

∫
Ω

b(x)uvdx, ∀ u, v ∈ H1(Ω).

Lema 1.2 Os funcionais Ã e C̃ são contínuos.

Prova: Mostraremos, inicialmente, a continuidade de Ã. Para isso consideremos (un)

uma sequência em H1(Ω) e u ∈ H1(Ω) tais que

un → u em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2). (1.6)

Caso N > 2: Em razão da validade do teorema R-K, o mergulho H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) é

contínuo, para 1 ≤ q ≤ 2N
N−2

. Por isso e por (1.6), vale

un → u em (L
2N
N−2 (Ω), ‖ · ‖ 2N

N−2
). (1.7)

Consequentemente, existe uma subsequência (unk) da sequência (un) tal que

unk(x)→ u(x) em (R, | · |), q.t.p. x ∈ Ω. (1.8)
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Agora, visto que un, u ∈ L
2N
N−2 (Ω), temos u2

n, u
2 ∈ L

N
N−2 (Ω). Além disso, em virtude de

(1.7) e (1.8) valerem, ao aplicarmos o lema de Brezis-Lieb, concluímos que

‖u2
nk
‖ N
N−2
→ ‖u2‖ N

N−2
em (R, | · |).

Assim, ao aplicarmos o teorema 6.8, segue que

‖u2
nk
− u2‖ N

N−2
→ 0 em (R, | · |). (1.9)

Deste modo, se un → u em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2), então existe uma subsequência (unk) de (un)

tal que (1.9) vale.

A�rmação 1: u2
n → u2 em (L

N
N−2 (Ω), ‖ · ‖ N

N−2
).

De fato, suponha que seja falsa tal a�rmação, então existem ε > 0 e subsequência (unj)

de (un), tais que ‖u2
nj
− u2‖ N

N−2
≥ ε, ∀ j ∈ N. Como (1.6) vale, segue, em particular, que

unj → u em (H1(Ω), ‖·‖1,2). Por causa disso e dos argumentos iniciais, existe subsequência

(unjl ) de (unj), tal que u
2
njl
−u2 → 0 em (L

N
N−2 , ‖ ·‖ N

N−2
), o que gera uma contradição com

nossa suposição. Ou seja, a a�rmação 1 é válida. Finalmente, estamos aptos a provar a

continuidade de Ã. Em razão de a ∈ Lp(Ω), com p ≥ N
2
, e à Ω ser um domínio limitado

em RN , segue que a ∈ LN
2 (Ω). Portanto, com o auxílio da desigualdade de Hölder,

∣∣∣Ã(un)− Ã(u)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|a(x)||u2
n − u2|dx ≤ ‖a‖N

2
‖u2

n − u2‖ N
N−2

.

Com isso e pela a�rmação 1, segue a continuidade de Ã.

Caso N = 2: Neste caso, pelo teorema R-K, o mergulho H1(Ω) ↪→ Lq(Ω) é contínuo

para 1 ≤ q <∞. Assim, un → u em (Lq(Ω), ‖ · ‖q), para qualquer q ∈ [1,∞). Com isso,

ao argumentarmos como no caso N > 2, podemos mostrar que

u2
n → u2 em (Lq(Ω), ‖ · ‖q), ∀q ∈ [1,∞) (1.10)

Como a ∈ Lp(Ω), com p > 1, segue, da desigualdade de Hölder, que

∣∣∣Ã(un)− Ã(u)
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|a(x)||u2
n − u2|dx ≤ ‖a‖p‖u2

n − u2‖p′ . (1.11)
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onde p
′
é o expoente conjugado de p, e claro, p

′ ∈ [1,∞), pois p > 1. Daí, pela validade de

(1.11) e de (1.10), concluímos que o funcional Ã é contínuo. A prova de que C̃ é contínuo

é análoga à demonstração da continuidade do funcional Ã, por isso a omitiremos.

Lema 1.3 O funcional B̃ é contínuo.

Prova: Em vista da caracterização do funcional B̃ e das propriedades de integração, temos

que B̃ é bilinear. Deste modo, basta-nos mostrar que B̃ é contínuo em 0 ∈ H(Ω). Com

este intuito, consideremos (Un) uma sequência emH(Ω), tal que Un → 0 em (H(Ω), ‖·‖H).

Assim, ao denotarmos Un = (un, vn) e 0 = (0, 0), temos

un → 0 e vn → 0, em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2) (1.12)

Caso N > 2: Pela validade do teorema R-K, o mergulho H1(Ω) ↪→ Lq(Ω), é contínuo,

para 1 ≤ q ≤ 2N
N−2

. Com isso e graças à validade de 1.12, concluímos que

un → 0 e vn → 0, em (L
2N
N−2 , ‖ · ‖ 2N

N−2
). (1.13)

Agora, ao aplicarmos a desigualdade de Hölder generalizada, notando que b ∈ Lp(Ω), com

p ≥ N
2
, obtemos

|B̃(un, vn)| ≤
∫

Ω

|b(x)||un||vn|dx ≤ ‖b‖N
2
‖un‖ 2N

N−2
‖vn‖ 2N

N−2
.

Disso e da convergência dada em (1.13), segue a continuidade do funcional B̃.

Caso N = 2: Neste caso, em razão do teorema R-K,

un → 0 e vn → 0 em (Lq(Ω), ‖ · ‖q), ∀q ∈ [1,∞) . (1.14)

Como b ∈ Lp(Ω), com p > 1, existe r ∈ (0, 1), tal que 1
p

+ r
2

+ r
2
≤ 1. Logo, ao aplicarmos

a desigualdade de Hölder generalizada,

|B̃(un, vn)| ≤
∫

Ω
|b(x)||un||vn|dx ≤ ‖b‖p‖un‖ 2

r
‖vn‖ 2

r
.
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Combinando isso com a convergência dada em (1.14), segue a continuidade do funcional

B̃, como desejávamos.

Lema 1.4 Seja G̃ : H1(Ω) → R, de�nido por G̃(u)
.
=
∫

Ω
|∇u|2dx. Então G̃ é um fun-

cional contínuo.

Prova: Em [52] e [46], é mostrado que G̃ ∈ C1(H1(Ω),R). Consequentemente, G̃ é

contínuo.

Como consequência dos lemas anteriores temos a seguinte proposição.

Proposição 1.1 Se valerem (H) e (P), então o funcional ΛC : H(Ω)→ R, de�nido por

ΛC(U) = ‖U‖C, é contínuo e convexo.

Prova: Notemos que, para U = (u, v) ∈ H(Ω)

ΛC(U)2 = ‖U‖2
C = ΥC(U) e ΥC(U) = G̃(u) + G̃(v) + Ã(u) + 2B̃(u, v) + C̃(v).

A�rmação 1: ΥC é um funcional contínuo.

De fato, seja (Un) uma sequência em H(Ω) tal que Un → U em (H(Ω), ‖ · ‖H). Então, se

denotarmos, para cada n ∈ N, Un = (un, vn), un → u e vn → v em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2). Por

isso e pelos funcionais G̃, Ã, B̃ e C̃ serem contínuos,

limn→+∞ΥC(Un) = limn→+∞

[
G̃(un) + G̃(vn) + Ã(un) + 2B̃(un, vn) + C̃(vn)

]
= G̃(u) + G̃(v) + Ã(u) + 2B̃(u, v) + C̃(v) = ΥC(U),

ou seja, o funcional ΥC é contínuo, �cando, assim, justi�cada a a�rmação 1. Devido à

validade da a�rmação 1 e à ΛC =
√
· ◦ ΥC , segue a continuidade de ΛC . Já, a prova da

convexidade de ΛC , é imediata, haja visto que ‖ · ‖C de�ne uma norma em H(Ω). Com

isso, �nalizamos a prova da proposição 1.1.
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Observação 1: Como o funcional ΛC é contínuo e convexo, ele é fracamente sequencial-

mente contínuo em H(Ω). Consequentemente, toda sequência (Un) tal que Um ⇀ U em

(H(Ω), ‖ · ‖H), satisfaz

lim inf
n→+∞

ΛC(Um) ≥ ΛC(U).

Proposição 1.2 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então existe δ > 0 tal que

ΥC(U) ≥ δ‖U‖2
2, ∀ U ∈ H(Ω). (1.15)

Prova: Sejam S = {U ∈ H(Ω) : ‖U‖2 = 1} e δ = infU∈S ΥC(U).

A�rmação 1: Existe Û ∈ S tal que ΥC(Û) = δ.

De fato, da de�nição de ín�mo, conseguimos uma sequência em S, (Um), tal que

ΥC(Um)→ δ em (R, | · |) e ΥC(Um) < δ + 1. (1.16)

Como Um ∈ S, ‖Um‖2
H =

∫
Ω
∇Um · ∇Umdx + ‖Um‖2

2 =
∫

Ω
∇Um · ∇Umdx + 1. Assim,

em virtude da validade de (P), ‖U‖2
C = ΥC(Um) ≥ ‖Um‖2

H − 1. Logo, por (1.16),

‖Um‖2
H ≤ δ + 2. Ou seja, a sequência (Um) é limitada em H(Ω). Disso e em razão de

H(Ω) ser um espaço re�exivo, existem subsequência (Umk) de (Um) e Û ∈ H(Ω), tais que

Umk ⇀ Û em (H(Ω), ‖ · ‖H). Consequentemente, por causa da validade do teorema R-K,

Umk → Û , em (
[
L2(Ω)

]2
, ‖ · ‖2).

Com isso, por Umk ∈ S e pela continuidade da norma ‖ · ‖2, Û ∈ S. Finalmente, como

Umk ⇀ Û em (H(Ω), ‖ · ‖H), segue, da observação 1, que

‖Û‖C ≤ lim inf
k→+∞

‖Umk‖C = δ
1
2 .

Logo, ΥC(Û) = ‖Û‖2
C ≤ δ. Disso e do fato de Û ∈ S, concluímos que δ = ΥC(Û), �cando

assim provada a a�rmação 1.

A�rmação 2: δ > 0.

De fato, pela a�rmação 1, δ = ΥC(Û) = ‖Û‖2
C ≥ 0. Se δ = 0, então ‖Û‖2

C = ΥC(Û) =

0, e assim Û = 0 em H(Ω), o que é um absurdo, pois Û ∈ S. Logo, devemos ter
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δ > 0, justi�cando, desta maneira, a a�rmação 2. Agora, estamos aptos a demonstrar

a desigualdade (1.15). Caso U ∈ H(Ω) seja trivial em H(Ω), então a igualdade em

(1.15) é facilmente veri�cada. Caso U ∈ H(Ω) seja não trivial, então, se de�nirmos

V =
U

‖U‖2

∈ H(Ω), V ∈ S, e assim, ΥC(V ) ≥ δ. Com isso, e pelo fato de ΥC ser

2-homogênea, temos
1

‖U‖2
2

ΥC(U) ≥ δ,

de onde segue que ΥC(U) ≥ δ‖U‖2
2.

A próxima proposição nos garante a equivalência das normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H em H(Ω).

Proposição 1.3 Suponhamos (P) e (H) válidas, então ‖ · ‖C , ‖ · ‖H são normas equi-

valentes em H(Ω).

Prova: Uma vez que ΥC é 2-homogênea e contínua sobre H(Ω), existe constante C2 > 0,

tal que ΥC(U) ≤ C2‖U‖2
H , ∀ U ∈ H(Ω). Assim, como ΥC(U) = ‖U‖2

C ,

‖U‖C ≤
√
C2‖U‖H , ∀ U ∈ H(Ω). (1.17)

Agora, devido à validade de (P), ‖U‖2
H ≤ ‖U‖2

C + ‖U‖2
2, ∀ U ∈ H(Ω). Já, pela desigual-

dade (1.15), ‖U‖2
H ≤ (1 + 1

δ
)‖U‖2

C , ∀ U ∈ H(Ω). Portanto,

‖U‖H ≤

√(
1 +

1

δ

)
‖U‖C , ∀ U ∈ H(Ω). (1.18)

Das desigualdades (1.17) e (1.18), segue a equivalência das normas ‖ · ‖H e ‖ · ‖C .

Proposição 1.4 O conjunto K, como em (1.4), é fracamente compacto em (H(Ω), ‖·‖H).

Prova: Inicialmente, lembremos que K = {U ∈ H(Ω) : ΥC(U) ≤ 1}.

A�rmação 1: K é convexo.

De fato, como ‖ · ‖C de�ne uma norma em H(Ω), segue, para U, V ∈ K e t ∈ [0, 1], que

‖(1− t)U + tV ‖C ≤ (1− t)‖U‖C + t‖V ‖C ≤ 1− t+ t = 1.
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Logo (1− t)U + tV ∈ K, ∀ t ∈ [0, 1], ∀ U, V ∈ K. Daí segue a convexidade de K.

A�rmação 2: K é limitado em (H(Ω), ‖ · ‖H).

De fato, seja U ∈ K. Então ‖U‖C ≤ 1. Agora, como as normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H são

equivalentes em H(Ω), existe constante C0 > 0 tal que ‖U‖C ≥ C0‖U‖H , ∀ U ∈ H(Ω).

Consequentemente, ‖U‖H ≤ 1
C0
, ∀ U ∈ K. Ou seja, K é limitado em (H(Ω), ‖ · ‖H), como

desejávamos.

A�rmação 3: K é fechado em (H(Ω), ‖ · ‖H).

De fato, de acordo com a a�rmação 1, da proposição (1.1), ΥC é um funcional contínuo.

Por isso e pelo fato de K = Υ−1
C ((−∞, 1]), concluímos que K é um subconjunto fechado

em (H(Ω), ‖ ·‖H), �cando, assim, provada a a�rmação 3. Finalmente, como (H(Ω), ‖ ·‖H)

é um espaço re�exivo e as a�rmações 1, 2 e 3 são válidas, podemos aplicar o teorema 6.6,

o qual nos garante que K é fracamente compacto em (H(Ω), ‖ · ‖H).

A próxima proposição nos fornece algumas propriedades para ΥC e β.

Proposição 1.5 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então β e ΥC são ele-

mentos de C1((H(Ω), ‖ · ‖H),R), tendo como derivadas de Fréchet em U ∈ H(Ω),

Υ
′

C(U)(V ) = 2〈U, V 〉C e β
′
(U)(V ) = 2〈U, V 〉2,∂, ∀ V ∈ H(Ω).

Além disso, β é um funcional fracamente contínuo sobre H(Ω).

Prova: Primeiramente, provaremos que ΥC é um elemento de C1(H(Ω),R).

A�rmação 1: Para U ∈ H(Ω) �xado, FU : H(Ω)→ R, de�nido por FU(V ) = 2〈U, V 〉C ,

para V ∈ H(Ω), é um funcional linear e limitado.

De fato, a linearidade de FU segue do fato de 〈·, ·〉C ser um produto interno em H(Ω).

Provemos, então, a limitação do funcional FU . Ora, devido à equivalência das normas

‖ · ‖C e ‖ · ‖H em H(Ω), temos, para V ∈ H(Ω),

|FU(V )| = 2|〈U, V 〉C | ≤ 2‖U‖C‖V ‖C ≤ 2C1‖U‖H‖V ‖H , (1.19)

onde C1 é uma constante positiva. Consequentemente, FU é limitado.

A�rmação 2: ΥC é Fréchet diferenciável em H(Ω), tendo como derivada de Fréchet em
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U ∈ H(Ω), FU .

De fato, antes, lembramos que pelo fato das normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖C serem equivalentes em

H(Ω), existe constante C0 > 0 que satisfaz ‖W‖C ≤ C0‖W‖H , ∀ W ∈ H(Ω). Assim, para

U ∈ H(Ω) �xado, ε > 0 e V ∈ H(Ω), com 0 < ‖V ‖H < ε
C2

0
, temos

1
‖V ‖H
|ΥC(U + V )−ΥC(U)− FU(V )| = 1

‖V ‖H
|‖U + V ‖2

C − ‖U‖2
C − 2〈U, V 〉C |

= 1
‖V ‖H

|〈U + V, U + V 〉C − 〈U,U〉C − 2〈U, V 〉C |

≤ 1
‖V ‖H
|〈V, V 〉C | ≤ 1

‖V ‖H
‖V ‖2

C ≤ C2
0‖V ‖H < ε.

Logo, vale a a�rmação 2.

A�rmação 3: O operador Υ
′
C : H(Ω)→ H(Ω)∗ é contínuo.

De fato, consideremos (Un) uma sequência em H(Ω) e U ∈ H(Ω), tais que Un → U em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Daí, em virtude da desigualdade (1.19), temos

‖Υ′C(Un)−Υ
′
C(U)‖∗H = sup{|Υ′C(Un)−Υ

′
C(U)(V )| : V ∈ H(Ω) e ‖V ‖H = 1}

≤ 2C1‖Un − U‖H → 0, em (R, | · |),

�cando assim justi�cada a a�rmação 3. Por isso, e pela validade das a�rmações 1 e 2,

segue que ΥC ∈ C1((H(Ω), ‖ ·‖H),R). Passaremos, agora, a provar que β ∈ C1(H(Ω),R).

A�rmação I: Para U ∈ H(Ω) �xado, BU : H(Ω)→ R, de�nido por BU(V ) = 2〈U, V 〉2,∂,

para V ∈ H(Ω), é um funcional linear e limitado.

De fato, a prova da linearidade é imediata. Provemos então a limitação de BU . Ora, pelo

teorema T-C, existe constante A0 > 0, tal que ‖W‖2,∂ ≤ A0‖W‖H , para W ∈ H(Ω).

Consequentemente, para V ∈ H(Ω),

|BU(V )| = 2|〈U, V 〉2,∂| ≤ 2‖U‖2,∂‖V ‖2,∂ ≤ 2A2
0‖U‖H‖V ‖H . (1.20)

Daí segue a limitação do funcional BU .

A�rmação II: O funcional β é Fréchet diferenciável, tendo como derivada de Fréchet em

U ∈ H(Ω), BU .
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De fato, seja U ∈ H(Ω). Então, dado ε > 0, temos, para V ∈ H(Ω), com 0 < ‖V ‖H < ε
A0
,

1
‖V ‖H
|β(U + V )− β(U)−BU(V )| = 1

‖V ‖H

∣∣‖U + V ‖2
2,∂ − ‖U‖2

2,∂ − 2〈U, V 〉2,∂
∣∣

= 1
‖V ‖H

|〈U + V, U + V 〉2,∂ − 〈U,U〉2,∂ − 2〈U, V 〉2,∂|

≤ 1
‖V ‖H
|〈V, V 〉2,∂| ≤ 1

‖V ‖H
‖V ‖2

2,∂ ≤ A2
0‖V ‖H < ε.

Com isso, �nalizamos a prova da a�rmação II.

A�rmação III: O operador β
′
: H(Ω)→ H(Ω)∗ é contínuo.

De fato, consideremos (Un) uma sequência em H(Ω) e U ∈ H(Ω), tais que Un → U em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Por conseguinte, em razão da desigualdade (1.20),

‖β ′(Un)− β ′(U)‖∗H = sup{|β ′(Un)− β ′(U)(V )| : V ∈ H(Ω) e ‖V ‖H = 1}

≤ 2A2
0‖Un − U‖H → 0, em (R, | · |).

Portanto, β
′
é um operador contínuo, como queríamos. Com isso e pela validade das

a�rmações I e II temos que β ∈ C1(H(Ω),R). Passaremos a provar, a partir de agora, que

β é fracamente contínuo. Para tanto, sejam (Um) uma sequência em H(Ω) e U ∈ H(Ω),

tais que Um ⇀ U em (H(Ω), ‖·‖H). Uma vez que o teorema T-C é válido, temos Um → U

em ([L2(∂Ω)]
2
, ‖ · ‖2,∂). Mas também, β(Um)− β(U) = 〈Um−U,Um〉2,∂ − 〈U,Um−U〉2,∂.

Assim,

|β(Um)− β(U)| ≤ ‖Um‖2,∂‖Um − U‖2,∂ + ‖U‖2,∂‖Um − U‖2,∂. (1.21)

Ainda, como Um → U em ([L2(∂Ω)]
2
, ‖·‖2,∂), existe T > 0 tal que ‖Um‖2,∂ ≤ T , ∀ m ∈ N.

Por isso e por 1.21, |β(Um)− β(U)| → 0 em (R, | · |), e assim, concluímos a prova de que

β é fracamente contínuo.

Os próximos dois resultados, desta seção, referem-se, de algum modo, ao funcional ΠU :

H(Ω) → R, o qual é de�nido por ΠU(V ) = 〈V, U〉2,∂, onde U ∈ H(Ω) é �xado, e V ∈

H(Ω).

Proposição 1.6 Suponhamos a condição (H) válida. Então, para cada U ∈ H(Ω) �xado,
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ΠU ∈ C1(H(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em V ∈ H(Ω), ΠU , isto é,

Π
′

U(V )(W ) = 〈W,U〉2,∂, ∀ W ∈ H(Ω).

Prova: Como a condição (H) é satisfeita, vale o teorema T-C. Consequentemente, existe

A0 > 0, tal que ‖W‖2,∂ ≤ A0‖W‖H , ∀ W ∈ H(Ω).

A�rmação 1: ΠU é funcional linear limitado.

De fato, a prova da linearidade de ΠU é imediata, deste modo, a omitiremos. Provemos

a limitação de ΠU . Para isso, seja V ∈ H(Ω). Temos então

|ΠU(V )| = |〈V, U〉2,∂| ≤ ‖V ‖2,∂‖U‖2,∂ ≤ A2‖V ‖H‖U‖H .

Daí segue a limitação de ΠU . Agora, sabemos que todo operador linear e limitado, T :

(X, ‖ · ‖X) → (Y, ‖ · ‖Y ), é um elemento de C∞(X, Y ), tendo como derivada de Fréchet

em u ∈ X, T
′
(u) = T . Com isso e pela a�rmação 1, segue a validade da proposição 1.6.

Sejam W1,W2, · · · ,WJ elementos �xados de H(Ω). De�nimos, para cada J ∈ N, KJ =

{U ∈ K : 〈U,Wk〉2,∂ = 0, para 1 ≤ k ≤ J}.

Proposição 1.7 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então KJ fracamente

compacto em (H(Ω), ‖ · ‖H).

Prova: Provaremos, inicialmente, que KJ é convexo, limitado e fechado em (H(Ω), ‖·‖H).

• KJ é convexo em (H(Ω), ‖ · ‖H).

Sejam U, V ∈ KJ e t ∈ [0, 1]. Então, (1 − t)U + tV ∈ H(Ω). Ainda, como K é convexo

em (H(Ω), ‖ · ‖H), (1− t)U + tV ∈ K. Além disso, para k = 1, 2, · · · , J,

〈(1− t)U + tV,Wk〉2,∂ = (1− t)〈U,Wk〉2,∂ + t〈V,Wk〉2,∂ = 0,

pois U, V ∈ KJ . Logo, (1− t)U + tV ∈ KJ , e assim, KJ é convexo em (H(Ω), ‖ · ‖H).

• KJ é limitado em (H(Ω), ‖ · ‖H).

Como KJ ⊂ K e devido a K ser limitado em (H(Ω), ‖ · ‖H) (proposição 1.4), KJ também
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será limitado em (H(Ω), ‖ · ‖H).

• KJ é fechado em (H(Ω), ‖ · ‖H).

De fato, consideremos, para 1 ≤ k ≤ J , os funcionais Πk
.
= ΠWk

, os quais são contínuos,

pela proposição 1.6. Por isso, por KJ poder ser reescrito como

KJ = K ∩
J⋂
k=1

Π−1
k ({0})

e por K ser um subconjunto fechado em (H(Ω), ‖ · ‖H), concluímos que KJ é um sub-

conjunto fechado em (H(Ω), ‖ · ‖H), pois é uma intersecção de subconjuntos fechados de

(H(Ω), ‖ · ‖H). Finalmente, como (H(Ω), ‖ · ‖H) é um espaço re�exivo, e KJ é um sub-

conjunto convexo, limitado e fechado em (H(Ω), ‖ · ‖H), podemos aplicar o teorema 6.6.

Daí segue que KJ é fracamente compacto em (H(Ω), ‖ · ‖H), como queríamos.

A seguir, daremos a de�nição de H-solução fraca, bem como, duas proposições que car-

acterizam elementos de H0(Ω).

De�nição 1.2 Dizemos que U ∈ H(Ω) é uma H-solução fraca de

−4 U + C(x)U = 0, em Ω (1.22)

quando 〈U,Θ〉C = 0, ∀ Θ ∈ [C1
c (Ω)]

2
.

Para o que segue, de�nimos W como sendo o subespaço de H(Ω) que é C-ortogonal a

H0(Ω), isto é, W .
= H0(Ω)⊥ = {U ∈ H(Ω) : 〈U, V 〉C = 0, ∀ V ∈ H0(Ω)}.

Proposição 1.8 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então U ∈ H(Ω) é uma

H-solução fraca de (1.22) se, e somente se, U ∈W.

Prova: Suponhamos que U ∈ H(Ω) seja uma H-solução fraca de (1.22) e seja V ∈

H0(Ω). Assim, V = (u, v) ∈ H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω). E como C1
c (Ω) é denso em H1

0 (Ω), na

norma ‖ · ‖1,2, existem sequências (ϕn), (ψn) em C1
c (Ω), tais que ϕn → u e ψn → v em

(H1(Ω), ‖·‖1,2). Deste modo, ao de�nirmos, para cada n ∈ N, Ψn = (ϕn, ψn), Ψn → V em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Agora, em virtude das normas ‖ · ‖H , ‖ · ‖C serem equivalentes em H(Ω),
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segue que Ψn → V em (H(Ω), ‖ · ‖C). Por isso e pela continuidade do produto interno

〈·, ·〉C , 〈U,Ψn〉C → 〈U, V 〉C em (R, | · |). Finalmente, em virtude de U ser uma H-solução

fraca de (1.22) e Ψ ∈ [C1
c (Ω)]

2, 〈U,Ψn〉C = 0, para todo n ∈ N. Logo, 〈U, V 〉C = 0.

Por conseguinte, devido a V ser um elemento arbitrário de H0(Ω), temos que U ∈ W.

Reciprocamente, se U ∈ W, então U ∈ H(Ω) e 〈U, V 〉C = 0, para qualquer V ∈ H0(Ω).

Ora, como [C1
c (Ω)]

2 ⊂ H0(Ω), segue, em particular, que

〈U,Θ〉C = 0, ∀ Θ ∈
[
C1
c (Ω)

]2
.

Ou seja, U é H-solução fraca de (1.22), como queríamos.

Proposição 1.9 Se (H) e (P) forem válidas, então U ∈ H(Ω) e β(U) = 0 se, e somente

se, U ∈ H0(Ω).

Prova: Suponhamos U ∈ H(Ω) e β(U) = 0. Consequentemente, ‖U‖2,∂ = 0, e assim,

U = 0 em [L2(∂Ω)]
2. Ou seja, se U = (u, v), então Σ(U) = (Γ(u),Γ(v)) = (0, 0). Por isso

e pelo teorema 6.12 (s = 1, p = 2 e l = 0), concluímos que u, v ∈ H1
0 (Ω), de onde segue

que U ∈ H0(Ω). Reciprocamente, se U ∈ H0(Ω), então, argumentando como na prova

da proposição 1.8, conseguimos uma sequência (Ψn) em [C1
c (Ω)]

2, tal que Ψn → U em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Com isso, pela continuidade de β e por β(Ψn) = 0, ∀ n ∈ N, concluímos

que β(U) = 0, como desejávamos.

A próxima proposição nos fornece uma decomposição para (H(Ω), ‖ · ‖C).

Proposição 1.10 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então, (H(Ω), ‖ · ‖C)

admite a seguinte decomposição em soma direta,

H(Ω) = H0(Ω)⊕C W. (1.23)

Prova: Em razão de (H(Ω), ‖ · ‖C) ser um espaço de Hilbert, se mostrarmos que o

subespaço H0(Ω) é fechado em (H(Ω), ‖ · ‖C), então, seguirá a decomposição dada em
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(1.23). Provemos que H0(Ω) é, de fato, fechado em (H(Ω), ‖ · ‖C). Para isso, sejam (Un)

uma sequência em H0(Ω) e U ∈ H(Ω), tais que Un → U em (H(Ω), ‖ · ‖C). Assim,

graças às normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω), Un → U em (H(Ω), ‖ · ‖H).

Consequentemente, U ∈ H0(Ω), pois H0(Ω) é um subespaço fechado de (H(Ω), ‖ · ‖H).

Daí segue a validade da proposição 1.10.

1.4 Construção do primeiro autovalor de Steklov

Nesta seção, mostraremos a existência de um primeiro autovalor de Steklov, bem

como, algumas de suas propriedades.

Teorema 1.1 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então

(I) existe U1 ∈ K, tal que ‖U1‖C = 1 e β(U1) = α1. Além disso, α1 > 0;

(II) se µ1
.
= α−1

1 , o par (U1, µ1) satisfaz 1.2, ou seja, µ1 é um autovalor de Steklov para

o auto-sistema 1.1, tendo como autofunção de Steklov associada, U1;

(III) µ1 é o menor autovalor positivo de Steklov para 1.1.

Prova: Devido à proposição 1.4, K é fracamente compacto em (H(Ω), ‖ · ‖H). Já, pela

proposição 1.5, β é fracamente contínuo. Logo, existe U1 ∈ K tal que α1 = β(U1).

A�rmação 1: ‖U1‖C = 1.

De fato, como U1 ∈ K, ‖U1‖2
C = ΥC(U1) ≤ 1. Suponhamos ‖U1‖C < 1. Então, existe

r > 1 tal que rU1 ∈ K. Consequentemente β(rU1) = r2β(U1) > β(U1), o que é um

absurdo, pois α1 = supU∈K β(U) = β(U1). Portanto, devemos ter ‖U1‖C = 1. Daí segue

a validade da a�rmação 1. Em razão da validade da a�rmação 1, temos que ΥC(U1) = 1.

Assim, podemos ver U1 como um extremo de β restrito ao conjunto

T = Υ−1
C ({ΥC(U1)}) = {U ∈ H(Ω) : ΥC(U) = 1} ⊂ K.

Além disso, pelo teorema 1.5, ΥC e β são elementos de C1(H(Ω),R). Por conseguinte,

devido ao teorema dos multiplicadores de Lagrange, a saber, o teorema 6.16, uma das

duas condições abaixo deve valer:
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(1) Υ
′
C(U1)(V ) = 0, para todo V ∈ H(Ω);

(2) Existe λ ∈ R, tal que β ′(U1)(V ) = λΥ
′
C(U1)(V ), para todo V ∈ H(Ω).

A condição (1) não ocorre, pois Υ
′
C(U1)(U1) = 2‖U1‖2

C = 2. Portanto, a condição (2)

deve ocorrer, ou seja, existe λ ∈ R, tal que

∫
∂Ω

U1 · V dσ = λ

∫
Ω

[∇U1 · ∇V + 〈C(x)U1, V 〉] dx, ∀ V ∈ H(Ω). (1.24)

A�rmação 2: λ > 0 e λ = α1.

De fato, ao considerarmos V = U1 em 1.24 e lembrarmos que ‖U1‖C = 1, obtemos

λ = 〈U1, U1〉2,∂ = ‖U1‖2
2,∂ = α1 ≥ 0.

Suponhamos α1 = λ = 0. Daí, da de�nição de α1, β(U) = 0, ∀ U ∈ K. Agora,

todo funcional constante sobre Ω é um elemento de H1(Ω), em particular, os funcionais

ϕ1, ϕ2 : Ω → R, de�nidos por ϕ1(x) = 1 e ϕ2(x) = 0, ∀ x ∈ Ω, são elementos de H1(Ω).

Consequentemente, Ψ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H(Ω). E mais,

β(Ψ) =

∫
∂Ω

Ψ ·Ψdσ =

∫
∂Ω

[
ϕ2

1 + ϕ2
2

]
dσ =

∫
∂Ω

1dσ = |∂Ω|σ > 0.

Portanto, ao considerarmos Φ = Ψ
‖Ψ‖C

, temos Φ ∈ K e β(Φ) = β(Ψ)

‖Ψ‖2C
> 0, o que gera

uma contradição com nossa suposição. Daí segue a validade da a�rmação 2. Como

consequência da igualdade (1.24) e da validade da a�rmação 2, temos que o par (U1, λ
−1) ∈

(H(Ω) \ {0}) × R, é uma solução fraca para o auto-sistema 1.1. Ou seja, µ1
.
= λ1 é um

autovalor de Steklov para o auto-sistema 1.1, tendo como autofunção de Steklov, U1. Deste

modo, para concluirmos a demonstração deste teorema, basta-nos mostrar que o autovalor

µ1
.
== α−1

1 é o menor autovalor positivo de Steklov para o auto-sistema (1.1). Provemos

isso. Se µ1 não for o menor autovalor positivo de Steklov para o auto-sistema (1.1), então

existem Ũ ∈ H(Ω) \ {0} e 0 < µ̃ < µ1, tais que 〈Ũ , V 〉C = µ̃〈Ũ , V 〉2,∂, ∀ V ∈ H(Ω).

Assim, ao tomarmos V = Ũ
‖Ũ‖2C

, µ̃β
(

Ũ
‖Ũ‖C

)
= 1. Daí, β

(
Ũ
‖Ũ‖C

)
= 1

µ̃
> 1

µ1
= α1, o que

gera um absurdo, pois
Ũ

‖Ũ‖C
∈ K. Com isso, �nalizamos a demonstração do teorema 1.1.
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A seguir, daremos uma consequência imediata da caracterização de µ1.

Corolário 1.1 Se forem válidas as condições (H) e (P), então

‖U‖2
C ≥ µ1‖U‖2

2,∂, ∀ U ∈ H(Ω). (1.25)

Prova: Se U = 0, então a igualdade em (1.25) é facilmente veri�cada. Se U 6= 0, então,

se V = U
‖U‖C

, temos ‖V ‖C = 1. Logo V ∈ K, e assim β(V ) ≤ α1. Mas também,

β(V ) = ‖V ‖2
2,∂. De outro modo, β(V ) =

‖U‖22,∂
‖U‖2C

. Consequentemente, ‖U‖2
2,∂ ≤ α1‖U‖2

C ,

de onde segue que

‖U‖2
C ≥

1

α1

‖U‖2
2,∂ = µ1‖U‖2

2,∂.

1.5 Construção da sequência de autovalores de Steklov

Vimos, através do teorema 1.1, que existe um primeiro autovalor de Steklov para

o auto-sistema (1.1), o qual denotamos por µ1, com autofunção de Steklov associada,

U1. Nesta seção, construiremos, por um processo de indução �nita, uma sequência de

autovalores de Steklov, a saber, (µj), que satisfaz algumas propriedades, que nos serão

úteis no transcorrer do trabalho. O próximo teorema nos fornece tal sequência.

Teorema 1.2 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então, existe uma sequência

de pares ((Uj, µj)) em [H(Ω) \ {0}]×R, os quais são soluções fracas para o auto-sistema

(1.1), isto é, (µj) é uma sequência de autovalores de Steklov para o auto-sistema 1.1.

Além disso, se de�nirmos, para cada s ∈ N = {1, 2, · · · , n, · · · },

K0 = K e Ks = {U ∈ K : 〈U,Uk〉2,∂ = 0, para 1 ≤ k ≤ s},

então, para cada j ∈ N,

αj
.
= sup

U∈Kj−1

β(U) = β(Uj) > 0 e µj = α−1
j .
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Prova: Demonstraremos este teorema por indução em j. A validade do teorema 1.2

para j = 1 é garantida pelo teorema 1.1. Suponhamos que o teorema seja válido para

1 ≤ j ≤ J e veri�quemos a validade do mesmo para J + 1.

A�rmação 1: Existe UJ+1 ∈ KJ , tal que αJ+1 = supU∈KJ β(U) = β(UJ+1).

De fato, da proposição 1.7, KJ é fracamente compacto em (H(Ω), ‖ · ‖H). Ainda, devido

à proposição 1.5, β é fracamente contínuo. Diante disso, existe UJ+1 ∈ KJ tal que

β(UJ+1) = αJ+1.

A�rmação 2: ‖UJ+1‖C = 1.

De fato, como UJ+1 ∈ KJ e KJ ⊂ K, UJ+1 ∈ K. Logo, ‖UJ+1‖C ≤ 1. Se ‖UJ+1‖C < 1,

então existe r > 1 tal que rUJ+1 ∈ KJ+1. Consequentemente,

β(rUJ+1) = r2β(UJ+1) > β(UJ+1) = αJ+1,

o que contraria a a�rmação 1. Portanto, devemos ter ‖UJ+1‖C = 1.

A�rmação 3: αJ+1 > 0.

De fato, pela hipótese de indução, existem U1, U2, · · · , UJ ∈ H(Ω), tais que

αl = sup
U∈Kl−1

β(U) = β(Ul) > 0, para 1 ≤ l ≤ J.

Em razão do subespaço [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)], de [L2(∂Ω)]
2, possuir dimensão �nita

e de [L2(∂Ω)]
2 ser um espaço de Hilbert, temos

[
L2(∂Ω)

]2
= [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊕ [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊥ . (1.26)

Agora, pelo teorema 6.11, o operador inclusão i : H
1
2 (∂Ω) → L2(∂Ω) é linear, injetor e

contínuo. Assim, ao de�nirmos

H
1
2
∗ (∂Ω) = H

1
2 (∂Ω)×H

1
2 (∂Ω) = {V ∈ [L2(∂Ω)]2 : ∃ U ∈ H(Ω) com Σ(U) = V },

o operador I = i × i : H
1
2
∗ (∂Ω) → [L2(∂Ω)]

2, de�nido por I(U) = U , ∀ U ∈ H
1
2
∗ (∂Ω),

também é linear, injetor e contínuo. Antes de provarmos a a�rmação 3, precisaremos de

um resultado auxiliar, a saber,
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(RA) Existe V ∈ H
1
2
∗ (∂Ω) \ {0} tal que I(V ) = V ∈ [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊥.

Suponhamos que (RA) não valha e seja V ∈ H
1
2
∗ (∂Ω). Assim, existe U ∈ H(Ω) tal que

Σ(U) = V ∈ [L2(∂Ω)]
2. Daí, por (1.26), existem escalares reais δi, com i = 1, 2, · · · , J e

Ũ ∈ [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊥, tais que

Σ(U) = V = δ1Σ(U1) + δ2Σ(U2) + · · ·+ δJΣ(UJ) + Ũ . (1.27)

Em virtude da linearidade do operador Σ, da caracterização de H
1
2
∗ (∂Ω) e da igualdade

(1.27), concluímos que Ũ ∈ H
1
2
∗ (∂Ω) e Ũ = I(Ũ). Mas também, Ũ é um elemento

de [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊥. Deste modo, devido à nossa suposição, Ũ = 0. Por

conseguinte, devido à 1.27, V ∈ [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]. Portanto, como V é arbitrário

em H
1
2
∗ (∂Ω), H

1
2
∗ (∂Ω) = [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)], o que é um absurdo, pois a dimensão

de H
1
2
∗ (∂Ω) é in�nita (teorema 6.14). E assim, deve valer (RA). Finalmente, provemos

a�rmação 3. Como V ∈ H
1
2
∗ (∂Ω), existe W ∈ H(Ω), tal que Σ(W ) = V e em razão de

V 6= 0 em H
1
2
∗ (Ω), β(W ) > 0. Com efeito, se β(W ) = 0, então ‖W‖2,∂ = 0, e assim,

Σ(W ) = 0 em [L2(∂Ω)]
2. No entanto, Σ(W ) = V . Logo, V = 0 em [L2(∂Ω)]

2. E

mais, visto que V ∈ H
1
2
∗ (∂Ω), I é injetor e I(V ) = 0 = I(0), concluímos que V = 0 em

H
1
2
∗ (∂Ω), o que é um absurdo. Também temos W 6= 0 em H(Ω). De fato, se W = 0

em H(Ω), então V = Σ(W ) = 0, em [L2(Ω)]
2, e assim, V = 0 em H

1
2
∗ (∂Ω), o que não é

verdade. Deste modo, ‖W‖C 6= 0. Assim, podemos considerar W̃ = W
‖W‖C

∈ H(Ω). Por

conseguinte, pela 2-homogeneidade de β, β(W̃ ) = β(W )

‖W‖2C
= β(V )

‖W‖2C
. Mas também, como

V = Σ(W̃ ) ∈ [Σ(U1),Σ(U2), · · · ,Σ(UJ)]⊥, 〈W̃ , Uk〉2,∂ = 0, para 1 ≤ k ≤ J . Disso e

devido à ‖W̃‖C = 1, W̃ ∈ KJ . Portanto,

αJ+1 = sup
U∈KJ

β(U) ≥ β(Ṽ ) =
β(V )

‖W̃‖2
C

> 0.

Com isso, concluímos a prova da a�rmação 3. Em razão da validade da a�rmação 3, tem

sentido de�nirmos µJ+1
.
= α−1

J+1.

A�rmação 4: O par (UJ+1, µJ+1) é solução fraca para o auto-sistema (1.1).

De fato, das a�rmações 2 e 3, podemos ver β(UJ+1) = αJ+1 como um extremo de β
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restrito a

KJ = Υ−1
C ({ΥC(UJ+1)}) ∩

[
J⋂
k=1

Π−1
k ({Πk(UJ+1)})

]
,

onde, para k = 1, 2, · · · , J , Πk
.
= ΠUk , como em 1.6. Ainda, já vimos que os funcionais

ΥC , β e Πk são elementos de C1(H(Ω),R), para k = 1, 2, · · · , J . Deste modo, podemos

aplicar o teorema 6.16, ou seja, uma das seguintes condições abaixo deve valer:

(L-1) Se

A(V1, V2, · · · , VJ+1) =



Υ
′
C(UJ+1)(V1) Υ

′
C(UJ+1)(V2) · · · Υ

′
C(UJ+1)(VJ+1)

Π
′
1(UJ+1)(V1) Π

′
1(UJ+1)(V2) · · · Π

′
1(UJ+1)(VJ+1)

· · · · · ·

· · · · · ·

· · · · · ·

Π
′
J(UJ+1)(V1) Π

′
J(UJ+1)(V2) · · · Π

′
J(UJ+1)(VJ+1)


,

então det(A(V1, V2, · · · , VJ+1)) = 0 para quaisquer V1, V2, · · · , VJ+1 ∈ H(Ω);

(L-2) Existem λ, λk ∈ R, k = 1, 2, · · · , J tais que

β
′
(UJ+1)(V ) = λΥ

′

C(UJ+1)(V ) +
J∑
k=1

λkΠ
′

k(UJ+1)(V ), ∀ V ∈ H(Ω). (1.28)

Mas também, sabemos que, para U, V ∈ H(Ω) e k = 1, 2, · · · , J , valem

Υ
′
(U)(V ) = 2〈U, V 〉C e Π

′

k(U)(V ) = 〈V, Uk〉2,∂.

Por isso, ao utilizarmos o fato de UJ+1 ∈ KJ e a hipótese de indução, obtemos para

k, l = 1, 2, · · · , J e k 6= l:

Υ
′
C(UJ+1)(UJ+1) = 2〈UJ+1, UJ+1〉C = 2‖UJ+1‖2

C = 2,

Υ
′
C(UJ+1)(Uk) = 2〈UJ+1, Uk〉C = 2µk〈UJ+1, Uk〉2,∂ = 0,

Π
′

k(UJ+1)(Ul) = 〈Ul, Uk〉2,∂ = 0 e Π
′

k(UJ+1)(Uk) = 〈Uk, Uk〉2,∂ = ‖Uk‖2
2,∂ = αk.

Consequentemente, detA(UJ+1, U1, U2, . . . , UJ) = 2α1α2 · · ·αJ > 0. Logo (L-2) deve

ocorrer. Para concluirmos a prova da a�rmação 4, precisaremos de um outro resultado

auxiliar, a saber,
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(ORA) λk = 0, ∀ k ∈ {1, 2, · · · , J}.

De fato, ao considerarmos V = Us, para s ∈ {1, 2, · · · , J}, em (1.28), obtemos

2〈UJ+1, Us〉2,∂ = 2λ〈UJ+1, Us〉C +
J∑
k=1

λk〈Us, Uk〉2,∂.

Agora, ao utilizarmos o fato de UJ+1 ∈ KJ e a hipótese de indução, segue que

0 = 2λµs〈UJ+1, Us〉2,∂ + λs〈Us, Us〉2,∂ = 2λsµ
−1
s ‖Us‖2

c = 2λsµ
−1
s .

Finalmente, como µs 6= 0, para qualquer s ∈ {1, 2, · · · , J} (hipótese de indução), con-

cluímos que λs = 0, ∀ s = 1, 2, · · · J , �cando, deste modo, justi�cado (ORA). Como

consequência da validade de (ORA), ao considerarmos V = UJ+1 em (1.28), obtemos

αJ+1 = ‖UJ+1‖2
2,∂ = 〈UJ+1, UJ+1〉2,∂ = λ〈UJ+1, UJ+1〉C = λ‖UJ+1‖2

C = λ.

Ainda, em razão da validade de (ORA), temos 〈UJ+1, V 〉2,∂ = λ〈UJ+1, V 〉C , ∀ V ∈ H(Ω).

Com isso e devido à λ = αJ+1 > 0 (a�rmação 3), concluímos que

α−1
J+1〈UJ+1, V 〉2,∂ = 〈UJ+1, V 〉C , ∀ V ∈ H(Ω), (1.29)

de onde segue que o par (UJ+1, α
−1
J+1) = (UJ+1, µJ+1) é solução fraca para o auto-sistema

(1.1). Daí segue a validade da a�rmação 4. Para �nalizarmos a prova do teorema 1.2,

notamos que, para j ∈ N, Uj ∈ Kj ⊂ K. Logo, ‖Uj‖C = 1, ou seja, Uj ∈ H(Ω) \ {0}.

Com isso e pela validade das a�rmações 1, 2, 3 e 4, segue a validade do teorema 1.2.

O próximo teorema nos fornece algumas propriedades para a sequência (µj).

Teorema 1.3 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então a sequência de auto-

valores de Steklov, (µj), satisfaz:

(S-1) 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤ · · · ≤ µj ≤ · · · ;

(S-2) 〈Uj, Uk〉2,∂ = µ−1
j δjk e ‖Uj‖C = 1, para quaisquer j, k ∈ N;

(S-3) lim
j→∞

µj =∞;
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(S-4) A dimensão do autoespaço associado a cada autovalor µj é �nita.

Prova: (S-1) Devido ao teorema 1.2, para l ≥ 1, µl = α−1
l e αl = supU∈Kl−1

β(U). Logo,

em razão de Kj−1 ⊂ Kj−2, para j ≥ 2, αj ≤ αj−1. Assim, µj−1 = α−1
j−1 ≤ α−1

j = µj, para

qualquer j ≥ 2. Com isso e pelo fato de µ1 > 0 (teorema 1.1), segue que

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µj ≤ · · · ,

como desejávamos.

(S-2) Pelo teorema 1.2, Uj ∈ Kj−1 ⊂ K, ∀ j ∈ N. Logo, ‖Uj‖C = 1 e

〈Uj, Uk〉2,∂ = 0, para k < j.. (1.30)

Caso j < k, ao trocarmos na igualdade (1.30), j por k, obtemos 〈Uj, Uk〉2,∂ = 0. Final-

mente, se j = k, então, pelo fato de Uj ser autofunção de Steklov associada ao autovalor

µj, temos 〈Uj, Uj〉2,∂ = µ−1
j 〈Uj, Uj〉C = µ−1

j ‖Uj‖2
C = µ−1

j . Daí segue a validade de (S-2).

(S-3) Suponhamos tal condição falsa, ou seja, existe K ∈ R, tal que µj ≤ K, ∀ j ∈ N.

Consequentemente, ao de�nirmos, para cada j ∈ N, Vj =
Uj

‖Uj‖2,∂
∈ H(Ω) e ao utilizarmos

o teorema 1.2, ‖Vj‖2
C =

‖Uj‖2C
‖Uj‖22,∂

= 1
‖Uj‖22,∂

= µj ≤ K, ∀ j ∈ N. Logo, (Vj) é uma sequência

limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C). E como as normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖H são equivalentes em H(Ω),

a sequência (Vj) também é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖H). Agora, visto que (H(Ω), ‖ · ‖H)

é re�exivo, existem uma subsequência (Vjk) de (Vj) e Ṽ ∈ H(Ω), tais que Vjk ⇀ Ṽ em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Por conseguinte, em razão da validade do teorema T-C, Vjk → Ṽ em

([L2(∂Ω)]
2
, ‖ · ‖2,∂). Deste modo, a sequência (Vjk) é de Cauchy em [L2(∂Ω)]

2. Entre-

tanto, ao considerarmos jk, jl grandes, com jk 6= jl, obtemos, do fato das autofunções de

Steklov satisfazerem a condição (S-2),

‖Vjk − Vjl‖2
2,∂ =

∥∥∥∥ Ujk
‖Ujk‖2,∂

− Ujl
‖Ujl‖2,∂

∥∥∥∥2

2,∂

=
‖Ujk‖2

2,∂

‖Ujk‖2
2,∂

+
‖Ujl‖2

2,∂

‖Ujl‖2
2,∂

= 2,

o que é uma contradição com o fato da sequência (Vjk) ser de Cauchy em [L2(∂Ω)]
2. Por-

tanto devemos ter limj→+∞ µj = +∞. Daí segue a validade da condição (S-3).

(S-4) Suponhamos que exista k ∈ N, tal que a dimensão do autoespaço associado ao
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autovalor µk seja in�nita. Neste caso, podemos considerar uma sequência {Wj}j∈N de

autofunções de Steklov C-ortornormais em H(Ω) associadas ao autovalor µk. Conse-

quentemente, para r, s ∈ N, com r 6= s,

〈Wr,Ws〉2,∂ = µ−1
k 〈Wr,Ws〉C = 0 e 1 = ‖Wr‖2

C = µk‖Wr‖2
2,∂.

Logo, ao de�nirmos, para j ∈ N, Vj =
Wj

‖Wj‖2,∂
, concluímos que a sequência (Vj) é limitada

em (H(Ω), ‖·‖C). Por isso e pelo fato das normas ‖·‖C , ‖·‖H serem equivalentes em H(Ω),

temos que a sequência (Vj) também é limitada em (H(Ω), ‖ ·‖H). Por conseguinte, devido

à re�exibilidade de (H(Ω), ‖ · ‖H), (Vj) admite subsequência (Vjr) fracamente convergente

em H(Ω). De outro modo, existe Ṽ ∈ H(Ω) tal que Vjr → Ṽ em (H(Ω), ‖ · ‖H). Segue,

da validade do teorema T-C, que Vjr → Ṽ em ([L2(∂Ω)]
2
, ‖ · ‖2,∂). E assim, a sequência

(Vjr) é de Cauchy em [L2(∂Ω)]
2. Porém, ao considerarmos jr, js grandes, com jr 6= js,

obtemos

‖Vjr − Vjs‖2
2,∂ =

∥∥∥∥ Wjr

‖Wjr‖2,∂

− Wjs

‖Wjs‖2,∂

∥∥∥∥2

2,∂

=
‖Wjr‖2

2,∂

‖Wjr‖2
2,∂

+
‖Wjs‖2

2,∂

‖Wjs‖2
2,∂

= 2,

o que é um absurdo, pois a sequência (Vjr) é de Cauchy em [L2(∂Ω)]
2. Portanto, a

dimensão do autoespaço associado a cada autovalor de Steklov deve ser �nita, �cando,

assim, provada a condição (S4).

1.6 Relações entre autofunções de Steklov e H(Ω)

Nesta seção, descrevemos uma decomposição C-ortogonal de H(Ω) e mostramos

que as autofunções de Steklov do auto-sistema (1.1), construídas na seção anterior, formam

uma base de Hilbert para o C-complemento ortogonal de H0(Ω), o qual denotaremos por

W. Assumimos, para o que segue, desta seção, a validade das condições (H) e (P).

Devido à validade de (S-4) (teorema 1.3), temos, para cada k ∈ N,

dimAut(µk) = mk <∞,
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sendo Aut(µk) o auto-espaço associado ao autovalor de Steklov µk.

Seja Mk = {V k
1 , V

k
2 , · · · , V k

mk
}, uma base de Aut(µk), C-ortonormal no espaço

(H(Ω), ‖ · ‖C). Ainda, se U ∈Ml e V ∈Mk, com l 6= k, então, graças à condição (S-2),

dada no teorema 1.3, 〈U, V 〉C = µk〈U, V 〉2,∂ = 0. Consequentemente,

S = {V 1
1 , · · · , V 1

m1
, V 2

1 , · · · , V 2
m2
, · · · , V k

1 , · · · , V k
mk
, · · · }

é um subconjunto C-ortonormal em (H(Ω), ‖ · ‖C).

Proposição 1.11 Se, para cada k ∈ N, denotarmos

Wk =

V
1
k , se 1 ≤ k ≤ m1

V j+1
k−mj , se mj < k ≤ mj +mj+1, j ∈ N,

então Õ = (Wk) é uma sequência C-ortonormal total em H0(Ω)⊥ = W.

Prova: Como Õ ⊂ S, Õ de�ne uma sequência C-ortonormal em H(Ω). Provemos que

Õ ⊂ H0(Ω)⊥ = W. Para tal, seja U ∈ Õ. Devido à proposição 1.8, para provarmos que

U ∈ H0(Ω)⊥, basta-nos mostrar que U é uma H-solução fraca de (1.22), ou seja,

〈U,Θ〉C = 0, ∀ Θ ∈
[
C1
c (Ω)

]2
. (1.31)

Ora, visto que U é autofunção de Steklov, digamos, associada ao autovalor de Steklov,

µk, temos 〈U,Θ〉C = µk〈U,Θ〉2,∂. Além disso, 〈U,Θ〉2,∂ = 0, pois Θ ∈ [C1
c (Ω)]

2. Daí

segue a validade de (1.31), e assim U ∈ H0(Ω)⊥. Agora, devido ao teorema 6.7 e ao fato

de H0(Ω)⊥ ser um subespaço de Hilbert de H(Ω) (pois é fechado), para concluirmos a

prova da proposição 1.11, precisamos apenas mostrar que, se Ũ ∈ H0(Ω)⊥ for tal que

Ũ ⊥ Õ, em (H(Ω), ‖ · ‖C), então Ũ = 0. Suponhamos que isso não ocorra. Ou seja,

existe Ũ ∈ H0(Ω)⊥ \ {0}, tal que Ũ ⊥ Õ, em (H(Ω), ‖ · ‖C). Deste modo, se denotarmos

Ṽ = Ũ
‖Ũ‖C

, então ‖Ṽ ‖C = 1 e 〈Ṽ , U〉C = 0, ∀ U ∈ Õ. Consequentemente, Ṽ ∈ Kג, ∀ j ∈ N.

Por outro lado, da de�nição de β, β(Ṽ ) ≥ 0. Se β(Ṽ ) = 0, então, pela proposição 1.9,

Ṽ ∈ H0(Ω). E como Ṽ ∈ H0(Ω)⊥, segue que Ṽ = 0 em (H(Ω), ‖ · ‖C), o que é um

absurdo, pois ‖Ṽ ‖C = 1. Logo, devemos ter β(Ṽ ) > 0. Finalmente, pela validade de (S-
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3) (teorema 1.3), µj → +∞, quando j → +∞. Por conseguinte, em razão de µj = α−1
j ,

αj → 0, quando j → +∞. Portanto, existe J ∈ N tal que β(Ṽ ) > αJ+1, o que contraria a

de�nição de αJ+1 = sup{β(U) : U ∈ KJ}, pois Ṽ ∈ KJ . Assim, devemos ter Ũ = 0. Daí

segue a validade da proposição 1.11.

Observação 1: Como consequência da proposição 1.11, a sequência Õ de�ne uma base

de Hilbert para o espaço H0(Ω)⊥, em (H(Ω), ‖ · ‖C).

Observação 2: Segue, devido à observação 1, que U ∈ H0(Ω)⊥ é escrito de maneira

única (a menos da ordem) como

U =
∞∑
k=1

〈U, Vk〉CVk e ‖U‖2
C =

∞∑
k=1

|〈U, Vk〉C |2. (1.32)

Observação 3: Da observação 2, da linearidade e continuidade de Σ e do fato de Vk ser

autofunção de Steklov associada ao autovalor de Steklov σk, onde

σk =

µ1, se 1 ≤ k ≤ m1,

µj, se mj−1 < k ≤ mj, j ≥ 2,

(1.33)

obtemos

Σ(U) =
∞∑
k=1

〈U, Vk〉CΣ(Vk), e ‖Σ(U)‖2
2,∂ =

∞∑
k=1

σ−1
k |〈U, Vk〉C |

2. (1.34)

Observação 4: Se, para cada j ∈ N, �xado, denotarmos

Vj =

[
j⋃

k=1

Mk

]
, Yj =

[
∞⋃

k=j+1

Mk

]
e Xj = Yj ⊕C H0(Ω),

então H(Ω) = Vj ⊕C Xj.

De fato. Seja U ∈ H(Ω). Então, como H(Ω) = H0(Ω) ⊕C W (proposição 1.10), existem

únicos U0 ∈ H0(Ω) e U ∈W, tais que U = U +U0. Mas também, devido à U ∈W, existe

uma única sequência (cj) em R, tal que U = c1V1 + · · ·+ cjVj + limn→+∞

n∑
j=1

〈U, Vk〉CcjVj.

E assim,

U = c1U1 + c2U2 + · · ·+ cjUj + lim
n→+∞

Sn + U0, (1.35)



39

onde Sn =
n∑
j=1

cjUj, para cada n ∈ N. Consequentemente, ao denotarmos

V = c1U1 + c2U2 + · · ·+ cjUj, Y = lim
k→+∞

Sk e X = Y + U0,

temos, graças à igualdade (1.35), U = V + X, sendo V ∈ Vj e X ∈ Xj, pois Y ∈ Yj e

U0 ∈ H0(Ω). Por conseguinte, em razão da unicidade de escrita de U , H(Ω) = Vj ⊕C Xj,

como queríamos.

Observação 5: Da de�nição de Vj, segue que d
.
= dimVj = m1 +m2 + · · ·+mj. Assim,

se U ∈ Vj, então U =
d∑
j=1

〈U, Vj〉CVj. Logo, devido às identidades dadas em (1.32) e

(1.34), e à condição (S-1) do teorema 1.3, obtemos

‖U‖2
2,∂ ≥ µ−1

j ‖U‖2
C , ∀ U ∈ H(Ω). (1.36)

Agora, se U ∈ Yj ⊂W, então, devido à observação 2,

U = lim
n→+∞

n∑
k=j+1

ckUk, ‖U‖2
2,∂ = lim

n→+∞

n∑
k=j+1

µ−1
k c2

k

e

‖U‖2
C = lim

n→+∞

n∑
k=j+1

c2
k.

Combinando estas identidades à condição (S-1), dada no teorema 1.3, concluímos que

‖U‖2
2,∂ ≤ µ−1

j+1 lim
n→+∞

n∑
k=j+1

c2
k = µ−1

j+1‖U‖2
C , ∀ U ∈ Yj. (1.37)

Com estas observações, �nalizamos este capítulo.



Capítulo

2

Autovalores de Neumann para sistemas

envolvendo o operador laplaciano

2.1 O auto-sistema de Neumann

Nesta seção, daremos algumas de�nições básicas, as quais estão relacionadas ao

auto-sistema de Neumann
−4 U + C(x)U = λU, se x ∈ Ω

∂U

∂η
= 0, se x ∈ ∂Ω,

(2.1)

Ω ⊂ RN , com N ≥ 2, satisfaz a condição (H) e C(x) satisfaz a condição (P).

De�nição 2.1 Uma solução fraca para o auto-sistema de Neumann (2.1) é, por de�nição,

um par (U, λ) ∈ [H(Ω) \ {0}]× R, que satisfaz

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U, V 〉] dx = λ

∫
Ω

U · V dσ, ∀ V ∈ H(Ω). (2.2)

Neste caso, denominaremos U uma autofunção de Neumann associada ao autovalor de

Neumann, λ, do auto-sistema (2.1).

Objetivamos encontrar uma sequência de autovalores de Neumann para o auto-sistema

(2.1). Com este intuito, generalizaremos algumas ideias de [43]. De�nimos G : H(Ω)→ R,

por G(U) = ‖U‖2
2 − 1 e L = {U ∈ H(Ω) : G(U) = 0}. Utilizaremos técnicas variacionais

40
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para minimizar ΥC sobre L. Por isso, consideramos

ρ1 = inf{ΥC(U) : U ∈ L}. (2.3)

Mostraremos que existe U1 ∈ L, tal que ρ1 = ΥC(U1). Neste caso, veremos que U1 é uma

autofunção de Neumann para o auto-sistema (2.1), correspondendo ao menor autovalor de

Neumann, λ1
.
= ρ1. Para fazermos isso, precisaremos de alguns resultados preliminares,

os quais enunciaremos e provaremos na próxima seção.

2.2 Resultados preliminares

Nesta seção, mostraremos duas proposições. A primeira delas, refere-se ao fun-

cional GU : H(Ω) → R, de�nido por GU(V ) = 〈V, U〉2, ∀ V ∈ H(Ω), com U ∈ H(Ω)

�xo.

Proposição 2.1 Suponhamos válida a condição (H). Então, para U ∈ H(Ω) �xado,

GU ∈ C1(H(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em V ∈ H(Ω), GU , isto é,

G
′

U(V )(W ) = 〈W,U〉2, ∀ W ∈ H(Ω). (2.4)

Prova: Como a condição (H) é satisfeita, o mergulho H(Ω) ↪→ [L2(Ω)]
2 é contínuo. E

assim, existe constante B0 > 0, tal que

‖W‖2 ≤ B0‖W‖H , ∀ W ∈ H(Ω). (2.5)

A�rmação 1: GU é funcional linear limitado.

De fato, a prova da linearidade de GU é imediata, assim, a omitiremos. Provemos a

limitação de GU . Para tanto, seja V ∈ H(Ω). Então,

|GU(V )| = |〈V, U〉2| ≤ ‖V ‖2‖U‖2 ≤ B2
0‖V ‖H‖U‖H .

Daí segue a limitação de GU . Agora, sabemos que todo operador linear e limitado, T :

(X, ‖ · ‖X) → (Y, ‖ · ‖Y ), é um elemento de C∞(X, Y ), tendo como derivada de Fréchet



42

em u ∈ X, T
′
(u) = T . Com isso e pela a�rmação 1, segue a validade da proposição 2.1.

Proposição 2.2 Suponhamos válida a condição (H), então G ∈ C1(H(Ω),R), tendo

como derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω), G
′
(U)(V ) = 2〈U, V 〉2, ∀ V ∈ H(Ω).

Prova: Notemos, inicialmente, que G = P̃ + Q̃, onde os funcionais P̃ e Q̃ são de�nidos

por P̃ (U)
.
= ‖U‖2

2 e Q̃(U) = −1, ∀ U ∈ H(Ω). Como Q̃ é constante, Q̃ ∈ C∞(H(Ω),R),

e Q̃
′
(U) = 0, ∀ U ∈ H(Ω). Assim, para concluirmos a prova da proposição 2.2, devemos

mostrar que P̃ ∈ C1(H(Ω),R), e este deve ter derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω), dada

por P̃
′
(U)(V ) = 2〈U, V 〉2, ∀ V ∈ H(Ω). Provemos isso.

A�rmação I: Para U ∈ H(Ω) �xado, NU : H(Ω) → R, de�nido por NU(V ) = 2〈U, V 〉2,

∀ V ∈ H(Ω), é um funcional linear e limitado.

De fato, a prova da linearidade é imediata. Provemos a limitação do funcional NU . Para

isso, seja V ∈ H(Ω). Então,

|NU(V )| = 2|〈U, V 〉2| ≤ 2‖U‖2‖V ‖2 ≤ 2B2‖U‖H‖V ‖H . (2.6)

Daí segue a limitação do funcional NU .

A�rmação II: O funcional P̃ é Fréchet diferenciável, tendo como derivada de Fréchet

em U ∈ H(Ω), NU .

De fato. Para U ∈ H(Ω), ε > 0 e V ∈ H(Ω), com 0 < ‖V ‖H < ε
B0
, temos

1
‖V ‖H
|P̃ (U + V )− P̃ (U)−NU(V )| = 1

‖V ‖H
|‖U + V ‖2

2 − ‖U‖2
2 − 2〈U, V 〉2|

= 1
‖V ‖H

|〈U + V, U + V 〉2 − 〈U,U〉2 − 2〈U, V 〉2|

= 1
‖V ‖H
|〈V, V 〉2| ≤ 1

‖V ‖H
‖V ‖2

2 ≤ B2
0‖V ‖H < ε.

Daí segue a validade da a�rmação II.

A�rmação III: O operador P̃
′
: H(Ω)→ H(Ω)∗ é contínuo.

De fato, sejam (Un) uma sequência em H(Ω) e U ∈ H(Ω), tais que Un → U em (H(Ω), ‖ ·
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‖H). Por isso e pela desigualdade (2.6), temos

‖P̃ ′(Un)− P̃ ′(U)‖∗H = sup{|P̃ ′(Un − U)(V )| : V ∈ H(Ω) e ‖V ‖H = 1}

≤ 2B2
0‖Un − U‖H → 0, em (R, | · |).

Portanto P̃
′
é um operador contínuo, ou seja, a a�rmação III vale. Devido à validade das

a�rmações I,II e III, segue a prova da proposição 2.2.

2.3 Construção do primeiro autovalor de Neumann

Nesta seção, mostraremos a existência de um primeiro autovalor de Neumann, o

qual denotaremos, posteriormente, por λ1, e algumas de suas propriedades.

Teorema 2.1 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então, existe um par (U1, λ1)

em [H(Ω) \ {0}]×R, o qual é solução fraca para o auto-sistema (2.1). Em outras palavras,

λ1 é um autovalor de Neumann para o auto-sistema (2.1).

Prova: Seja ρ1 = inf {ΥC(U) : U ∈ L}. Da de�nição de ín�mo, conseguimos uma se-

quência (Uj) em L, tal que

ΥC(Uj)→ ρ1 em (R, | · |) e ΥC(Uj) 6 ρ1 + 1, (2.7)

Uma vez que ‖Uj‖2
C = ΥC(Uj), segue, por (2.7), que a sequência (Uj) é limitada em

(H(Ω), ‖ · ‖C). Disso e devido às normas ‖ · ‖H , ‖ · ‖C serem equivalentes em H(Ω),

(Uj) também é sequência limitada em (H(Ω), ‖ · ‖H). Mas também, (H(Ω), ‖ · ‖H) é

re�exivo. Logo, existem U ∈ H(Ω), e uma subsequência (Ujk) de (Uj), tais que Ujk ⇀ U

em (H(Ω), ‖ · ‖H). Ora, devido à validade da condição (H), o teorema R-K vale. Por

conseguinte, o mergulho H(Ω) ↪→ [L2(Ω)]
2 é compacto. Assim, Ujk → U em ([L2(Ω)]

2
, ‖ ·

‖2). Consequentemente, ‖Ujk‖2 → ‖U‖2 em (R, | · |), pois |‖Ujk‖2 − ‖U‖2| ≤ ‖Ujk − U‖2,

∀ k ∈ N. Agora, por causa de Ujk ∈ L e da continuidade da norma ‖ · ‖2, ‖U‖2 = 1, ou

seja, U ∈ L. Mostremos que ΥC(U) = ρ1. Para isso, basta-nos mostrar que ΥC(U) ≤ ρ1,
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pois a outra desigualdade segue, haja visto que U ∈ L. Devido à observação 1, da seção

3, do capítulo 1, e à (2.7), temos

ΥC(U)
1
2 = ‖U‖C ≤ lim inf

k→+∞
‖Ujk‖C = ρ

1
2
1 .

Por conseguinte, ΥC(U) ≤ ρ1. Logo, ΥC(U) = ρ1. Deste modo, podemos ver ΥC(U)

como um extremo de ΥC restrito a L = G−1
(
{G(U)}

)
. Disso e devido à G,ΥC ∈

C1(H(Ω),R) (proposições 1.5 e 2.2), podemos aplicar o teorema dos multiplicadores de

Lagrange (teorema 6.16), ou seja, uma das seguintes condições deve ocorrer:

(1) G
′
(U) = 0;

(2) Existe µ ∈ R, tal que Υ
′
C(U)(Θ) = µG

′
(U)(Θ), ∀ Θ ∈ H(Ω).

A condição (1) não é válida, pois G
′
(U)(U) = 2‖U‖2

2 = 2 6= 0. Logo, vale a condição (2).

Assim, ao considerarmos Θ = U em (2), obtemos ρ1 = ΥC(U) = ‖U‖2
C = µ‖U‖2

2 = µ,

pois U ∈ L. Consequentemente, devido à validade de (2) e à ‖U‖2 = 1, o par (U, µ) é

uma solução fraca para o auto-sistema (2.1). Se denotarmos λ1 = µ, e U1 = U , então λ1 é

um autovalor de Neumann para o auto-sistema 2.1, tendo como autofunção de Neumann

associada, U1. Além disso, λ1 tem a seguinte caracterização variacional

λ1 = inf
U∈H(Ω)\{0}

‖U‖2
C

‖U‖2
2

= ΥC(U1). (2.8)

O próximo resultado nos fornece algumas propriedades para λ1.

Teorema 2.2 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então, λ1 satisfaz:

(N1) λ1 > 0.

(N2) λ1 é o menor autovalor positivo de Neumann para o auto-sistema (2.1).

(N3) ‖U‖2
C ≥ λ1‖U‖2

2, ∀ U ∈ H(Ω).

Prova: (N1) Já sabemos que λ1 = ρ1 ≥ 0. Suponhamos λ1 = 0, então 0 = ρ1 =

ΥC(U) = ‖U‖2
C , de onde segue que U = 0 em H(Ω), o que é um absurdo, pois U ∈ L.

Portanto λ1 > 0. Daí segue a validade de (N1).

(N2) Se λ1 não for o menor autovalor positivo do auto-sistema (2.1), então existem

Ũ ∈ H(Ω) \ {0}, e 0 < λ̃ < λ1 que satisfazem (2.2), ou seja, 〈Ũ , V 〉C = λ̃〈Ũ , V 〉2,
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∀ V ∈ H(Ω). Consequentemente, ao tomarmos V = Ũ
‖Ũ‖22

, ΥC

(
Ũ
‖Ũ‖2

)
= λ̃. Agora, como

G
(

Ũ
‖Ũ‖2

)
= 1, segue que Ũ

‖Ũ‖2
∈ L. Logo, em virtude de λ1 = ρ1, λ1 ≤ ΥC

(
Ũ
‖Ũ‖2

)
= λ̃, o

que gera um absurdo, pois supomos λ̃ < λ1. Daí segue a validade de (N2).

(N3) Se U = 0, então a igualdade em (N3) é facilmente veri�cada. Se U 6= 0, então, em

razão de

λ1 = inf
U∈H(Ω)\{0}

‖U‖2
C

‖U‖2
2

= ΥC(U1),

a validade de (N3) �ca justi�cada.

2.4 Construção da sequência de autovalores de Neumann

Nesta seção, objetivamos construir uma sequência de autovalores de Neumann,

(λk), para o auto-sistema (2.1). Vimos, na seção anterior, a existência de um primeiro

autovalor de Neumann, λ1 = ρ1, com autofunção de Neumann associada U1 = U . Com

isso, iremos em busca de tal sequência, por um processo de indução �nita. Também, nesta

seção, daremos algumas propriedades da sequência (λk). Nosso primeiro resultado, nos

fornece uma relação entre pares de soluções fracas do auto-sistema (2.1).

Proposição 2.3 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Se os pares (U, λ), (W,µ) ∈

H(Ω)×R forem soluções fracas para o auto-sistema (2.1), com λ 6= µ, então 〈U,W 〉2 = 0.

Prova: Como (U, λ) é solução fraca para o auto-sistema (2.1), 〈U,Θ〉C = λ〈U,Θ〉2,

∀ Θ ∈ H(Ω). Tomando Θ = W , obtemos 〈U,W 〉C = λ〈U,W 〉2. Argumentando de

maneira análoga, só que agora, utilizando o fato de (W,µ) ser solução fraca para o auto-

sistema (2.1), e fazendo Θ = U , obtemos 〈W,U〉C = µ〈W,U〉2. Consequentemente,

(λ− µ) 〈U,W 〉2 = 〈U,W 〉C − 〈W,U〉C = 0. Mas, como λ 6= µ, 〈U,W 〉2 = 0, como

desejávamos.

O próximo teorema nos fornece a sequência de autovalores de Neumann, (λk).
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Teorema 2.3 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então, existe uma sequência

de pares ((Uk, λk)) em [H(Ω) \ {0}]×R, os quais são soluções fracas para o auto-sistema

(2.1) e satisfazem:

(1) 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · .

(2) 〈Uk, Ul〉2 = δkl, ∀ k, l ∈ N.

(3) λk = inf{ΥC(U) : U ∈ Lk−1}, sendo, para s ∈ N,

L0
.
= L, e Ls

.
= {U ∈ L : 〈U,Ui〉2 = 0, ∀ i = 1, 2, · · · , s},

Prova: Provaremos tal teorema por indução em k. Segue, do teorema 2.1, a validade do

teorema 2.3 para k = 1. Suponhamos o teorema 2.3 válido para 1 ≤ k ≤ J , e provemos

que o mesmo continua válido para J + 1. Para isso, consideremos

ρJ+1 = inf
U∈LJ

ΥC(U) = inf
U∈LJ

‖U‖2
C .

A�rmação 1: Existe Û ∈ LJ tal que ρJ+1 = ΥC(Û).

De fato, das de�nições de ρJ+1 e de ín�mo, existe uma sequência (Un) em LJ , tal que

ΥC(Un)→ ρJ+1 em (R, | · |) e ΥC(Un) ≤ ρJ+1 + 1, (2.9)

Assim, como ΥC(Un) = ‖Un‖2
C ≤ ρJ+1 + 1, a sequência (Un) é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C).

Por isso e pelo fato das normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω), temos que

a sequência (Un) também é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖H). Consequentemente, visto que

(H(Ω), | · ‖H) é um espaço re�exivo, existem Û ∈ H(Ω) e uma subsequência (Unl) de (Un),

tais que Unl ⇀ Û , em (H(Ω), ‖ · ‖H). Com isso e devido à compacidade do mergulho

H(Ω) ↪→ [L2(Ω)]
2 (isto segue do teorema R-K), temos Unl → Û em ([L2(Ω)]

2
, ‖ · ‖2). Por

conseguinte, em razão da desigualdade |‖Unl‖2−‖Û‖2| ≤ ‖Unl − Û‖2, ‖Unl‖2 → ‖Û‖2 em

(R, | · |). Mas também, ‖Unl‖2 = 1, ∀ l ∈ N. Deste modo, pela continuidade da norma

‖ · ‖2, segue que ‖Û‖2 = 1, ou seja, Û ∈ L. Assim, para Û pertencer a LJ , basta-nos

mostrar que 〈Û , Ui〉2 = 0, para qualquer i ∈ {1, 2, · · · , J}. Provemos isso. Temos que

〈·, ·〉2 é um funcional contínuo sobre [L2(Ω)]
2 × [L2(Ω)]

2. Consequentemente, devido à

cada i ∈ {1, 2, · · · , J}, (Unl , Ui) → (Û , Ui) em [L2(Ω)]
2 × [L2(Ω)]

2, munido da norma
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‖ · ‖2 + ‖ · ‖2, 〈Unl , Ui〉2 → 〈Û , Ui〉2 em (R, | · |). Disso e do fato de 〈Unl , Ui〉2 = 0, ∀ l ∈ N

(Unl ∈ LJ), temos 〈Û , Ui〉2 = 0, ∀ i = 1, 2, · · · , J . Portanto Û ∈ LJ . Logo, ΥC(Û) ≥ ρJ+1.

Mostremos que ΥC(Û) ≤ ρJ+1. Ora, devido à observação 1 da seção 3, do capítulo 1, e à

(2.9), temos

ΥC(Û)
1
2 = ‖Û‖C ≤ lim inf

l→+∞
‖Unl‖C = ρ

1
2
J+1,

de onde segue que, ΥC(Û) ≤ ρJ+1. E assim, ΥC(Û) = ρJ+1, como queríamos.

A�rmação 2: Se denotarmos UJ+1 = Û , então o par (UJ+1, ρJ+1) é solução fraca para o

auto-sistema (2.1).

De fato, devido à hipótese de indução, para 1 ≤ i ≤ J , os pares (Ui, λi) ∈ (H(Ω) \ {0})×R

são soluções fracas para o auto-sistema (2.1) e satisfazem as condições (1), (2) e (3).

Assim, tem sentido de�nirmos, para 1 ≤ i ≤ J , o funcional Gi : H(Ω) → R, dado por

Gi(U) = 〈U,Ui〉2, ∀ U ∈ H(Ω). Tal funcional, de acordo com a proposição 2.1, é um

elemento de C1(H(Ω),R), pois Gi = GUi , com Ui ∈ H(Ω) �xado, tendo como derivada de

Fréchet em U ∈ H(Ω), G
′
i(U)(V ) = 〈V, Ui〉2, ∀ V ∈ H(Ω). Ainda, em razão da validade

da a�rmação 1, ΥC(UJ+1) = ρJ+1 é um valor extremo de ΥC restrito a

LJ = G−1 ({G(UJ+1)}) ∩

[
J⋂
i=1

G−1
i ({Gi(UJ+1)})

]
.

Por isso e por ΥC , G ∈ C1(H(Ω),R) (proposições 1.5 e 2.2), as hipóteses do teorema 6.16

são veri�cadas. Consequentemente, uma das seguintes condições deve valer:

(I) Se

A(V1, V2, · · · , VJ+1) =



G
′
(UJ+1)(V1) G

′
(UJ+1)(V2) . . . G

′
(UJ+1)(VJ+1)

G
′
1(UJ+1)(V1) G

′
1(UJ+1)(V2) . . . G

′
1(UJ+1)(VJ+1)

. . . .

. . . .

. . . .

G
′
J(UJ+1)(V1) G

′
J(UJ+1)(V2) . . . G

′
J(UJ+1)(VJ+1)


,
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det(A(V1, V2, · · · , VJ+1)) = 0 para quaisquer V1, V2, · · · , VJ+1 ∈ H(Ω);

(II) Existem λ, µi ∈ R, i = 1, 2, · · · , J tais que

Υ
′

C(UJ+1)(V ) = λG
′
(UJ+1)(V ) +

J∑
i=1

µiG
′

i(UJ+1)(V ), ∀ V ∈ H(Ω).

Segue, da hipótese de indução, para i = 1, 2, · · · , J , que ‖Ui‖2 = 1,

G
′
(UJ+1)(UJ+1) = 2〈UJ+1, UJ+1〉2 = 2‖UJ+1‖2

2 = 2,

G
′
(UJ+1)(Ui) = 2〈UJ+1, Ui〉2 = 0,

G
′
i(UJ+1)(UJ+1) = 〈UJ+1, Ui〉2 = 0 e G

′
i(UJ+1)(Ui) = 〈Ui, Ui〉2 = ‖Ui‖2

2 = 1.

Por conseguinte, detA(UJ+1, U1, U2, · · · , UJ) = 2 6= 0. Assim, (II) deve valer. Logo, ao

tomarmos, para cada i = 1, 2, · · · , J , V = Ui em (2), e lembrarmos que 〈Ui, Uj〉2 = δij,

para i, j ∈ {1, 2, . . . , J}, Υ
′
C(UJ+1)(Ui) = λG

′
(UJ+1)(Ui) + µi. Além disso, para 1 ≤ i ≤

J , Υ
′
C(UJ+1)(Ui) = Υ

′
C(Ui)(UJ+1). E, devido à hipótese de indução, Υ

′
C(Ui)(UJ+1) =

λiG
′
(Ui)(UJ+1), ∀ 1 ≤ i ≤ J . De onde vem que

µi = λiG
′
(Ui)(UJ+1)− λG′(UJ+1)(Ui), ∀ 1 ≤ i ≤ J.

Mas também, para 1 ≤ i ≤ J , 〈UJ+1, Ui〉2 = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ J , pois UJ+1 ∈ LJ . De onde

segue que G
′
(Ui)(UJ+1) = G

′
(Ui)(UJ+1) = 0, ∀ 1 ≤ i ≤ J . Por conseguinte, µi = 0,

∀ 1 ≤ i ≤ J . Com isso e em razão da validade de (II),

Υ
′

C(UJ+1)(V ) = λG
′
(UJ+1)(V ), ∀ V ∈ H(Ω). (2.10)

Ao substituírmos as expressões de Υ
′
C e G

′
em (2.10), concluímos que o par (UJ+1, λ)

é uma solução fraca para o auto-sistema (2.1). Deste modo, para �nalizarmos a prova

da a�rmação 2, basta-nos mostrar que λ = ρJ+1. Provemos isso. Ao considerarmos

V = UJ+1 em (2.10), obtemos 2‖UJ+1‖2
C = 2λ‖UJ+1‖2

2. Mas, como ‖UJ+1‖2 = 1, segue

que λ = ‖UJ+1‖2
C = ΥC(UJ+1) = ρJ+1. Daí segue a validade da a�rmação 2. Deste modo,

se λJ+1 = ρJ+1, então λJ+1 é um autovalor de Neumann para o auto-sistema (2.1), tendo

como autofunção de Neumann, UJ+1.

A�rmação 3: λJ+1 ≥ λJ .
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De fato, como λJ+1 = ρJ+1 = infU∈LJ ΥC(U) = infU∈LJ ‖U‖2
C e LJ ⊂ LJ−1, segue que

λJ+1 = inf
U∈LJ

ΥC(U) ≥ inf
U∈LJ−1

ΥC(U) = λJ .

Daí segue a validade da a�rmação 3. Agora, por hipótese de indução, a condição (1), nos

garante que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λJ .

Consequentemente, graças à validade da a�rmação 3, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λJ ≤ λJ+1.

Já, a validade da condição (2), para quaisquer k, l ∈ N, é imediata, por isso omitiremos

sua prova. Com isso, �nalizamos a demonstração do teorema 2.3.

Construímos, deste modo, uma sequência de autovalores de Neumann, (λk), para o auto-

sistema (2.1), cujas autofunções são ortogonais em [L2(Ω)]
2. O próximo teorema nos

garante duas propriedades de tal sequência.

Teorema 2.4 Suponhamos válidas as condições (H) e (P). Então a sequência de auto-

valores de Neumann, (λj), satisfaz:

(N-1) lim
j→∞

λj = +∞;

(N-2) A dimensão do autoespaço associado a cada autovalor λj é �nita.

Prova: (N-1) Suponhamos que tal condição não seja válida, ou seja, existe K > 0

tal que λj ≤ K, ∀ j ∈ N. Como λj = ΥC(Uj) = ‖Uj‖2
C e as normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H são

equivalentes emH(Ω), a sequência (Uj) é limitada em (H(Ω), ‖·‖H). Deste modo, devido à

re�exibilidade de (H(Ω), ‖·‖H), existem subsequência (Ujk) da sequência (Uj) e Û ∈ H(Ω),

tais que Ujk ⇀ Û em (H(Ω), ‖ · ‖H). Assim, em virtude da compacidade do mergulho

H(Ω) ↪→ [L2(Ω)]
2, temos Ujk → Û em ([L2(Ω)]

2
, ‖·‖2). Por conseguinte, a sequência (Ujk)

é de Cauchy em [L2(Ω)]
2. Entretanto, ao considerarmos jk, jl grandes e distintos, temos,

devido à condição (2) do teorema 2.3, ‖Ujk − Ujl‖2
2 = ‖Ujk‖2

2 + 2〈Ujk , Ujl〉2 + ‖Ujl‖2
2 = 2,

e isso contraria o fato da sequência (Ujk) ser de Cauchy em [L2(Ω)]
2. Portanto, devemos

ter λj → +∞, quando j → +∞, como desejávamos.

(N-2) Suponhamos que exista k ∈ N, tal que a dimensão do autoespaço associado ao
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autovalor de Neumann λk seja in�nita. Neste caso, podemos considerar uma sequência

(Wj) de autofunções de Neumann, C-ortornormais em H(Ω), associadas ao autovalor λk.

Disso segue, para k, l ∈ N, com k 6= l, que 〈Wk,Wl〉2 = λ−1
k 〈Wk,Wl〉C = 0. Também,

para j ∈ N, temos ‖Wj‖2
C = λk‖Wj‖2

2. Deste modo, se de�nirmos, para cada j ∈ N,

Vj =
Wj

‖Wj‖2 , então a sequência (Vj) é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C). Com isso, e em razão

das normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω), concluímos que a sequência (Vj)

é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖H). Consequentemente, existem subsequência (Vjk) de (Vj) e

V̂ ∈ H(Ω), tais que Vjk ⇀ V̂ em (H(Ω), ‖ · ‖H). Por isso e pela compacidade do mergulho

H(Ω) ↪→ [L2(Ω)]
2, Vjk → V̂ em ([L2(Ω)]

2
, ‖ · ‖2). Logo, a sequência (Vjk) é de Cauchy em

[L2(∂Ω)]
2. No entanto, ao considerarmos jk, jl grandes, com jk 6= jl, temos

‖Vjk − Vjl‖2
2 =

∥∥∥∥ Wjk

‖Wjk‖2

− Wjl

‖Wjl‖2

∥∥∥∥2

2

=
‖Wjk‖2

2

‖Wjk‖2
2

+
‖Wjl‖2

2

‖Wjl‖2
2

= 2,

o que é uma contradição com o fato da sequência (Vjk) ser de Cauchy em [L2(Ω)]
2. Por-

tanto, a dimensão do autoespaço associado a cada autovalor de Neumann deve ser �nita,

�cando, assim, provada a condição (N-2).

2.5 Relações entre autofunções de Neumann e H(Ω)

Nesta seção, decomporemos H(Ω) como soma direta de dois subespaços, os quais

estão relacionados às autofunções de Neumann, construídas na seção anterior, bem como,

mencionaremos algumas consequências de tal decomposição. Assumiremos, para o que

segue, a validade das condições (H) e (P). Pela validade da condição (N-2) do teorema

2.4, temos, para cada k ∈ N,

τk
.
= dimAut(λk) <∞,

sendo Aut(λk) o auto-espaço associado ao autovalor de Neumann λk.

Seja Bk = {Uk
1 , U

k
2 , · · · , Uk

τk
} ⊂ H(Ω) ∩ [L2(Ω)]

2 uma base ortonormal, em

[L2(Ω)]
2, de Aut(λk). Tendo em vista a proposição 2.3, segue que os conjuntos Bk são
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mutuamente ortogonais em [L2(Ω)]
2, isto é, 〈U, V 〉2 = 0, ∀ U ∈ Bk, ∀ V ∈ βl, k 6= l.

Deste modo, N = {U1
1 , · · · , U1

τ1
, U2

1 , · · · , U2
τ2
, · · · , Uk

1 , · · · , Uk
τk
, · · · } de�ne um conjunto

ortonormal em [L2(Ω)]
2. Consideremos, para j ∈ N �xado, Fj, o subespaço gerado por

Ej = {U1
1 , · · · , Uτ1 , · · · , U

j
1 , · · ·U j

τj
}.

Tal subespaço possui dimensão �nita e igual a τ .
= τ1 + τ2 + · · ·+ τj. Consequentemente,

Fj é um subespaço fechado em [L2(Ω)]
2. Em particular, Fj é um subespaço de Hilbert de

[L2(Ω)]
2. Por conseguinte [L2(Ω)]

2
= Fj ⊕ F⊥j , onde

F⊥j = {U ∈
[
L2(Ω)

]2
: 〈U, V 〉2 = 0, ∀ V ∈ Fj}.

Para o que segue, necessitaremos do seguinte lema, cuja prova utiliza resultados básicos

de álgebra linear, por isso, a omitiremos.

Lema 2.1 Sejam E um espaço vetorial sobre um corpo K, A e B subespaços vetorias de

E, tais que E = A⊕B. Se X for um subespaço vetorial de E e A for um subespaço vetorial

de X, então X = A⊕ (B ∩ X).

Como consequência deste lema, ao considerarmos E = [L2(Ω)]
2, X = H(Ω), A = Fj e

B = F⊥j , temos H(Ω) = Fj ⊕
[
F⊥j ∩H(Ω)

]
. Se, para cada k ∈ N, denotarmos

Vk =

U
j+1
k , se 1 ≤ k ≤ τj+1

U j+l+1
k−τj+l , se τj+l < k ≤ τj+l + τj+l+1, l ≥ 1,

então O = (Vk) de�ne uma sequência ortonormal em F⊥j ∩ H(Ω). Isto é imediato, pois

Vk ∈ N , ∀ k ∈ N.

Proposição 2.4 O é uma sequência ortonormal total em F⊥j ∩H(Ω).

Prova: De acordo com o teorema 6.7 e em razão de F⊥j ∩H(Ω) ser um subespaço de Hilbert

de [L2(Ω)]
2, basta-nos mostrar que, se Ũ ∈ F⊥j ∩ H(Ω) for tal que Ũ ⊥ O em [L2(Ω)]

2,

então Ũ = 0. Suponhamos que isso não ocorra, ou seja, existe Ũ ∈
(
F⊥j ∩H(Ω)

)
\ {0},

tal que Ũ ⊥ O em [L2(Ω)]
2. Então, se denotarmos Ṽ = Ũ

‖Ũ‖2
, ‖Ṽ ‖2 = 1 e 〈Ṽ , U〉2 = 0,



52

∀ U ∈ O. Disso, do fato de Ṽ ∈ F⊥j e da caracterização variacional de λk, concluímos que

λk ≤ ‖Ṽ ‖2
C , ∀ k ∈ N, o que é um absurdo, pois, pelo teorema 2.4, λk → +∞, quando

k → +∞. Portanto, Ũ = 0. Daí segue a validade da proposição 2.4.

Observação 1: Como consequência da proposição 2.4, a sequência O de�ne uma base

de Hilbert para F⊥j ∩H(Ω) ⊂ [L2(Ω)]
2.

Observação 2: Devido à observação 1, segue que, dado U ∈ F⊥j ∩H(Ω),

U =
∞∑
k=1

〈U, Vk〉2Vk e ‖U‖2
2 =

∞∑
k=1

|〈U, Vk〉2|2 . (2.11)

Agora, para k ∈ N e U ∈ H(Ω), temos

〈U, V 〉C = λk〈U, V 〉2, ∀ V ∈ Bk. (2.12)

Deste modo, podemos reescrever F⊥j ∩H(Ω) como

F⊥j ∩H(Ω) = {U ∈ H(Ω) : 〈U, V 〉C = 0, ∀ V ∈ Fj}
.
= (Fj)⊥C ,

que representa o complemento ortogonal de Fj em (H(Ω), ‖ · ‖C), o qual é um subespaço

fechado de (H(Ω), ‖ · ‖C), e assim, um subespaço de Hilbert de (H(Ω), ‖ · ‖C). Ainda,

segue, por (2.12), que a sequência (Vk) é C-ortogonal em (Fj)⊥C . Logo, ao denotarmos

Wk = Vk
‖Vk‖C

, vemos que a sequência (Wk) é C-ortonormal em (Fj)⊥C . Denotemos tal

sequência por OC .

Proposição 2.5 A sequência OC é total em (Fj)⊥C.

Prova: Devido ao teorema 6.7 e à (Fj)⊥C ser um subespaço de Hilbert de (H(Ω), ‖ · ‖C),

basta-nos mostrar que, se Ũ ∈ (Fj)⊥C for tal que Ũ ⊥ OC em (H(Ω), ‖ · ‖C), então Ũ = 0.

Suponhamos que isso não ocorra. Então, existe Ũ ∈ (Fj)⊥C \ {0}, tal que Ũ ⊥ OC , em

(H(Ω), ‖ · ‖C). Agora, para k ∈ N, temos, devido à 2.12,

〈Ũ ,Wk〉C = 0⇒ 〈Ũ , Vk〉C = 0⇒ 〈‖Ũ‖−1
2 Ũ , Vk〉C = 0⇒ 〈‖Ũ‖−1

2 Ũ , Vk〉2 = 0.
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Segue, assim, se denotarmos Ṽ = Ũ
‖Ũ‖2

, que ‖Ṽ ‖2 = 1 e 〈Ṽ , U〉2 = 0, ∀ U ∈ OC . Com isso,

pelo fato de Ṽ ∈ F⊥j e pela caracterização variacional de λk, concluímos que λk ≤ ‖Ṽ ‖2
C ,

∀ k ∈ N, e isto gera uma contradição, pois devido ao teorema 2.4, λk → +∞, quando

k → +∞. Portanto, Ũ = 0, como desejávamos.

Observação 3: Como consequência do teorema anterior, a sequência OC de�ne uma

base de Hilbert para (Fj)⊥C ⊂ H(Ω), sendo este último espaço, munido da norma ‖ · ‖C .

Consequentemente, dado U ∈ (Fj)⊥C ∩H(Ω),

U =
∞∑
k=1

〈U,Wk〉CWk e ‖U‖2
C =

∞∑
k=1

|〈U,Wk〉C |2 . (2.13)

Observação 4: Ao combinarmos as identidades dadas em (2.11) e (2.13) com (2.12),

obtemos, para U em F⊥j ∩H(Ω) = (Fj)⊥C ,

‖U‖2
2 =

∞∑
k=1

σ−2
k |〈U, Vk〉C |

2 e ‖U‖2
C =

∞∑
k=1

σ−1
k |〈U, Vk〉C |

2,

onde

σk =

λj+1, se 1 ≤ k ≤ τj+1,

λj+l+1, se τj+l < k ≤ τj+l + τj+l+1, l ≥ 1.

Agora, como 0 < λj+1 ≤ λk, ∀ k ≥ j + 1, temos λ−1
k ≤ λ−1

j+1, ∀ k ≥ j + 1. De onde vem

que σk ≤ λ−1
j+1, ∀ k ≥ j + 1. E assim,

‖U‖2
2 ≤ λ−1

j+1

∞∑
k=1

σ−1
k |〈U, Vk〉C |

2
C = λ−1

j+1‖U‖2
C . (2.14)

Obseravação 5: Seja U ∈ Fj. Como
j⋃

k=1

Bk é uma base para Fj, ao denotarmos, para

1 ≤ k ≤ τ e 1 ≤ l ≤ j − 1 (quando j ≥ 2),

Zk =

V
1
k , se 1 ≤ k ≤ τ1,

V l+1
k−τl , se τl < k ≤ τl + τl+1,
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existem únicos escalares ck ∈ R, 1 ≤ k ≤ τ , tais que U =
τ∑
k=1

ckZk. Além disso, como

{Zk : 1 ≤ k ≤ τ} ⊂ N , temos 〈Zk, Zl〉2 = 0 e ‖Zk‖2 = 1, ∀ 1 ≤ k, l ≤ τ , k 6= l. Logo,

‖U‖2
2 =

τ∑
k=1

c2
k. (2.15)

Com isso e devido à (2.12), concluímos que 〈Zk, Zl〉C = 0, ∀ 1 ≤ k, l ≤ τ , k 6= l. Deste

modo,

‖U‖2
C =

τ∑
k=1

c2
k‖Zk‖2

C . (2.16)

Por �m, a�rmamos que, para qualquer U ∈ Fj, vale

‖U‖2
2 ≥ λ−1

j ‖U‖2
C . (2.17)

De fato. Se denotarmos, para 1 ≤ k ≤ τ e 1 ≤ l ≤ j − 1 (quando j ≥ 2),

ςk =

λ1, se 1 ≤ k ≤ τ1,

λl+1, se τl < k ≤ τl + τl+1,

então, ao utilizarmos (2.12) em (2.16),

‖U‖2
C =

τ∑
k=1

c2
kςk. (2.18)

Finalmente, como λk ≤ λj, ∀ 1 ≤ k ≤ j, temos ςk ≤ λj, ∀ 1 ≤ k ≤ τ . Combinando isso,

(2.18) e (2.15), obtemos

‖U‖2
C ≤ λj

τ∑
k=1

c2
k = λj‖U‖2

2.

Daí segue a validade da a�rmação. A importância desta seção será observada no capí-

tulo 3, onde utilizaremos as desigualdades (2.14) e (2.17), para obtermos resultados de

existência de solução para uma classe de sistemas não lineares, com condições de fronteira

não lineares.



Capítulo

3

Sistemas elípticos não lineares com condições

de fronteira não lineares

3.1 Uma breve introdução

Neste capítulo, mostraremos a existência de solução fraca para o sistema de

equações diferenciais parciais elípticas com condições de fronteira não lineares


−4 U + C(x)U = f(x, U), se x ∈ Ω

∂U

∂η
= g(x, U), se x ∈ ∂Ω,

(3.1)

onde Ω ⊂ RN , com N ≥ 2, é um domínio limitado com fronteira, ∂Ω, de classe C0,1, e
∂

∂η
.
= η · ∇ é a derivada normal exterior unitária sobre ∂Ω. Assumiremos, neste capítulo,

ao denotarmos f = (f1, f2) e g = (g1, g2), as seguintes condições:

(P) C(x) =

a(x) b(x)

b(x) c(x)

 é uma matriz positiva de�nida sobre R2 para q.t.p. x ∈ Ω,

com a, b, c ∈ Lp(Ω), para p ≥ N
2
, quando N ≥ 3 (p > 1, quando N = 2).

(H1) F,G ∈ C1(Ω× R2,R) são tais que, para qualquer x ∈ Ω,

∇UF (x, U) = f(x, U) e ∇UG(x, U) = g(x, U),

55
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onde ∇UF
.
=
(
∂F
∂u
, ∂F
∂v

)
.

(G1) Existem constantes Ai1, A
i
2 > 0 tais que

|gi(x, u, v)| ≤ Ai1 + Ai2 [|u|+ |v|]s ,

com 0 ≤ s <
N

N − 2
, para i = 1, 2, x ∈ Ω e U = (u, v) ∈ R2.

(F1) Existem constantes Bi
1, B

i
2 > 0 tais que

|fi(x, u, v)| ≤ Bi
1 +Bi

2 [|u|+ |v|]t ,

com 0 ≤ t <
N + 2

N − 2
, para i = 1, 2, x ∈ Ω e U = (u, v) ∈ R2.

(LG) G satisfaz

lim
|U |→+∞

[∇UG(x, U) · U − 2G(x, U)] = +∞

uniformemente para q.t.p. x ∈ ∂Ω.

(LF) F satisfaz

lim
|U |→+∞

[∇UF (x, U) · U − 2F (x, U)] = +∞

uniformemente para q.t.p. x ∈ Ω.

Observação 1: Quando validarmos a condição (H1), fi, gi ∈ C(Ω,R2), para i = 1, 2.

Observação 2: O fato de ∂Ω ser de classe C0,1 implica na validade da condição (H),

de�nida no capítulo 1 (veja o capítulo 4 de [1]). Consequentemente, quando supormos

válida a condição (P), os resultados obtidos nos capítulos 1 e 2 continuarão válidos.

Lembremos dois destes resultados. No capítulo 1, vimos que o auto-sistema


−4 U + C(x)U = 0, se x ∈ Ω,

∂U

∂η
= µU, se x ∈ ∂Ω.

(3.2)

admite uma sequência de autovalores de Steklov, (µj), tal que

0 < µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µj ≤ · · · → +∞, quando j → +∞.
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Além disso, cada autovalor µj possui autoespaço associado com dimensão �nita. E, pela

caracterização variacional de µ1,

µ1‖U‖2
2,∂ ≤ ‖U‖2

C , ∀ U ∈ H(Ω). (3.3)

Já, no capítulo 2, vimos que o auto-sistema


−4 U + C(x)U = λU, se x ∈ Ω,

∂U

∂η
= 0, se x ∈ ∂Ω

(3.4)

também possui uma sequência de autovalores, (λj), denominados autovalores de Neu-

mann, tais que

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ≤ λj ≤ · · · → +∞, quando j → +∞.

Além disso, cada autovalor λj possui autoespaço associdos com dimensão �nita. Também,

devido à caracterização variacional de λ1,

λ1‖U‖2
2 ≤ ‖U‖2

C , ∀ U ∈ H(Ω). (3.5)

A validade dos resultados de existência de solução fraca para o sistema 3.1, que obtivemos,

se dá quando relacionamos a não linearidade de fronteira, g, com o espectro de Steklov,

e a não linearidade de reação, f , com o espectro de Neumann. A seguir, de�nimos o que

vem a ser uma solução fraca para o sistema (3.1).

De�nição 3.1 U ∈ H(Ω) é dita uma solução fraca para o sistema (3.1) quando

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U, V 〉] dx =

∫
Ω

f(x, U) · V dx+

∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ, (3.6)

para qualquer V ∈ H(Ω).
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3.2 Principais resultados

Nesta seção, enunciaremos os principais resultados deste capítulo, os quais serão

provados nas seções 3.4, 3.5 e 3.6.

Teorema 3.1 Suponhamos que as condições (P), (H1), (G1) e (F1) sejam satisfeitas.

Além disso, suponhamos que a seguinte condição também seja válida:

(A1) Existem constantes λ, µ ∈ R tais que

lim sup
|U |→+∞

2G(x, U)

u2 + v2
≤ µ < µ1 e lim sup

|U |→+∞

2F (x, U)

u2 + v2
≤ λ < λ1,

uniformemente para x ∈ Ω, com λ1µ + µ1λ < µ1λ1. Então o sistema não linear (3.1)

possui ao menos uma solução fraca U ∈ H(Ω).

A seguir, a região hachurada desenhada no plano λµ, representa λ1µ+ µ1λ < µ1λ1.

λ1

λ

µ1

µ

0

Teorema 3.2 Suponhamos que as condições (P), (H1), (G1), (F1), (LG), (LF) se-

jam satisfeitas, e, ainda, que a seguinte condição também valha:
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(A2) Existem constantes A,B, α, β ∈ R tais que

µj < A ≤ lim inf
|U |→+∞

2G(x, U)

u2 + v2
≤ lim sup
|U |→+∞

2G(x, U)

u2 + v2
≤ B < µj+1

e

α ≤ lim inf
|U |→+∞

2F (x, U)

u2 + v2
≤ lim sup
|U |→+∞

2F (x, U)

u2 + v2
≤ β,

uniformemente para x ∈ Ω, com µjλ1 < λ1A + µjα e λ1B + µj+1β < µj+1λ1. Então o

sistema não linear (3.1) tem ao menos uma solução fraca U ∈ H(Ω).

A região hachurada desenhada no plano λµ, representa o que signi�ca, geometricamente,

a condição µjλ1 < λ1A+ µjα e λ1B + µj+1β < µj+1λ1.

λ1

λ

µ1

µ2

µ3

µ

0

Teorema 3.3 Suponhamos que as condições (P), (H1), (G1), (F1), (LG), (LF) se-

jam satisfeitas, e, ainda, que a seguinte condição também valha:

(A3) Existem constantes A,B, α, β ∈ R tais que

A ≤ lim inf
|U |→+∞

2G(x, U)

u2 + v2
≤ lim sup
|U |→+∞

2G(x, U)

u2 + v2
≤ B
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e

λj < α ≤ lim inf
|U |→+∞

2F (x, U)

u2 + v2
≤ lim sup
|U |→+∞

2F (x, U)

u2 + v2
≤ β < λj+1,

uniformemente para x ∈ Ω, com λjµ1 < λjA + µ1α e λj+1B + µ1β < λj+1µ1. Então o

sistema não linear (3.1) admite ao menos uma solução fraca U ∈ H(Ω).

A região hachurada desenhada no plano λµ, a seguir, representa o que signi�ca, geomet-

ricamente, a condição λjµ1 < λjA+ µ1α e λj+1B + µ1β < λj+1µ1.

λ1 λ2 λ3

λ

µ1

µ

0

Para demonstrarmos estes três teoremas, necessitaremos de alguns resultados preliminares

sobre teoria de ponto crítico, os quais serão expostos na próxima seção.

3.3 Resultados Preliminares

Nesta seção, veremos os resultados necessários para a prova dos teoremas da seção

anterior.

Proposição 3.1 Se, para i = 1, 2, gi ∈ C(Ω × R2,R) e existem constantes p, q ≥ 1,

a1
i , a

2
i , a

3
i ≥ 0, tais que, para quaisquer x ∈ Ω, u, v ∈ R,

|gi(x, u, v)| ≤ a1
i + a2

i |u|
p
q + a3

i |v|
p
q , (3.7)
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então, Ng : [Lp(∂Ω)]2 → [Lq(∂Ω)]2, de�nido por Ng(u, v) = (g1(x, u, v), g2(x, u, v)), é um

operador contínuo.

Prova: Para o que segue, i ∈ {1, 2}. Provemos, inicialmente, a boa de�nição de Ng.

Para isso, seja (u, v) ∈ [Lp(∂Ω)]2. Então u, v ∈ Lp(∂Ω), e assim, tanto u, quanto v,

são σ-mensuráveis. Por isso e pelo fato de gi ∈ C(Ω × R2,R), segue que gi(x, u, v) é

σ-mensurável. Agora, mostremos que
∫
∂Ω
|gi(x, u, v)|qdσ < ∞. Ora, ao utilizarmos o

teorema 6.1 e a desigualdade (3.7), obtemos

|gi(x, u, v)|q ≤
(
a1
i + a2

i |u|
p
q + a3

i |v|
p
q

)q
≤ K (1 + |u|p + |v|p) ,

onde K é uma constante positiva. Consequentemente, como u, v ∈ Lp(∂Ω) e |∂Ω|σ < ∞

(Ω é um domínio limitado em RN), a integral do início do parágrafo é �nita. Segue

assim, que gi(x, u, v) ∈ Lq(∂Ω). De onde vem, que Ng(u, v) ∈ [Lq(∂Ω)]2. Com isso,

�nalizamos a prova da boa de�nição do operador Ng. Provemos, agora, a continuidade de

Ng. Para isso, consideremos Un = (un, vn) e U = (u, v) em [Lp(∂Ω)]2, tais que Un → U

em ([Lp(∂Ω)]2 , ‖ · ‖p,∂), ou seja,

‖un − u‖p,∂ + ‖vn − v‖p,∂ → 0, quando n→ +∞.

Deste modo, un → u e vn → v em (Lp(∂Ω), ‖ · ‖p,∂). Além disso, pelo teorema 6.13,

existem subsequências (unk), (vnk) das sequências (un), (vn) e hi ∈ Lp(∂Ω), tais que

unk(x)→ u(x), em (R, | · |) e |unk(x)| ≤ h1(x), q.t.p. x ∈ ∂Ω (3.8)

e

vnk(x)→ v(x) em (R, | · |) e |vnk(x)| ≤ h2(x), q.t.p. x ∈ ∂Ω. (3.9)

Mas, por hipótese, gi ∈ C(Ω × R2,R). Logo, gi(x, unk(x), vnk(x)) → gi(x, u(x), v(x))

em (R, | · |), para q.t.p. x ∈ ∂Ω. Ainda, ao combinarmos a desigualdade (3.7) com as

desigualdades dadas em (3.8) e (3.9), concluímos que

|gi(x, unk(x), vnk(x))| ≤ a1
i + a2

i [h1(x)]
p
q + a3

i [h2(x)]
p
q
.
= Mi(x), q.t.p. x ∈ ∂Ω. (3.10)
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Por conseguinte, devido ao teorema 6.1 e à hi ∈ Lp(∂Ω), Mi ∈ Lq(∂Ω). Logo, ao apli-

carmos o teorema da convergência dominada de Lebesgue, gi(x, unk , vnk)→ gi(x, u, v) em

(Lq(∂Ω), ‖ · ‖q,∂), ou seja, Ng(Unk)→ Ng(U) em ([Lq(∂Ω)]2 , ‖ · ‖q,∂). Para concluirmos a

prova em questão, devemos mostrar que Ng(Un)→ Ng(U), em ([Lq(∂Ω)]2 , ‖·‖q,∂). Supon-

hamos que isso seja falso. Então, existem ε > 0 e uma subsequência (Unl) da sequência

(Un), tais que

‖Ng(Unl)−Ng(U)‖q,∂ ≥ ε, ∀ l ∈ N. (3.11)

Como supomos, inicialmente, Un → U em ([Lp(∂Ω)]2 , ‖ · ‖p,∂), segue que Unl → U em

([Lp(∂Ω)]2 , ‖ · ‖p,∂). Repetindo os argumentos iniciais para a sequência (Unl) ao invés da

sequência (Un), podemos mostrar que a primeira admite uma subsequência, (Unlk ), tal

que Ng(Ulk)→ Ng(U) em ([Lq(∂Ω)]2 , ‖·‖q,∂), o que gera uma contradição com a condição

(3.11). Por conseguinte, devemos ter Ng(Un)→ Ng(U), em ([Lq(∂Ω)]2 , ‖ ·‖q,∂). Portanto,

o operador Ng é contínuo, como queríamos.

Observação 1: Se as condições (H1) e (G1) forem válidas, então, podemos mostrar,

ao aplicarmos o teorema 6.1, que as hipóteses da proposição 3.1, com p = s + 1 e q =

s+1
s
, são satisfeitas. Consequentemente, Ng : [Ls+1(∂Ω)]

2 → [L
s+1
s (∂Ω)]2, de�nido por

Ng(u, v) = g(x, u, v), é um operador contínuo. O próximo resultado possui prova análoga

à da proposição 3.1, por isso a omitiremos.

Proposição 3.2 Se, para i = 1, 2, fi ∈ C(Ω × R2,R) e existem constantes p, q ≥ 1,

b1
i , b

2
i , b

3
i ≥ 0, tais que, para quaisquer x ∈ Ω, u, v ∈ R,

|fi(x, u, v)| ≤ b1
i + b2

i |u|
p
q + b3

i |v|
p
q , (3.12)

então, N f : [Lp(Ω)]2 → [Lq(Ω)]2, de�nido por N f (u, v) = (f1(x, u, v), f2(x, u, v)), é um

operador contínuo.

Observação 1: Se as condições (H1) e (F1) forem válidas, então, podemos mostrar, ao

aplicarmos o teorema 6.1, que as hipóteses da proposição 3.2, com p = t + 1 e q = t+1
t
,

são satisfeitas. Consequentemente, N f : [Lt+1(Ω)]
2 → [L

t+1
t (Ω)]2, de�nido por N f (u, v) =
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f(x, u, v), é um operador contínuo. Para o restante desta seção, suporemos H(Ω) munido

da norma ‖ · ‖C . Ainda, se forem válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1), então o

funcional energia associado ao sistema (3.1), I : H(Ω)→ R, é de�nido por

I(U) =
1

2

∫
Ω

[
|∇U |2 + 〈C(x)U,U〉

]
dx−

∫
Ω

F (x, U)dx−
∫
∂Ω

G(x, U)dσ. (3.13)

A próxima proposição nos garante a boa de�nição de I.

Proposição 3.3 Suponhamos válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1). Então,

I(U) ∈ R, para todo U ∈ H(Ω).

Prova: Segue, da validade de (H) e (P), que∣∣∣∣12
∫

Ω

[
|∇U |2 + 〈C(x)U,U〉

]
dx

∣∣∣∣ =
1

2
|〈U,U〉C | ≤

1

2
‖U‖C · ‖U‖C <∞, ∀ U ∈ H(Ω).

(3.14)

A�rmação I:
∣∣∫
∂Ω
G(x, U)dσ

∣∣ <∞.

De fato, como (H1) é válida, G ∈ C1(Ω×R2,R). Logo, para x ∈ ∂Ω e U = (u, v) ∈ H(Ω),

G(x, u, v) =

∫ u

0

Gu(x, ξ, v)dξ +

∫ v

0

Gv(x, 0, ξ)dξ +G(x, 0, 0).

Assim,

|G(x, u, v)| ≤
∫ u

0

|Gu(x, ξ, v)|dξ +

∫ v

0

|Gv(x, 0, ξ)|dξ + |G(x, 0, 0)|.

Por isso, por ∇UG = g e pela validade de (G1), existe constante E1 > 0, tal que

|G(x, u, v)| ≤ E1

[∫ u
0

[1 + (|ξ|+ |v|)s] dξ +
∫ v

0
[1 + |ξ|s] dξ

]
+ |G(x, 0, 0)|, (3.15)

Ainda, como Ω × {0} × {0} é compacto em RN+2, e G é contínuo sobre Ω × R2, existe

de y0 ∈ Ω tal que |G(x, 0, 0)| ≤ |G(y0, 0, 0)| .= Y0, ∀ x ∈ Ω. Consequentemente, existe

constante E2 > 0, tal que |G(x, u, v)| ≤ E2Ψ(u, v), ∀ U = (u, v) ∈ H(Ω), onde

Ψ(u, v) = |u|+ |v|+ |u|s+1 + |v|s+1 + |u||v|s + 1. (3.16)



64

Segue, ao aplicarmos a desigualdade de Hölder em (3.16), que

∫
∂Ω

Ψ(u, v)dσ ≤ ‖u‖1,∂ + ‖v‖1,∂ + ‖u‖s+1
s+1,∂ + ‖v‖s+1

s+1,∂ + ‖u‖s+1,∂‖v‖ss+1,∂ + |∂Ω|σ. (3.17)

Agora, da condição (G1), 1 ≤ s + 1 < 2N−2
N−2

. E assim, devido ao teorema 6.10, ex-

iste constante A > 0, tal que ‖w‖1,∂ ≤ A‖w‖1,2 e ‖w‖s+1,∂ ≤ A‖w‖1,2, ∀ w ∈ H1(Ω).

Combinando estas desigualdades à desigualdade (3.17), concluímos que existe uma nova

constante E3 > 0, tal que

∫
∂Ω

Ψ(u, v)dσ ≤ E3

[
‖U‖H + ‖u‖s+1

1,2 + ‖v‖s+1
1,2 + ‖u‖1,2‖v‖s1,2 + |∂Ω|σ

]
.

Finalmente, como U = (u, v) ∈ H(Ω), ‖U‖C < ∞. Além disso, visto que ‖ · ‖C e ‖ · ‖H
são normas equivalentes em H(Ω), max{‖u‖1,2, ‖v‖1,2} ≤ ‖U‖H < ∞. Por conseguinte,∫
∂Ω

Ψ(u, v)dσ <∞, ∀ u, v ∈ H1(Ω). Portanto,

∫
∂Ω

|G(x, u, v)|dσ ≤ E2

∫
∂Ω

Ψ(u, v)dσ <∞,∀ u, v ∈ H1(Ω).

Daí segue a validade da a�rmação I.

A�rmação II:
∣∣∫

Ω
F (x, U)dx

∣∣ <∞.

A prova desta a�rmação é análoga à demonstração da a�rmação I, por isso, a omitiremos.

Decorre das a�rmações I e II, e da desigualdade (3.14), que

0 ≤ |I(U)| ≤ 1

2
‖U‖2

2 +

∣∣∣∣∫
Ω

F (x, U)dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
∂Ω

G(x, U)dσ

∣∣∣∣ <∞, ∀U ∈ H(Ω).

Ou seja, I está bem de�nido.

A seguir, veremos alguns lemas, necessários para a prova de que I ∈ C1(H(Ω),R).

Lema 3.1 Suponhamos válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1). Então, para cada

U ∈ H(Ω), arbitrário, porém �xado, o funcional TU : H(Ω)→ R, em que

TU(V ) =

∫
Ω

[∇U · ∇V + 〈C(x)U, V 〉] dx−
∫

Ω

f(x, U)·V dx−
∫
∂Ω

g(x, U)·V dσ, ∀ V ∈ H(Ω),
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está bem de�nido, é linear e contínuo, ou seja, TU ∈ H(Ω)∗.

Prova: Seja U = (u, v) ∈ H(Ω).

• O funcional TU está bem de�nido, isto é, TU(V ) ∈ R, ∀ V ∈ H(Ω).

De fato, seja V = (u1, v1) ∈ H(Ω). Então, devido à validade de (H) e (P),

TU(V ) = 〈U, V 〉C −
∫

Ω

f(x, U) · V dx−
∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ.

A�rmação 1:
∣∣∫
∂Ω
g(x, U) · V dσ

∣∣ <∞.
De fato, temos

∣∣∫
∂Ω
g(x, U) · V dσ

∣∣ ≤ ∫
∂Ω
|g1(x, u, v)||u1|dσ +

∫
∂Ω
|g2(x, u, v)||v1|dσ. Por

isso e pela validade de (G1), existe constante K1 > 0, tal que∣∣∣∣∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ
∣∣∣∣ ≤ K1

∫
∂Ω

[|u1|+ (|u|+ |v|)s |u1|+ |v1|+ (|u|+ |v|)s |v1|] dσ,

Se Φ =
∣∣∫
∂Ω
g(x, U) · V dσ

∣∣, então, pelo teorema 6.1, existe constante K2 > 0, tal que

Φ ≤ K2

[
‖u1‖1,∂ +

∫
∂Ω

(|u|s|u1|+ |v|s|u1|) dσ + ‖v1‖1,∂ +

∫
∂Ω

(|u|s|v1|+ |v|s|v1|) dσ
]
.

(3.18)

Logo, ao aplicarmos a desigualdade Hölder,

Φ ≤ K2 (SU(u1) + SU(v1), ) , (3.19)

onde SU(w)
.
= ‖w‖1,∂ + ‖u‖ss+1,∂‖w‖s+1,∂ + ‖v‖ss+1,∂‖w‖s+1,∂, ∀ w ∈ H1(Ω). Agora, por

(G1), 1 ≤ s + 1 < 2N−2
N−1

. Assim, pelo teorema 6.10, existe constante A > 0, tal que

‖w‖1,∂ ≤ A‖w‖1,2, e ‖w‖s+1,∂ ≤ A‖w‖1,2, ∀ w ∈ H1(Ω). Por conseguinte, existe constante

K3 > 0, tal que SU(w) ≤ K3‖w‖1,2P (s, U), para w ∈ H1(Ω), onde P (x,W ) = 1 +

‖w1‖x1,2 + ‖w2‖x1,2, ∀ x ∈ [0,∞), ∀ W = (w1, w2) ∈ H(Ω). Por isso e pela desigualdade

3.19, concluímos que existe constante K4 > 0, tal que

Φ ≤ K4 (‖u1‖1,2 + ‖v1‖1,2)P (s, U). (3.20)

Mas, como V ∈ H(Ω), ‖V ‖C <∞. E, devido às normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H serem equivalentes

em H(Ω), max{‖u1‖1,2, ‖v1‖1,2} ≤ ‖V ‖H < ∞. Consequentemente, ao lembrarmos que
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U ∈ H(Ω) está �xado,∣∣∣∣∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ
∣∣∣∣ = Φ ≤ K4 (‖u1‖1,2 + ‖v1‖1,2)P (s, U) <∞.

Daí segue a validade da a�rmação 1.

A�rmação 2:
∣∣∫

Ω
f(x, U) · V dx

∣∣ <∞.
A prova desta a�rmação é análoga à da a�rmação 1. Na realidade, podemos mostrar que

existe constante L4 > 0, tal que∣∣∣∣∫
Ω

f(x, U) · V dx
∣∣∣∣ ≤ L4 (‖u1‖1,2 + ‖v1‖1,2)P (t, U) <∞. (3.21)

Daí segue a validade da a�rmação 2. Com isso e pela validade da a�rmação 1, temos

|TU(V )| ≤ ‖U‖C‖V ‖C +

∣∣∣∣∫
Ω

f(x, U) · V dx
∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ
∣∣∣∣ <∞.

Logo, TU(V ) ∈ R, ∀ V ∈ H(Ω), ou seja, TU está bem de�nido. Já, a linearidade de

TU é imediata. Deste modo, para concluirmos a prova do lema 3.1, basta-nos mostrar

a continuidade de TU . Para isso, devido à TU ser linear, devemos, apenas, veri�car a

continuidade de TU em 0 ∈ H(Ω). Com este intuito, seja (Vm) uma sequência em H(Ω),

tal que

Vm → 0 em (H(Ω), ‖ · ‖C). (3.22)

Com isso e pelo fato das normas ‖ · ‖H , ‖ · ‖C serem equivalentes em H(Ω), Vm → 0 em

(H(Ω), ‖ · ‖H). Consequentemente, se denotarmos Vm = (um1 , v
m
1 ),

um1 → 0 e vm1 → 0 em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2). (3.23)

Agora, devido às desigualdades (3.21) e (3.20),

|TU(Vm)| ≤ ‖U‖C‖Vm‖C + (‖um1 ‖1,2 + ‖vm1 ‖1,2) (K4P (s, U) + L4P (t, U)) .

Por conseguinte, em razão de (3.22) e (3.23), TU(Vm) → 0 em (R, | · |), ou seja, TU é

contínuo. Com isso, concluímos a prova do lema 3.1.
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Lema 3.2 Suponhamos válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1). Então o fun-

cional I é Fréchet diferenciável, tendo como derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω),

I
′
(U)V = TU(V ) = 〈U, V 〉C+

∫
Ω

〈C(x)U, V 〉dx−
∫

Ω

f(x, U)·V dx−
∫
∂Ω

g(x, U)·V dσ, ∀ V ∈ H(Ω).

Prova: Segue, do lema 3.1, que TU ∈ [H(Ω)]∗, e assim, TU torna-se um candidato a

derivada de Fréchet de I em U ∈ H(Ω). Se de�nirmos

J1(U) =
1

2

∫
Ω

[
|∇U |2 + 〈C(x)U,U〉

]
dx, J2(U) =

∫
Ω

F (x, U)dx e J3(U) =

∫
∂Ω

G(x, U)dσ,

então I(U) = J1(U) − J2(U) − J3(U). Deste modo, se Ji for Fréchet diferenciável em

H(Ω), para i = 1, 2, 3, então seguirá que I é Fréchet diferenciável, com derivada de Fréchet

em U ∈ H(Ω), dada por I
′
(U)(V ) = J

′
1(U)(V ) − J

′
2(U)(V ) − J

′
3(U)(V ), ∀ V ∈ H(Ω).

A�rmação 1: J1 é Fréchet diferenciável, com derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω),

J
′

1(U)(V ) =

∫
Ω

∇U∇V dx+

∫
Ω

〈C(x)U, V 〉dx. (3.24)

De fato, em razão de J1(U) = 1
2
ΥC(U), ∀ U ∈ H(Ω), e de ΥC ∈ C1(H(Ω),R), tendo como

derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω), Υ
′
C(U)(V ) = 2〈U, V 〉C , ∀ V ∈ H(Ω) (proposição 1.5),

a validade da a�rmação 1, segue.

A�rmação 2: J3 é Fréchet diferenciável, com derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω),

J
′

3(U)(V ) =

∫
∂Ω

g(x, U) · V dx, ∀ V ∈ H(Ω).

Seja U = (u, v) ∈ H(Ω). Devemos mostrar que, dado ε > 0, existe δ = δ(ε, U) > 0, tal

que, se V = (u1, v1) ∈ H(Ω) e ‖V ‖C ≤ δ, então∣∣∣∣J3(U + V )− J3(U)−
∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ
∣∣∣∣ ≤ ε‖V ‖C .
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Ora, se Φ = |G(x, U + V )−G(x, U)− g(x, U) · V |, então∣∣∣∣J3(U + V )− J3(U)−
∫
∂Ω

g(x, U) · V dσ
∣∣∣∣ ≤ ∫

∂Ω

Φdσ.

Agora, se de�nirmos O1 = {x ∈ ∂Ω : |U(x)| ≥ τ̃}, O2 = {x ∈ ∂Ω : |V (x)| ≥ γ̃} e

O3 = {x ∈ ∂Ω : |U(x)| ≤ τ̃ e |V(x)| ≤ γ̃}, com τ̃ e γ̃ a serem determinados posteriormente,

então ∂Ω ⊂ O1 ∪ O2 ∪ O3. Consequentemente,

∫
∂Ω

Φdσ ≤
3∑
i=1

∫
Oi

Φdσ. (3.25)

Como G ∈ C1(Ω × R2,R2) e ∇UG(x, U) = g(x, U), pelo teorema do Valor Médio, existe

θ ∈ (0, 1), tal que G(x, U + V )−G(x, U) = g(x, U + θV ) · V . E assim,

∫
O1

|G(x, U + V )−G(x, U)|dσ ≤
∫
O1

|g1(x, U + θV )||V |dσ +

∫
O1

|g2(x, U + θV )||V |dσ.

(3.26)

Por isso, por (F1), por θ ∈ (0, 1), pela desigualdade triangular, pelo teorema 6.1 e por

|V | = |u1|+ |v1|, podemos mostrar que existe constante K̃1 > 0, tal que

∫
O1
|G(x, U + V )−G(x, U)|dσ ≤ K̃1

(
Λ̃(u1, V, s, U) + Λ̃(v1, V, s, U)

)
(3.27)

onde, Λ̃(w, V, s, U)
.
=
∫
O1

(1 + |u|s + |u1|s + |v|s + |v1|s)|V |dσ, para w ∈ {u1, v1}. Ainda,

devido à 0 ≤ s < N
N−2

, s
s+1

+ N−2
2N−2

< 1. Por conseguinte, existe α > 1, tal que 1
α

+

s
s+1

+ N−2
2N−2

= 1. Consequentemente, pela desigualdade generalizada de Hölder, temos,

para w ∈ {u1, v1},

Λ̃(w, V, s, U) ≤ ‖w‖ 2N−2
N−2

,∂

[
|O1|

N
2N−2
σ + |O1|

1
α
σ

(
‖u‖ss+1,∂ + ‖u1‖ss+1,∂ + ‖v‖ss+1,∂ + ‖v1‖ss+1,∂

)]
.

(3.28)

Agora, em razão de 1 ≤ s + 1 < 2N−2
N−2

, o teorema 6.10 nos garante a continuidade dos

operadores traço de H1(Ω) sobre Ls+1(∂Ω) e de H1(Ω) sobre L
2N−2
N−2 (∂Ω). Com isso e pela

desigualdade (3.28), existe constante K̃2 > 0, tal que, para w ∈ {u1, v1}

Λ̃(w, V, s, U) ≤ K̃2‖w‖1,2

[
|O1|

N
2N−2
σ + |O1|

1
α R̃(U, V, s)

]
, (3.29)
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onde R̃(U, V, s) = ‖u‖s1,2 + ‖u1‖s1,2 + ‖v‖s1,2 + ‖v1‖s1,2. Segue, da desigualdade (3.29) e da

equivalência das normas em R2, que existe constante K̃3 > 0, tal que

Λ̃(u1, V, s, U) + Λ(v1, V, s, U) ≤ K̃3‖V ‖H
[
|O1|

N
2N−2
σ + |O1|

1
α
σ R̃(U, V, s)

]
. (3.30)

Mas também, pela desigualdade de Hölder, pelo teorema 6.10, pela equivalência das nor-

mas em R2 e pela de�nição de O1, existem constantes positivas K1, K2, K3, tais que

‖U‖H ≥ K1 (‖u‖1,2 + ‖v‖1,2) ≥ K2 (‖u‖2,∂ + ‖v‖2,∂) ≥ K3τ̃ |O1|
1
2
σ . Assim,

|O1|
1
α
σ ≤

(
‖U‖H
K̃1τ̃

) 2
α .

= M̃1(τ̃) e |O1|
N

2N−2
σ ≤

(
‖U‖H
K̃1τ̃

) N
N−1 .

= M̃2(τ̃). (3.31)

De onde segue, que M̃1(τ̃), M̃2(τ̃)→ 0, quando τ̃ → +∞. Combinando as desigualdades

(3.31) e (3.30), concluímos que

Λ̃(u1, V, s, U) + Λ̃(v1, V, s, U) ≤ K̃3‖V ‖H
[
M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)R̃(U, V, s)

]
. (3.32)

Consequentemente, devido à (3.27), existe constante K̃4 > 0, tal que

∫
O1

|G(x, U + V )−G(x, U)|dσ ≤ K̃4‖V ‖H
[
M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)R̃(U, V, s)

]
, (3.33)

De maneira análoga, podemos mostrar que existe constante K̃5 > 0, tal que

∫
O1

|g(x, U) · V |dσ ≤ K̃5‖V ‖H
[
M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)R̃(U, V, s)

]
. (3.34)

Se K̃6 = K̃4 + K̃5, então, pelas desigualdades (3.33), (3.34) e pela de�nição de Φ,

∫
O1

Φdσ ≤ K̃6‖V ‖H
[
M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)R̃(U, V, s)

]
. (3.35)

Agora, como as normas ‖ · ‖H e ‖ · ‖C são equivalentes em H(Ω), existe constante A0 > 0,

tal que

‖W‖C ≥ A0‖W‖H , ∀ W ∈ H(Ω). (3.36)
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Seja V ∈ H(Ω), com ‖V ‖C ≤ δ, para δ ≤ A0. Consequentemente, devido à 3.36,

max{‖u1‖1,2, ‖v1‖1,2} ≤ ‖V ‖H ≤ 1
A0
‖V ‖C ≤ 1. E assim, R̃(U, V, s) ≤ ‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2 + 2.

Por isso e pela desigualdade (3.35), segue que

∫
O1

Φdx ≤ K̃6‖V ‖H
[
M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)

(
‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2 + 2

)]
. (3.37)

Ora, como U ∈ H(Ω) é arbitrário, porém �xado, e M̃1(τ̃), M̃2(τ̃)→ 0, quando τ̃ → +∞,

temos M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)
(
‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2 + 2

)
→ 0 em (R, | · |). Por conseguinte, dado ε > 0,

existe τ > 0 tal que, se τ̃ ≥ τ ,

M̃2(τ̃) + M̃1(τ̃)
(
‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2 + 2

)
≤ εA0

3K̃6

. (3.38)

Seja τ̃ = τ . Desta forma, segue, pelas desigualdades (3.38),(3.37) e (3.36), que

∫
O1

Φdσ ≤ ε

3
‖V ‖C , ∀ V ∈ H(Ω), tal que ‖V ‖C ≤ δ ≤ A0. (3.39)

Passaremos, agora, a analisar a integral de Φ ao longo de O2. Estimativas similares às

anteriores nos garantem que existe constante D̃1 > 0, tal que

∫
O2

Φdσ ≤ D̃1 [ρ̃(u, u1, s, V ) + ρ̃(v, v1, s, V )] , (3.40)

sendo, para (w,w1) ∈ {(u, u1), (v, v1)},

ρ̃(w,w1, s, V )
.
=

∫
O2

[1 + (|w|+ |w1|)s] |u1|dσ +

∫
O2

[1 + (|w|+ |w1|)s] |v1|dσ.

Ao denotarmos por ‖ · ‖p,∂,O2 a norma p do espaço Lp(O2) e utilizarmos a desigualdade

de Hölder, obtemos, para (w,w1) ∈ {(u, u1), (v, v1)},

ρ̃(w,w1, s, V ) ≤
[∫
O2

[1 + (|w|+ |w1|)s]
s+1
s dσ

] s
s+1

(‖u1‖s+1,∂,O2 + ‖v1‖s+1,∂,O2) .
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Consequentemente, pelos teoremas 6.10 e 6.1, existe constante D̃2 > 0, tal que, para

(w,w1) ∈ {(u, u1), (v, v1)},

ρ̃(w,w1, s, V ) ≤ D̃2

(
1 + ‖w‖s1,2 + ‖w1‖s1,2

)
Θ̃(U, V, s), (3.41)

onde Θ̃(U, V, s)
.
= ‖u1‖s+1,∂,O2 + ‖v1‖s+1,∂,O2 Agora, se x ∈ O2, então |V (x)| ≥ γ̃. Assim,

ao considerarmos m = 2N−2
N−2

, temos

Θ̃(U, V, s) =

(∫
O2

|u1|s+1

(
|V |
|V |

)m−(s+1)

dσ

) 1
s+1

+

(∫
O2

|v1|s+1

(
|V |
|V |

)m−(s+1)

dσ

) 1
s+1

.

Ainda, graças à desigualdade de Hölder ( m
s+1

e m
m−(s+1)

são expoentes conjugados), ao

teorema 6.10 e à m > s+ 1, existe constante D̃3 > 0, tal que

[∫
O2

|u1|s+1

(
|u1|+ |v1|
|u1|+ |v1|

)m−(s+1)

dx

] 1
s+1

≤ D̃3γ̃
s+1−m
s+1 ‖u1‖1,2

(
‖u1‖m1,2 + ‖v1‖m1,2

)m−(s+1)
m(s+1)

(3.42)

e

[∫
O2

|v1|s+1

(
|u1|+ |v1|
|u1|+ |v1|

)m−(s+1)

dx

] 1
s+1

≤ D̃3γ̃
s+1−m
s+1 ‖v1‖1,2

(
‖u1‖m1,2 + ‖v1‖m1,2

)m−(s+1)
m(s+1) ,

(3.43)

Segue, de (3.40), (3.41), (3.42)e (3.43), que existe constante D̃4 > 0, tal que

∫
O2

Φdσ ≤ D̃4γ̃
s+1−m
s+1 ‖V ‖H ϑ̃(V, s)ζ̃(U, V, s), (3.44)

onde ϑ̃(V, s)
.
=
(
‖u1‖m1,2 + ‖v1‖m1,2

)m−(s+1)
m(s+1) e ζ̃(U, V, s)

.
= 2+‖u‖s1,2+‖v‖s1,2+‖u1‖s1,2+‖v1‖s1,2.

Finalmente, devido às normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω), conseguimos

uma nova constante positiva, digamos, D̃5, tal que∫
O2

Φdσ ≤ D̃5γ̃
s+1−m
s+1 ‖V ‖C ϑ̃(V, s)ζ̃(U, V, s). (3.45)

Estimemos, agora, a integral de Φ ao longo de O3. Como G ∈ C1(Ω×R2,R) e ∇UG = g,

temos que, dados P ,Q > 0, existe R = R(P ,Q) > 0, tal que, se x ∈ Ω, |U(x)| ≤ τ̃ e
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|V (x)| ≤ γ̃, então

|G(x, U + V )−G(x, U)− g(x, U) · V | ≤ P |V |. (3.46)

Deste modo, para P > 0 (qualquer, por enquanto) e Q = τ̃ > 0, garantimos a existência

de γ̃ = γ̃(P , τ̃) > 0, tal que, se x ∈ Ω, |U(x)| ≤ τ̃ e |V (x)| ≤ γ̃, então (3.46) vale.

Consequentemente,

∫
O3

Φdσ ≤ P

∫
O3

|V (x)|dσ = P

(∫
O3

|u1|dσ +

∫
O3

|v1|dσ
)
≤ P (‖u1‖1,∂ + ‖v1‖1,∂) .

Por isso, pelo teorema 6.10 e pela equivalência das normas em R2, bem como, das normas

‖ · ‖C , ‖ · ‖H em H(Ω), existem constantes Ẽ1, Ẽ2, Ẽ3 > 0, tais que

∫
O3

Φdσ ≤ PẼ1 (‖u1‖1,2 + ‖v1‖1,2) ≤ PẼ2‖V ‖H ≤ PẼ3‖V ‖C . (3.47)

Se escolhermos P > 0 tal que PẼ3 ≤ ε
3
, então, devido à desigualdade (3.47),

∫
O3

Φdx ≤ ε

3
‖V ‖C . (3.48)

Passemos, agora, a provar a parte �nal da a�rmação 2. Segue, ao combinarmos as de-

sigualdades (3.39), (3.45), (3.48) com (3.25), que

∫
∂Ω

Φdσ ≤ 2

3
ε‖V ‖C + D̃5γ̃

s+1−m
s+1 ‖V ‖C ϑ̃(V, s)ζ̃(U, V, s), (3.49)

desde que V ∈ H(Ω) e ‖V ‖C ≤ δ ≤ A0. Por isso e por (3.36), temos

max{‖u1‖1,2, ‖v1‖1,2} ≤ ‖V ‖H ≤
δ

A0

≤ 1.

De onde vem, que ϑ̃(V, s) ≤ 2
m−(s+1)
m(s+1)

(
δ
A1

)m−(s+1)
s+1

e ζ̃(U, V, s) ≤ 4 + ‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2. Uti-

lizando estas desigualdades em (3.49), obtemos

∫
∂Ω

Φdσ ≤ 2ε

3
‖V ‖C + D̃5γ̃

s+1−m
s+1 2

m−(s+1)
m(s+1)

(
δ

A0

)m−(s+1)
s+1 (

4 + ‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2
)
‖V ‖C . (3.50)
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Finalmente, ao escolhermos δ = δ(ε, U), que satisfaça 0 < δ ≤ A0, δ = e

D̃5γ̃
s+1−m
s+1 2

m−(s+1)
m(s+1)

(
δ

A0

)m−(s+1)
s+1 (

4 + ‖u‖s1,2 + ‖v‖s1,2
)
≤ ε

3
,

obtemos, com o auxílio da desigualdade (3.50), para V ∈ H(Ω), com ‖V ‖C ≤ δ,

∫
∂Ω

Φdσ ≤ ε‖V ‖C .

Portanto, J3 é Fréchet diferenciável, tendo como derivada de Fréchet em U , (3.24).

A�rmação 3: J2 é Fréchet diferenciável, com derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω),

J
′

2(U)(V ) =

∫
Ω

f(x, U) · V dx.

A prova desta a�rmação é muito semelhante à da a�rmação 2, por isso a omitiremos.

Da validade das a�rmações 1,2 e 3, segue a validade do lema 3.2.

Proposição 3.4 Se valerem (P), (H1), (G1) e (F1), então I ∈ C1(H(Ω),R).

Prova: Lembremos que I = J1 − J2 − J3, sendo Ji, como no lema 3.2. Vimos, na prova

do mesmo, que J1 ∈ C1(H(Ω),R). Deste modo, para concluirmos a prova da proposição

3.4, devemos mostrar que Ji ∈ C1(H(Ω),R), para i = 2, 3.

A�rmação 1: J3 ∈ C1(H(Ω),R).

De fato, na prova da a�rmação 2 do lema 3.2, vimos que J3 é Fréchet diferenciável e sua

derivada de Fréchet em U ∈ H(Ω) é dada por J
′
3(U)(V ) =

∫
Ω
g(x, U) · V dσ, ∀ V em

H(Ω). Deste modo, para provarmos a a�rmação 2, basta-nos mostrar que o operador

J
′
3 : H(Ω) → H(Ω)∗ é contínuo. Para isso, sejam U ∈ H(Ω) e (Um) uma sequência em

H(Ω), tais que Um → U em (H(Ω), ‖ · ‖C). Com isso e pelas normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H serem

equivalentes em H(Ω), Um → U em (H(Ω), ‖ · ‖H). Assim, se Um = (um, vm) e U = (u, v),

então um → u e vm → v em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2). Mas também, pelo teorema 6.10, o operador

traço de H1(Ω) sobre Lι(∂Ω), para qualquer ι, com 1 ≤ ι ≤ 2N−2
N−2

, é contínuo. Logo,
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um → u e vm → v em (Lι(∂Ω), ‖ · ‖ι). Por conseguinte,

Um → U em ([Lι(∂Ω)]2 , ‖ · ‖ι), ∀ ι, com 1 ≤ ι ≤ 2N − 2

N − 2
. (3.51)

Provemos que J
′
3(Um)→ J

′
3(U) em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Temos,

‖J ′3(Um)− J ′3(U)‖∗C = sup‖V ‖C≤1

∣∣[J ′3(Um)− J ′3(U)
]

(V )
∣∣

≤ sup‖V ‖C≤1

∫
∂Ω
|g(x, Um)− g(x, U)||V |dσ.

(3.52)

Agora, se V = (u1, v1) e Ψm
i
.
= |gi(x, Um)− gi(x, U)|, então

∫
∂Ω
|g(x, Um)− g(x, U)||V |dσ ≤

∫
∂Ω

[Ψm
1 |u1|+ Ψm

1 |v1|+ Ψm
2 |u1|+ Ψm

2 |v1|] dσ, (3.53)

Daí, pela desigualdade de Hölder e pelo teorema 6.10 (1 ≤ s+1 < 2N−2
N−2

), existe constante

K̃1 > 0, tal que

∫
∂Ω

|g(x, Um)− g(x, U)||V |dσ ≤ K̃1

(
‖Ψm

1 ‖ s+1
s

+ ‖Ψm
2 ‖ s+1

s

)
(‖u1‖1,2 + ‖v1‖1,2) (3.54)

Por isso, pelas normas em R2 serem equivalentes e pela equivalência das normas ‖ · ‖H ,

‖ · ‖C em H(Ω), existe constante K̃2 > 0, tal que

∫
∂Ω

|g(x, Um)− g(x, U)||V |dσ ≤ K̃2

(
‖Ψm

1 ‖ s+1
s

+ ‖Ψm
2 ‖ s+1

s

)
‖V ‖C ,

Por conseguinte, ‖J ′3(Um) − J ′3(U)‖∗C ≤ K̃2

(
‖Ψm

1 ‖ s+1
s

+ ‖Ψm
2 ‖ s+1

s

)
. E assim, pela equiv-

alência das normas em R2, existe constante K̃3 > 0, tal que

‖J ′3(Um)− J ′3(U)‖∗C ≤ K̃3

(
‖Ψm

1 ‖2
s+1
s

+ ‖Ψm
2 ‖2

s+1
s

) 1
2

= K̃3‖g(x, Um)− g(x, U)‖ s+1
s
. (3.55)

Além disso, devido à validade de (H1) e (G1), temos, pela observação 1, desta seção, que

o operador Ng : [Ls+1(∂Ω)]
2 → [L

s+1
s (∂Ω)]2, de�nido por Ng(u, v) = g(x, U), é contínuo.

Consequentemente, como s+1 satisfaz 1 ≤ s+1 < 2N−2
N−2

e em razão de (3.51), com ι = s+1,

Um → U em ([Ls+1(∂Ω)]
2
, ‖ · ‖s+1). Logo, pela continuidade de Ng, Ng(Um) → Ng(U)

em ([L
s+1
s (∂Ω)]2, ‖ · ‖ s+1

s
). Deste modo, ao utilizarmos a desigualdade (3.55) e fazermos
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m→ +∞, obtemos

‖J ′3(Um)−J ′3(U)‖∗C ≤ K̃3‖g(x, Um)−g(x, U)‖ s+1
s

= K̃3‖Ng(Um)−Ng(U)‖s+1 → 0, (3.56)

de onde vem, que J
′
3(Um)→ J

′
3(U) em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Ou seja, o operador J

′
3 é contínuo.

Decorre disso, que J3 ∈ C1(H(Ω),R).

A�rmação 3: J2 ∈ C1(H(Ω),R).

A prova desta a�rmação é muito semelhante à da a�rmação 2, por isso, a omitiremos.

Como consequência da validade das a�rmações 2 e 3, I ∈ C1(H(Ω),R).

A próxima proposição nos fornece algumas propriedades relativas aos funcionais J2, J3 e

aos operadores J
′
2, J

′
3.

Proposição 3.5 Suponhamos válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1). Então os

funcionais Ji : H(Ω)→ R, para i = 2, 3, de�nidos no lema 3.2, são fracamente contínuos.

Além disso, os operadores J
′
2 e J

′
3 são compactos.

Prova: Dividiremos a demonstração desta proposição em quatro etapas.

Etapa 1: J3 é fracamente contínuo.

Sejam (Um = (um, vm)) uma sequência em H(Ω) e U = (u, v) ∈ H(Ω), tais que Um ⇀ U

em (H(Ω), ‖ · ‖C). Por isso e pelas normas ‖ · ‖C e ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω),

podemos mostrar que Um ⇀ U em (H(Ω), ‖ · ‖H). Consequentemente, um ⇀ u e vm ⇀ v

em (H1(Ω), ‖ · ‖1,2). Agora, segue, de (G1), que 1 ≤ s + 1 < 2N−2
N−2

. Assim, pelo do

teorema 6.10, o operador traço de H1(Ω) sobre Ls+1(∂Ω), é compacto. Logo, um → u e

vm → v em (Ls+1(∂Ω), ‖ · ‖s+1). Por conseguinte,

Um → U, em (
[
Ls+1(∂Ω)

]2
, ‖ · ‖2) (3.57)

Analisemos, agora, o funcional J3. Por J3 ∈ C1(H(Ω),R), segue, do teorema do Valor

Médio, que existe θ ∈ (0, 1), tal que J3(W ) − J3(U) = J
′
3(θW + (1 − θ)U)(W − U). Daí

|J3(Um)− J3(U)| =
∣∣∫
∂Ω
g (x, θUm + (1− θ)U) · (Um − U) dσ

∣∣. Se denotarmos Γm(U) =
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θUm + (1− θ)U , então

|J3(Um)− J3(U)| ≤
∫
∂Ω

|g (x,Γm(U)) ||Um − U |dσ. (3.58)

Após expandirmos as expressões |g(x,Γm(U))|, |Um − U | em (3.58) e aplicarmos as de-

sigualdades triangular e de Hölder, obtemos

|J3(Um)− J3(U)| ≤ ‖g (x,Γm(U)) ‖ s+1
s
‖Um − U‖s+1. (3.59)

Mas também, pela observação 1, desta seção, Ng : [Ls+1(∂Ω)]
2 → [L

s+1
s (∂Ω)]2, de�nido

por Ng(u, v) = g(x, U), é um operador contínuo. Por isso, pela de�nição de Γm e pela

validade de (3.57), temos

(
Γm(U)→ U em ([Ls+1(∂Ω)]2, ‖ · ‖2)

)
⇒
(
Ng(Γm(U))→ Ng(U) em ([L

s+1
s (∂Ω)]2, ‖ · ‖ s+1

s
)
)
.

Portanto, a sequência (‖Ng(Γm(U))‖ s+1
s

) é limitada em R. Consequentemente, devido à

(3.57) e à (3.59), ao fazermos m→ +∞,

|J3(Um)− J3(U)| ≤ ‖Ng(Γm(U))‖ s+1
s
‖Um − U‖s+1 → 0,

ou seja, J3 é fracamente contínuo, como desejávamos mostrar.

Etapa 2: J2 é fracamente contínuo.

A prova desta etapa é semelhante à feita na etapa 1, por isso a omitiremos.

Etapa 3: O operador J
′
3 é compacto.

De fato, seja (Um) uma sequência limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C). Como (H(Ω), ‖ · ‖C) é

um espaço de Hilbert, ele é um espaço re�exivo. Consequentemente, existem U ∈ H(Ω)

e uma subsequência (Umk) de (Um), tais que Umk ⇀ U em (H(Ω), ‖ · ‖C). Segue, em

razão da prova da etapa 1 e da continuidade fraca de J3, que Ng(Umk) → Ng(U) em

([Ls+1(∂Ω)]2, ‖ ·‖2) e J3(Umk)→ J3(U) em (R, | · |). Além disso, devido à (3.56), obtemos,

ao fazermos m→ +∞,

‖J ′3(Umk)− J
′

3(U)‖∗C ≤ K̃3‖Ng(Umk)−Ng(U)‖ s+1
s
→ 0.
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Portanto, J
′
3(Umk)→ J

′
3(U) em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Daí segue a compacidade do operador J

′
3.

Etapa 4: J
′
2 é um operador compacto.

A demonstração desta etapa é similar à da etapa 3, por isso não a faremos. Da validade

das etapas 1, 2, 3 e 4, segue a prova da proposição 3.5.

O próximo resultado refere-se a condição de Palais-Smale (PS), a qual de�nimos a seguir.

De�nição 3.2 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e J um funcional em C1(E,R).

Dizemos que J satisfaz a condição de Palais-Smale, (PS), se toda sequência (um) em E,

tal que

(i) (J(um)) seja limitada,

(ii) J
′
(um)→ 0 em (E∗, ‖ · ‖∗),

admite subsequência convergente em E.

Proposição 3.6 Suponhamos válidas as condições (P), (H1), (G1) e (F1). Se (Um)

for uma sequência limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C), tal que I
′
(Um) → 0 em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C),

então (Um) admite uma subsequência convergente.

Prova: Como, por hipótese, (Um) é uma sequência limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C), e este, é

um espaço re�exivo, existem U ∈ H(Ω) e subsequência (Umk) de (Um), tais que Umk ⇀ U

em (H(Ω), ‖ · ‖C). Consequentemente, pelo fato dos operadores J
′
2 e J

′
3 serem compactos

(proposição 3.5),

J
′

2(Umk)→ J
′

2(U) e J
′

3(Umk
)→ J

′

3(U), em(H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). (3.60)

Para o que segue, de�nimos T : (H(Ω), ‖ · ‖C)→ (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C), por

T (U)(V )
.
=

∫
Ω

∇U · ∇V dx+

∫
Ω

〈C(x)U, V 〉dx = 〈U, V 〉C , ∀ V ∈ H(Ω)

Este operador é linear, bijetor e contínuo. Com efeito, a linearidade é imediata, pois

T (U)(V ) = 〈U, V 〉C ; a linearidade segue, pois notando que T (U)(V ) = ‖U‖2
C , podemos

mostrar que Ker(T ) = {0}; a sobrejetividade segue do teorema de Riesz-Fréchet; para
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provarmos a continuidade de T , seja (Um) uma sequência em (H(Ω), ‖·‖C), tal que Um → 0

em (H(Ω), ‖ · ‖C). Assim, ao fazermos m→ +∞,

‖T (Um)‖∗C = sup‖V ‖C≤1 |T (Um)(V )| = sup‖V ‖C≤1 |〈Um, V 〉C |

≤ sup‖V ‖C≤1 ‖Um‖C‖V ‖C ≤ ‖Um‖C → 0.

Portanto, T (Um) → 0 em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Daí segue a continuidade de T . Agora, como

T é um operador linear contínuo e bijetor, segue, do teorema da aplicação aberta, que

T−1 : (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C)→ (H(Ω), ‖ · ‖C) também é um operador linear contínuo. Segue, ao

lembrarmos que I
′

= J
′
1 − J

′
2 − J

′
3 e J

′
1 = T , que para qualquer U ∈ H(Ω), T−1(I

′
(U)) =

U − T−1(J
′
2(U))− T−1(J

′
3(U)). Em particular,

Umk = T−1(I
′
(Umk)) + T−1(J

′

2(Umk)) + T−1(J
′

3(Umk)), ∀ k ∈ N. (3.61)

Ainda, por hipótese, I
′
(Um) → 0 em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Por conseguinte, I

′
(Umk) → 0 em

(H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). Por isso e devido à linearidade e continuidade de T−1,

T−1(I
′
(Umk))→ T−1(0) = 0 em (H(Ω), ‖ · ‖C). (3.62)

Além disso, da validade de (3.60) e da continuidade de T−1, concluímos que

T−1(J
′

2(Umk))→ T−1(J
′

2(U)) e T−1(J
′

3(Umk))→ T−1(J
′

3(U)) em (H(Ω), ‖ · ‖C). (3.63)

Portanto, em razão da validade de (3.61), (3.62) e (3.63), temos

Umk → T−1(J
′

2(U)) + T−1(J
′

3(U)) em (H(Ω), ‖ · ‖C),

ou seja, (Um) admite uma subsequência convergente, como queríamos.

Os próximos resultados, desta seção, referem-se à uma condição de compacidade mais

geral do que a condição (PS), a condição de Cerami, a qual foi introduzida em ([18]).



79

De�nição 3.3 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e J um funcional em C1(E,R).

Dizemos que J satisfaz a condição de Cerami no nível c (c ∈ R), abrevidadamente,

condição (Ce)c, se toda sequência (um) em E, tal que

(Ce-1) J(um)→ c, quando m→ +∞,

(Ce-2) (1 + ‖um‖)‖J
′
(um)‖∗ → 0, quando m→ +∞,

admite subsequência convergente em E.

Proposição 3.7 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach, c ∈ R e J ∈ C1(E,R) que goza

das seguintes propriedades:

(I) Toda sequência limitada, (um), em E, tal que J(um) → c em (R, | · |) e J
′
(um) → 0

em (E∗, ‖ · ‖∗), admite uma subsequência convergente em E;

(II) Existem constantes δ, R, α > 0, tais que ‖J ′(u)‖∗‖u‖ ≥ α, para qualquer u ∈

J−1 ([c− δ, c+ δ]), com ‖u‖ ≥ R.

Então o funcional J satisfaz a condição de Cerami no nível c.

Prova: Seja (um) uma sequência em E, que satisfaça as condições (Ce-1) e (Ce-2). Além

disso, suponhamos válidas as condições (I) e (II). Devemos mostrar que (um) admite

uma subsequência convergente. Notemos que, ou ‖um‖ → +∞, quando m → +∞,

ou existe constante positiva K tal que ‖um‖ ≤ K, para todo m ∈ N. Caso ocorra

‖um‖ → +∞, quando m → +∞, então, para R > 0 (condição (II)), existe N0 ∈ N, tal

que ‖um‖ ≥ R, ∀ m ≥ N0. Ainda, por (Ce-1), existe N1 ∈ N, com N1 ≥ N0, tal que

um ∈ J−1 ([c− δ, c+ δ]), ∀ m ≥ N1. Consequentemente, em razão da validade de (II),

‖J ′(um)‖∗‖um‖ ≥ α, ∀ m ≥ N1. Por isso e pela validade da condição (Ce-2), ao fazermos

m→ +∞, obtemos

α ≤ ‖J ′(um)‖∗‖um‖ ≤ ‖J
′
(um)‖∗(1 + ‖um‖)→ 0,

ou seja, α ≤ 0, o que é um absurdo pela validade da condição (II). Assim, deve existir

constante positiva K, tal que

‖um‖ ≤ K, ∀ m ∈ N. (3.64)
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A�rmação 1: J
′
(um)→ 0 em (E∗, ‖ · ‖∗).

De fato, suponhamos que tal a�rmação não seja válida, ou seja, existem ε > 0 e uma

subsequência (uml) da sequência (um), tais que ‖J ′(uml)‖∗ ≥ ε, ∀ l ∈ N. Por conseguinte,

ε(1 + ‖uml‖) ≤ ‖J
′
(uml)‖∗(1 + ‖uml‖), ∀ l ∈ N. (3.65)

Mas também, devido à validade da condição (3.64), a sequência (‖uml‖) é limitada em

R, e assim, ela admite uma subsequência convergente em R, que, por simplicidade, de-

notaremos por (‖uml‖), ou seja, existe K1 ∈ R, com K1 ≥ 0, tal que ‖uml‖ → K1,

quando l→ +∞. Logo, ao fazermos l→ +∞ em (3.65) e utilizarmos a condição (Ce-2),

K1ε+ ε ≤ 0, o que é um absurdo, pois ε > 0 e K1 ≥ 0. Daí segue a validade da a�rmação

1. Finalmente, devido à validade de (Ce-1), de (3.64) e da a�rmação 1, segue de (I),

que a sequência {um}m∈N admite uma subsequência convergente em E. Ou seja, vale a

condição de Cerami no nível c, como queríamos.

A próxima proposição é uma versão estendida do teorema do Ponto de Sela (veja teorema

4.6 de [46]). Podemos encontrar a prova de tal proposição em [33] (teorema 7).

Proposição 3.8 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e J ∈ C1(E,R). Suponhamos

que E = V ⊕ X, com dimV < ∞, exista R > 0 tal que supu∈∂D J(u) ≤ infu∈X J(u) e J

satisfaça a condição (Ce)c, onde

c = inf
γ∈H

max
u∈D

J(γ(u)),

com H = {γ ∈ C(D, E) : γ |∂D= id}, D = {u ∈ V : ‖u‖ ≤ R} e ∂D = {u ∈ V : ‖u‖ = R}.

Então c ≥ infu∈X J(u) e c é um valor crítico de J .
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3.4 Prova do teorema 3.1

No que segue, U = (u, v). Observamos, inicialmente, que a condição (A1) implica

que, dado ε > 0, existe r = r(ε) > 0 tal que, se x ∈ Ω e U ∈ R2 com |U | > r, então

2G(x, U)

u2 + v2
≤ µ+ ε e

2F (x, U)

u2 + v2
≤ λ+ ε. (3.66)

Ainda, em razão de Ω ser limitado em RN , Ω é compacto em RN . Consequentemente,

A(ε)
.
= Ω×{U ∈ R2 : |U | ≤ r = r(ε)} é um subconjunto compacto de RN+2. Combinando

isso ao fato de G,F ∈ C1(Ω×R2,R), concluímos que F e G assumem máximo e mínimo

em A(ε) (teorema de Weierstrass). Logo, existe constante Mε > 0, tal que

G(x, U) ≤Mε e F (x, U) ≤Mε, ∀(x, U) ∈ A(ε) (3.67)

Por conseguinte, ao combinarmos as desigualdades (3.66) e (3.67), obtemos

G(x, U) ≤ 1

2
(µ+ ε)(u2 +v2)+Mε e F (x, U) ≤ 1

2
(λ+ ε)(u2 +v2)+Mε, ∀ x ∈ Ω, ∀ U ∈ R2.

(3.68)

Para provarmos que o sistema (3.1) possui ao menos uma solução fraca, é su�ciente, de

acordo com o teorema 6.15, mostrarmos que o funcional I é limitado inferiormente e que

ele satisfaz a condição (PS), já que I ∈ C1(H(Ω),R) (proposição 3.4).

A�rmação 1: O funcional I é coercivo em (H(Ω), ‖ · ‖C), isto é, I(U) → +∞, quando

‖U‖C → +∞.

De fato, suponhamos ‖U‖C → +∞, então, ao utilizarmos a continuidade do operador

traço deH1(Ω) sobre L2(∂Ω) e o fato das normas ‖·‖C e ‖·‖H serem equivalentes emH(Ω),

obtemos que, ou ‖U‖2,∂ → +∞, ou ‖U‖2,∂ ≤ K1, onde K1 > 0 é uma constante. Em

ambos casos, concluiremos que I(U) → +∞. Primeiramente, suponhamos ‖U‖2,∂ ≤ K1,

onde K1 > 0 é uma constante. Neste caso, da de�nição de I e da desigualdade (3.68),

temos

I(U) = 1
2
‖U‖2

C −
∫

Ω
F (x, U)dx−

∫
∂Ω
G(x, U)dσ

≥ 1
2
‖U‖2

C − 1
2
(λ+ ε)‖U‖2

2 − 1
2
(µ+ ε)‖U‖2

2,∂ −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).
(3.69)
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Se λ < 0, então, de (3.69), temos I(U) → +∞, quando ‖U‖C → +∞, basta tomarmos

ε > 0, tal que λ+ ε > 0.

Se λ ≥ 0, então, devido às desigualdades (3.5) e (3.69), com ε > 0, tal que λ+ ε > 0,

I(U) ≥ 1

2

(
1− λ

λ1

− ε

λ1

)
‖U‖2

C −
1

2
(µ+ ε)‖U‖2

2,∂ −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ). (3.70)

Finalmente, como, por hipótese, λ < λ1, temos 1 − λ
λ1
> 0. Por conseguinte, podemos

tomar ε > 0, tal que (3.70) continue valendo, bem como, 1 − λ
λ1
− ε

λ1
> 0 (λ ≥ 0). Por

isso e pela desigualdade (3.70), I(U)→ +∞, quando ‖U‖C → +∞. Agora, suponhamos

‖U‖2,∂ → +∞. Temos quatro casos a analisar.

Caso 1: λ < 0 e µ < 0.

Neste caso, temos de (3.69), para ε > 0, tal que λ+ ε > 0 e µ+ ε > 0,

I(U) ≥ 1

2
‖U‖2

C −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

Com isso, segue imediatamente que, se ‖U‖C → +∞, então I(U)→ +∞.

Caso 2: λ < 0 e µ ≥ 0.

Devido à desigualdade (3.3) e à (3.69), temos, para ε > 0, tal que µ+ ε > 0,

I(U) ≥ 1

2

(
1− µ

µ1

− ε

µ1

)
‖U‖2

C −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ). (3.71)

Como, por hipótese, µ < µ1, temos 1− µ
µ1
> 0. Deste modo, ao considerarmos ε > 0, tal

que (3.71) continue valendo e 1− µ
µ1
− ε

µ1
> 0 (µ ≥ 0), I(U)→ +∞, quando ‖U‖C → +∞.

Caso 3: λ ≥ 0 e µ < 0.

Como, por hipótese, λ < λ1, concluímos que 1 − λ
λ1
> 0. Por conseguinte, como λ ≥ 0,

existe ε > 0, tal que λ + ε > 0 e 1 − λ
λ1
− ε

λ1
. Para este ε, obtemos, ao utilizarmos a

desigualdade (3.5) e (3.69),

I(U) ≥ 1

2

(
1− λ

λ1

− ε

λ1

)
‖U‖2

C −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

Consequentemente, se ‖U‖C → +∞, I(U)→ +∞.

Caso 4: λ ≥ 0 e µ ≥ 0.
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Neste caso, devido à desigualdade (3.5) e à (3.69), temos

I(U) ≥ 1

2

(
1− λ

λ1

− ε

λ1

)
‖U‖2

C −
1

2
(µ+ ε)‖U‖2

2,∂ − C(ε), (3.72)

pois λ+ ε > 0 e µ+ ε > 0, onde C(ε)
.
= Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ) é uma constante positiva. Como,

por hipótese, λ < λ1, temos 1− λ
λ1
> 0. Deste modo, para ε > 0, tal que

1− λ

λ1

− ε

λ1

> 0, (3.73)

obtemos, devido à desigualdade (3.3) e à (3.72),

I(U) ≥ µ1

2

[(
1− λ

λ1

− µ

µ1

)
− ε
(

1

λ1

+
1

µ1

)]
‖U‖2

2,∂ − C(ε). (3.74)

Agora, por hipótese, vale λµ1 + µλ1 < λ1µ1. Logo, em razão de λ1 > 0 e µ1 > 0,

1− λ
λ1
− µ

µ1
> 0. Por conseguinte, ao escolhermos ε > 0 que satisfaça (3.73) e

(
1− λ

λ1

− µ

µ1

)
− ε
(

1

λ1

+
1

µ1

)
> 0,

devido à (3.74), I(U)→ +∞, quando ‖U‖C → +∞ (supomos ‖U‖2,∂ → +∞). Portanto,

o funcional I é, de fato, coercivo, isto é, vale a a�rmação 1.

A�rmação 2: O funcional I é limitado inferiormente.

De fato, devido à validade da a�rmação 1, dado 1 > 0, existe R1 > 0, tal que

I(U) ≥ 1, ∀ U ∈ H(Ω), com ‖U‖C ≥ R1. (3.75)

Agora, se U ∈ H(Ω) for tal que ‖U‖C ≤ R1, então, pelo fato das normas ‖·‖C , ‖·‖H serem

equivalentes em H(Ω), existe constante R2 > 0, tal que ‖U‖H ≤ R2. Por conseguinte,

‖u‖1,2 ≤ R2 e ‖v‖1,2 ≤ R2. E assim, ao utilizarmos os teoremas 6.10 e 6.9, conseguimos

novas constantes positivas R3 e R4, tais que

max{‖u‖2, ‖v‖2} ≤ R3 e max{‖u‖2,∂, ‖v‖2,∂} ≤ R4.
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Consequentemente, ‖U‖2 ≤ R5 e ‖U‖2,∂ ≤ R6, sendo R5 e R6 constantes positivas. Por

isso, pela validade de (3.69) e pelo fato de λ < λ1 e µ < µ1, temos, para ε > 0 �xado,

I(U) ≥ −1

2
(λ1 + ε)R2

5 −
1

2
(µ1 + ε)R2

6 −Mε (|Ω|+ |∂Ω|σ)
.
= K(ε).

Ou seja,

I(U) ≥ K(ε), ∀ U ∈ H(Ω), com ‖U‖C ≤ R1. (3.76)

Das desigualdades (3.75) e (3.76), segue que I(U) ≥ min{1, K(ε)}, ∀ U ∈ H(Ω), ou seja,

I é limitado inferiormente, como desejávamos.

A�rmação 3: I satisfaz a condição de Palais-Smale (PS).

De fato, para provarmos tal a�rmação, seja (Um) uma sequência em (H(Ω), ‖·‖C), tal que

(I(Um)) seja limitada em R e I
′
(Um)→ 0 em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C). A�rmamos que a sequência

(Um) é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C). Com efeito, se isso não ocorrer, então existe subse-

quência (Umk) de (Um), tal que ‖Umk‖C → +∞, quando k → +∞. Consequentemente,

devido à coercividade de I, I(Umk)→ +∞, quando k → +∞, o que gera uma contradição

com o fato da sequência (I(Um)) ser limitada em R. Logo, a sequência (Um) é limitada

em (H(Ω), ‖ · ‖C). Finalmente, em razão de I
′
(Um)→ 0 em (H(Ω)∗, ‖ · ‖∗C) e da sequência

(Um) ser limitada em (H(Ω), ‖·‖C), as hipóteses da proposição 3.6 são satisfeitas. De onde

segue, que (Um) admite uma subsequência convergente em (H(Ω), ‖ · ‖C)). Portanto, o

funcional I satisfaz a condição (PS). Com isso, concluímos a prova da a�rmação 3. Agora,

visto que I é um elemento de C1(H(Ω),R), é limitado inferiormente e satisfaz a condição

(PS), temos, ao aplicarmos o teorema 6.15, que I possui um ponto crítico U ∈ H(Ω),

isto é, I
′
(U) = 0. E assim, U satisfaz a igualdade (3.6). Deste modo, de acordo com a

de�nição (3.1), U é uma solução fraca para o sistema (3.1), como queríamos.

3.5 Prova do teorema 3.2

A ideia para a demonstração deste teorema é veri�carmos a validade das hipóteses

da proposição 3.8. Com isso, seguirá que I possui um ponto crítico, o qual será solução

fraca para o sistema 3.1. Inicialmente, provaremos um lema técnico.



85

Lema 3.3 Suponhamos válidas as hipóteses do teorema 3.2. Se existem c ∈ R e sequência

(Un) em H(Ω), tais que ‖Un‖C → +∞, I(Un) → c e ‖I ′(Un)‖∗C‖Un‖ → 0, quando

n→ +∞, então existe Ω0 ⊂ Ω, com |Ω0| > 0, tal que |Un(x)| → +∞, quando n→ +∞,

para q.t.p. x ∈ Ω0 ou existe Ω1 ⊂ ∂Ω, com |Ω1|σ > 0, tal que |Un(x)| → +∞, quando

n→ +∞, para q.t.p. x ∈ Ω1.

Prova: Pela condição (A2), temos que, dado ε > 0, existe R1 > 0, tal que

G(x, U) ≤ 1

2
(B + ε)(u2 + v2), ∀ x ∈ Ω, ∀ U ∈ R2, com |U | > R1. (3.77)

Por isso, pela continuidade de G (condição (H1)) e por Ω ser compacto em RN , existe

constante Cε > 0, tal que

G(x, U) ≤ 1

2
(B + ε)(u2 + v2) + Cε, ∀ x ∈ Ω, ∀ U ∈ R2. (3.78)

Analogamente, podemos mostrar que existe constante Eε > 0, tal que

F (x, U) ≤ 1

2
(β + ε)(u2 + v2) + Eε, ∀ x ∈ Ω, ∀ U ∈ R2. (3.79)

Suponhamos, para o que segue, sem perda de generalidade, β > 0 em (A2). Por hipótese,

‖Un‖C → +∞. Assim, existe N0 ∈ N, tal que ‖Un‖C 6= 0, ∀ n, com n ≥ N0. Conse-

quentemente, tem sentido de�nirmos Ûn = Un
‖Un‖C

, para n ≥ N0. Claro, que a sequência

(Ûn)n≥N0 é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖C), pois ‖Un‖C = 1, ∀ n ≥ N0. Disso e do fato das

normas ‖ · ‖C , ‖ · ‖H serem equivalentes em H(Ω), concluímos que a sequência (Un)n≥N0

também é limitada em (H(Ω), ‖ · ‖H). Deste modo, em virtude de (H(Ω), ‖ · ‖H) ser um

espaço re�exivo, existem subsequência da sequência (Ûn)n≥N0 , que suporemos, sem perda

de generalidade, a mesma sequência, e Û ∈ H(Ω), tais que Ûn ⇀ Û em (H(Ω), ‖ · ‖H).

Por conseguinte, ao utilizarmos os teoremas 6.10 e 6.9,

Ûn → Û em (
[
L2(Ω)

]2
, ‖ · ‖2) e (

[
L2(∂Ω)

]2
, ‖ · ‖2,∂). (3.80)
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De onde segue que

Ûn(x)→ Û(x), quando n→ +∞, q.t.p. x ∈ Ω (3.81)

e

Ûn(x)→ Û(x), quando n→ +∞, q.t.p. x ∈ ∂Ω. (3.82)

Ainda, por hipótese, I(Un) → c, quando n → +∞. Devido à isso e às desigualdades

(3.78), (3.79), (3.5) e (3.3) existe natural N1 ≥ N0, tal que, se n ≥ N1, então

1
2
‖Un‖2

C ≤ (c+ 1) +
∫

Ω
F (x, Un)dx+

∫
∂Ω
G(x, Un)dσ

≤ (c+ 1) + β
2
‖Un‖2

2 + B
2
‖Un‖2

2,∂ + Eε|Ω|+ Cε|∂Ω|σ +Kn(ε), (3.83)

onde Kn(ε) = ε
2

[
λ−1

1 ‖Un‖2
C + µ−1

1 ‖Un‖2
C

]
. Logo, ao multiplicarmos (3.83) por ‖Un‖−2

C ,

obtemos
1

2
≤ c+ ε

‖Un‖2
C

+
β

2
‖Ûn‖2

2 +
B

2
‖Ûn‖2

2,∂ +
ε

2

[
λ−1

1 + µ−1
1

]
, (3.84)

Mas, ao fazermos n→ +∞ e ε→ 0 em (3.84), obtemos, devido à ‖Un‖C → +∞, quando

n → +∞ (hipótese), e à (3.80), 1
2
≤ β

2
‖Û‖2

2 + B
2
‖Û‖2

2,∂. De onde vem que |Ω0| > 0 ou

|Ω1|σ > 0, sendo Ω0 = {x ∈ Ω : Û(x) 6= 0} e Ω1 = {x ∈ ∂Ω : Û(x) 6= 0}. Combinando

isso, (3.81) e (3.82), concluímos que Ûn(x) 6= 0, para q.t.p. x ∈ Ω0 ou Ûn(x) 6= 0, para

q.t.p. x ∈ ∂Ω, desde que n ≥ N2, sendo N2 ≥ N1. Finalmente, pela de�nição de Ûn, temos

Un = ‖Un‖CÛn. Portanto, em razão de ‖Un‖C → +∞, quando n→ +∞, |Un(x)| → +∞,

quando n → +∞, para q.t.p. x ∈ Ω0 ou |Un(x)| → +∞, quando n → +∞, para q.t.p.

x ∈ Ω1. Com isso, �nalizamos a prova do lema 3.3.

No próximo lema, mostraremos que I satisfaz a condição (Ce)c, ∀ c ∈ R.

Lema 3.4 Suponhamos válidas as hipóteses do teorema 3.2, então o funcional I satisfaz

a condição de Cerami (C)c, para qualquer nível c ∈ R.

Prova: Temos que (H(Ω), ‖·‖C) é um espaço de Banach e I ∈ C1(H(Ω),R). Deste modo,

se provarmos, para qualquer c ∈ R, a validade das condições (I) e (II) da proposição 3.7,
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seguirá, por esta, a validade do lema 3.4. A validade da condição (I), para qualquer

c ∈ R é consequência imediata da proposição 3.6. Assim, precisamos mostrar a validade

da condição (II), para qualquer c ∈ R. Suponhamos que tal condição não seja válida.

Então, existem c ∈ R e uma sequência (Un) em H(Ω), tais que

‖Un‖c → +∞, I(Un)→ c e ‖I ′(Un)‖∗C‖Un‖ → 0, em R, quando n→ +∞. (3.85)

Ainda, temos

∫
Ω

[f(x, Un)− 2F (x, Un)] dx+

∫
∂Ω

[g(x, Un)− 2G(x, Un)] dσ = 2I(Un)− I ′(Un)(Un).

Consequentemente, devido à (3.85),

lim
n→+∞

[∫
Ω

[f(x, Un)− 2F (x, Un)] dx+

∫
∂Ω

[g(x, Un)− 2G(x, Un)] dσ

]
= 2c (3.86)

Agora, pelas condições (A2), (G1) e (F1), concluímos que existe M ∈ R, tal que

f(x, Un) · Un − 2F (x, Un) ≥M, uniformemente para q.t.p. x ∈ Ω (3.87)

e

g(x, Un) · Un − 2F (x, Un) ≥M, uniformemente para q.t.p. x ∈ ∂Ω, (3.88)

com U ∈ R2. Ora, como (3.85) vale, segue, do lema 3.3, que existe Ω0 ⊂ Ω com |Ω0| > 0,

tal que |Un(x)| → +∞, quando n → +∞, para q.t.p. x ∈ Ω0 ou existe Ω1 ⊂ ∂Ω com

|Ω1|σ > 0, tal que |Un(x)| → +∞, quando n→ +∞, para q.t.p. x ∈ Ω1. Por conseguinte,

em razão da validade das condições (LF) e (LG),

lim
n→+∞

[f(x, Un(x)) · Un(x)− 2F (x, Un(x))] = +∞, q.t.p. x ∈ Ω0, (3.89)

ou

lim
n→+∞

[g(x, Un(x)) · Un(x)− 2G(x, Un)(x)] = +∞, q.t.p. x ∈ Ω1. (3.90)

Caso (3.89) ocorra, temos, se denotarmos Pn(x) = f(x, Un(x)) · Un(x) − 2F (x, Un(x)) e

Qn(x) = g(x, Un(x)) ·Un(x)−2G(x, Un(x)), após aplicarmos o lema de Fatou e utilizarmos
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as desigualdades (3.87) e (3.88), que

lim inf
n→+∞

[∫
Ω

Pn(x)dx+

∫
∂Ω

Qn(x)dσ

]
≥ lim inf

n→+∞

∫
Ω0

Pn(x)dx+M (|Ω \ Ω0|+ |∂Ω|σ) = +∞,

(3.91)

o que gera uma contradição com (3.86). Logo, (3.90) deve valer. Entretanto, novamente

com o auxílio do lema de Fatou e das desigualdades (3.87) e (3.88), obtemos

lim inf
n→+∞

[∫
Ω

Pn(x)dx+

∫
∂Ω

Qn(x)dσ

]
≥ lim inf

n→+∞

∫
Ω1

Qn(x)dσ+M (|Ω|+ |∂Ω \ Ω1|σ) = +∞,

(3.92)

o que gera uma nova contradição, agora, com (3.86). Logo, a condição (II) da proposição

3.7 deve valer. Daí segue a validade do lema 3.4.

Na seção 1.6, do capítulo 1, vimos, ao considerarmos j ∈ N �xado e ao denotarmos

Vj =

[
j⋃

k=1

Mk

]
, Yj =

[
∞⋃

k=j+1

Mk

]
e Xj = Yj ⊕C H0(Ω),

que H(Ω) = Vj ⊕C Xj, com dim(Vj) < ∞. Assim, devido à veracidade do lema 3.4, se

mostrarmos que existe uma constante R > 0, tal que

sup
U∈∂D

I(U) ≤ inf
V ∈Xj

I(V ), (3.93)

com D = {U ∈ Vj : ‖U‖C ≤ R}, seguirá, pela proposição 3.8, a validade do teorema 3.2.

A�rmação 1: −I é coercivo sobre Vj.

De fato, pela condição (A2) e pela continuidade de G e F , dado ε > 0, existe constante

C̃ > 0, tal que, se x ∈ Ω e U ∈ R2, então

(A− ε)(u2 + v2)

2
− C̃ ≤ G(x, U) ≤ (B + ε)

(u2 + v2)

2
+ C̃ (3.94)

e

(α− ε)(u2 + v2)

2
− C̃ ≤ F (x, U) ≤ (β + ε)

(u2 + v2)

2
+ C̃. (3.95)
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Consequentemente, para U = (u, v) ∈ Vj,

I(U) = 1
2
‖U‖2

C −
∫

Ω
F (x, U)dx−

∫
∂Ω
G(x, U)dσ

≤ 1
2
‖U‖2

C + P (x, U) +Q(x, U) + Ĉ,
(3.96)

onde Ĉ é uma constante positiva, P (x, U) = −1
2
(α−ε)‖U‖2

2 e Q(x, U) = −1
2
(A−ε)‖U‖2

2,∂.

Agora, suponhamos, sem perda de generalidade, α ≤ 0 em (A2). Por isso, por A > µj > 0

(hipótese (A2)) e pelas desigualdades (3.5) e (1.36), temos, para ε > 0, com A − ε > 0,

P (x, U) ≤ −1
2
(α − ε)λ−1

1 ‖U‖2
C e Q(x, U) ≤ −1

2
(A − ε)µ−1

j ‖U‖2
C . Por conseguinte, em

razão da desigualdade (3.96),

I(U) ≤ 1

2

(
1− α

λ1

− A

µj
+

ε

λ1

+
ε

µj

)
‖U‖2

C + Ĉ. (3.97)

Finalmente, como λ1µj < αµj +Aλ1, µj ≥ µ1 > 0 e λ1 > 0, existe ε > 0, tal que A−ε > 0

e 1 − α
λ1
− A

µj
+ ε

λ1
+ ε

µj
< 0. Combinando isso à desigualdade (3.97), concluímos que

I(U)→ −∞, quando U ∈ Vj e ‖U‖C → +∞. E assim, −I(U)→ +∞, quando U ∈ Vj e

‖U‖C → +∞. Daí segue a validade da a�rmação 1.

A�rmação 2: I é coercivo sobre Xj.

De fato, seja U ∈ Xj. Como Xj = Yj ⊕C H0(Ω), existem únicos U0 ∈ H0(Ω) e U ∈ Yj,

tais que U = U0 + U . Com o auxílio das desigualdades (3.94) e (3.95), e do fato de U0 e

U serem C-ortogonais, podemos mostrar que existe constante C > 0, tal que

I(U) = 1
2
‖U0‖2

C + 1
2
‖U‖2

C −
∫

Ω
F (x, U)dx−

∫
∂Ω
G(x, U)dσ

≥ 1
2
‖U0‖2

C + 1
2
‖U‖2

C − 1
2
(β + ε)‖U‖2

2 − 1
2
(B + ε)‖U‖2

2,∂ − C,

Consideraremos, para o que segue, sem perda de generalidade, β ≥ 0 em (A2). Por isso,

pela desigualdade (3.5), por ‖U‖2,∂ = ‖U‖2,∂ e por U0 e U serem C-ortogonais, temos

I(U) ≥ 1
2

(
1− β

λ1
− ε

λ1

)
‖U0‖2

C + 1
2

[(
1− β

λ1
− ε

λ1

)
‖U‖2

C − (B + ε)‖U‖2
2,∂

]
− C.

(3.98)
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Segue, ao combinarmos esta desigualdade à (1.37) e utilizarmos o fato de B > 0, que

I(U) ≥ 1

2

(
1− β

λ1

− ε

λ1

)
‖U0‖2

C +
1

2

(
1− β

λ1

− B

µj+1

− ε

λ1

− ε

µj+1

)
‖U‖2

C − C. (3.99)

Mas, por hipótese, βµj+1 + Bλ1 < λ1µj+1 e B > µj > 0. Consequentemente, devido à

λ1 > 0, βµj+1 < λ1µj+1, e assim, como µj+1 > 0, β < λ1. De onde vem que, para ε > 0

pequeno,

M(ε)
.
= 1− β

λ1

− ε

λ1

> 0. (3.100)

Além disso, visto que βµj+1 + Bλ1 < λ1µj+1, podemos escolher ε > 0, tal que (3.100)

valha e N(ε)
.
= 1− β

λ1
− B

µj+1
− ε

λ1
− ε

µj+1
> 0. Deste modo, min{M(ε), N(ε)} > 0. Com

isso, em razão de (3.99) e de U0 e U serem C-ortogonais,

I(U) ≥ min{M(ε), N(ε)}
(
‖U0‖2

C + ‖U‖2
C

)
= min{M(ε), N(ε)}‖U‖2

C . (3.101)

Daí segue que I(U) → +∞, quando U ∈ Xj e ‖U‖C → +∞. Ou seja, a a�rmação 2 é

verdadeira.

A�rmação 3: Existe R > 0, tal que

sup
U∈∂D

I(U) ≤ inf
V ∈Xj

I(V ),

sendo D = {U ∈ Vj : ‖U‖C ≤ R}.

De fato, pela a�rmação 2, I é coercivo sobre Xj. Logo, dado, digamos, 1 > 0, existe

R1 > 0, tal que I(U) ≥ 1, ∀ U ∈ Xj, com ‖U‖C > R1. E mais, se U ∈ Xj satisfaz

‖U‖C ≤ R1, então, devido à parte �nal da prova da a�rmação 2,

I(U) ≥ min{M(ε), N(ε)}‖U‖2
C ≥ −‖U‖2

C ≥ −R2
1.

Portanto,

I(U) ≥ min{1,−R2
1} = −R2

1, ∀ U ∈ Xj. (3.102)
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Agora, devido à validade da a�rmação 1, dado R2 < −R2
1, existe R > 0 tal que, para

qualquer U ∈ Vj, com ‖U‖C ≥ R, I(U) < R2 < −R2
1. Consequentemente,

sup
U∈∂D

I(U) ≤ R2 < −R2
1, (3.103)

onde D = {U ∈ Vj : ‖U‖C ≤ R}. Finalmente, devido às desigualdades (3.102) e (3.103),

segue a veracidade da a�rmação 3. Ora, em razão da validade da proposição 3.4, do lema

3.4 e da a�rmação 3, as hipóteses do teorema 3.8 �cam veri�cadas, e assim, I possui um

ponto crítico U , e este é uma solução fraca para o sistema (3.1), ou seja o teorema 3.2

vale.

3.6 Prova do teorema 3.3

Para começarmos tal prova, enunciaremos dois lemas, cujas demonstrações são

semelhantes às dos lemas 3.3 e 3.4, por isso, as omitiremos.

Lema 3.5 Suponhamos válidas as hipóteses do teorema 3.3. Se existem c ∈ R e sequência

(Un) em (H(Ω), ‖ · ‖C), tais que ‖Un‖C → +∞, I(Un)→ c e ‖I ′(Un)‖∗C‖Un‖ → 0, quando

n→ +∞, então existe Ω0 ⊂ Ω, com |Ω0| > 0, tal que |Un(x)| → +∞, quando n→ +∞,

para q.t.p. x ∈ Ω0 ou existe Ω1 ⊂ ∂Ω, com |Ω1|σ > 0, tal que |Un(x)| → +∞, quando

n→ +∞, para q.t.p. x ∈ Ω1.

Lema 3.6 Se valerem as hipóteses do teorema 3.3, então I satisfaz a condição (Ce)c, em

qualquer nível c ∈ R.

Em razão da validade da seção 2.5, do capítulo 2, H(Ω) = Fj ⊕
(
F⊥j ∩H(Ω)

)
, sendo

dimFj < ∞ e j ∈ N �xado. Assim, com o intuito de aplicarmos o teorema 3.8,

mostraremos a validade das hipóteses exigidas para a aplicação do mesmo. Ora, como o

lema 3.6 é válido, precisamos provar apenas que existe R > 0 tal que

sup
U∈∂D

I(U) ≤ inf
V ∈F⊥j ∩H(Ω)

I(V ), (3.104)
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sendo D = {U ∈ Fj : ‖U‖C ≤ R}. Primeiramente, mostraremos que o funcional −I

é coercivo sobre Fj, posteriormente que I é coercivo sobre F⊥j ∩ H(Ω) e, logo a seguir,

provaremos (3.104).

A�rmação 1': −I é coercivo sobre Fj.

De fato, devido à condição (A3) e à continuidade de G e F , segue que, dado ε > 0, existe

constante C̃ > 0, tal que, se x ∈ Ω e U ∈ R2,

(A− ε) (u2 + v2)

2
− C̃ ≤ G(x, U) ≤ (B + ε)

(u2 + v2)

2
+ C̃ (3.105)

e

(α− ε) (u2 + v2)

2
− C̃ ≤ F (x, U) ≤ (β + ε)

(u2 + v2)

2
+ C̃. (3.106)

Temos, deste modo, para U ∈ Fj, que existe constante C > 0, tal que

I(U) = 1
2
‖U‖2

C −
∫

Ω
F (x, U)dx−

∫
∂Ω
G(x, U)dσ

≤ 1
2
‖U‖2

C + P̃ (x, U) + Q̃(x, U) + C,
(3.107)

onde P̃ (x, U) = −1
2

(α− ε) ‖U‖2
2 e Q̃(x, U) = −1

2
(A− ε) ‖U‖2

2,∂. Logo, ao assumirmos,

sem perda de generalidade, A < 0 em (A3), obtemos, devido à α > λj > 0 e às desigual-

dades (2.17) e (3.3), para ε > 0, tal que α− ε > 0,

P̃ (x, U) ≤ −1

2
(α− ε)λ−1

j ‖U‖2
C e Q̃(x, U) ≤ −1

2
(A− ε)µ−1

1 ‖U‖2
C .

Agora, por hipótese, λjµ1 < λjA + µ1α. Também sabemos que λj ≥ λ1 > 0 e µ1 > 0.

Assim, ao escolhermos ε > 0 tal que α − ε > 0 e 1 − A
µ1
− α

λj
+ ε

λj
+ ε

µ1
< 0 ocorram,

concluímos, devido à (3.107), que

I(U) ≤ 1
2
‖U‖2

C − 1
2

(α− ε)λ−1
j ‖U‖2

C − 1
2

(A− ε)µ−1
1 ‖U‖2

C + C

= 1
2

(
1− A

µ1
− α

λj
+ ε

λj
+ ε

µ1

)
‖U‖2

C + C. (3.108)

Daí, I(U) → −∞, quando U ∈ Fj e ‖U‖C → +∞. Ou seja, −I(U) → +∞, quando

U ∈ Fj e ‖U‖C → +∞. Portanto, a a�rmação 1' é verdadeira.
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A�rmação 2': I é coercivo sobre F⊥j ∩H(Ω).

De fato, seja U ∈ F⊥j ∩ H(Ω). Então, devido às desigualdades (3.105) e (3.106), temos,

para ε > 0 e x ∈ Ω, que existe constante C̃ > 0, tal que

I(U) = 1
2
‖U‖2

C −
∫

Ω
F (x, U)dx−

∫
∂Ω
G(x, U)dσ

≥ 1
2
‖U‖2

C + P1(x, U) +Q1(x, U) + C̃,
(3.109)

onde P1(x, U) = −1
2

(β + ε) ‖U‖2
2 e Q1(x, U) = −1

2
(B + ε) ‖U‖2

2,∂. Consequentemente, ao

assumirmos, sem perda de generalidade, B ≥ 0 em (A3) e notarmos que β > λ1 > 0,

obtemos, das desigualdades (2.14) e (3.3), para ε > 0, P1(x, U) ≥ −1
2
λ−1
j+1 (β + ε) ‖U‖2

C e

Q1(x, U) ≥ −1
2
µ−1

1 (B + ε) ‖U‖2
C . Finalmente, por hipótese, λj+1B+µ1β < λj+1µ1. Deste

modo, ao escolhermos ε > 0, tal que 1− B
µ1
− β

λj+1
− ε

µ1
− ε

λj+1
> 0, concluímos, por (3.109),

que

I(U) ≥ 1
2
‖U‖2

C − 1
2
λ−1
j+1 (β + ε) ‖U‖2

C − 1
2
µ−1

1 (B + ε) ‖U‖2
C + C̃

= 1
2

(
1− B

µ1
− β

λj+1
− ε

µ1
− ε

λj+1

)
‖U‖2

C + C̃. (3.110)

Como consequência disso, ao fazermos ‖U‖C → +∞, com U ∈ F⊥j ∩H(Ω), I(U)→ +∞,

ou seja, I é coercivo sobre F⊥j ∩H(Ω), como desejávamos.

A�rmação 3': Existe R > 0 tal que

sup
U∈∂D

I(U) ≤ inf
V ∈F⊥j ∩H(Ω)

I(V ), (3.111)

sendo D = {U ∈ Fj : ‖U‖C ≤ R}.

De fato, pela a�rmação 2', I é coercivo sobre F⊥j ∩ H(Ω). Deste modo, dado, digamos,

1 > 0, existe R1 > 0, tal que I(U) ≥ 1, ∀ U ∈ F⊥j ∩ H(Ω), com ‖U‖C > R1. Além

disso, se U ∈ F⊥j ∩ H(Ω) satisfaz ‖U‖C ≤ R1, então, por (3.110), para ε > 0, tal que

1 − B
µ1
− β

λj+1
− ε

µ1
− ε

λj+1
> 0, I(U) ≥ −1

2

(
1− B

µ1
− β

λj+1
− ε

µ1
− ε

λj+1

)
R2

1
.
= R2. Por

conseguinte,

inf
U∈F⊥j ∩H(Ω)

I(U) ≥ R2. (3.112)



94

Agora, devido à validade da a�rmação 1', dado R3 < R2, existe R > 0, tal que, para

qualquer U ∈ Fj, com ‖U‖C ≥ R, I(U) < R3 < R2. Consequentemente,

sup
U∈∂D

I(U) ≤ R3 < R2, (3.113)

onde D = {U ∈ Fj : ‖U‖C ≤ R}. Finalmente, ao combinarmos as desigualdades (3.112)

e (3.113), concluímos que a condição (3.111) é válida. Com isso, �nalizamos a prova da

a�rmação 3'. Devido à validade da proposição 3.4, do lema 3.4 e da a�rmação 3', as

hipóteses do teorema 3.8 são satisfeitas. Logo, o funcional I possui um ponto crítico

U ∈ H(Ω), o qual é uma solução fraca para o sistema (3.1). Com isso, �nalizamos a prova

do teorema 3.3.



Capítulo

4

O primeiro autovalor de Steklov e de

Neumann para equações envolvendo o

operador p-laplaciano

Construiremos, neste capítulo, dois "primeiros" autovalores, um associado ao

auto-problema 
−4p u+ c(x)|u|p−2u = 0, se x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= µ|u|p−2u, se x ∈ ∂Ω

(4.1)

e outro, ao auto-problema


−4p u+ c(x)|u|p−2u = λ|u|p−2u, se x ∈ Ω

∂u

∂η
= 0, se x ∈ ∂Ω,

(4.2)

onde Ω é um domínio limitado em RN , N ≥ 2, com fronteira, ∂Ω, de classe C0,1, 4pu é

o p-laplaciano de u, p ∈ (1,∞),
∂

∂η
= η · ∇ é derivada normal (unitária) exterior a ∂Ω e

c : Ω→ R satisfaz a seguinte condição:

(PLP) c ∈ L∞(Ω), c(x) ≥ 0, para q.t.p. x ∈ Ω e vale
∫

Ω
c(x)dx > 0.

No transcorrer, deste capítulo, assumiremos estas hipóteses válidas. Na seção

1, provaremos alguns resultados preliminares, necessários para a construção de tais auto-

valores. O primeiro, o qual denominaremos "primeiro autovalor de Steklov" associado ao

auto-problema (4.1), será construído na seção 2. Já na seção 3, construiremos o segundo

95
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autovalor em questão, que denominaremos "primeiro autovalor de Neumann" associado

ao auto-problema (4.2).

4.1 Resultados Preliminares

Inicialmente, lembremos que, para p ∈ (1,∞), (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p) é um espaço de

Banach, uniformemente convexo, logo re�exivo, onde

‖u‖1,p =

(∫
Ω

[|∇u|p + |u|p] dx
) 1

p

. (4.3)

Ainda, como c : Ω→ R satisfaz a condição (PLP), podemos mostrar que

‖u‖c =

(∫
Ω

[|∇u|p + c(x)|u|p]
) 1

p

(4.4)

também de�ne uma norma em W 1,p(Ω). Veremos, no que segue, que tais normas são

equivalentes em W 1,p(Ω). Com este intuito, mostraremos, antes, alguns lemas.

Lema 4.1 O funcional φ : (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p) → R, de�nido por φ(u) = ‖u‖c, é contínuo

e convexo.

Prova: A prova da convexidade de φ é imediata, pois ‖·‖c de�ne uma norma emW 1,p(Ω).

Provemos a continuidade de φ. Para isso, seja u ∈ W 1,p(Ω). Então, por c(x) ∈ L∞(Ω),

φ(u)p = ‖u‖pc = ‖|∇u|‖pp +

∫
Ω

c(x)|u(x)|pdx ≤ max{1, ‖c(x)‖∞}‖u‖p1,p.

Portanto, ao denotarmos A = max{1, ‖c(x)‖∞}
1
p , que é uma constante positiva,

‖u‖c ≤ A‖u‖1,p, ∀ u ∈ W 1,p(Ω), (4.5)

Daí segue a continuidade de φ.

Observação 1: Como o funcional φ, de�nido no lema 4.1, é contínuo e convexo, segue

que ele é fracamente sequencialmente contínuo em (W 1,p(Ω), ‖·‖1,p). Logo, toda sequência
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(um), tal que um ⇀ u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p) satisfaz

lim inf
n→+∞

φ(un) ≥ φ(u). (4.6)

Lema 4.2 Existe δ > 0, tal que

‖u‖pc ≥ δ‖u‖pp, ∀ u ∈ W 1,p(Ω). (4.7)

Prova: Sejam S = {u ∈ W 1,p(Ω) : ‖u‖p = 1} e δ = infu∈S ‖u‖pc .

A�rmação 1: Existe û ∈ S, tal que ‖û‖pc = δ.

De fato, da de�nição de ín�mo, existe sequência em S, (um), tal que

‖um‖pc → δ, quando m→ +∞ e ‖um‖pc < δ + 1. (4.8)

Agora, visto que ‖um‖p1,p = ‖|∇um|‖pp + ‖um‖pp e um ∈ S, ‖um‖
p
1,p = ‖|∇um|‖pp + 1. Por

conseguinte, em razão da validade de (PLP), ‖um‖pc ≥ ‖um‖
p
1,p − 1. De onde segue que

‖um‖p1,p ≤ δ + 2, ou seja, a sequência (um) é limitada em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). Com isso

e pelo fato de (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p) ser um espaço re�exivo, existem subsequência (umk) de

(um) e û ∈ W 1,p(Ω), tais que

umk ⇀ û em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). (4.9)

Por isso e por (4.8), segue, da observação 1, desta seção, que

‖û‖c ≤ lim inf
k→+∞

‖umk‖c = δ
1
p .

Ainda, pela validade de (4.9), concluímos, devido ao teorema 6.9, que umk → û em

(Lp(Ω), ‖ · ‖p). Consequentemente, em razão de umk ∈ S e da continuidade da norma

‖ · ‖p, û ∈ S. Com isso e por ‖û‖c ≤ δ
1
p , temos δ = ‖û‖pc , �cando assim provada a

a�rmação 1.

A�rmação 2: δ > 0.

De fato, se δ = 0, então, pela a�rmação 1, ‖û‖pc = 0. Consequentemente, û = 0 em
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W 1,p(Ω), o que é um absurdo, pois û ∈ S. Daí segue a validade da a�rmação 2. Agora,

estamos aptos a demonstrar a desigualdade (4.7). Se u ∈ W 1,p(Ω) for tal que u = 0

em W 1,p(Ω), então a igualdade em (4.7) é facilmente veri�cada. Caso u ∈ W 1,p(Ω) seja

não trivial, então consideremos v = u
‖u‖p ∈ W 1,p(Ω). Assim, ‖v‖p = 1, ou seja, v ∈ S.

Logo, ‖v‖pc ≥ δ. De onde segue que ‖u‖pc ≥ δ‖u‖pp. E isso conclui a demonstração da

desigualdade (4.7).

Proposição 4.1 As normas ‖ · ‖c e ‖ · ‖1,p são equivalentes em W 1,p(Ω).

Prova: Seja u ∈ W 1,p(Ω). Então, como c(x) satisfaz a condição (PLP), ‖u‖p1,p ≤

‖u‖pc + ‖u‖pp. Consequentemente, devido à desigualdade (4.7), dada no lema 4.2, ‖u‖p1,p ≤(
1 +

1

δ

)
‖u‖pc , de onde vem que

‖u‖1,p ≤

√(
1 +

1

δ

)
‖u‖c.

Por isso e pela validade da desigualdade (4.5), segue a equivalência das normas ‖ · ‖1,p,

‖ · ‖c em W 1,p(Ω).

Observação 2: Como consequência imediada, da proposição anterior, temos que o espaço

(W 1,p(Ω), ‖ ·‖c) é um espaço de Banach. Nos próximos dois resultados, mostraremos duas

propriedades, essenciais para o nosso trabalho, do espaço (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Proposição 4.2 O espaço (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é uniformemente convexo.

Prova: Observamos, inicialmente, que devido a c(x) ≥ 0, para q.t.p. x ∈ Ω, temos para

u ∈ W 1,p(Ω), ‖|∇u|‖pp+‖c(x)
1
pu‖pp = ‖u‖pc . Para o que segue, sejam ε > 0 e u, v elementos

de W 1,p(Ω), tais que

‖u‖c ≤ 1, ‖v‖c ≤ 1 e ‖u− v‖c > ε. (4.10)
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A�rmação 1: (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é uniformemente convexo, quando 2 ≤ p <∞.

De fato, pela primeira desigualdade de Clarkson em Lp(Ω), temos

‖u+v
2
‖pc + ‖u−v

2
‖pc = ‖|∇(u+v)

2
|‖pp + ‖|∇(u−v)

2
|‖pp + ‖ c(x)

1
p (u+v)
2

‖pp + ‖ c(x)
1
p (u−v)
2

‖pp
≤ 1

2

(
‖|∇u|‖pp + ‖|∇v|‖pp

)
+ 1

2

(
‖c(x)

1
pu‖pp + ‖c(x)

1
pv‖pp

)
= 1

2
(‖u‖c + ‖v‖c) .

Por isso e por (4.10),
∥∥u+v

2

∥∥p
c
< 1 −

(
ε
2

)p
. Logo, ao tomarmos δ = 1 −

(
1−

(
ε
2

)p) 1
p > 0,∥∥u+v

2

∥∥
c
< 1− δ. Portanto, a a�rmação 1 é verdadeira.

A�rmação 2: (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é uniformemente convexo, quando 1 < p < 2.

De fato, como u, v ∈ W 1,p(Ω) e c(x) ∈ L∞(Ω), temos, ao denotarmos p
′
= p

p−1
, que

c(x)
1

(p−1)

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p
′

, c(x)
1

(p−1)

∣∣∣∣u− v2

∣∣∣∣p
′

,

∣∣∣∣∇u+∇v
2

∣∣∣∣p
′

,

∣∣∣∣∇u−∇v2

∣∣∣∣p
′

∈ Lp−1(Ω).

Como 1 < p < 2, 0 < p− 1 < 1. Assim, pela desigualdade reversa de Minkowski,

∥∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)

∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p
′∥∥∥∥∥
p−1

+

∥∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)

∣∣∣∣u− v2

∣∣∣∣p
′∥∥∥∥∥
p−1

≤

∥∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)

(∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣p
′

+

∣∣∣∣u− v2

∣∣∣∣p
′)∥∥∥∥∥

p−1

(4.11)

e ∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇u+∇v

2

∣∣∣∣p
′∥∥∥∥∥
p−1

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇u−∇v2

∣∣∣∣p
′∥∥∥∥∥
p−1

≤

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∇u+∇v

2

∣∣∣∣p
′

+

∣∣∣∣∇u−∇v2

∣∣∣∣p
′∥∥∥∥∥
p−1

. (4.12)

Mas também,

∥∥u+v
2

∥∥p′
c

+
∥∥u−v

2

∥∥p′
c

=

(∥∥∥∣∣∣∇(u+v)
2

∣∣∣∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥ c(x)
1
p (u+v)
2

∥∥∥∥p
p

) p
′

p

+

+

(∥∥∥∣∣∣∇(u−v)
2

∣∣∣∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥ c(x)
1
p (u−v)
2

∥∥∥∥p
p

) p
′

p

.

(4.13)

Além disso, como 1 < p < 2, temos q = p
′

p
= 1

p−1
> 1. Por conseguinte, | · |q : R2 → R+,

dada por |(x, y)|q = (|x|q + |y|q)
1
q , ∀ (x, y) ∈ R2, de�ne uma norma em R2. Consequente-
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mente, ao denotarmos

A =

(∥∥∥∥∣∣∣∣∇u+∇v
2

∣∣∣∣∥∥∥∥p
p

,

∥∥∥∥∣∣∣∣∇u−∇v2

∣∣∣∣∥∥∥∥p
p

)
= (A1, A2)

e

B =

∥∥∥∥∥c(x)
1
p (u+ v)

2

∥∥∥∥∥
p

p

,

∥∥∥∥∥c(x)
1
p (u− v)

2

∥∥∥∥∥
p

p

 = (B1, B2),

∥∥u+v
2

∥∥p′
c

+
∥∥u−v

2

∥∥p′
c

= (A1 +B1)q + (A2 +B2)q = |A+B|qq
≤ (|A|q + |B|q)q =

(
(Aq1 + Aq2)

1
q + (Bq

1 +Bq
2)

1
q

)q
.

(4.14)

Mas, por (4.11) e (4.12), temos

Aq1 + Aq2 =
[∫

Ω

∣∣∇u+∇v
2

∣∣p dx]q +
[∫

Ω

∣∣∇u−∇v
2

∣∣p dx]q
=

[∫
Ω

∣∣∇u+∇v
2

∣∣p′ (p−1)
dx

] 1
p−1

+

[∫
Ω

∣∣∇u−∇v
2

∣∣p′ (p−1)
dx

] 1
p−1

=

∥∥∥∥∣∣∇u+∇v
2

∣∣p′∥∥∥∥
p−1

+

∥∥∥∥∣∣∇u−∇v2

∣∣p′∥∥∥∥
p−1

≤
∥∥∥∥∣∣∇u+∇v

2

∣∣p′ +
∣∣∇u−∇v

2

∣∣p′∥∥∥∥
p−1

(4.15)

e

Bq
1 +Bq

2 =
[∫

Ω
c(x)

∣∣u+v
2

∣∣p dx]q +
[∫

Ω
c(x)

∣∣u−v
2

∣∣p dx]q
=

[∫
Ω
c(x)

p−1
p−1

∣∣u+v
2

∣∣p′ (p−1)
dx

] 1
p−1

+

[∫
Ω
c(x)

p−1
p−1

∣∣u−v
2

∣∣p′ (p−1)
dx

] 1
p−1

=

∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)
∣∣u+v

2

∣∣p′∥∥∥∥
p−1

+

∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)
∣∣u−v

2

∣∣p′∥∥∥∥
p−1

≤
∥∥∥∥c(x)

1
(p−1)

(∣∣u+v
2

∣∣p′ +
∣∣u−v

2

∣∣p′)∥∥∥∥
p−1

.

(4.16)
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Ao combinarmos as desigualdades (4.15) e (4.16) com (4.14), concluímos que

∥∥u+v
2

∥∥p′
c

+
∥∥u−v

2

∥∥p′
c
≤

{∥∥∥∥∣∣∇u+∇v
2

∣∣p′ +
∣∣∇u−∇v

2

∣∣p′∥∥∥∥p−1

p−1

+

+

∥∥∥∥c(x)
1

(p−1)

(∣∣u+v
2

∣∣p′ +
∣∣u−v

2

∣∣p′)∥∥∥∥p−1

p−1

} 1
p−1

=

{∫
Ω

(∣∣∇u+∇v
2

∣∣p′ +
∣∣∇u−∇v

2

∣∣p′)p−1

dx+

+
∫

Ω
c(x)

(∣∣u+v
2

∣∣p′ +
∣∣u−v

2

∣∣p′)p−1

dx

} 1
p−1

.

Por isso e pela segunda desigualdade de Clarkson em RN ,

∥∥u+v
2

∥∥p′
c

+
∥∥u−v

2

∥∥p′
c
≤
[∫

Ω
1
2

(|∇u|p + |∇v|p) dx+
∫

Ω
c(x)

2
(|u|p + |v|p) dx

] 1
p−1

=
(

1
2
‖u‖pc + 1

2
‖v‖pc

) 1
p−1 .

Daí, devido à (4.10),
∥∥u+v

2

∥∥p′
c
< 1 −

(
ε
2

)p′
. Por conseguinte,

∥∥u+v
2

∥∥
c
< 1 − δ, sendo

δ = 1 −
(

1−
(
ε
2

)p′) 1

p
′

> 0,
∥∥u+v

2

∥∥
c
< 1 − δ. Ou seja, (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é uniformemente

convexo, quando 1 < p < 2, como queríamos. Da validade das a�rmações 1 e 2, segue a

veracidade da proposição 4.2.

Proposição 4.3 O espaço (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é re�exivo.

Prova: Pela proposição 4.2, o espaço (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é uniformemente convexo. Assim,

em razão do teorema de Milmam-Pettis, (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) é um espaço re�exivo.

O próximo resultado refere-se ao operador ϕ : W 1,p(Ω)→ [Lp
′
(Ω)]N , de�nido por

ϕ(u) = |∇u|p−2∇u, ∀ u ∈ W 1,p(Ω), (4.17)

onde W 1,p(Ω) está munido da norma ‖ · ‖c e [Lp
′
(Ω)]N , da norma

|‖U |‖p′ = ‖u1‖p′ + · · ·+ ‖uN‖p′ , ∀ U = (u1, · · · , uN) ∈ [Lp
′

(Ω)]N .
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Além disso, p
′
representa o expoente conjugado de p. Claro que ϕ está bem de�nido, pois

se u for um elemento em W 1,p(Ω), |∇u| ∈ Lp(Ω). De onde segue que |∇u|p−2 ∂u
∂xi
∈ Lp

′
(Ω),

para i = 1, 2, · · · , N . Ou seja, ϕ(u) ∈ [Lp
′
(Ω)]N .

Lema 4.3 O operador ϕ é contínuo.

Prova: Primeiramente, notamos que, para U = (u1, · · · , uN) ∈ [Lp
′
(Ω)]N , em razão da

equivalencia das normas em RN e do teorema 6.1, existem constantes K1, K2 > 0, tais

que

|‖U |‖p
′

p′
=

(
N∑
i=1

‖ui‖p′
)p
′

≤ K1

N∑
i=1

‖ui‖p
′

p′
= K1

∫
Ω

[
N∑
i=1

|ui|p
′

]
p
′

p
′ dx

= K1

∫
Ω

|U |p
′

p′
dx ≤ K2

∫
Ω

|U |p
′

dx.

Sejam (un) uma sequência em W 1,p(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que

un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (4.18)

Mostremos que ϕ(un)→ ϕ(u) em ([Lp
′
(Ω)]N , |‖ · |‖p′ ). Temos dois casos a analisar.

Caso 1: 2 < p <∞.

Em razão do teorema 6.4,

|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p
′

p′
≤ K2

∫
Ω
|ϕ(un)− ϕ(u)|p

′
dx = K2

∫
Ω
||∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u|p

′
dx

≤ K2Ã
p
′ ∫

Ω
|∇un −∇u|p

′
(|∇un|+ |∇u|)p

′
(p−2) dx.

Mas também, |∇un − ∇u|p
′
∈ L

p

p
′ (Ω) e (|∇un|+ |∇u|)p

′
(p−2) ∈ L

p

p
′
(p−2) (Ω). Logo, pela

desigualdade de Hölder, se K3 = K2Ã
p
′
,

|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p
′

p′
≤ K3‖|∇ (un − u) |‖p

′

p ‖|∇un|+ |∇u|‖p
′
(p−2)

p , (4.19)

Agora, para cada u ∈ W 1,p(Ω), temos ‖|∇u|‖pp ≤ ‖u‖pc . Deste modo, devido ao teorema

6.1, à (4.19) e à desigualdade de Minkowski, existe constante K4 > 0, tal que

|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p
′

p′
≤ K4‖un − u‖p

′

c (‖un‖p
′
(p−2)

c + ‖u‖p
′
(p−2)

c ). (4.20)
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Por isso e por (4.18), ϕ(un) → ϕ(u), em ([Lp
′
(Ω)]N , |‖ · |‖p′ ). Ou seja, o operador ϕ é

contínuo, quando 2 < p <∞.

Caso 2: 1 < p ≤ 2.

Segue, do teorema 6.4, que existe constante K4 = K2B̃
p
′
> 0, tal que

|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p
′

p′
≤ K2

∫
Ω
|ϕ(un)− ϕ(u)|p

′
dx = K2

∫
Ω
||∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u|p

′
dx

≤ K2B̃
p
′ ∫

Ω
|∇un −∇u|p

′
(p−1)dx = K4

∫
Ω
|∇un −∇u|pdx

= K4‖|∇ (un − u) |‖pp ≤ K4‖un − u‖pc ,

Consequentemente, pela validade de (4.18), ϕ(un)→ ϕ(u) em ([Lp
′
(Ω)]N , |‖ · |‖p′ ).

No próximo lema, mostramos a continuidade de Ψc : (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) → Lp
′
(Ω) e Ψ :

(W 1,p(Ω), ‖ · ‖c)→ Lp
′
(∂Ω), os quais são operadores de�nidos por

Ψc(u) = c(x)|u|p−2u e Ψ(u) = |u|p−2u. (4.21)

Tanto Ψc, quanto Ψ estão bem de�nidos. Com efeito, para cada u ∈ W 1,p(Ω), temos

|c(x)|u|p−2u|p
′

≤ ‖c(x)‖p
′

∞|u|p e ||u|p−2u|p
′

≤ |u|p.

Consequentemente, em razão das normas ‖ · ‖c, ‖ · ‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω) e

da validade do teorema 6.10, existem constantes positivas K,K1, tais que

‖Ψc(u)‖p′ ≤ ‖c(x)‖
p
′

p
∞‖u‖p ≤ ‖c(x)‖

p
′

p
∞‖u‖1,p ≤ K‖c(x)‖

p
′

p
∞‖u‖c <∞ (4.22)

e

‖Ψ(u)‖p′ ≤ ‖u‖p,∂ ≤ K1‖u‖1,p ≤ KK1‖u‖c <∞. (4.23)

Daí segue a boa de�nição de Ψc e Ψ.

Lema 4.4 Os operadores Ψc e Ψ são contínuos.
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Prova: Para provarmos a continuidade de Ψc e Ψ, sejam (un) uma sequência em W 1,p(Ω)

e u ∈ W 1,p(Ω), tais que

un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (4.24)

Prova da continuidade de Ψc:

Caso 1: 2 < p <∞.

Graças à validade do teorema 6.4 e à c ∈ L∞(Ω), temos

‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p
′

p′
=
∫

Ω
c(x)p

′
||un|p−2un − |u|p−2u|p

′
dx

≤ Ãp
′
‖c(x)‖p

′

∞
∫

Ω
|un − u|p

′
(|un|+ |u|)p

′
(p−2) dx.

Disso e do fato de |un − u|p
′
∈ L

p

p
′ (Ω) e (|un|+ |u|)p

′
(p−2) ∈ L

p

p
′
(p−2) (Ω), segue, pela

desigualdade de Hölder, que

‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p
′

p′
≤ Ãp

′

‖c(x)‖p
′

∞‖un − u‖p
′

p ‖|un|+ |u|‖p
′
(p−2)

p . (4.25)

Consequentemente, devido aos teoremas 6.1 e 6.9, à desigualdade de Minkowski e às

normas ‖ · ‖c e ‖ · ‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω), existe constante K2 > 0, tal que

‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p
′

p′
≤ K2‖un − u‖p

′

c (‖un‖p
′
(p−2)

c + ‖u‖p
′
(p−2)

c ). (4.26)

Por isso e por (4.24), concluímos que Ψc(un) → Ψc(u) em (Lp
′
(Ω), ‖ · ‖p′ ), ou seja, o

operador Ψc é contínuo, quando 2 < p <∞.

Caso 2: 1 < p ≤ 2.

Segue, do teorema 6.4, que

‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p
′

p′
=
∫

Ω
c(x)p

′
||un|p−2un − |u|p−2u|p

′
dx

≤ B̃p
′
‖c(x)‖p

′

∞
∫

Ω
|un − u|p

′
(p−1)dx = K3

∫
Ω
|un − u|pdx

= K3‖un − u‖pp ≤ K4‖un − u‖pc ,

onde K3 = B̃p
′
‖c(x)‖p

′

∞, K4 são constantes positivas. Combinando isso à (4.24), obtemos

Ψc(un)→ Ψc(u) em (Lp
′
(Ω), ‖ · ‖p′ ). Logo, Ψc é contínuo, quando 1 < p ≤ 2. Por isso, e

em virtude da validade do caso 1, segue que Ψc é um operador contínuo.
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Prova da continuidade de Ψ:

Esta prova é uma simples adaptação da prova da continuidade de Ψc, basta considerarmos

c(x) = 1 e ∂Ω, ‖ · ‖p,∂ e teorema 6.10 ao invés de Ω, ‖ · ‖p e teorema 6.9. Daí segue a

validade do lema em questão.

O próximo resultado fornece propriedades para Υc, δ̃, β : (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) → R, os quais

são funcionais de�nidos por

Υc(u) = ‖u‖pc , δ̃(u) = ‖u‖pp − 1 e β(u) = ‖u‖pp,∂, ∀ u ∈ W
1,p(Ω). (4.27)

Proposição 4.4 Os funcionais, de�nidos em (4.27), são elementos de C1(W 1,p(Ω),R),

tendo como derivadas de Fréchet em u ∈ W 1,p(Ω),

Υ
′

c(u)(v) = p

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u∇v + c(x)|u|p−2uv

]
dx, (4.28)

δ̃
′
(u)(v) = p

∫
∂Ω

|u|p−2uvdx e β
′
(u)(v) = p

∫
∂Ω

|u|p−2uvdσ, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (4.29)

Além disso, β é um funcional fracamente contínuo sobre (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Prova: Provaremos esta proposição em três etapas, a saber:

Etapa 1: Υc ∈ C1(W 1,p(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em u ∈ W 1,p(Ω) a

expressão (4.28).

De fato, temos, para u ∈ W 1,p(Ω), Υc(u) = A(u) + B(u), onde A(u)
.
=
∫

Ω
|∇u|pdx e

B(u)
.
=
∫

Ω
c(x)|u|pdx, ∀ u ∈ W 1,p(Ω). Mostraremos, nas a�rmações 1 e 2, a seguir, que A

e B são elementos de C1(W 1,p(Ω),R), daí seguirá a prova da etapa 1.

A�rmação 1: A ∈ C1(W 1,p(Ω),R).

De fato, seja F : Ω × RN → R, de�nido por F (x, y) = p
∫ |y|

0
sp−1ds, ∀ (x, y) ∈ Ω × RN .

Assim, para 0 < h < 1 e u, v ∈ W 1,p(Ω),

A(u+ hv)− A(u)

h
=
∫

Ω
|∇u(x)+h∇v(x)|p−|u(x)|p

h
dx =

∫
Ω
F (x,∇u(x)+h∇v(x))−F (x,∇u(x))

h
dx
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Ainda, dado x ∈ Ω, pelo teorema do valor médio, existe λ ∈ (0, 1), tal que

|F (x,∇u(x) + h∇v(x))− F (x,∇u(x))|
|h|

≤ p|∇u(x) + λh∇u(x)|p−1|∇u(x)|

≤ p (|∇u(x)|+ |∇v(x)|)p−1 |∇v(x)|

≤ 2p−1p (|∇u(x)|p + |∇v(x)|p) ∈ L1(Ω).

Logo, em razão do teorema da convergência dominada de Lebesgue,

limh→0+

[
A(u+ hv)− A(u)

h

]
= limh→0+

[∫
Ω
|∇u(x)+h∇v(x)|p−|∇v(x)|p

h
dx
]

=
∫

Ω
limh→0+

[
F (x,∇u(x)+h∇v(x))−F (x,∇u(x))

h

]
dx

= p
∫

Ω
|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x)dx.

Argumentando de maneira semelhante, porém considerando −1 < h < 0, podemos

mostrar que

lim
h→0−

[
A(u+ hv)− A(u)

h

]
= p

∫
Ω

|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x)dx.

Portanto,

lim
h→0

[
A(u+ hv)− A(u)

h

]
= p

∫
Ω

|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x)dx,

Temos, para u ∈ W 1,p(Ω) �xado, que o funcional Tu : W 1,p(Ω)→ R, de�nido por Tu(v) =

p
∫

Ω
|∇u|p−2∇u ·∇vdx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω), é linear e limitado. A linearidade de Tu é imediata.

Provemos a limitação de Tu. Segue, das desigualdades de Schwarz em RN e de Hölder,

que

|Tu(v)| ≤ p
∫

Ω
|∇u(x)|p−1|∇v(x)|dx ≤ p‖|∇u|‖p−1

p ‖|∇v|‖p ≤ p‖u‖p−1
c ‖v‖c. (4.30)

Consequentemente, Tu é limitado. E assim, o funcional A é diferenciável a Gateaux em

u ∈ W 1,p(Ω), tendo como derivada de Gateaux em u, A
′
(u) = Tu. Finalmente, mostremos

que A
′

: W 1,p(Ω) → [W 1,p(Ω)]
∗, de�nido por A

′
(u) = Tu, é um operador contínuo. Para

isso, seja (un) uma sequência em W 1,p(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que

un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (4.31)
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Agora, para v ∈ W 1,p(Ω) e ϕ = (ϕ1, · · · , ϕN), como em (4.17), temos

|Tun(v)− Tu(v)| ≤ p
∫

Ω
||∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u||∇v|dx

= p
∫

Ω
|ϕ(un)− ϕ(u)||∇v|dx

(4.32)

Mas também, para cada u ∈ W 1,p(Ω), existe K > 0, tal que

‖|ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′ ≤ K|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′ , (4.33)

Com efeito, devido ao teorema 6.1 e às normas em RN serem equivalentes, conseguimos

constantes positivas K1, K, tais que

‖|ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′ =
[∫

Ω
|ϕ(un)− ϕ(u)|p

′
dx
] 1

p
′

= {
∫

Ω

[∑N
i=1 |ϕi(un)− ϕi(u)|

]p′
dx}

1

p
′

≤ K1

[∑N
i=1 ‖ϕi(un)− ϕi(u)‖p

′

p′

] 1

p
′

≤ K
∑N

i=1 ‖ϕi(un)− ϕi(u)‖p′ = K|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′ .

Deste modo, |ϕ(un) − ϕ(u)| ∈ Lp
′
(Ω) e claro que |∇v| ∈ Lp(Ω). Assim, ao aplicarmos a

desigualdade de Hölder em (4.32) e utilizarmos a desigualdade (4.33), obtemos

|Tun(v)− Tu(v)| ≤ p‖|ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′‖|∇v|‖p ≤ pK‖ϕ(un)− ϕ(u)‖p′‖|∇v|‖p.

E, como ‖|∇v|‖pp ≤ ‖v‖pc , |Tun(v)− Tu(v)| ≤ pK|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′‖v‖c. Por conseguinte,

‖A′(un)− A′(u)‖∗c = sup{|A′(un)− A′(u)(v)| : v ∈ W 1,p(Ω) e ‖v‖c = 1}

= sup{|Tun(v)− Tu(v)| : v ∈ W 1,p(Ω) e ‖v‖c = 1}

≤ pK|‖ϕ(un)− ϕ(u)|‖p′ .

(4.34)

Finalmente, por ϕ ser contínuo (lema 4.3) e por (4.31), |‖ϕ(un) − ϕ(u)|‖p′ → 0, quando

n→ +∞. Portanto, de (4.34), A
′
(un)→ A

′
(u) em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c), ou seja, o operador

A
′
é contínuo. Com isso e devido à proposição 6.1, A ∈ C1(W 1,p(Ω),R).

A�rmação 2: B ∈ C1(W 1,p(Ω),R).
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De fato, para 0 < h < 1 e u, v ∈ W 1,p(Ω), temos

B(u+ hv)−B(u)

h
=

∫
Ω

c(x)
|u(x) + hv(x)|p − c(x)|u(x)|p

h
dx

Mas, dado x ∈ Ω, pelo teorema do valor médio, existe λ ∈ (0, 1), tal que

|c(x)| ||u(x) + hv(x)|p − |u(x)|p|
|h|

= p|c(x)||u(x) + λhv(x)|p−1|v(x)|

≤ p‖c(x)‖∞ (|u(x)|+ |v(x)|)p−1 |v(x)|

≤ 2p−1p‖c(x)‖∞ (|u(x)|p + |v(x)|p) ∈ L1(Ω).

Deste modo, devido ao teorema da convergência dominada de Lebesgue, obtemos

limh→0+

[
B(u+ hv)−B(u)

h

]
= limh→0+

[∫
Ω
c(x)|u(x)+hv(x)|p−c(x)|v(x)|p

h
dx
]

=
∫

Ω
c(x) limh→0+

[
|u(x)+hv(x)|p−|v(x)|p

h

]
dx

= p
∫

Ω
c(x)|u(x)|p−2u(x)v(x)dx.

De maneira análoga, porém, considerando −1 < h < 0, podemos mostrar que

lim
h→0−

[
B(u+ hv)−B(u)

h

]
= p

∫
Ω

c(x)|u(x)|p−2u(x)v(x)dx.

Consequentemente,

lim
h→0

[
B(u+ hv)−B(u)

h

]
= p

∫
Ω

c(x)|u(x)|p−2u(x)v(x)dx,

Ainda, para u ∈ W 1,p(Ω) �xado, o funcional Su : W 1,p(Ω) → R de�nido por Su(v) =

p
∫

Ω
c(x)|u|p−2uvdx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω), é linear e limitado. A linearidade é imediata e a

limitação segue da desigualdade de Hölder, pois

|Su(v)| ≤ p‖c(x)‖∞
∫

Ω

|u(x)|p−1|v(x)|dx ≤ p‖c(x)‖∞‖u‖p−1
p ‖v‖p ≤ p‖c(x)‖∞‖u‖p−1

c ‖v‖c.

Logo, o funcional B é diferenciável a Gateaux em u ∈ W 1,p(Ω) tendo como derivada

de Gateaux em u, B
′
(u) = Su. Provemos que o operador B

′
: W 1,p(Ω) → [W 1,p(Ω)]

∗,

de�nido por B
′
(u) = Su, ∀ u ∈ W 1,p(Ω) é contínuo. Para isso, sejam (un) uma sequência
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em W 1,p(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que

un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (4.35)

Também, para v ∈ W 1,p(Ω) e Ψc como em (4.21), temos, devido à desigualdade de Hölder,

ao teorema 6.9 e às normas ‖·‖1,p, ‖·‖c serem equivalentes emW 1,p(Ω), que existe constante

D1 > 0, tal que

|Sun(v)− Su(v)| ≤ p‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p′‖v‖p ≤ pD2‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p′‖v‖c. (4.36)

Assim,

‖B′(un)−B′(u)‖∗c = sup{|B′(un)−B′(u)(v)| : v ∈ W 1,p(Ω) e ‖v‖c = 1}

= sup{|Sun(v)− Su(v)| : v ∈ W 1,p(Ω) e ‖v‖c = 1}

≤ pD2‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p′ .

(4.37)

Por conseguinte, pela continuidade de Ψc (lema 4.4) e por (4.35), ‖Ψc(un)−Ψc(u)‖p′ → 0,

quando n → +∞. E assim, de 4.37, B
′
(un) → B

′
(u) em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c). Daí segue a

continuidade de B
′
. Com isso e pela proposição 6.1, concluímos que B ∈ C1(W 1,p(Ω),R).

Etapa 2: β e δ̃ são elementos de C1(W 1,p(Ω),R), tendo como derivadas de Fréchet em

u ∈ W 1,p(Ω), as expressões dadas em (4.29).

Para provarmos que β ∈ C1(W 1,p(Ω),R), repetimos a prova feita na a�rmação 2 da etapa

1, considerando c(x) = 1 e ∂Ω, ‖ · ‖p,∂, ‖ · ‖p′ ,∂, β, Ψ e teorema 6.10 no lugar de Ω, ‖ · ‖p,

‖ ·‖p′ , B, Ψc e teorema 6.9, respectivamente. Já, para a prova de que δ̃ ∈ C1(W 1,p(Ω),R),

notamos que δ̃ = ‖c(x)u‖pp − 1, onde c(x) = 1. Daí segue, também pela a�rmação 2 da

etapa 1 e pelos funcionais constantes serem de classe C∞, o resultado desejado.

Etapa 3: β é um funcional fracamente contínuo sobre (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

De fato, sejam (um) uma sequência em W 1,p(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que um ⇀ u em

(W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Por isso e pela compacidade do operador traço de W 1,p(Ω) sobre Lp(∂Ω)

(teorema 6.10),

um → u, em (Lp(∂Ω), ‖ · ‖p,∂). (4.38)
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Daí, um(x)→ u(x), quando m→ +∞, para q.t.p. x ∈ ∂Ω. Com isso e devido à sequência

(un) ser limitada em (Lp(∂Ω), ‖ · ‖p,∂) (por (4.38)), segue, pelo lema de Brézis-Lieb, que

lim
m→+∞

∫
∂Ω

[|um − u|p + |um|p − |u|p] dσ = 0.

Por conseguinte, ainda por (4.38),

lim
m→+∞

|β(um)− β(u)| =
∣∣∣∣ lim
m→+∞

[∫
∂Ω

(|um − u|p + |um|p − |u|p) dσ + ‖um − u‖pp,∂
]∣∣∣∣ = 0.

Portanto, β(um)→ β(u) em R, quando m→ +∞. Daí segue a prova da etapa 3.

Findamos esta seção, provando a compacidade fraca de um subconjunto de W 1,p(Ω).

Proposição 4.5 Seja K = {u ∈ W 1,p(Ω) : ‖u‖c ≤ 1}. Então, K é convexo, limitado e

fechado em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Além disso, K é fracamente compacto em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Prova: Pela proposição 4.4, Υc é um elemento de C1(W 1,p(Ω),R). Consequentemente, Υc

é um funcional contínuo. E, como Υc(u) = ‖u‖pc , temos K = Υ−1
c ((−∞, 1]) ⊂ W 1,p(Ω), o

qual, devido à continuidade de Υc, é fechado em (W 1,p(Ω), ‖·‖c). As provas da convexidade

e limitação deK em (W 1,p(Ω), ‖·‖c) são imediatas, pois ‖·‖c de�ne uma norma emW 1,p(Ω).

Finalmente, em razão da proposição 4.3, (W 1,p(Ω), ‖·‖c) é um espaço re�exivo, e em razão

de K ser um subconjunto convexo, limitado e fechado em (W 1,p(Ω), ‖·‖c), podemos aplicar

o teorema 6.6, o qual nos garante que K é fracamente compacto em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c), o

que �nda a prova da proposição 4.5.

4.2 Construção do primeiro autovalor de Steklov associado ao

problema (4.1)

Nesta seção, construiremos o primeiro autovalor positivo de Steklov para o auto-

problema (4.1) e provaremos algumas de suas propriedades. Uma solução fraca para o
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auto-problema (4.1) é, por de�nição, um par (u, µ) em W 1,p(Ω)× R que satisfaz

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u∇v + c(x)|u|p−2uv

]
dx = µ

∫
∂Ω

|u|p−2uvdσ, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (4.39)

Se o par (u, µ) ∈ W 1,p(Ω)× R for uma solução fraca para o auto-problema (4.1) e, além

disso, u 6= 0 em W 1,p(Ω), diremos que µ é um autovalor de Steklov do problema (4.1),

tendo como autofunção de Steklov associada, u. Generalizaremos algumas ideias de [8]

para encontrarmos um "primeiro" autovalor positivo de Steklov. Utilizaremos técnicas

variacionais, essencialmente, o teorema dos multiplicadores de Lagrange, para maximizar

β sobre K, onde K = {u ∈ W 1,p(Ω) : Υc(u) ≤ 1}. Com este intuito, de�nimos

α1 = sup{β(u) : u ∈ K}. (4.40)

Na proposição, a seguir, garantimos que existe u1 ∈ K, tal que β(u1) = α1. Posterior-

mente, veremos que u1 é, de fato, uma autofunção de Steklov, correspondendo ao menor

autovalor de Steklov, µ1
.
= α−1

1 , para o auto-problema (4.1).

Proposição 4.6 Existe u1 ∈ K, tal que α1 = β(u1). Além disso, ‖u1‖c = 1.

Prova: Da proposição 4.5, segue que K é fracamente compacto em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Ainda, pela proposição 4.4, β é um funcional fracamente contínuo sobre (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Deste modo, concluímos que existe u1 ∈ K tal que α1 = β(u1). Provemos que ‖u1‖c = 1.

Ora, como u1 ∈ K, ‖u1‖pc = Υc(u1) ≤ 1. Suponhamos que ‖u1‖c < 1. Então existe r > 1,

tal que ru1 ∈ K, e assim, β(ru1) = rpβ(u1) > β(u1), o que é um absurdo, pois

α1 = sup
u∈K

β(u) = β(u1).

Portanto, devemos ter ‖u1‖c = 1.

Teorema 4.1 Valem as seguintes propriedades para α1:

(1) α1 > 0;

(2) α−1
1 é um autovalor de Steklov do problema (4.1), com autofunção de Steklov, u1;

(3) α−1
1 é o menor autovalor positivo de Steklov associado ao problema (4.1).
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Prova: Seja T = {u ∈ W 1,p(Ω) : Υc(u) = 1} ⊂ K. Como α1 = β(u1) e ‖u1‖c = 1, temos

que u1 é um extremo de β restrito a T = Υ−1
c (Υc(u1)). Também, pela proposição 4.4, Υc e

β são elementos de C1(W 1,p
c (Ω),R). Logo, podemos aplicar o teorema dos multiplicadores

de Lagrange, a saber, o teorema 6.16, ou seja, uma das duas condições abaixo deve valer:

(I) Υ
′
c(u1)(v) = 0, para todo v ∈ W 1,p(Ω);

(II) Existe λ ∈ R tal que

β
′
(u1)(v) = λΥ

′

c(u1)(v), ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (4.41)

A condição (I) não ocorre, pois Υ
′
c(u1)(u1) = p‖u1‖pc = p 6= 0. Portanto, a condição (II)

deve valer. Substituindo as expressões de β
′
e Υ

′
c, dadas na proposição 4.4, em (4.41),

obtemos

∫
∂Ω

|u1|p−2u1vdσ = λ

∫
Ω

[
|∇u1|p−2∇u1 · ∇v + c(x)|u1|p−2u1v

]
dx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω) (4.42)

Consequentemente, ao tomarmos v = u1 em (4.42), α1 = ‖u1‖pp,∂ = λ‖u1‖pc = λ.

A�rmação 1: λ = α1 > 0.

De fato, visto que α1 = ‖u1‖pp,∂, α1 ≥ 0. Suponhamos α1 = 0. Então, da de�nição de α1,

vemos que β(u) = 0, para qualquer u ∈ K. Agora, o funcional ϕ1 : Ω → R, de�nido por

ϕ1(x) = 1, ∀ x ∈ Ω é um elemento de W 1,p(Ω). Além do mais, temos β(ϕ1) = |∂Ω|σ > 0.

Assim, tem sentido de�nirmos φ1 = ϕ1

‖ϕ1‖c , de onde segue que φ1 ∈ K e β(φ1) = β(ϕ1)
‖ϕ1‖pc

> 0,

o que é um absurdo, pois contraria nossa suposição. Deste modo a a�rmação 1 é válida.

Devido à igualdade (4.42), e à validade da a�rmação 1, concluímos que o par (u1, α
−1
1 ),

pertencente ao conjunto (W 1,p(Ω) \ {0})× R, é uma solução fraca para o auto-problema

4.1. De modo que, para concluirmos a demonstração do teorema 4.1, falta-nos apenas

mostrar que o autovalor µ1
.
=

1

α1

é o menor autovalor positivo de Steklov do problema

(4.1). Suponhamos que µ1 não seja o menor autovalor positivo de Steklov do problema

(4.1). Então existe um par (ũ, µ̃) ∈ (W 1,p(Ω) \ {0}) × R, com 0 < µ̃ < µ1, que satisfaz

(4.39). Por conseguinte, ao considerarmos v = ũ
‖ũ‖pc

em (4.39), µ̃β
(

ũ
‖ũ‖c

)
= 1. Daí,

β
(

ũ
‖ũ‖c

)
= 1

µ̃
> 1

µ1
= α1, o que gera um absurdo, pois

ũ

‖ũ‖c
∈ K. Com isso, �nalizamos a

prova do teorema 4.1.
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O teorema 4.1 nos garante a existência de um primeiro autovalor de Steklov para o

problema (4.1), que denotaremos por µ1 = α−1
1 . A seguir, daremos uma consequência

imediata da caracterização de µ1.

Corolário 4.1 Vale a seguinte desigualdade:

‖u‖pp ≥ µ1‖u‖pp,∂, ∀ u ∈ W
1,p(Ω). (4.43)

Prova: Se u = 0 em W 1,p(Ω), então a igualdade em (4.43) é imediata. Se u 6= 0 em

W 1,p(Ω), então, ao considerarmos v = u
‖u‖c , temos ‖v‖c = 1. Logo, v ∈ K, e assim,

‖u‖pp,∂
‖u‖pc

= β(v) ≤ α1.

De onde segue que ‖u‖pc ≥ 1
α1
‖u‖pp,∂ = µ1‖u‖pp,∂, como queríamos.

4.3 Construção do primeiro autovalor de Neumann associado ao

problema (4.2)

Nesta seção, mostraremos a existência de um primeiro autovalor positivo de Neu-

mann para o auto-problema (4.2), bem como, algumas de suas propriedades. Uma solução

fraca para o problema (4.2) é, por de�nição, um par (u, λ) em W 1,p(Ω)× R que satisfaz

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u∇v + c(x)|u|p−2uv

]
dx = λ

∫
Ω

|u|p−2uvdx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (4.44)

Se o par (u, λ) ∈ W 1,p(Ω)× R for uma solução fraca para o problema (4.2) e além disso,

u 6= 0 em W 1,p(Ω), diremos que λ é um autovalor de Neumann associado ao problema

(4.2), tendo como autofunção de Neumann associada, u. Utilizaremos, no que segue, o

teorema dos multiplicadores de Lagrange (teorema 6.16), para encontrarmos uma solução

fraca para o auto-problema (4.2). Com este pensamento, consideremos ρ1 = inf
u∈L

Υc(u),
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onde L = {u ∈ W 1,p(Ω) : δ̃(u) = 0}. Na próxima proposição, veremos que existe u ∈ L,

tal que Υc(u) = ρ1. Posteriormente, mostraremos que u é uma autofunção de Neumann

para o auto-problema (4.2), correspondendo ao menor autovalor positivo de Neumann,

λ1
.
= ρ1.

Proposição 4.7 Existe u ∈ L, tal que ρ1 = Υc(u).

Prova: Como ρ1 = inf
u∈L

Υc(u), conseguimos uma sequência (uj) em L, tal que

Υc(uj)→ ρ1 em (R, | · |) e Υc(uj) ≤ ρ1 + 1. (4.45)

Ainda, visto que ‖uj‖pc = Υc(uj), por (4.45), segue que a sequência (uj) é limitada em

(W 1,p(Ω), ‖·‖c). Utilizando o fato das normas ‖·‖c, ‖·‖1,p serem equivalentes emW 1,p(Ω),

concluímos que a sequência (uj) também é limitada em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). Agora, devido

à (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p) ser re�exivo, existem u ∈ W 1,p(Ω) e uma subsequência (ujk) de (uj),

tais que

ujk ⇀ u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). (4.46)

Por isso e pelo mergulho W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) ser compacto (teorema 6.9), ujk → u em

(Lp(Ω), ‖ · ‖p). Assim, devido à |‖ujk‖p − ‖u‖p| ≤ ‖ujk − u‖p, ‖ujk‖p → ‖u‖p, quando

k → +∞. Com isso e pelo fato de ujk ∈ L, ∀ k ∈ N, concluímos que ‖u‖p = 1, ou

seja, u ∈ L. Mostremos que Υc(u) = ρ1. Para isso, basta mostrarmos que Υc(u) ≤ ρ1,

pois a outra desigualdade segue, haja visto que u ∈ L. Ora, por (4.45), (4.46) e pela

observação 1, da seção 4.1, deste capítulo, segue que Υc(u) = ‖u‖pc ≤ lim inf
k→+∞

‖ujk‖pc = ρ1.

Por conseguinte, Υc(u) = ρ1, como queríamos.

Teorema 4.2 Valem as seguintes propriedades para ρ1:

(1) ρ1 > 0;

(2) ρ1 é um autovalor de Neumann associado ao problema (4.2), tendo como autofunção

de Neumann associada, u;

(3) ρ1 é o menor autovalor positivo de Neumann associado ao problema (4.2).
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Prova: Em razão de L = δ̃−1({δ̃(u)}), de ρ1 = inf
u∈L

Υc(u) = Υc(u) e de Υc, δ̃ serem

elementos de C1(W 1,p(Ω),R), as hipóteses do teorema dos multiplicadores de Lagrange

6.16 são veri�cadas. Logo, uma das duas condições, a seguir, deve valer:

(A) δ̃
′
(u)(v) = 0, para todo v ∈ W 1,p(Ω);

(B) Existe µ ∈ R, tal que

Υ
′

c(u)(v) = µδ̃
′
(u)(v), ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (4.47)

A condição (A) não é válida, pois δ̃
′
(u)(u) = p‖u‖pp = p 6= 0. Portanto, (B) deve valer.

A�rmação 1: µ = ρ1.

De fato, tomando v = u em (4.47), obtemos ρ1 = Υc(u) = ‖u‖pc = µ‖u‖pp = µ, sendo a

última igualdade válida, pois u ∈ L. Com isso �ca provada a a�rmação 1. Agora, pela

validade da condição (B), ao substituírmos as expressões de Υ
′
c e δ̃

′
em (4.47), obtemos

(4.44), com u em lugar de u e ρ1 em lugar de λ. Deste modo, o par (u, ρ1) é uma

solução fraca para o auto-problema (4.2). Além disso, visto que ‖u‖1,p = 1, temos u 6= 0

em W 1,p(Ω), �cando assim provado o ítem (2) do teorema 4.2. Já, a validade de (1), é

imediata, pois ρ1 = Υc(u) = ‖u‖pc e ‖u‖1,p = 1. Logo, para �nalizarmos a prova do teorema

4.2, basta-nos mostrar que o autovalor ρ1 é o menor autovalor positivo de Neumann

associado ao auto-problema (4.2). Suponhamos que ρ1 não seja o menor autovalor positivo

de Neumann para o auto-problema (4.2). Então existem ũ ∈ W 1,p(Ω) \ {0}, e 0 < µ̃ < ρ1

que satisfazem (4.44). Entretanto, ao considerarmos v = ũ
‖ũ‖p1,p

em (4.44), obtemos µ̃ =

Υc

(
ũ

‖ũ‖1,p

)
≥ inf

u∈L
Υc(u) = ρ1, o que é um absurdo, pois supomos µ̃ < ρ1. Daí segue a

validade de (3). Com isso, �nalizamos a demonstração do teorema 4.2.

Devido à proposição 4.2, existte um menor autovalor positivo de Neumann associado ao

auto-problema (4.2), o qual denotaremos por λ1 = ρ1. A seguir, daremos uma consequên-

cia imediata da caracterização de λ1.

Corolário 4.2 Vale a seguinte desigualdade:

‖u‖pc ≥ λ1‖u‖pp, ∀ u ∈ W 1,p(Ω). (4.48)
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Prova: Caso u = 0 em W 1,p(Ω), a igualdade em (4.48) é facilmente veri�cada. Caso

u 6= 0 em W 1,p(Ω). Então, ao considerarmos v = u
‖u‖1,p , temos ‖v‖1,p = 1. Logo v ∈ L e

assim,
‖u‖pc
‖u‖p1,p

= Υc(v) ≥ ρ1. (4.49)

De onde segue a validade da desigualdade (4.48), como desejávamos.



Capítulo

5

Equações elípticas não lineares envolvendo o

operador p-Laplaciano

Objetivamos neste capítulo estender um dos teoremas vistos em [42] para o caso

p-laplaciano, p ∈ (1,∞). Para isso, consideremos


−4p u+ c(x)|u|p−2u = f(x, u), se x ∈ Ω

|∇u|p−2∂u

∂η
= g(x, u), se x ∈ ∂Ω,

(5.1)

onde Ω ⊂ RN , com N ≥ 2, é um domínio limitado, cuja fronteira, ∂Ω, é de classe C0,1, e
∂

∂η
.
= η · ∇ é a derivada normal exterior unitária sobre ∂Ω. Serão assumidas, em diversos

resultados deste capítulo, as seguintes condições, para a função c : Ω→ R, e para as não

linearidades f, g : Ω× R→ R:

(PLP) c ∈ L∞(Ω), c(x) ≥ 0, para q.t.p. x ∈ Ω e
∫

Ω
c(x)dx > 0.

(P2) f, g ∈ C(Ω× R,R).

(P3) Existem constantes a1, a2 > 0, tais que

|g(x, u)| ≤ a1 + a2|u|s, ∀ (x, u) ∈ Ω× R,

com 0 < s < p1
∗(N)− 1, onde

p1
∗(N) =


(N−1)p
N−p , se p < N

∞, se p ≥ N.

117



118

(P3') Existem constantes b1, b2 > 0, tais que

|f(x, u)| ≤ b1 + b2|u|t, ∀ (x, u) ∈ Ω× R,

com 0 < t < p∗(N)− 1, onde

p∗(N) =


Np
N−p , se p < N

∞, se p ≥ N.

Observação 1: Notamos que, ao validarmos as hipóteses acima, os resultados do capítulo

4 continuarão válidos, ou seja, existem autovalores µ1 para o auto-problema (4.1) e λ1

para o auto-problema (4.2). Neste capítulo, obteremos resultados de existência de solução

fraca para o pro- blema (5.1), quando relacionarmos a não linearidade de fronteira, g, com

µ1, e a não linearidade de reação, f , com λ1.

De�nição 5.1 Dizemos que u ∈ W 1,p(Ω) é solução fraca para o problema (5.1) se

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u · ∇v + c(x)|u|p−2uv

]
dx =

∫
Ω

f(x, u)vdx+

∫
∂Ω

g(x, u)·vdσ, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

(5.2)

Enunciamos, a seguir, nosso principal resultado, o qual garante existência de uma solução

fraca para o problema (5.1).

Teorema 5.1 Suponhamos que as condições (PLP), (P2), (P3) e (P3') sejam válidas.

Além disso, que as funções F,G : Ω × R → R, de�nidas por F (x, u) =
∫ u

0
f(x, s)ds e

G(x, u) =
∫ u

0
g(x, s)ds, satisfaçam a seguinte condição:

(P4) existem constantes λ, µ ∈ R tais que

lim sup
|u|→+∞

pG(x, u)

|u|p
≤ µ < µ1 e lim sup

|u|→+∞

pF (x, u)

|u|p
≤ λ < λ1,

uniformemente para x ∈ Ω, com λ1µ + µ1λ < µ1λ1. Então, a equação não linear (5.1)

possui ao menos uma solução fraca u ∈ W 1,p(Ω).

Na seção 2, provaremos alguns resultados auxiliares, necessários para provarmos o teorema

5.1, o qual será mostrado na seção 3.
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5.1 Resultados preliminares

Nesta seção mostraremos alguns resultados necessários para a demonstração do

principal teorema deste capítulo.

Proposição 5.1 Seja g ∈ C(Ω × R,R) e suponhamos que existam constantes a, b ≥ 1,

a1, a2 ≥ 0, tais que, para quaisquer x ∈ Ω, u ∈ R,

|g(x, u)| ≤ a1 + a2|u|
a
b . (5.3)

Então, o operador Ng : La(∂Ω)→ Lb(∂Ω), de�nido por Ng(u) = g(x, u), é contínuo.

Prova: Provemos, inicialmente, a boa de�nição de tal operador. Se u ∈ La(∂Ω), então u

é σ-mensurável. E, como g ∈ C(Ω × R,R), g(x, u(x)) também é σ-mensurável. Já, pelo

teorema 6.1, pelo fato de b ≥ 1, a1, a2 ≥ 0 e pela desigualdade (5.3), temos

|g(x, u)|b ≤
(
a1 + a2|u|

a
b

)b ≤ 2b−2
(
ab1 + ab2|u|a

)
. (5.4)

Como u ∈ La(∂Ω) e |∂Ω|σ < ∞, segue da desigualdade (5.4) e do começo desta demon-

stração que g(x, u) ∈ Lb(∂Ω). Daí segue a boa de�nição do operador Ng. Provemos

a continuidade de tal operador. Para tanto, sejam (un) uma sequência em La(∂Ω) e

u ∈ La(∂Ω), tais que

un → u em (La(∂Ω), ‖ · ‖a,∂). (5.5)

Assim, em razão do teorema 6.13 (|∂Ω|σ <∞), existem subsequência (unk) da sequência

(un) e h ∈ La(∂Ω), tais que

unk(x)→ u(x) em (R, | · |) e |unk(x)| ≤ h(x), q.t.p. x ∈ ∂Ω. (5.6)

Mas também, por hipótese, g ∈ C(Ω× R,R). Portanto,

g(x, unk(x))→ g(x, u(x)), em (R, | · |). (5.7)
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Agora, devido às desigualdades dadas em (5.3) e (5.6),

|g(x, unk(x))| ≤ a1 + a2 [h(x)]
a
b
.
= M(x), q.t.p. x ∈ ∂Ω.

Com isso, ao utilizarmos o teorema 6.1 e o fato de h ∈ La(∂Ω), podemos mostrar que

M é elemento de Lb(∂Ω). Por isso e por (5.7), concluímos, ao aplicarmos o teorema da

convergência dominada de Lebesgue, que g(x, unk) → g(x, u), em (Lb(∂Ω), ‖ · ‖b,∂), ou

seja, Ng(unk) → Ng(u) em (Lb(∂Ω), ‖ · ‖b,∂). Para �nalizarmos a prova, mostremos que

Ng(un) → Ng(u) em (Lb(∂Ω), ‖ · ‖b,∂). Suponhamos que isso não ocorra. Então, existem

ε > 0 e uma subsequência (unk) de (un), tais que

‖Ng(unk)−Ng(u)‖b,∂ ≥ ε, ∀ k ∈ N. (5.8)

No entanto, por (5.5), unk → u em (La(∂Ω), ‖ · ‖a,∂). Deste modo, ao repetirmos o

argumento inicial para (unk) ao invés de (un), vemos que (unk) admite uma subsequência

(unkl ), tal que Ng(unkl ) → Ng(u), em (Lb(∂Ω), ‖ · ‖b,∂), o que gera uma contradição com

(5.8). Logo, Ng(un)→ Ng(u) em (Lb(∂Ω), ‖ · ‖b,∂), e assim, segue a continuidade de Ng.

A seguir, enunciamos uma proposição, semelhante à anterior, porém considerando Ω ao

invés de ∂Ω, cuja demonstração encontra-se em [46] (Apêndice B).

Proposição 5.2 Seja f ∈ C(Ω × R,R), e suponhamos que existam constantes d, e ≥ 1,

b1, b2 ≥ 0, tais que, para quaisquer x ∈ Ω, u ∈ R, |f(x, u)| ≤ b1+b2|u|
d
e . Então, o operador

N f : Ld(Ω)→ Le(Ω), de�nido por N f (u) = f(x, u), é contínuo.

Observação 1: Se validarmos as condições (P2), (P3) e (P3'), segue, imediatamente,

das proposições 5.1 e 5.2, que Ng : Ls+1(∂Ω) → L
s+1
s (∂Ω) e N f : Ls+1(Ω) → L

s+1
s (Ω),

são operadores contínuos. Agora, se supormos válidas as condições (PLP), (P2), (P3) e

(P3'), então, de�nimos o funcional energia Ip : (W 1,p(Ω), ‖·‖c)→ R, associado à equação

(5.1), por

Ip(u) =
1

p

∫
Ω

[|∇u|p + c(x)|u|p] dx−
∫

Ω

F (x, u)dx−
∫
∂Ω

G(x, u)dσ, ∀ u ∈ W 1,p(Ω), (5.9)
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onde G(x, u) =
∫ u

0
g(x, s)ds e F (x, u) =

∫ u
0
f(x, s)ds.

Proposição 5.3 O funcional Ip está bem de�nido, isto é, Ip(u) ∈ R, ∀ u ∈ W 1,p(Ω).

Prova: Ora, Ip(u) = 1
p
‖u‖2

c−
∫

Ω
F (x, u)dx−

∫
∂Ω
G(x, u)dσ, ∀ u ∈ W 1,p(Ω). Assim, a boa

de�nição de Ip seguirá, se mostrarmos que∣∣∣∣∫
∂Ω

G(x, u)dσ

∣∣∣∣ <∞ e

∣∣∣∣∫
Ω

F (x, u)dx

∣∣∣∣ ≤ ∞.
A�rmação 1:

∣∣∫
∂Ω
G(x, u)dσ

∣∣ <∞ .

De fato, devido à de�nição de G e à condição (P3), existe constante K̃1 > 0, tal que

|G(x, u)| ≤
∫ u

0

[a1 + a2|ξ|s]dξ ≤ K̃1

(
|u|+ |u|s+1

)
, (5.10)

Consequentemente,

∫
∂Ω

|G(x, u)|dσ ≤ K̃1

∫
∂Ω

[
|u|+ |u|s+1

]
dσ = K̃1

[
‖u‖1,∂ + ‖u‖s+1

s+1,∂

]
. (5.11)

Ainda, pela condição (P3), 1 < s + 1 < p1
∗(N). Assim, graças ao teorema 6.10, os

operadores traço de W 1,p(Ω) sobre L1(∂Ω) e de W 1,p(Ω) sobre Ls+1(∂Ω) são lineares e

contínuos. Por conseguinte, existe constante positiva K̃2, tal que∫
∂Ω

|G(x, u)|dσ ≤ K̃2

[
‖u‖1,p + ‖u‖s+1

1,p

]
(5.12)

Finalmente, como u ∈ W 1,p(Ω), ‖u‖c < ∞. E, visto que ‖ · ‖c e ‖ · ‖1,p são normas

equivalentes em W 1,p(Ω), ‖u‖1,p < ∞. Por isso e pela desigualdade (5.12), concluímos

que

0 ≤
∣∣∣∣∫
∂Ω

G(x, u)dσ

∣∣∣∣ ≤ ∫
∂Ω

|G(x, u)|dσ <∞.

Deste modo, �ca justi�cada a a�rmação 1.

A�rmação 2:
∣∣∫

Ω
F (x, u)dx

∣∣ ≤ ∞.

A prova desta a�rmação segue um raciocínio similar ao feito na prova da a�rmação 1.
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Proposição 5.4 Suponhamos válidas as condições (PLP), (P2), (P3) e (P3'). Então

Ip ∈ C1(W 1,p(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em u ∈ W 1,p(Ω),

I
′

pu(v) =

∫
Ω

[
|∇u|p−2∇u · ∇v + c(x)|u|p−2uv

]
dx−

∫
Ω

f(x, u)vdx−
∫
∂Ω

g(x, u)vdσ,

para qualquer v ∈ W 1,p(Ω).

Prova: Notemos, inicialmente, que Ip(u) = L1(u)− L2(u)− L3(u), ∀ u ∈ W 1,p(Ω), onde

L1(u) = 1
p
Υc(u), L2(u) =

∫
Ω
F (x, u)dx e L3(u) =

∫
∂Ω
G(x, u)dσ. Pela proposição 4.4,

segue que Υc ∈ C1(Ω,R) e sua derivada de Fréchet em u ∈ Ω é dada por Υ
′
c(u)(v) =

p
∫

Ω
[|∇u|p−2∇u ·∇v+ c(x)|u|p−2uv]dx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). Consequentemente, como L1(u) =

1
p
Υc(u), L1 ∈ C1(W 1,p(Ω),R) e sua derivada de Fréchet em u ∈ W 1,p(Ω) é dada por

L
′

1(u)(v) =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdx+

∫
Ω

c(x)|u|p−2uvdx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (5.13)

A�rmação 1: L3 é um elemento de C1(W 1,p(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em

u ∈ W 1,p(Ω), L
′
3(u)(v) =

∫
∂Ω
g(x, u)vdσ, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

De fato, para 0 < h < 1 e u, v ∈ W 1,p(Ω), temos

L3(u+ hv)− L3(u)

h
=

∫
∂Ω

G(x, u(x) + hv(x))−G(x, u(x))

h
dσ.

Ainda, dado x ∈ ∂Ω, pelo teorema do valor médio, existe λ ∈ (0, 1), tal que

|G(x, u(x) + hv(x))−G(x, u(x))|
|h|

= |g(x, u(x) + λv(x))||v(x)|

≤ [a1 + a2|u(x) + λv(x)|s] |v(x)|

≤ K1 [|v(x)|+ |u(x)|s|v(x)|+ |v(x)|s+1]
.
= P (u, v),

(5.14)

onde K1 é uma constante positiva. Agora, como 1 < p < p1
∗(N), o operador traço de

W 1,p(Ω) sobre Lp(∂Ω) é contínuo. Por conseguinte, existe constante K̂ > 0, tal que

∫
∂Ω

|v|dσ ≤ |Ω|p
′

σ ‖v‖p,∂ ≤ K̂|Ω|p
′

σ ‖v‖1,p.
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Com isso e pela equivalência das normas ‖·‖c, ‖·‖1,p emW 1,p(Ω), existe constante K̂1 > 0,

tal que ∫
∂Ω

|v|dσ ≤ K̂1|Ω|p
′

σ ‖v‖c <∞ (5.15)

Já, pela hipótese (P3), 1 < s + 1 < p1
∗(N). Logo, o operador traço de W 1,p(Ω) sobre

Ls+1(∂Ω) é contínuo (teorema 6.10). Assim, pela desigualdade de Hölder e pelo fato

das normas ‖ · ‖c, ‖ · ‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω), existem constantes positivas

K̂2, K̂3, K̂4, K̂5, tais que∫
∂Ω

|u|s|v|dσ ≤ ‖u‖
s
s+1

s+1,∂‖v‖s+1,∂ ≤ K̂2‖u‖
s
s+1

1,p ‖v‖1,p ≤ K̂3‖u‖
s+1
s

c ‖v‖c <∞. (5.16)

e ∫
∂Ω

|v|s+1dσ = ‖v‖s+1
s+1 ≤ K̂4‖v‖s+1

1,p ≤ K̂5‖v‖s+1
c <∞. (5.17)

Devido à validade de (5.15), (5.16) e (5.17), concluímos que P (u, v) ∈ L1(∂Ω). Segue

assim, por (5.14), ao aplicarmos o teorema da convergência dominada de Lebesgue, que

limh→0+

[
L3(u+ hv)− L3(u)

h

]
= limh→0+

[∫
∂Ω

G(x,u(x)+hv(x))−G(x,u(x))
h

dσ
]

=
∫
∂Ω

limh→0+

[
G(x,u(x)+hv(x))−G(x,u(x))

h

]
dσ

=
∫
∂Ω
g(x, u(x))v(x)dσ.

Analogamente, porém considerando −1 < h < 0, podemos mostrar que

lim
h→0−

[
L3(u+ hv)− L3(u)

h

]
=

∫
∂Ω

g(x, u(x))v(x)dσ.

Portanto, lim
h→0

[
L3(u+ hv)− L3(u)

h

]
=

∫
∂Ω

g(x, u(x))v(x)dσ. No que segue, para u ∈

W 1,p(Ω) �xado, de�nimos o funcional Su : W 1,p(Ω)→ R, por Su(v) =
∫
∂Ω
g(x, u)vdσ, ∀ v ∈

W 1,p(Ω). Este funcional, é linear e limitado. Com efeito, a linearidade de Su é imediata.

Provemos a limitação de Su. Ora, devido à desigualdade de Hölder, à continuidade do

operador traço de W 1,p(Ω) sobre Ls+1(∂Ω), à boa de�nição do operador Ng (consequência

da observação 1, desta seção) e ao fato das normas ‖ · ‖c e ‖ · ‖1,p serem equivalentes em
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W 1,p(Ω), existe constante K̃ > 0, tal que

|Su(v)| ≤
∫
∂Ω
|g(x, u(x))||v(x)|dσ =

∫
∂Ω
|Ng(u)||v(x)|dσ

≤ ‖Ng(u)‖( s+1
s ),∂‖v‖s+1,∂ ≤ K̃‖Ng(u)‖( s+1

s ),∂‖v‖c,
(5.18)

De onde segue a limitação de Su. Deste modo, o funcional L3 é diferenciável a Gateaux

em u ∈ W 1,p(Ω), tendo como derivada de Gateaux em u, L
′
3(u) = Su. Provaremos,

agora, a continuidade do operador L
′
3 : W 1,p(Ω) → [W 1,p(Ω)]

∗, o qual é de�nido por

L
′
3(u) = Su, ∀ u ∈ W 1,p(Ω). Para isso, consideremos (un) uma sequência em W 1,p(Ω)

e u ∈ W 1,p(Ω), tais que un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Daí, pelo fato das normas ‖ · ‖c
e ‖ · ‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω), un → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). Por isso e pela

continuidade do operador traço de W 1,p(Ω) sobre Ls+1(∂Ω) (teorema 6.10), un → u em

(Ls+1(∂Ω), ‖ · ‖s+1,∂). Assim, por causa da continuidade operador Ng : Ls+1(∂Ω) →

L
s+1
s (∂Ω), Ng(un) → Ng(u) em (L

s+1
s (∂Ω), ‖ · ‖( s+1

s ),∂). Deste modo, existe constante

positiva K̃1, tal que

‖L′3(un)− L′3(u)‖∗c = sup‖v‖c=1 |L
′
3(un)− L′3(u)|

≤ sup‖v‖c=1

∫
∂Ω
|g(x, un)− g(x, u)||v|dσ

≤ sup‖v‖c=1 ‖Ng(un)−Ng(u)‖( s+1
s ),∂‖v‖s+1,∂

≤ K̃1 sup‖v‖c=1
‖Ng(un)−Ng(u)‖( s+1

s ),∂‖v‖c

= K̃1‖Ng(un)−Ng(u)‖( s+1
s ),∂ → 0, quando n→ +∞.

Portanto, L
′
3 é um operador contínuo. E assim, segue, da proposição 6.1, que L3 é

um elemento de C1(W 1,p(Ω),R), tendo como derivada de Fréchet em u ∈ Ω, Su, como

desejávamos.

A�rmação 2: L2 ∈ C1(W 1,p(Ω),R) e sua derivada de Fréchet em u ∈ W 1,p(Ω) é dada

por L
′
2(u)(v) =

∫
Ω
f(x, u)vdx, ∀ v ∈ W 1,p(Ω).

Esta a�rmação tem prova semelhante à da a�rmação 1. Deste modo, a omitiremos. Devido

à validade das a�rmações 1 e 2, e à validade de (5.13), a proposição 5.4 �ca justi�cada.

A próxima proposição garante a validade de algumas propriedades relativas aos funcionais

L2 e L3, os quais são elementos de C1(W 1,p(Ω),R) (proposição 5.4).
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Proposição 5.5 Suponhamos válidas as hipóteses da proposição 5.4. Então os funcionais

Li : (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c)→ R, com i = 2, 3, de�nidos por

L2(u) =

∫
Ω

F (x, u)dx e L3(u) =

∫
∂Ω

G(x, u)dσ

são fracamente contínuos. Além disso, L
′
2 e L

′
3 são operadores compactos.

Prova: Dividiremos a demonstração desta proposição em quatro etapas. Da validade

destas seguirá a veracidade da proposição 5.5.

Etapa 1: L3 é fracamente contínuo.

De fato, consideremos (um), uma sequência em W 1,p(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que um ⇀ u

em (W 1,p(Ω), ‖ ·‖c). Por isso e pelas normas ‖ ·‖c e ‖ ·‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω),

um ⇀ u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖1,p). (5.19)

Mas também, por hipótese (condição (P3)), 1 < s+ 1 < p1
∗(N). Consequentemente, pelo

teorema 6.10, o operador traço de W 1,p(Ω) sobre Ls+1(∂Ω) é linear e compacto. Deste

modo, devido à validade de (5.19),

um → u, em (Ls+1(∂Ω), ‖ · ‖s+1,∂). (5.20)

Passemos, agora, a analisar o funcional L3. Como L3 ∈ C1(H(Ω),R), segue do teorema

do Valor Médio, que existe θ ∈ (0, 1), tal que

L3(w)− L3(u) = L
′

3(θw + (1− θ)u)(w − u), ∀ w ∈ W 1,p(Ω).

Por conseguinte, |L3(um)− L3(u)| =
∣∣∫
∂Ω
g(x, um + (1− θ)u)(um − u)dσ

∣∣. Deste modo,

se denotarmos Γm(u) = θum + (1− θ)u, para u ∈ W 1,p(Ω), então

|L3(um)− L3(u)| ≤
∫
∂Ω

|g(x,Γm(u))||um − u|dσ
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Daí, pela desigualdade de Hölder, e pela observação 1, desta seção,

|L3(um)− L3(u)| ≤ ‖g(x,Γm(u))‖( s+1
s ),∂‖um−u‖s+1,∂ = ‖Ng(Γm(u))‖( s+1

s ),∂‖um−u‖s+1,∂.

(5.21)

Ainda, como consequência de (5.20), temos Γm(u)→ u em (Ls+1(∂Ω), ‖ · ‖s+1,∂). Por isso

e pela continuidade do operador Ng,

Ng(Γm(u))→ Ng(u) em (L
s+1
s (∂Ω), ‖ · ‖( s+1

s ),∂).

Logo, a sequência (‖Ng(Γm(u))‖( s+1
s ),∂) é limitada em R. E assim, devido à (3.57) e à

(5.21), segue que L3(um)→ L3(u) em (R, | · |). Daí segue a validade da etapa 1.

Etapa 2: L2 é fracamente contínuo.

Omitiremos a prova desta etapa, pois essa é semelhante à demonstração da etapa 1.

Etapa 3: O operador L
′
3 é compacto.

De fato, seja (um) uma sequência limitada em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Com isso e devido à

(W 1,p(Ω), ‖ · ‖c) ser um espaço re�exivo (proposição 4.3), existem u ∈ W 1,p(Ω) e subse-

quência (umk) de (um), tais que umk ⇀ u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Diante disso, da compaci-

dade e linearidade do operador traço de W 1,p(Ω) sobre Ls+1(∂Ω) e de L3 ser fracamente

contínuo, temos

umk → u em (Ls+1(∂Ω), ‖ · ‖s+1,∂) e L3(umk)→ L3(u), em (R, | · |).

Ainda, pela validade das condições (P2) e (P3), segue, da observação 1, desta seção,

que Ng(umk) → Ng(u), em (Ls+1s(∂Ω), ‖ · ‖( s+1
s ),∂). Consequentemente, ao utilizarmos

a desigualdade de Hölder, a equivalência das normas ‖ · ‖c, ‖ · ‖1,p em W 1,p(Ω) e, logo a

seguir, fazermos m→ +∞,

‖L′3(umk)− L
′
3(u)‖∗c ≤ K̃2‖g(·, umk)− g(·, u)‖( s+1

s ),∂

= ‖Ng(umk)−Ng(u)‖( s+1
s ),∂ → 0,

onde K̃2 é uma constante positiva. Portanto, L
′
3(umk)→ L

′
3(u) em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c). Daí

segue a compacidade do operador L
′
3.
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Etapa 4: L
′
2 é um operador compacto.

A prova desta etapa é análoga a da etapa 3, por isso, a omitiremos.

O próximo resultado nos auxiliará na demonstração da validade da condição de Palais-

Smale (PS), para o funcional Ip.

Proposição 5.6 Suponhamos válidas as condições (PLP), (P2), (P3) e (P3'). Se

(um) for uma sequência limitada em (W 1,p(Ω), ‖ ·‖c), tal que lim
m→∞

I
′
(um) = 0, então (um)

admite uma subsequência convergente.

Prova: Seja (um) uma sequência limitada em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c), com lim
m→∞

I
′
(um) = 0.

Como (W 1,p(Ω), ‖ ·‖c) é um espaço re�exivo (proposição 4.3), existem subsequência (umk)

de (um) e u ∈ W 1,p(Ω), tais que

umk ⇀ u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (5.22)

Agora, pela proposição 5.5, os operadores L
′
2 e L

′
3 são compactos. Logo, existe subsequên-

cia (umkl ) de (umk), que, por simplicidade, denotaremos por (umk), tal que L
′
2(umk) →

L
′
2(u) e L

′
3(umk)→ L

′
3(u) em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c). Assim, as sequências (‖L′i(umk)‖∗c), para

i = 2, 3, são limitadas em R. Mas também, Ip = L1 − L2 − L3 e L
′
1 = I

′
p + L

′
2 + L

′
3.

A�rmação I: L
′
1(umk)(umk − u)→ 0, em (R, | · |).

De fato, por hipótese, lim
m→+∞

I
′

p(um) = 0. Desta forma, ao fazermos k → +∞, temos

L
′

1(umk) = I
′

p(umk) + L
′

2(umk) + L
′

3(umk)→ L
′

2(u) + L
′

3(u) em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c). (5.23)

Se denotarmos E = L
′
2(u) + L

′
3(u), então, por (5.22) e (5.23),

L
′

1(umk)− E → 0 em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c) (5.24)

e

uk − u ⇀ 0, em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). (5.25)
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Consequentemente,

(L
′

1(umk)− E)(umk − u)→ 0 em (R, | · |). (5.26)

Finalmente, devido à (5.26) e (5.25), e do fato de E ∈ W 1,p(Ω)∗, obtemos

L
′

1(umk)(umk − u) = (L
′

1(umk)− E)(umk − u) + E(umk − u)→ 0 em (R, | · |)

Com isso, �nalizamos a prova da a�rmação I. Ainda, visto que L
′
1(u)(v) =

∫
Ω

[|∇u|p−2∇u ·

∇v + c(x)|u|p−2uv]dx, para u, v em W 1,p(Ω),

L
′

1(u)(u) = ‖u‖pc . (5.27)

Além disso, devido à desigualdade de Hölder, ao teorema 6.3 e à c(x) = c(x)
p−1
p c(x)

1
p ,

para q.t.p. x ∈ Ω, concluímos que

|L′1(u)(v)| ≤
∫

Ω
|∇u|p−1|∇v|dx+

∫
Ω
c(x)|u|p−1|v|dx

≤
(∫

Ω
|∇u|pdx

) p−1
p
(∫

Ω
|∇v|pdx

) 1
p +

(∫
Ω
c(x)|u|pdx

) p−1
p
(∫

Ω
c(x)|v|pdx

) 1
p

≤
(∫

Ω
[|∇u|p + c(x)|u|p] dx

) p−1
p
(∫

Ω
[|∇v|p + c(x)|v|p] dx

) 1
p = ‖u‖p−1

c ‖v‖c.
(5.28)

Já, da validade da a�rmação I e de (5.22), temos, ao fazermos k → +∞, que

Pk
.
= L

′

1(umk)(umk − u)− L′1(u)(umk − u)→ 0. (5.29)

Combinando isso à desigualdade (5.28) e à identidade (5.27), ao utilizarmos o teorema

6.2, obtemos

Pk = L
′
1(umk)(umk)− L

′
1(umk)(u)− L′1(u)(umk) + L

′
1(u)(u)

≥ ‖umk‖pc + ‖u‖pc − ‖umk‖c‖u‖p−1
c − ‖u‖c‖umk‖p−1

c

= (‖umk‖p−1
c − ‖u‖p−1

c ) (‖umk‖c − ‖u‖c) ≥ 0.

(5.30)

Ora, devido à (5.29) e (5.30), temos ‖umk‖c → ‖u‖c, quando k → +∞. Por isso, por

(5.22) e pela proposição 4.2, vemos que as hipóteses do teorema 6.5 são satisfeitas. Logo,
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umk → u em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Daí segue a validade da proposição 5.6.

5.2 Prova do teorema 5.1

Observamos, inicialmente, que a condição (P4) implica que, dado ε > 0, existe

r = r(ε) > 0, tal que, se x ∈ Ω e u ∈ R, com |u| ≥ r,

pG(x, U)

|u|p
≤ µ+ ε e

pF (x, U)

|u|p
≤ λ+ ε, (5.31)

E mais, em razão de Ω ser limitado em RN , Ω ⊂ RN é compacto. De onde vem que

Ω × [−r, r] é compacto em RN+1. Combinando isso ao fato de G,F ∈ C1(Ω × R2,R),

concluímos que F e G assumem máximo e mínimo em Ω × [−r, r]. Deste modo, existe

constante Mε > 0 tal que, se x ∈ Ω e u ∈ R, com |u| ≤ r,

G(x, u) ≤Mε e F (x, u) ≤Mε, (5.32)

Por conseguinte, ao combinarmos as desigualdades (5.31) e (5.32),

G(x, u) ≤ 1

p
(µ+ ε)|u|p +Mε e F (x, u) ≤ 1

p
(λ+ ε)|u|p +Mε, ∀ x ∈ Ω, ∀ u ∈ R. (5.33)

A�rmação 1: O funcional Ip é coercivo em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c), isto é,

Ip(u)→ +∞, quando ‖u‖c → +∞. (5.34)

De fato, suponhamos ‖u‖c → +∞. Então, utilizando a continuidade do operador traço de

W 1,p(Ω) sobre Lp(∂Ω) e o fato das normas ‖ · ‖c e ‖ · ‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω),

concluímos que, ou ‖u‖p,∂ → +∞, ou ‖u‖p,∂ ≤ K̃1, onde K̃1 é uma constante positiva.

Em ambos casos, concluiremos que Ip(u)→ +∞.

Caso 1: Existe constante K̃1 > 0, tal que ‖u‖p,∂ ≤ K̃1.
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Neste caso, da de�nição de Ip e da desigualdade (5.33), temos

Ip(u) = 1
p
‖u‖pc −

∫
Ω
F (x, u)dx−

∫
∂Ω
G(x, u)dσ

≥ 1
p
‖u‖pc − 1

p
(λ+ ε)‖u‖pp − 1

p
(µ+ ε)‖u‖pp,∂ −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

(5.35)

Se λ < 0, então, de (5.35), é imediato que Ip(u)→ +∞, quando ‖u‖c → +∞. Se λ ≥ 0,

então, ao utilizarmos as desigualdades (4.48) e (5.35), obtemos

I(u) ≥ 1

p

(
1− λ

λ1

− ε

λ1

)
‖u‖pc −

1

p
(µ+ ε)‖u‖pp,∂ −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

Mas também, por hipótese, λ < λ1. Logo, 1 − λ
λ1
> 0. Deste modo, ao conside- rarmos

ε > 0, tal que 1− λ
λ1
− ε

λ1

> 0, concluímos que Ip(u)→ +∞, quando ‖u‖c → +∞.

Caso 2: ‖u‖p,∂ → +∞.

Temos quatro subcasos a considerar.

• λ < 0 e µ < 0.

Neste caso, temos de (5.35), para ε > 0 su�cientemente pequeno,

Ip(u) ≥ 1

p
‖u‖pc −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

Desta desigualdade, segue que, se ‖u‖c → +∞, então Ip(u)→ +∞

• λ < 0 e µ ≥ 0.

Devido à desigualdade (4.43) e à (5.35), temos, para ε > 0, tal que λ+ ε < 0, ,

Ip(u) ≥ 1
p
‖u‖pc − 1

p
( µ
µ1

+ ε
µ1

)‖u‖pc −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ)

= 1
p

(
1− µ

µ1
− ε

µ1

)
‖u‖pc −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).

Mas, por hipótese, µ < µ1. Assim, 1 − µ
µ1
> 0. Logo, ao considerarmos ε > 0, tal que

λ+ ε < 0 e 1− µ
µ1
− ε

µ1
> 0, Ip(u)→ +∞, quando ‖u‖c → +∞.

• λ ≥ 0 e µ < 0.

Por hipótese λ < λ1. Logo, 1− λ
λ1
> 0. E assim, ao escolhermos ε > 0, tal que µ+ ε < 0

e 1− λ
λ1
− ε

λ1
> 0, obtemos, devido às desigualdades (4.48) e (5.35),

Ip(u) ≥ 1

p

(
1− λ

λ1

− ε

λ1

)
‖u‖pc −Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ).
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De onde concluímos que, se ‖u‖c → +∞, então Ip(u)→ +∞.

• λ ≥ 0 e µ ≥ 0.

Devido às desigualdades (4.48) e (5.35), temos, para C(ε)
.
= Mε(|Ω|+ |∂Ω|σ),

Ip(u) ≥ 1
p
‖u‖pc − 1

p

(
λ
λ1

+ ε
λ1

)
‖u‖pc − 1

p
(µ+ ε)‖u‖pp,∂ − C(ε)

= 1
p

(
1− λ

λ1
− ε

λ1

)
‖u‖pc − 1

p
(µ+ ε)‖u‖pp,∂ − C(ε),

(5.36)

Ainda, por hipótese, λ < λ1. Assim, 1− λ
λ1
> 0. Logo, tomando ε > 0 pequeno, tal que

1− λ

λ1

− ε

λ1

> 0, (5.37)

obtemos, pelas desigualdades (4.43) e (5.36),

Ip(u) ≥ µ1
p

(
1− λ

λ1
− ε

λ1

)
‖u‖pp,∂ − 1

p
(µ+ ε)‖u‖pp,∂ − C(ε)

= µ1
p

[(
1− λ

λ1
− µ

µ1

)
− ε
(

1
λ1

+ 1
µ1

)]
‖u‖pp,∂ − C(ε).

(5.38)

Mas também, por hipótese, λµ1 + µλ1 < λ1µ1. Disso e do fato de λ1 > 0 e µ1 > 0,

temos 1 − λ
λ1
− µ

µ1
> 0. Consequentemente, escolhendo ε > 0 su�cientemente pequeno,

que satisfaça (5.37) e (
1− λ

λ1

− µ

µ1

)
− ε
(

1

λ1

+
1

µ1

)
> 0,

concluímos, de (5.38) e de nossa suposição inicial (‖u‖p,∂ → +∞), que Ip(u) → +∞,

quando ‖u‖c → +∞. Portanto o funcional Ip é, de fato, coercivo, como queríamos.

A�rmação 2: O funcional Ip é limitado inferiormente.

De fato, devido à validade da a�rmação 1, dado 1 > 0, existe R1 > 0, tal que

Ip(u) ≥ 1, ∀ u ∈ W 1,p(Ω), com ‖u‖c ≥ R1. (5.39)

Consideremos, agora, u ∈ W 1,p(Ω) tal que ‖u‖c ≤ R1. Por isso e pelo fato das normas

‖ ·‖c, ‖ ·‖1,p serem equivalentes em W 1,p(Ω), existe constante R2 > 0, tal que ‖u‖1,p ≤ R2.

Consequentemente, ao fazermos uso dos teoremas 6.9 e 6.10, conseguimos novas constantes

positivas R3 e R4, tais que ‖u‖p ≤ R3 e ‖u‖p,∂ ≤ R4. Disso, da validade de (5.35) e da
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hipótese de λ < λ1 e µ < µ1, segue, para ε > 0 �xado, que

Ip(u) ≥ −1

p
(λ1 + ε)Rp

3 −
1

p
(µ1 + ε)Rp

4 −Mε (|Ω|+ |∂Ω|σ)
.
= K(ε).

Ou seja,

Ip(u) ≥ K(ε), ∀ u ∈ W 1,p(Ω), com ‖u‖c ≤ R1. (5.40)

Finalmente, devido às desigualdades (5.39) e (5.40), concluímos que

Ip(u) ≥ min{1, K(ε)} = K(ε), ∀ u ∈ W 1,p(Ω).

E assim, Ip é limitado inferiormente, como desejávamos.

A�rmação 3: Ip satisfaz a condição de Palais-Smale (PS).

De fato, para provarmos tal a�rmação, seja (um) uma sequência em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c), tal

que

(i) (Ip(um)) seja limitada em R;

(ii) I
′
p(um)→ 0 em (W 1,p(Ω)∗, ‖ · ‖∗c).

Com isso, a�rmamos que (um) deve limitada em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c). Com efeito, se isso

não for verdade, então existe subsequência (umk) de (um), tal que ‖umk‖c → +∞, quando

k → +∞. Logo, devido à coercividade do funcional Ip, Ip(umk)→ +∞, quando k → +∞,

o que é um absurdo, pois contraria (i). Deste modo, a sequência (um) é limitada em

(W 1,p(Ω), ‖·‖c). Diante disso e da validade da condição (ii), podemos aplicar a proposição

5.6. Daí, segue que (um) admite uma subsequência convergente em (W 1,p(Ω), ‖ · ‖c).

Portanto, o funcional Ip satisfaz a condição (PS), �cando assim, provada a a�rmação 3.

Agora, visto que Ip é um elemento de C1(W 1,p(Ω),R), é limitado inferiormente e satisfaz

a condição (PS), temos, ao aplicarmos o teorema 6.15, que Ip possui um ponto crítico

u ∈ W 1,p(Ω), isto é, I
′
p(u) = 0. E assim, u satisfaz a igualdade (5.2). Deste modo, de

acordo com a de�nição (5.1), u é uma solução fraca para a equação (5.1). Daí segue a

validade do teorema 5.1.
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6

APÊNDICE

Neste capítulo, mencionamos alguns dos resultados, bem como referências de suas

provas, utilizados nos capítulos anteriores.

6.1 Algumas desigualdades

Teorema 6.1 Se 0 ≤ p < ∞, a ≥ 0 e b ≥ 0, então existe constante positiva K(p)

(K(p) = 1, se 0 ≤ p ≤ 1 e K(p) = 2p−1, se 1 ≤ p <∞), tal que (a+ b)p ≤ K(p)(ap + bp).

Prova: Veja [1].

Teorema 6.2 Sejam A ≥ 0 e B ≥ 0. Então, se α > 0, (Aα −Bα) (A−B) ≥ 0

Prova: É imediata, basta argumentar por absurdo e utilizar o fato da função xα ser

crescente em [0,∞).

Teorema 6.3 Sejam A,B,C,D números reais positivos, e α, β ≥ 0 tais que α + β = 1,

então AαBβ + CαDβ ≤ (A+ C)α (B +D)β.

Prova: Veja [28]

Teorema 6.4 Temos:

(1) Se 2 ≤ p <∞, então existe constante positiva Ã, tal que

||X|p−2X − |Y |p−2Y | ≤ Ã|X − Y | (|X|+ |Y |)p−2 , ∀ X, Y ∈ RN ;
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(2) Se 1 < p ≤ 2, então existe constante positiva B̃ tal que

||X|p−2X − |Y |p−2Y | ≤ B̃|X − Y |p−1, ∀ X, Y ∈ RN .

Prova: Veja [31].

6.2 Resultados básicos

Destinamos esta seção a alguns resultados de análise funcional, essenciais, para

um melhor entendimento do nosso trabalho.

Teorema 6.5 Seja (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach uniformemente convexo, e (xn) uma

sequência em E, tal que xn ⇀ x em (E, ‖ · ‖), que satisfaz lim sup ‖xn‖ ≤ ‖x‖, então

xn → x em (E, ‖ · ‖).

Prova: Veja [15].

Teorema 6.6 Seja (E, ‖·‖) um espaço de Banach re�exivo e seja K ⊂ E um subconjunto

limitado, fechado e convexo. Então K é fracamente compacto em E, isto é, K é compacto

na topologia fraca de E (σ(E,E∗)).

Prova: Veja [15].

Teorema 6.7 Seja M um subconjunto de um espaço com produto interno X. Então, se

X for completo, e não existir x ∈ X \{0} que seja ortogonal a todo elemento de M , então

M é total em X.

Prova: Veja [34].

Teorema 6.8 Seja (un) uma sequência em Lp(Ω) satisfazendo:

(i) un(x)→ u(x), para q.t.p. x ∈ Ω;

(ii) ‖un‖p → ‖u‖p, quando n→ +∞.

Então ‖un − u‖p → 0, quando n→ +∞.

Prova: Veja [31].
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Teorema 6.9 Seja Ω ⊂ RN um domínio de classe C0,1, N ≥ 2. Se p ∈ [1,∞), então o

mergulho

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),

é contínuo, desde que:

(1) p < N e 1 ≤ q ≤ np
n−kp .

(2) p ≥ N e q ∈ [1,∞).

E mais, caso p < N e 1 ≤ q < np
n−kp ou p ≥ N e q ∈ [1,∞), então o mergulho W 1,p(Ω) ↪→

Lq(Ω) é compacto.

Prova: Veja [35].

6.3 Operadores traço

Veremos, no que segue, alguns resultados referentes ao operador traço e ao es-

paço fracionário H
1
2 (Ω). Tais resultados, bem como, suas demonstrações, são comumente

encontrados em diversas literaturas, dentre estas [1],[26] e [35].

Teorema 6.10 Seja Ω ⊂ RN um domínio limitado, com fronteira de classe C0,1, N ≥ 2

e p ∈ [0,∞). Então a existe um único operador, denominado operador traço de W 1,p

sobre Lq(∂Ω),

Γ : W 1,p(Ω)→ Lq(∂Ω)

contínuo, desde que:

(1) p < N e 1 ≤ q ≤ (N−1)p
N−p .

(2) p ≥ N e q ∈ [1,∞).

E mais, caso p < N e 1 ≤ q < (N−1)p
N−p ou p ≥ N e q ∈ [1,∞), então o operador Γ é

compacto.

Teorema 6.11 Seja Ω um domínio limitado de Lipschitz (fronteira de classe C0,1) em

RN , com N ≥ 2. Então, a inclusão i : H
1
2 (∂Ω) ↪→ L2(∂Ω) é linear e contínua.

Teorema 6.12 Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de RN , com fronteira de classe

Ck,1. Assuma que s ≤ k + 1 e que s − 1
p
não é um inteiro. Seja ainda, s − 1

p
= l + σ,
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0 < σ < 1 e l um inteiro ≥ 0. Então u ∈ W s,p
0 (Ω) se, e somente se, u ∈ W s,p(Ω) e

Γ(u) = Γ

(
∂u

∂η

)
= · · · = Γ

(
∂lu

∂ηl

)
= 0.

Teorema 6.13 Suponhamos válidas as hipóteses do teorema 6.11. Sejam, ainda, (un)

uma sequência em Lp(∂Ω) e u ∈ Lp(∂Ω), tais que un → u em (Lp(∂Ω), ‖ · ‖p,∂). Então

existem uma subsequência (unk) de (un) e h ∈ Lp(∂Ω), tais que

unk(x)→ u(x) em (R, | · |) e |unk | ≤ h, q.t.p. x ∈ ∂Ω.

Por �m, um resultado, talvez básico, porém, necessário.

Teorema 6.14 Se assumirmos as hipóteses do teorema 6.11, então dimH
1
2 (∂Ω) =∞.

Prova: Seja {x1, x2, . . . , xn, . . .} um subconjunto enumerável da ∂Ω. Tal subconjunto

existe, pois Ω é um domínio limitado. Agora, devido à normalidade de RN , existem

bolas abertas B(xi, ri), com ri > 0, para i ∈ N, mutuamente disjuntas. Ora, temos

Bi
.
= B[xi,

ri
2

] ⊂ B(xi, ri). Logo, ao aplicarmos o lema de Uryhson (veja [45]) para Bi

e RN \ B(xi, ri), existe, para cada i ∈ N, uma função de classe C1, φi : RN → R, tal

que φi(x) = 1, se x ∈ Bi e φi(x) = 0, se x /∈ B(xi, ri). Com isso, a�rmamos que o

conjunto L = {Γ(ϕ1), . . . ,Γ(ϕn), . . .}, o qual é enumerável, é linearmente independente

em H
1
2 (∂Ω). Com efeito, se existem escalares reais αj, com 1 ≤ j ≤ k, tais que

α1Γ(ϕi1) + · · ·+ αjΓ(ϕij) + · · ·αkΓ(ϕik) = 0,

então, ao tomarmos x ∈ Bij ∩ ∂Ω, obtemos da igualdade acima, αj = 0. Consequente-

mente, o conjunto L é linearmente independente em H
1
2 (∂Ω), de onde segue a validade

do teorema 6.14.
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6.4 Resultados de teoria do ponto crítico

Nesta seção, citamos dois resultados clássicos de teoria do ponto crítico, ambos,

são encontrados em diversos textos, tais como [52], [31], [46] e [32].

Proposição 6.1 Sejam X um espaço de Banach e U um subconjunto aberto de X. Se o

funcional φ : U → R possui derivada de Gateaux contínua em U , então φ ∈ C1(U,R)

Teorema 6.15 Seja E um espaço de Banach real. Se I ∈ C1(E,R) satisfaz a condição

(PS) e é limitado inferiormente, então c
.
= inf

E
I é um valor crítico de I.

6.5 Teorema dos multiplicadores de Lagrange

Nesta seção apenas enunciamos o teorema dos multiplicadores de Lagrange, o

qual é essencial para provarmos os resultados dos capítulos 1, 2 e 4. A prova de tal

teorema pode ser vista em [51].

Teorema 6.16 Sejam (E, ‖ · ‖) um espaço de Banach e F, G1, G2, . . . , GN funcionais

em C1(E,R). Se y0 for um extremo de F restrito ao conjunto
N⋂
i=1

G−1
i ({Gi(y0)}), então

uma das duas alternativas ocorre:

(1) Se

A(v1, v2, . . . , vN) =



G
′
1(y0)(v1) G

′
1(y0)(v2) · · · G

′
1(y0)(vN)

G
′
2(y0)(v1) G

′
2(y0)(v2) · · · G

′
2(y0)(vN)

· · · ·

· · · ·

· · · ·

G
′
N(y0)(v1) G

′
N(y0)(v2) · · · G

′
N(y0)(vN)


,

det(A(v1, v2, . . . , vN)) = 0 para quaisquer v1, v2, . . . , vN ∈ E;

(2) Existem λi ∈ R, i = 1, 2, . . . , N , tais que F
′
(y0)(v) =

N∑
i=1

λiG
′

i(y0)(v), para todo

v ∈ E.
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