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Resumo

Obteremos no presente trabalho quatro principais resultados de existéncia de
solucao fraca, trés deles para sistemas de equacoes diferenciais parciais elipticas com
condicoes de fronteira nao lineares e o outro para equacoes diferenciais com condicoes de
fronteira nao lineares associadas ao operador p-laplaciano. Estes resultados serao obtidos
quando houver uma certa interacao entre as nao linearidades de reacao e o espectro de
Neumann, e uma interacao entre as nao linearidades de fronteira e o espectro de Steklov,
associados aos sistemas ou equacoes. A técnica que utilizaremos estd, fundamentalmente,

baseada em métodos de minimax da teoria do ponto critico.



Abstract

In this work we will obtain four main results of existence of weak solution, three
of them to elliptic partial differential systems with nonlinear boundary conditions and
the other to elliptic partial differential equations with nonlinear boundary conditions
associated with operator p-laplacian. These results will be obtained when there is a
kind of interaction among the reaction nonlinearities and the Neumann spectra and an
interaction among the boundary nonlinearities and the Steklov spectra, associated with
the systems or equations. The tool that we will use is fundamentally based on minimax

methods in critical point theory.



Indice de notacoes

Q é o fecho de Q:
0f) é a fronteira de (Q;
|A| é a medida de Lebesgue de um subconjunto A de RY;

|A|, é a o-medida de um subconjunto A de RY~1;
N
U= Jwl’ e [V = |wl, VU= (u,-- ,uy) € RY, com 1 < p < 0.

Ck () :_{u Q= Ryu ¢ continuamente k vezes diferenciavel};

C*(Q) = {u € C*(Q); supp(u) é compacto};

[ulloe = inf{a > 0; [{z € Q;[u(x)| > a}| = 0};

L>*(Q) = {u: Q — R;u é mensurdvel e ||u]|w < c0};

luly = (Jo [uldz)? e [fullpo = (J lupdo) 7

LP(Q) = {u: Q = R;u é mensuravel e ||ul|, < oco};

LP(O2) = {u: 00 — R;u é 0 — mensurduvel e ||u||,s < 0o};

Q) = {U = (u,0); 0,0 € (D)} ¢ [L2(09)] = {U = (u,0); 0,0 € L0 };
U1 = Ilullp + llollp, ¥ U = (u,0) € [L2(Q)];

U1y 6 = Ilullyo + 10ll} 0. ¥ U = (u,0) € [LP(OD)]%

(u,v)2 = [, uvd:r, Vu,v e L*(Q) e (u,v)29 = [youvdo, ¥ u,v € L*(9)(Q);
(U, Vy=U-V = ZN:uZ-vi, VU= (u, - ,uy),V = (v1, - ,oy) € RY;

=1

(U VYo = [oU-Vdz, YU,V € [LAQ) ¢ (U, V)ao = [ooU - Vda, ¥ U,V € [L2(09)]%
WhP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), V |a|] < 1}, onde a = (ay, -+ ,ay) é um multi-

indice;
N
Vo= (2, 2. Ju)e |Vl = Z
=1

VU = (Vu,Vv), para U = (u,v);

ou
aZCi

)




=

[ullipy = (el + [[VullI})
H1(©) = W12(0);
(w,v)gr = [,[Vu - Vv + uv]da;

)

H(Q) = C=(Q), onde o fecho é tomado com relagio a norma || - ||1.2;
Ho () = Hy(€) x Hg(Q);
H(Q) = H'(Q) x H'(Q);
UV = [o[U-V +VU-VV]dz, VU,V € HQ);
U1 = (U, U
H2(0Q) = {u € L2(09) : 3v € HY(Q) tal que v |so= u};
[ull ;3 = mf{[[v][12:v e HY(Q) e v |so= u};
N
0*u

Au — o,

B “— Ox}’
AU = (Au, Av), para U = (u,v);
Apu = div(|Vu|P~2Vu);
Gu=Vu-n;
X* representa o espaco dual de (X, || - ||), munido da norma || - ||*;

o(X, X*) representa a topologia fraca de X;

u, > uem (X,| ) lirf |un, — ul| = 0 < u, converge fortemente para u;
o
u, —uwem (X,||-|) lirf |f(u,) — f(u)| =0, V f € X* & u, converge fracamente
n—-+0oo

para u.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos quatro problemas de autovalores, a saber: auto-
sistema de Steklov, auto-sistema de Neumann, problema de autovalor de Steklov para
o p-laplaciano e o problema de autovalor de Neumann para o p-laplaciano. Além disso,
usaremos os resultados provados para autovalores para estudar a existéncia de solucao para
uma classe de sistemas de equagoes elipticas nao lineares com condicao de fronteira nao
linear envolvendo o operador laplaciano e uma classe de equacoes elipticas nao lineares
com condi¢ao de fronteira nao linear envolvendo o operador p-laplaciano. O primeiro

problema de autovalor a ser estudado seré o auto-sistema de Steklov

—AU+C@)U=0, sexef

(I (1)
G_U = uU, se x € 0f2,
on

a(x) b(z)

sob certas condigbes sobre Q e C(x) = . Uma das dificuldades em lidar
b(x) clx)

com esse tipo de problema ¢ a necessidade de utilizarmos o operador trago. Inicialmente
referimos o leitor aos artigos [7], (8], [9], [16], [23], [24] e [36], para o caso escalar. O

segundo problema que estudaremos serd o auto-sistema de Neumann

— AU+ C(x)U = XU, sex€f)

(1I) (2)
8_U =0, se x € 0f2,
an

com ) e C(z) satisfazendo certas condigbes, que serdo vistas posteriormente. Em princi-
pio, citamos, como referéncia ao leitor, para o caso escalar, [38|, [39], [37], [53], e para

o caso de sistema, [3] e [2]. O terceiro problema estudado é o auto-problema de Steklov

10
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envolvendo o operador p-laplaciano

— Npu+c(@)|ufPu=0, sexe
(I11) (3)

0
|Vu|p_2—u = plulP~2u, se x € 0N)
an

com e c(x) satisfazendo certas hipoteses, posteriormente mencionadas e p € (1,00).
Para este problema encontramos certas dificuldades, pois o espaco em que lidamos nao
¢ mais um espaco de Hilbert, e sim, um espaco de Banach. Citamos, como referéncia
ao leitor, 6], [37], |44], [50] e suas referéncias. O quarto problema que estudamos é o

auto-problema de Neumann associado ao operador p-laplaciano

— Ay u+ (@) |ulf?u = NulPu, sex €
(Iv) (4)
ou
— =0, se x € 012,
o

onde, as hipotese sobre € e ¢(x), serdo ditas no momento oportuno e p € (1,00). Neste
tipo de equagdo teremos dificuldades similares as encontradas no problema (/I1), dentre
elas, lembramos que o espaco, no qual trabalharemos nao ¢ um espaco de Hilbert. Para o
leitor interessado, citamos [11], [37], [12], [30], [27], [19], [13], [47], [54] e suas referéncias.
Nos problemas [ e I, garantimos a existéncia de sequéncias de autovalores ilimitadas.
J& nos problemas I11 e IV, mostramos apenas a existéncia de um primeiro autovalor
positivo. Como aplicacoes de I e I, obtemos trés resultados de existéncia de solucao
fraca para a seguinte classe de sistemas elipticos nao lineares com condicoes de fronteira

nao lineares
A — AU+ C@)U = f(z,U), sexef) -

Z—Z:g(x,U), se x € 0f, ®)
sob certas condigoes sobre f, g e algumas relacoes impostas, que relacionarao o espectro
do auto-sistema I com a nao linearidade de fronteira, g, e o espectro do auto-sistema I1
com a nao linearidade de reacao, f. Ressaltamos que estes resultados foram inspirados no
trabalho de [42], sendo que, estendemos os resultados deste artigo para sistemas. Notamos
também que tal extensao nao foi uma mera adaptacao, pois tivemos algumas dificuldades

na demonstracao da condicao de Palais-Smale, dentre outras. Por exemplo, tivemos que
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contornar e fazermos uso da condi¢ao de Cerami, em determinado momento. Sugerimos
ao leitor os artigos [42], [14], [49], [17] e suas referéncias. J4, como aplicagao de [11 e IV,
estabelecemos a existéncia de uma solucao fraca para uma classe de equacoes nao lineares

com condicao de fronteira nao linear, envolvendo o operador p-laplaciano, a saber,

— ANy u+ (@) |ulf?u = f(x,u), sex e

B{ g (6)
o (x,u) se x € 05}
an g Y ? Y

esta solucao é obtida, quando relacionamos, de certo modo, a condicao de fronteira g
com o autovalor de Neumann associado ao problema IV, enquanto que a condicao de
reacao f ¢é relacianada ao autovalor de Steklov associado ao problema I11. O resultado
de existéncia de solucao fraca que conseguimos estende o primeiro teorema do artigo de
Mavinga-Nkashama [42], para o caso do operador p-laplaciano. Organizamos este trabalho
como segue: No primeiro capitulo, resolvemos o problema I;

No segundo capitulo, resolvemos o problema /17;

No terceiro capitulo, obtemos os trés resultados de existéncia de solucao fraca para o
problema (A);

No quarto capitulo, resolvemos os problemas 1] e IV

No quinto capitulo, provamos o resultado, o qual garante a existéncia de uma solucao
fraca para o problema (B);

No sexto capitulo, colecionamos uma série de resultados béasicos, porém fundamentais

para um bom entendimento deste trabalho.



Capitulo

1

Autovalores de Steklov para sistemas

envolvendo o operador laplaciano

1.1 Definicoes e notacoes

Neste capitulo consideraremos 2 C RY, N > 2, um dominio, isto é, um subcon-
junto aberto de RY, conexo e ndo vazio. Nossa hipdtese fundamental sobre ) sera:
(H) Q é um dominio limitado em RY e 9} ¢ uma reunido disjunta de um
namero finito de superficies de Lipschitz fechadas, tendo cada superficie, area
de superficie finita. Quando a condicdo (H) for valida, existe um normal exterior
unitario, 7, para q.t.p. (quase todo ponto) da 9 (veja [25]). Dizemos que o dominio {2
satisfaz o teorema de Rellich-Kondrachov (teorema R-K), se o mergulho de H'(2) em
LP(Q) for continuo para 1 < p < p(N) e compacto quando a ultima desigualdade for
estrita, sendo

oo, se N =2

p(N) =

2N
N_2> 56N23.

Observacao 1: Existe uma série de resultados que nos dao condicoes suficientes para
obtermos a validade do teorema R-K ( veja [1], [5] e [22]). Um dentre estes resultados
(teorema 1, secdo 4.6 de [25]), nos garante que a condi¢ao (H) é suficiente para a validade
do teorema R-K. Quando a condi¢ao (H) for vélida, e u € H'(Q), o trago de u sobre 052,
o qual denotaremos por I'u, estd bem definido e ¢ uma funcao Lebesgue integrével com

respeito a o (veja [25]). Dizemos que €2 satisfaz o teorema do trago compacto (teorema

13
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T-C), se o ope- rador trago I' : H'(Q) — L%(99) for compacto.

Observacao 2: Em [25], foi mostrado que o operador I" é continuo, quando 0f) satisfaz
a condigao (H). Ja, em [26], o teorema 1.5.1.10 fornece uma desigualdade que garante a
validade do teorema T-C, desde que a condi¢io (H) seja véilida. Em outras literaturas,
tais como [22], obtém-se outras condicoes suficientes para a validade de tal teorema.
No que segue, a menos que seja necessario, abusaremos da notacao e denotaremos, por
simplicidade, v = I'(u) e X(U) = (I'(u),I'(v)) = (u,v) = U, sendo U € H()). Nossa
hipotese geral, para este capitulo, sera a validade da condigao (H), a qual nos garante,

pelas observacoes 1 e 2, a validade dos teoremas R-K e T-C.

1.2 O auto-sistema de Steklov

Nesta secao, daremos algumas defini¢oes basicas, as quais estao relacionadas ao

auto-sistema de Steklov

—AU+C)U=0, sexec

(1.1)
(9_U = uU, se x € 082,
an

onde Q@ C RN, N > 2, satisfaz (H) e C(x) deve satisfazer a condigao

a(z) b(z) o .
(P) C(z) = é uma matriz positiva definida sobre R?, para q.t.p. = € Q,

b(x) cfz)
com a,b,c € LP(Q2), para p > %, quando N > 3, (p > 1, quando N = 2).
Notamos, que em virtude da validade de (P),
/<C(£E)U7 Uldr >0, se U € R*\ {0}.
Q
E mais, podemos mostrar que uma condi¢do suficiente para a ocorréncia de (P) é que

a(z) > 0 e a(x)c(z) —b(z)? > 0, q.t.p. x €.

Defini¢ao 1.1 Encontrar uma solu¢ao fraca para o auto-sistema (1.1) € o mesmo que
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encontrar valores reais de p tais que existe uma solugdo nao trivial U € H(Q) de

/ VU - VV + (C(2)U, V)] da = u/ U-Vdo, V'V € H). (1.2)

Neste caso, quando U € H(Q)\{0}, diremos que U é uma autofuncdo de Steklov associada

ao autovalor de Steklov p.

No transcorrer deste capitulo, generalizaremos algumas ideias de |7| e [8] para encontrar-
mos uma sequéncia de autovalores de Steklov. Primeiramente, provaremos a existéncia

de um primeiro autovalor de Steklov. Para isso, definimos Y¢, 5 : H(£2) — R, pondo

Yo (U) = /Q VU - YV + (Co)U, U de e BU) = UGy YU € HQ),  (L3)

K= {U e H): Te(U) < 1}. (1.4)

Utilizaremos técnicas variacionais para maximizar 8 sobre K. Diante disso, seja
a; =sup{B(U) : U € K}. (1.5)

Mostraremos que tal maximizador é uma autofungao de Steklov para o auto-sistema (1.1),
correspondendo ao menor autovalor positivo de Steklov, y1, o qual satisfaz o, = p;!. Para
provarmos isso, precisaremos de alguns resultados preliminares, os quais serao vistos na

proxima se¢ao.

1.3 Resultados preliminares

Nesta secao abordaremos alguns resultados que nos serao tteis para a construcao
da sequéncia de autovalores de Steklov associada ao auto-sistema (1.1). Suponhamos

validas as condigoes (H) e (P). Definimos (-,-)¢ : H(2) — R, por
(U, V)e = / VU - VV + (C(2)U, V)] dz.
Q

Lema 1.1 Se valerem (H) e (P), entdo (-, )¢ define um produto interno em H ().
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Prova: Gragas a validade da condigao (P), temos, para U € H(f2),

(U,U)e >0e (U U)c =0 U=0em H(Q).

Ainda, (-, )¢ é simétrico, pois a matriz C'(x) é simétrica. Por fim, a bilinearidade de (-, ).

é imediata. Logo (-, )¢ define um produto interno em H(f2), como desejavamos.

u
Denotaremos a norma proveniente do produto interno (-, )¢ por || - ||¢. Provaremos, no
que segue, que as normas ||+||¢, |||z sdo equivalentes em H(€2). Para isso precisaremos de

uma série de lemas, os quais referem-se aos funcionais A,C' : H'(Q) - Re B : H(Q) — R,

definidos por

Au) = /Qa(:zr)zfda:, Clu) = / c(x)uidr, ¥ u € H(Q)

B(u,v) = / b(x)uvdz, ¥ u,v € H' ().
Q
Lema 1.2 Os funcionais A e C sio continuos.

Prova: Mostraremos, inicialmente, a continuidade de A. Para isso consideremos (uy,)

uma sequéncia em H'(Q) e u € H'(Q) tais que
un = w em (H'(), - 1), (16)

Caso N > 2: Em razao da validade do teorema R-K, o mergulho H'(Q) — L%(Q) é

continuo, para 1 < ¢ < % Por isso e por (1.6), vale

Un — wem (L52(Q), || - || 2x ). (1.7)

N-—-2

Consequentemente, existe uma subsequéncia (u,, ) da sequéncia (u,,) tal que

Up, () = u(z) em (R,]-]), ¢gt.p. x € Q. (1.8)
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Agora, visto que u,,u € LJ\?ig(Q)7 temos uZ,u® € L%(Q) Além disso, em virtude de

(1.7) e (1.8) valerem, ao aplicarmos o lema de Brezis-Lieb, concluimos que
lun L = [lu*[|_x_em (R, |-]).

Assim, ao aplicarmos o teorema 6.8, segue que

2, w2l . =0 em (R,]-]). (19)
Deste modo, se u, — u em (H*(Q), || - [|1.2), entdo existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,)
tal que (1.9) vale.
Afirmagdo 1: u2 — u? em (L¥=2(Q), || - | ).

De fato, suponha que seja falsa tal afirmacdo, entdo existem € > 0 e subsequéncia (uy,)
de (uy,), tais que ”“7213 - uQH% >¢€, V j € N. Como (1.6) vale, segue, em particular, que
U, = wem (H'(Q), [|-|l1,2). Por causa disso e dos argumentos iniciais, existe subsequéncia
(tn,,) de (un,), tal que ui]_l —u? — 0em (L7, |- |_x_), o que gera uma contradigdo com
nossa suposicao. Ou seja, a afirmacao 1 é valida. Finalmente, estamos aptos a provar a
continuidade de A. Em razdo de a € LP(2), com p > %, e a € ser um dominio limitado

em RV, segue que a € L%(Q) Portanto, com o auxilio da desigualdade de Holder,
Alwn) = Aw)| < [ Ja(@llad - ?ldz <l o = o] s,
Q 2 —2

Com isso e pela afirmagao 1, segue a continuidade de A.
Caso N = 2: Neste caso, pelo teorema R-K, o mergulho H'(Q) — L9(Q) é continuo
para 1 < ¢ < co. Assim, u, — u em (L9(Q2),| - ||,), para qualquer ¢ € [1,00). Com isso,

ao argumentarmos como no caso N > 2, podemos mostrar que
up, = u® em (LQ), || - [lo), ¥q € [1,00) (1.10)

Como a € LP(R2), com p > 1, segue, da desigualdade de Holder, que

A(un) = fl(u)’ < /Q la(@)Jup — uldz < Jlalplluy, — u?]l,- (1.11)
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onde p & o expoente conjugado de p, e claro, p' € [1,00), pois p > 1. Dai, pela validade de
(1.11) e de (1.10), concluimos que o funcional A é continuo. A prova de que C' é continuo

¢ analoga & demonstracao da continuidade do funcional A, por isso a omitiremos.

Lema 1.3 O funcional B é continuo.

Prova: Em vista da caracterizacio do funcional B e das propriedades de integracao, temos
que B ¢é bilinear. Deste modo, basta-nos mostrar que B é continuo em 0 € H(Q). Com
este intuito, consideremos (U, ) uma sequéncia em H(S2), tal que U, — 0 em (H(Q2), |||/ z)-

Assim, ao denotarmos U, = (uy, v,) € 0 = (0,0), temos
Uy, — 0 ev, =0, em (H(Q),] - |l12) (1.12)

Caso N > 2: Pela validade do teorema R-K, o mergulho H'(Q) — L%(Q), é continuo,

paral <¢g < % Com isso e gracas a validade de 1.12, concluimos que
2N
tun =0 e vy — 0, em (L2, || - || 2 ). (1.13)

Agora, ao aplicarmos a desigualdade de Holder generalizada, notando que b € LP(2), com

p > %, obtemos
B )] < [ @l lunlloade < Pl Jual g, ol g,

Disso e da convergéncia dada em (1.13), segue a continuidade do funcional B.

Caso N = 2: Neste caso, em razao do teorema R-K,
u, = 0ewv, = 0em (LYQ),| - ), Vg e[l,00). (1.14)

Como b € LP(Q2), com p > 1, existe r € (0, 1), tal que Il?+ 7+ 5 < 1. Logo, ao aplicarmos

a desigualdade de Holder generalizada,

| B, vn)| < fo [b(2)|[unlvnldz < [[bllp[lunll2]lvon ]2
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Combinando isso com a convergéncia dada em (1.14), segue a continuidade do funcional

B, como desejavamos.

Lema 1.4 Sejo G : HY(Q) — R, definido por G(u) = Jo IVul?dz. Entao G € um fun-

cional continuo.

Prova: Em [52| e [46], é mostrado que G € C'(H'(Q),R). Consequentemente, G é

continuo.

Como consequéncia dos lemas anteriores temos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.1 Se valerem (H) e (P), entao o funcional Ac : H(Q) — R, definido por

Ac(U) = ||U]|¢, € continuo e convezo.
Prova: Notemos que, para U = (u,v) € H(Q)

Ac(U? = |U|)Z = Ye(U) e To(U) = G(u) + G(v) + A(u) 4+ 2B(u, v) + C(v).

Afirmacao 1: T é um funcional continuo.
De fato, seja (U,) uma sequéncia em H(Q2) tal que U, — U em (H(2),| - ||z). Entao, se
denotarmos, para cada n € N, U,, = (up,vy), up — u € v, — v em (HY(Q),] - [l12). Por

isso e pelos funcionais G, A, B e C' serem continuos,

lim, 400 To(U,) =lim, 1o é(un) + é(vn) + fl(un) + 2B(un, vn) + C’(vn)
= G(u) + G(v) + A(u) + 2B(u,v) + C(v) = Te(U),

ou seja, o funcional Yo é continuo, ficando, assim, justificada a afirmacao 1. Devido a
validade da afirmacdo 1 e & A¢ = /- o T, segue a continuidade de Ag. Ja, a prova da
convexidade de A¢, é imediata, haja visto que || - [|¢ define uma norma em H(£2). Com

isso, finalizamos a prova da proposicao 1.1.
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Observacao 1: Como o funcional Ao é continuo e convexo, ele é fracamente sequencial-
mente continuo em H(€2). Consequentemente, toda sequéncia (U,) tal que U,, = U em
(H(Q),| - |z), satisfaz

liminf Ac(U,,) > Ac(U).

n—-4o00

Proposigao 1.2 Suponhamos vdlidas as condigoes (H) e (P). Entao existe § > 0 tal que
Tc(U) >6||U|l3, ¥ U € H(Q). (1.15)

Prova: Sejam S ={U € H(Q) : [|U]|2 =1} e § = infyes Yo (U).
Afirmagao 1: Existe U € S tal que Y¢(U) = 6.

De fato, da definicao de infimo, conseguimos uma sequéncia em S, (U,,), tal que
Yo(Un) = dem (R|-]) e Yo(Uny) <0+ 1. (1.16)

Como Uy, € S, |Unll3 = [ VUn - VUnde + ||Unll3 = [, VU - VUnpdz + 1. Assim,
em virtude da validade de (P), |U||2 = Yc(Un) > ||Unll% — 1. Logo, por (1.16),
1Unll% < 6+ 2. Ou seja, a sequéncia (U,,) é limitada em H (). Disso e em razao de
H(£2) ser um espaco reflexivo, existem subsequéncia (Uy,, ) de (Uyn) e U € H(Q), tais que

Un,, — U em (H(), | - |lz). Consequentemente, por causa da validade do teorema R-K,

~

Upy — U, em ([L2)]",]] - [l2)-

Com isso, por Uy, € S e pela continuidade da norma || - ||o, U € S. Finalmente, como

Uy, — U em (H(Q), | - |x), segue, da observacio 1, que
~ 1
< Tim _ st
0l < limint U, o = 5

Logo, Yo (U) = ||(7||% < 4. Disso e do fato de U € S, concluimos que § = Y (U), ficando
assim provada a afirmacao 1.

Afirmagao 2: § > 0.

De fato, pela afirmacdo 1, § = Te(U) = ||U||2 > 0. Se § = 0, entdo ||U||2 = Te(U) =

0, e assim U =0 em H(Q2), o que é um absurdo, pois U € S. Logo, devemos ter
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0 > 0, justificando, desta maneira, a afirmacao 2. Agora, estamos aptos a demonstrar
a desigualdade (1.15). Caso U € H() seja trivial em H(S2), entdo a igualdade em

(1.15) é facilmente verificada. Caso U € H(2) seja ndo trivial, entao, se definirmos

U
V = W € H(Q), V €8, e assim, T¢(V) > §. Com isso, e pelo fato de T¢ ser
2
2-homogénea, temos
1

= Le(U) =6,

G
de onde segue que Yo (U) > 6||U||3.

n

A préxima proposicao nos garante a equivaléncia das normas || - [[¢ e || - ||z em H ().
Proposicao 1.3 Suponhamos (P) e (H) vdlidas, entao || - ||c, || - ||z sdo normas equi-

valentes em H(S).

Prova: Uma vez que T¢ é 2-homogénea e continua sobre H(2), existe constante Cy > 0,

tal que Yo (U) < Co||U||%, V U € H(Q). Assim, como Y¢(U) = ||U|Z,
1Ulle < V|| U|la, VU € H(). (1.17)

Agora, devido a validade de (P), ||U||% < U2+ U3, VU € H(Q). J4, pela desigual-
dade (1.15), |U[|} < (14 $)||U||%, V U € H(S). Portanto,

1
[0 <4 (143 )11, ¥ U € @) (1.15)
Das desigualdades (1.17) e (1.18), segue a equivaléncia das normas || - ||z e || - ||c-
=
Proposigao 1.4 O conjunto K, como em (1.4), é fracamente compacto em (H(Q), |||/ x)-

Prova: Inicialmente, lembremos que K={U € H(Q) : T¢(U) < 1}.
Afirmacao 1: K é convexo.

De fato, como || - || define uma norma em H(S2), segue, para U,V € Ke t € [0, 1], que

[ =DU + Ve <A =D)Ullc +t[|[V]e <1—t+t=1.
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Logo (1 -t)U +tV e K, Vte[0,1], VU,V € K. Dai segue a convexidade de K.
Afirmagao 2: K ¢ limitado em (H(Q), || - ||x)-

De fato, seja U € K. Entao ||U|lc < 1. Agora, como as normas || - ||[¢ e || - ||z sdo
equivalentes em H(§2), existe constante Cy > 0 tal que ||U|lc > Co||Ul||g, ¥V U € H(S).
Consequentemente, |U|| g < Cio, VU € K. Ou seja, K é limitado em (H(Q2),|| - ||x), como
desejavamos.

Afirmacgao 3: K é fechado em (H(Q), || - ||a)-

De fato, de acordo com a afirmagao 1, da proposi¢ao (1.1), T¢ é um funcional continuo.
Por isso e pelo fato de K = Y;' ((—o0, 1]), concluimos que K é um subconjunto fechado
em (H(),|-||x), ficando, assim, provada a afirmacao 3. Finalmente, como (H(2), |- ||x)
é um espaco reflexivo e as afirmacoes 1,2 e 3 sao validas, podemos aplicar o teorema 6.6,

o qual nos garante que K é fracamente compacto em (H (), || - ||x)-

A préxima proposicao nos fornece algumas propriedades para Yo e (.

Proposicao 1.5 Suponhamos vdlidas as condicoes (H) e (P). Entio 5 e Yo sao ele-
mentos de C*((H(Q), || - &), R), tendo como derivadas de Fréchet em U € H(S),

Yo(U)(V)=2(U,V)c e B(U)V) =2(U, Vo, ¥V € H(Q).

Além disso, B é um funcional fracamente continuo sobre H(S).

Prova: Primeiramente, provaremos que T¢ ¢ um elemento de C'(H(Q2), R).
Afirmacgao 1: Para U € H(Q) fixado, Fyy : H(Q2) — R, definido por Fy (V) = 2(U, V)¢,
para V € H(2), ¢ um funcional linear e limitado.

De fato, a linearidade de Fy segue do fato de (-, )¢ ser um produto interno em H(£2).

Provemos, entao, a limitacao do funcional Fy;. Ora, devido a equivaléncia das normas

|“llcell:|lg em H(), temos, para V € H($),
[Fu(V)| =2[{U, V)| <2||Ullcl|Vle < 2Ci[|U||a ||V, (1.19)

onde ('} ¢ uma constante positiva. Consequentemente, Fy; é limitado.

Afirmacgao 2: Y. é Fréchet diferenciavel em H(€2), tendo como derivada de Fréchet em
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UeH), Fy.
De fato, antes, lembramos que pelo fato das normas | - ||c, || - ||c serem equivalentes em

H(S2), existe constante Cy > 0 que satisfaz |W||c < Co||W||g, VW € H(Q2). Assim, para

Ue H(Q) fixado,e >0e V € H(Q), com 0 < [|[V]|g < Cig, temos
| ToU +V) = Te(U) = Fu(V)| = g U + VIE = UG = 20U, Vel
= v U+ V.U +V)e = (U U)e —2(U, V)l
< Vi Vel € pellVIE < CRIVIn < e

Logo, vale a afirmacao 2.
Afirmagdo 3: O operador T : H(Q) — H(Q)* & continuo.
De fato, consideremos (U,,) uma sequéncia em H () e U € H(S?), tais que U, — U em

(H(2),] - |lg)- Dai, em virtude da desigualdade (1.19), temos

ITe(Un) = YOl = sup{|Te(Us) = To(U)(V)]: V € HQ) e V] =1}
S 201HUTL - UHH — 07 em (Ra | ’ ‘)7

ficando assim justificada a afirmacao 3. Por isso, e pela validade das afirmacoes 1 e 2,
segue que Yo € CH(H(Q), |- ||z), R). Passaremos, agora, a provar que 8 € C'(H(Q),R).
Afirmacao I: Para U € H(Q) fixado, By : H(2) — R, definido por By (V) = 2(U, V)4 9,
para V € H(), é¢ um funcional linear e limitado.

De fato, a prova da linearidade é imediata. Provemos entao a limitacao de By. Ora, pelo
teorema T-C, existe constante Ay > 0, tal que [|[Wlao < Ao||W ||y, para W € H(Q).

Consequentemente, para V € H(S2),
|Bu(V)| = 2[{U, V)20l < 2|U]l20lV ll20 < 245U |V [| - (1.20)

Dai segue a limitacao do funcional By.
Afirmacao II: O funcional g é Fréchet diferenciavel, tendo como derivada de Fréchet em

Ue H(Q), By.
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De fato, seja U € H((2). Entao, dado € > 0, temos, para V' € H(S), com 0 < |[V||z < £,

i B0+ V) = B(U) = Bu(V)| = i 1T + V30 = U130 — 2(U. V)2
= 7 U+ VU +V)ao = (U, U)s9 — 2(U, V)s|
< I VV)aal < =V, < A3V <€

Com isso, finalizamos a prova da afirmacao II.
Afirmagédo ITI: O operador ' : H(Q) — H(Q)* é continuo.
De fato, consideremos (U,) uma sequéncia em H(2) e U € H(Q), tais que U, — U em

(H(Q), ] - ||g). Por conseguinte, em razao da desigualdade (1.20),

18 (Un) = (Ol =sup{|8(Ua) = B(O)V)|: V € H(Q) e [V]|ln =1}
< 242U, —Ullg — 0, em (R,|-]).

Portanto, 8 é um operador continuo, como queriamos. Com isso e pela validade das
afirmagoes I e I temos que 3 € C(H(),R). Passaremos a provar, a partir de agora, que
[ é fracamente continuo. Para tanto, sejam (U,,) uma sequéncia em H(2) e U € H(S?),
tais que U, — U em (H(Q),||-||z). Uma vez que o teorema T-C é valido, temos U,,, — U
em ([L2(0Q)], ]| - l2.6). Mas também, B(Uy,) — BU) = (Up, — U, Up)2.o — (U, Uy, — U)o.
Assim,

16(Un) = BU)| < [[Unll20Un = Ull20 + |U]l261Un — Ull2,6- (1.21)

Ainda, como Uy, — U em ([L*(3Q)]?, ||-[|2.0), existe T > 0 tal que ||Up|ls0 < T, ¥ m € N,
Por isso e por 1.21, |8(U,,) — B(U)| — 0 em (R, |- |), e assim, concluimos a prova de que

[ é fracamente continuo.

Os proximos dois resultados, desta secao, referem-se, de algum modo, ao funcional Il :
H(Q2) — R, o qual é definido por II;(V) = (V,U)s9, onde U € H(Q2) ¢ fixado, e V €
H($).

Proposicao 1.6 Suponhamos a condi¢ao (H) vdlida. Entdo, para cada U € H(Q) fizado,
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Iy € CYH(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em V € H(Q), Iy, isto €,

’

My (V)W) = (W, U)20, VW € H(Q).

Prova: Como a condigao (H) é satisfeita, vale o teorema T-C. Consequentemente, existe
Ao > 0, tal que [W]lap < Ao[Wll, ¥ W € H(Q).

Afirmacao 1: Il ¢ funcional linear limitado.

De fato, a prova da linearidade de II;; é imediata, deste modo, a omitiremos. Provemos

a limitagdo de IIy. Para isso, seja V' € H(2). Temos entdo
1y (V) = (V. U)20] < IVI20Ull20 < AV [[allU -

Dai segue a limitacao de IIy. Agora, sabemos que todo operador linear e limitado, T :
(X, - lx) = (Y5 - |ly), é um elemento de C*°(X,Y"), tendo como derivada de Fréchet

emu € X, T/(u) =T. Com isso e pela afirmagao 1, segue a validade da proposicao 1.6.

Sejam Wy, Wy, --- W, elementos fixados de H(Q2). Definimos, para cada J € N, K; =
{UeK:(UWg)o=0, para 1 <k < J}.

Proposigao 1.7 Suponhamos vdlidas as condigées (H) e (P). Entao K; fracamente
compacto em (H(Q), | - ||lx)-

Prova: Provaremos, inicialmente, que K; é convexo, limitado e fechado em (H(Q), |||/ x)-
e K; é convexo em (H(),| - |lx)-

Sejam U,V € K; e t € [0,1]. Entdo, (1 —¢)U +tV € H(Q2). Ainda, como K & convexo
em (H(Q), |- |u), (1 =t)U +tV € K. Além disso, para k = 1,2,--- , J,

(1=t)U +tV,Wi)ao = (1 — t)(U, Wi)as + t(V,Wg)29 = 0,

pois U,V € K. Logo, (1 —t)U +tV € K, e assim, K; é convexo em (H(Q),| - ||x).
o K; ¢ limitado em (H(Q), || - || x)-
Como K; C K e devido a K ser limitado em (H (), || - ||#) (proposicao 1.4), K; também
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serd limitado em (H(Q), | - ||x)-
e K; é fechado em (H(Q), || - |a)-
De fato, consideremos, para 1 < k < J, os funcionais II; = Ilyy,, os quais sao continuos,

pela proposicao 1.6. Por isso, por K; poder ser reescrito como

J
Ky =Kn ()1 ({0}
k=1
e por K ser um subconjunto fechado em (H(Q), | - ||x), concluimos que K; é um sub-
conjunto fechado em (H (), | - ||z), pois é uma interseccao de subconjuntos fechados de
(H(Q), || - ||zr). Finalmente, como (H(2),] - ||z) é um espago reflexivo, e K; é um sub-
conjunto convexo, limitado e fechado em (H (), || - ||z), podemos aplicar o teorema 6.6.

Dai segue que K é fracamente compacto em (H(Q2), || - ||x), como queriamos.

A seguir, daremos a definicdo de H-solucao fraca, bem como, duas proposicoes que car-

acterizam elementos de Hy(€2).

Definigao 1.2 Dizemos que U € H(S2) é uma H-solucdo fraca de
—AU+C(x)U =0, em Q (1.22)

quando (U,0)¢ =0, V © € [CHQ)]°.

Para o que segue, definimos W como sendo o subespaco de H(Q2) que é C-ortogonal a

Ho(9), isto &, W = Hy(Q)t = {U € H(Q) : (U,V)e =0, ¥V € Hy(Q)}.

Proposicao 1.8 Suponhamos vdlidas as condi¢oes (H) e (P). Entao U € H(Q)) € uma
H-solugao fraca de (1.22) se, e somente se, U € W.

Prova: Suponhamos que U € H() seja uma H-solugao fraca de (1.22) e seja V' €
Ho(Q2). Assim, V = (u,v) € H}(Q) x H} (). E como CHQ) é denso em H}(2), na
norma || - |12, existem sequéncias (¢,), (¢,) em CL(Q), tais que ¢, — u e ¥, — v em
(HY(2), ]| |l1.2)- Deste modo, ao definirmos, para cadan € N, ,, = (p,,,¢,), ¥,, = V em

(H(Q), || - ||m)- Agora, em virtude das normas || - ||g, || - [[c serem equivalentes em H((2),
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segue que ¥, — V em (H(Q),|| - |[c). Por isso e pela continuidade do produto interno
(,c, (U, ¥, ) = (U, V) em (R, | -]). Finalmente, em virtude de U ser uma H-solugao
fraca de (1.22) e ¥ e [CHQ)]?, (U, ¥,)¢ = 0, para todo n € N. Logo, (U, V)¢ = 0.
Por conseguinte, devido a V' ser um elemento arbitrario de Hy(€2), temos que U € W.
Reciprocamente, se U € W, entdo U € H(Q2) e (U,V)c = 0, para qualquer V' € Hy(2).

Ora, como [C’Cl(Q)]2 C Hy(92), segue, em particular, que
(U,0)c =0,V O € [CH)].

Ou seja, U é H-solugao fraca de (1.22), como queriamos.

Proposigao 1.9 Se (H) e (P) forem vdlidas, entao U € H(Q) e S(U) = 0 se, e somente
se, U € Hy(92).

Prova: Suponhamos U € H(Q2) e f(U) = 0. Consequentemente, |Ul|29 = 0, e assim,
U =0em [L2(00)]°. Ou seja, se U = (u,v), entdo N(U) = (D(u), ['(v)) = (0,0). Por isso
e pelo teorema 6.12 (s = 1, p = 2 e [ = 0), concluimos que u,v € H}(Q), de onde segue
que U € Hy(f2). Reciprocamente, se U € Hy(f2), entao, argumentando como na prova,
da proposicio 1.8, conseguimos uma sequéncia (¥,) em [C1(Q)]?, tal que ¥, — U em
(H(Q), || - ||z). Com isso, pela continuidade de 3 e por (¥,) =0, V n € N, concluimos

que B(U) = 0, como desejavamos.

A proxima proposigao nos fornece uma decomposicao para (H(2),| - ||c¢)-

Proposigao 1.10 Suponhamos vdlidas as condigées (H) e (P). Entao, (H(Q),| - ||c)

admite a sequinte decomposicao em soma direta,
H(Q) = Hy(2) ®&c W. (1.23)

Prova: Em razao de (H(2),| - ||c) ser um espaco de Hilbert, se mostrarmos que o

subespago Hy(2) é fechado em (H(Q), || - ||c), entdo, seguird a decomposi¢ao dada em
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(1.23). Provemos que Hy(2) é, de fato, fechado em (H(Q), || - ||c). Para isso, sejam (U,)
uma sequéncia em Hy(Q) e U € H(R), tais que U, — U em (H(Q),| - ||¢). Assim,
gracas as normas || - ||¢, || - ||z serem equivalentes em H(2), U, — U em (H(Q), | - ||x).
Consequentemente, U € Hy(Q2), pois Hyp(€2) é um subespaco fechado de (H(),] - ||u).

Dai segue a validade da proposigao 1.10.

1.4 Construgao do primeiro autovalor de Steklov

Nesta secao, mostraremos a existéncia de um primeiro autovalor de Steklov, bem

como, algumas de suas propriedades.

Teorema 1.1 Suponhamos vdlidas as condi¢oes (H) e (P). Entao

(I) ezxiste Uy € K, tal que |Ur]lc =1 e B(Uy) = ay. Além disso, oy > 0;

(II) se uy = ait, o par (Uy, ) satisfaz 1.2, ou seja, juy € um autovalor de Steklov para
o auto-sistema 1.1, tendo como autofuncao de Steklov associada, Uy,

(II1) py é o menor autovalor positivo de Steklov para 1.1.

Prova: Devido & proposicao 1.4, K é fracamente compacto em (H(Q2), || - ||x). Ja, pela
proposigao 1.5, 8 é fracamente continuo. Logo, existe U; € K tal que oy = B(U).
Afirmacao 1: ||Ui]|c = 1.

De fato, como U; € K, ||U1||2 = Tc(Uy) < 1. Suponhamos ||U;]|¢ < 1. Entao, existe
r > 1 tal que rU; € K. Consequentemente 3(rU;) = r?8(U;) > B(U;), o que é um
absurdo, pois a; = supyeg S(U) = B(U;). Portanto, devemos ter ||U;||c = 1. Dai segue
a validade da afirmacao 1. Em razdo da validade da afirmacao 1, temos que Y (U;) = 1.

Assim, podemos ver U; como um extremo de [ restrito ao conjunto
T="({Yc(U))}) ={U € HQ): Tc(U) =1} CK.

Além disso, pelo teorema 1.5, T¢ e 3 sao elementos de C'(H(Q2),R). Por conseguinte,
devido ao teorema dos multiplicadores de Lagrange, a saber, o teorema 6.16, uma das

duas condigoes abaixo deve valer:
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(1) To(U1)(V) = 0, para todo V € H(Q);

(2) Existe A € R, tal que 8 (U,)(V) = AY(U1)(V), para todo V € H(Q).

A condicio (1) ndo ocorre, pois T (U1)(Uy) = 2|Uy||2 = 2. Portanto, a condicio (2)
deve ocorrer, ou seja, existe A € R, tal que

/ Uy Vdo = )\/ VU, - VV + (C(2)Uy, V)] dz, ¥V V € H(Q). (1.24)
oN Q

Afirmagao 2: A >0e A =qy.
De fato, ao considerarmos V' = U; em 1.24 e lembrarmos que ||U;||c = 1, obtemos

A= (U1, U)o = |Ui]55 = a1 > 0.

Suponhamos «; = A = 0. Dai, da definicao de oy, (U) = 0, V U € K. Agora,
todo funcional constante sobre ¢ um elemento de H'(f2), em particular, os funcionais
01,02 : Q — R, definidos por p1(x) =1 e po(z) =0, V z € Q, sao elementos de H'(12).
Consequentemente, ¥ = (¢, ¢2) € H(Q2). E mais,

5(\11):/ \I!-\I/da:/ [¢§+gp§}da:/ ldo = |09, > 0.
o0 29) o2

Portanto, ao considerarmos ® = ||‘I’\IT|C’ temos & € K e 5(P) = ”i(}—ﬁ% > 0, 0o que gera
uma contradicdo com nossa suposicao. Dai segue a validade da afirmacao 2. Como
consequéncia da igualdade (1.24) e da validade da afirmagao 2, temos que o par (U, \™!) €
(H(2)\ {0}) x R, é uma solucao fraca para o auto-sistema 1.1. Ou seja, 3 = A\; é um
autovalor de Steklov para o auto-sistema 1.1, tendo como autofunc¢ao de Steklov, U;. Deste
modo, para concluirmos a demonstracao deste teorema, basta-nos mostrar que o autovalor
p1 == aj' é o menor autovalor positivo de Steklov para o auto-sistema (1.1). Provemos
isso. Se 1 nao for o menor autovalor positivo de Steklov para o auto-sistema (1.1), entao
existem U € H(Q)\ {0} e 0 < fi < py, tais que (U, V) = (U, V)99, V'V € H(Q).

Assim, ao tomarmos V = Lg, as (‘”00”0) = 1. Dali, ﬁ( 1 ) -

1
= = > = = O gque
10112 10l L odq

p1

==

.U . . -
gera um absurdo, pois | o € K. Com isso, finalizamos a demonstracao do teorema 1.1.
c
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A seguir, daremos uma consequéncia imediata da caracterizacao de pi;.

Corolario 1.1 Se forem wvdlidas as condigoes (H) e (P), entdo
IUNE = mllUlze, ¥ U € H(SQ). (1.25)

Prova: Se U = 0, entdo a igualdade em (1.25) é facilmente verificada. Se U # 0, entdo,
se V = W, temos |[|V|lc = 1. Logo V € K, e assim (V) < «;. Mas também,

B(V) = |[V]3,- De outro modo, (V) = 2. Consequentemente, [|Ul|3, < a1[|U]|Z,

[ -
de onde segue que

1
U&= —1Ul30 = 1 lUl36-
aq

1.5 Construcao da sequéncia de autovalores de Steklov

Vimos, através do teorema 1.1, que existe um primeiro autovalor de Steklov para
o auto-sistema (1.1), o qual denotamos por i, com autofun¢ao de Steklov associada,
U;. Nesta secao, construiremos, por um processo de inducao finita, uma sequéncia de
autovalores de Steklov, a saber, (1;), que satisfaz algumas propriedades, que nos serdo

uteis no transcorrer do trabalho. O préximo teorema nos fornece tal sequéncia.

Teorema 1.2 Suponhamos vdlidas as condicées (H) e (P). Entao, eriste uma sequéncia
de pares ((Uj, pt;)) em [H(2) \ {0}] x R, os quais sao solugoes fracas para o auto-sistema
(1.1), isto €, (u;) € uma sequéncia de autovalores de Steklov para o auto-sistema 1.1.

Além disso, se definirmos, para cada s € N={1,2-+- n,---},
Ko=KeK,={Ue€K: (UUy)20=0, para 1 <k < s},
entao, para cada j € N,

aj = sup BU)=pU;) >0epj=a;".
UEKjfl
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Prova: Demonstraremos este teorema por indugdo em j. A validade do teorema 1.2
para j = 1 é garantida pelo teorema 1.1. Suponhamos que o teorema seja valido para
1 < j < J e verifiquemos a validade do mesmo para J + 1.

Afirmacao 1: Existe Uy, € Ky, tal que ay1 = suppeg, B(U) = B(Us1).

De fato, da proposic¢ao 1.7, K; ¢ fracamente compacto em (H(2), || - ||z). Ainda, devido
a proposicao 1.5, § é fracamente continuo. Diante disso, existe U;.; € K; tal que
B(Ujt1) = o

Afirmacao 2: ||Ujiq|lc = 1.

De fato, como Uy € Ky e Ky C K, Uiy € K. Logo, [|[Ussille < 1. Se [|Ujsslle < 1,

entao existe r > 1 tal que rUj;,, € K ;. Consequentemente,

B(rUjss1) = 1°BUss1) > B(Uss1) = g,

o que contraria a afirmagao 1. Portanto, devemos ter || U1l = 1.
Afirmacao 3: oy, > 0.

De fato, pela hipotese de indugao, existem Uy, Us, -+ ,U; € H(Q), tais que

ap= sup BU)=pU) >0, para 1 <1< J.

UeK;_1

Em razdo do subespaco [S(U), S(Us), - -+, (Uy)], de [L2(99)]?, possuir dimensdo finita
e de [L2(0Q)]) ser um espaco de Hilbert, temos

[L2(09)]° = [Z(U1), S(Ua), -+, Z(U))] & [B(Uh), S(Us), - -, S(U)]*- (1.26)

Agora, pelo teorema 6.11, o operador inclusao i : H%(ﬁQ) — L?(09Q) é linear, injetor e

continuo. Assim, ao definirmos
HZ(00Q) = HH(0Q) x H(0Q) = {V € [L2(09Q): 3 U € H(Q) com S(U) = V),

o operador I = i x i : HZ(8Q) — [L2(0Q))°, definido por I(U) = U, Y U € HZ(09),
também ¢é linear, injetor e continuo. Antes de provarmos a afirmacao 3, precisaremos de

um resultado auxiliar, a saber,
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(RA) Existe V € H2(00) \ {0} tal que I(V) = V € [S(T1), S(Ua), - -+ , S(U)]*.
Suponhamos que (RA) nao valha e seja V' € H*%((?Q). Assim, existe U € H(Q) tal que
S(U) =V € [L2(09Q)). Dai, por (1.26), existem escalares reais &;, com i = 1,2, -+ ,.J ¢
U € [S(UL),S(Us), -, (U], tais que

Y(U)=V =0%(U) 4+ 6:X(Us) + -+ 6,2(Uy) + U. (1.27)

Em virtude da linearidade do operador 3, da caracterizacao de H*% (02) e da igualdade
(1.27), concluimos que U € H*%(aQ) e U = I(U). Mas também, U é um elemento
de [S(U), 2(Us), -, S(Uy)]". Deste modo, devido & nossa suposicdo, U = 0. Por
conseguinte, devido a 1.27, V' € [E(U,), X(Us), - - - , 2(U)]. Portanto, como V' é arbitrario
em H*%(OQ), Hé(aQ) = [2(U1),2(Us),- -+ ,%(Uy)], o que é um absurdo, pois a dimensao
de Hé(@Q) ¢ infinita (teorema 6.14). E assim, deve valer (RA). Finalmente, provemos
afirmagao 3. Como V € H*%(@Q), existe W € H(Q), tal que (W) =V e em razao de
V # 0 em H*%(Q), B(W) > 0. Com efeito, se (W) = 0, entao |[W|2o = 0, e assim,
S(W) = 0 em [L2(0Q)]>. No entanto, (W) = V. Logo, V = 0 em [L*(8Q)]>. E
mais, visto que V € H*%((“)Q), I é injetor e I(V) = 0 = I(0), concluimos que V = 0 em
H*%(@Q), o que é um absurdo. Também temos W # 0 em H(2). De fato, se W = 0
em H(Q), entio V = (W) = 0, em [L2(Q)]’, e assim, V = 0 em H*%((?Q), 0 que nao é
verdade. Deste modo, |W||¢ # 0. Assim, podemos considerar W = -—W_ ¢ H(f). Por

(Wl
\fv(VV\V) = B0)  Mas também, como

¢ IWIg
V = S(W) € [2(Uh), (), -, 2(UN]", (W, U)o = 0, para 1 < k < J. Disso e
devido a |W||¢ = 1, W € K. Portanto,

conseguinte, pela 2-homogeneidade de §3, B(W) =

Qj41 = Sup 5(U) > 5(‘7) AY)

== >0
Uek, W1

Com isso, concluimos a prova da afirmacao 3. Em razao da validade da afirmacao 3, tem
sentido definirmos f1y41 = a7 .
Afirmagao 4: O par (U1, py+1) € solucdo fraca para o auto-sistema (1.1).

De fato, das afirmacoes 2 e 3, podemos ver S(U;i1) = ay11 como um extremo de f3
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restrito a

J
Ky =T ({Te(Ur)} ﬂ M (Us)) |
onde, para k = 1,2,--- ,J, Il = Ily,, como em 1.6. Ainda, ja vimos que os funcionais

Y¢, B e I, sao elementos de C1(H(2),R), para k = 1,2,--- , J. Deste modo, podemos
aplicar o teorema 6.16, ou seja, uma das seguintes condigoes abaixo deve valer:

(L-1) Se

! !/

YeUr) V1) YolUsa)(Va) -+ To(Uss) (Vi)

1, (Use)(V) I (Use)(Va) -+ I (Usg)(Viga)
A(Vi, Va, - Vi) = ‘ | | ,

I, (Us) (Vi) I (Us)(Va) -+ T (Usir)(Viga)

entao det(A(Vy, Va, -+, Vyi1)) = 0 para quaisquer Vi, Vo, .-+ V€ H(Q);
(L-2) Existem \, A\, € R, k=1, 2,---,J tais que

J

B (Ur) (V) = AYe(Us) (V) + D NI (Us)(V), YV € H(Q), (1.28)

Mas também, sabemos que, para U,V € H(Q) e k =1,2,--- ,J, valem

’

Y (U)V) =2(U,V)e e I U)(V) = (V,Up)as

Por isso, ao utilizarmos o fato de U;,; € K; e a hip6tese de inducao, obtemos para
kEl=1,2,---  Jek#L

To(Us1)Usia) = 20Uz, Upii)o = 2| Usnllz = 2,

Yo (Usi1)(Uy) = 2(Usi1, Ur)o = 2ux{Uss1, Ur)ag = 0,

L, (Us1)(U1) = (Ur, U)o = 0 € I (Uys1)(Ur) = (Ur, Ur)op = Ul o = .
Consequentemente, detA(Ujyq,U1,Us,...,U;) = 2aq09---ay > 0. Logo (L-2) deve
ocorrer. Para concluirmos a prova da afirmacao 4, precisaremos de um outro resultado

auxiliar, a saber,
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(ORA) \, =0, V ke {1,2,---,J}

De fato, ao considerarmos V = Uy, para s € {1,2,---,J}, em (1.28), obtemos

J
2(Uj41,Us)ap = 22M(U 11, Us) o + Z Me(Us, Uk)ao.

k=1

Agora, ao utilizarmos o fato de U, € K; e a hipotese de indugao, segue que
0= 2/\MS<UJ+17 Us>2,8 + /\5<Usa Us>2,8 = 2)\8M5_1||Us||§ - 2/\sus_l

Finalmente, como p, # 0, para qualquer s € {1,2,---,J} (hipdtese de indu¢ao), con-
cluimos que A\; = 0, V s = 1,2,---J, ficando, deste modo, justificado (ORA). Como

consequéncia da validade de (ORA), ao considerarmos V = U em (1.28), obtemos

ari = Urnllzo = (Usi1, Uspa)ao = MUs1, U)o = AMUsalle = X

Ainda, em razao da validade de (ORA), temos (U1, V)29 = MUj11,V)e, V'V € H(QQ).

Com isso e devido & A = ay41 > 0 (afirmacao 3), concluimos que
a1 (Us1, V)so = (U, Ve, VYV € H(Q), (1.29)

de onde segue que o par (Ujyq, Ozj}rl) = (Ujs1, pty41) € solucdo fraca para o auto-sistema
(1.1). Dai segue a validade da afirmacao 4. Para finalizarmos a prova do teorema 1.2,
notamos que, para j € N, U; € K; C K. Logo, ||Uj||c = 1, ou seja, U; € H(Q) \ {0}.

Com isso e pela validade das afirmacoes 1, 2, 3 e 4, segue a validade do teorema 1.2.

O proximo teorema nos fornece algumas propriedades para a sequéncia (p;).

Teorema 1.3 Suponhamos vdlidas as condicées (H) e (P). Entao a sequéncia de auto-
valores de Steklov, (u;), satisfaz:

(S-1) 0 <y <po<pg < <py<oovg

(5-2) (U;,Uk)29 = ,uj_léjk e |Ujllec =1, para quaisquer j,k € N;

(5-3) lim pi; = oo;
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(S-4) A dimensao do autoespago associado a cada autovalor p; € finita.

Prova: (S-1) Devido ao teorema 1.2, para l > 1, iy =a; ' e oy = supyeg, , B(U). Logo,
em razao de K;_; C K, o, para j > 2, a; < 5. Assim, pj_; = aj’_ll < 04]71 = U, para

qualquer j > 2. Com isso e pelo fato de pu; > 0 (teorema 1.1), segue que

0<pn <po<-- <py<oee,

como desejavamos.

(S-2) Pelo teorema 1.2, U; € K;_y C K, V j € N. Logo, |Ujllc =1e
(Uj, Uk)2.0 =0, para k < j.. (1.30)

Caso j < k, ao trocarmos na igualdade (1.30), j por k, obtemos (U;, Uy)29 = 0. Final-
mente, se j = k, entao, pelo fato de U; ser autofungao de Steklov associada ao autovalor
11, temos (U;, Uj)ao = 5 (Uj, Uj)e = s |Uj||& = ;' Daf segue a validade de (S-2).

(S-3) Suponhamos tal condigao falsa, ou seja, existe K € R, tal que p; < K, Vj € N.

Consequentemente, ao definirmos, para cada j € N, V; = HUJ-Uﬁ € H(Q) e ao utilizarmos
A _ : | ’ -

o teorema 1.2, ||V;||2 = \\U,-]\\gi, = ”Ujl”;a =pu; < K,V j € N. Logo, (V;) é uma sequéncia

limitada em (H(R2),] - ||c). E como as normas || - ||¢, || - ||z sd@o equivalentes em H(f2),

a sequéncia (V) também ¢ limitada em (H(Q),| - ||x). Agora, visto que (H(Q),| - || #)
¢ reflexivo, existem uma subsequéncia (V},) de (V;) e V € H(Q), tais que Vj, — V em
(H(Q), || - |lz). Por conseguinte, em razio da validade do teorema T-C, Vj, — V em
(IL2(0)]%, || - ||l2.6). Deste modo, a sequéncia (V;,) é de Cauchy em [L2(0Q)]°. Entre-

tanto, ao considerarmos ji, j; grandes, com jp # j;, obtemos, do fato das autofuncoes de

Steklov satisfazerem a condicao (S-2),

Uy T
Uillzo  1Ujll20

LR IUEs

- =2
20 WUilze U5

IV, — Vil2y = H :

0 que é uma contradigao com o fato da sequéncia (V}, ) ser de Cauchy em [L2(89)]?. Por-

k

tanto devemos ter lim;_, ., p1; = +00. Dai segue a validade da condicao (S-3).

(S-4) Suponhamos que exista k € N, tal que a dimensao do autoespago associado ao
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autovalor y, seja infinita. Neste caso, podemos considerar uma sequéncia {W;},ey de
autofuncoes de Steklov C-ortornormais em H(2) associadas ao autovalor ug. Conse-

quentemente, para r,s € N, com r # s,
(W, Wi)ao = N;1<erWS>C =0el= HWTH%‘ = MkHWng,a'

Logo, ao definirmos, para j € N, V; = IIWZVW’ concluimos que a sequéncia (V;) é limitada
em (H(Q),||-||c). Porisso e pelo fato das normas ||-||c, || ||z serem equivalentes em H(£2),
temos que a sequéncia (V;) também ¢é limitada em (H(S2), ||- ||#). Por conseguinte, devido
a reflexibilidade de (H(2), || ||z), (V;) admite subsequéncia (V;,
em H(Q). De outro modo, existe V € H(Q) tal que V;, — V em (H(Q),]| - ||z). Segue,

) fracamente convergente

da validade do teorema T-C, que Vj, — V em (IL2(0Q)]), || - l.6)- E assim, a sequéncia

(V},) é de Cauchy em [L2(09)]°. Porém, ao considerarmos j,, j, grandes, com j, # js,

T

obtemos

S LA P (LA

||VA —
’ o Wi l3o IV

_‘/}s

5 = 2,
2,0

r

ga:H iz - iz
’ Wil W

2,0

s

0 que ¢ um absurdo, pois a sequéncia (V}.) ¢ de Cauchy em [Lz(ﬁﬁ)]Z. Portanto, a
dimensao do autoespago associado a cada autovalor de Steklov deve ser finita, ficando,

assim, provada a condigao (S4).

1.6 Relagoes entre autofungoes de Steklov e H(2)

Nesta secao, descrevemos uma decomposigao C-ortogonal de H(£2) e mostramos
que as autofuncoes de Steklov do auto-sistema (1.1), construidas na se¢ao anterior, formam
uma base de Hilbert para o C-complemento ortogonal de Hy(£2), o qual denotaremos por
W. Assumimos, para o que segue, desta se¢do, a validade das condigoes (H) e (P).

Devido & validade de (S-4) (teorema 1.3), temos, para cada k € N,

dimAut () = my, < 00,
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sendo Aut(uy) o auto-espago associado ao autovalor de Steklov fiy.

Seja My = {VF, V- VE }, uma base de Aut(yuy,), C-ortonormal no espago
(H(Q),] - lc)- Ainda, se U € M; e V € My, com | # k, entdo, gracas a condicao (S-2),
dada no teorema 1.3, (U, V)c = (U, V)29 = 0. Consequentemente,

5:{{/11’... >Vn1mV12"" >Vn212>"' 7‘/1k7"' 7Vr’r€Lk7“'}
¢ um subconjunto C-ortonormal em (H (), || - ||c)-

Proposicao 1.11 Se, para cada k € N, denotarmos

Vi sel<k<m
W =

" .
Vit se m; <k§mj+mj+1, VESB\B

k—m]"
entio O = (Wy,) € uma sequéncia C-ortonormal total em Hy(Q)* = W.

Prova: Como O C S, O define uma sequéncia C-ortonormal em H(Q2). Provemos que
0 cC Hy(Q)t = W. Para tal, seja U € 0. Devido a proposicao 1.8, para provarmos que

U € Hy(2)*, basta-nos mostrar que U é uma H-solugdo fraca de (1.22), ou seja,
(U,0)c =0, VO e [CH)]. (1.31)

Ora, visto que U é autofuncao de Steklov, digamos, associada ao autovalor de Steklov,
pi, temos (U, 0)¢ = (U, O)a9. Além disso, (U,0)ss = 0, pois © € [CL(Q)]°. Dai
segue a validade de (1.31), e assim U € Hy(2). Agora, devido ao teorema 6.7 e ao fato
de Hy(Q)* ser um subespago de Hilbert de H(Q2) (pois é fechado), para concluirmos a
prova da proposicio 1.11, precisamos apenas mostrar que, se U € Hy(Q)* for tal que
UL O, em (HQ),| - ||c), entdo U = 0. Suponhamos que isso nao ocorra. Ou seja,
existe U € Hy(Q)*\ {0}, tal que U L O, em (H(Q), || - |lc). Deste modo, se denotarmos
V= ﬁ, entao |V =1e(V,U)e =0,V U € O. Consequentemente, V € Kj,V j € N.
Por outro lado, da definicao de 3, (V) > 0. Se B(V) = 0, entdo, pela proposicao 1.9,
V € Hy(Q). E como V € Hy(Q)L, segue que V = 0 em (H(Q),| - |lc), 0 que é um
absurdo, pois ||V ¢ = 1. Logo, devemos ter 5(V) > 0. Finalmente, pela validade de (S-
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3) (teorema 1.3), u; — 400, quando j — +o0o. Por conseguinte, em razao de p; = a;l,
a; — 0, quando j — +o00. Portanto, existe J € N tal que B(V) > ay41, 0 que contraria a
definicio de oy = sup{B(U) : U € K}, pois V € K;. Assim, devemos ter U = 0. Dai

segue a validade da proposicao 1.11.

Observacao 1: Como consequéncia da proposicao 1.11, a sequéncia O define uma base
de Hilbert para o espago Ho(Q)*, em (H(Q), | - [|c).
Observagao 2: Segue, devido a observacido 1, que U € Hy(Q2)* é escrito de maneira

tinica (a menos da ordem) como
U= (UVi)cVie |U|& = Zy (U, Viyel*. (1.32)
k=1 k=1

Observacao 3: Da observacao 2, da linearidade e continuidade de Y e do fato de V}, ser

autofuncao de Steklov associada ao autovalor de Steklov oy, onde

M1, S€ 1 S k S miy,

Wi, semj g <k <mjj=>2,

obtemos

= YUV, ¢ ISR, = o 0 Ve, (134
k=1

Observacao 4: Se, para cada j € N, fixado, denotarmos

U M

k=j-+1

(& Xj = Yj DS Ho(Q),

I

J
UM
k=1

entdao H(Q) =V, &¢ X.

De fato. Seja U € H(Q2). Entao, como H () = Hy(2) ®c W (proposi¢ao 1.10), existem
tinicos Uy € Hy(Q) e U € W, tais que U = U + Uy. Mas também, devido a U € W, existe
uma tnica sequéncia (¢;) em R, tal que U=cVi+-+ c; Vi 4+ 1limy, 4 oo i(U, Vi)oci V.
E assim, -

U201U1+02U2+ +CJU + lim S —|—U0, (135)

n——+o0o
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n

onde S,, = Z c;U;, para cada n € N. Consequentemente, ao denotarmos
j=1

V:ClU1+CQU2—|—"'+CjUj,Y: lim SkeX:Y+Uo,

k—+o0

temos, gracas a igualdade (1.35), U =V + X, sendo V € V; e X € X, pois Y € Y, e
Uy € Hy(2). Por conseguinte, em razao da unicidade de escrita de U, H(Q2) =V, &¢ X;,
como queriamos.

Observacao 5: Da definicao de V;, segue que d = dimV; = m; +mgy +---+m;. Assim,
d

se U € Vj, entao U = Z(U,\/J>CI/] Logo, devido as identidades dadas em (1.32) e
j=1
(1.34), e a condicao (S-1) do teorema 1.3, obtemos

1Ul50 = 15 IUNE, ¥ U € H(SQ). (1.36)

Agora, se U € Y; C W, entao, devido a observacao 2,

n

n

U= lim g U, U2, = lim E —12

o kVEk, ” ||2,a e g Ck
k=j+1 k=j+1

n

T2 — 1 2
Ul = ngffoo Z C-
k=j+1

Combinando estas identidades a condigao (S-1), dada no teorema 1.3, concluimos que
U130 < 5y lim > i =y Ll[UE, VU €Y. (1.37)

k=j+1

Com estas observacoes, finalizamos este capitulo.



Capitulo

2

Autovalores de Neumann para sistemas

envolvendo o operador laplaciano

2.1 O auto-sistema de Neumann

Nesta secao, daremos algumas defini¢oes basicas, as quais estao relacionadas ao

auto-sistema de Neumann

— AU+ C(x)U =N, sexef)
o _
on

(2.1)
0, se x € 012,

Q C RY, com N > 2, satisfaz a condigdo (H) e C(x) satisfaz a condigao (P).
Definicdo 2.1 Uma solugao fraca para o auto-sistema de Neumann (2.1) €, por definigao,

um par (U, \) € [H(Q2) \ {0}] x R, que satisfaz

/ VU - VV + (C(2)U, V)] dx = )\/ U-Vdo, ¥V € H(Q). (2.2)

Neste caso, denominaremos U uma autofuncio de Neumann associada ao autovalor de

Neumann, X\, do auto-sistema (2.1).

Objetivamos encontrar uma sequéncia de autovalores de Neumann para o auto-sistema
(2.1). Com este intuito, generalizaremos algumas ideias de [43]. Definimos G : H(f2) — R,

por GU) = ||U|3—1eL={U € H(Q): G(U) = 0}. Utilizaremos técnicas variacionais

40
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para minimizar T ¢ sobre L. Por isso, consideramos
p1 =nf{Yc(U): U eL}. (2.3)

Mostraremos que existe U; € L, tal que p; = T¢(U;). Neste caso, veremos que U; é uma,
autofuncao de Neumann para o auto-sistema (2.1), correspondendo ao menor autovalor de
Neumann, A\; = p;. Para fazermos isso, precisaremos de alguns resultados preliminares,

0S quais enunciaremos e provaremos na proxima segao.

2.2 Resultados preliminares

Nesta secao, mostraremos duas proposicoes. A primeira delas, refere-se ao fun-
cional Gy : H(Q2) — R, definido por Gy(V) = (V,U)s, VV € H(R2), com U € H(Q)

fixo.

Proposicao 2.1 Suponhamos vdlida a condicio (H). Entao, para U € H(Y) fizado,
Gy € CY(H(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em V € H(QY), Gy, isto é,

/

Gy (V)W) = (W,U)s, YW € H(Q). (2.4)

Prova: Como a condicio (H) ¢ satisfeita, o mergulho H(Q) — [L%(Q)] é continuo. E

assim, existe constante By > 0, tal que
[Wll2 < BollWl[u, YW € H(). (2.5)

Afirmacgao 1: Gy é funcional linear limitado.
De fato, a prova da linearidade de Gy ¢é imediata, assim, a omitiremos. Provemos a

limitacao de Gy. Para tanto, seja V € H(Q2). Entao,
Gu(V)] = (V. U)o| < VMU < BV kUl

Dai segue a limitacao de Gy. Agora, sabemos que todo operador linear e limitado, 7" :

(X, - lx) = (Y5 - |ly), é um elemento de C*°(X,Y), tendo como derivada de Fréchet
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emu € X, T'(u) =T. Com isso e pela afirmacao 1, segue a validade da proposicao 2.1.

Proposic¢ao 2.2 Suponhamos vdlida a condi¢io (H), entio G € C'(H(Q),R), tendo
como derivada de Fréchet em U € H(Q), G (U)(V) =2(U, V), V'V € H(Q).

Prova: Notemos, inicialmente, que G = P + Q, onde os funcionais P e Q sao definidos
por P(U) = ||U|2 e QU) = -1,V U € H(Q). Como Q é constante, Q € C*(H(Q),R),
e Q/(U) =0,V U € H(Q). Assim, para concluirmos a prova da proposi¢ao 2.2, devemos
mostrar que P € C'(H(Q),R), e este deve ter derivada de Fréchet em U € H(R), dada
por P'(U)(V) = 2(U, V), ¥V € H(Q). Provemos isso.

Afirmacgao I: Para U € H(Q) fixado, Ny : H(Q2) — R, definido por Ny (V') = 2(U, V),
V'V e H(Q2), ¢ um funcional linear e limitado.

De fato, a prova da linearidade é imediata. Provemos a limitacao do funcional Ny. Para

isso, seja V € H(Q2). Entao,
INg (V)] = 2[{U. V)| < 2|[U[2|V 2 < 2B*|U ||V ]| (2.6)

Dai segue a limitagao do funcional Ny .

Afirmacdo II: O funcional P é Fréchet diferenciavel, tendo como derivada de Fréchet
em U € H(Q2), Ny.

De fato. Para U € H(S2), e > 0e V € H(Q), com 0 < ||V[[z < 5, temos

i PU +V) = PU) = No(V)| = i 10U+ VI3 = U3 = 20U, V)
= i U+ V.U + V) = (U,U)2 = 2(U, V)
= PV V)| < A IIVIB < BRIVIIk < e

Dai segue a validade da afirmacao II.
Afirmacao III: O operador P’ : H(Q) — H(Q)* é continuo.
De fato, sejam (U,,) uma sequéncia em H(Q2) e U € H(Q), tais que U, — U em (H(Q), || -
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|r). Por isso e pela desigualdade (2.6), temos

1P (U.) = POl = sup{|P"(Un = U)(V)|: V € HQ) e |[V]m =1}
< 2B2|U, — Ully — 0, em (R, |- |).

Portanto P’ é um operador continuo, ou seja, a afirmacao III vale. Devido a validade das

afirmacoes IIT e 111, segue a prova da proposicao 2.2.

2.3 Construcao do primeiro autovalor de Neumann

Nesta secao, mostraremos a existéncia de um primeiro autovalor de Neumann, o

qual denotaremos, posteriormente, por A;, e algumas de suas propriedades.

Teorema 2.1 Suponhamos vdlidas as condi¢oes (H) e (P). Entao, existe um par (Uy, A1)
em [H(Q) \ {0} xR, o qual € solugao fraca para o auto-sistema (2.1). Em outras palavras,

A1 € um autovalor de Neumann para o auto-sistema (2.1).

Prova: Seja p; = inf {Y¢(U): U € L}. Da definicao de infimo, conseguimos uma se-

quéncia (U;) em L, tal que
To(U;) = prem (R,|-|) e To(U;) < pr + 1, (2.7)

Uma vez que ||U;||2 = Tc(U;), segue, por (2.7), que a sequéncia (U;) é limitada em
(H(Q), || - |lc)- Disso e devido as normas || - ||g, || - ||c serem equivalentes em H(2),
(U;) também é sequéncia limitada em (H(Q),| - |lg). Mas também, (H(Q),|| - ||x) €
reflexivo. Logo, existem U € H(£2), e uma subsequéncia (Uj,) de (U;), tais que U;, — U
em (H(Q),| - |lg). Ora, devido a validade da condi¢do (H), o teorema R-K vale. Por
conseguinte, o mergulho H () < [L(Q)]” é compacto. Assim, U;, — U em (L2, -
|2). Consequentemente, ||Uj, |l — ||[U]]2 em (R, |- ), pois |||[U;.lla — |Ull2] < |U;, — Ull2,
V k € N. Agora, por causa de U, € L e da continuidade da norma || - ||2, [|U|2 = 1, ou

seja, U € L. Mostremos que Y (U) = p;. Para isso, basta-nos mostrar que Y¢(U) < py,
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pois a outra desigualdade segue, haja visto que U € L. Devido a observacdo 1, da secio

3, do capitulo 1, e & (2.7), temos

To(@)} = [Tlle < tmint Uy o = pf.
Por conseguinte, Yo(U) < p1. Logo, Yo(U) = p;. Deste modo, podemos ver T¢(U)
como um extremo de T¢ restrito a L = G~' ({G(U)}). Disso e devido & G,T¢ €
C(H(Q),R) (proposigoes 1.5 e 2.2), podemos aplicar o teorema dos multiplicadores de
Lagrange (teorema 6.16), ou seja, uma das seguintes condigoes deve ocorrer:
(1) G'(U) =0;
(2) Existe p € R, tal que Yo (U)(©) = uG (U)(0),V © € H(Q).
A condigdo (1) néo é valida, pois G (U)(U) = 2||U||2 = 2 # 0. Logo, vale a condicio (2).
Assim, ao considerarmos © = U em (2), obtemos p; = Yo (U) = |U||%2 = ul|U|2 = u,
pois U € L. Consequentemente, devido & validade de (2) e a ||U|s = 1, o par (U, u) é
uma solucio fraca para o auto-sistema (2.1). Se denotarmos A\, = p, e Uy = U, entdo \; é
um autovalor de Neumann para o auto-sistema 2.1, tendo como autofuncao de Neumann

associada, U;. Além disso, A\; tem a seguinte caracterizacao variacional

U1

= in —— = ="T-(U;). 2.8
Y7 ven@n\joy U3 c(th) (2.8)

O proximo resultado nos fornece algumas propriedades para A;.

Teorema 2.2 Suponhamos vdlidas as condicoes (H) e (P). Entdo, A\ satisfaz:
(N2) A\ € o menor autovalor positivo de Neumann para o auto-sistema (2.1).

(N3) |UII& = MUIE, ¥V U € H(Q).

Prova: (N1) Ja sabemos que \; = p; > 0. Suponhamos \; = 0, entdao 0 = p; =
Yo (U) = ||U||%, de onde segue que U = 0 em H(f2), o que é um absurdo, pois U € L.
Portanto A\; > 0. Dai segue a validade de (IN1).

(N2) Se A\ nao for o menor autovalor positivo do auto-sistema (2.1), entdo existem

U e HQ) \ {0}, e 0 < A < A\ que satisfazem (2.2), ou seja, (U,V)e = MU, V),
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VvV e HQ). Consequentemente ao tomarmos V = ”U”2, Te (HUII ) \. Agora, como

U ) = —
G <”U”2> 1, segue que —— ”U” € L. Logo, em virtude de \; = p1, Ay < T¢ <”U||2> A, 0

que gera um absurdo, pois supomos A < ). Dai segue a validade de (IN2).
(N3) Se U = 0, entao a igualdade em (IN3) ¢é facilmente verificada. Se U # 0, entdo, em

razdo de

inf
= verm\0) Uz~
a validade de (IN3) fica justificada.

2.4 Construcao da sequéncia de autovalores de Neumann

Nesta secao, objetivamos construir uma sequéncia de autovalores de Neumann,
(&), para o auto-sistema (2.1). Vimos, na se¢ao anterior, a existéncia de um primeiro
autovalor de Neumann, \; = p;, com autofuncdo de Neumann associada U; = U. Com
isso, iremos em busca de tal sequéncia, por um processo de inducao finita. Também, nesta
se¢ao, daremos algumas propriedades da sequéncia (). Nosso primeiro resultado, nos

fornece uma relagao entre pares de solugoes fracas do auto-sistema (2.1).

Proposigao 2.3 Suponhamos vdlidas as condicoes (H) e (P). Se os pares (U, \), (W, u) €
H(Q) xR forem solugdes fracas para o auto-sistema (2.1), com X # u, entdao (U, W )9 = 0.

Prova: Como (U, \) é solucao fraca para o auto-sistema (2.1), (U,0)c = AU, O),,
VO € H(). Tomando © = W, obtemos (U, W)c = AU, W),. Argumentando de
maneira analoga, s6 que agora, utilizando o fato de (W, i) ser solucao fraca para o auto-
sistema (2.1), e fazendo © = U, obtemos (W,U)c = p(W,U)s. Consequentemente,
A=) (UW)y = (UW)c — (W,U)e = 0. Mas, como X\ # u, (U W)y = 0, como

desejavamos.

O proximo teorema nos fornece a sequéncia de autovalores de Neumann, (Ay).
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Teorema 2.3 Suponhamos vdlidas as condi¢oes (H) e (P). Entdo, existe uma sequéncia
de pares ((Ug, M) em [H(Q2) \ {0}] x R, os quais sdo solugdes fracas para o auto-sistema
(2.1) e satisfazem:

(1)0< A <A< <A <eee

(2) (Up, Uy = 6, ¥ k1 € N.

(3) Ay =inf{Yc(U) : U € Ly_1}, sendo, para s € N,

Lo=L, eLy,={Ue€L:(UU),=0,Vi=1,2--- s},

Prova: Provaremos tal teorema por inducao em k. Segue, do teorema 2.1, a validade do
teorema 2.3 para k = 1. Suponhamos o teorema 2.3 vélido para 1 < k < J, e provemos

que o mesmo continua valido para J 4 1. Para isso, consideremos
. . 2
1= inf Yo(U) = inf ||U||A.
pret = jnf Yo(U) = inf U]}

Afirmagcéo 1: Existe U € L, tal que pyq = Tc([/]\).

De fato, das defini¢des de pyi; e de infimo, existe uma sequéncia (U,) em L, tal que
To(Un) = pysrem (R, |- |) e Te(Un) < pya + 1, (2.9)

Assim, como Y (Uy,) = ||Ua||2 < py1+ 1, a sequéncia (U,) é limitada em (H(Q), | - ||¢)-
Por isso e pelo fato das normas || - ||¢, || - ||z serem equivalentes em H((2), temos que
a sequéncia (U,) também é limitada em (H(Q),| - |lz). Consequentemente, visto que
(H(), |- |lz) ¢ um espaco reflexivo, existem U € H () e uma subsequéncia (Uy,) de (Uy),
tais que U,, — U, em (H(Q),| - |lg). Com isso e devido a compacidade do mergulho
H(Q) < [L2(Q)]? (isto segue do teorema R-K), temos U,, — U em ([L2(Q)]*,]|- ||2). Por
conseguinte, em razdo da desigualdade [[|U,,, |2 = |U|l2] < |Un, = Ull2s |Unll2 = |U]|2 em
(R,|-|). Mas também, ||U,, |l = 1, V [ € N. Deste modo, pela continuidade da norma
| - ||2, segue que ||(A]H2 = 1, ou seja, U e L. Assim, para U pertencer a Iy, basta-nos
mostrar que <[/]\,Ui>2 = 0, para qualquer i € {1,2,---,J}. Provemos isso. Temos que
(-,-)2 é um funcional continuo sobre [L(Q)]* x [L2(Q)]>. Consequentemente, devido &

cada i € {1,2,---,J}, (Uy,U;) — (U,U;) em [L2(Q)) x [L*(Q))°, munido da norma
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-2+ ll2s (Unys Ui)a — ([7, U;)2 em (R, |- ). Disso e do fato de (U,,,U;)2 =0,V I e N
(U, € Ly), temos (ﬁ, U)o =0,Vi=1,2,---,J. Portanto U € L,. Logo, Tc(l?) > prit
Mostremos que Tc(ﬁ) < pjsi1- Ora, devido & observacao 1 da se¢do 3, do capitulo 1, e &
(2.9), temos
S s o L
YD)} = [Tlle < Iminf [0, e = oo,

-~ ~

de onde segue que, To(U) < pyi1. E assim, To(U) = pyi1, como querfamos.
Afirmagcéo 2: Se denotarmos Uy, ; = U, entdo o par (Ujs1,pyi1) € solucao fraca para o
auto-sistema (2.1).

De fato, devido a hipotese de indugao, para 1 < i < J, os pares (U;, A;) € (H(Q2) \ {0}) xR
sdo solugoes fracas para o auto-sistema (2.1) e satisfazem as condiges (1), (2) e (3).
Assim, tem sentido definirmos, para 1 < i < J, o funcional G; : H(2) — R, dado por
Gi(U) = (U,U;)2, Y U € H(Q2). Tal funcional, de acordo com a proposi¢ao 2.1, é um
elemento de C'(H(2),R), pois G; = Gy,, com U; € H(Q) fixado, tendo como derivada de
Fréchet em U € H(), G;(U)(V) = (V,Ui)e, ¥V V € H(Q). Ainda, em razdo da validade

da afirmacao 1, Yo (Ujs1) = pye1 € um valor extremo de Yo restrito a

L;=G"({GUs1)}) N

ﬂ G ({Gi(UJ—i-l)})] :

Por isso e por T¢, G € CY(H(Q),R) (proposigoes 1.5 e 2.2), as hipoteses do teorema 6.16
sao verificadas. Consequentemente, uma das seguintes condicoes deve valer:

(1) Se

GUp)(V) G Up)(Va) oo G (Ur) (Vi)
GiUs)(V1) Gi(Usa)(Va) .. Gi(Usi1)(Viga)

AWVi, Vay oo Vi) = ' ' ' ' ;

G (Us)Vi) GoUs)(Va) .. Gy(Ussr) (Vi)
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det(A(Vy, Vo, -+, Vyyq)) = 0 para quaisquer Vi, Vo, -+ Vi € H(Q);
(I1) Existem A\, p; € R, i =1,2,--- ,J tais que
J
TeUss)(V) = AG (Uss)(V) + Y iuGiUsa)(V), ¥ V € H(Q).
i=1
Segue, da hipotese de inducao, para i =1,2,--- ,J, que ||Us|]2 =1,
G (Us1)(Uss1) = 2(Uss1, Ugga)z = 2|Usia 13 = 2,
G (Ur1)(Us) = 2(Ug 41, Us)a = 0,
Gi(Us1)(Usi1) = (U1, Us)e = 0 € Gi(Uy1)(Us) = (Us, U)o = ||Ui13 = 1.
Por conseguinte, detA(Ujy1,Uy,Us, -+ ,Uy) = 2 # 0. Assim, (I]) deve valer. Logo, ao
tomarmos, para cada i = 1,2,--- ,J, V = U; em (2), e lembrarmos que (U;,U;)2 = 0;j,
para i,j € {1,2,...,J}, To(Us1)(Ui) = MG (Us1)(Us) + pi Além disso, para 1 < i <
J, Yo(Us))(Us) = Yo (U)(Usyr). E, devido a hipétese de inducio, Yo (U;)(Usyr) =
NG (U)(Uygr), ¥V 1 < i < J. De onde vem que

!

i = NG (U)(Usir) = AG (Up)([Uh), V1 <i < J.

Mas também, para 1 < i < J, (U;41,U;)e =0,V 1 < i < J, pois Uyy1 € L. De onde
segue que G (U;)(Usyp1) = G'(U)(Uyy1) = 0,V 1 < i < J. Por conseguinte, y; = 0,

V1 <i<J. Com isso e em razao da validade de (I]),
Yo (Uss) (V) = AG (Usr)(V), YV € H(Q). (2.10)

Ao substituirmos as expressdes de Ti, e G em (2.10), concluimos que o par (Ujsyi, A)
¢ uma solugao fraca para o auto-sistema (2.1). Deste modo, para finalizarmos a prova
da afirmacao 2, basta-nos mostrar que A = p;,;. Provemos isso. Ao considerarmos
V = Uy, em (2.10), obtemos 2||Usy1]|2 = 2M|Uss1]|3. Mas, como ||Ujyi|2 = 1, segue
que A = || U1l = Yo(Usy1) = pyy1. Dai segue a validade da afirmagao 2. Deste modo,
se Aji1 = pJi1, entdo sy € um autovalor de Neumann para o auto-sistema (2.1), tendo
como autofuncao de Neumann, Uy ;.

Afirmacao 3: \j; 1 > A\J.
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De fato, como A1 = pyy1 = infyer, Te(U) = infyey, |U]|% e Ly C Ljy_q, segue que

= 1 > 1 =
)\J+1 Ulgﬂ_fd Tc(U) inf Tc(U) )\J.

- Uelly_4

Dai segue a validade da afirmacao 3. Agora, por hipotese de indugao, a condigao (1), nos
garante que

0< A <A< ---< ).

Consequentemente, gracas a validade da afirmacao 3, 0 < A\ < Xy < -+ < A\j < Ajyq.
Ja, a validade da condigao (2), para quaisquer k,l € N, ¢ imediata, por isso omitiremos

sua prova. Com isso, finalizamos a demonstracao do teorema 2.3.

Construimos, deste modo, uma sequéncia de autovalores de Neumann, (), para o auto-
sistema (2.1), cujas autofuncdes sdo ortogonais em [L2(Q2)]>. O proximo teorema nos

garante duas propriedades de tal sequéncia.

Teorema 2.4 Suponhamos vdlidas as condicoes (H) e (P). Entao a sequéncia de auto-
valores de Neumann, ();), satisfaz:
(N-1) lim \; = 4o0;

j—o0

(N-2) A dimensao do autoespago associado a cada autovalor \; € finita.

Prova: (N-1) Suponhamos que tal condi¢ao nao seja valida, ou seja, existe K > 0
tal que \; < K,V j € N. Como \; = Yc(U;) = ||Uj||2 e as normas || - ||c e || - ||# s@o
equivalentes em H (), a sequéncia (U;) é limitada em (H(€2), ||-||z). Deste modo, devido &
reflexibilidade de (H(S2), ||-|| &), existem subsequéncia (U;, ) da sequéncia (U;) e UeHEQ),
tais que U;, — Uem (H(Q),| - |lz). Assim, em virtude da compacidade do mergulho
H(Q) < [L2(Q)], temos U, — U em ([L%(Q)]?, ]+ ||2). Por conseguinte, a sequéncia (Uj,)
¢ de Cauchy em [L*(Q)]’. Entretanto, ao considerarmos ji, j; grandes e distintos, temos,
devido a condicao (2) do teorema 2.3, ||U,, — U, |3 = [1U;, 113 + 2(U;,., U;,)2 + |U; |13 = 2,

e isso contraria o fato da sequéncia (U}, ) ser de Cauchy em [L2(€)]?. Portanto, devemos

k
ter \; — 400, quando j — 400, como desejavamos.

(N-2) Suponhamos que exista k& € N, tal que a dimensao do autoespaco associado ao
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autovalor de Neumann )\, seja infinita. Neste caso, podemos considerar uma sequéncia
(W;) de autofun¢oes de Neumann, C-ortornormais em H(€2), associadas ao autovalor .
Disso segue, para k,l € N, com k # [, que (Wy,, W)y = A\, (Wi, W))o = 0. Também,

para j € N, temos ||[W;||Z = \¢||W;||3. Deste modo, se definirmos, para cada j € N,

vV, = ”VVVV#, entdo a sequéncia (V;) é limitada em (H(Q),|| - |l¢). Com isso, e em razao
das normas || - ||, || - ||z serem equivalentes em H((2), concluimos que a sequéncia (V)
¢ limitada em (H(Q),|| - ||m). Consequentemente, existem subsequéncia (V},) de (V;) e

V € H(Q), tais que Vi, — Vem (H(Q),||-|li). Por isso e pela compacidade do mergulho
H(Q) < [L2(Q)), Vj, = V em ([L2(Q)]°, ]| - ||l2). Logo, a sequéncia (V;,) é de Cauchy em

[Lz(é?Q)]Q. No entanto, ao considerarmos ji, j; grandes, com ji # j;, temos

Vij Wj

2
o _ ||W]k||% ||VVJ1||% —9
Wiclla - I, [l2 |

Vi — Vil = Hn

0 que é uma contradicdo com o fato da sequéncia (V},) ser de Cauchy em [L2(Q)]?. Por-

k
tanto, a dimensao do autoespaco associado a cada autovalor de Neumann deve ser finita,

ficando, assim, provada a condi¢ao (IN-2).

2.5 Relacoes entre autofungoes de Neumann e H(S2)

Nesta se¢ao, decomporemos H (£2) como soma direta de dois subespagos, os quais
estao relacionados as autofuncoes de Neumann, construidas na se¢ao anterior, bem como,
mencionaremos algumas consequéncias de tal decomposi¢ao. Assumiremos, para o que
segue, a validade das condi¢oes (H) e (P). Pela validade da condigdo (N-2) do teorema

2.4, temos, para cada k € N,
e = dimAut(\g) < o0,

sendo Aut()) o auto-espago associado ao autovalor de Neumann .
Seja B, = {U},U5,--- Ut} C H(Q)N [L%(Q))° uma base ortonormal, em

[LQ(Q)]Q, de Aut()\;). Tendo em vista a proposicdo 2.3, segue que os conjuntos By sdo



ol

mutuamente ortogonais em [LQ(Q)]Q, isto &, (U V), =0,VU € B, VV € p, k # L
Deste modo, N' = {U},--- UL U2, --- U?

1) T2

coe JUF - UF oo} define um conjunto

Tk

ortonormal em [LQ(Q)]Q. Consideremos, para j € N fixado, F;, o subespaco gerado por
E,={U} - Up,, - ,Uf‘,---UZj}.

Tal subespaco possui dimensao finita e igual a 7 = 7, + 72 + - - - + 7;. Consequentemente,
F; é um subespaco fechado em [L2(€)]%. Em particular, F; é um subespaco de Hilbert de
[L2()]>. Por conseguinte [L2(Q))° = F; & F, onde

FL={Ue [LXQ)] (U, V), =0,V V € F;}.

Para o que segue, necessitaremos do seguinte lema, cuja prova utiliza resultados basicos

de algebra linear, por isso, a omitiremos.

Lema 2.1 Sejam E um espago vetorial sobre um corpo K, A e B subespagos vetorias de
E, tais que E = A®B. Se X for um subespaco vetorial de E e A for um subespaco vetorial
de X, entio X =A & (BNX).

Como consequéncia deste lema, ao considerarmos E = [L2(Q)]?, X = H(Q), A = F, e

B= IF]-L, temos H(Q2) =TF,; & [F]L N H(Q)} Se, para cada k € N, denotarmos

U,ZH, sel <k <74
Vi =
jH+1

k=741 se Tj < k< Tj+l + Tjti+1, [ >1,

entao O = (Vi) define uma sequéncia ortonormal em F;- N H(Q). Isto é imediato, pois

Vi eN,VEeN.
Proposicdo 2.4 O ¢ uma sequéncia ortonormal total em Fy N H(Q).

Prova: De acordo com o teorema 6.7 e em razao de ]FJ-LOH(Q) ser um subespago de Hilbert
de [L2()]?, basta-nos mostrar que, se U € F+ N H(Q) for tal que U L O em [L2(Q)],
entdo U = 0. Suponhamos que isso ndo ocorra, ou seja, existe U € (IE‘JL N H(Q)) \ {0},
tal que U L © em [L*(Q)]°. Entdo, se denotarmos V = ﬁ, V] =1e (V,U) =0,
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V U € Q. Disso, do fato de V € F]l e da caracterizacao variacional de A, concluimos que
M < V]2, ¥V k € N, o que é um absurdo, pois, pelo teorema 2.4, A\, — o0, quando

k — +o0o. Portanto, U = 0. Dai segue a validade da proposicao 2.4.

Observacao 1: Como consequéncia da proposicao 2.4, a sequéncia O define uma base
de Hilbert para F+ N H(Q) C [L*(Q)).
Observagao 2: Devido a observagao 1, segue que, dado U € IE‘]L NH(Q),

U=> (UVi)aVi e HUHz—Z]UVk o (2.11)
k=1 k=1
Agora, para k € Ne U € H(()), temos
(U, Ve = (U, V), YV € Bg. (2.12)
Deste modo, podemos reescrever Fj- N H(£) como

FrNnH(Q) ={UecHQ):({UV)e=0, VYV eF;} =(F);,
que representa o complemento ortogonal de F; em (H(Q),| - ||¢), o qual é um subespago
fechado de (H(Q), ] - |lc), e assim, um subespaco de Hilbert de (H(Q),| - ||c). Ainda,
segue, por (2.12), que a sequéncia (Vi) é C-ortogonal em (]F])é Logo, ao denotarmos
W, = H‘Yﬁ, vemos que a sequéncia (Wj) é C-ortonormal em (Fj)é Denotemos tal

sequéncia por O¢.
Proposicao 2.5 A sequéncia Q¢ € total em (F])é

Prova: Devido ao teorema 6.7 e & (]F)é ser um subespagco de Hilbert de (H(Q2),] - [|c),
basta-nos mostrar que, se U € (F; ) for tal que U L Q¢ em (H(Q),|| - ||lc), entdao U = 0.
Suponhamos que isso nio ocorra. Entdo, existe U € (F;)5 \ {0}, tal que U L Og, em

(H(Q), || - |lc). Agora, para k € N, temos, devido a 2.12,

(U, Wiye =0= (U,Vi)e = 0= (|U]3'U, Viyo = 0= (|U|3'U. Vi)2 = 0.
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Segue, assim, se denotarmos V = 5> que [VIe=1e(V,U)y =0,V U € Qc. Com isso,

HU\
pelo fato de V € IF]L e pela caracterizacdo variacional de Ay, concluimos que A\, < HV||C,
V k € N, e isto gera uma contradigao, pois devido ao teorema 2.4, A\, — +o00, quando

k — +oo. Portanto, U = 0, como desejavamos.

Observacao 3: Como consequéncia do teorema anterior, a sequéncia Q¢ define uma
base de Hilbert para (F; ) C H(Q), sendo este ultimo espaco, munido da norma | - ||c.
Consequentemente, dado U € (F, ) N H($),

Mg

U= (UW)cWye ||U|Z = Z| (U, Wi)el? . (2.13)

1 k=1

e
Il

Observagao 4: Ao combinarmos as identidades dadas em (2.11) e (2.13) com (2.12),
obtemos, para U em Fj N H(Q) = (F;) s

U115 =Y o U Vide P e |UNIE = o (U, Videls
k=1 k=1

onde
)‘j+17 sel < k < Tj+1,
O —
Nitir1, seTjpu <k <7jgy+Tium,l>1

Agora, como 0 < A\jy; < A, V k> j+ 1, temos Ay <)\J+1,Vk‘2j+1. De onde vem

que o < )\jjrl, Vk>j+1. E assim,

U113 < A7 Y o U Viele = AL U 13- (2.14)

k=1

J
Obseravacao 5: Seja U € F;. Como U Bj ¢ uma base para F;, ao denotarmos, para

k=1
1<k<7el<Il<j—1(quandoj>2),

V;gla S€1§k§7’1,
Zy =

VklJrl sen < k<14 141,

T’
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T

existem tnicos escalares ¢, € R, 1 < k£ < 7, tais que U = chZk. Além disso, como

k=1
{Zk: 1 <k<7}CN, temos (Zy, Z))o =0¢€ || Zxlla =1,V 1 < kI <7, k#Il. Logo,

U153 = ci- (2.15)
k=1

Com isso e devido & (2.12), concluimos que (Zy, Z))c =0,V 1 < k, I < 7, k # . Deste

modo,
.

012 = &2z (2.16)

k=1

Por fim, afirmamos que, para qualquer U € I;, vale
U112 = A7 MU (2.17)
De fato. Se denotarmos, para 1 <k <7el<[<j—1 (quando j > 2),

/\17 S€ 1§k§7—17
Sk =
)\l+17 se 7_l<k7§7—l+7—l+17

entao, ao utilizarmos (2.12) em (2.16),

T

IUIIE = . (2.18)

k=1

Finalmente, como A\, < \;, V1 <k < j, temos ¢, < \;, V1 <k < 7. Combinando isso,

(2.18) e (2.15), obtemos

012 <X ) = AllUls

k=1
Dai segue a validade da afirmacao. A importancia desta secao serd observada no capi-
tulo 3, onde utilizaremos as desigualdades (2.14) e (2.17), para obtermos resultados de
existéncia de solugao para uma classe de sistemas nao lineares, com condigoes de fronteira

nao lineares.



Capitulo

3

Sistemas elipticos nao lineares com condicoes

de fronteira nao lineares

3.1 Uma breve introducao

Neste capitulo, mostraremos a existéncia de solucao fraca para o sistema de

equacoes diferenciais parciais elipticas com condigoes de fronteira nao lineares

-~ AU+ C(x)U = f(z,U), sex €

(3.1)
g—g:g(aj,U), se x € 082,

onde @ C RV, com N > 2, é um dominio limitado com fronteira, 012, de classe C%!, e

0
an
ao denotarmos f = (f1, f2) € g = (g1, 92), as seguintes condigoes:

a(z) b(z) o .
T) = € uma matriz positiva definida sobre para q.t.p. xr € {},
(P) C(x) ( t tiva definida sobre R? t 0

b(z) ()

com a,b,c € LP(Q), para p > %, quando N >3 (p > 1, quando N = 2).
(H1) F,G € C*(Q x R, R) sdo tais que, para qualquer x € Q,

=7 -V é a derivada normal exterior unitéria sobre 0¢). Assumiremos, neste capitulo,

VuF(z,U) = f(z,U) e VyG(z,U) = g(z,U),

95
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onde VyF = (g—i, %—f).

xistem constantes A%, AL > 0 tais que
(G1) Exi Aj, Ay > 0 tais g
|gi (@, u, v)| < A} + A [Ju] + |v]]°

com 0 < s < ,parai=1,2, 1 € Qe U = (u,v) € R

N —2
(F1) Existem constantes B, Bi > 0 tais que

[filx,u, )] < By + By [Jul + ol

2 _
Ni_2,paraizl,Q,ereU:(u,v)ERZ.
(LG) G satisfaz

com (0 <t<

lim [VyG(z,U)-U—2G(z,U)] = 400

U|—s-+oo
uniformemente para q.t.p. z € 0.
(LF) F satisfaz

lim [VyF(z,U) -U—2F(z,U)] = +00

|U|—=+o0
uniformemente para q.t.p. z € €.
Observagdo 1: Quando validarmos a condicio (H1), f;, g € C(Q,R?), parai = 1,2.
Observagao 2: O fato de 99 ser de classe C%! implica na validade da condigao (H),
definida no capitulo 1 (veja o capitulo 4 de [1]). Consequentemente, quando supormos
valida a condi¢ao (P), os resultados obtidos nos capitulos 1 e 2 continuarao validos.

Lembremos dois destes resultados. No capitulo 1, vimos que o auto-sistema

—AU+C)U =0, sexec,
o _
on

(3.2)
uU, se x € 0S).

admite uma sequéncia de autovalores de Steklov, (1), tal que

O<M1§M2§<Mg§—>+oo, quandOj—>+Qo
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Além disso, cada autovalor ;1; possui autoespago associado com dimensao finita. E, pela

caracterizacao variacional de pq,
Ul < IUNE, ¥ U € H(Q). (3.3)
J&, no capitulo 2, vimos que o auto-sistema

— AU+ C(x)U = XU, sexe€,
o _
on

(3.4)
0, se x € OS2

também possui uma sequéncia de autovalores, (J;), denominados autovalores de Neu-

mann, tais que
O<A <A< A<-- <A\ < — 400, quando j — +00.

Além disso, cada autovalor A; possui autoespaco associdos com dimensao finita. Também,

devido & caracterizacao variacional de Ay,
MIUN < U, YU € H(Q). (3.5)

A validade dos resultados de existéncia de solugao fraca para o sistema 3.1, que obtivemos,
se d& quando relacionamos a nao linearidade de fronteira, g, com o espectro de Steklov,
e a nao linearidade de reacao, f, com o espectro de Neumann. A seguir, definimos o que

vem a ser uma solucao fraca para o sistema (3.1).

Definigao 3.1 U € H(Q) € dita uma solucao fraca para o sistema (8.1) quando

/ VU - YV + (C(2)U, V)] d = / F@,U) - Vdz + / o, U)-Vdo,  (3.6)
Q Q o0

para qualquer V€ H(Q).
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3.2 Principais resultados

Nesta secao, enunciaremos os principais resultados deste capitulo, os quais serao

provados nas secoes 3.4, 3.5 e 3.6.

Teorema 3.1 Suponhamos que as condi¢oes (P), (H1), (G1) e (F1) sejam satisfeitas.
Além disso, suponhamos que a sequinte condi¢cao também seja vdlida:

(A1) Ezxistem constantes A\, u € R tais que

2 2F
lim sup G(z,U) <pu<u e limsupLUQ) <A<\,

2 2
U|—400 U”+ U U|—+00 UW"+ U

uniformemente para x € Q, com A\ + A < M. Entdo o sistema ndo linear (3.1)

possui ao menos uma solugao fraca U € H(S2).

A seguir, a regiao hachurada desenhada no plano Ay, representa \jp + A < g \g.

AH

Vy

Teorema 3.2 Suponhamos que as condicoes (P), (H1), (G1), (F1), (LG), (LF) se-

jam satisfeitas, e, ainda, que a sequinte condicao também valha:



99

(A2) Ezxistem constantes A, B, «a, 8 € R tais que

G(z,U
pj < A< liminf L < lim sup
U400 u? + 02 Ul—to0 U2+

.. 2P (x,U) 2F (z,U)
a < liminf —————= < limsup
[U|o+oo U2 + v2 U|—too U2+ V2

<5,

uniformemente para x € Q, com A < MA + pjo e \\B + pi1 8 < pjah. Entdo o

sistema nao linear (3.1) tem ao menos uma solugao fraca U € H(S).

A regiao hachurada desenhada no plano Ay, representa o que significa, geometricamente,

a Condigéo ,uj/\l < /\114 + o e /\13 + /lj—l—lﬂ < /Lj+1/\1.
\ A
\ 7

Teorema 3.3 Suponhamos que as condicoes (P), (H1), (G1), (F1), (LG), (LF) se-

jam satisfeitas, e, ainda, que a sequinte condicao também valha:

(A3) Ezxistem constantes A, B, «, 8 € R tais que

G(z,U)

2 2G(z, U
A < liminf < limsup L
|U| =400 u? + v? |U|—+00 u? + v?
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.. L 2F(x,U) 2F (z,U)
hcoas N E e S s e << A

uniformemente para x € Q, com \jjuy < NA+ o e \jy B+ 1 < Njppn. Entdo o

sistema nao linear (3.1) admite ao menos uma solugao fraca U € H(RQ).

A regiao hachurada desenhada no plano Au, a seguir, representa o que significa, geomet-

ricamente, a Condigéo )\j,ul < /\]A + e /\j+1B + ,ulﬂ < )\j+lﬂl~
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|
|
|
|
|
|
|
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Para demonstrarmos estes trés teoremas, necessitaremos de alguns resultados preliminares

sobre teoria de ponto critico, os quais serao expostos na préxima segao.

3.3 Resultados Preliminares

Nesta secao, veremos os resultados necesséarios para a prova dos teoremas da secao

anterior.

Proposicdo 3.1 Se, para i = 1,2, g; € C(Q x R%,R) e existem constantes p,q > 1,

3

al,a? a? >0, tais que, para quaisquer T € Q,u,v € R,

l9i(z,w,0)| < @ + aflul + aFlos, (3.7)
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entdo, N, : [LP(Q)])* — [L9(0Q)]?, definido por N,(u,v) = (g1(z,u,v), g2(x,u,v)), € um

operador continuo.

Prova: Para o que segue, i € {1,2}. Provemos, inicialmente, a boa definicao de N,.
Para isso, seja (u,v) € [LP(0Q)]°. Entdo u,v € LP(ON), e assim, tanto u, quanto v,
s3o o-mensuraveis. Por isso e pelo fato de g; € C(Q x R% R), segue que g;(x,u,v) é
o-mensuravel. Agora, mostremos que [, [g;(x,u,v)|%do < oo. Ora, ao utilizarmos o

teorema 6.1 e a desigualdade (3.7), obtemos
q
jgi( 1w, 0)|7 < (al 4+ a2lul? + alol )" < K (1 Jul? + [uf?).

onde K é uma constante positiva. Consequentemente, como u,v € LP(9Q) e |09, < oo
(Q ¢ um dominio limitado em RY), a integral do inicio do paragrafo ¢ finita. Segue
assim, que g;(x,u,v) € LY(Q). De onde vem, que N,(u,v) € [L4(dQ)]>. Com isso,
finalizamos a prova da boa defini¢ao do operador N,. Provemos, agora, a continuidade de
N,. Para isso, consideremos U, = (un,v,) e U = (u,v) em [LP(Q)]?, tais que U, — U

em ([LP(OQ)]", | - [lp.0), ou seja,
|un — ullpo + ||vn — v|lpo = 0, quando n — +o0.

Deste modo, u,, — u e v, — v em (LP(0Q),] - ||,0). Além disso, pelo teorema 6.13,

existem subsequéncias (uy, ), (v,, ) das sequéncias (u,), (v,) e h; € LP(0S2), tais que

Un, () = u(z), em (R,|-]) e |up, ()] < hi(z), ¢.t.p. z € O (3.8)

Un,, () = v(z) em (R,]-]) e |vn, (x)] < ha(z), q.t.p. x € . (3.9)

Mas, por hipotese, g; € C(Q x R R). Logo, gi(x,un, (7),v,,(2)) = gi(z,u(x),v(z))
em (R,|-|), para q.t.p. = € 9Q. Ainda, ao combinarmos a desigualdade (3.7) com as

desigualdades dadas em (3.8) e (3.9), concluimos que

2
q

191ty (), V0, ()] < af + ] [ ()] + af [ho()]" = Mi(x), q.t.p. x € D2 (3.10)
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Por conseguinte, devido ao teorema 6.1 e a h; € LP(00Q), M; € L1(09). Logo, ao apli-
carmos o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, ¢;(x, up,, vn, ) — gi(z,u,v) em
(L2909, || - lg0), ou seja, Ny (Uy,) — Ny(U) em ([L2(O)]?, ]| - [lq.0). Para concluirmos a
prova em questdo, devemos mostrar que N, (U,) — N,(U), em ([LI(dQ)]*, |-

0.0)- Supon-
hamos que isso seja falso. Entdo, existem ¢ > 0 e uma subsequéncia (U,,) da sequéncia
(Uy,), tais que

INg(Un,) = Ny(U)llgp > €, ¥ 1 €N. (3.11)

Como supomos, inicialmente, U, — U em ([LP(9Q)])°, ||

“|lp.a), segue que U,, = U em
([LP(OQ)), || - lp.0). Repetindo os argumentos iniciais para a sequéncia (U,,) ao invés da
sequéncia (U, ), podemos mostrar que a primeira admite uma subsequéncia, (Umk), tal
que N,(Uy,) — N,(U) em ([L4(OQ)]*, || lq.0), © que gera uma contradicio com a condicdo
(3.11). Por conseguinte, devemos ter N,(U,) — Ny(U), em ([LY(dQ))*, || - |4.0). Portanto,

o operador IV, é continuo, como queriamos.

Observagao 1: Se as condigoes (H1) e (G1) forem validas, entao, podemos mostrar,

ao aplicarmos o teorema 6.1, que as hipoteses da proposicao 3.1, com p =s+1e g =

s+1

%, sao satisfeitas. Consequentemente, N, : [L5+1(8Q)]2 — [L7 (09)]?, definido por

Ny(u,v) = g(x,u,v), € um operador continuo. O préoximo resultado possui prova analoga

a da proposicao 3.1, por isso a omitiremos.

Proposicdo 3.2 Se, para i = 1,2, fi € C(Q x R%R) e existem constantes p,q > 1,

bl b2, b3 > 0, tais que, para quaisquer x € Q,u,v € R,

| fi(@, u,0)| < b+ b2|ulc + bP|v]a, (3.12)

entio, N/ : [I}"(Q)]2 — [Lq(Q)}Q, definido por NY(u,v) = (fi(x,u,v), folx,u,v)), é um

operador conlinuo.

Observacao 1: Se as condigoes (H1) e (F1) forem validas, entdo, podemos mostrar, ao

t+1

aplicarmos o teorema 6.1, que as hipoteses da proposi¢ao 3.2, com p =t +1e q= =,

sdo satisfeitas. Consequentemente, N7 : [L'*1()]* — [LF (Q)]2, definido por N7 (u, v) =
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f(z,u,v), € um operador continuo. Para o restante desta se¢ao, suporemos H (£2) munido
da norma || - ||¢c. Ainda, se forem validas as condicoes (P), (H1), (G1) e (F1), entao o
funcional energia associado ao sistema (3.1), I : H(Q2) — R, é definido por

[(U) = 1/9 IVUP + (C(2)U, U)] dx—/

5 QF(:z:, U)d:v—/ G(z,U)do. (3.13)

o0

A préxima proposicao nos garante a boa definicao de 1.

Proposigao 3.3 Suponhamos vdlidas as condigoes (P), (H1), (G1) e (F1). Entao,
I(U) € R, para todo U € H(Q).

Prova: Segue, da validade de (H) e (P), que

1 1
= SIU.VYol < 51Ul Ul < o0, ¥ U € H(9).
(3.14)

B/Q [[VUP? + (C(2)U,U)] dz

Afirmagao IL: | [, G(z,U)do| < cc.
De fato, como (H1) é vélida, G € C'(Q2xR% R). Logo, parax € e U = (u,v) € H(Q),

G(z,u,v) = /Ou Gu(z, & v)dE + /0” Gy(z,0,8)d¢ + G(z,0,0).

Assim,

|G, u,v)| S/O IGu(SE,&v)IdH/O |G (2,0, 8)|dE + |G(z,0,0)].

Por isso, por VG = g e pela validade de (G1), existe constante F; > 0, tal que

Gla,uo)| < By [T+ (&l + o) dé + 7 1L+ 6] de] +1G(a,0,0),  (3.15)

Ainda, como Q x {0} x {0} é compacto em RN*2 e G é continuo sobre Q x R?, existe
de yo € Q tal que |G(x,0,0)] < |G(yo,0,0)| = Yy, V 2 € Q. Consequentemente, existe
constante Ey > 0, tal que |G(x,u,v)| < Es¥(u,v), VU = (u,v) € H(f2), onde

U(u,v) = ful +[of + Jul™ + o] + Julfv]* + 1. (3.16)
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Segue, ao aplicarmos a desigualdade de Hélder em (3.16), que
/89 U(u, v)do < |lullio + [[vlluo + [lullii o + 1015500 + lullssrollvlia o + 1096 (3.17)

Agora, da condicdo (G1), 1 < s+ 1 < 2=2. E assim, devido ao teorema 6.10, ex-
iste constante A > 0, tal que [|w]19 < Aljwl12 e [[w]|sr10 < Allw|i2, ¥V w € HY(Q).
Combinando estas desigualdades a desigualdade (3.17), concluimos que existe uma nova

constante F3 > 0, tal que
/m U(u,v)do < Es [|Ullg + [lulli5" + [0l35" + lullizllvli s +10€4] -

Finalmente, como U = (u,v) € H(S2), [[U|[c < co. Além disso, visto que |- [lc e || - [z
sdo normas equivalentes em H (), max{||u| 12, |[v|li2} < |U|lg < oo. Por conseguinte,

Jo0, ¥ (u,v)do < oo, ¥ u,v € H'(Q). Portanto,

/ |G (2, u,v)|do < Eg/ U (u,v)do < 0o,¥ u,v € H' ().
o9 20

Dai segue a validade da afirmacao I.

Afirmagao II: | [, F(z,U)dz| < c.

A prova desta afirmagcao é andloga a demonstracao da afirmacao I, por isso, a omitiremos.
Decorre das afirmagoes I e I1, e da desigualdade (3.14), que

/6 Gla. U)o

1
0 < [IU)] < IUI5 + ‘/ F(z,U)dz| + < 00, YU € H(Q).
Q

Ou seja, [ esta bem definido.

A seguir, veremos alguns lemas, necessarios para a prova de que I € C'(H(Q),R).
Lema 3.1 Suponhamos vdlidas as condicées (P), (H1), (G1) e (F1). Entao, para cada

U € H(Q), arbitrdrio, porém fixado, o funcional Ty : H(Q2) — R, em que

Ty (V) = /Q VU - YV + (C(2)U, V)] da:—/Q f(a, U)~de—/m o2, U)-Vdo, ¥V € H(Q),
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estd bem definido, € linear e continuo, ou seja, Ty € H(Q)*.

Prova: Seja U = (u,v) € H().
e O funcional Ty estd bem definido, isto é, Ty (V) e R,V V € H(Q).
De fato, seja V = (uy,v1) € H(2). Entao, devido a validade de (H) e (P),

Ty(V) = (U, V)C—/Qf(x, U)~de—/mg(x, U) - Vdo.

Afirmagdo 1: | [, g(z,U) - Vdo| < oc.
De fato, temos | [, g(z,U)-Vdo| < [, 191(z,u,v)|[ur|ldo + [oq |g2(z, u,v)||v1|do. Por

isso e pela validade de (G1), existe constante K; > 0, tal que

/ g(z,U)-Vdo
o)

< Kl/ [lua + (lul + [o)” [ur] + [o2] + (Jul + [0])" [01]] do,
o0
Se & = |fmg(ac, U)- Vda‘, entao, pelo teorema 6.1, existe constante Ky > 0, tal que

0 < K [fulhat [l + ol do + oo+ [ (ullond + oo do]
N N

(3.18)

Logo, ao aplicarmos a desigualdade Hélder,
P < K (Su(ur) + Su(vi),) (3.19)
onde Sy(w) = Jwlho+ Nl lwllsino + [0l olwllsino, ¥ w € HI(Q). Agora, por

(G1), 1 <s+1< 2]@[__12. Assim, pelo teorema 6.10, existe constante A > 0, tal que
w10 < Allw|l12, e |w|lsi1.0 < Allw|l12, Vw € HY(Q). Por conseguinte, existe constante
K3 > 0, tal que Sy(w) < Ksllw|[12P(s,U), para w € H'(Q), onde P(z,W) = 1+
[wil|T o + [Jwalfo, ¥V @ € [0,00), VW = (w,ws) € H(Q). Por isso e pela desigualdade

3.19, concluimos que existe constante K, > 0, tal que
P < Ky ([[urfliz + [lvillr2) P(s, U). (3.20)

Mas, como V € H(Q), ||V]|¢ < co. E, devido as normas || - ||¢ e || - ||z serem equivalentes

em H(Q), max{||uill12, [|v1]12} < ||V|lg < co. Consequentemente, ao lembrarmos que
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U € H(Q) esta fixado,

=& < Ky ([lurllrz + [lvilli2) P(s,U) < oo.

/ g(x,U)-Vdo
o0

Dai segue a validade da afirmacao 1.
Afirmagao 2: | [, f(z,U) - Vdz| < oc.
A prova desta afirmacao é analoga & da afirmacao 1. Na realidade, podemos mostrar que

existe constante Ly > 0, tal que

< L4 <HU1H172 + H’U1H1’2> P(t, U) < Q. (321)

/Qf(x,U) -Vdx

Dai segue a validade da afirmacao 2. Com isso e pela validade da afirmacao 1, temos

+ < 0.

To(V)] < [U]le]Vile + \ [ fwv)-vas

/ g(z,U)-Vdo
o0

Logo, Ty(V) € R,V V € H(Q), ou seja, Ty estd bem definido. Ja, a linearidade de
Ty € imediata. Deste modo, para concluirmos a prova do lema 3.1, basta-nos mostrar
a continuidade de Ty;. Para isso, devido a Ty ser linear, devemos, apenas, verificar a

continuidade de Ty em 0 € H(Q2). Com este intuito, seja (V;,) uma sequéncia em H(£2),

tal que
Vin = 0em (H(Q), || - llc)- (3.22)
Com isso e pelo fato das normas || - ||z, || - || serem equivalentes em H(2), V,, — 0 em
(H(Q), ] - ||z)- Consequentemente, se denotarmos V,,, = (uf", v}"),
u* = 0ev —0em (HY(Q), || ]2) (3.23)

Agora, devido as desigualdades (3.21) e (3.20),

To (Vi) | < IUllelVinlle + (lui® e + [[o1" [l12) (KaP (s, U) + LaP(t,U)) -

Por conseguinte, em razao de (3.22) e (3.23), Ty(V;n) — 0 em (R,| - |), ou seja, Ty ¢é

continuo. Com isso, concluimos a prova do lema 3.1.
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Lema 3.2 Suponhamos vdlidas as condigoes (P), (H1), (G1) e (F1). Entdo o fun-

cional I € Fréchet diferencidvel, tendo como derivada de Fréchet em U € H(S2),

['(U)W = Ty(V) = (U, V)t /

(C(x)U, V>dx—/ f(x, U)-de—/ g(x,U)-Vdo, VV € H(Q).
Q Q o

Q

Prova: Segue, do lema 3.1, que Ty € [H(Q)]", e assim, Ty torna-se um candidato a
derivada de Fréchet de [ em U € H(2). Se definirmos

Ji(U) = 1/Q (VU + (C(2)U,U)] dz, Jo(U) :/

5 QF(x,U)da: e J3(U) :/ G(z,U)do,

o0

entdao [(U) = J1(U) — Jo(U) — J3(U). Deste modo, se J; for Fréchet diferenciavel em
H(Q), parai = 1,2, 3, entdo seguira que I é Fréchet diferenciavel, com derivada de Fréchet
em U € H(Q), dada por I'(U)(V) = J,(U)(V) — JL(U)(V) — JL(U)V), ¥V € H(Q).

Afirmacgao 1: J; é Fréchet diferenciavel, com derivada de Fréchet em U € H (),
J(U)(V) = / VUVVdx + / (C(x)U,V)da. (3.24)
0 Q

De fato, em razao de J,(U) = 3Tc(U), VU € H(Q), e de Te € C'(H(Q2),R), tendo como
derivada de Fréchet em U € H(Q), To(U)(V) = 2(U, V)¢, ¥V V € H(Q) (proposigio 1.5),
a validade da afirmacao 1, segue.

Afirmacgao 2: J; é Fréchet diferenciavel, com derivada de Fréchet em U € H (),

JL(U)(V) = /aﬂg(x, U)-Vdz, YV € H).

Seja U = (u,v) € H(2). Devemos mostrar que, dado € > 0, existe 6 = d(¢,U) > 0, tal
que, se V = (u1,v1) € H(Q) e ||V]c <6, entdo

<€Vie-

J3(U+V)—J5(U) —/ g(z,U)-Vdo
09
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Ora, se & = |G(z, U+ V) —G(z,U) — g(x,U) - V|, entdo

Jg(U+V)—J3(U)—/ (2, U) - Vo

< / Pdo.
o0

Agora, se definirmos O; = {x € 90 : |U(z)| > 7}, Oy = {x € 090 : |V(z)] > A} e
O3 ={x€dN:|U(x)] <Te|V(x)] <7}, comTe7 aserem determinados posteriormente,

entao 02 C O; U Oy U O3. Consequentemente,

3
ddo < / ddo. 3.25
/BQ ; 0; ( )

Como G € CY(Q2 x R2,R?) e VyG(x,U) = g(z,U), pelo teorema do Valor Médio, existe
0 € (0,1), tal que G(z,U+V) —G(z,U) = g(z,U+6V) - V. E assim,

|G(x,U+V)—-G(z,U)|do < lg1(x, U + 0V)||V|do + \g2(z, U + 0V)||V|do.
o o o
1 1 1 (3.26)
Por isso, por (F1), por # € (0,1), pela desigualdade triangular, pelo teorema 6.1 e por

V| = |uy| + |v1], podemos mostrar que existe constante Ky > 0, tal que
Jo, |G, U + V) = G, U)|do < K, (A(ul, V,s,U) + Ao, V, s, U)> (3.27)

onde, A(w,V,s,U) = Jo, U+ [u]® + [ur]* + [v]* + [v1|*)|V|do, para w € {u1,v1}. Ainda,

devido a 0 < s < %, Py 2N—_22 < 1. Por conseguinte, existe a > 1, tal que é%—
pudien 2]}[\]’_22 = 1. Consequentemente, pela desigualdade generalizada de Holder, temos,

para w € {uy, v},

- N 1

R, V,,0) < ollgp o |O0F +1048 (Iullzens + Husliing + Ioliano + Tollens)]
(3.28)

Agora, em razao de 1 < s+ 1 < QJZVV_’QZ, o teorema 6.10 nos garante a continuidade dos

operadores traco de H(€) sobre L**1(9Q) e de H(Q) sobre L2 (992). Com isso e pela

desigualdade (3.28), existe constante K, > 0, tal que, para w € {uy,v;}

N

Aw,V,s,U) < Kallwlliz ||01|3F + |04« RU, V. )|, (3.29)
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onde R(U,V,s) = [ullf o 4 [Judll5 2 + l0ll§ o + [lv1]l] 2. Segue, da desigualdade (3.29) e da

equivaléncia das normas em R?, que existe constante K5 > 0, tal que

Aluy, V,8,U) + A(v1, V,5,U) < K[|V ||O1]3 A O[5 R, V. 5)| (3.30)

Mas também, pela desigualdade de Hélder, pelo teorema 6.10, pela equivaléncia das nor-
mas em R? e pela definicdo de O, existem constantes positivas K1, Ko, K3, tais que

— — — 1
Ul = Ky (fulloz + l[vll2) = K ([ullzo + [[v]l20) = Ks7|O1]s. Assim,

|ol|§g<”g”ff)lm<> o, |3N2<(”U”H)N S0L(F). (331

17 KlT

De onde segue, que Ml(%), Mg(%) — 0, quando 7 — +o00. Combinando as desigualdades

(3.31) e (3.30), concluimos que
Alur, V,5,U) + A(v1, V,8,U) < K|V [MQ(%) + ML (AR, V, s)] . (3.32)
Consequentemente, devido & (3.27), existe constante Ky > 0, tal que

16U+ V) = Gl U)ldo < K|V V(7) + ML(FRW, V)|, (3.33)

De maneira analoga, podemos mostrar que existe constante K5 > 0, tal que

[ oG, 0) - Vido < K|Vl [V(7) + V(P R(U. V)] (3.34)

Se K¢ = K, + K5, entio, pelas desigualdades (3.33), (3.34) e pela definicio de ®,
/ Do < Kol[V s [¥(7) + B (PR V.5)] (3.35)
01

Agora, como as normas || - ||g e || - ||c sdo equivalentes em H(£2), existe constante Ay > 0,

tal que
Wllc =z Ao|W|lm, VW € H(Q). (3.36)
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Seja V. € H(Q), com ||[V]c < 4, para 6 < Ag. Consequentemente, devido a 3.36,
max{|Juilliz, [forlhz} < Ve < 5lIVIe < 1. B assim, R(U,V,s) < Jlull§, + [lo]l3, +2.

Por isso e pela desigualdade (3.35), segue que
L@msmwmpMﬂ+Mmmwmﬂwm+M. (3.37)
1

Ora, como U € H(Q) ¢é arbitrario, porém fixado, e M,(7), My(7) — 0, quando 7 — 400,
temos M,(7) 4+ M, (7) ([[ull§ 5+ [vll{2 +2) = 0 em (R,|-|). Por conseguinte, dado € > 0,

existe 7 > 0 tal que, se 7 > T,

T (= T (= s s EAO
My(7) + My (7) (ulliz + 0lli2 +2) < — (3.38)
3K
Seja 7 = 7. Desta forma, segue, pelas desigualdades (3.38),(3.37) e (3.36), que
/ Ddo < %HVHC, YV e H(Q), tal que |V]ec <6 < A, (3.39)
01

Passaremos, agora, a analisar a integral de ® ao longo de O,. Estimativas similares as

anteriores nos garantem que existe constante Dy > 0, tal que
/0 ddo < Dy [plu,ug, s, V) + pv,v1,5, V)], (3.40)
2
sendo, para (w,w;) € {(u,u1), (v,v1)},
pwswn s V) = [ (1 ol + ) Tfusldo+ [ (1 (] + ] for o

(92 02

Ao denotarmos por || - ||, 0.0, @ norma p do espaco LP(O,) e utilizarmos a desigualdade

de Hélder, obtemos, para (w,w;) € {(u,u), (v,v1)},

~ 5i ?gl
mMmmmgL/uﬂwummwdﬂ (usloso0 + lotlssio0s)
O2
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Consequentemente, pelos teoremas 6.10 e 6.1, existe constante Dy > 0, tal que, para

(lU,U)l) S {(uuul)a (U7U1)}7
plw,wy, 5, V) < Dy (1+ [[w]li o + [[will},) O, V,s), (3.41)

onde O(U,V, s) = ||u1]|s41.0.0, + ||v1]ls+1.0.0, Agora, se z € Oy, entdo |V (z)| > 7. Assim,

2N—-2
N-2

~ |V’ m—(s+1) S+1 . ’V’ m—(s+1) s+1
o(U,V,s) = / |y |51 (— do + log " [ = do :
( (@ N o,V

Ainda, gracas a desigualdade de Holder (5% e %

ao considerarmos m = , temos

sdo expoentes conjugados), ao

teorema 6.10 e & m > s + 1, existe constante f)g > 0, tal que

_1
wl + v m—(s+1) s+1 C eiim
[/ |u1’5+1 (M) dx S D3fy s+1 Hu1”172 (Hul
Oz

[ur] + |vy |

m—(s+1)
m(s+1)

?,LQ + HU1||T2)

(3.42)

1

wil + v m—(s+1) s+1 C eiim e (at)
[/O ’U1|s+1 (M) dx < D37 s+1 HUIHLQ (”u1||717’12 + HUIHTQ) m(s+1) ,
2

|[ur| + [v1]
(3.43)

Segue, de (3.40), (3.41), (3.42)e (3.43), que existe constante Dy > 0, tal que

/‘@wgbwiHWWmmwﬁaaw@, (3.44)
O

~ m—(s+1) - .
onde J(V, s) = ([lus[{ + [[oall{) "7 e C(U, V. ) = 2+ [Jullf o+ vl o+ I3 o+ v 15 2.
Finalmente, devido as normas || - ||c e || - ||z serem equivalentes em H(£2), conseguimos

uma nova constante positiva, digamos, Ds, tal que

s+1l—m

/ ddo < D5y ot
Os

VHC@(V; 3>CN<U7 V. S)' (345)

Estimemos, agora, a integral de ® ao longo de O3. Como G € C*'(Q xR%,R) e VG = g,
temos que, dados P,Q > 0, existe R = R(P,Q) > 0, tal que, se z € Q, |U(z)] < 7 e
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V()] <7, entao

|G(z,U+V) - G(x,U) — g(z,U) - V| < P|V]. (3.46)

Deste modo, para P > 0 (qualquer, por enquanto) e Q =7 > 0, garantimos a existéncia
de ¥ = F(P,7) > 0, tal que, se x € Q, |[U(x)] < 7 e |[V(2)] < 7, entdo (3.46) vale.

Consequentemente,

/ ddo Sﬁ/ |V (x)|do :?( |u1|da+/ |vl|da) §F(||u1||173+ lv1]]1,0) -
O3 O3 O3 O3

Por isso, pelo teorema 6.10 e pela equivaléncia das normas em R?, bem como, das normas

|- lle, || ||z em H(Q), existem constantes Ey, By, E5 > 0, tais que
/ Odo < PE (|lurll1z + lv1ll12) < PE|V i < PEs|V|c. (3.47)
O3
Se escolhermos P > 0 tal que PE; < £, entdo, devido & desigualdade (3.47),

/ ddz < |V ]le. (3.48)
0, "3

Passemos, agora, a provar a parte final da afirmagao 2. Segue, ao combinarmos as de-

sigualdades (3.39), (3.45), (3.48) com (3.25), que
2 ~ s —m ~ ~
/ Bdo < 2ellVlie + Dsy " V]IV, )0, Vi), (3.49)
)

desde que V € H(Q) e ||V]lc <6 < Ap. Por isso e por (3.36), temos

1)
max{|[u1 |12, [[v1]l12} <V lg < 1 <1
0

m—(s+1)

~ m—(s+1) 5 S+l ~ s s R
De onde vem, que 9(V,s) < 27m(+D (A—1> e (U, V,s) <4+ |lullfo + |lvf5,. Uti-

lizando estas desigualdades em (3.49), obtemos

m—(s+1)

26 ~  _s+l-m m—(s+1) 5 s+1 s s
84 < IVl + D525 (—) (4l + el ) 1V lle- (3.50)
o0N 3 AO
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Finalmente, ao escolhermos § = (¢, U), que satisfaga 0 < § < Ag, d = e

m—(s+1)
s+1—m m—(s+t1l)

~ 5 s+1 5 i
Dy B2 (L) T (s, + o) <

Y

Wl ™

obtemos, com o auxilio da desigualdade (3.50), para V' € H(Q2), com ||V < 6,

/ ddo < €||V]|c.
o0

Portanto, .J; é Fréchet diferencidvel, tendo como derivada de Fréchet em U, (3.24).

Afirmacao 3: J, é Fréchet diferenciavel, com derivada de Fréchet em U € H (),

’

L(U)(V) = /Qf(a:,U) - Vdz.

A prova desta afirmacao é muito semelhante a4 da afirmacao 2, por isso a omitiremos.

Da validade das afirmacoes 1,2 e 3, segue a validade do lema 3.2.

Proposicao 3.4 Se valerem (P), (H1), (G1) e (F1), entio I € C'(H(Q),R).

Prova: Lembremos que I = J; — J; — J3, sendo J;, como no lema 3.2. Vimos, na prova
do mesmo, que J; € C1(H(Q),R). Deste modo, para concluirmos a prova da proposi¢ao
3.4, devemos mostrar que J; € C'(H(Q),R), para i = 2,3.

Afirmacéo 1: J; € C'(H(Q),R).

De fato, na prova da afirmacao 2 do lema 3.2, vimos que J3 é Fréchet diferencidvel e sua
derivada de Fréchet em U € H(Q) é dada por Jy(U)(V) = [,9(z,U) - Vdo, VV em
H(Q2). Deste modo, para provarmos a afirmacao 2, basta-nos mostrar que o operador
Jy o H(Q) — H(Q)* é continuo. Para isso, sejam U € H(Q) e (U,,) uma sequéncia em
H(Q), tais que U, — U em (H(),]| - ||c). Com isso e pelas normas || - ||c e || - ||z serem
equivalentes em H(Q2), U,, — U em (H(Q), |- ||z). Assim, se Uy, = (tm,vm) ¢ U = (u,v),
entao Uy, — u e vy, — vem (HY(Q), ] - |l1.2). Mas também, pelo teorema 6.10, o operador

trago de H'(Q) sobre L*(0f2), para qualquer ¢, com 1 < ¢ < 2]<,V:22, ¢ continuo. Logo,
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U —> U € Uy — v em (L), ] - ||.). Por conseguinte,
Uy — U em (KO 1| - ), ¥ o, com 1< 1< 2]<[V__22. (3.51)
Provemos que J3(Un) — J5(U) em (H(Q), || - [|£:). Temos,
1J5(Un) = 3Ol = suppy o<t | [J3(Um) = J5(U)] (V)] (3.52)

< SUPjy o<1 fasz l9(z, Un) — g(x,U)||V]do.

Agora, se V = (ug,v1) e " = |g;(z, Up) — gi(z,U)|, entdo

Joo 19(x, Un) = g(, U)||[VIdo < [oo [W7ur] + U7 [vr] + W5 us| + U5 |vi]] do, - (3.53)

2N—-2

Dai, pela desigualdade de Holder e pelo teorema 6.10 (1 < s+1 < 5=

), existe constante

K, > 0, tal que

92, Un) = gz, U)IVIdo < Ky (107 |as + 05 ]252) (urllaz + oah2) (3.54)

[2}9]

Por isso, pelas normas em R? serem equivalentes e pela equivaléncia das normas || - ||z,

|- |lc em H(Q), existe constante Ky > 0, tal que

st1 + || WY
S

9(2,Un) = g(a, U)||V]dor < K (|07 e ) [Vlle,

o0

Por conseguinte, ||J3(Un) — J5(U)||5 < Ko (H\I/’f‘ a1+ || UT j> E assim, pela equiv-

aléncia das normas em R2, existe constante K3 > 0, tal que

-

175(Un) = T e < K (19720 + 19512 ) = Ksllg(a, Un) = g(a,U)

1. (3.55)
Além disso, devido a validade de (H1) e (G1), temos, pela observacao 1, desta se¢do, que

s+1

o operador N, : [L*1(0Q)]* = [L*F (89)]2, definido por N,(u,v) = g(x,U), é continuo.

2N—-2
N-2

Up — U em ([L*F(OQ)),]] - |ls41). Logo, pela continuidade de Ny, Ny(Uy,) — N,(U)
em (L (02, -

Consequentemente, como s+1 satisfaz 1 < s+1 < e em razao de (3.51), com ¢ = s+1,

s+1). Deste modo, ao utilizarmos a desigualdade (3.55) e fazermos
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m — 400, obtemos

175(Unn) = J5(O) & < Ksllg(, Un) —g(2,U)

w1 = K| Ny(Us) = Ny(U) |41 — 0, (3.56)

de onde vem, que J;(U,,) — J5(U) em (H(Q)*, |- ||%). Ou seja, o operador J, é continuo.
Decorre disso, que J3 € C1(H(Q),R).

Afirmacéo 3: J, € C'(H(Q),R).

A prova desta afirmacao é muito semelhante & da afirmacao 2, por isso, a omitiremos.

Como consequéncia da validade das afirmagoes 2 e 3, I € C'(H(Q),R).

A proxima proposicao nos fornece algumas propriedades relativas aos funcionais Js, J3 e

/ /
aos operadores J,, J;.

Proposicao 3.5 Suponhamos vdlidas as condi¢oes (P), (H1), (G1) e (F1). Entdo os
funcionais J; : H(2) — R, parai = 2,3, definidos no lema 3.2, sao fracamente continuos.

. . ’ ’ ~
Além disso, os operadores J, e Jy sao compactos.

Prova: Dividiremos a demonstracao desta proposicao em quatro etapas.

Etapa 1: J; é fracamente continuo.

Sejam (U, = (U, V) uma sequéncia em H(Q) e U = (u,v) € H(Q), tais que U,, = U
em (H(S),| - ||¢). Por isso e pelas normas || - ||c e || - ||z serem equivalentes em H((2),
podemos mostrar que U,, = U em (H(Q), || - ||z). Consequentemente, u,, — u e v, — v

m (H*(Q),] - |12). Agora, segue, de (G1), que 1 < s+ 1 < 2¥=2. Assim, pelo do

teorema 6.10, o operador trago de H'(Q) sobre L**1(09), é compacto. Logo, u, — u e

U — v em (L¥TH(OQ), || - ||s11). Por conseguinte,
Un — U, em ([L*F10)]", ]| - ||2) (3.57)

Analisemos, agora, o funcional Js. Por J; € C'(H(2),R), segue, do teorema do Valor
Médio, que existe § € (0,1), tal que J5(W) — J3(U) = J3(0W + (1 — )U)(W — U). Dai
| J3(Un) — J3(U)| = | [50,9 (2, 0Un + (1 = 0)U) - (U, — U) do|. Se denotarmos Iy, (U) =
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0U,, + (1 — 0)U, entdo
[J3(Unm) = J3(U)] < /BQ g (2, T (U)) [|Un, = Uldo. (3.58)

Apos expandirmos as expressoes |g(z, [y, (U))], |Up — Ul em (3.58) e aplicarmos as de-

sigualdades triangular e de Holder, obtemos

|J3(Un) = J3(U)] < |lg (z, T (U))

21U = Ul (3.59)

s+1

Mas também, pela observacdo 1, desta secao, Ny : [LsH1(00))° — [L™+ (09)]2, definido

por Ny(u,v) = g(x,U), é um operador continuo. Por isso, pela definicdo de I', e pela

validade de (3.57), temos

(CnlU) = U em (L O] 12)) = (No(TlU)) = Ny(U) em ([L5 (@), |-

Portanto, a sequéncia (|| Ny(I'y,(U))||s+2) é limitada em R. Consequentemente, devido a

(3.57) e a (3.59), ao fazermos m — +o0,
|J3(Um) = J3(U)] < [|Ng(Ton(U) [ s | U = Uls41 = 0,

ou seja, Js é fracamente continuo, como desejdvamos mostrar.

Etapa 2: J; é fracamente continuo.

A prova desta etapa é semelhante & feita na etapa 1, por isso a omitiremos.

Etapa 3: O operador Jé é compacto.

De fato, seja (U,,) uma sequéncia limitada em (H (), - ||¢). Como (H(Q),| - |lc) ¢
um espacgo de Hilbert, ele é um espago reflexivo. Consequentemente, existem U € H ()
e uma subsequéncia (U, ) de (Uy,,), tais que U,,, — U em (H(Q),| - |c). Segue, em
razdo da prova da etapa 1 e da continuidade fraca de Js, que N (U, ) — Ny(U) em
([L5FHO)]2, [ - 1l2) € J3(Up,) — J3(U) em (R, ]|-]). Além disso, devido a (3.56), obtemos,

ao fazermos m — o0,

15(Un,) = Js(U)lle: < KslINg(Un,) = Ny(U)

s+1 — 0.
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Portanto, Jy(Up,, ) — J5(U) em (H()*, |- ||5). Dai segue a compacidade do operador J;.
Etapa 4: Jé ¢ um operador compacto.
A demonstracao desta etapa é similar a da etapa 3, por isso nao a faremos. Da validade

das etapas 1, 2, 3 e 4, segue a prova da proposi¢ao 3.5.

O proximo resultado refere-se a condicao de Palais-Smale (PS), a qual definimos a seguir.

Definigao 3.2 Sejam (E,| - ||) wm espa¢o de Banach e J um funcional em C'(E,R).
Dizemos que J satisfaz a condigao de Palais-Smale, (PS), se toda sequéncia (u,,) em E,
tal que

(i) (J(un)) seja limitada,

(i) J (um) = 0 em (B, - [[*),

admite subsequéncia convergente em E.

Proposicao 3.6 Suponhamos vdlidas as condicoes (P), (H1), (G1) e (F1). Se (Uy)
for uma sequéncia limitada em (H(Q), || - |lc), tal que I'(Uy) — 0 em (H(Q)* ] - ||%),

entdo (Upy,) admite uma subsequéncia convergente.

Prova: Como, por hipotese, (Uy,,) é uma sequéncia limitada em (H(Q2),| - ||c), e este, é
um espago reflexivo, existem U € H(2) e subsequéncia (U, ) de (Uy,), tais que U,,, — U
em (H(Q), || - ||c). Consequentemente, pelo fato dos operadores J, e .J; serem compactos

(proposigao 3.5),

Jo(Unmy) = J5(U) e J5(Um,) = J5(U), em(H(Q)*, || - [|). (3.60)

k
Para o que segue, definimos 7" : (H(Q2), || - |lc) = (H(Q)*, || - [|&), por
TU)(V) = / VU -VVdzx + /(C(x)U, Vyde = (U,V)c, VV € H(Q)
Q Q

Este operador é linear, bijetor e continuo. Com efeito, a linearidade é imediata, pois
T(U)(V) = (U,V)¢; a linearidade segue, pois notando que T(U)(V) = ||U||%, podemos

mostrar que Ker(T) = {0}; a sobrejetividade segue do teorema de Riesz-Fréchet; para
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provarmos a continuidade de T', seja (U,,,) uma sequéncia em (H (), ||-||c), tal que U,, — 0

em (H(Q),|| - |lc)- Assim, ao fazermos m — +o0,

ITUn)lle = SUP|v| <1 T (Un)(V)| = Sup|v|e<1 [(Unm, Vel
< supy o<t 1UnllcllVile < [Unlle — 0.

Portanto, T'(Uy,,,) — 0 em (H(Q)*, || - ||&). Dai segue a continuidade de 7. Agora, como
T é um operador linear continuo e bijetor, segue, do teorema da aplicacao aberta, que
T (HQS |- 1e) — (H(Q),] - ) também é um operador linear continuo. Segue, ao
lembrarmos que I' = J; — J, — Jy e J; = T, que para qualquer U € H(Q), T-(I'(U)) =
U—T(Jy(U)) =T (J5(U)). Em particular,

Up, =TI (Up,)) + T HJy(Up,)) + T J5(Up,)), ¥ k € N. (3.61)

Ainda, por hipétese, I' (U,,) — 0 em (H(Q)*,| - ||&). Por conseguinte, I'(U,, ) — 0 em

(H(Q)*,] - ||&). Por isso e devido a linearidade e continuidade de T,
T (Uny)) = T(0) = 0 em (H(Q), |- o) (3.62)
Além disso, da validade de (3.60) e da continuidade de T~ concluimos que
Ty (Un,)) = T (0)) € T7H(J3(Un,)) = T (J5(U)) em (H(Q), || - [le). (3.63)
Portanto, em razao da validade de (3.61), (3.62) e (3.63), temos

Uni = T~H(J(U)) + TH(J3(U)) em (H(Q). [| - [lc),

ou seja, (Uy,) admite uma subsequéncia convergente, como queriamos.

Os proximos resultados, desta secao, referem-se & uma condicao de compacidade mais

geral do que a condigdo (PS), a condi¢do de Cerami, a qual foi introduzida em (|18]).
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Defini¢ao 3.3 Sejam (E, || - ||) um espago de Banach e J um funcional em C'(E,R).
Dizemos que J satisfaz a condi¢ao de Cerami no nivel ¢ (¢ € R), abrevidadamente,
condigcao (Ce),, se toda sequéncia (u,,) em E, tal que

(Ce-1) J(uy,) — ¢, quando m — 400,

(Ce-2) (14 |[um|)|IJ (um)||* — 0, quando m — +oo,

admite subsequéncia convergente em E.

Proposigdo 3.7 Sejam (E,|| - ||) um espago de Banach, c € R e J € C*(E,R) que goza
das sequintes propriedades:

(1) Toda sequéncia limitada, (uy,), em E, tal que J(uy) — c em (R, |- |) e J (t,) — 0
em (E*, || -1|*), admite uma subsequéncia convergente em E;

(IT) Existem constantes 6, R,a > 0, tais que ||J (u)||*||lull > «a, para qualquer u €
J 1 (Je—=6,¢+4d]), com |Jul]| > R.

Entao o funcional J satisfaz a condicao de Cerami no nivel c.

Prova: Seja (u,,) uma sequéncia em F, que satisfaca as condi¢oes (Ce-1) e (Ce-2). Além
disso, suponhamos validas as condi¢oes (I) e (II). Devemos mostrar que (u,,) admite
uma subsequéncia convergente. Notemos que, ou |u,,| — 400, quando m — o0,
ou existe constante positiva K tal que ||u,| < K, para todo m € N. Caso ocorra
|um|| — +o0, quando m — +o00, entdo, para R > 0 (condi¢ao (II)), existe Ny € N, tal
que ||uy|| > R, V. m > Ny. Ainda, por (Ce-1), existe N; € N, com N; > Ny, tal que
Uy € J71 ([c = 0,¢+6]), V m > N;. Consequentemente, em razao da validade de (II),
| () ||* |t || > @, ¥ m > Ny. Por isso e pela validade da condigio (Ce-2), ao fazermos

m — 400, obtemos
a LT () [t < [T () (1 + [Jum ) = 0,

ou seja, @ < 0, o que é um absurdo pela validade da condicao (IT). Assim, deve existir

constante positiva K, tal que

lum| < K, ¥ m € N. (3.64)
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Afirmagdo 1: J (u,,) — 0 em (E* | - ||*).
De fato, suponhamos que tal afirmacao nao seja valida, ou seja, existem € > 0 e uma

subsequéncia (u,,,) da sequéncia (u,,), tais que ||.J (um,)||* > €, V¥ I € N. Por conseguinte,
e(L 4 et 1) < N1 () [1* (L + [ty |1), V' 1 € N (3.65)

Mas também, devido a validade da condi¢ao (3.64), a sequéncia (||uy,,||) é limitada em
R, e assim, ela admite uma subsequéncia convergente em R, que, por simplicidade, de-
notaremos por (||um,,||), ou seja, existe K; € R, com K; > 0, tal que ||uy,| — Ki,
quando | — +o00. Logo, ao fazermos [ — +oo em (3.65) e utilizarmos a condigao (Ce-2),
Kie+¢€ <0, 0 que é um absurdo, pois € > 0 e K; > 0. Dai segue a validade da afirmacao
1. Finalmente, devido & validade de (Ce-1), de (3.64) e da afirmacao 1, segue de (I),
que a sequéncia {u, }men admite uma subsequéncia convergente em E. Ou seja, vale a

condicao de Cerami no nivel ¢, como queriamos.

A proxima proposigao é uma versao estendida do teorema do Ponto de Sela (veja teorema

4.6 de [46]). Podemos encontrar a prova de tal proposi¢ao em [33| (teorema 7).

Proposigao 3.8 Sejam (E, || - ||) um espago de Banach e J € C'(E,R). Suponhamos
que E =V & X, com dimV < oo, exista R > 0 tal que sup,cqp J(u) < inf,ex J(u) e J
satisfaca a condi¢io (Ce).., onde

pr— 1 f
¢ = inf max J(y(u)),

comH={yeCD,E):v|pp=id}, D={ueV:|ul| <R} edD={ueV:|ul| =R}

Entao ¢ > inf,ex J(u) e ¢ € um wvalor critico de J.
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3.4 Prova do teorema 3.1

No que segue, U = (u, v). Observamos, inicialmente, que a condigao (A1) implica

que, dado € > 0, existe r = r(¢) > 0 tal que, se x € Q e U € R? com |U| > r, entdo

2G/(x, U) 2F<I,U)

Ainda, em razdo de Q ser limitado em RY™, Q é compacto em RY. Consequentemente,
Ale) = Qx{U € R? : |U| <7 = r(e)} é um subconjunto compacto de R¥*2, Combinando
isso ao fato de G, F' € C'(Q x R?,R), concluimos que F e G assumem méximo e minimo

em A(e) (teorema de Weierstrass). Logo, existe constante M, > 0, tal que
G(x,U) < M. e F(x,U) < M, ¥Y(z,U) € Ale) (3.67)
Por conseguinte, ao combinarmos as desigualdades (3.66) e (3.67), obtemos

G(z,U) < A+e)(u?+v?)+ M, Yz eQ, VU € R%

(3.68)

DO | —

(p+e)(u*+v*)+ M, e F(x,U) <

DN | —

Para provarmos que o sistema (3.1) possui ao menos uma solucao fraca, é suficiente, de
acordo com o teorema 6.15, mostrarmos que o funcional I é limitado inferiormente e que
ele satisfaz a condigao (PS), ja que I € C*'(H(Q2),R) (proposigao 3.4).

Afirmacao 1: O funcional I é coercivo em (H(Q), || - |lc), isto é, I(U) — 400, quando
Ul = +oo.

De fato, suponhamos ||U|[c — 400, entdo, ao utilizarmos a continuidade do operador
trago de H'(£2) sobre L?(99) e o fato das normas ||-||¢ e |||z serem equivalentes em H (),
obtemos que, ou ||Ul|29 — +00, ou [|U|29 < Ki, onde K; > 0 é uma constante. Em
ambos casos, concluiremos que [(U) — +o00. Primeiramente, suponhamos ||Ull29 < Kj,
onde K; > 0 é uma constante. Neste caso, da definicdo de I e da desigualdade (3.68),

temos

1) =3IV = fo Fla,U)dz — o Gla, U)do

(3.69)
> 31U1E = s(A+ U3 = 5(u+ U3 5 — M(|2] +109,).
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Se A < 0, entdo, de (3.69), temos [(U) — 400, quando ||U||¢c — 400, basta tomarmos
e >0, tal que A+ ¢ > 0.
Se A > 0, entao, devido as desigualdades (3.5) e (3.69), com € > 0, tal que A + € > 0,

1 A € 1
IU) 2 5 (1= + =+ Ul = 5 (e + U5, — Mc(|2] + 109 ). (3.70)
2 AN 2
Finalmente, como, por hipdtese, A < A, temos 1 — /\il > 0. Por conseguinte, podemos

tomar € > 0, tal que (3.70) continue valendo, bem como, 1 — %1 -5 >0 (A > 0). Por
isso e pela desigualdade (3.70), I(U) — 400, quando |U||¢ — +00. Agora, suponhamos
|Ul|2.6 — +00. Temos quatro casos a analisar.

Caso 1: A<0e pu<0.

Neste caso, temos de (3.69), para € > 0, tal que A +€>0e u+ € > 0,
1
1) = 5[IUlle = M(12] + 1091,)-

Com isso, segue imediatamente que, se ||U||¢c — +00, entdo [(U) — +o0.
Caso 2: A<0epu>0.
Devido a desigualdade (3.3) e a (3.69), temos, para € > 0, tal que u+ € > 0,

1 W € 9
IU)>=(1————|||U|lz = M(|2] + |092],). 3.71
@)z 5 (1= £ - ) ol - Mol + joal) 3.71)

Como, por hipotese, p < p1, temos 1 — ﬂ > (. Deste modo, ao considerarmos ¢ > 0, tal
que (3.71) continue valendo e 1 — /= —- > 0 (1 > 0), I(U) — +0o0, quando [|Ul|c — +o0c.
Caso 3: A >0e pu<0.

Como, por hipotese, A < A, concluimos que 1 — % > 0. Por conseguinte, como \ > 0,

existe € > 0, tal que A +¢€¢ > 0e 1 — /\% — 5;- Para este ¢, obtemos, ao utilizarmos a
desigualdade (3.5) e (3.69),
1 A €
IU) = 5 (1= =+ | IU]E = Mc(192] + [09],).
2 A1 A

Consequentemente, se [|[Ul|c — +oo, I(U) — +o0.

Caso 4: A >0epu>0.
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Neste caso, devido a desigualdade (3.5) e & (3.69), temos

1 A € 1
Il > (1—-———-— p—— 2 — 12
@25 (1= 3= 5 ) W01 = 50+ VI, - o) (3.72)

pois A+¢e>0e u+e >0, onde Ce) = M(|Q] + [022],) é uma constante positiva. Como,

por hipotese, A < Ay, temos 1 — /\% > (. Deste modo, para ¢ > 0, tal que

A €
1— = - — i
N )\1>(), (3.73)

obtemos, devido & desigualdade (3.3) e a (3.72),

028 (1o 5 - 2) (542 )| WBs -0 e

1

Agora, por hipotese, vale Auy + gy < Ajpy. Logo, em razao de Ay > 0 e puy > 0,

1 -2 — £ > 0. Por conseguinte, ao escolhermos € > 0 que satisfaca (3.73) e

A1 ©1
o))
-2 -B)—e[=+=) >0
( )\1 51 )\1 H1

devido a (3.74), I(U) — 400, quando ||U||¢ — 400 (supomos ||U||29 — +00). Portanto,
o funcional I é, de fato, coercivo, isto é, vale a afirmacao 1.
Afirmacao 2: O funcional I é limitado inferiormente.

De fato, devido a validade da afirmacao 1, dado 1 > 0, existe R; > 0, tal que
IU)>1,YUe€H(Q), con |U|lc > R. (3.75)

Agora, se U € H(Q) for tal que ||U||¢ < Ry, entao, pelo fato das normas |- ||c, ||+ ||z serem
equivalentes em H(2), existe constante Ry > 0, tal que ||U||g < R,. Por conseguinte,
|lul12 < Ry e ||v||12 < Re. E assim, ao utilizarmos os teoremas 6.10 e 6.9, conseguimos

novas constantes positivas R3 e R4, tais que

max{|[ullz, [[o]l2} < Rs e max{[|ulla, [[vll20} < Ra.
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Consequentemente, ||U|2 < Rs e ||U||20 < R, sendo Rs e Rg constantes positivas. Por

isso, pela validade de (3.69) e pelo fato de A < A\; e pu < puq, temos, para € > 0 fixado,
1 o 1 2 :
I(U) > —5()\1 +e)R: — §(u1 +e)Rg — M. (| +109,) = K (e).

Ou seja,

I(U)> K(e), YU € H), com |U||c¢ < R;. (3.76)

Das desigualdades (3.75) e (3.76), segue que I(U) > min{1, K(e)}, YV U € H(Q), ou seja,
I é limitado inferiormente, como desejavamos.

Afirmacao 3: [ satisfaz a condigdo de Palais-Smale (PS).

De fato, para provarmos tal afirmagao, seja (U,,) uma sequéncia em (H(2), |- ||¢), tal que
(I(Uy,)) seja limitada em R e I'(U,,) — 0 em (H(Q)*, || - ||&). Afirmamos que a sequéncia
(Uy,) € limitada em (H(Q),] - ||c). Com efeito, se isso ndo ocorrer, entdo existe subse-
quéncia (Uy,, ) de (Uy,,), tal que ||Uy,,|lc = 400, quando k& — +o0o0. Consequentemente,

devido a coercividade de I, I(U,,,) — 400, quando k — 400, 0 que gera uma contradigao

K
com o fato da sequéncia (1(U,,)) ser limitada em R. Logo, a sequéncia (U,,) é limitada
em (H(S2),||lc). Finalmente, em razio de I' (U,,) — 0 em (H ()% |- ||5) e da sequéncia
(Upn) ser limitada em (H(€2), ||-||¢), as hipoteses da proposicao 3.6 sdo satisfeitas. De onde
segue, que (U,,) admite uma subsequéncia convergente em (H(€2),| - ||¢)). Portanto, o
funcional I satisfaz a condigao (PS). Com isso, concluimos a prova da afirmagao 3. Agora,
visto que I é um elemento de C*(H(Q),R), ¢ limitado inferiormente e satisfaz a condigao
(PS), temos, ao aplicarmos o teorema 6.15, que I possui um ponto critico U € H((Q),

isto ¢, I'(U) = 0. E assim, U satisfaz a igualdade (3.6). Deste modo, de acordo com a

defini¢ao (3.1), U é uma solucdo fraca para o sistema (3.1), como querfamos.

3.5 Prova do teorema 3.2

A ideia para a demonstracao deste teorema é verificarmos a validade das hipoteses
da proposicao 3.8. Com isso, seguird que I possui um ponto critico, o qual seré solucao

fraca para o sistema 3.1. Inicialmente, provaremos um lema técnico.
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Lema 3.3 Suponhamos vdlidas as hipdteses do teorema 3.2. Se existem ¢ € R e sequéncia
(Un) em H(Q), tais que |Unllc — +oo, I(U,) — c e |[I'({U)&|Unll — 0, quando
n — +oo, entdo existe Qy C Q, com |Qg| > 0, tal que |U,(x)| — +00, quando n — 400,
para q.t.p. x € Qy ou existe Qy C I, com ||, > 0, tal que |U,(z)| — 400, quando

n — +o0o, para ¢.t.p. v € €.

Prova: Pela condi¢ao (A2), temos que, dado € > 0, existe Ry > 0, tal que

G(z,U) < =(B+e)(u*>+v*), Vr€Q, VU € R? com |U| > Ry. (3.77)

N | —

Por isso, pela continuidade de G (condi¢io (H1)) e por Q ser compacto em RY existe

constante C, > 0, tal que

Gz, U) < =(B+e)(uw* +v)+C, Ve Q, VU € R% (3.78)

N

Analogamente, podemos mostrar que existe constante £, > 0, tal que

Fz,U)< =B+ +v)+E,VzeQ, VU R (3.79)

N —

Suponhamos, para o que segue, sem perda de generalidade, 5 > 0 em (A2). Por hipotese,
|Unllc = +oo. Assim, existe Ny € N, tal que ||Uy,|lc # 0, V n, com n > Ny. Conse-
quentemente, tem sentido definirmos ﬁn = ”UUW, para n > Ny. Claro, que a sequéncia
(Un)nsn, € limitada em (H(Q), ]| - ||lc), pois |Unllc = 1, ¥ n > Np. Disso ¢ do fato das
normas || - |, || - ||z serem equivalentes em H(S2), concluimos que a sequéncia (U,)n>n,
também é limitada em (H(2),|| - ||g). Deste modo, em virtude de (H(2), || - ||z) ser um
espaco reflexivo, existem subsequéncia da sequéncia (l/jn)nz Ny» que suporemos, sem perda
de generalidade, a mesma sequéncia, e U € H (), tais que U, — U em (H(Q), || - ||ln).

Por conseguinte, ao utilizarmos os teoremas 6.10 e 6.9,

U, — U em ([L2Q]°, ] - 12) e (2] ]| - [l2.)- (3.80)



86

De onde segue que

Un(:c) — [7(95), quando n — +00, q.t.p. x € (3.81)
e
ﬁn(x) — l/j(a:), quando n — +o00, q.t.p. x € 0N. (3.82)

Ainda, por hipotese, I(U,) — ¢, quando n — +o00. Devido a isso e as desigualdades

(3.78), (3.79), (3.5) e (3.3) existe natural N; > Ny, tal que, se n > N, entao

sUalE < (c+1)+ [ Fz,Un)de + [y, Glx,Un)do
< (e 4+ 1) + 5105 + ZlUnll3 0 + ElQf + Ce| 095 + Ka(e), (3.83)

onde K,(e) = £ [A\'Unl|& + 11 ||Us||2] - Logo, ao multiplicarmos (3.83) por [|U,|c%,
obtemos

1 cte Bi~e Bisoo €4 1

< 2oz + 20, $a , 3.84

Mas, ao fazermos n — 400 e € — 0 em (3.84), obtemos, devido a ||U,||c — 400, quando
n — +oo (hipotese), ¢ a (3.80), 3 < gH(A]H% + g”ﬁﬂ%a De onde vem que || > 0 ou
|Q], > 0, sendo Qg = {x € Q: ﬁ(w) £0}eQ ={zed:Ux) #0}. Combinando
isso, (3.81) e (3.82), concluimos que [7”(35) # 0, para q.t.p. z € Qy ou [7”(:1:) # 0, para
q.t.p. = € 092, desde que n > Ny, sendo Ny > N;. Finalmente, pela definicao de (7”, temos
U, = ||Un||cﬁn Portanto, em razao de ||U,||c — +00, quando n — 400, |U,(z)| — +o0,
quando n — 400, para q.t.p. = € Qy ou |U,(z)] — +00, quando n — 400, para q.t.p.

x € ;. Com isso, finalizamos a prova do lema 3.3.

No proximo lema, mostraremos que [ satisfaz a condi¢ao (Ce)., V ¢ € R.

Lema 3.4 Suponhamos validas as hipdteses do teorema 3.2, entao o funcional I satisfaz

a condi¢do de Cerami (C)., para qualquer nivel ¢ € R.

Prova: Temos que (H(Q), ||-||¢) ¢ um espago de Banach e I € C'(H(Q),R). Deste modo,

se provarmos, para qualquer ¢ € R, a validade das condigoes (I) e (IT) da proposigao 3.7,
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seguird, por esta, a validade do lema 3.4. A validade da condi¢do (I), para qualquer
¢ € R é consequéncia imediata da proposicao 3.6. Assim, precisamos mostrar a validade
da condigao (II), para qualquer ¢ € R. Suponhamos que tal condi¢ao nao seja valida.

Entdo, existem ¢ € R e uma sequéncia (U,) em H (), tais que
|Uplle = o0, I(U,) = ce || (U)EU| = 0, em R, quando n — +o0o.  (3.85)

Ainda, temos

’

/Q [f(z,U,) — 2F(z, U,)] dz + /d Lo, Un) = 26, U] do = 21(U,) = I'(U2) (U

Consequentemente, devido & (3.85),

lim [ /Q (2, U,) — 2F (2, U] dz + / (@, U) — 2G(2, U do| = 2c  (3.86)

n—-4o00 90

Agora, pelas condicoes (A2), (G1) e (F1), concluimos que existe M € R, tal que

f(z,U,) - U, —2F(x,U,) > M, uniformemente para q.t.p. x € Q (3.87)

g(x,U,) - Uy, — 2F (z,U,) > M, uniformemente para q.t.p. x € OS2, (3.88)

com U € R?. Ora, como (3.85) vale, segue, do lema 3.3, que existe 2y C £ com || > 0,
tal que |U,(z)] — +o00, quando n — 400, para q.t.p. = € €y ou existe ; C I com
1], > 0, tal que |U,(z)| — +o0, quando n — +o00, para q.t.p. x € ;. Por conseguinte,
em razao da validade das condigoes (LF) e (LG),

nl_i>r+noo [f(z,U,(x)) - Up(z) — 2F (2, U,(2))] = 400, q.t.p. x € Qp, (3.89)
nl_lgloo [9(z, U, (x)) - Up(x) — 2G(2,U,)(x)] = +00, g.t.p. x € Q. (3.90)

Caso (3.89) ocorra, temos, se denotarmos P,(z) = f(z,U,(z)) - Up(x) — 2F (2, U,(z)) e
Qn(x) = g(x,U,(2)) - Uy(2) —2G(z, Up(x)), apds aplicarmos o lema de Fatou e utilizarmos
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as desigualdades (3.87) e (3.88), que

lim inf {/ P, (z)dx + Qn(x)da} > liminf/ P,(z)dz + M (|2 \ Qo| + |09|,) = +0o0,
n—-+0o0o Q 90 n—-+o0o Q0
(3.91)

o que gera uma contradi¢gao com (3.86). Logo, (3.90) deve valer. Entretanto, novamente

com o auxilio do lema de Fatou e das desigualdades (3.87) e (3.88), obtemos

lim inf [/ P, (z)dx + Qn(x)da} > liminf | Qn(x)do+ M (|Q] + |02\ 4|,) = +o0,
n—4o00o Q 90 n—-+o0o 0
(3.92)

0 que gera uma nova contradi¢ao, agora, com (3.86). Logo, a condi¢ao (II) da proposicao

3.7 deve valer. Dai segue a validade do lema 3.4.

Na secao 1.6, do capitulo 1, vimos, ao considerarmos j € N fixado e ao denotarmos

U M

k=j+1

V; = , Y, = e X; =Y; ®c Ho(12),

J
UM
k=1

que H(Q) =V; &¢ X, com dim(V;) < co. Assim, devido & veracidade do lema 3.4, se

mostrarmos que existe uma constante R > 0, tal que

sup [(U) < inf I(V), 3.93
sup (1) < inf 1(V) (3.93)

com D ={U eV;:||U|lc <R}, seguira, pela proposicao 3.8, a validade do teorema 3.2.
Afirmacao 1: —I é coercivo sobre V.
De fato, pela condigdo (A2) e pela continuidade de G e F', dado € > 0, existe constante

C >0, tal que, se z € Q2 e U € R2, entdo

(A—e) (“2‘2“}2) ~C<G(z,U) < (BH)L;”’QHC (3.94)
(a—¢) (v ;F Y o< F(z,U) < (B+¢) (v "5 Lo} (3.95)
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Consequentemente, para U = (u,v) € V;,

I(U) = ‘UHC fg (z,U)dz — faQ

(3.96)

onde C' ¢ uma constante positiva, P(z,U) = —L(a—e)|U|2 e Q(z,U) = —5(A=9)||U|13,-
Agora, suponhamos, sem perda de generalidade, & < 0 em (A2). Por isso, por A > p; > 0
(hipotese (A2)) e pelas desigualdades (3.5) e (1.36), temos, para € > 0, com A — ¢ > 0,
P(z,U) < =Ya—eAMU|Z e Q(z,U) < —1(A - )y YU|%. Por conseguinte, em
razdo da desigualdade (3.96),

1 «a A €
I(U) < 2(1—>\—1——+)\— )HUHC—i—C (3.97)

Finalmente, como A\jp; < apj+ ANy, p1; > pg > 0e Ay > 0, existe € > 0, tal que A—e >0
el—5 - A4 3 5 < 0. Combinando isso a desigualdade (3.97), concluimos que
I(U) - —o0, quando U € V; e ||Ul||¢c = +o00. E assim, —I(U) — +o00, quando U € V; e
|U|lc — 400. Dai segue a validade da afirmagao 1.

Afirmacao 2: [ é coercivo sobre X;.

De fato, seja U € X;. Como X; =Y, ®&c Ho(Q2), existem tnicos U’ € Hy(Q) e U e Y,
tais que U = U° + U. Com o auxilio das desigualdades (3.94) e (3.95), e do fato de U° e

U serem C-ortogonais, podemos mostrar que existe constante C > 0, tal que

IU) =30+ 51018 = Jo F(z,U)dz — [y Gz, U)do
> 5 IU°NE +31IUNE — 38+ llUN3 = 5(B+e)llUl3, - C,

Consideraremos, para o que segue, sem perda de generalidade, § > 0 em (A2). Por isso,

pela desigualdade (3.5), por ||U||2.9 = [|U||2.0 € por U e U serem C-ortogonais, temos

1025 (1-£ - &) Il +3 [(1- £ - 5) 1012 - (B+ T3, - C.
(3.98)
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Segue, ao combinarmos esta desigualdade a (1.37) e utilizarmos o fato de B > 0, que

1 I} € 1 15} B € € — _
IU)y>=-(1-+——-— U02+—<1——————— ) Ullz —C. (3.99
@z (1- - )W+ 5 (1~ g - o - - ) 0T (G99)
Mas, por hipotese, S + BAi < Aipj1 e B > p; > 0. Consequentemente, devido a
At >0, Bujpr < Aiptjyr, e assim, como pjpq > 0, 8 < A De onde vem que, para ¢ > 0
pequeno,

M) =1——=——>0. (3.100)

Além disso, visto que Bujp1 + BA < Aipj41, podemos escolher € > 0, tal que (3.100)
valha e N(e) =1 -2 - B _ c _ _€_ ~ (. Deste modo, min{M(e), N(e)} > 0. Com

A1 Hj+1 A1 Hj+1

isso, em razao de (3.99) e de U° e U serem C-ortogonais,
[(U) = min{M (e), N(e)} (IU°¢ + 1U]&:) = min{M (e), N(e) HIUIIE: (3.101)

Dai segue que I(U) — +o0, quando U € X, e |[|[U|lc — +o0. Ou seja, a afirmagao 2 é
verdadeira.
Afirmacao 3: Existe R > 0, tal que

sup I(U) < inf I(V),

UedD TVex;

sendo D ={U €V, : ||U|c < R}.
De fato, pela afirmacao 2, I é coercivo sobre X;. Logo, dado, digamos, 1 > 0, existe
Ry > 0, tal que I[(U) > 1, VU € X;, com ||U|c > R;. E mais, se U € X, satisfaz

|U||c < Ry, entdo, devido & parte final da prova da afirmagao 2,
I(U) = min{M(e), N() U2 = ~IU[IZ = - Ry,

Portanto,

I(U) > min{l,-R}} = —R;, VU € X,. (3.102)
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Agora, devido a validade da afirmagao 1, dado Ry < —R? existe R > 0 tal que, para
qualquer U € V;, com ||Ul|¢ > R, I(U) < Ry < —R}. Consequentemente,

sup I(U) < Ry < —Rj, (3.103)
UeoD

onde D = {U €V, : |U||¢ < R}. Finalmente, devido as desigualdades (3.102) e (3.103),
segue a veracidade da afirmacao 3. Ora, em razao da validade da proposicao 3.4, do lema
3.4 e da afirmacao 3, as hipoteses do teorema 3.8 ficam verificadas, e assim, I possui um
ponto critico U, e este é uma solugao fraca para o sistema (3.1), ou seja o teorema 3.2

vale.

3.6 Prova do teorema 3.3

Para comecarmos tal prova, enunciaremos dois lemas, cujas demonstracoes sao

semelhantes as dos lemas 3.3 e 3.4, por isso, as omitiremos.

Lema 3.5 Suponhamos vdlidas as hipdteses do teorema 3.3. Se existem ¢ € R e sequéncia
(Un) em (H(Q), |- o), tais que |Unlle — +oo, I(Uy) — ¢ e [[I'(Un)[E|Unll = 0, quando
n — +oo, entdo existe Qy C Q, com |Qg| > 0, tal que |U,(x)| — +00, quando n — 400,
para q.t.p. x € Qy ou existe 0y C I, com ||, > 0, tal que |U,(z)| — 400, quando

n — +o0o, para ¢.t.p. v € €.

Lema 3.6 Se valerem as hipdteses do teorema 3.3, entao I satisfaz a condi¢ao (Ce)., em

qualquer nivel ¢ € R.

Em razao da validade da se¢ao 2.5, do capitulo 2, H(Q) = F; & (IF]L N H(Q)), sendo
dimF; < oo e j € N fixado. Assim, com o intuito de aplicarmos o teorema 3.8,
mostraremos a validade das hipdteses exigidas para a aplicacdo do mesmo. Ora, como o

lema 3.6 é valido, precisamos provar apenas que existe i > 0 tal que

sup [(U) < inf  I(V), (3.104)
UeoD Ve]F].lmH(Q)
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sendo D = {U € F, : |U|]l¢c < R}. Primeiramente, mostraremos que o funcional —I
¢ coercivo sobre I;, posteriormente que I é coercivo sobre IF‘JL N H(Q) e, logo a seguir,
provaremos (3.104).

Afirmacao 1’: —I é coercivo sobre F.

De fato, devido a condigao (A3) e a continuidade de G e F, segue que, dado € > 0, existe

constante C' > 0, tal que, se z € Q e U € R,

(A — )(UQ;U)—égG(x,U)S(B+e)@+(j (3.105)
(a—€) (“2;”2> O < F(a,U) < (5—1—6)@22;2}2)4-0. (3.106)

Temos, deste modo, para U € F;, que existe constante C >0, tal que

L) =3llUlE = Jo Fla, U)dr — [50 G(

. (3.107)
< HUZ + P(2,U) + Q(z,U) + C,

onde P(z,U) = —2(a—e) U3 ¢ Qz,U) = —3(A—¢)||U[35- Logo, ao assumirmos,
sem perda de generalidade, A < 0 em (A3), obtemos, devido & a > \; > 0 e as desigual-

dades (2.17) e (3.3), para € > 0, tal que a — € > 0,
5 1 17712 . A 1 -1
Pla.U) < L (0 XU € Q1) < —1 (A 0 i U]

Agora, por hipétese, Aju; < AjA + pro. Também sabemos que A; > Ay > 0e pqg > 0.
Assim, ao escolhermos € > 0 tal que . —e > 0e 1 — & — v+ x + = < 0 ocorram,
M1 j j M1

concluimos, devido a (3.107), que

2

I(U) <s5lUlE =5 (a=a U = 5 (A=) UG +C
—1(1———%+ + )|\U||20+6. (3.108)

Dai, I(U) — —oo, quando U € F; e ||U|l¢c — +oo. Ou seja, —I(U) — +oo, quando

UeckF,e|Ulc— +oo. Portanto, a afirmacao 1’ é verdadeira.
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Afirmacdo 2’: I é coercivo sobre Fj- N H(Q).
De fato, seja U € F;- N H(Q). Entao, devido as desigualdades (3.105) e (3.106), temos,

para € > 0 e z € Q, que existe constante C > 0, tal que

L) =3llUNE = Jo Fa, U)dr =[50 G(

(3.109)
> U + Pi(z,U) + Qi(z,U) + C,

onde P(x,U) = =3 (B+¢€) U3 e Qi(z,U) = —5 (B +¢€) |U]|3 5. Consequentemente, ao
assumirmos, sem perda de generalidade, B > 0 em (A3) e notarmos que § > A\; > 0,
obtemos, das desigualdades (2.14) e (3.3), para € > 0, Py(z,U) > =371 (B+€) [|U[|% e
Q1(z,U) > —iu7" (B +¢€) |U]|Z. Finalmente, por hipotese, Ajy1B+ 18 < Ajy1pu. Deste

B 5 € €
modo, ao escolhermos € > 0, tal que 1 — = — Syl v , por (3.109),
que
IU) Z5IU1E = 5270 B+ llUNE = su (B+e) UG+ C
_ 1 B B € € ~
=1 (-2 sk ) Wl + C (3.110)

Como consequéncia disso, ao fazermos ||U||c — 400, com U € Fj N H(Q), I(U) = +o0,
ou seja, I é coercivo sobre Fj N H(Q2), como desejavamos.

Afirmacgao 3’: Existe R > 0 tal que

sup [(U) < inf  I(V), (3.111)

UedD VeF;NH()
sendo D ={U € F; : |U||¢c < R}.
De fato, pela afirmacao 2’, I é coercivo sobre IE?‘jL N H(). Deste modo, dado, digamos,
1 >0, existe Ry > 0, tal que I(U) > 1,V U € F; N H(Q), com ||U|l¢ > R;. Além
disso, se U € F;- N H(Q) satisfaz |U||¢ < Ry, entao, por (3.110), para e > 0, tal que

B B € € 1 B B € 2 -
L= s e > 00 2 S (1= B o5 - - 55 ) B = B Por
conseguinte,
inf  I(U) > Rs. (3.112)
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Agora, devido & validade da afirmacao 1’, dado R3 < R,, existe R > 0, tal que, para

qualquer U € F;, com ||U||c > R, I(U) < R3 < R,. Consequentemente,

sup I(U) < R3 < Ro, (3113)
UeoD

onde D ={U € F, : ||[U|lc < R}. Finalmente, ao combinarmos as desigualdades (3.112)
e (3.113), concluimos que a condigao (3.111) é valida. Com isso, finalizamos a prova da
afirmacao 3’. Devido a validade da proposicao 3.4, do lema 3.4 e da afirmacao 3’, as
hipoteses do teorema 3.8 sao satisfeitas. Logo, o funcional I possui um ponto critico
U € H(Q), o qual é uma solugao fraca para o sistema (3.1). Com isso, finalizamos a prova

do teorema 3.3.



Capitulo

4

O primeiro autovalor de Steklov e de
Neumann para equacoes envolvendo o

operador p-laplaciano

nstruirem n itu i rimeir utovalores, um i
Construiremos, neste capitulo, dois " eiros" autovalores, associado ao
auto-problema

—Npu+c(x)|ufPu=0, sexe

. (4.1)
\Vu|P2— = pluP~2u, se x € 05
on
e outro, ao auto-problema
— Ny u+ (@) |[ulP?u = NulP?u, sex € Q
A (4.2)
— =0, se x € 082,
on

onde 2 ¢ um dominio limitado em RY, N > 2, com fronteira, €2, de classe C%!, A,u é

o p-laplaciano de u, p € (1, 0), =1 -V é derivada normal (unitéria) exterior a 0f) e

c: ) — R satisfaz a seguinte Con(?l?géo:

(PLP) c € L>(Q), ¢(x) > 0, para q.t.p. z € Q e vale [, c(x)dz > 0.

No transcorrer, deste capitulo, assumiremos estas hipoteses validas. Na secao
1, provaremos alguns resultados preliminares, necesséarios para a construcao de tais auto-

valores. O primeiro, o qual denominaremos "primeiro autovalor de Steklov" associado ao

auto-problema (4.1), sera construido na se¢ao 2. Ja na se¢io 3, construiremos o segundo

95
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autovalor em questao, que denominaremos "primeiro autovalor de Neumann' associado

ao auto-problema (4.2).

4.1 Resultados Preliminares

Inicialmente, lembremos que, para p € (1,00), (W'?(Q), || - |l1,) é um espago de

Banach, uniformemente convexo, logo reflexivo, onde

fulhy = ([ 190+ o) (13)

Ainda, como ¢ :  — R satisfaz a condi¢ao (PLP), podemos mostrar que

full. = [ 190+ ctatup)’ (1.4)

também define uma norma em W'P(Q2). Veremos, no que segue, que tais normas sao

equivalentes em W1P(Q2). Com este intuito, mostraremos, antes, alguns lemas.

Lema 4.1 O funcional ¢ : (W'P(Q), |- |l1,) — R, definido por ¢p(u) = ||ull., é continuo

€ CONnvexo.

Prova: A prova da convexidade de ¢ é imediata, pois |||, define uma norma em W'?(Q).

Provemos a continuidade de ¢. Para isso, seja u € WP(Q). Entao, por ¢(z) € L®(Q),
¢(u)” = |[ull? = [[[Vull[; + /QC(SC)|U($)|pde“ < max{1, [[e(z) oo Hull -
Portanto, ao denotarmos A = max{1, Hc(x)”oo}%, que é uma constante positiva,
lulle < Allull1p, ¥ u e WH(Q), (4.5)

Dai segue a continuidade de ¢.

Observacao 1: Como o funcional ¢, definido no lema 4.1, é continuo e convexo, segue

que ele é fracamente sequencialmente continuo em (W?(Q),||-||1,). Logo, toda sequéncia
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(tm), tal que u,, — uem (WHP(Q),] - ||1,) satisfaz

liminf ¢(u,) > ¢(u). (4.6)

n—-+o0o

Lema 4.2 FEriste 0 > 0, tal que
[ull2 > dlfullh, ¥ u € WH(Q). (4.7)

Prova: Sejam S = {u € W'P(Q) : ||lull, = 1} e § = inf e ||ul/?.
Afirmacao 1: Existe u € S, tal que ||u]|2 = 0.

De fato, da definicdo de infimo, existe sequéncia em S, (u,,), tal que
|um]|Z — 0, quando m — +o0 e ||uy|? < §+ 1. (4.8)

Agora, visto que [[unlf, = [[[Vun|l[5 + [lunl} e um € S, lunlli, = [[Vun|l[h + 1. Por
conseguinte, em razdo da validade de (PLP), [[u|[2 > [lum|[f, — 1. De onde segue que
lumll?, < 0+ 2, ou seja, a sequéncia (u,) é limitada em (W'P(Q), | - [|1;). Com isso
e pelo fato de (W'?(Q), || - ||1,) ser um espaco reflexivo, existem subsequéncia (u,,, ) de

(um) e u € WHP(Q), tais que
Uy, — W em (WH(Q), [| - [l1,)- (4.9)
Por isso e por (4.8), segue, da observagao 1, desta se¢ao, que
Jlle < lim in [fu | = 57

Ainda, pela validade de (4.9), concluimos, devido ao teorema 6.9, que u,,, — U em
(LP(2), ]| - |lp)- Consequentemente, em razio de u,, € S e da continuidade da norma
|-l @ € S. Com isso e por ||u]. < 5%, temos d = ||u]|?, ficando assim provada a
afirmacao 1.

Afirmacgao 2: § > 0.

De fato, se 6 = 0, entao, pela afirmagao 1, ||ul|? = 0. Consequentemente, u = 0 em
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WP(Q), o que é um absurdo, pois u € S. Dai segue a validade da afirmagio 2. Agora,
estamos aptos a demonstrar a desigualdade (4.7). Se u € WHP(Q) for tal que u = 0

em WP(Q), entdo a igualdade em (4.7) é facilmente verificada. Caso u € W'?(Q) seja

nao trivial, entao consideremos v = - € Whr(Q). Assim, |[v, = 1, ou seja, v € S.
P

Logo, [[v||Z > 6. De onde segue que |[ul[2 > §||u||b. E isso conclui a demonstragao da

desigualdade (4.7).

Proposigdo 4.1 As normas || - ||c e || - |l1p sdo equivalentes em W'P(Q).

Prova: Seja u € W'P(Q). Entdo, como c(z) satisfaz a condicado (PLP), [ullf, <
[|w[[2 4 ||ul[p. Consequentemente, devido & desigualdade (4.7), dada no lema 4.2, [Jul} , <

1
(1 + —> ||ul|?, de onde vem que

)
1
lully < 4/ {1+ 5 ) llulle:

Por isso e pela validade da desigualdade (4.5), segue a equivaléncia das normas || - ||1,,

I+ lle em WP(Q).

Observacao 2: Como consequéncia imediada, da proposi¢ao anterior, temos que o espago

(W1P(Q), || -||.) € um espago de Banach. Nos proximos dois resultados, mostraremos duas
propriedades, essenciais para o nosso trabalho, do espago (W1P(Q), || - ||.)-
Proposicao 4.2 O espagco (WP(Q), || - ||.) € uniformemente convezo.

Prova: Observamos, inicialmente, que devido a ¢(z) > 0, para q.t.p. = € €, temos para
u e Wh(Q), [[|Vul[? + ||c(x)%u||£ = ||u||?. Para o que segue, sejam € > 0 e u, v elementos
de WhP(Q), tais que

lulle <1, ||v]|le <1elju—v|.>e (4.10)
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Afirmacgao 1: (WH(Q),] - ||c) é uniformemente convexo, quando 2 < p < cc.

De fato, pela primeira desigualdade de Clarkson em LP(Q), temos

1 1
V(u+tv Vu v) P (u+v P
120 |2l + [ e 4 s e
; (|||Vu|||p T |||W|||p) 5 (llet@)rullp + e(z)»olly)
3 (hulle + 1ol

=112 + 115112

IN

1
Por isso e por (4.10) H“*”Hp <1-— ( ) Logo, ao tomarmos 0 = 1 — (1 — (%)p)” > 0,
H“TJF”HC < 1— 4. Portanto, a afirmacao 1 é verdadeira.
Afirmacgédo 2: (W'(Q),] - ||c) é uniformemente convexo, quando 1 < p < 2.

De fato, como u,v € W'(Q) e c¢(z) € L>(Q), temos, ao denotarmos p = ,ﬁ; que

/ / ’ ’
p

u—v Vu+ Vol |Vu—Voul?
, c( )<p )
2 2 2

1

c(x) -1

u+v
2

9

€ LP Q).

Como 1 <p<2,0<p—1<1. Assim, pela desigualdade reversa de Minkowski,

p P » o
c(x)@=D u;—v + c(x)@ii“ u2v < c(m)U?lU(u;U + u21) )
p—1 p—1 p—1
(4.11
e
Vu+ Vv Vu — Vv Vu+ Vol? Vu—Vol?
> > SW——=—| "7 = (4.12)
p—1 p—1 p—1
Mas também
e
u P p V(u—i—v c(x)%(u—i-’u) P\
=207+ 14217 ame )+
P (4.13)

Além disso, como 1 < p < 2, temos ¢ = v %1 > 1. Por conseguinte, | - |, : R* = R,
p p
y)

dada por |(x,y)|, = (|z|? + ]y|q)5, (z,y) € R?, define uma norma em R?. Consequente-
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mente, ao denotarmos

- () s

B = ( ) = (By, Ba),

202 + 122207 = (A By)' + (4e + By)” = |A+ BJs

p p

Vu— Vv
2

’
p

i

p

' c(x)%(u — )

2

c(x)% (u+v)
2

Y

p

1 1\ ¢ (414)
< (JAl, + 1Blo)* = (A9 + A7 + (B! + BY)+) .
Mas, por (4.11) e (4.12), temos
Al + A3 = [fo [P0 da]” + [ f [F1572] da]”
/ %1 / o %1
I e e T w15)
— |Vu—2&-VU‘p, + ‘Vu;Vv‘p/ S ‘Vu;—Vv‘p/ + |Vu5VU‘p,
p—1 p—1 p—1
e
Bl + B =|[/[,c(x) ]“T*”]pdx}q + [J;, c(=) |“g“}pdx]q
1 1
= fQ c(a:)% |u2ﬂ p ey dx . + {/‘Q c(m)% |%‘p v dx} h
L / L / (4.16)
= etwyem 2P|+ etwrs 22
p—1 p—1

1 ’

O G

<

p—1
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Ao combinarmos as desigualdades (4.15) e (4.16) com (4.14), concluimos que

/||1p—1

+

Pty + el <

o (et =t )]

/ N P—1
G T

1
’ N\ p—1 p—1
+ [, c(x) (’%ﬂv) —i—}%p) d.ﬂ:} .

Por isso e pela segunda desigualdade de Clarkson em RY,

‘ Vu+Vo ‘p, + | Vu—Vv ‘p
2

_|_

1

=l + el < [ (Ve + Vo) o+ J, (ful? + o) dz] "~
(Sl + 3lol2)

Dai, devido a (4.10), ||“+”||p <1- (2)1;’. Por conseguinte, ||“J2r”||C < 1 -4, sendo

1
N

o=1- (1 — (%)p/> " >0, H“;”Hc < 1—4. Ou seja, (WH(Q),] - ||lc) ¢ uniformemente

convexo, quando 1 < p < 2, como queriamos. Da validade das afirmacoes 1 e 2, segue a

veracidade da proposicao 4.2.

u
Proposigao 4.3 O espaco (W'P(Q), || - ||.) € reflexivo.
Prova: Pela proposicao 4.2, o espago (WHP(Q), || - ||.) ¢ uniformemente convexo. Assim,
em razao do teorema de Milmam-Pettis, (W1'?(Q), || - ||.) ¢ um espago reflexivo.
u
O proximo resultado refere-se ao operador ¢ : WP(Q) — [L”,(Q)]N , definido por
o(u) = |VulP">Vu, ¥V u e W(Q), (4.17)

onde WP (Q) estd munido da norma || - ||. e [L”/(Q)]N, da norma

!

UMy = Il + -+ lunlly, ¥ U = (ur, - uw) € L7 ()Y
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Além disso, p’ representa o expoente conjugado de p. Claro que ¢ estd bem definido, pois
se u for um elemento em W'P(Q), [Vu| € LP(Q). De onde segue que [Vu[P=22% ¢ Lp/(Q),

parai=1,2,---,N. Ou seja, p(u) € [L” ()Y
Lema 4.3 O operador ¢ € continuo.

/
Prova: Primeiramente, notamos que, para U = (u1,--- ,uy) € [L? (Q)]Y, em razao da
equivalencia das normas em R”Y e do teorema 6.1, existem constantes K, Ky > 0, tais
que

p

N
o, = (Znuzn ) <Kty = 5 Zw 7 d
—K1/|U\pdx<K2/]U]pdx

Sejam (u,) uma sequéncia em WP(Q) e u € WP(Q), tais que
U, — uem (WH(Q), |- [le)- (4.18)

Mostremos que ¢(u,) — @(u) em ([LPI(Q)]N, [[| - [ll,y)- Temos dois casos a analisar.
Caso 1: 2 <p < o0.

Em razao do teorema 6.4,

lle(un) = @)llI?, < Ko [, le(un) = o(u)? dv = K [, IIWn!”‘QVun VP~V ul? dx
< KA [ |V, — YVl (V| + [Val)” 2 da.

Mas também, |Vu, — Vu|p/ e L (Q) e (|Vuy,| + |Vu|) ) e LV (©2). Logo, pela
desigualdade de Holder, se K3 = KQAP ,

o (un) = (@), < Ks||IV (un — ) |15 111V + [Vl P72, (4.19)

Agora, para cada u € W'?(Q), temos |||[Vul|[> < |lu|[?. Deste modo, devido ao teorema

6.1, & (4.19) e a desigualdade de Minkowski, existe constante K, > 0, tal que

llo(un) = (@I < Kallun = ull? (Juall2 @2 + [full? 7). (4.20)
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Por isso e por (4.18), p(u,) — ¢(u), em ([Lp/ IV, - ll,)- Ou seja, o operador ¢ é
continuo, quando 2 < p < oo.
Caso 2: 1 <p <2

Segue, do teorema 6.4, que existe constante Ky = K,B? >0, tal que

lle(un) = e)llI?, < I [ [e(un) = @(u)|P do = I [o [[Vun P2 Vu, = [VuP=2Vul? de
< KyBY [ |V, — VulP *Dde = K, [, |Vu, — VulPde

= K[V (un =) [} < Kalfun = ull?,

]l

Consequentemente, pela validade de (4.18), ¢(u,) — ¢(u) em ([LPI(Q)]N, -] )-
u
No préximo lema, mostramos a continuidade de ¥, : (WP(Q), | - |l.) — LPI(Q) e U :
(W2(Q), | - ||c) — Lp/(aQ), os quais sao operadores definidos por
U (u) = c(z)ulPu e U(u) = |[ulP~?u. (4.21)
Tanto V., quanto ¥ estdo bem definidos. Com efeito, para cada v € WHP(§2), temos
e(@)uPul?” < le@ful? e lluf2ul” < Ju.
Consequentemente, em razao das normas || - ||, || - |1, serem equivalentes em W'P(Q) e
da validade do teorema 6.10, existem constantes positivas K, Ky, tais que
v v v
IWe(u)lly < lle(@)lls llull, < lle@)l[llullp < Klle(@)ls[lulle < oo (4.22)
e
()l < lullpo < Kiflully < KK flulle < oo. (4.23)

Dai segue a boa definicao de ¥, e W.

Lema 4.4 Os operadores V., e ¥ sdo continuos.
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Prova: Para provarmos a continuidade de ¥, e ¥, sejam (u, ) uma sequéncia em W?((2)
e u € WP(Q), tais que
w, — u em (WH(Q), |- ). (4.24)

Prova da continuidade de V,:
Caso 1: 2 < p < o0.

Gragas & validade do teorema 6.4 e & ¢ € L*(Q2), temos

[We(un) — ||p = Jo @) |[unl?"2u — JulP~2ul? dz

< A [le(@)II% fo lun = ul? (Jua] + [u))? @72 da.

2)

Disso e do fato de |u, — u|p, e L () e (Jun| + |u])” 2 ¢ [V (), segue, pela

desigualdade de Holder, que
1We(un) = Ce()|?y < A [le(@) |5l — wll [|fun] + [ul 572 (4.25)

Consequentemente, devido aos teoremas 6.1 e 6.9, & desigualdade de Minkowski e as

normas || - ||c e || - ||1, serem equivalentes em W1P((Q), existe constante Ky > 0, tal que
1We(un) = Pe()]?) < Kallwn —ull? (Juall P2 + a2 ©72). (4.26)
Por isso e por (4.24), concluimos que V¥ .(u,) — V. (u) em (Lp/(Q), | - 1l,r), ou seja, o

operador ¥, é continuo, quando 2 < p < oo.
Caso 2: 1 <p <2

Segue, do teorema 6.4, que

[We(un) — ||p = oy (@) [Junl? 2, — [ulP~>ul” do
< B |le(@)|%, foy [tn — ufP @ Vda = Ks [, [un — ulPda

= Kallun —ullj < Kaflun — ulf?,

onde Ky = B Hc(m)Hg;, K4 sao constantes positivas. Combinando isso & (4.24), obtemos
U (uy) = Pe(u) em (Lp/ (€2), 1/ - l,y)- Logo, ¥, é continuo, quando 1 < p < 2. Por isso, e

em virtude da validade do caso 1, segue que V. é um operador continuo.
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Prova da continuidade de V:
Esta prova é uma simples adaptacao da prova da continuidade de V., basta considerarmos
c(x) =1e 09, || - ||,0 e teorema 6.10 ao invés de €2, || - ||, e teorema 6.9. Dai segue a

validade do lema em questao.
[

O proximo resultado fornece propriedades para Y., 8,5 : (W'(Q), | - [lc) = R, os quais

sao funcionais definidos por
Ye(u) = [[u|l?, (u) = |[ullp = 1 e Bu) = [lull} 5, ¥ u € WP(Q). (4.27)

Proposi¢ao 4.4 Os funcionais, definidos em (4.27), sao elementos de C*(W'P(Q),R),

tendo como derivadas de Fréchet em u € WhP(Q),

’

T.(u)(v) = p/Q [[VulP~>VuVo + ¢(z)|ulP~?w] dz, (4.28)

o (u)(v) = p/aQ luP"2uvdz e B (u)(v) = p/aQ lulP~?uvdo, ¥ v € WHP(Q). (4.29)

Além disso, 8 € um funcional fracamente continuo sobre (WhP(Q), || - ||c)-

Prova: Provaremos esta proposi¢ao em trés etapas, a saber:

Etapa 1: Y. € C'(W'(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € W'P(Q) a
expressao (4.28).

De fato, temos, para u € W'(Q), T.(u) = A(u) + B(u), onde A(u) = [, |[VulPdz e
B(u) = [, c(x)|ulPdz, ¥ u € WHP(Q). Mostraremos, nas afirmagoes 1 e 2, a seguir, que A
e B sao elementos de C*(W1P(Q), R), daf seguird a prova da etapa 1.

Afirmacgdo 1: A € CY(W'?(Q),R).

De fato, seja F': Q x RY — R, definido por F(z,y) = p Oly\ sP7ds, V (z,y) € Q x RY,
Assim, para 0 < h < 1 e u,v € WhP(Q),

A(u+ hv) — A(u) -y ‘Vu(m)+thsz)\P_|u(z)|P — F(2.Vu(@)+hVo(@)) - F(z.Vu(z) ;..

h h
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Ainda, dado z € 2, pelo teorema do valor médio, existe A € (0,1), tal que

|F(x, Vu(x) + hVu(z)) — F(x, Vu(x))|
A

< p|Vu(x) + AhVu ()P~ Vu(x)]

< p(IVu()| + | Vo(@))" ™ | Vo()]

< 27 Ip(|Vu(@)lP +[Vo(z)P) € L1().
Logo, em razao do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue,

A(u + hv) — A(u)
h

limy, o+ :| = limy, o+ [IQ \Vu(m)—&-th(;Lﬂ)\P—IVv(m)\p dl’]

[F(:r,Vu(:r:)Jrth}Ex))fF(x,Vu(:r))i| d

= fQ limh_>0+ €T

=p [ |Vu(z)[P*Vu(z) - Vu(z)dz.

Argumentando de maneira semelhante, porém considerando —1 < h < 0, podemos

mostrar que

{A(u + fw;L) - A(U)} _ p/Q IVu(z) P 2Vu(z) - Volz)dz.

Portanto,

lim
h—0

[A(u + hz;l) — A(u)} _ /Q Vu(z)[P-2Vu(z) - Vo(z)ds,

Temos, para u € WP(Q) fixado, que o funcional T, : W?(Q) — R, definido por T, (v) =
p [o |VulP=>Vu-Vodz, ¥V v € WH(Q), é linear e limitado. A linearidade de T, é imediata.
Provemos a limitacdo de T,. Segue, das desigualdades de Schwarz em RY e de Holder,

que

Tu(@) < p Jo [Vu(@) P~ Vo(@)|de < pll[VulllzH IVolll, < pllulz vl (430)

Consequentemente, T, é limitado. E assim, o funcional A é diferenciavel a Gateaux em
u € WP(Q), tendo como derivada de Gateaux em u, A'(u) = T,,. Finalmente, mostremos
que A" : WHP(Q) — [W'P(Q)]", definido por A'(u) = T,, é um operador continuo. Para

isso, seja (u,) uma sequéncia em WP(Q) e u € WHP(Q), tais que

w, — u em (WH(Q), [ - ). (4.31)
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Agora, para v € WP(Q) e ¢ = (¢1, -+ ,on), como em (4.17), temos

T, (0) = Tu(0)] < p Jo|[Vual” 2V, — [Vur2Vu|[Volda

(4.32)

=1 Jq le(un) = o(w)[|Vv|dz

Mas também, para cada u € W'P(Q), existe K > 0, tal que
lo(un) = @)l < Kllle(un) = (w)lll,, (4.33)

Com efeito, devido ao teorema 6.1 e as normas em R” serem equivalentes, conseguimos

constantes positivas Ky, K, tais que

1 /
7/

llpta) =l = [Jo lotum) = ol da]” = (Jy [ ) = ] da}!
< Ky [0 lleilun) = )l ]
< K, Iilun) — @il = Klllp(um) = o)l

Deste modo, |p(u,) — p(u)| € Lp,(Q) e claro que |[Vou| € LP(Q). Assim, ao aplicarmos a
desigualdade de Holder em (4.32) e utilizarmos a desigualdade (4.33), obtemos

T, (0) = Tu(w)] < pllle(un) = o)l I1Volll, < pElleun) — ()l [[Volllp-
E, como [[[Voll[f < [[ol2, T, (v) = Tu(v)| < pK|[le(un) = @)l [|v]le. Por conseguinte,

1A (un) = A'(u)z = sup{|A"(un) — A (W) (v)] - v € WH(Q) € [lv]l. = 1}
= sup{|T.,, (v) = Tu(v)| : v € WH(Q) e [vfl = 1} (4.34)
< pK|lle(un) = (u)]ll,;-

Finalmente, por ¢ ser continuo (lema 4.3) e por (4.31), |[[p(un) — o(u)ll[,; — 0, quando
n — +oo. Portanto, de (4.34), A’ (u,) — A (u) em (W(Q)*, | - ||I¥), ou seja, o operador
A" & continuo. Com isso e devido a proposicao 6.1, A € CH(W'?(Q),R).

Afirmacgédo 2: B € C'(W'?(Q),R).
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De fato, para 0 < h < 1 e u,v € WP(Q), temos

B(u+hv) — B(u) lu(z) + ho(z)|P — c(x)|u(x)|P
; /Qc(x) h dx

Mas, dado = € Q, pelo teorema do valor médio, existe A € (0, 1), tal que

)] lulx) + TL:|(:U)|P — )Pl _ ple(@)||u(z) + Aho(x) [P~ o ()|
< plle@) oo (fu(@)] + o) )P [v(z)]

< 21 plle(a) oo (u(@)]P + [o(@)]?) € LH(Q).

Deste modo, devido ao teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos

B h - B P—c(z)|v(z)|P

h

= [, () limy o ['“(x”h“(ﬁ"’*'”(m)'p] da

=p [, c(@)|u(z) P ?u(x)v(x)de.

De maneira analoga, porém, considerando —1 < h < 0, podemos mostrar que

i | 2RI oottt
h—0— h Q
Consequentemente,

1m{BW+h“‘BWq—plfmwmw%%@wmma

h—0 h

Ainda, para u € W'P(Q) fixado, o funcional S, : W'?(Q2) — R definido por S,(v) =
p [ c(@)|ulPPuvde, ¥ v € WHP(Q), é linear e limitado. A linearidade é imediata e a

limitagao segue da desigualdade de Holder, pois

1Su(v)] < plle@) ]l /Q u(@) [P v(@)ldz < plle(@)llsollully [vll, < plle@)lloo lulle ]l

Logo, o funcional B é diferenciavel a Gateaux em u € W1P(Q) tendo como derivada,
de Gateaux em u, B'(u) = S,. Provemos que o operador B" : W'P(Q) — [W'P(Q)]",

definido por B'(u) = S,, ¥V u € W'P(Q) & continuo. Para isso, sejam (u,) uma sequéncia
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em WP(Q) e u € W'P(Q), tais que
Uy — uem (WH(Q), |- [le)- (4.35)

Também, para v € W1P(Q) e ¥, como em (4.21), temos, devido a desigualdade de Holder,
ao teorema 6.9 e as normas ||-||1,p, ||| serem equivalentes em W1P((2), que existe constante

D, > 0, tal que

S, (V) = Su ()] < Pl We(un) = Ce(w)ll,y 0], < pD2f|We(un) — We(w)|; [[v]le.  (4-36)
Assim,

1B (un) = B'(w)ll; = sup{|B'(ua) — B'(u)(v)] : v € W'P(Q) e [Ju]l =1}
= sup{[S.,, (v) = Su(v)| : v € W'(Q) e o]l = 1} (4.37)

p

Por conseguinte, pela continuidade de W, (lema 4.4) e por (4.35), [|W,(u,) —Wc(u)||; — 0,
quando n — 4oo. B assim, de 4.37, B'(u,) — B'(u) em (WhP(Q)*, | - [|¥). Dai segue a
continuidade de B'. Com isso e pela proposicio 6.1, concluimos que B € C*(W'?(Q),R).
Etapa 2: f e 0 sao elementos de C'(W'?(Q),R), tendo como derivadas de Fréchet em
u € WHP(Q), as expressoes dadas em (4.29).

Para provarmos que 3 € C*(W'P(Q),R), repetimos a prova feita na afirmacao 2 da etapa,
1, considerando c(z) =1 e 9, | - [0, | - |y 5, B, ¥ e teorema 6.10 no lugar de Q, || - [|,,
|-Il,;, B, ¥, e teorema 6.9, respectivamente. Ja, para a prova de que o€ Ct(Wr(Q),R),
notamos que o = [c(x)ul|h — 1, onde c(z) = 1. Daf segue, também pela afirmagao 2 da
etapa 1 e pelos funcionais constantes serem de classe C'™°, o resultado desejado.

Etapa 3: 3 é um funcional fracamente continuo sobre (W'?(Q), || - ||.).

De fato, sejam (u,,) uma sequéncia em W'?(Q) e u € WHP(Q), tais que u,, — u em
(WLP(Q), || ||c). Por isso e pela compacidade do operador trago de W1?(Q) sobre L?(99)
(teorema 6.10),

Uy — u, em (LP(O), || - ||.0)- (4.38)
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Dai, u,,(z) = u(x), quando m — 400, para q.t.p. = € 992. Com isso e devido & sequéncia

(uy) ser limitada em (LP(09), | - |lp.0) (por (4.38)), segue, pelo lema de Brézis-Lieb, que

lim [t — u|” + |um|? — |u|f] do = 0.
m—+00 99

Por conseguinte, ainda por (4.38),

: _ S T — P P _ |yP ] =
i 1560 = 801 = [ [ [ (i =l anl? = i) o+ i — ]| = 0
Portanto, f(u,,) — f(u) em R, quando m — +o00. Dai segue a prova da etapa 3.

]

Findamos esta se¢ao, provando a compacidade fraca de um subconjunto de W'?(Q).

Proposigao 4.5 Seja K = {u € W'P(Q) : ||u|. < 1}. Entdo, K é convero, limitado e
fechado em (WYP(Q), || - ||.). Além disso, K € fracamente compacto em (WIP(Q), || - ||.)-

Prova: Pela proposigao 4.4, T, ¢ um elemento de C*(W?(Q),R). Consequentemente,
¢ um funcional continuo. E, como T.(u) = ||ul?, temos K = T, ! ((—o0, 1]) C W1P(Q), o
qual, devido a continuidade de T, é fechado em (W'F(Q),]|-]|.). As provas da convexidade
e limitacao de K em (W'?(Q), ||-||.) sdo imediatas, pois ||-||. define uma norma em W1?(Q).
Finalmente, em razio da proposigao 4.3, (W1?(Q), ||-||.) ¢ um espago reflexivo, e em razao
de K ser um subconjunto convexo, limitado e fechado em (W'*(Q), ||-||.), podemos aplicar
o teorema 6.6, o qual nos garante que K ¢ fracamente compacto em (W'P(Q),] - ||.), o

que finda a prova da proposicao 4.5.

4.2  Construcao do primeiro autovalor de Steklov associado ao

problema (4.1)

Nesta se¢ao, construiremos o primeiro autovalor positivo de Steklov para o auto-

problema (4.1) e provaremos algumas de suas propriedades. Uma solucao fraca para o
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auto-problema (4.1) &, por definigao, um par (u, ) em W1P(Q) x R que satisfaz
/ [[VulP~*VuVo + c(z) [ulPuv] do = u/ |u|P~2uvdo, ¥ v € WHP(Q). (4.39)
Q o9

Se o par (u, 1) € WH(Q2) x R for uma solugao fraca para o auto-problema (4.1) e, além
disso, u # 0 em W'P(9), diremos que g ¢ um autovalor de Steklov do problema (4.1),
tendo como autofuncao de Steklov associada, u. Generalizaremos algumas ideias de [§]
para encontrarmos um "primeiro" autovalor positivo de Steklov. Utilizaremos técnicas
variacionais, essencialmente, o teorema dos multiplicadores de Lagrange, para maximizar

3 sobre K, onde K = {u € W'(Q) : To(u) < 1}. Com este intuito, definimos
a; = sup{fB(u) : u € K}. (4.40)

Na proposicao, a seguir, garantimos que existe u; € K, tal que 5(u;) = ay. Posterior-
mente, veremos que u; é, de fato, uma autofuncao de Steklov, correspondendo ao menor

autovalor de Steklov, j; = o', para o auto-problema (4.1).
Proposicao 4.6 FEriste u; € K, tal que ay = S(uy). Além disso, ||uq]|. = 1.

Prova: Da proposicao 4.5, segue que K & fracamente compacto em (W1P(Q),| - ).
Ainda, pela proposigao 4.4, 8 é um funcional fracamente continuo sobre (W1?(Q), | - ||c)-
Deste modo, concluimos que existe u; € K tal que oy = B(uy). Provemos que ||uy . = 1.
Ora, como u; € K, ||Juq]|2 = T¢(u1) < 1. Suponhamos que |ug]|. < 1. Entao existe r > 1,

tal que ruy € K, e assim, S(ru;) = r?f(uy) > S(u1), o que é um absurdo, pois

ay = sup f(u) = f(u).

ueK

Portanto, devemos ter |lu;||. = 1.

Teorema 4.1 Valem as sequintes propriedades para o :
(1) o > 07'
(2) a;' é um autovalor de Steklov do problema (4.1), com autofuncdo de Steklov, uy;

(3) a;' é o menor autovalor positivo de Steklov associado ao problema (4.1).
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Prova: Seja T = {u € W'P(Q) : T.(u) = 1} C K. Como a; = (uy) e ||u]|. = 1, temos
que u; ¢ um extremo de (3 restrito a T = Y, 1(T.(u;)). Também, pela proposi¢ao 4.4, T, e
3 sao elementos de C'(W1P(2), R). Logo, podemos aplicar o teorema dos multiplicadores
de Lagrange, a saber, o teorema 6.16, ou seja, uma das duas condigoes abaixo deve valer:
(I) Y.(u1)(v) = 0, para todo v € W'P(Q);

(II) Existe A € R tal que

/

B (u1)(v) = AT, (up)(v), Y v e WH(Q). (4.41)

A condicao (I) ndo ocorre, pois Y. (u1)(u1) = pllui||2 = p # 0. Portanto, a condicio (/1)
deve valer. Substituindo as expressoes de 5 e T., dadas na proposicio 4.4, em (4.41),

obtemos
/ lur [P ugvdo = )\/ [V [P*Vuy - Vo + c(@)|ug [P ?ugv] do, Vo € WHP(Q) (4.42)
o9 Q

Consequentemente, ao tomarmos v = u; em (4.42), ay = [[u1][} 5 = Mwr |2 = A,
Afirmacao 1: A =y > 0.

De fato, visto que oy = |luy ||} 5, @1 > 0. Suponhamos a; = 0. Entao, da definicao de o,
vemos que [(u) = 0, para qualquer u € K. Agora, o funcional ¢; : Q@ — R, definido por

o1(z) =1,V x € Q é um elemento de WH?(2). Além do mais, temos () = |09, > 0.
_ Ble1)

= lenll?

o que é um absurdo, pois contraria nossa suposicao. Deste modo a afirmacao 1 é valida.

Assim, tem sentido definirmos ¢ = H“’ﬁ, de onde segue que ¢; € K e 3(¢1)

> > 0,

Devido & igualdade (4.42), e & validade da afirmacdo 1, concluimos que o par (uy,a; "),
pertencente ao conjunto (WP(Q)\ {0}) x R, é uma solugao fraca para o auto-problema
4.1. De modo que, para concluirmos a demonstracao do teorema 4.1, falta-nos apenas

mostrar que o autovalor y; = — é o menor autovalor positivo de Steklov do problema
aq

(4.1). Suponhamos que p; nao seja o menor autovalor positivo de Steklov do problema
(4.1). Entao existe um par (u, i) € (W?(Q)\ {0}) x R, com 0 < i < p, que satisfaz
> = 1. Dali,

(4.39). Por conseguinte, ao considerarmos v = ||ff||£ em (4.39), up (IIf?IIC

6] <”§” > = /% > i = a1, 0 que gera um absurdo, pois —” il € K. Com isso, finalizamos a
(&
Ul|e

prova do teorema 4.1.
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O teorema 4.1 nos garante a existéncia de um primeiro autovalor de Steklov para o
problema (4.1), que denotaremos por g; = «a;'. A seguir, daremos uma consequéncia

imediata da caracterizacao de .

Corolario 4.1 Vale a sequinte desigualdade:
lullp = mllully 0 ¥ uw € WH(Q). (4.43)

Prova: Se u = 0 em W'P(Q2), entdo a igualdade em (4.43) ¢ imediata. Se u # 0 em

u

rus temos vl = 1. Logo, v € K, e assim,

WhP(Q), entdo, ao considerarmos v =

lullpo
[ulfe

= 6(v) < ay.

De onde segue que [jul|? > C%HUHP,& = p||ull}; 5, como querfamos.

4.3 Construcao do primeiro autovalor de Neumann associado ao

problema (4.2)

Nesta secao, mostraremos a existéncia de um primeiro autovalor positivo de Neu-
mann para o auto-problema (4.2), bem como, algumas de suas propriedades. Uma solugao

fraca para o problema (4.2) ¢, por defini¢ao, um par (u, ) em W1P(Q2) x R que satisfaz
/ [[VulP~*VuVo + c(z) julPuv] do = /\/ lu|P~2uvdz, ¥ v € WHP(Q). (4.44)
Q Q

Se o par (u,\) € WP(Q) x R for uma solugio fraca para o problema (4.2) e além disso,
u # 0 em WHP(Q), diremos que A é um autovalor de Neumann associado ao problema,
(4.2), tendo como autofungao de Neumann associada, u. Utilizaremos, no que segue, o
teorema dos multiplicadores de Lagrange (teorema 6.16), para encontrarmos uma solugao

fraca para o auto-problema (4.2). Com este pensamento, consideremos p; = inIfL Teo(u),
ue
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onde L = {u € WhHP(Q) : g(u) = 0}. Na proxima proposigao, veremos que existe u € L,
tal que Y.(u) = p;. Posteriormente, mostraremos que & é uma autofuncao de Neumann
para o auto-problema (4.2), correspondendo ao menor autovalor positivo de Neumann,

A1 = pr.
Proposicao 4.7 Eziste u € L, tal que py = Y ().

Prova: Como p; = in{ T.(u), conseguimos uma sequéncia (u;) em L, tal que
ue
T.(u;) = prem (R,|-]) e Te(u;) < p1+ 1. (4.45)

Ainda, visto que ||u;||? = Y.(u;), por (4.45), segue que a sequéncia (u;) é limitada em

(WP(Q),]-]le)- Utilizando o fato das normas |- ||, ||-||1, serem equivalentes em WhP(£2),
concluimos que a sequéncia (u;) também é limitada em (W'?(Q), | - [l1,). Agora, devido
a (Whe(Q), | - |lip) ser reflexivo, existem u € W'?(Q) e uma subsequéncia (u;,) de (u;),
tais que

wy = em (W), - 1) (4.46)

Por isso e pelo mergulho W'?(Q) — LP(Q) ser compacto (teorema 6.9), u;, — U em
(LP(Q), [ - I). Assim, devido & [[us,lp — [l < lles, — @l 1us,lp — [y, quando
k — +oo. Com isso e pelo fato de u;, € L, V k € N, concluimos que |[@l[, = 1, ou
seja, u € L. Mostremos que Y.(u) = p;. Para isso, basta mostrarmos que Y.(u) < p,
pois a outra desigualdade segue, haja visto que w € L. Ora, por (4.45), (4.46) e pela
observagao 1, da se¢ao 4.1, deste capitulo, segue que Y.(u) = |||? < l’irilﬁglof |lw; |2 = p1.

Por conseguinte, T.(7) = p1, como queriamos.

Teorema 4.2 Valem as sequintes propriedades para p;:

(1) p1 > 0;

(2) p1 € um autovalor de Neumann associado ao problema (4.2), tendo como autofuncdo
de Neumann associada, u;

(3) p1 € o menor autovalor positivo de Neumann associado ao problema (4.2).
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Prova: Em razio de L = 0~ '({0(7)}), de p, = iré{TC(u) = T.(q) e de Y.,d serem
elementos de C(WP(Q2),R), as hipoteses do teorema dos multiplicadores de Lagrange
6.16 sao verificadas. Logo, uma das duas condigoes, a seguir, deve valer:

(A) 0’ (@W)(v) = 0, para todo v € WP(Q);

(B) Existe p € R, tal que

!

T (@) (v) = pd (W)(v), ¥ veWP(Q). (4.47)

A condicio (A) nio é valida, pois ¢ (7)(@) = pllal[p = p # 0. Portanto, (B) deve valer.
Afirmacao 1: u = p;.

De fato, tomando v = U em (4.47), obtemos p; = Y. (u) = |[u|? = pl[ul]) = p, sendo a
ultima igualdade valida, pois u € L. Com isso fica provada a afirmacao 1. Agora, pela
validade da condicio (B), ao substituirmos as expressoes de Y, e § em (4.47), obtemos
(4.44), com w em lugar de u e p; em lugar de A\. Deste modo, o par (u,p;) é uma
solucdo fraca para o auto-problema (4.2). Além disso, visto que ||@l[1, = 1, temos @ # 0
em W'P(Q), ficando assim provado o item (2) do teorema 4.2. J4, a validade de (1), ¢
imediata, pois p; = Y.(u) = |[u|® e ||u||1, = 1. Logo, para finalizarmos a prova do teorema,
4.2, basta-nos mostrar que o autovalor p; ¢ o menor autovalor positivo de Neumann
associado ao auto-problema (4.2). Suponhamos que p; nao seja o menor autovalor positivo
de Neumann para o auto-problema (4.2). Entao existem @ € W' (Q)\ {0}, e 0 < i < py

lallf ,

que satisfazem (4.44). Entretanto, ao considerarmos v = em (4.44), obtemos i =
T, <m) > inIfL Y.(u) = p1, 0o que & um absurdo, pois supomos i < p;. Dai segue a
) ue

validade de (3). Com isso, finalizamos a demonstracao do teorema 4.2.

Devido a proposicao 4.2, existte um menor autovalor positivo de Neumann associado ao
auto-problema (4.2), o qual denotaremos por \; = p;. A seguir, daremos uma consequén-

cia imediata da caracterizagao de A;.

Corolario 4.2 Vale a sequinte desigualdade:

lull? > Adflullp, ¥ u € WH(Q). (4.48)
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Prova: Caso u = 0 em WP(Q), a igualdade em (4.48) & facilmente verificada. Caso

U

u # 0 em WP(Q). Entdo, ao considerarmos v = ri—,
sP

temos [[v]j1, = 1. Logov € L e
assim,

lulle _

5 = Le(v) = p1. (4.49)
[ell¥

De onde segue a validade da desigualdade (4.48), como desejavamos.




Capitulo

5

Equacoes elipticas nao lineares envolvendo o

operador p-Laplaciano

Objetivamos neste capitulo estender um dos teoremas vistos em [42] para o caso

p-laplaciano, p € (1,00). Para isso, consideremos

— Npu+c(x)|ulf?u = f(z,u), sex€Q

(5.1)
|Vu|p22—:; = g(z,u), se x € 09,

onde Q C RY, com N > 2, ¢ um dominio limitado, cuja fronteira, 952, é de classe C%!, e

0
In
resultados deste capitulo, as seguintes condigoes, para a funcao c¢: 2 — R, e para as nao
linearidades f,g:Q x R — R:

(PLP) c € L>®(Q2), ¢(x) > 0, para q.t.p. z € Qe [, c(x)dz > 0.
(P2) f,g € C(Q x R,R).

=7 -V é a derivada normal exterior unitaria sobre 0§2. Serao assumidas, em diversos

(P3) Existem constantes a;,as > 0, tais que

|g($,U,)| < +a2|u|87 v (.CE,U) € ﬁ X ]Ra

com 0 < s < p}(N) — 1, onde

(N—-1)p
~— > sep<N
pi(N) = ’
00, se p > N.
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(P3’) Existem constantes by, by > 0, tais que
(0] < by + baful’, ¥ (2,u) € T xR,

com 0 <t < p,(N)—1, onde

Np

Np sep <N

p+(N) =
00, se p > N.

Observacao 1: Notamos que, ao validarmos as hipoteses acima, os resultados do capitulo
4 continuarao validos, ou seja, existem autovalores p; para o auto-problema (4.1) e \;
para o auto-problema (4.2). Neste capitulo, obteremos resultados de existéncia de solugao
fraca para o pro- blema (5.1), quando relacionarmos a nao linearidade de fronteira, g, com

11, € a nao linearidade de reacao, f, com A;.

Definicdo 5.1 Dizemos que u € WHP(Q) € solugdo fraca para o problema (5.1) se

/ [[VulP~>Vu - Vo + c(z)|ulPuv] do = / f(a:,u)vdx—i—/ g(x,u)-vdo, ¥ v e WH(Q).
Q Q 20 52)

Enunciamos, a seguir, nosso principal resultado, o qual garante existéncia de uma solucao

fraca para o problema (5.1).

Teorema 5.1 Suponhamos que as condigoes (PLP), (P2), (P3) e (P3’) sejam vdlidas.
Além disso, que as fungies F,G : Q x R — R, definidas por F(z,u) fo x,s)ds e
fo x, 8)ds, satisfacam a sequinte condigdo:

(P4) existem constantes \, i € R tais que

G(x, _ F(x,
lirnsup}M <pu<pe hmsupw

S A< )‘17
|u| =00 |u| |u| =400 |u|p

uniformemente para v € Q, com Ay + A < . Entdo, a equacio ndo linear (5.1)

possui ao menos uma solu¢do fraca u € WHP(Q).

Na secao 2, provaremos alguns resultados auxiliares, necessarios para provarmos o teorema

5.1, o qual serd mostrado na secao 3.
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5.1 Resultados preliminares

Nesta secao mostraremos alguns resultados necessarios para a demonstracao do

principal teorema deste capitulo.
Proposicao 5.1 Seja g € C(Q x R,R) e suponhamos que existam constantes a,b > 1,
ai,as > 0, tais que, para quaisquer x € Q,u € R,

l9(2,u)| < a1 + agful?. (5.3)

Entao, o operador N, : L*(9Q) — L*(09), definido por N,(u) = g(z,u), é continuo.

Prova: Provemos, inicialmente, a boa defini¢do de tal operador. Se u € L*(0f2), entao u
¢ o-mensuravel. E, como g € C(Q x R,R), g(x,u(z)) também & g-mensuravel. Ja, pelo

teorema 6.1, pelo fato de b > 1, ay,as > 0 e pela desigualdade (5.3), temos
N
9]’ < (@ + aalul?)" < 272 (al + ablul) (54)

Como u € L*(0N) e |09, < oo, segue da desigualdade (5.4) e do comecgo desta demon-
stragao que g(z,u) € LY(0Q). Dai segue a boa definigao do operador N,. Provemos
a continuidade de tal operador. Para tanto, sejam (u,) uma sequéncia em L%(0f2) e
u € L*(09N), tais que

Up, — w em (L(OQ), || - |lao)- (5.5)

Assim, em razao do teorema 6.13 (|0Q2|, < 00), existem subsequéncia (u,, ) da sequéncia

(un) € h € L*(09), tais que
Un, () = u(z) em (R,|-]) e |uy, (2)] < h(x), ¢.t.p. z € 0. (5.6)
Mas também, por hipétese, g € C(Q x R, R). Portanto,

9(x, un, () = g(z,u(z)), em (R,[-). (5.7)
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Agora, devido as desigualdades dadas em (5.3) e (5.6),

SlE]

lg(z,up, (2))] < a1 + ag [h(2)]* = M(x), ¢.t.p. v € 0.

Com isso, ao utilizarmos o teorema 6.1 e o fato de h € L%(0f2), podemos mostrar que

M ¢é elemento de Lb(9S2). Por isso e por (5.7), concluimos, ao aplicarmos o teorema da

convergéncia dominada de Lebesgue, que g(z,u,,) — g(x,u), em (L*(9Q),] - [[s.0), ou
seja, Ny(un,) — Ny(u) em (L°(09),] - |lo.0). Para finalizarmos a prova, mostremos que
Ny(up) = Ny(u) em (L°(99), || - |lo.0). Suponhamos que isso ndo ocorra. Entdo, existem

e > 0 e uma subsequéncia (u,, ) de (u,), tais que
| Ny (tn,) — Ny(u)|lpo > €, ¥V keN. (5.8)

No entanto, por (5.5), u,, — u em (L(0Q),| - |la.s)- Deste modo, ao repetirmos o
argumento inicial para (u,,) ao invés de (u,), vemos que (u,, ) admite uma subsequéncia
(Uny, ), tal que Ny(un, ) — Ny(u), em (L2(09Q), || - lln.0), 0 que gera uma contradigio com

(5.8). Logo, Ny(un) — Ny(u) em (L(0Q), | - [ln.0), € assim, segue a continuidade de N,

A seguir, enunciamos uma proposi¢ao, semelhante a anterior, porém considerando €2 ao

invés de 0F, cuja demonstragao encontra-se em [46] (Apéndice B).

Proposicao 5.2 Seja f € C(Q x R,R), e suponhamos que existam constantes d,e > 1,
by, by > 0, tais que, para quaisquer v € Q,u € R, | f(z,u)| < bl+b2|u|g. Entao, o operador
N/ LYQ) — L¢(Q), definido por NY(u) = f(x,u), é continuo.

Observagao 1: Se validarmos as condicoes (P2), (P3) e (P3’), segue, imediatamente,

das proposigoes 5.1 e 5.2, que N, : L¥T1(9Q) — L

s+1 s+1

209) e N L(Q) — L9,

sao operadores continuos. Agora, se supormos vélidas as condigoes (PLP), (P2), (P3) e

(P3), entao, definimos o funcional energia I, : (W'P(Q),]-]l.) = R, associado a equagao
(5.1), por
1
I(u) = —/ [|Vul? + c(x)|ulP] de — / F(z,u)dx —/ G(z,u)do, ¥V ue WH(Q), (5.9)
D Ja Q i)
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onde G(z,u) = [ g(x,s)ds e F(x,u) = [, f
Proposigao 5.3 O funcional I, estd bem definido, isto é, I,(u) € R, ¥V u € WP(Q).

Prova: Ora, I(u) = J||ull? — [ F(z,u)dz — [, G(x,u)do, ¥ u € W'P(Q). Assim, a boa

defini¢ao de I, seguird, se mostrarmos que

/m G(x,u)do

Afirmagao 1: | [, G(z,u)do| < oo .

<oe < o0.

/QF(x,u)dx

De fato, devido a definicdo de G e a condicio (P3), existe constante K; > 0, tal que
G| < [ ar+ aalelag < Ko (Jul + fuf*) (5.10)
0
Consequentemente,

[ (6wl < & [l + ) do = K Jlullo + Julis]. 6D
o0 o0

Ainda, pela condicao (P3), 1 < s+ 1 < pl(N). Assim, gragas ao teorema 6.10, os
operadores trago de WP(Q) sobre L'(99Q) e de WP(Q) sobre L¥T1(9€) sao lineares e

continuos. Por conseguinte, existe constante positiva K5, tal que

/ |Gz, u)ldo < Ky [[lullip + [lull5}] (5.12)
o0

Finalmente, como u € W'?(Q), |jull. < co. E, visto que | - ||lc e || - |l1, sdo normas
equivalentes em W'P(Q), |jull;, < oo. Por isso e pela desigualdade (5.12), concluimos
que

0<

/ G(z,u)do S/ |G(x,u)|do < oc.
o0 o9

Deste modo, fica justificada a afirmacao 1.
Afirmagéo 2: | [, F(z,u)dz| < oo,

A prova desta afirmacao segue um raciocinio similar ao feito na prova da afirmacao 1.
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Proposicao 5.4 Suponhamos vdlidas as condicoes (PLP), (P2), (P3) e (P3’). Entao
I, € CYW'?(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € W'P(Q),

Ill,u(v) = /Q [[VulP~>Vu - Vo + c(z)|ulP?uv] do — /Q f(z,u)vdx — / g(x,u)vdo,

o0

para qualquer v € W1P(Q).

Prova: Notemos, inicialmente, que I,(u) = Ll(u) — Lo(u) — Lz(u), ¥ u € W'P(Q), onde
Li(u) = %TC( = [ F(z,u)dx e L3(u) = [,,G(z,u)do. Pela proposicio 4.4,
segue que Y, € C’l(Q,R) e sua derivada de Fréchet em u € Q ¢ dada por Y.(u)(v) =
p [ lIVulP2Vu - Vo +c(z)|[ulP~?uwv]dz, ¥ v € WP(Q). Consequentemente, como Ly (u) =
17 (u), Ly € CLWLP(Q),R) e sua derivada de Fréchet em u € WHP(Q) é dada por

p

/

L (w)(v) = /Q VP2V - Voda + /Q @)\l tuvdz, ¥ v € WQ).  (5.13)

Afirmacgido 1: L3 é um elemento de C1(W'?(Q), R), tendo como derivada de Fréchet em

/

uwe WhP(Q), Ly(u)(v) = [5, 9(z, u)vdo, V v e WHP(Q).
De fato, para 0 < h < 1 e u,v € WHP(Q), temos

Ly(u+ hv) — Lg(u) G(z,u(x) + hv(z)) — G(z,u(z))
N = /aﬂ . do.

Ainda, dado = € 012, pelo teorema do valor médio, existe A € (0,1), tal que

|G (z,u(z) + hv(z)) — G(z,u(z))|
Al

= lg(z, u(z) + Mo(x))l[o(z)]
< lar + aglu(z) + do(z)[*] [o(2)]

< K1 [Jo(@)] + |u(@)[*|o(z)] + |v(@) "] = P(u, v),
(5.14)

onde K; ¢ uma constante positiva. Agora, como 1 < p < pl(N), o operador trago de

WhP(Q) sobre LP(O) é continuo. Por conseguinte, existe constante K > 0, tal que

/89 [vldo < Q7 [[vllpe < K[Qf [[0]l1-
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Com isso e pela equivaléncia das normas ||+ ||., ||-[]1, em W'P(Q), existe constante Ky >0,

tal que
/ oldo < K119 o], < oo (5.15)
0N

J&, pela hipotese (P3), 1 < s+ 1 < p!(N). Logo, o operador trago de W1?(Q) sobre
L5T1(0R) é continuo (teorema 6.10). Assim, pela desigualdade de Hélder e pelo fato
das normas || - ||, || - |l1, serem equivalentes em W'P(Q), existem constantes positivas

[?2, [?3, I?4, R5, tais que

[ Julfolde <
o

S

Tollvllstie < Kallu

~ s+
S

s 1
iy [vllp < Ksllulle® [lofle < oo (5.16)

/a ) oo = [[v]|5HE < Ka|loll35! < Kslv]5* < oo (5.17)

Devido a validade de (5.15), (5.16) e (5.17), concluimos que P(u,v) € L'(99Q). Segue

assim, por (5.14), ao aplicarmos o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

Ls(u + hv) — L3(u)
h

G(zu(z)+hv(x))—G(z,u(z))
[faﬂ h d"}

hmhﬁo-&- |: :| = limhao"’

= [ limy, o+ [G<w»u<w>+hv<ﬁ>)—G<z,u<x)>} o

= [oq 9z, u(z))v(z)do.

Analogamente, porém considerando —1 < h < 0, podemos mostrar que

lim [

h—0—

Ly(u + hv) — Lg(u)}

A = /mg(x, u(z))v(x)do.

L hv) — L
(v + Z) 3(u)} = / g(z,u(x))v(x)do. No que segue, para u €
)

WhP(Q) fixado, definimos o funcional S, : W'?(Q) — R, por S, (v) = [, 9(z, u)vdo, Vv €

Portanto, lim
h—0

W1P(Q). Este funcional, é linear e limitado. Com efeito, a linearidade de S, ¢ imediata.
Provemos a limitacao de S,. Ora, devido a desigualdade de Holder, & continuidade do
operador traco de W*(Q2) sobre L5*1(92), a boa definigao do operador N, (consequéncia

da observagio 1, desta sec¢io) e ao fato das normas || - ||. e || - |1, serem equivalentes em
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WhP(Q), existe constante K > 0, tal que

1Su@)| < Joq lg(@, u(@))[[o()ldo = [aq [Ng(w)l|v(z)|do

(5.18)
< Ny ()l sy ool < KINy ()] e

),a“UHCa

De onde segue a limitacao de S,. Deste modo, o funcional L3 ¢é diferenciavel a Gateaux
em u € W'P(Q), tendo como derivada de Gateaux em u, Ls(u) = S,. Provaremos,
agora, a continuidade do operador Ly : W'P(Q) — [W'P(Q)]", o qual é definido por
Ly(u) = S,, YV u € W'(Q). Para isso, consideremos (u,) uma sequéncia em W'?(Q)
e uw € WhP(Q), tais que u, — u em (W'?(Q), ] - ||.). Dai, pelo fato das normas || - ||,
e || - |l1, serem equivalentes em W'P(Q), u, — u em (W'P(Q),| - ||1,). Por isso e pela
continuidade do operador trago de WP(Q2) sobre L¥71(99Q) (teorema 6.10), u,, — u em
(L¥THOQ), || - |lst1.0). Assim, por causa da continuidade operador N, : L¥71(9Q) —

L5(09), Ny(un) = Ny(u) em (L™ (09), [ - s

)a)- Deste modo, existe constante

positiva K7, tal que

I

1L (un) — Ly(u) |5 = supyyy,—1 [L3(un) — Ly(u)]
< SUP|yy1.—1 Jog [9(7; un) — g2, u)||v|do
< supyy =1 [[Ng(un) — Ny(u) (et
< K SUD |y oy || Ng(un) — Ny(u) (is}),a|fv||c
= K1 ||Ny(u,) — N,(u) (=)0 0, quando n — +0oo.

Jolltllesn

r o, . . .~ L,
Portanto, L, ¢ um operador continuo. E assim, segue, da proposicao 6.1, que L3 ¢

um elemento de C1(W1P(Q),R), tendo como derivada de Fréchet em u € Q, S,, como

desejavamos.
Aﬁrmagéo 2: Ly € CY(WH(Q),R) e sua derivada de Fréchet em u € WHP(Q) é dada
por La(u = [ flz,u)vde, ¥V v e WHP(Q).

Esta aﬁrmagao tem prova semelhante a da afirmacao 1. Deste modo, a omitiremos. Devido

a validade das afirmagoes 1 e 2, e a validade de (5.13), a proposicao 5.4 fica justificada.
]

A proxima proposicao garante a validade de algumas propriedades relativas aos funcionais

Ly e L3, os quais sao elementos de C1(W'P(Q), R) (proposi¢ao 5.4).
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Proposicao 5.5 Suponhamos vdlidas as hipdteses da proposicao 5.4. Entdo os funcionais

Li: W(Q), |- lle) = R, com i = 2,3, definidos por

Lg(u):/QF(x,u)dx ¢ Ly(u) :/ Gz, u)do

o0N

oot - , . / ’ ~
sao fracamente continuos. Além disso, Ly e Ly sao operadores compactos.

Prova: Dividiremos a demonstracao desta proposicao em quatro etapas. Da validade
destas seguird a veracidade da proposicao 5.5.

Etapa 1: L3 é fracamente continuo.

De fato, consideremos (u,,), uma sequéncia em WHP(Q) e u € WhP(Q), tais que u,, — u

em (W'P(Q), || -||c). Porisso e pelas normas ||-||. e || - ||1, serem equivalentes em W'P(Q),
U = wem (WH(Q), [ - [l1,)- (5.19)

Mas também, por hipotese (condi¢ao (P3)), 1 < s+ 1 < p!(N). Consequentemente, pelo
teorema 6.10, o operador trago de W'P(Q) sobre L*t1(9Q) é linear e compacto. Deste

modo, devido a validade de (5.19),
Upy, = u, em (L¥T(OQ), || - lsx1.0)- (5.20)

Passemos, agora, a analisar o funcional Ls. Como Lz € C'(H(Q),R), segue do teorema

do Valor Médio, que existe 0 € (0,1), tal que
Ls(w) — Ls(u) = Ly(6w + (1 — O)u)(w —u), ¥ w € WHP(Q).

Por conseguinte, |Ls(un) — Ls(w)] = | [5, 9(2, tm + (1 = 8)u)(umn — u)do|. Deste modo,

se denotarmos I, (u) = Ou,, + (1 — 0)u, para u € WHP(Q), entao

|La(utm) — La(u)] < / ot T, = uldor
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Dai, pela desigualdade de Holder, e pela observagao 1, desta secgao,

|La(um) — Ly(w)] < llg(z, Din(u)) | (s21y pllum —ulls41,0 = || Ng (T (w))]

S

(Sjl)@”um_uusﬂ,@-
(5.21)
Ainda, como consequéncia de (5.20), temos ', (u) = w em (L¥71(0Q), || - ||s+1.0). Por isso

e pela continuidade do operador N,

Ny(Tom(w)) = Ny(u) em (L= (9), || - |

(451).0)

s

Logo, a sequéncia (|| Ny(I'),(u))l (s21) p) € limitada em R. E assim, devido a (3.57) e a

(5.21), segue que L3(uy,) — Ls(u) em (R, |- ]). Dai segue a validade da etapa 1.
Etapa 2: L, é fracamente continuo.
Omitiremos a prova desta etapa, pois essa é semelhante a demonstracao da etapa 1.

Etapa 3: O operador Lé é compacto.

De fato, seja (u,,) uma sequéncia limitada em (W'P(Q),|| - .). Com isso e devido &
(WEP(Q), | - ||) ser um espago reflexivo (proposi¢ao 4.3), existem u € W1P(Q) e subse-
quéncia (uy,,) de (uy), tais que u,,, — u em (WHP(Q),] - ||.). Diante disso, da compaci-

dade e linearidade do operador trago de W'P(Q) sobre L**1(99Q) e de L ser fracamente

continuo, temos
Uy, — w em (LFHOQ), || - ls+1,0) € Ls(um,) — La(u), em (R,|-]).

Ainda, pela validade das condigoes (P2) e (P3), segue, da observagao 1, desta se¢io,
que Ny(upm,) — Ny(u), em (L**s(0Q), || - |

(££1) a). Consequentemente, ao utilizarmos
a desigualdade de Holder, a equivaléncia das normas || - ||, || - [[1, em WP(Q) e, logo a

seguir, fazermos m — 400,

’

1250m,) = Lol < KallgCrm,) = gl
— 1Ny ttm) = Ny()l 2 = 0,

S

onde K é uma constante positiva. Portanto, Ly(tm, ) — Ly(u) em (WHP(Q)* | - ||?). Dai

segue a compacidade do operador L;.
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Etapa 4: L'2 é um operador compacto.

A prova desta etapa é analoga a da etapa 3, por isso, a omitiremos.

O proximo resultado nos auxiliard na demonstracao da validade da condicao de Palais-

Smale (PS), para o funcional 1,,.

Proposicao 5.6 Suponhamos vdlidas as condi¢ées (PLP), (P2), (P3) e (P3’). Se
(Up) for uma sequeéncia limitada em (WP(Q), || - ||e), tal que lim I (uy) =0, entdo (uy,)
m—ro0

admite uma subsequéncia convergente.

Prova: Seja (u,,) uma sequéncia limitada em (W'(Q), || - ||), com lim I (u,) = 0.
m—0oQ
Como (WP(Q), ] -]|c) é um espago reflexivo (proposi¢ao 4.3), existem subsequéncia (u,,, )

de (uy,) e u € WHP(Q), tais que
Uy, = w em (WH(Q), || - o). (5.22)

Agora, pela proposi¢ao 5.5, os operadores L'2 e L;’ sao compactos. Logo, existe subsequén-
cia (Um,,) de (up,), que, por simplicidade, denotaremos por (um,), tal que Ly () —
Ly(u) e Ly(ty, ) — Ly(u) em (W'2(Q)*, || - ||¥). Assim, as sequéncias (||L;(um,)|%), para
i = 2,3, sdo limitadas em R. Mas também, [, = L; — Ly — Ly e Ly = I, + Ly + L.
Afirmagao It L () (U, —u) — 0, em (R,|-]).

De fato, por hipotese, lim ]Il,(um) = 0. Desta forma, ao fazermos k — 400, temos
m—+00

!

Ly (tmy) = I (tm,) + Ly(tmy) + Ly(m,) = Ly(u) + Ly(u) em (WH(Q), ] - [2). (5.23)
Se denotarmos E = L,(u) + Ly(u), entdo, por (5.22) e (5.23),

!

Ly (um,) — E = 0 em (WH(Q)", |- [I7) (5.24)

[

up —u — 0, em (WHP(Q), [ - |o)- (5.25)
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Consequentemente,

/

(L) () — E)(tm,, —u) = 0 em (R,|-]). (5.26)

Finalmente, devido a (5.26) e (5.25), e do fato de E € WH?(Q2)*, obtemos

’ !

Ly () (g, = 1) = (Ly () = E) (i, = 1) + E(tm, —u) = 0 em (R, |-])

Com isso, finalizamos a prova da afirmacdo I. Ainda, visto que L; (u)(v) = [,[|[Vu[/*Vu-

Vo + c(z)|u|P~2uv]dz, para u,v em W1P(Q),

/

Ly (u)(w) = [[ull?. (5.27)

Além disso, devido & desigualdade de Hélder, ao teorema 6.3 e a c(x) = c(x)Tc(x)%,

para q.t.p. x € €2, concluimos que

Ly (u)(v)| < [, ]Vu|p*1\Vv_|dx + [ c(@)ulPHo|dx )
< (Jo [VulPda) 7 (Jo IVoPdn)? + (fye@)ulrdz) 7 (fo c(o)|o]da)?

p—1 1

< (Jo VUl + c(@)|ulf] de) 7 (fo [IVo]P + c(@)|of]dz) 7 = [Jull27 o]
(5.28)

Ja, da validade da afirmacdo I e de (5.22), temos, ao fazermos k — +o0, que

Py = L (tn, ) (g, — ) — L7 (1) (thpn, — 1) — 0. (5.29)
Combinando isso & desigualdade (5.28) e a identidade (5.27), ao utilizarmos o teorema,

6.2, obtemos

Py = Ly(um,) () = Ly () () = Ly (1) (i, ) + Ly (u) ()
2 [t 12 A eall? = Tt [l llull2 = [lullellum, 271 (5.30)

= (127" = llllz™) (e [le = [[ulle) = 0.

Ora, devido a (5.29) e (5.30), temos |[up, |l = ||u|l., quando k — +oo. Por isso, por

(5.22) e pela proposigao 4.2, vemos que as hipoteses do teorema 6.5 sdo satisfeitas. Logo,
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Uy, — wem (WHP(Q), ] - ||). Daf segue a validade da proposigao 5.6.

5.2 Prova do teorema 5.1

Observamos, inicialmente, que a condi¢ao (P4) implica que, dado € > 0, existe

r=r(e) >0, tal que,se z € Qe u € R, com |u| >,

F(x,U
—§u+eem9+e, (5.31)
Juf? Jul?

E mais, em razdo de € ser limitado em RY, @ C RY & compacto. De onde vem que
Q x [—r,r] é compacto em RN¥*!. Combinando isso ao fato de G, F € C'(Q x R R),
concluimos que F e G assumem méximo e minimo em Q x [—r,r]. Deste modo, existe

constante M, > 0 tal que, se € Q e u € R, com |u| <7,
G(z,u) < M, e F(z,u) < M., (5.32)

Por conseguinte, ao combinarmos as desigualdades (5.31) e (5.32),

1 1 —
Glx,u) < —(u+€)|ulP + M e F(x,u) < —(A+e)|ul’f + M, Va € Q, VueR. (533)
p p
Afirmacgao 1: O funcional I, é coercivo em (W'P(Q), || - ||.), isto ¢,
I,(u) = 400, quando ||ul|, — +oo. (5.34)

De fato, suponhamos ||lu||. — +o00. Entéo, utilizando a continuidade do operador trago de
WhP(Q) sobre LP(0R) e o fato das normas || - || e || - [|1, serem equivalentes em W'?(Q),
concluimos que, ou |[ul,s — 400, ou |jull,s < Ki, onde K; é uma constante positiva.
Em ambos casos, concluiremos que I,(u) — +o0.

Caso 1: Existe constante K; > 0, tal que |ju|/,» < K.
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Neste caso, da defini¢do de I, e da desigualdade (5.33), temos

Iy(u) = ,%HUHIcJ_fQ v, u)dr — [, Gz, u)do

(5.35)
> ull? = SO+ lullh = 5+ ) ully 5 — Mc(|2 +09],).

Se A < 0, entdo, de (5.35), ¢ imediato que I,(u) — +o00, quando ||ull. — +o0. Se A > 0,

entao, ao utilizarmos as desigualdades (4.48) e (5.35), obtemos

> (1 . —) Jull2 = 2 -+ Nl = D212 + 1092

Mas também, por hipo6tese, A < A\;. Logo, 1 — /\% > (. Deste modo, ao conside- rarmos
e >0, tal que 1 — /\il — /\i1 > 0, concluimos que I,(u) — 400, quando [ju||. — +oo.
Caso 2: ||ul[ps — +00.

Temos quatro subcasos a considerar.

e A< 0epu<0.

Neste caso, temos de (5.35), para € > 0 suficientemente pequeno,
LT
Iy(u) = ]—9|IUHC — M| + |095).

Desta desigualdade, segue que, se |lul|. — 400, entao I,(u) — 400
e A< 0epu>0.
Devido & desigualdade (4.43) e a (5.35), temos, para € > 0, tal que A +¢€ <0, ,

]p(u) 1||u||p (:1 + L)HUHP _ Me(|Q| + |8Q]U)
= (1 T u1> [ull? = Mc(I9] + 109],).

p H1

Mas, por hipotese, yu < p1. Assim, 1 — ;% > 0. Logo, ao considerarmos ¢ > 0, tal que
Ate<Oel—L —-%>0 I(u) = +00, quando [uf. = +oc.

e A>0epu<0.

Por hipdtese A < A;. Logo, 1 — /\il > (. E assim, ao escolhermos ¢ > 0, tal que u+¢€ < 0

el— /\% — 5 > 0, obtemos, devido as desigualdades (4.48) e (5.35),

1 A €
> (1-2 - — p_ .
B 2 2 (1= 3= £ ) lule - 21090+ 062,
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De onde concluimos que, se ||u||. — +00, entdo I,(u) — +oo.
e A>0ep>0.
Devido as desigualdades (4.48) e (5.35), temos, para C'(e) = M.(|Q2] + |09],),

L) = Sl =3 (2 +55) Jullz = S+ llull, - Cle)

1 . 1 (5.36)
= L1 2 = ) Dull2 = S+ @) lully, - Cle),

Ainda, por hipotese, A < \;. Assim, 1 — % > (0. Logo, tomando ¢ > 0 pequeno, tal que
l1————>0, (5.37)
obtemos, pelas desigualdades (4.43) e (5.36),

Liw) 28 (1= = &)l = S+ Ollull, - C(e) 535)
v |
p

(1-2 =) —e (L + 1] Iulp, - Clo).

Mas também, por hipdtese, Apy + puA; < Ajpq. Disso e do fato de Ay > 0 e puy > 0,

temos 1 — & — £ > (. Consequentemente, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno,

M om
-2 E) e[+ =) >0,
( )\1 5 )\1 H1

concluimos, de (5.38) e de nossa suposicao inicial (||ull,s — +00), que I,(u) — o0,

que satisfaca (5.37) e

quando ||u||. — +oo. Portanto o funcional I, &, de fato, coercivo, como queriamos.
Afirmacao 2: O funcional I, é limitado inferiormente.

De fato, devido a validade da afirmagao 1, dado 1 > 0, existe Ry > 0, tal que
L(u) > 1, Vue W), com |ull. > R;. (5.39)

Consideremos, agora, u € WH(Q) tal que ||ul. < R;. Por isso e pelo fato das normas
| “lles | ||1,p serem equivalentes em W'P(), existe constante Ry > 0, tal que |lul|1, < Rs.
Consequentemente, ao fazermos uso dos teoremas 6.9 e 6.10, conseguimos novas constantes

positivas R e Ry, tais que ||ull, < Rs e ||ul|,9 < R4. Disso, da validade de (5.35) e da
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hipotese de A < Ay e u < puq, segue, para € > 0 fixado, que

1 1 .
Ip(u) = —];(M +e)R; - 5(#1 +e) Ry — M (|9 +|095) = K(e).
Ou seja,

L(u) > K(e), ¥ u € W(Q), com |ull. <Ry. (5.40)

Finalmente, devido as desigualdades (5.39) e (5.40), concluimos que
L(u) > min{l, K(e)} = K(¢), V u € WH(Q).

E assim, [, é limitado inferiormente, como desejavamos.

Afirmacgao 3: I, satisfaz a condicao de Palais-Smale (PS).

De fato, para provarmos tal afirmagao, seja (u,,) uma sequéncia em (W1P(Q), || - ||.), tal
que

(1) (Lp(um)) seja limitada em R;

(i) L) (tn) — 0 em (WH2(Q)", ] - [).

Com isso, afirmamos que (u,,) deve limitada em (W'?(Q), ] - ||.). Com efeito, se isso
nao for verdade, entdo existe subsequéncia (uy,, ) de (u,,), tal que ||y, || = +00, quando
k — +o00. Logo, devido a coercividade do funcional I,,, I,(u,, ) = +00, quando k — 400,
o que é um absurdo, pois contraria (i). Deste modo, a sequéncia (u,,) ¢ limitada em
(W1P(Q), || ||)- Diante disso e da validade da condigao (ii), podemos aplicar a proposigao
5.6. Dai, segue que (u,,) admite uma subsequéncia convergente em (W'P(Q),|| - ).
Portanto, o funcional I, satisfaz a condigao (PS), ficando assim, provada a afirmacao 3.
Agora, visto que I, ¢ um elemento de C'(WP(Q),R), é limitado inferiormente e satisfaz
a condi¢ao (PS), temos, ao aplicarmos o teorema 6.15, que I, possui um ponto critico
u € W'?(Q), isto &, I(u) = 0. E assim, u satisfaz a igualdade (5.2). Deste modo, de
acordo com a defini¢do (5.1), u é uma solucao fraca para a equagao (5.1). Dai segue a

validade do teorema 5.1.



Capitulo

6

APENDICE

Neste capitulo, mencionamos alguns dos resultados, bem como referéncias de suas

provas, utilizados nos capitulos anteriores.

6.1 Algumas desigualdades

Teorema 6.1 Se 0 < p < oo, a > 0 e b > 0, entao existe constante positiva K (p)

(K(p)=1,5e0<p<1leK(p) =21 sel<p<o0), tal que (a+b)? < K(p)(aP + bP).
Prova: Veja [1].
Teorema 6.2 Sejam A >0 e B > 0. Entdo, se « >0, (A*—B*)(A—B) >0

Prova: E imediata, basta argumentar por absurdo e utilizar o fato da funcdo z® ser

crescente em [0, 00).

Teorema 6.3 Sejam A, B,C, D nimeros reais positivos, e o, 3 > 0 tais que o+ [ =1,

entio A*BP + C°DP < (A+C)* (B + D).
Prova: Veja [28]

Teorema 6.4 Temos:

(1) Se 2 < p < oo, entao existe constante positiva fl, tal que

IX[P2X — |[Y]P2Y| < A|X = Y[(IX]|+]Y])"2, V X,Y € RY;

133
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(2) Se 1 <p<2, entio eriste constante positiva B tal que
IIXPP2X — [YP Y| <BIX -YP!L VXY eRY.

Prova: Veja [31].

6.2 Resultados basicos

Destinamos esta secao a alguns resultados de anélise funcional, essenciais, para

um melhor entendimento do nosso trabalho.

Teorema 6.5 Seja (E, | -||) um espago de Banach uniformemente convezo, e (x,) uma
sequéncia em E, tal que x, — x em (E,| - ||), que satisfaz limsup ||z, || < ||z||, entdo

Prova: Veja [15].

Teorema 6.6 Seja (E, ||-||) um espaco de Banach reflexivo e seja K C E um subconjunto

limitado, fechado e convexo. Entao K € fracamente compacto em E, isto é, K é compacto

na topologia fraca de E (o(E, EY)).
Prova: Veja [15].

Teorema 6.7 Seja M um subconjunto de um espaco com produto interno X. Entao, se
X for completo, e nao existir v € X \ {0} que seja ortogonal a todo elemento de M, entdo

M é total em X.
Prova: Veja [34].

Teorema 6.8 Seja (u,) uma sequéncia em LP(QY) satisfazendo:
(1) up(x) = u(x), para q.t.p. x € §;
(13) ||unllp = ||ullp, quando n — +oo.

Entao ||u, — ull, — 0, quando n — +oo.

Prova: Veja [31].
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Teorema 6.9 Seja Q C RY um dominio de classe C%', N > 2. Se p € [1,00), entdo o

mergulho

WhP(Q) — L1(9Q),

€ continuo, desde que:
(1)p<Nel§q§nﬁ—’;p,
(2)p>Neqell,o0).

E mais, casop< N el <qg< nﬁip oup> N eqée[l,00), entio o mergulho WHP(Q) —

L9(Q2) € compacto.

Prova: Veja [35].

6.3 Operadores traco

Veremos, no que segue, alguns resultados referentes ao operador trago e ao es-
. L . 1 . ~ ~
paco fracionario Hz(2). Tais resultados, bem como, suas demonstracoes, sdo comumente

encontrados em diversas literaturas, dentre estas [1],[26] e [35].

Teorema 6.10 Seja Q) C RY um dominio limitado, com fronteira de classe C%', N > 2
ep € [0,00). Entdo a existe um tinico operador, denominado operador traco de W'P
sobre L1(0%2),

LW (Q) — LI(00)

conlinuo, desde que:

(v-1)
(1)p<N61§q§Tf.
(2)p>Neqgell o0).

E mais, casop < N el < q < % oup > N eq € [l,00), entio o operador T" é

compacto.

Teorema 6.11 Seja Q um dominio limitado de Lipschitz (fronteira de classe C%') em

RN, com N > 2. Entio, a inclusio i : H2(0Q) < L*(0Q) € linear e continua.

Teorema 6.12 Seja Q) um subconjunto aberto e limitado de RN, com fronteira de classe

CHl. Assuma que s < k+1 e que s — % nao € um inteiro. Seja ainda, s — % =Il+o,
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0<o<1eluminteiro > 0. Entao u € Wi*(Q) se, e somente se, u € WP(Q) e

r(u):r@_;‘):...:p(g%):

Teorema 6.13 Suponhamos vdlidas as hipdteses do teorema 6.11. Sejam, ainda, (u,)
uma sequéncia em LP(0) e u € LP(0N), tais que u, — u em (LP(0Q),] - ||p0). Entdo

existem uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e h € LP(0R2), tais que
Up, () = u(z) em (R,|-]) e |un,| < h, gtp. xe€ 0N

Por fim, um resultado, talvez basico, porém, necessario.
Teorema 6.14 Se assumirmos as hipoteses do teorema 6.11, entao dimH%(ﬁQ) = 00.

Prova: Seja {z1,xs,...,Z,,...} um subconjunto enumeravel da 092. Tal subconjunto
existe, pois € ¢ um dominio limitado. Agora, devido & normalidade de RY, existem
bolas abertas B(z;,7;), com r; > 0, para ¢ € N, mutuamente disjuntas. Ora, temos
B; = Blx;, 3] C B(xi, ;). Logo, ao aplicarmos o lema de Uryhson (veja [45]) para B;
e RV \ B(z;,r;), existe, para cada i € N, uma funcao de classe C!, ¢; : RY — R, tal
que ¢;(z) = 1,se v € B; e ¢;(x) = 0, se z ¢ B(x;,r;). Com isso, afirmamos que o
conjunto £ = {I'(¢1),...,'(vn),...}, 0 qual é enumeravel, é linearmente independente

em H%(aQ). Com efeito, se existem escalares reais «;, com 1 < j < k, tais que
arl'(pi) + -+ + al(s,) + - awl'(3,) = 0,

entao, ao tomarmos = € B;, N J€2, obtemos da igualdade acima, a; = 0. Consequente-
mente, o conjunto £ é linearmente independente em H%(ﬁQ), de onde segue a validade

do teorema 6.14.
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6.4 Resultados de teoria do ponto critico

Nesta secao, citamos dois resultados classicos de teoria do ponto critico, ambos,

sdo encontrados em diversos textos, tais como [52], [31], [46] e [32].

Proposicao 6.1 Sejam X um espaco de Banach e U um subconjunto aberto de X. Se o

funcional ¢ : U — R possui derivada de Gateaur continua em U, entio ¢ € C*(U,R)

Teorema 6.15 Seja E um espago de Banach real. Se I € C'(E,R) satisfaz a condi¢io

(PS) e ¢ limitado inferiormente, entdo ¢ = i%f_f é um valor critico de I.

6.5 Teorema dos multiplicadores de Lagrange

Nesta secao apenas enunciamos o teorema dos multiplicadores de Lagrange, o
qual é essencial para provarmos os resultados dos capitulos 1, 2 e 4. A prova de tal

teorema pode ser vista em [51].

Teorema 6.16 Sejam (E,|| - ||) um espago de Banach e F, Gy, Go, ... ,Gy funcionais
N
em CY(E,R). Se yo for um extremo de F restrito ao conjunto ﬂG;l ({Gi(vo)}), entao
i=1
uma das duas alternativas ocorre:
(1) Se
G (yo)(v1)  Gi(yo)(v2) G (yo) (v)
Gy(yo)(v1)  Ga(yo)(v2) G (yo) (v)
A(Ul,Uz,...,’UN) = >
Gyn(yo)(v1) Gy(yo)(va) -+ Gy(yo)(vw)
det(A(vy,ve,...,vN)) = 0 para quaisquer vy, va,..., vy € E;

N
(2) Ezistem \; € R, i =1, 2,..., N, tais que F (yo)(v) = Z/\iG;(yo)(U), para todo
i=1

vEFL.
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