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Resumo

Neste trabalho consideramos algumas equagoes de reacao-difusao nao-
lineares com condigoes de fronteira de Neumann nao-lineares. O objetivo é
apresentar condigoes sobre a geometria do dominio, bem como os coeficientes
de reacao e de difusao, para a existéncia de solugoes estacionarias estaveis nao-
constantes que desenvolvem camadas de transicao interna e superficial. Uti-
lizamos como recursos principais a Gama-convergéencia de funcionais, técnicas

variacionais e resultados de sistemas dinamicos em dimensao infinita.



Abstract

In this work we consider some nonlinear reaction-diffusion equations
with nonlinear Neumann boundary condition. The objective is to present
conditions on the geometry of the domain, as well as on the reaction and
diffusion terms, for the existence of stationary stable nonconstant solutions
which develop internal and superficial transition layers. The main tools used
are Gamma-convergence of functionals, variational techniques and results of

dynamical systems in infinite dimension.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho estudamos alguns problemas de reacao-difusao com
condicao de fronteira de Neumann nao-linear e que na sua forma mais geral

pode ser escrito como

?)_1; = div(a(z)Vu) + f(z,u), (t,2) € R* x Q
(P)q a l")a—u = g(z,u), (t,x) € R" x 09

sendo que © ¢ RN, N > 2, é um dominio limitado com 99 suficientemente
regular, % denota a derivada na direcao normal unitaria exterior a 0€2. As
fungoes f(x,u) : Q@ x R — R e g(z,u) : 02 x R — IR sdo suaves e satisfazem
algumas condicoes de crescimento.

Tais problemas matematicos servem como modelos fenomenolégicos
para os conhecidos problemas de reagao-difusao com a propriedade adicional da
existéncia do termo de reacao nao-linear na fronteira do dominio. A presenca
de tal termo justifica-se, por exemplo, pela presenca de um catalizador agindo
na fronteira do dominio. Veja [13, 23].

A existéncia de solucoes estacionarias estaveis nao constantes, que por
uma questao de brevidade na notagdo denominamos por padroes (terminolo-
gia esta utilizada em genética populacional), tem sido muito estudada nas

ultimas décadas por diversos autores para equagoes (ou sistemas de equagoes)
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de reagao-difusao dadas por (P). Citamos, entre outros trabalhos, [24, 10, 7,
29, 11, 13].

Motivados por estes trabalhos, uma das questoes que norteia nossa
investigagao é encontrar condig¢oes envolvendo os termos a(z), f e g, bem como
a geometria de €2, que garantam a existéncia, assim como a nao existéncia, de
padroes para (P).

Lembramos que solugoes estacionérias (equilibrios) para o problema
(P) sao solugoes da equagao eliptica semi-linear dada por

div(a(x)Vu) + f(z,u) =0, x € Q

a(m)% =g(z,u), x € 0N.

Uma condi¢ao importante para a existéncia (ou inexisténcia) de pa-
droes para (P) quando a(x) é constante, f(z,u) = f(u) e g = 0 (isto é, ndo
hé reagao na fronteira do dominio), foi mostrada nos trabalhos [24, 10]: se 2 é
um dominio convexo entao (P) ndo admite padroes. Este resultado também
foi mostrado em [11] quando © é uma bola de RY, com g(z,u) = g(u) na
fronteira e f = 0 no interior. E importante ressaltar que a demonstragao da
autora ¢ diferente das demonstracoes de [24] e de [10].

Baseando-se nos trabalhos de [24, 10], mostramos no Capitulo 4 que
se a(x) é constante, f(z,u) = f(u), g(z,u) = g(u) e 2 é um dominio suave,
limitado e convexo, entdo nao existem padroes para o problema (P). Este
resultado generaliza os casos acima citados.

Portanto uma pergunta natural que surge é: se €2 nao é convexo entao
(P) sempre possui padroes? Em outras palavras, a nao-convexidade também
é uma condicao suficiente para a existéncia de padroes?

A resposta em geral é negativa. Por exemplo, em [24] o autor provou,
entre outros resultados, que se 2 é um anel, a(x) é constante e g = 0 entao
(P) nao possui padroes.

Por outro lado, mostramos no Capitulo 5 que se tivermos as seguintes

condicoes:
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e a(x) constante, f(z,u) = f(u), g(z,u) = b(x)g(u), com f,g funcoes
suaves e ambas com exatamente trés raizes a < 0 < 3, e b uma funcao

suave e estritamente positiva,

entdao (P) admite padroes desde que € seja formado por dois subconjuntos
disjuntos e conexos ligados por um estreito canal, e a funcao b, quando for
nao-constante, satisfaca algumas propriedades, como por exemplo, ser sufi-
cientemente grande na fronteira destes subconjuntos. Este tipo de dominio é
chamado de “dumbbell” ou “halter” (ou mesmo “osso-de-cachorro”).

Esta particularidade sobre o dominio, que é necessaria para a ex-
isténcia de padroes, foi observada inicialmente em [24], o qual estabeleceu,
sob determinadas condicoes da funcao de reacao e dominios tipo “dumbbell”,

que é possivel encontrarmos padroes para o problema

% = Au+cf(u), (z,t) € Q x R*
ou n
5—0, (x,t)E(?QX]R,

sendo que ¢ é uma constante positiva.

Em [13] temos um outro modelo, agora com a condi¢do nao-linear na

fronteira 5
a—;‘ = Au, (2,6) € Q x R"
% =cg(u), (z,t) € 00 x RT,

com ¢ uma constante positiva. Entretanto este problema nao envolve a reacao
no dominio e tem difusao constante. A autora mostrou que se o dominio
também for do tipo “dumbbell”, cuja geometria tem a dependéncia explicita
da constante ¢, entao pode existir padroes para esse problema dependendo de
algumas condigoes técnicas sobre a fungao g.

Agora, para equagoes com dependéncia espacialmente heterogénea, em

[29] e [7], por exemplo, os autores apresentaram condigoes suficientes sobre a
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fungao de difusibilidade a(x) para que o problema

w, = div(a(z)Vu) + f(u), Q@ x RT

@:0, 00 x IRY,
ov

admita padroes mesmo para dominios convexos. Provaram que se a funcao
a(x) assumir valores suficientemente pequenos em torno de uma superficie
suave sem bordo em €2, entao o problema acima apresenta padroes. Motivados
por estes trabalhos, também no Capitulo 5, exibimos condigoes sobre a(x),
quando esta for ndo-constante, para que (P) admita a existéncia de padroes
para o caso em que f(z,u) = f(u) e g(z,u) = b(z)g(u).

Basicamente todos estes trabalhos, [13, 29, 7], (e o que apresentamos
no Capitulo 5) utilizam uma técnica envolvendo a existéncia de um conjunto in-
variante para o sistema dinamico gerado pela equacao parabdlica do problema
(P). Esse conjunto, sob hip6teses adequadas, contém equilibrios nao-constantes
e mostra-se, via linearizacao em torno destes equilibrios, que o espectro do o-
perador linearizado é formado por uma seqiiéncia nao-positiva de auto-valores.
Com resultados classicos tem-se a estabilidade.

Atualmente varios trabalhos tém abordado a questao da existéncia de
padroes para equagoes (ou mesmo para sistemas de equagoes) de reagao-difusao
com pequenos parametros dados na forma

du _ e2div(aVu) + f(z,u), (t,z) € RT x Q

ot
9 Ju N
€ CL(I)% = g(x,u), (t,x) € R" x 00.

Diversas técnicas tém sido utilizadas para este fim. Entre elas o uso de I'-
convergéncia tem proporcionado resultados bastante satisfatérios, uma vez que
permite estabelecer nao s a existéncia de padroes como também descrever
o comportamento geométrico destas solugoes quando ¢ — 0. Neste sentido
destacamos os trabalhos [30, 27], ambos com dominio Q C IR®. No primeiro
considera-se g = 0, f(z,u) = k(z) f(u), e as funcoes a e k estritamente positivas

e de classe C?. J4 no segundo o autor estuda um sistema de equacdes com a
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condi¢ao g = 0, f(z,u) = k(z)f(u) vetorial, e também a e k estritamente
positivas, de classe C?.

Em [6] os autores demonstraram a existéncia de padroes para este
problema com um pequeno parametro ¢, a(x) = 1, f = 0 e a condi¢ao nao-
linear na fronteira é dada por g(z,u) = u(l —u)(c(x) —u),com 0 <c<1le
algumas condicoes técnicas. A abordagem neste caso nao envolve técnicas de
I'-convergeéncia.

Através da abordagem via I'-convergéncia, apresentamos novas con-
tribuicoes a existéncia de padroes para equacgoes de reacao-difusao com condi-

¢oes nao-lineares no dominio e na fronteira dadas por

[ Ju 2 +
5~ ¢ Au+ f(u), (t,z) e RT x Q
(P4 08— bglu), (t,2) € R* x 90
\ u(0,7) = uo(), = € Q,

sendo que © C IR* é um dominio suave e as funcdes f e g satisfazem algumas
condicgoes de crescimento e suavidade e ambas com raizes « < 0 < . € é um
parametro pequeno e J, satisfaz 6. > 1, lii%aln 0. = k, com 0 < k < oo,
hipdtese esta que é crucial neste trabalho. Por exemplo, se 0, =", n € IN,
entao k = 0.

Para encontrarmos solugoes estaciondrias de (P.), é suficiente mostrar

a existéncia de minimos locais para os funcionais definidos em H'(Q) por

1
E(u) :5/ |Vu|2d:p+—/F(u)dx—l—5a G(Tu)dHN 1,
Q € Ja o0

sendo que Tu é o traco da funcao u, HN~' é a medida de Hausdorff
(N — 1)-dimensional, e os potenciais F' e G, primitivas de f e g respecti-
vamente, sao nao-negativos e possuem apenas duas raizes denotadas por « e
(. Os pontos criticos de £ também sao pontos criticos dos funcionais F. = €&,
para cada ¢ > 0 fixado. E estes sao os funcionais energia cujas equagoes de
Euler-Lagrange sao dados por (P.).

Para este fim, calculamos o I'-limite de & (em um espago de Banach

adequado), quando ¢ — 0, e obtemos um problema envolvendo um funcional
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&o, que é essencialmente um problema geométrico. E ao demonstrarmos a
existéncia de um minimo local isolado para &y, temos a existéncia de minimos
locais para os correspondentes funcionais &, garantidos por um teorema de De
Giorgi (veja [14]) adaptado & forma variacional. Em outras palavras, o teorema
garante que se o problema limite (no sentido de I'-convergéncia) possuir um
minimo local isolado ug entao o funcional original também possui um minimo
local u. em uma vizinhanca de u (para uma certa topologia).

Entretanto, encontrar minimos locais isolados para & nao é trivi-
al, embora muitas vezes sua identificacao seja intuitivamente obvia. Tanto
que nos trabalhos [21, 27] os autores lograram éxito apenas para dominios
) ¢ IR%. Como nosso problema esté colocado em © C IR?, tivemos que encon-
trar uma nova demonstracao para este caso, a qual apresentamos no Capitulo
2. Ressaltamos que esta demonstracao é diferente daquelas elaboradas pe-
los autores citados e tudo indica que pode ser estendida para dominios N-
dimensionais, N > 3.

Diversos autores (veja [3, 25, 26, 30, 37]) com diferentes interesses,
estudaram o comportamento, quando £ — 0, dos funcionais &, descritos acima,
com varias escalas J. adotadas na fronteira. O estudo destes funcionais tem
importancia também, por exemplo, para descrever modelos de Cahn-Hillard
para fluidos que assumem duas fases distintas.

Em [25, 37|, os autores estudaram o caso em que 0. = 0, ou seja,
nenhum termo de reagao na fronteira foi levado em consideragdo. Em [25]
o autor demonstrou também que cada seqiiencia (u.) C H'(€2), com & (u.)
uniformemente limitado, é relativamente compacta em L'(Q) e cada ponto
de acumulagao u, pertence ao espago BV (€, {«, 5}), espaco das fungoes de
variacao total limitada que assumem somente os valores {«, 5} em quase todos
os pontos de 2. Além disso u. tem transicao de fase o para a fase § em uma
superficie S, C Q, a qual separa as fases {u = a} e {u = 3}. A energia limite

estd distribuida sobre S, com densidade o (tensdo superficial). O I'-limite



16
neste caso é o funcional penalizado

oHNY(S,), se u € BV(Q,{«a, 3})
+00, se u € LY(Q)\ BV(Q,{«,}),

€0<U) =

com o = 2 / ’ \/m d¢. E este funcional, a menos da constante o, é o co-
nhecido funcio(;nal area da geometria diferencial, mas agora definido no espaco
BV (2,{«a, 3}).

Esta anédlise foi estendida em [26] para J. = 1, com G sendo uma
funcao positiva qualquer. Nesse trabalho, Modica observou que os tragos dos
minimizantes u., denotados por Twu., convergiam para uma nova funcao v
definida em 0€2. Ocorre que tal fungao é constante sobre o trago de cada fase,
{Tu = a} e {Tu = [}, mas pode diferir de T'u. Isto contribuiu para que
surgisse uma densidade adicional na fronteira de €2 no problema limite.

A partir desta observacao, em [3] os autores consideraram o caso em
que 0. — 00, quando € — 0, assumindo ainda que o potencial G continha duas
raizes distintas {o/, '} satisfazendo o < o < 8 < 3 e Q C IR®. Mostraram
também que os tragos T'u, convergiam para uma funcao v que assume os valores
o' e B qtp em 9. Além disso eles demonstraram que quando a escala adotada
0. satisfaz a relagao: clogd, — k quando ¢ — 0; com 0 < k < 0o, entao uma
nova concentracao de energia surge ao longo da curva S, C 02 que separa as
fases na fronteira {v =o'} e {v = '}

Esses fatos sobre a nova variavel na fronteira do dominio, observados
por [26, 3], permite-nos estudar a I'-convergéncia no espago L'(Q) x L1(99).

Para isso reescrevemos os funcionais &, da seguinte forma
E(u), seue HY(Q) ev=Tu

E(u,v) =
+00, caso contrdrio em L'(Q2) x L'(99).

Com isso obtemos que o funcional I'-limite é dado por

£o(u.v) S (u,v), (u,v) € BV(0Q,{«,}) x BV(0Q,{«,5'})
u,v) =
’ +00, caso contrdrio em L*(Q)) x LY(99),
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sendo que ®(u,v) é definido por

B(u, v) = oHA(S,) + /8 h(Tw) = h()]dH + HI(S,),

™

(5 -’ t
com c=-—k e ht) :2/ V() de.
Este funcional apresenta as caracte(;isticas das observagoes feitas por [26, 3],
como observado acima.

E importante ressaltar que uma leitura cuidadosa nas demonstracoes
de [3] permitiu-nos verificar que a mesma demonstra¢ao da I'-convergéncia,
quando k£ > 0, também vale para o caso em que k£ = 0, e mais ainda, para
dominios N-dimensionais, N > 3. Neste caso nao temos a contribuicao do
termo ¢H!(S,) no funcional @, o que nos remete a observacao de [26] sobre o
termo adicional na fronteira, que é o segundo valor do lado direito no funcional
®. Colocamos estes resultados no Apéndice A.

Uma outra propriedade importante que tem sido estudada nos tultimos
anos sobre as solugoes estaciondrias do problema (P.), ou mesmo para proble-
mas mais gerais de equacgoes de reagao-difusao deste tipo, mas com condigoes de
fronteira de Neumann homogéneas (g = 0), é sob que condigoes estas solugoes
desenvolvem camadas de transicao interna. Tanto quanto sabemos, tal inves-
tigacao teve inicio com o trabalho [28], no qual foi provado que a conhecida
condicao de igualdade de area constitui na realidade uma condi¢ao necessaria
para a formacao de camadas de transicao interna.

Neste sentido, no Capitulo 3, estabelecemos condigoes necessérias para
que uma familia de solugoes de

ediv(a(x)Vu.) + f(z,v:) =0, z € Q
(Qe) .

ea(x) o

= g(z,v.), x € 09,

desenvolva camadas de transicao interna e superficial quando ¢ — 0. O
domfnio © C IRY é suave e as funcoes f e g sdo suaves com raizes a, f nao
necessariamente consecutivas. Como caso particular, demonstramos que se

a(x) é constante e f(z,u) = f(u) e g(z,u) = g(u) entdo a condigdo necessaria
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para uma familia de solugoes de (Q.) desenvolver camadas de transigao in-
terna e superficial é que tenhamos a condicao de area para f e para g, isto é,
Jr=0=[lg

A questao da formagao de camadas internas de transicao, estd rela-
cionada a convergéncia das solugoes para fungoes que assumem apenas dois
valores, a saber as raizes das fungdes f e g (veja Defini¢ao 3.1).

Em [28] o autor estudou este problema quando g = 0 e demonstrou, em
particular, que a condi¢@o necessdria para que uma familia de solugoes de (Q.)
desenvolva camadas de transigao interna, quando f(x,u) = f(u), é a condigao
de area para a funcgao f ( faﬁ f= O) . Nesse trabalho o autor considerou a
convergéncia uniforme em compactos K C (£2\ S), sendo S a superficie que
separa as fases {u = a} e {u = 4} em ). Essa convergéncia em principio
pode substituir a convergéncia em L!(€), pois como demonstrado em [9], se
{v.} é uma seqiiéncia de minimos locais para certas classes de funcionais (por
exemplo, E. acima com ¢, = 0) e v, converge em L'(Q), quando ¢ — 0, para
uma funcao cujos valores sao as raizes de f, entao a convergéncia é uniforme
em compactos K C (2 9).

Em [32] os autores também estudam condigoes para a formagao de
camadas de transicao internas.

Como exemplo de uma familia de solucoes que desenvolvem camadas
de transicao interna e superficial, no sentido da defini¢ao do presente trabalho,
temos as solugoes estaciondrias de (P.) obtidas no Capitulo 2. E uma das
hipéteses que impomos sobre as fungoes f e g para obtermos tais solugoes,
é a condicao de drea para f e g (fff =0= ff g) . Mostramos também no
Capitulo 3 que esta é a condi¢ao necessaria para uma familia de equilibrios de

(P.), com &, = e!, desenvolver camadas de transi¢ao interna e superficial.



Capitulo 2

Existéncia de padroes: uma

abordagem via ['-convergeéncia

2.1 Apresentacao do problema

Atualmente, muito dos problemas relacionados as equagoes de reacao-
difusao nao-lineares nao envolvem o termo de reacao na fronteira. Neste capi-
tulo o objetivo sera encontrarmos padroes para a seguinte familia de equagoes

de reacao-difusao com condi¢ao de Neumann nao-linear:

[ Ju 2 +
5~ ¢ Au+ f(u), (t,2) e RT x Q
S0l = Siglu). (t2) € R x 90 2
v
u(0,7) = ug(z), v € Q

O dominio Q ¢ RY, N > 3, é simplesmente conexo e de classe C?, v é o
vetor normal, unitario e exterior a 0€2. As funcoes f e g sao ambas de classe

CHIR,R) e satisfazem:
(fo) f(I) =0=yg(l), VI € {a,0,8} (Gnicas) e a < 0 < .

(fl) f/(Oé) <0, f/(ﬁ) <0, g/(a) <0, g/(ﬁ) <0.
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(f2) Existem constantes C' > 0, to > max{|«|, B}, 7, s, 0 € 0, tais que

@)1 19 = Clt], ¥ [t] > to.

N +2

) < tlor, 1< <
OIS+ sltlr, 1< op<

Vi,

V.

N
) < t%, 1 <o, <
(B <7+ sl 1<0, < ——

B B
(f3) / f=0= / g (condigao de érea).

(fy) lir%slm(i8 =k, com0<k<ooed >1.

Inicialmente lembramos que as solugoes estacionérias de (2.1) sao

solugoes da familia de equacgoes elipticas semi-lineares dadas por

2Au+ flu) =0, v €Q,
ou (2.2)

€5, = deg(u), x € 0N.

Sabe-se, pela hipdtese (f1), que as solugoes constantes u = o e u = 3
sao solugoes estaveis do problema (2.1). Além disso, cada solugao u. de (2.2)
satisfaz a < wu. < 3, gracas ao principio do méximo.
Assim nosso objetivo é encontrar solugoes estacionarias nao-constantes
(veja Teorema 2.9, Segdo 2.5) e em seguida verificar a estabilidade. E para
mostrarmos a existéncia dessas solugoes, é suficiente encontrarmos, para cada
0 < & < g9 dado, um minimo local do funcional energia, definido em H'((?)
por
2
E.(u) = — /Q |Vul? dz + /Q F(u)dz + 555/ G(u) dHN T, (2.3)

2 0
sendo que

P == [ f©)d¢ ¢ Gy =~ [ glr)an (2.4
cuja equacao de Fuler-Lagrange é a equagao (2.2). Os pontos criticos desse

funcional sao solugoes fracas de (2.2), isto é, sao as funcoes u € H'(Q) tais que

ez/Vqupdx—/f(u)god:B—sdg/ g(u)pdHN 1 =0,
Q Q G)
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para cada p € H'(Q).

Devido a regularidade das funcgoes f e g, usamos argumentos padroes
(por exemplo “bootstrap”) para estas solugbes fracas e garantimos que sao
solugoes cléssicas de (2.2), isto é, estdo no espago C%(Q) N CH(Q).

Para obtermos minimos de E. usamos como ferramenta um teorema
de De Giorgi (Segao 2.4, Teorema 2.7), adaptado a forma variacional, o qual
afirma que se encontrarmos um minimo local isolado uy para o funcional &,
(veja 2.6), que é o [-limite, quando ¢ — 0, dos funcionais &, = §E€ penalizados
(veja 2.5), entdo préximo de uy (em uma certa topologia) existem minimos
locais dos correspondentes funcionais &£, que por sua vez sao minimos de F..

A estabilidade decorre dos resultados apresentados no Capitulo 5.

Uma andlise da hipdtese (f;) permite-nos estudar a equagao (2.2) com
a mesma escala, ou escalas diferentes, de difusibilidade no dominio e na fron-
teira. Por exemplo, se §, = ¢! temos a mesma difusibilidade no dominio e na

" comn > 0en # 1, sao casos em que as difusibili-

fronteira; mas 0, = e~
dades sao diferentes, como pode ser observado na equagao (2.2). Todos estes
exemplos satisfazem a relagao lig(l)a Ind. = 0.

Podemos também escolher, por exemplo, escalas da forma J, = e*/¢,
com k > 0. Neste caso temos li_r}r(l]slrl 0. = k.

Entretanto nao nos foi possivel abordar o caso em que ., =", n <0,
embora tenhamos l%sln 0. = 0. A justificativa para isso é que no calculo da

I'-convergeéncia dos funcionais &, quando k£ = 0, é necessario que €1nd, seja

" n < 0, por exemplo, isto nao se verifica quando ¢ for

positivo. E se §, = ¢~
muito pequeno.

E importante ressaltar que (f3) constitui-se na condigdo necessaria
para a existéncia de uma familia de solugoes estaciondrias de (2.1) que desen-
volvem camadas de transi¢ao interna e superficial (veja Defini¢ao 3.1), quando

e — 0. A demonstragao da condi¢ao necessaria estd feita no Capitulo 3.

As hipoteses sobre a suavidade de f e de g e as hipéteses (f2) e (f3)
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garantem que o funcional E. esteja bem definido e que os potenciais F' e GG
sejam do tipo “double-well” (ou pogo-duplo), respectivamente, cuja definigao
damos a seguir.

Dizemos que um potencial U é do tipo “double-well” (ou pogo-duplo)

se U : IR — IR, é de classe C? e satisfaz as seguintes propriedades:
(i) U > 0;
(ii) U tem exatamente duas raizes, a e b, com a < b;
(iii) U'(a) =0=U"(b), U"(a)>0, U"(b)> 0;

(iv) c1|t|Pr < U(t) < co|t|P?, para certas constantes ¢; > 0,p; > 2 (i = 1,2) e

|t| > ty, com t, suficientemente grande.

Veja abaixo uma ilustracao de como deve ser o comportamento destes

potenciais.

Figura 2.1: Ilustragao de um potencial do tipo “double-well”.

A condigao sobre os potenciais F' e GG serem do tipo pogo-duplo é essen-
cial para garantir uma determinada compacidade das solugoes encontradas.
Esta compacidade é uma das hipoteses do Teorema 2.7 na Secao 2.3. Veja o
Apéndice A para maiores detalhes.

Organizamos este capitulo da seguinte forma: inicialmente apresen-
tamos alguns resultados preliminares sobre Medida de Hausdorff, funcoes de
variacao limitada e um resumo sobre ['—convergéncia da familia de funcionais

aqui abordadas, resultados que serao utilizados nas secoes futuras. Em seguida,
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na Secao 2.3 apresentamos um teorema de De Giorgi para obtermos, sob de-
terminadas condigoes, a existéncia de minimos locais para a familia de fun-
cionais definidas por (2.3). Uma hipétese essencial para esse teorema de De
Giorgi é a existéncia de um minimo local isolado para um determinado fun-
cional I'—limite, e que na Secao 2.4 mostramos sua existéncia. Encerramos o
capitulo com a Secao 2.5 na qual todos os resultados em conjunto demonstra

a existéncia dos padroes desejados.

2.2 Resultados preliminares

A seguir apresentamos um resumo de alguns resultados considerados
importantes para a leitura deste capitulo. Nao ha demonstragao dos resultados
nesta secao, mas sugerimos ao leitor o local para consulta destes e outros

resultados relacionados.

2.2.1 Medida de Hausdorff e Aplicagoes Lipschitz

Seja A ¢ RY, 0 < s < co. Defina

H;(A) _ lnf{za(s) (dla;an) A C UCj,diaij < 5},
j=1

Jj=1

em que
s/2

a(s) = m

Aqui I'(s) = / e " dz, (0 < s < 00), é a usual fungdo gama.
0

Definicdo 2.1 Para cada subconjunto A C RN como acima, definimos H®, a

medida de Hausdorff s-dimensional em RY por

H*(A) = im H5(A) = sup H5(A).

6—0 5>0

Teorema 2.1 'H® é uma medida de Borel regular para cada 0 < s < oc0.

Demonstracao: [16] p. 61.
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Definigcao 2.2 Uma funcao f : IR" — IR™ € chamada Lipschitz se existe uma

constante C' tal que
[f(x) = f(y)| < Cle —yl,

para cada x,y € R™. Além disso definimos

[f(x) = f(W)|

Lip(f) = sup { Pe—

i)

Teorema 2.2 Sejam f: R" — IR"™ uma funcdo Lipschitz, A CR", 0 < s <
o0o. Entao

H(f(A)) < (Lip(f))"H(A).
Demonstragao: [16] p. 75.

Corolario 2.1 Suponhamos que n > k. Sejam P : R" — RR*, a funcdo

projecao, A CIR" e 0 < s < co. Entao
H*(P(A)) < H’(A).

Demonstragao: Lip(P) = 1.

2.2.2 Funcoes de variacao limitada

Definigio 2.3 Sejam Q C RY, um conjunto aberto e limitado, e f € L'(S).

f € dita ser de variacao limitada se

/|Vf| d:efsup{/fdivgodx:¢€C§°(Q;IRN),|90|Sl}<oo.
Q Q

Observacao 2.1 Se f tem wvariacao limitada, o gradiente de f, V f, no sen-
tido das distribuicoes, define uma medida de Radon. FEsta medida, também

denotada por ||V f||, € uma medida de variagdo e

MO / i

¢ a sua variacao total.
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Defini¢ao 2.4 Definimos o conjunto BV (2) como sendo o conjunto das fun-

¢oes f € L1(Q) de variacdo limitada. E BV (Q) munido com a norma

1 sy = £l 1) + IVAI(S?)

¢ um espaco de Banach.

Teorema 2.3 (Semi-continuidade inferior) Seja Q C RY, um conjunto aberto
e seja {f;}jemw C BV(Q) uma seqiéncia de fungoes tal que f; — f em L}, ().

Entao

[1vs <tmint [ (95,
Q J7e Ja

Demonstracao: [16] p. 172.

Teorema 2.4 Seja Q C RY, um conjunto aberto e limitado com fronteira de
Lipschitz. Seja {f;}jenw C BV(2) uma seqiéncia limitada. Entao existe uma
subseqiiéncia { f;, trew C {fj}jen € f € BV(Q) tal que f;, — f em L'Y(Q).

Em outras palavras BV (Q) — L*(Q) compactamente.
Demonstracao: [16] p. 176.

Observacao 2.2 Existem outras propriedades importantes envolvendo as fun-

¢oes de variacao limitada. E uma delas é a existéncia do operador traco
T : BV(Q) — L*(09),

que é um operador linear e limitado. Para os nossos propdsitos nao hé neces-

sidade de maiores detalhes.

2.2.3 Conjuntos de perimetro finito

Uma outra classe importante envolvendo fungoes de variagao limitada
¢ dada por algumas funcoes caracteristicas. E a partir delas que temos a

definicao de conjuntos de perimetro finito.
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Definicao 2.5 Sejam E C RY um conjunto de Borel e Q C RY um conjunto

aberto. O perimetro de E em ) € definido como

PergE ¥ sup{/ XEdiwpdx:gpngo(Q;]RN),](p\§1}—/|VXE\,
0 Q

sendo que x_ € a fungao caracteristica do conjunto E.

Se um conjunto de Borel E tem perimetro finito, ou seja, Perg F < oo,
para cada conjunto limitado 2, entao E é chamado de conjunto de Cacciopoli.
Destacamos algumas propriedades sobre conjuntos de perimetro finito:

(1) Se 2 = AU B, com AN B = ¢, entao
Perqg A = PerqB.
(2) Se E é um conjunto com fronteira suave (de classe C'') entao
PeroE = HN Y (OEN Q).

(3) Cada conjunto de Cacciopoli limitado E pode ser aproximado por seqiiéncia

de conjuntos Fj;, de classe C?, tais que

[, —xlae =0 [19 1= [ 19y
Q 7 Q J Q

HYHOFE; N Q) =0,

para j suficientemente grande. Veja [37] Lema 1, ou [18] p. 22.

Definicao 2.6 Seja E um conjunto de perimetro finito e consideremos a me-

dida [|[Vx_||. Dizemos que um ponto x € O, pertence a fronteira reduzida de

E, O*E, se
(1) / IVx,| >0, para cada r > 0;
B(z,r)

ved|[V, ||

(i) lim Bl = vg(z);

r—0
[ 1wyl
B(z,r)
(iii) |va(z)| = 1.
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Teorema 2.5 Seja E um conjunto de Cacciopoli. Entao

(i) 3*E:GCZ-UK,

sendo que C; sao superficies compactas, Z;el classe C, e HN"Y(K) = 0;
(ii) PergE = HN 0" E N Q);

(i) O°E = OF.

Demonstracao: [18] p. 54 ou [16] p. 205.

Observagao 2.3 Se F é uma superficie de classe C!, temos que 0*FE = OF

e, conseqilentemente, vg(x) é o vetor normal unitério interno a OF em x.

Definimos o espago BV (Q, {a, 3}) como o conjunto das fungoes u €
BV (£2) que assumem apenas os valores a e # qtp em Q. Analogamente defini-
mos BV (02, {«, #}). Por uma questao de brevidade na notagao em todo este
trabalho usamos [ < {a, G}.

Para cada uw € BV(Q,I), o conjunto {z € Q : u(z) = [} é um
conjunto de perfmetro finito. Definimos S, < 0{zr € Q :u(z) = f} NQ.
Assim Perg{zr € Q : u(z) = 8} = HV71(S,).

Nao ¢ dificil verificarmos que a variacao total de u satisfaz

IVul() = / Vul = (8 — a)yHY(S.).

A defini¢ao de S, para v € BV (052, I) é anéloga.

2.2.4 Um resumo sobre a ['-convergéncia dos funcionais

Como pode ser visto na Sec¢ao 2.3 (Teorema 2.7), a segunda hipéitese
a ser satisfeita para a existéncia de minimos para (2.3) é a I'-convergéncia.
Esclarecemos que a definicao e as demonstracoes sobre I'-convergéncia se en-
contram no Apéndice A. Apresentamos apenas um resumo sobre alguns dos

resultados decorrentes desse apéndice, para as segoes futuras deste capitulo.



28

Consideremos o espaco IL! = IL}(Q,00) o LY(Q) x LY(99Q) com a

seguinte norma
def
1(u, ) lp1 = Nullie) + vl on)-

Entéo (IL', || - [|1) é um espaco de Banach.
Definimos &, & : IL.! — IR U {co} por
2

£ () = gEg(u) seue H(Q)ev="Tu, (25)

+00 caso contrario em IL!,

com E. definido por (2.3) e

ot v) — O (u,v), (u,v) € BV(Q,1)x BV(0Q,1) (2:6)

+00, caso contrario em IL!,

sendo que ®(u,v) é definido por

®(u,v) = oH*(S,) + o |h(Tu) — h(v)| dH? + cH(S,), (2.7)
com ¢ = W:T—O‘)Qk; h(t) = 2/0 V2F(€)de e o= |h(B) — h(a)|

Teorema 2.6 Se Q C R? e k > 0 entdo & T'-converge (em IL') para o fun-

cional &.

Demonstracao: [3].

Uma leitura cuidadosa de [3] permite-nos verificar que este teorema
sobre a I'-convergéncia dos funcionais definidos em (2.5), quando lir% elnd, =

£—
k > 0, também vale para o caso em que lir%z-:ln 0. = k =0 e, mais ainda, para
E—
dominios N-dimensionais, N > 3 (veja Teorema A.1). Neste caso o I'-limite
dos funcionais &, é o funcional & com
®(u,v) = oHNH(S,) + \h(Tu) — h(v)|dHN .
o9
A seguir apresentamos um dos resultados mais importantes deste ca-

pitulo.
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2.3 O Teorema de De Giorgi

Enunciamos e provamos aqui uma versao variacional de um teorema
de De Giorgi. Este teorema é responsavel, sob determinadas hipdteses, pela
existéncia de minimos locais para a familia de funcionais definidas por (2.5).
Como conseqiiéncia, na Secao 2.5 usaremos estes resultados para encontrarmos

os padroes desejados.

Teorema 2.7 Seja Q C IR® um dominio limitado com fronteira suave. Sejam
E. e & definidos por (2.5) e (2.6), respectivamente, com k > 0. Suponhamos

que sejam satisfeitas as sequintes condi¢oes
(i) Ezistem constantes C >0 e d € R tais que F(t) > C|t|P —d, com p > 2.

(ii) A familia de funcionais {E.}. T-converge, em 1L} (2, 00), para o funcional

807

(i) {&.}e € equicoerciva, isto €, para cada {(ue,v:)}oce<e, C ILH(,0Q) sa-
tisfazendo E.(u.,v.) < M, para todo 0 < € < eq, {(us, v:) boce<e, € cOM-

pacta em ILY(Q, 09).

Se (ug,vg) € um minimo local isolado de &y, entdo existe uma seqiiencia
{(ug;,ve,)}, come; — 0, tal que (ue,,ve;) € um minimo local de &, e
e;—0
(| (w5 ve;) — (uo,UO)H]L1 2 0. (2.8)

Para a demonstracao deste teorema necessitamos do seguinte

Lema 2.1 Seja &. definido por (2.5). Suponhamos que existam C' > 0 ed € IR

tais que F(t) > C|t|P — d, com p > 2. Entao para cada 6 > 0 e £ > 0, existe
def
(e, v2) € B0, t0) < {(,0) = (1, 0) — (0, o)1 < 6}

satisfazendo

E(ug,v.) = inf {&.(u,v) : (u,v) € Bs}.
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Demonstracao: Fixe d > 0e e > 0. Como & > 0, existe M > 0 tal que
M = inf{&.(u,v) : (u,v) € Bs}.

Como H'() ¢é denso em L'(Q), M < oco. Seja {(u;,v;)};cn uma seqiiencia
minimizante, isto é, lim & (u;, v;) = M.

Logo existe ¢ > 0 tal que

2
5/ |Vui|2dx+g/F(ui) dx+258/ G(Tu;) dH? < ¢, (2.9)
Q Q

onN

e v; = Tu; pela defini¢ao de &.. De (2.9) e das nossas hipdteses sobre F' temos
c/ wal? d — d|92] < / Flu)de < ec =&
Q Q

Logo
lwillZpq) < ¢ Vi
Como p > 2, pela desigualdade (2.9) segue que (u;) é uma seqiiéncia
limitada em H'(f2). Logo existe u. € H*(2) e uma subseqiiéncia de (u;) (de-

notada ainda por (u;)) tal que
u; — u. em H'(Q), w; — u. em L*(9).
Além disso, pelas propriedades sobre o operador traco obtemos também
Tu; — Tu, em H1/2(8Q), Tu; — Tu. = v. em L*(09).

Uma vez que L? C L', existe uma nova subseqiiéncia de (u;), denotada
também por (u;), tal que u;(z) — u.(z) qtp em Q e Tu;(y) — v-(y) qtp em
9. Pela continuidade de F' e G vem que F(u;(z)) — F(us(x)) qtp em Q e

G(Tui(y)) — G(ve(y)) qtp em 092. Aplicando o Lema de Fatou obtemos
/ F(uc(x)) de < lim inf/ F(u;(x)) dzx
Q e Ja

/ G(v.(y)) dH2 < Timin / G(Tusly)) dH?.
o0

1—00 90

(2.10)

Da teoria classica sobre funcionais tipo energia sabe-se que

W : H'(Q) — IR definido por

W(u) = /Q Vul? da
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é fracamente semicontinuo inferiormente em H'(§2). Disto obtemos que

/|Vu5|2dx§11minf/ |Vu,|? dx. (2.11)
Q Q

71— 00

Logo, de (2.10) e (2.11)

E-(ug,ve:) :5/ ]Vu€|2dx—|—E/F(ug)dx—i—%6 G(v.) dH?
Q €Ja Gle!

2
< liminfs/ |Vui|2dx+liminf—/F( i), dx + lim inf 26, / G(Tu;) dH?
Q o0

1—00 i—oo £ 1—00

Sliminf[ /|Vuz|2dx—|— / (i),dx—|—2(5€/ G(Tui)de}
)

1—00

= liminf & (u;, v;) = M.

1—00

Pelo fato de Bs ser um subconjunto fechado de ' e (u;, Tu;) — (u.,v.) em

IL!, concluimos que (u.,v.) € Bs e ¢ um minimo de &. em Bj. [ |
Em vista deste lema podemos elaborar a

Demonstracao do Teorema 2.7: Seja (ug,vp) um minimo local isolado de

Eo em Bs(ug, vg), para algum 6 > 0. Como &, I'-converge para &, existe uma

seqiiencia {(az,,b.,)} C IL! tal que (az,.bs,) — (o, vo) em I ¢

lim & (a.,,b:;) = Eo(uo, vo)- (2.12)

j—o0
Pelo Lema 2.1, existe uma seqiiencia {(u.,,v.,)} C IL' de minimos de
&, em Bs(ug,vp).
Para j suficientemente grande temos que (ac;, b.,) € Bs(uo, vo). Assim,

como (e, ve;) ¢ minimo em Bs(ug, vo), segue que

SE'(u5j7v5j) S g&j(a“fj?bEj)) (213)

J

implicando que {&, (u,,v.;)} ¢ uma seqiiencia limitada, ja que {&,(a.;,b,)}
0 é (pois é convergente).
Por outro lado, segue de (2.13) e (2.12) que para qualquer subseqiiéncia

(€j,) C () vale que

liminf & (usjk Uﬁ]k) < liminf& (agjk be;, ) = lim &, (asjk,bejk)

k—oo k—oo k—oo

= &o(up, vo). (2.14)
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Afirmamos que (u.,,v.,) estd no interior de Bs(ug,vo). Em outras
palavras, (u;,v.,) é um minimo local de &;.
Suponhamos o contrario. Entéo existe uma subseqiiéncia (mas usamos

a mesma notacao) {(ue,,v.,) C IL'} tal que

H(usj’ Uf-?j) - (UU7UO)H]Ll = 0. (2.15)

Como {&;(uc,,ve;)} ¢ limitada e por hipétese {&,} é equicoerciva,
segue que {(ue,,v.,)} é compacta em IL'. Logo existe uma nova subsequencia

{(ue,, ,ve, )} de {(uc;,v;)} e (@, ) € IL' tais que

k o
(Uej, V2, ) =% (u,v)

em L'
Portanto de (2.15) vem que
1, ) = (uo, vo) |l 1 = 0.
Pela I'-convergéncia de {&,,} e (2.14) concluimos que

Eo(w,v) < liminf &, (u% , Ugjk) = &Eo(ug, vp),

k—o0

o que contradiz com o fato de (ug, vg) ser minimo local isolado.
Para mostrarmos (2.8), o procedimento é o mesmo. Suponha, por

absurdo, que (2.8) nao se verifica. Entao existe v > 0 e uma subseqiiéncia

{(u€]’k7vé‘jk)} C {(u5j7vc€j)} ta’l que
0<y< ||(quJUEj) - (u(]?UO)HILl <.

Como a seqiiéncia {5% (ugjk,vsjk)} ¢ limitada e equicoerciva, encon-
. 1
tramos uma nova subseqiiéncia (e supomos ser a mesma) {(u., ,ve; )} C L' e

(u,v) € IL! tais que (ue,, , Ve, ) — (U, T) em IL!, e, assim,
0 <~ < |[(@,v) = (uo, vo)l[g1 < 6.

Isto implica que (@, ) # (ug, vo).
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A T'-convergéncia de & e por (2.14) nos dé

&(u,v) < liminf &, (ue; ,ve; ) = Eo(uo, vo),

k—o0 Tk

e isto contradiz o fato de (ug, vg) ser minimo local isolado. Concluimos assim

o teorema. ]

Observacao 2.4 E importante ressaltarmos que a mesma demonstracao desse
teorema vale para dominios N —dimensionais e também para outras familias

de funcionais, quando satisfeitas as hipoteses.

A seguir apresentamos um resultado que é a principal contribuicao
deste capitulo, que é a existéncia de um minimo local isolado para o I'—limite,

condi¢ao imprescindivel para utilizarmos o Teorema 2.7 na Segao 2.5.

2.4 Minimos locais isolados dos I'-limites

A partir de agora consideramos  C IR?, um dominio limitado com
fronteira de classe C? e simplesmente conexo.

Suponhamos que existam O C Q, h > 0e 0 : (—=h,h) — R, uma
funcgao de classe C?, tais que @ tenha um minimo absoluto em 0, com 6(0) > 0,
e que 02 N 0O seja uma superficie de revolugdo (em torno do eixo z, por
exemplo) gerada pelo gréfico de 0. Veja abaixo uma ilustragao para um dominio

satisfazendo estas hipoteses.

Figura 2.2: O dominio €2 localmente com um “gargalo”.
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Sejam
8L {(2,4,0): 4 + 1 < 6(0)}
C Y {(2,,0) : 22+ y2 = 62(0)}.
Suponha, sem perda de generalidade que O = O, USUQOjg, sendo que
On ={(2,y,2) €Q:0<2<h}eOs={(z,y,2) €Q: —h < z<0}.

(2.16)

Como o conjunto Q \ § é formado por duas componentes conexas,
defina €2, como uma destas componentes e a qual contém o conjunto QO,.
Analogamente para {23. Assim 2 = Q, US U Qg.

Defina também M, = 0Q, NN\ C, Mz =003 002\ C e

Up = axa, + BXa,, Vo = axXu, + BXu,- (2.17)

Em vista das consideracoes acima temos os seguintes resultados que

se constituem na principal contribuicao deste capitulo.

Teorema 2.8 Seja

oH*(S,), seu e BV(,1)
+o00, seu € L'(Q)\ BV(Q,1).

Eo(u> =

Entao vy, definido em (2.17), é um minimo L'-local isolado para o funcional

Ey.

Coroldrio 2.2 Se 0 < k < oo, entdo (ug,vy), dado por (2.17), é um minimo

IL1-local isolado para o funcional definido por (2.6), com ® definida por (2.7).

Observacao 2.5 Nao é dificil verificar que tanto uy quanto vy sao funcoes
pertencentes aos espagos BV (Q,1) e BV (0%, 1) respectivamente. Pois pela

defini¢ao, S,, =S e S,, = C. Além disso o trago de wg satisfaz Tuy = vy.

Observagao 2.6 Sempre que mencionarmos u € BV (€, I) ouwv € BV (99, 1),
consideramos u e v como sendo constantes em cada componente conexa de
Q\ S, e 02\ S, respectivamente. Nao hé perda de generalidade nisso, pois
os conjuntos {x € Q : u(z) ¢ {a,B}} e {y € 00 : v(y) ¢ {,B}} tém suas

respectivas medidas nulas.
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Demonstragcao do Teorema 2.8: Relembremos a definicao de minimo local
isolado (m.l.i.), a qual deve ser observada a topologia envolvida. Uma fungao
up € L'() é um m.Li. para o funcional Ej se existe § > 0 tal que Yu € L*(Q)
satisfazendo 0 < |lu — g || 1) < 6, implica Ey(u) > Eo(ug).

Se w € L'(Q) \ BV(Q,1) entao Ey(u) = oo > Ey(ug). Se u = 3 (ou
u = «) qtp em €, entdo Ey(u) = 0. Portanto, u é um minimo global.

Logo nosso trabalho resume-se em mostrar que uy ¢ um minimo local
de Ey para toda u € BV (Q,I) satisfazendo 0 < |[{z € Q : u(z) = B} < |9,
sendo | - | a medida de Lebesgue em IR®.

Afirmamos que é suficiente mostrar que H*(S) < H?*(S,) para cada
u € BV(0,I) tal que 0 < |[u — ug|| 10y < 9, para algum ¢ > 0.

De fato, suponhamos que exista 6 > 0 satisfazendo estas relacoes.
Como ||u — ug|| 1) = [|u — w10y, se v € BV(,1) e 0 < ||u—uo|| 1) <0

entao

Eo(ug) = oH*(S) < UHQ(SWO) = oPero({z € O : u(x) = 8})

< oPerqg({z € Q: u(x) = 8}) = oH*(S,) = Eo(u).

Apresentamos a seguir uma mudanca de variaveis que transforma o
conjunto O em um cilindro circular reto C. Esta mudanca, descrita mais abaixo,
faz com que a funcao 6, a qual determina a concavidade local do bordo, tenha
grande influéncia no resultado desejado.

Das nossas hipoteses podemos escrever
0NN IO = {(0(z) cost,f(z)sent, 2),0 <t < 2m,—h < z < h} (2.18)

para algum A > 0.

Consideremos a transformacgao A : O — C definida por

Nao ¢ dificil verificarmos que A é um difeomorfismo, pois 6 ¢é de classe
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C?, e que

7

z

(0)

IJA(x,y,z)\z% e [JA N (z,y,2)| =

pois 0 é um minimo absoluto para 6.

~—
~—~
~

> 1, Y(x,y,2) €C,

>

Note que vale a relagdo A(S) = S e, portanto,
H*(S) = H*(Sg,), (2.19)

sendo que Uy = ugo A~ = axe, + BXc;, na qual
Co @ N0, ={(z,y,2) €C:0< 2 <h}

Cs L ANOg) ={(z,y,2) €C: —h < z < 0}.

Para cada uw € BV(C, I), denotamos

Cr={zeC:u(z)=a}
Cy ={r eC u(x) =B}

(2.20)

Sabemos que Sy é uma superficie retificavel e disto concluimos que
¢ formada por componentes conexas disjuntas, as quais denotamos por V3, e

assim,
Sa=JVi. (2.21)
j

Como estamos interessados em minimos nao-triviais, consideramos
apenas as funcgoes u € BV (C, I), satisfazendo 0 < |C¥| < |C|.

Seja P : IR® — IR? a projecdo ortogonal. Identificamos IR? com IR? x
{0}. Com isso temos P(z,y, z) = (,y,0). Logo S C P(IR?).

Dada w € BV(C,I), Sz necessariamente satisfaz uma das seguintes
propriedades:
(i) existe uma componente conexa Vs de Sy tal que P(Vj3) = S;
(ii) ndo existe nenhuma componente conexa V3 de Sz tal que P(V3) = S.

Suponhamos que uw € BV (C, I) satisfaz (i) e que Sy tem uma tnica

componente conexa. Se Sy tiver mais que uma componente, por exemplo, Vﬁ1
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e V7, com H*(Vj) > 0 (i = 1,2) e uma delas satisfizer (i), digamos V, entao

pelo Corolério 2.1 terfamos

H(Sz) = H*(Vy)+H(V§) = HA(P(Vy)) +H* (V)

> H(S) + H (V) > H(S). (2.22)

Abaixo temos uma ilustracdo em IR? de um possivel caso.

Suponhamos que tenhamos escolhido § > 0. Se uw € BV (C, I), satisfaz
(i) e se

0< ”H_EO”Ll(C) < (S, (223)

entdao H?(Sz \ S) > 0.

Com efeito, como por hipotese
0 < [[@—Tollrey = (68— ) {|Ca NCEl+1CsNCLI}

entao |Co N Cg| > 0 ou |Cs3 N CL| > 0, necessariamente. Em ambos os casos
devemos ter que H*(Sz \ S) > 0.

Assim existe um conjunto Wy C Sy tal que WzNS = ¢ e H2(Wy) > 0.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que W7 C C,. Logo existe 2y > 0 tal

que zo = inf{z : (z,y, z) € Wy}. Pelas hipdteses da fungao 6 temos que

|JAY| = % > 1,Vz: (x,y,2) € Wa. (2.24)

Temos

HU_UOHLI(O):/ |u—u0]dx:/|ﬂ—u_o||JA1|dx2 |7 — ol 1(c)- (2.25)
o c
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Portanto, para qualquer v € BV (O, I) tal que 0 < |lu — ug|| 10y < 9,
se © = uo A™! satisfaz (i), entao por (2.25), (2.24) e pelo Corolério 2.1,

respectivamente, vem que

2 . 2 9(2) 2 9(2) 2 9(2) 2
RS = / I ‘/sue(m " ‘/su\w 00) "t */Wem) it
> / M2 + / AH2 = HA(Ss) > H2(P(Sy)) = HA(S).  (2.26)
Se\W W

Note que, para @ = u o A~', sempre vale H*(S,) > H?*(Sg).

Seja u € BV(C,I) tal que Sy satisfaz (ii). Para cada componente
conexa Vs de Sz, com H?(V3) > 0, existe uma regido interna, digamos R;,
contida em C, satisfazendo |R;| > 0, tal que @ assume o valor o ou 3 (ou
ambos) e que OR; NC D V3, com a igualdade no caso em que R; ndo contenha
outra componente conexa Vg de Sz. Esta regiao interna é uma das componentes
conexas de C\ Sg. Veja abaixo uma ilustracdo de um possivel caso em IR? desta

situacao.

@:5 lle Dﬁza

Admita que cada componente conexa Vj de Sy tenha uma tnica regiao
interna R;. Nao héa perda de generalidade com esta suposi¢ao, como pode ser
visto mais adiante.

Como S é de classe C™, H?*(S) coincide com a drea de S. Da geometria

elementar e das nossas hipoteses sobre C temos
ICa| = |Cs| = H*(S) - h. (2.27)

Afirmamos que se u € BV(C,I) satisfaz (ii) e (2.23), com

§ < @HQ(S) - h, entdao H*(S) < H*(Sq).
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De fato, seja uw € BV(C, I) satisfazendo estas hipdteses. Entao

0</|ﬂ—ﬂ0|dx = (B—a){lC.NCj+|CsNCL}
C

< @H%) - h,

sendo que C, , Cj foram definidos em (2.20). Portanto
- - 1
max {|C, N Cj|,|Cs N CE|} < Z71(2(3) - h. (2.28)

Disto observamos que nao pode ocorrer nenhum dos seguintes casos:
C! C Cs ou Cg C C,, pois isto implicaria que CX N Cs = Cg ou Cg NCq = Cq,

respectivamente, contradizendo (2.28). Veja a figura ilustrativa.

KRR R I

R
SISttty totetutotetoles
otolg KRS

B fes B cings

Figura 2.3: Do lado esquerdo um caso que nao pode ocorrer devido a hipétese

(2.28). Do lado direito o conjunto C5 N C§ contido em uma regido interna R;.

Agora, pelas hipéteses sobre u devemos ter entdo C, NCY ou Cz N Cg
contido em uma ou mais regioes internas R;, ou que uma delas seja uma das
regioes internas. Suponhamos, por simplicidade, que seja Cg N Cg. O mesmo
argumento se aplica para C, N CY (veja figura acima).

Nao é dificil verificarmos que Cg = (C3NCj) U (CsNCy) U (9C5 N Cy),
sendo que [0Cj N Cg| = 0.

Como |Cg| = H?*(S) - h, de (2.28) e desta tltima observagao segue que
| < Sa2
ICsNCs| > ZH (S) - h.

Como anteriormente, consideremos a fun¢ao projecao ortogonal P.

- 1
Afirmamos que H*(P(Cs N Cf)) > 57‘(2(3).
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Com efeito, seja
def

Y= {(z,y,2) €C: (x,y,0) € P(CsNCj),—h < z<0}.

Para cada (z,y,z) € C3 N Cj temos —h < z < 0.

Como P(z,y,z) = (z,y,0) € P(Cgﬂcg), segue que (z,y, z) € 3. Logo
CsNCy C ¥ eassim [Cs NCE| < [X].

Mas [¥| = H*(P(Cs N Cj)) - h. Logo

HA(P(Cs N CI) - h > |Cs N CE| > %HQ(S) h> %HQ(S) h,
donde concluimos que
H2(P(Cs N CE)) > %HZ(S).
Como Cj D CsNCj e P(Sz) 2 P(Ch) D P(CsNCh), vem que
H2(P(Sy)) > %H2(S).
Para concluir a afirmacao basta mostrarmos que
H(P(S2)) < SHA(S0)

Facamos isto mostrando, para cada componente conexa Vs de Sy, que

1
HA(P(Vy) < 5H2<vﬁ>, (229)
pois como Sz = U V’ (com unido disjunta) e H?(S ZH2 Vj , 0 resul-
j j
tado segue uma vez que P(S U P V]

Se H?*(V3) = 0, entdo HQ( (Vz)) = 0, pelo Corolério 2.1 e, assim, a
desigualdade (2.29) se verifica imediatamente.

Seja V3 uma componente conexa de Sz, com H*(V3) > 0, e R; a regiao
interna envolvida por Vj.

Sejam M, m : P(V3) — IR definidas por

M(Y)=maxz: (r,y,2) € PHY)NR;
m(Y) =minz: (z,y,2) € P~(Y) N R;,
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com Y = (x,y,0) € P(Vp). Estas fungdes estdao bem definidas, pois R; é um
compacto e P71(Y) é uma reta.
E imediato verificarmos que Graf(M) C Vj e Graf(m) C Vj, sendo
que
Graf(M) = {(z,y,2) € C: (z,y,0) € P(Vp), 2 = M(Y)}
Graf(m) = {(z,y,2) € C: (x,9,0) € P(V3),z =m(Y)},
pois os pontos (z,y, M(x,y,0)) e (z,y,m(z,y,0)) pertencem a OR; NC = Vj.

Inferimos agora que
P(Grat(M)) = P(V3) = P(Graf(m)). (2.30)

Para isso basta apenas observar que se Y € P(Vj), o ponto
(x,y, M(Y)) € Graf(M) e P(z,y, M(Y)) = (z,y,0) = Y € P(Graf(M)).
Assim, P(Graf(M)) D P(Vjp).

A inclusao contraria segue do fato que Graf(M) C V3. Analogamente
P(Graf(m)) = P(V3).

Seja V & {X eVz:m(P(X))=M(P(X))}. Entao necessariamente
H2(V) = 0. Caso contrdrio, se H*(V) > 0, entao o conjunto P(V) deve satis-
fazer H*(P(V)) > 0.

Defina

Ty ={(z,y,2) € C: (x,y,0) € int(P(V)),—h < z < h},
sendo que int(P(V)) é o conjunto interior de P(V) C S.
Observe que H2(int(P(V))) > 0 e que intP(V) C P(R;). Logo Ty é
um subconjunto aberto em C com |Yy| > 0. Como OR; NC = Vze V C Vj,
para cada Y € intP(V), P (Y)NR; # ¢. Assim TyNR; # ¢ e é aberto em C.

Entao existe Xo = (20, Yo, 20) € Ty N R; e € > 0 tal que B(XO, e) CYyNR;.
Ora, P(B(Xy,¢)) C intP(V) € P(V) C P(V3). Portanto

M(P(X)) > maxz: (20,40, 2) € P~ (P(Xp)) N B(Xo,¢)
> minz : (20, y0,2) € P7HP(Xo)) N B(Xo,¢)

> minz: (zg,v0,2) € P HP(Xo)) N R; = m(P(Xo)).
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Mas P(X,) € P(V). Logo existe Yy € V tal que P(X,) = P(Yp)
implicando que M (P(Xy)) = m(P(Xy)), o que é uma contradigdo. Portanto
H*(V) = 0.

Como Graf(M)UGraf(m) C Ve (Graf(M)\V)NGraf(m) = ¢, segue

que
H?(Graf(M)) + H?(Graf(m)) = H*(Graf (M) \ V) + H*(Graf(m)) < H*(V3).
Pelo Corolério 2.1 e por (2.30)

H?(Vy) > H*(Graf(M)) + H*(Graf(m))
> H*(P(Graf(M))) + H*(P(Graf(m)))

= 2H*(P(V3)),

o que demonstra (2.29) e, portanto, concluimos a afirmacao.

Logo, para qualquer u € BV (O, 1) tal que u = v o A™! satisfaz (ii) e
0 < [Jlu —uollr1() < 9, com § < @HQ(S) - h, de (2.25) e o comentario de
(2.26) segue que

H2(S,) > HA(S).

Concluimos assim a demonstracao do teorema. [ |

Demonstracao do Corolario 2.2: Como no teorema anterior, consideremos
a funcao projecao P, os conjuntos O e C e a mudanca de variaveis A. Queremos

encontrar § > 0 tal que para qualquer (u,v) € IL', satisfazendo
0 < |[(w,v) = (uo, vo) |l <9

teremos Eo(ug, v) < Eolu,v).

Separamos a demonstracao para os casos k =0e k > 0.

No primeiro caso, observe que Ey(ug,vy) = ®(ug,v9) = o H?(S), pois
Tuy = vg qtp € ug e vy tem variagoes totais limitadas.

Pelo Teorema 2.8, existe § > 0 tal que para cada u € L'(Q) satis-

fazendo 0 < ||u — uol/r1@) < ¢ entdo oH*(S) < oH?*(S,). Assim, para este
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mesmo 6, se 0 < [|(u,v) — (ug,vo)||gr < 9, necessariamente obtemos, pela

definicao da norma || - || 1, que

0< ||U — U()”LI(Q) <doul< ||U — UOHLl(aQ) < 9.

Em ambos os casos, a defini¢ao de & e ® implicam que Ey(ug, vo) < Eo(u,v).
Para o caso em que k > 0, inicialmente notemos que vale a relagao
Eo(ug, vo) = P(ug,v9) = oH*(S) + ¢cH'(C), pois Tug = vy qtp e ug e vy tem
variacoes totais limitadas em ) e 0, respectivamente.
Esta demonstracao segue basicamente os mesmos passos efetuados no
teorema anterior, com pequenas alteragoes. Mostra-se que este resultado vale
no conjunto 90 N OS2, com a contribuicdo da mudanga de varidaveis A, a qual

transforma o conjunto 0 N JS2 em

aC ¥ AOONIN)

= {(6(0)cost,f(0)sent, z), t € [0,27), —h < z < h}.

Além disso, para cada v € BV(é\é ,I), Sz é uma unido de curvas reti-
ficaveis conexas e fechadas (podendo ser uma tnica curva) e necessariamente
deve satisfazer uma das seguintes propriedades:

(i) Existe uma curva componente V3 de Sy tal que P(V3) = C;
(ii) Nao existe nenhuma curva componente V3 de Sy tal que P(Vj3) = C.

Afirmamos que para qualquer v € L'(00 N 9N) satisfazendo

0 < [lv = vol| 1 @0nan) < 01, (2.31)

(8 ; Q)Hl(C) - h, teremos

cH'(C) < cH(S,). (2.32)

Sev € L'\ BV(00O N 9N, I) a desigualdade acima é imediatamente
satisfeita, uma vez que H'(S,) = oo.

Se v € BV (00NN, I) satisfaz (2.31) ev = voA™! (a qual pertence a
BV(@AC/ , IU)) satisfaz (i), o mesmo célculo usado para demonstrar (2.27), com

a contribuicao da fungao 6 e de suas propriedades, demonstra-se (2.32).



44

Agora, se v € BV (90 N 9N, I) satisfaz (2.31) e v = v o A~ satisfaz
(ii), é possivel mostrarmos com algumas mudangas — nos conjuntos C? e Cg
(definidas agora em 5@), nas regioes internas; o fato de dC ser de classe c?,
Hz(éZ’) = H'(C) - 2h; usando as propriedades da fungio projegao e as fungoes
M e m— que (2.32) também se verifica.

Disto e das consideracoes anteriores obtemos que
cH'(C) < cH*(S,), (2.33)

para cada v € L'(99Q) satisfazendo 0 < |[v — vollrr1o0) < &1, com
5 < (ﬁ%&)Hl(C) h.

Pelo teorema anterior, para cada u € L'(Q) satisfazendo

0 < |lu — uol|r1(a) < 02 com dy < (8 ; a)HQ(S) - h, vale que
oH?*(S) < oH*(S,). (2.34)
Escolha
0 < min{dy, &2 }.
Como
[ (w,v) — (uo,vo) Iy = v —uollzr ) + lv — voll L1 90,

se (u,v) € IL', satisfaz 0 < ||(u, v) — (uo, vo)||1 < & entdo
||u — UOHLl(Q) <0 < (52
lv = vol|L1an) < d < 6

e assim, por (2.33) e (2.34)

go(Uo,’Uo) = CD(’LL(), U()) = O'H2(8) + CH1<C>
< oH*(S,) + cH'(S,)
< 50(“7 U)'
Convém esclarecer que o fato de 0 < ||(u, v) — (ug, vo)||f,1, ndo implica
que

0< ||u — 'LL()HLI(Q) e (< H’U — U0||L1(BQ)
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simultaneamente. Mas, obviamente, uma das alternativas deve ocorrer. Isto
nao invalida o resultado, pois se 0 < |[(u,v) — (uo,vo)|[g1 < ¢ e, digamos,
|lu—wuo|| L) = 0, com u € BV (Q,I), entdo H*(S) = H?*(S,) e por (2.33) vem
que
Eolug,v9) = D(ug,vo) = oH*(S) + cH'(C)
= oH?*(S,) + cH'(C)
< oH*(S,) + cH'(S,)

IN

50(u, U).

Em vista dos fatos expostos concluimos a demonstracao. [ |

2.5 Existéncia de Padroes

Nesta se¢ao usamos os resultados obtidos ao longo deste capitulo para
mostrarmos a existéncia de padroes para a familia de equacoes de reacao-

difusao nao-lineares, com diferentes escalas de difusibilidade no dominio e na

fronteira
[ Ou 2 +
5 = ¢ Au+ f(u), (t,z) e RT x Q
S0t = Siglw), (t2) € R x 90 239
v
\ u(0,7) = ug(z), = € Q.

Suponhamos que  C IR? satisfaz as hipdteses da Secdo 2.4, isto é
localmente OS2 é uma superficie de revolucao gerada pelo grafico de uma funcao
convexa. Suponhamos também que sejam vélidas as condigdes (fy) a (f3) sobre
as funcoes f e g.

O objetivo é usarmos o Teorema 2.7 para encontrar, inicialmente,
minimos do funcional energia definido em (2.3). Para isso é necessario mostrar-
mos que suas hipdteses sao satisfeitas.

Verifiquemos que as fungoes F' e G definidas em (2.4) sdo do tipo pogo-
duplo (como definimos no inicio deste capitulo). Condigao esta, necessaria para

obtermos a equicoercividade de (2.5) no Teorema A.1.
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Vejamos:
e F e (G sao de classe C? pois f e g sao de classe C!.

e F(a) =0 = F(B) e G(a) = 0 = G(P) pela hipotese (f3) (condi¢ao de

e F'la) = —f(a) =0 e F"(a) = —f'(a) > 0, pela hipétese (f;). Analoga-

mente temos F'(3) = 0, F”() > 0 e as mesmas condigoes para G.

e Pelas hipdteses de crescimento dadas em (fy) é facil ver que existem
constantes ¢; > 0,p; > 2 (1 = 1,2) tais que ¢ [t|™ < F(t), G(t) < colt|?,

para [t| > ty, com t, suficientemente grande.
e Finalmente resta-nos verificar que F > 0e G > 0.

Como as hipdteses sobre f e g sao as mesmas mostremos apenas que

Se u € (3,00), entao

Flu) = —/Buf(ﬁ) dé > 0,

pois f < 0 em (53, 00).

Para u € (—o0, @),

Py = [ s@de= [ rede>o

pois f > 0 em (—o0, a).

Como f>0em (0,0) e f <0em («,0), se u € (e, 3), entdo u € (v, 0)
ou (0, 3). Os mesmos cédlculos anteriores podem ser usados para mostrar que
F > 0em (a, ). Portanto, F' > 0 em IR.

Uma vez que os potenciais sao do tipo poco-duplo, pelo Apéndice A os
funcionais &, definidos em (2.5) sao equicoercivos e, além disso, ['-convergem
para & definido em (2.6). Pelo Corolario 2.2 obtemos a existéncia de um

minimo local isolado para I'-limite, que é dado por (2.17).



47

Assim, todas as hipéteses do Teorema 2.7 estao satisfeitas.
Portanto existe uma familia de fungoes {u,v. }oce<e, C ILY(Q, 00),

que sao minimos locais de &, e satisfazem
e—0
[ (ue, ve) = (uo, o)l 1 — 0 (2.36)
Observacao 2.7 Esta condigao, em particular, nos mostra que u. é nao-cons-

tante.

Teorema 2.9 A familia de funcgoes {(ue,ve)}toce<e, C I satisfaz
(i) ue € C*(Q) N CY(Q), € solugio estaciondria de (2.35) € v. = ug|,,.
(ii) Para qualquer x € Q, a < u.(v) < 3.
(iil) ue — ug em L'(Q) e v. — vg em L'(0Q) quando ¢ — 0.
(iv) Para cada 0 < € < &g, u. € estdvel em W'P(Q), para p > 3.

Demonstracao: A demonstracao do item (iii) decorre de (2.36).

No Capitulo 5 faremos uma demonstragao semelhante a esta do item
(ii), que é baseada no principio do méximo, e por isso ndo a repetimos aqui.

Mostremos agora o item (i). Inicialmente afirmamos que u. é minimo
local de FE. e, portanto, v. = Tu.. Com efeito, (u., v.) sendo minimo local de &,
(na topologia de IL'), devemos ter necessariamente que u. € H'(Q2) e v. = Tu,,
conforme a defini¢do de &. Como H'(Q) e HY?(0Q) estio continuamente
imersos em L'(Q) e L'(0N), respectivamente, existem constantes C; e Cy tais

que

HUHLI(Q) < ClHUHHl(Q), Yu € Hl(Q)

(2.37)
[0l Lr@0) < Collvllman), Yv € HY?(0Q).

Pelas propriedades do operador traco T : H'(Q) — H'Y?(09), existe

uma constante C'3 tal que

| Tull gr/200) < Csllulla ), (2.38)
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para cada u € H'(Q).
Assim, se (u.,v.) é minimo local de &, existe &' > 0 tal que para

qualquer (u,v) € IL' satisfazendo

Iy 0) = (e, 02) [ 1 < &

entao
E(ue,v.) < E(u,v). (2.39)
Seja u € H* () tal que
5/

— <6 =12 9.40
HU u HHl(Q) Cl + (0203) ( )

Entao por (2.37) e (2.38)

G5, Tw) — (e, Tullps = Il — ellorcoy + 1T — Tl s omy

IN

Chllu = ue (o) + Col Tu — Tue | gr1/2 (00

< (Cl + CQCg)Hu — UE”HI(Q) <.
Assim, por (2.39)
2 2
—E.(u;) = E(ue, Tue) < E(u, Tu) = —E.(u).
£ £
Logo para qualquer u € H'() satisfazendo (2.40),
E.(u.) < E-(u),

o que nos mostra que u. ¢ minimo local para FE..

Ora, pontos criticos de E. sao solugoes fracas de (2.35). Usamos argu-
mentos do tipo “bootstrap”, para concluir que u. é solugao cléassica de (2.35),
isto é, u. € C%(Q) N C*(Q). Isto conclui o ftem (i).

Como u. € C%*(Q) N CY(Q), em particular, u. € WHP(Q). Da imersdo

continua de W'?(Q) em H'(f2), obtemos que existe uma constante C,, tal que

ull i) < Cpllullwio@y, Yue WHP(Q). (2.41)
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Mas u. ¢ minimo local de E. em H'(Q). Logo por (2.41) facilmente
conclufmos que u. também ¢ minimo local de E. restrito ao espagco W1?(9Q).

Observe que, para cada ¢ > 0 fixado, u. é uma solucao estaciondaria
de (5.1), com a(x) = &2, b(x) = £d.. Assim podemos usar os resultados do
Capitulo 5 para concluirmos a estabilidade de u. em W'?(Q).

Apenas justificamos que mesmo se a hipdtese (h;) (no Capitulo 5)
sobre a funcao g nao for satisfeita ainda obtemos a estabilidade, pois esta
hipdtese nao interfere na demonstragao, como pode ser observado.

Concluimos assim o lema. [ |



Capitulo 3

O papel da condicao de
igualdade de area na formacao
de camadas de transicao interna

e superficial

3.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo nosso objeto de estudo é a familia de equagoes elipticas

com condi¢ao de fronteira nao-linear

(3.1)
81/)\5 =g(z,v.), x € 09,

{ ediv(a(z)Vu.) + f(z,v.) =0, z € Q
on

ea(x)

sendo que Q ¢ IRY é um dominio limitado com fronteira suave de classe C?,
denotado por 9, i é o vetor normal unitdrio exterior a 9Q e a € C*(Q), a > 0.
Sejam f: QxR — IR, g : 00 xR — IR ambas de classe C, e suponhamos que
existam o, 8 € C1(Q), com a(r) < (), tais que g(x, a(z)) = g(z, B(x)) =0,
Vaoed, flr,a(z)) = f(z,B(x)) =0,V z € Q, e ¢ um pequeno parametro

positivo.
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Mais especificamente estamos interessados em determinar condicoes
necessarias para que solugoes de (3.1) desenvolvam camadas de transi¢ao in-
terna e superficial (veja Defini¢ao 3.1).

No capitulo anterior apresentamos um exemplo de uma familia de
solugoes de (3.1) com tal propriedade, para o caso em que f(x,u) = f(u),
g(z,u) = g(u), a = 1 e um pequeno parametro £2. Uma das hipdteses para
a existéncia dessas solugoes é a condi¢ao de area para as fungoes f e g, ou

B B
seja, / f=0= / g. Um dos resultados deste presente capitulo mostra

(6% (03
que a condicao de area para as funcoes f e g também deve ser uma condicao
necessaria para a existéncia dessas solugoes, para certos valores de 9,.

Em [28], no caso em que g = 0, foi mostrado, entre outras aplicagoes,
que a condicao de area ( / j f= O) também é uma condicao necessaria para o
desenvolvimento de camadas de transicao internas.

Neste capitulo, entre outros resultados, mostramos que a generalizacao
da condicao de igualdade de &area para as funcgoes f e g, é uma condicao
necessaria para que uma familia de solugdes de (3.1) desenvolva camadas de
transicao internal e superficiais.

Este resultado tem implicagoes imediatas na investigagao dos meca-
nismos que produzem fenoémenos de concentragao para as solugoes de (3.1). A
saber, se uma das condigoes de igualdade de area para f ou g nao for verifi-
cada, entao entre as configuracoes geométricas mais simples possiveis para estas
solugoes, para valores pequenos do parametro, estao a formacao de camadas
de fronteira e/ou concentragao em torno de um ponto interior ao dominio ou

mesmo na fronteira.

3.2 Hipodteses e definicoes

Iniciamos com um conjunto de definigdes. Seja H uma superficie (N-
1)-dimensional de classe C? a qual intercepta €, dividindo-o em duas regides

Q. e Qp tais que [Qu|n > 0 e |Qs|x > 0 (] - | ¥ denota a medida de Lebesgue
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N-dimensional). Seja S = HNQ ¢ H, com |H\ S|, > 0 (] - |, denota a
medida de superficie (N-1)-dimensional), e que H néo intercepte a fronteira de
() tangencialmente.

Observe que S = HNQ é uma superficie (N-1)-dimensional compacta
com bordo, de classe C?, cujo bordo denotado por X, é uma superficie (N-2)-
dimensional compacta sem bordo.

Definimos uma vizinhanca V' de S da seguinte forma:

Seja Ws = {x € R" : d(z) = dist(z, H) < ¢}, sendo que dist(-, H)
é a funcgao distancia. Ou seja, Ws é uma vizinhanca tubular de H. Defina

I Ws N Q, com & escolhido suficientemente pequeno tal que as superficies

Ko a s} nQ, = {z € Qu : d(z) = 6} e K5 & d7'{6} N Qs também
nao interceptem o bordo de Q tangencialmente. Isto é possivel pelas hipSteses
sobre H. Note ainda que K, = ovVnNQ, e K 5= W—HQﬁ sao superficies (N-
1)-dimensionais de classe C? compactas com bordo, os quais denotaremos por
Cq e Ug respectivamente, uma vez que H é suave.

Denotemos também V, = VN Q,, V3 =V NQg M, =0V, NI e
Mg = dV3 N ON. Observe que dV, e V3 sdo superficies C? por partes e que
OVo = SUM,UK, e 0V3 = SUMzU Kz. Além disso, OM, = C, U X e
OMz = Cg UX (unido disjunta). Veja abaixo uma ilustracdo para um caso

particular de um dominio Q@ C IR?® com a superficie S, juntamente com a

ilustragao de uma vizinhanca de S.

Wna Z\ ﬁﬂ Cs

Co
Vs
8 XX vV
Va KK : S ng B
] >
K ng
. Vs = Vg
My 7% 7% My

Figura 3.1: O dominio €2 com a vizinhanca de S.
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Seja vy :  — IR tal que em V,

Vo = QX (V,uMa) T BX(VsuMs)s (3.2)
na qual x é a fungao caracteristica do conjunto considerado.

Definigao 3.1 Dizemos que uma familia {ve}o<c<e, de solugoes de (3.1) em
C2HQ)NCY(Q) desenvolve camadas de transicdo internas e superficiais, quando

e — 0, com interfaces S e X3, se

Ugl —>U0‘ (& "UE‘ — Vo
v

14 oVNoQ oVNoQ

em LY(V) e L*(OV N ONY), respectivamente, com vy dado por (3.2).

Observacao 3.1 E importante salientar que todos os resultados mostrados
neste capitulo valem se considerarmos a convergéncia das funcgoes v. como
uniforme em compactos K C V\ S e C C (0V NIN) \ X, uma vez que isso
implica na convergéncia em L. Mas até agora nao conseguimos um exemplo
de solucoes satisfazendo estas condigoes. No caso em que g = 0 é possivel
encontrarmos solugoes com estas caracteristicas. Em [9], os autores demons-
traram que se {v.} é uma seqiiéncia de minimos locais para certas classes de
funcionais e v. converge em L'(V), quando ¢ — 0, para a fungao v, entao a

convergéncia é uniforme em compactos K C V'\ S.

Observacao 3.2 Poderiamos comecar o problema, aqui estudado, fixando a
interface S como uma superficie suave compacta com bordo. Consideramos
uma extensao de S, denotada por H, e tomamos uma vizinhanca tubular a-
dequada, como fizemos anteriormente, para que a vizinhanga V' satisfaca as
propriedades desejadas. Mas isso poderia ser um problema, uma vez que a
extensao de S nao é unica. Conseqiientemente V' também pode mudar. Porém,
como pode ser observado, ao longo das demonstragoes utilizamos apenas o fato
de V possuir fronteira C? por partes, as quais sao compactas com bordo. Isto
significa que, independente da extensao de S considerada, tomando uma vizi-

nhanca tubular adequada aos nossos propésitos o resultado também seguira.
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Lema 3.1 Sejam X € C'(Q,RY), X = (Xi1,...,Xn), um campo vetorial,

a€CHQ) eve C*HA)NCYQ). Valem as sequintes relagies:

(a) div[(X - Vv)a(x)Vv] = X - Vodiv(a(z)Vv) + a(z)Vo - V(X - Vo)

(b) a(x)Vo-V(X - Vo) = a(2)X -V ('2”’2) +a(x) lzN_jl gi" (g;jig_;ﬂ

(c) div (a(x)X (@)) = a(2)X -V (%) +28 (4(2) divX + X - Va(x))

(d) Existe uma constante C = C(a, X, N) > 0 tal que

a(x)i 0X, (81} @)

i1 3:16]- 8331 al’j

< C|Vv]}, Ve,

Demonstracao: As demonstragoes dos itens (a), (b) e (c¢) sao faceis de veri-
— — 0X;

ficar. Como X € C*(Q,IRY) e a € C*(Q), tanto 5 (1,7 =1,...,N) quanto
L

a sao uniformemente limitadas em . Usando a relacao
< v\’ n ov \”
- 8:@ aﬂfj ’

Passemos agora ao resultado principal deste capitulo.

o0 o
8557; 8:17j

segue o item (d).

3.3 Desenvolvimento de camadas de transicao

Teorema 3.1 Seja {v.}oce<e, uma familia de solugoes de (3.1), uniforme-
mente limitada em relagao a €, que desenvolve camadas de transi¢ao interna
e superficial, com interface S e X, no sentido da Definicao 3.1. Entao
B(z) B(y)
| fwod=0= [ “gwod voes wes (33
a(a) a(y)
Demonstracao: Por um momento suprimos o indice £ das funcoes v.. Seja
X € CYQ,RY) um campo vetorial tal que X, € T,09, y € 99, sendo que

T,052 é o espago tangente a J€2 no ponto y. Multiplicando a equacao (3.1) por
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X - Vv, usando as relacoes do Lema 3.1 e integrando sobre V' obtemos

2
- 5/div(X~Vv a(m)Vv)dx—e/ [Vl (
v vo2

N

+ e/vdiv (a(:v)X (@)) dx+€/va(a;) [Z g‘z" (3;5—;)] dx

ij—=1
= /X-va(x,v)dx.
v

a(z)divX + X - Va(x)) dx

Aplicando o Teorema da Divergéncia vem que

2
— ¢ X -Vva(x)Vv-nydo— 5/ [Vl (a(z)divX + X - Va(z)) dz
av v
Vo2 N / N 9X, [ ov Ov
+ &?/W a(x)( 5 X -nydo+e Va(a:) ”21 9z, \ 9w, 07, dx

= /X-va(x,v) dzx. (3.4)
v

Das hipdteses sobre X tem-se que X -ny = X -1 = 0 em 9V N oN.

Lembrando que ea(x)Vv - n = g(z,v), em OV N IS, a equagao (3.4) torna-se

[Vol?
2

- Vo2 .
— € X - Vv a(x)Vv-ng — a(z) X ny | do
Kp 2

- 5/a (X~Vv a(z)Vv - 7ig — a(z) X%V) do

- 5/‘/ |V2U‘ (a(x)divX + X - Va(z)) dx

4,j=1

+

= /X-va(x,v)dx+/ X - Vug(z,v) do,
\4 oV Non

pois |X|, =0e K; =0V NQ (I =a,p).
Denotemos por &, = ®.(z, X, a,v) a expressao do lado esquerdo desta

ultima igualdade. Conseqiientemente a equagao acima torna-se
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S -
o, = X -V, F(z,v)d / / X -V, f(z,8)dE| dx
Va Vo /0 |
F o -
+ X - V,.F(z,v) / / X - Vf(z,8)dE| dx
Vs Ve |

+ XVvada—/

Ma, Ma

/ X - Vagla <>d< do

+ X - V.G(z,v)do — /

Mg Mg

/ X Vg, ¢)d¢| do, (3.5)

v(x) o(x)

sendo que G(z,v) = / g(x,()d¢ e F(z,v) = f(z,)dE, com 0 e
p 0

p constantes arbitrarias. Usamos também que OV NI = M, U Mg U X,

V=V,UVzUS, |S|y=0e|X|, =0.
Temos que
X -VF(z,v)dx = / div(X F(z,v)) dx — / F(z,v)divX dx
Va o o
e, pelo Teorema da Divergéncia,

X -VF(x,v)dx :/ F(z,v)X - n,do —/ F(z,v)divX dz, (3.6)

Va OVa o

com n, a normal exterior a 0V, = S U M, U K,. Lembramos que X -n, =0

em M, e n, =ng em S. Assim a equagao (3.6) torna-se

X -VF(z,v)dx = /F(x,v)X-ﬁgda+/ F(z,v)X -ng do
Va S a

—/ F(z,v)divX dz.

@

Analogamente para V3 temos

X -VF(z,v)dx = —/F(m,v)X-ﬁgda—i—/ F(z,v)X -ngdo
Vs s Kg
—/ F(z,v)divX dz,
Vs
pois ng = —ng em S, o que nos da

X -VF(z,v)dz + X-VF(x,v)da::/F(x,v)X~ﬁad0

Va VB «

+/ F(z,v)X -ngdo — / F(z,v)divX do — / F(z,v)divX dz. (3.7)
Kg o Vs
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Faremos a seguir a decomposi¢ao do campo V,G(z,v) na dire¢ao do
espaco tangente a M, e na direcao normal. Esta decomposicao servird para
utilizarmos uma versao do Teorema da Divergéncia em superficies. Estes re-
sultados podem ser encontrados, por exemplo, em [27, 34]. Mas faremos uma
breve pausa para familiarizarmos o leitor com alguns deles.

Sejam M uma subvariedade de RY, de dimensdo N — 1, z € M e

f:M —TR" (n>1) uma funcao de classe C* em M.

Definicdo 3.2 Para cada 7 € T,M, a derivada direcional D.f € RN ¢é

d(f(v(¢)))
dt
tal que y(0) = x, ¥(0) = 7. A aplicacdo linear induzida df, : T,M — RN ¢

definida por li=0, para cada curva vy : (—1,1) — M, de classe C*,

definida por df, (1) = D, f, T € T, M. Em particular, quando n = 1 o gradiente
VM f ¢ definido por

N-1
VY f() =Y (Drf) 7.
j=1
com 11, ...,Tn—1 sendo qualquer base ortonormal para T, M.

Denotamos V;wf =e;- VMf (e é 0 j-ésimo vetor da base padrao do

RY,j=1,...,N). Entdo
N
VM E(z) =Y VY f(x)e;.
j=1

Se f é a restricio a M de uma funcio f de classe C'(U), na qual U é um

subconjunto aberto de IRY contendo M, entdo
VM () = (V@) €M,

sendo que Vf é o gradiente usual em RY e (V?)T é componente ortogonal de

(V?) na direcao do espaco tangente T, M.

Definigdo 3.3 Seja X = (X',...,XV): M — RY, um campo vetorial com
X7 e CY M) (j=1,...,N). Definimos, para cada v € M,

N
divy X =Y VIXI.

J=1
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Entao, para x € M, temos que

N N N
divyy X = Zej . VM X :Zej . (
j=1

-1

(D Tij) Tj) )

j=1 i=1
N .
e portanto (pois X = ) XVe;)
j=1
N-1
divyX =Y (D X) -7,
i=1
em que 7,...,Tn_1 € qualquer base ortonormal para T, M.

Teorema 3.2 (Teorema da Divergéncia) Se M (o fecho de M) é uma sub-
variedade suave, compacta com bordo OM, e se X, € T, M, para cada x € M,

entao

/ dZ’UMX;B dHN_l - - X:p : n:deN_27
M oM

com 1, sendo a co-normal unitdria interior a OM no ponto x.
Observacao 3.3 M nao precisa necessariamente ser orientavel.

Apos estas breves definigoes voltemos nossa atencao para nosso obje-

tivo.
Para cada x € M,, temos
V.G(z,v) = VMG (2,0)+ < V,G(2,0), 7 > N,
< -,- > é o produto interno usual. Assim

X -V, G(z,v) = X -V*G(2,0)+ < V,G(2,0),74 > X - iy

= X -VMG(z,v), (3.8)
pois X - n, = 0. Além disso,
divyy, (G(z,v)X) = X - VMG(z,v) + G(z,v)divy, X.
Entao temos,

X - V,G(z,v)do :/ divy, (G(z,v)X) do —/ G(z,v)divy, X do.

Ma [e3 [e3
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Pelo Teorema da Divergéncia segue que

X - V,G(z,v)do = / G(z,0)X v, dr — / G(z,v)divy, X do

Mq OM,, [

:/ G(z,0)X - vodr + / G(z,v)X - vsdr —/ G(z,v)divy, X do, (3.9)
[e3 E @

sendo que v, é o vetor co-normal unitdrio exterior a dM,, isto é, v, =1 ¢
vo(y) € T,09Q, y € 052, com OM,, = C, UX (unido disjunta) e, em X, v, = vs.

Além disso 7 denota a medida de superficie (N-2)-dimensional.

Observagao 3.4 Sem perda de generalidade podemos supor que vs aponta

na diregao de 3. Veja figura 3.1.

Analogamente para Mpg

X -V,G(z,v)do = / G(:v,v)X-uﬁdT—/G(x,U)X-VZdT
Cs

Mg by

—/ G(z,v)divy, X do, (3.10)
Mg

pois em Y, vg = —Us,.

Portanto, pelas equagdes (3.9) e (3.10) vem que

X - V.G(z,v)do + X - V.G(z,v)do = G(z,v)X - vgdr
Ma Mp Cs
—i—/G(w,v)X Vo dT — /G(x,v)divMaX do — /G(x,v)divMﬁX do. (3.11)
Ca o Mj

A partir de agora voltamos a colocar o indice € nas fungoes v..

Por hipdtese, v o) em LY(V)e ve| v em LY OV Nnof).
% \%4 ov ov

Passando duas vezes para subseqiiéncias se necessario, temos que v€| — vo|

\4 4

gtpem V e v€| — UO{ qtp em 9V N oS2.
oV

oV
O objetivo é analisarmos o comportamento das equacao (3.5), junta-

mente com a substituicdo das equagoes (3.7) e (3.11), quando £ — 0.
Afirmamos que ®. — 0 quando ¢ — 0. Assumimos este fato por hora
(pois estes célculos envolvem maiores cuidados) e calculemos este limite nas

equagoes (3.7) e (3.11).
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Como {v. }p<e<e, ¢ uniformemente limitada em ¢ e F' e G sao de classe
C1, as seqiéncias {F(z,v:) }oce<e, € {G(T,v:) }o<e<e, 520 uniformemente limi-
tadas em ¢, para todo z € 2 e x € 0f), respectivamente. Além disso, v, = Vg
qtp em V. Como X € C*(Q,IRY), pelo Teorema da Convergéncia Dominada
obtemos
lim [ F(z,v.)divXde = / F(z,a)divX dx

e—0 Vi,

[e3

= / div(F(z,a)X) dx — X VF(x,«a)dz

o1 Va

= / F(r,0)X -ngdo— | X -VF(z,a)dx
OVa Va

= / F(x,oz)X-ﬁada+/F(a:,a)X-ﬁgda
o s
— | X -VF(z,a)dx.

Vo
Na peniltima igualdade utilizamos o Teorema da Divergéncia e em seguida o
fato que X -1y =X -n =0 em 9V, N ON.

Aplicamos agora o Teorema da Convergéncia Dominada para as me-

didas de superficies em K,, M, e C, e obtemos

lim F(z,v)X -ngdo = / F(z,a0)X - n, do,

e—0 K., N

lim G(z,v:)divy, X do = / G(z,a)divy, X do,

e—0 M,

@

lim [ G(z,v)X - v, dr = / G(z,0)X - v, dr.

e—0 Cu L

Note que podemos repetir os argumentos para Vs, Kz, Mg e Cjs (lem-
bramos apenas a dire¢ao adotada na Observagao 3.4) para obtermos
lim [ F(x,v.)divXde = / F(z,8)X -ngdo — / F(z,0)X -ngdo
=0 Jy, Kp S

— | X -VF(z,p)dxz,
Vs

lim F(z,v.)X -ngdo = / F(z, )X -ngdo,

e—0 Kgs Kg

lim G (2, v:)diva, X do = / G(z, B)diva, X do

0
Mg Mg
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lim [ G(x,v.)X -vgdr :/ G(z,0)X - vgdr.

e—0 Cs Cs
Nao é dificil verificarmos que
ve ()
lim / X -V.f(z,8)d¢| de = X - V.F(z,«a)dz,
=0 Jv, | Jo Va
pois f(xz,a) =0, e
ve ()
lim / X -V,9(z,0)dC| do = X - V,G(z,a)do
e—0 M P My

= X - VMeG(z, ) do,

Mo,
pois g(z, ) = 0. Na tltima igualdade utilizamos (3.8).

Como
divy, (XG(z,a)) = Gz, a)divy, X + X - VM G(2, ),
usamos o Teorema da Divergéncia uma vez mais para obtermos

X -VMQ(z,0)do = /G(x,a)X~l/ng+/ G(z,)X - v, dr
=

M Ca

—/G(a:,a)divMaXda.

Analogamente para Vs e Mg, com o cuidado de notar a direcao adotada

na Observacao (3.4), vem que

ve(x)
lim / X -Vf(z,6)dE| de = X -V,.F(z,p)dx,
=0 Jv, | Jo Vs
ve(z)
im X - V,g(z, o= . G (x, o,
1 v ) d¢| d X -VMG(z,8)d
=0 g |y Mg

X -VMG(x,8)do = —
Mg

o

G(z,0)X - vs dT+/ G(x,B)X - vgdr

Cs

—

G(z, B)divy, X do. (3.12)
Mg
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Portanto, fazendo ¢ — 0 na equacao (3.5) e pelas equagoes (3.7) a

(3.12) segue que

0 :/F(a:,ﬁ)X-ﬁSda—/F(:U,@)X-ﬁgdg
S s

+/EG(x,ﬁ)X-ngT—/EG(x,a)X-l/ng

:/S Mf:)f(x,g)dg]xﬁsdﬁ/z

Para verificarmos que esta iltima expressao implica (3.3) consideremos

B(z)
/ g(x, Q) d(] X -vsdr. (3.13)
a(x)

o funcional A : C*(RY,IR") — IR definido por

A<X>—/S [/::)f(%f)df])(-ﬁgda—i—/z

Entdo para qualquer X € C = {X € C*(RN,RY): X(y) € 7,09} temos

B(z)
/( | g(z,C) d(] X -vsdr.

A(X) =0, (3.14)

pela expressao (3.13).
E facil ver que, fixado X € C1(RY,R"),

vy = [ |/ " g de

(z)
para qualquer Y € C*(IRY,R").

B(x)
/ 9(z,¢) d¢

Y'ﬁst"i‘/
(z)

by

Y -vsdr,

Assim, fixado X € Ce Y € CHIRY,IRY), com suppY C Q, o campo
X +tY €C, ¥Vt € R. Logo por (3.14)

AX +tY) - AX — A
0 = lim 2 HTY) = AK) :A’(X)Y:/ / Fz,€)de| Y - fig do,
=0 t S a(z)
pois Y},, = 0.
B(zo)
Suponhamos que exista ry € S tal que / f (o, &) d§ # 0. Entao
a(zo)

existe um aberto A ¢ RY (e podemos supor sem perda de generalidade) tal
que

B(z)
/ fz,6)d§ >0, Ve e ANS.
a(z)

Escolha Y € CHIRY,IRY) tal que Y|, = 7ig (veja [38], por exemplo,

campos com estas propriedades). Sejam U um aberto em IRY tal que U C
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ANQ, UNS # ¢, ene C3U) satisfazendo 0 <n<len=1lem BCCU,
tal que BNS # .
Defina Y = Y. Entao Y € CY(IRY,IRY), suppY C Q e, assim,

0 = NX)Y /[/fxgdg}yngda
_ /US[/ f<x,£>ds}n?-ﬁsda
> [ Mﬂx,f)dg}nda—/m ij(x,ﬁ)dﬁ] do > 0

o que é uma contradicao.

Portanto
B(x)
/ fz,6)dé =0, Vaxes.
a(x)
Conseqlientemente,

~ 7 B N N
A'(X)Y:/EU g(x,g)dg]y.yzdfzo, VXeCeY e CHRY RY).

B(zo)
Se existe xg € X tal que / g(x,()dC¢ # 0, um argumento seme-
a(zo)
lhante ao que fizemos anteriormente nos leva a uma contradi¢ao. Portanto

B(x)
/ g(z,()d( =0, Ve,
o)

Mostremos agora que . — 0 quando € — 0.

Relembremos a definicao de P.:

o, = —5/ <X V. a(x)Vue - g — a(x)%)( . ﬁa) do
—5/ (X Vo. a(z)V. - 7ig — alx )’v;’€|2X~ﬁ5> do
—5/ |W5|2 2)divX + X - Va(z)) dz

0X; [ 0v. Ov.
. 1
+e /V a(z) [; o, ( o axj)] dx (3.15)

Afirmamos que é suficiente mostrarmos que

Vo 2do =20 (1= a, B) (3.16)

K,

'C2(U) = {¢ € C*(U) : supp(¢) C U}
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0/ V. |?dz =2 0, (3.17)
1%

sendo que C' é uma constante positiva independente de ¢.
De fato, pelas hipoteses sobre a e X é possivel encontrarmos C; > 0
tal que
la(x)divX + X - Va(x)| < Cy, Vo € Q.

Além disso, pelo Lema 3.1, para {v.}occ<c, existe Cy > 0,

Cy = Cy(a, X, N) tal que

N
0X; [ Ov. Ov.

< Cy|Vu. 2, Vo e Q.

ij=1
Consequentemente podemos limitar os dois ultimos termos do lado
direito da equacao (3.15) por 503/ |V, |? dx, para alguma constante Cy > 0,
Cy = Cs(a, X, N). '
Da mesma forma é possivel encontrarmos uma constante Cy > 0 tal

que

|V |?
2

X - Vou.a(x)Vu: -nj — a(x) X -0l < Cy|Vu 2, Vo e Ky (1= a,B).

Logo os dois primeiros termos do lado direito da equagao (3.15) podem ser
limitados superiormente por 504/ Vo> do (I = a, ).

Assim concluimos a aﬁrmzi{gléo.

Mostremos primeiro (3.17).

Multiplicando a equagao (3.1) por v. e integrando por partes em V'

obtemos

5/a(m)|VUE|2dx = /vafx Ve d:p—l—s/ )V, - ny do
v v ov

= /vsfxvs dx—l—s/ g(x,v.) do
1% andQ
+ 6/ a(z)vVu, - iy do + 6/ a(z)v.Vu. - ngdo.
o Kp
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Por hipétese, a funcao a é positiva e limitada. Assim existe Cy > 0

tal que
5/ Vo Pde < Cs [/ \vst(x,vgﬂdx—l—/ lvellg(x,ve)| do
v v VNI

+e/ ]UEHVv€|d0'+€/ \vsHVvE\da]. (3.18)
Ko Ks

Como por hipétese {v; }o<c<c, ¢ uniformemente limitada em ¢, f e g sdo
continuas, { f(x, v:) }oce<ey, {19(2, Ve) to<e<e, S0 uniformemente limitadas em e.
Além disso, v, = vo qtp em V e OV N 0NQ. Portanto, f(z,v.) = f(z,v9) =
0, g(x,v) = g(z,v9) = 0 qtp em V e 9V N 02, respectivamente. Entao,
aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada, com as respectivas medidas,
concluimos que os dois primeiros termos do lado direito da desigualdade (3.18)
tendem a zero quando € — 0.

Para demonstrarmos que os outros dois ultimos termos da desigual-
dade (3.18) tendem a zero, quando ¢ tende a zero, necessitamos de mais alguns
resultados. Mostremos para a superficie K,. O mesmo raciocinio se aplica a
superficie K.

Fixe z¢ € int(K,) = K, N Q,. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que o = 0. Como xg € €,, existe p > 0 tal que By, = B(zo,2p) CC
Q.

Definimos

w.(z) = v.(e¥?2), z€ B, /2.

Entao para ¢ suficientemente pequeno, w, satisfaz em B, Je1/2,

a(2) Awe(2) + V.a(z2) - Vowe(2) = f(z, we(2)),

sendo que @(z) = a(e/?2) e f(z,w.(2)) = — (122, v.(e1/22)).
Para cada 0 < ¢ < gy temos Bp/s(l)/z CC B,je1/2. Como {v.}foce<e,
¢ continua e uniformemente limitada em ¢, segue que {w.}oce<s, também é

/2. Além disso, a(z), V.a(z) e f
0

continua e uniformemente limitada em Bp /

sao uniformemente limitadas em Bp Je1/2) pelas hipoteses sobre a e f. Assim,
0
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pelo Corolario (6.3) de [17], existe Cg > 0, independente de wy, tal que
[V.we(2)] < Cs,
para todo z € Bp/2€é/2. Mas
[V.we(z)| = |Vzw5(x€_1/2)| = 61/2‘V1U5($)|,

para todo = € B 5.

Logo, para cada = € B3,
e| V()| = e¥/2e12|Vu(z)| < /2Cs — 0,
quando £ — 0. Em particular
e|Vue(zo)| — 0,

quando £ — 0.
Pelo Teorema 2.1 do Capitulo 10 de [22], existe C7 = C7(), N, a, g)
tal que
elVu| < Cy,

para todo 0 < e <ggex €.
Portanto, usando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada
para medida de superficies e lembrando que {v. }p<c<c, ¢ uniformemente limi-

tada em e, obtemos que
6/ lve| Vv | do — 0,
Kao

quando € — 0. Disto concluimos que os dois tultimos termos do lado direito da
desigualdade (3.18) também tendem a zero quando € — 0.

Assim, segue que
50/ Vo2 de =2 0, (3.19)
v

sendo C' uma constante positiva que nao depende de ¢. Isso demonstra (3.17).

Demonstremos agora a afirmacao feita em (3.16).
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Lembramos que W5 = {z € R" : d(x) = dist(x, H) < §}. Definimos
def —
Wis =VinWs (I=a,p).
Temos que d é Lipschitz continua e, para ¢ > 0 suficientemente pe-

queno, |Vd| = 1 qtp em W;. Lembramos também que K; = d~'{§} N Q

(I = «a, B) e, para cada t € [0,0], o conjunto
Wis={zxeWy dz)=t} (I=a/p)

é uma superficie suave (N-1)-dimensional, pois por hipétese H é suave.

Assim, pela férmula da co-drea (veja [15, 16]) temos que

é
/ g/ Vol2do b dr - 5/ |Vv€|2|Vd|dx:5/ Vo2 da
0 Wis Wis Wi.s

< 6/ (V. |? dx =20 (l=a,p),
1%
conforme (3.19). Conseqiientemente,
g/wt Vv, |* do =280, para quase todo t € [0,6] (I=a,p). (3.20)
1,6
Portanto podemos concluir, sem perda de generalidade, que

5/ Vo Pdo=¢ [ |Vo?do =20 (I =a, B).
w9

1,6 K;
De fato, como o conjunto {t € [0,d] : nao vale (3.20)} tem medida
nula, é possivel encontrarmos t; suficientemente proximo de §, para o qual

vale (3.20). Entao escolhemos nossa vizinhanca tubular de H, com 6 =t;. W

3.4 Decorréncias

Para encerrarmos este capitulo apresentamos como corolario, alguns
resultados decorrentes das demonstracoes feitas no Teorema 3.1, envolvendo a

seguinte familia de equagoes semi-lineares elipticas

e2div(a(z)Vv.) + f(z,v:) =0, z € Q

8_17)35 = Ag(z,v.), x € ON.

(3.21)
e2a(x)
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Suponhamos que 2, a, f e g satisfazem as mesmas hipdteses descritas no inicio
deste capitulo.

E importante ressaltarmos que entre os resultados apresentados a
seguir estd a condi¢ao necessaria para que uma familia de solugoes estacionarias
do problema (2.1) desenvolva camadas de transi¢ao interna e superficial, esta
condicao ¢é justamente a condicao de drea que deve ser satisfeita ora para a
funcao f, ora para funcao g, ou mesmo para ambas, dependendo da escala ..

Estes resultados também sao, entre outros, contribuigoes deste trabalho.

Corolario 3.1 Suponhamos que exista uma familia {ve}oce<e,, Solucoes de
(3.21), uniformemente limitada em relagao a €, desenvolvendo camadas de
transicao interna e superficial, com interface S e X, no sentido da Defini¢cao

3.1. Valem as sequintes relagoes:

(a) Se lim A. =0 entao

e—0
B(x)
/ f(z,§)d§ =0, Vz € S. (3.22)

(b) Se hII(l) Ae = 00 entdao
B(=)
/ g(x,0)d¢ =0, Vx € X. (3.23)
a(x)
(c) Se lir% Ae =k, 0 <k < o0, entdo
B(z) By)
[ teod=0= [ oo vees wes. (32
() o(y)

Demonstragao: As demonstragoes de cada item seguem a mesma seqiiéncia
das demonstragoes envolvidas no Teorema 3.1. Por isso fazemos apenas alguns

comentarios norteando as eventuais mudangas e nao a repetimos aqui.

Demonstracao de (a): Usando o mesmo argumento inicial na demonstragao do

teorema chegamos na seguinte expressao
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2
X - Vv a(x)Vv -1, — a(x )|V;| X-ﬁv) do

2
( - Vv a(z)Vuv - ng—a()’vv‘X-ﬁv) do
V

2

( (x)divX + X - Va(x)) dx

a(x) [Z 2;‘;? <§;%)] ”

4,j=1

= / X -Vof(z,v)de + )\5/ X - Vog(z,v) do. (3.25)
v oV NoaQ

Os mesmos calculos anteriores (relembre a definicdo de ®. em (3.5))
mostra que, fazendo ¢ — 0, o lado esquerdo da equagao acima é igual 0. Agora
do lado direito, com este limite, a primeira integral nos d4 (3.22). J4 a segunda

integral também tende a zero, pelas nossas hipoteses sobre g, as fungoes v, e

Ae.

Demonstragao de (b): Inicialmente observe que se v, é solugao de (3.21), entao

v, também é solucgao de

2
5—div(a(yc)va) + if(av, v.) =0, x €Q

e Ae
2 0
i—a(x) 8%6 = g(x,v.), x € 0.

Usamos as técnicas do inicio do teorema e obtemos a seguinte ex-

pressao

[\

|
% &% 0
\

/ (X-Vv a(as)Vv-ﬁa—a(x)W;'QX-ﬁv) do

[Vol*
2

o

Vv a(@)Vo - fig — a(z) X Ty | do
L (x )

IWI2

z)divX + X - Va(z)) dz
Z 0X; ( Ov Ov I
< Oz \ Ox; ox;

= /X Vof(z,v) da:+/ X - Vug(z,v) do.
aVNoQ

a(z)

_|_
- %
T S
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2
1
Pela hipotese sobre A\, temos que " 0e SV 0 quando ¢ — 0.

Com isso, repetimos os mesmos argumentos, agora para esta equacao e, assim,

concluimos o item (b).

Demonstragao de (c¢): Este tltimo item decorre do item (a). Fazendo ¢ — 0
na equagao (3.25) e utilizando os célculos do teorema (quando obtemos as
equagoes (3.7) a (3.12), mas agora tomamos o cuidado de levar em consideragao
a hipétese sobre \A.) chegamos a

0 = /F(x,ﬁ)X~ﬁ5da—/F(:c,a)X-ﬁgda
S s

—i—k/G(m,ﬁ)X-yng—k:/G(x,a)X~ngT
> s

B(z) B(z)
= /[/ f(x,f)d£]X~ﬁsda+k/ l/ Q(JTaC)dC]X'Vsz,
S o(z) b)) o)

e isto implica (com os restantes dos argumentos do teorema) o item (c). Con-

cluimos assim o coroléario. [ |



Capitulo 4

A influéncia da geometria do
dominio na existéncia de

padroes

4.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo apresentamos uma condi¢ao necessaria para a existén-
cia de padroes para a seguinte equagao de reacao-difusao, com reagdes nao-

lineares no dominio e na fronteira, respectivamente, dada por

Ou =Au+ f(u), (t,z) e RT x Q
gt (4.1)
ey g(u), (t,z) € RT x 0Q.

Esta questao, sobre a existéncia (ou inexisténcia) de padroes para
equacoes de reacao-difusao, teve trabalhos precursores na década de 70. Di-
versos trabalhos abordaram este tema.

Podemos caracterizar condicoes necessarias para a existéncia de pa-
droes através de um estudo do comportamento das funcgoes f e g simplesmente.
Ou ainda, podemos descrever caracteristicas sobre a geometria do dominio. E
é justamente neste sentido que tratamos este capitulo.

Diversos autores abordaram a influéncia geométrica do dominio para
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a existéncia de padroes. Entre eles destacamos, [24, 10, 11]. Os dois primeiros
trabalhos mostram que se ¢ = 0 e {2 é um dominio convexo, entao nao
existem padrdes para (4.1).

Em [11] a autora demonstrou, de maneira muito elegante e também
diferente dos trabalhos acima citados, que quando © € IR" uma bola, g # 0 e
f =0 entao (4.1) ndo admite padroes.

Com base nos trabalhos [24, 10] mostramos que quando o dominio é

convexo entao nao existem padrdes para (4.1).

4.2 Convexidade do dominio: uma condicao
necessaria

Teorema 4.1 Seja 2 C IR", um dominio convexo, com fronteira de classe
C?*(Q), e suponhamos que f e g sejam de classe C'. Se u é uma solugdo

estaciondria estdvel de (4.1) e de classe C®, entdo u é constante.

Para demonstrarmos este teorema é necessario usarmos um resultado
que apresentamos como um lema. Este resultado é essencial na demonstracao

e uma das contribuicoes deste trabalho.

Lema 4.1 Sejam Q C IR™ convezo, limitado, com fronteira de classe C? e

© € C*Q) com

Dy
g(gp) - 57 S aQa

sendo que g € CY(IR,IR) e v € o campo normal unitdrio exterior a 9S). Entdo
L2 19— ()Wl <0 (4.2)
2 v - .
para cada x € OS).

Demonstracao: Seja zy € 0f) fixado. Por uma rotacao e mudanca de co-

ordenadas, se necessario, podemos supor que zo = (x1,...,2,) é a origem de
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um sistema de coordenadas principais e que o eixo —z,, esta na direcao normal
exterior a 0f) em x.
Como 052 é suave podemos estender o campo v(z) = (v1(z), ..., v, (7))
em uma vizinhanca V' 3 xy.
Por hipdtese
n
= Z@xi%‘, redNV.
i=1
Derivando-se esta expressao em relagao a x; obtemos

n

/ oy, .
Lj

i=1
Agora, multiplicando esta 1ltima expressao por ¢,, e somandoem j =1,...,n
vem que
/ 2 . ayi
J@IVel = > vibn, P, + 5 Pntn,
i =1 Ly
10 "L oy
= ——|Vy]? — 0y P, TEIUNV.
57,14 +; o, PP @
Portanto
1 8 ov;
5, Vel =g (@)IVel = - By, PP @ €0UNT. (4.3)
ij=1
Sejam Kq,...,K,_1 as curvaturas principais de J2 em zy5. Como 2

é convexo, em relacao ao sistema de coordenadas principais, as curvaturas

K1, ..., kKn_1 s80 todas ndo-negativas. Além disso, pelo capitulo 14.6 de [17]
3%‘(%) ..
8(1,’j :liiéij, (’l,jzl,...,n—l)
Oy, ()
=0 =1,.
ax] Y ( Y 7n>

Logo pela equacao (4.3), em xp, segue que

1 8
|V90(550)’ _9( )|Vg0 Io Zf%@z Io
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Suponhamos que u seja uma solugao estaciondria de (4.1). Considere-
mos o problema de auto-valores do operador linearizado (do problema (4.1)),

em torno de u, dado por

Ap+ flu)p=Ap, € Q
P o (4.4)
5, =9 (w)p, = € N,

O primeiro auto-valor deste operador é caracterizado por

do= sup — Jo IVl dr + [o ['(w)¢® da + [ g’ (u)e? dU.

pewl2(q) fﬂ g02 dx
p#0

(4.5)

Sabe-se que se \g > 0, entdo u é uma solucao estaciondria instavel de (4.1).

Estes resultados foram mostrados em [11, 12, 13].

Proposicao 4.1 Seja u uma solugdo estaciondria nao-constante de (4.1). Se

Q € convexro entdo g > 0.

Demonstracao: Como u é ndo-constante, existe j € {1,...,n} tal que

@j = Uy, £ 0. Temos que

/|Vux].|2d:v = /Vuxj - Vg, dr
Q Q
——/(Au)u dm—i—/u(ﬁu)da
O € x5 50 X4 8V €

b, 0
= —/Qa—xj(Au)uxj dx—i—/muxj (%ux]) do. (4.6)

Por outro lado,

[, s = [ (e, o= [ S, e @)

De (4.5) temos que

)\o/uij dx > —/ ]Vuijde—l—/f’(u)uij dw+/ g (i do. (4.8
0 Q 0 0
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Substituindo (4.6) e (4.7) nesta dltima desigualdade chegamos a

/\O/ui_dx > / 0 (Au)% dr — / Uy, <ﬁuzj> do
o 7 o9 v
/6% uzjdx—l—/ﬂg( )u do
= /Qa—xj(Au—l—f(u))u% dx
—/ u (gu ) d0+/ g (w)u? do
oo \Ov o) mj
= —/ u (gu ) da+/ g (w)u? do
o0 \ov o0 A

pois u é solugao estaciondria de (4.1).
Note que, para p; = u,, = 0, esta expressao também ¢ satisfeita.

Assim, somando estas expressoes de 1 < j < n, obtemos, pelo Lema

4.1, que
)\/Vuzdx > - /u( )da+/ d (w)|Vul* do
o [ 1vu ijay [ gwivu
1 9 lemad.1
= —= (|Vu| )da—i—/ g (W) |Vul*do > 0. (4.9)
2 Joq Ov o0
Da hipétese de u ser nao-constante concluimos que Ay > 0. O

Com o auxilio destes resultados estamos aptos a
Demonstracao do Teorema 4.1: Seja u uma solucdo estacionaria de (4.1).
Suponhamos que u seja nao-constante. A proposicao anterior estabelece que
Ao > 0. Se A\g > 0, entao u ¢é instavel. Suponhamos entao que Ay = 0.

Pelas expressoes (4.8) e (4.9) tiramos que

0 > Z [—/\Vuxj]2dx+/f’(u)u§j da:+/ g'(wul, da]
o Q 00

1 lema4.1
_ (\vu|)do—+/ )| Vul2doe "=,
o0 OV o0

Assim, podemos concluir para cada j =1,...,n,

—/ ]Vuzj|2dx+/f'(u)ui_dx+/ g (w)u? do = 0.
Q Q ! o0 ’
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Pelo Teorema 11.4 de [36], para cada j € {1,...,n} com u,, # 0, u,,

é auto-fungao de (4.4) associado ao auto-valor A\g = 0. Ou seja, u,, satisfaz

Aug, + f'(u)u,; =0, 2 € Q
(4.10)
Vug, - v = g'(u)u,,;, v € .

Uma aplica¢do do Teorema de Krein-Rutman (como faremos no Capi-
tulo 5) mostra que A = 0 é simples e que existe uma auto-fungao ¢ > 0,
Yz € Q, associada a este auto-valor.
Portanto, para cada j € {1,...,n} tal que u,, # 0, existem constantes
c; € R\ {0} tais que
Uy, (2) = ¢jp(x), Vz € Q. (4.11)

E claro que u,; = 0 também satisfaz (4.10) e (4.11), com ¢; = 0.
Afirmacao 1: Seja P € 0f) tal que nenhuma curvatura principal de 0f) se
anula em P. Entdo Vu(P) € Tpof, sendo que T denota o complemento
ortogonal de Tpof).

Com efeito, escolha um sistema de coordenadas principais e, fazendo
rotagoes se necessario, assuma que o eixo x, estd na direcao de v(P) e os
eixos xy,...,x,_1 estao ao longo das direcoes principais, correspondentes as
curvaturas principais K1, . . ., k,—1 de 92 em P, respectivamente (veja Capitulo

14.6 de [17] sobre este argumento). Conseqiientemente,

8%‘ ..
o, = Kibij, ,,j=1,...,n—1, (4.12)
com v = (v1,...,1,) e d; ¢ o delta de Kronecker.

Pela suavidade de 0f2 podemos estender o campo v em uma vizinhanga
0
U > P de R". Como u,, satisfaz (4.10) e a—u = g(u) em 0f, derivando esta
v

expressao em relacao a xj, 1 < j <n — 1 e calculando em P vem que

WP (P) = 2 Vu(P)+ u(P)- Vu,(P)

du;
(410) Ov

a_xj.vu(P) + g (Wug,(P), j=1,....,n—1.
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Assim
ov(P
YP) Gupy =0, j=1,.. n—1. (4.13)
8113]'
ov
Por outro lado, — € Tp0<) e por (4.12),
8xj
ov .
a—xj: (O,...7l€j,...70), ] :1,...,77,—1.
0 0
Por hipdtese, x; nao se anula. Portanto os vetores —V, cee v
8371 81’71,1

geram o espago tangente a 02 em P. Logo, de (4.13), segue que Vu(P) €
T2 09, concluindo assim a nossa primeira afirmacao.
Afirmagao 2: Existe T € 052 tal que g(u(z)) = 0.
Para isso, sabemos que u,; = ¢;¢ e que para algum j € {1,...,n},
c¢j # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que u,; > 0 em Q.
Consideremos uma familia de hiperplanos afins que tenham como vetor
normal o vetor e; = (0,...,1,...,0). Como (2 é limitado e de fronteira suave,
existem 2’ e " € 0N tais que dois destes hiperplanos interceptam  tangen-
cialmente em 2’ e 2" respectivamente. Neste caso obtemos que v(z') = e; e
v(z") = —e; ou v(z') = —e; e v(2”) = e;. Suponhamos o primeiro caso, o

outro ¢ analogo. Entao

g(u(x")) = Vu(a') - v(2') = ug, (2') > 0
g(u(z")) = Vu(a") - v(z") = —u,,(2") < 0.

(4.14)

pois u,, > 0. Como g e u sao continuas segue o desejado.

Uma conseqiiéncia deste argumento é que se a funcao g nao mudar de
sinal, entao (4.14) nos leva a uma contradicdo, e isto habilita-nos a concluir o
teorema.
Afirmagao 3: Como para cada j = 1,...,n temos u,, = c;p, entao existe

¥ : IR — IR de classe C? tal que

u(x) = Y(erwy + - + cpwy), © € Q. (4.15)

Colocamos a demonstracao desta afirmacao no fim deste capitulo, para

nao fugirmos do nosso enfoque principal.
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Sejam a = min(cyzy + -+ - + ¢, x,) € b= max(c1xy + -+ - + cpxy).
e xef)

Pela Afirmacao 3 acima, para cada t € [a, b], a fungao u satisfaz
u(z) = ¥(t),Vz € H;NQ,

sendo que

théf{erR”:clx1+---+cn:)3n:t}.

De (4.15) e g(u) = Vu - v em 0%, para cadax € H,NQ et € [a,b],
g(@(t)) = g(u(x)) = Vu(z) - v(z) = ' (t)(ct, ... ) - v(@) = ' ()C - v().

Uma vez que para cada z € €, Uy, (7) # 0 para algum j € {1,...,n},
a fungao 1 satisfaz ¢/'(t) # 0, para cada t € [a,b]. Assumimos, sem perda de
generalidade, que ¢/(t) > 0 para cada t € [a, b].

Portanto

9(@¥()
AT

Pela Afirmacao 2, existe T € 99 tal que g(u(Z)) = 0. Entao existe

Ve e H N, t € |a,b. (4.16)

t € [a,b] tal que

g(u(x)) = g(v(t)) =0, Vo € Hy N O

e : = - - C
Nao é dificil verificarmos que se t = a ou t = b, entao v(T) = _|_C|
ou v(T) = —-, respectivamente (deve-se ao fato de que c1z1 + ... + ¢z, =1,

C]|
[ = a,b, ser o plano tangente em 7). Em ambos os casos, (4.16) nos leva a

o= W) g oy 9@

P'(t)

o que é uma contradigao, pois |C| # 0.
Suponhamos entao que ¢t € (a,b). Como g muda de sinal, é possivel

encontrar 0 > 0 tal que (sem perda de generalidade)
g(W(t) < 0; t € (t—6,1), e g(ib(t)) > 0; t € (I, +9),

ja que ¢'(t) #0, Vt € (a,b).
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Como g(1(t)) = 0, entdao para qualquer z € HyNdNY, Vu(z) v(z) = 0.

Logo Vu(z) € T,00, Yx € Hy N 0.

Se para algum z € H; N 0f), nenhuma curvatura principal se anular,
a Afirmacgdo 1 acima nos leva a Vu(x) € T+99, implicando que Vu(z) = 0, o
que é uma contradicdo, pois Vu(z) = ¢'(t)C.

Portanto s6 nos resta a possibilidade de que para cada z € Hy N 0f)
fixado, ao menos uma curvatura principal se anula em .

Mas 2 é convexo e limitado. Isto significa que existe uma vizinhancga
W, tal que ao longo da direcao principal, cuja curvatura principal é nula, o
vetor normal v é constante. Entao existem t; € (f — 4,%), to € (¢, + 0),

x1 € Hy, N0 e xg € Hy, N O tais que
v(zy) = v(xe).
Disto e de (4.16) obtemos que

0<

) o a(h)
¢'(t2) =C ( 2) ¢ ( 1)

o que também ¢é uma contradicao.

Concluimos assim que u deve ser constante.

Justificamos agora a Afirmacao 3 apresentada anteriormente.

Com efeito, inicialmente note que Vu(x) = ¢(z)C, C = (c1,...,cpn),
para cada z € Q. Isto nos diz que Vu é ortogonal aos conjuntos H, o {121+
<o+ 4 cuxn =t} que interceptam Q. Ou seja, u é constante em H, N Q.

Suponhamos, para efeitos didaticos, que |C| = 1.

Se ¢ = (1,...,0) entdo u,;, = OV € Q,j = 2,...,n. Como Q
é convexo, segue que, para cada x € Q fixado, a funcdo u é constante nas
variaveis o, ..., x,. Em outras palavras, ¢ possivel encontrar ¢ : R — IR tal
que u(x) = 1)(x,), para cada = € Q.

Definimos ® : Qr — Q por

cI)(y) = (C1y1 + -+ Culn, C2Y1 — C1Y2, - - -5 Cpl1 — Clyn>7
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sendo que 2y é a imagem pela rotacdo (ou composicio de rotacoes) do conjunto
Q, cuja aplicacdo leva o vetor C em (1,...,0).
Um célculo imediato nos mostra que ® é um difeomorfismo e que para

cada z € Q,

Pily) | < Ou(D(y) 0Bily)
B~

duly) = 0u(®(y) 0Pr(y) B
dy; = Oy 82;’ =ap(®W)g —ep(®l)a =0,

—_

para j = 2,....n, para cada y € Qp,

Como g também é convexo segue que

u(y) =v(n), Yy € Qg

para alguma ¥ : IR — IR.

Logo, para cada z € Q,

u(z) = u(®(y)) = uly) = () = ¢(@;1(x)) =Y(cizy + -+ Cpy),

concluindo assim a Afirmacao 3 e também este capitulo. [ |



Capitulo 5

Existéncia de padroes: caso

espacialmente heterogéneo

5.1 Apresentacao do problema

Neste capitulo mostramos, sob determinadas condigoes nas funcoes
que apresentam dependéncia espacial explicita, a existéncia de padroes para o

seguinte problema parabdlico

( Ou , X
Fr div(a(z)Vu) + f(u), (t,2) € R* x Q
a(ﬁ)% =b(x)g(u), (t.x) € RT x 00 (5.1)
\ U(O,I) = UO(«T) c Wlp(Q)‘

Aqui Q ¢ RY, N > 2 é um dominio limitado com fronteira suave de
classe C2, v é o vetor normal unitdrio exterior a 9, as funcdes a € C*(Q) e
b € C1(09Q), estritamente positivas e a valores reais, e W!P(Q) é o espaco de
Sobolev com p > N > 2.

Supomos também que f, g : IR — IR sao de classe C! e:

(ho) f e g possuem apenas trés raizes 0, o e f (o < 0 < [3) e satisfazem

() <0, f'(B) <0, ¢'(a) <0, ¢(B) <O0;
(hy) 0 < tg(t) < t?, paraa <t < 3, t # 0.

81
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Definimos F(u) = / f(&)d¢ e G(u) = / g(7) dr. Suponhamos por
0 0
simplicidade que

Fuy = F(a) = F(8) e Gy = G(a) = G(3). (5.2)

Das hipdteses sobre f e g obtemos que Fy; = arg}xécﬂF(v) eGy = max. G(v)

A hipétese (5.2) ndo é uma condi¢@o necessdria para obtermos os re-
sultados desejados e pode ser relaxada com algumas condigoes adicionais.

Existem varios trabalhos relacionados a existéncia, regularidade e uni-
cidade das solugoes de (5.1). Entre eles sugerimos [2, 5, 12, 13]. Destes dois
ultimos, usamos varios resultados que sao estendidos naturalmente para abor-
dar a existéncia e regularidade das solugoes de (5.1).

A contribuicao deste capitulo para a existéncia de padroes, estd jus-
tamente na presenca de termos espacialmente heterogéneos, a saber a(z) e
b(z), e no termo nao-linear f, uma vez que em [13] a existéncia de padroes é
mostrada para a = 1, b constante e f = 0.

Quando as fungoes a(z) e b(x) forem constantes e a difusibilidade
pequena usamos a geometria do dominio para demonstrarmos a existéncia de
padroes (veja Capitulo 2). Neste capitulo as fungoes a(x) e b(x), desde que
convenientemente escolhidas, sao responsaveis pela existéncia de padroes para
(5.1).

Como podemos observar em [11, 12], quando a = 1 e b = 1, a hip6tese
(ho) implica que as solugoes constantes u = « e u = (3 sdo solugoes estaciondrias
estaveis de (5.1), no sentido da Defini¢ao 5.7. Portanto, nosso objetivo é
encontrar solugoes estaciondrias estaveis nao-constantes.

No presente capitulo seguimos a linha utilizada nos trabalhos [13, 29], e
definimos um conjunto invariante pelo sistema dinamico, gerado pela equacao
parabdlica (5.1), que contém os equilibrios para esta equagao. Em seguida
usamos a caracterizagao variacional para concluirmos que o espectro do ope-
rador linearizado, em torno dos equilibrios, é formado por uma seqiéncia de

auto-valores reais nao-positivos.
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Sabemos que se o primeiro auto-valor do problema linearizado for
negativo, entao os equilibrios sdo assintoticamente estaveis (veja Defini¢ao 5.7).
Porém quando este auto-valor é nulo temos um caso critico de estabilidade.
E essencial mostrar que este auto-valor é simples. Neste caso existe uma
variedade central unidimensional (veja [35]) com a propriedade de que se estes
equilibrios sao estaveis nesta variedade, entao também o sao no espaco de
definicao dos equilibrios.

Embora possamos determinar a existéncia de padrdes para (5.1), a
abordagem através de um conjunto invariante nao nos permite descrever o
comportamento geométrico das solugoes, como é o caso abordado pela I'-
convergéncia no Capitulo 2.

Organizamos este capitulo como segue. Na Secao 5.2 apresentamos
alguns resultados preliminares que versam sobre a formulagao abstrata do pro-
blema (5.1), baseando-nos na abordagem de [11, 12, 13|, os quais usaram uma
técnica apresentada em [2]. Na seqliéncia, resultados sobre a existéncia e
regularidade das solugbes de (5.1) e uma andlise sobre o funcional energia
associado ao problema estaciondrio de (5.1).

Como contribuigoes deste capitulo, nas Secoes 5.3 e 5.4, apresentamos
a existéncia de um conjunto W, invariante pelo sistema dinamico gerado pela
equacao parabdlica em questao, com a seguinte propriedade: se W é nao-vazio,
entao existe ao menos um padrao para (5.1) contido em W. E na Se¢ao 5.5
mostramos condigdes suficientes sobre as fungoes a(x) e b(x), e sobre o dominio
(quando a é constante) para que W seja nao-vazio. Quando a(x) é constante,

baseamos nossa demonstragao de [13].

5.2 Resultados preliminares

Nesta secao enunciamos uma série de resultados utilizados neste ca-
pitulo. Varios deles sao extensoes naturais dos resultados apresentados em

[12, 13] com pequenas alteragoes em suas demonstragoes. Por isso ndo as
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reproduzimos novamente.

5.2.1 Formulacao abstrata

Definicao 5.1 Uma fungao v € solugao classica do problema (5.1) se satisfaz
a equagdo (5.1) para qualquer (t,x) € R x Q e, para cada t > 0, v(t,-) €

C2HQ)NCYQ) ewv € de classe C* na varidvel t.

Suponhamos que u seja uma solucao classica de (5.1). Em particular,
u(t,-) € W2P(Q) e uy(t,) € LP(Q). Seja v € W' (Q), sendo que p’ satisfaz
é + 1% = 1. Consideremos o produto dual entre L e L?. Multiplicando a

equagao (5.1) por v e integrando por partes sobre 2 obtemos
/utvd$ +/ (a(x)Vu-Vov+uw) de = / (f(w)v +wv) de
Q Q Q
+/ b(y)g(Tyu)Tyvdo, (5.3)
o0

na qual T, : Wh(Q) — Wl_é’q(ﬁQ) ¢ o operador trago (veja [1]).

Denotemos por <,> e <,>pq os produtos duais entre (Wl’p/(Q)>/ e
WP (Q); (Wl_i’p/(GQ)y e Wl_i’p/(ﬁﬁ), respectivamente.

Seja A : WHP(Q) — <W1’p/(Q)>/ o operador linear continuo tal que
para cada u € W'(Q), Au : W' (Q) — R é o funcional linear continuo
definido por:

< Au,v >= /Q (a(x)Vu - Vv +uv) de.

Entao, da equagao (5.3) obtemos

<up,v >+ <Au,v> = < f(u) Fu,v >+ <bg(Tou), Tyv >sq
= < f(u) +u,v >+ <Ty(bg(Tyu)),v >, (5.4)
1. ! , !
sendo que T : (Wlfﬁ’p (89)) — (Wl’p (Q)) é o operador adjunto.
Assim, da expressao (5.4) podemos escrever o problema (5.1) em uma

forma abstrata definida da seguinte forma

u+Au = H(u)
u(0) =wug € WHP(Q),
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com H(u) = f(u) +u+ T, (bg(Tyu)).
Definigao 5.2 v € solugdo estaciondria de (5.5) se satisfaz

Au = H(u)
(5.6)
u(0) =wuy € WH(Q).

Definicao 5.3 Dizemos que v € solugao fraca do problema eliptico semi-linear

div(a(z)Vv) + f(v) =0, z € Q

a(a:)g—z =b(x)g(v), = € 09,

(5.7)

se v satisfaz

/ a(z)Vou - Vedr — / f(v)pdr — / b(z)g(T,v)Typdo =0,
Q Q o9
para toda p € W' (Q).

Da maneira como formulamos o problema abstrato, as solugoes de
(5.6), se existirem, sao solugoes fracas do problema (5.7). Como por hipétese
p > N, WP(Q) estd continuamente imerso em C%?(€2), para algum 0 < § < 1.
Argumentos padroes de regularidade demonstram que essas solucoes fracas sao

solugdes classicas de (5.7). Veja por exemplo [22].

5.2.2 Existéncia e regularidade das solucoes

Proposigao 5.1 Sejam f,g : IR — IR ambas de classe C'. Entdo
_og_ 1 4y ! 1 1 1
H:Wh(Q) — (W2 2By (Q)) , com 5 < B < 5T 3, ¢ de classe C.
p
Demonstracao: Veja [12].
Definigao 5.4 Uma fungdo u: [0,T) — WHP(Q) é solugio do problema (5.5)
se satisfaz:

(i) u € continua em [0,T)

(i) u € C1((0, ), (W' (Q)))
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(111) u satisfaz (5.5) set € (0,T).

Proposigao 5.2 Para cada conjunto limitado B C W?(Q) existe T = T(B) >
0 tal que o problema (5.5), para cada ug € B, possui uma unica solugdo em
[0,T), com valor inicial uy. Além disso, a solu¢ao u(t) € continua em relagao

a Uug.
Demonstracao: Veja [12].

Observagao 5.1 Para demonstrar a existéncia de solugdes de (5.5) usa-se
fortemente o fato que —A é gerador infinitesimal do semigrupo analitico
{e7™ ¢t > 0} sobre (W' (Q)). Além disso, é valido uma férmula de variacio

das constantes para o problema (5.5) cuja solugao é dada por
t
u(t) = e g +/ e"CIAH (u(T)) dr.
0

De acordo com a definigao do problema (5.5), cada solugao deste pro-

blema é uma solu¢ao fraca de (5.1).

Definicao 5.5 Um sistema dinamico (semigrupo nao-linear) sobre um espago
métrico completo X € uma familia de aplica¢oes T(t) : X — X, com t > 0, tal

que

(1) para cadat >0, T(t) € continua de X em X
(77) para cada v € X, t — T(t)x € continua;
(1ii) T'(0) =1, I € a identidade em X;

(i) T(t)(T(s)x) =T(t + s)x, para cada v € X.

Definigao 5.6 Seja {T'(t)} um sistema dinamico sobre X. Para cada v € X

definimos

(1) ~(x) o {T(t)x : t > 0}, a drbita (ou semi-orbita positiva) de x pelo

sistema dinamico.
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(i) w(z) = w(y(z)) o {y € X : existe t,, — oo tal que T(t,)xr — y}, € o

conjunto w-limite de x.

Teorema 5.1 Seja xy € X e suponhamos que a drbita y(xo) seja relati-
vamente compacta em X. Entao w(xy) € nao-vazio, compacto, invariante e

conexo.

Demonstracao: Veja Teorema 4.3.3 de [19].
Denotamos por u(t, -, up) a solu¢ao de (5.1) com condicao inicial uy,
isto é u(0,-,ug) = up. Coloque T(t)ug o u(t) = u(t, -, up). Entao {T(t)}i>0

define um sistema dinamico em W' (Q), para cada uy € W'?(€). Os seguintes

resultados sobre T'(t) também se encontram em [12]:

Proposicao 5.3 Se H ¢ de classe C', entdo para cada t > 0 o sistema
dinamico T(t) : WHP(Q) — WP(Q) é compacto. Isto é, T(t) leva conjun-

tos limitados de WP(Q) em conjuntos relativamente compactos em W1P(Q).
Demonstracao: Veja [12].

Proposigao 5.4 Se f e g sio ambas de classe C' entdo, para cada uy €
WhP(Q), existe o > 0 tal que a solugdo u(t,-) = T(t)ug de (5.5) é de classe
C' em t com valores em C%*(Q) (0 < a < 1) e, para cada t > 0, esta fungdo

¢ de classe C**(Q). Em outras palavras, u(t,x) é solugdo cldssica de (5.1).

Demonstracao: Veja [12].

5.2.3 Propriedades do funcional energia

Uma vez que o operador traco estd bem definido em W1P(Q), p > 1,
a menos de mengao do contrario, nao utilizamos mais a notagao T,u = uj,,,,
usamos apenas u.

A seguir apresentamos alguns resultados sobre o funcional energia cuja

equacao de Euler-Lagrange e dada por (5.7). Isto é, os pontos criticos deste
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funcional sao solugoes fracas de (5.7). Argumentos usuais fornecem-nos a reg-

ularidade C?(Q2) N C*(Q) para essas solugoes.

Proposicao 5.5 Seja E: W'P(Q) — IR o funcional energia definido por

Elu] = %/Qa(x)|Vu|2 dx — /Q F(u)dx — /89 b(y)G(u) do. (5.8)

Entao E ¢ duas vezes continuamente diferencidvel.
Demonstracao: Como as funcgoes a e b sao suaves e limitadas, a mesma
demonstragao de [12, 13] se aplica.
Apenas registramos que DE[u] : W'?(Q)) — IR é definido por
DFElulh = / a(z)Vu - Vhdr — / f(u)hdz —/ b(y)g(u)h do
Q Q o9
e D*E : W' (Q) — L(W'P(Q), LWP(Q),IR)) é definido, para u € WP(Q),

D?*Efu] : WHP(Q) — (W'2(Q))', por

2Elu] (v, v) déf/Qa(x)VzD-Vvdx—/Qf’(u)wvd:v—/ b(y)g' (u)ypvdo. (5.9)

o0

Proposicao 5.6 O funcional E, definido por (5.8) € decrescente ao longo de
suas orbitas, exceto mos pontos de equilibrio. Em outras palavras, E € um

funcional de Liapunov.

Demonstracao: Seja u(t,z) = T'(t)uo(x) uma solugao de (5.1). Se multipli-

carmos a equagao (5.1) por v € lep'(Q) e integrarmos por partes obtemos

/Qutv de = — [/Q a(x)Vu - Vvdz —/Q f(u)vdx —/89 b(y)g(u)v da] . (5.10)

Como para cada t € [0,T) (0 < T < o0), uy € WP(Q), podemos

derivar o funcional £ em relacao a t e termos

ZE[] = %/ ()CZ{ (&vl)} /f utdx—/mb(y)g(u)utda
_ /§2a<$){;§;.%}—/Qf(u)utdx—/agb(y)g(u)utda

= /Qa(x)Vu - Vuy dx — /Q fu)uy doe — /asz b(y)g(u)u, do
B0 /Q (ug)? da <0,

o que conclui a proposicao. [
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5.3 Conjunto invariante

Introduzimos agora um conjunto W C W'?(Q) que é invariante pelo
fluxo de T'(t) e, além disso, é neste conjunto que encontramos um minimo para
o funcional E, que é o padrao procurado.

Antes de prosseguirmos é necessario apresentarmos alguns resultados

que usamos na seqiiéncia.

Teorema 5.2 (Principio do Maximo) Seja u satisfazendo a desigualdade di-

ferencial parabdlica uniforme

_ al 0%u al 5 ou  Ou -0

L(u) = ;::1 az‘,j(%t)m + ; i(x’t)a_x,- —5 20
em um dominio V de um espago (N + 1)-dimensional e suponhamos que o0s
coeficientes de L sejam limitados. Suponhamos que o mdrimo de u em V
seja M e que ele € atingido em algum ponto interior P = (T,t). Seja E(t) a
componente coneza da interseccao do hiperplano t =t com V, o qual contém
P. Entao u = M em E(t). Além disso, se Q € um ponto de V que pode ser

ligado a P por um caminho consistindo de segmentos horizontais e verticais

entdo u= M em Q.
Demonstracao: Veja [33], pagina 173.

Teorema 5.3 (Segundo Principio do Méximo) Seja u satisfazendo a desigual-
dade diferencial parabdlica uniforme acima com coeficientes limitados em V.
Suponhamos que o mdzrimo M de u € atingido em um ponto P € OV. Supo-
nhamos que uma esfera passando por P possa ser construida de modo que seu
interior esteja inteiramente em V e que u < M. Suponhamos também que a
dire¢ao radial do centro da esfera a P nao seja paralela ao eixo t. Se — € a

on

derivada na direcao normal exterior a OV entdo em P temos

ou

— > 0.
on

Demonstracao: Veja [33], pagina 174.
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Observagao 5.2 As conclusoes destes dois teoremas também sao vélidas para

u solugao de [L + h|(u) > 0, desde que h <0 e M > 0.

Observacao 5.3 Seja D C IR" um dominio limitado com fronteira suave. O

problema de auto-valores de Steklov é definido por

Aw =0, em D

Vw-n = pw, em 0D,
e o segundo auto-valor deste problema ¢ caracterizado por

Vw|?d
(D) = min  dpVeEdr
aDwda:O faDw2da

Lema 5.1 Seja Q@ um dominio limitado, com fronteira suave. Seja ps(§2) o

sequndo auto-valor do problema de Steklov. Entao para cada w € W12(Q)

1 1 2
deJS—/ Vdea:—i-—(/wda) ,
/1“ P2(Q) Q‘ ’ ’F|o— r

sendo que I' é uma por¢dao suave de 92 com |I'|, > 0, e | - |, denota a medida

de superficie.

Demonstragao: Esta demonstracao o leitor pode encontrar em [13].

Agora estamos em condigao de prosseguir.

Sejam Dy, Dy C €2, dois subdominios de ) com fronteiras suaves tais
que [0D; N0, > 0,i=1,2.

Sejam I'; C 9D; N OS2, porcoes suaves tais que |I';|, > 0,7 =1, 2.

Sejam po(D;) os segundos auto-valores do problema de Steklov, sobre
os dominios D;,7 =1, 2.

Definimos

Am.D; L inf a(x), i =1,2;

.Z'EDZ'

S S {y €5 :b(y) > pa(Di)amp,}, i =12,

Observe que os conjuntos ¥; podem ser vazios. Entretanto se ¥; # ¢

para algum ¢ € {1,2}, a continuidade da funcdo b implica em |%;|, > 0.
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Sejam
def

J() = 50 - GM/ b(y) do — FM|Q|, (511)
o0

& ¥ Gy min {/ b(y) do, am,DiPQ(Di)’Zi!aJF/
r;

=12 Ti\%,

b(y) do} (5.12)

e definimos o conjunto W da seguinte forma

Wdéf{vewl”’(Q):aSUSﬁ;/ vd0<0,/ vd0>0%E[”]<J0}‘
Iy Iz

Lema 5.2 Se W ¢ nao vazio, entao W € T(t) invariante, isto é, se v € W

entao T(t)v € W.

Demonstragao: Seja vg € W.

(1) Pela Proposicao 5.6, E é nao crescente em ¢. Assim
E[T(t)vy] < E[T(0)vo] = Elvo] < Jo, ¥Vt > 0.

(77) Mostremos agora que T'(t)vy < 3, para cada t > 0. Um raciocinio seme-
lhante se aplica para T'(t)vy > «, Vt > 0.

Coloquemos v(t,-) = T(t)vy e suponhamos que a propriedade v < f3,
Vo € Q, t € R nio se verifica. Entdo existe (£,7) € R x Q tal que v(,7) >
3. Pela continuidade de v existe § > 0 tal que v(¢,%) > 8, Vt € [t — 6, ¢+ 0].

Nao hé perda de generalidade se supusermos que

v(t,T) = max v(t, ) o, (5.13)
[0,7]xQ2

para algum 7 > 0 (isto é devido a continuidade de v e do fato de [0, 7] x Q ser
compacto).

Defina u(t,z) = v(t,z) — vy Entado u(t,x) < 0 para cada (t,x) €
[0,7] x Qe u(t,z) = 0.

Escolha p > 0 tal que a fungao v — f(v) + pv seja crescente em
[—M, M|, para algum M suficientemente grande.

Isto é possivel pois por hipétese a funcao f é de classe C'. Como v é

limitada é possivel encontrarmos M suficientemente grande tal que |[v| < M e
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|f'(s)| < p, para todo s € [-M, M]. Para ver que v — f(v) + pv é crescente,
observe que —p < f'(v) < p e, portanto, f'(v) +p > 0.

Assim, para o operador L(v)) =V - (aV)) — aa—;p, temos

Lu—pu = L(v)— L(vy) — p(v —vpy)
= V-(aVv)—%—pU‘i‘pUM
= —f(v) —pv+poy = —(f(v) +pv) + pom

v

—f(var) — poar + poar = —f(var) >0,

para todo (¢,z) € [0, 7]xQ, pois vy; > 3, e lembrando que f(v)-+pv é crescente.
Se (£,7) € int([0, 7] x ), o Teorema 5.2 (principio do maximo) nos da
que u(t,z) =0 e, assim, [L — p|(u) = 0, o que é uma contradigao.

Se (£,7) € 9([0, 7] x Q), o Teorema 5.3 (segundo principio) nos d4 que

ou(t, T)

> 0. Mas
ou(t,z)  ov(t,Z) b= , - _ .  bT)
0<— —=—5 —= a@)g(v(t,@) = @gw) <0,

o que também ¢é uma contradigao.
Com um argumento semelhante obtemos que o < T'(t)vy para todo
t € R*. Concluimos assim que o < T'(t)vy < 3 para todo t € R*.

(74i) Suponhamos que a propriedade / T(t)vgdo < 0, para cada t > 0, nao
1N

se verifica. Um argumento semelhante se aplica a / T(t)vgdo > 0 e por isso
nao repetimos aqui. -

Como T'(t)vy é continuo e ¢(t) = / T(t)vgdo também o é, com a
norma do sup, e ¢(0) < 0, pelo Teorema do \Fflalor Intermediario existe ¢; > 0

tal que / T(t1)ve do = 0.

]glenotemos wy = T(t1)vy.

Pelo item (ii) e pelas hipdtese sobre F' e G (veja 5.2) temos que
F(wy) < Fy e G(wy) < Gyy. Assim

P9l < - /Q Fw,) dz, e /8 o WG d < G / b(y) do

OO\
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Com 1isso
1 2 — w T — w g
Blwr] = / o(2)[Vuun ? de / F(w)d /mbw( ) d
> 5 [ a@lvinas = Fujo) = [ oGl o

- / b(y) G (wr) do
B0\

> /r (p2(D1)am.p, — b(y))G(w1)do — Fy|Q — G /amr b(y)do. (5.14)

Para justificarmos esta dltima passagem observe que, pela hipdtese (hi) sobre

g, s<g(s)<Oparaa<s<0e0<g(s) <spara 3 >s>0. Assim

_ o 1/
FlG(w1>dU—/F1/o g(f)d5d0§2/rlwlda.

Além disso, segue do Lema 5.1 e / wy do = 0, que
I'1

1 1
—/ a(z)|Vw|*de > Zamp, |Vw; |* dx
2 Dy 2 Dy
1 1 2
> —amp,p2(D1) /w%da——(/ wlda>
2 Iy T4 \Jr,
1 2
- iam,D1P2(D1) wy do
Iy
> ann(D) [ Gluwn)do
Iy

o que justifica a passagem acima mencionada.

Como Efw;| < Jo, segue da definigao de Jy e (5.14) que

g > /F (p2(D1)atm b, — b(y))Gwn) do + Gar /F b(y) do. (5.15)

Analisamos a seguir o sinal envolvendo a primeira integral do lado
direito desta desigualdade, a qual denotamos por I.
Caso 1: Se I > 0 entao temos, por (5.15), & > GM/ b(y) do.

Iy
Caso 2: Se I < 0 entao, do fato de G(w;) > 0 e da continuidade de b, neces-
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sariamente temos ||, > 0. Conseqiientemente

[ Do, = b6y ao = [ (D), = b)) Gla)
[ (a2, = b)) Gl
-/ (paD1)rp, = b)) do
> G [ (oD, = b)) do

= pg(Dl)aleGMmﬂa—GM/ b(y)da

31

Portanto, desta desigualdade e de (5.15) vem que

50 > GM <p2(D1)am7D1\El|g —|—/ b(y) dO’) .
T

1\Z1
Em ambos os casos chegamos a uma contradicao com a definicao de
&o-

Verificado os trés itens, concluimos a demonstragao do lema. |

5.4 Estabilidade

Temos a seguir um dos resultados mais importantes deste capitulo.

Teorema 5.4 Se W ¢é ndo-vazio entdo o problema (5.1) possui padroes em

W.

Observacgao 5.4 E importante ressaltar que varios pontos da demonstracao
deste teorema sao apresentados em [12, 13]. Entre eles destacamos: na ex-
isténcia de um minimo local vy para o funcional £ em W'?(Q) e a demons-
tracao da estabilidade de vy em uma variedade local M unidimensional. Por
uma questao de conveniéncia repetimos algumas dessas demonstracoes adap-

tadas para o nosso caso.

Antes de comecar a demonstragao é importante apresentar ao leitor a

defini¢ao de estabilidade.
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Definigao 5.7 Uma solugdo estaciondria de (5.1) ug € estdvel em W'P(Q)
se, para cada € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que para qualquer condi¢ao ini-
cial vg € WHP(Q) satisfazendo ||vy — uollwre < 0, entao u(-) estd definida em
(0,00) e satisfaz ||u(t) — uollwrr < €, para todo t > 0. A fungdo ugy € assin-
toticamente estdvel se € estdvel e ||u(t) — uo|lwir — 0, quando t — co. E ugy €

uniformemente assintoticamente estdvel se € estavel e existe uma vizinhanca
1
V= {Uo eWw ’p(Q) : HUO — u0HW1,p < 7”}

tal que ||u(t) — ug||wir — 0, quando t — oo, uniformemente para cada vy € V.

Uma solugao € instavel se nao for estdvel.

Demonstragao: Mostremos inicialmente que existe um minimo de £ em W
e que por sua vez, também ¢ um minimo local de E em W'?(2). A demons-
tracao desse fato é baseada em [13].

Seja € o conjunto dos pontos de equilibrio de (5.1). Afirmamos que
WnNE # ¢, limitado e positivamente invariante pelo fluxo de T'(t).

De fato, como W é nao-vazio e é positivamente invariante pelo fluxo
T(t) (pelo lema anterior), existe vy € W tal que a dérbita de vy, definida por
Y(vg) = {T(t)vy :t > 0} estda contida em W. Pela Proposicao 5.3, T'(t) é
compacto. Assim, (vg) é relativamente compacta.

Portanto, pelo Teorema 5.1 o conjunto w(vg) é compacto e nao vazio.
Além disso, como E é um funcional de Liapunov, w(vy) C €. Pela definigao
de w(vg) e invariancia W pelo fluxo T'(t) segue que w(vy) C W. Portanto
WNE # ¢ e é positivamente invariante pelo fluxo de T'(¢).

Para qualquer v € WNE, v é limitado e é solucao de (5.7). Pelo Teo-
rema 2.1 do Capitulo 10 de [22], existe uma constante C' = C(«, 3, f, g, 00, Q)
tal que

Vol co@y < C.

A

Portanto, é possivel encontrar uma constante C' > 0 tal que ||v||w1r(q)

C para qualquer v € WNE. Em outras palavras WWNE é um conjunto limitado.
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Agora, como WNE =T (t)(WNE) e T'(t) é compacto, segue que WNE
é relativamente compacto em W1?(Q). Pela continuidade de F em W'P(Q) e

a compacidade de W N E, existe vg € WNE tal que vy é minimo de F em

WneE.

Afirmamos agora que vy é minimo de F em W e que vy pertence ao
conjunto interior de W, int(W).

Se vg nao é minimo de E em W, como W é nao vazio, existe v; € W tal
que Efv1] < Elvg). Como anteriormente, w(vy) C &, pois y(v1) é relativamente

compacta e E[T(t)v1] < Elvi] < E[vg] para todo t > 0. Assim, se w € w(vy)

(e portanto w € WNE),
Elw] < E[v] < Elvo,

contradizendo o fato de vg ser minimo de £ em W N &. Portanto vy é minimo
de £ em W.

Suponhamos que vy € OWV.

Se v9 = a ou vy = [ devemos ter necessariamente que uma das

condicoes nao ¢é satisfeita:

/UOdJSOOu/UOdUZO.
Fl I—‘2

Se / vodo = 0 ou / vpdo = 0 a mesma demonstracao feita no
Lema 5.2 (prl(;ifa do item (ii7)) 11;208 d4 uma contradigdo com a defini¢ao de &.

Se E[vg] = Jy, entao para qualquer v € W, E[v] > Eluvg| = Jo, pois vy
é um minimo de £ em W, o que é uma contradi¢cao com o fato de v € W.

Logo vy € int(W).

Mostremos agora que v ¢ um minimo local de E em W'?(Q), isto é,

existe € > 0 tal que E[vg] < E[v] para qualquer
v € Be(vg) € {v e W(Q) : |lu— vgllwrr < €}

Como vy é um minimo de £ em W e vy € int(W), existe €; > 0 tal

que vy € minimo de F em

B, (vo) Nint(W),
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o qual é aberto em W'?(Q). Portanto existe £ > 0 tal que
B (v) C Be, (vg) Nint(W).

Logo para qualquer v € B:(vg) (C int(W)), E[vg] < E[v], ou seja, vg
é um minimo local de £ em W'?(Q). Além do mais vy é nao constante, pois
pertence a W.

Uma vez que vg ¢ um minimo local de £ em W'P(Q) devemos ter
DE[vo](u) = 0 e D*E|vg)(u,u) > 0 para todo u € W'?(Q), pela regularidade

de E. Assim, da equagao (5.9) segue que

/Q o(2)|Vul? dz — /Q F(vo)u dz — /8 W)y ptds 20, (5.16)

para todo u € WHP(Q).
Para concluirmos a demonstragao do teorema devemos mostrar que vg
¢ estavel. Para isso ¢ suficiente considerarmos o problema linearizado de (5.1)

em torno de vy, que é dado por

ow . !
5 = div(a(z)Vw) + f'(vo)w, x € Q (5.17)

a(z)Vw -n = b(z)g (vo)w, = € 09,
e analisarmos o espectro do operador linear

def

L(¢) = div(a(z)Ve) + 00,
cujo dominio é
D(L) ={¢ e W*P(Q) : a(x)V¢ - n —y(z)¢(z) =0, x € 0N} .

Aqui 0 = f'(vo) e v(z) = ¢'(vo)b(z).
Observe que, pelas nossas hipéteses, W2P(Q) C C1(Q), pois p > n.

Consideremos a extensdo do operador £ ao espaco W2(Q), £. O

Teorema 11.3 de [36] mostra que o(L), o espectro do operador L., consiste

apenas de uma seqiiéncia de auto-valores. Além disso, com um argumento

semelhante ao usado por [11], é possivel mostrarmos que o(£) = o(L). Assim,
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se A é um auto-valor de £ e ¥ é uma auto-funcao nao nula associada a A,

devemos ter

div(aVy) + 60y = M, © € Q
a(x)Vy -n —~(x)p =0, x € 0N.

(5.18)

Multiplicando esta equagao por ¢ e integrando por partes obtemos

—/Qa(x)|v¢|2d:v+/QQ@DdejL/an(x)Q/JQ:)\/QLZJde.

Como v # 0, pela equacao (5.16) vem que

_ 2 2 2
/Qa(:):)|V@D| d:v+/§29¢ dx+/mv(x)¢

/dem

LOgOO’(,C):{OZ)qZ)\QZ)\;gZ}

A=

<0.

Sabe-se que se o(L) C {Re\ < 0} entao v, é assintoticamente estavel
(e portanto estavel). Veja [11, 19], por exemplo.

Portanto, se Ay < 0, 0(£) C {ReX < 0}, donde segue o desejado.

Agora, se A\; = 0, devemos mostrar que este auto-valor é simples.
Como conseqiiéncia, uma vez que o(£) N {ReX = 0} = {0}, existe uma varie-
dade central local M, invariante pelo fluxo 7'(¢), unidimensional e tangente em
vg na diregao da auto-fungao associada ao auto-valor \; = 0, com a seguinte
propriedade: se vy é estdvel em M entdao vy é estdvel em WP (Q). Para este
resultado sugerimos uma leitura de [35, 12].

Seja wy a auto-funcao associada ao auto-valor A\; = 0.

Consideremos S : C*(Q) — C*(Q) o operador definido por S(¢) = v,

com v a Unica solucao do problema auxiliar

—div(aVv) + [K — f'(v)]Jv = ¢, 2 € Q

(5.19)
—a(x)Vv-n —[K —b(z)g'(vo)]v =0, x € 99,
sendo que K é uma constante positiva tal que
K — f'(vg) >0, x € Q, e K —b(x)g (vg) >0, = € IN. (5.20)

A boa defini¢ao de S segue de resultados classicos, como por exemplo em [17].
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Nao é dificil ver que S é linear. Afirmamos que S é compacto.

Seja B C C*(Q) um conjunto limitado. Mostremos que S(B) é relati-
vamente compacto em C*(Q).

Seja ¢ € B. Por estimativas classicas sabemos que se v é solugao de

(5.19), com S(¢) = v, entdo

[vllcze@) = 15Dl c2a@ < Cill¢llcem) < Collllcr@ < M,

pois B ¢ limitado. Ou seja [|S(¢)||c2.0@ < M, para cada ¢ € B.

Logo S(B) C C**(Q) e é limitado. Como C*%(Q) estd compacta-
mente contido em C'(Q), segue que S(B) é relativamente compacto em C*(€2).
Portanto S é compacto.

Consideremos agora o conjunto C o {qﬁ c Y (Q); ¢ > O}. Entao C é
um cone fechado com int(C) # pe CN(—C) = {0}.

A definigdo de um cone é a seguinte: um cone C em um espaco de
Banach é um conjunto fechado por adicao e multiplicacao por escalares nao-
negativos, isto é, se u,v € C entao u +v e \u € C.

Com efeito, seja {¢,} C C tal que ¢, —> ¢ em C'(£2). Assim

0< ||¢n - ngCO(ﬁ) < C||¢n - ¢||Cl(§) — 0.

Portanto |¢,(x) — ¢(z)| — 0, quando n — 0, para cada x € Q. Como ¢,, > 0,
necessariamente temos ¢ > 0. Logo ¢ € C.

Tomando ¢ = 1 concluimos que int(C) # ¢.

Afirmamos agora que S(C \ {0}) C int(C).

Com efeito, seja ¢ € C\ {0} e mostremos que S(¢) = v > 0, para todo
x € €.

Suponhamos o contrario, isto é, que exista zy € Q tal que v(zy) < 0.
Como ¢ # 0, existe T € Q tal que ¢(T) > 0.

Se v é constante, entao

¢ = —div(aVv) + [K — f'(vo)]v = [K = f'(vo)]v = v(z) =
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para todo z € Q. Em particular, v(zo) = v(Z) > 0, o que seria uma contradicdo.
Portanto v nao pode ser constante.

Seja v, = minv(z). Sem perda de generalidade podemos supor que
€

Uy = v(10). Defina w(z) = v(x) — v,. Entdo w > 0 para todo z € Q e
w(zp) = 0. Com isso,
div(aVw) = div(aVv) = [K — f'(vo)]v — ¢
= [K = f'(wo)lo = [K = f'(vo)|vm + [K = f'(vo)]vom — &

= [K = f'(vo)lw + [K = f'(vo)]vm — ¢.
Ou seja,
div(aVw) + [f'(ve) — KJw = [K — f'(vo)]vm — ¢ < 0.

Pelo Teorema 8.1 de [36], w atinge seu minimo na fronteira, digamos

p € 09 e pelo Teorema 8.6, também de [36],

dw(p)
on

<0. (5.21)

Da defini¢ao de w obtemos que v(p) = v, < 0. Assim de (5.21) vem

que

_ owlp) _ ovlp) _ (K —b(p)g'(w)vlp)

0 on on a(p) -

o que é uma contradigao.

Logo v > 0 para cada z € Q, ou seja, v € int(C).

Assim estamos nas condigoes do Teorema de Klein-Rutman (veja [8,
36]) que garante a existéncia de ¥y > 0, com |[¢1]] = 1 e pg > 0 tal que
Sy = pytpy. Além disso, este teorema afirma que py = max{|\| : A € 0(5)} e
a sua multiplicidade ¢é igual a 1.

Lembramos que as hipéteses do Teorema de Krein-Rutman que devem
ser satisfeitas sao justamente: a existéncia de um cone fechado C com interior
nao-vazio e um operador linear e compacto S tal que S(C \ {0}) C int(C).

def

Seja ®(v) = —div(aVv) + [K — f'(v)]v. Entao ® = S~
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Assim, se A é um auto-valor de ®, com 1, a auto-fungao associada a
1 .
A, entao " ¢ um auto-valor de S com v, a auto-funcao associada.
Agora, A = K é um auto-valor de ® com a auto-funcao associada w;

(lembramos que w; é a auto-fungao associada ao auto-valor A\; = 0 do operador

L), pois

O(wy) = —div(aVuwy) + [K — f'(vo)]wy = —div(aVw;) — f'(vo)wr + Kw;
= —E(wl) + le = —0w1 + le = le.

1
Afirmamos agora que 17 ¢ o maior auto-valor de S. Com efeito, sejam

A e ¢ auto-valor e auto-funcdo de S, respectivamente. Como S(¢) = v e

®(v) = ¢, temos

/ & dy — /Q S(¢)pdr — /Q v {~div(aVo) + [K — f/(vo)]v} do

= —/div(aVv)vd:L‘—l—/szdx—/f’(vo)Ude
Q Q Q

= —/ aVv~nvda+/a|Vv|2dx—/f'(v0)v2dx—|—/Kv2dac
o0 Q Q

(5.19)

& / K — b(y)g/ (vo)]0? da+/a|Vv|2dx

/fvovda:'—i-/de:c

D?E[vo](v,v) + Kv? d0+/KU dZL’>/KU dx.
)

(5.9)

Portanto

)\/ngdez/QKUQd:L’:K/Q(S(qS))de:K)\2/9¢2dx,

se, e somente se,

KX —-)X<0,

1
donde concluimos que A < —.
) K
Assim, puy, = 17 e é simples, como vimos anteriormente. Isso implica
que K também é simples.
Portanto, se Ay = 0 nao é um auto-valor simples de L, existem wu, v

autofuncoes associadas a Aj, linearmente independentes tais que Lu = 0 e
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Lv=0. Mas

0 = Lv=div(aVv)+ f'(vo)v = div(aVv) + [f'(vo) — K]v + Kv

= —®(v) + K,

o que nos did ®(v) = Kv. Analogamente ®(u) = Ku. Mas K é auto-valor
simples. Logo u e v sao linearmente dependentes, o que é uma contradicao.

Logo A1 = 0 é auto-valor simples. Assim, existe uma variedade central
local unidimensional M, com a propriedade: se vy é estavel em M entao vy é
estdvel em WP (Q).

Resta-nos mostrar que vy é estavel em M. Salientamos que esta de-
monstragao se encontra em [13], mas a apresentamos aqui para a conveniéncia
do leitor.

Como M é unidimensional podemos identifica-la com o intervalo
(—r,7), para algum r > 0 e também identificar vy com z = 0 € (—r,r).
Mostremos que vy é estavel a direita, isto é, no intervalo [0, 7). Um raciocinio
semelhante mostra que vy € estavel a esquerda.

Suponhamos que E[0] = 0 e que 0 é um minimo isolado, ou seja, existe
ry < r tal que 0 < Elx] para cada z € (0,74].

Seja & > 0 dado, com € < ry. Defina E. < E[z] = xg[lshrll] E[z].

Portanto E. > E[vy). |

Pela continuidade de F, existe € > 0 > 0 tal que E[x] < E. para todo
z € 0,9].

Assim, se x € [0,6] entdo, para cada t > 0, E[T(t)z] < Elz] < E.,
pois E é decrescente ao longo de suas drbitas. Isto implica que T'(t)x & [e, 1]
para todo t > 0. Ou seja, T'(t)z € (0,¢). Em outras palavras, vy é estavel a

direita e, portanto, repetindo o raciocinio para a esquerda, concluimos que vg

é estavel. Concluimos assim o teorema. [ ]
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5.5 Condicoes suficientes para a existéncia de
padroes

No Lema 5.2 e Teorema 5.4 propostos anteriormente, supusemos que
o conjunto W era nao-vazio e disso decorria os resultados. Devemos entao
mostrar que nosso problema é consistente, isto é, que VW é realmente nao-
vazio. Aqui reside a importancia das funcoes a e b, as quais desempenham
papéis de grande relevancia para mostrarmos esse fato.

Comecamos com a seguinte condic¢ao sobre a funcao de difusibilidade.

5.5.1 Difusibilidade nao-constante

Seja Q ¢ RY, um dominio limitado, com fronteira suave. Suponhamos
que uma superficie (N — 1)-dimensional, suave, H C RY, divida Q em duas
regioes ), e {13, tais que |Q,[, Q5] > 0, |02, N OQ, > 0 e |02 N 0N, > 0.

Defina
wr | —dist(z,H), € O, NRY

dist(z,H), = € Qs NIRY,

Q, Y {req:|dx) <s).
Fixe 0 > 0 e escolha Dy C Q, e Dy C Qg satisfazendo:
e DiNQs=¢ i=1,2;
e D e Dy tem fronteiras suaves;
e O\ (D1 UDy) C Qo
¢ 90N D; =Ty, com |Ty|, >0,i=1,2.

Veja abaixo uma ilustracao para um caso bi-dimensional.

— H
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Seja £ : IR — IR, continua, definida por
(

Q, set < —
- 2

=1 50+ (55 ) e m<3

2 )

| Boset >

N

Definimos
a, T € ﬁoz \ Q(S

wl) = o) = 0+ (252 V), s e o

\ 6, IGQQ\Q(;.

Observe que w € C°(Q) e como |Vd(z)| = 1 qtp em Qs, segue que w €

WP(Q), para qualquer p > 1. Por construcio, a < w < (3, para todo x € €,

/w(x)daz/ ado <0 e/w(m)daz Bdo > 0.
Iy 't s 2

Calculamos o funcional £ em w e obtemos

Elw] = %/Qa(a:)|Vw|2dx—/QF(w) d$—/m b(y) G (w) do
= —/ a(:c)|Vw]2d:1:—/ F(w)dx — F(«a)|Dy| — F(8)|Ds|
Qs

2 Q\(Dl UDQ)

— b(y)G(w)do — G(a b(y)do — G b(y) do
/m\( (4)C(w) ”/n (v) w)/ v)

Flul“g) Ty

1 —a)?
S —GM7Q5%|Q5| —FM’Dl UDQ‘ —GM/ b(y) CZU,

2 T uUls
pois por hipétese, F(a) = F(8) = Fy, G(a) =G(B) =Gy, F>0,G >0, e

b> 0. Aqui ap g, ' sup a(x).
z€Q;

Para que Efw] satisfaca Ew] < Jy = & — GM/ b(y) do — F|Q, é
o0

suficiente que

1 (8 —a)?
—CLM,QgT|Qal + Fu|Q\ (D1 U Do)| + GM/ bly)do < &. (5.22)

2 A0\ (T'1UTs)

Para isso, seja 0 < b € C''(99). Consideremos os seguintes valores:

B, = / b(y) do, By = / b(y) do
00 NON 023NN
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e suponha, sem perda de generalidade, que By < Bs.

Escolha ¢ suficientemente pequeno para que:

p G
< —/—B
|Q25| ~ 8FM 1
1
b S _B17 5.23
/an\(rlum) 8 (5.23)
1
—B; </ b, i=1,2.
\ 2 Fi

Assim,
1 —a)?
soma Qs 0\ (iU D)+ Gy [ o
2 o 8Q\(I'1Ur2)
1 —a)? G
< §CLM,Qé(ﬁ5—2)|Qza| + Fr|Qas| + ?MBl
1 (ﬁ — Oé)2 GM GM
< ZGM,QngBl +— B (5.24)
Agora, se escolhermos a € C*(Q) tal que
45°F
O P bu 1,2, (5.25)

< > 7
= Gap T (D)

com by = max{b(y) : y € 0N}, entdo X; = @ (i = 1,2) e, portanto

& = G min {/ b(y) da} :
1=1,2 I

Logo, da desigualdade (5.23) e (5.25), de (5.24) vem que

1 (B —a)?
Sar0, Qs + Fu|Q\ (D1 U Dy)| + G b(y) do
2 ) Ar\(I'1Ul')
G G G
< 4MB1+ 4MB1= 2M31
< GM/b@mU@:Lm,
N

donde obtemos (5.22).

Assim, sob a luz do Teorema 5.4 temos o seguinte resultado

Corolario 5.1 Sejam Q C RY, um dominio limitado com fronteira suave, f
e g ambas de classe C' satisfazendo as condigoes (hg) e (hy), e b € C1(9Q)
positiva. Suponhamos que H, Dy, Dy e Qs sdo como acima. Se a € C*(Q) e

satisfaz (5.25), entao (5.1) tem ao menos um padrao.
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Em outras palavras, a existéncia de padroes estd relacionada com o
comportamento da fungao a(z), que deve ser suficientemente pequena em uma
vizinhanca tubular de H, e suficientemente grande em dois subconjuntos D; e

D, satisfazendo as condigoes acima.

5.5.2 Difusibilidade constante

Tratemos agora o caso em que a é constante. Nesse caso algumas
mudancas em relacao a secao anterior sao necessarias, como a geometria do
dominio e a dependéncia da funcao b. Por isso separamos a demonstracao em
duas partes: N =2 e N > 3. Esta demonstragao é baseada em [13], no qual a
autora aborda o caso em que b é constante e f = 0.

Sejam Dy, Dy C IR?, dominios limitados, com fronteiras de classe C?,
tais que

1

pa(D;) > =, i=1,2. (5.26)
a

Lembramos que p2(D;) é o segundo auto-valor do problema de Steklov.

Transladando-se os dominios, se necessario, é possivel encontrarmos

[ = dist(Dy, Dy) tal que
0D;|, — 41 >0, i =1,2.

Assim, existem P; € dD; e um segmento S unindo P; a P, cujo com-
primento é igual a [ e ndo intercepta D; (i = 1,2) em nenhum outro ponto.

Podemos assumir que
(1) P, =1(0,0) e P,=(,0);

(77) existe ¢’ > 0 (suficientemente pequeno) tal que

def

aDlﬂB(Pl,a/) = H1

dDy N B(Ps, ')

{(0,y) : [yl <€}
{(Ly): lyl <&t E Hay

(7ii) S esta contido no eixo z.



107

Veja a figura (5.1) para uma ilustragao deste caso.

Convém observar que estas hipéteses visam facilitar a elaboragao dos
calculos. Os mesmos resultados podem ser obtidos para outros dominios cuja
geometria é semelhante ao modelo apresentado.

Seja (). uma vizinhanga cilindrica tubular de &, com ¢ > 0 a ser
definido mais adiante, tal que 9D; N0Q. C H; (i = 1,2), e |Q.| = 2le.

Afirmamos que é possivel encontrar 2 C IR? tal que
(a) D; C
(b) S C Q;
(c) Q\ (D1UDy) C Qg;
(d) 99 ¢ de classe C?;
(

)
e) Iy = (0D;\Q), [0Q\(T1UTy)| <3l; (9D;\Ty) C (dD;NQ,) (i =1,2);

Com efeito, escolha € > 0 tal que

0<e<é ;
D;| — 4] =12
¢ < [GulODi| = Gu ]<a(ﬁ—a)2+2l2FM)’ T
l
€<§.

Como por hipétese Dy e Dy tém fronteiras suaves, nao é dificil verifi-
carmos os itens (a) até (e).

Para o item (f), pelo item (c) e pela escolha de € > 0, temos

207
< = | _
@\ (D1 U De)| < |Qe| = 2le < [Gu|0Ds| — Gasdl] (a(ﬁ —a)?+ 2l2FM)
Portanto
_ 2
(—awwa) + FM> 2\ (D1 U Dy)| < Gu|0D;| — Gdl. (5.27)

Como 0D; =T; U (8DZ \ Fl) cl;u (8Dz N 8Q5) (l =1, 2), temos
|0D;| < [Ty +[0D; \ Ty| < Ty + 2 < [Ty +1 (i = 1,2),

pela escolha de ¢.



108

De (5.27), do item (e) e desta ultima desigualdade vem que
2
(% + FM) Q\ (D1UDy)| < GulTi| + Gul — Gl

= GulTi| = 3Gl

< GM|Fi| - GM‘aQ \ (Fl U F2)‘a

Figura 5.1: Um exemplo de dominio  C R? do tipo “dumbell”

Defina a seguinte funcao

«, (ZL‘,y) € E1

w(r,y) =< a+ (ﬁ;—a)ﬂf, (z,y) € 2\ (D1 U Dy)

3, (z,y) € D,.

Entao w satisfaz o < w < 3,

/wda—/ ado <0, /wda: Gdo >0,
I I'y Ty

Vw ( =0s ) (D1 U Dg)
Assim, w € W'P(Q), para cada p > 1.

Assumimos que esteja definida a funcao b e calculemos o funcional

em w.
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1

Euw] = §/ﬂa|Vw|2dx—/QF(w)dx—/BQb(y)G(w)da

a
_ ¢ / Vuwl? de — / F(w)dz — F(a)|Di| — F(8)| D,
2 Jo\(p1upy) Q\(D1UD2)

- [ dncds—c) [ v do~06) [ sdo
g@|9\(D1UD2)|—FM|D1UD2|—GM/ b(y) do,

ul's

<

pois F, GG e b sao positivas.

Pelo item (f) e esta tltima desigualdade vem que

Elw] <G|l = Gar]0Q\ (T UT)| — Far|2\ (D1 U Dg)| — Fiay| Dy U Dy

—Gu / b(y) do
I ul'y

= G|l = Gul0Q\ (T1UTy)| — Fiu|Qf — GM/ b(y)do. (5.28)

10
Neste estdgio precisamos fazer algumas restrigdes na fungao b(z).
Elaboramos a seguir uma condicao suficiente sobre a funcao b para nossos
propositos.

Condicao suficiente: Seja b € C1(99Q) tal que

b(y) > 1y el (i=1,2) (5.29)

/ bdo < |09\ (T UTS)|. (5.30)
o0\ (1 UT2)

Como I'; = (I'; \ ;) UX; (i = 1,2), sendo que ¥; fora definido no
comego da Segao 5.3, se b satisfaz (5.29) e se para algum ¢ € {1,2}, 3, # ¢,
entao por (5.26)

Li\E;

Além disso, (5.30) implica

—GM/ de’Z—GM’aQ\(FlLJFg”
9Q\(I'1Ul'2)
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Logo de (5.28) e destas tltimas desigualdades segue que

b—FM|Q|—GM/ by)do (i =1,2),
| FADIS

o9
ou seja,
FElw|< & — FylQ| — GM/ b(y)do = Jy.
o9

No caso em que N > 3 a demonstracao segue a mesma linha, mas
com uma vantagem, D e Dy nao necessitam estarem tao préximos. Podemos
tomar a medida N-dimensional |Q2\ (D1 U Ds)| tao pequena quanto se queira,
juntamente com a medida de [0Q \ (I'y UT'y)|, sem que [ seja necessariamente
pequeno.

Concluimos assim o seguinte resultado.

Corolario 5.2 Sejam f e g ambas de classe C satisfazendo as condigoes (hy)
e (hy). Para cada constante a > 0, existe um dominio limitado Q2 C RY, com
fronteira suave tal que se b: 02 — IR satisfaz (5.29) e (5.30) entao (5.1) tem

ao menos uma solucao estaciondria estdvel nao-constante.

Textualmente, a condicao sobre a funcao b nos revela um comporta-
mento de certa forma esperado. Isto é, o fato de b ser suficientemente grande
na fronteira dos subconjuntos disjuntos e pequeno no istmo que liga estes
subconjuntos, lembra-nos a condi¢ao sobre a(x) quando esta é nao-constante.
Além disso esta condicao também contempla o caso quando, eventualmente, a

funcao b for constante, que é o caso abordado em [13].



Apeéendice A

Uma observacao sobre a

['-convergeéncia

Neste apéndice apresentamos uma observacao sobre a I'-convergéncia,

abordada em [3], para a seguinte familia de funcionais definidas por

1
E.(u) = 5/ |Vul? de + —/W(u) dx+(5€/ V(Tu) dHN . (A.1)
Q €Ja i)
Aqui os potenciais W e V sao do tipo “double-well” (veja defini¢ao no Capitulo
2), Tu é o traco da fungao u, HN¥"! é a medida de Hausdorff (N — 1)-

dimensional, e . satisfaz a importante relacao para nosso trabalho:

limelnd. =k > 0. (A.2)

e—0
com o, > 1.

Frisamos que em [3] os autores demonstram a I'-convergéncia desses
funcionais quando & > 0 e  C IR3. Porém uma anélise criteriosa em suas
demonstragoes permite-nos afirmar que o mesmo resultado vale para a hipotese
k=0 e d. > 1. Por isso refizemos todo o caminho percorrido pelos autores,
para concluirmos a afirmacao para estes casos e colocamos estas notas neste
apendice.

Como uma observacao deste apéndice ressaltamos que a demonstragao
da I'-convergéncia de [3] vale para os casos k =0 e 6. > 1 e, mais ainda, para

dominios N-dimensionais, N > 3.
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Usamos as mesmas notagoes de [3].

A.1 T'-Convergéncia

Definigao A.1 Seja X' um espago métrico completo e seja {F.}e=0 uma fa-
milia de funcionais F. : X — IR U {oc}. Um funcional Fy € o T'-limite de F.

em X se valem as sequintes condigoes:

(i) para cada v € X e para cada familia {z.}.~o tal que z. — x (em X' ) entao
lim i(?f Fe(ze) > Fo(z);

(ii) para cada v € X, eriste uma seqiéncia {z.,}; C X tal que x.;, — x (em
X)e

limsup F, (z.;) < Fo(x).

Ej—>0

A menos de mencao do contrério, consideramos que as raizes de W e
de V sao {a, 5} e {«/, 5}, respectivamente, e satisfazem o < a < 3 < 3. Por
uma questao de brevidade usamos I = {o, 8} e I' = {o/, 7'}.

Seja @ ¢ RY, N > 3, um dominio limitado com fronteira de classe
C? e consideremos a familia de funcionais F. definidas em (A.1).

Definimos

h(t) = 2/; WY2(€)d¢, t € R,

B
7= h(8) = ha) =2 [ W) de.

[e%

Em ILY(Q,00) = LY(Q) x LY(09) definimos
o)l = Tl + ol oy (A3

Temos que || - |1 é uma norma e que (IL', || - [[1) é um espaco de

Banach.



113

Consideremos a familia de funcionais E. : I.! — IR U {oo} definida

por
_ E.(u)seu € HY(Q) ev="Tu
E.(u,v) = (A.4)
400 caso contrario.
Se 0 < k <ooe N =3, pelo Teorema 2.6 de [3], E.T— converge, em
IL!, para o funcional E, definido por
O(u,v), (u,v) € BV(0Q,1) x BV (0Q, 1)

Eo(u,v) = (A.5)
+00, caso contrario em IL*,

sendo que ®(u,v) é definido por
®(u,v) = oH*(S,) + |h(Tu) — h(v)| dH? + cH(S,), (A.6)
o0
(6/ _ O/)2

com ¢ = —— k.
7T ~

Além disso, para cada sequéncia (u.,v.) C IL' e E.(u.,v.) < C < o0,
(ue,v.) é relativamente compacta em IL! e cada ponto de acumulagao pertence
a BV (99Q,1) x BV (9, I'). Ou seja E. é equicoercivo.

Como dissemos anteriormente, refizemos a demonstracao de [3] para
contemplar o caso em que lir%sln 0. =0,6. > 1e N > 3. Estes resultados

£—

estao no

Teorema A.1 Suponhamos que W e V' sao potenciais do tipo “double-well”.
Para cada w € BV(Q,1) e v € BV(9Q,I') consideremos o funcional E,
definido em (A.5), com

®(u,v) = oHY1(S,) + ” |h(Tu) — h(v)|. (A7)

As sequintes afirmagoes sao verdadeiras

(i) (Compacidade) Seja (u.) C H'() uma seqiiencia com € — 0 tal que E. é
limitada. Entdo a seqiiencia (us, Tu.) é relativamente compacta em L'

(ii) (Semi-continuidade inferior) Para cada (u,v) € BV(Q,I) x BV (9Q,I') e
cada seqiiencia (u.) C HY(Q) tal que ue — u em LY(Q) e Tu. — v em L'(09),
temos

liminf E.(u, Tu) > ®(u,v).

e—0
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(iii) (Semi-continuidade superior) Para cada (u,v) € BV (Q,1) x BV (0Q,1'),
existe uma seqiéncia (u.) C HY(Q) tal que u. — u em LY(Q), Tu. — v em
LY (090), e

limsup E.(u, Tu) < ®(u, v).

e—0
Em outras palavras, os itens (ii) e (iii) nos dizem que ® é o I'-limite

(em IL') dos funcionais E..

Observagao A.1 Em [3] o autor demonstra a I'-convergéncia dos funcionais
E. penalizados em L'(Q). Porém o funcional I'-limite perde as caracteristicas
geométricas, pois ele nao pode ser expresso diretamente por célculos que en-
volvem a integragao de uma densidade local dependendo de v e de Vu respec-
tivamente. A abordagem da I'-convergéncia no espaco IL! possibilita-nos ter
um funcional I'-limite essencialmente geométrico, condi¢ao importante para a

Secao 2.4.

Antes de iniciarmos a demonstracao do teorema enunciamos uma série
de resultados que foram demonstrados em [3], [25] e [26] e que sdo essenciais

para obtermos o resultado desejado.

A.1.1 Resultados utilizados

Para cada conjunto B C RY, B’ C 9B e u € H'(B), consideremos a

localizacao do funcional E. definido por

EE(U,B,B/):é“/ ]Vu]de—i—%/ W(u)dx—l—ég/ V(Tu)dHN"' (A.8)
B B

/

Observe que E.(u) = E.(u,,00).

Teorema A.2 ([37, 25, 3]) Para cada B C RY, seja G} a familia de fun-

cionais definida em H*(B) por

1
G!(u, B) ie/ |Vu|2dx+—/ W(u) dz, (A.9)
B €JB

sendo que W € um potencial do tipo “double-well”. Entao
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(i) Cada seqiiéncia enumerdvel (u.) C H(B), com GL(u.) limitado uniforme-
mente, € relativamente compacta em L'(B) e seus pontos de acumulagdo per-
tencem a BV (B, 1).
(it) Para cada u € BV (B, 1) e cada seqiiéncia (u.) C HY(B), tal que u. — u
em L'(B)

liminf G (u., B) > o HN71(S,).

e—0
(i17) Para cada w € BV (B,I) existe uma seqiéncia (u.) C H'(B), tal que
u. — u em L'(B)

limsup G2 (ue, B) < oHY71(S,).

e—0

Além disso, quando S, € uma superficie fechada e Lipschitz em B, as funcées
ue satisfazem o < u. < [ e sao (C/¢e)-Lipschitz continuas, convergem uni-
formemente para w em cada conjunto com distancia positiva de S,. Sendo

OV

Proposicio A.1 ([3]) Seja A € RY um dominio com fronteira de classe C*
por partes, e sejam A’, um subconjunto de OA, com fronteira de Lipschitz,
u € LY(A) ev e LY(A') dados. Entdo
(i) Para cada seqiiéncia (u.) C H'(A), tal que ue — uw em L'(A) e Tu. — v
em L'(A)

lim inf G (u., A) > ’ \h(Tu) — h(v)| dHN L.

e—0
(1i) Se v € constante em A’ e u é constante em A, com u = o ou u = 3, existe
uma seqiéncia (u:) C HY(A), tal que u. converge uniformemente para u em
cada conjunto com distancia positiva de A, Tu, =v em A’ e
limsup G (ue, A) < [ |h(Tu) — h(v)|dHN
e—0 Al

Além disso cada u. pode ser escolhida (C/e)-Lipschitz continua, com C o

mdximo de VW sobre cada intervalo contendo os valores de u e v.

Lema A.1 ([3]) Seja A C RY um dominio. Five e € (0,1] e sejam A’ C A

e uma funcdo lipschitiziana v : A’ — [—m,m], m = max{|al, ||, |8, 5]}
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Entdo v admite uma extensio u : A — [—m,m] tal que Lip(u) < %%— Lip(v) e
Gl(u, A) < ((Lip(v) +1)* + C) (|0A] + o(1)) p, (A.10)

na qual C € o mdzimo de W em [—m,m]|, o erro o(1) é uma funcao de
dependendo somente de A (e nao de v) e p € o minimo entre ||v — |« €

[v = Blloo-
Proposigao A.2 ([3|) Para cada r > 0, sejam

Dri{fEE]RN’x:(I'lj-.. 7.TN):|(L‘|<T7I‘N>O}7

E.={zeR":|z| <ray=0}.

Seja (u.) € HY(D,) uma seqiiéncia enumerdvel tal que a familia de funcionais
E.(ue, Dy, E,) € uniformemente limitada em e. Entao a seqiéncia (Tu.) € re-

lativamente compacta em L'(E,.)

Definicao A.2 Seja I(IRN) o conjunto das isometrias lineares em RY, ou
seja, I(IRN) ¢ o conjunto das aplicacoes lineares A : RN — RY satisfazendo
|Au — Av| = |u — v|, para quaisquer u,v € RY.

Sejam Ay, Ay C RN e : A; — Ay um homeomorfismo com v e 1~
fungées Lipschitz. Definimos o defeito de isometria 6(1¢) de v como sendo a

menor constante § tal que
dist(Dw(x), I(RY)) < §, para quase todo = € A;.

Aqui Di(x) é visto como uma aplicacdo linear de RY em RY e a

distancia entre duas aplicagoes lineares ¢ induzida pela norma ||T'|| = sup |Tv|.
llofl<1

Observacao A.2 dist(Dvy(z), [(RY)) < 6 = ||D|| <1+ 6, qtp em A;.

Proposicao A.3 ([3]) Sejam Ay, Ay ey dados como na Definigio A.2. Supo-

nha que v aplica A} C 0A; em Al C 0A,. Entio para cada u € H'(A)

E.(u, Ay, Ay) > (1 —6()) N2 E (uop, Ay, A). (A.11)
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Proposicao A.4 ([3]) Para cada x € 02 e cada r > 0 suficientemente pe-
queno, existe uma aplicacao lipschitiziana, com inversa também lipschitiziana,

Yy 1 D, — QN B.(x) tal que
(a) ¥, leva D, sobre QN B.(z) e E, sobre 0N B,(x).

(b) 9. € de classe C* em D,., ||Dv, —1d|| < 6, em todo D, e 6, — 0 quando
r — 0.
Em particular, o defeito de isometria anula-se quando r — 0. Aqui Id

¢ a aplicacio identidade em RY.

Estabelecidos estes resultados podemos entao elaborar a

A.1.2 Demonstracao do Teorema A.1

(i) Seja (u.) € HY(RQ) tal que E.(u.,Tu.) < C < oo, ¥V e. Como E.(u;) >
Gl(u., ), pelo Teorema A.2 ftem (i), a seqiiéncia (u.) é relativamente com-
pacta em L'().
Pela Proposicao A.4 e pela compacidade de 0f, existem r; (i =
1,...,1) e aplicagoes lipschitizianas 1);, com inversas lipschitizianas, tais que
l
o0 C U B,.(z;) e QN B,., = ¥;(D,.), com defeito de isometria §; = §(1,.,) < 1.
Z.:lPelau compacidade de 0f2, basta mostramos que Tu. é relativamente
compacta em L'(0Q N B,,), para cada i.
Para cada i = 1,...,! fixado, defina u. = u. o 1);. Pela Proposi¢ao A.3

e do fato de §; < 1, vem que
E.(u., Dy, E.) < (1 —6()) Y E (u., QN B,,, 00N B,,) < o0,

para todo €.

Pela Proposicao A.2, T, é relativamente compacta em L'(E,,). Logo

i

existem v; € L'(E,.) e uma subseqiiéncia Tu., tais que Tu., — v; em L'(E,,).

[

Como 1) e ¢; * sdo lipschitizianas, entdo Tu,, — v; = v;01; * em L'(0QNB,,).
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Com efeito, pelo Teorema de Mudanca de Variaveis,

||Tu€k - Uz‘HLl(aQﬂBri):/

Tue, — i = / ITTe, 097 — 5 0 97|
o0NB;, oQNB;,

— [ 175, -5 1w

< CW)l[Tue, =il 1,y — 0.

Ou seja, Tu. é relativamente compacta em L'(0Q N B,,). O

(i) Sejam (u.) € HY(Q) e (u,v) € BV(Q,I) x BV(9%,1") tais que u. — u em
LY Q) e Tu. — v em L'(09).

Seja 0 > 0 dado e defina Q5 = {z € Q : dist(z,0Q) > 6} . Pelo Teo-
rema 14.16 de [17], para § suficientemente pequeno tanto 25 quanto €2\ 25 sdo
conjuntos cujas fronteiras sao de classe C?, ja que 99 é de classe C?.

Consideremos uma cisao de Q \ Qs da seguinte forma: seja P um
hiperplano dividindo © \ €5 em duas regioes Q; e 5 tais que (2\ Q) \ P =

Q1 U Qy; |, Q0] > 0; 092 e 9Q, sejam de classe C* por partes. Como
E.(us) > G(ue, Q) = G (ue, Qs) + G(ue, Q1) + GLu., Qy),

pelo Teorema A.2, com {25 no lugar de B, e pela Proposi¢ao A.1, com {2 e €2y

no lugar de A e 9Q; N O e 9Ny N O no lugar de A’, segue que

lim iglf E.(u:) > lim ionf Gl(ue, Q) + lim iglf Gl(u., ) + lim iélf Gl(u, Q)

> oHN NS, N Q) + / \h(Tu) — h(v)| dHN !
021NN

-I—/ |h(Tu) — h(v)|dHN?
002N00

= oHY NS, NQs) + [ |W(Tu) — h(v)|dHN L.
o0

Como § é arbitrario concluimos a demonstragao do item (ii). O

(iii) A demonstracao deste item seguird do seguinte lema:
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Lema A.2 Seja (u,v) € BV(Q,I)x BV (9Q,I') tal que S,, e S, sio variedades
fechadas, de classe C*, sem bordo em € e O respectivamente. Para cada & > 0

e e >0 dados, existe u. € H(Q) tal que

limsup [Jue — ul[r10) <&, th(l)lp [Tue = vl[r1o0) <€ €

E—

limsup E.(u.) < ®(u,v) + &.

e—0

Assumimos este lema verdadeiro. Seja (u,v) € BV (Q, I)x BV (9%, I").
Pelo Teorema 1.24 de [18] (veja também a Propriedade (3) no Capitulo 2),
existe uma seqiiéncia {(u,,v,)} C BV(Q,I) x BV(9Q,1") tal que u,, — u em
LY(Q) e v, — v em L'(09) e ainda satisfazem HY1(S,,) — HV(S,), com
Sy, € Sy, de classe C?, fechadas e sem bordo em Q e 92, respectivamente.

Logo, pela continuidade do operador trago e pelo Teorema da Con-

vergéncia Dominada

n—oo

lim ®(up, v,) = oHY1(S,) + /ag |h(Tu) — h(v)| dHN ' = ®(u,v). (A.12)

Assim, para cada j € IN, existem u,,, v,; tais que

1
||un] uHLl < Z
1
[vn, = vllz100) < Z, (A.13)
1
D(tn,, Un;) < P(u,v) + 5

Pelo Lema A.2, para cada j € IN, existe uma seqiiéncia (u?) ¢ H*(Q)

tal que
. ; 1
hriljélpﬂug — Un, || L1 (@) 4— .
lim sup ||Tu! — v, 2100 < —
e—0 ’ 4 1
hliljélp E.(ul) < ®(up,,vn,) + I

Assim, para cada j € N, existe ¢; > 0, ¢; — 0 quando j — oo, tal

que
1
”u un]HLl(Q < Z
; 1
HTUﬁj - vnjHLl(aﬂ < Z (A.14)

1

E.(ul) < ®(up, vy ) + —.
(UEJ)— (uj Uj>+2j
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Fazendo u., = ugj, J € IN, uma aplicacao direta da desigualdade tri-

angular e das expressoes em (A.12), (A.13) e (A.14) fornece-nos

}13(1] [ue; — ull 1) = 0;
}1_1)% ||Tu5j — UHLl(aQ) = O,

limsup F,(u.;) < ®(u,v).
0

Concluimos assim a demonstragao do item (iii) e a demonstragao do

teorema. [ |

Demonstracao do Lema A.2: Sejam u,v dados satisfazendo as hipdteses
do lema. Uma vez que u € {a,(} qtp em Q e v € {/, '} qtp em 09,
podemos considerar u e v constantes em cada componente conexa de 2\ S, e
o0\ S,, respectivamente. Para isso basta uma pequena modificacao de u e v
em conjuntos de medidas nulas em €2 e 0f2, respectivamente.
Para cada x € Q defina d(x) = dist(z, Q). Defina também d’ : 9 —
IR por
dist(y, S,), sey € {v=[}
—dist(y, S,), sey € {v=a}

d'(y) =

Pela regularidade de 02 e S,, existem vizinhancas Qs, = {z € Q :
d(z) < 61} eN;s, C 99 de S, tais que as fungoes d e d’ sdo ambas de classe C.

Seja U C IRY uma vizinhanca tubular de S, tal que QN U C Qs, e
9QNU C N, Para cada z € QN U, sejam 2’ a projecao de z sobre 9§ e 2" a
projegao (intrinsica) de 2’ sobre S,,. Identifiquemos S, com S, x {0} x {0}. Com
esta identificacdo em mente, definimos o seguinte difeomorfismo: ¢ : QN U —
S, x R x [0,00), ¥(x) = (2", d ('), d(z)).

Note que, com a identificacdo acima, para cada x € S,, ¥(z) = z e,
portanto, D (z) é uma isometria.

Definimos A, = {z € Q : dist(z, S,) < r}. Como D1 é uma aplicagao
continua e Diy(z) é uma isometria, para cada x € S,, para r suficientemente

pequeno o defeito de isometria d,, de 9|, , satisfaz 4, < 1 e limd, = 0. Con-

r—0
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sideremos o conjunto S, = {x € Q : d(zx) = r}, r > 0. Como 99, S,, S, sdo
de classe C?, pelo Teorema 14.16 de [17], podemos encontrar 7 > 0 tal que
S, e S, sao superficies de classe C! e o conjunto A, C U. Além disso, uma
aplicacao do Teorema de Sard para a fun¢ao d em S, N .S, mostra que S, NS,
¢ uma superficie Lipschitz.

Construimos a seguir uma particao de {2 em quatro subconjuntos. A
idéia é definirmos fungoes u., em cada um destes conjuntos, lipschitizianas e
com as propriedades desejadas. Usamos fortemente os resultados enunciados
anteriormente. Além disso, por simplicidade, sempre usamos a mesma notagao

u. para estas fungoes.

Fixe r > 0 tal que as propriedades acima sejam validas. Defina os

seguintes conjuntos:

B, = {z € Q:dist(z, 5, U (S,NS,)) < 3r}
O ={z€Q\B, :d(z)<r}
Q={z€Q\B,:r<d(z)<2r}

Qs ={z€Q\B,:2r <d(z)}

e
YO v,

Figura A.1: O conjunto {2 particionado

Para cada ¢ < r, construimos u. em quatro etapas.
Etapa 1: u. em (3.
Pelo Teorema A.2, com €23 no lugar de B, existem constantes C| =

rrfagﬁc]( W(t)) e uma seqiiéncia (u.) C H*(Q3), € — 0, tais que u. é (C}/e)-
te|a,
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Lipschitz continua em 23, converge pontualmente para u em €23 e uniforme-
mente em cada conjunto cuja distancia a S, seja positiva.

Temos que u, sendo Lipschitz continua, pode ser estendida a 0€23 de
forma que u. seja (Cy/¢)-Lipschitz continua em Q3. Além disso, u. converge
uniformemente para u em 0§23 N IS e satisfaz

lim sup G (uz, Q3) < oHN (S, N Q3) < o HYY(S,),

e—0
ou seja,

Gl (ue, Q3) < oHNH(S,) 4+ o(1). (A.15)

Etapa 2: u, em ;.

Por hipétese, u é constante (igual a « ou 5 em cada componente conexa
V de Q; e v é constante (igual a o/ ou #') em 9V N IN. Logo pela Proposigao
Al, para A = V e A’ = 9V N 99, existe uma seqiiéncia (u.) € H*(V)
satisfazendo Tu. = v em OV N OS2, u. converge para u uniformemente em cada
conjunto cuja distancia a AV N 0€) seja positiva e

lim sup G (u., V) < / W(T) — h(v)] dHN . (A.16)
oVNoN

e—0

Mais ainda, u. é (C}/e)-Lipschitz continua em V' e, assim, podemos estendé-
la a V. Conseqiientemente podemos definir u. em {2y, j4 que temos a boa
definicao em cada componente conexa. Pela construcao de €2y, a distancia
entre duas de suas componentes conexas é sempre maior do que r e como
/ /
lus] < m = max{|al,|d|,|5],]5'|}, escolhendo Cy = max{2m,C;} podemos
CQ 2m

concluir que u, é (Cy/e)-Lipschitz continua em Q, uma vez que — > ~—.
£ r

De fato: u. é (Cy/e)-Lipsctz continua em cada componente conexa de

Q; isto é
e e C C
sup |us(z) — uc(y)| LG
A ] -
Ay

Se x € Vi, y € Va (V4, Vo componentes conexas de Q) entdo |z —y| > r > «.
Assim

|ue(@) — ue(y)] < Jus(@)] + |us(y)] < 2m



123

implicando que

sup < —.
2V |z —y| £
TF#yY
Além disso, u. = v em 9 N OS2, converge pontualmente para u em
Q; e satisfaz, por (A.16),

Glue, ) < /89 \h(Tu) — h(v)| dHYN "1 4 o(1). (A.17)

Etapa 3: u. em §2s.

Como a distancia entre Q) e Q3 é igual a 7 e u. é (Cy/e)-Lipschitz
continua em Q; e (O} /¢)-Lipschitz continua em Q3, entdo u. é (Cy/¢)-Lipschitz
continua em ; U Q3. Para ver que isso se verifica basta usar a mesma justi-
ficativa acima.

Portanto podemos aplicar o Lema A.1 para estender a funcao u. em
140y

cada componente conexa B C ()5 tal que u. seja < )—Lipschitz continua
em B (em principio a funcio u. estd bem definida apenas em (9Q; U0S23)NIB).

Usando uma vez mais que a distancia entre duas componentes conexas de {2y

_ 14+ C
¢ maior do que r, definimos a funcao u. em todo €2y como sendo ( + 2>—
€
Lipschitz continua em €, e, ainda pelo lema, satisfazendo
G2(ue, Q) < ((1+Co)* + C3) (10| + 0(1)) pe, (A.18)

na qual p. = inf |u. — u| em (0 U 9Q3) NINs e C3 = max W em [—m,m)].
Como u ¢ constante (igual a a ou ) em cada componente conexa B
de Q e u. converge uniformemente para u em (9 U 983) NN, (veja etapas
1 e 2), temos
pe = o(1). (A.19)

— 14+ C
Até agora definimos a fungao u. em ;U2 USQ3 e (2> -Lipschitz
€

(lembre-se que esta constante é maior do que qualquer uma que apareceu nesta
demonstracao) com as propriedades: u. — wu pontualmente e Tu. = v em

0y N 0f). Passamos agora a etapa mais delicada.
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Etapa 4: u. em B,.
Inicialmente definimos uma funcéo w. em IR? e depois estenderemos

a IRY. Em coordenadas polares defina

(p6./2) (0 [+ (1= 0/m) ) + (1 — pb./2) 42 se0< p <

we(0, p) =
0 /m+ (1 —0/m) [ se p>
Seja ¢ : IRx[0, 00) — IRx[0, 00) definida por ¢ (6, p) = (pcos 0, psen 9).

Definimos

Dy = {(z,y) e R*: |(z,y)| < t; y >0},
E, = {(z,y) e R?: |(z,9)] < t; y =0}
Qi={,p)eR*:0<0<m p<t}

e We(z,y) = ws(gp_l(x,y)).
Entao, para cada t > £/, temos

Vi (z,y)|* dedy= | |Va-(¢(0,p)|*|Je(0, p)| dO dp

Dy

Q
- / ) / V(w0 o) (00, 0))Ppdf dp. (A.20)

Pela regra da cadeia

V(w007 ") (0(0,0))F = [V(w(0,p)-Jo ' (0(0,p))

= ‘v(ws(9>p) : [Jgp(e, p)]il‘z
—senf cosf

_ | Owe Owe p p
20" dp

cosf@ senf
1 /ow.\> ow.\ >
= — (== : A21
() (%) (4.21)

Um céalculo imediato nos dé, pela definicao de wy,,

252 / N2

p5:—: (6 —Oé)
(awg)Q_ = = 0<p<e/o
o6 - (6/—0/)2

T, p>a€/5E

(A.22)
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2 RN AV
D\ ? %M[WZ/AL—w&jLQQ}, 0<p<e/d.
( s) _J) ¢ T (A.23)
dp
0. p>e/d.

Logo, por (A.21), (A.22) e (A.23) a equagdo (A.20) fica

2

T re/de 52 (3 — /)2
]VQIJE(:I:,y)Fdwdy:/ / pg—;u [1+7%/4 — 76 + 6%] dfdp
Dy 0 0

s
™ t 1 (ﬁ, _ Oé,)Q
——dfd
” 0 /5/55 P us g
_ (ﬁ/ _ &/)2 7_(_2 (ﬁ/ _ &/)2 65

Para cada x € S, e para cada (y, z) € R x [0, 00) defina w.(z,y, 2) =
We(y, z). Assim, por (A.8)

1
EE(EE,SU X D2€, SU X EQE) = 5/ |V@g|2 + —/ W(w5>
€ Sy X Dag

Sv ><D25

+ 6. / V(Tw,)dHN
SU XEQg

W (w,) + 0. / V (10.) dHl]

Ese

1
= HN72(S,) {5/ Vi |* + =
Doe €

Do

. (A.25)

:HN%&>F/ Va2 4 L W@J+&/ Vi) dH
Do € JDy. E./s.

Nesta tltima passagem usamos o fato que V' (w.) = 0 para os pontos (y,0) tais
que |y| > ¢/0..

Por construgao, |w.| < m, uniformemente em &, e como W e V sao
continuas max W (t) = C5 < oo, max V(t) = Cy < co. Logo de (A.24) e

te[—m,m] te[—m,m]

(A.25) segue que

Ee(wsasv X D2€7Sv X E25) S

< HNT(S,) 5/ |vw€|2+%/ +55(J5/ dH!
Doc € JDs. E. s,

' A \2 2
S HN_Q(SU) |:€ (ﬁ o ) (1 + 71-‘__2 + In (26&‘)) —+ 2035 + 2055:|

(ﬁ/ _ a/)Q

™

= eln(o.) (HN_Z(SU) ) +o(1). (A.26)

Relembre a definicao do difeomorfismo v e do conjunto A, definidos no

inicio da demonstragao e veja que ¥(A:;) C S, X Dy € P(0A.NON) C S, X Ea..
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Defina u, = W, 09 em A.. Como o defeito de isometria de ) é menor
do que 1 (para ¢ suficientemente pequeno), pela Proposicao A.3 e por (A.26)

vem que

EE(UE, A€7 3145 M aQ) = clEE(EE, S,U X D2€7 Sv X E2E)

< eln(d:)er + o(1). (A.27)

Pela definicao do defeito de isometria e pela Observacao A.2 segue
que ||Dv] < 2 para quase todo x € A.. Logo, podemos concluir que v é
2-Lipschitz continua, para e suficientemente pequeno. Como £/J. < 2¢, pela

definicao de w, um calculo direto nos mostra que w, é Cg-Lipschitz continua

em (S, X Do) \ (Sy X Dgys.).

Com efeito, para cada (6, p) € [0, 7] X [¢/d., 00), temos

[we (01, p1) — we (02, p2)| = (01 — 02)(’ — 3) /7],

conseqlientemente

|we (01, p1) — we (02, p2)| < | (01, p1) — (02, p2)|,

para algum ¢ > 0.

Assim

| we fii/f_l(yb z) —we o0 (Y2, y2)] < el (yrs 1) — U (42, 22)|

We

< el(yr, 21) — (y2, 22)],

para cada (y, 2) € Da.\ D./s_, pois ¥ é um difeomorfismo neste conjunto. Logo

W (21,91, 21) — We (T2, Yo, 22)| = |we 0™ y1,21) — we 09 (ya, o)

< esl(x1, 1, 21) — (22, Yo, 20)|

para qualquer (z,y, z) € (Sy X Dac) \ (Sy X Deys.).
Uma vez definida u. em A, pela construcao da funcao w. podemos

estender u. em 0B, N 0N \ JA. simplesmente fazendo u. = v. Destes fatos
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e das etapas anteriores temos u. = v em 09 \ 0A., a boa definicao de u,
em O(B, \ A.) e, mais ainda, é (1 + Cy)/e-Lipschitz continua neste conjunto,
para ¢ suficientemente pequeno. Novamente, uma aplicacao do Lema A.1l

permite-nos estender a funcdo u. em B, \ A. de forma Lipschitz continua com
240y

Lip(u.) < . Garante também que

E.(u., B, \ A;,0(B, \ A.) N0Q) = GL(u., B, \ A.)

< (bl 0, 1)+ €1 ) (2B +ol1)
(24 C2)* + C5) (10(B- \ Ao)| + 0(1)) p-

A

< C40B,] + o(1). (A.28)

Na primeira igualdade usamos o fato que u. = v em 9Q \ A, e isto implica

V(ue) = 0. Na tltima desigualdade usamos que p. é limitado para qualquer &

(veja lema A.1) e a constante C; nao depende de ¢, apenas de W e V.
Portanto definimos u. em todo Q satisfazendo:

e u. — u pontualmente em Q; U Qj3, |u.|, |u| < m para cada ¢, e

|ue —ullrr) = / |u€—u|dx—|—/ |ue — ul| dx
Q1UQ3 QoUB,

< lue = ulliiuay) + 2m([Qaf + B ),

implica em

lim sup ||u. — u||L1(Q) <2m(|Qs| + | B,|). (A.29)

e—0

e u. = v em JN \ A e as desigualdades (A.15), (A.17), (A.18), (A.19), (A.27)

e (A.28) implicam

E.(us)=E.(u.,Q,00) = GL(uz, Q1) + GL(u., Q) + GL(ue, Q)
+ G(ue, By \ Ao) + B(u., A., 00N 0A,)

<oHNYS,) + [ |h(Tu) — h(v)| dHN " + eIn(6.)co + C7|0B,| + o(1).
o0
Por hipétese ¢1In(d.) — 0, quando € — 0. Logo

limsup E.(u.) < oHY1(S,) + |h(Tw) — h(v)| dHN ™! + C7|0B,|. (A.30)

e—0 0N
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Convido-o a notar que quando r — 0, por construcao, os valores
|0B,|, ||, |B,| — 0. Portanto, para cada £ > 0 é possivel encontrarmos r > 0
satisfazendo C7|0B,|, ||, |B,| < &, lembrando que C; s6 depende de W e V.

Concluimos assim o lema. [ |



Referéncias Bibliograficas

1]
2]

8]

ADAMS, R. A.: Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

AMANN, H..: Parabolic Evolution Equation and Nonlinear
Boundary Conditions, J. Differential Equations, 72 (1988), 201-269.

ALBERTI, G., BOUCHITTE, G. and SEPPECHER, P. : Phase Tran-
sition with the Line-Tension Effect, Arch. Rational Mech. Anal., 144
(1998), 1-46.

ALBERTI, G., BOUCHITTE, G. and SEPPECHER, P. : Un Résultat
de Perturbations Singulieéres Avec la Norma H'/?, C. R. Acad. Sci.
Paris, 319-T (1994), 333-338.

ALIKAKOS, N. D.: Regularity and Asymptotic Behavior for the
Second Order Parabolic Equation with Nonlinear Boundary

Conditions in L, J. Differential Equations, 39 (1981), 311-344.

ARRIETA, J. M., CONSUL, N. and BERNAL, R. : Stable bounda-
ry layers in a diffusion problem with nonlinear reaction at the

boundary, Z. angew. Math. Phys., 55 (2004), 1-14.

BONFIM, L. R. P.: Sobre a Existéncia de Solucoes Estacionarias
Estaveis Nao-Constantes para um Problema de Reagao-Difusao.

Tese de Doutorado. DM-UFSCar. 2002.

BREZIS, H.: Analyse Fonctionalle, Paris, Masson, 1983.



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

130

CAFFARELLI, L.A and CORDOBA, A.: Uniform Convergence of a
Singular Perturbation Problem, Communications on Pure and Ap-

plied Mathematics, Vol. XLVIII (1995), 1-12.

CASTEN, R. G., HOLLAND, C. J.: Instability Results for Reac-
tion Diffusion Equations with Neumann Boundary Conditions,

J. Differential Equations, 27 (1978), 266-273.

CONSUL, N.: On equilibrium solutions of diffusion equations with
nonlinear boundary conditions, Z. Angew Math. Phys. 47 (1995), 194-
209.

CONSUL, N.: Equacions de Difusié amd Condicions de Contorn
no Lineals, Ph.d thesis, Departament de Matematica Aplicada I, Uni-

versitat Politecnica de Catalunya, Barcelona, Spain, 1997.

CONSUL, N. and SOLA-MORALES, J.: Stability of Local Minima
and Stable Nonconstant Equilibria, Journal of Differential Equations,

157 (1999), 61-81.

DE GIORGI, E.: Convergence problems for functionals and ope-
rators, In Proc. Int. Meeting on Recent Methods in Nonlinear Analysis,

Pitagora, Bologna, (1979) 223-244.

EVANS, L.C.: Partial Differential Equations, American Mathemati-
cal Society, Providence, Rhode Island, 1998.

EVANS, L.C and GARIEPY, R.F.: Measure Theory and Fine Pro-
perties of Functions, CRC Press, Boca Raton, 1992.

GILBARG, D. and TRUDINGER, N.S.: Elliptic Partial Differential

Equations of Second Order, Springer-Verlag, Berlin 1983.

GIUSTI, E.: Minimal Surfaces and Functions of Bounded Varia-

tion, Birkhauser, Boston, Basel, 1984.



[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[26]

[27]

131

HENRY, D.: Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equa-
tions. Lectures Notes in Mathematics, v. 840, Springer-Verlag, New York,
Berlin, 1984.

HUTCHINSON, J.E and TONEGAWA, Y.: Convergence of phase
interfaces in the Van Der Waals-Canh-Hillard theory, Calc. Var.
10, (1995), 49-84.

KOHN, R.V. and Sternberg, P., Local minimizers and singular per-
turbations, Proceedings of the R. Soc. of Edinburgh, 111, (1989), 69-84.

LADYZHENSKAYA, O.A. and URAL'TSEVA, N.N.: Linear and Qua-

silinear Elliptic Equations, Academic Press, New York, 1968.

MANCEBO, A Model of Porous Catalyst Accounting for Incipi-
ently Non-isothermal Effects, J. Differential Equations, 151 (1999),
79-110.

MATANO, H.: Asymptotic behavior and stability of solutions of
semilinear diffusion equations, Publ. Res. Inst. Math. Sci., 15 n.2

(1979), 401-454.

MODICA, L.: The gradient theory of phase transitions and the
minimal interface criterion, Arch. Rational Mech. Anal., 98 (1987),

123-142.

MODICA, L.: Gradient theory of phase transitions with boundary
contact energy , Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 5 (1987),

487-512.

MOREIRA, J. C. : Solucoes Estacionarias Estaveis de uma Classe
de Sistemas de Equagoes de Reacao e Difusao Espacialmente

Heterogéneas: Uma Abordagem Variacional, Tese de Doutorado,

DM-UFSCar (2004).



[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[35]

[36]

132

NASCIMENTO, A.S.: Inner transition layers in an elliptic boun-
dary value problem: a necessary condition, Nonlinear Analysis, 44

(2001), 487-497.

NASCIMENTO, A.S.: On the Role of Diffusivity in Some Stable
Equilibria of a Diffusion Equation, J. Differential Equations, 155
(1999), 231-244.

NASCIMENTO, A.S.: Stable Stationary Solutions Induced by Spa-
tial Inhomogeneity Via I'-Convergence, Bol. Soc. Bras. Mat., vol 29,
N. 1, (1998), 75-97.

NASCIMENTO, A.S.: Stable transition layers in a semilinear di-
ffusion equation with spatial inhomogeneities in N-dimensional

domains , J. Differential Equations, 190 (2003), 16-38.

NASCIMENTO, A.S., and Crema, J.: A geometric sufficient condi-
tion for existence of stable transition layers in a class of spatial
heterogeneous diffusion equations, Matematica Contemporanea (a

aparecer).

PROTTER, M. H, and WEINBERG, H.: Maximum principles in di-

fferential equations, Englewood Cliffs, New Jersey.

SIMON, L.: Lectures on Geometric Measure Theory, Proceedings
of the Centre for Mathematical Analysis, Australian National University,

Australia, 1984.

SIMONETT. G.: Center Manifolds for Quasilinear Reaction-
Diffusion Systems, Differential and Integral Equations, Volume 8, no.

4, (1995), 753-796.

SMOLLER, L.: Shock waves and reaction-diffusion equations,
Springer-Verlag, New York, 1992.



[37]

[38]

133

STERNBERG, P., The Effect of a Singular Perturbation on Non-
convex Variational Problems, Arch. Rational Mech. Anal. 101, (1988),
no. 3, 209-260.

STERNBERG, P. and ZUMBRUN, K.: On the Conectivity of Boun-
daries of Sets Minimizing Perimeter Subject to a Volume Con-
straint, Comm. in Analysis and Geometry, Volume 7, Number 1 (1999),
199-220.



