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Resumo

Nesta tese estudamos os grupos de trangas (puras) de superficies, B, (M) e P,(M),
onde M é uma superficie compacta, priorizando o estudo dos grupos de trangas do toro,
T e da garrafa de Klein, K, para compreender suas semelhancas e diferengas. Obtivemos
novas presentacoes para estes grupos que evidenciam suas similaridades e generalizamos
a presentagao encontrada para o grupo de trangas puras da garrafa de Klein para uma
superficie fechada nao orientavel de genus g > 2 qualquer. Além disso, para os grupos
de trangas do toro e da garrafa de Klein, calculamos secgoes algébricas explicitas para
a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth e conseguimos condigoes necessarias e su-
ficientes para varias generalizagoes da sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth cindir.
Estudamos também as séries centrais descendentes e das derivadas de B,(T) e B, (K),
conseguimos assim responder para quais valores de n tais grupos sao residualmente nil-
potentes e residualmente soluveis. Em uma tentativa de calcular explicitamente as séries
centrais descendentes e das derivadas de P, (K), damos uma descrigdo geral destas séries
de um produto semi-direto qualquer. Para finalizar, obtemos uma presentacao para o
fecho normal do grupo de trancas de Artin B,, em B, (T), o que nos permitiu mostrar que

By(T) é ordenéavel a direita.



Résumé

Dans cette thése, nous étudions les groupes de tresses B,(M) et les groupes de
tresses pures P, (M) a n brins d’une surface compacte M. Nous mettons 'accent sur les
groupes de tresses du tore T et de la bouteille de Klein K, et sur la compréhension de leur
similarités et leurs différences. Nous obtenons de nouvelles présentations de ces groupes
qui mettent en évidence leurs ressemblances. Nous généralisons notre présentation des
groupes de tresses pures de la bouteille de Klein aux groupes de tresses pures des surfaces
non orientables de genre g > 2. Nous calculons des sections algébriques explicites pour
la suite exacte courte de Fadell-Neuwirth des groupes de tresses pures du tore et de
la bouteille de Klein, et nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour le
scindement de diverses généralisations de cette suite exacte courte aux groupes de tresses
mixtes. Ensuite, nous étudions les séries centrales descendantes et dérivées de B, (T) et
B,(K), et nous déterminons les valeurs de n pour lesquelles ces groupes sont résiduellement
nilpotents et résiduellement solubles. Dans une tentative de calculer explicitement les
séries centrales descendantes et dérivées de P,(K), nous donnons une description générale
de ces séries d’'un produit semi-direct quelconque. Enfin, nous exhibons une présentation
de la cloture normale du groupe de tresses d’Artin B,, dans B, (T), ce qui nous permet de

montrer que By(T) est ordonnable a droite.



Abstract

In this thesis, we study the n-string braid group B, (M) and pure braid group P, (M)
of a compact surface M, with particular emphasis on the braid groups of the torus T and
the Klein bottle K and on understanding their similarities and differences. We obtain
new presentations of these groups that highlight their similarities. We generalise our
presentation of the pure braid groups of the Klein bottle to the pure braid groups of any
non-orientable compact surface of genus g > 2. We compute explicit algebraic sections
for the Fadell-Neuwirth short exact sequence of the pure braid groups of the torus and the
Klein bottle, and we give necessary and sufficient conditions for the splitting of various
generalisations of this short exact sequence to mixed braid groups. We then study the
lower central and derived series of B,(T) and B,(K), and we determine the values of
n for which these groups are residually nilpotent and residually soluble. In an attempt
to calculate explicitly the lower central and derived series of P,(K), we give a general
description of these series for an arbitrary semi-direct product. Finally, we exhibit a
presentation of the normal closure of the Artin braid group B, in B,(T), which allows us

to show that By(T) is right-orderable.
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Version Francaise

Les groupes de tresses ont été introduits par E. Artin [1, 2] en 1926 d’une maniére
intuitive et géométrique avec pour objectif I’étude des nceuds. Une forte impulsion a
été donnée a leur étude pendant les années 80 lorsque V. Jones [42| a découvert une
nouvelle représentation des groupes de tresses d’Artin, ce qui a donné lieu au célébre
polynéme de Jones dans la théorie des noeuds. Les tresses sont des objets importants
et intéressants parce qu’elles apparaissent dans des contextes divers (géomeétrie, algébre,
topologie, systémes dynamiques, singularités. .. ), ce qui implique que 1’on peut les définir
et les étudier de plusieurs points de vue et aussi parce qu’elles appartiennent a des familles
de groupes plus grandes (les groupes de tresses de surfaces, les groupes d’Artin-Tits, les
groupes de Garside...). Les groupes de tresses possédent un large spectre d’applications
potentielles & des domaines différents comme la théorie des noeuds, la topologie en basse
dimension, en particulier en dimensions 2 et 3, les groupes des difféotopies des surfaces,
la géométrie, les équations algébriques et méme la robotique et la cryptographie [11, 14,
40, 53|.

Comme nous 'avons déja dit, les groupes de tresses admettent plusieurs définiti-
ons de nature différente. Soit P = {pi,...,p,} un ensemble de n > 1 points distincts
appartenant au disque D?. Une n-tresse géométrique est une collection de n chemins
B = (Pi,...,B,) dans D? tels que £;(0) = p; et B;(1) € P pour tout 1 < i < n, et
Bi(t) # B;(t) pour tout t € [0,1] et 1 < i < j < n. Le groupe de tresses d’Artin B,
a n brins se définit alors comme I’ensemble des n-tresses géométriques, a isotopie pres,
dont l'opération de groupe est la concatenation. En remplacant D? par n’'importe quelle
surface M, cette définition géométrique s’étend aux groupe de tresses B, (M) de M an
brins.

Les groupes de tresses possédent de nombreuses propriétés intéressantes. Le groupe
B, s’interpréte comme le groupe des difféotopies du disque troué a n points, et aussi

comme un sous-groupe du groupe des automorphismes du groupe libre F), de rang n,



ce qui permet de donner une solution du probléme du mot dans B,. Garside [22]| a
utilisé la structure du monoide des tresses positives pour obtenir une nouvelle solution du
probléme du mot et pour résoudre le probléme de conjugaison dans B,,. Pour des raisons
topologiques, on sait que B, est sans torsion pour tout n. Dyer a donné une deuxiéme
démonstration purement algébrique de ce fait [15]. Une troisiéme démonstration vient de
I'ordonnabilité a droite de B, [13]. On sait également que B, est linéaire pour tout n |9,
45, 46]. D’autres propriétés des groupes de tresses se trouvent dans [8, 12, 34, 38, 55, 58|.

Bien que les groupes de tresses aient été considérablement étudiés, il reste encore
beaucoup de questions dans ce domaine. Une direction intéressante est I’étude des groupes
de tresses de surfaces, qui est la suite naturelle du travail effectué jusqu’a présent pour les
groupes de tresses d’Artin. Pour cela, il convient de considérer une définition topologique.
Soit M une variété de dimension d > 2 obtenue en retirant un nombre fini (éventuellement
zéro) de points de l'intérieur d’une variété compacte. Fox et Neuwirth [20] ont généralisé
les groupes de tresses (pures) d’Artin a ceux de M de la maniére suivante. On définit le

n-iéme espace de configuration de M par :
Fo(M)={(z1,...,2,) : z; € M, x; £ x;81i#j}.
Le groupe de tresses pures de M a n brins est défini par :

Py(M) = m(Fo(M), (p1, -+ -5 p1)),

ou (p1,...,ps) est un point de base de F,,(M). Le groupe symétrique S,, agit librement
dans F,, (M) par permutation des coordonnées. L’espace quotient associé se note D, (M) =

F.(M)/S,. Le groupe de tresses de M a n brins est défini par :

By (M) = mi(Dn(M), [(p1, - -, Pa)]),

ou [(p1,...,pn)] désigne la classe de (p1,...,p,) dans D,(M). On remarque que pour
n=1,ona:

Pi(M) = By(M) = (M),

Par conséquent, les groupes de tresses (pures) de M généralisent le groupe fondamental

de M. Si M est une variété compacte de dimension d > 3, Birman [10] a prouvé que le



groupe de tresses pures P, (M) est isomorphe au produit de n copies de m(M). Ainsi,

I’étude des groupes de tresses devient plus intéressante lorsque M est une surface.

Soit M une surface sans bord. D’aprés Fadell et Neuwirth [17], la projection :

(T4, Ty Tt 1y -+ oy T ) — (T, -+, Ty)
est une fibration localement triviale dont la fibre s’identifie & F,,,(M \ {x1,...,2,}). En

prenant la suite exacte longue en homotopie de cette fibration, on obtient la suite exacte

courte de Fadell-Neuwirth des groupes de tresses pures de M :
1o Pu(MA\ {o1, o, 20}) = Parm(M) % Po(M) = 1, 1)

ol p, est ’homomorphisme induit par p au niveau du groupe fondamental, et n > 3 si
M =S§? |16, 18], n > 2 si M = RP? [63], et n > 1 sinon [17]. Cette suite sera beaucoup
utilisée et étudiée tout au long de ce manuscrit.

Le but principal de cette thése est d’étudier les propriétés algébriques et topologiques
des groupes de tresses (pures) du tore T et de la bouteille de Klein K, en soulignant leurs
points communs et leurs différences entre eux ainsi qu’avec les groupes de tresses d’Artin.

L’une des premiéres questions qui se pose est de trouver des présentations de ces

groupes. Nous savons que le groupe de tresses d’Artin admet la présentation suivante :

oi0; =004, si|i—j| > 2,
Bn: 01y...,0pn_1 : .

0;0i4+103 = 0441030441

En 1962, Fadell et Van Buskirk [18] ont obtenu une présentation de B, (S?). Ensuite
en 1966, Van Buskirk [63] a donné une présentation de B, (RP?). Parmi les groupes de
tresses de surfaces, ces groupes sont des cas particuliers car leur centre n’est pas trivial
(comme pour B,), ils possédent des éléments de torsion [18, 52, 63|, et certains sont fini.
Récemment, ils ont fait 'objet d'une étude approfondie [24, 25, 26, 27, 30].

De ce point de vue, les cas du tore et de la bouteille de Klein sont intéressants parce
qu’ils sont les premiers groupes de tresses de surfaces (orientable et non orientable) sans

torsion, donc certaines techniques utilisées dans les cas de la sphére et du plan projectif



ne s’y appliquent pas. Le centre de ces groupes n’est pas trivial (voir [10, 57| pour le cas
du tore et la Proposition 2.2.4 pour le cas de la bouteille de Klein). De plus, 1'étude des
groupes de tresses de ces surfaces est la premiére étape pour obtenir des résultats qui se
généralisent a toute surface compacte (orientable ou non orientable). Par ailleurs, d’aprés
Fadell et Neuwirth, 'existence d’un champ de vecteurs non singulier sur ces surfaces
implique que ’homomorphisme p, de la suite exacte courte (1) admet une section. Il en
résulte que celle-ci se scinde pour tout n,m € N*. On peut donc décomposer les groupes
de tresses pures du tore et de la bouteille de Klein sous la forme d’un produit semi-direct,
ce qui n’est pas le cas pour les surfaces fermées de genre supérieur. Puisque le tore est
le revétement double orientable de la bouteille de Klein, il existe également une relation
forte entre leurs groupes de tresses respectives [31].

La premiére présentation du groupe de tresses du tore B,,(T) a n brins a été donnée
par Birman [10] en 1969, et on peut identifier le centre de ce groupe (il est isomorphe a
Z&®Z, voir aussi [57]). Birman a également exhibé une présentation des groupes de tresses
des surfaces orientables de genre supérieur. En 1970, Scott [61] a donné une présentation
pour les groupes de tresses d'une surface fermée quelconque, orientable ou non. Il existe
d’autres présentations des groupes de tresses de surfaces dans la littérature |5, 24, 29, 32|,

pour des surfaces a bord et en retirant des ensembles finis de points.

Chapitre 1 : Présentations des groupes de tresses

Nous commengons par donner de nouvelles présentations des groupes de tresses
(pures) du tore et de la bouteille de Klein qui mettent en évidence des similarités entre
ces groupes, ce qui permet d’obtenir de nouveaux résultats les concernant. En utilisant la
suite exacte courte de Fadell-Neuwirth (1), un raisonnement par récurrence et la méthode
de calcul de présentations des extensions de groupes [41], nous obtenons les présentations
suivantes.

Théoréme 1.3.1 (page 37) : Soit M le tore T ou la bouteille de Klein K. Le

groupe de tresses pures P,(M) de M admet la présentation suivante :

Générateurs : {a;, bj,i=1,...,n}U{C;;, 1 <i<j<n};



Relations :
1. aa; = aja;, (1<i<j<n);
2. al-_lbjai = bjajC;leHU a;, (1<i<j<n);

Cir, 1<i<j<k<n)ou(1<j<k<i<n),

3. a;le,kai = .
akC xCinay CinCiy Civapy (LS j<i<k <)y

Cig, 1<i<l<j<k<n)ou(1<j<i<l<k<n),

4. C‘_llcj,kci,l - 1 1
C@kcljrl kClkC kC],kClk Cl+1 ks (1 <1< ] < <k < n) ;

1y

) Tl CijCivry = aibiCria; by, (1<i<mn), siM =T,
J z+1C Cl+11]—bi01,ia;1b;1a;1, (1§z§n), 81]\4le7
i, (1<i<j<n), si M =T,
bbC’w ZH], (1<i<j<n), siM=K;
b taib; = a;b;C;;CLY bt (1<i<j<n), si M =T,
7. J J +1,577
b lajb; = a;b(Ci;CLY )7, (1<i<ji<n), siM=K;
J i+1,5 J
Cip, 1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n
b;lcj,kbiz o / Jon(l = % si M =T,
3 Ci-&-l,kCiTlejvkbkCZ KO, kbk17 (1<j<i<k<n);

Cip, 1<i<j<k< 1<j<k<i<n),
b =4 (I<i<j<ksnjou(l<y i<n) si M =K.
Cir11Cr Cinbi(CikCil )10, (1< j<i<k<n);

Des représentants géométriques des générateurs de ces groupes sont donnés dans la
Figure 1. En regardant de prés les générateurs b; de P, (K) dans la Figure 1, le point i se
trouve au milieu du losange, ce qui nous donne la (fausse) impression que ces générateurs
sont «les mémes» dans les cas du tore et de la bouteille de Klein, Cependant, lorsqu’on
choisit un autre point, nous pouvons observer la différence entre ces générateurs dans
la Figure 2. Ceci permet de constater que les deux groupes sont assez proches dans un
certain sens : par exemple, souvent le mot Cz‘,jCﬁrle dans P,(T) est remplacé par son

inverse dans P,(K).



Figura 2: La différence entre les générateurs b; de P,(T) et de P,(K)

En appliquant la méthode de calcul pour les extensions de groupes a la suite exacte

courte :
l1— P,(M)— B,(M) — S, — 1,
nous obtenons dans le résultat suivant des présentations des groupes de tresses B,(T) et
B, (K).
Théoréme 1.4.1 (page 52) : Soit M le tore T ou la bouteille de Klein K. Le

groupe de tresses B, (M) de M admet la présentation suivante :



Générateurs : a,b,01,-++ ,0p_1 ;

Relations :
1. 004410; = 044100441 ;
2. 0j0; = 0,04, 81 |i — j| > 2;
3. acj =o0ja,81 ) > 2,
4. boj =ojb, 517 > 2
5. b loya = oyao b toy

6. a(ora01) = (01a01)a ;

b(oytbort) = (o7 bo )b, si M =T,
b(oytboy) = (o7 oy b, si M =K ;

bab~ta~! si M =T,
ba~'bta"t st M =K.

2 _
8. 0109 0Op_20,_10p_o***020] =

Les éléments o4, ..., 0,_1 sont les générateurs habituels d’Artin, et par rapport aux
générateurs de P, (M), on a a = a; et b = b;. On s’apergoit qu’entre les présentations de
B, (T) et B, (K), les seules différences se trouvent dans les relations (7) et (8) ot il y a un
changement de signe de o et a respectivement.

Nous obtenons également une nouvelle présentation de P,(Nyy1), oit Ny est une
surface fermée non orientable de genre g + 1, g > 1. Cette présentation différe de celles
déja connues parce que nous ne regardons pas les surfaces comme des sommes connexes de
plans projectifs, mais plutot comme des sommes connexes de tores avec un plan projectif
ou avec une bouteille de Klein.

Théoréme 1.5.1 (page 65) : Soit Ny, une surface fermée non orientable de
genre g+ 1, g > 1. Le groupe P,(N,11) admet la présentation suivante :

Générateurs : {a;,,b; - 1<i<n,1<r<gtU{Ci;, 1<i<j<n};

Relations :



1. a0, =ajra;,, (1<r<g),(1<i<j<n)

arC’Z C; Tas, 1<r<s<
a;. a]sa”— B, 6% ( 9) (1<i<j<n)
2. a;, SO Cz—&-l,j’ (]- S s<r S g)

a;,'bjai, = bja;, O} Crpigaz,, (L<r<g), (1<i<j<n)
Cir, (I1<i<ji<k<nou(l1<j<k<i<n),
3. a;,) Cjrai, = i { J Jou (1<) ) (1<r<g)
arrCi iy kCikty, CinCiy Cia gy, (1< j <i <k <n);
Cip, 1<i<l<j<k<n)ou(l1<j<i<l<k<n),

4. C.‘llekai,l = . o . ] )
Ci,kC’lH’kC’l,kC’i’k Cj,kc’l,k Cl+1,k7 (1 <1< i <l<k< n);

1y

-1 .
Zg 1720 1, g pairr

1 -1
ngz (l ahg 1

-1 -1
. .o biC'l,iam Qg Qg 10, gbiai ga;
. H] i+1 ~6hJ i1,

1 1 . .
biC'l,iaivlam “Qig—10Q "Qi2a;7, ¢ impair

6. bjb; = bib;Ci;CLY 5, (1<i<j<n)
7. b aj b = aj,b;(Ci;CLL )70, (1<i<j<n), (1<r<g)

Cik, 1<i<j<k<n)ou(1<j<k<i<n),

8. b Cib; =
CiniwCry Ciabi(CinCrly )10, (1< j<i<k <)

Chapitre 2 : La suite exacte courte de Fadell-Neuwirth

La suite exacte courte de Fadell-Neuwirth (1) :
Lo Pu(MA\ {21, ,20}) = Parm(M) = Po(M) = 1

est un outil important dans I’étude des groupes de tresses de surfaces. L’un des principaux
problémes concernant cette suite exacte est de déterminer les valeurs de n et m pour
lesquelles elle se scinde [10, 17, 18, 24, 26, 29, 63]. Si M = D?, on voit facilement que la
suite se scinde pour tous n,m € N* parce que l'inclusion naturelle P, — P, ,,, qui est
définie en ajoutant m brins triviaux, est une section. Si M = S?, il existe une section pour

p au niveau géométrique [18] pour tous n,m € N*, et si M = RP? la suite se scinde si et



seulement si n = 2 et m = 1 (26, 63|. Les cas ot M est le tore ou la bouteille de Klein se
distinguent parce que la suite exacte courte se scinde pour tous n,m € N* [17] en raison
de I'existence d’un champ de vecteurs non singulier, ce qui n’est pas vrai en général pour
une surface compacte quelconque.

La proximité des présentations de P, (T) et P, (K) données par le Théoréme 1.3.1 per-
met d’exhiber des sections algébriques pour la suite exacte courte (1) de Fadell-Neuwirth
des groupes de tresses pures du tore et de la bouteille de Klein qui se ressemblent. L’idée

géométrique pour obtenir une section est de «doubler» le dernier brin.

Proposition 2.2.1 (page 72) : Soit M le tore T ou la bouteille de Klein K. Alors
en termes des présentations données par le Théoréme 1.3.1, Uapplication s : P,(M) —
P,1(M) définie sur les générateurs de P,(M) par :

.
a;—a;, t=1,...,n—1

bii—>bi7 1=1,...,n—1
Qp — ApQpy1

Oi7j'—>0i,j7 1§Z<]§n—1

n

-1
L Ci,n ? Ci,nCi,n—i—lC n+1s

by, — bpbpia siM=T
bn — bnbn-i-lcn,n-i-l si M = K,

s’étend a une section algébrique pour la suite exacte courte

1= m(M\A{x,...,2,}) = Pop1(M) —» P,(M) — 1.

En concatenant ces sections, on obtient une section de la suite exacte courte de
Fadell-Neuwirth (1) pour tous n,m € N* ce qui donne lieu & une description limpide
de la section. Ceci nous aide & mieux comprendre la structure (sous forme d’un produit

semi-direct itéré) de P,(T) et P,(K).
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Comme corollaire, on retrouve le fait, démontré dans [10, 57|, que le centre du groupe
de tresses du tore B, (T) est un groupe abélien libre de rang 2 engendré par les éléments
ay---ay, et by---b,. Nous démontrons également dans la Proposition 2.2.4 que le centre

2

du groupe de tresses de la bouteille de Klein B, (K) est engendré par (b, ---b;)* et est

isomorphe a 7Z, ce qui semble étre un résultat nouveau dans la littérature.

Pour les surfaces non orientables Ny, de genre g + 1, ou g > 2, Gongalves et
Guaschi [29] ont montré que la suite exacte courte de Fadell-Neuwirth (1) se scinde si et
seulement si n = 1, m étant quelconque. Nous obtenons également une section algébrique
explicite :

Théoréme 2.3.1 (page 97) : En termes des présentations du Théoréme 1.5.1,
Vapplication s : Py(Ngy1) = Py(Ngt1) définie sur les générateurs de Py(Nyiq) par :

.
~1 -1
by oy Gy

1,1 a1,1021 A1

—
{ air =—— Q1,, (1<r<g)
—

a1,4, Si g est pair
(1,9

-1 1 . . .
Qg1 Q,101,4, Sl g estimpair

\

s’étend a une section algébrique pour la suite exacte courte
15 Paa(Nya \ {e1}) = Pa(Nyir) = Pr(Npya) = 1.

La projection p, ne s’étend pas aux groupes de tresses B,(M). Cependant, la
suite exacte courte (1) se généralise en prenant un quotient intermédiaire de I’espace de
configuration F,,,(M) par le sous-groupe S, x S,, de S,im, ot n,m € N*. On obtient
ainsi des sous-groupes «miztesy de B, (M) de la forme By, (M) = w1 (Fopm(M)/(S, %

Sm)) pour lesquels il existe une fibration a la Fadell-Neuwirth :
b: Fn—l-m(M)/(Sn X Sm) — Fn<M)/Sm

qui provient de I'oubli des m derniéres coordonnées et dont la fibre s’identifie & F, (M \

{z1,...,2,})/Sm. Comme dans le cas des groupes de tresses pures, une application de
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la suite exacte longue en homotopie nous donne la suite exacte courte généralisée de

Fadell-Nevwirth :
1 — B(M\A{z1,...,2,}) — Bym(M) — B,(M) — 1. (2)

Peu de choses sont connues sur le scindement possible de cette suite exacte en général.
Dans le cas des groupes de tresses d’Artin B,,, comme pour P, il est facile de voir qu’il y
a toujours une section. Dans le cas des groupes de tresses de la sphére, quelques résultats
partiels sont connus 25|, mais le probléme est difficile, et reste ouvert en général.
Lorsque M est le tore ou la bouteille de Klein, I'existence d’'un champ de vecteurs
sur M nous permet de constater que la suite exacte courte (2) se scinde lorsque m est
multiple de n. Il n’est pas clair que la réciproque soit vraie, mais nous démontrons que

c’est bien le cas :

Théoréme 2.4.1 (page 100) : Soient m,n € N*. Si M est le tore ou la bouteille de

Klein, la suite exacte courte (2) se scinde si et seulement s’il existe | € N* tel que m = l. n.

Pour démontrer ce résultat, on détermine d’abord des présentations de B, (M)
puis du groupe B,, (M) /To(By (M \ {z1,...,2,})). Dans les deux cas, les présentations
pour le tore et la bouteille de Klein sont assez semblables. Ensuite, dans la suite exacte
courte (2), on prend le quotient du noyau et de By, (M) par I'a(B,, (M \ {z1,...,2,})),
ainsi le noyau devient abélien. Si la suite exacte courte (2) admet une section, il en est
de méme pour la suite exacte courte «quotientée». En analysant les images des relations

de B, (M), on obtient des renseignements sur cette section, ce qui permet de conclure.

La definition des groupes de tresses «mixtes» se généralise facilement a plusieurs

Foqtotny, (M)
Sn1><~--><Snk

facteurs. En effet, en posant B, ., (M) = m ( ), pour k,ni,...,n, € N*

quelconques, on se demande si la projection
p: Bnl,...,nk (M) — Bnl,...,nk,1 (M)7

obtenue en oubliant un seul bloc, admet une section. La réponse parait moins claire que

dans le cas du Théoréme 2.4.1, mais les méthodes que 'on a utilisées dans le cas k = 2
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s’adaptent aussi au cas général. Plus précisément, on démontre :

Théoréme 2.5.1 (page 126) : Soit M le tore ou la bouteille de Klein. S’il existe
L, ... Ik € N* tels que ng, = lyny+- - -+ lk_1ng—1, alors la projection p : By, . n, (M) —
By ng..ne_y (M) admet une section. Réciproquement, si la projection admet une section,

alors il existe ly,...,lx_1 € Z tels que n = ling + -+ - + lg_1np_1.

Ce résultat généralise celui du Théoreme 2.4.1. La question de l'existence d’une
section n’est pas pour autant complétement résolue dans le cas £ > 3 car la preuve du
Théoréme 2.5.1 ne permet pas de savoir si les coefficients [y, . . ., [_1 sont tous non négatifs
ounon. La géométrie du probléme laisse penser que ceux-ci ne peuvent étre négatifs. Nous
continuons a réfléchir sur ce probléme.

A lautre extréme, on peut considérer la projection p : Buy.ony (M) — By, (M)
obtenue en oubliant tous les blocs sauf le premier, et demander si elle admet une section.
Cette question est plus facile, et sa réponse est une conséquence immédiate de la solution
obtenue dans le cas k = 2. Ainsi, on déduit qu’il existe une section si et seulement si pour

tout ¢ = 2,...,k, il existe [; € N tel que n; = [;n;.

Chapitre 3 : Propriétés Résiduelles

Au Chapitre 3, notre objectif est d’étudier les séries centrales descendantes et déri-
vées des groupes de tresses de surfaces et leurs propriétés résiduelles. Si G est un groupe,
on rappelle que la série centrale descendante {I';(G)},5, de G est définie de maniére récur-
sive par I'1(G) = G, et I';11(G) = [I4(G), G] pour tout i > 1, et la série dérivée {G®}
de G est définie par G = G, et G = [GW GY] pour tout 7 > 0. Il est connu

i>0

que G est résiduellement nilpotent si ()5, I'i(G) = {1}, et est résiduellement soluble si
Ni>o G® = {1}. Ces deux séries jouent un role important dans I'’étude de G d’un point
de vue combinatoire.

On sait que tout groupe libre de rang fini est résiduellement nilpotent [48]. Lorsque

M est une surface orientable de genre g > 2, les groupes de tresses pures, P, et P,(M),
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sont résiduellement nilpotents pour tout n € N* [3, 7, 19, 44]. Nous étudions la série
centrale descendante et dérivée de P, (K). D’abord, nous obtenons les théorémes généraux

suivants sur les séries d’un produit semi-direct arbitraire.
Théoréme 3.2.8 (page 135) : Soient G, H groupes, et soit p : G — Aut(H) une

action de G sur H. On définit les sous-groupes L, ,K, et H, de la maniére suivante :

Ly=H
et pourn > 2 :
K, = {¢(g)(h).h7" : g€ T,1(G), h € H) ;
H, = {p(g)(h).h™" : g € G, h € Ly1) ;
L, = (K, H,,[H,L,_1]).

Alors ¢ induit une action (également notée p) de I',(G) sur L, et

To(H x,G) = Ly, x, Tn(G).

Théoréme 3.2.11 (page 136) : Soient G, H groupes, et soit ¢ : G — Aut(H)

une action de G sur H. On définit les sous-groupes V,, et ﬁ[n de la maniere suivante :

Vi=H
et pour n > 2 :
Hy = {p(g)(h).hL - g€ G, he Vo)

vV, = <Hn, H, Vn_1]>.
Alors ¢ induit une action (également notée ) de G™ sur Vi, .1, et

(H %, G)™ C Vi %, (G)™.

Ces résultats pourront servir pour étudier les séries centrales descendantes et dérivées

d’un produit semi-direct quelconque. A titre d’exemple, nous avons essayé de calculer les
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séries centrales descendantes et dérivées des groupes de tresses pures P,(K) de K (qui
s’écrivent sous la forme d’un produit semi-direct par la Proposition 2.2.1), et nous avons
obtenu des résultats partiels sur la structure de ces séries aux Lemmes 3.3.6 et 3.4.3, et a
la Proposition 3.3.7.

Quant au groupe de tresses (total) B, (M), on sait que si M est une surface orientable
de genre g > 1, alors B, (M) est résiduellement nilpotent si, et seulement si, n < 2 |3,
7, 27, 28]. Se M = RP? le résultat reste valable [30], mais il n’y avait pas de résultat
pour les surfaces non orientables de genre supérieur. Lorsque M = K, nous obtenons le
théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1 (page 148) : Le groupe de tresses de la bouteille de Klein, B, (K),

est résiduellement nilpotent si et seulement st n < 2.

Pour démontrer le Théoréme 3.3.1, on montre d’abord que si n > 3, B, (K) n’est
pas résiduellement nilpotent, la méthode étant semblable au cas du tore. On considére la
suite exacte courte :

Iy (Bn(K)) Ba(K) 5 Ba(K)

' RBE) T TBK)  Ta(B.(K)

— 1,

et en utilisant notre présentation de B, (K), on montre que p est un isomorphisme.
Le cas n = 2 est plus compliqué. On se sert du Théoréme 3.2.5 de Gruenberg, la

suite exacte courte

1 = Py(K) = By(K) = Sy — 1,

et le fait que Sy = Zy est 2-fini. Il suffit alors de montrer que P»(K) est résiduellement
2-fini. Ceci étant, By(K) est résiduellement 2-fini et alors résiduellement nilpotent.

Il convient de réduire le probléme aux groupes de tresses pures parce que nous
pouvons écrire P5(K) = m (K \ {z1}) %, s(P1(K)), c’est-a-dire sous la forme d’un produit
semi-direct d’un groupe libre avec m;(K), et ces deux groupes sont résiduellement 2-finis
(en particulier, ils sont résiduellement nilpotents). Cependant, le produit semi-direct de
deux groupes résiduellement 2-finis (respectivement résiduellement nilpotents) n’est pas

résiduellement 2-fini (respectivement résiduellement nilpotent) en général.
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Nous avons essayé¢ de calculer I',,(P,(K)) en utilisant le Théoréme 3.2.8, ce qui nous

ameéne a faire la conjecture suivante :

Conjecture : La série centrale descendante de Po(K) pour n > 2 est donnée par :
[n(P(K)) = <@3Ha 7w e Ti(m(K\ {n}), 2 <i < n> X <(aza1)2n71>.

Si la conjecture est vraie, alors on peut en déduire que P»(K) est résiduellement 2-
fini, et donc résiduellement nilpotent. Pour cela, on considére la série {7/ G}, définie de
maniére récursive par /G = G, et 771G = ([G,7/G], ¢* : g € 7' G) pour tout i € N*. 1l
est connu que si G est de type fini, alors G est résiduellement p-fini si [, WG = {1} [56].

Nous souhaitons calculer cette série lorsque p = 2 et G = P,(K).

Proposition 3.3.7 (page 156) : Si la conjecture ci-dessus est vraie, alors
T2P(K) = (Tu(Pa(K)), B, (bab1)* )

pour n > 2. Donc, Po(K) est résiduellement 2-fini.

En fait, en utilisant la Proposition 3.6.1, le produit semi-direct de deux groupes
2-finis est 2-fini si 'action est triviale mod 2. Ceci permet de montrer que P,(K) est rési-
duellement 2-fini, donc By (K) l'est également. Par conséquent, By (KK) est résiduellement
nilpotent.

Plus généralement, Bellingeri et Gervais ont montré récemment [6] que P, (M) est
résiduellement 2-fini pour toute surface M non orientable compacte différente de RP2.
Dans la Proposition 3.5.2, nous déduisons de maniére semblable au cas de la bouteille de
Klein que B,,(M) est résiduellement nilpotent si et seulement si n < 2.

Nous étudions également les séries dérivées des groupes de tresses du tore et de la
bouteille de Klein, et nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.4.1 (page 159) : Soit M le tore T ou la bouteille de Klein K. Alors
B, (M) est résiduellement soluble si et seulement si n < 4.

Gongalves et Guaschi ont montré que la méme conclusion est vraie pour B, (S?) [27],
et aussi pour le plan projectif RP? mais en excluant le cas n = 4, c’est-a-dire si n # 4,

B, (RP?) est résiduellement soluble si et seulement si n < 3 [29]. Pour les autres surfaces
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compactes non orientables, en utilisant les résultats récentes de [6], le Théoréme 3.2.5
de Gruenberg, le Théoréme 3.5.1 et [29], nous concluons que B, (M) est résiduellement
soluble si et seulement si n < 4, pour tout surface non orientable M (y compris le plan
projectif). De plus, nous donnons une présentation pour le groupe (B,(T))") dans la

Proposition 3.4.4.

Chapitre 4 : Une application a ’ordonnabilité

On termine cette thése au Chapitre 4 en analysant la cléture normale de B,, dans
B,(T), ou de maniére équivalente, la cloture normale ((c;)) de oy dans B,(T). A la
Proposition 4.1.1 et au Corollaire 4.1.2, nous donnons une présentation de ((o1)) et de
son abelianisé <<01)>Ab respectivement. Ce sous-groupe pourrait se révéler utile pour
étudier d’autres propriétés des groupes de tresses d’une surface, comme ’ordonnabilité
par exemple. En se servant de I’expansion de Magnus, on sait que P, est biordonnable pour
tout n € N* [43, 60]. P. Dehornoy [13] a demontré que B, est ordonnable & droite pour
tout n € N*. Pour les groupes de tresses pures d’'une surface compacte fermée M, nous
savons également pour quelles surfaces P, (M) est ordonnable & droite ou biordonnable [33,
43, 60]. Dans le cas des groupe de tresses de surfaces, presque aucun résultat n’est connu,
en dehors du cas n = 1 (le groupe fondamental de M), et de S? et RP? dont les groupes
de tresses admettent de la torsion, et par conséquent ne sont pas ordonnables & droite.
En utilisant nos résultats sur ((oy)), nous démontrons au Théoréme 4.2.1 (page 179) que
By(T) est ordonnable & droite. Malheureusement la démonstration ne s’étend ni a des
valeurs de n supérieures, ni a des surfaces de genre supérieur. Nous sommes toujours a la

recherche d’une démonstration de I'ordonnabilité & droite de B, (T) pour n > 3.



Introducao

Os grupos de trangas foram introduzidos por E. Artin |1, 2] em 1926 de uma forma
intuitiva e geométrica com o objetivo de estudar os nds. Sao objetos importantes e inte-
ressantes porque aparecem em contextos diversos (geometria, algebra, topologia, sistemas
dindmicos, singularidades...), o que implica que podem ser estudados de varios pontos de
vista, mas também porque sao exemplos tipicos de familias maiores de grupos (grupos
de trangas de superficies, grupos de Artin-Tits, grupos de Garside...). Uma consequéncia
disto é que o espectro de aplica¢oes dos grupos de trancas é grande, por exemplo em teoria
dos noés e entrelacamentos, topologia de baixa dimensao, em particular em dimensoes 2 e
3, “mapping class groups”, geometria, equagoes algébricas e até em robotica e criptografia
(veja [11, 14, 40, 53] por exemplo).

Entre as diferentes defini¢oes existentes, o grupo de trancas de Artin, B,,, pode ser
visto como um subgrupo do grupo de automorfismos do grupo livre F,,, o que nos da
imediatamente uma solugao para o problema da palavra [1|. Posteriormente, Garside [22]
usou a estrutura do monoéide associado e obteve formas normais, com isso ele fez uma nova
demonstracao para o problema da palavra, além de resolver o problema da conjugacao
em B,. Além disso, sabemos que B,, é livre de torcao para todo n e uma demonstracao
puramente algébrica foi dada por Dyer [15].

O estudo dos grupos de trancas teve um grande impulso, quando V. Jones [42]
descobriu nos anos 80 uma nova representacao para os grupos de trangas, o que gerou
o famoso polinémio de Jones da teoria de nos. Além disso, os grupos de trancas sao
ordenéveis a direita [13|, o que nos da outra demonstracao que B, é livre de torgao,
para todo n. Sabemos também, que os grupos de trancas B, sao lineares para todo
n |9, 45, 46]. Outras propriedades gerais dos grupos de trangas de Artin podem ser vistos
em [8, 12, 34, 38, 55, 58|.

Apesar de ser um assunto muito estudado nos ultimos anos ha ainda muito a ser

feito nesta area. Em particular o estudo de grupos de trancas de superficies desponta

17
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como uma sequéncia natural dos trabalhos feitos até aqui para os grupos de trancas de
Artin, dos grupos de trancgas da esfera e do plano projetivo.

Usando espagos de configuracdo, Fox e Neuwirth [20] generalizaram os grupos de
trangas (puras) para qualquer variedade compacta M de dimensao d > 2, ou para uma
tal variedade com uma quantidade finita de pontos retirados. Definimos o n-ésimo espaco

de configuracao de M do seguinte modo:
Fo(M)={(z1,...,2,) : v, € M, x; Fx;8¢1#j}.
O grupo de trancas puras de M com n cordas é definido por

Bu(M) = mi(Fu(M), (p1, - -, n));

onde (pi,...,p,) é um ponto base em F,(M). O grupo simétrico S,, age livremente em
F,,(M) pela permutagao das coordenadas, o quociente correspondente seréa denotado por

D, (M) = F,(M)/S,. O grupo de trangas (total) de M com n cordas é entao definido por

By (M) = mi(Dn(M), [(p1, - -, pn)]),

onde [(p1, - - ., pn)] € um ponto base em D, (M) e [(p1, ..., pn)] denota a classe de (p1, ..., pn)
em D,(M). Note que, para n = 1, temos

Pl(M) = Bl(M) = 7T1(M).

Segue entdo que o grupo de trancas (puras) de M é uma generalizagdo do seu grupo
fundamental. Se M ¢ o disco D?, temos que B,(M) é o grupo B, e o grupo das trancgas
puras de Artin ¢ P,(D?), que denotamos por P,. Se M ¢ uma variedade compacta de
dimensao d > 3, Birman [10] provou que seu grupo de trangas puras P,(M) é isomorfo ao
produto de n copias de w1 (M) e por isso o estudo de grupos de trangas é mais interessante

quando temos uma superficie.

Usando a construgao de Fadell e Neuwirth [17], temos que a projegao
p:Epim(M) — F,(M)

(xla~~-7xn7xn+17---7mn+m) L (*rlv"'wrn)
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é uma fibra¢ao localmente trivial, com fibra que se identifica a F,,(M \ {z1,...,2,}).
Tomando-se a sequéncia exata longa em homotopia desta fibragao, obtemos a sequéncia

exata curta de Fadell-Neuwirth
1= Po(M\{z1,...,2,}) = Popn(M) 5 P, (M) — 1 (3)

onde n > 3 se M ¢é a esfera S* [16, 18], n > 2 se M ¢é o plano projetivo RP? [63] e n > 1
nos outros casos [17] e, p, ¢ o homomorfismo induzido da projegao p. Tal sequéncia é uma
ferramenta importante e foi muito utilizada e estudada neste trabalho.

O objetivo principal dessa tese é estudar as propriedades algébricas e topologicas dos
grupos de trangas (puras) do toro T e da garrafa de Klein K, destacando suas semelhangas
e diferencas.

Uma das primeiras questoes é encontrar presentacoes para tais grupos. Sabemos

que o grupo de trancas de Artin admite a seguinte presentacao:

0,05 = 004, S€ |Z—j| 227
B,=(o01,...,0,1: .
004103 = 0i4+10;0i41.

Fadell e Van Buskirk [18] em 1962 conseguiram uma presentacao para B, (S?), depois Van
Buskirk [63] em 1966 mostrou uma presentagiao para B, (RP?). Tais grupos sio casos
particulares no estudo de trangas de superficies, pois tém centro nao trivial (como no caso
do grupo de trangas de Artin), tém elementos de torcao [18, 52, 63| e alguns sao finitos.
Recentemente, tais grupos tém sido vastamente explorados [24, 25, 26, 27, 30].

O caso do toro e da garrafa de Klein sao interessantes a serem estudados pois sao
os primeiros grupos de trangas de superficie (orientével e nao orientavel) sem torgao,
portanto muitas técnicas utilizadas no caso da esfera e do plano projetivo nao podem
ser utilizadas neste caso. Também possuem centro nao trivial (veja [10, 57] para o caso
do toro e a Proposi¢do 2.2.4 para o caso da garrafa de Klein). Além disso, o estudo
dessas superficies é o primeiro passo para conseguir generalizar os resultados para qualquer
superficie compacta (orientavel e nao orientavel). Além disso, a existéncia de um campo
de vetores nao nulo nestas superficies implica que a sequéncia de Fadell-Neuwirth cinde

para todo n, m, portanto podemos escrever o grupo de trancas puras do toro e da garrafa
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de Klein como produto semi-direto. Sabemos também, que devido ao fato do toro ser
o recobrimento duplo orientével da garrafa de Klein, existe uma forte relacao entre seus
respectivos grupos de trangas [31].

A primeira presentagao de B, (T), grupo de trangas do toro, foi dada por Birman [10]
em 1969, onde podemos identificar o centro deste grupo que é isomorfo a Z & Z. Neste
artigo, ela também encontrou uma presentagao para o grupo de trangas de outras super-
ficies orientéveis. Para finalizar, Scott [61] em 1970 mostrou uma presentacao para toda
superficie fechada, orientével ou nao. Existem outras presentacoes de grupos de trancgas de
superficies na literatura, incluindo presentagoes no caso de superficies com bordo e pontos
removidos [5, 24, 29, 32|, onde cada autor calcula a presentagdo mais conveniente para
seu proposito. Neste trabalho também obtivemos uma nova presentacao para o grupo de
trangas (puras) do toro e da garrafa de Klein que evidéncia a semelhanga de tais grupos,
facilitando a conclusao dos novos resultados sobre os dois grupos. Conseguimos as novas
presentacgoes usando a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth, inducao e o método de
célculo de presentagao de extensoes de grupos [41]| que esté descrito no Capitulo 1. Temos
os seguintes resultados:

Teorema 1.3.1: Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. O n-ésimo grupo de
trangas puras, P,(M), admite a sequinte presentagdao:

Geradores: {a;, b, i =1,...,n} U{C;;, 1 <1< j<n};

Relagoes:

1. aa; = aja;, (1 <i<j<n);

1 -1 -1 S
2. a; bjai = bjaij Ci+17ja/j , (1 <1<y < n),

Cik, 1<i<j<k<n)ou(1<j<k<i<n),

3. a;leykai = 1 1 1
axCiyy 1 Cinay CinCry Ciprp, (1 <5 <i <k <n);

7

Cik, 1<i<l<j<k<n)ou(l1<j<i<l<k<n),

4. CTCMC,'J - —1 1 1 S
Ci,kClH’kC’l,kCi,k CJ}kCl,k Ol+1,k7 (1 <1< < l<k< n);

(2
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5 [Tjcis Cij Cinny = aibiCriar 7, (1<i<n), se M =T,

[T—iy1 CiiCihy = biCriay b lai !, (1< <n), se M =K;

bibi = bibj, (1<i<j<n), se M =T,
6.

bib; = b;b;C; C;rlj, (1<i<j<n), se M =K

b tab; = a;b;C; ;CLYL b, (1 <i < j<n), se M =T,

b taib; = a;b;(C;, Cerl]) 1bj_l, (1<i<j<n), se M =K

(

Cip, 1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n

bl-_lcj,k:bi: - ( J ) ( J ) se M =T,

3 Ci—&-l,koijkloj,kbkcz kC it1, kbkl, (1 < j <i< k < TL)

Cir, (1<i<j<k<n)ou(1<j<k<i<n),
biC b= | G LS Jou{l <] <n) se M =K.

Cir11Cr Cinbi(CikCil ) 710, (1< j <i <k <n);

\

Usando o fato que B,,(M) é uma extensao de P,(M) pelo grupo simétrico, obtemos

0 seguinte teorema.

Teorema 1.4.1: Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. O n-ésimo grupo de
trangas, B,(M), admite a sequinte presentagdo:
Geradores: a,b,01,...,0,_1;

Relacgoes:
1. 0404410; = 04410404415
2. gj0; = 0,04, se |i —j| > 2;
3. ao; = oja,se j > 2;
4. boj = ojb, se j > 2;
5. b~ loya = oyao b~ oy;

6. a(ora01) = (01007)a;

b(oytbort) = (o7 boy )b, se M =T,
b(oytboy) = (o7 boy b, se M =K;
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bab—ta=! se M =T,
ba"'bla"t se M =K.

2 _
8. 0109 0p_20, _10p_o-"*020] =

Observamos nos Teoremas 1.3.1 e 1.4.1 a semelhanca dos grupos de trangas (puras)
do toro e da garrafa de Klein. Em P,(M) vemos quatro relagoes idénticas (1,2,3 e 4),
trés relacoes que a tnica diferenca é o sinal do elemento C} kC’ i1, além das relagoes (5)
de superficies que se diferem. Em B, (M) temos apenas as relagoes (7) e (8) distintas e a
tnica diferenca é o sinal dos elementos o7 e a, respectivamente.

Além disso, encontramos uma nova presentacao para P, (M), onde M é uma super-
ficie compacta nao orientavel, a qual se difere das presentacoes ja conhecidas pois nao
visualizamos as superficies como soma conexa de planos projetivos, mas sim como soma
conexa de toros com um plano projetivo ou soma conexa de toros com uma garrafa de
Klein.

Teorema 1.5.1: Seja Ny uma superficie nao orientdvel de genus g +1, g > 1.
O grupo P,(Ny4+1) admite a sequinte presentagdo:

Geradores: {a;,,b; - 1<i<n,1<r<gtU{Ci;, 1<i<j<n}

Relagoes:

1. ai,raj,’r = aj,ra'i,m (1 S r S g)a (1 S { <] S TL),

a; O Cijaitaje, (1<r<s<
a;, ajsa”: irCir1;Cigyrtis 9) (1<i<j<n)
2. a;,sC7j Ci j, (1<s<r<g)

ba”—baﬂC Clﬂjaﬂ, (1<r<g),(1<i<j<n)

Cip, (1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n),
(lk’rC:}LkC e rCJ kC Cz+1 ks (1 < j <i<k< n);

1

Cik, 1<i<l<j<k<n)ou(l1<j<i<l<k<n),

4. C-_llcjkCLl — 1 ] ]
(Jz-,k(]ljrl,k(]lk(] kC JCClk Ol+1 ks (1 S 1<) S <k S n);

1y

-1 ~1 ~1
b;Chia; 1aio- - a; 1ang A, q0;

n -1 5, ) i,g—1 "
5. Hj:’iJrl Ci,jcz‘+1,j - —1 -1 .-
biClyia“ Qi Qig-10;, bl a;, gaz,g 177" Qi2a; 7, g€ impar

-1 .
aijgai,l s ge par
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6. b]bZ = bz-bjC'i’j zti-ll,jv (1 <1 <j < n),

7. b;lajmbi = ajmbj(Ci,jC;_le)_lb;l, (1 S 7 < j S n), (1 S r S g),

Cik, 1<i<j<k<n)ou(1<j<k<i<n),

8. bl'_lcj,k:bi -
Ci—&—l,kcijkloj,kbk(Cz’,kci_;l’k)ilb];ly (1 <j<i<k< TL)

Tais resultados estao descritos no Capitulo 1.

Ja definimos acima a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth (3),
1= Pu(M\ {1, 2,}) = Parm(M) 5 Po(M) - 1

a qual é uma ferramenta importante no estudo de grupos de trancas de superficies. Uma
das principais questoes na area é para quais valores de n,m a sequéncia cinde [10, 17,
18, 24, 26, 29, 63]. Se M ¢ o disco D?, vemos com facilidade que a sequéncia cinde para
todo n,m, pois a inclusao natural P, — P,.,, que acrescentamos as tultimas m cordas
triviais ¢ uma secgdo. Se M = S? existe uma seccio para p no nivel geométrico [18] e
para M = RP? a sequéncia cinde se, e somente se, n = 2 e m = 1 26, 63]. Os casos em
que M é o toro ou a garrafa de Klein se destacam pois a sequéncia cinde para todos os
valores de n, m € N* [17], devido a existéncia de um campo de vetores ndo nulo, o que nao
é verdade em geral para uma superficie compacta qualquer. No Capitulo 2 calculamos
explicitamente esta sec¢ao em termos dos geradores. Obtivemos o seguinte resultado:
Proposicao 2.2.1: Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. FEntao, com as
presentacgoes dadas no Teorema 1.5.1, a aplicagao s : P,(M) — P,.1(M) definida nos

geradores de P,(M) por:

a;—a;, t=1,...,n—1
bi'—>bi, 1=1,...,n—1
Qp — Oyt

Ci7j>—>Ci,j, 1<i1<y3j<n—-1

-1
Cip — Ci,noi,n+10n,n+17



24

by, — bpbyiq se M =T
by, — bnbn-i-lon,n—l—l se M =K,

se estende a uma seccao algébrica para a sequéncia exata curta
1 —m(M\A{x,...,2,}) — Poy1(M) — P,(M) — 1.

A ideia geométrica dessa sec¢ao é duplicar a ultima corda no sentido do campo de
vetores nao nulo. A composicao de tais sec¢oOes fornece uma seccao da sequéncia exata
curta de Fadell-Neuwith (3) para todo n, m.

Utilizando esta seccao, calculamos o centro de tais grupos. E conhecido [10, 57] que
o centro de B, (M) é trivial se M # S?, RP? D?, S! x I, T, K, S'XI (faixa de M&bius),
o centro de B, (S?) é isomorfo a Z, e o centro de B, (T) é isomorfo a Z & Z. Conseguimos
identificar o gerador do centro de B,,(K) provando que é isomorfo a Z na Proposi¢ao 2.2.4.

No caso de superficies nao orientaveis de genus g > 3, a sequéncia exata curta de
Fadell-Neuwirth cinde se, e somente se, n = 1 [29]. Calculamos também uma seccao
algébrica da sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth neste caso, obtemos o seguinte:

Teorema 2.3.1: Em termos da presentacao dada pelo Teorema 1.5.1, a aplicagao
s: Pi(Ngy1) = Po(Nyy1) definida nos geradores de Py(Nyy1) como:

4
by > bian1 - az;

Q1,1 11021 0p1

—
{ Ay > Q1p, (1 <r <g)
a4, Segeé par
a1,g ’ ) .
Qg1 Q,101,4, S€geé impar

€ uma seccao para a sequéncia erata curta
1— Pn—l(Ng+1 \ {ZL‘l, ... ,I’m}) — Pn(Ng+1) — P1<Ng+1) — 1.

A projecao p, nao se estende aos grupos de trancas B, (M), mas podemos obter uma

generalizagao da sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth se considerarmos o quociente
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intermediario do espago de configuragoes F, (M) pelo subgrupo S, x S, de S,im,

n,m € N*. Obtemos assim subgrupos de trangas mistas de Bp,1n,(M) da forma
Bym(M) = my(Enpm (M) /(S0 X Spm))
para os quais existe uma fibragao a la Fadell-Neuwirth:
P Fugm(M)/ (S0 X Spn) — Eo(M)/ Sy

obtida “esquecendo-se” as m ultimas coordenadas e que tem como fibra F,,(M\{x1,...,2,})/Sm-
Como no caso dos grupos de trancas puras, uma aplicacao da sequéncia exata longa em

homotopia leva a sequéncia exata curta de Fadell-Nevwwirth generalizada,
15 B(M\ {21, ., 20 }) = Bu(M) = By(M) > 1 (1)

onden >3se M =S? n>2se M =RP?en > 1 nos outros casos. Pouca coisa é
conhecida sobre a possibilidade desta sequéncia cindir em geral. No caso dos grupos de
trancas de Artin, é facil ver que sempre podemos obter uma sec¢ao. No caso do grupo de
trangas da esfera, alguns resultados parciais sao conhecidos [25], mas o problema é dificil
e o caso geral ainda esta em aberto.

No caso que M é o toro ou a garrafa de Klein, a existéncia de um campo de vetores
nao nulo nos permite verificar que a sequéncia exata curta (4) cinde se m é multiplo de n.
Nao é claro se a reciproca ¢ verdadeira, mas conseguimos demonstrar que sim no teorema
seguinte:

Teorema 2.4.1: Seja m,n € N. Se M € o toro ou a garrada de Klein, a sequéncia

exata curta de Fadell-Neuwirth generalizada
1 — B, (M \{z1,...,2,}) — Bym(M) — B,(M) — 1

cinde se, e somente se, existe [ € N tal que m = [.n.
Para obtermos este resultado, primeiro calculamos presentagoes para By, (M) na
Proposicao 2.4.5, as quais sao bastante similares nos casos do toro e da garrafa de Klein.

Depois, obtivemos uma presentagao para By, ,,(M)/Ty(B,, (M \ {z1,...,2,})) e supomos
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que existe um homomorfismo ¢ : B,(M) — By (M) /To(Bm(M \ {z1,...,2,})), conse-
guindo informagoes sobre este homomorfismo o que permite obter o resultado.

A definicao de trancas mistas se generaliza facilmente para mais fatores. De fato,
definindo B, ., (M) = m (%), para k,nq,...,n; € N* quaisquer, nos per-

guntamos se a projecao
D Bn1,---7nk(M) — Bm7---,nk—1(M)

que esquece apenas um bloco, admite uma sec¢ao. Mostramos o seguinte:

Teorema 2.5.1: Seja M o toro ou a garrafa de Klein. Se ny, = lyny~+- - -+ 1lp_1np_1,
para ly, ..., l,_1 € N quaisquer, entao a proje¢io p : By, n. (M) — Bpjno...n, (M)
admite uma sec¢ao. Reciprocamente, se a projecao admite uma secgao, entao ng = lyng +
coe - lg_ng_1, paraly, ... lx_1 € Z.

Este resultado generaliza o Teorema 2.4.1, mas a resposta ainda nao esta completa
para k > 3 pois nossa demonstracao nao nos permite decidir se os coeficientes sao todos
positivos ou nao, mas a geometria do problema nos induz a conjecturar que nao.

No outro extremo, podemos considerar a projegao p : By, . .. (M) — B, (M),
na qual esquecemos todos os blocos com exe¢ao do primeiro e questionar se admite uma
seccao. Esta pergunta é mais facil de ser respondida pois é uma consequéncia imediata
do Teorema 2.4.1, ou seja, admite uma seccao se, e somente se, para todo i = 2,...,k
existe [; € N tal que n; = [;n;.

No Capitulo 3, nosso foco foi propriedades residuais dos grupos de trancgas e estudar
suas respectivas séries centrais descendentes e derivadas. Lembramos que se G é um grupo,
a série central descendente {I';(G)},5, de G ¢ definida recursivamente por: I'y(G) = G
e ['i1(G) = [G,Ti(G)], para i > 1. A série derivada {G?W} _ de G ¢é definida por
GO =G e GUHY = [GD,GW] para i > 0. Se sabe que G é residualmente nilpotente se
Ni>1 Li(G) = {1} e G ¢é residualmente solvel se ;5 G = {1}. Estas duas séries sio
importantes no estudo de G do ponto de vista combinatorio.

Sabemos que todo grupo livre de posto finito é residualmente nilpotente [48]. No

estudo dos grupos de trangas puras, tem-se que P, e P, (M) sao residualmente nilpotentes
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para todo n, onde M é um superficie orientavel de genus g > 2 [3, 7, 19, 44]. Comegamos
estudando as séries centrais descendentes e das derivadas de P,(K). Primeiro conseguimos
os seguintes teoremas gerais sobre séries de um produto semi-direto:

Teorema 3.2.8: Sejam H e G grupos e seja ¢ : G — Aut(H) uma agao de G em

H. Definimos por inducao os sequintes grupos: L, K, e H,.

Li=H
para n > 2, definimos:
K, = {(¢(g)(h).h7' : g € Ty1(G), h € H);
H, = {p(g)(h)-h™" : g € G, h € Ln_1);
L,= (K, H,,[H,L,1]).

Entao ¢ induz uma agao (também denotada por ¢) de I'(G) em L, e
L, x,T,(G) =T,(H %, G).

Teorema 3.2.11: Sejam H e G grupos e seja ¢ : G — Aut(H) uma agao de G em

H. Definimos por indugao os sequintes grupos: V,, (paran >1) e H, (para n > 2), onde

Vi = H;
para n > 2, definimos:
H, = {p(g)(h).h™" : g € G, h € Vin);
Vi = (Ho [H, Vo)),

Entio ¢ induz uma agio (também denotada por ¢) de G™ em Vi1, e
(H x, G)™ C Vg %, G™,

Tais resultados podem ser uteis para o estudo das séries centrais e descendentes e das
derivadas de um produto semi-direto qualquer. Como P, (K) se escreve como um produto
semi-direto pela Proposi¢ao 2.2.1, tentamos calcular as séries centrais descendentes e das
derivadas desses grupos usando os resultados acima e obtivemos resultados parciais sobre

a estrutura das séries para P, (K) no Lema 3.3.6, na Proposi¢ao 3.3.7 e no Lema 3.4.3.
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No estudo do grupo de trangas (total), até o momento era conhecido que se M é
uma superficie orientavel de genus g > 1, entdo B, (M) é residualmente nilpotente se, e
somente se, n < 2 [3, 7, 27, 28]. Se M = RP? o0 mesmo resultado é valido [30], mas nao
existia nenhum resultado para outras superficies nao orientaveis. No caso que M = K,
obtivemos as mesmas condicoes:

Teorema 3.3.1: B,(K) ¢ residualmente nilpotente se, e somente se, n < 2.

Para outras superficies nao orientaveis, utilizando um trabalho recente de P. Bel-
lingeri e S. Gervais [6], conseguimos concluir que o mesmo ¢ valido. O método usado foi
provar que P»(M) é residualmente 2-finito e depois utilizar o Teorema 3.2.5 de Gruenberg
para concluir o mesmo para By(M). Consequentemente By(M) é residualmente nilpo-
tente. Para n > 3, usando as relagoes de Artin e uma presentagao de B, (M), mostramos

que B, (M) nao é residualmente nilpotente na Proposigao 3.5.2.

Estudando as séries das derivadas, provamos o seguinte:

Teorema 3.4.1: B,(T) e B, (K) sao residualmente soliveis se, e somente se, n < 4.

De fato, tal condi¢do ¢ a mesma para outras superficies (orientaveis e nao orien-
taveis) 6, 27, 29| e damos maiores detalhes no Capitulo 3. Além disso, demos uma
presentacdo para o grupo (B, (T))™") na Proposicio 3.4.4.

Finalizamos no Capitulo 4 analisando o fecho normal de B, em B,(T), ou equiva-
lentemente, o fecho normal de o7 em B, (T). Obtivemos presentagdes para ({c7)) e para o
seu abelianizado, ( <01>)Ab, na Proposicao 4.1.1 e no Corolério 4.1.2, respectivamente. Tal
subgrupo pode ser 1til para estudar varias propriedades dos grupos de trangas de superfi-
cies, uma delas é a ordenabilidade desses grupos. Em relacao a ordenabilidade dos grupos
de trancas ja sao conhecidos alguns resultados importantes. Usando-se a “expansao de
Magnus” foi provado que P, é biordenavel para todo n [43, 60] e P. Dehornoy [13] provou
que B,, é ordenavel a direita para todo n. Para o grupo de trancas puras de uma superficie
M, ja temos uma resposta completa para quais delas P, (M) sdo ordenéveis a direita e/ou
biordenéveis [33, 43, 60|. Para o grupo de trangas (total) de superficies ainda nao havia
nenhum resultado (se M # S? RP?). Conseguimos provar usando o fecho normal de o,

em B, (T) que para n = 2 tal grupo é ordenavel a direita no Teorema 4.2.1. Nossa técnica
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nao se estende para generalizar o resultado para outras superficies e nem para n > 3, mas

continuamos a refletir sobre a questao.



Capitulo 1

Presentacoes dos Grupos de Trancas

O objetivo deste trabalho é estudar os grupos de trangas do toro T e da garrafa de
Klein K, a partir de um ponto de vista algébrico e topologico. Embora sejam conhecidas
algumas presentagoes destes grupos (P. Bellingeri, J. Birman, J. Gonzélez-Meneses, G. P.
Scott, entre outros |5, 10, 32, 61]) optamos em calcular novas presentagoes para facilitar
a comparagao entre eles. Neste capitulo, obtivemos novas presentacoes para os grupos de
trangas (puras) do toro e da garrafa de Klein, obtendo os Teoremas 1.3.1 ¢ 1.4.1. Nestes
teoremas fica evidente a semelhanca entre estes grupos. Além disso, generalizamos essa
nova presentagao do grupo de trancas puras da garrafa de Klein para outras superficies
nao orientaveis no Teorema 1.5.1, a qual se difere das presentagoes ja conhecidas pois nao
visualizamos as superficies como soma conexa de planos projetivos, mas sim como soma
conexa de toros com um plano projetivo ou soma conexa de toros com uma garrafa de

Klein.

1.1. Introducao

O grupo de trangas do plano (também chamado de grupo de trancgas de Artin) foi
definido por Artin em 1925 [1], veja também [2]. Tal grupo pode ser definido geometri-
camente do seguinte modo:

Seja P = {p1,...,pn} um conjunto de pontos distintos no disco D?. Definimos uma
n-tranga geométrica como sendo uma cole¢ao 5 = (S, ..., 5,) de n caminhos de [0, 1] em

D?, satisfazendo:
e para todoi=1,...,n, 5;(0) =p; e Bi(1) € P.

e para todo t € [0,1], o conjunto {S(t),...,B.(t)} consiste exatamente de n pontos

distintos de D?.

30
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A imagem de cada [; é chamada de corda da tranga. Podemos considerar, para
melhor visualizacao, os caminhos (5;(t),t) € D? x [0,1]. A ideia é que, visualizando o in-
tervalo unitario como sendo vertical, temos n cordas descendo continuamente no intervalo,

mas sem intersecgoes entre elas. Exemplos na Figura 1.1.

5L

' :

3-tranca Nao é uma tranca

Figura 1.1: Exemplos

Cada tranca geométrica [ determina uma permutacao 7 no grupo simétrico S,
definida por 7(i¢) = j se ; tem como ponto final p;. Por exemplo, a 3-tranca da Figura
1.1 tem permutagao (123). Uma tranca que tem a permutagao trivial é chamada de
tranca pura.

O grupo de trancas de Artin B, serd a cole¢ao de todas as n-trangas geométricas,
salvo homotopia. Para estar bem definida a estrutura de grupo, precisamos utilizar homo-
topia para classificar trangas topologicamente equivalentes. Duas trancas (3, 8’ sao ditas
equivalentes se existir uma homotopia entre elas, tal que a todo momento da homotopia
temos uma tranca geométrica bem definida. A ideia é deformar uma tranga na outra,
fixando os pontos iniciais e finais.

O produto de duas trancas é definido por concatenac¢ao dos caminhos de duas trancas
geométricas (veja na Figura 1.2). O elemento trivial é a n-tranga em que cada caminho
f; € uma linha retas de (p;, 0) até (p;, 1) (veja na Figura 1.3).

O grupo de trangas de Artin, B,, tem como geradores oy,...,0,_1 (também cha-
mados de geradores de Artin) que podem ser visualizados na Figura 1.4 junto com seus

INVersos.
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Q3 >
C

Bo * B

" G5 2 —

Figura 1.2: Produto das trangas [y e 1

|0k

Figura 1.3: A trancga trivial em B,

g; 0'»71
Figura 1.4: A tranca o; e seu elemento inverso

Uma presentagao de B,, ¢ dada por ([40], p. 18):

0;0i+10; = 0410041,
B,=(o01,...,00_1 :
0,0 = 0,0, [i —j| > 2

Da presentacao de B, dada acima, as relagoes sao chamadas de relacoes de Artin,
podemos observé-las na Figura 1.5.

Utilizando o estudo de espacgos de configuragoes feito por Fox, os grupos de trancas
foram generalizados por Fox e Neuwirth [20] para qualquer superficie compacta M, ou

com uma quantidade finita de pontos retirados, do seguinte modo.

Definimos o n-ésimo espaco de configuracao de M:

Fo,(M) = {(z1,...,x,) : x; € M; x; # xjsei # j}.
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1R Qs

0,05 = 0]017 . | > 2 0i0i+10¢ = 0i+1004+1

Figura 1.5: Relagoes de Artin

O grupo de tranca puras de M com n cordas é definido por

Bu(M) = mi(Fu(M), (p1, - -, n));

onde (p1,...,p,) € um ponto base em F, (M).
O grupo simétrico S, age livremente em F,, (M) pela permutagao das coordenadas,
o quociente correspondente serda denotado por D, (M) = F,(M)/S,. O grupo de trancgas

(total) de M com n cordas é entao definido por

BH(M) = 7Tl<Dn<M)7 [(pb s 7pn)])7
onde [(p1,-..,pn)] € um ponto base em D, (M). Note que, para n = 1, temos
Pl(M) = Bl(M> = 7T1(M).

Neste trabalho, estudamos prioritariamente o caso M = T o toro e M = K a garrafa
de Klein. Vamos visualizar o toro e a garrafa de Klein sendo os quadrados identificados

como na Figura 1.6.

Figura 1.6: Visualizacao do toro e da garrada de Klein
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Para M = D?, a definic¢ao de B, (M) coincide com a definigao geométrica de B, [11,
20]. De fato, substituindo D? por M na definigao de n-trancas geométrica ambas defini¢oes
sao equivalentes.

Existe um homomorfismo natural 7 : B, (M) — S,, que associa a cada tranga
geométrica 3 a permutacao 7(/3) definida por £;(1) = p-(s)).- O nicleo é exatamente

P, (M), assim obtemos a seguinte sequéncia exata curta:
1— P,(M)— B,(M)— S, — 1. (1.1)

Embora seja mais facil e intuitivo compreender o grupo de trancas de maneira geo-
métrica, a definicao por espago de configuragao foi mais tutil neste trabalho, pela sua
relagao com a teoria de homotopia.

Para m € N*, podemos definir o homomorfismo p, : P,1m(M) — P,(M), induzido
pela projecao:

p: Foim(M) — F,(M)
(T1y ooy Ty gy e vy Tiem) > (T, 000, Ty)-

Podemos visualizar geometricamente esse homomorfismo como sendo o homomor-
fismo que “esquece” as tltimas m cordas.

No caso que M é uma superficie compacta sem bordo, a projegao p foi estudada por
Fadell e Neuwirth [17], que mostraram que tal proje¢ao é uma fibragao localmente trivial.
A fibra sobre o ponto (x1, ..., x,) se identifica a F,,(M \ {z1,...,z,}), que é considerado
como um subspago do espago total via a inclusdo i : F,,(M \ {z1,...,2,}) = Foim(M)
definida por i(y1, .-, Ym) = (T1, - s Tns Y1y -« s Y )-

Aplicando a sequéncia exata longa em homotopia dessa fibragao, obtemos a sequén-

cta exata curta de Fadell-Neuwirth:
1= Po(M\ {21, ., 20}) 25 Poym(M) 25 P (M) — 1 (1.2)

onden > 3 se M ¢é a esfera S? [16, 18], n > 2 se M ¢ o plano projetivo real RP? [63] e n > 1
nos outros casos [17] e i,, p. s@o os homomorfismos induzidos de i e p respectivamente.

Utilizaremos com maior frequéncia a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth com
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m = 1:

1= m(M\{z1,....,2,}) = P (M) 2 P, (M) — 1. (1.3)

Tal sequéncia tem sido amplamente estudada e pode ser utilizada para encontrar
presentacoes dos grupos envolvidos, seus centros, saber sobre a existéncia ou nao de tor¢ao
e questionar sobre a existéncia ou nao de uma seccao para a sequéncia, entre outros. No
caso que M é o toro T ou a garrafa de Klein K, sabemos por [17] que tal sequéncia exata
cinde.

Neste capitulo, utilizaremos as sequéncias exatas curtas acima para calcular presen-
tagOes para os grupos de trangas puras e para os grupos de trancas no caso que M =T
ou M =K.

Sao conhecidas na literatura diversas presentagoes de tais grupos feitas por P. Bel-
lingeri, J. Birman, J. Gonzalez-Meneses, G. P. Scott [5, 10, 32, 61|, porém optamos por
fazer uma nova presentacao que deixasse mais evidente a semelhanca entre os grupos de
trangas do toro e da garrafa de Klein.

Na Secao 1.2 explicamos o método que foi utilizado para o célculo das presentagoes.
Na Secao 1.3 usamos a sequéncia (1.3) para calcular a presentagao dos grupos de trangas
puras do toro e da garrafa de Klein dada no Teorema 1.3.1, na Sec¢ao 1.4 obtemos uma
presentagao do grupo de trangas (total) de tais superficies dada no Teorema 1.4.1 e finali-
zamos na Secao 1.5 com uma presentagao dos grupos de trangas puras de uma superficie

nao orientével dada no Teorema 1.5.1.

1.2. Presentacao de extensoes de grupos

Vamos descrever o método para calcular presentacao de grupos, quando temos uma
extensao de grupos, o método foi usado para calcular presentacoes dos grupos estudados
neste trabalho. Para maiores detalhes veja o livro do Johnson [41].

Dada uma extensao

A5G 2 0 =1

e presentacoes
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G=(X|R) eA=(Y|S)

para G e A, podemos encontrar uma presentagao para G.
Primeiro, seja

Y={g=ily) :yeY},

e seja

S={s=i(s) : s€ S}

o conjunto de palavras de Y obtido de S pela substituicao de cada y por y.
Agora, seja
X={%:r€eX}
elementos de uma transversal da I'm(i) em G. Paracadar € R, seja 7 uma palavra em X
obtida pela substituicao em r de cada x por . Sabemos que p envia cada 7 no elemento
neutro, portanto 7 € Ker(p) = Im(i), que é gerada por )N/, assim cada 7 pode ser escrito
como uma palavra, digamos v, em Y.

Definimos

éz{fvr_l 7 € R}.

Finalmente, como I'm(i) < G, cada conjugado 7157 com & € X e § € Y pertence a
I'm(i), portanto é uma palavra, digamos w,,, em Y.

Definindo,

temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.1. Utilizando a notacdao acima, o grupo G admite a sequinte presentagao:

<)?,17 : §,§,T>.

No que segue, chamamos as relagoes S de Tipo I, as relagoes R de Tipo II e as

relacoes T de Tipo III.
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1.3. Presentacoes dos grupos de trancas puras do toro e

da garrafa de Klein

Usaremos agora o método acima e a sequéncia de Fadell-Neuwirth (1.3) para encon-

trar uma presentagao para o grupo de trancas puras do toro e da garrafa de Klein.

Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 1.3.1. Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. O n-ésimo grupo de trancas
puras, P,(M), admite a sequinte presentacao:
Geradores: {a;, bi, i =1,...,n}U{C;;, 1 <i<j<n};

Relagoes:
1. a;a; = aja;, (1<i<j<n);
2. a; 'bja; = bja;C; [ Ciyja; ', (1<i<j<n);

1 {Cj,k,(1§i<j<k‘§n)0u(1§j<k<i§n),
kG =

-1 -1 -1 .
arCiyy 1 Cikay, CikCiy Civa ks (1<j<i<k<n);

(2

Cir, 1<i<l<j<k<n)ou(l1<j<i<l<k<n),

4. C;JICj,kCi,l = . )
Ci)]gClJrl kCl kC kCJJCCl P Cl-i—l g, (1<i<j<l<k< ’I’L)

5 [T/—i1 Ci ) Cit1y = aibiCria; 'b; ', (1<i<n), seM=T,
' 1<i<

[[j—i1 Ci, CH_ll]—bCUa*lb Yot ( n), se M =K;
p bibi =bb;, (1<i<j<mn), se M =T,

bib; = b;b;C; C’;H], (1<i<j<n), seM=K;
" b, ajb—ajbC Cl+11j;7(1<2<]<n) se M =T,

b; tabi = a;b(Ci, C’;U) 1bjl7 (1<i<j<n), seM=K;

Cik, (1<i<ji<k<n)ou(l<j<k<i<n),

b0y = 4 S 1) f =/ <n) se M =T,

P Cit1,kC; 1 CiibeCikCiiy by (1< <i <k <n);

Cik, 1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n),

b, tC by =
Cit1.6C;x Ciabe(CinCiy ) 7', (1< j <i <k <n);

se M =K.

Podemos visualizar os geradores desses grupos na Figura 1.7
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Figura 1.7: Geradores de P,(T) e P,(K)

Vale observar com maior cuidado os geradores b; em P,(K), pois no caso do ponto
1 estar exatamente no meio do losango, nos da a falsa impressao que esses geradores sao
iguais no toro e na garrafa de Klein, mas ao trocar o ponto ¢ vemos a diferenca entre esses

geradores (Figura 1.8).

/

>

Y
/

)

R\
/
AN
4

Y
[

Figura 1.8: Diferenca entre os geradores b; em P,(T) e em P,(K)

Para facilitar a notacao, estamos considerando que C;; = 1 se ¢ = j, além disso, a

tranga C} ;41 pode ser vista também na Figura 1.9,
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Figura 1.9: A tranga Cj ;41

Estamos considerando o espago M x [0, 1] visto “por cima”, portanto os pontos
representam que a corda desce trivialmente e as tnicas cordas que mexem sao as cordas ¢
(no caso de a; e b;) e j (no caso de C; ;). Note que usamos a decomposicao mais semelhante
entre o toro e a garrafa de Klein, o que torna os geradores quase idénticos, com a exce¢ao
dos geradores b;, assim, conseguimos no Teorema 1.3.1 uma presentagao destes grupos
muito semelhante, em que quatro dessas relagoes sao idénticas (1,2,3,4), em trés dessas
relagoes a tnica diferenca é o sinal do elemento (Ci,jcijrll,j) (6,7,8), e ainda as relagoes (5)
que dizemos ser relagoes de superficie.

Demonstracao do Teorema 1.3.1:

Provemos inicialmente o teorema para o caso que M = T. Faremos a demonstragao

por inducao. Tome inicialmente n = 1.

Sabemos que

P (T) =m(T) = <a1,b1 : blfhbl—lal_l — 1>

e o grupo m (T \ {z1}) é um grupo livre de posto dois com base: {as,bs}, mas para

simplificar futuras relagoes consideramos esse grupo com a seguinte presentacao:
m(T\{z:1}) = <a2, by,Cro : Cip = bgla§1b2a2> .

Tal relagao pode ser visualizada na Figura 1.10.
Agora, para encontrarmos uma presentacao para P5(T), basta usarmos o método da

Proposigao 1.2.1 e a sequéncia exata curta (1.3) abaixo, comn=1e M =T:

1 = m(T\{z}) —» PA(T) - P(T) —» 1
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—1 -1
by “a5 "beas Cra

Figura 1.10: C1 9 = b;laglbgag

Como geradores teremos aj, by (vistos agora no grupo de trancas de 2 cordas) e
as, ba, Cy 2 (vistos como a inclusao no grupo P»(T)).

Conforme a Proposicao 1.2.1, temos trés tipos de relacoes.

Tipo I: as relagdes de 71 (T \ {z1}), ou seja, Ch 2 = by a; 'baas, que é exatamente a
relagdo (5) no Teorema 1.3.1 com i = 2.

Tipo II: reescrever a relagao vinda de P;(T) em termos dos geradores ag, ba, C 2, ou
seja, escrever a tranca a;bia; by " no grupo Py(T), depois reescrevé-la como uma tranca
que mantém a primeira corda trivial e mexe apenas a tltima corda. Podemos verificar na

Figura 1.11.

2> CE (>

arbray byt Cia
Figura 1.11: 01—21 = abya; by}

Assim, obtemos a relagao: Cf. 5 = ajbia; by !, que é exatamente a descrita na relaco
(5) do Teorema 1.3.1, com i = 1.

Tipo III: fazer o conjugado dos elementos asg, b2, C'y 2 pelos elementos a4, by, e escrevé-
los em termos dos elementos asg, bs, C1 2, ou seja, deixando a primeira corda trivial e me-
xendo apenas a tltima corda. As Figuras 1.12, 1.13, 1.14, 1.15, 1.16 e 1.17 correspondem

respectivamente as relagdes (1,2,3,6,7) e (8) da presentagao.
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<> >

CLI CL26L1

Figura 1.12: Relacao 1: ajas = asay

<> L >

(Zl bQG/]_ b2a201 2a2

Figura 1.13: Relacdo 2: a] 'bya; = byasCy 21a2_1

<> L >

-1 -1
a; CLQal a201,2a2

Figura 1.14: Relagao 3: al’lCl,gal = aQC’LQa;l

> <

by baby

Figura 1.15: Relacao 6: biby = boby
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bl_lagbl a2b201,2b2_1

Figura 1.16: Relagéo 7 bl_lagbl = GQbQOLQbQ_l

bflCLle bQCLQb;l

Figura 1.17: Relagéo &: b;lcl,gbl = bQCLZb;I

Conseguindo assim a presentacao do grupo P»(T) dada no enunciado (a relacao (4)
nao existe para n = 2).

Agora prosseguimos com o passo indutivo. Suponha que o grupo de trancas puras
do toro P,(T) tenha presentacao dada pelo Teorema 1.3.1. Calculemos a presentacao de

P,+1(T). Novamente, usando a sequéncia de Fadell-Neuwirth (1.3) temos:
1= m(T\{z1,...,2,}) = Po1(T) = P,(T) — 1

e sabemos que (T \ {z1,...,2,}) € um grupo livre de posto n + 1, com geradores
A1, 0nt1, Cing1, 2 <@ < n, mas para facilitar a notacao usaremos a seguinte presentacao

para este grupo:
: -1 -1
7T1<T \ {1’1, c. ,.Z'n}) = <Cln+1, bn+1, Ci,n+17 1 <1<n: CLnJrl = bn+1an+1bn+1an+1> .

A relagao pode ser vista na Figura 1.18.
Agora, aplicamos o método da Proposigao 1.2.1. Temos como geradores de P, 1(T)
os elementos a;, b;, 1 =1,...,n+1,C;;, 1 <i<j<n+1

Temos trés tipos de relagoes:
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-1 -1
by i1Gy 1 bng1Gng1 Cint1

. . S |
Figura 1.18: Cy 41 = b, 110,11 bnt 1041

Tipo I: que consiste da relagao C ;41 = b;ila;ilbnﬂanﬂ vinda do grupo m(T \

{I’l, ce ,In})
Tipo II: Temos que verificar como ficam as relagoes de P,(T) ao acrescentarmos a
corda n + 1. Mas, com exegao das relagoes de superficie (5), as cordas nao mexem no

ponto n+1 e todas as relagoes se mantém idénticas, como é possivel ver nas Figuras 1.19,

1.20, 1.21, 1.22, 1.23, 1.24, 1.25, 1.26 e 1.27.

< <>

Figura 1.19: Relacao 1: a;a; = aja;

"Q ~y "< ~y '\< ~y
a;lbjai bjajC’;leiH,jaj_l

Figura 1.20: Relacdo 2: a; 'bja; = bjajCifle’iH,jaj_l
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L >

—1
a; Cz',kai z+1 k kak H—l k

Figura 1.21: Relagao 3: se 1 = j; a;lCLkai = akCijrlLkC’i,ka,;lCHLk

<> > >

1 -1 1
C] EQ; z—l—lk 1kak C] kCH’l k

Figura 1.22: Relacao 3: se j < i < k; a;lCMaz akC’Z+1 kCzkaklc'j kC; le’zH k

Figura 1.23: Relacao 6: b;b; = b;b;

900

b;Ci;CY bt

+1,57]

Figura 1.24: Relagao 7: b; ajb = a;b;C; ;C Lobt

i+1,577
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&> @ <>

b; ' C by Ci1 4010 1O i, Wbt

Figura 1.25: Relacao 8: se i = j; b;lCLkbi = C’,-H,kbkC'sz' 1, o !

b; 'C b Cit14C5 5 CirbiCikC byt

Figura 1.26: Relacao 8: se j < i < k; b;lCMbi = Ci_t,_l’kc,;kloj’kbkoz kO, kb_1

Q> (&>

Cjk € a; comutam (k <i) Cjj e b; comutam (i < j)

Figura 1.27: Elementos que comutam

Agora vamos analisar o que acontece com as relagoes de superficie (5),

n
-1 —1;—-1
H Ci,j Oi-f—l,j = aibiC’Liai bz .

j=it+1

Vamos primeiro desenhar a tranca [’ Ci; Cz+1 ,j» que pode ser vista como uma tranca

J=i+1

do plano, na Figura 1.28.

Agora, desenhamos o inverso da tranga a;b;Cya; 'b;’!, ou seja b;a;Cy. Zlbl a;', (Fi-

gura 1.29) pois queremos escrever a tranga (ba;Cy ' b; 1(1_1)(]_[] _it1Cij CZHJ), em termos

dos geradores que mexem apenas a ultima corda.

Note que, se nao fosse pela adicao do ponto n + 1, essas trancas seriam uma o
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i 1+1 n n+1 i 1+1 n n+1 i 1+ 1 n n+1
el el \
N N ~
<: (// ~
‘> ~ ~N
T=—] ~ — ~
<—— \\ /
— ~~ ]
J— /——"/
—l= ¢
‘:~ \\\ﬁ

Figura 1.28: [[_,,, C;'Ciy1j

j=i+1 Vi

Figura 1.29: b;a,C; b a!

1,2 s 7

inverso da outra, mas com o ponto n + 1 a mais obtemos a Figura 1.30, ao calcularmos

(biaiCrib; i ) ([Tzigy Crj i y)-

Figura 1.30: Relagao (5) de superficie

v

Concluimos assim, que em P, ;(T) é valido (biaiCiilbi_lai_l)(H?:iH CilCi1j) =

C’ijrll,n+1C’i7n+1, ou seja, H?;lﬂ C’;}C’Hl,j = a;b;C ;a; 'b; !, que ¢ exatamente a relagio (5)
do Teorema 1.3.1 para P, (T).

Tipo III: Agora faltam os conjugados de an41,bp41 € Cing1, 2 = 1,...,n, mas eles
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correspondem as mesmas figuras acima, so ird mudar que estaremos fazendo os conjugados
de an+1,bp41, Cipnt1, teremos que as relagoes serao da mesma forma.

Assim, terminamos a demonstracao para o caso M = T.

Agora provemos o teorema para M = K. O raciocinio é o mesmo, mas teremos
mudancas nas relagoes quando a homotopia passar pela parede que inverte a orientacao
na garrafa de Klein. Pelo fato de P;(K) ser nao isomorfo a P;(T) a rela¢ao de superficie
também ira se alterar.

Primeiro, consideramos o caso n = 1, para calcular a presentacdo de P(K). Uti-
lizamos a presentacao P;(K) = (a1, bi, : by 'arbia; = 1), o grupo m (K \ {z1}) ¢é livre de

posto dois, com geradores as, by, porém usaremos a presentacao:
7TI(K \ {xl}) = <a2, 52701,2 : 01,2 = b§1a2b2a2>.

Podemos verificar essa relagao na Figura 1.31.

bg_lagbgaz Cl 2
Figura 1.31: 01,2 = bglagbgaz

Assim, P,(K) é gerado por aq,b; (vistos no grupo de trangas de 2 cordas) e por
as, ba, Cy 2 (vistos pela inclusdo). Temos trés tipos de relagoes:

Tipo I: Temos a relacio vinda de 7 (K \ {z1}), ou seja, C1 2 = by azboas.

Tipo II: Agora temos que analisar a tranca a;bya;b;* em P5(K) e escrevé-la em
termos dos geradores ag, be, C 2, ou seja, uma tranga que mantém a primeira corda trivial
e mexe apenas a segunda corda. Podemos verificar na Figura 1.32.

Tipo III: Agora temos que analisar os conjugados de ay, by ¢ Ci2 por aj,b;. Os
conjugados por a; vao ser idénticos ao do caso do toro, pois as deformacoes sao feitas pela

parede “azul”, que é a que mantém a orientacao, por isso as 4 primeiras relacoes desses
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> > <D

alblalb

Figura 1.32: C’fz1 = alblalbfl

grupos sao idénticas. A diferenca entre o caso do toro e da garrafa de Klein é quando
passamos pela a outra parede, pois invertemos a orientagdo dessa parede. As relagoes

obtidas ao conjugar por b; podem ser vistas nas Figuras 1.33, 1.34 e 1.35 a seguir:

L> <>

bl_lbgbl boCl o

Figura 1.33: Relacao 6: bf1b2b1 =byC1 2

T > LD

b &le a2b2 12b_

Figura 1.34: Relacao 7: bf1a2b1 = angC’f’%bQ_l

T <G> T

by ' Ch2by byCraby !

Figura 1.35: Relacao 8: bl_lCl’le = bQC’f’leQ_l
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Agora prosseguimos por indugao, considerando que a presentagao de P,(K) ¢ dada
pelo Teorema 1.3.1, a presentagao de m (K \ {z1,...,z,}) (grupo livre de posto n + 1) é

dada por:

m(K\ {21, .., 20}) = (@ns1, bps1; Cingr, 1 <0 <mt Clpgn = by Gniibps1@ng ),

-1
bn+1 Ap41 bn+1 An41 Cl,n—H

como podemos visualizar na Figura 1.36.

. . _1—1
Flgura 1.36: Cl,n-i-l = bn+1an+1bn+1an+1

Assim conseguimos a presentagao de P,.1(K), com geradores a;, b;, t = 1,...,n+
1, (5,1 <i<j<n+1, e os trés tipos de relacoes abaixo:

Tipo I: A relacdo vinda do grupo 7 (K\{z1, ..., x,}), ouseja, Cj 41 = b;_,'l_lan+1bn+1a/n+1.

Tipo II: Verificar como ficam as relagoes de P, (K) ao adicionarmos a corda n + 1.
Como no caso do toro, a maioria ird se manter, como podemos verificar nas Figuras 1.37,
1.38, 1.39, 1.40 e 1.41. Faremos apenas as figuras que incluem mudancas pela parede
“laranja”, pois os outros casos sao iguais ao caso do toro. A tnica relacao que sera

modificada pela adi¢gao de corda n + 1 é a relagao de superficie.

bi_ ! bj bi bj Ci,j Cijrll, j

Figura 1.37: Relagdo 6: b; 'b;b; = bjCi,jC’;rle
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2+1 j

Figura 1.38: Relagao 7: b; 'a;b; = a;b;(Ci;CLY ;) 7'y

J

> @ >

10@ kbi Cis1,10k( szHk lb_

Figura 1.39: Relacao 8: se 7 = j; bi_lC'i,kbi = Ciy1.10(C;, ROt i, K 1b,;1

N

Ci—l—l,kO;lej,kbk(Cl kC i+1, k) 16121

Figura 1.40: Relacao 8: se j < 1; bi_le7kb,- = Ci+17kc,ijklc‘j’kbk(0 CHll v lb,jl

G > (B>

Cjk € a; comutam (k < i) Cjy e b; comutam (i < j)

Figura 1.41: Elementos que comutam

Agora vamos verificar o que acontece com as relagoes (5) de superficie,

n
1 —1;-1 -1
H C CH—I] = biC’L,-ai bz a; .

j=i+1
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Vamos primeiro desenhar a tranga [ [ it C; C2 +1,j» que pode ser vista como uma tranga

do plano, na Figura 1.42.

i i+1 n n+1 i3+ 1 n n+1 i i+1 n n+1
d— d—
I~ I~
d (// \\
<: I~~~ \
Jd—I— ~ —— ~
T— { e
a \\ ~
\\/ ~ -
— /——’/
<:__— <\‘\j

Figura 1.42: [[_;,, Ci Ot

Agora, desenhamos o inverso da tranga biC’Liai_lb[la;l, ou seja aibiaiCiilbi_l, (Fi-

gura 1.43) pois queremos escrever a tranga (aibiaiCiilb[l)(HJ 11 Ci;C54 ), em termos

™~

dos geradores que mexem apenas a ultima corda.

Figura 1.43: &ibiaiCl_’ilbi_l

Note que, se nao fosse pela adicao do ponto n + 1, essas trangas seriam uma o
inverso da outra, mas com o ponto n + 1 a mais obtemos a Figura 1.44, ao calcularmos
171
(aibiaiol,i b; )(H] H—IC O+1,j)
Concluimos assim, que em P, ;1(K) é valido (aibiaiCiilbi_l)(HJ i1 Ci, CHJ)

nt1 11 1 ; <
Cit1,n+1C 4y, OU sEja, I C’JCH] b;C1a; b, "a; , que ¢é exatamente a relacao
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Figura 1.44: Relacao (5) de superficie

(5) do Teorema 1.3.1 para P, 1 (K).

Tipo III: Agora faltam os conjugados de ap41,bp41 € Cing1, 2 = 1,...,n, mas eles
correspondem exatamente as mesmas figuras acima, s6 ird mudar que estaremos fazendo
os conjugados de a,+1,0n41, Cipnt1, € teremos que as relagoes serao da mesma forma.

Completanto assim a demonstracao do Teorema 1.3.1. [ |

1.4. Presentacoes dos grupos de trancas do toro e da

garrafa de Klein

Obtida a presentacao dos grupos de trangas puras do toro e da garrafa de Klein,
podemos agora obter presentagdes para o grupo de trangas (total), para isto vamos utilizar
a sequéncia exata curta (1.1).

O resultado obtido é o seguinte:

Teorema 1.4.1. Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. O n-ésimo grupo de trancas,
B, (M), admite a sequinte presentagdao:
Geradores: a,b,o1,--+ ,0,_1;

Relacgoes:
1. 0;0;410; = 0;410i011;
2. ojo; = 0405, se|i —j| > 2;
3. aoj =oja, sej > 2;

4. bO’j = Ojb, sej > 2,’
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5. b loya = orao1b~ oy

6. a(alaal) = (Jlaal)a;

b(o; ' boy ) = (o7 by )b, se M =T,
b(oytbor) = (o7 tboy )b, se M =K;

bab~ a1t se M =T,

8. Relagdo de superficie: oiog--- 02
ba~'b"ta"!  se M =K.

Demonstragao:

Lembre-se que o grupo das permutagoes S, tem presentacao dada por ([41], p. 61):
Sy = <51> <oy Sp—1 ¢ (Si)2 =1, 8;8i418; = Si118iSi+1, iS85 = 855 (‘Z - j’ > 2)>

Para demonstrar o teorema utilizaremos novamente o método da Proposicao 1.2.1.

Temos que todos os geradores de P, (M) estao no conjunto de geradores de B,, (M)
e todas as relagoes de P, (M) sao relagoes de B, (M), que sao as relagoes do Tipo L.

Escolhemos os elementos oy,...,0,-1 em B,(M) (geradores de Artin), tais que
7(0;) = s; e assim com os geradores de P, (M) obtemos um conjunto de geradores para
B,(M). Ao verificarmos as relagoes do Tipo Il em B,(M), vamos obter as relagoes de
Artin (1) e (2) e ainda a relagao o? = Cj 1.

Note que os elementos C} ;, podem ser vistos como trangas do plano, por isso podemos

escrevé-los em termo dos geradores de Artin do seguinte modo:

2
Cik=0k-1"""0j  Op_1. (1.4)
-1 -1 -1 2 _ 2 -1 -1
Ci—&-l,kCiJC =0p_1""°0410;0i41 """ Ok—1 = 030441 Of_1 """ 0;410; . (1.5)
-1 _ 2 _—1 -1 _ -1 -1 2
CikCila g = Oho1" " 010,051 =+ 04y = 0; Oy~ Oy 0ig1 0, (1.6)

Portanto, tais elementos podem ser removidos do conjunto de geradores de B,,(M).

Agora, s6 falta calcularmos as relagoes do Tipo III, ou seja, os conjugados de a;, b;

pelos 0;’s. Em ambos os casos (M =T ou M = K) temos o seguinte:
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) .

0; Qiy1, J =1

o 0 tao, = 02 =741
4 Va a;0 J =1+

7

aj, outros casos;

2 ._ .
bi+lgia J=1

o 0;'bjoi =19 0%, j=i+1

b outros casos.
\

Tais relacoes podem ser vistas nas Figuras 1.45,1.46, as relacoes foram desenhadas

no toro, mas sao idénticas na garrafa de Klein.

-1 -2
0, a;0; 0, Q41

Figura 1.45: ai_laiaz- = O_,i_zai+1

&> <O

1 2
o; bio; bi10;
Figura 1.46: Ji_lbiai =b; 102

Com as relagoes acima vemos que podemos retirar todos a;,b;, 7 = 2,...,n do

conjunto de geradores, pois:

aj — (O-j_l...Ul)al(o'l.--o'j_l); (1 7)
by = (o2 oy oyt 07).
Portanto, reduzimos o conjunto de geradores de B, (M) para ai,by,01,...,0,_1, €

denotaremos a; = a e by = b.
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Para completar a demonstracao do teorema, precisamos verificar que as relagoes
descritas no Teorema 1.4.1 sao validas em B, (M) e que todas as relagoes de P,(M) sao
consequéncia das mesmas.

Para as contas a seguir utilizaremos o simbolo para realgar onde estamos usando

0
uma relagdo do grupo B, (M), no parénteses escrevemos o nimero da relagao usada e na

linha seguinte colocamos o elemento correspondente em parénteses.

Mostremos primeiro que as relagoes sao validas.

Temos que as relagoes (1) e (2), sao validas, pois sdo relagoes do Tipo II. As relagoes
(3) e (4) sao validas, pois sao relagoes do Tipo III.

Podemos verificar que a rela¢ao (6) é valida, pois ajas = asa; em P,(M) (relagao
(2) do Teorema 1.3.1), consequentemente, a(oyaoy) = (o1a0y)a em B, (M).

Para provar a relagio (5), usaremos que a; 'boa; = byasCyya; " em P, (M) e também

a relacdo (6) acima, do seguinte modo:

-1 —1 -1
aq b2a1 :bQCLQCLQGQ
= a (o7 bo a = o7 baoy2a oy !
= aloy oyt = oy baoy oy ta oy e
(6)
1y 11 _—1 -1 _—1
=0, baoy (a0 a0y )
~~ >
(6)
S PR S S S Sy |
=0y ba(a oy a oy oy
N | 1z -1 _—-1 -1
=a 0, b =0, bo; a0
=bloa = b1
14 = 014001 01

Obtendo assim a relacao (5).

Para provar a relagao (7), usaremos a rela¢ao b1by = byby em P, (T), (resp. b1boCi o =
boby em P,(K)), obtemos assim b(o; *bo;t) = (o7 *boy )b em B, (T) (vesp. b(oy bot)o? =
(o7 M)b em B, (K)).

Para provar a relagao (8) de superficie, considere a relagao (5) do Teorema 1.3.1

para i = n, e reescrevendo os geradores utilizando (1.4) e (1.7) obtemos a relacao (8).
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Agora, reescreveremos as relagoes de P, (M), em fungao dos geradores a, b, 01, ..., 05,1,
para verificar que as relagoes necessarias sao apenas as descritas no Teorema 1.4.1.

Para isso, vamos utilizar a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 1.4.2. As seguintes relagées sao vdlidas em B, (M);

9. Ui(Ul : "Uk) = (01 . "Uk)ai—l sel<i<k;

10. oi(o-+-01) = (0 - 01)0i41 se 1 <i <k;

11. o,0p_1 -+ ’O-i+10'7:20-;_11 e a,;_lla,gl =g 1. U,;_llazak,l ey sel <a <k

12. a"'ola = oya0?a oy
—1.2p 13 271 _
b=toib=o0; bojb~" 01, seM =T,

b~'o?b = oy bo 2oy, se M =K;

15.

14. a= Yoy boy Ya = oy bao; 2a" oyt
b=1(o1a01)b = orabo?b~toy, se M =T,

b~ (ora01)b = oyaboy *b oy, se M =K.

15.

Demonstragao:
Temos que provar usando apenas as relagoes de B, (M) dadas pelo Teorema 1.4.1.
Para isso, basta utilizar as relagdes de Artin para as relagoes (9),(10) e (11). Para a

relagdo (12) (resp. relacdo (13)) usaremos a relagdo (6) (resp. relagao (7)) de B, (M),

note que a ‘oia = oyacia”topt (resp. b~'oyb = o7 boi'b'oy) e elevando ambos os

lados ao quadrado obtemos o resultado. Agora para as relagoes (14) e (15) temos, usando

a relagao (4) de B, (M):

Relagao (14): Relagao (15):
ato;'b=o;'borta ot b~ loia = graoib oy
——
(6) (7)
=0y 'blac; a toyta™h) = oya(bof bt ob ™)
——
(6) (7
= oy 'bao; (o7 a oy ta o) = gyabof (o 0 ob o)
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o7

e obtemos o resultado desejado.

Verifiquemos agora as relagdes de P, (M), vamos utilizar as relagbes do Teorema

1.4.1 e da Proposicao 1.4.2 (no lado direito da expressao indicaremos o nimero da relagao

que foi utilizada).

1. aja; = aa5, 1 <i<j<m

aja;

= (0j_1---o1)a(or---0j_1)(0i—1 -+ - 01)a(or - - 0i-1) por (1.7)

= (0-]7]. R Ul)a(ai . 0—2)(01 R 0j71)<1(01 . O—ifl) por (9)

= (0j_1---01)(0;---09)aoya(oy - - 0j_1)(01 - - 04-1) por (3)

= (041 01)(0j1 "W(@ o 0j-1)(01 0 05m1) por (10)

= (0117 00)(05-1++02) G01G0N0> - 051) (00 o) por (6)

= (041 01)a(0j_1 - - 02)ora(oy - - 0j_1)(01 -+ 04—1) por (3)

= (0i—1---o1)a(oj—1 -+ - o1)aoz -+ 0i) (01 - 0j-1) por (9)

= (0i-1- - o1)a(gj-1 - o1)(02- - - 0i)alor -+ 051) por (3)

= (o1 ---o1)a(or - 0-1)(0j-1 - - - o1)aloy - - 0j_1) por (10)

= a;a; por (1.7)

2. q 1bal—ba]C' Cz+13 i Li<i<j<m
lbjaZ
= (i oy Na oyt o ) (o o Dbl 0 ) (i - on)alo - 0ig)
por (1.7)

= (o h o1 )a™N o520y )(og 0 (o o) (oo alon - o)
por (9) e (10)

= (oo Na oy oy Db(oy -0 )aloy - oim1) por (4)

= (o -Ufl)(af_ll oy a o bo talog 0]7_11)(01 e 0q) por (3)

—_——
= (oY oy (o - ~02’1);1_1ba01_2a_101 Yoyt 0]7_11)(01 C0iq) por (14)
= (aj__ll oot -oybao 2a oy - 0y) (o7t - - -Jj__ll) por (9) e (10)
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= (o;2y oy Yba(o; -0y 0y P00 oi)a oy o) por (3) e (4)

j—1

= bjaj(aj__ll ceo Yoy o0 20 oy ) (o Jj_l)aj_lpor (1.7) e (11)

_ -1 -1 _—2 -1
=bja;(0; 1+ 074105 “Oigr -+ 0j-1)a;

= bjajC;leiH,ja;l por (14)

Cik, 1<i<j<k<n)ou(l1<j<k<i<n),

akC’fl

3. a;lekai = _1 1 . .
i1k Cikay CinCip Ciprp, (1 <7 <i <k <n);

Ocaso 1 <i < j <k <n éconsequéncia do fato que a comuta com os,...,0, 1

(relagdo (3)) e da relacdo (2) do Teorema 1.4.1.

Para 1l < j < k <11 <n, temos

a;10j7kai

= (oo Na oyt o) (0 - 054105041 Ok—1)(0i1 - - 01)a(oy - - - 0_1)
por (1.4) e (1.7)
= (oo a ok - 0j400501) (07 - 0, ) (051 - 01) (05410542 - ox)a(o - 0y )
por (9) e (10)
= (0 oy )og - 0j4+20541)a a(0j410542 o) (01 -+ 031) por (3)
= (ok1---050105) (07 -~ 07 (o1 0i1) (00541 - op1) por (9) e (10)
)

=Cjik. por (1.4
Para 1 <75 <1 < k < n, temos dois casos a considerar:
(a) j =1, como Cy41 ) comuta com a; a relagao é equivalente a
a;lCi,kC’;lLkai = akCijrll,kCi,ka?;

logo:
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1C’,kC'+1 Qi
= (oo Da Moyt o) (07 o - 0 90 1Ok - 034103) (01 - o )a(on - - 0a)
por (1.6) e (1.7)
= (o oy Na Yoy o0%0y o Daloy -+ 0iy) por (9) e (10)
= (0,010 ) onor - o) a” totaloy ot ) (o - 0i) por (3)
——
= (0701 ) (o1 02) draoia” oy oy ol ) (00 o) por (12)
— (op o) o3 aota o o) (or oy o) por (9) e (10)
= (01 0901)a(o; -0y )oi(og - 0i)a” oy oyt o) por (3)
= a,C Y, Ciray por (1.5) e (1.7)
(b) J <is
ai_ICj’kaZ
= (o7} o Na Yoy oo o ) (k02 o) (it 0301 - on)alon -0 y)
por (1.4) e (1.7)
= (o a0 07 ) (00 - )0y 1)l i) por (9) e (10)
= (o7 o Na Hopor -+ o) (07 - "Uffl)gf(gj—l o 01)(0j1 0 ok—1)afor - 0ig) por (2)
= (o; oy a Nonor - oja)(0g - 0705 ) (041 - - on1)a(on - - 031) por (3)
= (o701 )ok1 - 0j41) (05 o) a” ofa(oy - 07 ) (041 0a) (01 0a) por (12)
—_—

2 —1 —1,

= (o701 )(Ok-1- - 0j41) (05 - o) onaoia” oy oy 05 ) (0441 o) (01 - 0icn)
J

por (9) e (10)

= (op—1---on)alo; oy ota oy oyt 05 ) (041 - oker) (00 -+ 04105 - 0ia) por (3)
= (op—1---on)a(o; -0y Yota (o -0 ) (00 05m1) (041 - 0ke1) (050541 - 0im1)  por (2)
©,

— (051 on)a(o] oy ooy 0y)a o7 o) (0 03) (0 - 0u 10 g - CTh1)

= (-1 on)alo; -0y )0t (09 05) (0541040 oi)a oy 07 ) (05 05107 0 03a)
por (2) e (3)

= a,CL i1.:C kg (Op_1 - 0j) (05 0i 107 Oy Og) por (1.5) e (1.7)

= ak(]Hl wCi kakIC’] kC; le’ZH k- por (1.4)



1.4. Presentagoes dos grupos de trancas do toro e da garrafa de Klein 60
Para verificar a relagao (), note que
(Oj110442ok1)(0j 0441 - 0i1) = 054010(0j42 01 ) (041 0i1)
~ “~ ~——
(2) 1)
= (UJUJ+1UJU]+1)(UJ+2 Jj+3° 'O-k’—l)(g]"Fl/. S+ 0i1)
2
_ -1
= 0j011(05 0;110j420511) (0443 0p1)(0j42 -+ - 0i1)
—_——
e))
_ —1
= 0j011(0j0j1+2 05410, 5) (0443 0p—1) (042 -+ - 0i1)
——
2)
-1
= (00j410j42)(00410, 5) (043 - - Op—1) (02 - - 0i—1)
_ -1
= (Uj0j+10j+2<7j+3)(Uj0j+10j+20j+30j+4 o 'kal)(UjJr?) e 04-1)
-1
= 0j0j110j42°** 0i(0j0j 110542+ 0410, i1 Ok1).
B Cip, 1<i<l<j<k<n)ou(1<j<i<l<k<n),
4. C’L,l C],kcl,l = -1 1 . .
CikCriikCinCin CinCri Crirp, (1 <i<j <1<k <n);
Como essas trangas sao trangas do plano, essas relagoes sao consequéncias das rela-
¢oes de Artin.
n 1 —17-1 :
. HJ ir1 Ciy Civrj = aibiCya; b, (1<i<n), se M =T,

[T}

No caso M =T, temos que (Figura 1.28);

n
1 _ —1 -1 —2 —1
H C & i+l = 05 " 0p 90, 10y,

j=i+1

Logo,

[T

n
Jj=

1 — ] 1 _—2 1 1
1+1C Ciy1=0; 0, 90,710, 9" 0;

= (Ui—l cee 0'1)@()(1_ b_l(O'l cee 0i—1>

(Ui—l e Ul)ab(o'l_l e 0-111)(0-1'—1 e 0'20'%0'2 [ o'i_l)(o';l e

7

—17—1
biCLiai bz

1

1
it CijCily ;= biCraa; 'b e, (1<i<n), se M=K;

o Da b oy - -

por (1.4) e

por (8)
Ui—l)

(1.7).
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No caso M = K, temos que (Figura 1.42);
H C;,;C, Z+1] Op902 (Opg Oy
Jj=i+1
Logo,
H] =i+1 C Czjrl J o Un—20721—10n—2 © 0
= (02 0p )ba‘lb‘la‘l(afl o) por (8)
= (o7 oy bloy -0 ) (0 20fon - 0i) (077 oy a T b e oy o)
= b,Cy ;a;'b; ta; ! por (1.4) e (1.7).
6 bjb; = bb;, (1<i<j<n), se M =T,
| b= by CCEL L, (1<i<j<n), se M=K
b; 1b;b;
= (01 o)b o) (o7 oy )bl o) (o oy Db(or o)
por (1.7)
— (o1 )b (07 0T (T 0T bl o) por (9) e (10)
= (05-1--on) (o5 -0y ) b oy thoy h(og ot ) (o o) por (4)
1 —1\ -1 F1 1 ~1 1 -1
= (0i—1 Ul)(%q oy ) oy o (0, Oy Doy -0 ) por (7)
_ ) (oo (o oa)blon o) (o o), M=T
(O-j_—ll '01_1)(‘775 ) "02)bU%<‘71_1 0y 11)(01 t Ui_—11>, M=K
) oo o) 0yt o (o o), M =T por (4
(0,5 o1 )b(oi - o2)oi (05t -0 (ot roily), M=K
) e b(o o), M=T
(00 oy Db(oy -0y ofoiy o) (o oyy), M=K
b, M=T
- X por (1.6) e (1.7).
b;Ci;jCiyy;y M=K
Na conta acima, of"' denota o' no caso que M =T e o; no caso que M = K.
. b;lajbi = ajb'CijCiq_lljb‘;l, (1<i<j<n), se M =T,
by tab; = a;b;(Ci;CLL )7, (1<i<j<n), se M =K;
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b; 'ab;

= i 0 o 0oy o )alon oy )07k - o Yb(or ! o) por (L7)
= (0ic1 - o)b oy on)aloy - ay)b(or o) por (9) e (10)
= (0i_1-+-01)(0j_1 - 09) b oracyb(og - - a51) (o7 o) por (4)
= (01 01)(0j_1 -+ 02) orabo b oy (0 -0y 1) (o7t oY) por (15)
= (0j-1---01) (03 -~ o2)abo?b~ oyt 07 ) (o0 0) por (9) e (10)
=(0j_1---o1)ab(oy -0, 0201 o)b oy 041) por (3) e (4)

a;b;Ci;C4 ;07 M=T

- X X por (1.5), (1.6) e (1.7).
ajbj(Ci,joi_-i—l,j)_lbj_ 5 M=K

)
Cir, (I1<i<j<k<nou(l<j<k<i<n),

bLC by — ik (I1<i<j<k<n)ou(l<j <n) e M—T.
Cip14Cip CinbrCix Ol by (1< j <i <k <n);

8.
Cip, 1<i<j<k<n)ou(l1<j<k<i<n),
b;lcj,kbi: K ( : J _1> (l_j B ) seM:K.
L Ci-&-LkOijk ijkbk(oi,koill,k)ilblz , (1<j<i<k<n)
Ocaso 1 <1i < j <k <n éconsequéncia do fato que b comuta com oo,...,0,_1
(relagdo (4)) e da relagdo (2) do Teorema 1.4.1.
Para 1l < j < k <1 <n, temos
b; ' Cibi
= (051 o)b o1 051)(Op—r -+ 0511020541 - op1) (0 - - oy bloy o)
por (1.4) e (1.7)
= (051 01) Hon - 0j420510) (01 - 0i1) (07 - 07 ) (05410542 - op)b(oy -0,
por (9) e (10)
= (051 01)(0k -+ 05420511)07 (0110542 - o) (0707 ) por (4)
= (Ok-1""0j410)(0i—1---01)(01 " -0, 4 )(0j0j41° " Ok_1 por e
( )( )(oy! D ) (9) e (10)
= ik por (1.4).

Para 1 < j <i < k < n, temos que separar em dois casos:

bCiCoL bt M =T
(a) j =1, a relagdo é equivalente & b; 'C;}} ,Cixb; = FE i LE
beCis1kCipby ', M =K
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—1,v-1
bi Ci-}—l,kci,kbi

= (Ui—l

1
Or_1

bCinCii by, M =T

ceo)b oy 0im1) (010141 -+ Okm20h Ok - 00 ) (o7 o Db(oy o)
por (1.7) e (1.5)
co)b Noply oy totoy - opa)b(oy - o) por (9) e (10)
- 01) (ot 0y )b atb(oy o) (o7 o) por (4)
——

——
co1)(op oy ) oy ot oy (o ot ) (07 e 0h) por (13)
. -afl)(ai o ag)bafﬁb*l(agl . -0;1)(01 C k1) por (9) e (10)
. -Ufl)b(ai e Ugalﬂagl e U{l)b_l(ol C e O1) por (4)

por (1.5), (1.6) e (1.7).

bk(Oi_H’kO;kl)*lb,;l, M=K
(b) J <

. 0'1>b_1(0'1 [ Uj—IUj e O-i—l)(o-k—l e 0']2 e O-k—l)(o-i__ll e O-j_lo-j_—ll e Jl_l)b(o'l_l e U’i_—ll)

por (1.4) e (1.7)

co)b o1 0j1)(Oko1 - 0100441 - oke1) (05 -0y Db(or o) por (9) e (10)

co)b N op—1 o) (o 0j)or (ot o ) (04 oke)b(oy oy ) por (2)

co)b N opor o) (o) 0y 0oy o) (040 op1)b(oy o) por (11)

co)(op-1 - o)(oy 0y ) b otb(oy - 0g) (g o) (o7 o) por (4)
——

= (i1 01)(Op—r - 0541) (05 05 1) 07 b0 b o (0g -+ 0) (0441 -+ ok1) (07 -+ 0,y) por (13)
= (04105051 )(oh1 o) (05 -0y oy tbor(og o b (o0 oga)
por (4),(9) e (10)
= (01 0y) (041 05i1) (041 - 0n) (07 oy oo (oo )b (o - 0gn) por (2)
(+4)
= (Ohor -+ 0410, 0ir ;)0 .U].S(gj—l o Yb(0; - 0)o (a3t o b oy - o)
= (Op-1- 001107 Lo 0) (05 o7 b(0i - 0gp) (05 0n)o (g 0 b (00 o)

por (2) e (3)
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(O’k,1 te O'i+10';10'7;,1 tee O'j)(O'j cee ak,l)bkC’i,kC';rlLkbgl, M=T
(k101105 01+ 05) (05 k) br(CipakCig ) M0, M =K
Cit11Cr CinbiCi Ol by, M =T
Cz’+1,kCiTlej,kbk(CiJrl,kCiTkl)_le;l? M=K

por (1.5), (1.6) e (1.7)
por (1.4).

Podemos verificar a relagao (x*) de modo analogo a relacao ():

(o1 0j1105)(Oh—1 " 0j120541) = (i1 0j41)(Ok—1++ Oj12) 050511
N ~~ o S——

(2) (1)

= (031 0541)(Ok1 7+ 0412071410)0110

f— (Uk—l P 0-7;+1O-1;_10-i_1 PP 0‘])(0‘2 e 0‘])

Nas contas acima, 07> denota ¢? no caso que M = T e 072 no caso que M = K.

Terminando a demonstracao do Teorema 1.4.1.

1.5. Presentacoes dos grupos de trancas de superficies

nao orientaveis

Calculamos também uma nova presentacao para o grupo de trancas puras de uma
superficie nao orientavel Ny, de genus g + 1, g > 2. Visualizamos nossa superficie como
um soma conexa de toros e um plano projetivo (para g par) e soma conexa de toros e
uma garrafa de Klein (para g impar), como mostramos na Figura 1.47.

Como geradores, teremos as trangas C; ;, (1 <i < j < n) (analogas ao caso do toro
e da garrafa de Klein) e ainda os geradores a;, e b;, (1 <i <n,1 <r < g), como na

Figura 1.48.

Usamos o método da Proposigao 1.2.1, obtivemos o seguinte resultado:
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Figura 1.48: Geradores de P, (Ny11)

Teorema 1.5.1. Seja Ny uma superficie nao orientdvel de genus g+1, g > 1. O grupo
P,(Ngy1) admite a seguinte presentagdo:
Geradores: {a;,;,b; : 1 <i<n, 1<r<g}tU{C;;,1<i<j<n}

Relacgoes:

~—

1. Qi rQjr = QjrQir, (1 <r< g), (1 <i<j<n

aj,C-L Ciialta;,, (1<r<s<yg)
a7 ta; a0, = Jirit 1,565 %G, A (1<i<j<n)
2. a;,sC; ' Cit1 (1<s<r<yg)

a;,bjair = bjaj, TC CH‘LJG‘]r? (I1<r<

e
=
A
A
<
A
G

Cip, I1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n),
9. 4 Cppary = (1 Jl 1) 1<y ) l<r<g
akrCiyy 1 Cikay  CikCiy Civrp, (1 <j <i<k<n);
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3 Cir, (1<i<l<j<k<n)ou(l<j<i<l<k<n),
L O C1Ciy = »

2y

B

CinCr kCrrCil CinCry Cring, (1<i<j<I<k<n)

—1 oL -1 —1 .
biC'L,‘ai’1 Q2 Gy g 14, gbia; ga; g1 G20, seg épar

©

HJ z+1C CHLJ -1 -1 -1 s
biCl,,;ai’lai,g “Qig—10;, bl algazg 1071 Qi20; 1, segéimpar

6. bibi = bib;Ci;C LY o, (1<i<j<n)

=

b ajebi = ajrbi(Ci Gy )70, (1<i<j<n),(1<r<g)

Cik, 1<i<j<k<n)ou(l<j<k<i<n),

S

b; 1Cj b =
Ciy1kC; ) Cinbk(CikCrly ) 710, (1< j <i <k <n);

Podemos verificar que se g = 1, temos a mesma presentacao dada no Teorema 1.3.1,

por isto a demonstracdo deste teorema ¢é totalmente analoga ao Teorema 1.3.1 (especial-

mente as relagoes (1,3,4,6,7) e (8)). Vamos apenas mostrar nas Figuras 1.49, 1.50, 1.51

e 1.52 a seguir que as outras relagoes sao validas.

Figura 1.49: Relagao (5), caso g par
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-1 ~1
Cri.Cijas,a;s

i+1,7 0775,

&

Figura 1.52: Relagao (2): s <, a;rlaj,sai,T = a/j,sCiTjICi+1’j

No resto do texto, utilizaremos também a presentacao do grupo de trangas (total)
de superficies nao orientaveis dada por Bellingeri [5], nesta presentagao ele considera as

superficies nao orientaveis como soma conexa de planos projetivos:
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Teorema 1.5.2. (Bellingeri) Seja N, uma superficie fechada nao orientdvel de genus
g > 3. O grupo de trangas B, (Ny) admite a sequinte presenta¢do:
Geradores: 01,...,0p-1,01,...,0q.

Relagoes:

1. Relagoes de Artin;
2. aro; =oja, (1 <r<g;i#1);
3. aflaraflar = araflaral (1<r<yg);

4. Ul_lasalar = araflasal (1<s<r<yg);

5. a%---a2

e . e 2
g = 01020

—1 " 09071.



Capitulo 2

Sequéncia Exata Curta de Fadell-Neuwirth

Neste capitulo vamos estudar as sequéncias exatas curtas de Fadell-Neuwirth (1.2) e
(1.3), as quais sao fundamentais no estudo dos grupos de trangas e saber se elas cindem foi
uma das primeiras questoes levantadas pelos fundadores da teoria (J. Birman, E. Fadell,
L. Neuwirth, R. Fox, J. Van Buskirk [10, 11, 17, 18, 20, 63]). Se sabe agora que tais
sequéncias nao cinde em geral, mas quando M é o toro ou a garrafa de Klein, existe
em M um campo de vetores nao singular, o que implica que tais sequéncias cindem.
Neste capitulo calculamos explicitamente uma sec¢ao em termos dos geradores de P, (M)
na Proposicao 2.2.1. Com isso, conseguimos descrever o grupo de trancas puras de M
como um produto semi-direto e calculamos o centro de B,(M), no caso que M = T ja
conheciamos o centro de B,,(T) [10, 57] e no caso que M = K obtemos a Proposicao 2.2.4.
Além disso, se M é uma superficie nao orientavel de genus g > 3, temos o Teorema 2.3.1
que descreve explicitamente uma sec¢ao para a sequéncia (1.2) com n = 1. Estudamos
também a sequéncia exata curta generalizada de Fadell-Neuwirth (2.3), questionando
quando a sequéncia cinde, a existéncia de um campo de vetores nao singular nos auxilia

a obter o Teorema 2.4.1, conseguindo generaliza-lo no Teorema 2.5.1.

2.1. Introducao

A sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth (1.3) ja foi apresentada e definida no
capitulo anterior, mas retomamos o estudo de tal sequéncia para obtermos maiores infor-
magoes dos grupos de trangas.

Uma das principais questoes sobre o assunto é: quando a sequéncia (1.3)
1= (M\A{z1,...,x,}) = Poy(M) 5 Py(M) — 1
cinde? Quando a superficie M é o plano, tal pergunta é facilmente respondida, a sequéncia

69
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cinde para todo n € N* pois a inclusao natural de P,(M) em P,1(M), que acrescenta
uma corda trivial, ¢ um homomorfismo. No caso de outras superficies a resposta é mais
complicada, pois a mesma fungao nao ¢ mais, em geral, um homomorfismo.

No caso da esfera M = S? Fadell e Van Buskirk [18] mostraram que existe secgao
para p no nivel geométrico. No caso do plano projetivo M = RP? Van Buskirk [63]
provou que para n = 1 a projecao p nao admite seccao e para n = 2 admite sec¢ao no
nivel geométrico.

O caso de outras superficies foi estudado por Gongalves e Guaschi [24, 26, 29|, foi
provado que se M é uma superficie compacta, conexa sem bordo, orientével (resp. nao
orientével) e de genus g > 2 (resp. ¢ > 3) a sequéncia cinde se, e somente se, n = 1;
se M ¢é uma superficie compacta, conexa, sem bordo, com uma quantidade finita de
pontos deletados e diferente da esfera S? e do plano projetivo RP?, a sequéncia cinde para
todo m > 1, além disso eles completaram a resposta para o caso do plano projetivo RP?
mostrando que a sequéncia cinde se, e somente se, n = 2.

O caso em que M = T, o toro, ou M = K, a garrafa de Klein, foi estudado por
Fadell e Neuwirth [17| e concluiram que a sequéncia (1.3) cinde para todo n. Para a
demonstracao de tal fato, foi essencial a existéncia de um campo vetorial nao nulo nestas
superficies. A ideia da demonstragdo ¢ construir uma fungao continua entre F,(M) e
Foi1(M), mandando = = (z1,...,x,) em (z1,...,2,,y(z)), onde y(z) é um ponto em M
diferente de todo x;, obtendo assim uma secc¢ao no nivel geométrico. Para a construcao de

y(x) usamos um campo de vetor nao nulo v e fixamos um ponto, z,, neste caso, definimos:
y(x) =z, + v(z)e(x)/2, onde €(x) = mini<i<j<n {dist(x;, x;)} .

A seccao algébrica desejada sera a induzida de tal funcao. Geometricamente, esta-
mos “duplicando” a ultima corda de cada tranca.

Com essa ideia geométrica, encontramos uma secgao explicita em termo dos gera-
dores de P, (M), podendo assim interpretar esses grupos como um produto semi-direto.
Neste capitulo, estudamos também os grupos de trancas mistas, que sao subgrupos de

B, (M) e generalizamos a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth, questionamos nova-
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mente se a tal sequéncia cinde ou nao.

2.2. Existéncia de uma seccao

Nesta secao vamos escrever explicitamente a seccao da sequéncia de Fadell-Neuwirth
1.3 para M = T e para M = K. A ideia geométrica é “duplicarmos” a ultima corda na
dire¢@o do campo de vetores ndo nulo, podemos visualizar nas figuras abaixo (2.1,2.2,2.3)
a ideia de “duplicar” uma corda. A dificuldade é apenas provar que todas as relagoes de

P,(M) se mantém através da fungao, pois assim serd um homomorfismo.

)/ L
A 1

-1
Ci,nCiJH»lC n+1

n,

Figura 2.1: Duplicando a tltima corda de C; .

ApnGn41 bn anr 1

Figura 2.2: Duplicando a tltima corda de a,, e b, em P, (T)

Quando duplicamos a tltima corda de uma tranca em P,(K), temos que ser mais

atentos ao sentido do campo de vetores nao nulo. Note que, ao duplicarmos a tultima corda
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~_ \\t\

bn bn+1 Cn,n—i—l

Figura 2.3: Duplicando a ultima corda de b, em P,(K)

de b, em P,(K), o ponto n + 1 se move, por isso, temos que reposicioné-lo na posigao
inicial.
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.1. Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. Entao, em termos da
presentacao dada pelo Teorema 1.53.1, a aplicag¢io s : P,(M) — P,.1(M) definida nos
geradores de P,(M) como:

ail—>ai,i:1,...,n—1
bl’—>b“Z:1,,n—1
Ap = GpQn41

Cijr—Ciy, 1<i<j<n-—1

-1
L Ci,n ? Ci,nci,n+lcn7n+1a

by, — bpby g se M =T
bn — bnbn+1cn7n+1 se M = K,

¢ uma sec¢do para a sequéncia exata curta (1.3).
Para demonstrar tal proposicao precisamos de alguns resultados preliminares:
Proposicao 2.2.2. Seja M = T ou M = K, as sequintes relagoes sao vdlidas em

Py (M):

P1- a'nbn+1 = bn—l—lCn,n—i-la'n;'

11 _ -1 -1 , .
P2 0, i1 Civing1an = Crnn1C 1 Ci1n1Crpir, (1< 0);
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1 ~1 - o
C]n zn—l—lClJrl n+1CJ n = Cn7n+1 i,n+1Cl,n+1Cn n+1- (.] <i<l < n)

1~y 1 _ . . .
Oj,n i,n+1Cl,n+1Cj,n = Cn,n—i—l i7n+1Ci+1,n+lcn n+1> (] <1< n),

DPa. bnan+1 = an+1C’;n+1b

1 -1 _ -1 -1 ; .
ps- by Cinsa i+1,n+lbn = n,n+1Ci,n+1 i+1,n+1Cn,n+17 (i <n);
_ -1 -1 .
Ds- Ci7n0i7n+1c i+1, n+1C = n,n—f—lCiJH‘l i+1,n+1Cn,n+1a (Z +1< n)
Demonstragao:

Vamos usar as relagoes de P,(M) dadas pelo Teorema 1.3.1.

P1- a'nbn+1 = bn—i—lcn,n—i-la'n;

Pela relagao (2), temos o seguinte:

-1 11
[0%% anrlan = anrl an+1Cn n+1an+1 = bn+1 (an Cn7n+1an) = bn+1cn,n+1an = &nbn+1
TV

®3)

como desejado.

-1 _ -
2. 0, Ciy 1 Citinsian = Coni1 Ci G i Cr
Usando a relaco (3), temos:

—-1-1 _ -1 1 -1
n, Ci:"+1 Ci+1v”+1a'n - C@ n+10n Ci+1,n+1an
TV - '

(3) (3)

- (Cnﬁl-‘rloz n+1a7’b+1Cn n+1an+1)(an+10n n+1an+101+1 7L+1Cr:n+1)
_1 . 1 _
= ;' Gt Ciyinitn = Coni1 Gty Ciprnia1 Crp

como desejado.

1 -1 .
O nOz n+10i+1,n+10j,n = Unn+l ¢7n+1Cl,n+1Cn n+1> (] <i1<Il< n)

-1 . . )
C Cz n+1Cl,n+ICj,n = Unn+tl i,n+1Ci+1,n+1Cn n+1> (] <1< n),

Pela relagdo (4), temos

-1 —1 1 1
¢ n i,n+1cl,n+1cj,n - C C’L n+10 C C’l n+10j n
vV

p3-

Js

(4) (4)
— -1
- (Cn7n+1Cz n+ICj7n+1Cn n+1v7, n+1) (Cj7n+1Cn7n+1 j,n+1Cl,n+1Cn n—l—l)
1 _
= C Cz n+lcz+1 n+1CJ no = Cn,n+1cz n+1Cl n+1cn n+1

como desejado. Para a outra relagao tome [ =1 + 1.
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2 bnan—H = a'n-i—lCT:n_ana

Pela relagao (7), temos o seguinte:

-1
An+1 bn+10n,n+1bn+17 M=T

bl ay 1by = ® ) a6 Caba), M =T
n Yn+1Yn — =
Apy1 bn+107:n+1 7:—%-17 M=K an+1(b7_LlCn,n+1bn)7 M =M
®)

= bnan+1 = G/n+1c7;n+1b
como desejado.

-1 -1 -1 , ,
Ps. bn Ci,nJrlCz—l—l n+lb Cn,n+10i,n+1 i+1,n+10n,n+17 (7’ < n)?

Usando a relag@o (8), temos o seguinte:

b;10i7n+1c+1 nb =b, 1CZH+1b b ! 1+1 nb
®) ®)

_ —1

- ( n n+10i,n+1bn+1cn n+1 n+1> (b’fl-f-lcn n+1 n+lc i+1, n+1077«7n+1)
—1 -1 — -1

= bn Cz’,n+1 i+1,n+1bn - Cn n+1Ci,n+1 i+1,n+10n,n+1

como desejado.

Usamos acima a seguinte notacgao:

Cnn—i—la M=T C

ot . OF1 nnH,M:T
nontl = n,n+1 —

nn+17 M K Cn,n+1, M = K.

1 .
Ps: CinCint1031311Cin = Crn1Cint103 1 O, (141 < ).

Usando a relagao (4), temos
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1,v—1 _ -1
Ci n ~i+1, n+1Ci,n - “n,n+l z‘+1,n+1ci,n+1 Cn n+1vg n+1
1 _ -1 — 1
= C C i+1ln+1 = Ynn+1Yipl ntl Ci,nJrlCn n+1C n+IC
~ Vv
(4)

_ -1 1, v—
— Ynn+l1Vitl nt1 (C in Cn n+1)

_ 1
= Cint1Cy i1 Ci Cz—l—l wi10nnt1 = CiniCiY 11 Cry
(4)
1 _ 1
(C in Cn n+1Ci7n+1)Cz+1 n+10n,n+1 - i,n+1c i+1, n—l—IC

1
= CinCint1Cii1 ni1Cin = Crn1Cint1Ci 1 Ot

como desejado.

Agora podemos provar a Proposicao 2.2.1. Nas contas a seguir serdao extensas,

para facilitar a leitura escrevemos com chaves em baixo ( ) a parte da conta que

0
vamos substituir, com o nimero da relagao de P, (M) que estou utilizando (relagoes dadas

pelo Teorema 1.3.1 e pela Proposi¢ao 2.2.2 acima) e na linha seguinte escrevemos com
parenteses a substituicao feita.
Demonstracao da Proposigao 2.2.1:

Temos 8 relagoes em P,(M). Para cada relagdo Ry = Ry vamos aplicar a secgao
s(Ry), s(R2) obtendo elementos de P, 11(M), usando as relagoes deste grupo, iremos mos-
trar que S(R;) = s(R2) demonstrando assim que s é de fato uma sec¢@o para a sequéncia
exata curta (1.3).

Como s é a identidade para os elementos que nao mexem a corda n e devido ao
fato que as mesmas relagoes sao vélidas em P, (M), s6 precisamos verificar igualdade

quando os elementos a,, b,, C;,, aparecem na relagao.

1. a;a, = a,a;;

Ao aplicar a sec¢ao s temos:

5(aian) = ai(Anans1) = (An@ni1)a; = s(ana;),
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devido ao fato de todos os geradores a; comutarem entre si, pela relacao (1).
2. a;lbnai = bnanC’;ﬁ}C’iH,na;

(i) Suponha i+ 1 =mn;

M=T
2) (2) 2
= bna, Cy, 1(bn+1an+l Cn n+1 an+1a )anJrl ijrzl+lcn,n+1a7;—1k1
NI Sl —_———
(3)e(®) (1)

_ -1 -1 -1 -1
- bn an<bn+1 an+1ci,n) n,n+1 ( )Cz n+1Cn,n+1 Apy1
W—/ /

1 1 1 11 ~1 ~1
s(a; “bja;) =a; YWoubpira; = a; tbpa;a; b0, = (bnanCiyy ) (bna a1 Cy 1 Cnn @y, 1)
N ——/W—/ ———

P P
- 1
= bn(bnt1 gn,n+1an)an+l C " G | (Cn,n-H Cin n+10n Hanta

(3)
= bnanrl(ananJrl Cn,nJrl)C Cz 1 Ay, an+1

(4)
:bnbnﬂ.ananﬂ.(C’i,nC’i,nﬂanﬂ) Latarl, = s(bya,Cilart).

N n

1 -1 -1 -1
s(a; bpa;) = a; bpbpy1 Copg1.a; = a; bpa; a; bpyi(a; Cppgr)
——— —_—— ———
(3) (2) (2)
-1 -1
(b anC. )( n+1 An+1 i,n+1Cn,n+1an+1)Cn,n+1
\W_/
(2)
= bpay C; (b ! o i C wi1C
= bpan C7 (bnt1ans1 O n+la )an+1 Ci i1 Cnint10n 41 Crnrt
—_—— —— —
(3)€e(®) 1)
—1\ =1 —1\ -1 -1
- bn an(bn-I—l an-l—lci,n) n,n+1 (a’n ) i,n+1Cn7n+1 a’n+10nu”+1
\‘/—/ ~ J
p1 P2
_ -1
= bn(bn+1Cn n+1an)an+1c Cn n+1 (On7n+1 Cz n+1 CL )an+lcﬂyn+1
——_— ——— d

®

-1 -1
=b bn—l—lcn n+1-Anln+1- C CZ n+1(0n,n+1 a,, anJrl)

(4)

_ 1 11
= bnbn1Cnn41-Unlny1.(Crn1Cr, O n+1> a, anJrl = 5(bna,C;a,").
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(ii) Suponha i+ 1 < n;

-1 -1 -1
s(a; bja;) =a; Wby 1a; = a; tbpa;a; tbyyaa
(2 (2)
-1 -1 -1
= (bna'nci,n Civin @, )(bnt1 a1 Gy n+10i+17n+1an+1)
—
(2)
1 -1 -1
=b nln C C i+1 n(bn+1an+1 Cn ,n+1 an+1a )a'n+1 ’i,nJrlCi'i‘l,n-‘rlan—&-l
N————
(3)6(8) (1)
-1 -1
= by, an(bn-f—l an+1C’ Cl-i-l n)Cn n+1 (CL )C’L n+10i+177l+1 Ay
~—— v

-~

P1 P2

—1 -1 -1
- bn( n+1Cn n+1an>an+10 Cerl n n’n+1(Cn,n+1 iyn+1ci+1,n+10n n+1a )an+1
\_v_/

=b bn+1 Cn n+1anan+l C Cerl nY; n+1 Cerl n+ICn n+1a an+1

3) @)
—1 -1 1
= bnbn—&-l(anan—klcn,n—ﬁ—l)ci,n( i’n+1ci+1,n>0i+l,n+lcn n+1a an+1 = (b anC O—H nGp )
M=K
-1 —1 —1 —1
s(a; “bpa;) = a; bpbyi1 Cpngr.a; = a; bpa;a; byii(a; Crpgr)
—— e — e —

3) (2 (2)
= (bnanC;,, 'L+11,n an ") (bpgt Qs an+10i+1,n+1@;i1)cn,n+1
2
= bya, \Cg;CHLn(ananH Cn n+1l an—i—la )an+1 Ci, n+1ci+1,n+1a;}r1cn,n+1
(3)€() ()
= b an(bn+1 an+1C Cz+1 n)Cn ntl (anl) z_n+10i+17”+1 ay_HlJOn,n-i-l
—— _

-~

P1 D2

- bn(bn+lcn,n+1an)an+1Oz‘;zlci—s-l,n 7:,111+1<Cn,n+1 Z‘T7%+1Oi+1,n+10n n+l Q,, ) ;Jlrlon,n+£
@)
=b bn-i-lCn n+1anan+lc Cz—l-l nl; n+1 OH—l n+1 C;n-kl(cn,n-&-l aﬁlar:il)
—_——— —_———
(4)
= bnbn+1Cn7n+1.anCLn+1 C (C n+1C’,~+17n)C’Z~+1yn+1.a;la;}rl = s(bnanC';;C'iH,nale).

()
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-1 . .
a; Cj,nai = ij, (Z < ] < n),
3.3 an'Chpan = Cip, (§ <k <n);

—1 . 1 —1 -1 .
a; Cinai = anCi 1 Ciay, CinCi Ciyin, (5 <1< n)

Como nesta relagdo nao aparece o elemento b,,, a demonstracao é a mesma para o

toro e para a garrafa de Klein. Temos seis casos a considerar:
(i) Suponha i < j < n;

sT

1 | -1 _ -1 _
S(CLZ- ijai) =a; .ijij_i_lCn +1 .a; _CjﬂCjﬂ-‘rlCmn-i-l —S(ij)

(3)
Usamos apenas o fato que a; comuta com todos os elementos acima, pela

relagao (3).
(ii) Suponha j < k < n;

s(agle’kan) :a;ila;I.ijk Appr1 = Cip = 5(Cj)
—_———
(3)

Usamos apenas o fato que a,, € a,41 comuta com Cjy, pela relagao (3).

(iii) Suponhai=jei+1=mn;

-1 —1 —1 -1 -1 —1
s(a; " Cinai) = a; CinCiny1 O 10 = a; Cinaia; Cipnia(a; Cpyyy)
_—

(3) 3) 3)
_ C —1 C—l O —1 C —1
_(an inQy )(an-i-l nn+1Vin+10n 41 TL,"H-I) n,n+1
—_—————
(e
_ C. -1 C«fl C. -1
- an(anJrl in O ) +1Vint1 Ay

n,n
TV

p2

o -1 —-1\,—-1 __ -1
— anan+1Ci,n(Ci,nJrlCn,n+1an )a’n—i-l - S(OJnCi,nan )
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(iv) Suponha j <iei+1=n;

-1 _ -1 —1 —1
s(a; Cina;) = a; CjuClnia On nr1@i = a; Cina; a; C] nr1(a n,n+1)
-t N
(3) 3) 3)
= -1 - -1 -1
= (an Cz @y, Cj, nC )(an+1 C, n+1Ci,n+1an+1Cj,n+1 i,n+1Cn,n+1)Cn n+1

(1)9(3)
= Gn (anJrlCzna_lC Cz )C n+1Ci,n+1 a;Hl—le,nJrlczn+l

n

v~

(@)

= Cin ., Cin(Cin1 O O Dart C; !

= AnQn+1C4n Ay CinCintl n,n+l ~in Apt1 Cin+144 n11
o

-~

—~
p2€p3 (3)

= a0 11Cin(Ci 1Ot 0t Cin)(an, Ci, N, .

nUn+1Vin\~int+1Yn ni1 Jn n+1 Jn+1l ~in41

(3) 4)
= anan—i-lci,noi,n-l—lcn n+1a ( T_LJlrlcj,n)(ij‘f'lC ) zn—‘rl = S<ancl ”a_lCJ nC )

(v) Suponhai=jei+1<mn;

-1 -1 -1 -1
S(Gi Ci,nai) =a; Ci,nci,n—H Cn n+1a7, =a; Cz nay CL CZ n+1(az n,n-l—l)
(3) (3)
(3)

-1 -1 -1
= (an C i1, wCinty Cit1n)(@ngr z’+1,n+1Ci,n+1an+10i+1,n+1)Cn n+1
J/

~~

(1HeE)
-1

-1 -1 _
= (anHC i1, nCLnCLn Ci—i-l,n) i+1’n+1ci7n+1a,n+1 Oi+17n+10n n+1
N g
vV

(3)€eH )

1 -1 —1 -
= anan+1c i+1, nCiﬂ a,, ( i+1,n+1c7?7n+1 an+10i+1,n)oi+17n+1cn n+1
TV

p2

1 _
= a’”a’”“rlC i+1,n C ”(Cn7n+1cz+1 n+1 Ci7n+1cn n+1a ) n+1Ci+17nCi+1,n+1Cn n+1
vV

p3

_ —1,-1 -
- anan+1c i+1, n(Cerl n+1Cn,n+1Ci,n)Ci,n+1Cn n+1%n an+1Ci+1ynCi+1,n+lcn n+1

= s(a C’HnCma;lCHm).
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(vi) Suponha j <iei+ 1< n;

-1 -1 -1 -1

s(a; Cjnai) =a; CjnCjnp Cn 1 = 4 Cjna; a; C] n1(a; n,n+1)
—— NG
(3) 3) 3)
_ —1 1 -1 -1 —1
= (a Cz—l—l 2Cinty, Cj, nC Civin)(@ns1 i+1,n+10i,n+1an+1cj,n+1 i,n+10i+17n+1)cn n+1
>y
(3)
_ —1 -1 —1 —1 —
- (anJrlC i4-1, nCz na C] nC Cz+1 n)Ci+17n+1Ci,n+1an+1 Cj,nJrl i,n+10'i+l,n+l Cn n+1
g

~~

(3)e)

_ -1 —1 —1 -
= ann 1035, Cinty ' Cn Oy (CRY i Cimit 0751 Cii10) Cinin O Ciiin i1 Cp
NV

p3

—1 —1 — -1y, —1 -1 —
= ananHC i+1, nCZ na C’] n(cn,n—‘rl 7j+1,n+1Ci,n+1On n+1 O )anH Oi-l—l,noj,n—l-l i7n+10i+17n+10n n+1
H/—/

L
p3 (4)
_ 1 el ~1 -
= ann+1C0111 ,Cin 0, (Ci st Cinr Cin) (041 € ) Cit1,0Ciini1 G Civtnn G
TV

(pz) 3)
= ananJrlC i+l - O n(Cn,nJrl 7:0—11,n+10i7n+1c';n+1 ap, )(a;j—lc ) C C i+1 an,nJrl/ 7:111+10i+1,n+1c7;n+1
(1) (1)
= ananHC i+1, nl z+11 n1Cin+1Ci, n)0y an+10 (Cj,n+1c Citin) an+1 Ci+17n+1077n+1
~————
(4)
+1 nCi,nagl)Cj,an,n—l—l (Cn n+1cn n+1)C (CZ n+1Ci+1,n)Ci+17n+1C7:n+l

i+1, 10 Cinay, ' Clin Ci o Citin)-

Cin, (i<l<j<n)ou(j <i<l<n);

4. C{llemCM -
’ Cin l_+1ncln0 yen nCrn 'Cliim, (i<j<l<n).

Nesta relacao também temos a mesma demonstragao para o toro e para a garrafa

de Klein, temos cinco casos a considerar:

(i) Suponhai<l<j<mnouj<i<lIl<n;

2y 2y

s(C,'CinCiy) = < 1 CinCin1Crni1 Cit = CinCini1Crpyy = s(Cin)

-

(4)
Usamos apenas que o elemento C;; comuta com os outros elementos, pela

relagao (4).



2.2. FExisténcia de uma sec¢ao 81

(ii) Suponhai<j=lel+1=mn;

S(Oijjlcj,nci,j) = Oijjlcjmcj,n-i-l O,:n-HC = ggjlcj,nci,j Oijjlcj}n-i-l(C C;n—I—l)
) ) )
= (Cm Cj,nCijri)(Cim-‘rl Cn n+1Cj,n+1 ijnlJrl Cn,n+1) ;31+1
~ ——— —

-~

4)
:Oi,n(ci,n-l-lc O ) nn—l—le,TH-l ijnl—',-l

-~

p3

= Cl’,nCi,nJrl ?j,n(Cj,n+1Cn n+1 O )C n+1

7

-

(4)
= CinCint1(Cryps1CinCins1)Cin Cii iy
= Ci,nci,nﬁ-lor:n—klcj, C] n+1(C n+1Cn,n+1)C 1Cz n+1 = S(Ci,ncjvncijnl)-

n

(iii) Suponha i< j<lel+1=mn;

7/7 7/7 Z’

$(C1'CinCiy) = C;)'CinClinta CEnHC = \CfllemC“C G, n+1(Czl 1)

(1) (1) (4)
(Cz nCl RO C C Cl,_nl) (Cz’,nH Cr:n—i-lcl n+1%v n+1CJ n+1%v] n+1Cn n+1)0 n+1

n

@)
= Oi,n(oz n+1Cl nC’ O gl_;) 71_,711+1Ol7n+£ iTanijJrl l_nl
@)
= Ci,noz}nHCl,nC;nl OJ}TL(CL”'HCT:TH-I C )Cz n+1Cj,n+£ z,_n1+1

g

(4)
- CZ nCZ n-HClTLC C] nCl n-HCn n+1( znl+1CJ ”‘HCln)CI

n+1
pd

_ —1 -1 —1 —1
- Oi,nOLn—i-lCl,n Ci,n ( n,n—‘rlolﬂ"b‘f‘l Cj,n) im+l C] n+1cl I,n+1

A ~~ o\ -~

P3 (4)
1 —1

- Ci,nCi,n—}—l Cl,n(Cl,n+1Cn n+1 C )( i,n+1C )C] n+1Cl Cl n+1

(1)
= CinCint1(Crr i1 CinCinta)Ciy z_n+ICJnCJn+1Cl ln+1
= (C'mClnC' C’ C'ljnl).
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(iv) Suponhai<j=lel+1<mn;

S(Cijjlcj,nci,j) = Oz'jjlcjmcj,n-i-l O;n-i-lc = ggjlcj,nci,j gi}lcj7n+l(c C;n—I—l)
() ) ()

= (Cin 1 nCinCi C; j+10) (Cint1 Citrni1Cin1Cini1 Civima1)Crpa
(4)

1 _
= Cin(Cint1C34 . CinCi Cit1n)Cii i1 Crmin i,n+10j+1,n+10nn+1

4)
-1
=C; nCz n+10 i+1, nCJ n C (C i+1, n—s—lCJ}n—i-l i,n+ICj+17n+1Cj+1,">Cn n+1
p3

_ —1 —1 — 1, v—1
- Ci7n0i7”+1 j+1,n Cj,n(cn,n—i-l j+1n+1 Cj,n‘i‘lcn n—i—l)C in i,n+10j+1yn+1cj+l nCn n+1
>4

g

p3

— 1
= CinCin1Ci o (Cril s Cn,n+10j7n)0j,n+10n n+1 Cin Gl w1Cis1n11C41nCrnin

~~

(4)
_ -1 -1
- Oi,nci,n-i-l j+1,n( 41, n+1(C] nCJ n-i-l)C Cz n+1Cj+1,n+1Cj+l nCn n+1

= S(CZ nC j+1 ananiTéCj+17n).

(v) Suponhai<j<lel+1<mn;

%, %,

s(C;'CinCi1) = CCinClinsa (J,;n 1Cis = \O;jlcj,nci,j \(J;jlcj,nﬂ(c Crmit)
@) ™) )
(CanHl nClnC C C Cl+1 n)(ci,nﬂj ljrll,n+1Cl,n+1 iTT}-l—leﬂ”H-l 1T711+1Cl+1,n+1>0n n+1
(4)
= Ci,n(cx n+1 z+1 nCl nC C Czjyll ?l+1,n)cljrl1,n+1cl,n+10 n+ICJ n+1Cl m+L Cl+1 n+107;n+1

-~

(4)
-1 -1 —
=G nCz n+1C 1+1, nCl nC C Ol (C I+1, n+1Ol,n+1 z‘,n+1Cj,n+1 I,n+1 ClH,n)ClH,nHCn n+1

p3
-1 - N | -1
= CinCi n+1Cz+1 2Ol nC C n(Crnt z+1,n+1Cl,n+1Cn n+1 & C o) i,n+1cj7n+1Cl,n+1 $(Cry1n)
P3 (4)
_ 1 1 -1
= CinCint1 141, nCl n C ( 141, n+1Cl nt1 Cjn)( in+1 Cin+1 l,n+1Cl,n )5(Ciian)
Vv TV 4
p3 (4)

—1 —1 1
- Cz nCz n—f—IOlJrl n C’l n(Cn,n—l-l I+1,n+1 Cl,n—l—lCn n+10 )( in+1 Cj,n)Oj,n—H 1 n+1O (Cl—‘rl n)

(4)
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= Ci,nci,nJrlCl;ll,n(Cl_:l n+1 Cn n+10l n)Cl n+1Cr:n+1 C ICZ n+1S(Cj nC Cl+1 n)
@
= 5(C;, C’l_+1 2CinCiy on C{,}C’Hl,n).
. [l O 1CZ+1] a;biCy a7, (1<i<n), se M=T,
' [[_i, Ci O = biCria; b e, (1<i<n), se M=K;
(i) Suponhai=mn=1.

Mostrar que s(a;bja;'b;') = 1, se M = T (resp. s(bia;'b;la;’) =
se M = K), ou equivalentemente que s(aib;) = s(bja;) se M = T (resp.
s(apby) = s(biayt), se M = K):

M=T M=K

s(albl) = a10a9 blbg = (CLQ al)(bg bl) S((llbl) = 102 bleC’l?g == ((12 al)(bg bl)
A ad N—— N~ — N——

1) () p1 1) (6) p1
= a2(62 Cl’zal)bl = (bg &2017,21)([)1 al) = CLQ(bQ CLQCLl)bl = (bQ 0172a51)(b1 Cl1_1>
(5) (5) 2 (5) (5) P4
= bg(bl a9 )1 = (blbg)(alag) = s(blal). = b2(b1 a;l)afl = (bleCLQ)CLQ_ICLl_I = s(blal_l).
N ~—~—
6 (@D (6)
(ii) Suponha i =n > 1;

Mostrar que s(a,b,Cy na,'b;t) =1, se M =T (resp. s(b,Cina,'b, a,t) =1,

se M = K), ou equivalentemente que s(a,b,) = s(b,a,C}.

D), se M = K):

s(anbyn) = s(b,Cna,

1
,n

) se M =T (resp.
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M=T M=K
S(anbn) = ApQn+1 bnbn+1) S(anbn) = AnQn41 bnbn—i-lcn,n-‘rl
S—— —— ——
1) (6) 1) (6)
= (anJrl an)(bn+1 bn) = 1( n+1 Cn,nJrlan)bn = (an+1 an)<bn+1 bn) = An+1 (anrl Cn,n+1an)bn
W—/ ~~ 7 \\ - J/ H/—/ N ~~ . —~ _
p1 (5) (5) p1 (5) (5)
= (bn-l—lan-i-lol_,rlz-i-l)(bnan ,TlL) = (bn11C1 11 an+1)<b Cinay, 1)
———
ba
= bn 1041 (C’r:,rlz—‘,-l Crnt1) 1_,711+1bn Qn 1_,5 = bny1 ?1,n+1(Cn n+1b a;il)c
Ps P 3)
== bn+1 an+10nii+1 (bn Cliib+1cn,n+1)an 017;0 — bn+1 (bn anJrlCl n+1)(01 n n—i—l)a_l
~ TV 7\ TV - HH\ TV
P4 P2 (6) 4)
= bn—i—l(b an+1)(an0n n+1C7, n+1) _1 = (bnbn+lcn,n+1>(CI,nHCl,nO;ﬂlwl)an}rla !
= 5(bpa,C1,)). = 5(b,Cypna,t).

(iii) Suponha 1 <i < n;

M =T,
Temos que mostrar que s(a;b;Cya; 'b; ') = s([Tj=iy1 €1, 1Cis15), usando a
relagao (5) em P,11(T) temos
nt1
s(aibiCLiai—lb;l) = aibiC’lyiai_lbi_l = H CifleiH,j
j=it1

em P,.1(T). Por outro lado:
S (H? i1 Cr IC’H-LJ) =S ((H? 11_5-1 Ci 101+1,J)(C;7L10i+1,n)>
= (H;L z1+10 1 Cin J) (Cont1Ci11Ci ) (Ciy1nCis1nt1Crp 1)

Portanto, basta mostrarmos que

(Cont1Ci 1 Cit ) (Cis1nCiti 1 Cni1) = Cid Cin1n G4 Civtina,s

que podemos verificar facilmente utilizando a relagao (4), pois C,, ,+1 comuta

1
com C;, n+1C e com Cit1,Cit1n+1, € Cipe1 comuta com C;p,, Cigg p.
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M =K,

11 —1y _ ~1
Temos que mostrar que s(b;Cia; b a; ) = s([[j_;,, CijCii ), usando a

relagao (5) em P,11(K), temos
n+1
s(biChaa; b ar ) = biCaa; b et = T CiaCihy,

j=i+1
em P,1(T). Por outro lado:
S (H] i+1 C; C+1 j> =S ((H] —it1 C; O-i-l])(oln z+11 n))

= (H] —i+1 Ci Cz-i—ll g) (Ci,nci,nﬂcgn-i-l)(Cn,nﬂcﬁll,n-i-lcz;ll,n)'
Portanto, basta mostrarmos que
(Ci,nCi,nHCr?nJrl)(Cn,nH z+1 n—l—lC +1, n) Ci,n i:—117nci,n+1 iil—ll,n—l—h
que podemos verificar facilmente utilizando a relagao (4), pois Cj1, comuta
com Ci,n+1, Ci+1,n+1-
b,b; = b;b,,, se M =T,
b,b; = biani7nCijrll’n, se M =K;

Mostremos inicialmente o caso M = T:
S(bnbz) = bnbn+1bi = bibnbn—l—l = S(bzbn)
usamos apenas o fato que os geradores b; comutam entre si, pela relagao (6).

Agora o caso que M = K, é um pouco mais complicado e precisamos dividir em

dois subcasos:

(i) Suponha i+ 1 =mn;

S(bnbz) - bnbn—i-l Cn,n—i—lbi - bn bn—l—l(bi Cn,n—H)
(8) (6)

= bn<bz bn+lci,n+1crjn+1)cn,n+1 = (bzbn Ci,n>bn+1 Ci,nJrl

~—~— —

(6) (8)
- bibn(bn—l—lci,n)ci,n-l—l - bibnbn+1(Cn,n+1 Cn n+1)ci,n0i,n+1
()

= bibnbn+1cn,n+1(Ci,nci,nJrlC;}H_l) = 5(b;b,C; ).
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(ii) Suponha i+ 1 < n;

S(bnbz) = bnbn—H On,n+1bi = bn bn+1 (bz Cn,n—i—l)
(®) (6)
- bn(bz bn+10i,n+1 Cz—l—l n+1)0n,n+1 - (bzbn Ci,n ;_ji’n)bn+110i7n+l Cz—l—l n+10n,n+1
(6) (8)

= biby (bn1Cin CFY ir1.m) Cint1 ';‘,—11,77,+1Cn,n+1
(4)
= bibnbny1(Crnia G, n—i—l)Ci,n(Ci,nJrl/ ?;11,n)0i111,n+10n,n+£
) )
= bibnbn11Cn 41 (CinCins1Co i) (Crin1C 01 Oy ) = $(0ibnCin Gl )

b;lanbi anb,C;, SO bt se M =T,

i+1n“n >
bglanbi = anbn(c’i,ncv:i-ll,n) 't se M = Ka

n
Novamente vamos separar o caso que M é o toro ou a garrafa de Klein.

(i) Suponha i+ 1 =mn;
M=T

s(b;lanbi) = b;lananﬂbi = b;lanbi b;lCLnJrlbi
(7) (7)
= (anbnoiﬂ‘b br_Ll>(a’n+1 bn+10i,n+lcgn+1b;+1>
——
(7
- anbn Ci,n(an—irlbn—l-l Cn,n—i-l bT_L—‘yl-le_Ll>bn+1 Oi,n—&-lcn_nJrlbr_LH
(3)€e(8) (6)
= An bn(an—‘rl bn—i—lci,n)cn,n—i—l (b_ )CZ n‘HC’;n—i-l 7:-5-1
——

-~

b4 ps5
= an(anJrl Cn n—i—lb )bn+1 Ci,ncn,n+1(cn n+1cl n+1b ) n+1
——_— —
(8)
= nni1(bpbni1Crr 1) CinCinr1by oty = 5(anbnCinby ).
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M=K

S(bi_lanbi) = bi_lanan—i-lbi = b;lanbi b[lanﬂbi
(7) (7)
= (anb Cz n bn )(an+1 bn+1Cn,n+ICZ il n+1)
(7)
7

_ -1 1
= anby Ci,n (a"+1bn+1 Cn n+1bn+1b ) n+1 C’anCZ n+1 n+1

-

(3)€(8) (©)
= An bn(an+1 anrlCzTT}) (bgl)Cn n+1%; n+1 bn+1
——

v~

D4 p5
= an(ani1 Oy, n+1b )bn+1 G, (Cz_n+lcn nt1 by )b;-yl
—_—— — W—/
(8) (6)
= anan+1(bnbn+10n,n+1)c 107, nl+1cn,n+1<0n n+1bn+1b ) - 3<anb Ci, 1b )

mwnn

(ii) Suponha i+ 1 < n;
M=T
s(bi_lanbi) = b;lananﬂbi = b;lanbi b;lanﬂbi
(7 (7)
= (anani,nCiq.ll,n b; )(an+1 anrlCz n+1CZ+11 n—l—lbn—i—l)
(7

-1 1 1
= apbn Ci,nci+1,n<an+lbn+1 Chntt b, 110, )an Ci n+1Oz+1 n+1bn+l

~~

(3)€e(®) (6)

-1 -1 -1 -1
= Qn bn(an-i-l bn—i-lCi,nCiJrl,n)Cn,n-i-l (bn )Ci,n+1 i+1,n4+1 “n+1
N—— (.

g

P4 Ps
= (an+1 Cn n+1b )bn+1 Cz nC i+1, n0n7n+1( ;}L+1Ci,n+lo i+1, n+10n,n+1b )b;Jrl
(8)
= anan+1(bnbn+lc;n+1>cz n Cz_+1 nCz n+1 Cz_+1 n+1Cn n+1b 1bn+l
(4)
= anan+1bnbn+lcr:n+1cz n(Ci n+1Cz+11 n)Czjrll n+1Cn n+1by, bn+1

= s(ananLnC’iernb_ ).

n
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M=K
S(bglanbi) - b;lanan—i-lbz' = b,;lanbz' b;lanﬂbi
(7) (7)
- (ananiJanCan by ) (@n i1 bn+1Ci+1,n+1C;§Hb;i1)
—_—
(M)
— -1 —1 -1 3-1 1 -1
= anbn Cip1,n Gy (@ni1bngs Cr b1 )bngs Cirnn Gy b))
(3)¢() ©

—1 —1 -1 —1
= Qp bn(an—i—l bn—i—lci—l-l,nci,n) (bn )Oi+1,7l+1 i,n+1 anrl
—— >

N

-~

P4 P5

—1 —1 —1 —1 —1y7,—1
= an(an+1 Cn,n+1bn)bn+1 C’i+17n Cz',n (Cn,n+10’i+17n+1 Ci,n+10n7n+1 bn )bn+1
\—,—/ ~- J \ /

(®) p3 (6)
= Anlp+1 (bnbn+107l,n+1)0i+1,n(CZ‘-"-l,n-‘rlO'r;}LJrlCiT'ri)Oijr}-‘,—lcn,n-f—l (C;}H&br_Hl»lb?;l)

= S(ananH_l’nC_lbfl).

nwnon

(
b;le,nbi = Cj,n; (Z <] < n),

b, Ckbn = Cjg, ( < k <n);
Ci+17nCiT7L1ijanZ‘,nC;anb;l, (] <i< n), M = T,
CZ’JrlJLCiTnle,nbn(Ci,ncq-llm)_lb;l7 (j <1< n), M =K.

7

b;le,nbi =

\

Analisaremos caso a caso:
(i) Suponhai < j<n (M =T ou M =K);
S(bi_lcjmbi) = b;lc’jyan,n_HO_ﬂll_,'_lbi = Cj,an,n+107;711+1 = S(ij)

n

pois b; comuta com Cj,,,Cj .11 € C,;}Hrl.
(ii) Suponha j < k < n;
Se M =T, temos:

s(bgle,kbn) = b;}rlbglcj,kbnbn—kl = Cng = S(Cjk)

pois by, € b,11 comutam com Cj .

Se M =K, temos:

s(b, ' Cjxbn) = C;}L 10100 C kbbb 1 Crnr = Cle = 8(Cli)
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pois by, bpt1 € Cp g1 comutam com C .

(iii) Suponhai=jei+1=mn;

S(bl_lclynbz) = bi_lCmC’i,nHCn n+1 S(bl_lczynbz) = bi_IC’mCi,nHC',:nH b
(4)€ () )
- ( ;n+1b 101 n—‘rlCZn)bZ = ( 'r:n—f—lb 102 ’I’L-‘rlCZ’n)bl
= Crni1 b7 Cingabi 07 Cinbs = Cp i1 by ' Clingabi b7 Ci by
\—,_/\W_/ -~
®) (®) (8) (8)
- C;nJrl(On,n+1bn+lci,n+107;n+1 b;+1)(b Cz n b ) - C;nJrl(Cn,n—&-lbn—f—lCn,n—&-l i n+1 b;+1)(b Cz r}bn )
—_—— ——
(6)e(8) (6)
= bn+1 Ci,n-i—lcgn—f—l(b Cl nb’r:—i—l)b_l = bn+1 Cn,n+1c’;7“}+1(b C’T:n—l—l n+1)C’L n bnl
N Vv V
ps Ps5 (8)
= bus1 (b Croh 1 Cins1)Cin b0 = bnr1(by Cr 1 Crini 1) Coomyr (Cit byt )07
(6) @f) (6)
= (bnbn+1) (C’imCierlC;n—}—l)bn—i-lb_ (b bn+1 Cn n+1)Cl n+1C_1(Cn,n+l Cr;}z—s-l)b;j-lb;l
= S(bncz,nbr_11> = S(b Cznlbn )
(iv) Suponha j=iei+1<mn;
M =T;
S(b;lc’z,nbz) = bi_loi,nci,n+1c7:n+1 b — ( ;n—&—lb ICZ n+1Cz n)bz == ;n—i-l bz ICZ n+1b b ICZ nb
N ~- %,_/A,_/
(4)e(8) (8) (8)
Cn n+1 (Cz+1 n+1bn+1 Cz n+1 z+11 n+1 bn-i—l)(CiJrl,nani,nCi:-ll,@ bgl)
6)€ ()
On n+1Ci+1,n+1 ?n+lci,n+1ci_+117n+1 (Cz—i-l n b Oz n z+11 n :Lj_l)bfl
()€ ()
= ?_,711+1Ci+1,n+1(0i+1,@ bnt1 \Canﬂcﬁrll,nﬂ)bn CimCi nbpyabn?t
@) P
= (Ci+1,n0i+l,n+lc'r:n+1)bn+1(b C’r:n—i—lcl n+1 CZJrll nJrICn nJrl)CZ " C i+1, nb’r:-l—lb_
ps

- - - -1 -1
— Vil nCi+1,n+10n n+1 bn+1b Cn n+1Oz n-l—l(Cz n Cn 7’L+1C7,+1 n+1)Cz+1 nbn+1b

(6) (4)

_ 1 _ _ _
— Yi+1 nCiJrl,nJrlCn n+1 (b bn+1) (CZ nCZ TL+1Cn n+1)Cn7n+1Ci+1,n+10i+1,nbn+1bn+1
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— 5(Cis1nbaCinCiik b7,

M =K,
s(b; *Cinbi) = b7 CinCins1C i1 bi = (Crpiabi ' Cin1Cin)bi = Cppr by Ciniabi b Cinbs
’ \ﬁ,_/\“,_/
(4)e(8) (8) (8)
= C{}LH(Ci+1,n+1bn+10i+1,n+1 m+1 b;+1)(0¢+1,n b, Cit1 nCmbn )
®)

-1 -1 - 17-1
n’n+10i+1,n+1 bn+1Ci+1,n+1Ci,n+1 (Ci-i-l n bn—i—l)bn Ci'i‘l,ncz n bn
N S N——

-

(4)€e(8) (6)
= Cn_n+10i+17n+1(0’5+17n bnt1 Ci+1,n+10ifnl+1)(b Crnit bE+1)Cz‘+1 nCin byt

(1) s ®)
= (Cis10Cis1n11C0 1) b1 (00 Crp 1 it {nl+10n,n+1) i1 (Cirn G bty )b
—— ~ _
(6) 4)
= Cit1nCit1n11C; i1 (bnbn1Crngr) C;}L+1Cz‘+1,n+1(cz+1 nCin1)Cin bn—i—lb_l
()
— Vitl nOH-l,n-l-lCr:n—i—lb bn+1Cn n+1 (Cz-i-l n+1Cz+l nC@ 73+10 Cn n+1)b;ilb;1

= S(Ci+17nbnc’l nCz—i—ln n )

(v) Suponha j <iei+1=n;

M =T,
s(b; 'Cinbi) = b;'CinCipia Gy, i1 b = (G, a10 1 Cini1Cin)bi = Co g b7 Cinbi b1 C b
N ~ - N
(4)€e(8) (8) (8)
- Cn n+1 (Cn,n-l-lCz‘jaiﬂcj,nbn-i-lci,n-&-lcgnﬂ bn+1) (Oz'jricjmbnciﬂl bﬁl)
6)€(8)

:CijnlJrle,n-ﬁ-lbn-i-l Ci,n+1cnn+1(0 C nbnCi, bn+1)bﬁ1

p6
= Ot Crnbuen (O] Ok 1 Crin) G buCi b b
@e®) Ps
= Cr1(Cr Cinibns1)(Cin Cinn1 O 1) Gy 1 b7

(4)¢(8)
= C’L nlJrlo (O] nC] n+1bn+1) Ci7n+1cn n+1b CZ,nb;-ll-lb:Ll
S—_—— —

ps
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= N z‘Tnl+1Cz‘jnl<Cn,n+1 C;n+1)CJ nCJ,nJrl bn+1<bn Cy. }L+1Ci,n+1)0 anlrlb_

@) ) (©) @
= (Cﬂ,n+10i7r}+lcijr}) (Cj:an,nJrlCn n+1) (bnbn+1) (Ci,nci,nJrlCn n—&-1>bn+1b_1
= S(C';%ijanz’nb;l)
M =K,

s(b; ' Cinby) = b 'CinCins1C i1 b = (C

nn+1b 10] n-HCJ n)bz - C;n—i-l by IC] nt1bi b ICJ nbi
~ %/—/A/—/
(4)€ (8) (8) (8)

=C, n+1(Cn,nJrlCz‘}L-le,nJrlbn+1Cn,n+1CiT73+1 b;—}-lxc 10 b C 1b )
—,_/

(®)
OznlJrlC]n-‘rlbn—i-l Cnn—i—lclnlJrl(C C bn+1)b C lb 1
——

Po (6)
= Cijnl—l—l Cj,n+1bn+1(c Czin—ﬁ-lcn,nJrl)Cj,n(bncr:}z-i-l br:Jlrl)Cz n b;
~ ~\~ ~~ - H_/
(4)e(®) 3 (8)
= Cz rLl(C g n+1bn+1)(Cj,@Cn,n+1CiT;+1>b O;n+1 (Cz_n n+1)b_

(4)€ (8)

= Cj n+10 (OJ 710] n+1bn+1) On7n+1cz n—i—lb C,. 7L+1C7:n1b7_ﬂlr1b;1
S—_— —_—

(8)
= N zjnl+lczjnl (Cn,n+1 C;nJrl)Cj TLC] n+1 bn+1 (b i n+10n,n+1)0n n+1C ;anlrlb_

(2

) @ (©)
= (Cn,n+10fi}}+lc'fl) (Cj:an,nJrlCn n+1) (b bn+1Cn n+1) Cz nl+107 (Cn n+1 Cn n+1)b;—i1-1b771

in

~~

(4)
= 5(Ci 1 CinbnCi by ).

mwnTn

(vi) Suponha j <iei+1<n;
M=T,;
s(b; ' Cimbi) = b CijnCin1Crnir b = (Cp,

n

n+1 ICJ nHCJ n) 1 =C,,

i1 b ' Cnab b C b
~ H_/w_/
(4)€(8) (8) (8)
r:n+1(Ci+1,n+1C;é+10j,n+lbn+10i,n+lO+1 n+1 br_L+1)(Cz+1 nC 10 b C Cz_-H n b;z )
(6) ®)
=C, n+1Ci+1,TL+1\ i n1Cn1bn41Ci i ¢111,n+1(Cz+1nC L CinbnCinCil by 1)y

(4)€(8)
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= Cn n+1Ci+1,n+1 (CzH n i n+ICJ n+1bn+1 Cz ;n+1 'H—l n+l)C CJ nb Cl nC i+1,n n+1b )

Pe
= S(CiJrl,n) 'L'Tr}qtl gj,n+1bn+l(0 Cn n+1Ci,n+1Ol+1 n+1Cn,n+l)Cj@bnOinC +1,n n+1b !
(4)€(8) pa
= 5(Cia10)Cih 1 (CF Cniabnst) (Cyn Cin 1 O o) bn Cin O b1
+1,n )Y n+1 N n+1Yn+1 ],’I’L\ 4,n+1Yi41,n+1 7’3 LN~ i41n n+1
(4)€(8) s

:S(Ci+1,n>czn+1c (CanJnH bn—l-l)(b Cr:nJrlClTH‘l H—l n+1%”+1)clncz+1n n+1b !
(6) P3

:S(CiJrl,n) 1_n+10 10 C n+1(bnbn+1)cn7lz+1czn+1<Cannn+l z+1 n+1)Cz+1n n+1b !
= 5(Ciy1.0Ci CnbnCinCRY 0L

M =K,
s(b; ' Cjnbs) = ?flcj,nojmﬂcn i1 bi = (C

10 Cins1Cin)by = Cot g b7 G bi b7 C b
~ ‘—/—/H/—/
(4)€(8) (8) (8)

—1 —1 1
n,n+1 (Ci—l—l,n-i-l i,n+10j7n+1bn+1Ci+17n+1CZ n+1 n+1) (CH-l TLC O b C; i+1 nC@ n bn )
WV

(8)
_C'r:n—i-lCH-ln-i-l zn+1C]n+1bn+1CZ+1 n+1 zn+1(cz+1nc IC bn+l)b CH—lnC 1b !
N——

mwnTn

-

(4)e(s) (6)
=C r;iLJ,.lOi—H,n—i-l(Ci—&-l,n C,, n+10j,n+1bn+1 C'z‘+1,n+10Z n+1)0 C n(bn, C’Enﬂ E+1)Cz‘+1 nCZ n b,!

~~ ~~

p6 (8)
= 5(Cit1n) {nl+1 ?j,n+1bn+1(c ?Enﬂczﬂ n+10; n+1Cn n+1)Cj, n b Cﬁnﬂ(cwl nCi, 2bni)by !
(4) 6 (8) ps
= (Cz+1 TL)Cz n+1<C C} n+1bn+1>(0j@0i+l,n+1 ijnl—i-l)b Cn n+lcl+1 nC bn—i—lb_

Vv "~

(4)e(8) (8)
= 5(Cit1n) Cin 1 Ci (Ojncjn-H brt1) (b Crrpi1 Cit1.0+1 G i1 Crin1) G 1 Ci 10 i by 10
(6)
= 3(Ciy1..Ci LG}, )(bnanrlCn,nJrl)C?’L_,iL+1Ci+1,n+l z‘jn1+10i+1,n C_ (Ch, n+107:n+1)bn+1b_
—_— —
(4)

= (CH-lnC C )(bnbn+1Cn,n+1) r:,rlz-s-lci—&-l,n—i—l(ci—klm 1_n+1)0 C n+1Cnn+1 n+lb !
:S(CerlnC 10 b CJrlnC b )7

mwnn

terminando assim a demonstracao da Proposicao 2.2.1. [ |
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A possibilidade de escrever os grupos de trancas puras como produto semi-direto
foi muito 1til para encontrarmos propriedades sobre esses grupos. Tal resultado foi im-
portante no estudo das séries centrais descendentes, que serao exploradas no Capitulo 3.
Outra propriedade interessante que conseguimos concluir é com respeito ao centro de tais

grupos. Provamos o seguinte:

Proposigao 2.2.3. O centro de B,(T) € abeliano livre de posto dois. Em particular

O resultado da Proposi¢ao 2.2.3 ja era conhecido na literatura [10, 57|, foi apenas
um exercicio verificar o mesmo resultado na nossa notacao. Para a garrafa de Klein, era
conhecido o fato do centro ser abeliano livre, mas ampliamos o resultado ao conhecer qual
elemento gera o centro.

Demonstragao: Para demonstrarmos a Proposicao 2.2.4, usamos a mesma ideia do
artigo [57], usando os 3 passos a seguir. Denotaremos 3, = (b, ---by) e Z, = (%), iremos
provar por indugao que Z, é o centro de B,(K). Para n = 1, sabemos que a afirmagao ¢

verdadeira. Agora suponha que o mesmo vale para todo p < n, temos os seguintes passos.

Passo 1. Z(P,(K)) C Z,.

Tome g € Z(P,(K)), considerarmos a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth:

1= m(K\{z1,...,201}) = Pu(K) 2 P, (K) — 1.

Temos que p(g) € Z(P,-1(K)), por inducdo Z(P,-1(K)) = Z,_1. Ainda, p(Z,) =
Zn—1. Portanto, podemos escolher h € Z, tal que p(h) = p(g). Escrevemos ¢’ =
gh™'. Entao ¢ € Z(P,(K)) e ¢ € m(K\ {z1,...,2,.1}) (pois p(¢') = 1). Logo,
g € Z(m(K\A{z1,...,2,-1})) = {1}, 0 que implica que ¢’ = 1, ou seja g = h € Z,.
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Passo 2. Z(B,(K)) C P,(K).

Seja g € B,(K). Suponha que existem ¢, € {1,...,n}, ¢ # j tal que a corda i (que
tem ponto inicial p;) tem p; como ponto final. Provemos que g ¢ Z(B,(K)). Seja

a; € P,(K). Considere a sequéncia exata curta abaixo:

1= P, 1(K) = P,(K) & 7 (K) - 1

onde p; é a funcao que “esquece” todas as cordas com excecao da corda ¢. Temos

entao que p;(a;) # 1 e pi(ga;g~') = 1, assim ga;g~' # a;, portanto g ¢ Z(B,(K)).

Passo 3. Z, C Z(P,(K)) = Z, C Z(B.(K)).

Para isso usaremos a secgao s : P, 1(K) — P, (K) da Proposigao 2.2.1 e estamos na
hipétese de indugao que 7, 1 = <5,21_1> é o centro de P,_1(K). Precisamos provar

que o elemento 3% = (b, - - - b;)? comuta com todos os geradores de P,(K). Sabemos

que s(f%_,) = 32, assim

Ba;=a;32, (1<i<n-—1)

s(Br_1a:) = s(aif;_,) = ;L ! 5 .
Br.ap-10y = Qp—10,.0;, (i=n—1)

B?L-bnbn—l = bnbn—l- 2 (Z =n — 1)

n?

s(B2_1bi) = s(bifi ) =

n—1

B2C; =Ci 82, (1<i<j<n-—1)
s(B2_1Ciy) = s(CiBry) = ’ ’

52.Ci7n_10i7n0_1 = Ci7n_1ci7no_1 EL, (1 <1< ] =n — 1)

n—1,n n—1,n"

Portanto s6 falta provar que 32 comuta com a,,b,, pois uma vez provado isso,

teremos que

2 2 2
Br-n-1n = Qn_1 an.B, = an_15,an
~——
2 _ 2
= /Bna”l’b—l - an—l/@n'
Assim (3, comuta com a; para todoi=1,...,n.
2 2 2
bnﬂnbnfl = 5nbn bnfl - bnbnfl'ﬂn
——

= 5ibnfl = bnflﬁi-
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Assim 32 comuta com b; para todo ¢ = 1,...,n. Agora, usamos a relagao (5) de
P, (K), dada pelo Teorema 1.3.1, e temos que Cy,, = b;lanbnan, portanto (', co-
muta com 32. Supondo que Cj, comuta com 32 e usando a relagio 2 de P,(K),
temos que Ciq1,, = C’i7na;1bgla;1bnaian, portanto Cji;, comuta com 2. Conclui-

mos assim que 32 comuta com C;,, para todoi=1,...,n— 1.

Para finalizar, usamos ﬂfb.C’iyn,lCLan_lljn = Cipn1CinC,. 11,n'5721 para concluir que

By, comuta com C;,_1 paratodoi=1,...,n — 2.

Agora provemos que a, e b, comutam com (32

e a, comuta com (32

Usaremos a relacao C ,a, 1y, = Cis1.2.0:C, nlC’Lna; ! para demonstra-la, note

que
Cl,n &glbi = Clyn(Ci_;biCiH,na;l) = (bz b;l)CLn(bZ bz_l)cﬁgbz Ci+17na;1
W—/ ’ N - 7\ ~ i /
(7)€ (8) (8) (8)
= bi(Cis1 C; ) C1 b Cis1 nCi by ) (02 Cin Oy b ' Ciy ) Ciet
(8)
= (Cis1nbi)C; C1 i

Agora, temos o seguinte:

an(bn bn—l T bl) - (bn Cl,narjl)bn—l Tt bl - bn(bn—ICn_ELn Cl,na;1>bn—2 T bl
\?5./ —_—— ———

- bnbn—l07:711,71(Cn—l,nbn—2cgi2’n01,na;1)bn—3 o bl
- bnbn—lbn—QCr;_lZn Cl,naglbn—iﬁ T bl
—_————

- bnbn—lbn—QCr;_lgm(Cn—Q,nbn—3 Cl,nagl)bn—4 T bl
— —

= bn s bgcgijl(Cg’anC;Jll Clyna;1>b1
——

= bn L bngCQi:L(CQ’nblclelLCLnG;l)

_ 1 _ -1
=b,---ba,” = pha; "

Consequentemente, a,32 = Bna, '3, = Bay,.
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e b, comuta com (32

Usaremos a relacao: b;6,,C; , = b,Cit1,,b;, que obtemos pelas relacoes (6) e (8).

Temos o seguinte:

bn-(bnbn—l bn—Q . e bl) — bn(bn—l an’VZ—l,n)bn—Z “ e bl)
~—— L

- bnbn—l(bn—Q ann—Q,n)bn—Q tt bl
—_————

= bn e b3<62 anQ,n>b1 = bn T b2<b1bn01,n)-
—_———

Assim b, 5, = B, 0,C1 . = Bn(anbnay), usando a conta do item anterior, temos
——

(5)
o seguinte:

bnﬁg = Bn(anbna’n)ﬁn = 52 afglbncl,nagl = B?Lbn7
(5)

terminando assim a demonstragao. [ |

Observagao 2.2.5. Para demonstrar a Proposi¢ao 2.2.3 sobre o centro de B, (T), repe-
timos os passos 1 e 2 (de modo idéntico), a unica coisa que mudamos no passo 3 € que
temos que provar que a, e b, comutam com (ay ---a,) e (by---b,). Temos que a,, comuta

com (ay - - - ay) pela relagao (1) e b, comuta com (by - - - by,) pela relagao (6). Para os outros

dois casos:

e Usaremos que a;b, = anianijrll’nai, (1 < n), que seque das relacoes (2) e (3), e o

fato que (ay - --a,) = ayay -+ - a,_1, pela relagao (1).

(anal T an—l)bn = apty - an—Q(bn Cn—l,nan—l) N an—3(bn Cn—Z,n Cn_Lnan—Q)Cn—l,n Ap—1
—— —— —— ~— _

®3)
-1 -1 -1
=...=anpay (bn Cgm C’g,nag)C&n o Ap—1 = an(bncl,n C27na/1)02’na2 et Ap—1

(3) (5)

= (bpap)ay -+ ap_1.

e Usaremos que b;a, = anCiTnlC’HLnb,-, (1 < n), que seque das relagoes (7) e (8), € o

fato que (by---by) = byby -+~ by_1, pela relagao (6).
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(bnbl e bnfl)an = bnbl e bn72(an gil’anLfl) = bnbl T bn73<an ;EZ,n Cnfl,nban)Cgfan bnfl
—— —— —— N y

-~

(8)
= ...= bn bl(an 02_7% Cg,nbg)cgl cee bn—l = bn(anciyll Cgvnbl)oiébg e bn—l
—— N — N——

,n

(8) ()

2.3. Seccao para outras superficies nao orientaveis

Para outras superficies N, nao orientéveis de genus g > 2, Gongalves e Guaschi [29]

provaram que a Sequéncia exata curta
1— Pn—m(Ng+1 \ {JH, Ce ,.',Cm}) — Pn+m(Ng+1) — Pm(Ng+1) —1 (21)

cinde para todo n se, e somente se, m = 1. Nesta se¢ao calculamos explicitamente esta

secgao em fungao dos geradores de P,(Ny41) dadas no Teorema 1.5.1. Temos o seguinte:

Teorema 2.3.1. Em termos da presentagao dada pelo Teorema 1.5.1, a aplicacao s :

Pi(Ny+1) = P,(Nyt1) definida nos geradores de Py(Nyy1) como:

(

by — blan,l R
ai1 —— 110271 °-0n
a1, — a1, (1<7r<g)
aig, segeépar
a1, ’
ayp--- a;llal,g, seqg éimpar

\

€ uma sec¢ao para a sequéncia exata curta (2.1).

Demonstragao:

Precisamos de um resultado preliminar, note que para 1 < j e 1 < 7, temos
1 1= 2.2
ari-101; (az1)a1a;; 1 = a1, (2.2)

pois

-1 -1 -1 -1
ario1ay;(ajr)ar;ay; = a1 1(a;107;Co )ar; | = ajq.
———— v

-~

(2) (2)
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Vamos dividir a demonstracao em dois casos. Comegamos com o caso que g é par. Temos

que provar que
- “17-1, -1 -1
5(%,2 e 'al,g—lal,gbl ay.4Q1,9-1""" a1,2) = 5(% 1b1a )

Por um lado temos que

R R | 1 -1 -1 1 1
S(a1,1b1a1,1) = Qpqc G910y brag, - A2,1-Gp 7 "~ Ao, L a1
NS g NS
Vv Vv
(1) 1)
_ 1 -1 -1
= (a1 10271 n,l)bla'l,l

pelo fato que os elementos a;; comutam entre si.

Por outro lado

~1 11 1 ~1
s(a1’2a173 e 'aLg—lal,gbl (1,401,9—1 " Q1,307 2)

~1 —1/,—1 -1
=0Q12013 " 'al,g—1a1,g<a2,1 e b1 )al g,g—1"""A1,307 9

(22)

P | -1 -1 “1yp—1 1 -1
= al,z(az,l T lp 10120 9013 a’l,g*lal,g)bl ay gQ1,9-1 """ A130) 5

2) ()
= (Hz— C(2 'Cy i, )(a1 1(HJ QC C2,j)b1a1_%)
= al_,l(H' a11Cy; FC) il 1 La; 1)(1_[] O, CZ,J)blal 1
3)
Zaﬁ(H Clz 21)(1_[] 201]02J)b1a11

=ap, 1‘121 (Hz— Chyi 21)(1_[] 20 CZz)blal 1

Assim, basta mostrarmos que ([[;_ QCMC’QZ)(HJ ,C11Cy;) = 1. Observando as

Figuras 1.28 e 1.42 verificamos que ¢é verdade.

No caso que g é impar, temos que provar que

-1 ~1 ~1 - 1
5(a1,2a1,3 cay g 01 gbiargay g g al,3a1,2) = 3(“1 1bay, )

Por um lado temos que

. | -1 -1 -1 -1 1
5(“1,1[71@1,1) = Qpq G910y bran - A2,1-Gp 7 """ g Ay
NG J/

M) M)

S | -1 -1
= (%,1“2,1 s 'an,l)blal,l
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pelo fato que os elementos a;; comutam entre si.

Por outro lado

~1 ~1 ~1 ~1
3(“1,2‘11,3 e 'a17g—1a1,gb1a1,ga1,g—1 e 'a1,3a1,2)

-1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1
= Q19013 " al,gfl(all TGy al,g)(blan,l T a2,1)(a2,1 T amlal,g)al,g—l T A1,30 9

(22)

1,1 —1 —1 1 —1 —1

= a1,2(a2,1 SO, 1Q1 . 0] 013 al’g_l)al’gblalﬁgalg_l S a1,307 ;

N J/ N J/
-~ ~

(2) (5)
= (TT1=, C3 Craa; ) (a1 (TT7=y Crj Cag)brar 1)
= a1 ([T, ?1,1C£z-101,ia{11aﬁ)(1_[?:2 Cr;Ca;)biar
3)
= a1 (TTmy a1 CraiCo ) )(TT—y Cr ) Cag)brar

= ajag - an s ([T CriCoy )Ty Oy Cas)brar s

Como ja sabemos que (][, C’M'C’Q_’Z-l)(l_[?:2 C1}Cs4) = 1 segue o resultado.

2.4. Generalizagao da sequéncia de Fadell-Neuwirth

A projecao pi : Py (M) — P,(M) da sequéncia (1.3) ndo se estende aos grupos
de trangas B, 1(M), mas podemos obter uma generalizagao da sequéncia exata curta de
Fadell-Neuwirth se considerarmos o quociente intermediario do espaco de configuracao
Frim(M) pelo subgrupo S, x S,, de S,im, n,m € N*. Obtemos assim o subgrupos das

trancas “mistas” da forma
Bpm(M) = m1(Fpym(M)/(Sn X Sim))

de By ym(M). Tal subgrupo consiste de todas as (n + m)-trangas, tais que as primeiras n
cordas s6 permutam entre si e respectivamente as ultimas m cordas também s6 permutam

entre si. Para este subgrupo existe uma fibracao associada:

b Fn+m(M>/(Sn X Sm) - Fn<M)/Sn
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obtida “esquecendo-se” as m ultimas coordenadas, que tem como fibra
Fo(M\A{x1,...,2,})/Sm.

Como no caso dos grupos de trancas puras, uma aplicacao da sequéncia exata longa
em homotopia leva a seguinte sequéncia exata curta, chamada sequéncia exata curta de

Fadell-Neuwirth generalizada:
1= Bp(M\A{z1,...,2n}) = Bum(M) = B,(M) — 1. (2.3)

onden>3se M =S?>en>2se M =RP2
Novamente, algumas questoes naturais surgem. Uma delas é conseguir presentagoes
para os grupos envolvidos na sequéncia (o que pode ser feito por indugao usando o método
da Proposicao 1.2.1). Outra questao é se a sequéncia cinde ou nao. No caso que M = D?
¢ claro que a resposta ¢ sim. O caso M = S? foi estudado por Gongalves e Guaschi [25]
no qual eles concluiram condi¢oes necessarias sobre n e m para a sequéncia cindir.
Estudamos o caso em que M = T ou M = K, em ambos os casos concluimos o

seguinte:

Teorema 2.4.1. Seja M =T ou M =K. A sequéncia exata curta (2.3)
1 = Bp(M\A{z1,...,xn}) = Bom(M) = Bo(M) — 1

cinde se, e somente se, m = l.n, onde [ € N.

A volta desse teorema é a parte mais simples de ser demonstrada, pois podemos
utilizar a mesma idéia feita no caso das trancas puras.
Demonstragao: Suponha que m = [.n, para algum [ € N, podemos construir a sec¢ao
de modo anélogo a secgao da sequéncia de Fadell-Neuwirth (1.3), utilizando um campo de
vetores nao nulo v. Portanto basta construir uma secgao entre os espacos de configuragao
envolvidos e depois considerar a funcao induzida no grupo fundamental como a secgao

desejada. Tal seccao é uma funcao continua

s:EF(M)/S, — Frpin(M)/ (S, x Si.0),
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que nao depende da ordem dos n primeiros termos e composta com a projecao € a identi-
dade. Para cadan-uplax = (z1,...,2,) € F,,(M)/S,, tome €(z) = mini<;<j<, {dist(x;, x;)},

e assim a sec¢ao s ¢ dada por

5(z) = (9617 et lo(x).e(x) Lv(z).e(x) lo(x).e(x) . l.v(:v).e(x)) .

20+1)
Agora, basta considerar a classe de equivaléncia de tal elemento em F,,;,(M)/(S, X Si,)

e temos a secgao desejada.

Para demonstrar a ida do Teorema 2.4.1, precisamos das presentagoes dos grupos
envolvidos e de alguns quocientes especificos. Calculemos inicialmente as presentacoes

desses grupos.

Proposicao 2.4.2. Seja M =T ou M = K. Temos que By, (M \ {z1,...,z,}) admite a

sequinte presentacao:

Geradores:
Gpily -y Qntmy Oty b,
On41y -5 Ontm—1,
Ciji (1<i1<j), (n+1<j<n+m)
Relagoes:

1. 0i0i410; = 0;41040i41;

2. O'Z'O'j = O'jUi, "L—j‘ Z 2,’

a;, £ 4,0+ 1
32 a-_lajoi:{ J (]7’é )

K — . .
o; v, (J=1);

b, i1
4 Ui_lbjO'i _ j (] # )
biy107, (j =1);
Ci;, (i+l<li<jou(l<i<ji—-1)ou(l<j<i)
5. 0;'C 0 = C;]1+1Cl,j+1a (i=7) ;

Cr1;C [ Cryry, (I=i+1);
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6. C’L’,j :O'j_l"'O'l-Q"'O'j_l, (TL+1 §z<j§n+m),
7. aia; = aja;, (n+1<i<j<n+m);
8. a;lbjai = bjajC;leiH’ja;l, (n +1<i<j<n+ m);
Cik, 1<j<k)ou(j<k<i,
9. aflcj,kai _ J1k71 » » ( ‘ J ) (j )
arCipy 1 Cinay, CinCiyp Cizan, (4 <i<k);
Cik, 1<Il<j<k)ou(j<i<li<k),
10 Cl'jllcj,kci,l — J.k X X X ( J ) (j )
CikCiiy kCrrCi i CinCry Cryne (0 <j <1 <k);
11 H?:i-&-l Cijjlci-i-l,j == CLz'biC’Liai_lbi_l7 (Tl + 1z S n -+ m), se M = T,
H?:H—l C’i,jCi;ll’j = biCLia;lb;lafl, n+1<i<n+m), seM=K;
19 bjbi:bibj, (n+1§i<j§n+m), se M =T,
' b]bl :blb]Cl,jC’;_ll,] (TL+1 <i<j STL+’ITL), se M =K,
13 bi_lajbi = ajbjCiJC';ll’jb;l, (n +1<i<ji<n+ m), se M =T,
b tajb; = a;bi(Ci;C )7, (n+1<i<j<n+m), seM=K;
Cik, 1<j<k)ou(j<k<i),
b1 by = 1 o (1 <j<k)ou(j ) e M—T.
1y Cir1.kC;  CiebuCikCiiy by, (1 <1 < k);
Cik, 1<j<k)ou(j<k<i),
b;le,ka— = o i<y ) U ) se M =K.

Ci+1,kC;klCj,kbk(ci,kci;ll,k)_lblzl (4 <i<k)

Conseguimos essa presentagao apenas adicionando todas as relagoes de P, 1, (M) e

Byym(M) envolvendo os geradores em questao. Poderfamos simplificar a presentacao ao

eliminar alguns geradores (por exemplo, a;,b;, i =n+1,....n+m—-1eC;j,n < i<

Jj < mn+m), mas nao sera necessario, pois apenas utilizamos o abelianizado de tal grupo,

que temos a presentagao na proposicao seguinte.

Proposicao 2.4.3. Seja M =T ou M =K. Temos que

B (M \ {x1,...,x,})
Lo(Bn(M N\ {x1,...,x,}))

:Z@...@Z@Z2
1
n+

€ um grupo abeliano com os sequintes geradores: x,y, pa,...pPn, 0, onde

r=a,t=n+1,...,n+m,
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y=b,i=n+1,...,n+m,
piICi,j7j:n+17"'7n+m7

0 = o; (portanto tal gerador sé existe se m > 2), tal que 0> = 1.

Demonstragao: Ao abelianizarmos B,,(M \ {1, ...,x,}), vemos pela relagao (1) dada
pela Proposicao 2.4.2, que 0; = 0,41 para todo: = n+1,....,n+m — 2 e denotamos
tal elemento por 6 (note que tal relagao s existe se m > 2). Pela relagdo (8) temos que
Cifle’iH’j = 1 para todon+1 < i < j < n+ m, em particular, quando consideramos
i+ 1= j temos que Cj,;1 = 1, por recorréncia segue que C; ; = 1 para todon +1 <17 <
j < n+m. Usando a relagdo (6) com i + 1 = j, implica que 6 tem ordem 2. Usamos
essa informagao nas relagoes (3) e (4) para concluir que a; = a;41 e b; = b1 para todo
n+1<i<n+m-—1, denotamos por x e y, respectivamente. Para 1 < ¢ < n concluimos
que C;; = C; j11, pela relagdo (5), que vamos denotar por p;. Agora, pela relagdo (11)
temos p1 = Clpim = 1, para M =T ¢ p; = Cl iy = a2, = 22, para M = K. Portanto
retiramos tal elemento dos geradores, e terminamos a demonstragao. |
Observagao 2.4.4. No caso m =1 temos que g B\ ond) 7 gy g7,

2(Bi(M\{z1,0swn})) L
n+1

Para calcular a presentagao de B, (M), usamos a Proposigao 1.2.1 e a sequéncia

exata curta (2.3):
1 = Bp(M\A{z1,...,2n}) = Bym(M) = B, (M) — 1.

Temos uma presentacao de By, (M \ {z1,...,2,}) dada pela Proposi¢do 2.4.2 e uma pre-
sentagao B, (M) dada pelo Teorema 1.4.1, portanto na presentagao de B, ,,(M) teremos
todos os geradores desses dois grupos e suas respectivas relagoes, todas relagoes de B, (M)
continuam iguais em B,, ,, (M) com exegao da relacao de superficie, e temos também que os
conjugados de B,,(M \ {z1,...,x,}) por elementos de B,,(M) geram relagoes de B,, ,,,(M).

Podemos concluir que:

Proposicao 2.4.5. Seja M = T ou M = K. Temos que B, (M) admite a sequinte

presentacao:
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Geradores:
TlpO I.' an+1’ e ,an+m7 bn+1, ey bn+m’ On+1y--+3y0n+m—1, Ci’j, (1 < 1< ])7 (n—i—l < _] < n+m),
Tipo II: a,b,04,...,0,_1.

Relacgoes:

Tipo I: Todas as relagoes da Proposicao 2.4.2.

Tipo II: Todas as relagoes do Teorema 1.4.1, com execao da relagdo de superficie.

Tipo III: os conjugados relativos ao fato de By (M) ser subgrupo de By qm(M).

Relacao de Superficie:

(o102 - -o1) thab~ta™! = Hﬁl(CLnJFiCiTlL-I-i)’ M=T
02 o) ta bt = H£1(017n+i02_,711+i)’ M =K.

(o1---0

Para a demonstracao do Teorema 2.4.1 utilizaremos o quociente de B, ,,,(M) pelo
Lo(B(M \ {z1,...,2,})), que é dado pela proposicao seguinte e que segue da Proposigao
2.4.5:

Bn’m(M)
By (M\{z1,....xn}

Proposicao 2.4.6. Seja M = T ou M = K. Temos que T ) admite a

sequinte presentacao:
Geradores: a,b,T,y, pa, ..\ Pns 01y, 0n_1,0.
Relagoes:
(o) abT e = py ™ se M =T

(0'1 .o .. 0'3117
o2 o) Wa e = py P, se M =K

1. Relagao de superficie:

(o1-+-0

2. Todas as relagoes de B, (M), dadas pelo Teorema 1.4.1 com exe¢do da relagio de

superficie.
3. 0% =1;
4. {(x,y,pi,0) € abeliano;
5. (a,x,p;,0) € abeliano;

6. (0s,2,y,0) € abeliano para todoi=1,...,n— 1.
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(b,y, pi,0) € abeliano, se M =T

7.
(b, p;, 0) é abeliano, se M =K,
8. a-ya = Yp2, seM =T
yr~*py, se M =K;
9 blgh — zpy seM =T

x 1 py, se M =K;
10. b~ 'yb = ya?py*t, se M =K.
3 i £i41
11. Oi_lpjgi - " -1 <] ! )
pi-1P; Pi+1, (i+1=j).

Para facilitar a notacao, adotamos a nomenclatura que p,.1 =1 e p; = 1 (no caso
que M =T) e p; = 2? (no caso que M = K) que é valido pela Proposigao 2.4.3.
Agora para demonstrar o Teorema 2.4.1, suponha que a sequéncia (2.3) cinde, entao

temos um homomorfismo induzido:

¢: B,(M) — Fz(Bmfﬁ\?gc]\f.)..,zn}))
pla) = a.0npl .- pinghiyh
o) = bGpl - piraksyh
p(o)) = 0.0 po2 . prrglinghiz,

Vamos utilizar as relagoes desses grupos para obtermos informagoes sobre os coeficientes
acima. Para facilitar a notagao, denotaremos r; ; =r; e l1; = [;.

O método utilizado sera o seguinte, por sabermos que ¢ é um homomorfismo, para
cada relagdo Ry = Ry em B, (M), temos que ¢(R;) = ¢(Ry), mas muitos dos elementos
a mais que aparecem na imagem por ¢ dessas relagoes comutam com todos os elementos
envolvidos e por isso se cancelam.

Os elementos que nao comutam, conseguimos manda-los para o lado direito da

expressao usando as relagoes do grupo ol Bmg&’\?g[.)“ o) 88 principais relac¢oes utilizadas

foram (7), (8),(9) e (10) dadas na Proposigao 2.4.6. Apos isso, teremos uma expressao do

tipo Rye(Ry) = Roe(Rs), onde €(R;) vai depender apenas dos elementos x,y, p;, 6.
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Com exegao da relagdo de superficie, as relagoes vélidas em B, (M) também sao
B, (M)

To(Bm (M\{z1,....tn}))’

By (M\{z1,....xn})

2(Bm(M\{z1,....70}))

igualdade dos termos ocorre apenas se houver igualdade dos coeficientes. Usando esse

obteremos entao que €(R1) = €(Rs), 0s quais terdao apenas

validas em

os elementos de 3 e assim, pertencem a um grupo livre comutativo. A

método descobriremos informagoes uteis sobre os coeficientes acima.

2.4.1. Caso do toro

Relagao: aciao, = 0ia0;a:

Primeiro, ao aplicar o homomorfismo ¢ nos dois lados da equacao aciac; = o1a01a
podemos comutar os elementos x,60 e p; (3 < < n) entre si e com os elementos a e
o1, portanto irao se cancelar (usando as relagoes (4), (5),(6) e (11) dadas na Proposicao
2.4.6). Sobrando apenas os elemenos a,y,0; e py na igualdade. Portanto, temos que nos
preocupar com os elementos y e ps, pois eles nao comutam com a e oy, respectivamente.
Para isola-los no lado direito da expressao usaremos as relagoes (8) e (11). Teremos:

i3, ko T2, o i2, ko T2, lo —i2 12, ko T2, lo i2, ko 72, o

a(p?y™) o1 (p2y)a(p2y™) o1 (p2y) = aoi(py ? p2y"™) (P52 Y™ alp5y™* ) o1 (P52 y™)

= aoy(py 2Py ) alpiy*) o (p5y")

= agla(p;inﬂ'z ,O?kaHQ p/2€2+l2 ) (pgz ka )0_1 (ng le)

ko+lo+ra io 2k2+12)01( 72 lz)

= aoia(py P3Y P2 Y

- —ko—la—7r2 io+kotlo+re, 2ko+l ro 1
= acyacy(py 2T py TR Ry ) (ph2g2)
= aoia0q (p5k2*12 p32+k2+12+7‘2y2k2+212>‘

Por outro lado:

o1 (ph2y'2)a(py*2) o1 (ph2y'2)a(pBy*2) = ova(phy" p) (P52 y*2) o1 (ph2y'2)a. (P y*?)
= awa(py YR )0y (03 y ') a. (5 Y

)
= oraoy(py T YRR (o2 y ) a5 y?)
)

_ —la—ia ro+la+iz,) 2lo+k i2, k
= arao1(py * " ph y=2)a.(pyy"

—la—io rotla+iz, 2lo+ko

= aracia(py " py yHatha pRlathe) (plag ke

Pz Y

lo+ko  ro+lo+io 2l2+2k2)
2 .

= o1ao1a(p P3 Y

Comparando os coeficientes de py, temos que

ly = —ko;
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e comparando agora os coeficientes de p3, temos que
n23, ke =0=10,=0.

Relagao: bo;'bo; ' = oy bo; 'b:

Ao aplicar o homomorfismo ¢, como y e p; (3 < i < n) comutam entre si e com b
e oy (relagoes (4), (6),(7) e (11)), podemos cancelé-los. S6 temos que nos preocupar com
os elementos x e py, pois eles nao comutam com b e oy, respectivamente. Para isola-los

no lado direito da expressao usaremos as relagoes (9) e (11). Teremos:

bt ) a3 B o) o = b g bl
= boy (@ py T g T (e g T o
= boy (et py BT p, IR g (ke T oy !
= boy (a2 py B g o !
= boy tboy ! (a2 g pokath gl

_ —1y —1(,.2ks—2l;  ka—l1 —k3+l1+j2—r2
= boy boy (x P2 P3 )-

Por outro lado:

(27832 o bl ) (™ p™)o b(ahs ) = (a7 ™o b g o (ks )
= oy (a7 p3")b(ae gy )0 *15(56’“3/)72)
= oy b(a™" Py Py pg ") (@ gy o bt p?)
= o7 b gy ()
= oy boy (a1 g b ke )
= oy boy (R py N T b (ks )
= o7 1oy (ks py Rt p 1Tz gt (ks iz
= 0y boy (a2 py B ),
Comparando os coeficiente de ps, temos que
ks —ly = —ks+ 11 = k3 =11,

e comparando o coeficiente de p3, temos:

nZB, —k3—|—l1+j2—7”2:l1+j2—7’2:>k'3:0.
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Relagao: b~ loya = oyaob~1o:

Aplicando o homomorfismo ¢ na equagao temos que 6 e p; (4 < i < n) comutam
entre si e com a,b e o, e podemos cancela-los, mas pelo fato de um lado da igualdade o
elemento o, aparece apenas uma vez e do outro ele aparece trés vezes, segue que ;1 = 0 e
r; =0, j > 4. Embora o elemento ps também comute com a, b e oy nao podemos concluir
0 mesmo para r3, pois o elemento p3 aparecerd quando usarmos a relagdo (11) e vamos
analisar com mais cuidado este caso. Note que, pela relacdo (9), b~'zb = zp, ' implica
que b=t = b~lxp,. Neste caso, temos que nos preocupar com os coeficiente de z,y, ps e

p3. Calculando do lado esquerdo, temos:

T2 T3

(x Ry =k py 72 3 )b~ oy (2l g2 ph? pi? Y a(aFryR2 pi2 o)

ro T3

= b @R py My Ry 2 o o (3l yt p2 a2yt )

—1(—ks, —ks ,—k3—j2 —j ro v io i
= b (T FeyRpy ™ ]293]3)01(xll3/12P22/)33)a(xklyk2/’22p33)
—ks, —ky jk3+i2 —ks—j2 —j: ro T io i
Ry TR T g T pg ) (ahy 2 py? pi? ) a(a Y2 piy )

_ -1 —k3+ly,, —ka+lo k3tjotre —ks—jo—jszt+rs k1,,ko Ji2 i3
= b~ loy (g7t hy Rt P3 Ja(z" y* ps ps’)

= b_ldl (Z’

_1—1 —ks+l1, —kat+lo —katlo k3tjotra —kz—ja—js+rs ki, ko Ji2 i3
=b"lora(z y PR py P3 )(@*1y*2p3 p5)

—k3s+l1+k1,,—ka+lo+ko —katlot+kz+jot+ratiz —k3—j2—j3+r3+i3)
2 .

=b"loa(x 3

Y P

Por outro lado temos:

T2 T3

o1 (zy'2 pi? pi? a1 yk2 o Yoy (2’2 pi? pi2 ) (27 Ry =Re py 2 s )b Loy (22 p2 o)
=0 (:CllyZngng3)a(xk1 yk2p’£2p?)o.1 (l.ll—kgylg—k4p72”2*]’2pg3*j3)b—lo.l (xllylszngis)
= ova(ay" pg i i) (aFryh2 i p oy (ah Ryl R o =P TR Lo (a2 i i)

lo+ko lo+ra+is 7"3+i3) —k3
2

P3

P
_ li+k1, lotks ,—la—ro—io lo+ra+ia r3+i3 li—ks, lo—ky T2—J2 T3—J3\7,—1 l1,lo T2 T3
= oyaoy (z My, Ps P’ ) (@ TRy T g pt b o (2 y 2 py py?)

B B i ! 49 o B
<x2l1+k1 k3y2l2+k2 k4,02 2—12 jngr 2+rotio+2r3+is Js)b 10.1(

lo—kyq T2—J2 T3—7J3 T2 7‘3)

= oya(zthy oy (zh Ryl p2= 2 o= by (ahyP2 pl? pf

72 7"3)

'y 3 g

21 +k1—k3 2l1+k1—k3, 2lo+ko—ky ,—l2—i2—J2 lo+ra+iz+2rz+iz—js
T 1+k1 3p2 Yy 2+k2 4p2 Jo )0-1(

—lo—ig—jo+2l1+k1—k3 plz +ro+io+2r3+iz—j3
2 3

= 01001

72 7’3)

= gya01b™Y( a2 pi? py

2l14+k1—ks ) 2lo+ko—ky 72 7’3)

11,1
y p Jo1(zy™ py? ol
-1 1 +ki—ks, 2lo+ko—ky Flotiotjo—201—ki1+ks —lo—io—jo+2l1+k1—k3 lo+rao+is+2r3+iz—j3
oraoi b oy (g TR Ryt ha ) P3 P3 )

= oia01b(z

72 7"3)

ahyt pi? pi

_ -1 3l1+k1—ks, 3lot+ko—ky Jlotiz+iz—2l1—ki+ks+ra —jo+2l1+k1—k3+ra+3r3+iz—js
= ga01b 0'1(1‘ 1+k1 3y 2tk2 4p2 03 )
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Agora, comparando o coeficiente de x, temos
—ks+lh+k=31L+k —ks=1,=0,
analogamente, ao comparar o coeficiente de y, temos
—ky+lo+ k=3l +ky—ky=15=0.

Utilizando os resultados anteriores, temos que ly = —kq € [y = k3, portanto ko = k3 = 0,
para n > 2.

Comparando o coeficiente de ps, temos
—ky+ 1y + k3 + g2 +rotig=lo+iy+ o — 2l — ki + k3 + 12 = ky =k,
e comparando o coeficiente de p3, temos
n>3, —ks—Jo—Js+rstiz=—Jo+2l+ki—ks+ro+3rs+is—js = —ki =ra+2rs.
Pela importancia dos resultados acima, colocaremos em forma de proposicao:

Proposicao 2.4.7. No caso M = T, temos as sequintes relagoes dos coeficientes das

imagens dos geradores por ¢:

(i) i =1y = ko = k3 = 0;

(11) k1 = ka;

(111) para n >3, —k; = ry + 2r3;
() ri=r; =0, para 4 < j <n.

No caso n = 2, basta calcularmos a imagem da relagao de superficie para termos uma
conclusao. Temos o seguinte (omitimos os termos que ja sabemos que tém coeficientes

nulos):
$(bab~'a™") = p(o7)

b(O” oy a0 py a™ ) (077 py Py T O py P e = au () (p3).
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Usando que 0 e py comutam com a e b, podemos simplificar a equagao acima:
b(y*)a(z y™ )b (a™)a ™ = o1 (py)ou () = o1 (py " py)

by )alaty b @M = o

Analisando o lado esquerdo temos:

ba(y™ py*atiy~F)b~ (@)
= ba(piak )b~ (z k1)t

= bab~ " (p5'a* py’ ) (x*)a !
= bab~ ' (phithyg

— bab~! —1( k4+k1>'

Assim
bab~ta L (phthy = o2,

Agora, usamos que o] *bab~'a"' = p;™ (relacdo (1) dada na Proposicao 2.4.6), temos

(oo ™) (p5 1) = of = py ™ (5 H) = 1.

Concluimos assim, que —m + k4 + k1 = 0, pela Proposicao 2.4.7, temos que k4 = ki, o
que implica que

m = 2k’1,

portanto m é um miltiplo de 2, como desejado, terminamos assim a demonstracao para
0 caso n = 2.

Nos proximos céalculos estamos supondo que n > 3. Podemos concluir, com uma
certa facilidade que l;; = l; e l;2 = [y, para todo ¢ = 1,...,n — 1. Para tanto,
basta comutar apenas os elementos x e y que aparecem na imagem da relagdo de Ar-
tin 0,0,110; = 0,410;0,41, (sabemos que nenhum x ou y aparecera ao “comutar” os p; com
0;), assim [;; = l;11; e consequentemente ;1 =1, = 0 e l;5 = Iy = 0 (pela Proposicao
2.4.7), parai = 1,...,n — 1. Utilizaremos este fato nas relagoes restantes a serem anali-

sadas.
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Relagoes: aoy, = ora e bop, = opb, k > 2:
Os elementos que nao comutam com a e 0 S20 Y € pg41, respectivamente, ja sabemos
que l 2 = ly = 0, portando nao precisamos nos preocupar com o elemento y. Temos entao

no lado direito da equagao:

g1 Thk+1 i1 —tk+1 Lk+1\ Thk+1 __ i1 k1T k+1 Gkt
P11 OkPrr1 = aoi(py, Pr+1 pk+2)pk+1 = aoy(py Pr+1 Pk;+2)-

Por outro lado,

Thok+1 | k41 Tk k+1Tik41
OkPri1 AWPpy1 = OkAPp4q .

Assim, pelo coeficiente de pg.1, segue que i 1 = 0, & > 2. De modo anélogo para a
relacao boy, = opb, k > 2, segue que jry1 =0, k > 2.

Relagao: o,0; = 00, i — j| > 2:

Vamos supor que ¢ < j, temos que os elementos que nao comutam com o; e 0; sao

Pi+1 € pjt+1, respectivamente, usando a relagdo (11) temos:
Tiji+1 Tijt1 Tiitl TR Tiidl Tigl =Tl T T+l T+
Ui(ﬂz’+1 Pt )Uj(pi+1 Pt ) _Ulaj(pi+1 (Pj Pjr1 Pjte ))(pz’—H Pit1 )
AR A RS Ry F RS RN AN EE R AN RS R SN NS RN N RS
—Uzaj(pi+1 Pj Pj+1 Pj+2 )
Por outro lado:
o (AT TR T T ¢ Tiikl T
—UJUz((i Piv1  Pito )Pj+1 )(Pi+1 Pjit1 )

L Thddl Tl Tl T 1T 4
=0,0:(p; Pit1 Pive Pit1 )-

(TRl TiGH1Y (A Tiidl Tig
U](pi+1 P+ )UZ(piJrl Pjit1 )

Comparando os coeficientes temos:

(i) coeficiente de p;: 0 =rj,;11;

(11) coeficiente de Pi+1+ Tii+1 + Tji+r1 = —Tji4+1 + Tii4+1 = Tji+t1 = 0,
(ili) coeficiente de pji1: —Tijt1 + Tjj+1 = Tjj+1 + Tij41 = Tij41 = 0;
(iv) coeficiente de pjyo: ;41 = 0.

Resumindo, temos que rj; = 0para2 <i<j<n-—-1ler;=0paraj—1t> 3, ou seja,
na imagem de o3, os tnicos (possiveis) elementos com coeficientes nao nulos sao p;, pit1 €

Pi+2-
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Relagéo: 0;0;410; = 0;410;0;41+

Ja sabemos que os tnicos possiveis elementos que aparecem na imagem de o; sao
Pi, Pit1 € Pivo, Na imagem de 0,11 820 pii1, Pito € Pir3. Emntre esses, os elementos que nao
comutam com o; € 0;41 S0 pi+1 € pire, respectivamente.

Para simplificar a notagao usaremos r;; = p; e r;41; = ¢;. Voltando a relagao,

temos do lado esquerdo:

D; Pi+1 Dit2 qdi+1 Qqi+2 4i+3 D; Pi+1 DPit2
Ui(ﬂi Pi+1 Pit2 )Ui-l-l(pi—l—l Pit2 Pit3 )Ui(/)z‘ Pit+1 Piy2 )

Pi+2 —Pi+2  Pit+2 qi+1 di+2 qi43 Di+1 Pit+2

= UiUz‘H(Pfinﬁll (Pi+1 Pit2 Pits ))(Pz’ﬂ Pit2 Pit3 )Ui(PfiPiH Pit2 )

i Pit1t+Pi+2+qi+1  —Pi+2+qi+2 Di+2+qi+3 i Pit+1  Dit2
0i0i41(p} Pit1 Pit2 Pits )oi(p} Pit1 Pit2 )

I ) i Pit1TPir2+Git1  —Pit1—Pit2—qi+1  Pit1TPit2+Git+1\ —Pit2+qi42  Pit+2+Gi4+3 i Pitl  Pit2
0011040} (p; Pit1 Piy2 )Pi Pi+3 )07 pist Pits’)

_ 2pi+pit1+pi+2+gi+1  —Pi+2—Gi+1  Pi+1+qi+1+Git2+Pit2 Pit2+qi+3
= 0,04+10(p; Pit1 Pit2 Pi+3 ).

Por outro lado:
. qi+1 qi+2  qi+3 . i Pi+1 DPit2 . qi+1 qi+2 4i+3
Uz+1(pi+1 Pit2 Pits )Uz(ﬂf Pit1 Pit2 )UZ+1(pi+1 Pit2 Pit3 )

— (AT —Git1 Qi1 di+2 Qi3 ( Pi Pitl Pit2)\ Qi+1  di+2 Gi+3
= 0i10i((05 " Pir1 Pita )Piss Pivs )P Pt Pivs )0 (P PiYs piss))

. o ALi+1TP  —Git1 TPl Qit1Tgip2TPit2  Git3 Qi+1 qi+2 qi+3
= 0i1104(p; Pi+1 Pi+2 Pir3 )0i+1(Pisy Piss Pit's)

_ . QGit-1+Pi  —Qip1+Pit1 ( Qit1TGit2tPit2  —ip1—qit2—Pit2  Git11Tqir2+tPit2) Git3 Qi+1  Gi+2 qi+3
= 0i+10:0:41(p; Pit1 (Pit i+2 i+3 )Pivs ) (Pist Pivs Pivs)

_ . . ( Qi+1+Pi  Pit1+qi+1+qit2+Pite  —qit1—Pit2 Qi+1+Qi+2+pi+2+2Qi+3>
= 0i+10i0i+1\p; i1 i+2 i+3 :

Analisando os coeficientes temos:
(i) coeficiente de pi: 27+ 11+ Tiive+Tit1i01 = Ti1it1 T = Vit Tiip1+ii2 = 0;

(ii) coeficiente de pii1: =740 —Tig1i41 = Tijig1 FTit 101 F i 1Liv2 F it = —27i41i41—

Titli+2 = 2Tii+2 + Tiit1;

(111) coeficiente de Pi+2° Tii4+1 +ri+1,i+1 +ri+1,i+2+ri,i+2 = —Tit1i+1—Tii+2 = —27“1'4_171'_,_1 —

Titli+2 = 2Tii+2 + Tiit1;

(iv) coeficiente de piy3: 712 +Tig1,i48 = Tirtit1 +Tir1ive + e + 274108 = TipLiv1 +

Tit1i42 + Tig1,i43 = 0.

Temos que tomar cuidado nos casos extremos, pois se ¢ = 1, o elemento p; = 1, ao



2.4. Generalizacao da sequéncia de Fadell-Neuwirth 113

analisar o coeficiente se p;11 = po e usando a Proposicao 2.4.7 temos:
—2r99 —To3 = 2113+ 112 = —ki,

para i = n — 2, nao temos o elemento p; 3. Agora, usando as relagoes (i) e (ii) acima,

temos o seguinte, para ¢ > 2:
=27t 1i41 — Titlite = 2Tiip2 + Tiiv1 = 2(—Tis — Tigs1) + Tiis

= =20 141 — Titl,i+2 = — 2755 — Tij41-

Por recorréncia,
=21 — Tiip1 = —2reg —To3 = 2ri3 + 112 = —ki, (2.4)

para 2 <i<n—1.

Para finalizar, temos que calcular a imagem de (o;'-- 0,2 ---0o; )bab~ta™t. So6
precisamos saber qual serd o coeficiente de p, ao isolarmos todos os elementos p;, x e y do
lado direito da equacgao. Faremos isto por partes. Primeiro considere apenas o elemento

1

— —1 . . .
0,-1" 0, temos a seguinte 1magem:

( “Tn—-1n—1 _—Tp_1n “Tn—2n-2 “Thn-2n-1 —ryp_on 1 —ri,2 —T1,3 —1

Pn—-1 Pn )@il(ﬁnq Pn-1 Pn )‘77;2 T (,02 P3 )‘71 .

Teremos sempre que nos preocupar com o coeficiente de p;1, que esta ao lado esquerdo
de o;, pois ao “comutarmos” esses elementos acrecentaremos um elemento p; & expressao,

assim no final estaremos acrescentando ps a nossa expressao. Assim, na primeira parte

temos:
—1 —Trn—-1,n—1 Tn—1n —Tn—-1n —Tn—2n—-2 —Th—-2n—-1 —Th—-2n —1 —ri2 —T13 -1
01 (P (Pn1" ) (Pn Prn—-1 Pn e (R P o
o —1 —Tn—2n—-2 —Tn—2n—-1—"Thn—1n—1+t"n—1n —Tn—2n—Tn—1n —1 —Tri,2 —T1,3 —1
=0, 1(Pn—2 Prn—1 Pn )0z (P “ps )or,

teremos que o coeficiente de p,,_; do lado esquerdo de o,,_5 (chamaremos de posi¢ao n—2)
é —Tn—2n-1 — Tn—1n-1 + Tn—1n-
Agora temos que “comutar” todos os p’s com o, 5 e descobrirmos o coeficiente de

Pn—2 (na posigao n — 3, ou seja, p,—2 esta do lado esquerdo de o,,_3). Tal coeficiente sera
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a soma do coeficiente de p,_1 na posigao n — 2 (pois p,_10,_2 = O'n_gp,;ilpn_g), com o
coeficiente de p,_s dado na imagem de 05_12 por ¢ (pois p,_o € 0,_2 comutam) e com 0O

coeficiente de p,_» dado na imagem de o, ', por ¢, ou seja:

n—1

(=Tn—2n-1 —Tn-1n-1+ Tn-1n) + (—Tn—2mn—2 — Tn_3n_2) = E —Tic1i —Tii | — Tn-ln-
i=n—2

Em geral, teremos que o coeficiente de p; na posicao j — 1, sera:

n—1
E —Ti—1,i —Tii | — Tn—1n-
i=j

Consequentemente, o coeficiente de p na posicao 1, ou seja, antes de passar por oy é:

n—1

E —Ti—1,i —Tis | — Tn—1n,

i=2
mas ao passar por g; teremos que mudar o sinal do coeficiente de py, portanto, nesta

parte teremos que o coeficiente de py é:

n—1

E Tic1i + Tig | + Tne1n-
i=2

Agora a segunda parte analisada sera a seguinte:

1 1

( —T1,2 —7"1,3) —1( —T2,2p—7‘2,3p—7“2,4) 01— '

P2 Pz )01 P2 P3Py s (o T )02

) Prn-1 Pn )O-nfl"'oé

Primeiro observe que sempre que algum p; tem que passar por dois o;, (mesmo que eles

nao estejam lado a lado), teremos que esses elementos comutam. Entao podemos trocar

a expressao acima pela seguinte:

ortoyt e 2 (e e oy oa (g s P py o (o s ) (25)

na qual comutamos todos os p; que aparecem na imagem de o; com O‘j_l e aﬁl e aj_l.

Neste caso, vemos que o coeficiente de p,_;1 na posigdo n — 2, (antes de passar por o, _3) é
_rnfl,nfl-

Novamente temos que prestar atengao no coeficiente de p; | antes de passar por o;,

pois ele acrescentara o elemento p; com o mesmo coeficiente de p;y; na posi¢ao i. Em
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geral, teremos que o coeficiente de p; 1 na posicao i serd a soma do coeficiente de p; 2 na
posic¢ao i + 1 com o coeficiente de p;11 na expressao (2.5), ou seja:

n—1

> (=r):

j=i+1
Portanto o coeficiente de ps na posicao 1 sera:

n—1

E (—=ri4),

i=2
mas, ao passar por oi, invertemos esse sinal e ainda somamos o coeficiente —ry 2, tendo

como coeficiente final: .
e

—ria+ Y (rig).
i=2

Juntando as duas partes deste calculo, temos que o coeficiente de py, pela imagem de

-2 -1

0-_1 cte Un_l 0-1 e.

n—1
_T1,2+ g (T],] E Ti— 1z+rzz + - 1n = E 2rzz+ru+1a
Jj=2

=2

e usando a igualdade dada por (2.4), temos:

n—1 n—1
22T11+7’Zl+1 Z( 27“3—7“2):2]{51:(71—2)]{51.
1=2

2

Voltando ao célculo, do coeficiente de p, na imagem de o_1 - -- 0,2, - - o7 'bab~'a™!, temos

que py comuta com a e b, entao se mantém iguais, mas vamos acrescentar como coeficiente
o elemento k4 + ki = 2ky, pelo fato de y ndo comutar com a e  ndo comutar com b (igual

ao caso n = 2). Assim o coeficiente de p, fica:

(TL — 2)]€1 + 2]€1 = lel.

1

Agora substituimos o_; -0, %, --- 0oy "bab~ta™! por p,™, pela relacio de superficie (1)

Bn,m (T)
L2 (Bm (T\{Z1,--.,xn}))

Teorema 2.4.1 para M =T.

(dada pela Proposi¢ao 2.4.6), e obtemos m = nk; provando o

do grupo
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2.4.2. Caso da garrafa de Klein

Muitas das contas serao analogas ao caso do toro, a principal diferenca é que na

2

garrafa de Klein 2° = p; (com isto as relagoes (8),(9) e (11) dadas na Proposicao 2.4.6

sao diferentes) e o elemento y ndo comuta com b (relagao (10)). Novamente, vamos focar
apenas nos elementos que nao comutam e se cancelam, pois eles que nos darao informacoes
sobre os coeficientes.

Relagao: aoiao, = o1a0;a:

S6 temos que nos preocupar com os elementos y e py, pois eles nao comutam com a

e 01, respectivamente. Nao colocaremos y na imagem de oy, pois ja sabemos que [, = 0.

Teremos:

a.(p5'y") 1 (p5*y")a.(p5'y*) o (p3'y)

= ao1 (2% py " py*) (p37y")a (05 y™2) o1 (57y")

= aoy(py * Py )a. (05 y"2) o (")

= aoa(py 7 pyry a2 ) ) (o) g (pyy )

_ ko+lo+re i2, 2ko+ls . —2(ko+l2)+2i 7o |
= aoia(ph piyPhetle g2k tl) 120 o (g l2)

= aoja0y (IQ(k2+l2+T2)p2*k’27l27r2 pg2+k2+l2+7“2 y2k2+l2x2(—k2—l2+z‘2) ) <pgg ylz)

2*k2*l2 io+ko+la+r2 y2k2+2l2 xQ(i2+7’2) ) .

= aoyao(p P3

Por outro lado:

o1(p5y"?)a. (PR y*2)or (52 y'2)a. (p5 y*2)

r2 .l 79 ko r2, lo 12 ko

= o1a(pz’y $_2l2pl22)</)2 y™)or(pyy?)a.(p3y™?)

= gra(ppTieTiylathe g —22) g (pr2yla) g (pizyhe)

= 01007 (xQ(T2+l2+i2)p2—7‘2—l2—i2pg2+l2+i2ylg+k2x_212)(p?ylz)a.(p?ykz)
= 010, (py P py TRy R 2t R) g (py )

—la—io rodlotia, 2lo+ks . —2(2la+ks) 2l2+k2 . 2(ra+i i, k
5 27+k2 o (212 2)p2 l’(2 2))( 2)

= oraoia(py * " py y Py
— O.lao.la(p122+k2 ng+l2+Z2 y2l2+2k‘2 x2(72127k2+7‘2+i2)) )

Comparando os coeficientes de py, temos que

ly = —ko;
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comparando o coeficiente de z, temos
2<Z2 —+ 7'2) = 2(-2[2 — kg +7r9 + 7/2> = 2[2 = —kg = 2(-]@2) = _kQ = kg =0= lg.

Relagao: bo; 'bo; = o 'boy 'b:
Aplicando o homomorfismo ¢ na equagao acima temos que 6 e p; (4 < j < n) comutam
entre si e com b e 07 e podemos cancelé-los, mas pelo fato de um lado da igualdade o
elemento o, aparecer apenas uma vez negativo e outra positivo e do outro da igualdade
aparecer duas vezes negativo, segue que 11 = 0 e r; = 0 (j > 4). Embora o elemento p;
também comute com b e com o7 nao podemos concluir o0 mesmo para r3 pois o elemento
p3, vamos apenas ja comutéa-lo e enviar para o lado esquerdo da expressao (apenas no lado
direito, pois no lado esquerdo ele se cancela). Temos que nos preocupar com os elementos

x,1y que nao comutam com b e com ps que nao comuta com ;. Teremos:

basypy) (71 py ™oy bkt o3 Yo (21 )

= bk M ) oy by Yo (a1 )

= boy ! (e tiyhea?0mr) o, 22 T b (ko o3 Yo (1 )

= boy (e Ry T g by g Yo (a1 )

= boy (Rt 22 T ERRTER (g2 R T gl (ks s o2 oy ()
= boy bRy 2k o R 6y (2 i)

_ -1 11—2jo+2r9+2ks, 2k ks —1l14+2jo—ro—ky) —k3+l1—2jo+r2+ks ks—l1+2jo—r2—ka\ ja—r2 11 T2
= boy oy (gl 2Rt ke 2 (g2 (ks mh 2R ) P3 )pg ) (" py’)

_ baflbo_l (x2k3+2j2y2kz4p*k3+ll*2j2+21“2+k4pk3*ll+3j2*27‘2*k4)
- 1 2 3 .



2.4. Generalizacao da sequéncia de Fadell-Neuwirth 118

Por outro lado:

(7™ @y ) (a1 ) bl ) 2
= (7" py "oy by py T o Moty g ) 5
o (a7 (277 i 3 ™) )bl Ty g o (e ) p
= oy Ha gy pg )bty T o byt oy ) py
= oy (@27 py ) oy pg ) (e Ty g o (et g ) o
= oy b ey p, R o L (ke gl p

-1

_ -1 2ro+ks, k (=11 —2r9+7j2) Jl14+2ro—j2 —l1—2ro+j2\ —ro ks, ka J2\ —273
= oy 'boy ! (g?rethayk (p2("hm2reti) o) Ps )p3"2)b(z YR pi) s

(
(g 2ratho =2l Zjag s it 2ram i Bk b (phayka pl2 ) o2

1y -
= o0y boy 9

_ 01—1bgl—lb((x2r2—k3+2l1—2j2p2—27’2+k3—2l1+2j2)(yk4x2k4p2—k4)p121+2r2—j2pgl1—3r2+j2)(xkgyk4p]2’2)p52r3
_ Uflbaflb((x2r2+2l1—2j2+2k4y2k4p’2€3*11+2j2*k4)p;11*37“2+j2*27"3).
Analisando o coeficiente de ps, temos:
—k‘g—f-ll—2j2+2T2+k34:kg—l1+2j2—k‘4:> —2]€3+2l1—4]2+27“2+2k’4:0,
e pelo coeficiente de x, temos:

2ks 4+ 270 = 2r9 4+ 211 — 255 + 2ky = —2ks + 21y — 4§y + 219 + 2k4 = 0,

exatamente a mesma relacao. Para m > 3, podemos comparar o coeficiente de p3 e

obtemos:
k)g—l1+3j2—27’2—l€4: —ll—3T2+j2-27“3:>]€3—l€4+2j2:7”2—27”3.

Juntando ambas as relagoes, concluimos que para n > 3, l; = —2r3.
Relacao: b 'oya = oya01b~oy:
Note que:
blab=a""tpy = b a7 = pyla
=2t =bta s,
também temos:

by = yatpyt = by =yt oy b =y (g py = ybT s
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= bt = b tya?p; .

Neste caso, temos que nos preocupar com os coeficientes de x,y, ps € p3. J& sabemos que

lo = 0 = ko. Calculando do lado esquerdo, temos:

(a Ry py 7 p )0 o (2 iy il 5 )

= b (a3 ") (y =M p5*) py ” py o (2 oy a2 i )

= b (o By Ry TR B o (a1 5 a5 )

= b oy (o T (g2 hathu) p s TR p SRR 5 08 (at pi? g p5 )
— b—lo.1 (Jf_k3_2j2+l1y_k4,0;_k3_k4+j2+r2pgk3+k4_j2_j3+r3)a(wkl pézpég)
— bflo.la(l,fk372j2+ll (y7k4x2k4p2—k4)p;ka—k4+j2+?“2p3—k3+7€4—j2—j3+7’3)(wklpéng;g)
— b_lJla($_k3_2j2+ll+2k4+k1y_k4p§3_2k4+j2+r2+i2p;k3+k4_j2_j3+r3+i3),

Por outro lado temos:

T2 T3

o (ah p32 pi)a(x™ pif pit Yo (a1 pi2 ) (2R =8 py 2 p )b oy (! i )

(£B2(2l1 +k1—k3+2ro+iotka —jg)p*%*kl +k3—2ro—io—kq+j2 p211 +k1—k3+2ro+io+ks—j2 )
2 3

o1 (a i pi?a(@h pif pi Yo (el —Hoy=He T2 ol )b oy (el pi2 i)

li+ky ro+iz r3+is li—ks, —ky T2—J2 T3—7J3\7—1 Iy 2,73
ora(xh R p TR i ) oy (g TRy TR 2T I b o (2 py? p5?)

li+k 2(ro+ig) ,~T2—i2 To+iz\ r3+is li—ks, —ks sT2—J2 T3—J3\p—1 Iy T2 T3
graoy (" (20242 p, P32 ) pgt ) (@ Ty Tyt pg )b o (2 py? p5)

—kyg —i2—J2 rotia+2r3+iz—j3\1—1 ly T2 T3
"Po P3 o~ o1 (3 P’ ps’)

201 +k1—k3+2ro+2iz —ky .—2ky k4 —i2—J2 rotis+2r3+iz—j3 l
P2 Yy~ e p5t ) py 2 py Joi(z

—2l1 —k1+k3—2ro—2is—2ky 2l1+k1 —k34-2ro+ia+kqa—jo rodis+2r3+iz—js l1 72 .73
2 P3 o1 (' py’ p5*)

2l1+k1 —k3+2r2+4-2i0

ora0q (x Y

O.lao.lb—l ((x—Qll—k1+k3—27"2—2i2

orao b (x y e

—2l1—k1+ks—2ro—2i5—2ky

p

oraob oy (x y

ro+i2+2r3+i3—7J3 ) (

P3 wllp

orao b oy

Agora, comparando o coeficiente de x, temos

—k3—2jg+ll—|—2k4—|—k1:3ll+k1—k3+27"2—2j2:>2]€4:2l1+27’2,

comparando o coeficiente de po, temos:

k3—2]€4—|—j2—|—T2+’i2: —2l1—k1+k3—T2—i2—]€4—|—j2:> —k4+222: (-2[1—27”2)—/{31

= —ky+ 20y = —2ky — k1 = —kys — k1 = 205.

1

T2 T3

2 P3

( 3ly+k1—k3+2ro—2ja,, —ky ,—2l1—k1+ks—r2—iz—ka+j2 211+k1*k3+37"2+2i2+k4*j2+i3*j3+3T3)
Z Y TP P3 :

T2 T3

P2 P3

)

)
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Para n > 3, temos ao analisar o coeficiente de ps:
—ky+ka—jo—Jstrstiz =20+ k —ks+3ra+2ia+ky—Jo+iz— Jj3+3r3
= 0 =2l + ki + 3ry + 2iy + 273,
Juntando todas as relagoes, temos:
0=2l +ky +3ry + 2iy + 2r3 = 2(kg — ro) + ky + 3ro + (—ky — k1) + 2r3
= ki+ro+2r3 =0= 19+ 2r5 = —ky.
Novamente, pela importancia de tal resultado, colocaremos em forma de proposicao:

Proposicao 2.4.8. No caso M = K, temos as sequintes relagcoes dos coeficientes das

mmagens dos geradores por ¢:
(i) Iy = ke =0;

(i) —ky — kg = 2in;

(ii) 2ky = 20y + 1o;

(iv) paran >3, —ky =19 + 213;
(v) p1 =p; =0 para j > 4.

No caso n = 2, basta agora calcularmos a imagem da relacao de superficie para

termos uma conclusao. Temos o seguinte:
¢(ba~"b"'a™") = ¢(07)
b(O7 py ey ) (07" py P )a T (07 py e ey b0 py P e = a1 (et )o (py ).
Usando que 0 e py comutam com a e b e que x comuta com a, podemos simplificar a
equacao acima:
bzteyte)(at)a (a oyt~ (@ TM)a 1072, = (piatt)on (pah)

= oi((z?2py")a") (pyz")

b<yk4x—k1 )Cl_l (y—k‘4 )b—l (l'_kl )&—10—2i1 p2—2i2 — 0.%1.27"2-{-%1 .



2.4. Generalizacao da sequéncia de Fadell-Neuwirth 121

1

Analisando o lado esquerdo temos (note que ya~! = atyz?p;!):

b(ykz—F1)a L (y R )bt (2R ) a0 2 py %2
= ba—l((yk4x2k4p5k4)m—k1)(y—k4)b—1(x—kzl)a—19—2i1p52i2
= ba*l(x%“’klp;k“)b’l(m’kl)a”Q*Qilp;%

= ba_lb_l(($_2k4+klﬂ2k4_kl)pg_k4)(x_k1)a‘lﬁ_%lpz_%

= ba_lb_l(m_2k4pk4—k1)a—le—%p;%

= baflbflafl(z—2k46—211p2—212+k4—k1)'

Assim

1,-1 — _ — 9 —92 _
ba 1b 1CL 1(1, 2k:49 221p2 io+ka k1) :0%92r1x2r2+2l1‘

Br,m (K)
B (K\{z1,....2n }

Agora, usamos a relacio (1), oy 2ba"'b"ta™! = p,™x®™, de o ; dada pela

Proposicao 2.4.6. Temos

2 2ro+2l4

—m Qm)(I—2k46—2i1p2—212+k4—k1) = olx

(o1py "

—m, 2m(, —2kyp—2i1  —~2iz+ka—k1\ _  2ro+20
py " (@O g )=a :

Concluimos assim, que

(i) coeficiente de #: —i; = 0;
(i) coeficiente de x: 2m — 2ky = 2ry + 2ly;

(iii) coeficiente de py: —m — 2iy + ky — k; = 0.

Usando em (ii) que 2k; = 2l; + 275, temos que 2m — 2ky = 2k4 0 que implica que
m = 2k,, assim m é um multiplo de 2.

Usando em (iii) que —ky4 — k1 = 2is, temos que —m — (—ky — k1) + k4 — k1 = 0 0 que
implica que m = 2k4, obtemos o mesmo resultado e o Teorema 2.4.1 fica demonstrado
paran=2e M =K.

Considere agora n > 3, a maioria das relagoes nos darao informagoes analogas ao
caso do toro. Do mesmo modo do caso do toro, podemos comutar todos os elementos y

na relagao de Artin 0,0,410; = 0,410,041 € concluir que l;» = l;11 2 = 0. Infelizmente nao
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podemos fazer o mesmo com o elemento x, pois ele pode aparecer ao “comutar” p, com
01, portanto teremos algumas mudancas nas contas.

Relagao: aoy = ora, k > 2:

Os elementos que nao comutam com a e o, sS40 Yy € pPrr1, mas ja sabemos que
lp2 = kg = 0, portando nao precisamos nos preocupar com o elemento y. Temos entao no

lado direito da equacgao:

Igt1 Tkk+1l T4l —tkt1l Gkt1\ Thkk+l i1 —Ok+1HtTh k1 Gkt
P11 kPr11 = aoy(py Pr+1 Pr2 )sz+1 = aoy(py Pr+1 Pr2 )-
Por outro lado,
Thok+1  Gg41 Tk k+1 k41
OkPry1 WPry1 = OkAPpy

Assim, pelo coeficiente de py1, segue que i,y =0, k > 2.
No caso da garrafa de Klein, a relacao bo, = o4b, k > 2 nao é totalmente analoga.
Relacao: bo, = opb, k > 2:
Os elementos que nao comutam com b e oy, sa0 =,y € pr+1 € ja sabemos que ;2 = 0.

Temos do lado direito da equacao:

k3, ks Jh+1 lgq AThE+TY k3, kg ( Tkl —Ik4+1 Jk41\ Ly o Thk+l
b(x®y™ ook pST) = boray (0 o T oy )T o

_ kg1 kg Jr+1 —Ik41FThk+1  Jr+1
= aopr™ Ry (0 oy Py )-

Por outro lado:

. y _ l .
o(a o bRyt ) = owb(am ) o (e )

_ l r +Jj
— akb(x lk,1+k3yk4p2k,1pkikl+1 ]k+1‘

dai, comparando o coeficiente de x, concluimos que I, ; = 0 e de modo analogo ao anterior,
segue que jrpi1 =0, k > 2.
Relagao 0,0, = 0;0;, |i — j| > 2:
Vamos considerar que 7 < j, temos que os elementos que nao comutam sao p;;q €
pj+1, temos entao no lado direito:
Ti,i+1 Ti,j+1)0_j( 7,41 ’"j,j+1)

Uz’(Pz‘+1 Pji+1 Pix1 Pj+1
_ [ ATREHL( TigHl TTighl Tig4l i+l Tjj+1
= 0,04( i+1 (Pj Pi+1 Pj+2 ))(pi+1 Pit1 )

o (AT Tigl T 1T TGl
*Uzaj(pi-s-l Pi~ Pjr Pita )
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Por outro lado:
il T+ Tiitl Ti g1
Uj(pi+1 Pt )Ui(pi+1 Pjit1 )

_ i Tji+1 T+l Tji+1 75,541 Tii4+1 Tij+1
_U]Ul<(i Pit1  Pito )Pj+1 )(Pi+1 Pt )

o (AT TR T Tl T+
= 0;0(p;""" piii Pixe Piy1 )-

Comparando os coeficientes temos:

(i) coeficiente de p;: 0 =rj,;11;

(ii) coeficiente de pjy1: 7iip1 + Tjit1 = —Tjit1 + Tiiv1 = Tjir1 = 0;
(ili) coeficiente de pji1: —7ijt1 + Tjj+1 = Tjj+1 + Tije1 = Tij41 =0
(iv) coeficiente de pjyo: ;41 = 0.

Resumindo, temos que r;; = 0 para 2 <7 < j < n — 1; e também r;; = 0 para
j — 1 > 3, ou seja, na imagem de o;, os tnicos (possiveis) elementos com coeficientes nao
nulos sao p;, Pit1 € Piya.

Para a relagao seguinte, teremos muita semelhanca com o caso do toro, mas para o
caso i = 1, temos que tomar cuidado, pois p; = 2% e também temos que considerar que x
aparece na imagem de o; e 0;.

Relagﬁo: 0i0;4+10; = 0;410;0;41:

Os elementos que nao comutam com o; € 0,11 SA0 p;+1 € pire, respectivamente, mas
temos que ficar atentos as mudangas geradas nos elementos p; € p;y3.

Para p;, com j # 4,i+1,i42,i+3, note que do lado esquerdo tal elemento tem como
coeficiente 27; ; 4+ r,41,; € do lado direito r; ; + 2r;1; ;. Concluimos assim que 7; ; = 7415
para j # ¢,1+ 1,7+ 2,7 + 3. Para simplificar a notagao usaremos r; ; = p; € rip1; = ¢;.

Voltando a relacao, temos do lado esquerdo:

qi+1 di+2 qi43 Di+1 Pi+2

Ui(Pfinfll Pﬁ?)aiﬂ(mﬂ Pit2 Pit3 )Ui(pfipi+1 Pit2 )

_ D; Dit+1 [ Pit2 —Di+2 Pit2 qi+1 qi+2  qi+3 Di Di+1  Pi+t+2
= 0iai+1<pi Pit1 (Pi+1 Piv2 Pit3 ))(Pz‘+1 Pit2 Pit3 )‘7@'<Pi Pit1 Pito )

[ pi Pit1tPit2+qit1 —Pit2tqi+e Pit2tqi+3\ ¢ Pi Pitl DPit2
= 0o (P} pih Pits pivs 0 )o(py P i)

_ i  Pit1tPit2+Gi+1  —Pit1—Pi+2—qi+1  Pi+1+tPi+2+qi+1\  —Pi+2+qi+2  Pit2+qi4+3 i Pitl Pit+2
= Ui0i+10i(pf (p; Pit1 Pit2 )Pz’+2 Pit3 )(P]; Pit1 Pit2 )

o 2pitPi+1+tPi+2+qi+1  —Pit2—qi+1 Pit1+qit1+tqit2+Pit2e Pit2+qits
= 0;0410:(p; Pit1 Pit2 Pit3 )-
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Por outro lado:

qi+1  4qi+2 4i+3 i DPi+1 Pi42 qi+1 4qi+2 4i+3
0i+1(Pi+1 Pit2 Pit3 )Ui(Pi Pit1 Pit2 >0i+1(Pi+1 Pit2 Pit3 )

_ qi+1 —qi+1  qi+1 qi+2 4i+3 i PDi+1 DPi+2 qdi+1 4qi+2 4i+3
= 0i110:((p; Pit1 Pita )Pi+2 Pit3 )(pf Pit1 Pit2 )Ui+1<,0¢+1 Piv2 Pits )

_ Qi+1+DPi  —Qi+1+tDi+1  Qit1+Gi+2+Dir2 Qit3 qi+1 Gi+2  qi+3

= Ui+10i<pi Pit1 Pit2 Pits )0i+1<pi+1 Pit2 Pit3 )

. . Qi+1+tPi  —Qit1+Pi+1 ¢ Git1tqit2tPite  —qit1—Gi+2—Pi+2  Qi+1Tqi+2tPit2 qit3 Qi+1  di+2  qi+3
= 0i110:041(p; Pi+1 (Pi+1 Pit+2 Pit+3 )Pz’+3 )(Piﬂ Pi+2 Pit+3 )

- - ( Qi+1+Pi Pit1+qi+1+qit2+Pit2  —Git1—Pit2 Qi+1+Qi+2+pi+2+2Qi+3)
= 0410011\ p; i+1 i+2 i+3 :

Analisando os coeficientes (caso i # 1) temos que fica exatamente igual ao caso do
toro:
(i) coeficiente de pi: 27 ;7 11+ Tiit2F it i1 = Tigtie1 05 = Tii i1 T2 = 0;

(ii) coeficiente de p;y1: —7ipo—Tit1i41 = Tiit1 g1t HTisite a2 = =201 —

Titlive = 2Tiiy2 + Tiit;

(iii) coeficiente de piy2: 711 +Tiv1iv1 F g2+ Tiite = —Tipripn —Tiit2 = —20i 141 —

Titlive = 2Tiiy2 + Tiitl;

(iv) coeficiente de piy3: Tiiy2 + 71,43 = Tiglit1 +Ti1iv2 +Tiive + 201343 = Tiglivl +

Titlive T Tir1,ies = 0

(v) coeficiente de x: I;1 = l;111.

No caso ¢ = 1, temos que considerar que o coeficiente de p; é na verdade duas vezes
o coeficiente de z, que nao temos o elemento r;; e ainda adicionar 2,1 + l;41,1 do lado

esquerdo da equacao, e adicionar ;1 + 2[;41; do lado direito. Teremos o seguinte:
2(riiv1 + a2 + Tivriv1) + 201+l = 2(riv1i01) +lin + 2l

= 2(ri i1 + Tiiv2) = liyia — lia
= 2(7’2 + Tg) = 1271 — 1171,

e no caso ¢ = n — 2, nao temos o elemento p; 3.
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Temos também o seguinte, para ¢ > 2:
=274 1,41 — Titlid2 = 2Tiip2 + Tiit1 = 2(—Tis — Tiit1) + Tiit1
= =20 1041 — Titl,i+2 = — 2755 — Tiit1-
Por recorréncia, —2r;; — 141 = —2r99 — 193 = 2r13+1ri2 =, para 2 <i<n— 1.

Para finalizar, precisamos calcular o coeficiente de ps, na imagem de

o1 Ui_l ceopba e,

depois de isolarmos todos os p; do lado direito da equagao. Sera analogo ao calculo no

caso do toro. Teremos que o coeficiente de p, ao passar por oy - - o>

o1ttt 01 sera

n—1 n—1 n—1
Z 27’1'71' + Tii+1 = Z(—Q?"g - ’1“2) = ]{54 = (n — 2)]{54,
=2 =2 =2

e depois este elemento comuta com b e com a, vamos ter que acrescentar os coeficientes
que aparecem pelo fato de x e y nao comutarem com b e pelo fato de y nao comutar com

a, mas neste caso, serd igual ao caso n = 2, ou seja
—2i2+k4—k1 == <k4+l€1)+k4—k’1 :2]{34

Note que, temos também que pensar no coeficiente de p; ao comutar com o - - - o2

n—l'..o_l’

pois nos dara alguma quantidade de z, o qual nao comuta com b, o que poderia nos gerar
novos py. Mas podemos mostrar que x comuta com ba~'b~ta~!, pois:
zba v ta ) = b(a py)a b e = ba T (o )b e =
ba b~ ((zpy D p2)at = (ba o ta ).
Assim, temos que o coeficiente final de p, é
(n — 2)ky + 2ky = nky.

Agora, substituindo oy ---02_;---o1ba" b a™! por py"p¥™, pela relagao de superficie

(1) de & Bmfﬂz\?a(cﬂi)...,xn}) (dada pela Proposigao 2.4.6) e comparando o coeficiente de po,

vamos obter a seguinte igualdade:
—m+nk, =0=m =nky

como desejado. Terminando a demonstragao do Teorema 2.4.1.
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2.5. Generalizagao para mais fatores

A definicao do grupo de trangas “mistas” se generaliza facilmente a mais fatores. De

fato, seja

By, (M) = 71 (Fy ey (M) /(Spy X -+ X S,)),
para k,nq,...,n; € N quaisquer, nos perguntamos para quais condi¢oes de nq,...,n; a
projecao

p: Bnl,‘..,nk<M) — Bn1,n2,...,nk,1 (M)7

obtida esquecendo-se apenas um dos blocos, admite uma seccao. A resposta pode ser
obtida de modo semelhante ao feito no caso de £k = 2. Temos o seguinte resultado, em

geral:

Teorema 2.5.1. Seja M o toro ou a garrafa de Klein. Seny = lini+---+1lx_1ng_1, para
li, ..., k-1 € N quaisquer, entdo a projecao p : By, . n.(M) — By ng...nn_ (M) admite
uma sec¢ao. Reciprocamente, se a projegao admite uma secgao, entao ng = lyny + -+ +

le_inp_1, para ly, ... l_1 € Z.

Demonstragao: Para demonstrar esse resultado, usamos exatamente a mesma técnica.
Seny = liny+---+1lx_1ni_1, a existéncia do campo de vetores nao nulo nos permite criar
tais pontos no nivel de espago de configuracao. Para provar a reciproca, note primeiro
que as relagoes em B, (M) s@o exatamente as mesmas que B, ,,,(M) com exegao da
relacao de superficie.

A relagao de superficie é dada por:

2 1 1 —1
(01"'0n1_1"' ) bab™ l_Icflnl‘i‘Z 2n1+z HCI”TH 2n2+z ’ HClnk 1+1 2n;C 1+'L)

no n3
2 —1p —1p3-1_—1 __ =1 =1
(o102, y-o1) ba b7 e = ([ ] CransiCiamy ) ([ ] CrimasiCapyi) Hcmk +iComi):

i=1 i=1
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Novamente, vamos considerar o grupo

Buy....ni (M)
FQ(Bnk (M \ {(n1 + -+ nk—l) pontos}))

Sua presentacao sera analoga ao dado na Proposi¢ao 2.4.6, com execao da relagao de

superficie, que é dada por:

2 -1 -1, -1 _ j—ne—n3——ng —
(10 _1--o1) bab™ e = p, , M=T
(0,1 . 0_7211_1 . _Ul)flbaflbflafl — p;nzfngf-..,nk$2(*n27n37...,nk)’ M =K.

Agora, fazemos exatamente como no caso anterior, vamos supor que existe uma secgao

Buy,...n (M)

©: Buy oy, (M) — To(B,, (M \ {(ny + - + ny_1) pontos}))

e encontrar relagoes entre os coeficientes. Os resultados das Proposicoes 2.4.7 e 2.4.8 se
mantém idénticos, pelo fato que as relagoes sao as mesmas.

No caso da relagao de superficie, temos que o lado esquerdo da relagao nao se altera,
portanto, ao analisarmos os coeficientes, teremos os mesmos (do lado esquerdo). Ou seja,

- 2 -1 ¢ .
o coeficiente de p; ao comutar com (oy---0; _;---01)”" é dado por:

o M =T;
(n1 —2>/{?1,

e ao passar por bab~'a~!, temos:
(ny — 2)ky + 2k; = nq k.
Portanto,
mki=-ng— -+ —np = —np =kng +ng+ - +np_q
como desejado.

o M =K;
(n1 — 2)k‘4,

1

e ao passar por ba~'b~'a~!, temos:

(n1 — 2)]{?4 + 2]€4 = Tllk'4
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portanto,
nikys = —ng — - —ng = —nk = kany +ng + -+ Ny

como desejado.

O Teorema 2.5.1 generaliza o Teorema 2.4.1. Mas a questao da existéncia da secgao
nao estd completamente resolvida para & > 3, pois nossa técnica de demonstragao nao
nos permite dizer se os coeficientes envolvidos sao todos positivos ou nao. A geometria
do problema sugere que tais coeficientes nao poderiam ser negativos, mas continuamos a
refletir sobre o problema.

Por outro lado, podemos também considerar a proje¢ao p : By, n, (M) — By, (M)
obtida esquecendo-se todos os blocos, com exec¢ao do primeiro e perguntar novamente se
admite seccao ou nao. Esta questao é mais facil de resolver e segue como consequéncia
imediata da solugao no caso k = 2. Ou seja, a seccao existe se, e somente se n; é multiplo
de ny, para 2 < i < k, pois suponha que exista a secgdo s : B, (M) — By, . (M),
usando a projecdo p : By, n, (M) — By, (M), a composta p' o s é uma secgio, e pelo
Teorema 2.4.1 n; é multiplo de n;.

Assim, deduzimos que existe uma seccao se, e somente se, para todo i = 2,...,k,

existe [; € N tal que n; = [;n;.



Capitulo 3

Propriedades Residuais

Neste capitulo estudamos as séries centrais descendentes e das derivadas de B, (M) e
P,(M). Obtemos primeiro os Teoremas 3.2.8 e 3.2.11 que auxiliam o estudo dessas séries
para um produto semi-direto qualquer. Para superficies orientaveis, ja era conhecido
para quais valores de n o grupo de trangas (puras) de M é residualmente nilpotente ou
nao [3, 7, 27, 28|. Para superficies nao orientaveis, até o momento, sabe-se a resposta
apenas para o plano projetivo [30]. Demos continuidade estudando o caso da garrafa
de Klein. Temos que B, (K) é residualmente nilpotente se, e somente se, n < 2, pelos
Teoremas 3.3.1, 3.6.2 e 3.6.3. Para as outras superficies nao orientéveis temos o Teorema
3.5.1, além dos recentes resultados de P. Bellingeri e S. Gervais [6]. No estudo das séries
das derivadas, conseguimos provar no Teorema 3.4.1 que se M = T ou M = K entao

B, (M) é residualmente soluvel se, e somente se, n < 4.

3.1. Introducao

Neste capitulo vamos estudar algumas propriedades residuais dos grupos de tran-
gas, as principais estudadas foram residualmente nilpotente, residualmente solivel e re-
sidualmente p-finito. Para isto, precisamos de algumas séries, que podem ser definidas

recursivamente. Seja G um grupo, estamos usando como notagao

[z, y] = zyz 'y

o comutador (ou o colchete) dos elementos z e y de G e

(1,29, ..o, 1, ] = [21, [0, [+ [T1, 20]]]]

129
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o comutador (ou o colchete) de n fatores, onde z1, ..., z, € G. Dado subgrupos H, K C G

entao [H, K| denota o subgrupo:
[H,K| = {([h,k] : he Hke€K).

Temos [H,K] = [K,H]. Se H ¢ K forem subgrupos normais de G entao [H, K] < G.

Temos também as seguintes definigoes:

Definicao 3.1.1. A série central descendente {I';(G)},5, € definida por
Fl(G> = G, € Fz+1(G) = [G, F1<G)]
para todo i € N.

Definicao 3.1.2. A série das derivadas {G(i)}po € definida por
GO — G, e GO — [G(i—l)7 G(iq)]
para todo i € N.

Definigao 3.1.3. A série {7;(G)},;5,, € definida por

N(G) =G, e 71 (G) = ([G, % (G)] {2" : 2 €17 (G)})
para todo i € N, e todo p primo.

Podemos verificar facilmente que I';(G) 2 T';11(G), GU~Y D GO e 47(G) 2 +24(G).
Note que I'y(G) = G ¢ o subgrupo dos comutadores de G. O abelianizado do grupo G,
que denotamos G*°, ¢ o quociente G /I'y(G). Note que para qualquer grupo G, para i > 1

e p primo, temos
(G) ™ CTW(G) CA(G).
Para mais detalhes veja [49].
Um grupo G é dito ser nilpotente (respectivamente, solivel, p-finito) se para algum
i > 1, T4(G) = {1} (respectivamente, G~V = {1}, /7(G) = {1}). O grupo G ¢ dito ser
perfeito se G = I'y(G).
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De acordo com P. Hall [39], para qualquer propriedade P da teoria de grupos, uma
grupo G é dito ser residualmente P se para qualquer elemento nao trivial g € G, existe um
grupo H com a propriedade P e um homomorfismo sobrejetor ¢ : G — H tal que p(g) # 1,
ou seja, a cada elemento g # 1 em G existe um subgrupo normal correspondente K, tal
que g ¢ K, e G/K, tem a propriedade P, equivalentemente, G' contém uma familia { K}
de subgrupos normais tal que G/K) tem a propriedade P para todo A e (), K = {1}.

E conhecido [49] que um grupo G ¢ residualmente nilpotente (respectivamente, resi-
dualmente soliivel) se, e somente se, ()5, I':(G) = {1} (respectivamente (7, GO = {1}).
Além disso, se GG é um grupo finitamente gerado, G é residualmente p-finito se, e somente
se, (N;»1 77 (G) = {1} [56].

Segue diretamente da defini¢ao de residualmente P que qualquer grupo com a pro-
priedade P é residualmente P, ou seja, P implica residualmente P. Se P implica uma
propriedade Q, entao residualmente P implica residualmente Q. Por isso, sabemos que
residualmente p-finito implica em residualmente nilpotente [37] e residualmente nilpotente
implica em residualmente soluvel.

A série central descendente e seus quocientes sucessivos I'; /T';11 sdo invariantes por
isomorfismos. Um importante resultado de Magnus [48] diz que todo grupo livre é resi-
dualmente nilpotente. Os primeiros resultados sobre as séries centrais descendentes e das
derivadas na teoria dos grupos de trangas, foram feitos por Gorin e Lin [36] que obtiveram
uma presentagao do subgrupo comutador de B, se n > 3, e para n > 5, mostraram que
(B,)M = (B,)@, e assim que (B,)") é perfeito. Segue que I'y(B,) = I's(B,), logo B,
nao é residualmente nilpotente. A série central descendente do grupo de trangas puras foi
estudada por Falk e Randell [19] e independentemente por Kohno [44], que concluiram
que P, é residualmente nilpotente para todo n.

Os grupos de trangas de superficies orientaveis foram estudados por Bellingeri, Ger-
vais e Guaschi [7], que mostraram que se ¥, ,,, ¢ um superficie conexa, orientavel, de genus
g, g > 1, com m componentes de bordo, m > 0, entao B,,(3,,,) nao é residualmente nil-
potente se n > 3. No caso do toro, mostraram que By(T) é residualmente nilpotente.

Além disso, para o grupo de trancas puras, P,(X,,,,) ¢ residualmente nilpotente livre de



3.2. Propriedades das séries 132

torcao para todo n,se m > 1ouse g=1em =0, ou seja o toro.

Posteriormente, Bardakov e Bellingeri 3] provaram que se ¥, é uma superficie fe-
chada e orientavel de genus g, entdo o grupo P,(3,) é residualmente nilpotente livre de
torc@o para todo m, e g > 1, e o grupo Bs(X,) é residualmente 2-finito, em particular,
residualmente nilpotente.

Além disso, Gongalves e Guaschi |27, 28, 30| estudaram as séries dos grupos de
trangas da esfera S? e do plano projetivo RP%. Concluiram que B, (S?) ¢ residualmente
nilpotente se, e somente se n < 2, e se n > 3, ['3(B,(S?)) = ['y(B,(S?)). Também,
B,(S?) é residualmente soltivel se e somente se n < 4. No caso do plano projetivo, temos
que B,(RP?) ¢ residualmente nilpotente se, e somente se, n < 3. Se n # 4, B,(RP?) ¢

residualmente solavel se e somente se n < 4.

3.2. Propriedades das séries

Nesta secao, iremos mostrar alguns resultados preliminares que serao utilizados para
provar nossos resultados. Primeiro, precisamos de uma presentacao para o abelianizado

de B,(M) dada na proposigao seguinte:

Proposigao 3.2.1. Seja M o toro ou a garrafa de Klein. Sen > 2, o grupo B,(M)* ¢

dado por:
Geradores: a,b,o.

Relagoes:
1. [a,b] = [a,0] = [b,0] = 1;
2. 0% =1;
3. Se M =K, a®> = 1.
Portanto,

Bu(T)* = (a,b,0 : [a.8] = [a,0] = [bo] =1, 0> = 1) ¥ ZO L& Lo,
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B,(K)* = (a,b,0 : [a,b] = [a,0] = [b,o] =1, 0’ =0° = 1) X L& Ly & Zs.

Demonstragao: Usando a presentagao dada pelo Teorema 1.4.1, segue pela relagao (1)
que 0; = 0541 em B, (M)?® para todo i = 1,...,n — 2, denotamos a classe desse elemento
por 0. Com isto, temos que os geradores de B, (M) sdo a,b,o. A relacio (5) e o fato
que todos os elementos do grupo comutam, implica que ¢ = 1, se M = K, segue pela

relagao (8) que a® = 1, como desejado. [ |
Definicao 3.2.2. A série {D;(G)} € definida por

Di(G) =G, e Di(G) ={z € G : 2" € I';(G) para algumn € N*}
para todo i > 2.

Se ;> Di(G) = {1}, sabemos que G ¢é residualmente nilpotente livre de torgdo [21].

A seguir, listamos alguns resultados técnicos que serao utilizados nas proximas se-

¢oes. Os dois teoremas a seguir podem ser vistos com maiores detalhes no livro [49].

Teorema 3.2.3. Sejam a,b, c elementos de um grupo G. Sejam k, m,n inteiros positivos

tais que a € T'y(G),b € T, (G),c € I',(G). Entao:
1. ab=ba mod Tyym(G);
2. |a,b.c] = [a,b].]a,c] mod Tk ymin(G);
3. |a.b,c] = [a,c].[b,c] mod Tiymin(G);
4. la, [b,c]].[b, [c, al].[e, [a,b]] =1 mod Tk ymini1(G).

Teorema 3.2.4. Seja G um grupo gerado por ay, as, ..., a.. Entao, paran > 1, T, (G)/T,11(G)

€ abeliano e € gerado pela classe de equivaléncia dos elementos:
[Qpys Qpys - -y a,,] onde p; € {1,2,... 7}

Agora, enunciamos o Teorema de Gruenberg, o qual sera muito utilizado:
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Teorema 3.2.5. (Gruenberg, [37], Lema 1.5, p. 33) Seja P uma das sequintes classes de

grupos:
1. A classe de grupos soliuveis;
2. A classe de grupos finitos;
3. A classe de grupos p-finitos para um niumero primo p.

Sejam K, H grupos, e suponha que K tem a propriedade P e que H € residualmente P.

Entao para toda extensao de grupos
1 H—>G—>K—1,
o grupo G € residualmente P.

Observe que tal teorema nao é valido para a classe de grupos nilpotentes, como

mostrado no exemplo a seguir:

Exemplo 3.2.6. ([50]) Seja F' = (x,y) o grupo livre de posto dois com geradores x,y.

Considere o automorfismo ¢ de F' dado por:
@ — 2%y
Y — xy.
Seja G = F x,7Z. Note que Z ¢ nilpotente e F' € residualmente nilpotente, mas G' nao €

restdualmente nilpotente pois
G = (zyt:tat™ =2y, byt =ay) = (y, ¢ty T = [ty Py),

logo y € T',,(G) para todo n e portanto G nao € residualmente nilpotente. Neste exemplo,
podemos observar também que um produto semi-direto de grupos residualmente 2-finitos
(resp. residualmente nilpotentes) nao é, em geral, residualmente 2-finito (resp. residual-

mente nilpotente).

Para utilizar o Teorema de Gruenberg, nao precisamos que a sequéncia cinda, mas
caso tenhamos uma sequéncia que cinde, temos um produto semi-direto e podemos calcular

com mais detalhes as séries estudadas.
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Teorema 3.2.7. (Falk, Randell, [19], Teorema 3.1, p. 83) Seja
1 H-GS G —1

uma sequéncia exata curta, que cinde, pela secgio ¢ e suponha que a agao € quase direta,
ou seja, a agdo induzida de G em H/[H,H| € trivial (em outras palavras |G, H| estd

contido em [H, H]). Entdao as sequéncias
1= To(H)=Tw(G) S Ta(G) - 1
cindem para todo n > 1, ou seja,
I (G) =T,(H) x, ', (G).

No estudo do grupo de trancas puras da garrafa de Klein, usamos com frequéncia
a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth (1.3), pois ela cinde e conseguimos escrever
o grupo P,(K) como produto semi-direto de dois grupos com nimero de cordas menor.
No caso das superficies orientaveis [3], foi calculada a agdo e visto que é quase direta,
entao é usado diretamente o resultado de Falk e Randell. J& no caso de superficies nao
orientaveis, nao temos uma acao quase direta e portanto precisamos de um resultado
mais forte. Obtivemos os seguintes teoremas para nos auxiliar no calculo da série central

descendente e série das derivadas de um produto semi-direto qualquer.

Teorema 3.2.8. Sejam H e G grupos, e seja ¢ : G — Aut(H) uma agdo de G em H.

Definimos por indugao os sequintes grupos: L, (paran > 1) e K,, H, (paran > 2), onde
L= H;
para n > 2, definimos:
Kn = (p(g)(h)-h™" : g €Twa(G), h € H);
H, = (p(g)(h).h™' : g€ G, he L, );
L,= (K, H, [H, L, 1]).

Entao ¢ induz uma agao (também denotada por ¢) de I',(G) em L, e

To(H %1, G) = Ly %1, To(G).
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Observacao 3.2.9. A demonstracao do Teorema 3.2.8 € semelhante ao caso n = 2, feito

por Gongalves e Guaschi ([27], Proposi¢ao 3.3, p. 3387).

Observacgao 3.2.10. No caso que a a¢ao ¢ : G — Aut(H) é quase direta, o subgrupo L,
coincide com T, (H), pois K, H, C T',,(H), que € o caso estudado por Falk e Randell.

Nem sempre conseguimos calcular os subgrupos K,, mas nota-se no teorema se-
guinte que para ter uma estimativa da série das derivadas, nao é necessario conhecer

explicitamente estes subgrupos:

Teorema 3.2.11. Sejam H e G grupos, e seja ¢ : G — Aut(H) uma a¢io de G em H.

Definimos por indugdo os sequintes grupos: V,, (paran >1) e H, (para n > 2), onde

Vi=H;
para n > 2, definimos:

H, = (p(g)(h).h™ : ge G, heV, \);
v, = <ﬁn, A, Vn_1]>.

Entao ¢ induz uma agao (também denotada por ¢) de G™ em V41, e
(H 1, G)™ C Vg 2, GM.

Utilizaremos os Teoremas acima (3.2.8 ¢ 3.2.11) para estudar as séries centrais des-
cendentes e das derivadas dos grupos de trancas puras da garrafa de Klein, mas tais re-
sultados talvez possam ser usados para calcular as séries de outros produtos semi-diretos.

Para a demonstragao dos Teoremas 3.2.8 e 3.2.11 precisaremos do lema a seguir:

Lema 3.2.12. Usando a notag¢ao do Teorema 3.2.8 (resp. do Teorema 3.2.11), sao vdli-

dos:

1. K,y1 C K, e K, éum subgrupo normal de H para todo n > 2;

2. L, (resp. V,,) é normal em H, para todo n > 1;
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3. Dado h € H ex € H,, (resp. x € f[n), entao hxh™" € L, (resp. V), para todo

n>2;
4. Hyppy C H, (resp. ﬁnﬂ C f[n), para todo n > 2;

5. Ly C Ly, (resp. Vyu1 CV,), para todon > 1.
Demonstragao:

1. Kuy1 C Ky, pois T, (G) CT,,_1(G). Sejam h' € H e z € K,,, um elemento da forma
z = ¢(g)(h).h!, onde g € T',,_1(G) e h € H. Para verificar que K,, ¢ um subgrupo

normal de H, basta mostrar que K'zh'~! € K,,.

Como ¢(g) € Aut(H), sabemos que existe h” € H, tal que ¢(g)(h") = }’, logo:
W (p(g)(h). A=A~ = (@(g)(R"h).A~ A" ) (p(g) (h").K" )~ € K.

Portanto K, < H para todo n > 2.

2. O cason =1 é claro. Para n > 2, basta provar que o conjugado de um elemento
de L, (resp. V,) por um elemento de H pertence a L, (resp. V,,). Provaremos por

indugao sobre n.

O caso n = 2, foi provado no artigo [27|, mas é facil verificar tal fato, L, =
(Ko, T'9(H)) = Vi, pois Ky = Hy = ]:72, além disso Ky e T'o(H) s@o normais em

H, portanto L, = V5 é normal em H.

Suponha por indugao, que L,, (resp. V},) é normal em H. Provemos que o mesmo é

valido para L, 1.

O grupo L, 41 (resp. V,41) é gerado pelos subgrupos K, 1, H,11 e [H, L,] (resp. H,
e [H,V,]) e os elementos destes subgrupos chamaremos de geradores de L, (resp.
Vni1). Basta provar que Wah'~! € L, (resp. V,,1) para x um gerador de L,

(resp. Vpy1) e b € H qualquer.

e Se x € K, 1, j4 provamos no item (1) que Wazh'™' € K,,;1 C Lyy1.
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e Se x € [H,L,| (resp. [H,V,]), basta provarmos os elementos da forma z =

Rl com h € H el € L, (resp. V,,):

W (R~ Y=t = W(hh= )R~ R ()R
W (R~ R (1Y) R
= [W'h,1]. [I,W] € [H, L] C Lyt

N N~
€[H,Ln] €[Ln,H]

o~

Note que, como estamos supondo por hipétese de indugado que L,, (resp. V)
¢ normal em H, os subgrupos [H, L,| (resp. [H,V,]) e [Ly, H] (resp. [V,, H])
sao iguais.

e Sex € Hyy (resp. Hyy), entdo z = ©(g)(h).h~ com g € G e h € L, (resp.
V,.), e sabemos que existe h” € H tal que ¢(g)(h"”) = K/, portanto:

g)(h"h).h="p(g)(h" )
g)(h”hh//_l).(h”hh”_1>_l.(h”hh”_l).(p(g)(h”)h_l.QO(g)(h”_l)
= (e(g)(W"hh"=1).(R"hR"=1)~1) [1", B][h, o(g) (A")].

W (p(g)(h).h A= = o
= o

Note que h’hh"~' € L, (resp. V,), pois tal subgrupo ¢ normal em H por
hipotese de inducdo, e portanto (o(g)(h”hh"~1).(W"hh"~1)"1) € H,11 C Loy
(resp. Vii1).

Note também, que [h",h] € [H, L,| e [h,¢(g)(h")] € [Lyn, H] (resp. [Va,H]),

concluimos assim que

W((g) (h)-h™ W'~ € Loy (resp. Vo).

ou seja, embora H, 1 (resp. H,;1) ndo é necessariamente normal em H, o
conjugado de um elemento de H,, ;1 (resp. H, 1) por um elemento de H sempre

pertence a L, (resp. Vii1).

Logo Ly, (resp. V,11) é um subgrupo normal de H.

3. Foi provado no item acima (apenas enunciamos tal resultado para futuras referén-

cias).
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4. Provaremos por inducao sobre n. Para n = 2, temos que H3 C Hy, pois Ly C H.
Agora, suponha por indu¢ao que H,, C H,,_; onden > 3, como L,, = (K,,, H,, [H, L,_1]),
segue que L, C L, 1, pois K,, C K, 1 C L, pelo item (1), H, € H, 1 C L,
por hipotese de indugao e [H, L,_1] C L,_1 pois L,_; é normal em H pelo item (2).
Sabendo que L,, C L, 1 e usando a definicao de H,,.1 e H,, segue que H,,; C H,

como desejado.

A demonstragao é anédloga para f[n substituindo H,, por Ig'n e L, por V,.

5. 0O caso n = 1 ¢é imediato. Para os outros casos, basta usar que K,,; C K,,
H,.1 C H,e L, énormal em H, portanto L, ,; C L,. O raciocinio é anélogo para

Vo

Lema 3.2.13. Usando a nomenclatura dos Teoremas 3.2.8 e 3.2.11, sejam G um subgrupo
de G e H um subgrupo de H sendo X (resp. Y ) um conjunto de geradores de G (resp.
H), temos:

1. O subgrupo
<¢(g)(h).h—1 L geG. he ﬁ>

esta contido no fecho normal em H do conjunto
Z={p(g)(h).h" : ge X, heY}.

Em particular, se este subgrupo € normal em H, entao ele € igual ao fecho normal
em H do conjunto dado. Assim, para calcular os subgrupos K, , H,, ﬁ[n basta calcu-
larmos a ag¢ao nos geradores. No caso de K, , como este subgrupo é normal em H

temos a igualdade dos grupos.

2. Seja{xz;},.; um conjunto de H tal que L,, = <<{:r;j}jej>> (resp. V,, = <<{xj}j6]>>

o fecho normal de {x;},.;, em H. Entio Hpi1 (resp. H,.1) € gerado (a menos de

N—

conjugados e de [H, Ly], resp. [H,V,]) por {¢(g)(z;).x;" : g € G, j € J}. Portanto

Ln+1 = <<Kn+1,g0(g>(mj)~l’;1, [haxj] HNVAS X7 h e H7 j S J>>
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Vn+1 = <<()0<g)(l'J).T;1, [h‘axj] g€ X7 h € H7 ] € J>> .
Demonstragao:

1. Seja g € Ge primeiro suponhamos que ¢ = gi1g2--- g, € é, onde g; € X. Segue que

p(g192 -~ gp)(h).h~1 = (so(gl) (w(ga . -gp)(h)> (so(gz = -gp)(h)) 1) -(cp(gg - -gp)(h)>~ff1

— (w(m)(@(gg . .gp)(h)> (g&(gz . 'gp)(h)> ‘1) <@(92') <¢<g3 » ~gp)(h)> (@(93 . ~gp)(h)) _1> o pgy) (h). !

o qual ¢ da forma (g) (k1) ©(gy)(hy).hy ", com g; € X e hy; € H, portanto

basta calcular a agao para os elementos de X.

Também basta mostrar para os elementos de Y. Suponhamos que h = hy ---h, € H

qualquer, onde h; € Y. Temos que ¢(g)(hy---hy).(hy -+ hy)~! & igual &

(w(g)(hl)hfl) (m (so(g)(hg).h;l)hfl) = <h1h2 R (w(g)(hq»h; 1)’1;11 = h2_1h1_1>

que é um produto de conjugados das imagens da acao nos elementos de Y, entao

pertence ao fecho normal em H de Z.

No caso geral, os elementos da forma ¢(g;)(h;).h; ' obtidos das contas na demons-
tragao, podem ter g;’s (resp. h;’s) que nao pertencem a X (resp. Y'), mas que os
inversos pertencem. Se o elemento ¢ da forma z = go(gi)(hjl).hj onde g; € X e
hj € Y, entdo 27! = hy'.o(g:)(hj)h; " .hj, que é um conjugado de um elemento
de Z, e portanto, z € ((Z)). Se o elemento é da forma z = ¢(g;")(h;).h;"
onde g; € X e h; € Y, entdo existe b’ € H tal que h; = ¢(g;)(h’), portanto
(p(g; ") (hy).h; )™ = @(gi)(h').h'7!, entdo o inverso de z = ¢(g; ') (h;).h; ' pertence
a ((Z)). Se o elemento ¢ da forma z = ¢(g; ')(h;').h; onde g; € X e hj € Y

aplicamos os casos anteriores e vemos também que z € ((Z)).
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2. Seja L, = <<{xj}jej>> (resp. V,, = <<{xj}j6]>>), se ara™! € L, (resp. V,), tal

que T € {:Ej}jEJ e a € H, temos o seguinte:

p(g)(aza™).(aza™) ™" = p(g)(@). (p(g)().27") p(g)(a™").ala™p(g)(a), 2] a™,

€[H,Ly]

portanto, os tinicos novos elementos que podem aparecer em H, 1 (resp. Hy41), &
menos de conjugados e que ainda nao estao em [H, L,| (resp. [H,V,]), sdo da forma

gp(g)(a:j).xj_l para x; um gerador de L, (resp. V;,) a menos de conjugado.

Temos também que [H, L,] (resp. [H,V,]) é igual a (([h,z;], h € H, j € J)), pois
se | € Ly, (resp. V,), entdo [ ¢ um produto de conjugados dos elementos de {z;},;
e seus inversos, ou seja, [ = H§:1 ozjmjozj_l € L, (resp. V,,) com a; € H, temos para
q=1:

[h, arz107] = haq[z1, oy thag]ag TR

portanto [k, ayz ;'] pertence a

((Kns1,0(9) ()5t [hox] - ge X, he H))

(resp. <<g0(g)(a:j).xj_1, [h,z;] - g€ X, h € H))). Supondo vélido o resultado para

q—1

q—1,ouseja, [ =][;_; ajxjaj_l , provarmos para ¢, observando que

[h, logzga Y] = [h, i, cgrgo; 17 (3.1)

q q

Com isso temos que
L P :
nt1 C ((Kng1, 0(9) ()25 [hyay] - g€ X, he H))
(resp. Vosr C ((p(9)(x;).2; ', [h,a;] : g € X, h e H))). Agora, usando que
{Kni1, @(g)(xj).xj_l, [ha;] : g€ X, h€e H} C Ly

(resp. {@(g)(z;).x;" [hx;] - g€ X, he H} C V1) € que Lyyy e Vyiq 580 nor-

mais em H (pelo Lema 3.2.12) segue a outra inclusdo e portanto

Ln+1 = <<Kn+1,g0(g)($j).$;1, [haxj] HNVAS X7 h e H7 j S J>>
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Va1 = ((p(9)(z)).x; [hyay) - ge X, he H, jeJ)).
|

Observagao 3.2.14. No restante do texto, iremos nos referir aos geradores de K,,, H,, H,
respectivamente, como os elementos da forma o(g)(h).h™', onde g € gerador deT,,_1(G), G, G
respectivamente e h é um gerador, a menos de conjugados, de H, L, 1,V,_1 respectiva-
mente. Os geradores de [H, L,| (resp. [H,V,]) serao elementos da forma [h,l] com h
gerador de H el gerador de L, (resp. V,), a menos de conjugados, e os geradores de Ly,
(resp. Vi) os geradores de K, H,,[H, L,_1] (resp. H,,[H,V,_1]).

O Lema 3.2.13 implica também que para calcular L, (resp. Vi, ) ao calcularmos o sub-
grupo H,, (resp. }N[n) 0s unicos elementos que possivelmente nao pertencem a (K, [H, L, _1])
(resp. [H,V,_1]) sao da forma ¢(g)(h).h™' com h um gerador de L, 1 (resp. V,_1) a

menos de conjugado portanto so nos preocuparemos com esses elementos.

Demonstraremos a seguir o Teorema 3.2.8.
Demonstracao do Teorema 3.2.8:

A demonstragao seré anéaloga ao caso de n = 2 (veja Observacao 3.2.9), mas temos
que verificar se tudo continua bem definido. O primeiro passo de indugao j4 esta feito [27],
ou seja,

LQ Ao FQ(G) = FQ(H Ay G)

Temos como hipotese de indugdo que ¢ induz uma acdo (também denotada por ¢) de

[ (G) em L,, (p:T,(G) = Aut(L,)), e
L, x,T,(G)=T,(H %, Q).

Vamos provar que o mesmo é vélido para n + 1. Inicialmente, vamos verificar que
¢ induz uma acao de ¢ : I'11(G) — Aut(L,11). Primeiro, vamos provar que dado
g € I'hi1(G), temos que ¢©(g)(Lyt1) € Lyyq, para isto basta considerar © € L., tal
que = é um elemento de K, 41, H,+1 ou [H, L,41], o resultado seguira para produto de

elementos dessa forma por ¢(g) ser um homomorfismo. Temos as seguintes possibilidades:
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1. x é um gerador de K, :

Entao existem ¢’ € T',(G) e h € H, tais que z = ¢(g¢')(h).h™!, logo,
(9) (9(g)(h).h7) = (p(gg)) (h)-h7") (p(g)(h).h7")

Como g € I'11(G), I'h11(G) CTw(G) e g¢' € T'h(G), temos que o elemento acima
pertence a K, .1.

2. x é um gerador de H,1:
A conta é anéloga a acima, com a diferenca que ¢’ € G e h € L,,, e assim obtemos
um elemento de H,, .

3. = ¢ um gerador de [H, L,]:

Entao x = hlh~'7! com h € H el € L,, usando a hipétese de indugao (existéncia
da acdo ¢ : I',(G) — Aut(L,)), sabemos que ¢(g)(l) € L, e claramente ¢(g)(h) €
H. Assim:

o(g)(x) = [w(g)(h), ¢(g)(D)] € [H, Ly].

Com isso, concluimos que ¢(g)(L,+1) C L1, para todo g € I',,411(G). Basta agora
provarmos que para cada g € I',,11(G), o homomorfismo ¢(g) : L,y1 — Ly1 € sobrejetor
(ja sabemos que é injetor pois é a restrigdo de um homomorfismo injetor). Novamente

temos trés casos a analisar:

1. Se x é um gerador de K, 1:

Entao existem ¢’ € I',,(G) e h € H, tais que z = ¢(¢’)(h).h™!, logo tome
y="(plg g (h)-h7") h(e(g™)(h").h) h7H,

temos que y € K, ;1 (note que usamos o fato do item (1) do Lema 3.2.12), assim

©(g)(y) = .
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2. Se x é um gerador de H,:

Este caso é analogo ao caso acima, com a diferenca que ¢ € G e h € L,. O
elemento y serd tomado da mesma forma, porém nao temos que H,; é normal em
H, mas pelo item (3) do Lema 3.2.12 o conjugado de um elemento de H,; por

qualquer elemento de H pertence a L, 1, portanto sabemos que y € L, ;. Assim

©(g)(y) = .

3. Se x é um gerador de [H, L,]:

Entao z = hih~ '™, com h € H el € L,, usando a hipotese de inducao (existéncia
da agdo ¢ : I',(G) — Aut(L,)), sabemos que existe I’ € L, tal que ¢(g)(l') =1, e
pela acdo ¢ : G — Aut(H) da hipotese, existe b’ € H tal que ¢(g)(h') = h. Assim:
p(g)([W,1]) = [h 1] =z e [W,I'] € [H, Ly].

Para concluir, note que se tivermos um produto dos elementos de K, 1, H,41 €
[H, L,], o resultado segue pelas propriedades de homomorfismo. Provamos assim que
¢ : I'i1(G) — Aut(Ly4q) € de fato uma agao, portanto esta bem definido o produto
semi-direto L,11 X, I'11(G).

Para finalizar o teorema, temos que mostrar que L,.1 X, I',41(G) coincide com o
grupo I', 11 (H %, G).

Tome (z,9) € Lpy1 Xy I'ng1(G), como (x,9) = (z,1).(1,g) basta provarmos que
(x,1),(1,9) € I'nya(H %, G). Como g € I'y41(G), claramente (1,g) € I'yi(H 3, G).
Agora, para (z,1) tal que = € L, 1, como = é um produto de elementos de K,, .1, H,.1 e

[H, L,], novamente temos trés casos a considerar:
1. z=p(g)(h).h ' € K,;1,onde g € T,,(G) e h € H:
Entao (x,1) = [(1,9), (h,1)], como g € I',(G), segue que (1,g9) € I',(H %, G) e
portanto (z,1) = [(1,9), (h,1)] € [[W(H %, G), H %, G] =T411(H %, G).
2. x=¢(g)(h).h™' € H,y1,onde g € Geh € Ly:

Entao (z,1) = [(1,9),(h,1)], e temos que (h,1) € L, x, ', (G) = I'y,(H %, G)
(hipotese de indugao) e portanto (z,1) =[(1,¢), (h,1)] € [')i1(H %, G).
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3. x=hlh"'I"' € [H, L,],onde he Hel € L,:
Entao (z,1) = [(h,1),(l,1)], e temos que ([,1) € L, x, I',(G) = T',(H %, G)

(hipotese de indugao) e portanto (z,1) = [(h,1),([,1)] € [',11(H %, G).

Como esses trés casos sao validos, um produto desses elementos também pertence
a I'ny1(H %, G), pela definigao de grupo. Provamos assim que L,y X, 'y (G) C
i1 (H %, G).

Para a outra inclusao, tome [(h, g), (z,y)] um elemento de I',11(H X, G), ou seja,

(h,g) € Hx,G e (x,y) € ,(H x,G) =L, x,I',(G). Temos que

[(h, ), (z,9)] = (h(g)(x)-0(gyg ) (h").0([g, y]) (™), g, 9]).

Obviamente [g,y] € I',11(G), pois g € G e y € I',(G). A primeira coordenada podemos

escrever do seguinte modo:

[h, x].aha™ (¢(g)(x).x™") ah ™ 'z~ ah (o(gyg ") (W ).h) ke (o([g, y]) (2™ ) .2) 27"
Note que:

e [h,x] € [H,L,] C Lyi1,poishe€ Hex € L,.

e o(g)(x)a™t € Hyyy C Lpyy, pois © € Ly,.

o o(gyg ) (W Y.h € K41 C Ly, pois y € T',(G) (que é um subgrupo normal de
@), logo gyg~! € T',,(G).

e o(lg,y)(z™")x € Hyoy1 N Ky C Lyyy, pois x € Ly, e [g,y] € Th(G).

Os conjugados de todos os elementos acima também pertencem a L,.; pois tal
grupo ¢ normal em H pelo item (2) do Lema 3.2.12, portanto o elemento da primeira

coordenada pertence a L, .

Provamos assim que L1 Xy, 'y 11(G) = Iyt (H %, G), como desejado. [
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Exemplo 3.2.15. Aplicaremos o Teorema 3.2.8 para mostrar que m(K) € residualmente
nilpotente. Temos m (K) = (a) x (b), com a a¢ao nao trivial. Temos que I',(Z) = {1},
para todon > 2. Agora, Ko = (a®) e[(a), (a)] = {1}, portanto Ly = (a®). Paran > 3, por
indug¢ao vemos que K, = {1}, H, = <a2n_1>, [H, L,_1] = {1}, portanto L, = <a2n_1>,
consequentemente

Do(m(K)) = (o) x {1} = (o),
para n > 2. Entdo (5, Ti(m(K)) = {1}, o que implica que m(K) € residualmente

nilpotente.

Agora provemos o Teorema 3.2.11:
Demonstracao do Teorema 3.2.11:

Mostraremos também por indugao em n. O primeiro passo, é provar que o teorema
é valido para n = 1, o que ¢ imediato pelo Teorema 3.2.8 e pelo fato de A" = I'y(A) para
qualquer grupo A (neste caso, temos a igualdade dos grupos, ndo apenas a inclusao).

Pelo item (2) do Lema 3.2.12 temos que V,, s@o subgrupos normais de H para todo
n. Agora suponha que (H X, G)™ C Vg X G™ | e provaremos que o mesmo é valido

para n + 1. Temos o seguinte:
(H », G)" = [(H x, G)™, (H %y G)™] C [Vigr 2, G, Vg i, G

Basta agora, provar que [Vn+l X G™ V4 Xy G(”)] C Vn+2>4<pG(”+1). Tome [(z1,41), (T2,92)] €
[VnH X G™ Vi1 X G(”)], temos:

[(z1,1), (2, 92)] = (z1.0(31) (x2) - (ya9291 ) (@) 0y, v2)) (231), [y, v2)).-

n+1)

Obviamente [y1,y2] € G™*Y | pois y1, 1o € G™. A primeira coordenada podemos escrever

do seguinte modo:
1

(21, mo).wamry  (p(y1)(w2).w5 ") wowy 'y Lwamy (o(yryayy ) (wy h)wn) oy eyt s (o[, yo]) (w5 1)) @5

Note que:

o [11,x5] € [H,V;11] C Vypo, pois 1,29 € V11 C H.
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° go(yl)(asg).xgl, gp(ylynyl)(:vfl).xl e o([y1, yg})(:vgl).xg pertencem a ﬁn+2 pois x1, 9 €

V.11, € portanto pertencem a Vi, .

Assim, o elemento da primeira coordenada pertence a V,, 5, pois tal grupo é normal

em H pelo item (2) do Lema 3.2.12. Provando assim o teorema.

A préxima proposicao, é totalmente técnica, mas nos auxiliara adiante:

Proposicao 3.2.16. Para todo n € N, temos que

Demonstragao: Para n = 1, note que

-1

(2% y] = vaya oy = alylyaTly T = afa, gl o, y) = (23, y) (2 y)P

Suponha agora que a igualdade é vélida para todo i < n, e provemos para n + 1.

2 n
Usando a formula para z = 22" e n = 1, temos

[y = (272 y) = [0, 2yl ),

P n
agora usando a férmula para z, n e tomando y = [z?", ], temos:
on on 2 27171 on 2 2n71 on 2 2n71 on 2
[33' 7[:[; 7y]]: T, T, T°...,T ,[$ 73-/] T, T,...,T ,[I’ 7y] | 7[3: ay]
Juntando essas duas contas, concluimos que

2

2n+1 2 2n—1 on 2 2n—1 on 2 2n—1 on on 2
['T 7y]:[x7x7x7"'7x 7|:x 7yj|} [x7m7"'7x 7|:'r 7y]] ..'['r 7|:x 7yj|} [x 7yi|

como desejado.

3.3. Série Central Descendente de B, (K)

Como dito anteriormente, ja foi estudada a série central descente do grupo de trancas

do toro (na verdade, de todas as superficies orientéveis) e Bellingeri, Gervais e Guaschi |7|
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mostraram que B,(T) é residualmente nilpotente se, e somente se, n < 2 e P,(T) ¢
residualmente nilpotente para todo n.

Nesta se¢ao, estudamos o caso da garrafa de Klein. Até agora, obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 3.3.1. O grupo de trancas da garrafa de Klein, B,(K), é residualmente nilpo-

tente para n =1 e nao € residualmente nilpotente se n > 3.

O caso n =1 ¢ imediato e foi feito no Exemplo 3.2.15, pois B;(K) = m (K).
Se n = 2, conjecturamos que Bs(KK) é residualmente nilpotente, fizemos varios cal-

culos que indicam que essa afirmagao é verdadeira, que serao explicitados adiante.

Faremos agora o caso que n > 3.

3.3.1. Ocason>3

Vamos mostrar que B, (K), n > 3, ndo é residualmente nilpotente de modo analogo

ao feito por Bellingeri, Gervais e Guaschi:
Proposicao 3.3.2. Paran > 3, B, (K) ndo ¢ residualmente nilpotente.

Demonstragao:

Basta considerarmos a seguinte sequéncia exata curta:

Fo(Bo(K)  BuK) 5  Bu(K)
T3(Bu(K)  T3(Ba(K))  Ta(Ba(K)

1—

Sabemos pela Proposicao 3.2.1 que

% =Z®ZLy®ZLy=(a,bo : [a,b] =[a,0] =[bo]=1,a*=0"=1). (3.2)
Queremos mostrar que p é um isomorfismo. Temos pelas propriedades da série central
descendente, que todos os elementos do nicleo de p sao centrais em %. Para
1=1,...,n—2,

[0, 0i1] = 0i0i+1‘7i_1‘7i_+11 = Ui_+11‘7i (3.3)
usando as relacoes de Artin. Assim aijrlloi é central em % e temos nesse quociente:

_ -1 _
0i0i+10; = 0§+1004+1 = (O'i+10'i)(7i+10i = 0041
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—1
= 0i+1(0i+10i)0i = 0041 = 0i0; = 00341 = 0; = Ojy1.
Bn(K)
T (B () denotemos tal classe por o.
Bn(K)

[3(Bn(K))”

Assim todos os o; representam a mesma classe em
Segue que a classe de ¢ comuta com a classe de a e de b em pois o; comuta com
a e com b (relagoes (3) e (4) do Teorema 1.4.1) em B, (K) se i > 2 (estamos usando que
n > 3).

Agora, usando as outras relagdes do grupo B, (K) dadas pelo Teorema 1.4.1, temos

B (K)

novas relagoes eI m

o b(o;'boy) = (o7 oy b= 0?2 =1
o b loia =0ia00b7 oy = b la=ab lo? = ab = ba

e ba b lg ! = 0109+ 0-121_1 ce 0901 => a2 = 0-2(n_1) = a’=1.

Bn(K)

B0 © nao temos mais relagoes vindas de [z, [y, 2|,

Sabemos entao que o, a,b geram
para z,y,z € B,(K) quaisquer, pois como os geradores o,a,b comutam e portanto o
colchete sera trivial no quociente. Consequentemente,

B, (K)

W:<a7b,d:a =0’ =[a,b] = [a,0] = [b,0] = 1),

e comparando com (3.2) vemos que p ¢ um isomorfismo, como desejado. Assim B, (K)
nao ¢ residualmente nilpotente, pois I'y( B, (K)) = I';(B,,(K)) e tal subgrupo nao ¢é trivial.
|

Além disso, conseguimos uma descri¢ao desses subgrupos.

Proposicao 3.3.3. Paran > 3, T's(B,(K)) = ((05'01)), 0 fecho normal de o3 o1 em
B, (K).

Demonstracgao:
Primeiro, segue da equacdo (3.3) que ({05 '01)) C I's(B,(K)). Reciprocamente,

demonstremos que todos os colchetes dos geradores de B,(K) pertencem a <<02_ 101>>
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usando as relacoes do Teorema 1.4.1. Temos

R L | 1 _—1y _ _—1 —1_—1
(04, 0 11] —0i+10i—0i+101(0i—10i0¢ Ui_1)—0i+1(0z‘—10¢0z‘—1)<7i i1
) 2
_ -1 -1 _—1 _ -1 _—1 -1 _—1
= (0i-10i41)010i-10; 0,y = 0i-1(0i01410; 0,4)0i-10; 0 (34)
S~—— ——

(1) 2)

1 11 1
= 0,.100i41(0; "0i-1)0,10; "0;,.

Por inducdo em n segue que todos os colchetes [0}, 0;41] estdo no fecho normal de o, 'o;.
Além disso,
la,01] = a0y (05" 0)a™ o7t = a(o105 )a (o907, (3.5)
~——
(3)
portanto [a, o7] pertence a <<a; 101>>. O raciocinio é analogo para [b, 0], usando a relagao

(8).
Para calcular o altimo colchete [b, a], primeiro mostraremos que 0% pertence ao fecho

normal de o, "o, usando a relacao (7) do grupo B, (K):
(boytbo)o? = oy tbo b
=07 =01b" ob o bor b = (0107 or, b boy ) [o1, 07 € ((05101))
—_———

e agora usando a relagao (5) do grupo B, (K), temos:

1 1 -1

bab~ta™! =ba(o;' o)) (o107 )at = bao; (a oy b o a)o
————

(5)
= bla, oy oy 26~ oy, al.
Segue das contas acima que esse tltimo elemento pertence a <<a§ 101>>. Sabemos que
o colchete dos geradores de B, (K) pertencem a ((o5'01)), o colchete de [g, k] onde g, h
sao produtos dos geradores e seus inversos, pertence ao fecho normal do colchete dos

geradores. Dai segue que I'y(B,(K)) C <<02_101>>.

3.3.2. Cason =2

Nesta se¢ao estamos interessados em descobrir se By(K) é residualmente nilpotente

ou nao. Acreditamos que sim, mas ainda falta alguns detalhes na demonstragao. Usamos
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para isto alguns resultados da Secao 3.2.

Primeiro, utilizando o Teorema 3.2.5 de Gruenberg, a sequéncia exata curta (1.1)
1 = Py(K) = By(K) — Sy — 1

e o fato de Sy = Z, é 2-finito, basta mostrarmos que P»(K) é residualmente 2-finito,
pois assim poderiamos concluir que By(K) é residualmente 2-finito, assim, como Bs(K) é
finitamente gerado, terfamos que By(K) é residualmente nilpotente.

E interessante reduzir o problema para as trancas puras, pois podemos escrever
P5(K) como o produto semi-direto de dois grupos que conhecemos bem, um grupo livre
de posto dois e o grupo fundamental da garrafa de Klein, ambos sao residualmente 2-finito
e finitamente gerados, em particular residualmente nilpotente. Porém, nao é verdade em
geral que o produto semi-direto de dois grupos residualmente 2-finitos é residualmente
2-finito (nem que o produto semi-direto de dois grupos residualmente nilpotentes é resi-
dualmente nilpotente, veja o Exemplo 3.2.6). Precisamos agora analisar a a¢ao de um no
outro e usaremos o Teorema 3.2.8 para calcularmos explicitamente qual é a série central

descendente de P»(KK), para depois calcularmos a série 2 (P (K)).

Temos entao, a seguinte exata curta:
1— ’/Tl(K\ {.1'1},33’2) — PQ(K) — Pl(K) —1
que cinde, pela sec¢ao
S: Pl(K) — PQ(K)
a1 —— as0q
by = b102Ch 2 = baby

dada pela Proposicao 2.2.1. Sabemos que m (K \ {z1}) = (ag,b2) ¢ um grupo livre de
posto dois e para P5(K) temos:

Observacao 3.3.4. P»(K) admite a sequinte presentacio dada pelo Teorema 1.3.1:
Geradores: ay, by, as,bs.

Relagoes:
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1. aylasa; = ay;
2. ay'bya; = ay'byast;
3. bylashy = asbsay by ay
4. bl_lbgbl = agbgag,’
-1 -1

. b51a2b2a2 :bl(lflbl a; .

Observagao 3.3.5. A presentacio dada na Observacao 3.3.4 € a mesma dada pelo Te-
orema 1.58.1 que temos usado sempre, mas foi retirado o gerador Cj o = by tasbyas, para

facilitar as contas.
Entao podemos considerar P»(K) = 7 (K \ {z1}) x, s(P1(K)), tal que

p: s(P(K)) — Aut(m (K\ {21}))

a9 —— a9y
olagay) :
by — a5 by (3.6)
-1
Ao —> a
@(bgbl) . 2

by — asbsay,

como é mostrado nas contas a seguir (os niameros correspondem as relagoes (1)-(5) acima):

o (aza1) ba(azar) = ay’ aytboar as = a5 ' (ay tbyas ay = ay by
~~ ~~ N
) (1) (2)
[ (bgbl)_lag(bgbl) = b;lbglbl b;lﬂzbl b;lbgbl = ((l;lb;la;l)(Clgbgaglb;lagl)(&2[)2@2) = G;l
(4) 3) (4)
L] (bgbl)_lbg(bgbl) = b1_lb2bl = CLQbQ&Q.

(4)
Segue do Exemplo 3.2.15 que ', (s(P(K))) = <(a2a1)2"71>, para todo n > 2 e
sabemos que s(P;(K)) é residualmente nilpotente.

De agora em diante, vamos utilizar a nomenclatura do Teorema 3.2.8 no nosso caso,
ou seja, para o grupo P»(K) = m(K\ {z1}) %, s(P(K)), portanto H = m1(K \ {z1}) e

G = s(P1(K)). Agora, basta calcularmos os grupos L,, definidos neste teorema.
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Neste caso, os subgrupos mais simples de serem calculados sao K, pelo fato de ja
conhecermos os grupos I',(s(P;(K))) para todo n e termos uma descri¢ao simples de tais

grupos.

Lema 3.3.6. Usando a nomenclatura do Teorema 3.2.8 para o grupo Py(K) = m(K'\
{x1}) %, 8(Pi(K)), o subgrupo K,, € igual ao fecho normal, ({a3,T2(H))), de {a3} UTy(H)
em H sen =2, e ao fecho normal, <<a§n_1>>, de {a%n_l} em H paran > 3.

Demonstragao: Primeiro, para o caso n = 2, vamos calcular a acao apenas nos

geradores de H e G. Temos entao que os seguintes elementos pertencem a Kos:

° go(agal)(aQ).agl =1;
o o(asay)(by).by" = ay?;
o o(boby)(as).ay" = ay?;

o gﬁ(bgbl)(bg)bz_l = agbgagbgl = a%[a;l, bg]

Portanto {a3,[a;",bo]} C Ko. Pelo fato de K5 ser normal em H (Lema 3.2.12 item (1)),
segue que o fecho normal de {a%, [ay L bg]} em H esta contido em K5, consequentemente
((a3, To(H))) C K.

Para mostrar a outra inclusao, precisamos mostrar que ¢(g)(h).h=! € ((a3,T2(H)))
para todo h € H e g € (G, pelo Lema 3.2.13 sabemos que basta mostrar para os geradores
de G e H, portanto as contas feitas acima ja garantem o resultado.

Calculando K, para n > 3. Pelo Lema 3.2.13, temos que calcular qual é a acao de
(aza;)™ apenas nos geradores de H (com m um miltiplo de 2"72), pois a agao num ele-
mento qualquer de H estara no fecho normal de {(p(aza;)™(h).h=" : h éum gerador de H}

em H. Temos que a acao é trivial no elemento as (pois a; e as comutam). Verifiquemos
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a acdo em by (usaremos as relagoes dadas na Observagao 3.3.4):

—-m m _ . —m,—m _ —m,,—m+1 —1 m—1
(agar) ™ by (agay)™ = ay™a; "beatalt = a; May aj boay a' al
—_—— SN — ——

(1) (1) (2)

=ay"a;" " ay bhay ay " ay = (ay™ay "t " )bo(ay" ! aytay)

-~ -~ -~

1) 1) @)
= =ay;"(ay " byay ™)a = a5 "bs.
Portanto, o elemento

(a72mb2>.b271 — a;Zm

pertence a K,,, onde m é um multiplo de 2"72, logo <<a§n_1>> = K,,, pelo Lema 3.2.12,

para n > 3, como desejado. [ |

Lembremos que Hy = Kj e [H, Li] = T'y(H), concluimos assim que Ly = ({T'y(H), a3)) =

K5, no nosso caso.
Nosso objetivo agora ¢ calcular L, para n > 3. Vamos definir os seguintes grupos,

paran > 2, Wy = Ly e paran > 3:
W, = <<Fn(H), N = Wn,1>>,

e para n > 2:
W, = <<a§n_1, 2 rely(H),2<i< n>>

Nos dois casos, se trata do fecho normal em H.

Conjecturamos que L, = W, = /Wn para todo n > 3. Para n = 3, calculemos
K3, Hs e [H, Ls]. O subgrupo K3 = ({(a3)) foi calculado no Lema 3.3.6. Calculemos agora
o subgrupo [H, Ls|, sabemos pelo Lema 3.2.13 que podemos calcular apenas nos geradores
de Ly, a menos de conjugados, ou seja [H, a3]U[H, Ts(H)], como [H,T'y(H)] = T'3(H) todas
as contas que faremos de agora em diante serdo modulo I's(H), utilizaremos o Teorema

3.2.3 para tais contas. Calculemos [h, a3] para h um gerador de H:

o [ay,a3] = 1;

° [bg,ag] = [bQ,GQ]Q mod Fg(H)
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Novamente, s6 precisamos calcular nos geradores de H, pois se h = h; ---h, onde

h; é gerador de H, entao
[h,a3] = [h1,a3] - - - [hy, a3] modT3(H),

portanto [H, Ly] = ((I'3(H),z* : x € Ty(H))).

Vamos agora calcular o subgrupo Hs, ou seja, ¢(g)(h).h™' com g € G e h € Ly. Ja
sabemos pelo Lema 3.2.13, que podemos considerar ¢ um gerador de GG e h um gerador de
Ly, a menos de conjugados. Entao, resta calcular a agao para g = asa; e g = baby, h = a3
e h = [by,a0]0, 0 € T'3(H). Temos o seguinte (continuamos fazendo a conta mod I's(H)):

o p(asar)(a3).ax” =1;

o (byby)(a2).ay? = ay*, portanto pertence a Ks;

o ©(aza1)([by, a2)0)([be, az]0) ™"

[ngbm as)[ba, CLQ]*l

a5, ag)[ba, az][by, az] ™" = 1mod 's(H);

o ©(bab1)([be, a2]0)([ba, as]0) ™" = [agbaas, ag '][ba, az] ™"

[az, &2]_1 b2, a2]_1 [az, as] b, ag] ™!

= [by, as] *mod's(H), portanto pertence a [H, Ly).

Portanto Hy C ((K3, [H, Ls])), e assim
Ly = ((a5; 2* : x € Ty(H); T3(H))) = Wy = W

Assim nosso primeiro passo de inducao esta feito. Supondo por inducao que L, =
W, = Wn, conseguimos provar que /_an_i_l C Wyy1 € Wyy1 = Lpii. Ao tentar provar
que Wy C Wnﬂ (W, = Wn por hipotese de indugao) provamos com facilidade que se
2?2 € W,.1 onde = é um dos geradores de Wn, entao 22 € Wnﬂ. Para concluir o resultado
basta provar que se x? € W,,,; com z = x; - - - Tq € Wn, onde os x;’s sao geradores de Wn
ezl € Wn+1, entdao x? € W, 1. Para essa propriedade ser vélida é necessério provar que

~  ~

[Wna Wn] - WnJrl; pois
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tudo indica que tal inclusao é valida mas por enquanto nao conseguimos prova-la.
Se for verdade que W,, C Wn para todo n > 3, teriamos o seguinte resultado:

Conjectura: Usando a notacao acima, conjecturamos que L, = W, = Wn para todo
n > 2. Se for verdadeira, a série central descendente de Po(K), para n > 2 seria dada

por:

0 (Py(K)) = Ly, % <(a2a1)2’“> = ((To(m (K \ {z:1}), 2%, 2 € Woy)) <(a2a1)2"*1>

= <<a§n_l, 2 re Li(m(K\ {71})),2<i < n>> v <(a2a1)2n_1>.

Consequentemente, Py(K) seria residualmente nilpotente.
Como explicado anteriormente, para mostrar que B (K) é residualmente nilpotente,
basta demonstrar que P(K) é residualmente 2-finito. Mas, se nossa conjectura estiver

correta, conseguimos provar o seguinte:

Proposicao 3.3.7. Supondo a conjectura acima vdlida, temos para n > 2,

T2P(K) = ((Tu(Pa(K)), 8" (bab)* ).
Se for o caso, P»(K) € residualmente 2-finito.

Demonstragao: Provaremos por indugao em n. Denotemos por

Un = ((Tal(P2()), B, (b))

Provemos que para n = 2 é valida a proposicao, por definicao,
1 P(K) = R(K) =T,
e também
% P(K) = ([P(K), B(K)| U {2* : 2 € P(K)}).

Assim, temos que Uy C 73 P2(K) pois Tz (Po(K)) = [P(K), Py(K)], b3, (bab1)? € {2 : z € Po(K)}
e 72P»(K) ¢ normal. Para a outra inclusdo, ja temos que [P(K), P(K)] C U,. Agora

Py(K) é gerado por {ag, asay, by, baby } e todos esses elementos elevados ao quadrado estao
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em U, (lembre-se que a2 € Ly C Ty(P(K)) e (aza1)? € To(s(m1(K))) C To(P(K))). Para
finalizar, se @ = x1 -+ - 2, com z; € {a3", (azar)*', b3, (boby)*'}, segue que

0 = 2 o () (3.7
e por recorréncia segue que x? € Uy, portanto s Po(K) C Uy, logo 72 Po(K) = Us.

Suponha por indugio que U; = ~?P»(K) para todo 1 < i < n, provemos que
o mesmo ¢ vélido para n + 1. Vemos com facilidade que U,41 C 72 4 P2(K), pois
Lri1(P(K)) C 2., P(K), além disso temos que b3, (baby)?" pertencem a 42, P (K),
pois b2 = (3" )2, (bob)?" = ((boby)?" )2 e b2, (byby)?" " € U, = 72 Py(K) por hipo-
tese de indugdo. Usamos também o fato que 72, P»(K) < P»(K).

Para provar a outra inclusdo, provemos primeiro que [P (K), 72 P (K)] = [P(K), U, ] C
Upi1. Temos que mostrar que [z,u] € Uy, para € Py(K) e u € U,, provemos para
S {I‘n(PQ(K)), A (bgbl)TH}, pois sendo valido para esses elementos o resultado se-
gue para produto de conjugados desses elementos pela equagao (3.1) e pelo fato de U, 41
ser normal em H.

Se u € T,(Py(K)), entdo [z,u] € Tpit(Po(K)) C Unsr. Se u = (byby)*" ' entdo
pelo Teorema 2.2.4, u é um elemento do centro de Py(K) e assim [x,u] =1 € U,;1. Se
u = bgn_l, temos que calcular os colchetes para x um gerador de P,(K), sendo valido
para os geradores, o resultado segue para qualquer elemento de P»(K) pela equacao (3.7).
Vamos provar que [b2" ', z] pertence a Ty (Py(K)) = Loy % Dyt (PU(K)) C Upyq, de
fato, vamos provar que [b3" ", 2] € L, (que por conjectura coincide com W, 4 = Wnﬂ)
para = € {as, (asa;)™t, by, (bab1)™1}. O caso x = by ¢ trivial. Os outros casos vamos fazer
por indugao. Provemos primeiro para n = 2, usando as contas no comeco da prova do

Lema 3.3.6:

® & = as, entao usando a Proposi¢ao 3.2.16
[U, I] = [bg7 0/2] = [an b27 a?] [b27 a2]2 .
—— Y—
EF3(P2(K))CL3 (S
Sabemos que [by,as]? € Lz = W3 pois é um elemento de T'y(P(K)) C Ly = Woy

elevado ao quadrado, logo [u, z| € Ls.
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o 1 = (byb)7!, entao
[w,u] = [(bab1) ™", b3) = (asbaaz)(asbaaz)by® = [ashs,a3] a3 [ag ', b3].
—— N —
€[H,L2]CL3s €K3CL3z €L3

Podemos ver que [a;",b2] € L3 de modo anélogo ao caso anterior substituindo as

por a, ', portanto [z,u] € Lz como desejado.
e 7 = (aya;)™', entao

[z, u] = [(aza1) ™", B3] = (a5°b2) (a5 %ba)by” = az*  [a3, bs]

€K3CL3 €[H,L2]CL3

Portanto [z, u] € Ly como desejado.

Deduzimos que [b3, 2] € Lz para todo x € {ag, (aga;)™", by, (beby)~'}. Suponha que para
2<j<n+1, W 2] € Liyi, com z € {ay, (agar)~", by, (beb1)~'}. Provemos que o

mesmo ¢é valido para n 4+ 1. Pela Proposicao 3.2.16,

n n—1 n—1 n—1
6Ln+1

-

E[H,Ln+1}CLn+2

Temos que [b3" ", z]?> € Lypys = Whyo pois é um elemento de L, 1 = W4, elevado ao
quadrado (estamos usando a conjectura que W, = L, para todo n). Portanto [b3", x| €
L, +2. O resultado segue para qualquer elemento = de P5(K) pela equagao (3.1).

Com isto concluimos que [P2(K), v2 P2 (K)] = [P(K), U,] C U,1;. Temos que provar
agora que {z? : x € 2P(K)} = {2? : x € U,} C U,y1. O resultado é imediato se z =

b2 (byby)¥" . Se & € T, (P2(K)) e supondo que a conjectura é verdadeira, temos

T (Po(K)) = Ly, x <(a1a2)27H>

~ n—1 .
entdo r = (x1,x9) com x1 € L, e x5 € <(a1a2)2 >, assim

z? = (21, 22) (21, 12) = ($1~S0($2)(271)a9€§)-
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Segue que z3 € ((a1a2)*"). Como z; € L, = W, temos que 27 € W1 = Loy e
portanto z1.0(z2)(x1) = 2227 0(29)(21) € Lpy1, pois 22 € Ly e x7 () (21) =

(o(x9)(z71).21) " pertence a H, 41 C Lyy1, logo
ZL’2 - Ln+1 X <(a1a2)2n> = Fn+1(P2(K)) C Un—',-l-

Se z ¢ um produto de conjugados desses elementos, segue que z? € U, pela equacao
(3.7) e o fato que [Po(K), 12 Po(K)] C Uyy1-
Portanto temos 12, | (P2(K)) = Uy11. Segue que P»(K) é residualmente 2-finito pois
ﬂnZQ U, ={1}. [ |
Com esses resultados e com a utilizacao de Teorema 3.2.5 de Gruenberg, conseguiria-
mos concluir que By (K) é residualmente 2-finito, em particular é residualmente nilpotente.
Mostraremos na Se¢ao 3.6 que By(K) é de fato residualmente 2-finito, com a utilizagao

de um resultado recente de P. Bellingeri e S. Gervais [6].

3.4. Série das Derivadas

Nesta secao estudamos as séries das derivadas para o grupo de trancas do toro e da

garrafa de Klein. Provaremos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1. Seja M o toro T ou a garrafa de Klein K. Entao, B, (M) € residualmente

solivel se, e somente se, n < 4.

Comecaremos com o caso n < 4. Sabemos entao, que S, é soluvel, portanto podemos
utilizar o Teorema 3.2.5 de Gruenberg e concluir que B, (M) é residualmente soltuvel se,
e somente se, P, (M) é residualmente solavel.

No caso que M = T ¢é o toro (ou qualquer superficie orientavel 3, ,,, de genus
g > 1ecom m > 0 componentes de bordo), ja sabemos [3, 7| que P, (M) é residualmente
nilpotente livre de tor¢ao, o que implica que P, (M) é residualmente soltvel. No caso que
M =K, até o momento nao existia nenhum resultado sobre esse assunto.

Nossa primeira tentativa foi utilizar o Teorema 3.2.8 e a sequéncia de Fadell-Neuwirth

(1.3) para calcular a série central descendente de P,(K) para todo n. Porém, a medida
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que aumentamos o valor de n, a série central descendente de P, (K) fica mais complexa e
nao conseguimos calcular os subgrupos K;. Consequentemente nao conseguimos calcular
a série central descendente. Para contornar essa dificuldade, utilizamos o Teorema 3.2.11,
que evita termos que calcular K;, o que nos daria uma estimativa para a série das deri-
vadas. Mas também nao conseguimos calcular a série das derivadas. Tivemos a mesma
dificuldade da Secao 3.3.2, primeiro definimos subgrupos W,, e W, de modo analogo.
Estes novos subgrupos também acreditamos que coincidem, mas nao conseguimos provar
esse fato. A dificuldade é a mesma, falta apenas provar que [Wn_l, Wn_l] - Wn Se for
verdade que esses subgrupos de P,(K), W,, e Wm, sao iguais conseguimos provar que
P,(K) é residualmente soluvel para todo n.

A ideia foi utilizar indugao, ou seja, suponha que P,(K) é residualmente solavel (ja
sabemos pelo Exemplo 3.2.15 e usando o fato que residualmente nilpotente implica em
residualmente soltvel que é véalido para n = 1) e usaremos o Teorema 3.2.11.

Usando a sequéncia de Fadell-Neuwirth (1.3), escrevemos P, 1(K) como um produto
semi-direto de m (K \ {z1,...,2,}) e s(P,(K)) onde s é a seccao dada na Proposigao
2.2.1. Estamos usando a nota¢ao do Teorema 3.2.11 e portanto H = m (K \ {z1,...,2,})
e G = s(P,(K)), sabemos pelo Teorema 3.2.11 que

(Pa1(K)® C Vigr > (Po(K))®, (3.8)
onde Vi, é definido recursivamente, como grupo gerado por [H, V] e
Hi = {o(g)(h).h™ 1 ge G, heV;},

com V; = H. Usando o Lema 3.2.13 e a Observacao 3.2.14, vamos calcular apenas
os geradores de H,, e [H,V,,—1] para obtermos os subgrupos V,,. Supondo que P,(K)
¢ residualmente soltvel, por (3.8), basta calcularmos (1,5, V; para obtermos o mesmo
resultado para P, (K).

Precisamos inicialmente calcular a agao de s(P,(K)) em m (K\ {z1,...,2,}). Con-

seguimos essa acao calculando os conjugados da forma ¢~ 'hg com

g € {aiabia Ci,k7 1 S { S k S n— 1}U{anan+1>bnbn+lcn,n+17Ci,nCi,n+107;111+17 1 S { S n— 1}
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um gerador de s(P,(K)) e

um gerador de 7y (K\{z1, ...

@(Ci,k)

w(anan+1)

@(bnbn+1czun+1)

@(Oi,nci,n-‘rlcy:n_;_l)

v: s(Py(K)) — Aut(m (K \ {z1,...

An41
bn+1
i1 Gttt
Qp+1
bn+1

—1
in41Cit1nt1

Cj n+ICj+1,n+17 (.] 7é Z)

Qp+1

bn+1

ct.C
jm+1-j+1n+1
an+1

bn+1

ct . C;
jn+1~7i+ln+1
Qp+1

bn+1

szn+1

Oj_ﬁJrle-l-l,n—&-b (j #n)

Qp+1
bn+1

Czn+1CE+Ln+1

onde 1 <i1<k<n—1el<j<ne

-1 .
h € {ant1,bu1; Cyn1Cirimir, 1 < j < nj

, T }) usando as relagoes do Teorema 1.3.1. Temos o seguinte:

, Tn}))

An+1

by 1Gny1 ;711+1Ci+1,n+1a7;1r1
Qi j j_,7~}+1cj+1,n+1o‘i_,jl
an+1bn+lc%+1n+1 zn+1bn+1
br41Cin1Cii g
ﬁ%z( zn+1 1+1n+1) liﬁl

Bi.j ;n+10j+17n+1 ;31

An+1

bn+1

i gk j_ﬁ+10j+17n+1 l_jlk

An+1

a;i1bn+1an+1cz;n+l

Q; ;&+10j+1,n+10~4;
(11n+1bn+1an+1bn+l
bn+lclun+1

Czun+1

Bj iﬁ+1CG+Ln+lB;1
Cn,nﬂq n+1an+10Z n+1On n+1
Crnt1Cini1bns1Cins1Co iy

51, Ct Crptnan 0}

J 2V

(3.9)
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1, se (i <j) 1, se(i < j)
Qij = ]'_—i-ll,n+1an+17 se(i=3) Bij=19 bur1Cins1, se(i=7)
CiitnirCimer, se (i > ), bu+1Cin 10 s b s€ (1> ),

1, se(k < j)ouse(i> j)
5’i,j,k’ - O‘j__~_117n+10i7n+1’ se (k} = j)
Ok_jl,nJrle,n—s—l, se (k’ >] > Z))

~ o1 5 -1 -1 S -1
A = Qpy 105, Bj - Cn,n+1bn+1 n,jg» 5i7j - Cn;”+1ci,n+15@j7n'

Denotaremos por D; = C’;ﬁ+10j+1,n+1, paraj=1,...,ne A = <<D]21 cj=1,... ,n>>

para ¢ > 0 (se ¢ = 0 denotaremos por A,). Note primeiro que D; € fIQ, para todo

j=1,...,n—1, pois

() (Dni1)-byiy = buprani1Djan iy,
e para j = n temos

Sp(bnbn—i-lcn,n—&-l)(bn—i-l)by_plrl - bn—i-lCn,n—&-lbr_L,anrl - bn+1D;1b;,}1+1‘

Assim pelo fato de H, = K, ser normal em H (Lema 3.2.12), segue que A,, C 1::[2, portanto
(Ty(H), A,) C Vi Verificando ¢(g)(h).h~! para todos os geradores g € G e h € H,
vemos que além de D; € H; temos também que [ar i1, bnsl, (i1, ani] € H,. Usando
os resultados do Lema 3.2.13 e que H, ¢é normal, segue que Hy = ((Ty(H), A,)) C Vs
(usamos que V,, ¢ normal em H pelo Lema 3.2.12 item (2)). Como V5 = <ﬁ2,F2(H)>
temos

Vy = (I'2(H), An) -

Seja Y7 =V, = H, para m > 2, definimos

Y, = <A2’"*2 V., Vi, (1 §i§k<m,i—|—k:m)>.

n Y

Observagao 3.4.2. Note que Y,, € normal em H para todo m. Além disso, para todo

i > 1, p(9)(Y;) C Yi, podemos provar essa afirmagio por indugdo em i, notando que

0(9) ([, v3)) = [(9) k), 0(9) ()] para y, € Yi e y; € Y; e o(g)(D? ) € um conjugado
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de D?i_g ou de DJ-_T;2 para todo 7 =1,...,n, onde g € um gerador de G, portanto pertence

ay;.
O lema a seguir fornece a primeira estimativa dos subgrupos V,,.
Lema 3.4.3. Para todo m > 2, V,, CY,,.

Demonstracao: Provemos por indugao sobre m. Como V, = (A,,,I's(H)) ¢ normal em
H pelo Lema 3.2.12, Y, = (A, [Y1,Y1]) e Y1 = H, temos que o lema ¢ vélido para m = 2
(na verdade, no caso m = 2 temos a igualdade dos subgrupos).

Suponha que V; C Y; para todo ¢ = 2,...,m, provemos o mesmo resultado para
m + 1. Por definicao, V11 = <]:vlm+1, [H, Vm]>, segue pela hipotese de inducao que
[H,V,,] C [H,Ym] C Yius1, pois H = Y;. Provemos agora que Iflmﬂ C Y41, ou seja,
provar que {{¢(g)(h).h™1)) € Y,.41, onde g pertence ao conjunto de geradores de G e h
pertence ao conjunto de geradores de V;,, (pelo Lema 3.2.13 e pela normalidade de Y,,, 11 em
H). Para isto, vamos provar que = = p(g)(h).h~' € Y,,41 com h € Y,,, 0 que implicara no
resultado desejado pois V,, C Y,, por hipotese de indugao e pelo fato de Y, 1 ser normal

em H. Temos, a menos de produto de conjugados, dois casos a considerar:

o h=D"" j=1,...,m

_2m72
J

Para j =1,...,n — 1, note que cp(bj)(DJZ»m*z)Dj_me2 = [8;, D ]D?mf1 € Yini1.
Para j = n, @(bubpi1Chni1) (D" )D;2" " = D" € Y,,.1. Para todos os
outros casos, vemos por (3.9), que gp(g)(DJQ-mﬂ)Dj’zm_z é um comutador de D"

onde g é um dos geradores de (&, e portanto pertence a Y,,,11.

o h=|x;,xg], comz; €Y;exyp €Y,coml<i<k<mtal quei+ k=m. Estamos
supondo por hipotese de inducao que gp(g)(xj)xj_l € Yjy paratodol <j<me

usando que ¢(g)(Y;) C Yj, para todo j > 1, pela Observagao 3.4.2. Temos que:

x Sp(g)([xkab[xk’vxl]

= o(g)(@:)my, [27,"0(9) (mr), o(9) (w7 )] 23 0(9) (277 h) - 0(g) (1) [ms 0(9) (@7 )] o(g) (27 ).

. . /
-~ -~

€[Viy1,Yi] €Yk, Yiq1]

Pela normalidade de Y,, ;1 em H, tal elemento pertence a Y, .
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Segue pelo Lema 3.2.13 que é suficiente calcular nos geradores a menos de conju-

Lir4 pertencer ao fecho

gados, pois se h é um produto de conjugados de Y, ¢(g)(h).h™
normal dos casos acima unido com [H,Y,,], o que da um elemento de Y. [ |
Agora vamos definir o subgrupo W, para m > 2. Seja Wy = V5 = Y, e para m > 3,

seja W,, o fecho normal em H de:
{ZL‘2 : xEWm,l}U{[xl,...,xi] el(H) : 1< <. <Jmei <00 Ty, TG, GAn}.

Se m = 4, o segundo conjunto tem colchetes de tamanho 2 com x1, x5 € A,,, 0s colchetes
de tamanho 3 tém no minimo um elemento que pertence a A, e I'y(H) esta contido no
conjunto acima.

Se m = 7, teremos que I'7(H) estd contido no conjunto acima, e ainda teremos
colchetes de tamanho 4,5 e 6, sendo que os colchetes de tamanho 4 tém no minimo trés
elementos que pertencem a A, os colchetes de tamanho 5 tém no minino dois elementos
que pertencem & A,, e os colchetes de tamanho 6 tém no minimo um elemento em A,,.

Em geral, tem colchetes de tamanho i, onde i varia entre m/2 (ou (m+1)/2 se m
¢ impar) e m. Para tal valor de i, tem (pelo menos) m — ¢ x; que pertencem a A,,.

Agora, precisamos de outro subgrupo. Seja Wm o fecho normal em H de:

A2m*2u{[m1,...,xi]2m’“’“ ETy(H) : 1< i< ... <jp <i: @jyye.r eAn}.

n

Nao conseguimos provar que W,, = Wm para todo m, mas acreditamos que seja verdade.
Conseguimos provar tal resultado para m < 6 e supondo por hipotese de indugao que
Y, =W, = W, para 2 < i < m, sabemos provar que Wm Cc W,,equeV,, =W,,. Paraobter
o resultado, falta apenas verificar se [Wm,l, /V[v/m,l] C Wm pois assim conseguimos provar
que W,, C Wm, problema anélogo ao apresentado na Secao 3.3. Como ﬂm22 W, = {1}
concluirfamos que P,(K) é residualmente soluvel para todo n. Essa conclusao é de fato
verdadeira e foi mostrado recentemente (novembro 2014) por Bellingeri e Gervais |[6],
daremos maiores detalhes na Se¢ao 3.6. Com isso B,(K) é residualmente soluvel para
n < 4.

Agora vamos analisar o caso n > 5. Seja M o toro ou a garrafa de Klein. Tome a
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seguinte sequéncia exata curta:

(Bn(M))(” i, _ Ba(M)

' B.00)® T (B,00)®

2 B, (M) — 1.

By (M)
(Bn (M))®)

de B,(M) dada no Teorema 1.4.1 e de B, (M)#® dada pela Proposigao 3.2.1. Sabemos que

Nosso objetivo agora ¢ calcular uma presentacao para . Usaremos as presentagoes

as classes de a,b,04,...,0,_1 geram esse grupo. A primeira coisa que concluimos ¢ que
= Bn(M : . < s
todos os o0; estao na mesma classe de W (esse procedimento ¢ padrao [27] e utiliza
n

apenas as relagdes de Artin), pois para ¢ = 2,...,n — 1 temos que p(o;) = p(o1) = 0.

(Ba(M)))
(Bn(M))2)”

Artin, para 3 <i <n — 1, obtemos o seguinte:

Logo existem t; € tais que 0; = t;01 em Agora usando as relacoes de

Bn (M)
(Bn(M))2)”

010; = 0,01 = 01t;01 = t;0101 = o1t; = t;01.
Para 4 <i <n — 1 (observamos que tais argumentos sao validos apenas para n > 5):
090; = 0,09 = too1t;01 = t;01t901 = 01ta = t907.

Note que ja sabemos que t; comuta com o; e também temos que t; comuta com t, pois o
)
grupo % é abeliano. Assim, t; comuta com oy para todoi=2,...,n — 1.
Utilizando agora a relacao 010901 = 090105 € o fato que t; comuta com oy, obtemos

que to = 1. Depois, com a relagao 0,0;1,10; = 0;110;0;11 para ¢ > 2, concluimos que

t; = t;r1. Logo temos que o; = 01 em % para i > 2.
Bn (M)

@ a classe de todos os 0, @ = 1,...,n—1 coincidem, denotaremos

Port anto cm W

B (M)
B (M))®)

A partir de agora, precisamos das presentacoes especificas dos grupos para cada

tal classe por o. Os geradores de sao o e as classes de a e b.

superficie. Comecaremos com M = T. Primeiro, precisamos de uma presentacao de

(Bn(T))™, dada na proposicio a seguir:

Proposicao 3.4.4. Uma presentacio de (B, (T))") ¢ dada por:

Geradores: Para k,m € Z,i=1,...,n—1:

° bk,m — bkamba_mb_k_l;
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o diy = bFamoboy a1k,
o ay, = bra™(ora0; ta T )a Tk,
[ 6¢7k7m = bkamoiafla_mb_k;
® Dikm = bkCLmO'lO'i(l_mb_k;
Relagoes:
ei,k,mpiJrl,k,mei,k,m = 9i+1,k,mpi,k,m‘9i+l,k,m
1
pi,k,m9i+1,k,mpi,k,m = pi+1,k,m9i,k,mpi+1,k,m
Oi kmPjkom = 05 kmPikm o
2. se |i — j| > 2.
pi,k‘,mej,k,m = pj,k,mgi,k,m
Qpm =01 0
k7m - j,k,m j,k),erl .
3. para j > 2.
a/k’m = pJ,k,mp],k,m+1
bk,mej,k-l—l,m = j,k,mdk,m .
4 para j > 2.
dhmﬂj,kz—i—l,m - pj,k,mbk,m
—1 -1 -1 _
5 k—l,m&k*1ymbk*17m+1p1,k,m+1ak,m =1
’ -1 -1 —1 _
dk—1,m1017k—17m101,k—1,m+1dk—17m+1p1,k,m =1
6 Ak m+1P1,km+2 = Qk,mpP1,km+1
P1,k,mAkm+1 = Ak,mpP1,km+1
—1 —1
7 bk’mpl,k+1,mdk+l7m = pl,k,mdk»mbk+17m
' 1 -1
bio;mP1 o 1,m B+ 1,m = Qo 1,mP1 o m
8. sen € impar
-1
el,k,mp2,k,m03,k,m e pn—l,k,men—l,k,m e p3,k,m82,k,mp1,k,m - bk:,m k,m+1
-1 -1
pl,k,mHZ,k,mpB,k,m e en—l,k,mpn—l,k’,m e 03,k,mp2,k,m01,k,m = dk,ma’k+17mdk’m+1ak’m
9. sen € par:

el,k,me,k,mg&k,m e en—l,k,mpn—l,k,m o

pl,k,m62,k,mp3,k,m T pnfl,k,menfl,k,m T

|

: p3,k,m92,k,mp1,k,m

_ -1
- bk7m k,m+1

—1 —1
03 k,m02,k,m00 km = Aoy e 1,m g g1 A -
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Demonstragao: Para demonstrar este resultado, usamos a sequéncia exata curta:
1 = (B,(T)Y = B,(T) = B,(T)" — 1,

a presentacao de B, (T) dada pelo Teorema 1.4.1, a presentacao de B,,(T)#* dada pela Pro-
posigao 3.2.1 e o método de Reidemeister-Schreier [40], com 7 = {bkam; bamoy : k,m € Z}

a transversal de Schreier. Com isso, obtemos o resultado. [

Proposicao 3.4.5. Se n > 5, entio B,(T) nao € residualmente solivel. Além disso,

(B(T)® = (Ba(T))®.

Demonstragao: Analisando as relagoes de B, (T) dadas pelo Teorema 1.4.1, temos que
o comuta com a classe de a e com a classe de b, pois pelas relagoes (3) e (4) temos que a
e b comutam com o; para i > 2. A relagao (5), b~'oya = o1a01b~ oy, implica que:

o2 =babla!.
L0901 = bab 'a™!, temos que:

Usando agora a relagao de superficie (8), o109+ 02_

o2 = gy - 02_1 ce-090p = bab e = 072,
logo 0?® = 1. Assim, ¢ tem ordem no maximo 2n, mostraremos que a sua ordem &
exatamente 2n.
Denotamos © = ((6; jm, k,m € Z, i =1,...,n —1)). Calculemos agora o grupo:

(Bu(T)W/(Ba(T))
S :

usando a presentacdo de (B,(T))" dada pela Proposicio 3.4.4, teremos as seguintes

relagoes neste quociente:
L piviem = Pikm;
2. agm = 1;

3' pjzkym - pj7k7m+1;

4. bpm = digm;
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5. Pjkt1m = Pjkm, Segue de (1),(3) e (5) que P k.m = £1,0,05
6. P1em = b;;_lebkq,erl (P1km ja € igual a p1op);
7. (0100)" " = bbb i1 = Proo = (Pr00)" =1

8. (01,00)™ = bim, (usando (6) e by = 1).

Concluimos entao que

(Bn(T) M/ (B, (T))®
S

Chamemos ¢ a projecao de (B, (T))® /(B,(T))? em (Bn(T))(l)({)(Bn(T))

= (p1.00) = Zn.

(2)

= (p100) = Zy.
Mostremos agora que a ordem de o em B,(T)/(B,(T))® ¢ 2n. Sabemos que a ordem
de o é par, pois ele é projetado por p no gerador de Zs, que também denotamos por
o. Suponha por absurdo que 2p é a ordem de o, com p < n. Mas i(p1o0) = 0%, e i é

injetora, logo, i((p100)?) = 0% =1 = (p1o0)? = 1, aplicando a projecao ¢, temos que

1= q((p100)") = (p100)" em (B"(T))(l)é(Bn(T))<2), conclufmos que po,0 tem ordem p < n
em (Bn('[f))(1)({)(]3"(11‘))(2)7 o que é absurdo.

Portanto o tem ordem 2n em B,(T)/(B,(T))®. Agora, ja sabemos que o> =
la,0] = [b,0] = 1 e [bya] = 072, logo qualquer outra relagio deste grupo podemos
escrever na forma a®b™o! = 1 e ao projetar B,(T)/(B,(T))® em B,(T)**, obtemos

k =m = 0 e [ par, mas conhecemos ja a ordem de o, com isso, temos que a presentacao

de B,(T)/(B,(T))® é dada por:

%:@,G,b : [a,0] = [b,0] = 0™ =1, [b, q] :U_2>‘

Para finalizar, tome a sequéncia exata curta:

(B.T)®  B.(T) 5 By(T)
(Bo(T)® " (Ba(T))®  (Ba(T))

2) — 1.

Temos que p(o;) = o para todo i. Assim, como o nucleo é abeliano, podemos concluir

(T)

do mesmo modo anterior que em —22t)
(Bn(T))®)

todos os 0; estdo na mesma classe (pois na
demonstragao s6 precisavamos utilizar as relacoes de Artin e o fato do ntucleo ser abeliano,

os quais ainda sao vélidos neste contexto).
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Dai, usando o Teorema 1.4.1, obtemos do mesmo modo que a e b comutam com o
representante de o; e utilizando as outras relacdes, temos que [b,a] = 072 e que o repre-
sentante da classe dos ¢; tem ordem no maximo 2n. Todas as demonstragoes sao anélogas
as feitas da primeira vez. Assim concluimos que a projecao p é um isomorfismo. Assim

n(T) 5 nao é isomorfo a Bn(T))

(Bn(T))® = (B,(T))® (que é um grupo nio trivial pois —(BB(T))(2

e portanto B, (T) nao é residualmente solavel para n > 5. |

Ja no caso da garrafa de Klein, temos o seguinte:

Proposicao 3.4.6. Se n > 5, entio B,(K) nao ¢ residualmente solivel. Além disso,

(Bo(K))V = (Ba(K))® = ({05 "01)), 0 fecho normal de o501 em B,(K).

Demonstragao: Considere a sequéncia exata curta:

(Bn(K)W B,(K)

"7 B.E)T T BaK)D

22Dl DTy — 1.

B (K)

) B = > 7.& 7o ®Zsy é o abelianizado do grupo B, (K).

Note que, pela Proposicao 3.2.1
O primeiro passo da demonstracao é provar que todos os o;’s representam a mesma classe

em B"(K)<2), que ja foi feito, denotaremos esta classe por o. Usando o Teorema 1.4.1 e o

(Bn(K))
fato de o; comutar com a e com b, para ¢ > 2, temos que o comuta com a classe de a e

Ba(®) _ A t t
@ - SSlm €11 0S as Segum es Consequenmas

debemw

o b(o;'boy) = (o7 oy b= 0?2 =1
o b loya =o01a0:b7 oy = b la=ab lo? = ab = ba

e ba b lg ! = 0109+ 0-121_1 Ce 090 = a2 = 0-2(71*1) = a2 =1.

Devido ao fato que B,(K)** = (a,b,0 : [a,b] = [a,0] = [b,0] =1, a’=02=1) e que p:
% — B,(K)“ & sobrejetor, segue que o grupo %
de B,(K), logo p é um isomorfismo, implicando que (B, (K))") = (B, (K))®. Segue da

Proposi¢io 3.3.3 e do fato que (B, (K))) = I'y(B,(K)) que (B,(K))" = ((05'01)), o

é isomorfo ao abelianizado

fecho normal de o, 'oy em B, (K).
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3.5. Caso de outras superficies nao orientaveis

Os resultados encontrados nas sec¢oes anteriores para a garrafa de Klein, podem ser
deduzidos de modo semelhante para outras superficies nao orientaveis. Nao conseguimos

obter todos os resultados apenas resultados parciais. Temos o seguinte:
Teorema 3.5.1. Seja N, um superficie fechada nao orientdvel de genus g > 2. Entao:
e B, (N,) nao € residualmente nilpotente se n > 3;

e B, (N,) nao € residualmente solivel se n > 4.

Vamos separar esses resultados nas duas proposicoes a seguir. A ideia das demons-

tragoes é exatamente analoga a feita no caso da garrafa de Klein.

Proposicao 3.5.2. Seja N, uma superficie fechada nao orientdvel de genus g > 2. En-
tao para n > 3, B,(N,) ndo € residualmente nilpotente. Além disso, I's(B,(N,)) =
Li(Bu(N,)) = ({o3'01)), 0 fecho normal de o5 oy em B,(Ny), para todo i > 3.

Demonstracao: Para g = 2, segue das Proposicoes 3.3.2 e 3.3.3. Para g > 3, vamos

usar a presentacao de B, (N,) dada no Teorema 1.5.2. Considere a sequéncia exata curta:

FQ(BH(NQ)) Bn(Ng) P, Bn(Ng)
T3(Ba(N,))  Ts(Ba(N,))  To(Ba(N,))

De modo analogo a Proposicao 3.3.2 no caso da garrafa de Klein, concluimos que todos

Bn(Ng)

os 0;,7 =1,...,n — 1 representam a mesma classe em 5B (N,))

vamos denota-la por
0. Segue da rela¢ao (2) do Teorema 1.5.2 que este representante comuta com todos os
geradores a,, r=1,...,¢.

Assim pela relagao (3) do Teorema 1.5.2, segue que o = 1. Pela relagao (4) temos

Bn(Ny) ..
que a, comuta com as para 1 < s < r < g, portanto o grupo g 75 coincide com
%, concluimos que I'y(B,(N,)) = I(B,(N,)) para todo i > 3. Esse grupo é

nao trivial pois 0;;0; € 'y(B,(N,)) pela equacdo (3.3), consequentemente B,,(N,) nao é

residualmente nilpotente.
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Para demonstrar a segunda parte, escrevemos os colchetes da forma [0}, 0,41] do

mesmo modo feito no caso da garrafa de Klein nas equagoes (3.3) e (3.4), pois dependem

apenas das relagoes de Artin. Escrevemos [a;, 0] = (a;0105 *a; V)op0; !, de modo analogo

a equagao (3.5). Agora, para s < r, temos:
[as,a,] = asa,a;ta;t = asa, (0107 Ma; (o107 )a;
—_———

(4)

-1
T

1

= asa,0,(a oy e ova, oy et = agla,, o1]a; oy, a,],

terminando a demonstracao. [

Proposicao 3.5.3. Seja N, uma superficie fechada nao orientdvel de genus g > 3. Entao
para n > 5, B,(N,) ndo ¢ residualmente solivel. Além disso, (B,(N,))V = (B,(N,))?,

para todo i > 2.

Demonstracao: Do mesmo modo ao caso da garrafa de Klein no Teorema 3.4.1,
podemos mostrar que todos os o; estdo na mesma classe em B,,(N,)/(B,(N,))?. Conse-
quentemente comutam com a;, (1 < j < g) pela relacao (2) do Teorema 1.5.2. A relacao
(4) nos da que a; comuta com a;, obtendo assim um isomorfismo B, (N,)/(Bn(N,))? =

B,(N,)/(Bn(N,))V e o resultado da proposicio.

3.6. Resultados Adicionais

Enquanto estavamos estudando as séries centrais descendentes e das derivadas de
P,(K), o professor S. Gervais, que também estava trabalhando com os mesmos problemas,

nos mostrou a seguinte proposi¢ao (inspirado no Teorema 3.2.7 de Falk e Randell):
Proposigao 3.6.1. (/6]) Seja
~ 7
l-H-G—-G—1

uma sequéncia exata curta, que cinde, pela sec¢cao @ e suponha que a ag¢do de G em

H/~¥3(H) € trivial (ou seja, trivial mod 2). Entdo as sequéncias exatas curtas

L= 7 (H)=7(G) = 72(G) = 1
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cindem para todo n, ou seja,

1(G) = 7 (H) % 7a(G).
Com esta proposicao, conseguimos ampliar nossos resultados:

Teorema 3.6.2. P5(K) ¢ residualmente 2-finito. Consequentemente, By(K) € residual-

mente 2-finito.

Demonstragao: Temos que 7 (K) é residualmente 2-finito, pois 72 (7 (K)) = <a2n_1, v >

Sabemos também que os grupos livres finitamente gerados sao 2-finitos. Portanto para

concluir que P»(K) é residualmente 2-finito, basta observar a agao dada em (3.6), que é

trivial mod 2, o resultado segue pela Proposigao 3.6.1. Para By(K) basta usar o Teorema

3.2.5 e a sequéncia exata curta (1.1). |
Além disso, P. Bellingeri e S. Gervais [6| provaram que P,(N,,,) é residualmente 2-

finito para todo n, onde Ny, ¢ uma superficie nao orientével de genus g e m componentes

de bordo, com m > 1. Foi provado isto, mostrando que tal grupo é um subgrupo do grupo

de Torelli, o qual é conhecido ser residualmente 2-finito por um resultado de L. Paris [56].

Sabendo disso, podemos agora provar que P, (K) é residualmente 2-finito para todo n,

pois considerando a sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth (1.2):
1= P 1(K\{z1}) = P,(K) - m(K) = 1

que cinde [17], usando a Proposigao 2.2.1 e a presentagao de P,(K) dada no Teorema

1.3.1, vemos que a agao é dada por:
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p: m(K) — Aut(P, 1 (K\ {21}))

( (
a;,2<1<n a;
bi,2<i<n (ag -~ an) " (ba;C Coa; ) (as -+ - an)
par-- - an) ) — 1 -1 -1
Cij;2<j<n (az---an)(a;C5;Crja; Coj)(az - - - an)
\C’i,j,2§i<j§n \Cm‘
(
a;,2<1<n B 1(asz'21CIZ b
bi,2<i1<n 51(501102)5
(b by) < | — 1 ?
Cl,j72§]§n 5 (C2Jb OQJCljb] )5
\Cz,ju2gz<j§n \C’Lj7

onde B = (by'buby) -+~ (b hoby) = (bn017n02_7,11) -+ (boCh ). Para verificar que a acéo ¢

trivial mod 2, note que:
e pela relacdo (6) dada no Teorema 1.3.1,

Cjory = b7, 0 54] € %Pt (K\ {21 })

J 71

para 2 < j < n. Agora, se 2 <1 < j < n, entao
Cij = [071,01Ci1,5 € 13 Paa (K\ {21 });

portanto, por indugao sobre i, concluimos que C;; € vaP,_1(K\ {z1}) para todo

2<i1<j3<n.

e pela relacao (5),
Cl,n - [b;17 an]ai S ngn_l(K\ {$1})
Se 2 <1< mn,
H Crh ) bilby ' ailal € 43Py (K {a1}),
Jj=i+1

como ja sabemos, pelo item anterior, que C; ; € v3P,_1(K\ {z1}) para todo 2 < i <

7 < nsegue C1; € yaP, 1(K\ {z1}) para todo 2 < i < n.
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Pelos dois casos acima, temos que C;; € v3P,_1(K\ {z1}) para todo 1 < i < j < n,
segue que agao é trivial mod 2. Usando o resultado de Bellingeri e Gervais [6], segue que
P, (K) ¢é residualmente 2-finito. Com isto finalizamos os resultados das segdes anteriores

concluindo o seguinte:

Teorema 3.6.3. Seja M o toro ou a garrafa de Klein. Entao B, (M) é residualmente
nilpotente se, e somente se, n < 2. Além disso, B,(M) é residualmente solivel se, e

somente se, n < 4.

Para concluir o resultado para as outras superficies sem bordo, basta tomar a sequén-
cia exata curta:

1 — P,_1(Ny1) = Po(N,) = m(N,) — 1

que cinde para g > 1 e verificar se a acao é trivial mod 2, pois é conhecido que m(N,) é
residualmente p-finito para todo p, se g > 3 [47].

Calculamos essa secgao no Teorema 2.3.1 e é facil verificar usando a presentagao
de P,(NNV,) dada no Teorema 1.5.1 que a ac@o induzida é trivial mod 2. No trabalho de
Bellingeri e Gervais [6] também foi calculada a acao, porém foi utilizada outra presentagao
para o grupo de trangas puras de superficies ndo orientaveis. Sabendo que P,(N,) é
residualmente 2-finito, podemos concluir de modo analogo ao caso da garrafa de Klein,
que B, (NN,) é residualmente nilpotente se n < 2 e residualmente solivel se n < 4.

No caso que N, = RP? é o plano projetivo, temos a sequéncia de Fadell-Neuwirth

(1.2) apenas para n > 2 [63]:
1= Pn(RP*\ {x1,...,2,}) = Ppin(RP?) — P,(RP?) — 1.

Além disso, a sequéncia acima nao cinde, mas em compensacao 1 (RP?) = Zy e Py(RP?) =
Qs [63] (o grupo dos quatérnios) sao 2-finitos. Agora podemos usar o Teorema 3.2.5 de
Gruenberg e o resultado de Bellingeri e Gervais [6] que P,,(RP?\ {x1,...,2,}) ¢ resi-
dualmente 2-finito para concluir que P,(RP?) é residualmente 2-finito para n > 3. Com
isto, concluimos que By(RP?) é residualmente solivel (tinico caso que faltava para o plano

projetivo [30]).



Capitulo 4

Uma aplicacao a ordenabilidade

Neste capitulo estudamos o fecho normal de o; em B,(T), obtemos a Proposicao
4.1.1 que nos d& uma presentacao para este subgrupo e calculamos também o abelianizado
no Corolario 4.1.2. Com isso, conseguimos provar que Bs(T) é ordenavel a direita no

Teorema 4.2.1.

4.1. O subgrupo {({(o1))

Nesta se¢ao vamos estudar algumas propriedades do fecho normal, ((o1)), de oy em

B,(T) para n > 2. Primeiro, obtivemos uma presentagao:

Proposigao 4.1.1. Seja n > 2. Seja ((01)), o fecho normal de oy em B,(T). Entdo

({(01)) admite a sequinte presenta¢ao:

Geradores: {aij, 0 : i, €Z} sen=2;
{aij,0;; : 1,5 € LY U{oy,..., 001} sen > 3.

Relagoes:

1. @ j0i41,jiy1,30i10,5 = 055053011 5it1,5, para todo i, j € Z;
2. 91'73'_,_192'7]‘ = 91"]4_2‘9,"]'4_1, para todo Z,j c Z,’
8. Ui ja;; = 0; 54105 4105 41,5410i 41,5, para todo i,j € Z;

2 —1 _ . . _
0; ;-aija; ;11 =1, para todoi,j € Z, sen =2,

0; 02 0p_y - 020i 50550, = 1, para todo i,j € Z, sen > 3;

5. a;p =1, para todo i € 7.

Sen > 3,

175
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6. 0, j020; ; = 020, 09, para todo i,j € Z;
7. 0; 0, = o0, para todo i,j € Z, k > 3;
8. a; jo = oka,;, para todo i,j € Z, k > 2;

9. Relacoes de Artin entre os geradores oa,...,0,_1.

Note que, se j = 0, temos que a;o = 1 para todo 7 € Z, mas vamos manter esses
elementos para faciliar na notagao.

Demonstragao: Para obter o resultado, utilizaremos o método de Reidemeister-

Schreier [40]. Usando a presentacao de B,(T) dada no Teorema 1.4.1, segue que
Bu(T)/ (01)) = {a,b - b = 1) = Z& L.
Consideramos
T:{aibj : i,jEZ}
como a transversal de Schreier. Assim, teremos os seguintes geradores de ({oy)):
ai; =a'babla"!
92'7j = aibjolb_ja_i
09,...,0p_1, S€E N > 3,

e segue as relagoes do enunciado. [ |
Corolario 4.1.2. Sejan > 2. Seja ({(01)) o fecho normal de o1 em B,(T). Entdo,

LOLDL, sen =2
(o))" =

Loy, sSe M > 3.

Demonstragao: Vamos provar primeiro o resultado para n = 2. Usando a relagao (4)

da Proposigao 4.1.1 e o fato que a; o = 1 para todo ¢ € Z, temos o seguinte:

2 2 ,
aij="0;;_1--0;,8e5>1

_ -2 —2 :
aij=0;; 0,4, sej <—1,
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portanto ndo precisamos dos elementos a; ; no conjunto de geradores.

A relagao (1) no abelianizado implica que 6; ; = ;1o ; para todo 7,j € Z, a relacao
(2), implica que 6; ; = 6; j1o, para todo i,j € Z. Consequentemente, sé precisamos dos
elementos 0,001,610 € 011 para gerar <<01>>Ab

Agora pela relagao (3), temos que:

ei,jai,ja;jﬂ_l = 0ij+10i+1,5110i41; = 9;; = 0;j410i41,5+10i11,5-
—_——
4)
Portanto 6y 000.161,0011 = 1 e retirando o elemento ¢, ; do conjunto de geradores, obtemos
um grupo abeliano livre de posto 3, como desejado.
Agora, se n > 3, usando as relagoes (6) e (9) dadas na Proposi¢ao 4.1.1, note que
oy ¢ 0;; estao na mesma classe, para todo 7,5 € Z e k = 2,...,n — 1; denote tal classe

por . Usando as relagdes (3) e (4), vemos que para todo i, j € Z,
aija; g =0 =070 = ¢ =1

e todas as outras relacoes do grupo sao triviais. Pelo fato de a;o = 1, segue que a classe
de a;; pertence ao subgrupo gerado por # para todo i, j € Z, (de modo anélogo ao feito

no caso n = 2), portanto para n > 3

(o) = (0 : 07" = 1) = Zy,.

4.2. Ordenabilidade de By(T)

Dizemos que um grupo G é ordendvel a direita se possui uma ordem total < compa-
tivel com a multiplicacao pela direita, ou seja, se x,y, 2z € G,z < y implica que zz < yz.
O grupo G é ordendvel a esquerda se possui uma ordem total compativel com a multiplica-
¢ao pela esquerda, ou seja, x,y, z € G, x < y implica que zx < zy. Um grupo é ordenével
a direita se, e somente se, é ordenavel a esquerda, mas a ordem nao é necessariamente a

mesma; se for a mesma ordem tal grupo é chamado de biordendvel. Se G for ordenavel a
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direita (respectivamente biordenavel) o mesmo é valido para qualquer subgrupo H < G
usando a restricdo da ordem de G. Para mais detalhes sobre ordenabilidade veja [14, 51].

Todo grupo que possui elemento de tor¢cao nao pode ser ordenavel a direita. Defini-
mos que um grupo G tem tor¢ao generalizada se existem g, hy, ..., hy € G, g # 1, tal que
(highi')--- (hggh; ") = 1. Tal propriedade do grupo é uma obstrucio a biordenabilidade.
Por possuirem elementos de tor¢ao [18, 52, 63|, os grupos de trancas (puras) da esfera e
do plano projetivo nao sao ordenéveis a direita e serao excluidos da discussao que segue.

Um resultado de Magnus [49] mostra que todos os grupos livres sdo biordenaveis,
na qual ele define uma biordem usando a “expansao de Magnus”. Usando a expansao de
Magnus e a decomposicao em produto semi-direto do grupo de trancas puras de Artin,
foi provado que P, ¢é biordenavel para todo n [43, 60].

Com relagao ao grupo de trangas (total) de Artin, sabemos que B,, ndo é biordenavel
por ter um elemento de tor¢ao generalizada (considere g = 0105 Lhy =1e hy = 010907
em Bj), pela inclusao B, — B,41, segue o resultado para todo n > 3 como observado
em [54]. Além disso, temos um resultado importante de Dehornoy [13] que prova que B,
é ordenéavel a direita para n > 3. A partir dai, descobriu-se a existéncia de uma infinidade
de ordens distintas em B,, [62], o que motivou o estudo da ordenabilidade dos grupos que
aparecem em topologia de baixa dimensao.

Sabemos por Baumslag [4] que se M é uma superficie fechada e orientavel, (M) é
biordenavel, tal resultado foi extendido por Rolfsen e Wiest [59] que provaram que 71 (M)
é biordenavel para toda superficie fechada, orientavel ou nao, com excecao do plano proje-
tivo e da garrafa de Klein (pois possui tor¢ao generalizada). Além disso, eles provaram que
P,(N) é ordenavel a direita para toda superficie fechada N nao orientével (diferente do
plano projetivo). Continuando os estudos dos grupos de trangas de superfices, Gonzélez-
Meneses [33] mostrou que se M é uma superficie compacta e conexa (diferente da esfera
e do plano projetivo), n > 2, entdao P,(M) é biordenavel se, e somente se, M é orientavel.

Seja M uma superficie diferente da esfera e do plano projetivo, nao é conhecido se os
grupos de trangas de superficies B, (M) s@o ordenaveis a direita ou ndo. Se sabe que B,

mergulha em B, (M) [23, 57|, entdo B, (M) nao é biordenavel para n > 3, pois também
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contém um elemento de tor¢ao generalizada. No caso que M = T, Bellingeri, Gervais
e Guaschi |7] mostraram que By(T) também tem torgao generalizada e portanto nao é
biordenavel.

Um resultado de Gongalves e Guaschi [31]| diz que o grupo de trangas B, (M) mer-
gulha em Bdn(]\A/[/ ), onde M é um recobrimento a d folhas de M , 0 que implica que uma
resposta positiva (resp. negativa) para a ordenabilidade de By, (T) (resp. B, (K)) impli-
card em uma resposta positiva (resp. negativa) para B, (K) (resp. Bs,(T)). Provamos

que By(T) é ordenavel a direita, usando o Corolario 4.1.2.
Teorema 4.2.1. By(T) € ordendvel a direita.

Usamos o Corolario 4.1.2 para demonstrar este teorema, precisaremos dos seguintes

resultados prévios:

Proposicao 4.2.2. ([/14]) Sejal - A — B — C — 1 uma sequéncia exata de grupos.

Se A e C sao ordendveis a direita, entao B € ordendvel a direita.

Teorema 4.2.3. (Gonzdlez-Meneses [33]) Se M € uma superficie fechada orientdvel de

genus g, g > 1, entao P,(M) € biordendvel.
Demonstragao do Teorema 4.2.1: Considere a sequéncia exata curta
1= ({(01)) = Bo(T) = ZBZ — 1.

Como Z & Z é ordenéavel a direita, usando a Proposicao 4.2.2, basta provar que ({oy)) é
ordenavel & direita para concluir o mesmo para By(T).

Considere agora, a seguinte sequéncia exata curta:
1= I5(((01)) = ((o0)) = ({o))™ = 1.

Como ((01))*" ¢ isomorfo a Z & Z & Z pelo Corolario 4.1.2, entdo ¢ ordenavel & direita.
Além disso, I'y(((o1))) C TI'2(Bs(T)) C Pa(T) e como P»(T) é ordenavel & direita pelo
Teorema 4.2.3, I'y(({01))) também é. Segue pela Proposicao 4.2.2 que ((01)) é ordenével

a direita, como queriamos demonstrar. [ |
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Os resultados obtidos na Proposicao 4.1.1 e no Coroléario 4.1.2 talvez possam nos
auxiliar no estudo de outras propriedades dos grupos de trangas, a linearidade por exem-
plo.

Para n > 3, ainda nao sabemos responder se B, (T) é ordenavel a direita ou nao.
A técnica da demonstracao no caso n = 2 nao se extende para os outros casos pois,
pelo Corolario 4.1.2, (1)) & de torcio e portanto nao é ordenavel a direita. Tentamos
encontrar outro subgrupo normal A de P,(T) N ({oy)) tal que ({o1)) /A fosse ordenével,
mas infelizmente, todos os quocientes que calculamos tinham torgao e por isso ainda nao
temos uma resposta para estes casos.

Também calculamos o fecho normal de o7 em By(M), onde M é uma superficie
orientavel de genus g > 2, mas ao abelianizarmos este subgrupo também tem torgao e

portanto o método feito no Teorema 4.2.1 nao se aplica para tais superficies.



Referéncias Bibliograficas

[1] E. Artin, Theorie der Zopfe, Abh. Math. Sem. Hamburg. Univ. 4 (1926), 47-72.
[2] E. Artin, Theory of braids, Ann. Math. 48 (1947), 101-126.

[3] V. G. Bardakov and P. Bellingeri, On residual properties of pure braid groups of
closed surfaces. Communications in Algebra 37 (2009), 1481-1490

[4] G. Baumslag, On generalised free products, Math. Z., 78 (1962), 423-438.

[5] P. Bellingeri, On presentations of surface braid groups, J. Algebra 274 (2004), 543~
563.

[6] P. Bellingeri and S. Gervais, On p-almost direct products and residual properties of

pure braid groups of nonorientable surfaces, arXiv:1412.0186 (2014).

[7] P. Bellingeri, S. Gervais and J. Guaschi, Lower central series of Artin-Tits and surface

braid groups, J. Algebra 319 (2008), 1409-1427.

[8] A. J. Berrick, F. R. Cohen, E. Hanbury, Y. L.Wong and J. Wu, Braids: Introductory
Lectures on Braids, Configurations and Their Applications, Lecture Notes Series,

Institute for Mathematical Sciences, National University of Singapore, Vol. 19, World
Scientific, 2010.

[9] S. J. Bigelow, Braid groups are linear, J. Amer. Math. Soc. 14 (2) (2001), 287-309.
[10] J. S. Birman, On braid groups, Comm. Pure and Appl. Math 22 (1969), 41-72.

[11] J.S. Birman, Braids, links and mapping class groups, Ann. Math. Stud. 82, Princeton
University Press, 1974.

[12] J. S. Birman and T. E. Brendle, Braids: a survey, in Handbook of knot theory,
19-103, edited by W. Menasco and M. Thistlethwaite, Elsevier B. V., Amsterdam,
2005.

181



Referéncias Bibliogrdficas 182

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21]

22]

23]

[24]

P. Dehornoy, Braid groups and left distributive operations, Trans. Amer. Math. Soc.
345 (1994), 115-150.

P. Dehornoy, I. Dynnikov, D. Rolfsen and B. Wiest, Ordering braids, Mathemati-
cal Survey and Monographs, 148, American Mathematical Society, Providence, RI,

(2008).

J. L. Dyer, The algebraic braid groups are torsion-free: an algebraic proof, Math. Z.
172 (1980), 157-160.

E. Fadell, Homotopy groups of configuration spaces and the string problem of Dirac,

Duke Math. Journal 29 (1962), 231-242.

E. Fadell and L. Neuwirth, Configuration spaces, Math. Scandinavica 10 (1962),
111-118.

E. Fadell and J. Van Buskirk, The braid groups of E2and S?, Duke Math. Journal
29 (1962), 243-257.

M. Falk and R. Randell, The lower central series of a fiber-type arrangement, Invent.

Math. 82 (1985), 77-88.

R. H. Fox and L. Neuwirth, The braid groups, Math. Scandinavica 10 (1962), 119-
126.

S. Garoufalidis and J. Levine, Finite type 3-manifold invariants and the structure of

the Torelli group I, Invent. Math. 131 (1998), 541-594.

F. A. Garside, The braid group and other groups, Quart. J. Math. Ozford Ser. (2)
20 (1969), 235-254.

C.H. Goldberg, An exact sequence of braid groups, Math. Scandinavica 33 (1973),
69-82.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, On the structure of surface pure braid groups, J.

Pure Appl. Algebra 186 (2003), 187-218.



Referéncias Bibliogrdficas 183

[25]

[26]

[27]

28]

29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

D. L. Gongalves and J. Guaschi, The braid group B, ,,(S?) and a generalisation of
the Fadell-Neuwirth short exact sequence, J. Knot Theory Ramifications 14 (2005),
375-403.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, The braid groups of the projective plane and the
Fadell-Neuwirth short exact sequence, Geometriae Dedicata, 130 (2007), 93-107.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, The lower central and derived series of the braid

groups of the sphere, Trans. Amer. Math. Soc. 361 (2009), 3375-3399.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, The lower central and derived series of the braid
groups of the finitely-punctured sphere, J. Knot Theory Ramifications 18 (2009),
651-704.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, Braid groups of non-orientable surfaces and the

Fadell-Neuwirth short exact sequence, J. Pure Appl. Algebra 214 (2010), 667-677.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, The lower central and derived series of the braid

groups of the projective plane, J. Algebra 331 (2011), 96-129.

D. L. Gongalves and J. Guaschi, Surface braid groups and coverings, J. London Math.
Soc. 85 (2012), 855-868.

J. Gonzalez-Meneses, New presentations of surface braid groups, J. Knot Theory

Ramifications 10 (2001), 431-451.

J. Gonzalez-Meneses, Ordering pure braid groups on closed surfaces, Pacific J. Math.

203 (2002), 369-378.

J. Gonzalez-Meneses, Basic results on braid groups, Ann. Math. Blaise Pascal 18

(2011), 15-59.

J. Gonzalez-Meneses and L. Paris, Vassiliev invariants for braids on surfaces, Trans.

Amer. Math. Soc. 356 (2003), 219-243.



Referéncias Bibliogrdficas 184

[36]

137]

[38]

[39]

[40]

[41]

42|

[43]

[44]

[45]
[46]

[47]

48]

E. A. Gorin and V Ja. Lin, Algebraic equations with continuous coefficients and some

problems of the algebraic theory of braids, Math. USSR Sbornik 7 (1969), 569-596.

K. W. Gruenberg, Residual properties of infinite soluble groups, Proc. London Math.
Soc. 7 (1957), 29-62.

J. Guaschi and D. Juan-Pineda. A survey of surface braid groups and the lower alge-
braic K-theory of their group rings. Handbook of Group Actions, Kunming Conference
Proceedings (2013), <hal-00794539>.

P. Hall, A contribution to the theory of groups of prime-power order, Proc. London

Math. Soc. (2) 36 (1934), 29-95.

V. L. Hansen, Braids and Coverings: selected topics, London Math. Society Student
Text 18, Cambridge University Press, 1989.

D. L. Johnson, Presentations of Groups, 2nd ed., Cambridge University Press, 1997.

V. F. R. Jones, A polynomial invariant for knots via Von Neumann algebras, Bull.

Amer. Math. Soc. 12 (1985), 103-111.

D. M. Kim and D. Rolfsen, Ordering groups of pure braids and hyperplane arrange-
ments, Canad. J. Math 55 (4) (2003), 822-838.

T. Kohno, Série de Poincaré-Koszul associée aux groupes de tresses pures, Invent.

Math 82, 57-75.
D. Krammer, The braid group By is linear, Invent. Math. 142 (3) (2000), 451-486.
D. Krammer, Braid groups are linear, Ann. of Math. (2) 155 (1) (2002), 131-156.

G. Levitt and A. Minasyan, Residual properties of automorphism groups of (relati-

vely) hyperbolic groups, Geometry & Topology 18 (2014), 2985-3023.

W. Magnus, Residually finite groups, Bull. Amer. Math. Soc. 75 (1969), 305-316.



Referéncias Bibliogrdficas 185

|49]

[50]

[51]

52|

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

|60]

W. Magnus, A. Karrass and D. Solitar, Combinatorial group theory, reprint of the
1976 second edition, Dover Publications, Inc., Mineola, NY, 2004.

R. Mikhailov and I. B. S. Passi, Lower central and dimension series of groups, Springer

Lecture Notes no. 1952, Springer-Verlag, Berlin, 2009.

R. B. Mura and A. Rhemtulla, Orderable groups, Lecture Notes in Pure and Applied
Mathematics 27, Marcel Dekker, 1977.

K. Murasugi, Seifert fibre spaces and braid groups, Proc. London Math. Soc. 44
(1982) 71-84.

K. Murasugi and B. I. Kurpita, A study of braids, Mathematics and its Applications
484, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1999.

L. P. Neuwirth, The status of some problems related to knot groups, Topology Con-
ference (Virginia Polytech. Inst. and State Univ., Blacksburg, Va., 1973), Springer,
Berlin, 1974, pp. 209-230. Lecture Notes in Math., Vol. 375.

L. Paris, Braid groups and Artin groups, in Handbook of Teichmiiller theory Vol. II,
389-451, IRMA Lect. Math. Theor. Phys. 13, Eur. Math. Soc., Ziirich, 2009.

L. Paris, Residual p properties of mapping class groups and surfaces groups, Trans.

Amer. Math. Soc. 361 (2009), no. 5, 2487-2507.

L. Paris and D. Rolfsen, Geometric subgroups of surface braid groups, Ann. Inst.

Fourier 49 (1999), 417-472.

D. Rolfsen, Tutorial on the braid groups, chapter in Braids, Lect. Notes Ser. Inst.
Math. Sci. Natl. Univ. Singap., 19, World Sci. Publ., Hackensack, NJ (2010) 1-30.

D. Rolfsen and B. Wiest, Free group automorphisms, invariant orderings and topo-

logical applications, Algebr. Geom. Topol. 1 (2001), 311-320.

D. Rolfsen and J. Zhu, Braids, orderings and zero divisors, J. Knot Theory Ramifi-
cations, 7(6) (1998), 837-841.



Referéncias Bibliogrdficas 186

[61] G. P. Scott, Braid groups and the group of the homeomorphisms of a surface, Proc.
Cambridge Philos. Soc. 68 (1970), 605-617.

[62] H. Short and B. Wiest, Orderings of mapping class groups after Thurston, Enseign.
Math. 46 (2000), 279-312.

[63] J. Van Buskirk, Braid groups of compact 2-manifolds with elements of finite order,

Trans. Amer. Math. Soc. 122 (1966), 81-97.



Les groupes de tresses du tore et de la bouteille de Klein

Résumeé : Dans cette thése, nous étudions les groupes de tresses B, (M) et les groupes de
tresses pures P, (M) a n brins d’une surface compacte M. Nous mettons 'accent sur les
groupes de tresses du tore T et de la bouteille de Klein K, et sur la compréhension de leur
similarités et leurs différences. Nous obtenons de nouvelles présentations de ces groupes
qui mettent en évidence leurs ressemblances. Nous généralisons notre présentation des
groupes de tresses pures de la bouteille de Klein aux groupes de tresses pures des surfaces
non orientables de genre g > 2. Nous calculons des sections algébriques explicites pour
la suite exacte courte de Fadell-Neuwirth des groupes de tresses pures du tore et de la
bouteille de Klein, et nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes pour le scinde-
ment de diverses généralisations de cette suite exacte courte aux groupes de tresses mixtes.
Ensuite, nous étudions les séries centrales descendantes et dérivées de B, (T) et B, (K),
et nous déterminons les valeurs de n pour lesquelles ces groupes sont résiduellement nil-
potents et résiduellement solubles. Dans une tentative de calculer explicitement les séries
centrales descendantes et dérivées de P,(K), nous donnons une description générale de
ces séries d’un produit semi-direct quelconque. Enfin, nous exhibons une présentation de
la cloture normale du groupe de tresses d’Artin B,, dans B,(T), ce qui nous permet de
montrer que By(T) est ordonnable & droite.

The braid groups of the torus and the Klein bottle

Abstract : In this thesis, we study the n-string braid group B, (M) and pure braid group
P, (M) of a compact surface M, with particular emphasis on the braid groups of the torus
T and the Klein bottle K and on understanding their similarities and differences. We
obtain new presentations of these groups that highlight their similarities. We generalise
our presentation of the pure braid groups of the Klein bottle to the pure braid groups
of any non-orientable compact surface of genus ¢ > 2. We compute explicit algebraic
sections for the Fadell-Neuwirth short exact sequence of the pure braid groups of the to-
rus and the Klein bottle, and we give necessary and sufficient conditions for the splitting
of various generalisations of this short exact sequence to mixed braid groups. We then
study the lower central and derived series of B,(T) and B, (K), and we determine the
values of n for which these groups are residually nilpotent and residually soluble. In an
attempt to calculate explicitly the lower central and derived series of P,(K), we give a
general description of these series for an arbitrary semi-direct product. Finally, we exhibit
a presentation of the normal closure of the Artin braid group B,, in B,(T), which allows
us to show that By(T) is right-orderable.

Mots clés indexation Rameau : tresses, théorie des ; topologie algébrique ; groupes,
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