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Resumo.

Neste trabalho generalizamos os resultados de Goldberg (1979) e Taylor (2000)
sobre continuidade de operadores pseudo-diferenciais em espacos de Hardy,
provando que operadores com sfmbolos nas classes S75(IR") (0 < 0 < 1) e
S'?,l sao continuos em hP(IR"), para 0 < p < 1. Como aplicagdes destes re-
sultados, provamos a resolubilidade local de operadores L = 0y + ib(z,t)0,,
com b(z,t) satisfazendo determinadas condigoes, em X ([—T,T],h'(IR)), com

X espago de Banach cuja norma satisfaz uma condicao de monoticidade, e a

nao resolubilidade de 9; em L®([—T,T], h?(IR")) (0 < p < 1).



Abstract.
In this work we generalize previous results obtained by Goldberg (1979)

and Taylor (2000), about continuity of pseudo-differential operators on Hardy
spaces, by proving that operators whose symbols belong to Sg’a(IR”) and
S’il(]R”), are in fact continuous on AP(IR™) (0 < p < 1). Beside this, we
prove the local solvability of L = 0, + ib(z,t)0,, where b(x,t) satisfy specific
conditions , in X ([-T,T],h'(IR)), where X is a Banach space which norm is

monotonic, and a negative result for 9, in L>*([-T,T], h*(R")) (0 <p < 1).
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Introducao.

Em 1915, Hardy [Har] introduz as seguintes médias para fungoes F' analiticas

no disco

” 1
M,(r, F) = {% /02 |F(rei0)|pd6} /g <p<ooe My(r,F)= Jmax |F(re')).
Neste mesmo artigo demonstra seu teorema de convexidade envolvendo tais
médias, considerado o ponto de partida da teoria de espagos HP.
O termo espagos de Hardy surge em 1923 no trabalho de F. Riesz [Ri]- que
também apresenta propriedades importantes destes espagos como fatorizacao

de Blaschke e existéncia de valores de fronteira - para designar o espago das

funcoes F' analiticas no disco para as quais

|Fllgr = sup M,(r, F) < cc.

0<r<1

Posteriormente, Krylov [Kr| desenvolve a teoria dos espagos HP(IR), 0 < p,
formados pelas fungoes F analiticas no semi-plano IR? = {(z,t) € R*; = €

IR, ¢ > 0} que satisfazem

sup (/ |F(x+it)|pdx)1/p < 0.

t>0 [e'e)

Uma generalizagao para os espacos n-dimensionais IR", é feita por Stein
e Weiss, em [SW], por meio do conceito de fungoes analiticas generalizadas.
Uma funcao F' = (ug(z,t),ui(z,t), -+ ,un(x,t)) a valores vetoriais, definida

em R} = {(z,t) € IR"™ : 2 € R", t > 0} é uma funcdo analitica gener-

alizada se, e somente se, as funcoes u; sao harmonicas para j = 0,1,,--- ,n e
satisfazem:
n
8Uj 8uk an
— =0 — = —.
=0 8l’j 8@ 8azk



Nestas condigoes F estd em HP(IR"), =L < p <1, se

n

| F|| e := sup (/ |F(x,y)|pdx)1/p < 00.

y>0

A teoria de espagos HP(IR"), independente dos conceitos de fungoes harmoni-
cas e analiticas, chamada método real para espagos HP(IR"), foi introduzida
por Fefferman e Stein [FS], generalizando o trabalho de Burkholder, Gundy e
Silverstein [BGS] para HP(IR).

Quando 1 < p < oo, HP(IR") = LP(IR"); além disso, HP(IR") substitui
com vantagens LP(IR"), com 0 < p < 1, visto que é estével sob certos oper-
adores integrais singulares e possui dual nao trivial, entre outras propriedades
interessantes para a andalise harmonica.

Embora possua boas propriedades funcionais, HP(IR") nao é localizdvel
para 0 < p < 1. Este obstéculo foi superado pela criagao, de Goldberg [G], de
uma nova classe de espagos de Hardy: os espacos de Hardy localizaveis h?(IR")
(definicao 2.3 no texto). Foi também demonstrado em [G] que operadores
pseudo-diferenciais na classe Op(S7o(IR")) sao continuos em h”(IR"), para p >
0.

A teoria de operadores pseudo-diferenciais remonta a Mikhlin, que intro-
duziu a primeira nocao de simbolo de um operador integral singular. Na
década de 1950, Calderén e Zygmund utilizam-se da transformada de Fouri-
er para definir simbolo, esclarecendo suas propriedades multiplicativas. Em
1965, Kohn e Nirenberg [KN] introduzem os operadores pseudo-diferenciais
com simbolos poli-homogeéneos gerais, removem a restricao a ordem 0 e de-
screvem as regras de calculo para termos de ordem inferior. Classes mais
gerais de simbolos foram introduzidas por Hérmander[Hor 3], dos simbolos de
tipo p, d, a fim de incorporar solugoes fundamentais de operadores hipoeliticos

de “constant strenght”. Posteriormente, Beals e Fefferman [BF] estendem a
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nocao de simbolos para um tratamento adequado de operadores diferenciais de
tipo principal.

O célculo de operadores pseudo-diferenciais se aplica bem para operadores
com sfmbolos nas classes S)%(IR") (definicao 1.1 no texto), com 0 < p < 1,
0<d<1led <p Como conseqiiéncia do exemplo de Ching [Ch], temos que
o mesmo nao é valido para as classes ST (IR"). Bourdaud [Bou 2] mostrou que
as dificuldades com o calculo para estas classes sao suplantadas se considerados
os sfmbolos cujos adjuntos também sejam elementos de S (IR"). Hormander
[Hor 1] adapta as idéias de Bourdaud, tratando exclusivamente com os simbolos
e levando em consideracao o crescimento destes proximos a diagonal torta
{(€,—¢); £eR™"}.

Como ja dissemos anteriormente, Goldberg provou que operadores pseudo-
diferenciais com simbolos em S} (IR") sdo continuos em hP(IR"), para p >
0. Utilizando resultados da teoria de Littlewood-Paley, Taylor [T] considerou
p = 1, e estendeu o resultado de Goldberg para operadores com simbolos nas
classes SRJ(]R"), com 0 < 0 < 1, e a classe de Bony, formada pelos simbolos
a € 57, tais que [£] < pln| se (§,n) € S(a(&n)) (0 <p<1).

Os dois primeiros capitulos do presente trabalho tratam de alguns fatos
basicos das teorias de operadores pseudo diferenciais e espagos de Hardy. No
terceiro capitulo retomamos a idéia inicial de Goldberg, utilizando estimati-
vas pontuais do ntcleo e continuidade em L?, para generalizarmos os resulta-
dos de Taylor e Goldberg, provando que operadores com simbolos nas classes
SY5(IR™), 0 <6 < 1, e S, (classe de Bourdaud-Hérmander, p. 15 no texto),
sao continuos em AP(IR™), para todo p > 0. No dltimo capitulo provamos a

resolubilidade local em X ([—T, T}, h'(IR)), sendo X um espago de Banach cuja



norma satisfaz uma condicao de monoticidade, dos operadores diferenciais

L= 9 +ib(t, x)

(t,2) € [-T,T] x IR,
O

9
0y’
com

1) b(x,t) é suave, real e nao negativa,
(¢) g

(77) todas derivadas de b(x,t) sdo uniformemente limitadas.

Provamos também a nao resolubilidade do operador 9, em L*>*([-T,T], h?(IR")),

para 0 < p < 1.



Capitulo 1

Operadores Pseudo-diferenciais

A finalidade deste capitulo é de registrar alguns resultados bésicos da teoria
de operadores pseudo-diferenciais, com o intuito de oferecer uma referéncia

rapida para o leitor.
Espacos de simbolos e nticleo

Definigao 1.1 Sejam m € IR e p,0 € [0,1]. Definimos o espago de simbolos
de ordem m e tipo (p,d), denotado por S]'s(IR™), como o conjunto das funcoes
a € C*(IR"xIR") tais que, para todo o, B € 7, existe uma constante Cy g > 0

tal que
020 a(x,€)| < Cop(1 + [€])~mHoI7=0lel, (1.1)
Observagao. S, com a topologia definida pelas semi-normas

Pas(a) = sup  {|0207a(x, ©)|(1 + |¢])~mrAIAolely
(z,£)eR" xIR™

é um espaco de Fréchet.

Teorema 1.1 Dado a € S}, definimos o operador pseudo-diferencial com

stmbolo a por
a(z, D)u(z) = (27)" / ¢z, )i(€)dE, u e S. (1.2)
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A formula (1.2) define uma aplicagao bilinear continua de Sps xS emS.

Decorre do teorema que a(x, D) é um operador continuo em S. Sendo
assim, o teorema do nticleo de Schwartz garante a existéncia de um ntcleo K
a ele associado. Para operadores pseudo-diferenciais este nticleo tem uma boa

representacao:

Teorema 1.2 Seja p > 0. Dado a € S5, 0 nicleo K € uma fungao suave no

complementar da diagonal de IR"™ x IR"™ representada por
K(z,y) = (27) "lim._o / WL, )b (e)dE (1.3)
sendo ¢ € Cg°(R"™) e (&) =1 para & € B(0,1).

Prova. Dado a(z,§) € S}, definamos

ac(z,§) = a(x, E)P(e€).

Afirmamos que K (z,y) = (2m)™" [ @ ¥<q (x,£)dE é o niicleo do operador

definido por a.. De fato, dados u,v € S(IR")

(Koumv) = (20" 6D, (. )dg, ulw)o(e)

= (@2mn)™ / v(:p)/ u(y)[ /e“x-y)-fae(x,g)dg] dydzx
= (2m)™ / U(:U)/emfae(x,f)[ / e—iyfu(y)dy} dédx

= (Op(ac)u,v).

Uma vez que {Op(acu, v) = (Op(a)(e(2) <), 0) = (K, (€ (=) #u) ©0) e
e (=) *u — uem S, se existir o limite lim._o K, em S(IR" x IR"), este serd

igual a K. Dada f € S(R" x IR")

(Ke, f(z,y)) = (2m)™" / e (2,€) f(x,y)dédyda.
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Usando a férmula(l — A,)Y /@ 9)€ = (1 4+ |¢]2)Neie=9)€ ¢ integrando por

partes, concluimos que a integral acima ¢é igual a

) ei(m—y).ga(xﬂg) ¢ — AW f(r " _ 2\1/2
(2n) /// GO = )Y F(a)dydrde, < €>= (1+[¢)

Tomando 2N > m + n, o integrando fica majorado, uniformemente em e,
por uma fungao integravel. Concluimos a partir do teorema da convergéncia

dominada que existe o limite lim,_o K. = K, com

(K, foa)) =m0 [[ [ e - o, e s

feSR" x R").
Agora, parax £y e p > 0O:

lz —y*NK (z,y) = (2m)™"

¥
Sy

(—Ae)Ne'" ) a(m, )i (e€)dE

e CEAY (a(x, €)1 () dE.

Como ) = 1 em B(0,1), temos € ~ (1+¢])~! para & € S(97(e€)), com v # 0.

Assim
AN a(a, U(e6)| < Onl(L+ )™ € LNIR™), se m —2Np < —n.

Segue do teorema da convergéncia dominada que

7 — ) I~ _ (_1)|a\ ei(r—y).f ol 0/R" n
(@ =Ko = o [ @4 Dgale e € COR xR (14

Aplicando argumentos andlogos para as derivadas de K concluimos o teorema.
|

Observagao. Em conseqiiéncia de (1.4) temos

sup |z — y]N\(‘??@fK(x,yH < oo se N > Ny(a, ) (1.5)

THY



Estimativas pontuais para o nitcleo

A seguir estabelecemos de forma mais precisa as relacoes das derivadas do

nicleo com a ordem do operador pseudo-diferencial.

Proposicao 1.1 Se M € N, m+n+ M < 0 entdo o nicleo K(x,y) de um

operador, com simbolo na classe S}%, ¢ um elemento de CM(IR™ x IR™).

Prova.Comecemos pelo caso M =0em < —n:
la(z,§)| < C(1+ €)™ € L'(IR"), (1.6)
assim
|K(z,y)| <CIl1+ &) |;r =C" e K(z,y) ¢ continua. (1.7)

! Dados |a| + 6] < M, 920) K (x,y) é o nticleo de um operador com simbolo

+al+
na classe S8l

0.6 , 0 que reduz a demonstragao deste ao caso tratado acima.

Proposicao 1.2 Se M € N € tal que M +m +n > 0 entao
C

sup | DYDyK (2, y)| € —— g, T # Y- (1.8)
|| +|B8[=M |z —y| »
Prova. Faremos a demonstracao para M = 0 e portanto |a| = || = 0. Seja

X € C§°(IR™) tal que

I, [g<1
x(§) = )
0, [£]>2

Uma vez que o nicleo associado a a(x,&)x(§) é suave com todas derivadas

limitadas, podemos supor que a(z,§) = 0se [£| < 1. Tomemos 0 < ¢ € C§°(IR)

| o=

LA letra C denotard uma constante positiva a qual pode mudar um ntmero finito de

com S(¢) C [1,2] e

vezes.



Definamos, para = # y, K (z,y,t) = (2m)™" [ @ ¥ <a(x, £)p(|€|/t)dE. Temos
(= y) K (z,y)| < Ctmrlet,
pois

(@ —y)* K (z,y)| = |(27T)_"/ei(z_y)‘gD?[a(x,€)¢(|§I/t)]d§| e
|Dela(z, )d(El/ON < €7, pois [¢] ~ ¢ em S(4(l€]/1))-

Em particular,

|K (z,y,t)] < Ct™™

V| — y|V|K (2, y, 1) < Ot

Somando as duas desigualdades obtemos

n+m
a0 < oy =y
Note que
K) = [ Kon$,
logo

dt /°° cemtme o dt
o (

K < K t)— < t
| (x,y)\_/o K (2, y, )’t = 1+ tN|x —y|V) ¢

Fazendo a mudanca s = t|x — y|'/? e tomando N = [%”H} + 1,temos

I = O/OO (S|l’ - y|*1/p)n+m@ o C /OO Sern ds O/
0 0

1+ sPN s ek 14+ sN s ek
+ |z —y| + |z —y|

Para o caso M > 0, a demonstracao ¢ analoga, bastando observar que as
derivadas de ordem M do nicleo sao nicleos de operadores na classe S é\;[ (J{)m. i

H&a também estimativa pontual para o caso M +m +n = 0. Sua demon-

stracao assemelha-se a da proposicao acima.
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Proposicao 1.3 Se M +m +n =0 entao

sup  |DSDYK (z,y)| < C(|Infz —y||+1), z#y.
lal+181=M

Para maiores detalhes vide [AH] e [T].
Composicao

A fim de determinar o simbolo do operador resultante da composicao de dois

operadores pseudo-diferenciais, vamos supor que os simbolos a e b sejam el-
ementos de S(IR" x IR"). Dado u € S(IR"), a transformada de Fourier de

a(z,D)u € S(R") é a fungdo em S(IR™) definida por

0 (2m)" / 1004y, nya(n)dndy

Desse modo

b(x, D)a(x, D)u(z) = (2%)_2"//em'9+iy‘(”_0)b(x,Q)a(y,n)a(n)dndydé’ =

(2m)" / £ 1](2) " / / =D 0 9)a(y, n)dyd6)a(n)d.

Portanto,

b(z, D)a(z, D)u(z) = Op(c)u(z)

com

@) = (2m)" / / =000 3. 0)a(y, n)dydo (1.9)
= (2n)™ / e O=mp(2,0)a(0 — n,n)db (1.10)
= (2n)™ / / @02, 0 + n)a(y, n)dody (1.11)
Teorema 1.3 Seb € S{'| ea € S{, comé < 1, entdo c(x, D) = b(z, D)a(x, D) €

Op(S{T“). Além disso, cada semi-norma de c(xz,n) € estimada por um produto

de semi-normas de b e a.

10



Prova.Suponhamos de inicio que a e b sejam elementos de S(IR" x IR™). Neste
caso é valida a representacao (1.7) de c(z,n); representagao que utilizaremos

para provar

le(@,m)| < C(1+ [n)™ ™. (1.12)
Tomemos x(z) € C(IR") com x(z) = 1 se |z|] < 1/3 e 0, se |z| > 1/2.
Definimos

x1(n,0) = x(160 —nl/(1 +[nl))
X2(n,0) =1 = x1(n,6)
Agora decompomos a funcao p(z,y,0,n) = b(z,0)a(y,n), que aparece em (1.7),
como
p(z,y,0,n) = xap(x,y,0,n) + xop(x,y,0,m) = pr(2,y,0,m) + pa2(x, 9,0, 7).

Observe que as estimativas para as derivadas segundo y e 6 de p; e ps sao as

mesmas que se tem para p. Assim basta demonstrarmos (1.10) para
(i) p=0 sel0 —n[=(1+n)/2
(i) p=0 seld —n| < (1+n[)/3

Para (ii) usamos a igualdade

N N
(—=4y) A=80)"  iwo-n| _ yit—).0-n)
|6 = 0PN L1+ [z =y '

Aplicando a integracao por partes, temos que a integral em (1.7) é igual a

/Ag_ |> L+l (12— y’2)7N(1 - AQ)NHQ - 77\72N(—Ay)Np(x,y,'r;, 0)]dOdy.

3

Cada fator (6§ —n)7, com |y| < 2N, produzido pelas derivagoes de |0 — n| =2V

segundo @, é acompanhado do fator |6 — n|~1"!. Desse modo

(1= 2)V(18 = 0| (=2,)Vp(,y,0.0))| < Cnl =0 > Y [(=2)"9p(w.y,6,m)].

o <2N
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Como b € ST, e a € ST, temos
(3,050, 6,m)| < o (1 + 61101 4 gy
Logo
el <O [ b= g0 =l o sy

Note que (L +|0]) < (1 + [nl) + 10 —nl < 4]0 — nl; entao (1 + |o])¥ <

49 — n|lrl Assim, se 2N > |u| + n,
le(z,m)| < Cn(1 + |p|)Hi+mint2NE-1)

o que prova (1.12) para N suficientemente grande, ja que § < 1.

Para o caso (i) usamos a identidade
L;N)ei(x—y).(efn) = @001 L 32V ()2 — y*N + ¢ () |n —(@}33)
sendo

199 = L =14 gV ) (— 80N + 07V ()(—A,)Y, (114)

o(n) = (1 + |n)

Usando a férmula (1.13) e aplicando integracao por partes, obtemos

o(w,m) = / e Y
|0—n| <!

p(z,y,1,0)
[1 + N ()| — y|2N 4+ ¢~V (n)[n — 9|2N} adyd5

Temos que

—2N o N p(xay777a0)
O | =

¢ uma combinacao linear de elementos da forma

(z — )P (n)(1 + |z — y|?)"

—2N «
O R SN G — B 4 672 ()l — P

12



com @ + 1y < Nl3, Iy <l3e|al <2N. Visto que (1 + |n|) e (1 + |0]) s@o

1+[n|
2

comparaveis quando [§ — 7| < , estes elementos sao limitados por

C(L+ ) tme=2N () (1 + )l (1 + N () |z — y* + ¢~ ()| — 0]2N) ! <

C(1+ )™ (1 + &N (n)]z — y*N + 67N (n)|n — 01*")
Jé

2N o N p(%yﬂ?a@)
¢~ (1) (=Dy) 1+ 2N (n)|z — yI2N + ¢=2N(n)|n — 62N

é uma combinacao linear de elementos da forma

¢~*M(m)(0 — ) (10 — nf*)"
(14 >N (n)|z — yI*N + 672N (n)|n — O2N)1+s

o™ (n)ogp(z,y,n,0)

com @ +1y < Nl — (2N;‘O‘| ), l1 < l3. Assim os elementos acima sao limitados

em valor absoluto por

1

C(1 prtm
A I ™ e =y~ + 6 2% () — )

10 —n < 2 e (1+@*N(n)]z — yPN) > C(1+ 62 (n)]x — y|D)Y,

L+ ¢*N )|z —yI*M + 072N (n)In — 0> > C(5 + ¢*(n)|x —y[> + 7210 —n|*)™.
Decorre disto que
1
(4l lela ] < O [ G+l — o +07210 — o) Vdydo ~
1
Cn /(5 + yl* + 10)*) N dydh < co, N > n.

Usando a notagao c[b, al(z, €), para indicar a dependéncia de ¢ em relagao aos

simbolos a e b, temos
D,clb,al(x,n) = c[D.b,a] + ¢[b, D,al (1.15)
Dyelb,al(a,n) = c[D,b.a] + b, Dy (1.16)
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Por indugao na ordem de derivacao temos

0208 c(w,m)| < Cap(1 + |p|)rtmtlel=Io] (1.17)

Para o caso geral, ou seja, quando nao é necessariamente verdade que a e

b sejam elementos de S, consideramos

0, (,€) = ()9 Yol €
b, €) = V() bl )

sendo ¥ € CP(IR") e d(x) =1 se |z| < 1. Estes sao elementos de S
que dao origem a um simbolo ¢, (z,n) que satisfaz (1.15), com as constantes
Ca,5 dependentes apenas das semi-normas de a e b. Usando a decomposigao
de b,(z,0)a,(y,n) em elementos da forma (i) e (ii), provamos que a seqiiéncia

(cy(x,m))5° é convergente para todo (z,n) € IR" x IR". Usando o

Lema 1.1 (ver [GS]) Seja (a;)32, uma seqiéncia limitada em S)s(IR" x IR")
que converge pontualmente. Entao seu limite pontual a pertence a SZ%(]R" X

IR") e, para todo m' > m, tem-se que a; — a em g};(]Rn x R") e

) (2, (1 + [¢]) 1= < lim sup pag(a;)

Paslas) = sup  |alt) (@, &)|(1 + |g])~mreiel=oldl,
woemz

[G-S]

concluimos que ¢(x,n) é um elemento de S::; (IR™ x R"™).Esta demonstrado o

teorema 1.3. ]
Ao tentarmos estender a proposicao acima para o caso em que a € Sffl

esbarramos com dificuldades com o calculo desta classe, que se devem basica-

mente a suas propriedades de continuidade. No entanto, entre os elementos
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de ST existe um subconjunto de interesse que goza das propriedades de com-
posi¢do como expostas na proposigao acima. Seguindo [Horl] apresentaremos

esta classe a seguir.

Seja x € C®(IR" x R") tal que
X(t&,tn) = x(&n) se t=1,[n] =2
S(x) L&)€l < Inl, Inl = 13 (1.18)
x =1 em {2[§| <|nl |n| =2}

e definamos ,para a(x,n) € ST,

ay.e(&m) = x(€+n.en)al(€,m) (1.19)
sendo a(&,n) transformada de Fourier de a na variavel z.

Definicao 1.2 Definimos 5'{“1 como o subconjunto de simbolos a € ST que

satisfazem

0800 ay.c(2,8)| < Cagne™ (1 + [¢))m 1171 (1.20)
0<e<l e N,a,B arbitrarios.
Esta classe de simbolos coincide com estas outras duas:
- a € ST com a(x, D)* € Op( ffl);
- a € S{y com a(z, D) continuo de Hsym)(IR") a H,)(IR"), para todo s € IR.

Uma demonstragao destes resultados encontra-se em [Hor3] (teorema 9.4.2).

Lema 1.2 Seja b€ St e a(x,n) € ST tal que

S(a(&,m) c{(&n);l§+nl = Blnl e |n|>C >0} (1.21)

com B <1 e C > 1.Entio c(z,D) = b(z,D)a(z,D) € S{1™"; além disso,
toda semi-norma de ¢ é estimada por um produto de semi-normas de a e b,

multiplicado por uma poténcia de B.
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Prova Usamos a férmula (1.10) para concluir que (1.9) é, neste caso, igual a

(2m)™" // @bz, 0 + n)aly, n)dody (1.22)
0+n|=B]n|

(N)

Se tomarmos L s = como no teorema 1.3, temos

(N){ b(x,0 + n)a(y,n) }
© 1+ N (n)|z — yPN + ¢ (n) |02

CN(G)B_QN

(L+10+n)*(1+ |n)"
(1+ )Nz —y>N + ¢=2N|9]2N)

Sendo que Cy(a) é uma semi-norma de ordem 2N em y do simbolo a e o fator
B72N ¢ resultado da estimativa (1 + |6 + n|) 72" < B=2M(1 + |n|) =2 Usando
a formula

LV (D) = 1 gV ()] — [ + 67 () 0],

e integrando (1.22) por partes, temos para x> 0

- L+ 1[0 +nl)*
c(z, < CyB M1+ m/ ( dydf <
ez, )l < Ow B (L ) wraoo (+ 0l = o+ 50" v
(L [+ 5
CnB~2N(1 + |p[)ymte / () 0] dydf <
R e T
(Ll 4 fg))r

CyBV(1 + Inl)mHL/ v < Cwp(L+ )™

se N>n+p.

(14 [z —y> +10%)

E quando p < 0 temos

(Ll fgpye
(+ [z —yP +0])

el m)] < CwB V(1 oy [ dyds < CB V(1 [y

se N >n.

Usando a relacao das derivadas do simbolo ¢ com as dos simbolos a e b, con-
cluimos por inducao sobre a ordem de derivacao que
0205 c(x,m)| < CyB2N(L+ [n)™ e para N > n + |u| + [5];

sendo C'y uma semi-norma de ordem 2N em y do simbolo a.
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Novamente utilizamos o lema (1.1) para concluir o caso geral. ]
Agora decomporemos um simbolo a € ST} como soma de simbolos em 57’
e aqueles com a propriedade (1.19). Para tanto tomemos ¢ € C§°(IR") tal que

©(&) =1, quando [£| < 1/2, e ¢(£) =0, quando [£| > 1. Definamos

©(£/2), Yu(§)@via(§) —@u(§); v el (1.23)

entao

L=0,() + Y _tu(§) (1.24)

para todo inteiro p.

Lema 1.3 Se a(y,n) € S’{”l entdo existem ai(y,n) € S7y e ax(y,n) € STy que

se escreve como uma série de elementos de STy que satisfazem (1.19),de modo

que a(y,n) = a1(y,n) + a2(y,n).

Prova. Comecemos por decompor o simbolo a em séries formais de simbolos:

a(y,n) = (a—ay1)(y,m) + > (a2 — ayov01)(y,m) =

v=1
[(a — ay,1)(y,m)e2(n) + i(ax,zv = yo—v+1) (Y ) pvsa(n) |+ (1.25)
v=1
[(a_axﬂ)(% 77)(1—902)(77)+§:(ax,2v —ax2+1)(Y, ) (I=pui2)(n) | (1.26)
v=1
A série (1.25) por sua vez pode ser reescrita como
a(y, n)p2(n +iaxa (Y, (Poss — pu2)(n) =
V=0

a(y,n)e2(n) + Zax2 (4, M) ¥us2(n) (1.27)

A série em (1.27) define um elemento em C*°(IR" x IR"), visto que no maximo

trés suportes das parcelas se interceptam. E por esse motivo basta provarmos
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que {ayo-v(y,n)u42(n);v =1,2- -} é um subconjunto limitado de ST, a fim

de concluir que (1.25) define um elemento de ST%,.

|8;agax,2_” (y7 7])¢u+2 (77) | < Z 0’7,,3|agagax,2_l’ (yu 77) | |85_71/)l/+2 (77) ’

<8

Como (14 |n|) ~ 2” no suporte de 1,5 e ‘55—7¢V+2<77)| < 09,52_‘5_7‘1,, fomos
1084, ()| < €4 5(1+ )71,

Além disso, por (1.20) e (1 + |n|) ~ 2V

10505 ay2- (5, M| < Cay 2L+ )L+ )™ < Coy (1 + [y

Portanto,

1007 [ay,2-+ () ur2(n)]| < Cop(1+ )™, para todo v.

Quanto a (1.24), note que

S(Fla—ax,1)(&m (1 —pa(n)) C{(&n);|E+nl > |nl/2,[n| = 2}
S(Flayz—r — ayo—rv+1)(€n)(1 — pu12(n))) C

{(&m)lE+nl = nl/2" |n| > 241}

Para estes simbolos temos

10208 [(ay 2+ — ayo-v+1)(1 — @uia(n))]| <

> CLpl080] (ay o — aya—ve) (1 m)]108 (1 = y42) ()]

v<p
Por (1.20),
10900 (ay 2-v = aya-v+1) (Y, )| SClay v 227"V (L 4 ) H1el=R(1.28)

quando 3 —v # 0, (1+ |n|) ~ 2" no suporte de 85‘7(1 — ¢u42)(n); desse modo

(1 = pura)(n) < Cap(1+ ).
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Com isto

10907 (ay2-v —aya-+) () (1=pu42) )| < Ca a2V (1 + ] 10

v=1

Teorema 1.4 Se b € S} ea € S{"l entao c(x,D) = b(z,D)a(x,D) é um
operador pseudo-diferencial com simbolo ¢ € SE?J{)“, cujas Semi-normas Sao

estimadas por um numero finito de produtos de semi-normas de a e b.

Prova.Primeiro decompomos a(y,n) em simbolos a;(y,n) e as(y,n) como no
lema (1.3). Para a;(y,n) aplicamos o teorema (1.3).

Tomando N suficientemente grande em (1.28), o operador definido pela
composicao de b(z, D) com Op(ay,a-v — @y 2-v+1(1 — py12)) é, em conseqiiéncia

do lema (1.2), definido por um simbolo ¢, (z,n) com
0205 c(w,m)| < Cag27" (1 + [yt 1oIF1e

Assim temos, em conseqiiéncia do lema 1.1, que b(z, D)ag(z, D) é um operador

pseudo-diferencial, cujo simbolo pertence a classe ST 1+ " i

Continuidade em 2

Teorema 1.5 (ver [Hou3], p. 766) Se m < —nmax0,(d —p)/2, 0 < p <1,

0§5<1ea€S€;5) entao

la(z,D)lleey < Y sup|DgDYa(x, §)|(1 + |&]) =0 (1.29)
leef,|B1<[n/2]+1

Em particular, os operadores com simbolos na classe S? 5 sao continuos em L.
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Capitulo 2

Espacos hP(IR")

Funcgoes Maximais

Definicao 2.1 Dada uma func¢ao f mensurdvel em IR", definimos a func¢ao

mazximal M(f) por

1
M) =S98 505 L

£ (y)ldy (2.1)
A limitagao da fun¢ao maximal nos serd ttil em mais de uma oportunidade

neste trabalho, por isso é conveniente que apresentemos o seguinte teorema,

cuja demonstragao se encontra em [Stein 2.

Teorema 2.1 Seja f uma funcao mensurdvel em IR"
(i) Se f € LP(R™), 1 < p < o0, entdo M f € finita em quase toda parte.

(ii) Se f € L*(IR™) entdo, para cada t > 0,

o/ Q1f)@) >0 <G [ |flds,

n

sendo C' uma constante que depende apenas da dimensao n.

(11i)Se f € LP(IR"), com 1 < p < oo entao M f € LP(IR") e

M fllp < Gpll flp,
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com a constante C, depende apenas de p e da dimensdao n.

Daremos agora definicoes de certas fungoes maximais necessarias para a defi-

nigao de H?(IR").
Definigao 2.2 Dadas f € S'(R"), ¢ € S com [ ¢ # 0, definimos

Moy f(x) = sup| (60 f)(@)], ér(x) =17"6()

Mjf(x) = sup |(¢* [)(y)]

ly—z|<t
t>0

-N
Mg f(w) = sup \(cbt*f)(x—y)(H@) |

Mrf(z) = sup | My f ()|

com F = Fyr = {¢ € §/|[¢]la,s = sup|a®0”p(z)| < 15 |al,[8] < M}.
Uma relacao entre estas fungoes maximais é dada pelo

Teorema 2.2 ([Steinl],p. 91) Para p > 0 as sequintes condi¢des sao equiva-
lentes:

(i) Myf € LP(R")

(i) M3 f € LP(R™)

(iii) My f € LP(IR") se N >n/p

(iv) Mgf € LP(IR") para M > My(p,n)

Além disso, as normas em LP destas fun¢oes mazimais sao equivalentes.

Definicao 2.3 Uma distribui¢io f € S’ estda em HP(IR") se satisfaz alguma

das condicoes do teorema acima.

Agora tomando o parametro ¢ no intervalo (0, 1], temos a seguinte
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Definicao 2.4 Dadas f € S'(R"), ¢ € S com [ ¢ # 0, definimos

msf(z) = sup [(dv* f)(2)] (2.2)
myf(x) = sup |+ f(y)l (2.3)
mgy f(r) = sup (&0 % f) (@ —y) (1+@>_ | (2.4)
mg f(x) = sup |my f(z)| (2.5)
YeF

com F =Fu ={t € 8/|[¢||lag =sup|z0’y(x)| < 1; |af,|8] < M}.

Teorema 2.3 As sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) mof € LP(IR")

(ii) m3yf € LP(R")

(idi) my: f € LP(IR") se N >n/p

(iv) m” (f) € LP(IR") para M > My(p,n)

Além disso, as normas em LP destas funcoes maximais sao equivalentes.

A demonstracao deste teorema é uma adaptacao dos teoremas 8, 9 e 11 de

[F'S], como foi observado em [G].

Defini¢ao 2.5 Uma distribuicao f € S esta em hP(IR") se satisfaz alguma

das condicoes do teorema (2.3).

Observacoes.

- Em A? definimos a “norma” || f||n» = ||mes(f)| e, sendo esta equivalente a
3w lmt, (Pllzs € lmr(H)les

-Sep>1, h»(R") = LP(IR")

- HP(IR™) C hP(IR"™) visto que myf(x) < Myf(x)

Uma relagao entre as fungoes maximais M f e m,f ¢ dada na seguinte
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Proposicao 2.1 Sejam f € L*(IR") ¢ € S(R"). Existe uma constante C(¢)

tal que

me f(x) < C(o)M f(x)
para todo r € IR".

Prova.Basta demonstrarmos que |(f * ¢)(z)| < C(¢)M(f)(z). Note que

|(f % @) ()] < (If] *[8]) ().

Agora a funcio |¢(z)| é majorada por Cy(1+]z|)~™ 1. Esta tltima é um limite
N

de funcoes da forma g ajxm;, com a; positivos, B; uma bola centrada na
j=1
N

origem, xp, a funcao caracteristica da bola e Z a;j|Bj| < C /(1 +|z]) " da.

j=1
Visto que |(f # x,)(@)] < |B|Mf(), temos

N
£ 3 ape | <1C [ Jal) " dolr f(a):
j=1
e segue o resultado. 1
Proposicao 2.2 O espago h*(IR™) é completo para todo p > 0.

Prova.Quando p > 1, h?(IR") = LP(IR"™). Assim resta provar o resultado para
0<p<l1.

Seja { f;} uma seqiiéncia de Cauchy em hP(IR") segundo a métrica d(f, g) =
lme(f — g)||}s- Seja ¢ € S(IR™); temos

[(fies ) = (Fo 0 = (i = f3) % D(O)] < mij(fi = f5)(y), sendo P(x) = y(~a),
para todo y com |y| < 1, e assim

(o) — ()P < ﬁ /B (s (fi — ) () dy,
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sendo B a bola de raio 1 centrada na origem. Portanto

[(frs ) — (f5, )] < Cyd(fr, [7)-

Em conseqiiéncia da desigualdade acima, temos que f; converge para uma f
em S’. Mostraremos que de fato f; converge para f em A”(IR").

Podemos supor ,sem perda de generalidade, que

d(fe, fro1) <27 k=1, 2,---

Fixado 0 < € < 1, escrevemos, em razao da convergéncia de f; para f,

<f fk7¢e €T —. Z f]-i-l f]7¢e _)>
j=k

Observe que cada parcela a direita da igualdade acima é dominada em mddulo
por my(fit1 — f;)(x); logo
mo(f = fi)(@) <D mg(fivn — f)(@).
j=k
Elevando ambos membros da desigualdade a poténcia p e integrando obtemos,

em decorréncia da subaditividade da fungao t* (t >0e 0 <p < 1),
If = fill < Z o — Fl, <3 27 <2+, (26)
=k
Esta provado entao que f— fr € h?(IR"); portanto, f = (f— fx)+ fr € RP(IR").
Além disso, segue de (2.6) que fr, — f em AP(IR"). |
Decomposicao atomica

Os elementos de HP(IR"), para 0 < p < 1, tem uma decomposigao atomica
(vide [Stein 1]). Os elementos de h?(IR"), como veremos abaixo também podem

ser decompostos em atomos. Comecemos por dizer o que é um atomo no

contexto de h?(IR").
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Definicao 2.6 Uma func¢do a(x) é um (hP,q)—dtomo, com 1 < q¢ < o0 e

0<p<l, se
a € LY(IR") (2.7)

e existe um cubo Q) tal que

S(a) C com —/aquw < , se 1<g<oo, (2.8
@cQ eom ([ ot < g < o0, (28)
1
e HaHoogw se q = oo.
ese |Q] <1 entdo /xo‘a(x)dxzo, la] < [n(1 —1)] (2.9)
Q p

Exemplo 2.1 Seja 1 < p < 1 e tomemos | > [n(% — 1)]. Tomemos g €

S(IR"), ndo nula, tal que § C Q(0,r). Existe uma constante C,, tal que

Cpql i+1 é“ .. '5@“9(.)7 ¢ um (h?, q)— dtomo.

Lema 2.1 Sejau € h? (0 <p <1). Existem f € H? e g € C®° NhP tais que

u=f-+g com
11l < Cllullne (2.10)
gl < Cllull
Prova. Seja
X(§) = Lokt
0, [§l=2

Tomando p(z) = (27)~" / (6 (€)dE € S, definimos
Feu—usp e g—usp.
Seja ¢ € S(IR™) tal que S(¢) C {|¢] <1} e ¢(€) =1 em |¢] < 1/2. Temos
o0k f(o) = (2m) " [ 4G0)(1 - €l
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que é nula se t > 1. Portanto, mgf = M,f.
Tratemos agora de g. Afirmamos que {¢¢ * ploce<t € limitada em S. De

fato,

«
[°] < Cap, se N=]lal

|2%(¢e * Dﬁp)(x)| < Cﬂ,NW <

Decorre do fato acima que existe C' e uma familia M tal que ¢.xu € Fyy. Assim,
|pe xpxu(x)] < emg,,u(z), para todo 0 < € < 1; logo my(g)(z) < Cmyg,,u(x).

Temos em conseqiiéncia dos fatos acima,

1AWz = 1Ak = llw = gllie < llullie + gllie < (1 + C™)lullh-

Proposicao 2.3 Eziste uma constante C' > 0 tal que
l|lal|n» < C, para todo (h?,q) — dtomo. (2.11)

Prova. Suponhamos que a seja um dtomo com S(a) C Q(xg,l); em con-

seqiiéncia S(¢, * a) C Q(xo,l + 1).Segue da proposigao 2.1

sup |¢. % a| < CMa,

0<e<1

e tomando r tal que rp = q e 7’ tal que 1/r + 1/r" =1 temos

/ |mga(x)|Pdr < (/ Imga(x)”" dx) 1/T(/Q 1dx)1/rl <

(/|m¢a(x)|”d:v)w|@(xo,l+1)|1/’“’§C(/|Ma(a;)|de:)”’"|Q(xo,z+1)|1/r’

= C(/ |Ma(x)|%dz) " |Q(xo, 1 + 1) < Clla]| % |Q(wo, L + 1) < €.
Sendo que a pentltima desigualdade decorre de (iii) do teorema 2.1 e a dltima,

do fato de a ser atomo. |
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Teorema 2.4 Se f € hP(IR") (0 < p < 1), existem seqiéncias (a;), de

(h?, 00)—dtomos, e (X;) de nidmeros tais que

f:Z)\jaj em S e (2.12)
j=1

DIl (2.13)

=1

Prova. Escrevamos f = g+ fi, com g € C* N hP e fi € HP, como no lema
2.1. Utilizando-se da decomposigao atomica em H? (vide [Stein 1]), temos
fi = ¥ N5 com LA < Cllf s < C o

Mostraremos agora que g € C*° N h? se decompoe em atomos. Seja {p;}
uma parti¢ao da unidade da forma ¢;(z) = @o(z — ¢;) com S(gg) C Q(0,3) e

{c;}52, uma enumeracdo de Z". Basicamente reescreveremos a série
o
9= E ¥39-
i=1

. n . ; —n/ ~
Sejam A; = (14 ||gll1=(q,;))(3/2)"/* e a; = W‘i@j)(%) ” ©,;g. Entdo

pig = Dja;
E claro que

S(a;) C Q;
C

lajl|ze < =7
’ Q1P

Note que para p do lema 2.1 e todo x € @),

|(f * p)(x)| < sup |[(f *p,)(0)] sendo p.(y) = p(y + 1),

reQ;

pois (f *p)(z) = (f *p,)(0) para todo = € ();. Logo

sup |(f * p)(x)| < sup |(pr * )(0)].

x€Q); T€EQ;
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Uma vez que (f*p,)(0) = (f*p,—.)(x) er —z € Q(0, 2) parar,z € Q;, temos

sup |(pr* £)(0)] < sup |f *ps(z)|, paratodo z € Q.
reQ; 5€Q(0,2)
As semi-normas de p, em S sao uniformemente limitadas segundo s se s varia

em (). Em conseqiiéncia disto, se F é uma familia de elementos de S que

satisfaz as hipdteses do teorema 2.2 temos

1

{Cp,}, y CF para C = :
€Q(0 1+ SupS€Q<E|a\,|g\§M [Pslla.5)

Desse modo

1
sup [(f * ps)(2)| < Zmrf(z), paratodo x € Qj.
s€Q(0,2)

Portanto,

p Cl
om0 < 17 /Q (mf @)y

e se N é o numero maximo de intersecgoes entre os cubos ()5,

C/
Z|A P < 0 |Z/ (mzf(x))Pde < O ]Rn(mff(x))pdx<oo.

o0
Observacao.Um elemento de &’ que se escreve como f = E Aja;, com

J=1
[ee)

Z AP < 00 e aj (hP,00)—dtomo, é também um elemento de h?(IR"™). Isto

j=1
N

decorre do fato das somas parciais, Sy = E Ajaj;, formarem uma seqiiéncia
=1
de Cauchy no espago completo h?(IR") e da convergéncia em A”(IR") implicar

na convergéncia em S’.

Corolario 2.1 O espaco de Schwartz S(R") é denso em h?(IR"), para todo

p > 0.
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Prova. Decompomos f € § na forma

f(x) = f(@)p(x) + Y @) (@), (2.14)

sendo 1 = p(x) + > 2 1, (x) a particio da unidade definida por (1.23) e
(1.24).

Em conseqiiéncia da propriedade (1.23),
S(px (P, )/ 27 =1 < |z| <27 41}, 0<t<1 e v>12.15)

Dito isto provaremos agora que || f||n» < oo.

vo1<]e|<2v

[mssprs [ onsopae S [ sty

Tendo em vista (2.13) e (2.14), a série acima fica

> (> / (mg (b f)(x))Pdx) (2.16)

i R R R

Note que

mg(Vu f)(x) < [Yuflle < sup [ f(2)]

2u—1§|x‘§2u+1

e como f € S,
|f(z)] < Cn(1+ |z|)—N para todo N > 0.

Em conseqiiéncia destes dois fatos,

2
/ (mg (¢ f)(x))Pda < 5C(1 4 2773~ Ne(2Hin o=t
2v 1<z <2Vt

j=—2
Tomando N suficientemente grande vé-se que a série (2.15) é convergente.
Concluimos assim que f € hP.

Dada f € hP, consideremos uma decomposicao em atomos da mesma
b s

f = Z )\jaj.
j=1
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m
Afirmamos que s, = Z Aja; converge em hP para f. De fato,
j=1

00
1 = sallhs =1 D Ajallhe
j=m+1

e visto que 0 < p < 1, o membro a direita da igualdade acima é majorado por

00 00 00
>INl < Y0 Plal, <C Y0 I
Jj=m+1 Jj=m+1 j=m+1

A constante C' é a mesma que aparece na proposicao 0.1. Do teorema 0.3
oo

s s P A4 [e.e] |p
sabemos que a série g |Aj|P é convergente. Desse modo, > -~ 1 |\l

=1
rightarrow( quando]m — 00; concluimos assim a afirmacao.

Provamos acima que o conjunto das combinagoes lineares finitas de atomos
é denso em hP. Assim, se provarmos que os atomos de hP sao aproximaveis
por fungbes em S teremos demonstrado o teorema. Seja ¢ € C§°(B(0, R))

com [¢ =1 e dado um dtomo a com S(a) C Q(zo,!), utilizamos os mesmos

procedimentos da demonstracao da proposigao 2.3 para concluir que
/ Img(@e ¥ a — a)|Pde < Cllpe * a — allt,|Q(xo, | + R + 1)|1_%, para 0 <e<1.

Como sabemos, ||¢c * a — al/zz — 0 quando ¢ — 0. Concluimos assim que

| e * @ — a||pp — 0 e o corolério. |
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Capitulo 3

Continuidade em hP(IR")

J& mencionamos os resultados de [G]-da continuidade dos operadores em Op(S7 )
em hP- e de [T]- da continuidade dos operadores em Op(S7 ;) (com § < 1) em
h. O teorema a seguir é uma extensao destes dois resultados.

Antes de tratarmos da continuidade dos operadores pseudo-diferenciais em
hP(IR™), vejamos como a decomposigao atoémica contribui no estudo da con-
tinuidade de operadores em h?(IR").

Se T : §'(R") — S'(IR") é um operador linear continuo e existe uma

constante C' tal que
|T(a)||pr@wny < C , para todo atomo a,

é continuo em hP(IR"). De fato, cada f € hP?(IR") se escreve na forma (2.12)
em S'; logo T(f) = Z)\jT(aj). Tendo em vista a subaditividade de ||.||},,

temos

1T(f hp Ry = Z (AP T (a; th Rr) = OZ AP
j=1

Em razao da desigualdade (2.13), concluimos pela continuidade de 7'
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Teorema 3.1 Todo operador em Op(S7s(IR")), com 0 < 6 < 1, € continuo

em hP, para todo p > 0.

Prova. Seja ¢ € S(IR") com ¢(§) = 1 para [£] < 1/2 ¢ 0, para |¢] > 1. O
conjunto {¢(e€)}ocect 6 limitado em S?,- De fato, uma vez que 1/2 < el <1

no suporte de 8“@3(65), quando || > 0, temos

0°6(c6)| = ™!|(8*)(€€)] < Cald)(1 + €))7,

Agora tomemos B = Op(b) € Op(S%(;). Pelo teorema 1.3, o simbolo ¢ (z, &)
de Op(¢(e.))Op(b) tem semi-normas em S{ 5 limitadas por um produto de semi-
normas de ¢(e€) e b(z, €) em SPg e S7 4, respectivamente. Logo {c} ¢ limitado
em S5

Como conseqiiéncia da limitacao de {c.}, as estimativas (1.5) e (1.8) valem
uniformemente para o nicleo K. de Op(c,).

Mostraremos agora que ||B(a)||p» < C para todo dtomo a, afim de concluir

pela continuidade de B.
NG

Seja a um (h? —o0)—édtomo suportado em Q(zo, ) C B(zo, %5 7). Estimem-

os a “‘norma’”h? de B(a).

IB@IE = [ sup 6.+ B@(@Pd= [ sup [o.+ Bla)(a)Pda +

B(z0,y/nr) 0<e<1
/ sup |¢. * B(a)(x)|Pde = I + .
B(z0,y/nr)c 0<e<1
Para I, usamos a desigualdade de Holder, a limitacao da fungao maximal M
em L*(IR") e o fato de a ser um atomo, a fim de concluir
1y < C(0) f(an 2 M(B(@) P < C@r)" 2/ | M(Ba)) [ < cr0-#/2) a7
Chp-

Quando r > 1, utilizamos a desigualdade (1.5) para concluir pela limitagao
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de I5:
<[ | K.(z,y)a(y)dyl}'dr <
B(zo,v/nr)c 0<e<1l J B(zg,\/nr/2)

/ la(y)|dy)Pde < Cr™=NP < C, ., para N > n/p.
B(zo,y/nr)° |:L‘_x|Np /

Quando 7 < 1e ;15 <p < 4=, a é um atomo com momentos nulos até

a ordem [ — 1. Utilizando a desigualdade (1.8), concluimos que I é majorado

por:
[ sl Klew) = Y oK)y — ) la(w)dy] e <
B(zo,2r)¢ 0<e<1l JB(zo,r) la|<i-1
1
dIE(/ |y_$0|l|a( )|dy)p < Cn rn —(n+l)p —n+(n+l)p
/B(ycg 2r)e ‘Jf - $0|(n+l)p B(zo,r) v
< Chp-

|

E uma pergunta natural: Existem condig¢oes sobre (p,d), com p < 1, de

modo que os operadores da classe Op(Sg(;) sejam continuos em algum h” com
p<1?

A resposta é que isto nao é valido, mais precisamente, mostraremos:

Proposicao 3.1 Para cada 0 < p < 1 existe um simbolo a € S,(IR") tal que

a(z, D) € descontinuo em hP(IR"), para todo 0 < p < 1.

Vejamos alguns resultados necessarios a demonstracao desta proposicao.
Sejam H um espaco vetorial topolégico de Hausdorff e Ay, A; dois quase
espagos de Banach tais que Ay, A; — H. Seja Ag+A; o conjunto dos elementos
a € 'H que podem ser escritos como a = ag + a1, com ag € Ag e a; € Aj.

Se0 <t<ooeae Ayg+ Ay define-se o K-funcional por
K(t7a) = K(t7a7A07A1) = inf<||ao||z4o + tHalHAl)a (31)
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sendo o infimo tomado sobre todas as representacoes a = ag+ a1, com ag € Ag

ea; € Ay
Definicao 3.1 Seja 0 <6 < 1. Se 0 < g < o entao

(Ag, A1)gq = (3.2)

R dt
(@ a€dot A Jolpan, = ([ [OK(EaPT) < o),
0
e se q = o0,

(Ao, Al)@,oo = (33)

{a; a€ Ao+ A1, lall(ae,41)p.. = sup t_eK(t,a) < oo}

0<t<oo

Observacao. O caso que nos interessa € o seguinte:

(n#* (IR"), A (IR"))g,p = h"(IR"), (3.4)
sendo 0 < po,p1 <00, 0< O <1e % = 1p—’09+1% (ver [Tri)).

Proposicao 3.2 Seja T : H — H wm operador linear com Tja, € L(A)
(k=0,1). Entdo a restricao de T a (Ao, A1)pq (com0 < <1lel<qg<o0)

¢ um elemento de L((Ao, A1)q)-

Prova. Por hipdtese,
[Tak|a, < [ Tllkllarlla, (k=0, 1).
Se a = ag + a; entao

K(t, Ta) < inf([|Taolla, + t[|Tar]|4,)
< I Tllao inf(llaollag + N7 1T 55 o a,)

< TN a KT 4, 1T |15 @)-
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Por uma mudanca de variaveis de integracao,

ITall(ap a0, < ITIEGIT IS, lallcao,aa,,-

|
Em [Stein 1] encontramos o seguinte resultado ligado aos nomes de Hardy,

Littlewood, Hirchman, Wainger, Fefferman e Stein :

Proposigao 3.3 Se (p—1)n/2 < m <0 entdo Op(S)') C L(LP) se, e somente

se, [p™h =27 < m/[n(p — 1)].

Demonstragao da proposicao 3.1.

Dado 0 < p < 1 existe, pela proposicao 3.3, um simbolo a € 5'270(3”)
tal que a(z, D) é continuo em LP(IR™) apenas para p = 2. Suponhamos,
por absurdo, que o operador a(z, D) seja continuo em h* (IR"), para algum

2

4dio Pot2 _1=0 , 0
0 <po < 1. O ponto médio 5= de [po, 2] se escreve como 7013 = 3o T3 cOmM

= ﬁ; em conseqiiéncia da proposicao 3.2 e de (3.4), temos que a(x, D) é

, 2+p .
continuo em Lz (IR™). Mas 1 < %% < 2, o que contradiz a escolha de a. 1

Foi demonstrado em [T] que operadores da classe de Bony Op(BSY,) sao
continuos em h'. Os simbolos da classe de Bony constituem um subconjunto
da classe Sﬂl, mais especificamente a classe de Bony ¢ um subconjunto do

conjunto de sfmbolos a(z,n) € S, tais que
a(§,n) =0 quando [§+n[+1 < |n|/B, (3.5)

para algum constante positiva B.
Desse modo o teorema a seguir é uma extensao do teorema de [T] para a

classe de Bony.

Teorema 3.2 Todo operador na classe Op(S?l 1)) € continuo em h.
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Prova.A demonstragao é analoga a do teorema 3.1, visto que a composigao
com um elemento de Op(SY 5), como é o operador definido por d(e€), por um
operador em Op(g?1,1)) é ainda um operador nesta ultima classe. Além disso,
os operadores em Op(S?M)) sao continuos em L? (vide observagao que segue

a defini¢do (1.2)) e os nicleos a eles associados satisfazem a estimativa (3.1),

em conseqiiéncia de (1.6). ]
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Capitulo 4

Aplicacoes.

Neste capitulo trataremos da resolubilidade local de operadores diferenciais de

primeira ordem em duas variaveis

g . 0
Lfa—l—zb(t,yc)%, reR, |t <T. (4.1)

No que segue denotaremos por Qr o conjunto IR x [=T',T] e vamos supor que

(1) b(xz,t) é suave, real e nao negativa,

(17) todas derivadas de b(x,t) sdo uniformemente limitadas.

Trataremos da resolubilidade no seguinte sentido

Definicao 4.1 Dizemos que L € localmente resoluvel num espaco de func¢oes
(ou distribuicoes) X (Qr) se, cada xg € Qr estd contido numa vizinhanga U,

de modo que para toda f € X (Qr)NE'(U) exista u € X(Qr) tal que
Lu=f em U (4.2)

Nos dois lemas que seguem apresentaremos os resultados necessarios para
a construgao de uma parametriz de L. Para demonstragoes dos mesmos veja

[HL] e [Hou 4]
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Lema 4.1 Seja L definido por (4.1). Eziste uma fung¢do ¢(x,t,t") definida em

Qp x [=T,T], tal que v — ¢(x,t,t") € limitada com derivadas limitadas de modo
t

que se B(x,t,t') = / b(x,s)ds, temos

t/

D3 DY Dy (Lo(x,t,)| < C(N, @, ,7)|B(x, t, )|V, N=0,1,---  (4.3)

oz, t' t) =z, (z,t)€Qr. (4.4)

Além disso, se'T' € tomado suficientemente pequeno, obtemos

%B(m,t,t’) < Imé(x,t,t') < gB(x,t,t/), t >t
;B(:c,t,t’) < Imo(z,t, ') < %B(:c,t,t’), t<t (4.5)
(&
[Re ¢ul,t,) — 1] < 1/2. (4.6)

Consideremos uma fungao real e suave 0 < A*(£) < 1 tal que AT (§) = 0 se

E<—1leAT(§)=1se{>1edefinamos A~ =1— AT,
Lema 4.2 (i) Se =T <t <t <T, a funcgdio
a’ (2,8 1,t) = N (§exp(—Im d(z,t,1)E)

é um stmbolo da classe S?’l/Q(]R) como uma fungao de (z,€) dependendo con-

tinuamente de t,t'. Além disso,
Dng’aJr(mafatat/) € S{II;Q(IR) j> k= 07 1...

uniforme e continuamente em t,t' para t' <t.

(i1) Analogamente,

a (2,&t,1') = A (§exp(—Im ¢(x,t,1)E)
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satisfaz, como fungao de (z,€),
DIDfa™(x,&,t,t') € S{1,(R) j,k=0,1---

uniforme e continuamente em t <t'.
Definamos para f € C§°(€Qr)
Kofet =5 [ e e e,
fet) =5 [ [ eseno@fie tyasar,
sendo f(&,t) a transformada de Fourier de f(z,t') com respeito a z.
R = [ [ e e ont©fie s,
f(z,t) 27T/ / e EtGE Loz, t, AT (E) f (&, 1) dedt.
Sao imediatas as igualdades

LK*f =X (D)f + R*f,

LK~ f=XN(D)f+R f.
Segue de (4.3) e do fato de £ > —1 no suporte de A", que para t' <t

lexp(—Ime(x,t,t)E) Le(x, L, t)AT(E)] <
Cyexp(—B(x,t,t)6/2)B(x, t,t' )N AT(£), se £€>0; e

<CAT(€) se —1<¢<0 (pois B élimitado e ¢ estd num compacto),
ao final temos
lexp(—Img(w,t,t)E) Loz, t,t)AT(€)] < On(L+ €)Y, N=0,1,--
E também sao validas estimativas parecidas com esta para

I OFOLexp(—Ime(x,t,t'))Lo(z, t, ' )NT(E).
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Desigualdades andlogas sao vélidas para exp(—Imao(x,t,t'))Lo(x,t, t)A~(&).
Concluimos assim que exp(—Ime(z,t,t'))Lo(x,t,t')AT(£) é um simbolo em
S com semi-normas uniformemente limitadas segundo ¢ e t'.

. + +
Resumindo, os operadores K- e R— sao da forma

Flz,t)(2m)~ // @ € 1 ) f(E, ) dEdY,

com ¢ = T e by(z,&,t,t) = e 0@ p(x & ¢, ¢') um sfmbolo, cujas semi-
normas sao uniformemente limitadas segundo os parametros t e t'.

Para t e t’ fixos, a func¢do x — Rep(z,t,t') é um difeomorfismo em IR com
derivadas limitadas, segundo o lema (4.1). Seja ¥ (z,t,t’) sua inversa. Temos
que

El(a:,f,t,t') =bi(Y(z,t,t),& ¢, 1)
¢ também um simbolo na mesma classe de b; com as mesmas propriedades
segundo as semi-normas. Se B,y denota o operador pseudo-diferencial com

sfimbolo b; (x,&,t,t") dependente dos parametros t e ¢/, entao
Bf(x,t) = /t(Btyt/f) o Regdt'. (4.7)
Note ainda que se escrevermos K = K™+ K~ e R= R" + R~ temos
LKf=f+Rf (4.8)

uma vez que AT (D) + A~ (D) = I, por construgao.
Seja X[—T,T]| um espaco de Banach de fungoes complexas, de modo que

a norma nele definida satisfaz a condicao de monoticidade:

frg e X(I=T,T)) e [fI < lgl = A1 < llgll- (4.9)

Observagao.Os espagos LP([-T,T],R), com 1 < p < oo, de fungoes f
definidas em [—T,T] com valores em IR, tais que f f(t)Pdt < oo, tém a

propriedade acima.
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Agora consideremos o espaco X ([—T,T],h'(IR)) das distribuigoes f(z,t)
tais que || || f(z,t)||n )l x(=1/7), < 0. Suponhamos que o sub-espaco
X([-T,T],C5°(R)) formado pelas f(z,t) tais que f(z,t) € S(IR), para cada
t fixo, seja denso em X ([—T,T], h'(IR)).

Teorema 4.1 O operador L de (4.1) € localmente resolivel em X ([T, T], h*(IR)).

Prova. Comecemos por estimar operadores da forma (4.7) em X ([T, T], h*(IR)).
Sejam B, um operador da forma (4.7), e f um elemento de X ([T, 7], h'(IR))

tal que f(x,t) € Cg°(IR). Temos para ¢ € S(IR) e ¢ fixo

¢ ¢
myBf(x,t) = sup |¢. */ Biy f o Regdt'| < / |pc * (Biy f o Regp)dt'|.

0<e<1

Logo

t
HBf(.,t)th(]Rz)g/ |Burf o Re|mq, dt'

Em razao da invariancia de h'(IR) pelos difeomorfismos envolvidos , o lado
direito da desigualdade acima é majorado por C fct | B f ||l (roydt’. Além
disso, B;y ¢ um operador com simbolo na classe S?,J’ com § < 1; o que, em

razao do teorema 3.1, implica em

[Bea f (- Ollnraray < CEENSC D0 ra-

Assim,
IBf(E)lIn e,y < (I8 —¢f Sup CE NS D ra)-

+ +
Tendo em vista as consideracoes feitas a respeito dos simbolos de K- e R—,
temos que sup, , C(t,t') < C'; além disso, |t—c| < 2T'. Logo, pela monoticidade
da norma em X e tomando ||Bf(.,t)||nm,) € 2TC| f(.,t)||n1(r) 0s elementos

de X a se comparar, temos

MBSO @) N xi-rm < 2TCfC ) [[ar @)l x (-7 (4.10)
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Concluimos assim que K e R sao continuos em X ([T, T], h'(IR)).
Se T' é suficientemente pequeno, || R|| x (-7 (r)) < 1. Assim o operador
I + R tem inverso (I + R)™! dado pela série de Neumann Y ,°(—R)7. Com

isto,
LK(I+R)™'f=f paratoda fe X([-T,T],S(R)). (4.11)

Usando a densidade de X ([T, T], S(IR)) em X ([T, T], h'(IR)), concluimos

que L é resolivel numa vizinhanca de 0. i

Corolério 4.1 O operador L de (4.1) é localmente resolivel em LP ([T, T], h*(IR))

para 1 < p < oo.
Lema 4.3 O subespago

X = {u(t,z) € L=([-1,1],RP(R)); Qpu(t,x) € L>=([—1,1], h”’(IR))}
com a métrica

Y

p
(L.

lut, 2)—o(t, )]y =sup [ult, x)=v(t, 2)|[7, -+ sup||d:(u(t, z) = v(t, z))
tel tel

¢ completo. Além disso, para que Oy : (X, ||. — (X, |I.|) seja sobrejetora é
74 ; D q ) g ) ] ]

necessario que

inf  sup ||u(t,z) —a(x)||? < C sup |[Qwu(t, )|V, my. (4.12
s () = o)y < C st () (412)

Prova.O espaco L>°([—1, 1], h”?(IR)), com a métrica

(’LL, U) = sup ||u<t7 .CC) - U(tv 'r)Hip(IR)
te[—1,1]

é um F-espaco, ou seja, um espago vetorial topolégico definido por uma métrica

invariante por translacao e completo segundo a mesma.
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Denotaremos por (X, ||.||) o subespago X com a métrica

lut ) = vit, 2)l| = suplu(t, z) = v(t, 2)llh )

Afirmamos que (X, ||.||;) é completo. De fato, se {u,(t,z)} é uma seqiiéncia
de Cauchy em (X, ||.||,), decorre da desigualdade ||.|| < ||.||, € da completude
de (L=(1, h?(IR)), [|-11) que

un(t,z) — u(t,x) € LI, hP(IR))

Orun(t,x) — v(t,z) € L>(I,h’(IR))

segundo ||.||. Em particular ambas convergéncias se dao também em D’; com
isto Qyu(t, ) = v(t, z). Concluimos assim pela completude de (X, ||.|,)-

E claro que d; : (X, ].|l;) — (X,|.]]) é continua. Suponhamos que esta
funcao também seja sobrejetora; em vista do teorema da aplicacao aberta,
concluimos que J; também é aberta. Tomando o nicleo de N(9;) de 9y, temos
que

X
N(a)

S U+ O € X éum isomorfismo, (4.13)
se tomarmos o quociente com a métrica

(@,0) — inf |lw— z],. (4.14)

wWEU,ZEV

Decorre de (4.13) e de N(0;) = h?(IR;) que existe C' > 0 tal que

inf  sup ||u(t,z) — a(x)|? <C sup ||Qwult,z)||P, .
by st 2) —~a(@) oy < C 0 10010, ) o

|
Observacgao. Consideremos um F-espaco (Y, d) com Y — D' ed(Az, \y) =
|A|"d(z,y), para A € R e z, y em Y. Seja L uma aplicagao linear definida em

Y a valores em D'(IR") e definamos X = {u € Y; L(u) € Y}. Entao (X,d,),
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com dy(u,v) = d(u,v) + d(L(u), L(v)), é completo; L : (X,d,) — (X,d) é

continua. Além disso, uma condicao necessaria para que L seja sobrejetora é

inf d(u,a) < Cd(Lu,0).

a€eN(L)

Sua demonstracao segue os mesmos passos empregados para provar o lema

acima.

Teorema 4.2 O operador 0; nao € localmente resolivel em L>°([—1, 1], h?(IR))

para 0 < p < 1.

Prova.Suponhamos, por absurdo, que 9; : X — X seja sobrejetora. Nosso

intento é obter uma contradicao a partir de (4.12). Sejam f : IR — IR, definida

por
0, t<0
fle)=¢ ¢t , 0<t<1
1, t>1

e g € C3°(R), S(g9) C [0,1] ndo nulo, com [ g(z)dz = 0. Dado um inteiro

positivo n, definimos para cada inteiro k£, com 0 < k <n — 1,

fult) = f(nt — ), 1€ 1,1
ge(z) = g(nz — k).
Temos
fr(l)=1/n para 0<k<n-—1

JUE) = X (1) em L%([-1,1))

Slgr) C [7 5

C
H%Hfméf %<p§1

(4.15)
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Para cada n definimos

3
,ﬁ

up(t, ) = (f%( )gk(z) + fru(=t)gr(—2)) € X

0

B
Il

Segue da desigualdade (4.12) que existe a,, € h?(IR) tal que

sup |un(t, 2) — an (@)} qry < 2C sup |[Ouult, 2)|[} -
te[—1,1] te[-1,1]

Em particular,

||un(_17‘r) - an(£)“€m( < 2C S[u?l] ||atun(t m)th(IR)

lun(1, ) = an(@)llhoqm) < 2C sup Hatun(t )i

te[-1,1

Logo, pela desigualdade triangular

||un(17x) - un(_L‘r)HhP(ﬂi{) < 40 S[u{)l] ”atun(tux)nzp R

Note que

tn(1,2) = tin (1, 2)| =—||ng =S gl

Utilizando a propriedade

sup ¢+ g(x)| = |g()],
0<t<1

concluimos que o termo a direita em (4.16) ¢ no minimo

n—1
DT Z gr(—z)[Pda,
k=0

que por sua vez ¢ maior ou igual a

1 n—l1 1 n—1

1w Zk<—x>|pdx=%/|zgk Pz =

1n—1 /
> low(o)Pde =

0 k=0
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A pentltima igualdade decorre da disjuncao dos suportes das funcgoes envolvi-
das.
Agora,

sup || Opun(t, 2) [y <  max {  sup  Xpwym,er1)/n () |gr (@) 170,
te[—1,1] 0<k<n—1"te(k/n,(k+1)/n]

S X[(—k—1)/m—k/n) () L9k (=) [ } < Cp/.
te[(—k—1)/n,—k/n]

Portanto, existem constantes positivas independentes de n tais que

C’ < Cp
nt — n’
o que é um absurdo para 0 < p < 1. i
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