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Resumo

Neste trabalho, estudamos a equação diferencial

ut = uxx+ f (u), 0 6 x 6 1, t > 0

com condiç̃oes de fronteira de Dirichlet homogênea ef ∈ C1(R,R) globalmente lipschitz e

limitada, satisfazendo as seguintes condições:

(i) limsup|u|→∞ f (u)u−1 6 0

(ii) f (0) = 0.

Estudamos a existência de uma variedade invariante exponencialmente atratora, decom-

pondo o espaçoL2(0,1) de modo a reescrever a equação como um sistema de equações fraca-

mente acoplado. Usamos a teoria de sistemas gradientes para mostrar que a equação possui um

atrator global.





Abstract

In this work we study the differential equation

ut = uxx+ f (u), 0 6 x 6 1, t > 0

with homogeneous Dirichlet boundary conditions andf ∈C1(R,R) lipschitz and bounded glob-

ally and satisfying the following conditions:

(i) limsup|u|→∞ f (u)u−1 6 0

(ii) f (0) = 0.

We study the existence of the invariant manifold exponentially attractor decomposing the

espaceL2(0,1) such that the equation can be rewritten as the weakly coupled system. We use

the gradient systems theory to show that the equation has a global attractor.
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Introduç ão

Este trabalho versa sobre o problema de valor inicial e de fronteira





ut = uxx+ f (u), 0 6 x 6 1, t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0

u(x,0) = φ(x)
(1)

onde f ∈C1(R,R), φ ∈ H1
0([0,1]) satisfaz as seguintes condições:

(H1) : f é globalmente Lipschitz, com constante de lipschitzL f e globalmente limitada, com

constante de limitaç̃aoNf ;

(H2) : limsup|u|→∞ f (u)u−1 6 0;

(H3) : f (0) = 0.

Atualmente tem sido estudado o comportamento das soluções da faḿılia de equaç̃oes parab́olicas





uε
t −div(pε(x)∇uε)+λuε = f (uε) emΩ

pε(x)
∂uε

∂~n
= g(uε) emΓ

uε(0) = uε
0,

quandoε → 0, λ > 0, f ,g∈C2(R), Γ = ∂Ω onde a difusibilidadepε(x) é assumida grande em

um subconjuntoΩ0⊂Ω⊂ Rn, mais precisamente

pε(x)→
{

p0(x), uniformemente sobreΩ1,(p0 ∈C1(Ω̄1,(0,∞)));
∞, uniformemente sobre subconjuntos compactos deΩ0.

quandoε → 0. Os autores em [9] mostram que esse problema possui uma famı́lia de atra-

toresAε , ε ∈ [0,ε0], queé semicont́ınua superiormente e em [10] a semicontinuidade inferioŕe

provada.

Nosso objetivo nesse trabalhoé mostrar a existência de dois conjuntos importantes para a

equaç̃ao (1): variedade invariante:S e atrator:A , ondeA ⊂S .

Sendo o operadorAu=−uxx comD(A) = H1
0(0,1)∩H2(0,1), atrav́es de suas autofunções

decompomos o espaçoX = L2(0,1) e considerando as restrições do operadorA aos subespaços

1



2 Introduç ão

que decomp̃oemX podemos escrever (1) como um sistema de equações fracamente acoplado

para o qual provamos a existência de uma variedade invarianteS.

Com as hiṕoteses(H1)− (H3) obtemos umC0-semigrupo sobreH1
0(0,1) para (1) e prova-

mos a exist̂encia de atrator.

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

Caṕıtulo 1: apresentamos resultados da teoria geral de Análise Funcional que serão utiliza-

dos no decorrer do trabalho.

Caṕıtulo 2: reunimos resultados de semigrupos, caracterizamos os operadores que geram

semigrupos analı́ticos e estudamos existência e regularidade de soluções .

Caṕıtulo 3: é demonstrado o teorema central do trabalho, que garante a existência de

uma variedade invariante exponencialmente atratora, assim como a existência de atrator para

o problema proposto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos resultados da teoria geral de Análise Funcional que serão utiliza-

dos no decorrer do trabalho.

1.1 Teoria Geral de Ańalise Funcional

SejaV um espaço vetorial. Denotamos o dual topológico deV porV ′, onde

V ′ = { f : V → K; f é forma linear e contı́nua},

sendoK o corpoR ouC. EmV ′ definimos a norma dual

‖ f‖V ′ = sup
‖x‖V61

| f (x)|.

Definição 1.1. Uma aplicaç̃ao p : V → R é uma semi-norma se satisfaz as seguintes pro-

priedades

p(αx) = |α|p(x), ∀α ∈ C, x∈V

p(x+y) 6 p(x)+ p(y), ∀x,y∈V.

Definição 1.2.Uma funç̃ao p : V → R é sublinear se

p(x+y) 6 p(x)+ p(y)

p(αx) = α p(x), ∀ α > 0.

O próximo lemaé um dos Teoremas de Hahn-Banach, cuja demonstração pode ser encon-

trada em [1], Teorema I.1, p.1.

3



4 1.1 Teoria Geral de Ańalise Funcional

Lema 1.3. (Forma anaĺıtica real do Teorema de Hahn-Banach) SejaV um espaço vetorial real

e p : V →R uma aplicaç̃ao sublinear. Seg0 : V0→R é uma forma linear definida no subespaço

vetorialV0⊂V tal queg0(y) 6 p(y),para todoy∈V0, ent̃ao existe uma forma linearg : V →R

tal que

(i) g(y) = g0(y), ∀y∈V0

(ii) g(y) 6 p(y), ∀y∈V.

♦

Proposiç̃ao 1.4.SejaV um espaço vetorial normado eV0⊂V subespaço. Seg é um funcional

linear e cont́ınuo emV0 de norma

‖g‖V0
′ = sup

x∈V0
‖x‖61

|g(x)|,

ent̃ao existe um funcional linear contı́nuo f emV que estendeg e tal que‖ f‖V ′ = ‖g‖V0
′.

Demonstraç̃ao: Tomemos

p :V → R

x 7→ p(x) = ‖g‖V0
′‖x‖

Parax,y∈V e α ∈ C, temos

p(αx) = ‖g‖V0
′‖αx‖= |α |‖g‖V0

′‖x‖= |α|p(x),

p(x+y) = ‖g‖V0
′‖x+y‖6 ‖g‖V0

′(‖x‖+‖y‖) = p(x)+ p(y),

isto é, p é uma seminorma.

Al ém disso,

|g(x)|6 ‖g‖V0
′‖x‖= p(x).

Segue do Lema1.3que existef : V → R, tal que

f (x) = g(x), ∀x∈V0

| f (x)|6 p(x), ∀x∈V.
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Como

| f (x)|6 p(x) = ‖g‖V0
′‖x‖⇒ ‖ f‖V ′ 6 ‖g‖V0

′

e

‖g‖= sup
x∈V0
‖x‖61

|g(x)|6 sup
x∈V0
‖x‖61

| f (x)|6 sup
x∈V
‖x‖61

| f (x)|= ‖ f‖V ,

obtemos

‖ f‖V ′ = ‖g‖V0
′ .

Proposiç̃ao 1.5. SejaV um espaço vetorial normado. Então para todox0 ∈ V existe um fun-

cional linear cont́ınuo f tal que‖ f‖V ′ = ‖x0‖ e f (x0) = ‖x0‖2.

Demonstraç̃ao: Seja o subespaçoV0 = x0R. Consideremos

g :V0 7→ R

tx0 7→ g(tx0) = t‖x0‖2.

g é um funcional linear contı́nuo. Ent̃ao pela Proposiç̃ao 1.4 existe um funcional linear e

cont́ınuo f emV que estendeg e tal que‖ f‖V ′ = ‖g‖V0
′ .

Como

|g(tx0)|= |t‖x0‖2|= |t|‖x0‖2 = ‖x0‖|t|‖x0‖⇒ ‖g‖V0
′ = ‖x0‖.

Portanto‖ f‖V ′ = ‖x0‖.
Como f (x) = g(x) para todox∈V0 = x0R, em particular parax = x0, temos

f (x0) = g(x0) = ‖x0‖2.

Definição 1.6.Seja X espaço topológico, f : X →R é dita semicontı́nua inferiormente em X se

f−1((−∞,a]) = {x∈ X : f (x) 6 a}

é fechado em X para cadaa∈ R.

Analogamente,f : X → R é semicontı́nua superiormente em X se
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f−1([a,+∞)) = {x∈ X : f (x) > a}

é fechado em X, para cadaa∈ R.

Definição 1.7.Um espaço topológico Xé um espaço de Baire se dada uma coleção enumeŕavel

{An}∞
n=1 de conjuntos fechados de X tal que cada um deles tem interior vazio em X, então

∞⋃

n=1

An

tamb́em tem interior vazio em X.

A demonstraç̃ao do pŕoximo resultado pode ser encontrada em [1], Lema II.1, p.15.

Lema 1.8. (Teorema de Baire) Todo espaço métrico completóe de Baire.

♦

O Teorema de Baire pode ser enunciado da seguinte forma:

SejamX 6= /0 um espaço ḿetrico completo,{Xn}n>1 fechados tais queX =
⋃∞

n=1Xn. Ent̃ao

existen0 tal que
◦

Xn0 6= /0. ♦

Teorema 1.9. (Osgood) Seja X espaço de Baire e{ fα}α∈A uma faḿılia de funç̃oes semi-

cont́ınua inferiormente com a propriedade que para cadax ∈ X existe Mx tal que

sup
α∈A

fα(x) 6 Mx. Ent̃ao existe um abertoO 6= /0 e uma constante M satisfazendo

sup
α∈A
x∈O

fα(x) 6 M.

Demonstraç̃ao: Para cadan > 1, seja

Un = {x∈ X, fα(x) 6 n,∀α ∈ A}=
⋂

α∈A

{x∈ X, fα(x) 6 n}.

Ent̃aoUn é fechado, poisUn =
⋂

α∈A

f−1
α ((−∞,n]) onde fα é semicont́ınua inferiormente.

Al ém disso,X =
∞⋃

n=1

Un. De fato, sex ∈ X ent̃ao existe Mx tal quesup
α∈A

fα(x) 6 Mx, logo

fα(x) 6 Mx para todoα ∈ A; portantox∈Un paran > Mx. Consequentementex∈
∞⋃

n=1

Un.

Assim,X =
∞⋃

n=1

Un ondeX é espaço de Baire, existen0 > 1 tal que
◦

Un0 6= /0.
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Seja O =
◦

Un0⊂ Un0 e M = n0 ent̃ao O é aberto efα(x) 6 n0 = M, para todox ∈ O e

para todoα ∈ A. Portanto

sup
x∈O
α∈A

fα(x) 6 M.

SejamX eY espaços de Banach sobre um corpoK. Identificamos

L (X,Y) = {T : X →Y;Té uma aplicaç̃ao linear e contı́nua}.

ParaT ∈L (X,Y) definimos

‖T‖L (X,Y) = sup
x∈X
x6=0

‖Tx‖Y

‖x‖X
= sup
‖x‖X61

‖Tx‖Y = inf
x∈X
{L,‖Tx‖Y 6 L‖x‖X}.

Em particular, seX = Y escrevemosL (X) ao inv́es deL (X,X).

Usaremos a seguinte notação< x∗,x >= x∗(x), parax∗ ∈ X′ ex∈ X.

Corolário 1.10. (Prinćıpio da Limitaç̃ao Uniforme) Sejam(X,‖ · ‖) espaço de Banach,

(Y, | · |) um espaço normado e{Tα}α∈A uma faḿılia de elementos deL (X,Y) tal que para todo

x∈ X,existeMx satisfazendosup
α∈A

|Tα(x)|6 Mx. Ent̃aoexisteM tal quesup
α∈A

‖Tα‖6 M.

Demonstraç̃ao: Seja fα(x) = |Tα(x)|, f é cont́ınua poisTα é cont́ınua. Aĺem disso, como X́e

um espaço de Banach segue do Lema1.8que Xé espaço de Baire e, para cadax∈ X, existeMx

tal que

sup
α∈A

fα(x) = sup
α∈A

|Tα(x)|6 Mx.

Segue do Teorema1.9 que existem abertoO 6= /0 e portantoB(x0, r) ⊂ O⊂ X, x0 ∈ X e

constanteM1 tal que

sup
α∈A

x∈B(x0,r)

|Tα(x)|6 M1.

Notemos que paraz∈ X, ‖z‖6 1 se, e somente se,(x0 + r1z) ∈ B(x0, r1), r1 < r.

Portanto, para todoα ∈ A, temos

‖Tα‖= sup
‖z‖61

|Tα(z)|= sup
‖z‖61

|Tα(
x0 + r1z−x0

r1
)|6 sup

‖z‖61

1
r1
|Tα(x0 + r1z)|+ 1

r1
|Tα(x0)|

6 1
r1

(M1 +Mx0).
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Logo,‖Tα‖6 M, ondeM = 1
r1

(M1 +Mx0),para todoα ∈ A.

Conseq̈uentemente,sup
α∈A

‖Tα‖6 M.

SejamX espaço de Banach,X′ o dual deX com a norma

‖ f‖= sup
x∈X
‖x‖61

|< f ,x > |

eX′′ o bidual deX, isto é, o dual deX′ com a norma

‖ξ‖X′′ = sup
f∈X′
‖ f‖61

|< ξ , f > |.

Consideremos uma injeção can̂onicaJ : X → X′′ definida, para cadax∈ X, por:

J(x) : X′→ R

f 7→< f ,x > .

J assim definida uma isometria linear, pois,

‖J(x)‖X′′ = sup
‖ f‖X′61

|< J(x), f > |= sup
‖ f‖X′61

|< f ,x > |= ‖x‖X,

a linearidadée imediata.

Definição 1.11.Dizemos queX é reflexivo seJ(X) = X′′, isto é,J é sobrejetor.

Em X′ temos duas topologias, a saber:

(i) (X′,‖ · ‖) topologia forte dada pela norma

‖ f‖= sup
x∈X
‖x‖61

|< f ,x > |.

(ii) (X′,σ(X′,X′′)) topologia fraca quée a menos fina que deixa todosξ ∈ X′′ cont́ınuos.

Vamos definir emX′ uma outra topologia que será menos fina (menos abertos) do que a

topologia fraca.

Para cadax∈ X, considere

ϕx :X′ 7→ R

f 7→ ϕx( f ) =< f ,x > .

Quandox percorreX, obtemos uma faḿılia de aplicaç̃oes{ϕx}x∈X deX′ emR.



1 Preliminares 9

Definição 1.12.A topologia fraca*é a menor topologia emX′ que deixa contı́nua todas as

aplicaç̃oes{ϕx}x∈X. Vamos denotar esta topologia porσ(X′,X).

Se dimX < ∞ ouX é reflexivóe posśıvel mostrar queσ(X′,X) = σ(X′,X′′). É claro que

σ(X′,X)⊂ σ(X′,X′′)⊂ σ(X′,‖ · ‖).

A topologia fraca* tem as seguintes propriedades:

(i) A topologiaσ(X′,X) é de Hausdorff, ou seja, quaisquer dois elementos distintos desse

espaço podem ser separador por vizinhanças disjuntas.

(ii) Uma base de vizinhanças def0 ∈ X′ na topologiaσ(X′,X) é dada por

V = { f ∈ X′, |< f − f0,xi > |< ε, ∀i ∈ I},

ondeI é finito,xi ∈ X e ε > 0.

A converĝencia fn→ f emσ(X′,X) seŕa indicada porfn
∗
⇀ f .

O próximo teoremáe a raz̃ao da exist̂encia da topologia fraca*, cuja demonstração pode ser

encontrada em [1], Teorema III.15, p.42.

Teorema 1.13.(Teorema de Banach - Alaoglu - Bourbaki) SejaX espaço de Banach, então a

bola fechada

BX′ = { f ∈ X′ : ‖ f‖6 1}

é compacta na topologia fraca*.

♦

Vejamos agora os operadores adjuntos.

SejaA : D(A)⊂ X →Y linear. Queremos encontrarA∗ : D(A∗)⊂Y′→ X′ tal que

< v,Au>=< A∗v,u >, ∀v∈D(A∗) eu∈D(A).

Dadov∈Y′, consideremos a aplicação

g :D(A)→ R

u 7→ g(u) =< v,Au> .
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Claramenteg é linear. Seg for cont́ınua, existec > 0 tal que‖g(u)‖6 c‖u‖, ∀u∈D(A).

Pela Proposiç̃ao1.4, g pode ser estendida a uma aplicação linearf : X→R tal que| f (u)|6
c‖u‖, ∀u∈ X.

SeD(A) for denso ent̃ao existéunica f . Sejaf tal extens̃ao ent̃ao podemos definirA∗v= f .

Com isso,

D(A∗) = {v∈Y′ : u∈D(A) 7→< v,Au> é cont́ınua}

eA∗v = f é tal que

< g,u >=< v,Au>=< A∗v,u >=< f ,u >,

ondeu∈D(A) ev∈D(A∗).

O operadorA∗ : D(A∗)⊂Y′→ X′ é chamado adjunto deA.

Definição 1.14.Dizemos queS : D(S) ⊂ X → X é siḿetrico seD(S) = X e S⊂ S∗, ou seja,

< x∗,Sx>=< Sx∗,x >,∀x∈ D(S) (isto é, D(S) ⊂ D(S∗) e S= S∗emD(S)). Dizemos queSé

auto-adjunto seS= S∗.

Proposiç̃ao 1.15.SejaA : D(A)⊂ X →Y. SeD(A) = X ent̃aoA∗ é fechado.

Demonstraç̃ao: Temos queA∗ : D(A∗)⊂Y′→ X′ eG (A∗)⊂Y′×X′.

Sejavn ∈D(A∗) tal quevn→ v emY′ eA∗vn→ f emX′. Queremos mostrar quev∈D(A∗)

eA∗v = f .

Comovn ∈D(A∗), temos

< vn,Au>=< A∗vn,u >, u∈D(A).

Logo,

< v,Au>= lim
n→∞

< vn,Au>= lim
n→∞

< A∗vn,u >=< f ,u >, ∀u∈D(A).

Sendof cont́ınua, a aplicaç̃aou 7→< v,Au> é cont́ınua e portantov∈D(A∗).

Como< v,Au>=< A∗v,u >, segue quef = A∗v.

PortantoG (A∗) é fechado e conseqüentementeA∗ é fechado.

Os resultados seguintes serão utilizados no decorrer do trabalho, suas demonstrações podem

ser encontradas em [1], Teorema II.7, p.20 e Corolário I.8, p.7, respectivamente.
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Teorema 1.16.(Gráfico Fechado) SejamX eY espaços de Banach. SeT : X→Y é um operador

linear. Se o gŕafico deT, G (T), é fechado emX×Y ent̃aoT é cont́ınuo.

♦

Proposiç̃ao 1.17.SejaY⊂ X um subespaço vetorial tal queY 6= X. Ent̃ao existef ∈ X′, f 6= 0

tal que f (x) = 0, ∀x∈Y.

♦

1.2 Os espaços de Hilbert

Definição 1.18.Um espaço de Hilbert́e um espaço vetorialH dotado de produto escalar〈·, ·〉
e queé completo relativamente a norma‖u‖H =

√
〈u,u〉.

Exemplo 1.19.O espaçoL2(Ω) dotado do produto interno

〈u,v〉=
∫

Ω
u(x)v(x)dx

é um espaço de Hilbert.

Observaç̃ao 1. Os espaços de Hilbert gozam de uma propriedade importante todos são refle-

xivos.

Definição 1.20. SejaH espaço de Hilbert. Uma base Hilbertiana ou conjunto ortonormal

completóe uma seq̈uência{en} de elementos deH tais que

(i) ‖en‖= 1, ∀n; < em,en >= 0, ∀m,n, m 6= n.

(ii) O espaço vetorial gerado pelos{en} é denso emH.

Observaç̃ao 2. Em [1] encontramos a demonstração do seguinte fato: se{en} é uma base

Hilbertiana paraH ent̃ao todou∈ H se escreve da forma

u =
∞

∑
n=1

< u,en > en com ‖u‖2 =
∞

∑
n=1

|< u,en > |2.

O próximo resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em[1], Teorema VI.11, p.97,

fornece uma importante caraterı́stica dos espaços de Hilbert.
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Teorema 1.21.SejamH espaço de Hilbert separável, istoé, existeD⊂ X enumeŕavel e denso,

eT : D(T)⊂H →H um operador compacto e auto-adjunto. EntãoH admite uma base Hilber-

tiana formada por autovetores deT.

O próximo resultado diz sob quais condições um operadoŕe auto-adjunto.

Proposiç̃ao 1.22.SejamH espaço de Hilbert,A : D(A)⊂H→H densamente definido, simétrico

e sobrejetor ent̃aoA é auto-adjunto.

Demonstraç̃ao: Como A : D(A) ⊂ H → H é siḿetrico temosD(A) ⊂ D(A∗) e parax ∈
D(A), Ax= A∗x.

Para concluirmos queA = A∗ basta mostrarmos queD(A∗)⊂D(A).

Sejay∈D(A∗) ez= A∗y. ComoR(A) = H existeu∈D(A) tal quez= Au.

Para todox∈D(A) temos que

< Ax,y >=< x,A∗y >=< x,z>=< x,Au>=< x,A∗u >=< Ax,u > .

Ent̃ao

< Ax,y−u >= 0, ∀x∈D(A).

Como D(A) = H, segue da Proposição 1.17 que y− u = 0⇒ y = u ∈ D(A). Portanto,

D(A∗)⊂D(A).

Conseq̈uentemente,A = A∗, ou seja,A é auto-adjunto.

Demonstraremos agora o importante Teorema de Lax-Milgram, queé utilizado, em geral,

para garantir existência de soluç̃ao fraca.

Definição 1.23.SejamH um espaço de Hilbert ea : H×H → R uma forma bilinear:

(i) a é cont́ınua se existe constantec > 0 tal que

|a(u,v)|6 c‖u‖‖v‖ , ∀u,v∈ H.

(ii) a é coerciva se existe constanteα > 0 tal que

a(v,v) > α ‖v‖2 , ∀v∈ H.
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A demonstraç̃ao do Teorema de Stampacchia pode ser encontrado em [1], Teorema V.6,

p.83.

Teorema 1.24.(Stampacchia) Sejama : H×H → R uma forma bilinear contı́nua e coerciva e

K ⊂ H convexo fechado e não vazio. Dadoϕ ∈ H ′, existe uḿunicou∈ K tal que:

a(u,v−u) > ϕ(v−u), ∀v∈ K. (1.1)

Além disso, sea é siḿetrica ent̃aou se caracteriza por




u∈ K

1
2a(u,u)−ϕ(u) = min

v∈K

{
1
2

a(v,v)−ϕ(v)
}

♦

Corolário 1.25. (Lax-Milgram) SejamH um espaço de Hilbert ea(u,v) uma forma

bilinear, cont́ınua e coerciva. Então para todoϕ ∈ H ′ existe uḿunicou∈ H tal que

a(u,v) = ϕ(v), ∀v∈ H.

Além disso, sea é siḿetrica,u se caracteriza por




u∈ H

1
2a(u,u)−ϕ(u) = min

v∈H

{
1
2

a(v,v)−ϕ(v)
}

Demonstraç̃ao: Pelo Teorema1.24, ∃! u∈ H tal que

a(u,v−u) > ϕ(v−u), ∀v∈ H.

Como para todov∈ H, v+u∈ H, segue que

a(u,v+u−u) > ϕ(v+u−u)⇒ a(u,v) > ϕ(v), ∀v∈ H.

Parat ∈ R ev∈ H temostv∈ H e

ϕ(tv)−a(u, tv) 6 0⇒ t[ϕ(v)−a(u,v)] 6 0 ∀v∈ H, ∀t ∈ R

portantoϕ(v)−a(u,v) = 0⇒ ϕ(v) = a(u,v), ∀v∈H. A caracterizaç̃ao deu, segue do Teorema

1.24.
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1.3 Espaços de Sobolev

ConsideremosΩ⊂ R um aberto dotado da medida de Lebeguedx.

Definição 1.26.Cc(Ω) é o espaço das funções cont́ınuas com suporte compacto, ou seja,

Cc(Ω) = { f : Ω→ R : f é cont́ınuae f(x) = 0,∀x∈Ω\K,ondeK ⊂Ω é compacto}.

Definição 1.27.Sejap∈ R, 1 6 p < ∞. Definimos o seguinte espaço vetorial normado

Lp(Ω) =
{

f : Ω→ R : f é mensuŕavel e
∫

Ω
| f (x)|pdx< ∞

}

com a norma dada por:

‖ f‖Lp =
(∫

Ω
| f (x)|pdx

)1/p

.

Definição 1.28.Sep = ∞ define-se

L∞(Ω) = { f : Ω→ R : f é mensuŕavel e∃ constante c tal que| f (x)|6 c, q.t.p1 emΩ} .

EmL∞(Ω) consideramos a norma:

‖ f‖L∞ = inf {c : | f (x)|6 c, q.t.p emΩ} .

Observaç̃ao 3. Sef ∈ L∞, ent̃ao | f (x)|6 ‖ f‖L∞ , q.t.p emΩ.

Observaç̃ao 4. É posśıvel mostrar queLp, 1 < p < ∞ é sepaŕavel, reflexivo e o dual deLp é

Lp′, isto é,(Lp)′ = Lp′.

A desigualdade a seguiré de extrema utilidade em muitas demonstrações.

Teorema 1.29.(Desigualdade de Ḧolder) Sejaf ∈ Lp e g∈ Lq com1 6 p,q 6 ∞ e 1
p + 1

q = 1.

Então f g∈ L1 e ∫
| f g|6 ‖ f‖Lp‖g‖Lq.

♦

A demonstraç̃ao da Desigualdade de Hölder parap = 1 ou p = ∞ é imediata. Quando

1 < p < ∞ utilizamos a desigualdade de Young:

ab6 1
p

ap +
1
p′

bp′

paraa > 0,b > 0. Para mais detalhes veja em [1], Teorema IV.6, p.56.

1isto é, exceto em um conjunto de medida nula.
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Definição 1.30. SejamI = (a,b) e p ∈ R com 1 6 p 6 ∞. Definimos o espaço de Sobolev

W1,p(I) como sendo

W1,p(I) =
{

u∈ Lp(I) : ∃g∈ Lp(I) tal que
∫

I
uϕ ′ =−

∫

I
gϕ, ∀ϕ ∈C1

c(I)
}

.

Definição 1.31.H1(I) = W1,2(I).

Observaç̃ao 5. As funç̃oesϕ são chamadas de funções testes.

Sejau∈ Lp(I) diremos queg∈ Lp(I) é a derivada generalizada deu se

∫

I
uϕ ′ =−

∫

I
gϕ, ∀ϕ ∈C1

c(I)

Notaç̃ao: u′ = g.

Colocamos então

W1,p(I) =
{

u∈ Lp(I); u′ ∈ Lp(I)
}

,

ondeu′ é a derivada generalizada deu.

Exemplo 1.32.SejaI = (−1,1). A funç̃ao

u(x) =
1
2
(|x|+x) =

{
0, −1 < x < 0
x, 0 6 x < 1

pertence aW1,p(I), para todo1 6 p 6 ∞ e

u′(x) = H(x) =
{

0, −1 < x < 0
1, 0 < x < 1

pois, para todaϕ ∈C1
c(I) temos:

∫ 1

−1
u(x)ϕ ′(x)dx=

∫ 1

0
xϕ ′(x)dx=−

∫ 1

0
ϕ(x)dx=−

∫ 1

−1
H(x)ϕ(x)dx.

H é chamada funç̃ao de Heaviside. Notemos queH 6∈W1,p(I).

Observaç̃ao 6. O espaçoW1,p est́a dotado da seguinte norma

‖u‖W1,p = ‖u‖Lp +
∥∥u′

∥∥
Lp

ou equivalentemente,

‖u‖W1,p = (‖u‖p
Lp +

∥∥u′
∥∥p

Lp)1/p.
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Observaç̃ao 7. O espaçoH1 = W1,2 est́a dotado do seguinte produto escalar

〈u,v〉H1 = 〈u,v〉L2 +
〈
u′,v′

〉
L2

e a norma associadáe

‖u‖H1 = (‖u‖2
L2 +‖u‖2

L2)1/2.

Definição 1.33. Dado um inteirom > 2 e um real1 6 p 6 ∞, definimos por recorr̂encia o

espaço

Wm,p(I) =
{

u∈Wm−1,p(I); u′ ∈Wm−1,p(I)
}

.

Coloque

Hm = Wm,2(I).

Em particularH2(I) =
{

u∈ H1; u′ ∈ H1
}

.

Definição 1.34.Dado1 6 p < ∞ denotamos porW1,p
0 (I) o fecho deC1

c(I) emW1,p(I) e ainda

H1
0(I) = W1,2

0 (I).

Teorema 1.35.(Derivada do Produto) Sejamu,v∈W1,p(I) com1 6 p 6 ∞, ent̃ao:

uv∈W1,p(I) e (uv)′ = u′v+uv′.

Portanto, temos também a regra de integraç̃ao por partes

∫ x

y
u′v = u(x)v(x)−u(y)v(y)−

∫ x

y
uv′,∀x,y∈ Ī .

Teorema 1.36.(Desigualdade de Poincaré) SejaI limitado e16 p< ∞. Ent̃ao existe constante

c, dependendo de|I |, tal que

‖u‖W1,p 6 c‖u′‖Lp.

∀u∈W1,p
0 (I). Em outras palavras,‖u‖W1,p e‖u′‖Lp são equivalentes emW1,p

0 (I).

Demonstraç̃ao: SejaI = (a,b). Consideremosu∈W1,p
0 (I). Comou∈C1

c(I)⊂W1,p(I) segue

do Teorema1.29segue que

|u(x)|= |u(x)−u(a)|=
∣∣∣∣
∫ x

a
u′(t)dt

∣∣∣∣6
∫ x

a
|u′(t)|dt 6

∫ b

a
|u′(t)|dt 6 ‖u′‖p(b−a)

1
p′ .



1 Preliminares 17

Temos

‖u‖Lp =
(∫ b

a
|u(x)|pdx

) 1
p

6
(∫ b

a
‖u′‖p

Lp(b−a)
p
p′
) 1

p

= ‖u′‖Lp(b−a)
1
p′ (b−a)

1
p = ‖u′‖Lp(b−a).

Como‖u‖W1,p = ‖u‖Lp +‖u′‖Lp 6 (b−a)‖u′‖Lp +‖u′‖Lp, sec = 1+(b−a) ent̃ao

‖u‖W1,p 6 c‖u′‖Lp.

A demonstraç̃ao do teorema a seguir pode ser encontrada em [1], Teorema IX.16, p.169.

Teorema 1.37.(Rellich-Kondrachov) SejaΩ limitado de classeC1 (Ω ∈ Rn).

(i) Sep < n ent̃aoW1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), ∀q∈ [1, p∗), onde 1
p∗ = 1

p− 1
n;

(ii) Sep = n ent̃aoW1,p(Ω)⊂ Lq(Ω), ∀q∈ [1,∞);

(iii ) Sep > n ent̃aoW1,p(Ω)⊂C(Ω);

com injeç̃oes compactas.

Em particular,W1,p(Ω)⊂ Lp(Ω) com injeç̃ao compacta para todop.
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Caṕıtulo 2

Teoria Geral de Semigrupos

O objetivo principal deste capı́tulo é encontrar condiç̃oes sob as quais um operador gera um

semigrupo fortemente contı́nuo. As refer̂encias para este assunto são [2] e [11].

2.1 Propriedades dos Semigrupos

Definição 2.1. Um semigrupo de operadores lineares em Xé uma faḿılia {T(t) : t > 0} ⊂
L (X) tal que

(i) T(0) = IX,

(ii) T(t +s) = T(t)T(s), ∀s, t > 0.

Se adicionalmente,

(iii ) ‖T(t)− IX‖L (X) → 0 quandot → 0+ ent̃ao dizemos que o semigrupoé uniformemente

cont́ınuo.

(iv) ‖T(t)x− x‖X → 0 quandot → 0+,∀x∈ X, ent̃ao o semigrupóe fortemente contı́nuo ou

umC0-semigrupo.

Se os operadores estão definidos parat,s∈ R e as condiç̃oes(i) e (ii) se verificam então

{T(t) : t ∈ R} é um grupo. Aĺem disso, se‖T(t)x− x‖X → 0 quandot → 0, para todox∈ X

ent̃ao esse grupóe dito umC0-grupo.

Definição 2.2.Seja∆ = {z : φ1 < argz< φ2,φ1 < 0< φ2} e, paraz∈ ∆, sejaT(z) um operador

linear limitado. A faḿılia {T(z) : z∈ ∆} é um semigrupo analı́tico sobre∆ se

19
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(i) z 7→ T(z) é anaĺıtica em∆.

(ii) T(0) = I e lim
z→0

T(z)x = x para cadax∈ X.

(iii ) T(z1 +z2) = T(z1)T(z2), ∀z1,z2 ∈ ∆.

Observaç̃ao 8. Todo semigrupo uniformemente contı́nuoé fortemente contı́nuo.

Definição 2.3. Se{T(t), t > 0} ⊂ L (X) é um semigrupo fortemente contı́nuo, seu gerador

infinitesimalé o operador definido porA : D(A)⊂ X → X

Ax= lim
t→0+

T(t)x−x
t

, ondeD(A) =
{

x∈ X, lim
t→0+

T(t)x−x
t

existe

}
.

Exemplo 2.4.T(t) = eAt = ∑∞
n=0

Antn

n! , t > 0 para algumA∈L (X) é um semigrupo fortemente

cont́ınuo, cujo gerador infinitesimaĺeA, D(A) = X, pois parax∈ X, temos:

lim
t→0+

T(t)x−x
t

= lim
t→0+

1
t
(eAtx−x) = lim

t→0+

1
t

[( ∞

∑
n=0

Antn

n!

)
x−x

]

= lim
t→0+

1
t

[
x+

( ∞

∑
n=1

Antn

n!

)
x−x

]
= lim

t→0+

1
t

[ ∞

∑
n=1

Antn

n!

]
x

= lim
t→0+

( ∞

∑
n=1

Antn−1

n!

)
x = lim

t→0+

(
Ax+

( ∞

∑
n=2

Antn−1

n!

)
x

)

= Ax+ lim
t→0+

( ∞

∑
n=2

Antn−1

n!

)
x = Ax,

a última igualdadée obtida usando o fato que a série converge uniformemente.

Portanto,A é o gerador infinitesimal deT(t).

Os semigrupos uniformemente contı́nuos s̃ao da formaeAt para algumA∈L (X), é o que

afirma o seguinte resultado:

Teorema 2.5.São equivalentes:

(i) {T(t) : t > 0} ⊂L (X) é um semigrupo uniformemente contı́nuo sobreX.

(ii) Seu gerador infinitesimal está definido em todoX.

(iii ) Para algumA∈L (X),T(t) = eAt.
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Demonstraç̃ao: (iii )⇒ (ii) SeT(t) = eAt para algumA∈L (X), mostramos no Exemplo2.4

que o gerador infinitesimaléA e portanto está definido em todoX.

(ii)⇒ (i) SejaA o gerador infinitesimal de{T(t) : t > 0}, ondeA est́a definido sobre todo

X. Ent̃ao dadox∈ X, temos que

Ax= lim
t→0+

T(t)x−x
t

.

Assim,

lim
t→0+

∥∥∥∥
T(t)x−x

t

∥∥∥∥= ‖Ax‖.

Dadoε > 0, existeδ > 0 tal que

−ε +‖Ax‖<

∥∥∥∥
T(t)x−x

t

∥∥∥∥< ‖Ax‖+ ε

parat ∈ [0,δ ]. Ou seja,

{∥∥∥∥T(t)x−x
t

∥∥∥∥
}

06t6δ
é limitado para cadax∈X. Segue do Corolário1.10

que

{∥∥∥∥T(t)−I
t

∥∥∥∥
}

06t6δ
é limitado. Sejak > 0 tal que

∥∥∥∥T(t)−I
t

∥∥∥∥6 k para0 6 t 6 δ . Ent̃ao

‖T(t)− I‖6 tk→ 0,comt → 0+.

Portanto,T(t)→ I , com t → 0+ e assimT(t) é uniformemente contı́nuo sobreX.

(i)⇒ (iii ) Assumimos inicialmente queT(t) = eAt e encontramos a expressão pra definir

A∈L (X)

A = (T(t)− I)
(∫ t

0
T(s)ds

)−1

e ent̃ao provamos queA∈L (X) e queT(t) = eAt, t > 0.

Os semigrupos fortemente contı́nuos possuem uma limitação exponencial quée dada no

teorema a seguir.

Teorema 2.6.Suponha que{T(t), t > 0} ⊂L (X) é um semigrupo fortemente contı́nuo. Ent̃ao

existemM > 1 e β ∈ R tais que

‖T(t)‖L (X) 6 Meβ t , ∀t > 0.

Para qualquerl > 0 podemos escolherβ > 1
l log‖T(l)‖L (X) e ent̃ao escolher M.
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Demonstraç̃ao: Inicialmente observamos quesup
t∈[0,η ]

‖T(t)‖L (X) < ∞ para algumη > 0 pois,

caso contŕario, existiria uma sequência{tn}∞
n=1 → 0+ tal que‖T(tn)‖L (X) → ∞. ComoT(t) é

fortemente contı́nuo lim
tn→0+

T(tn)x = x, para cadax∈ X, logo{T(tn)x}n>1 é limitada para cada

x ∈ X. Segue do Corolário 1.10 que {‖T(tn)‖L (X)}n>1 é limitada, contrariando o fato que

‖T(tn)‖L (X) → ∞.

Assim, sup
t∈[0,η ]

‖T(t)‖< ∞, para algumη > 0e com isso podemos afirmar quesup
t∈[0,T]

‖T(t)‖<

∞ para qualquerT > 0, pois dadoT > 0, t ∈ [0,T], t pode ser escrito da format = mη +λ com

m∈ N∗,λ ∈ (0,η) e

‖T(t)‖= ‖T(mη +λ )‖= ‖T(mη)T(λ )‖= ‖T(η)mT(λ )‖6 ‖T(η)‖m‖T(λ )‖< ∞.

Sejal > 0 arbitŕario tal que

M̃ = sup{‖T(t)‖L (X),0 6 t 6 l}< ∞

e sejaβ > 1
l log{‖T(l)‖L (X)}, isto é,‖T(l)‖L (X) 6 eβ l . Ent̃ao,

‖T(nl + t)‖= ‖T(nl)T(t)‖= ‖T(l)nT(t)‖
6 ‖T(l)‖n‖T(t)‖6 M̃eβnl

6 M̃eβnleβ t+|β |l 6 M̃e|β |l eβ (nl+t).

Logo

‖T(nl + t)‖6 Meβ (nl+t), 0 6 t 6 l ,n∈ N e M = M̃e|β |l .

Assim dadot > 0, podemos escrevert = nl + t0, para algumn > 0 e0 6 t0 6 l e portanto

‖T(t)‖6 Meβ t , ∀t > 0.

Dado um operadorA : D(A) ⊂ X → X, denotaremos porρ(A), o conjunto resolvente deA

onde

ρ(A)= {λ ∈C : λ I−A é injetora, Im(λ I−A)é densa, (λ I−A)−1 : Im(λ I−A)→ é cont́ınua}.

O espectro deA, denotado porσ(A) é definido por

C\ρ(A).
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Observaç̃ao 9. O operadorA comuta com o operador resolvente(λ I −A)−1.

De fato, sejau = (λ −A)−1v, ou seja,(λ −A)u = v.

ComoA comuta com(A−λ ) temos que

(λ −A)−1Av= (λ −A)−1A(λ −A)u = (λ −A)−1(λ −A)Au= Au.

Por outro lado,

A(λ −A)−1v = A(λ −A)−1(λ −A)u = Au.

Portanto,A(λ −A)−1v = (λ −A)−1Av, ou seja,A comuta com(λ −A)−1.

Vejamos agora alguns fatos importantes sobre semigrupos fortemente contı́nuos.

Teorema 2.7.Suponha que{T(t), t > 0} ⊂L (X) é um semigrupo fortemente contı́nuo.

(i) Para qualquerx∈ X, t 7→ T(t)x é cont́ınua parat > 0.

(ii) t 7→ ‖T(t)‖L (X) é semicontı́nua inferiormente e portanto mensurável.

(iii ) Seja A o gerador infinitesimal de T(t), então A é densamente definido e fechado. Para

x∈D(A), t 7→ T(t)x é continuamente diferenciável e

d
dt

T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax, t > 0.

(iv) ParaReλ > β , ondeβ é obtido no Teorema2.6, λ est́a no conjunto resolvente de A e

(λ −A)−1x =
∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt,∀ x∈ X.

Demonstraç̃ao:

(i) Vamos calcular os limites laterais. Sejamt > 0 ex∈ X.

‖T(t +h)x−T(t)x‖X = ‖T(t)T(h)x−T(t)x‖X = ‖T(t)(T(h)− I)x‖X 6 ‖T(t)‖‖T(h)x−x‖
6 Meβ t‖T(h)x−x‖→ 0, quandoh→ 0+.
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Analogamente, temos:

‖T(t)x−T(t−h)x‖X = ‖T(t−h+h)x−T(t−h)x‖X = ‖T(t−h)T(h)x−T(t−h)x‖X

= ‖T(t−h)(T(h)x−x)‖X 6 ‖T(t−h)‖L (X)‖T(h)x−x‖X

6 Meβ (t−h)‖T(h)x−x‖→ 0, h→ 0+.

Portanto, para todox∈ X, t 7→ T(t)x é cont́ınua parat > 0.

(ii) Devemos provar que, dadob∈ R, A = {t > 0 : ‖T(t)‖L (X) > b} é aberto em[0,+∞).

Sejat0 ∈ A. Como‖T(t0)‖L (X) > b ent̃ao existex∈ X com‖x‖= 1 tal que‖T(t0)x‖> b. De

(i) a aplicaç̃aot 7→ T(t)x é cont́ınua, segue que existe uma vizinhançaV de t0 tal que set ∈V

ent̃ao‖T(t)x‖> b. Portanto‖T(t)‖L (X) > b parat ∈V e isso conclui a demonstração.

(iii ) Vamos mostrar queA é densamente definido.

Sejamx∈ X, ε > 0 dado exε = 1
ε

∫ ε

0
T(t)xdt. Ent̃ao:

xε −x =
1
ε

∫ ε

0
T(t)xdt− 1

ε

∫ ε

0
xdt =

1
ε

∫ ε

0
(T(t)x−x)dt.

Como{T(t) : t > 0} é fortemente contı́nuo, T(t)x→ x quandot → 0+, logo dadoδ > 0

existeεδ > 0 tal que‖T(t)x−x‖< δ para0 6 t 6 εδ . Assim,

‖xεδ −x‖6 1
εδ

∫ εδ

0
‖T(t)x−x‖dt < δ

1
εδ

∫ εδ

0
dt = δ .

Portantoxε → x quandoε → 0+. Verifiquemos quexε ∈D(A).

Parah > 0, temos que

T(h)xε −xε
h

=
(T(h)− I)

εh

(∫ ε

0
T(t)xdt

)
=

1
εh

∫ ε

0
(T(h)− I)T(t)xdt

=
1

εh

∫ ε

0
(T(h)T(t)x−T(t)x)dt =

1
εh

(∫ ε

0
T(h+ t)xdt−

∫ ε

0
T(t)xdt

)

=
1

εh

(∫ h+ε

h
T(t)xdt−

∫ ε

0
T(t)xdt

)
=

1
εh

(∫ ε+h

0
T(t)xdt−

∫ h

0
T(t)xdt−

∫ ε

0
T(t)xdt

)

=
1

εh

(∫ ε+h

0
T(t)xdt−

∫ ε

0
T(t)xdt

)
− 1

εh

(∫ h

0
T(t)xdt−

∫ 0

0
T(t)xdt

)
.

Logo,

lim
h→0+

T(h)xε −xε
h

=
1
ε
(T(ε)x−x).
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Portantoxε ∈D(A) e assimD(A) = X.

A é fechado. De fato, seja{xn} ⊂D(A) comxn→ x∈ X eAxn→ y, quandon→ ∞.

A seguinte igualdade será mostrada adiante,

T(t)xn−xn =
∫ t

0
T(s)Axnds. (2.1)

ComoT(s)Axn→ T(s)y uniformemente sobre intervalos limitados, obtemos:

lim
n→+∞

T(t)xn−xn = lim
n→+∞

∫ t

0
T(s)Axnds=

∫ t

0
lim

n→+∞
T(s)Axnds=

∫ t

0
T(s)yds.

Isto é,
T(t)x−x

t
=

1
t

∫ t

0
T(s)yds.

Façamost → 0+ naúltima igualdade acima

lim
t→0+

T(t)x−x
t

= lim
t→0+

1
t

(∫ 0+t

0
T(s)yds−

∫ 0

0
T(s)yds

)
= T(0)y = y.

Como o limite existe,x∈D(A) eAx= y. PortantoA é fechado.

Sex∈D(A) ent̃ao
(

d+

dt

)
T(t)x = lim

h→0+

1
h
(T(t +h)x−T(t)x) = lim

h→0+

1
h
(T(h)T(t)x−T(t)x)

= lim
h→0+

1
h

T(t)((T(h)− I)x) = lim
h→0+

T(t)
(

T(h)− I
h

)
x

= T(t) lim
h→0+

T(h)x−x
h

= T(t)Ax.

Como lim
h→0+

T(h)T(t)x−T(t)x
h

existe,T(t)x∈D(A) eAT(t)x= T(t)Ax. Por(i) a aplicaç̃ao

t 7→ T(t)Ax é cont́ınua, istoé, t 7→
(

d+

dt

)
T(t)x é cont́ınua, e portantot 7→ T(t)x é continua-

mente diferencíavel e

(
d+

dt

)
T(t)x = d

dtT(t)x.

Logo,
d
dt

T(t)x = T(t)Ax= AT(t)x.

2.1é obtido integrando essa igualdade
∫ t

0

d
ds

T(s)xds=
∫ t

0
T(s)Axds⇒ T(t)x−x =

∫ t

0
T(s)Axds.

(iv) Sejamλ ∈ C tal queReλ > β (β do Teorema2.6). DefinaR(λ ) : X → X por

R(λ )x =
∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt.
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Como

‖R(λ )x‖X 6
∫ ∞

0
‖e−λ tT(t)x‖dt =

∫ ∞

0
|eλ t |‖T(t)x‖dt

6
∫ ∞

0
e−(Reλ )tMeβ t‖x‖dt = M

∫ ∞

0
e(β−Reλ )t‖x‖dt =

M
Reλ −β

‖x‖

ent̃ao

‖R(λ )‖L (X) = sup
‖x‖61

‖R(λ )x‖6 M
Reλ −β

.

Sejamx∈ X eh > 0

1
h
(T(h)− I)R(λ )x =

(T(h)− I)
h

∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt =

∫ ∞

0
e−λ t T(t +h)x−T(t)x

h
dt

=
1
h

(∫ ∞

h
e−λ (s−h)T(s)xds−

∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt

)

=
1
h

(∫ ∞

h
e−λ (s−h)T(s)xds−

∫ ∞

0
e−λsT(s)xds

)

=
1
h

(∫ ∞

0
eλ (h−s)T(s)xds−

∫ h

0
eλ (h−s)T(s)xds−

∫ ∞

0
e−λsT(s)xds

)

=
1
h

(∫ ∞

0
(eλ (h−s)−e−λs)T(s)xds−

∫ h

0
eλ (h−s)T(s)xds

)

=
1
h

(∫ ∞

0
(eλh−1)e−λsT(s)xds−

∫ h

0
eλ (h−s)T(s)xds

)

=
eλh−1

h

∫ ∞

0
e−λsT(s)xds− eλh

h

∫ h

0
e−λsT(s)xds.

Logo,

lim
h→0+

1
h
(T(h)− I)R(λ )x = lim

h→0+

(
eλh−1

h

∫ ∞

0
e−λsT(s)xds−eλh1

h

∫ h

0
e−λsT(s)xds

)

= λR(λ )x−x.

PortantoR(λ )x∈D(A) eAR(λ )x = λR(λ )x−x. Assim,

−AR(λ )x = x−λR(λ )x⇒ (λ −A)R(λ )x = x⇒ (λ −A)é sobrejetivo.

Segue que, parax∈D(A)

x = (λ −A)R(λ )x = λR(λ )x−AR(λ )x = R(λ )λx−R(λ )Ax= R(λ )(λ −A)x.

Ou seja,

(λ −A)R(λ )x = x = R(λ )(λ −A)x
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e ent̃ao(λ −A) é injetora.

De (λ −A)R(λ )x = R(λ )(λ −A)x temos(λ −A)−1 = R(λ ) ondeR(λ ) é limitada e assim

(λ −A)−1 é cont́ınua. Portanto,λ ∈ ρ(A) e

(λ −A)−1x =
∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt.

2.2 Teoremas de Hille-Yosida e Lumer Phillips

O Teorema de Hille-Yosida, que provaremos abaixo, fornece as caracterı́sticas de um operador

A de modo que este seja o gerador de um semigrupo fortemente contı́nuo.

Observaç̃ao 10. SejamAλ e Aµ operadores lineares tais queAλ Aµ = AµAλ ent̃ao Aλ erAλ =

erAλ Aλ eAλ erAµ = erAµ Aλ , ondeeA = ∑∞
n=0

An

n! .

Teorema 2.8.(Teorema de Hille-Yosida) Suponha queA : D(A)⊂X→X é um operador linear.

Então os fatos seguintes são equivalentes:

(i) A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contı́nuo{T(t) : t > 0} ⊂L (X)

tal que

‖T(t)‖L (X) 6 eωt , ∀t > 0,ω ∈ R.

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido, cujo resolvente contém{λ : Imλ =

0, λ > ω} e

‖(λ −A)−1‖L (X) 6 1
λ −ω

, ∀λ > ω . (2.2)

Demonstraç̃ao: (i)⇒ (ii)

ComoA é o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente contı́nuo{T(t) : t > 0} ⊂L (X)

pelo Teorema2.7 (iii ), temos queA é fechado e densamente definido. Além disso, seλ > ω

ent̃aoλ ∈ ρ(A) e

(λ −A)−1x =
∫ ∞

0
e−λ tT(t)xdt, ∀ x∈ X.
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Assim,

‖(λ −A)−1x‖X 6
∫ ∞

0
e−λ t‖T(t)x‖Xdt 6

∫ ∞

0
e−λ t‖T(t)‖L (X)‖x‖Xdt 6

∫ ∞

0
e−λ teωt‖x‖Xdt

=
∫ ∞

0
e(ω−λ )t‖x‖Xdt =

1
λ −ω

‖x‖.

Logo,

‖(λ −A)−1‖L (X) = sup
‖x‖61

‖(λ −A)−1x‖6 1
λ −ω

, λ > ω.

(ii)⇒ (i) Inicialmente faremos a prova paraω = 0, em seguida provaremos o caso geral.

Temos

‖λ (λ −A)−1‖L (X) 6 1.

Agora

λ (λ −A)−1 = (λ−1)−1(λ −A)−1 = (λ−1(λ −A))−1 = (I −λ−1A)−1.

Por outro lado, parax∈D(A)

(λ −A)−1(λ −A)x = Ix⇒ (λ −A)−1λx− (λ −A)−1Ax= x

⇒ λ (λ −A)−1x = (I +(λ −A)−1A)x.

Portanto no doḿınio de A valem as igualdades:

λ (λ −A)−1 = (I −λ−1A)−1 = I +(λ −A)−1A.

Parax∈D(A) temos

‖λ (λ −A)−1x−x‖X 6 ‖(λ −A)−1‖‖Ax‖6 1
λ
‖Ax‖→ 0, quandoλ → ∞.

ComoD(A) = X, para todox∈X existe seqûencia{xn}n>1,xn∈D(A) tal quexn→ x. Logo

‖λ (λ −A)−1x−x‖= ‖λ (λ −A)−1x−λ (λ −A)−1xn +λ (λ −A)−1xn−xn +xn−x‖
6 ‖λ (λ −A)−1‖‖x−xn‖+‖λ (λ −A)−1xn−xn‖+‖xn−x‖→ 0,

quandoλ → ∞,n→ ∞.

Portanto

(I −λ−1A)−1x = λ (λ −A)−1x→ x

quandoλ → ∞,∀x∈ X.
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DefinaAλ = A(I −λ−1A)−1,λ > 0, ent̃aoAλ ∈L (X) pois

Aλ = A(I −λ−1A)−1 = Aλ (λ −A)−1 = λA(λ −A)−1

e

A(λ −A)−1 = λ (λ −A)−1− I .

Assim,

Aλ = λ 2(λ −A)−1−λ I (2.3)

e temos

‖Aλ‖6 λ‖λ (λ −A)−1‖+λ‖I‖6 λ +λ = 2λ .

Al ém disso, sex∈D(A) ent̃aoAλ x→ Ax quandoλ → ∞. De fato,

‖Aλ x−Ax‖= ‖A(I −λ−1A)−1x−Ax‖= ‖Aλ (λ −A)−1x−Ax‖= ‖λA(λ −A)−1x−Ax‖
= ‖λ (λ −A)−1Ax−Ax‖→ 0, quandoλ →+∞.

Dizemos queAλ é a aproximaç̃ao de Yosida do geradorA.

Vamos agora obterT(t) como o limite deetAλ quandoλ →∞. De (2.3) temosAλ = λ 2(λ −
A)−1−λ I , assim parat > 0 temos

‖etAλ ‖L (X) 6 e−λ tetλ 2‖(λ−A)−1‖L (X) 6 e−λ tetλ = 1, paraλ > 0.

Dadosλ > 0, µ > 0 segue da Observação10que:

‖etAλ x−etAµ x‖X =
∥∥∥∥
∫ 1

0

d
ds

(etsAλ et(1−s)Aµ x)ds

∥∥∥∥
X
6

∫ 1

0
t‖etsAλ et(1−s)Aµ (Aλ x−Aµx)‖Xds

6 t‖Aλ x−Aµx‖X

∫ 1

0
‖etsAλ ‖‖et(1−s)Aµ‖ds6 t‖Aλ x−Aµx‖X.

ComoAλ x→ Ax quandoλ → ∞, parax∈D(A), temos

t‖Aλ x−Aµx‖6 t(‖Aλ x−Ax‖+‖Aµx−Ax‖)→ 0, quandoλ ,µ →+∞

uniformemente emt, parat em limitados deR+, digamos0 6 t 6 t0, para algumt0 > 0.

Logo,

‖etAλ x−etAµ x‖X → 0, quandoλ ,µ →+∞.
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Assim {etAλ : t > 0} é de Cauchy quandoλ → +∞, uniformemente parat ∈ [0, t0], logo

convergente. Portanto parax∈D(A)

T(t)x := lim
λ→∞

etAλ x

existe uniformemente para0 6 t 6 t0.

Vamos mostrar queT(t), assim definido,́e um semigrupo fortemente contı́nuo.

ObviamenteT(0)x = I(x) e T(t + s)x = T(t)T(s)x, parax∈ D(A), ∀t,s> 0. Além disso,

parax∈D(A) temos

‖T(t)x‖= lim
λ→∞

‖eAλ tx‖6 lim
λ→∞

‖eAλ t‖‖x‖6 ‖x‖⇒ ‖T(t)‖6 1.

Logo T(t) é limitado emD(A). Assim podemos estenderT(t) para X preservando a

limitação. PortantoT(t) ∈L (X) para cadat > 0.

É fácil ver que parax ∈ D(A), t 7→ T(t)x é cont́ınua. AssimT(t)x→ x emD(A) quando

t → 0+.

ComoD(A) = X, dadosx∈ X eε > 0 existemx1 ∈D(A) eδ > 0 tal que

‖T(t)x1−x1‖<
ε
3
, ‖x1−x‖<

ε
3

para 0 6 t 6 δ .

Segue que

‖T(t)x−x‖= ‖(T(t)x−T(t)x1)+(T(t)x1−x1)+(x1−x)‖
6 ‖T(t)‖‖x−x1‖+‖T(t)x1−x1‖+‖x−x1‖
<

ε
3

+
ε
3

+
ε
3

= ε.

LogoT(t) é um semigrupo fortemente contı́nuo.

Dadox ∈ X, existe seqûencia{xn}n>1,xn ∈ D(A) tal que‖xn− x‖ → 0 quandon→ +∞,

ent̃ao

‖eAλ tx−T(t)x‖= ‖eAλ tx−eAλ txn +eAλ txn−T(t)xn +T(t)xn−T(t)x‖
6 ‖eAλ t‖‖x−xn‖+‖eAλ txn−T(t)xn‖+‖T(t)‖‖x−xn‖
6 ‖x−xn‖+‖eAλ txn−T(t)xn‖+‖x−xn‖→ 0, quandoλ →+∞,n→+∞.

Portanto,

T(t)x = lim
λ→∞

eAλ tx, para todox∈ X.
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e assimT(t +s)x = T(t)T(s)x, ∀x∈ X, t,s> 0. Com isso,{T(t) : t > 0} ⊂L (X) é um semi-

grupo fortemente contı́nuo de contraç̃oes.

Resta agora provar queA é o gerador infinitesimal deT(t).

Sejax∈D(A), temos

T(t)x−x = lim
λ→∞

(etAλ x−x) = lim
λ→∞

∫ t

0

d
ds

(esAλ x)ds= lim
λ→∞

∫ t

0
Aλ eAλ sxds= lim

λ→∞

∫ t

0
esAλ Aλ xds

= lim
λ→∞

∫ t

0
(esAλ Aλ x−esAλ Ax)ds+ lim

λ→∞

∫ t

0
esAλ Axds

=
∫ t

0
lim

λ→∞
esAλ (Aλ x−Ax)ds+

∫ t

0
lim

λ→∞
esAλ Axds=

∫ t

0
T(s)Axds.

Ent̃ao,

lim
t→0+

T(t)x−x
t

= lim
t→0+

1
t

(∫ t

0
T(s)Axds

)
= T(0)Ax= Ax.

Portanto

Ax= lim
t→0+

T(t)x−x
t

, ∀x∈D(A).

Assim, seB é o gerador infinitesimal deT(t) ent̃ao B deve ser uma extensão deA, isto é,

D(A)⊂D(B) eBx= Ax para todox∈D(A).

ComoB geraT(t) de(i)⇒ (ii) temos que(0,∞)⊂ ρ(B). Mas, por hiṕotese,(0,∞)⊂ ρ(A),

assim,1∈ ρ(A)∩ρ(B), ent̃ao

X = (I −A)D(A) e X = (I −B)D(B)

mas

(I −A)D(A) = (I −B)D(A)

logo

(I −B)D(A) = X = (I −B)D(B)

e portanto

D(A) = (I −B)−1X = D(B).

Segue queB = A. Assim,A é o gerador infinitesimal deT(t).

Façamos agora o casoω arbitŕario. SejaA um operador fechado, densamente definido tal

que

(ω,∞)⊂ ρ(A) e‖(λ −A)1‖6 1
λ −ω

, ∀λ > ω.
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SejaA1 = A−ω, ent̃aoA1 é fechado, densamente definido e(0,∞)⊂ ρ(A1). Ainda, temos

‖(λ −A1)−1‖= ‖((λ +ω)−A)−1‖6 1
λ

para todoλ > 0.

Ent̃ao pelo casoω = 0 temos queA1 é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

cont́ınuoT1(t) com‖T1(t)‖6 1, ∀t > 0.

SejaT(t) = eωtT1(t). É imediato queT(t) ∈L (X), T(0) = I e T(t +s) = T(t)T(s), além

disso,

‖T(t)x−x‖= ‖eωtT1(t)x−x‖= ‖eωtT1(t)x−eωtx+eωtx−x‖6 ‖eωt‖‖T1(t)x−x‖+‖eωtx−x‖→ 0,

quandot → 0+, logoT(t) é um semigrupo fortemente contı́nuo.

Falta mostrarmos queA é o gerador infinitesimal deT(t).

Dadox∈D(A) = D(A1) temos:

lim
t→0+

1
t
(T(t)x−x) = lim

t→0+

1
t
(eωtT1(t)x−x) = lim

t→0+

1
t
(eωtT1(t)x−T1(t)x+T1(t)x−x)

= lim
t→0+

1
t
(eωt −1)T1(t)x+ lim

t→0+

1
t
(T1(t)x−x)

= lim
t→0+

1
t
(eωt −1) lim

t→0+
T1(t)x+ lim

t→0+

1
t
(T1(t)x−x)

= ωx+A1x = (ω +A1)x = Ax.

Portanto

lim
t→0+

T(t)x−x
t

= Ax, ∀x∈D(A) = D(A1),

de onde segue queA é o gerador infinitesimal de{T(t) : t > 0}.

Definição 2.9.SejaX um espaço de Banach sobre um corpoK com norma‖.‖X e sejaX′ o seu

dual topoĺogico com a norma usual‖ξ‖X′ = sup
x∈X
‖x‖61

|< ξ ,x > |=

sup{Re(< ξ ,x >) : ‖x‖X 6 1}. A aplicaç̃ao dualidadeJ : X → 2X
′

é uma aplicaç̃ao definida

por

J(x) = {ξ ∈ X′ : Re(< ξ ,x >) = ‖x‖2
X,‖ξ‖X′ = ‖x‖X}.

Segue da Proposição1.5queJ(x) 6= /0.

Um operador linearA : D(A)⊂ X→ X é dissipativo se para cadax∈D(A) existeξ ∈ J(x)

tal queRe(< ξ ,Ax>) 6 0.
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Lema 2.10.O operador linearA : D(A)⊂ X → X é dissipativo se, e somente se,

‖(λ −A)x‖X > λ‖x‖X, ∀x∈D(A), ∀λ > 0. (2.4)

Demonstraç̃ao: (⇒) SejamA dissipativo,λ > 0 e x ∈ D(A) ent̃ao existex∗ ∈ J(x) tal que

Re< x∗,Ax>6 0. Logo

‖λx−Ax‖X‖x‖X = ‖λx−Ax‖X‖x∗‖X′ > |< x∗,λx−Ax> |> Re< x∗,λx−Ax>

= Re< x∗,λx >−Re< x∗,Ax>= λRe< x∗,x >−Re< x∗,Ax>

> λRe< x∗,x >= λ‖x‖2
X.

Portanto,

‖(λ −A)x‖X > λ‖x‖X.

(⇐) Sejamf ∗λ ∈ J((λ −A)x) e g∗λ = f ∗λ
‖ f ∗λ ‖

, ent̃ao

λ‖x‖6 ‖(λ −A)x‖=
‖(λ −A)x‖2

‖(λ −A)x‖ =
Re< f ∗λ ,(λ −A)x >

‖ f ∗λ‖
= Re

〈
f ∗λ
‖ f ∗λ‖

,(λ −A)x
〉

= Re< g∗λ ,(λ −A)x >= λRe< g∗λ ,x >−Re< g∗λ ,Ax>6 λ |< g∗λ ,x > |−Re< g∗λ ,Ax>

6 λ‖g∗λ‖‖x‖−Re< g∗λ ,Ax>= λ‖x‖−Re< g∗λ ,Ax> .

Logo temos

0 6−Re< g∗λ ,Ax>⇒ Re< g∗λ ,Ax>6 0.

Segue do Teorema1.13que

BX′ = { f ∈ X′ : ‖ f‖6 1}

é compacto na topologia fraca*σ(X′,X).

Como‖g∗λ‖6 1, {g∗λ} é uma seq̈uência na bola unitária deX′, queé compacta, então{g∗λ}
admite uma subseqüência convergente para um ponto da bola unitária, ou seja,

existeg∗ ∈ X′,‖g∗‖6 1 e seq̈uênciaλn→ ∞ tal queg∗λn

∗
⇀ g∗.

Ent̃ao

Re< g∗,Ax>= Re< lim
λn→∞

g∗λn
,Ax>= lim

λn→∞
Re< g∗λn

,Ax>6 0.
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Temos

λ‖x‖6 λRe< g∗λ ,x >−Re< g∗λ ,Ax>,

ou seja,

‖x‖6 Re< g∗λ ,x >− 1
λ

Re< g∗λ ,Ax> .

em particular,

‖x‖6 Re< g∗λn
,x >− 1

λn
Re< g∗λn

,Ax> .

Passando o limite quandoλn→ ∞ temos

‖x‖6 lim
λn→∞

Re< g∗λn
,x >− lim

λn→∞

1
λn

Re< g∗λn
,Ax>= Re< g∗,x >

ent̃ao,

Re< g∗,x >> ‖x‖. (2.5)

Agora,

Re< g∗,x >6 |< g∗,x > |6 ‖g∗‖‖x‖6 ‖x‖. (2.6)

Segue de2.5e2.6que

Re< g∗,x >= ‖x‖.

Como

‖g∗‖= sup
x∈X
‖x‖=1

|< g∗,x > |= sup
x∈X
‖x‖=1

Re< g∗,x >= 1,

basta tomarmosx∗ = ‖x‖g∗ e teremos:

Re< x∗,Ax>= ‖x‖Re< g∗,Ax>6 0

ex∗ ∈ J(x), pois

Re< x∗,x >= Re< ‖x‖g∗,x >= ‖x‖Re< g∗,x >= ‖x‖‖x‖= ‖x‖2.

e

‖x∗‖= ‖x‖‖g∗‖= ‖x‖.

PortantoA é dissipativo.
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Observaç̃ao 11.QuandoA é sobrejetor,(2.4) fornece a continuidade de(λ−A)−1 e a condiç̃ao

(ii) do Teorema2.8est́a satisfeita.

Usaremos o seguinte resultado:

Lema 2.11. SejaT ∈L (X) com‖T‖ < 1 ent̃ao a śerie ∑∞
n=0Tné absolutamente convergente

e (I −T)−1 = ∑∞
n=0Tn. Além disso‖(I −T)−1‖6 (1−‖T‖)−1.

♦

O Teorema de Lumer-Phillips diz que com uma consideração adicional os operadores dissi-

pativos geram semigrupos fortemente contı́nuos.

Teorema 2.12.(Lumer - Phillips) SejaA : D(A)⊂ X → X, D(A) = X.

(i) SeA é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contı́nuo de contraç̃oes ent̃ao

A é dissipativo.

(ii) SeA é dissipativo eR(λ0−A) = X para algumλ0 > 0 ent̃ao A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente contı́nuo de contraç̃oes.

Demonstraç̃ao: (i) SeA é o gerador infinitesimal deT(t) com‖T(t)‖6 1 ent̃ao pelo Teorema

2.8temos que(0,∞)⊂ ρ(A), logoR(λ −A) = X, ∀λ > 0.

Dadosx∈D(A),x∗ ∈ J(x) ent̃ao

|< x∗,T(t)x > |6 ‖T(t)x‖‖x∗‖6 ‖T(t)‖‖x‖‖x∗‖6 ‖x‖2.

Al ém disso,

Re

〈
x∗,

T(t)x−x
t

〉
=

1
t
(Re< x∗,T(t)x >−Re< x∗,x >) =

1
t
(Re< x∗,T(t)x >−‖x‖2)

6 1
t
(|< x∗,T(t)x > |−‖x‖2) 6 1

t
(‖x‖2−‖x‖2) = 0.

Fazendot → 0+, obtemosRe< x∗,Ax>6 0. PortantoA é dissipativo.

(ii) Sejamλ > 0 ex∈D(A). ComoA é dissipativo segue do Lema2.10que

‖(λ −A)x‖X > λ‖x‖X (2.7)

De2.7segue a injetividade de(λ −A), ∀λ > 0. Assimλ0−A) tem inversa.
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Sejay = (λ0−A)x parax∈D(A), isto é,(λ0−A)−1y = x. De (2.7) temos

‖y‖> λ0‖(λ0−A)−1y‖⇒ ‖(λ0−A)−1y‖6 1
λ0
‖y‖. (2.8)

o que mostra que(λ0−A)−1 é cont́ınua, portanto fechada eλ0 ∈ ρ(A). Como (λ0−A) =

((λ0−A)−1)−1 segue que(λ0−A) é fechada.

SejaΛ = {λ > 0 : λ ∈ ρ(A)}= (0,∞)∩ρ(A). Temos queΛ 6= /0, poisλ0 ∈ Λ.

Como ρ(A) é aberto em(0,∞) segue queΛ é aberto em(0,∞). Vamos provar queΛ é

fechado em(0,∞).

De fato, consideremosλ > 0 e a seqûencia{λn}∞
n=1,λn ∈ Λ com λn→ λ . Temos

(λ −A) = ((λ −λn)(λn−A)−1 + I)(λn−A). (2.9)

Para queλ ∈ Λ, basta mostrarmos queλ ∈ ρ(A), ou seja, que(λ −A) tem inversa limitada,

para isto, basta que o lado direito de (2.9) seja invert́ıvel com inversa limitada. Comoλn∈ ρ(A),

(λn−A) tem inversa limitada, assim devemos provar que((λ −λn)(λ −A)−1 + I) tem inversa

limitada.

Comoλn ∈ ρ(A), segue de (2.8) que:

‖(λ −λn)(λn−A)−1‖= |λ −λn|‖(λn−A)−1
n ‖6 |λ −λn| 1

λn
→ 0, quandon→+∞.

Conseq̈uentemente

‖(λ −λn)(λn−A)−1‖< 1, para n suficientemente grande.

Segue do Lema2.11 que (λ − λn)(λ −A)−1 + I tem inversa limitada, conseqüentemente

(λ −A) tem inversa limitada com inversa dada por(λ −A)−1 = (λn−A)−1((λ − λn)(λn−
A)−1 + I)−1 e portantoλ ∈ Λ = (0,∞)∩ρ(A).

Logo Λ é aberto e fechado em(0,∞) queé conexo ent̃ao Λ = (0,∞), logo (0,∞) ⊂ ρ(A).

Portanto, dadoλ > 0 temosλ ∈ ρ(A) e

‖(λ −A)−1‖6 1
λ

, λ > 0.

Assim,A é fechado,A é densamente definido,(0,∞)⊂ ρ(A) e‖(λ −A)−1‖6 1
λ , λ > 0.

Segue do Teorema2.8queA gera um semigrupo fortemente contı́nuo de contraç̃oes.
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Corolário 2.13. SejaA : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e densamente definido.

Se ambosA eA∗ são dissipativos entãoA é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

cont́ınuo de contraç̃oes sobreX.

Demonstraç̃ao: Pelo Teorema2.12é suficiente provar queR(λ −A) = X para algumλ > 0.

ComoA é dissipativo, segue do Lema2.10que

‖(λ −A)x‖> λ‖x‖, (2.10)

para todox∈D(A) e λ > 0.

R(I −A) é fechado emX, pois se{ fn}∞
n=1, fn ∈ R(I −A) com fn → f quandon→ ∞ ent̃ao

existe seq̈uência{xn}∞
n=1,xn ∈D(A) com(I −A)xn = fn→ f . Como

‖(I −A)(xn−xm)‖> ‖xn−xm‖⇒ ‖xn−xm‖6 ‖(I −A)(xn−xm)‖= ‖ fn− fm‖→ 0

paran,m> n0. Logo a seq̈uência{xn}∞
n=1 é de Cauchy emX queé completo, portantoxn → x

quandon→ ∞.

Assim,

lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

(xn−Axn) = f ⇒ Axn→ x− f .

SendoA fechado, temosx∈D(A) eAx= x− f ⇒ f = (I −A)x∈ R(I −A).

Portanto,R(I −A) é fechada.

SeR(I −A) = R(I −A) 6= X segue da Proposição1.17que existex∗ ∈ X′ tal quex∗ 6= 0,

< x∗,(I −A)x >= 0, ∀x∈D(A)

Ent̃ao para todox∈D(A)

< (I −A)∗x∗,x >= 0⇒ (I −A)∗x∗ = 0⇒ (I −A∗)x∗ = 0

e comoA∗ é dissipativo segue que

‖(I −A∗)x∗‖> ‖x∗‖⇒ ‖x∗‖6 0⇒ x∗ = 0

queé uma contradiç̃ao. PortantoR(I −A) = X.

Segue do Teorema2.12comλ0 = 1 > 0 queA gera um semigrupo fortemente contı́nuo de

contraç̃oes.
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2.3 Condiç̃oes sob as quais um operador gera um semigrupo
fortemente cont́ınuo

O objetivo dessa seção é o de mostrar que com condições adicionais os operadores setoriais

geram semigrupos fortemente contı́nuos, para isso usaremos o conceito de imagem numérica.

Definição 2.14.SejaA : D(A)⊂ X → X. A imagem nuḿerica deA é o conjunto

W(A) = {< x∗,Ax>: ‖x∗‖X′ = ‖x‖X = 1,< x∗,x >= 1,x∈D(A)} ⊂ C.

No caso em queX é um espaço de Hilbert,

W(A) = {< x,Ax>: x∈D(A),‖x‖X = 1}.

Teorema 2.15.SejaA : D(A)⊂ X → X um operador fechado densamente definido. SejaW(A)

a imagem nuḿerica deA e Σ um subconjunto aberto e conexo emC\W(A). Então

(i) ∀λ 6∈W(A), λ−Aé injetora e satisfaz para todox∈D(A), ‖(λ−A)x‖X > d(λ ,W(A))‖x‖X,

onded(λ ,W(A)) é a dist̂ancia deλ aW(A).

(ii) SeΣ∩ρ(A) 6= /0 ent̃ao Σ⊂ ρ(A) e para todoλ ∈ Σ, vale‖(λ −A)−1‖L (X) 6 1
d(λ ,W(A)) .

Demonstraç̃ao: (i) Sejamλ 6∈W(A) e x ∈ D(A) com‖x‖ = 1, pela Proposiç̃ao 1.5 existe

x∗ ∈ X′,‖x∗‖X′ = ‖x‖= 1 e < x∗,x >= ‖x‖2 = 1. Ent̃ao

0 < ‖x‖d(λ ,W(A)) = d(λ ,W(A)) 6 |λ−< x∗,Ax> |= |λ < x∗,x >−< x∗,Ax> |
= |< x∗,λx−Ax> |6 ‖x∗‖‖(λ −A)x‖= ‖(λ −A)x‖.

Assim parax∈D(A), tomando x
‖x‖ obtemos:

0 < d(λ ,W(A)) 6
∥∥∥∥(λ −A)

x
‖x‖

∥∥∥∥=
1
‖x‖‖(λ −A)x‖,

isto é,

‖(λ −A)x‖> d(λ ,W(A))‖x‖,

de onde segue a injetividade de(λ −A).

(ii) SejaΣ∩ρ(A) 6= /0. Sabemos queΣ∩ρ(A) é aberto. Mostremos queΣ∩ρ(A) é fechado

emΣ.
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Seja{λn}∞
n=1 λn ∈ Σ∩ρ(A) comλn→ λ ∈ Σ quandon→ ∞. Provemos queλ ∈ ρ(A).

Comoλ ∈ Σ e Σ é aberto comΣ⊂ C\W(A) ent̃aod(λ ,W(A)) > 0.

Afirmamos que|λ −λn|< d(λn,W(A)) paran> n0. Suponha que para todoN existen> N

com |λ − λn| > d(λn,W(A). SejaN = 1, existen1 > 1 com |λn1 − λ | > d(λn1,W(A)) para

N = n1 existen2 > n1 com |λn2 − λ | > d(λn2,W(A)). Continuando assim temos que para a

subseqûencia{λnk}, vale|λnk−λ |> d(λnk,W(A)) logo lim d(λnk,W(A)) = 0. Como a funç̃ao

d(·,W(A)) é cont́ınua eλnk → λ , segue qued(λ ,W(A)) = 0, portantoλ ∈W(A). Por hiṕotese,

Σ∩W(A) = /0, temosΣ∩W(A) = /0. Conseq̈uentemente,λ 6∈ Σ, o queé absurdo.

Portanto, paran > n0 vale

d(λn,W(A)) > |λ −λn| → 0. (2.11)

Comoλn 6∈W(A) segue de(i), que para todox∈D(A)

‖(λn−A)x‖> d(λn,W(A))‖x‖.

Fazendoy = (λn−A)x⇒ (λn−A)−1y = x, ent̃ao

‖y‖> d(λn,W(A))‖(λn−A)−1y‖,

ou seja,

‖(λn−A)−1y‖6 1
d(λn,W(A))

‖y‖⇒ ‖(λn−A)−1‖6 1
d(λn,W(A))

Conseq̈uentemente, de (2.11) temos

‖(λn−A)−1‖6 1
d(λn,W(A))

<
1

|λ −λn| ⇒ |λ −λn|‖(λn−A)−1‖< 1. (2.12)

Como

(λ −A) = (I − (λn−λ )(λn−A)−1)(λn−A) e ‖(λ −λn)(λn−A)−1‖< 1,

segue do Lema2.11que(I − (λ −λn)(λn−A)−1) é inverśıvel com inversa limitada e(λn−A)

tem inversa limitada, poisλn ∈ ρ(A). Desta forma, temos que(λ −A) é inverśıvel com inversa

limitada, portantoλ ∈ ρ(A).

Portanto,Σ∩ρ(A) é aberto e fechado emΣ queé conexo. ComoΣ 6= /0 ent̃aoΣ∩ρ(A) = Σ

e assimΣ⊂ ρ(A), além disso, de (2.12) obtemos que para todoλ ∈ Σ,

‖(λ −A)−1‖6 1
d(λ ,W(A))

.
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Definição 2.16. Dizemos queA : D(A) ⊂ H → H auto-adjuntoé limitado superiormente se

para alguma∈ R
< Ax,x >6 a < x,x >, ∀x∈D(A).

Definição 2.17.SejaA : D(A)⊂X→X, dizemos que−A é setorial seA é densamente definido,

A é fechado eΣa,ϕ ⊂ ρ(A), ondeΣa,ϕ = {λ ∈ C : |arg(λ −a)| < ϕ} para algumϕ ∈ (π
2 ,π) e

‖(λ −A)−1‖6 c
|λ−a| , ∀λ ∈ Σa,ϕ .

O próximo resultado nos fornece condições sob as quais um operador gera um semigrupo

fotemente contı́nuo.

Proposiç̃ao 2.18.SejaA : D(A) ⊂ H → H um operador auto-adjunto eH espaço de Hilbert.

Segue queA é fechado e densamente definido. Suponha queA seja limitado superiormente.

EntãoC\(−∞,a]⊂ ρ(A) e existeM > 1, dependendo somente deϕ, M = 1
sin(ϕ) , tal que‖(A−

λ )−1‖L (X) 6 M
|λ−a| para todoλ ∈ ∑a,ϕ = {λ ∈ C : |arg(λ −a) < ϕ},ϕ < π. Segue queA é o

gerador de um semigrupo fortemente contı́nuo{T(t) : t > 0} satisfazendo

‖T(t)‖L (H) 6 eat.

Demonstraç̃ao: Inicialmente vamos localizar a imagem numérica deA. ComoH é um espaço

de Hilbert, temos

W(A) = {< Ax,x >: ‖x‖= 1,x∈D(A)}.

Como< Ax,x >6 a < x,x >= a‖x‖2, a∈ R, segue que

W(A) = {< Ax,x >: ‖x‖= 1,x∈D(A)} ⊂ (−∞,a].

Parax∈D(A), temos

< (A−a)x,x >6 0, < (A∗−a)x,x >6 0,

ou seja,A−a e (A−a)∗ = A∗−a são dissipativos. Segue do Corolário2.13queA−a gera um

semigrupo fortemente contı́nuo de contraç̃oes. Segue do Teorema2.8que(0,∞) ⊂ ρ(A−a) e

do Teorema2.15temos

C\(−∞,a]⊂ ρ(A), ‖(λ −A)−1‖6 1
d(λ ,W(A))
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com

d(λ ,W(A)) > d(λ ,(−∞,a]).

Assim,

‖(λ −A)−1‖6 1
d(λ ,(−∞,a])

, ∀λ ∈ C\(−∞,a].

Vamos estimard(λ ,(−∞,a]) quandoλ ∈ C é tal queReλ > a eReλ < a.

SeReλ > a, temos|λ −a|6 d(λ ,W(A)), já queW(A)⊂ (−∞,a], ent̃ao

1
d(λ ,W(A))

6 1
|λ −a| ⇒ ‖(λ −A)−1‖6 1

|λ −a| .

SeReλ < a. Fazemos um cı́rculo com centro ema, que passa porλ e transladamosλ at́e

ficar sobre o segmento de reta com aberturaϕ, para algumϕ < π e o chamamos deλ . Veja

Figura 1 acima.

Figura 2.1:Figura 1 Figura 2.2:Figura 2

Temos que

d(λ ,(−∞,a]) > d(λ ,(−∞,a]) = sin(π−ϕ)|λ −a|= sin(ϕ)|λ −a|.

Portanto

‖(λ −A)−1‖6 1
d(λ ,W(A))

6 1
d(λ ,(−∞,a])

6 csc(ϕ)
1

λ −a| .

Observaç̃ao 12. É posśıvel mostrar que o semigrupo gerado porA é anaĺıtico eé dado por

eAt =
1

2π i

∫

Γa

eλ t(λ −A)−1dλ ,

ondeΓa = ∂{∑a\{λ ∈ C : |λ −a|6 r}} no setor{t ∈ C : |arg(t)|< ϕ− π
2}.
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2.4 Exist̂encia de Soluç̃ao

O objetivo desta seçãoé o estudo da existência de soluç̃ao do seguinte problema:

{
du
dt +Au(t) = f (t,u(t)), t > t0
u(t0) = u0,

(2.13)

ondeA é um operador setorial ef : U → X ondeU ⊂ R+×X é aberto.

Definição 2.19.Uma funç̃ao u : [t0, t1]→ X é uma soluç̃ao clássica de(2.13) sobre[t0, t1] seu

é cont́ınua sobre[t0, t1), continuamente diferenciável sobre(t0, t1), u(t) ∈D(A) parat0 < t < t1

e (2.13) é satisfeita para[t0, t1).

Mostra-se que seu é uma soluç̃ao cĺassica de (2.13) ent̃ao u satisfaz a seguinte equação

integral:

u(t) = e−A(t−t0)u0 +
∫ t

t0
e−A(t−s) f (s,u(s))ds. (2.14)

Isto motiva a seguinte definição:

Definição 2.20.Uma soluç̃ao cont́ınua da equaç̃ao integral(2.14) é denominada solução fraca

de(2.13).

Condição (F)Seja f : U → X, U como acima, dizemos quef (t,x) é Hölder cont́ınua emt e

localmente Lipschitz emx se(t1,x1) ∈U , existe uma vizinhançaV ⊂U de(t1,x1) tal que para

(t,x) ∈V, (s,y) ∈V,

‖ f (t,x)− f (s,y)‖6 L(|t−s|θ +‖x−y‖),

para constantesL > 0,θ > 0.

A demonstraç̃ao do teorema a seguir pode ser encontrada em [5], p.56.

Teorema 2.21.SejaA um operador setorial ef : U → X satisfaz a condiç̃ao (F) ent̃ao para

todo dado inicial(t0,x0) ∈U o problema de valor inicial(2.13) tem umaúnica soluç̃ao local

u∈ C([t0, t1) : X)∩C1((t0, t1) : X) ondet1 = t1(t0,x0) > t0.

♦
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Teorema 2.22.SejamA e f como no Teorema2.21com a condiç̃ao adicional que para todo

conjunto fechado e limitadoB⊂U temosf (B) limitado emX. Seu é uma soluç̃ao de(2.13)

sobre(t0, t1) et1 é maximal, ent̃ao out1 = +∞ ou existe uma seqüênciatn→ t−1 quandon→ ∞

tal que(tn,u(tn))→ ∂U(seU é ilimitado, o ponto no infinito esta incluido em∂U).

Demonstraç̃ao: Suponhat1 < ∞, mas(t,u(t)) não entra numa vizinhançaN de∂U parat2 6
t 6 t1, consideramosN da formaU\B ondeB é um subconjunto limitado e fechado deU , e

(t,u(t)) ∈ B parat2 6 t < t1. Mostraremos que existeu1 ∈ B tal queu(t)→ u1 emX quando

t → t−1 ent̃aou(t) pode ser estendida através det1 considerando a seguinte equação:

{
d
dtw(t)+Aw(t) = f (t,w(t)), t > t0
w(t1) = u1

e isto contradiz a maximalidade det1.

ConsidereC = sup{|| f (t,x)||,(t,x) ∈ B}, C est́a bem definido poisB é limitado e fechado.

Primeiramente mostraremos que||u(t)|| permanece limitada quandot → t−1 . Parat2 6 t < t1,

temos:

||u(t)||6 ||e−A(t−t0)||||u(t0)||+
∫ t

t0
||e−A(t−s)|||| f (s,u(s))||ds6 C1[||u(t0)||+(t− t0)]

queé limitado quandot → t−1 .

Consideremos,t2 6 τ < t < t1, assim

u(t)−u(τ) = (e−A(t−τ)− I)u(τ)+
∫ t

τ
e−A(t−s) f (s,u(s))ds

ent̃ao

||u(t)−u(τ)||6 C2||u(τ)||+C3(t− τ).

Portanto, existelim
t→t−1

u(t) emX.



44 2.4 Exist̂encia de Soluç̃ao



Caṕıtulo 3

Existência de Variedade Invariante e
Atrator para a equaçãout = uxx+ f (u)

Neste caṕıtulo apresentamos o teorema central do nosso trabalho que irá determinar a

exist̂encia de um conjunto chamado variedade invariante para um sistema de equações fraca-

mente acoplado. Este resultado pode ser encontrado em [5] e na forma que apresentamos em

[3].

SejamX eY espaços de Banach,−A : D(A)⊂X→X um operador setorial tal queRe(σ(−A))

> 0 eB : D(B)⊂Y→Y é gerador de umC0-grupo de operadores lineares limitados{S(t) : t >
0} sobreY. Seja{T(t) : t > 0} o semigrupo analı́tico de operadores lineares limitados gerado

porA.

Definição 3.1. Sejamf : X×Y → X, g : X×Y → Y funç̃oes cont́ınuas localmente Lipschitz.

Um conjuntoS⊂ X×Y é uma variedade invariante para equação diferencial

{
ẋ = Ax+ f (x,y)
ẏ = By+g(x,y)

se existeσ : Y→ X tal queS= {(x,y) ∈ X×Y : x = σ(y)} e, para qualquer(x0,y0) ∈ S, existe

uma soluç̃ao (x(·),y(·)) da equaç̃ao diferencial sobreR, comx(0) = x0 e y(0) = y0, tal que

(x(t),y(t)) est́a emS, para todot ∈ R.

A variedade invarianteSé exponencialmente atratora se existem constantes positivasγ eκ

tais que

‖x(t)−σ(y(t))‖X 6 κe−γt‖x(0)−σ(y(0))‖X

sempre que(x(t),y(t)) é uma soluç̃ao da equaç̃ao diferencial.
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3.1 Teorema da Variedade Invariante

Estabelecemos inicialmente uma versão generalizada da Desigualdade Gronwall. Para obter a

desigualdade estudamos a convergência das śeries

Eβ (z) =
∞

∑
k=0

zβk

Γ(kβ +1)
Ẽβ (z) =

∞

∑
k=0

zβk

Γ((k+1)β )

ondeΓ(·) é a funç̃ao-gama,

Γ(x) =
∫ ∞

0
e−ttx−1dt.

As funç̃oesEβ e Ẽβ são funç̃oes inteiras e como demonstrado em [4]

• existe constantec tal queEβ (z) 6 cez;

• dadod > 1 existec′ > 0 tal queẼβ (z) 6 c′edz.

Teorema 3.2. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejamt < r, φ : [t, r] → R+ uma

funç̃ao cont́ınua,a : [t, r]→ R+ uma funç̃ao localmente integŕavel,b > 0 e0 < β 6 1. Assuma

que

φ(t) 6 a(t)+b
∫ r

t
(s− t)β−1φ(s)ds, t 6 r. (3.1)

Então,

φ(t) 6
∞

∑
k=0

(Bka)(t), (3.2)

onde

Bka(t) =
∫ r

t

(bΓ(β ))k

Γ(kβ )
(s− t)kβ−1a(s)ds.

• Sea(t)≡ a é constante então

φ(t) 6 aEβ ((bΓ(β ))1/β (r− t)) 6 ace(bΓ(β ))1/β (r−t). (3.3)

• Seȧ(t) 6 0 e β = 1 ent̃ao

φ(t) 6 a(t)eb(r−t).

• Sea(t) = c0

∫ r

t
(s− t)−αeρ(s−r)ds, ρ > 0, ent̃ao

φ(t) 6 c0

b
[Eβ ((bΓ(β ))1/β (r− t))−1] 6 c0

b
[ce(bΓ(β ))1/β (r−t)−1]. (3.4)
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• Seψ : [t, r]→ R+ é uma funç̃ao cont́ınua e

a(t) = c0

∫ r

t
(s− t)−αeρsψ(s)ds,

comρ > 0, ent̃ao

φ(t) 6 c0c′Γ(β )
∫ r

t
(s− t)β−1eρsed(bΓ(β ))1/β (s−t)ψ(s)ds. (3.5)

Demonstraç̃ao: Seja

(Bφ)(t) = b
∫ r

t
(s− t)β−1φ(s)ds.

Segue de (3.1) que

φ(t) 6 a(t)+(Bφ)(t) 6 a(t)+(Ba)(t)+(B2φ)(t)

6
n−1

∑
k=0

(Bka)(t)+(Bnφ)(t).

Suponha por induç̃ao que

(Bn−1φ)(t) =
∫ r

t

(bΓ(β ))n−1

Γ((n−1)β )
(s− t)(n−1)β−1φ(s)ds

ent̃ao

B(Bn−1φ)(t) = b
∫ r

t
(s− t)β−1

[∫ r

s

(bΓ(β ))n−1

Γ((n−1)β )
(θ −s)(n−1)β−1φ(θ)dθ

]
ds

=
bnΓ(β )n−1

Γ((n−1)β )

∫ r

t
φ(θ)

[∫ θ

t
(s− t)β−1(θ −s)(n−1)β−1ds

]
dθ

=
bnΓ(β )n−1

Γ((n−1)β )

∫ r

t
φ(θ)

[∫ θ−t

0
uβ−1(θ − t−u)(n−1)β−1du

]
dθ

=
bnΓ(β )n−1

Γ((n−1)β )

∫ r

t
φ(θ)

[∫ θ−t

0
uβ−1((θ − t)(1− u

θ − t
))(n−1)β−1du

]
dθ .

Fazendoz= u
θ−t temos

(Bnφ)(t) =
bnΓ(β )n−1

Γ((n−1)β )

∫ r

t
φ(θ)(θ − t)β

[∫ 1

0
zβ−1(θ − t)(n−1)β−1(1−z)(n−1)β−1dz

]
dθ

=
bnΓ(β )n−1

Γ((n−1)β )

∫ r

t
φ(θ)(θ − t)nβ−1dθ

∫ 1

0
zβ−1(1−z)(n−1)β−1dz.

Como
∫ 1

0
zβ−1(1−z)(n−1)β−1dz= B(β ,(n−1)β ) =

Γ(β )Γ((n−1)β )
Γ(nβ )

,
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onde

B(r,s) =
∫ 1

0
xr−1(1−x)s−1dx,

ent̃ao

(Bnφ)(t) =
(bΓ(β ))n

Γ(nβ )

∫ r

t
φ(θ)(θ − t)nβ−1dθ .

Vamos estudar a convergência da śerie
∞

∑
n=0

zn

Γ(nβ )
.

Sean = Γ(nβ )−1 ent̃ao

an+1

an
=

Γ(nβ )
Γ((n+1)β )

=
B(β ,nβ )

Γ(β )
=

1
Γ(β )

∫ 1

0
tβ−1(1− t)nβ−1dt.

Segue do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue parafn = tβ−1(1−t)nβ−1, com

fn 6 tβ−1 paran > 1/β , que

an+1

an
→ 0, quando n→+∞,

portanto o raio de convergência da śerieé+∞.

LogoBnφ(t)→ 0, quandon→ ∞ e

φ(t) 6
∞

∑
n=0

(Bna)(t).

•Sea(t)≡ a = constante então

(Bna)(t) =
(bΓ(β ))n

Γ(nβ )

∫ r

t
(s− t)nβ−1ads

=
a(bΓ(β ))n

nβΓ(nβ )
(r− t)nβ =

a(bΓ(β ))n

Γ(nβ +1)
(r− t)nβ .

Segue que,

φ(t) 6 aEβ ((bΓ(β ))1/β (r− t))

6 ace(bΓ(β ))1/β (r−t).

• Seȧ(t) 6 0 e β = 1, integrando por partes obtemos

(Bna)(t) =
bn

Γ(n)

[
1
n

a(r)(r− t)n− 1
n

∫ r

t
(s− t)nȧ(s)ds

]

6 bn

Γ(n)

[
1
n

a(r)(r− t)n− 1
n
(r− t)n

∫ r

t
ȧ(s)ds

]

=
bn

nΓ(n)
(r− t)na(t).
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Assim,

+∞

∑
n=0

(Bna)(t) 6
+∞

∑
n=0

(b(r− t))n

Γ(n+1)
a(t) =

+∞

∑
n=0

(b(r− t))n

n!
a(t) = eb(r−t)a(t).

Portanto,

φ(t) 6 a(t)eb(r−t).

•Sea(t) = c0

∫ r

t
(s− t)−αeρ(s−r)ds, comα = 1−β ent̃ao

(Bna)(t) = c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
(s− t)nβ−1

[∫ r

s
(θ −s)−αeρ(θ−r)dθ

]
ds

= c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρ(θ−r)

[∫ θ

t
(s− t)nβ−1(θ −s)−αds

]
dθ

= c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρ(θ−r)

[∫ θ−t

0
unβ−1(θ − t−u)−αdu

]
dθ .

Fazendov = u
θ−t obtemos

Bna(t) = c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρ(θ−r)

[∫ 1

0
vnβ−1(θ − t)nβ−1(θ − t)1−α(1−v)−1+β dv

]
dθ

= c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρ(θ−r)(θ − t)(n+1)β−1dθB(β ,nβ )

= c0
bnΓ(β )n+1

Γ((n+1)β )

∫ r

t
eρ(θ−r)(θ − t)(n+1)β−1dθ

6 c0
bnΓ(β )n+1

Γ((n+1)β )

∫ r−t

0
s(n+1)β−1ds.

Assim,

∞

∑
n=0

(Bna)(t) 6 c0

∞

∑
n=0

bnΓ(β )n+1

Γ((n+1)β )

∫ r−t

0
s(n+1)β−1ds

= c0

∞

∑
n=0

bnΓ(β )n+1(r− t)(n+1)β

Γ((n+1)β +1)

=
c0

b

∞

∑
n=0

(b1/β Γ(β )1/β (r− t))(n+1)β

Γ((n+1)β +1)

=
c0

b
[Eβ (b1/β Γ(β )1/β (r− t))−1].

Segue que

φ(t) 6 c0

b
[Eβ (b1/β Γ(β )1/β (r− t))−1]

6 c0

b
[ceb1/β Γ(β )1/β (r−t)−1].
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• Sea(t) = c0

∫ r

t
(s− t)−αeρsψ(s)dsent̃ao

(Bna)(t) = c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
(s− t)nβ−1

[∫ r

s
(θ −s)−αeρθ ψ(θ)dθ

]
ds

= c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρθ ψ(θ)

[∫ θ

t
(s− t)nβ−1(θ −s)−αds

]
dθ

= c0
bnΓ(β )n

Γ(nβ )

∫ r

t
eρθ ψ(θ)(θ − t)(n+1)β−1B(β ,nβ )dθ

= c0
bnΓ(β )n+1

Γ((n+1)β )

∫ r

t
eρθ ψ(θ)(θ − t)(n+1)β−1dθ .

Assim

φ(t) 6
∞

∑
n=0

(Bna)(t) = c0

∞

∑
n=0

bnΓ(β )n+1

Γ((n+1)β )

∫ r

t
eρθ ψ(θ)(θ − t)(n+1)β−1dθ

= c0Γ(β )
∫ r

t

∞

∑
n=0

bnΓ(β )n(θ − t)nβ

Γ((n+1)β )
eρθ ψ(θ)(θ − t)β−1dθ

= c0Γ(β )
∫ r

t
Ẽβ ((bΓ(β ))1/β (θ − t))eρθ ψ(θ)(θ − t)β−1dθ

6 c0c′Γ(β )
∫ r

t
ed(bΓ(β ))1/β (θ−t)eρθ ψ(θ)(θ − t)β−1dθ .

Provaremos agora o teorema que irá assegurar a existência de uma variedade invariante

exponencialmente atratora para o problema proposto.

Teorema 3.3. (Teorema da Variedade Invariante) SejamXn, Yn seq̈uências de espaços de Ba-

nach,An : D(An) ⊂ Xn → Xn uma seq̈uência de operadores setoriais eBn : D(Bn) ⊂ Yn → Yn

uma seq̈uência de geradores deC0-grupos de operadores lineares limitados. Suponha que

fn : Xn×Yn→ Xn egn : Xn×Yn→Yn são seq̈uência de funç̃oes satisfazendo

‖ fn(x,y)− fn(z,w)‖Xn 6 L f (‖x−z‖Xn +‖y−w‖Yn)

‖ fn(x,y)‖Xn 6 Nf

para todo(x,y),(z,w) emXn×Yn, e

‖gn(x,y)−gn(z,w)‖Yn 6 Lg(‖x−z‖Xn +‖y−w‖Yn)

‖gn(x,y)‖Yn 6 Ng

para todo(x,y), (z,w) emXn×Yn. Assuma que
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(i) ‖e−Antw‖Xn 6 Mae−β (n)t‖w‖Xn, t > 0

(ii) ‖e−Bntz‖Yn = ‖eBn(−t)z‖Yn 6 Mbe−ρ(n)t‖z‖Yn, t 6 0

para qualquerw∈ Xn ez∈Yn, ondeβ (n)−ρ(n)→+∞ quandon→+∞.

Considere o sistema fracamente acoplado

ẋ =−Anx+ fn(x,y)

ẏ =−Bny+gn(x,y). (3.6)

Então, paran suficientemente grande, existe uma variedade invariante exponencialmente atra-

tora para(3.6)

S= {(x,y) : x = σn(y),y∈Yn}

ondeσn : Yn→ Xn satisfaz

s(n) = sup
y∈Yn

‖σn(y)‖Xn e ‖σn(y)−σn(z)‖Xn 6 l(n)‖y−z‖Yn,

coms(n), l(n)→ 0 quandon→ +∞. Se f ,g são suaves, então σn é suave e sua derivadaDσn

satisfaz

sup
y∈Yn

‖Dσn(y)‖L (Yn,Xn) 6 l(n).

Demonstraç̃ao: Iremos provar inicialmente a existência da variedade invariante. DadosD > 0

e ∆ > 0, sejaσn : Yn→ Xn satisfazendo

|||σn||| := sup
y∈Yn

‖σn(y)‖Xn 6 D, ‖σn(y)−σn(y′)‖Xn ≤ ∆‖y−y′‖Yn. (3.7)

Sejay(t) = y(t,τ,η ,σn), definida parat < τ, a soluç̃ao de

{ dy
dt =−Bny+gn(σn(y),y)
y(τ) = η

e defina

G(σn)(η) =
∫ τ

−∞
e−An(τ−s) fn(σn(y(s)),y(s))ds.

Note que,

‖G(σn)(·)‖Xn 6
∫ τ

∞
‖e−An(τ−s)‖‖ fn(σn(y(s)),y(s))‖Xnds6 Nf Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)ds. (3.8)

Sejan0 tal que, paran≥ n0 ‖G(σn)(·)‖Xn 6 D.
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Sejamσn,σ ′n funções satisfazendo (3.7). Seη ,η ′ ∈Y sejamy(t) = y(t,τ,η ,σn) como acima

ey′(t) = y(t,τ,η ′,σ ′n), definida parat < τ, soluç̃ao de

{
dy
dt =−Bny+gn(σ ′n(y),y)
y(τ) = η ′.

Ent̃ao de (2.14) temos

y(t)−y′(t) = e−Bn(t−τ)η +
∫ t

τ
e−Bn(t−s)gn(σn(y(s)),y(s))ds

−e−Bn(t−τ)η ′−
∫ t

τ
e−Bn(t−s)gn(σ ′n(y′(s)),y′(s))ds

e portanto,

‖yn(t)−y′n(t)‖Yn 6 ‖e−Bn(t−τ)(η−η ′)‖Yn

+
∫ τ

t
‖e−Bn(t−s)[gn(σn(yn(s)),yn(s))−gn(σ ′n(y′n(s)),y′n(s))]‖Ynds

6 Mbeρ(n)(τ−t)‖η−η ′‖Yn

+Mb

∫ τ

t
eρ(n)(s−t)‖gn(σn(yn(s)),yn(s))−gn(σ ′n(y′n(s)),y′n(s))‖Ynds

6 Mbeρ(n)(τ−t)‖η−η ′‖Yn

+MbLg

∫ τ

t
eρ(n)(s−t)[‖σn(yn(s))−σn(y′n(s))‖Xn

+‖σn(y′n(s))−σ ′n(y′n(s))‖Xn +‖yn(s)−y′n(s)‖Yn]ds

6 Mbeρ(n)(τ−t)‖η−η ′‖Yn

+MbLg

∫ τ

t
eρ(n)(s−t)ds sup

y′n(s)∈Yn

‖(σn−σ ′n)(y′n(s))‖Xn

+MbLg(1+∆)
∫ τ

t
eρ(n)(s−t)‖yn(s)−y′n(s)‖Ynds.

Logo,

‖yn(t)−y′n(t)‖Yn 6 Mbeρ(n)(τ−t)‖η−η ′‖Yn

+MbLg|||σn−σ ′n|||
∫ τ

t
eρ(n)(s−t)ds

+MbLg(1+∆)
∫ τ

t
eρ(n)(s−t)‖yn(s)−y′n(s)‖Ynds.

Seja

φ(t) = eρ(n)(t−τ)‖yn(t)−y′n(t)‖Yn.
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Ent̃ao,

φ(t) 6 Mb

[
‖η−η ′‖Yn +Lg

∫ τ

t
eρ(n)(s−τ)ds|||σn−σ ′n|||

]

+MbLg(1+∆)
∫ τ

t
φ(s)ds

isto é,

φ(t) 6 Mb

[∥∥η−η ′
∥∥

Yn
+

Lg

ρ(n)
|||σn−σ ′n|||

]
+MbLg(1+∆)

∫ τ

t
φ(s)ds.

Segue do Teorema3.2que

φ(t) 6 [c1‖η−η ′‖Yn +c2
∥∥σn−σ ′n

∥∥]e(MbLg(1+∆))(τ−t),

ou seja,

‖yn(t)−y′n(t)‖Yn 6 [c1‖η−η ′‖Yn +c2
∥∥σn−σ ′n

∥∥]e[ρ(n)+cΓ](τ−t) (3.9)

ondecΓ = MbLg(1+∆).

Utilizando (3.9) temos

‖G(σn)(η)−G(σ ′n)(η ′)‖Xn

6
∫ τ

−∞
‖e−An(τ−s)[ fn(σn(y(s)),y(s))− fn(σ ′n(y′(s)),y′(s))]‖Xnds

6 Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)‖ fn(σn(y(s)),y(s))− fn(σ ′n(y′(s)),y′(s))‖Xnds

6 Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)L f (‖σn(y(s))−σ ′n(y′(s))‖Xn +‖y(s)−y′(s)‖Yn)ds

6 Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)L f ((1+∆)‖y(s)−y′(s)‖Yn + |||σn−σ ′n|||)ds

6 Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)L f [(1+∆)[c1‖η−η ′‖Yn +c2|||σn−σ ′n|||]e[ ρ(n)+cΓ](τ−s)

+ |||σn−σ ′n||| ]ds

= Ma

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)L f [1+c2(1+∆)e[ ρ(n)+cΓ](τ−s) ]ds|||σn−σ ′n|||

+c1MaL f (1+∆)
∫ τ

−∞
e−[β (n)−ρ(n)−cΓ](τ−s)ds‖η−η ′‖Yn.

Sejam

Iσ (n) = MaL f

∫ τ

−∞
e−β (n)(τ−s)

(
1+c2(1+∆)e[ρ(n)+cΓ](τ−s)

)
ds
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e

Iη(n) = c1MaL f (1+∆)
∫ τ

−∞
e−[β (n)−ρ(n)−cΓ](τ−s)ds.

Seθ < 1, existen0 tal que paran > n0 temos

Iσ (n) 6 θ , Iη(n) 6 ∆ (3.10)

e

‖G(σn)(η)−G(σ ′n)(η ′)‖Xn 6 Iη(n)‖η−η ′‖Yn + Iσ (n)
∥∥σn−σ ′n

∥∥ . (3.11)

As desigualdades (3.8) e (3.11) implicam queG é uma contraç̃ao da classe de funções que

satisfazem (3.7) nela mesma.

Sejaσ∗n = G(σ∗n) o único ponto fixo deG nesta classe. Provaremos agora que

S= {(σ∗n(y),y) : y∈Yn}

é uma variedade invariante para (3.6).

Seja(x0,y0) ∈ S, x0 = σ∗n(y0). Denote pory∗n(t) a soluç̃ao do problema de valor inicial
{

dy
dt =−Bny+gn(σ∗n(y),y)
y(0) = y0

e considere a curva(σ∗n(y∗n(t)),y∗n(t)) ∈ S, t ∈ R. Mas aúnica soluç̃ao de

ẋ =−Anx+ fn(σ∗n(y∗n(t)),y
∗
n(t))

que permanece limitada quandot →−∞ é

x∗(t) =
∫ τ

−∞
e−An(t−s) fn(σ∗n(y∗n(s)),y

∗
n(s))ds= G(σ∗n)(y∗n(t)) = σ∗n(y∗n(t)).

Portanto,(σ∗n(y∗n(t)),y∗n(t)) é uma soluç̃ao de (3.6) atrav́es de(x0,y0) e com isto provamos

a invarîancia.

Segue imediatamente de (3.8) que s(n) → 0 quandon→ +∞ e de (3.11) que l(n) → 0

quandon→+∞.

Mostraremos agora que, paran suficientemente grande, existem constantes positivasγ e κ

tais que se(xn(t),yn(t)) é uma soluç̃ao de (3.6) ent̃ao

‖xn(t)−σ∗n(yn(t))‖Xn 6 κe−γt‖xn(t0)−σ∗n(yn(t0))‖Xn,
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ou seja, a variedade invarianteSé exponencialmente atratora. Coloqueξ (t) = xn(t)−σ∗n(yn(t))

e sejay∗n(s, t), s6 t, soluç̃ao de
{

dy∗n
ds =−Bny∗n +gn(σ∗n(y∗n),y∗n), s≤ t

y∗n(t, t) = yn(t).

Ent̃ao de (2.14),

‖y∗n(s, t)−yn(s)‖Yn 6 ‖e−Bn(s−t)y∗n(t, t)−e−Bn(s−t)yn(t)‖
+

∫ t

s
‖e−Bn(s−θ)[gn(σ∗n(y∗n(θ , t)),y∗n(θ , t))−gn(xn(θ),yn(θ))]‖Yndθ

6
∫ t

s
Mbeρ(n)(θ−s)‖gn(σ∗n(y∗n(θ , t)),y∗n(θ , t)))−gn(xn(θ),yn(θ))‖Yndθ

6 MbLg

∫ t

s
eρ(n)(θ−s)[‖σ∗n(y∗n(θ , t))−σ∗n(yn(θ , t))+σ∗n(yn(θ , t))−xn(θ)‖Yn

+‖y∗n(θ , t)−yn(θ)‖Yndθ

6 MbLg

∫ t

s
eρ(n)(θ−s)[‖σ∗n(yn(θ , t))−xn(θ)‖Xn +(1+∆)‖y∗n(θ , t)−yn(θ)‖Yn

]
dθ

= MbLg

∫ t

s
eρ(n)(θ−s)[(1+∆)‖y∗n(θ , t)−yn(θ)‖Yn +‖ξ (θ)‖Xn]dθ

Colocandoz(s) = eρ(n)s‖y∗n(s, t)−yn(s)‖Yn temos

z(s) 6 MbLg(1+∆)
∫ t

s
z(θ)dθ +MbLg

∫ t

s
eρ(n)θ‖ξ (θ)‖Xndθ .

Segue da Desigualdade de Gronwall Generalizada que

‖y∗n(s, t)−yn(s)‖Yn 6 c3

∫ t

s
e[ρ(n)+dcΓ](θ−s)‖ξ (θ)‖Xndθ (3.12)

ondes≤ t ecΓ = MbLg(1+∆).

Sejas6 t0 6 t. Vamos estimar‖y∗n(s, t)−y∗n(s, t0)‖Yn. Temos de (2.14) que

‖y∗n(s, t)−y∗n(s, t0)‖Yn 6 ‖e−Bn(s−t0)[y∗n(t0, t)−yn(t0)]‖Yn

+‖
∫ s

t0
e−Bn(s−θ)[gn(σ∗n(y∗n(θ , t)),y∗n(θ , t))−gn(σ∗n(y∗n(θ , t0)),y∗n(θ , t0))]dθ‖Yn

6 c3Mbeρ(n)(t0−s)
∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−t0)‖ξ (θ)‖Xndθ

+MbLg(1+∆)
∫ t0

s
eρ(n)(θ−s)‖y∗n(θ , t)−y∗n(θ , t0)‖Yndθ .

Ent̃ao pela Desigualdade de Gronwall Generalizada onde

c3Mbeρ(n)t0
∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−t0)‖ξ (θ)‖Xndθ
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é constante em relação as, que

eρ(n)s‖y∗n(s, t)−y∗n(s, t0)‖Yn 6 cc3Mbe−cΓs
∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ]θ‖ξ (θ)‖Xndθ ,

ou seja,

‖y∗n(s, t)−y∗n(s, t0)‖Yn 6 c4

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−s)‖ξ (θ)‖Xndθ . (3.13)

Podemos agora obter uma estimativa para‖ξ (t)‖Xn.

ξ (t)−e−An(t−t0)ξ (t0) = xn(t)−e−An(t−t0)xn(t0)−σ∗n(yn(t))+e−An(t−t0)σ∗n(yn(t0))

=
∫ t

t0
e−An(t−s) fn(xn(s),yn(s))ds−σ∗n(yn(t))+e−An(t−t0)σ∗n(yn(t0))

=
∫ t

t0
e−An(t−s) fn(xn(s),yn(s))ds−

∫ t

−∞
e−An(t−s) fn(σ∗n(y∗n(s, t)),y

∗
n(s, t))ds

+e−An(t−t0)
∫ t0

−∞
e−An(t0−s) fn(σ∗n(y∗n(s, t0)),y

∗
n(s, t0))ds

=
∫ t

t0
e−An(t−s)[ fn(xn(s),yn(s))− fn(σ∗n(y∗n(s, t)),y

∗
n(s, t))]ds

−
∫ t0

−∞
e−An(t−s)[ fn(σ∗n(y∗n(s, t)),y

∗
n(s, t))− fn(σ∗n(y∗n(s, t0)),y

∗
n(s, t0))]ds.
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Utilizando (3.12) e (3.13) segue que
∥∥∥ξ (t)−e−An(t−t0)ξ (t0)

∥∥∥
Xn

6 MaL f

∫ t

t0
e−β (n)(t−s)(‖xn(s)−σ∗n(y∗n(s, t))‖Xn +‖yn(s)−y∗n(s, t)‖Yn)ds

+MaL f (1+∆)
∫ t0

−∞
e−β (n)(t−s)‖y∗n(s, t)−y∗n(s, t0)‖Ynds

6 MaL f

∫ t

t0
e−β (n)(t−s)‖xn(s)−σ∗n(y∗n(s, t))‖Xn

+c3MaL f

∫ t

t0
e−β (n)(t−s)

∫ t

s
e[ρ(n)+dcΓ](θ−s)‖ξ (θ)‖Xndθds

+c4MaL f (1+∆)
∫ t0

−∞
e−β (n)(t−s)

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−s)‖ξ (θ)‖Xndθds

6 MaL f

∫ t

t0
e−β (n)(t−s)‖ξ (s)‖Xnds

+c5

∫ t

t0
e−β (n)(t−θ)‖ξ (θ)‖Xn

∫ θ

t0
e−[β (n)−(ρ(n)+dcΓ)](θ−s)dsdθ

+c6

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−t)‖ξ (θ)‖Xn

∫ t

−∞
e−[β (n)−(ρ(n)+dcΓ)](t−s)dsdθ

6
[
MaL f +

c5

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

]∫ t

t0
e−β (n)(t−s) ‖ξ (s)‖Xn

ds

+
c6

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](θ−t)‖ξ (θ)‖Xndθ . (3.14)

Como,

‖ξ (t)‖Xn 6 ‖e−An(t−t0)ξ (t0)‖Xn +‖ξ (t)−e−An(t−t0)ξ (t0)‖Xn

6 Mae−β (n)(t−t0)‖ξ (t0)‖Xn +‖ξ (t)−e−An(t−t0)ξ (t0)‖Xn

segue de (3.14) que

‖ξ (t)‖Xn 6 Mae−β (n)(t−t0)‖ξ (t0)‖Xn

+
[
MaL f +

c5

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

]∫ t

t0
e−β (n)(t−s)‖ξ (s)‖Xnds

+
c6

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](s−t)‖ξ (s)‖Xnds.

Seω(t) = sup{‖ξ (s)‖Xn : t0 6 s6 t} ent̃ao

‖ξ (t)‖Xn 6 Mae−β (n)(t−t0)‖ξ (t0)‖Xn

+
[
MaL f +

c5

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

]∫ t

t0
e−β (n)(t−s)dsω(t)

+
c6

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

∫ t

t0
e[ρ(n)+dcΓ](s−t)dsω(t).
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Logo,

eβ (n)(t−t0)‖ξ (t)‖Xn 6 Ma‖ξ (t0)‖Xn + γ(n)eβ (n)(t−t0)ω(t), (3.15)

onde

γ(n) =
1

β (n)

[
MaL f +

c5

[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

]
+

c6K
[β (n)− (ρ(n)+dcΓ)]

e

K = sup
η>0

(∫ η

0
e(ρ(n)+dcΓ)(u−η)du

)
.

Escolhan0 > 0 tal queγ(n) 6 1/2 para todon > n0. Trocandot pors em (3.15), temos

eβ (n)(s−t0)‖ξ (s)‖Xn 6 Ma‖ξ (t0)‖Xn + γ(n)eβ (n)(s−t0)ω(s),

paran > n0, e ent̃ao,

sup
t06s6t

eβ (n)(s−t0)‖ξ (s)‖Xn 6 Ma‖ξ (t0)‖Xn + γ(n)eβ (n)(t−t0) sup
t06s≤t

ω(s)

ou seja,

eβ (n)(t−t0)ω(t) 6 Ma‖ξ (t0)‖Xn + γ(n)eβ (n)(t−t0)ω(t).

Assim paran > n0

eβ (n)(t−t0)‖ξ (t)‖Xn 6 eβ (n)(t−t0)ω(t)≤Ma‖ξ (t0)‖Xn + γ(n)eβ (n)(t−t0)ω(t)

6 Ma‖ξ (t0)‖Xn +
1
2

eβ (n)(t−t0)ω(t).

Ent̃ao

‖ξ (t)‖Xn 6 2Mae−β (n)(t−t0)‖ξ (t0)‖Xn,

e portanto

‖xn(t)−σ∗n(yn(t))‖Xn 6 2Mae−β (n)(t−t0)‖xn(t0)−σ∗n(yn(t0))‖Xn,

eS é exponencialmente atratora.

A suavidade deσ∗n é provada da mesma forma que em Henry [5].
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Nos exemplos abaixo determinamos uma variedade invariante para o sistema de equações

dado.

Exemplo 3.4.Seja {
ẋ =−x

ẏ = y
(3.16)

com as condiç̃oes iniciaisx(0) = x0 ey(0) = y0.

A soluç̃ao do sistemáe dada porφ(t) = (x(t),y(t)) = (x0e−t ,y0et). Como

ẋ
ẏ

=−x
y

=⇒−1
x

ẋ =
1
y

ẏ =⇒ |xy|= ec, c∈ R

o retrato de fasée descrito como na figura abaixo

Figura 3.1:retrato de fase

O eixoOx= S= {(x,σ(x)) : σ ≡ 0} é uma variedade invariante exponencialmente atratora,

pois se(x(t),y(t) é uma soluç̃ao de(3.16) que passa pelo ponto(x0,y0) = (x0,0) ent̃ao φ(t) =

(x(t),y(t)) = (x0e−t ,0) ∈ S. Analogamente o eixoOy= S= {(σ(y),y) : σ ≡ 0}.

Exemplo 3.5.Considere {
ẋ = ax, a > 0

ẏ = by b< 0
(3.17)

com as condiç̃oes iniciaisx(0) = x0 ey(0) = y0.
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A soluç̃ao do sistema(3.17) é dada porφ(t) = (x(t),y(t)) = (x0eat,y0ebt). Os eixosOx e

Oysão variedades invariantes, mas somente o eixoOy é exponencialmente atratora.

A soluç̃ao que passa pelo ponto(x0,y0)= (x0,0) é da formaφ(t)= (x(t),y(t))= (x0eat,y0ebt)=

(x0eat,0).

Exemplo 3.6.Seja {
ẋ = x

ẏ =−y+x3 (3.18)

com as condiç̃oes iniciaisx(0) = x0 ey(0) = y0.

A soluç̃ao de(3.18) é dada porφ(t) = (x(t),y(t)) = (x0et ,
x3

0e3t

4 +ce−t), ondec = y0− x3
0
4 .

Figura 3.2:retrato de fase

Observemos quex(t) → 0 e y(t) → 0 quandot → +∞ se, e somente se,x0 = 0 e y0 é

arbitrário. Além disso,x(t)→ 0 e y(t)→ 0 quandot →−∞ se, e somente se,x0 é arbitrário e

y0 = x3
0
4 .

Sey0 = x3
0
4 ent̃ao aórbita correspondente no retrato de faseé φ(t) =

(
x(t), (x(t))3

4

)
.

Assim,S= {(x,y) : y(t) = 1
4x(t)3} é uma variedade invariante para esse problema.

♦

Aplicaremos o Teorema da Variedade Invarianteà equaç̃ao ut = uxx+ f (u) com condiç̃ao

de fronteira Dirichlet homoĝenea, para isso iremos escrevê-la como um sistema de equações.
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Seja

A : D(A)⊂X → X

u 7→ Au=−uxx (3.19)

ondeD(A) = H2(0,1)∩H1
0(0,1) eX = L2(0,1).

Definição 3.7. SejamX e Y espaços de Banach. Dizemos que um operadorT : X → Y ∈
L (X,Y) é compacto seT(BX) (BX é um limitado emX) compacto na topologia forte, istóe,

T(BX) é relativamente compacto na topologia forte.

O próximo resultado será utilizado na demonstração do teorema abaixo que fornece algumas

informaç̃oes sobre o operadorA definido em (3.19).

Lema 3.8. SejaT : D(T) ⊂ X → X fechado tal que(λ0−T)−1 é compacto para algumλ0 ∈
ρ(T). Ent̃ao (λ −T)−1 é um operador compacto para todoλ ∈ ρ(T).

♦

Teorema 3.9.Considere o operadorA definido acima. Ent̃ao:

(i) A é sobrejetor.

(ii) A é siḿetrico.

(iii ) A é auto-adjunto.

(iv) −A é limitado superiormente.

(v) A tem resolvente compacto.

(vi) A é um operador setorial.

Demonstraç̃ao: (i) Mostraremos que o problema
{ −uxx = f

u(0) = u(1) = 0

tem uma soluç̃aou∈D(A) para todaf ∈ L2(0,1).
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Consideraremos a seguinte forma bilinear emH1
0(0,1)

a(u,v) =
∫ 1

0
u′v′

e a forma linear

φ : v 7→
∫ 1

0
f v.

• a é cont́ınua, pois

|a(u,v)|6
∫ 1

0
|u′(x)v′(x)|dx6 ‖u′‖L2‖v′‖L2

6 ‖u′‖L2‖v′‖L2 +‖u‖L2‖v′‖L2 +‖v‖L2‖u′‖L2 +‖v‖L2‖u‖L2

= ‖v′‖L2(‖u′‖L2 +‖u‖L2)+‖v‖L2(‖u′‖L2 +‖u‖L2)

= (‖u′‖L2 +‖u‖L2)(‖v‖L2 +‖v′‖L2) = ‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
.

• a é coerciva, pois pelo Teorema1.36temos

a(v,v) =
∫ 1

0
(v′(x))2dx= ‖v′‖2

L2 > c‖v‖2
H1

0
.

Assim, pelo Teorema1.25(de Lax Milgram) existe umáunicau ∈ H1
0 tal quea(u,v) =<

φ ,v >, ou sejau é uma soluç̃ao fraca. Desde que
∫

Ω
u′(x)v′(x)dx=

∫

Ω
f (x)v(x)dx, para toda

v∈C1
c(0,1) e f ∈ L2(0,1) ent̃aou′ ∈ H1, ou seja,u∈ H2 e−u” = f .

(ii) Segue do Teorema1.35, que para quaisqueru,v∈D(A)

< Au,v > =<−uxx,v >=
∫
−uxxv =

∫
u′v′

=< u′,v′ >=< u,−vxx >=< u,Av> .

(iii ) A é auto-adjunto.

ComoA é siḿetrico temosA⊂ A∗, isto é,D(A)⊂D(A∗) e Ax= A∗x, para todox∈D(A).

Para provar queA = A∗ basta mostrar a outra inclusãoD(A∗)⊂D(A).

Tomey∈D(A∗) ez= A∗y. ComoR(A) = X existeu∈D(A) tal quez= Au.

Para todox∈D(A) temos que

< Ax,y > =< x,A∗y >=< x,z>=< x,Au>

=< x,A∗u >=< Ax,u >⇒< Ax,y−u >= 0.

ComoD(A) = X segue da Proposição1.17quey−u = 0, ou seja,y = u∈D(A). Portanto

D(A∗)⊂D(A).
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Desde queA é auto-adjunto temos queA é fechado.

(iv) A é positivo, pois< Au,u >=<−u′′,u >=< u′,u′ >= ‖u′‖2
L2 e do Teorema1.36(De-

sigualdade de Poincaré) temos:

< Au,u >= ‖u′‖2
L2 > 1

c2‖u‖2
H1

0
> 0.

Assim,

<−Au,u >6 a‖u‖2
H1

0
,

coma =− 1
c2 . Portanto−A é limitado superiormente.

(v) A tem resolvente compacto.

A é sobrejetor e comoA é positivo temos queA é injetor, istoé, existeA−1. Temos tamb́em

queA é fechado e assimA−1 tamb́emé. Pelo Teorema1.16obtemos queA−1 é cont́ınuo.

A−1 : X → H2∩H1
0 ⊂⊂ L2 = X.

Assim, sejaB⊂ X um conjunto limitado pela continuidade deA−1 obtemos queA−1(B) é

limitado emH2∩H1
0 . Segue do Teorema1.37queH2∩H1

0 ↪→ L2 = X compactamente, assim

A−1(B) é pŕe-compacto emX.

PortantoA−1 é compacto e pelo Lema3.8, (λ −A)−1 é compacto para todoλ ∈ ρ(A).

(vi) A é setorial. Segue diretamente da Proposição (2.18).

Observaç̃ao 13. Com essas informações sobre o operadorA, segue da Proposição 2.18que

−A gera semigrupo analı́tico {e−At}.

3.2 Um sistema de equaç̃oes paraut = uxx+ f (u)

Notemos que os autovalores do operadorAu= −uxx parau∈ D(A) = H2(0,1)∩H1
0(0,1) são

dados por:

λ̃n = n2π2,n∈ N∗.

e as auto-funç̃oes associadas são

φn(x) =
√

2sin(nπx),n∈ N∗.
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Observaç̃ao 14. Segue do Teorema1.21que as auto-funç̃oesφn(x) =
√

2sin(nπx),n∈ N∗ for-

mam uma base Hilbertiana paraX.

Portanto os autovalores do operador−A são dados por

λn =−n2π2,n∈ N∗

e assim formam uma sequência decrescente

0 > λ1 > λ2 > .. . > λn−1 > λn > λn+1 > .. . .

Consideremos a seguinte decomposição do espaçoX = W⊕W⊥, onde

W = [φ1,φ2, . . . ,φn−1,φn] e W⊥ = {φ ∈ X :< φ ,w >= 0,∀w∈W}

aqui< ·, ·> denota o produto interno doL2(0,1) en é arbitŕario.

Ent̃aou∈ L2(0,1) pode ser escrito como

u = v1φ1 + . . .+vnφn +w

ondew = u−∑n
j=1v jφ j .

Para cadaj = 1,2, . . . ,n, temos

u(x)φ j(x) =
n

∑
i=1

viφi(x)φ j(x)+w(x)φ j(x).

Como

< φi ,φ j >=
{

0, se i 6= j
1, se i = j

ew∈W⊥, isto é,< w,φ j >= 0, segue que

∫ 1

0
u(x)φ j(x)dx= v j‖φ j‖2

L2 ⇒ v j =
∫ 1

0
u(x)φ j(x)dx, para cadaj = 1, . . . ,n.

Assim, parau∈ L2(0,1) temos

u =
n

∑
j=1

v jφ j +w onde w = u−
n

∑
j=1

v jφ j e v j =
∫ 1

0
u(x)φ j(x)dx.

Sejau(x, t) uma soluç̃ao de
{

ut =−Au+ f (u)
u(0, t) = u(1, t) = 0.

(3.20)
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Para cadat podemos escrever

u(x, t) =
n

∑
j=1

v j(t)φ j(x)+w(x, t),

onde, de modo análogo ao feito acima

v j(t) =
∫ 1

0
u(x, t)φ j(x)dx.

Temos,

v̇ j(t) =
d
dt

∫ 1

0
u(x, t)φ j(x)dx=

∫ 1

0

d
dt

u(x, t)φ j(x)dx=
∫ 1

0
(−Au+ f (u))φ j(x)dx

=
∫ 1

0
(uxx(x, t)φ j(x)+ f (u(x, t))φ j(x))dx

= φ j(x)ux(x, t)|10−
∫ 1

0
ux(x, t)φ ′j(x)dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx

= φ j(x)ux(x, t)|10−u(x, t)φ ′j(x)|10 +
∫ 1

0
u(x, t)φ ′′j (x)dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx.

Comoueφ j est̃ao no doḿınio do operadorAsegue queu(1, t) = u(0, t) = φ j(1) = φ j(0) = 0,

conseq̈uentemente,

v̇ j(t) =
∫ 1

0
(u(x, t)φ ′′j (x))dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx=

∫ 1

0
u(x, t)(−Aφ j)(x)dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx

=
∫ 1

0
u(x, t)λ jφ j(x)dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx= λ j

∫ 1

0
u(x, t)φ j(x)dx+

∫ 1

0
f (u(x, t))φ j(x)dx

= λ jv j(t)+ < f (u(·, t)),φ j > .

Logo

v̇ j(t) = λ jv j(t)+ < f (u(·, t)),φ j >, j = 1,2, . . . ,n. (3.21)

Consideremos agorâA = A|D(A)∩W⊥ eB = A|W. Obtemos

A =
(

Â 0
0 B

)
.

ComoW tem dimens̃ao finita podemos escrever−B, como a matriz diagonal:

−B =




λ1 0 · · · 0 0
0 λ2 · · · 0 0
...

...
.. .

...
0 0 · · · λn−1 0
0 0 · · · 0 λn




.
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Temos

wt + Âw= ut − d
dt

( n

∑
j=1

v j(t)φ j

)
−wxx = ut −

n

∑
j=1

d
dt

(v j(t)φ j)−wxx

= ut −uxx−
n

∑
j=1

v j(t)φ ′′j −
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j

= ut +Au+
n

∑
j=1

v j(t)(−φ ′′j )−
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j = ut +Au+
n

∑
j=1

v j(t)Aφ j −
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j

= f (u)+
n

∑
j=1

λ jv j(t)φ j −
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j

= f (u)+
n

∑
j=1

(v̇ j(t)−< f (u(·, t)),φ j >)φ j −
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j

= f (u)+
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j −
n

∑
j=1

< f (u(·, t)),φ j > φ j −
n

∑
j=1

v̇ j(t)φ j

= f (u)−
n

∑
j=1

< f (u(·, t)),φ j > φ j .

Portanto

wt + Âw= f (u)−
n

∑
j=1

< f (u(·, t)),φ j > φ j . (3.22)

Sejau= (v,w) ondev= (v1, . . . ,vn)∈W,w∈W⊥ e−B= diag(λ1, . . . ,λn). Segue de (3.21)

e (3.22) que (3.20) pode ser escrito como o sistema de equações fracamente acoplado:

{
v̇+Bv= g(v,w)
wt + Âw= f̂ (v,w)

(3.23)

onde

g(v,w) = (< f (u(·, t)),φ1 >,. . . ,< f (u(·, t)),φn >)t

e

f̂ (v,w) = f (u)−
n

∑
j=1

< f (u(·, t)),φ j > φ j .

Vamos aplicar o Teorema da Variedade Invariante para o sistema fracamente acoplado (3.23).

SejamL f a constante de Lipschitz def eNf como em(H1), usando a Observação14, obtemos



3 Existência de Variedade Invariante e Atrator para a equaç̃aout = uxx+ f (u) 67

•‖ f̂ (x,y)− f̂ (z,w)‖=
∥∥∥∥ f (u1)−

n

∑
j=1

< f (u1),φ j > φ j − f (u2)+
n

∑
j=1

< f (u2),φ j > φ j

∥∥∥∥

6 ‖ f (u1)− f (u2)‖+
n

∑
j=1
|< f (u1)− f (u2),φ j > |‖φ j‖

6 L f ‖u1−u2‖+
n

∑
j=1

L f ‖u1−u2‖‖φ j‖2

6 (1+n)L f (‖x−z‖+‖y−w‖) := L f̂ (‖x−z‖+‖y−w‖).

•‖ f̂ (x,y)‖=
∥∥∥∥ f (u1)−

n

∑
j=1

< f (u1),φ j > φ j

∥∥∥∥6 ‖ f (u1)‖+
n

∑
j=1
‖ f (u1)‖‖φ j‖2 6 (1+n)‖ f (u1)‖

6 (1+n)Nf := N f̂ .

•‖g(x,y)−g(z,w)‖
= ‖(< f (u1),φ1 >,< f (u1),φ2 >, · · · ,< f (u1),φn >)t − (< f (u2),φ1 >, · · · ,< f (u2),φn >)t‖Rn

= ‖(< f (u1)− f (u2),φ1 >,< f (u1)− f (u2),φ2 >, · · · ,< f (u1)− f (u2),φn >)‖Rn

=
( n

∑
j=1
|< f (u1)− f (u2),φ j > |2

) 1
2

6
( ∞

∑
j=1
|< f (u1)− f (u2),φ j > |2

) 1
2

= ‖ f (u1)− f (u2)‖6 L f ‖u1−u2‖= L f ‖(x+y)− (z+w)‖

6 L f (‖x−z‖+‖y−w‖).

•‖g(x,y)‖= |(< f (u1),φ1 >,< f (u1),φ2 >, · · · ,< f (u1),φn >)t |

=
( n

∑
j=1
|< f (u1),φ j > |2

) 1
2

6
( ∞

∑
j=1
|< f (u1),φ j > |2

) 1
2

= ‖ f (u1)‖6 Nf := Ng.

Verifiquemos as estimativas para os semigrupos gerados pelos operadoresÂ eB.

Temos

e−Bt =




eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t · · · 0
...

...
.. .

...
0 0 · · · eλnt


 .
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Comoλn < λn−1 < · · ·< λ2 < λ1 < 0, parat < 0, eλnt > eλn−1t > · · ·> eλ2t > eλ1t > 0, segue

que

‖e−Btx‖Rn = ‖(x1eλ1t , · · · ,xneλnt)‖Rn =
n

∑
j=1
|x je

λ j t |=
n

∑
j=1
|x j |eλ j t

6
(

sup
16 j6n

eλ j t
) n

∑
j=1
|x j |= eλnt

n

∑
j=1
|x j |6 Mbeλnt‖x‖Rn.

Ou seja,‖e−Btx‖6 Mbeλnt‖x‖, ondeMb é uma constante.

Portanto,

‖e−Bt‖6 sup
‖x‖61

(‖x‖eλnt) 6 Mbeλnt .

Na notaç̃ao do Teorema3.3, segue que−ρ(n) = λn. Observe que o grupo gerado porB, é

dado poreBt, t ∈ R ondeB é a matriz diagonal formada pelos autovaloresλ1, . . . ,λn.

Para estimar o semigrupo gerado porÂ, ‖e−Ât‖, utilizaremos o seguinte teorema, encontrado

em [5].

Teorema 3.10.SeA é um operador setorial comRe(σ(A)) > δ > 0 para α > 0 existecα < ∞

tal que

‖Aαe−Atx‖6 cαt−αe−δ t‖x‖ parat > 0.

No caso particular em queα = 0 temos

‖e−Atx‖6 c0e−δ t‖x‖.

♦

O teorema abaixo garante que o espectro do operadorA definido em (3.19) é formado in-

teiramente por autovalores.

Teorema 3.11.SejaT : D(T)⊂X→X operador fechado emX tal que o resolvente(λ0−T)−1

existe ée compacto para algumλ0. Ent̃ao o espectro deT consiste inteiramente de autovalores

isolados com multiplicidades finitas.

♦

Observamos que

σ(Â) = { j2π2 : j = n+1,n+2, · · ·}.
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Segue do Teorema3.10que

‖e−Âtx‖6 Mae−(n+1)2π2t‖x‖, parat > 0.

Na notaç̃ao do Teorema3.3temosβ (n) = (n+1)2π2.

Teorema 3.12.O sistema(3.23) possui uma variedade invariante exponencialmente atratora

S .

Demonstraç̃ao: Como visto acimaf̂ ,g, e os semigrupos gerados porÂ e B satisfazem as

hipóteses do Teorema3.3, além disso

β (n)−ρ(n) = (n+1)2π2−n2π2 = 2nπ2 +π2→+∞ quandon→ ∞.

Assim, segue do Teorema (3.3) que (3.23) possui uma variedade invariante exponencial-

mente atratora.

Seja

S = {(σ∗(y),y),y∈ Rn}

a variedade invariante para (3.23) ondeσ∗ : Rn→ X é ponto fixo da aplicaç̃ao

G(σ)(η) =
∫ τ

−∞
e−Â(τ−s) f̂ (σ∗(y(s)),y(s))ds.

Podemos estimar‖σ∗(·)‖ usando a demonstração do Teorema (3.3), onde obtemos:

‖σ∗(·)‖6 Nf Ma

∫ τ

−∞
e−(n+1)2π2(τ−s)ds6 Nf Mae−(n+1)2π2τ

∫ τ

−∞
e(n+1)2π2sds

= Nf Mae−(n+1)2π2τ 1
(n+1)2π2e(n+1)2π2s|τ−∞ = Nf Ma

1
β (n)

.

Assim,

‖σ∗(·)‖6 Nf Ma
1

β (n)
→ 0, quandon→+∞.

3.3 Atratores para semigrupo de operadores

O objetivo desta seçãoé estabelecer a notação e os resultados básicos para o estudo do compor-

tamento assintótico de semigrupos. Esses resultados podem ser encontrados em [6].

Para um dado semigrupoT(t)⊂L (X) eA,M ⊂ X utilizaremos a seguinte notação:
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(i) para cadat > 0, T(t)M = {T(t)x : x∈M};

(ii) γ+(A) = {T(t)A; t ∈ [0,+∞)};

(iii ) γ+
[s,s′](A) = {T(t)A; t ∈ [s,s′]};

(iv) γ+
s (A) = {T(t)A; t > s}.

O conjuntoγ+(A) é denominado áorbita positiva deA.

Dizemos que o semigrupoT(t) é limitado se para cada conjuntoB limitado temos queγ+(B)

é limitado.

Podemos definir também aórbita negativa de um pontox (analogamente, de um conjunto

B).

Definição 3.13.Uma órbita negativa emx é uma funç̃ao φ : (−∞,0] → X tal queφ(0) = x

e, para qualquers 6 0, T(t)φ(s) = φ(t + s) para 0 6 t 6 −s. Uma órbita completa emx é

uma funç̃ao φ : R→ X tal que φ(0) = x e, para qualquers∈ R, T(t)φ(s) = φ(t + s) para

0 6 t. Pelo fato deT(t) não ser um-a-um nos dá que se existe umáorbita negativa ent̃ao ñao é

necessariamentéunica. Assim podemos definir aórbita negativa emx como:

γ−(x) =
⋃

t>0

H(t,x)

ondeH(t,x)= {y∈X : existe umáorbita negativaφ : (−∞,0]→X tal queφ(0)= x e φ(−t)=

y}.
A órbita completaγ(x) emx é definida comoγ+(x)

⋃
γ−(x).

Para um subconjuntoB⊂ X temosγ−(B) =
⋃

x∈Bγ−(x) e γ(B) =
⋃

x∈Bγ(x).

Podemos definir os conjuntosω-limite eα-limite atrav́es da definiç̃ao deórbita positiva e

órbita negativa.

ω(x) =
⋂

t>0

γ+
t (x), ω(B) =

⋂

t>0

γ+
t (B)

α(x) =
⋂

t>0

γ−t (x), α(B) =
⋂

t>0

γ−t (B)

ondeB denota o fecho do conjuntoB. No caso do conjuntoω-limite vemos que a definição

acimaé equivalente a

ω(B) = {y∈ X : ∃ tn→+∞,∃ xn ∈ B e y = lim
n→+∞

T(tn)xn}.
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Outras definiç̃oes necessárias s̃ao:

Definição 3.14.SejamA eM subconjuntos deX. Dizemos queA atrai M sob o semigrupoT(t)

se lim
t→∞

d(T(t)M,A) = 0.

Dizemos que um conjuntoA é invariante relativo ao semigrupoT(t) seT(t)A= A para todo

t ∈ [0,+∞).

O seguinte lemáe importante:

Lema 3.15.SejaB⊂X um conjunto para o qualω(B) é compacto eω(B) atrai B ent̃aoω(B) é

invariante. Aĺem disso, seB é conexo entãoω(B) é conexo. Analogamente, temos os resultados

para o conjuntoα-limite. Seα(B) é compactoγ−(B) =
⋃

t>0H(t,B) e lim
t→∞

d(H(t,B),α(B))→
0 ent̃ao α(B) é invariante. SeH(t,B) é conexo parat > 0 ent̃ao α(B) é conexo.

Demonstraç̃ao: Seω(B) = /0 ent̃ao nada temos a demonstrar. Seω(B) 6= /0 ent̃ao pela con-

tinuidade deT(t) obtemos queT(t)ω(B)⊂ ω(B).

Resta mostrar queω(B) ⊂ T(t)ω(B). Sejay ∈ ω(B) ent̃ao existem seq̈uênciastn → ∞ e

{xn} ⊂ B tal queT(tn)xn→ y, quandon→ ∞.

Consideremos o conjuntoH = {T(tn−t0)xn : tn > t0}, t0 > 0 fixado. Comoω(B) é compacto

e atraiB sobT(t) ent̃aoH ∪ω(B) é compacto. Desta forma, existe uma subseqüência(T(tnk−
t0)xnk) ⊂ H tal queT(tnk − t0)xnk → z. Ent̃ao z∈ ω(B) e T(tnk)xnk = T(t0)T(tnk − t0)xnk →
T(t0)z, ey = T(t0)z ey∈ T(t)ω(B). Portanto,ω(B) = T(t)ω(B).

Agora provaremos a conexidade. Suponhaω(B) desconexo entãoω(B) = A1∪A2 é a unĩao

disjunta de dois conjuntos compactos separados por uma distânciaδ > 0. Comoω(B) atraiB

sobT(t) ent̃ao,∀ε > 0, T(t)B esta contido naε-vizinhança deA1 eA2. Mas, seε < δ
2 , obtemos

uma contradiç̃ao, poisT(t)B é conexo, j́a queT(t) é cont́ınuo. Portantoω(B) é conexo.

Lema 3.16.SeB é um subconjunto ñao vazio deX tal queγ+(B) é compacto entãoω(B) é ñao

vazio, compacto, invariante eω(B) atrai B.

Demonstraç̃ao: Comoγ+
t (B) é compacto e ñao vazio,t > 0, temos queω(B) é ñao vazio e

compacto. Mostraremos queω(B) atraiB. Suponha que ñao, ent̃ao existe umε0 e seq̈uências

tn → ∞ e xn ∈ B tal qued(T(tn)xn,ω(B)) > ε0 para todon > 1, masγ+(B) é compacto e

{T(tn)xn,n= 1,2, ...}⊂ γ+(B) ent̃ao existem subseqüênciastnk →∞ exnk ∈B tal queT(tnk)xnk →
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y∈ ω(B). Isto é uma contradiç̃ao. Portantoω(B) atraiB e pelo Lema3.15temos queω(B) é

invariante.

Usaremos os seguintes conceitos:

Definição 3.17. Um semigrupoT(t), t > 0 é dito assintoticamente suave se, para qualquer

conjuntoB ⊂ X não vazio limitado e fechado, para o qualT(t)B ⊂ B, existe um conjunto

compactoJ⊂ B tal queJ atrai B.

Lema 3.18. Se{T(t) : t > 0} é um semigrupo assintoticamente suave eB é um subconjunto

não vazio deX tal queγ+(B) é limitado ent̃ao ω(B) é ñao vazio, compacto, invariante eω(B)

atrai B. Além disso, seB é conexo então ω(B) é conexo.

Demonstraç̃ao: Como T(t)γ+(B) ⊂ γ+(B) e T(t) é cont́ınuo ent̃ao T(t)γ+(B) ⊂ γ+(B),

comoT(t) é assintoticamente suave existe um conjunto compactoJ ⊂ γ+(B) tal queJ atrai

B, assim existem seqüênciasεn → 0 e tn → ∞ tal queT(t)B⊂ Oεn(J) parat > tn. Portanto,

ω(B)⊂ J. Comoω(B) é fechado eJ é compacto, assimω(B) é compacto.

Resta mostramos queω(B) atrai B, caso contŕario, existeε0 > 0 e seq̈uênciasxn ∈ B e

tn → ∞ tal qued(T(tn)xn,ω(B)) > ε0. Comoω(B) é compacto existem subseqüênciasxnk ∈ B

e tnk → ∞ tal queT(tn)xn→ z∈ ω(B).

Portanto,ω(B) é compacto e atraiB e pelo Lema3.15ω(B) é invariante.

Definição 3.19.Um semigrupoT(t), t > 0 é dito condicionalmente completamente contı́nuo

para t > t1 se, para cada conjunto limitadoB⊂ X para o qual{T(s)B : 0 6 s6 t} é limitado,

temosT(t)B é pŕe-compacto.

Um semigrupo{T(t), t > 0} é dito completamente contı́nuo sée condicionalmente comple-

tamente contı́nuo e para cadat > 0, o conjunto{T(s)B : 0 6 s6 t} é limitado seB é limitado.

Teorema 3.20.Semigrupo condicionalmente completamente contı́nuoé assintoticamente suave.

Demonstraç̃ao: SejaB⊂X, B não vazio, fechado e limitado tal queT(t)B⊂B ent̃aoγ+(B)⊂
B. Assim, para todot > 0 {T(s)γ+(B) = γ+

s (B),06 s6 t}⊂B e portantóe limitado, comoT(t)

é condicionalmente completamente contı́nuoγ+
t (B) é pŕe-compacto. Logo,ω(B) =

⋂
t>0γ+

t (B)

é ñao vazio e compacto, entãoω(B) atrai B.
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Definição 3.21.Um semigrupoT(t) é dito ponto dissipativo/limitado dissipativo/compacto dis-

sipativo/localmente compacto dissipativo se existe um subconjunto limitadoB⊂ X que atrai

pontos/subconjuntos limitados/compactos/uma vizinhança de compactos.

Um conjunto invarianteA é dito um atrator global seA é o maior compacto invariante que

atrai subconjuntos limitados.

Lema 3.22.SejaT(t) um semigrupo assintoticamente suave, ponto dissipativo eγ(B) limitado

seB é compacto entãoT(t) é compacto dissipativo.

Demonstraç̃ao: ComoT(t) é ponto dissipativo existe um conjuntoB 6= /0 limitado que atrai

pontos deX e considereU = {x∈ B : γ+(x) ⊂ B}. Temos queγ+(U) ⊂U limitado eU atrai

pontos.

Temos queT(t)γ+(U)⊂ γ+(U) eT(t) é assintoticamente suave, portanto existe compacto,

K ⊂ γ+(U) tal queK atraiU e portantoK atrai pontos.

O conjuntoK atrai a si mesmo e portantoγ+(K) é compacto. SejaJ = ω(K) ent̃ao pelo

Lema3.16, temos queJ é compacto, invariante e atrai pontos deX.

Mostraremos que existe uma vizinhançaV deJ tal queγ+(V) é limitado. Se ñao existisse

tal vizinhança teŕıamos seq̈uênciasxn ∈ J, xn → y∈ J e tn → ∞ tal que‖T(tn)xn‖ → ∞ quando

n→ ∞. ConsideremosA = {xn : n > 1} assimA é compacto eγ+(A) é ilimitado. Istoé uma

contradiç̃ao poisórbita de conjunto compactóe limitada.

SejaV vizinhança deJ tal queγ+(V) é limitada, comoJ atrai pontos deX eT(t) é cont́ınuo

ent̃ao para todox∈ X existe uma vizinhançaOx dex e tx tal queT(t)Ox⊂ γ+(V) parat < tx, ou

seja,γ+(V) atraix para todox∈ X, portanto se considerarmosH compacto temos queγ+(V)

atraiH.

Portanto,T(t) é compacto dissipativo.

O próximo teorema diz sob quais condições um semigrupo possui um atrator global.

Teorema 3.23.Se{T(t) : t > 0} é um semigrupo assintoticamente suave, ponto dissipativo e

órbitas de cojuntos limitados são limitados, ent̃ao existe uma atrator globalA.

Demonstraç̃ao: ComoT(t) é assintoticamente suave, ponto dissipativo eórbita de conjunto

limitado é limitada, pelo Lema3.22temos queT(t) é compacto dissipativo. SejaC o conjunto

limitado que atrai compactos. ConsidereB = {x∈C : γ+(x) ⊂C}. Ent̃aoT(t)(B) ⊂ B, como
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T(t) é assintoticamente suave, existeK ⊂ B, K compacto que atraiB, logoK atrai subconjuntos

compactos.

SejaA =
⋂

t>0T(t)K. O conjuntoA é independente deK compacto maximal invariante e

atrai subconjuntos compactos, pois sejaH um subconjunto compacto então T(t)H → K, por-

tanto,γ+(H) é compato eω(H) ⊂ K. Em particular,ω(K) ⊂ K e assimω(K) =
⋂

t>0T(t)K

é ñao vazio compacto invariante que atrai subconjuntos compactos deX. Para mostrar queA é

independente deK eé maximal fazemos: suponha queK1 compacto tamb́em atrai subconjuntos

compactos entãoω(K1)⊂ ω(K)⊂ ω(K1).

Para caracterizarmos o atratoré necesśaria a definiç̃ao de ponto de equilı́brio.

Definição 3.24.Dizemos quex∈ X é um ponto de equilı́brio para um semigrupoT(t), t > 0 se

T(t)x = x para t > 0. Denotamos porE o conjunto dos pontos de equilı́brio, isto é, E = {x∈
X : T(t)x = x, t > 0}.

Definição 3.25.Um semigrupo fortemente contı́nuoT(t), t > 0 é dito um sistema gradiente se:

1. órbita positiva limitadáe pŕe-compacta;

2. Existe uma funç̃ao de Lyapunov paraT(t), ou seja, existe uma função cont́ınuaV : X → R

com as seguintes propriedades:

(i) V(x) é limitada inferiormente;

(ii) V(x)→+∞ quando|x| →+∞;

(iii ) V(T(t)x) é ñao crescente emt para cadax∈ X;

(iv) Sex é tal queT(t)x est́a definido prat ∈ R eV(T(t)x) = V(x) para t ∈ R ent̃ao x é um

ponto de equilı́brio.

Para sistemas gradientes temos os seguintes resultados:

Lema 3.26. SeT(t) é um sistema gradiente então o conjuntoω-limite ω(x) de x para cada

x ∈ X pertence aE. Seγ−(x) é umaórbita pré-compacta atrav́es dex, ent̃ao o conjuntoα-

limite α(x) pertence aE.

Demonstraç̃ao: Como o sistemáe gradiente então a órbita γ+(x) é pŕe-compacta assim,

V(T(t)x)→ c parat → ∞. Comoγ+(x) é compacta entãoω(x) é compacto e invariante. Seja
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y ∈ ω(x) pela continuidade deV segue queV(T(t)y) = c = V(y) parat ∈ R ent̃ao por(iv),

segue quey∈ E. Para mostrarmos queα(x)⊂ E veja Teorema 4.1, p. 401 em [7].

O próximo teorema caracteriza o atrator, para sistemas gradientes, através do conjunto dos

pontos de equilı́brio.

Teorema 3.27.SeT(t), t > 0 é um sistema gradiente, assintoticamente suave eE é limitado,

ent̃ao existe uma atrator glogalA paraT(t) e

A = Wu(E) = {y∈ X : T(−t)y est́a definido parat > 0 e T(−t)y→ E para t →+∞}.

SeX é um espaço de Banach entãoA é conexo.

Demonstraç̃ao: ComoT(t) é sistema gradiente, pelo Lema3.26e pelo fato queE é limitado

temos queT(t) é ponto dissipativo, pelas condições sobreV temos queórbita de conjunto

limitado é limitado, assim pelo Teorema3.23, existe um atrator global.

Como para qualquerx ∈ A a órbita est́a globalmente definida emA e é compacta então

segue do Lema3.26queα(x)⊂ E parax∈A , ou seja,A ⊂Wu(E).

Sejax∈Wu(E) ent̃aoT(−t)x→E⊂A eT(t)x→A quandot →∞ portanto
⋃

t∈RT(t)x⊂
A , logox∈A .

Portanto,A = Wu(E).

3.3.1 Exist̂encia de soluç̃ao e atrator

Mostraremos que o problema de valor inicial e de fronteira





ut = uxx+ f (u), 0 6 x 6 1, t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0

u(x,0) = φ(x)
(3.24)

possui soluç̃oes globalmente definidas, que o sistemaé gradiente, assintoticamente suave e

possui um atrator. Estamos supondoφ ∈ H1
0([0,1],R), f ∈ C1(R,R), f satistazendo(H1),

(H2) e (H3).

O procedimento que faremos aquié o mesmo utilizado em [6] para a equaç̃ao parab́olica

escalarut = (a(x)ux)x + f (u), ondea∈ C1([0,1],R).
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Como em (3.19), consideramosX = L2(0,1) e o operadorA definido por:

A : D(A)⊂ X → X

Au=−uxx

ondeD(A) = H2(0,1)∩H1
0(0,1). Como vimos no Teorema3.9, A é positivo, auto-adjunto, pos-

sui resolvente compacto eé setorial. Observamos que seφ ∈H1
0(0,1) ent̃ao|φ(x)|6 ‖φ‖H1

0(0,1),

pois:

|φ(x)|2 = |φ(x)−φ(0)|2 = |
∫ x

0
φ ′(s)ds|2 6

∫ x

0
|φ ′(s)|2ds6 ‖φ ′‖2

L2(0,1) 6 ‖φ‖2
H1

0(0,1).

Definimos f e : H1
0(0,1)→ X dada porf e(φ)(x) = f (φ(x)) para todox∈ [0,1].

Temos quef e é Lipschitz em limitados, pois sejamφ ,ψ ∈ H1
0(0,1) tal que‖φ‖,‖ψ‖ 6 r,

pela observaç̃ao anterior temos|φ(x)|, |ψ(x)| 6 r e como f ∈ C1, temos que exitec = c(r) tal

quesup{| f ′(s)| : |s|6 r}6 c(r) e

‖ f e(φ)− f e(ψ)‖2
X =

∫ 1

0
| f (φ(x))− f (ψ(x))|2dx=

∫ 1

0
|
∫ ψ(x)

φ(x)
f ′(s)ds|2dx

6 c
∫ 1

0
|φ(x)−ψ(x)|2dx6 c‖φ −ψ‖2

H1
0(0,1).

Portanto, comoA é setorial ef satisfaz a condiç̃ao(F) ent̃ao, segue do Teorema2.21que existe

soluç̃ao local para todaφ ∈ H1
0(0,1). Denotaremos poru(t,x,φ) a soluç̃ao de (3.24).

Mostraremos que as soluções da equação est̃ao globalmente definidas.

Consideremos o seguinte funcional:

V(φ) =
∫ 1

0
[
1
2

φ2
x (x)−F(φ(x))]dx (3.25)

ondeF(u) =
∫ u

0 f (s)ds.

Calculandod
dtV(u(t, ·,φ)), obtemos a seguinte expresssão, onde< ·, · > representa o pro-

duto interno emX :

d
dt

V(u(t, ·,φ)) =
d
dt

<
1
2

u2
x(t, ·,φ)−F(u(t, ·,φ)),1 > (3.26)

=< Au,ut >−< f (u(t, ·,φ)),ut >=< Au− f (u),ut >

=<−ut ,ut >=−
∫ 1

0
u2

t (φ ,x)(t)dx6 0.

Para qualquerε > 0 es∈ R, obtemos:

F(s) 6 εs2 +Cε ,
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pois pela condiç̃ao(H2), ∀ε > 0 existeM > 0 tal que para|u|> M temos

F(s)− εs2 =
∫ s

0
[ f (τ)/τ−2ε]τdτ =

∫ M

0
[ f (τ)/τ−2ε]τdτ +

∫ s

M
[ f (τ)/τ−2ε]τdτ 6 Cε .

Portanto, como|φ(x)|6 ‖φ‖H1
0

temos:

V(φ) > 1
2
‖φ‖2

H1
0
−

∫ 1

0
[εφ2(x)+Cε ]dx> 1

2
‖φ‖2

H1
0
− ε‖φ‖2

H1
0
−Cε .

Considereε = 1
4 e assim obtemos:

‖φ‖2
H1

0
6 4V(φ)+4c1

4
. (3.27)

Segue de (3.26) queV(u(t,φ)) é ñao crescente emt, ent̃ao temosV(u(t,φ)) 6 V(φ), isto

implica que

‖u(t,φ)‖2
H1

0
6 4V(u(t,φ))+4C1

4
6 4V(φ)+4C1

4
. (3.28)

Assim pelo Teorema2.22 as soluç̃oes est̃ao globalmente definidas. Portanto provamos o

seguinte teorema:

Teorema 3.28.O problema3.24define umC0-semigrupo sobreH1
0(0,1).

Demonstraç̃ao: O semigrupóe definido por:

T(t) : H1
0(0,1)→ H1

0(0,1)

T(t)φ = u(t; ·,φ)

Mostramos queu(t; ·,φ) est́a globalmente definida, portantoT(t) est́a definido para todot >
0. A propriedade de semigrupóe garantida pela unicidade de solução e a continuidade pela

continuidade em relação aos dados iniciais.

Teorema 3.29.O semigrupoT(t), t > 0 é um sistema gradiente.

Demonstraç̃ao: Primeiramente mostraremos queórbita positiva limitadáe pŕe-compacta. Dado

qualquerr > 0, por definiç̃ao def e e pelo fato|φ(x)|6 ‖φ‖H1
0(0,1), temos que existe uma cons-

tantek(r) tal que

‖ f e(φ)‖X 6 k(r),
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se‖φ‖H1
0(0,1) 6 r.

Assim, existe outra constantec(r) tal que

V(φ) =
∫ 1

0
[
1
2

φ2
x (x)−F(φ(x))]dx6 1

2
‖φ‖H1

0
+

∫ 1

0

∫ φ(x)

0
| f (s)|dsdx6 r +k(r)r = c(r)

se‖φ‖H1
0(0,1) 6 r.

Portanto, por este fato e pela desigualdade (3.28) temos que

‖u(t; ·,φ)‖2
H1

0
6 4V(φ)+4C1

4
6 c(r)+4C1

4

ou seja, aśorbitas de conjuntos limitados são limitados sobT(t).

Como o operadorA tem resolvente compacto,é posśıvel mostrar, usando a demonstração

do Teorema2.21queT(t) é completamente contı́nuo.

Logo aórbita positivaγ+(φ) de φ ∈ H1
0(0,1) é pŕe-compacta, segue do Lema3.16que o

conjuntoω-limite não vazio, compacto, conexo e invariante.

A função definida em (3.25) é um funcional de Lyapunov paraT(t) pois:

(i) Por (3.27), V(x) é limitada inferiormente;

(ii) Na express̃ao (3.27), temosV(φ) → +∞ quando‖φ‖H1
0
→ +∞, ou seja,V satisfaz a

condiç̃ao(ii) da definiç̃ao de sistema gradiente.

(iii ) Pela express̃ao (3.26) temos queV(u(t,φ)) é ñao crescente emt;

(iv) SeV(T(t)φ) = V(φ), por (3.26) temosφ ∈ E.

Como conseq̈uência dos resultados acima e do Teorema3.20, temos queT(t) é assintotica-

mente suave.

Teorema 3.30.O semigrupo definido pelo problema(3.24) é ponto dissipativo.

Demonstraç̃ao: Como j́a mostramos queT(t) é sistema gradiente, pelo Lema3.26temos que

ω(x)⊂ E para cadax∈ X assim, resta mostrar queE é limitado.

Consideremosφ ∈ E ⊂ H1
0(0,1), assimφ é um valor extremo do funcional

V(φ) =
∫ 1

0
[
1
2

φ2
x (x)−F(φ(x))]dx
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ou seja,V ′(φ)φ = 0 onde

V ′(φ)ψ =
∫ 1

0
[φxψx(x)− f (φ(x))ψ(x)]dx, paraψ ∈ H1

0(0,1). (3.29)

Como f satistaz (H2) temos que para∀ε > 0 existe umM > 0 tal que f (u)/u 6 ε para

‖u‖> M. Em (3.29) consideramosψ = φ :

∫ 1

0
φ2

x (x)dx=
∫ 1

0
f (φ(x))φ(x)dx=

∫

I1
f (φ(x))φ(x)dx+

∫

I2
f (φ(x))φ(x)dx

ondeI1 = {x ∈ [0,1] : |φ(x)| > M} e I2 = [0,1]\I1. Ent̃ao existe uma constanteK = K(ε) tal

que:

∫ 1

0
φ2

x (x)dx6 ε‖φ‖2
L2 +K 6 ε‖φ‖2

H1
0
+K.

Assim, seε < 1 temos‖φ‖2
H1

0
é limitada porK(1− ε)−1 e o conjunto dos pontos de equilı́brio

é limitado.

Portanto temos:

Teorema 3.31.Sef satisfaz(H1)− (H3) existe um atrator global conexo

A = Wu(E), emH1
0(0,1).

Demonstraç̃ao: Pelos teoremas acimaT(t) é assintoticamente suave, sistema gradiente eE

limitado, segue do Teorema3.27que existe um atrator global conexo dado por

A = Wu(E), em H1
0(0,1).

A importância fundamental de mostrar que (3.24) possui uma variedade invarianteS e um

atratorA é que, como provado em [8], temos a inclus̃ao:

A ⊂S .
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