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Resumo

Neste trabalho, estudamos a eda@diferencial
U = U+ f(u), 0<x<1, t>0

com condies de fronteira de Dirichlet homegea ef € C}(R,R) globalmente lipschitz e
limitada, satisfazendo as seguintes cogds;

(i) limsupy . f(uyu™t <0

(ii)f(0) =0.

Estudamos a exi8hcia de uma variedade invariante exponencialmente atratora, decom-
pondo o espach?(0,1) de modo a reescrever a eqiiagcomo um sistema de eqdag fraca-
mente acoplado. Usamos a teoria de sistemas gradientes para mostrar quéa |gossg um

atrator global.






Abstract

In this work we study the differential equation
U = U+ f(U), 0<x<1,t>0

with homogeneous Dirichlet boundary conditions dnelC!(RR, R) lipschitz and bounded glob-
ally and satisfying the following conditions:

(i) limsupy . f(Uu™t <0

(ii)f(0) =0.

We study the existence of the invariant manifold exponentially attractor decomposing the
espace_?(0,1) such that the equation can be rewritten as the weakly coupled system. We use

the gradient systems theory to show that the equation has a global attractor.
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Introduc ao

Este trabalho versa sobre o problema de valor inicial e de fronteira

U = Uxx+ f(u), 0<x<1 t>0
u(0,t) =u(1,t)=0 (1)
u(x,0) = @(x)

ondef € CY(R,R), ¢ € H3([0,1]) satisfaz as seguintes conds:

(H1) : fé globalmente Lipschitz, com constante de lipschite globalmente limitada, com

constante de limitaio Ns;
(H2) : limsupy o f(uu™t <O0;
(H3): f(0)=0.
Atualmente tem sido estudado o comportamento das@edda farilia de equages parablicas

uf —div(pe(X)Ouf) + AU = f(u¥) emQ

out
pe() S = g(u) emr

ué(0) = ug,
quandce — 0,A >0, f,ge C?(R), I = dQ onde a difusibilidade; (x) & assumida grande em

um subconjunt®y C Q C R", mais precisamente

(X) — po(x), uniformemente sobr@;, (po € C1(Qx, (0,)));
Pe 00 uniformemente sobre subconjuntos compactoQgle

guandog — 0. Os autores em9] mostram que esse problema possui umailiande atra-
toresc, € € [0, &), queé semicorinua superiormente e eifid] a semicontinuidade inferid¥
provada.

Nosso objetivo nesse trabalbBamostrar a exigincia de dois conjuntos importantes para a
equa@o (1): variedade invariante?’ e atrator.«/, onde«/ C ..

Sendo o operaddku = —uy com Z(A) = H}(0,1) "H?(0,1), atraes de suas autofudes

decompomos o espago= L?(0,1) e considerando as resfiigs do operadok aos subespacos

1



2 Introdug ao

gue decompemX podemos escrevel como um sistema de equas fracamente acoplado
para o qual provamos a exé@sicia de uma variedade invariaige

Com as hiptesegH1) — (H3) obtemos unCq-semigrupo sobrei3(0,1) para (@) e prova-
mos a exig@ncia de atrator.

Este trabalho e&torganizado da seguinte forma:

Captulo 1: apresentamos resultados da teoria geral ddigeFuncional que s&o utiliza-
dos no decorrer do trabalho.

Cagtulo 2: reunimos resultados de semigrupos, caracterizamos 0s operadores que geram
semigrupos anglcos e estudamos exgicia e regularidade de sobi€s .

Cagtulo 3: & demonstrado o teorema central do trabalho, que garante anex@stde
uma variedade invariante exponencialmente atratora, assim como @nebdstie atrator para

0 problema proposto.



Capitulo 1

Preliminares

Neste cafiulo apresentamos resultados da teoria geral ddigenFuncional que s&o utiliza-

dos no decorrer do trabalho.

1.1 Teoria Geral de Aralise Funcional

SejaV um espaco vetorial. Denotamos o dual t@gipto deV porV’, onde
V' ={f:V = K;f &formalinear e coimua},

sendoK o corpoR ouC. EmV’ definimos a norma dual

[fllv = sup [f(x)].

IX[lv<1

Definicdo 1.1. Uma aplicag¢o p:V — R & uma semi-norma se satisfaz as seguintes pro-

priedades

p(ax) = |a|p(x), Ya € C, xeV

P(X+y) < p(X) + p(y), VxyeV.

Definicao 1.2.Uma fun@o p:V — R & sublinear se

p(x+y) < p(X) + p(y)
p(ax)=ap(x), Va>D0.

O proximo lemaé um dos Teoremas de Hahn-Banach, cuja demogstiagde ser encon-

trada em/1], Teorema .1, p.1.
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Lema 1.3. (Forma anaitica real do Teorema de Hahn-Banach) S¥jam espaco vetorial real
ep:V — R uma aplica@o sublinear. Sgg: Vo — R & uma forma linear definida no subespaco
vetorialVp C V tal quego(y) < p(y), para todoy € V, enfio existe uma forma lineay:V — R

tal que
() 9y) =0o(y), VyeVo

(i) 9ly)<ply), VyeV.

Proposi¢ao 1.4. SejaV um espaco vetorial normadoVg C V subespago. Sgé um funcional

linear e contnuo emVy de norma

9llvy = sup|g(x)],
XEVO

[Ix<1

engio existe um funcional linear cdnuo f emV que estendg e tal que|| f[jy: = [|g|ly,-
Demonstrago: Tomemos

pVvV—R

X = P(X) = [|]lvy X
Parax,y eV ea € C, temos
p(ax) = [|gllvy llax]| = [alllgllvy IXI] = [a]p(X),
PX+Y) = [9llvy X+ YII < [lgllvy ([IXI + [[YI]) = p(X) + p(Y),

istoé, p € uma seminorma.

Além disso,
19091 < [l X[l = P(X).
Segue do Lema.3 que existef : V — R, tal que

f(X) =9g(x), VXV
|f(X)| < p(x), VxeV.
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Como
[T < p(X) = [[9llvg X[ = [ Fllv < l[9flvgy
e
lgll = sup[g(x)| < sup[f(x)[ < sup|f(x)| = fllv,

XeVp XeVp xeV

[[x]|<1 [x]|<1 xl<1
obtemos

1 llv = [19llvy -

Proposicao 1.5. SejaV um espaco vetorial normado. Ea para todaxg € V existe um fun-

cional linear contnuo f tal que|| f||y: = ||xo|| € f(X0) = HXon.
Demonstra@io: Seja 0 subespadh = xpR. Consideremos
gVo— R
txo — g(txo) = t[|xo|?.

g € um funcional linear coimuo. En&o pela Propos#p 1.4 existe um funcional linear e
confinuo f emV que estendg e tal quel| f ||y = [|g]|y, -

Como
l9(txo)| = [t]|xoll?] = [t]]IX0ll* = [I%oll It [[%ll = llgllvy = |IXoll-

Portanto|| f ||y = ||%o]|-
Comof(x) = g(x) para toda € Vo = xR, em particular para = Xo, temos

f(x0) = g(x0) = [|%ol|.

Definicao 1.6. Seja X espaco topagjico, f : X — R & dita semiconhua inferiormente em X se
f~1((—w,a]) = {xe X: f(x) <a}

é fechado em X para cadec R.

Analogamentef : X — R & semicorihua superiormente em X se
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([, +%0)) = {xe X: f(x) > a}
é fechado em X, para cadec R.

Definicao 1.7.Um espaco topdgico Xé um espaco de Baire se dada uma cateenumeavel

{An}n_, de conjuntos fechados de X tal que cada um deles tem interior vazio erﬁt@(@m\n
n=1
tamkem tem interior vazio em X.

A demonstrago do pbximo resultado pode ser encontrada dfnllema ll.1, p.15.

Lema 1.8. (Teorema de Baire) Todo espacéimco completad de Baire.

O Teorema de Baire pode ser enunciado da seguinte forma:
SejamX # 0 um espaco r@trico completo{ X, }n>1 fechados tais qu& = |J;;_; Xn. Eno
existeng tal queXy,# 0. O

Teorema 1.9.(0Osgood) Seja X espaco de Baire{ & }sca Uma fanilia de fun@es semi-
confnua inferiormente com a propriedade que para cadac X existe My tal que

supfq(X) < Myx. Entio existe um abertoO # 0 e uma constante M satisfazendo
acA

supfq(X) < M.
%o

Demonstra@o: Paracada > 1, seja

Un={xe X, fa(x) <n,Va € A} = [ {xe X, fa(x) <n}.

acA

EntaoU, é fechado, poiih = ) f;1((—o,n]) ondefy & semicorinua inferiormente.
acA

[oe]

Além disso X = U Un. De fato, sex € X ento existe My tal quesupfq(X) < My, logo
n=1 acA

fa(X) < My para todoa € A; portantox € Up paran > My. Consequentemenkes U Un.
n=1

Assim, X = U Un ondeX é espaco de Baire, exigtg > 1 tal queUOnO;é 0.
n=1
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SejaO Unoc Un, € M =np entio O & aberto efy(X) < ng = M, paratodox € O e
para todax € A. Portanto
supfq(x) < M.

xeO
acA

SejamX eY espacos de Banach sobre um copadentificamos
Z(X,Y)={T : X —=Y;Té uma aplicago linear e conhua}.
ParaT € .Z(X,Y) definimos

Y
XY sup [Ty = inf L. [Ty < L),
IXlIx wix<a

1Tl .zxy) = sup

Em particular, s&X =Y escrevemos?(X) ao ines deZ (X, X).

Usaremos a seguinte nodag< x*,x >= x*(x), parax* € X' ex € X.

Corolario 1.10. (Principio da Limitagio Uniforme) SejamX,|| - ||) espa¢co de Banach,
(Y,|-]) um espaco normado{dy } oca Uma fanilia de elementos d&”(X,Y) tal que para todo

X € X, existeMy satisfazendsup| Ty (X)| < Mx. Enfio existeM tal quesup||Ty|| < M
acA acA

Demonstrago: Sejafy(X) = [Ta(X)],

um espaco de Banach segue do Ldn8xque Xé espaco de Baire e, para cadaX, existeMy
tal que

supfq(X) = sup|Ta(X)| < M.

acA acA

Segue do Teorem&.S que existem abert® # 0 e portantoB(Xp,r) C O C X, Xp € X e
constanteM; tal que
sup |Ta(X)| < Ms.

acA
xeB(xg,r)

Notemos que parac X, ||z|| < 1 se, e somente s +r12) € B(xo,r1), ri <r.

Portanto, para toda € A, temos

X0+ 12— Xo
|Tall = sup [Ta(2)| = sup |Ta(———)| < sup — ITa(xO+r12)|+ !Ta< )
Iz <1 z|<1 M Izl<1'1
1

< —(M1+My,).
r
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Logo, || Ta|| < M, ondeM = 1 (My +My,), para todar € A

Consedentementesup|| Ty || < M. u
acA

SejamX espaco de BanacK/ o dual deX com a norma

If]| = sup[ < f,x>|
xeX

X<t

e X" o bidual deX, istoé, o dual deX’ com a norma

1€llxr = sup| < &, f>].
fex!

Ifli<1
Consideremos uma injag cardnicad : X — X” definida, para cadac X, por:
JX): X' =R
fro<f,x>.

J assim definida uma isometria linear, pois,

[3X)[[x» = sup | <I(x),f>]|= sup | < f,x>|=]X|x,
fllyr<s fllxrey

a linearidade imediata.
Definicao 1.11.Dizemos qu é reflexivo s€(X) = X", istoé, J & sobrejetor.

Em X’ temos duas topologias, a saber:

(i) (X,]|-|) topologia forte dada pela norma

|If|| = sup|< f,x>|.
xeX

Ix<1
(i) (X',o(X’,X")) topologia fraca qué a menos fina que deixa todds X" confnuos.

Vamos definir emX’ uma outra topologia que semenos fina (menos abertos) do que a
topologia fraca.

Para cadx € X, considere
¢X XI — R
fi—ou(f) =< f,x>.

Quandax percorreX, obtemos uma faitia de aplicages{ ¢x}xex deX’ emR.
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Definicdo 1.12.A topologia fraca*é a menor topologia e’ que deixa corihua todas as
aplicagdes{ ¢« }xex. Vamos denotar esta topologia paX’, X).

Se dinX < « ouX é reflexivoz posével mostrar quas (X', X) = a(X’,X"). E claro que
o(X',X) c a(X",X") c a(X", ]| -]]).
A topologia fraca* tem as seguintes propriedades:

(i) A topologiac(X’,X) & de Hausdorff, ou seja, quaisquer dois elementos distintos desse

espaco podem ser separador por vizinhancgas disjuntas.
(iil) Uma base de vizinhangas fige X’ na topologiao (X', X) & dada por
V={feX, |<f-fox>|<e Viell,
ondel & finito,x; € X e > 0.

A convergnciaf, — f ema(X’, X) se@ indicada poif, Af,
O proximo teorema a ra&o da exig€ncia da topologia fraca*, cuja demonstiagode ser

encontrada emi], Teorema I11.15, p.42.

Teorema 1.13.(Teorema de Banach - Alaoglu - Bourbaki) S¥a@spaco de Banach, &d a
bola fechada
By = {f eX':||f|| <1}

& compacta na topologia fraca*.

Vejamos agora os operadores adjuntos.
SejaA: Z(A) C X — Y linear. Queremos encontrAf : 2(A*) Cc Y — X' tal que

<V, AU>=<A'V,u>, We Z(A")euc Z(A).
Dadov € Y/, consideremos a aplicag

g:2(A) - R

ur— g(u) =< v,Au>.
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Claramente € linear. Sey for confinua, existee > 0 tal que||g(u)|| < c||u||, Yue 2(A).
Pela Propos&o1.4, g pode ser estendida a uma apl@adinearf : X — R tal que|f(u)| <
cllul], Yue X.
SeZ(A) for denso eréo existainicaf. Sejaf tal extenfio enfio podemos defink*v = f.
Com isso,
P(A)={veY :ue 2(A) —<Vv,Au> & contnua}

eAv=f étal que

< g U>=<VAU>=<A'vu>=< f,u>,

ondeu e Z(A) eve Z(A").
O operadoA* : 2(A*) C Y/ — X’ & chamado adjunto d&

Definicao 1.14.Dizemos qués: Z(S) C X — X & singétrico seZ(S) = X e SC S, ou seja,
<X, SX>=< SX,x>,Vx € Z(9) (isto &, Z(S) C Z(S") e S= S'emz(9)). Dizemos qu& é

auto-adjunto s&=S'.

Proposiggo 1.15.SejaA: Z(A) C X — Y. SeZ(A) = X enilo A" & fechado.

Demonstragio: Temos quéd*: Z(A*) Y — X' e¥(A") cY' x X.
Sejav, € Z(A*) tal quevy, — vemY’ e A*v, — f emX’. Queremos mostrar ques Z(A*)
eA'v=f.

Comov, € Z(A¥), temos
< Vp, Au>=< A'vp,u>, ue Z(A).
Logo,

<V, Au>= rI]im <Vp,Au>= lim < A'vpu>=< f,u>, Yue 2(A).
— 00

N—oo

Sendof confnua, a aplicagou —< v,Au> & contnua e portante € Z(A*).
Como< v,Au>=< A*v,u >, segue qud = A*v.

Portanta? (A*) é fechado e conségntementé\* é fechado.

Os resultados seguintes @erutilizados no decorrer do trabalho, suas demor@tsagodem

ser encontradas eri][ Teorema ll.7, p.20 e Coratio 1.8, p.7, respectivamente.
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Teorema 1.16.(Grafico Fechado) SejaX eY espacos de Banach. $e X — Y & um operador

linear. Se o gafico deT, ¥ (T), & fechado enX xY enfio T & contnuo.

Proposicdo 1.17.SejaY C X um subespaco vetorial tal qite# X. Enfio existef € X/, f #£0
tal quef(x) =0, Yxe.

1.2 Os espacos de Hilbert

Definicao 1.18.Um espaco de Hilbe& um espaco vetoridl dotado de produto escaldr, -)

e queé completo relativamente a nornjal|, = 1/ (u, u).

Exemplo 1.19.0 espac¢d_?(Q) dotado do produto interno

(u,vy = / u(x)v(x)dx
Q
€ um espaco de Hilbert.

Observa@o 1. Os espacos de Hilbert gozam de uma propriedade importante téaoefe-

Xivos.

Definicao 1.20.SejaH espacgo de Hilbert. Uma base Hilbertiana ou conjunto ortonormal

completcé uma seéncia{e,} de elementos dd tais que
(i) len]| =1, Vn; <em,en>=0, Vmn, m#n.

(ii) O espaco vetorial gerado peldg,} &€ denso erii.

Observag@o 2. Em [1] encontramos a demonstrag do seguinte fato: sée,} & uma base

Hilbertiana paraH enfio todou € H se escreve da forma

00 00

u=Yy <uen>en com [ufP=7 |<uen>[*
n=1 n=1

O proximo resultado, cuja demonstéagpode ser encontrada €th, Teorema VI.11, p.97,

fornece uma importante cardt&ica dos espacos de Hilbert.
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Teorema 1.21.SejamH espaco de Hilbert sepavel, istog, existeD C X enumeével e denso,
eT:2(T)CH— Humoperador compacto e auto-adjunto. BmH admite uma base Hilber-

tiana formada por autovetores de
O proximo resultado diz sob quais condes um operaddr auto-adjunto.

Proposicao 1.22.SejanmH espaco de Hilberth: 2(A) C H — H densamente definido, gitnico
e sobrejetor er#fo A é auto-adjunto.

Demonstrago: ComoA: Z(A) C H — H & simétrico temosZ(A) C Z(A*) e parax €
P(A), Ax=A"X.

Para concluirmos qu& = A" basta mostrarmos qug(A*) C Z(A).

Sejay € Z(A") ez= A"y. ComoR(A) = H existeu € Z(A) tal quez= Au.

Para todx € Z(A) temos que

<AXY >=< XAy >=< X,Z>=< X, AU>=< X, AU >=< AX,uU > .

Entio
<Axy—u>=0, Vxe Z(A).

Como Z(A) = H, segue da Propogigo/1.17quey—u=0=y=uec Z(A). Portanto,
2(A") C Z(A).

ConsegientementeA = A*, ou sejaA é auto-adjunto. [ |

Demonstraremos agora o importante Teorema de Lax-Milgraméqu#izado, em geral,

para garantir exigincia de solu@o fraca.

Definicao 1.23.SejamH um espaco de Hilberta: H x H — R uma forma bilinear:

(i) aé contnua se existe constante> 0 tal que

|a(u, v)| < clul[{lv]], Yu,ve H.

(i) aé coerciva se existe constarte> 0 tal que

a(v,v) > a|v|?, WeH.
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A demonstrago do Teorema de Stampacchia pode ser encontradd]eMeprema V.6,
p.83.

Teorema 1.24.(Stampacchia) Sejam: H x H — R uma forma bilinear conihua e coerciva e

K C H convexo fechado e vazio. Dadap € H’, existe uminicou € K tal que:
a(uv—u) > ¢(v—u), YWeK. (1.1)

Alem disso, sa é sinetrica enfio u se caracteriza por

uekK

fa(u,u) —¢(u) = mi}?{%a(v,v) - ¢(V>}

\SS

Corolario 1.25. (Lax-Milgram) SejamH um espaco de Hilbert ea(u,v) uma forma

bilinear, contnua e coerciva. Ef para todop € H’ existe uminicou € H tal que
a(u,v) =¢(v), wwe H.

Além disso, sa é sinetrica, u se caracteriza por

ueH
tatu.0) - o) = min{ Savv) - o)}
Demonstra@o: Pelo Teorem4.24 J'u € H tal que
a(luv—u) > ¢(v—u), YweH.
Como para tode € H, v+u € H, segue que
a(uv+u—u) = ¢(v+u—u)=a(uv) > ¢(v), YwweH.
Parat c Reve Htemostve H e

¢ (tv) —a(u,tv) <0=t[¢(v) —a(u,v)] <0 WeH, vteR

portantog (v) —a(u,v) =0=- ¢ (v) = a(u,v), Vve H.A caracterizago deu, segue do Teorema
1.24 |
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1.3 Espacos de Sobolev

Consideremo$) C R um aberto dotado da medida de Lebedue

Definicao 1.26.C¢(Q) & o espaco das fubes corinuas com suporte compacto, ou seja,
Ce(Q)={f:Q—R: fé&conthuae f(x) =0,¥x € Q\K,ondeK C Q & compact.

Definicao 1.27.Sejap € R, 1 < p < o. Definimos o seguinte espaco vetorial normado

LP(Q) = {f Q—-R:fé mensuélvele/ |f(x)|Pdx< oo}
Q

Iflle = (/Q|f(x)|pdx>l/P'

Definicao 1.28.Sep = « define-se

com a norma dada por:

L®(Q)={f:Q — R: f & mensuavel eJ constante c tal quéf (x)| < c, g.t.p-emQ}.
EmL*(Q) consideramos a norma:
| ]l = =inf{c:|f(X)| <c, q.t.pemQ}.

Observago 3. Sef € L”, enfo | f(x)| < |||l », 0.t.p emQ.

Observago 4. E posével mostrar queLP, 1 < p < « & sepaavel, reflexivo e o dual deP &

LP, istoé, (LP) = LP.
A desigualdade a segurde extrema utilidade em muitas demon<ies;

Teorema 1.29.(Desigualdade de blder) Sejaf e LPegeL9coml < p,g< o e |T13 +% 1
EntiofgelLle
[1ta <Ifluslgile

A demonstrago da Desigualdade dedller parap = 1 ou p = o« & imediata. Quando

1 < p < o utilizamos a desigualdade de Young:
1 1, 4
ab< =aP+ =bP
p P

paraa > 0,b > 0. Para mais detalhes veja efi,[Teorema V.6, p.56.

listo &, exceto em um conjunto de medida nula.
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Definicao 1.30.Sejaml = (a,b) e p€ R com1 < p < «. Definimos o espaco de Sobolev

W2LP(I) como sendo
WLP(1) = {ue LP(1): 3g € LP(1) tal que/|u¢’ — —/lgd), Ve e cg(l)}.
Definigao 1.31.H(1) = W2(1).

Observa@o 5. As fun@es¢y sdo chamadas de fubes testes.

Sejau € LP(I) diremos queg € LP(l) & a derivada generalizada dese

Jus'=— [ a0, vo eCl)

Notago: U = g.
Colocamos efdo
WEP(1) = {ue LP(1); U e LP(1)},

ondel & a derivada generalizada de

Exemplo 1.32.Sejal = (—1,1). A fungo

1 0, —1<x<0
a9 =50 ={ ¥ o TRxT
pertence aV1P(1), paratodol < p< w e

foon /0 —-1<x<0
u(x)_H(x)_{l, O<x<1

pois, para todap € CZ(l) temos:

1 1 1 1
/1u(x)¢’(x)dx:/0 x¢’(x)dx:—/o ¢(x)dx:—/lH(x)¢(x)dx
H & chamada furiio de Heaviside. Notemos gHez W%P(1).

Observago 6. O espacdV!-P es dotado da seguinte norma

ullwe = llulle + [[u']] s

ou equivalentemente,

lullwee = (Jullfo+ (U ][76) P
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Observago 7. O espacdH! = W2 est dotado do seguinte produto escalar
<u7V>H1 - <U,V>|_2 + <u/’\/>L2

€ a norma associada

2 2 \1/2
lullygs = (lJullZ+ lull2) 2.

Definicao 1.33. Dado um inteirom > 2 e um reall < p < o, definimos por reco@ncia o
espaco
WTP(1) = {ue W™ P(1); u e W™ LP(1)}.

Coloque

H™=Wm2(1).
Em particularH?(1) = {ue HY; u e H'}.
Definigio 1.34.Dado1 < p < « denotamos pow, "(1) o fecho deCl(1) emW™P(1) e ainda
Hg (1) = Wo (1)
Teorema 1.35.(Derivada do Produto) Sejamv € WLP(I) com1 < p < «, enfio:
uve WHP(1) e (uv) =uv+uv.
Portanto, temos tan@m a regra de integraip por partes
X X _
/y u'v = u(x)v(x) — u(y)v(y) —/y uv,vx,yel.

Teorema 1.36.(Desigualdade de Poincéj Sejd limitado el < p < . Enfio existe constante
¢, dependendo dg|, tal que

[ullwae < cljulLe.

Yue Wol’p(l ). Em outras palavras|uljyp € ||U||Lr S30 equivalentes eM/Ol’p(I ).

Demonstra@o: Sejal = (a,b). Consideremos € Wol’p(l ). Comou € CL(1) c WhP(1) segue

do Teoremd..29segue que

X X b 1
09l = 9~ u(@] =| [ (oe]< [ [ 0wl - a7,



1 Preliminares 17

Temos
1 1
b P b e P\ P , 1 1 ,
[ullLe = /61|U(X)I'°dx < /aHUHLp(b—a)F’ = [[ulfe(b—2)¥ (b—a)? = [Juf[Le(b—a).
Como||ullwwe = [|Ulle + [[U]]Le < (b—a)|[U/||Le + ||U||Lp, SEC = 1+ (b—a) enfiO

[ullwze < cfJU]|Le.

A demonstrago do teorema a seguir pode ser encontradaljrii¢orema 1X.16, p.169.

Teorema 1.37.(Rellich-Kondrachov) Sej@ limitado de class€! (Q € R").
(i) Sep<nenBioW'P(Q) CLYQ), Vge [1,p*), ondes = £ —+;
(i) Sep=nenBioWP(Q) C LYQ), Vg e [1,0);

(i) Sep>nentioWP(Q) c C(Q);

com inje@es compactas.

Em particularW'-P(Q) ¢ LP(Q) com injed@o compacta para todp.
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1.3 Espacos de Sobolev




Capitulo 2

Teoria Geral de Semigrupos

O objetivo principal deste cé@plo € encontrar condées sob as quais um operador gera um

semigrupo fortemente cdnuo. As refeéncias para este assunéms2] e [11].

2.1 Propriedades dos Semigrupos

Definicao 2.1. Um semigrupo de operadores lineares eng Xima farilia {T(t) :t > 0} C
Z(X) tal que

(i) T(0) =Ix,
(i) Tt+s)=T({)T(s), Vs;t =0.
Se adicionalmente,

(iii) [T (t) = Ix|l.#x) — 0 quandot — 0" enfio dizemos que o semigrupainiformemente

confnuo.

(iv) || T(t)x—x|[x — 0 quandot — 0", V¥x € X, enfio o semigrup@ fortemente cofmuo ou

umCP-semigrupo.

Se os operadores @st definidos pard,s € R e as condifes(i) e (ii) se verificam edio
{T(t) :t € R} & um grupo. Am disso, s¢T(t)x— x|[x — 0 quandot — O, para todox € X

ento esse grupé dito umcP-grupo.

Definicao 2.2.SejaA = {z: @ < argz< @, ¢ <0< @} e, paraz€ A, sejaT (z) um operador

linear limitado. A fanflia {T(z) : z€ A} & um semigrupo angico sobreA se

19
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(i) z— T(z) & analtica emA.
(i) T(O)=1 eIZiLr?)T(z)x = X para cadax € X.
(i) T(m+2)=T(2)T(z), V71,22 € A
Observago 8. Todo semigrupo uniformemente cionto € fortemente coiriuo.

Definicao 2.3. Se{T (t),t > 0} C Z(X) & um semigrupo fortemente conio, seu gerador
infinitesimalé o operador definido pok: Z(A) C X — X

Ax= lim W[L(, ondeZ(A) = {xe X, lim T(t)tL( existe}.

t—0t t—0t+

Exemplo 2.4.T(t) =M = Z?j’:o%, t > O para algumA € .Z(X) & um semigrupo fortemente

confnuo, cujo gerador infinitesim@ A, Z(A) = X, pois parax € X, temos:

. T)x—=x . 1 12 AN
jim TOX=X iy (e —x) = lim = X— X
t—0+ t t—0t t t—0t t [\[& N

1 ® AN C1[ e Ay
:Ilm—{x+(z )x—x]: I|m—{z ]x
t—0t t & N t—ot t | & n

) 00 Antnfl . o Antnfl
= lim (Z >x: lim (AX+( )x)
t—0t\,& N t—0+ L
) 0 Antn—l
= AX+ lim < )x:Ax,
t—0t+ = n!

a Ultima igualdadee obtida usando o fato que &rge converge uniformemente.

Portanto,A & o gerador infinitesimal d& (t).

Os semigrupos uniformemente comios §o da formae™ para algumA € £ (X), & o que

afirma o seguinte resultado:

Teorema 2.5. S0 equivalentes:
(i) {T(t):t >0} C Z(X) éum semigrupo uniformemente dowb sobreX.
(i) Seu gerador infinitesimal gstefinido em todi.

(iii ) ParaalgumAc Z(X),T(t) = .



2 Teoria Geral de Semigrupos 21

Demonstrago: (iii ) = (ii) SeT(t) = e para algumA € .Z(X), mostramos no Exemp4
gue o gerador infinitesim&A e portanto estdefinido em tod&X.

(ii) = (i) SejaA o gerador infinitesimal d¢T (t) : t > 0}, ondeA est definido sobre todo
X. Ento dada € X, temos que

T —
Ax= lim M
t—0t+ t
Assim,
) T(t)x—X
lim TUHx=x = ||AX||.
t—0t+
Dadoe > 0, existed > Otal que
T(t)x—x
—£+|AX| < H%H< |AX|| + €

. T(t)x—
parat € [0,5]. Ou seja,{ Txx

que{

} é limitado para cadac X. Segue do Corékiol1.10
0<t<o

T(t)-I
t

H< kpara0 <t < 4. En&o

%H} é limitado. Seja > Otal que
0<t<o
IT(®) 1| <tk — 0,comt — 0"

Portanto,T (t) — I, com t — 0" e assiniT (t) &€ uniformemente cofuo sobreX.

(i) = (iii ) Assumimos inicialmente quE(t) = e* e encontramos a expr@sspra definir

Ac Z(X)
A:(T(t)—l)(/otT(s)ds)_

e enfio provamos qua € .Z(X) e queT (t) = et > 0. u

1

Os semigrupos fortemente camios possuem uma limitag exponencial qué dada no

teorema a seguir.

Teorema 2.6.Suponha quéT (t),t > 0} C £ (X) & um semigrupo fortemente conto. Enéio

existemM > 1 e 3 € R tais que
T 2x) <M, vt>o0.

Para qualquer > 0 podemos escolhgd > %Iog IT(1)].2(x) € entio escolher M.
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Demonstrag@o: Inicialmente observamos qusup [|T(t)[| ¢ (x) < e para algunm > 0 pois,
teon]

caso confario, existiria uma sedncia{tn}y_, — 0" tal que||T (tn)|| #(x) — . ComoT(t) &

fortemente conhuo Iin(1)+T(tn)x = X, para cadx € X, logo{T (tn)X}n=>1 € limitada para cada

tn"

x € X. Segue do Corakio1.10 que {[|T (tn)|| #(x)}n=1 € limitada, contrariando o fato que

T (ta) [ .2 (x) — -

Assim, sup ||T(t)|| < o, paraalgumm > 0e com isso podemos afirmar quep || T(t)|| <
te[0,n] t€[0,T]
o para qualquer > 0, pois daddl > 0,t € [0, T], t pode ser escrito da fornta= mn +A com

meN* A e(0,n)e
TN =T +)[ =TT )] =TT <ITMITITA)] < oo
Sejal > O arbitrario tal que
M = sup{||T(t)]| (x),0<t <1} < oo

e seja > 7log{[|T(1)|.z(x)}. isto&, [ T(1)] #x) < €. Enio,

[T+ =TT O] = [TOTO)]
<ITOIMTR)) < Me™
< Meﬁnleﬁtﬂﬁ\l < Mem\leﬁ(nlﬂ).

Logo
IT(nl+t)]| < MM o<t <I,neNeM=MePll

Assim dadd > 0, podemos escrever= nl +tg, para algumm > 0e 0 < tg < | e portanto

IT ()] <M, vt > 0.

Dado um operadoh : Z(A) C X — X, denotaremos pqu(A), o conjunto resolvente dé

onde
p(A)={A €C:Al—Aéinjetora Im(Al —A)é densa (Al —A)~1:Im(Al —A) — & contnua}.
O espectro dé, denotado poo(A) é definido por

C\p(A).
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Observago 9. O operadorA comuta com o operador resolverfiel — A)~L.

De fato, sejai= (A —A)~1v, ou sejaA —Aju=v.

ComoA comuta con{A— A) temos que
A=ATAv=A-ATAX -Au=1-A A -AAu=Au

Por outro lado,

AA—AlW=AA-AA-Au=Au
Portanto A(A —A)~lv= (A — A)~1Ay, ou sejaA comuta com(A —A)~L. |
Vejamos agora alguns fatos importantes sobre semigrupos fortemeriteiosnt

Teorema 2.7.Suponha quéT (t),t > 0} C .Z(X) & um semigrupo fortemente conto.
(i) Para qualquerx € X, t+— T(t)x & contnua parat > 0.
(i) t—=[IT(t)|l #x) & semiconhua inferiormente e portanto menswel.

(i) Seja A o gerador infinitesimal de T(t), @&otAé densamente definido e fechado. Para

xe 2(A),t — T(t)x & continuamente difereriiel e

%T(t)x =AT(t)x=T(t)Ax, t > 0.

(iv) ParaRel > 3, ondg3 é obtido no Teorema.€, A est no conjunto resolvente de A e

(A —A)‘lx:/ e MT(t)xdt,V x e X.
0

Demonstra@o:

(i) Vamos calcular os limites laterais. Sejam Oex € X.

[Tt +h)x=T®)x|x = TOTh)x=TE)x|x = [TE)(T(h) —Dx][x < [[T@)[[T(h)x—x|
< MePY|T(h)x—x|| — 0, quandch — O™
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Analogamente, temos:

ITOX=T{t—h)X||x =||T(t—h+h)x—=T({t—h)x|x =|T({t—hT(h)x—T{—h)x|x

= [T =h)(T(h)x=x)[Ix <[[T—h)[l.200lIT()x—X|x
<M T (h)x—x| — 0, h— 0",

Portanto, para todec X, t — T(t)x & contnua pard > 0.

(i) Devemos provar que, dados R, A= {t > 0:|T(t)|| #x) > b} & aberto emo0, +oo).
Sejato € A. Como||T (to)| #(x) > b ento existex € X com||x|| = 1 tal que||T (to)x|| > b. De
(i) a aplica@ot — T(t)x & contnua, segue que existe uma vizinhakcdet tal que sd € V
ento||T(t)x|| > b. Portanto| T (t)|| #(x) > b parat € V e isso conclui a demonstiag.

(iii ) Vamos mostrar quA & densamente definido.

Sejamx € X, € > 0dado ex; = %/OET(t)xdt. Ento:

1 /¢ 1 /¢ 1 /¢
Xe —X=— T(t)xdt——/ xdt:—/ (T (t)x—x)dt.
€Jo €Jo €Jo

Como{T(t) : t > 0} & fortemente coimuo, T(t)x — x quandot — 0", logo dadod > 0
existees > Otal que||T (t)x—x|| < 0 para0 <t < g5. Assim,

1 ré& 1 ré&
—/ ]|T(t)x—x\|dt<5—/ dt=25
&5 Jo

Xes — X|| <
e =¥l < & |

Portantox, — x quandoge — 0". Verifiguemos que, € Z(A).

Parah > 0O, temos que

T(h)ﬁs—xg: (T(h)—l)(/ET(t)th):i/E(T(h)_,)T<t>th
gh/ (/ (h+1) xdt—/OET(t)xdt)
= h (/ME xdt—/ T(t ) %(/ xdt—/ T(t xdt—/OET(t)xdt)
ze_lh( E+hT xdt—/ T(t )—ih(/ xdt— (t)xdt).

Logo,
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Portantaxs € Z(A) e assimZ(A) = X.
A é fechado. De fato, sejan} C Z(A) comx, — X € X e A, — Y, quandaon — oo,

A seguinte igualdade semostrada adiante,
t

T(t)Xn—Xn = / T(s)Axds (2.1)
0

ComoT (s)Ax, — T (s)y uniformemente sobre intervalos limitados, obtemos:

t
lim T(t)X,—X,= lim T(s)Axnds:/

n— oo n—+o JQ 0

t t
nl_',TwT(S)AX”dSZ /0 T(s)yds

Istoé,
Tt)x—x 1t
— = t/OT(s)yds

Facamos — 0" nadltima igualdade acima

TOX=X_ iy 1 ( 00+t T(s)yds— /O 0T(S)de) =T(Oy=y.

t—0t t t—o+ t
Como o limite existex € Z(A) e Ax=y. PortantoA & fechado.
Sex e Z(A) entio

<d+>T(t)x: lim %(T(t—i—h)x—T(t)X): lim ]ﬁ'(T(h)T(t)x—T(t)x)

E h—0+ h—0t+
= lim %T(t)((T(h) —1)x) = lim T(t) (T(hr)]_ ! )x
=T(t) lim &:_X —T(t)Ax
Comohlirg+ T(h)T(t);(— T{tx existe,T(t)xe Z(A) eAT(t)x=T(t)Ax. Por(i) a aplicag¢o

t — T(t)Ax & contnua, istoé,t — (%)T(t)x é contnua, e portantd — T (t)x & continua-

mente diferenéivel e(%)T(t)x = 4T (O)x.
Logo,
d

aT(t)x =T(t)Ax=AT(t)x.

2.1 é obtido integrando essa igualdade
t d t t
/ 2T (s)xds= / T (s)Axds= T (t)x—x = / T (s)Axds
o ds 0 0
(iv) SejamA € C tal queReX > 3 (3 do Teoremi®.€). DefinaR(A) : X — X por

RO )X = /0 e MT (t)xdt.
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Como

IRAIx < [l Txide= [T x et

(o] 00 M
< | e RMmeht t:M/ (B=ReM)t |1yl it —
| &M xjat = [P RN Nt = 2 x|
entio
IR0 = Sup [RAX] < =
Z(X) < = Rel B

Sejamxe Xeh>0

%(T(h)—l)R()\)X:T/Ome—/\t-r(t)xdt:/Oooe_)\tT(t—l—h);](—T(t)xdt

_ %( /h T e AT (gxds— /O ) e“T(t)xdt)
_ %( /h " e AT (g)xds— /0 ) e‘AST(s)xds)
:%(/Oweﬂ s)xds— /e/\h 9T (s)xds— /Oooe‘AST(s)xds)
:%( /om(e/‘(hs) e o)T (s [T )xds)
:%(/Ow@/‘h 1)e ST (s)xds— /eM 9T )xds)

eth—1

= / e‘)‘ST(s)xds——/ e ST (s)xds
0 h Jo

0

lim }(T(h)—I)R()\)x: lim (emh_l/omeAST(s)xds—eﬂh%/OheAST(s)xds)

h—0t+ h h—0+
=AR(A)x—

PortantoR(A)x € Z(A) e ARA)x = AR(A)x— X. Assim,
—ARA)X=X—AR(A)x= (A —A)R(A)x=x= (A — A)é sobrejetivo
Segue que, pavac 7 (A)
x= (A — AR(A)x = AR(A)x— AR(A)x = R(A)AX— R(A)Ax= R(A)(A — A)x.

Ou seja,
(A =ARA)X=Xx=R(A)(A —A)X



2 Teoria Geral de Semigrupos 27

e enBo(A —A) é injetora.
De (A —AR(A)x=R(A)(A —A)x temos(A —A)~1 = R(A) ondeR(A) & limitada e assim
(A —A)~1 & contnua. Portanta) € p(A) e

(A —A)"x= /Ooo e MT (t)xdt.

2.2 Teoremas de Hille-Yosida e Lumer Phillips

O Teorema de Hille-Yosida, que provaremos abaixo, fornece as castictey de um operador

A de modo que este seja o0 gerador de um semigrupo fortementeuwmmnt

Observago 10. SejamA, e A, operadores lineares tais qug A, = A A, enfio A, M =
eMA, e A &hn = gMuA,, ondeet = 32 (AL

Teorema 2.8.(Teorema de Hille-Yosida) Suponha queZ(A) C X — X & um operador linear.

Entdo os fatos seguintefig equivalentes:

(i) Aé o gerador infinitesimal de um semigrupo fortementeicot{T () : t > 0} C £ (X)
tal que

ITM)] 200 <€, t>0,weR.

(i) A€ um operador linear fechado, densamente definido, cujo resolventntpht ImA =

0, A >w}e

1
-A1 < —— : .
A=A Mz < =5 VA > 0 (2.2)
Demonstrago: (i) = (ii)
ComoA & o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente targ{T (t) : t > 0} C .Z(X)
pelo Teorem&.7 (iii ), temos queA & fechado e densamente definidoéwl disso, s& > w
enBoA e p(A) e

(A —A)—lx:/ e MT (H)xdt, ¥ x € X.
0
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Assim,

(o]

10 =) xlx < [ e Tt < [ e ITlLzp0lxledt < [ e e

© 1
_ (w—A)t _
| e M et = 3=,

Logo,

1A =A) o) = supl|(A —A) x| < 3
<2

1
, A > w.
—w

(ii) = (i) Inicialmente faremos a prova paga= 0, em seguida provaremos o caso geral.
Temos

IAA =A)Hlgx) <1
Agora
AA=AT=2DHa-A 1=t r-A)=(-2"1A"1
Por outro lado, parae Z(A)
A-ATA-Ax=Ix=>A-A)"Ax— A -A)1Ax=x
=AA-A)"X=(1+01A-A"1Ax
Portanto no doimio de A valem as igualdades:
AA=AT=(-2"AT=1+A-A1A
Parax € Z(A) temos

1
IAA =A) "I =Xllx < [[(A =AM [|AX] < 3 IAX| — 0, quandd — co.

ComoZ(A) = X, paratodx € X existe seqgéncia{xn}n>1,%n € Z(A) tal quex, — X. Logo
IAA =A) X=X = [AA =A) " IX=AA —A) "I+ A (A —A) I — X+ X0 — X||
<A A =A)HIx=Xall + 1A (A = A) %0 = Xall + 1% —XI| = O,
guandoA — o, N — oo.
Portanto
1=A7"1A)"IX=2(A —A) x—x

guandad — o, VX € X.
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DefinaA, = A(l —A~1A)"1 A >0, enfo A, € Z(X) pois

Ay=Al-2"1AT=m(A-A1=2A1-A)"

e
AA-AT=2A-A"1-1.
Assim,
Ay =A’A—=A)"1-Al (2.3)
e temos

1AL SAIAA =AY +AI<A+A =2,

Além disso, s& € Z(A) enflo A, x — Axquandor — . De fato,

A X—AX]| = [[Al —ATA) " IX— AX| = |AA (A — A)"Ix— AX| = [|AAA — A) " Ix— AX|
= ||A(A —A)"1Ax— AX| — 0, quandaA — +.

Dizemos qued, € a aproximag@o de Yosida do geradeé.
Vamos agora obt€F (t) como o limite deg quando — . De (2.3) temosA, = A%(A —

A)~1—Al, assim para > 0 temos
1€ | 2 (x) < e MM NA-ATe00 < @M = 1, parad > 0.

DadosA > 0, u > 0 segue da Observag10 que:

1 1
HetA,\X_etA,JXHX:H/O dgs(eISA,\et(ls)A“X)ds‘ g/o tHetSA’\et(lis)A“<AAX—AuX)”XdS

X
1

<t||AAX—AuX||x/ €551 €49 [[ds <t Ay x — Auxx.
0

ComoA,x — AxquandoA — oo, parax € Z(A), temos
t]| Ay x— Apux|| <t(]|AyXx—AX|| + [|[Aux—Ax||) — 0, quandoA,u — +oo

uniformemente er, parat em limitados deR , , digamos0 <t < tg, para algung > 0.
Logo,

€M x—eMix||x — 0, quandoA,pu — .
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Assim {é™ :t > 0} & de Cauchy quandd — oo, uniformemente parac [0,to], logo
convergente. Portanto pax& Z(A)

T(t)x:= lim é™Mx

A —00

existe uniformemente pata<t < to.
Vamos mostrar qué (t), assim definidoé um semigrupo fortemente camto.
ObviamenteT (0)x = I (x) e T(t +s)x = T ()T (s)X, parax € Z(A), vt,s> 0. Além disso,

parax € Z(A) temos

IT )] ZA"LnOOHeA“XII < AliLnoolleA“ll||Xll <X = ITO < 1.

Logo T(t) & limitado em%Z(A). Assim podemos estend@i(t) paraX preservando a
limitagdo. Portantd (t) € £ (X) para cada > 0.

E facil ver que parx € Z(A), t — T(t)x & contnua. AssimT (t)x — x em Z(A) quando
t—0".

ComoZ(A) = X, dadosx € X eg > 0 existemx; € Z(A) ed > Otal que

£

IT %=l < 5

£
L =X < 3 para0 <t < 4.
Segue que

ITOX=X[| = [[(T()x=T(t)xa) + (T (t)x1 —X1) + (X1 = X)|
ST =xa ] + T (X2 =X [[ + [} = xa]

<t4i4i-¢
37373 %

Logo T (t) € um semigrupo fortemente camto.
Dadox € X, existe segéncia{xn}n>1,Xn € Z(A) tal que||xn — X|| — 0 quandon — +oo,

enfo

|t —T ()X = |€Mx— &M xy + &M — T ()X + T ()X — T (1)X]|
< 1€ [1x = Xal| 4 €% %0 — T (€)Xl -+ || T (t)]]]]X — Xa||

< ||IX—Xnl| + HeAf\txn—T(t)an + |[X—Xn|| — O, quandoA — +oco,. N — 400,

Portanto,
T(t)x= lim eéM'x, paratodo e X.

A —o00
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eassinl (t+s)x=T(t)T(s)x, ¥x € X,t,s> 0. Comisso{T(t) :t > 0} C £ (X) & um semi-
grupo fortemente comuo de contra@es.
Resta agora provar queé o gerador infinitesimal d&(t).

Sejax e Z(A), temos

T(t)x—x= lim (€M x—x) = lim td—( x)ds= lim / A, eMSxds= lim /teSAAA,\xds

A —o0 A—J0 A —o A—0o J0
t
:Alim (eSA/\A)\x—eSAAAx)ds+ lim "M Axds
—00 0
t
= AI|m M (Ayx— Ax)ds+ Allm M Axds= /T(S)Axds
0 A—o00 0 A—>ow
Entao,
. T(t)x— e
lim M: lim = /T(S)AXdS = T(0)Ax= Ax.
t—0t t t—0t t 0
Portanto

Ax= lim m, vxe 2(A).

t—0+
Assim, seB & o gerador infinitesimal d&(t) enfio B deve ser uma exte@s deA, istoé,
2(A) C 2(B) eBx= Axparatoda € Z(A).
ComoB geraT (t) de(i) = (ii) temos queé0,«) C p(B). Mas, por hifptese (0,0) C p(A),
assim,1 € p(A)np(B), enfo

X=(1-A)2(A) eX=(1-B)Z(B)

mas
(I1-A2A) =(1-B)Z2(A
logo
(1-B)Z2(A) =X = (1 —B)Z(B)
e portanto

2(A) = (1 -B) X = 2(B).

Segue qud = A. Assim,A & o gerador infinitesimal dg(t).
Facamos agora o casearbitrario. SejaA um operador fechado, densamente definido tal
que

(@.0) C p(A e (A A < 5 VA >0
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SejaA; = A— w, enfioA; é fechado, densamente definid@ew) C p(A1). Ainda, temos

1A =A) = (A + @) —A) Y| < Ai

para todoA > 0.

Entio pelo casa = 0 temos quéd; € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
confnuoTy(t) com||Ty(t)| < 1, vt > 0.

SejaT(t) = e“!Ty(t). E imediato queéT (t) € Z(X), T(0) =1 eT(t+s) = T(t)T(s), alem

disso,
I T (t)x—x|| = || To(t)x—X|| = [| € Ta(t)x— e x+ e x—x]| < ||e“"||[| Te(t)x—X|| + [|e“"x—x|| = O,

quanda — 0™, logo T (t) & um semigrupo fortemente camao.
Falta mostrarmos qui é o gerador infinitesimal d&(t).
Dadox € Z(A) = 2(Aq) temos:

lim }(T(t)x—x): lim }(e“’tTl(t)x—x): lim t}(e“’tTl(t)x—Tl(t)x-i—Tl(t)x—x)

t—0t+ t t—ot+ t t—0t+
1 1

= lim (e — DTy (t)x+ lim =(Ty(t)x—X

Ho+t( )Ta(t) +t_>0+t(1() )

1 1
= lim Z(e” —1) lim Ty(t lim =(Ty(t)x—
R A

t—

= WX+ A1X= (w+A1)Xx = Ax

Portanto
im TOXTX A e 2(A) = 9(A),
t—0* t
de onde segue queé o gerador infinitesimal dT (t) : t > 0}. u

Defini¢do 2.9. SejaX um espago de Banach sobre um cokpoom norma].||x e sejaX’ o seu
dual topobgico com a norma usudk ||xs = sup| < &, x> | =
xeX
<1
sup{Re(< &,x>) : ||X|x < 1}. A aplicagio dualidadel : X — 2X & uma aplica&o definida
por
I(x) = {€ e X1 Re(< &,x>) = X%, |€ Ix = [IXlIx}-

Segue da Proposip'1.5 queJ(x) # 0.
Um operador lineaA: Z(A) C X — X & dissipativo se para cadac Z(A) existe € J(x)
tal queRg < &,Ax>) < 0.
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Lema 2.10. O operador linearA: Z(A) C X — X & dissipativo se, e somente se,
|(A =AX|Ix = A|X]|x, Yxe Z(A), VA >0. (2.4)

Demonstrago: (=) SejamA dissipativo,A > 0 ex € Z(A) enio existex" € J(x) tal que
Re< x*,Ax>< 0. Logo

IAX—AX||x||X||x = [[AX—AX||x |IX||x' = | < X", AX—AX> | > Re< X", AX— AX>
=Re< X",Ax> —Re< X*,Ax>= ARe< X", x > —Re< x*, Ax >

> ARe< x*,x >= A||x||%.

Portanto,
(A =A)X|Ix = AllX][x.

*

(<) Sejamfy € J(A —A)X) e g5 = ”]ﬁ, en@o

_||(/\—A)x]|2 Re< ¥ (A —A)X
A< I =A== a 1] e<Hf|| (A= A>>

=Re<0),(A —A)x>=ARe< gj,x> —Re< g),AXx>< A| <g,,x>|—Re<g,,Ax>

<Ay |||IX]| — Re< gy ,Ax>= A||x|| — Re< gy ,Ax> .

Logo temos

0< —Re< g),Ax>= Re< g;,Ax>< 0.

Segue do Teorenthl3que
By = {f eX":||f|| <1}

€ compacto na topologia fraca( X', X).
Comol|g; || <1, {g; } &€ uma seiéncia na bola uréiria deX’, queé compacta, eéib{g; }

admite uma subsé@ncia convergente para um ponto da bolaardt ou seja,
existeg* € X, ||g*|| < 1 e seg@éncia), — « tal queg) Agt
Ento

Re< g*,Ax>=Re< lim g)\ JAX>= I|m Re< gA ,AX>< 0.

n—® nHOO
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Temos

AlX| < ARe< @), x> —Re< gy, Ax>,
ou seja,
1
Xl < Re< g3, x> — T Re< g;,AX>.

em particular,

1
X < Re<g;,, x> —~Re< g ,AX>.
n

Passando o limite quandg — o temos

, .1
x| < /\llm Re<g; ,x>— lim —Re<g) ,Ax>=Re<g" x>
n—

An—o An
engo,
Re< g",x>> [[X|. (2.5)
Agora,
Re<g",x>< | <g"x> | < |lg7[lIX] < [[X]]- (2.6)

Segue dR.5e2.€que

Re< g*,x>=||X||.

Como
lg"|| = sup| < g",x> | = supRe< g",x>=1,
xeX xeX
Ix[=1 Ix|[=1
basta tomarmos" = ||x||g* e teremos:
Re< x*,Ax>= ||x||Re< g*,Ax>< 0

ex* € J(x), pois

Re< x*,x>=Re< |[x|g",x>= ||x|Re< g, x >= [|x] x| = [[x||*

I = lIXIHIg™ (I = I

PortantoA é dissipativo. [ |
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Observagdo 11. QuandoA & sobrejetor(2.4) fornece a continuidade d@ —A) ! e a condiéo

(i) do Teorem®.€ est satisfeita.
Usaremos o seguinte resultado:

Lema 2.11. SejaT € .Z(X) com||T|| < 1en&o a €rie 3, T"é absolutamente convergente
e(I-T) t=y3yp  T". Alemdissd|(l - T)7 Y| < (1—|T|)~ L

O Teorema de Lumer-Phillips diz que com uma considevaglicional os operadores dissi-

pativos geram semigrupos fortemente conos.

Teorema 2.12.(Lumer - Phillips) Sejad: 2(A) ¢ X — X, Z2(A) = X.

(i) SeA & o gerador infinitesimal de um semigrupo fortementeioowtde contrages erdio

A € dissipativo.

(i) SeA é dissipativo €R(Ag— A) = X para algumAg > 0 enio A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo fortemente comto de contrages.

Demonstrago: (i) SeAé o gerador infinitesimal dg(t) com||T(t)|| < 1 enfo pelo Teorema
2.8temos queg0,c) C p(A), logoR(A —A) =X, VA > 0.
Dadosx € Z(A),x" € J(x) enfio

| <X TOX> | < [ TOXX < T < 1%
Além disso,

R{x*,mv =

<

1
(Re< X', T(t)x > —Re<x',x>) = Z(Re< X", T(t)x> —IXII?)

e

\ 1
(| <X TOx> [ = [X]%) < S(IX° = [Ix]*) =0.

Fazendd — 0", obtemosRe< x*, Ax>< 0. PortantoA & dissipativo.

(i) SejamA > 0ex e Z(A). ComoA é dissipativo segue do Ler2alOque
(A = A)Xl[x = Allx]Ix 2.7)

De2.7 segue a injetividade d& — A), YA > 0. AssimAg—A) tem inversa.
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Sejay = (Ap — A)x parax € Z(A), isto&, (Ag—A)~ly = x. De {2.7) temos

_ _ 1
IVl = Aoll (Ao —A) Y[ = (Ao —A) ly|!<)\—0|!y|!- (2.8)

0 que mostra quéro — A)~! & contnua, portanto fechada & € p(A). Como (Ag — A)

(Ao —A)~1)~1 segue queAp — A) é fechada.
SejaA={A >0:A € p(A)} = (0,0) N p(A). Temos que\ # 0, poisAg € A.
Comop(A) & aberto em0,o) segue que\ & aberto em0,c). Vamos provar queé\ é

fechado enf0, ).
De fato, consideremos > 0 e a seqé@ncia{An}y_,An € A comAp — A. Temos

A=A =(A=A)An—A) T+ (A —A). (2.9)

Para quel € A\, basta mostrarmos quec p(A), ou seja, quéA — A) tem inversa limitada,
paraisto, basta que o lado direito @Sj seja inverivel com inversa limitada. Comiy, € p(A),

(An—A) tem inversa limitada, assim devemos provar (le— An)(A —A)~1+1) tem inversa

limitada.
ComoA, € p(A), segue deZ.€) que:

1
A =A)An=A) " = A = Anl[| A=A < |A —)\n\)\— — 0, quandon — +oo.
n

Consedientemente

(A = An)(An—A)7Y|| < 1, para n suficientemente grande

Segue do Lem2.11que (A — An)(A —A)~1+1 tem inversa limitada, conségntemente
(A —A) tem inversa limitada com inversa dada gar— A)~! = (Ap — A)"1(A — An)(An —

A)~1+1)"1e portantad € A = (0,0)Np(A).
Logo A & aberto e fechado e(@,«) queé conexo erdo/\ = (0,), logo (0,0) C p(A).

Portanto, dadd > OtemosA € p(A) e
TR
A -AT<5, A>0.

Assim, A & fechadoA & densamente definid(),») C p(A) e||(A —A) 71| < Al, A >0.
Segue do Teorenfa 8 queA gera um semigrupo fortemente comito de contrages.
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Corolario 2.13. SejaA: 2(A) € X — X um operador linear fechado e densamente definido.
Se ambo# e A* sdo dissipativos e@ A € o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente

confinuo de contrages sobreX.

Demonstragio: Pelo Teorem2.12é suficiente provar que(A —A) = X para algum > 0.

ComoA é dissipativo, segue do Ler@alOque
(A = A)X]| = Aflx], (2.10)

paratodx € Z(A) e A > 0.
R(I —A) & fechado enX, pois se{ fn}_;, fn € R(I —A) com f, — f quandon — o en@o

existe segéncia{xn}n_1,% € Z(A) com (I —A)xp = fn — f. Como
[[(F=A) (%0 = Xm) || Z [[%n = Xml[ = [[%n0 = Xml[ < [|(F = A) (X0 = Xm)[| = || fn = fm|| — O

paran,m> ng. Logo a sefiéncia{xn},_, & de Cauchy enX queé completo, portantg, — x
quandon — oo,
Assim,

lim xp =X, lim (Xq—A¥Xy) = f = Axy — x— f.

N—oo N—oo
SendoA fechado, temog € Z(A) eAx=x—f = f = (I —A)xe R(l —A).
PortantoR(l — A) é fechada.

SeR(I —A) =R(I — A) # X segue da Proposig1.17que existex* € X’ tal quex* # 0,
<X (I-=Ax>=0, Vxe 2(A)
Entio para toda € Z(A)
<(I=AX'x>=0=(1-A)'X"=0=(1-A")X"=0
e comoA* é dissipativo segue que
[(H=A)X | = [IX[| =[x <O= X" =0

queé uma contrad@o. Portantd(l — A) = X.
Segue do Teoreni&alzcomAg =1 > 0 queA gera um semigrupo fortemente conto de

contra@es. m
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2.3 Condigdes sob as quais um operador gera um semigrupo
fortemente confnuo

O objetivo dessa sé@g € o de mostrar que com condis adicionais 0os operadores setoriais

geram semigrupos fortemente contos, para isso usaremos o0 conceito de imagenernaom
Definicdo 2.14.SejaA: Z(A) C X — X. A imagem nu@rica deA & o conjunto
W(A) = {< X", AX>: X Ix = |[X|]x =1, < X", x>=1,xe Z(A)} C C.
No caso em qu¥ & um espaco de Hilbert,
W(A) = {< x,Ax>:x€ 2(A),||X||x = 1}.

Teorema 2.15.SejaA: Z(A) C X — X um operador fechado densamente definido. B&ja)

a imagem nur@rica deA e ~ um subconjunto aberto e conexo €W (A). Entdo

(i) VA ¢W(A), A —Aéinjetora e satisfaz paratodoc Z(A), || (A —A)X||x = d(A,W(A))|X||x,
onded(A,W(A)) é a diséncia deA aW(A).

(i) SexNp(A) #0entoX C p(A) e paratodol € Z, vale||(A —A)—1H$(x) < TWAD

Demonstrago: (i) SejamA € W(A) e x € Z(A) com||x|| = 1, pela Propos@o 1.5 existe
x* € X |Ix"lx = ||X| =1 e < x*,x>=||x||>= 1. Enfio

0 < [[x]|d(A,W(A)) =d(A,W(A)) < A= <X, AX> | =|A <X, x> — <X, AX> |
= | <XEAX= A [ XA = AXI] = [1(A = A)X][.

Assim parax € 2(A), tomandoﬁ obtemos:

1
= M”()\ — A,

0 < d(A,W(A)) < H()\ —A)ﬁ

isto &,
1A =A)x][ = d(A,W(A)) X[,
de onde segue a injetividade te— A).

(i) Seja=Np(A) # 0. Sabemos quEN p(A) & aberto. Mostremos queN p(A) é fechado

emz2.
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Seja{An}pr_1 An € ZNpP(A) comAp — A € X quandon — . Provemos qua € p(A).

ComoA € X eZX é aberto cont C C\W(A) engiod(A,W(A)) > 0.

Afirmamos quéA — Ap| < d(An,W(A)) paran > ng. Suponha que para toddexisten > N
com A —Ap| > d(An,W(A). SejaN = 1, existen; > 1 com [Ap, — A| > d(An,,W(A)) para
N = ng existeny > n; com |A,, —A| > d(An,, W(A)). Continuando assim temos que para a
subseqéncia{An, }, vale|An, — A| = d(An, ,W(A)) logo lim d(An, ,W(A)) = 0. Como a fungo
d(-,W(A)) & contnua eAn, — A, segue quel(A,W(A)) = 0, portantoA € W(A). Por hipbtese,

ZNW(A) =0, temoszNW(A) = 0. Consegentemente) ¢ 2, o queé absurdo.

Portanto, para > ng vale
d(An,W(A)) > |A — Ay — 0. (2.11)
ComoAn € W(A) segue déi), que para toda € Z(A)
[[(An = A)X][ = d(An,W(A))||x].
Fazendo/ = (An —A)X= (An—A)~ly=x, enfio

Iyll = d(An,W(A) [ (An—A) 1],

ou seja,
1 1
A=A <— |yl = A=A < —
Consegientemente, d&(11) temos
1 1
A=A < A=Anl|An =AY < 1. 2.12
Como

A=A =(01-An=2) A=A HA—-A) e A -A)An-A Y <1,

segue do Lema.11que(l — (A —Ap)(An—A)~1) & inversvel com inversa limitada éAn — A)
tem inversa limitada, poi&, € p(A). Desta forma, temos qu@ — A) & inverdvel com inversa
limitada, portanto\ € p(A).

Portanto2N p(A) é aberto e fechado elnqueé conexo. Com@ # 0 enfoZNp(A) =%
e assim> C p(A), além disso, ded.12) obtemos que para todoc 2,

1A =A< A WA)
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Definicao 2.16. Dizemos quéA : Z(A) C H — H auto-adjuntoé limitado superiormente se
para alguma € R

<AXX><a<xX,x>, Vxe Z(A).

Definicdo 2.17.SejaA: Z(A) C X — X, dizemos que-A & setorial séA & densamente definido,
A& fechado &, C p(A), ondeZay = {A € C: |arg(A —a)| < ¢} para algum¢ € (5, m) e
|4 =A< x5, YA € Zap.

O proximo resultado nos fornece condés sob as quais um operador gera um semigrupo

fotemente conhuo.

Proposicao 2.18.SejaA: Z(A) C H — H um operador auto-adjunto E espaco de Hilbert.
Segue qué\ é fechado e densamente definido. Suponha/gseja limitado superiormente.
Entio C\(—w,a] C p(A) e existeM > 1, dependendo somente deM = 1 tal que||(A—

sin(¢)’

)Y g < MI\ATa\ paratodod € 3,4 ={A €C:|argA —a) < ¢},¢ < 7. Segue quAé o

gerador de um semigrupo fortemente éonb {T (t) : t > 0} satisfazendo
ITM2() < €.
Demonstra@o: Inicialmente vamos localizar aimagem né@nca deA. ComoH & um espaco

de Hilbert, temos

W(A) = {<Axx>: ||| =1,x€ 2(A)}.

Como< Axx >< a< x,Xx>=a||x||?, ac R, segue que
W(A) = {<Ax x> ||X||=1xe Z(A)} C (—x,a.
Parax € Z(A), temos
< (A—a)x,x><0, < (A"—a)x,x><0,

ou sejaA—ae(A—a)* = A" —asio dissipativos. Segue do Caxdb2.13queA—agera um
semigrupo fortemente cdnuo de contra@es. Segue do Teorer@e€ que(0,0) C p(A—a) e
do Teorem&.15temos

1

C\(—w,a C p(A), [(A-AH< m
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com

d(/\ JW(A)) 2 d(/\ ) (_ooaa])'

Assim,
-
d()‘ ’ (—00,8.])
Vamos estimad(A, (—,a]) quandoA € C é tal queRel > aeRel < a.
SeRe)\ > a, temos|A —a| < d(A,W(A)), ja queW(A) C (—,a], enfio
1 . 1 1
d(A,W(A)) = [A -4 A —al’

SeRel < a. Fazemos umicculo com centro ena, que passa pot e transladamog até

1A =A< , VA € C\(—,a].

= 1A =AY <

ficar sobre o segmento de reta com abertrpara algump < 1T e o chamamos dg. Veja

Figura 1 acima.

- 23, (-m.a])

Figura 2.1:Figura 1 Figura 2.2:Figura 2

Temos que
d(A, (—,a)) > d(A, (~,a]) = sin(m— ¢)|A —a| = sin(¢)|A —al.

Portanto

1 1 1
JAWR) S A (—ea) S5

1A =A<

Observagio 12. E posével mostrar que o semigrupo gerado pde analtico eé dado por

M= % (A —A)1dA,
Fa

ondelNa=0{y,\{A €C:|A —a|<r}} nosetor{t € C: |argt)| < ¢ — T}
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2.4 Existencia de Solu@o

O objetivo desta sé&pé€ o estudo da exighcia de solugo do seguinte problema:

(2.13)

du i Aut) = f(t,u(t)), t>to
u(to) = Uo,

ondeA & um operador setoriale: U — X ondeU Cc R™ x X & aberto.

Definicao 2.19.Uma fun@ou : [to,t1] — X & uma solugo classica dg2.13) sobreltp,t;] seu
é contnua sobrdtp,t;), continuamente difererfvel sobre(tp,ty), u(t) € Z(A) paratg <t <t

e (2.19 é satisfeita pardto,t1).

Mostra-se que sa &€ uma solugo chssica deld2.13 enfo u satisfaz a seguinte equax;
integral:
t
u(t) = e Alt-lyy+ [ e A9 £ (s u(s))ds (2.14)
to

Isto motiva a seguinte defir@o:

Definicao 2.20.Uma solu@o contnua da equado integral(2.14 & denominada solé@p fraca
de(2.13.

Condicao (F) Sejaf : U — X, U como acima, dizemos quét, x) & Holder contnua ent e
localmente Lipschitz emse(t;,x;) € U, existe uma vizinhangd C U de (t1,x;) tal que para
(t,x) €V, (s,y) €V,

18 = F(s )l < L(t =5+ [x=yi),

para constantds > 0,6 > 0.

A demonstrago do teorema a seguir pode ser encontradebim.pb6.

Teorema 2.21.SejaA um operador setorial € : U — X satisfaz a cond#&o (F) enfio para
todo dado inicial(tp,Xg) € U o problema de valor inicia{2.13 tem umalnica solu@o local

u € C([to,t1) : X) N CY((to,t1) : X) ondety = t;(tg,Xo) > to.
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Teorema 2.22.SejamA e f como no Teorema.21 com a condi@o adicional que para todo
conjunto fechado e limitadB C U temosf (B) limitado emX. Seu & uma solugo de(2.193
sobre(to,t1) et; & maximal, eréto out; = o0 ou existe uma ségnciat, — t; quandon — o

tal que(tn,u(tn)) — dU(seU & ilimitado, o ponto no infinito esta incluido ed).

Demonstragio: Suponhd; < o, mas(t,u(t)) nao entra numa vizinhangéde dU parat, <
t < t7, consideramod da formaU\B ondeB & um subconjunto limitado e fechado de e
(t,u(t)) € B parat, <t < t;. Mostraremos que existg € B tal queu(t) — u; emX quando

t —t; en@ou(t) pode ser estendida atés/det; considerando a seguinte eqéag

Sw(t) +Aw(t) = f(t,w(t)).t > to
w(ty) = ug

e isto contradiz a maximalidade tie
ConsidereC = sup(||f (t,x)||, (t,x) € B}, C est bem definido poi8 & limitado e fechado.
Primeiramente mostraremos gue(t)|| permanece limitada quande- t; . Paraty <t <t,

temos:
t
()] < [l [[u(to) | +/t le”A9]][| F(s,u(s))l|ds< Cafl[u(to)]| + (t — to)]
0

queé limitado quandd — t; .

Consideremody < 7 <t < ty, assim
u(t) —u(t) = (e A0 —u(r) + /T t e A9 f (s u(s))ds
ento
[lu(t) —u(T)]] < Col[u(T)[| +Ca(t — T).

Portanto, existdim u(t) emX. n
=ty
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2.4 Exiseéncia de Soluéo




Capitulo 3

Existéncia de Variedade Invariante e
Atrator para a equacgao U, = Uyx+ f(U)

Neste cafpiulo apresentamos o teorema central do nosso trabalho udeterminar a
exiséncia de um conjunto chamado variedade invariante para um sistema déesgfraca-
mente acoplado. Este resultado pode ser encontrad®]eamp forma que apresentamos em
[3].

SejamX eY espagos de BanachA: Z(A) C X — X um operador setorial tal quRe o (—A))
>0eB:2(B)CY —Y & gerador de ur®-grupo de operadores lineares limitad&t) : t >
0} sobreY. Seja{T(t) :t > 0} o semigrupo an#ico de operadores lineares limitados gerado

porA.

Definicao 3.1. Sejamf : X xY — X, g: X xY — Y fungdes corinuas localmente Lipschitz.

Um conjuntoSC X x Y & uma variedade invariante para eq@axdiferencial

{ X = Ax+ f(x,y)
y=By+g(Xx,y)

se exister : Y — X tal queS= {(x,y) e X xY :x=0o(y)} e, para qualquerXo, o) € S, existe
uma solué@o (x(-),y(:)) da equaéo diferencial sobréR, comx(0) = Xp e y(0) = yo, tal que
(x(t),y(t)) esh emS, para todot € R.
A variedade invariant& é exponencialmente atratora se existem constantes poste/as
tais que
Ix(t) — o (y(1))[Ix < ke~ [x(0) — o (y(0))|Ix

sempre quéx(t),y(t)) &€ uma solugo da equago diferencial.

45
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3.1 Teorema da Variedade Invariante

Estabelecemos inicialmente uma \@rgeneralizada da Desigualdade Gronwall. Para obter a
desigualdade estudamos a conéagja das&ries
(9] Z[j’k 0 ZBk

Bp(2) = k;) F(kB+ 1)

Ep(2) =
ondel (-) & a fun@o-gama,

M(x) — / ettt
0

As fungdesEg e EB sao fun@es inteiras e como demonstrado & [
» existe constantetal queEg(z) < c¢’;
o dadod > 1 existec’ > O tal queEg(2) < c'e?2

Teorema 3.2. (Desigualdade de Gronwall Generalizada) Sejam r, ¢ : [t,r] — R uma

fungdo contnua,a: [t,r] — R™ uma fungo localmente integrvel,b > 0e0 < B < 1. Assuma

que
o) <at)+b [ (-0 Tp(gdst<r (3.2)
Entao,
pt) < ¥ (Ba)(t), (3.2)
k=0
onde

e Sea(t) = aé constante e@b
o(t) < aE((br (B))"/A(r —1)) < acd™ B0, (33)

e Sej(t) <0epB =1ento
P(t) < a(t)e’ Y.
r
e Sea(t) = co/ (s—t)"%e’*"ds p > 0, entio
t

B(t) < PIES((br (8)YA(r ~1)) - 1 < Pl BNIP0-0 g (3.4)
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e Sey : [t,r] — R & uma fungo contnua e
alt) = o [ (s—1) e y(s)ds
comp > 0, enéo
0(1) < T (B) [ (s—1)F 1BV y(g)as (35)

Demonstra@o: Seja
;
(B)(t)=b | (s—t)’ e(s)ds
t
Segue de3.l) que

Suponha por ind@p que

B o0 = [ TP sy (s

r((n-1)B)
ento
r r n—1
B(B”_lcp)(t):b/t (s—t)B—l{/s ﬁt(’(rﬁ)i)m(e—s)<”—1>f3—1cp(e)de}ds
B b“r(B)“*l r r r0 Ry o (n—1)B—
_r((n_lm)/tq)(e)_/t (s—t)f-L(o—s M1 1ds]d9

n n—-1 r r r0—
:%/t qo(@)/o tuﬁl(e—t—u)(“l)ﬁldu}de

n n—-1 r r 60—
=% [ oo tu‘“((@—txl—%»m—”ﬁ*du]de.

Fazenda@ = ﬁ temos

n n—-1 r
(B')(t) = %/t @(6)(8—1)P [/Olzﬁl(e _)(-1B-1(g _ Z)ml)ﬁldzl 46

n n—-1 r 1
:%/t (p(e)(e_t)nﬁ—lde/o Zﬁ—l(l_z)(n—l)ﬁ—ldz

Como

‘/Olzﬁ_l(l—Z)(n_l)B_le: B(B, (n_ 1)B) _ r(B)r((n_ 1)3)’
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onde
1
B(r,s):/ X1 —x)51dx,
0
enfo
br (B))" [ -
B"g)(t :(—/ 0)(6 —t)"®-1dg.
B)(1) =757 @O
Vamos estudar a convegcia da érie

Sea, = (nB)tento

a1 () B(B,nB) 1 tpa, gt
e TGRS Rl <7t e AU

Segue do Teorema da Convéngia Dominada de Lebesgue pésa=tF~1(1—t)"~-1 com
fn <tP~lparan>1/B, que

Gl 0, quando n— +oo,

an
portanto o raio de conveggcia da érieé +oo.

LogoB"g(t) — 0, quandan — o e

eSea(t) = a= constante e@db

n (br(B))" nB—
(B'a)1) = /(s—t) P-lads
( a(br ()"

rB))"
nBr(nB) r(nB+1)

—e e (r =) = (r=t".

Segue que,
t) <aBg((br(B))"P(r—1))
< acddr (B)YP(r—t)

e Sea(t) < 0ep =1, integrando por partes obtemos

(B"a)(t) = rtz:n) Ea(r)(r - %/tr(s—t)“a(s)ds]

< % Ea(r)(r - %(r —t)”/tr a(s)ds}
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Assim,

+oo +o0 _H\N +00 _#\\N
ZO(B”a)(t) < ;%a@ = Z@wa@) = P Ya(t).

Portanto,
o(t) <a(t)e’ Y.

eSea(t 00/ s—t)"%e’(5ds coma = 1— 3 engio

(B" (g)n/tr s—t)"B- 1{/ (6—3) “eperde}ds
gn trep [/ s—t)B-1(g_g) “ds]de

ng)“/trep [/ W lg—t—u)- “du}d@.

Fazendor = m obtemos

Bna(t):CObn (B) /ep(e r) |:/Olvnﬁ—1(9_t)nB—l(e_t)l—a(l_v>—1+ﬁdv]d9

(HB)
r(B)" Nip py(+1)B—1
(nB) /ep (6 —t)™VB-14gB(B,nB)
bn n+1 0 (n+1)p—
r((nT/eP@ (6 —t)MDB-14g
b C(B)™L [ gt
<ooring O
Assim,
c U o b (B)nJrl -t (n+1)3-1
nZO(B a)(t <C°ZO—r n+1)B)/ M DB-1gg
B o0 bnl_(ﬁ)m“l(r t)(n+1)B
_Con; r(n+1)B+1)
co & (bY/P(B)Y/A(r 1))+
b L F(n+1)B+1)
‘g’[ (6P (BYHP(r ~1) - 1]
Segue que

[Eg(bPT(B)YF(r—1))—1
(e PrBEr—1) _q),

P(t) <

N
Ulé’dlé’
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e Sea(t) co/ s—t)"9e”yY(s)dsenfio

(B"a)(t) = co ;r(g)n/tr )8 1{/ (0—9)9ePy(0)d B]ds
CObn gn/ {/ (s— t)“ﬁ‘l(e—s)_“ds}de
B /epe ) DB-15(3 1B)de

n+l
/epe n+1)B 146
n+1

Assim

) . bnr n+1 / ep6 n+1)ﬁ 1d9
% %r 15

"o bM(B)NO - 54 Bl
/ n+1)B) 0 (0)(6 —t)F~1de

= o (B) | Ea(br (B))*P(8 1) w(6)(0 1) *do
<ol (B) / 0 (B)7(6-1)08 y(g) (@ — 1)~ 1dlg.

Provaremos agora o teorema qua @&ssegurar a ex@icia de uma variedade invariante

exponencialmente atratora para o problema proposto.

Teorema 3.3.(Teorema da Variedade Invariante) Seja) Y, sediéncias de espacos de Ba-
nach,An: 2(An) C Xq — Xy uma se@iéncia de operadores setoriaisBa : Z(Bp) C Yo — Y
uma sedgéncia de geradores de®-grupos de operadores lineares limitados. Suponha que
fr i Xn X Yn — Xn €0n 1 Xn X Yy — Yy SA0 seg@iéncia de fun@es satisfazendo

1fn(%,Y) = fa(ZW)[|x, < Lt ([[x—=2Z|x, +[ly —Wlv,)

Ifa(Y)llx, <N

para todo(x,y), (z,w) emXy x Yy, €

[9n(X%,Y) — On(Z,W) Iy, < Lg([IX—2]Ix, + [y — Wl]v,)
19n(X,Y)|lv, <N

para todo(x,y), (z,w) emX; x Ys. Assuma que
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i) [le™tw||x. < Mae B w|[x, t >0
Xn Xn

(i) lle~Btzlly, = [|€ Y2y, < Mpe P! Z]y,, t <O

para qualquemw € X, ez <€ Yy, ondeB(n) — p(n) — 4o quandon — +oo.

Considere o sistema fracamente acoplado

X = —AnX+ fa(X,y)
y=—Bny+on(x,y). (3.6)

Entio, paran suficientemente grande, existe uma variedade invariante exponencialmente atra-

tora para(3.6)
S= {(Xay) cX= Un(y)7y€ Yn}
ondeo, : Y, — X, satisfaz
S() = sup|ony) [ € |ony) = an(@)lx, <TM)IIY =2,
YE¥n
coms(n),l(n) — 0 quandon — +. Sef, g sAo suaves, efib 0, & suave e sua derivadagy
satisfaz

sup(Don(Y) [l 2 vpx) < H(N).
yEYn

Demonstra@o: Iremos provar inicialmente a exgéicia da variedade invariante. Dadids 0
el > 0, sejagy : Y, — X, satisfazendo
llonll| == supllon(¥)llx, <D, lon(y) — on(Y)lIx, < Ally =Y (3.7)

yeYh

Sejay(t) = y(t,1,n, 0n), definida pard < 1, a solu@o de

{ ¥ = —Bay+9n(an(y).y)
y(1)=n
e defina
Glon)(m) = [ e AT Ity(any(9).y(s)ds
Note que,

IG(on) (lix, < [ e 9 fa(on(y(s).¥(3)x,ds< NiMa [~ e P55 (3.8)

Sejang tal que, paran > no ||G(on)(-)[Ix, < D.
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Sejamay, oy, fungdes satisfazendB(7). Sen,n’ €Y sejamy(t)
ey(t) =

=y(t,1,n,0,) como acima
y(t,7,n’,d}), definida para < 1, solugo de

{?n = —Bny+ On(an(y),y)
(1) =

Entao de .14 temos

YO~y =€ &+ [ e B S (any(s)y(s))ds

ety /:e PH(-9g0(ap(y (9)),¥ (8))ds

e portanto,

r’ - rI/)HYn
+/t &~ [gn(Tn(Yn(S)), Yn(S)) — Gn(Gn(Ya(S)), Ya(S))]v,ds
<MWY — 'y,

IVn(t) = Ya(t)lIv, < [le~ B

+ Mb/trep(n)(“) 19n(Gn(Yn(9)),¥n(S)) — Gn(Tn(Yn(9)), ¥n(9)) [lv,ds
<MWY — 'y,

Mol [V on(yn(S) — anla(9)

+[Gn(¥n(s)) = Gn(¥n( ))Hxn+Hyn(S)—B/n(S)HYn]dS

< Mpe MY 0 —n'|ly,
T
Mol [ @M ds sup /(0 ap) (9l
t Yh(S)EYn

! t
#Molg(1+8) [ &= yn(s) (9] s

Logo,
I30(0) = Ya(0) vy < Mo =y,
T
+Molglllon—oyl| | e Vs
t
T
FMoLo(L+8) [ &M ]ya(s) ~y(9) s
Seja

o(t) = €V lyn(t) = Yn(t) Iv,-
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Entio,

T
0i0) < Mo 1 =1l + L | 1> g on— o
T
+MbLg(1+A)/t @(s)ds
istoe,
/ Lg / r
o(t) < Mb{Hrl —N HYnerman— anIH} +IvlbLg<1+A>/t p(s)ds

Segue do Teorenfa2 que
o(t) < [c1][n — 'y, + C2||on — g | JeMotalHHAN Y,
ou seja,
I¥n(t) = Ya(®)liva < [e1lln = n'llv, + ¢2 || on — ap[JeP M Ferlr=Y (3.9)

ondecr = MpLg(1+A4).

Utilizando (3.9) temos
IG(0n) ()~ G(oR) (') s
< [ e 8a(0n(y(9).3(9) ~ Fa(0h(Y (9).Y ()]l
<Ma [ e P09 £y (0(y(9).¥(9)) — Fa(04(¥(9).Y/(9) s
<Ma [ PO (an(y(9) - 04y (8) s, + I¥(S) ~Y (S)l)dls
<Ma [ PO (148)]y(8) Y (9 s + ][00 - op s
<M [ e PO [(1+8)(ealln — 'l +calljon — o 1 PV e
+llon—apl11ds

T
_ Ma/ e P9 (114 cp(1+A)e PM+IT=91ds| o — o)

T
+C1Mal ¢ <1+A>/ e PM-PV=arlt=9dg|n —n’|y,.

—00

Sejam

T
lo(n) = MaL_g / e B3 (1+02(1+A)e[P(n)+Cr](TS))ds
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e B -p) (-9 gg

I () :clMaLf<1+A)/

—00

Seb < 1, existeng tal que paran > ng temos
(3.10)

1G(an) () = G(37) (N")llx, < I ([N = 1[Iy + () || o0 — 3| - (3.11)

As desigualdade8(8) e (3.11) implicam queG & uma contrago da classe de fuies que

satisfazemd.7) nela mesma.

Sejaog; = G(g;) o Unico ponto fixo dés nesta classe. Provaremos agora que

S={(on(y),y) :YE Ya}

€ uma variedade invariante pafa6).
Seja(Xo,Yo) € S Xo = 0, (Yo). Denote powy;(t) a solug@o do problema de valor inicial

e considere a curva,, (Vi (t)),yh(t)) € S t € R. Mas aunica soluéo de

X = —AnX+ fa(0n (Yn(t)), Ya(t))

gue permanece limitada quanide> —o &

X(t) = /T e M (07 (Ya(9)). V() ds= G(a) (Ya(t)) = G7 (Ya(t))-

—00

Portanto,(g; (yi(t)),Ya(t)) € uma solugo de B8.6) atraes de(Xp, Yo) € com isto provamos

a invaréncia.
Segue imediatamente d&.§) que s(n) — 0 quandon — + e de B.11) quel(n) — 0

guandon — 4o,
Mostraremos agora que, parauficientemente grande, existem constantes posiyiess

tais que séx,(t),yn(t)) € uma solugo de B.€) en&o

[IXn(t) = 05 (Yn(0))lIx, < K€Y [Xn(t0) — T3 (Yn(to)) I,
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ou seja, a variedade invariar@é exponencialmente atratora. Colodue) = Xy (t) — oy (Yn(t))
e sejayi(s,t), s<t, solu@o de

{% = —Bny;+On(07(V5).Y5), S<t
Yi(t,t) = yn(t).

Ento de .19,
IA(S) —yn(S) I, < fle > Vys(t.1) —e S Vya(t)|
t
+ [ e an(03 (74(0.0)).Y4(8.8)) — an(0xe(6).¥n(6))] v, 10
< [ Mo (3 (2(8.)).Y5(0.0)) ~ Gn(0(0),10(8)) 1,10

t
< I\/IbLg/S M OI||a7 (va(6,1)) — T (Yn(6,1)) + 07 (Yn(6,1)) = Xn(8) [,
+11Ya(6:t) —yn(0)]lv,d6
t
< MbLg/s &V O9l07 (yn(6,1)) = Xn(6) I, + (L+2)[[Ya(6,) —¥n(6) Iy, ] d6

1
=MoLy [ V014 8)[y5(8.0)~yn(O)], +1€(6) )08
Colocanda(s) = e®(M3||y(s,t) — yn(S) ||y, temos
t t
2(9) < MbLg(1+A)/ Z(G)d9+MbLg/ e?(M8||2(0) x,d6.
S S
Segue da Desigualdade de Gronwall Generalizada que
t
IVA(S) ~ yn(S) I, < ca | &PH9TI0-3)£(5) e (3.12)
S

ondes<tecr =MpLg(1+A4).

Sejas < tg < t. Vamos estimatly;(s,t) — ya(sto)|lv,- Temos de2.14) que

IV (s:t) = Va(S to)llv, < [l i (to,t) — yn(to)] v,

S
+ II/t e B9 [gn(07 (Va(6,1)), ¥ (6,1)) — Gn( 7 (¥i(6, 10)), V(6 10)) ]I,

0
< csMpeP (-9 /t P (+dr](6-t0) £ (@) . 6

to
to
+#MolLg(1+) [ M9 yi(6,1) - y(8.10) 1, 6.
S
Entio pela Desigualdade de Gronwall Generalizada onde

(;3|\/|bep(n)to/t e[P(n)+d0r](97to)Hg(@)Hxndg

to
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€ constante em relag as, que

t
Mya(s.0) ~ Yals ), < caaMye [ P £ () o,
to

ou seja,

t
I¥h(SD) ~Ya(s o, < s [ €PN g () x,de. (313)

0

Podemos agora obter uma estimativa perét) || x,-

£(t) — e OE (1) = xo(t) — e 0o (t) — 07 (Yn(D)) + &0 67 (yin(to)
= [ eIy x0(9), yn(8))dS— 07 (1)) + &) 0 (yi(tp))

to

= [ I t00s) ym(s)ds [ eI 103 (1) a(s 1)ds

to

e M0 [ e Mo 91 (03 yi(510), o (5 10))ds

= te’A“(t’S)[fn(xn(S),yn(S)) — fa(ga(Ya(s,)),yn(s1))lds

to

[ eI 103 (S ). V(5 1) — (03 (Vo (S o)) Yol o)
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Utilizando 3.12) e (3.13 segue que
—e Ant tO) t
Hf f(o)Hxn
< Ma'—f/ e P9 (|xa(5) — T3 (Ya(S 1)) 1%, + [IYn(S) — Ya(s,t)[Iv,)ds
1o
FMaLe(1+8) [ e Py (s 1) - yi(s o) yds
1
<MalL [ € P09 o(s) — 0 (s 1),
0
t t
4 CaMal¢ / o BNt / o(M+da](0-9)) £ (g) Iy, dOds
to S
1 t
+caMalf(142) / Y e Bty /t glo(m)+der)(6-9)) £ (g) ||, dods
w .
1
<Maly [ e PO (5)x,ds
to
b /t & P-0))1£(0)1x / ? o IBO)~(p(m)+de)](0-9) 45
to to
e /te[P(anQ'](et)“g(@)Hxn /t o B~ (p(n)+der)](t-9) g s
to —o00
Cs t t—s)
< |Malt + ]/eﬁ(”)( E(9)|ly. ds
M+ el s 156
t
+ s P +416-0) £ (g) 6. (3.14)

[B(n) = (p(n) +dcr)] Jrg
Como,
€)1, < e E (to)[|x, + | & () — e At to) o)y
< Mae POV & (10) [, + (1€ (1) — e A0 E (1) x,

segue de3.14 que

1€ (t)lIx, < Mae P )| € (1) 1x,

Cs Bt
* [M""Lf WO <p<n>+dcr>]] /e 2 (8)lx,ds

- arraay f, T IEG ks

Sew(t) =sup{||§(S)||x, :to < s<t} enBo

1€ (®)l1x, < Mag P08 (1) Ix,

Cs B(M(t-s)
+[Ma“+m<> <<>+dcr>1}/toe dsft)

Co * Jp(n)+dar)(s—t)
RO A dso(t)
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Logo,
B £ 1), < MalE (t0)] [, + Y(MEM T co(t), (3.15)
onde
_i Cs cgK
= By [M""Lf B (oM +dCr)]} "B~ (o + dor)]

K= Sup(/n e(P(n)+dCF)(U—’7)du> .
n=0 \/0

Escolhang > O tal quey(n) < 1/2 para todan > ng. Trocanda porsem 3.15), temos
V9| 1&(5) | x, < Mal|& (to) |, + Y()e® M a(s),
paran > ng, e enfo,

sup ¥V £(s)|x, < Mall€ (to) |, + Y’ ™) sup a(s)
to<s<t to<s<t
ou seja,
P (MN(0)y(t) < Mal€ (to)lIx, + V(MM at).

Assim paran > ng

O£ (1)]1x, < VD ao(t) < Mall€ (t0) VMV o)
< Mall€ (o) s, + 56O o)

Entio
I1€()]Ix, < 2Mag PO £ (tg) |1x,,
e portanto
IXn(t) = G5 (Yn(1)) [1x, < 2Mae PV x4 (t0) — 07 (Y (o)) [,

e Sé exponencialmente atratora.

A suavidade de,; & provada da mesma forma que em HeBly [ [ |
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Nos exemplos abaixo determinamos uma variedade invariante para o sistema de®quacg
dado.

Exemplo 3.4. Seja

{3:‘“ (3.16)
y=y

com as condiges iniciaisx(0) = Xp e y(0) = yp.

A solu@o do sistem& dada porg(t) = (x(t),y(t)) = (o€, yo€'). Como

1. 1.
T=—-= —X=-y=|xy| =€, ceR
y y Xy

o retrato de fas& descrito como na figura abaixo

y () |

x (z)

Figura 3.1:retrato de fase

O eixoOx=S={(x,0(x)) : 0 =0} & uma variedade invariante exponencialmente atratora,
pois se(x(t),y(t) & uma solugo de(3.16) que passa pelo poniXp,Yo) = (Xo,0) ento @(t) =
(x(1),y(t)) = (xoe',0) € S Analogamente o eix0y= S= {(a(y),y) : 0 = 0}.

Exemplo 3.5. Considere

{x:ax, a>0 (3.17)

y=by b<0

com as condiges iniciaisx(0) = xp e y(0) = yo.
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A solugo do sistemd3.17) & dada por(t) = (x(t),y(t)) = (%™, yoe™). Os eixosOx e
Oy sdo variedades invariantes, mas somente o €& exponencialmente atratora.
A solugo que passa pelo ponta. yo) = (¥o, 0) & da formap(t) = (x(t), ¥(t)) = (xoe™, yoe™) =

(X0€™,0).
{x
y

com as condiges iniciaisx(0) = Xp e y(0)

Exemplo 3.6. Seja

X
—y+x3

Yo.
A solugio de(3.18) é dada porg(t) = (x(t),y(t)) = (o€, )% +ce'), ondec=yp— ?

ﬂ

Figura 3.2:retrato de fase

(3.18)

Observemos qug(t) — 0 e y(t) — 0 quandot — + se, e somente sgg =0eyp é
arbitrario. Alem dissox(t) — O ey(t) — 0 quandot — —o se, e somente sg & arbitrario e
Yo = Xo

Seyp = Xg ento aorbita correspondente no retrato de fase(t) = (x(t), @)

AssimS={(x,y) : y(t) = Zx(t)3} € uma variedade invariante para esse problema.

Aplicaremos o Teorema da Variedade Invaria@tequago b = uxx+ f(u) com condi@o

de fronteira Dirichlet homognea, para isso iremos esd@da como um sistema de eqias.
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Seja
A:2(A) CX — X
U— AU = —Uyxx (3.19)
ondeZ(A) = H?(0,1)NH3(0,1) e X = L%(0,1).

Definicao 3.7. SejamX e Y espacos de Banach. Dizemos que um operddoX — Y €

Z(X,Y) & compacto s& (Bx) (Bx & um limitado enX) compacto na topologia forte, iste,

T(Bx) é relativamente compacto na topologia forte.

O proximo resultado sérutilizado na demonstrag do teorema abaixo que fornece algumas

informages sobre o operadérdefinido em8.19).

Lema 3.8. SejaT : 2(T) c X — X fechado tal quéAg— T)~! & compacto para algumy €
p(T). Enio (A — T)~1 & um operador compacto para todoc p(T).

Teorema 3.9.Considere o operadoh definido acima. Efdto:
(i) Aé sobrejetor.
(ii) Aé singtrico.
(iii) A é auto-adjunto.
(iv) —A & limitado superiormente.
(v) Atem resolvente compacto.
(vi) A& um operador setorial.

Demonstrago: (i) Mostraremos que o problema

—Uyx = f
{ u(0)=u(l)=0

tem uma solugou € Z(A) para todaf € L%(0,1).
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Consideraremos a seguinte forma biIinearH&n@O, 1)

1
a(u,v) :/o u'v

1
(pZVo—>/ fv.
0

1
[au,v)| </0 UV (X)X < |||z ][V 2

e a forma linear

e a & contnua, pois

< W l2lV]lz + llull [V llz + VIl =+ (Vi ull 2
= [VIiz(Iull 2+ llull2) + VIl (]2 + lul 2)

= (I lle2 + lull2) (M2 + IV 1l 2) = Nullg VI
e aé coerciva, pois pelo Teorerda36temos
V,V) = 1\/x 2dx = [[V'||2, = c||v||?
awy) = | (V(x)7dx=[V][{2 > c|Vllys-

Assim, pelo Teorema.25 (de Lax Milgram) existe umanicau € H} tal quea(u,v) =<
@,v >, ou sejau &€ uma solugo fraca. Desde qu7;[ U (X)V (X)dx = / f(x)v(x)dx, para toda
Q Q
veCl(0,1) e f € L?(0,1) enflou’ € HY, ou sejauc H? e —u” = f.

(ii) Segue do Teorenth35 que para quaisquerv € Z(A)

<AuV> =< —uxx,v>:/—uxxv=/u’\/

=< U,V >=< U,V >=< U AV > .

(ii ) A & auto-adjunto.

ComoA é sirétrico temosA C A", istoé, Z(A) C Z(A*) e Ax= A*x, para todox € Z(A).
Para provar qué = A* basta mostrar a outra incBis 2 (A*) C Z(A).

Tomey € 2(A*) ez= A*y. ComoR(A) = X existeu € Z(A) tal quez= Au.

Para todo € Z(A) temos que

<AXY > =< XAy >=< X, Z>=< X,Au>
=< XA U>=<AXU>=<AXy—u>=0.

ComoZ(A) = X segue da Proposigp1l.17quey—u =0, ou sejay =u € Z(A). Portanto
P2(A*) C 2(A).



3 Existéncia de Variedade Invariante e Atrator para a equa@o b = Uxyx+ f(u) 63

Desde qué\ é auto-adjunto temos queé fechado.
(iv) A & positivo, pois< Au,u >=< —U" u>=< U, U >= ||u’||E2 e do Teorem4.36(De-

sigualdade de Poincartemos:
/12 1 2
<AuU>= Uz = §||U||H& > 0.

Assim,

21
HE’

< —Au,u>< aju|

coma= —0—12. Portanto—A € limitado superiormente.
(v) Atem resolvente compacto.

A & sobrejetor e coma & positivo temos quA & injetor, istog, existeA~1. Temos tambm

queA é fechado e assih! tamemeé. Pelo Teorema.16obtemos qué\—! & contnuo.
Al:X - H?NH ccL?=X.

Assim, sejaB C X um conjunto limitado pela continuidade de® obtemos qué\~1(B) &
limitado emH? N HE. Segue do Teorenta37queH2NHE — L? = X compactamente, assim
A~1(B) & pre-compacto enxX.

PortantoA~1 & compacto e pelo Lenfag (A —A)~! & compacto para todb € p(A).

(vi) A é setorial. Segue diretamente da Profsi2.18).

Observag@o 13. Com essas inform@es sobre o operadok, segue da Proposip 2.18 que
—A gera semigrupo angico {e A},
3.2 Um sistema de equdies parau = Uy + f(Uu)

Notemos que os autovalores do operablor= —uyx parau € Z(A) = H2(0,1) NH3(0,1) 3o
dados por:
An = N2, neN,.

e as auto-fun@es associadags

@h(X) = V2sin(nnx),n € N,.
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Observago 14. Segue do Teorenia21que as auto-furiiesgn(x) = v/2sin(nmnx),n € N, for-

mam uma base Hilbertiana pava
Portanto os autovalores do operadadk sao dados por
An=—n°m?,ne N,
e assim formam uma segpuicia decrescente

O>A1>A>...> A 1> A0 > App1 > .

Consideremos a seguinte decompasido espacX =W @W-, onde
W=[0,@®,....¢h-1,] e W ={peX:<pw>=0YweW}

aqui< -,- > denota o produto interno d&(0, 1) e n & arbitério.

Entou € L?(0,1) pode ser escrito como
U=vVi@+...+Vath+W
ondew=u—y37_,vj@.
Paracadg =1,2,...,n, temos
u(x)@;(x) = _Zw AX) @5 (X) +W(X) @ (%).
Como

0, se i#]
<(n’(pj>:{ 1, se i=]
ew e W, istoé, < w, ¢ >= 0, segue que

1

1
/0u(x)cpj(x)dx:v,~||<p,-||52;»vj:/0 u(x)@(x)dx  paracadg =1,...

Assim, parau € L2(0,1) temos
n n 1
U= "> Vj@g+w ondew=u— ") Vj@ eV :/ u(x) @ (x)dx.
jzl le 0

Sejau(x,t) uma solu@o de

u = —Au+ f(u)
u(0,t) =u(1,t) =0.

.n.

(3.20)
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Para cada podemos escrever

ZVJ )@ (%) +W(x.1),

onde, de modo a@togo ao feito acima

Temos,
30 = 3 [uctamax= [ Sucnggd [ (-Aut ) xax
= [ k0@ (+ 1 (u0x.1) g 0)0
:(,)j(x)ux(x,t)|g—/ (X, 1) dx+/ X)dx
= B0~ UG+ [ ux g s / "0y (ax

Comou e g estio no dorimio do operadoA segue que(1,t) =u(0,t) = ¢;(1) = ¢;(0) =0,

consegentemente,
U0 = [ wxng eaxs [ uoen)god= [ utxt(-Ag) g [ f(utxt)e xdx

:/lu(xt))\-(p-(x)dx+/lf(u(x t))(p-(x)dx:)\-/lu(xt)(p-(x)dx+/lf(u(x t)) g (x)dx
o DAY 0 L)) Ify Y9 0 L))
= Ajvj(t)+ < f(u(-,1)), @ > .

Logo
Vi(t) = Ajvi()+ < f(u,1),¢ >, j=1,2,...,n (3.21)
Consideremos agova= Al (pyrw- €B = Alw. Obtemos
A 0
A=(5 8 )

ComoW tem dimenao finita podemos escreveiB, como a matriz diagonal:

A, O .- 0 O

O A -~ 0 O
_B=— S :

0 O A1 O

0 O 0 An
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Temos
- d/Q - d
W +Aw= U — ot (jZlvj (t)qoj) —Wyx = Ut — lea(vj (t) @) — Wxx
= —Ux— y Vi)@' = 3 Vi(t)g,
=1 =1
= U +Au+ _Zlv,- O (—¢) - Zlvj ()@ = u +Au+ Zlvj (t)Ag — Zlvj )
= = I= 1=
u) + Z Avihe - 3 Vi)
+ZW S0), 0 >)0 = S Vil)e,
m+zwm@—z<w< )@ > ¢ - Zw
Z < f )@ > @

Portanto

w+Aw= f(u) - 5 < f(u-).¢ > @ (3.22)

Sejau= (v,w) ondev= (vy,...,V,) € W,we W+ e —B=diag(A1,...,An). Segue de3.2])

e (3.22) que B.20) pode ser escrito como o sistema de efeadracamente acoplado:

o e
onde
g(vw) = (< F(u(- 1)), >, < FU(, 1)), gh >)'
e

fv,w) = f(u Z ), @ > Q.

Vamos aplicar o Teorema da Variedade Invariante para o sistema fracamente acg@do (

SejamL; a constante de Lipschitz dee Ny como em(H1), usando a Observag/14, obtemos
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n n
on(X,y)—f( H U1 Z Ul §01>§Dj—f(U2) Z <f(U2),§0j>(0j
= =

< [ (w) = f(w)l| + le < f(u) - f(w2), 0 > [l g
i=

n
<Lifur—wef + 5 Lillus— el g
=1

< @+l (=2 + ly—wi) == Le([lx = 2| + [ly — wi])-

n

1] = =5 < 1.0 > 0
i=

< (L+n)Nf ;= Ny

<\|f(U1)H+_i!lf(ul)HH%Hz (L+n) [ (ug)l
j=

e|la(x,y) —a(zw)|
= [I(< f(up), @ >, < fu), @ >, -+, < Fur), @ >)" — (< F(p), @ >, , < F(Uz), ¢h >)! ||
= [|(< f(up) — f(u2), @ >, < f(uy) — f(U2), @ >,---, < f(uy) — f(U2), @ >)||rn

NI

i fup) — f(uz), CPJ>’)

NI

< (1= 1t > F) = 1)~ )] <Ll el = Lllocsy) ~ o w)
< Ly

(Ix =2l + [ly = wi]).

Gy = (< F(U), @1 >, < F(Ur), @ >, o< F(un),gn >
(Z|< .9 > ) <(gl|<f<u1>,<o,->|2)2=||f<u1>||<Nf — Ny,

Verifiguemos as estimativas para 0os semigrupos gerados pelos opev@adcﬁes

Temos
it o0 ... 0

e 0 et ... 0

0 0O ... eMt
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ComoAn < An_1<--- <Az <A1 <0, parat <0, Mt > eh-1t > ... 5 el > Mt > 0, segue

que
Bt t t A it - it
et zn = | €, o€ ) [z = 3 IxjEMt =5 Ixj €M
=1 =1
n n

< ( sup ef‘it> S x| =€ S x| < Mpe[|X||gen.

1<j<n =1 i=1

Ou seja||e Bx|| < MpeMt||x||, ondeMp, &€ uma constante.

Portanto,

le"®) < sup(|ix|e™) < Mpel.

IX[|<1
Na nota@o do Teorem&.3, segue que-p(n) = A,. Observe que o grupo gerado fyré
dado pore®, t € R ondeB & a matriz diagonal formada pelos autovalokes. ., An.
Para estimar o semigrupo gerado éone—AtH, utilizaremos o seguinte teorema, encontrado
em 5).

Teorema 3.10.SeA & um operador setorial coRg(g(A)) > d > 0 paraa > 0 existecy <
tal que

IA%e x| < cot™%e % ||| parat > 0.

No caso particular em que = 0 temos

le™x|| < coe™ 1]

O teorema abaixo garante que o espectro do operadefinido em 8.19 é formado in-

teiramente por autovalores.

Teorema 3.11.SejaT : 2(T) € X — X operador fechado end tal que o resolventélg—T)~1
existe & compacto para alguny. Entio o espectro d& consiste inteiramente de autovalores

isolados com multiplicidades finitas.

Observamos que
o(A)={j’m:j=n+1n+2,--}.
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Segue do Teorenfal0que
e < Mae™ " Vx|, parat > 0.
Na notago do Teorem&.3temosf(n) = (n+ 1)%1.

Teorema 3.12.0 sistema(3.23 possui uma variedade invariante exponencialmente atratora
.

Demonstragao: Como visto acimaf,g, e 0S semigrupos gerados p&re B satisfazem as

hipbteses do Teorenfa3, alem disso

B(n) —p(n) = (n+1)?1® — ?1? = 2nm% 4 n° — +o0 quandon — co.

Assim, segue do Teorem&.8) que B8.23 possui uma variedade invariante exponencial-
mente atratora.
Seja
< ={(o"(y),y),y e R"}

a variedade invariante paid.23 ondeo* : R" — X & ponto fixo da aplicép

G(o)(n) = [ _e AT If(a"(y(s),y(s))ds

—00

Podemos estimaro™*(-)|| usando a demonstrag do Teoremed,3), onde obtemos:

T T
o™ ()l < NfMa/ e (M P19 g NfMae(““)Z"ZT/ e Dsgg
_ 2 1 2 1
= NiMae (n+1) nzrme(le) nzslzw _ NfMaB(n)'
Assim,

1
lo*()|| < NfMa=— — 0, quandon — 0.

B(n)

3.3 Atratores para semigrupo de operadores

O objetivo desta s@pé estabelecer a notag e os resultadosabicos para o estudo do compor-
tamento assidtico de semigrupos. Esses resultados podem ser encontradék em [

Para um dado semigrugdt) C .Z(X) e A/M C X utilizaremos a seguinte notq:
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(i) paracada>0, T(t) M ={T(t)x:xe M},
(i) y"(A) ={TMOA t€[0,+o)};
(iii ) y[;g} (A)={T()A te[sS]};

(iv) ¥ (A) ={T(HA t > s}.

O conjuntoy' (A) & denominado arbita positiva deA.

Dizemos que o semigrupgia(t) é limitado se para cada conjurBdimitado temos qug™ (B)
é limitado.

Podemos definir tan@m aorbita negativa de um ponto(analogamente, de um conjunto
B).

Definicao 3.13.Uma brbita negativa enx &€ uma fungo ¢ : (—,0] — X tal que @(0) = x
e, para qualquess < 0, T(t)p(s) = @(t +s) para0 <t < —s. Umadrbita completa enx é
uma fun@o ¢ : R — X tal que ¢(0) = x e, para qualquess € R, T(t)@(s) = @(t +s) para
0 <t. Pelo fato deT (t) ndao ser um-a-um nos&dque se existe untabita negativa eréio rdo é
necessariamentanica. Assim podemos definibabita negativa enx como:
y () =[JH(tx)
t>0

ondeH (t,x) ={y€ X: existe umarbita negativag: (—,0] — X tal que ¢(0) =x e @(—t) =
y}

A orbita completay(x) emx & definida comg* (x) Uy~ (X).

Para um subconjunt8 C X temosy™ (B) = Uycg Y (X) € Y(B) = Uxer Y(X)-

Podemos definir os conjuntes-limite e a-limite atraves da definigo deorbita positiva e

orbita negativa.

w(x) = (¥ (x), wB)=%(B)

t>0 t>0
ax) =W (x, aB)=(%¥(B)
t>0 t>0

ondeB denota o fecho do conjun®. No caso do conjunto-limite vemos que a defiréig

acimaé equivalente a

w(B) = {y€X:3th— +00,I% €B ey= lim T(t))xn}.
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Outras definiges necessias §i0:

Definicao 3.14.SejamA e M subconjuntos d¥. Dizemos qué atrai M sob o semigrupd (t)
setlirrgod(T(t)M,A) =0.
Dizemos que um conjunfoé invariante relativo ao semigrupb(t) seT (t)A = A para todo

t € [0, +00).
O seguinte lemé& importante:

Lema 3.15.SejaB C X um conjunto para o quab(B) & compacto e)(B) atrai Ben&iow(B) é
invariante. Aem disso, s8 & conexo edio w(B) & conexo. Analogamente, temos os resultados
para o conjuntax-limite. Sea (B) & compacty (B) = U>oH (t,B) etlim d(H(t,B),a(B)) —

0 entio a(B) € invariante. Séd (t,B) & conexo para > 0 ento a(B) & conexo.

Demonstragio: Sew(B) = 0 enfio nada temos a demonstrar. 8@8) # 0 en@o pela con-
tinuidade deT (t) obtemos qué (t)w(B) C w(B).

Resta mostrar quex(B) C T(t)w(B). Sejay € w(B) entio existem sdienciast, — o e
{Xn} C Btal queT (th)x, — Y, quandon — co.

Consideremos o conjuntd = {T (tn —to)Xn : th > to}, to > O fixado. Comaw(B) & compacto
e atraiB sobT (t) enfloH U w(B) & compacto. Desta forma, existe uma subgegia(T (t,, —
to)Xn,) C H tal queT (tn, —to)Xn, — z EnB0z € w(B) e T(tn )X, = T (to) T (tn, — to)Xn, —
T(to)z, ey=T(tg)zey e T(t)w(B). Portantow(B) = T (t)w(B).

Agora provaremos a conexidade. Suponi{B) desconexo eabw(B) = A UA; &€ a unao
disjunta de dois conjuntos compactos separados por ungndiad > 0. Comow(B) atraiB
sobT (t) enfo,Ve > 0, T(t)B esta contido na-vizinhanga dé\; e Ay. Mas, see < %, obtemos

uma contradigo, poisT (t)B & conexo, & queT (t) &€ contnuo. Portantav(B) é conexo.

Lema 3.16. SeB & um subconjunto&o vazio deX tal quey ™ (B) & compacto e w(B) & ro

vazio, compacto, invariante®(B) atrai B.

Demonstra@o: Comoy" (B) & compacto e &@o vaziot > 0, temos quew(B) & rao vazio e

compacto. Mostraremos queB) atraiB. Suponha quedo, en&o existe ungg e sedéncias
th — o e Xy € B tal qued(T (th)Xn, w(B)) > & para todon > 1, masy*(B) & compacto e

{T(th)%n,n=1,2,...} C y™(B) enio existem subsé§nciad, — o ex, < Btal queT (t, )Xn, —
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y € w(B). Istoé uma contrad@o. Portantav(B) atraiB e pelo Lemé3.15temos quaw(B) é

invariante. [

Usaremos 0s seguintes conceitos:

Definicao 3.17.Um semigrupor (t),t > 0 & dito assintoticamente suave se, para qualquer
conjuntoB C X nao vazio limitado e fechado, para o qualt)B C B, existe um conjunto

compactal C B tal queJ atrai B.

Lema 3.18.Se{T(t) : t > 0} & um semigrupo assintoticamente suau® & um subconjunto
nao vazio deX tal quey™ (B) é limitado enio w(B) € réo vazio, compacto, invariantece(B)

atrai B. Alem disso, s8 & conexo ef@o w(B) & conexo.

Demonstragio: Como T(t)y"(B) C y*(B) e T(t) & contnuo en&o T(t)y+(B) C y*(B),
comoT(t) & assintoticamente suave existe um conjunto comphcta/+(B) tal queJ atrai
B, assim existem s@&@nciase, — 0 ety — o tal queT (t)B C 0, (J) parat > t,. Portanto,
w(B) C J. Comow(B) é fechado & & compacto, assim(B) & compacto.

Resta mostramos que(B) atrai B, caso contrio, existegy > 0 e sedénciasx, € B e
th — oo tal qued(T (tn)Xn, w(B)) > &. Comow(B) & compacto existem subs&mnciasx, < B
ety — oo tal queT (th) Xy — z€ w(B).

Portantow(B) & compacto e atrd@8 e pelo Lemé.15w(B) & invariante. n

Definicao 3.19.Um semigrupar (t),t > 0 & dito condicionalmente completamente ©onbd
parat > t; se, para cada conjunto limitad® C X para o qual{T(s)B: 0 < s<t} & limitado,
temosT (t)B é pre-compacto.

Um semigrupd T (t),t > 0} é dito completamente cdntio seé condicionalmente comple-

tamente conhuo e para cada > 0, o conjunto{T(s)B: 0 < s< t} & limitado seB & limitado.
Teorema 3.20.Semigrupo condicionalmente completamenteiooé assintoticamente suave.

Demonstrag@io: SejaB C X, B ndo vazio, fechado e limitado tal qli¢t)B C Benfioy" (B) C
B. Assim, paratodo>0{T(s)y"(B) =y (B),0< s<t} C Be portantce limitado, coma (t)

é condicionalmente completamente éonb " (B) € pe-compacto. Logaw(B) = My~o %' (B)

€ rlio vazio e compacto, € w(B) atrai B.
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Definicao 3.21.Um semigrupd (t) & dito ponto dissipativo/limitado dissipativo/compacto dis-
sipativo/localmente compacto dissipativo se existe um subconjunto linitad® que atrai
pontos/subconjuntos limitados/compactos/uma vizinhangca de compactos.

Um conjunto invarianté\ & dito um atrator global sé& & o maior compacto invariante que

atrai subconjuntos limitados.

Lema 3.22. SejaT (t) um semigrupo assintoticamente suave, ponto dissipatyB elimitado

seB & compacto e@b T (t) &€ compacto dissipativo.

Demonstragio: ComoT (t) & ponto dissipativo existe um conjurBo# 0 limitado que atrai
pontos deX e considerd) = {x € B: y*(x) C B}. Temos que/"(U) C U limitado eU atrai
pontos.

Temos quél (t)y"(U) C y"(U) eT(t) & assintoticamente suave, portanto existe compacto,
KcC W tal queK atraiU e portantdK atrai pontos.

O conjuntoK atrai a si mesmo e portanto (K) & compacto. Sejd = w(K) entio pelo
Lema3.16 temos quel € compacto, invariante e atrai pontosXie

Mostraremos que existe uma vizinhantae J tal quey™ (V) € limitado. Se &o existisse
tal vizinhanga tdamos segénciask, € J, Xn — y € J ety — oo tal que||T (tn)Xn|| — o quando
n — o. Consideremo# = {X,:n > 1} assimA & compacto /" (A) & ilimitado. Istoé uma
contradi@o poisorbita de conjunto compac#limitada.

SejaV vizinhanca dé tal quey™ (V) € limitada, comd atrai pontos d&X e T (t) & contnuo
enfio para toda € X existe uma vizinhancéy dex ety tal queT (t)Ox C y™ (V) parat < ty, ou
seja,y" (V) atraix para todax € X, portanto se considerarméscompacto temos qug™ (V)
atraiH.

Portanto,T (t) & compacto dissipativo. u

O proximo teorema diz sob quais condes um semigrupo possui um atrator global.

Teorema 3.23.Se{T(t) : t > 0} & um semigrupo assintoticamente suave, ponto dissipativo e

orbitas de cojuntos limitadosie limitados, eréio existe uma atrator globa.

Demonstragio: ComoT (t) & assintoticamente suave, ponto dissipatigoteta de conjunto
limitado & limitada, pelo Lem®.22temos queT (t) &€ compacto dissipativo. Sefao conjunto

limitado que atrai compactos. Consid&e- {x € C: y"(x) C C}. EnfioT(t)(B) C B, como
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T(t) & assintoticamente suave, exikter B, K compacto que atrds, logoK atrai subconjuntos
compactos.

SejaA = Ni>o T(t)K. O conjuntoA & independente dé compacto maximal invariante e
atrai subconjuntos compactos, pois ddjam subconjunto compacto @&utT (t)H — K, por-
tanto, y*(H) & compato ev(H) C K. Em particularw(K) € K e assimw(K) = Mo T (H)K
€ o vazio compacto invariante que atrai subconjuntos compactgs Eara mostrar qua &
independente d€ e € maximal fazemos: suponha ggiecompacto tamém atrai subconjuntos

compactos e w(K1) C w(K) C w(Kj). u

Para caracterizarmos o atratonecesaria a definigo de ponto de equidrio.

Definicao 3.24.Dizemos que& € X & um ponto de equbrio para um semigrupd (t),t > 0 se
T(t)x=x parat > 0. Denotamos poE o conjunto dos pontos de editio, istoé, E = {x €
X:T(t)x=Xx,t>0}.

Definicao 3.25.Um semigrupo fortemente conio T (t), t > 0 & dito um sistema gradiente se:
1. orbita positiva limitadaé pre-compacta;
2. Existe uma furip de Lyapunov pard (t), ou seja, existe uma fuag contnuaV : X — R

com as seguintes propriedades:
(i) V(x) & limitada inferiormente;
(i) V(X) — +o0 quando|x| — +oo;
(iii) V(T(t)x) & no crescente ernpara cadax € X;
(iv) Sexé tal queT (t)x est definido prat € R eV (T (t)x) =V (x) parat € R eniox & um
ponto de equibrio.

Para sistemas gradientes temos 0s seguintes resultados:

Lema 3.26. SeT(t) & um sistema gradiente @ut 0 conjuntow-limite w(x) de x para cada
X € X pertence &E. Sey (X) & umaodrbita pré-compacta atra&s dex, enfio o conjuntoa-

limite a (x) pertence &E.

Demonstragio: Como o sistema& gradiente e@db aorbita y*(x) & pe-compacta assim,

V(T (t)x) — c parat — . Comoy*(x) & compacta efib w(x) &€ compacto e invariante. Seja
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y € w(x) pela continuidade d¥ segue qué/(T (t)y) = c=V(y) parat € R enfo por(iv),
segue qug € E. Para mostrarmos que(x) C E veja Teorema 4.1, p. 401 ei][ |

O proximo teorema caracteriza o atrator, para sistemas gradientegsati@eonjunto dos

pontos de equiibrio.

Teorema 3.27.SeT (t),t > 0 & um sistema gradiente, assintoticamente suakieédimitado,

enio existe uma atrator glogal/ paraT(t) e
o =WY(E) ={ye X:T(-t)y est definido parat > 0e T(-t)y — E parat — +o}.
SeX & um espaco de Banach &ote/ & conexo.

Demonstragio: ComoT (t) & sistema gradiente, pelo LeiB26e pelo fato qué é limitado
temos queT (t) & ponto dissipativo, pelas condigs sobre/ temos quebrbita de conjunto
limitado € limitado, assim pelo Teorer@23 existe um atrator global.

Como para qualquer € < a orbita esh globalmente definida eny e &€ compacta eab

segue do Lem@.26quea(x) C E parax € «7, ou seja,«Z C WY(E).

Sejax e WY(E) enioT(—t)x — E C & e T (t)x— o/ quandd — oo portantd g T (t)X C
<7, logox € o .
Portanto,&# = W"(E). u

3.3.1 Exiséncia de solu@o e atrator

Mostraremos que o problema de valor inicial e de fronteira
u(0,t) =u(1,t)=0 (3.24)

possui soluges globalmente definidas, que o sisteingradiente, assintoticamente suave e
possui um atrator. Estamos supong& H}([0,1],R), f € C}(R,R), f satistazendgH1),
(H2) e (H3).

O procedimento que faremos agub mesmo utilizado end] para a equaio parablica

escalau; = (a(X)ux)x+ f(u), ondea € CY([0,1],R).
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Como em8.19), consideramoX = L?(0,1) e o operadoA definido por:

A D(A) C X — X

AU == _uXX

ondeZ(A) =H?2(0,1)NH}(0,1). Como vimos no Teorenf&s, A & positivo, auto-adjunto, pos-
sui resolvente compactdesetorial. Observamos quege H(0,1) eno|@(x)| < H‘PHHg(o,l)v

pois:

9002 = 00— @O = | [ #(9ds? < ["1g/(9%ds< 19203, < 10150,

Definimosfe: H}(0,1) — X dada porf®(¢)(x) = f(@(x)) para toda € [0, 1].
Temos quef® & Lipschitz em limitados, pois sejam ¢ € H3(0,1) tal que| |, | @l <

pela observaip anterior temogp(X)|, |W(x)| < r e comof € Cl, temos que exite = ¢(r) tal

quesup{|f'(s)|:|s| <r} <c(r) e

I15(0)~ W)l = [ 110 Dax= 71 [ fisastax
/\co 0[2dx < cllo— W2y 01

Portanto, com@\ & setorial &f satisfaz a cond#p (F) enfo, segue do Teorer@a21que existe
solug@o local para todg € H}(0,1). Denotaremos pau(t, x, @) a solu@o de 8.24).

Mostraremos que as solgs da equap es@o globalmente definidas.

Consideremos o seguinte funcional:

11
V(o) = [ 500~ F(90x)]dx (3.25)

ondeF (u) = [ f(s)ds

Calculando%V(u(t,-,cp)), obtemos a seguinte expre&ssonde< -,- > representa o pro-

duto interno enX :

d

d 1,
aV(U(t,,QO)) = a < 2U ( 7'7(p) —F(U(t,-,(p)),1> (326)

=<Au e > — < f(ut,, @), w >=<Au— f(u),u >
1
=< —lg, U >= —/0 (@) (1)dx< 0.
Para qualqueg > 0 ese R, obtemos:

F(s) < €2 +Ce,
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pois pela condigo (H2), Ve > 0 existeM > 0 tal que pargu| > M temos
M
—e = / T)/T — 2¢€] rdr—/ [f(1)/T—2¢] rdr+/ T)/T—2¢]1dT < Cs.
0

Portanto, comdg(x)| < ||(p||H& temos:

1 2 Lo, 1 2 2
V(p) > EH"’”H&_/O [€9°(X) +Celdx > illfpllH&—dlrpllH&—Cg.
Consideres = %1 e assim obtemos:
lolIf <4V () +4cy. (3.27)

Segue de3.26) queV (u(t,@)) & rho crescente el enfio temos/ (u(t, @)) < V (@), isto

implica que
Ju(t, @) |3; < 4V (u(t, ) +4Cy < 4V(@) +4Cy. (3.28)

Assim pelo Teorem2.22 as soludes esio globalmente definidas. Portanto provamos o

seguinte teorema:
Teorema 3.28.0 problema3.24define unCqy-semigrupo soer&(O, 1).
Demonstra@o: O semigrupc definido por:
T(t): H3(0,1) — Hg(0,1)
THe=u(t;, )

Mostramos quei(t;-, @) est globalmente definida, portaniqt) esé definido para todb >
0. A propriedade de semigrupd garantida pela unicidade de s@oge a continuidade pela

continuidade em rel@p aos dados iniciais.

Teorema 3.29.0 semigrupdr (t), t > 0 & um sistema gradiente.

Demonstra@o: Primeiramente mostraremos cqudita positiva limitad& pe-compacta. Dado
qualquer > 0, por defini§o def® e pelo fatg @(x)| < HQDHH&(O 1), temos que existe uma cons-

tantek(r) tal que

115(@)lIx < k(r),
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se||@llpro) <T-

Assim, existe outra constantér) tal que

1 1 (X)
V(o) = [ [GEN @)X 5o+ [ [ IF(9ldsdx<r+Kkrr =cfr)

se||@llpro) <T-

Portanto, por este fato e pela desiguald&l2g) temos que
lu(t:-, @) lI5; < 4V (@) +4C;y < c(r) +4Cy

ou seja, adrbitas de conjuntos limitado&s limitados sof (t).

Como o operadoA tem resolvente compacté, posével mostrar, usando a demonstiac
do Teorem&.21queT (t) & completamente camiuo.

Logo abrbita positivay™ (¢) de ¢ € H3(0,1) & pe-compacta, segue do Ler@dl6que o
conjuntow-limite ndo vazio, compacto, conexo e invariante.

A funcao definida em3.25) & um funcional de Lyapunov paiigt) pois:

(i) Por 3.27), V(x) € limitada inferiormente;

(i) Na expresdo (3.27), temosV (@) — +oo quandoH(pHH& — 400, OU sejaV satisfaz a
condic@o (ii ) da defini@o de sistema gradiente.

(iii ) Pela expresio (3.26) temos qué/ (u(t, @)) é rho crescente el

(iv) SeV(T(t)p) =V (@), por (3.26) temosgp € E.

Como conseidggncia dos resultados acima e do Teor&h24) temos qud (t) é assintotica-

mente suave.
Teorema 3.30.0 semigrupo definido pelo probleni&24) & ponto dissipativo.

Demonstrago: Como jh mostramos qué(t) & sistema gradiente, pelo Lefd26temos que
w(x) C E para cadx € X assim, resta mostrar qieé limitado.

Consideremog € E C H}(0,1), assimg & um valor extremo do funcional

1
V(g) = [ 15600~ Fg0)]dx
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ou sejaV’(p)p = 0onde

Viow= [ Toa) - (@) wixidx paray < HE0.). (329

Como f satistaz (H2) temos que pava > 0 existe umM > O tal que f (u)/u < € para

lull > M. Em (3.29 consideramog/ = ¢ :

[ e ax= [ t(a0omax= [ f(a0apemaxs [ 1px)ex

ondel; = {x € [0,1] : |@(x)| > M} el> =[0,1]\l;. Enio existe uma constanke= K(¢) tal

que:

1
| #oodx< ellgliZ+K < ellgl 2 +K.

Assim, ses < 1 temos||<p]|ﬁl é limitada porK (1 — €)~1 e o conjunto dos pontos de edhiio
0

e limitado. [

Portanto temos:
Teorema 3.31.Sef satisfaz(H1) — (H3) existe um atrator global conexo
o =WY(E), emHZ(0,1).

Demonstragio: Pelos teoremas acinit) é assintoticamente suave, sistema gradieriie e

limitado, segue do Teoren®&27que existe um atrator global conexo dado por

o =WU(E), emH2(0,1).

A importancia fundamental de mostrar qiBe24) possui uma variedade invarian# e um

atrator</ € que, como provado erfi]| temos a inclugo:

o C L.
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