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Abstrat

In this work, following [15], we will use the technique of matched asymptotic
expansions to study the movement of interface for the solutions of an advection-reaction-
di�usion equations and the equation of reaction-di�usion with spatially of inhomogeneous
reaction term. We will get that the equations of such movements are equal. Also we will
study a system of equations without the drift term and will compare the movement of
its interfaces with the equation of the model of chemotaxis considered by Mimura and
TsujiKawa [13] and [14].

Keywords: Asymptotic expansions, mean curvature motion.





Resumo

Nesta dissertação, seguindo [15], usaremos a técnica de expansões assintóticas
para estudar o movimento de interface para as soluções das equações de advecção-reação-
difusão e a equação de reação-difusão com taxa de reação espacialmente não homogênea.
Nisto obteremos que as equações de tais movimentos são iguais.

Também estudaremos um sistema de equações sem o termo �utuante e compara-
remos o movimento de suas interfaces com a equação do modelo de chemotaxis proposto
por Mimura e TsujiKawa [13] e [14].

Palavras-chave: Expansões assintóticas, movimento por curvatura média.
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Capítulo 0

Introdução

Em soluções de equações de reação-difusão bi-estáveis não lineares, com o efeito
de difusão relativamente pequeno se comparado com a taxa de reação, podemos muitas
vezes observar o aparecimento de uma nítida camada interna, conhecida como interface.
Esta, a grosso modo, é uma hiperfície que separa o domínio da solução da equação em
dois conjuntos, em cada um dos quais a solução é praticamente constante. Neste caso,
perto da interface ocorre uma rápida transição de um estado para outro, ou seja, a norma
do vetor gradiente da solução se torna grande.

Para nos orientarmos nesta dissertação, seguimos basicamente [15] e complemen-
tamos com as demais referências bibliográ�cas.

Um dos objetivos desta dissertação é mostrar que a equação de advecção-reação-
difusão

(0.1)
{
εut = ε4 u+ ε

h(x)
5 h(x) · 5u+ 1

ε
f(u);

x ∈ Rn, t > 0

e a equação de reação-difusão com taxa de reação espacialmente não homogênea

(0.2)
{
εut = ε4 u+ 1

ε
h(x)2f(u);

x ∈ Rn, t > 0

têm a mesma equação de movimento de interface, a saber,

(0.3) V = −(n− 1)H − ∂

∂~n
ln(h)

sendo V e H respectivamente a velocidade normal e curvatura média da interface. Na
Equação (0.1), ε4u é o efeito de difusão, ε

h(x)
5h(x) ·5u o termo de advecção e 1

ε
f(u) a

taxa de reação. Na Equação (0.2), a parcela 1
ε
h(x)2f(u) é a taxa de reação espacialmente

não homogênea.

13



14 CAPÍTULO 0. INTRODUÇÃO

Tomando ε > 0 como um parâmetro su�cientemente pequeno, tanto em (0.1)
como em (0.2), o efeito de difusão é relativamente pequeno se comparado com a taxa de
reação. Aqui h(x) > 0 é suave e

(0.4) f(u) = −W ′(u)

também é suave, onde W é uma função potencial de poço duplo cujos mínimos locais
estão localizados em u = 0 e u = 1 e além disso W (0) = W (1). Isto quer dizer que para
algum

(0.5) a ∈ (0, 1),

(0.6) f(0) = f(a) = f(1) = 0, f ′(0) < 0, f ′(a) > 0 e f ′(1) < 0.

Por outro ladoW (0) = W (1) acarreta
∫ 1

0
f(u)du = 0 .

Exemplo 0.1 Um caso simples de tal W é W (u) = u2(1− u)2, pois W (0) = W (1) = 0

e W ≥ 0. Assim 0 e 1 são mínimos globais de W e são únicos em [0, 1] pois W ′(u) = 0

em {0, 1
2
, 1}, sendo que W atinge o máximo local em u = (1/2). Veja o grá�co na Figura

1.

Figura 1: Grá�co deW (u) = u2(1− u)2.

(0, 0) 1

1/16

>
u

→ W (u)

a = 1
2

Também estudaremos o sistema de equações sem o termo �utuante

(0.7)
{
εut = ε M u+ 1

ε
h(v)2fε(u), x ∈ Rn, t > 0

εvt =M v + u− γv, x ∈ Rn, t > 0
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e compararemos o movimento de suas interfaces com a equação do modelo de chemotaxis
proposto por Mimura e TsujiKawa [13] e [14]

(0.8)
{
εut = ε M u− εO · (uOχ(v)) + 1

ε
fε(u), em Ω× (0, T )

εvt =M v + u− γv, em Ω× (0, T )

sendo O· o operador divergente. Aqui fε(u) = u(1−u)(u−1/2+αε) e α, γ são constantes
positivas. A função χ é chamada de função de sensibilidade da agregação chemotaxis e
satisfaz χ′(v) > 0 para v > 0. Um exemplo comum de tal χ é χ(v) = kv sendo k > 0

uma constante. Ainda na Equação (0.8), a parcelaεO · (uOχ(ν)) é conhecida como termo
�utuante e Ω ⊂ Rn é limitado com ∂Ω suave. Ressaltamos também que chemotaxis é
um tipo de movimento, em que as bactérias e outros organismos unicelulares ou multi-
celulares, dirigem seus movimentos de acordo com determinados produtos químicos por
eles segregados.

O problema 0.8 é um modelo de crescimento chemotaxis que descreve o movi-
mento de indivíduos quando a quantidade de nutrientes é constante. As funções incógnitas
u(x, t) e v(x, t) são respectivamente a densidade populacional de indivíduos e concentração
da substância de chemotaxis na posição x ∈ Ω e no tempo t > 0.

Sendo (uε, vε) a solução do problema (0.8), Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura
[5] mostraram que (uε, vε) → (u0, v0) em [0, T ] quando ε→ 0, para algum T > 0, sendo u0

a função característica do domínio em movimentoΩt ⊂⊂ Ω, cuja equação de movimento
relativa a v0 é dada por

(0.9)





V = (n− 1)H + ∂χ(v0)
∂~n

+ c0α em Γt = ∂Ωt, t ∈ (0, T ]

− M v0(x, t) + γv0(x, t) =

{
0, x ∈ Ω\Ωt, t ∈ [0, T ],

1, x ∈ Ωt, t ∈ [0, T ]
∂v0

∂~n
= 0 em ∂Ω× [0, T ].

onde ~n é o vetor normal exterior em Γt, V a velocidade normal de Γt, H a curvatura
média de Γt (a qual é positiva se Ωt é convexa), Ωt = Ωt ∪ Γt e c0 =

√
2.

A evolução de Γt determina os modelos de agregação de indivíduos. Na presença
do termo de chemotaxis podemos observar numericamente inúmeros casos em queΩt perde
a convexidade e desenvolve padrões bastante complicados, o que não acontece quandoχ(v)

é espacialmente constante pois neste caso o movimento da interface é simplesmente go-
vernado pela curvatura média de Γt. Portanto os padrões dinâmicos desenvolvidos pelo
problema (0.8) dependem crucialmente da função de sensibilidade da agregação chemo-
taxis. Um dos propósitos principais de Nakamura, Matano, Hilhorst e Schätzle em[15]
foi mostrar precisamente que alguma complexa tendência espacial pode ocorrer também
num sistema de equação reação-difusão sem o termo �utuante, que nesta dissertação é
representado pelo sistema (0.7).
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Para dar mais autonomia à esta dissertação, o segundo capítulo tratará de assun-
tos preliminares, tais como, a de�nição de expansão assintótica, de�nição e caracterização
da função distância com sinal e por �nal um teorema de condições necessárias e su�cien-
tes para a existência de solução limitada de uma determinada EDO. Este teorema será
indispensável para a obtenção da equação de movimento das interfaces das soluções de
(0.1), (0.2) e (0.7). O enunciado do mesmo está em [15] que remete a demonstração a [1].
Por outro lado, em [1] esta demomstração é inviável para este trabalho. No entanto, em
[15] foi sugerido o uso da alternativa de Fredholm, porém não conseguimos contornar a
não compacidade, uma vez que a solução da EDO está de�nida emR e não em conjuntos
limitados. Por causa destes fatos, optamos por desenvolver duas demonstrações próprias
para o mesmo sendo uma mais simples e outra mais geral.

No terceiro capítulo veremos uma obtenção formal para as equações de movimento
de interface das soluções referentes as equações (0.1) e (0.2), mostrando que as duas
equações obtidas são iguais. Aqui as técnicas usadas serão a função distância com sinal e
as expansões assintóticas. Isto pode ser visto por exemplo em [9].

No quarto capítulo, usando as mesmas técnicas usadas no terceiro capítulo, estu-
daremos o sistema (0.7). Veremos que, com algumas hipóteses adicionais, a equação de
movimento da interface, quando ε → 0, é dada por (0.9), a qual, por [5], é a equação de
movimento da interface de (0.8).

Finalmente, no quinto capítulo, mostraremos simulações numéricas feitas em[15].
Adiantamos que assumiremos n = 2 e, ao invés de tomar o domínio espacial das equações
como sendo o Rn todo, nós o tomaremos como sendo um quadrado centrado na origem
e cujos lados são pararelos aos eixos cartesianos. Observaremos que nas simulações, os
movimentos das interfaces para as equações (0.1) e (0.2) são idênticos entre si, con�r-
mando os resultados obtidos no terceiro capítulo. Analiticamente, obteremos condições
su�cientes nas equações (0.1) e (0.2) e em suas interfaces inicias tais que cada uma destas
interfaces converge para um círculo centrado na origem, o qual neste caso é uma interface
estacionária de equilíbrio estável para a respectiva equação. Isto também será ilustrado
numericamente em exemplos em que estas condições estão ou não satisfeitas. Também
apresentaremos exemplos da evolução das interfaces para o sistema (0.7), observando a
existência de uma grande variedade de padrões espaciais.



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Introdução
Neste Capítulo apresentaremos algumas de�nições e resultados a serem usados

nesta dissertação.
Na Seção 2 estudaremos a ordem de magnitude entre duas funções, chegando a

de�nir o que é uma expansão assintótica de uma função.
Na Seção 3 de�niremos hiperfície suave. SejaS uma tal hiperfície que divide Rn

em duas componentes conexas, sendo uma delas limitada. A partir da mesma de�niremos
a função distância com sinal a S. Mostraremos que esta função herda a suavidade desta
hiperfície numa vizinhança tubular deS. E além disso, mostraremos que a norma do vetor
gradiente de tal função quando existe é unitária. Porém, o resultado central desta seção
é aquele que relaciona o laplaciano da função distância descrita acima, com a curvatura
média de S.

Na Seção 4 faremos o estudo de dois problemas envolvendo equações diferenciais
ordinárias. Estudaremos a existência e unicidade de soluções limitadas para estes proble-
mas, mostrando inclusive condições necessárias e su�cientes para tal. Também daremos
importância ao estudo do comportamento de tais soluções.

1.2 Medida matemática de ordem de magnitude
entre duas funções e expansões assintóticas
As vezes é útil ter uma medida matemática da ordem relativa de magnitude entre

duas expressões matemáticas. Veremos isto melhor nas de�nições e exemplos a seguir,
onde introduziremos os conceitos de magnitude "O"e "o".
De�nição 1.1 Dada uma função contínua A : R → R, dizemos que A(ξ) = O(e−ρ|ξ|)

quando |ξ| → ∞ para algum ρ > 0 se existe k > 0 tal que |A(ξ)| ≤ ke−ρ|ξ| para todo

17



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

ξ ∈ R.

Notemos que podemos reescrever a de�nição acima, substituindo |A(ξ)| ≤ ke−ρ|ξ| por
|A(ξ)|eρ|ξ| ≤ k.

Pela de�nição acima, dadosρ1 ≤ ρ2 números positivos temos queA(ξ) = O(e−ρ2|ξ|)

quando
|ξ| → ∞ para algum ρ > 0, implica em A(ξ) = O(e−ρ1|ξ|) quando |ξ| → ∞ para algum
ρ > 0.

Observamos que isto é conseqüência imediata da desigualdadee−ρ2|ξ| ≤ e−ρ1|ξ|.

Exemplo 1.1 Sejam n um número inteiro positivo e ρ2 > ρ1 > 0. Então A(ξ) =

O(e−ρ2|ξ|) quando
|ξ| → ∞ para algum ρ > 0 implica em ξnA(ξ) = O(e−ρ1|ξ|) quando |ξ| → ∞ para algum
ρ > 0. Para nos certi�carmos disto, observemos que por hipótese existek > 0 tal que

|A(ξ)| ≤ k exp(−ρ2|ξ|).

Disto segue que
|ξnA(ξ)| ≤ |ξn|k exp(−ρ2|ξ|).

Através de processo recursivo em n pode se mostrar que existe k̃ > 0 tal que

|ξn| ≤ k̃ exp((ρ2 − ρ1)|ξ|).

Usando esta última desigualdade na anterior a ela, segue

|ξnA(ξ)| ≤ kk̃ exp(−ρ1|ξ|),

o que é exatamente o resultado proposto.

De�nição 1.2 Dados ε1 > 0, I = (0, ε1) um intervalo aberto, D ⊂ Rn e u, v funções reais
de�nidas em D × I, dizemos que u(x, ε) = O(v(x, ε)) em I se para cada x ∈ D existe k
tal que |u(x, ε)| ≤ k|v(x, ε)| para todo ε ∈ I. Simpli�cadamente escrevemos u = O(v) em
I.

De�nição 1.3 Dizemos que u e v tem a mesma ordem de magnitude em I se u = O(v)

em I e v = O(u) em I e neste caso escrevemos v = OS(u) em I ou equivalentemente
u = OS(v) em I.

Dado c > 0, tomando respectivamente k = c e 1/c na De�nição 1.2, temos ε = OS(ε/c)

em I = (0, ε1) para todo ε1 > 0.
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De�nição 1.4 Dadas as funções reais u e v como na De�nição 1.2, dizemos que u(x, ε) =

o(v(x, ε)) quando ε → 0 se, para cada x ∈ D e δ > 0, existe um intervalo I ′ = (0, ε′) tal
que

(1.1) |u(x, ε)| ≤ δ|v(x, ε)|

para todo ε ∈ I ′. Simpli�cadamente escrevemos u << v.

Na prática, se para cadax ∈ D existe ε′ > 0 tal que v(x, ε) não se anula no intervalo (0, ε′),
podemos dividir a desigualdade dada em (1.1) por |v(x, ε)|. Tomando ε→ 0 obtemos que
esta é equivalente a

(1.2) lim
ε→0

|u(x, ε)
v(x, ε)

| = 0.

Por (1.2) temos por exemplo εn << εn−1 para cada n ∈ N. Podemos também modi�car as
de�nições 1.2 e 1.4 tirando a dependência emx. Mas isto não é o objetivo deste trabalho
e, caso haja interesse do leitor em se aprofundar em tal assunto, sugerimos [12].

De�nição 1.5 Dizemos que y∗ = y∗(y, ε) é um aumento de ordem de magnitude de y em
relação a ε quando ε→ 0 se y = o(y∗(y, ε)) quando ε→ 0.

Um exemplo simples e muito útil de y∗ da De�nição 1.5 é y∗(y, ε) = y/ε.
Muitas vezes, para estudarmos algumas propriedades de uma função, é útil fazer

certas expansões da mesma e então, estudando os coe�cientes destas expansões, podemos
obter propriedades de tal função. Na verdade está aqui uma ferramenta muito importante
desta dissertação.

De�nição 1.6 Dada uma seqüência {φn(.)}∞n=1 de�nida num intervalo I = (0, ε0), dize-
mos que ela é assintótica, se φn+1 << φn; (n = 1, 2, 3, . . .).

Um exemplo bastante conhecido de tal seqüência éφn(ε) = εn−1.

De�nição 1.7 Sejam D ⊂ Rn+1, I = (0, ε0) um intervalo. Dados uma função real
u de�nida em D × I e {φk(.)}∞k=1 uma seqüência assintótica de�nida em I, dizemos que∑∞

k=1 uk(y)φk(ε) é uma expansão assintótica deu(y, ε) e escrevemos u(y, ε) ∼ ∑∞
k=1 uk(y)φk(ε)

se

(1.3) u(y, ε)−
M∑

k=1

uk(y)φk(ε) = o(φM(ε)) quando ε → 0; ( M = 1, 2, 3, . . .).

A proposição a seguir, sob certas hipóteses, nos dá condições necessárias e su�ci-
entes para a existência dos coe�cientes uk(y) da expansão assintótica na De�nição 1.7 e
um algoritmo recursivo para a construção dos mesmos.
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Proposição 1.1 Sejam {φn(.)}∞n=1 uma seqüência assintótica e u uma função como na
De�nição (1.7). Se existe ε′ tal que φk(ε) não se anula no intervalo (0, ε′) para (k =

1, 2, 3, . . .), então existe uma expansão assintótica para u se e somente se

(1.4)
∣∣∣∣∣limε→0

u(y, ε)−∑k−1
n=1 un(y)φn(ε)

φk(ε)

∣∣∣∣∣ <∞

para (k = 1, 2, 3, . . .). E neste caso os coe�cientes uk(y) da expansão são assintótica dados
por

(1.5) uk(y) = lim
ε→0

u(y, ε)−∑k−1
n=1 un(y)φn(ε)

φk(ε)
;

(k = 1, 2, 3, . . .). Aqui de�nimos
∑0

n=1 un(y)φn(ε)
.
= 0.

Para demonstrar esta proposição, vamos usar os dois próximos lemas.

Lema 1.2 Sejam {φn(.)}∞n=1, u e uk(y); (k = 1, 2, 3, . . .) como na Proposição 1.1. Então
estes coe�cientes satisfazem a De�nição 1.7.

Demonstração: Vamos fazer a demonstração usando o princípio de indução matemática
em k. Para k = 1 precisamos mostrar que u(y, ε)− u1(y)φ1(ε) = o(φ1(ε)) quando ε→ 0.
Mas por (1.2), esta é equivalente a

lim
ε→0

u(y, ε)− u1(y)φ1(ε)

φ1(ε)
= 0,

mas esta última igualdade de fato ocorre quando substituímos (1.5) com k = 1. Agora
supondo que a De�nição 1.7 está satisfeita para (k = 1, . . . ,m) e usando (1.5) temos

lim
ε→0

1

φm+1(ε)

(
u(y, ε)−

m+1∑
n=1

un(y)φn(ε)

)

= lim
ε→0

(
u(y, ε)

φm+1(ε)
− 1

φm+1(ε)

m∑
n=1

un(y)φn(ε)

)

− lim
ε→0

(
u(y, ε)

φm+1(ε)
− 1

φm+1(ε)

m∑
n=1

un(y)φn(ε)

)
= 0,

o que por (1.2) satisfaz a De�nição 1.7 para k = m+ 1. Assim, pelo princípio de indução
matemática, a a�rmação do Lema é verdadeira.

Lema 1.3 Dada uma seqüência assintótica {φn(.)}∞n=1 e a função real u como na Pro-
posição 1.1, se u(y, ε) tem uma expansão assintótica, então os coe�cientes uk(y); (k =

1, 2, 3, . . .) da mesma são dados por (1.5).
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Demonstração: Usando (1.2), então por hipótese temos

lim
ε→0

1

φk(ε)

(
u(y, ε)−

k∑
n=1

un(y)φn(ε)

)
= 0;

(k = 1, 2, 3, . . .) e portanto

lim
ε→0

1

φk(ε)

(
u(y, ε)−

k−1∑
n=1

un(y)φn(ε)

)
= lim

ε→0

1

φk(ε)
uk(y)φk(ε),

⇒ uk(y) = lim
ε→0

u(y, ε)−∑k−1
n=1 un(y)φn(ε)

φk(ε)
,

o que mostra (1.5) para (k = 1, 2, 3, . . .).

Vejamos agora a demonstração da Proposição 1.1.
Demonstração: (⇒) Pelo Lema 1.3 temos que os coe�cientes da expansão assintótica
são dados por (1.5) e portanto o limite (1.4) existe.
(⇐) Pelo Lema 1.2, os coe�cientes dados em (1.5) satisfazem a a De�nição 1.7, o que
acaba de demonstrar a Proposição 1.1.

Corolário 1.4 Seja u uma função como na De�nição 1.7. Então, para cada seqüên-
cia assintótica �xada {φn(ε)}∞n=1 que esteja nas hipóteses da Proposição 1.1, a expansão
assintótica de u, quando existe, é única.

Demonstração: Conseqüência imediata da Proposição 1.1 e da unicidade do limite
dado em (1.5).

Quando a seqüência assintótica não satisfaz a condição da existência de ε′ tal
que φk não se anula em (0, ε′) para todo K inteiro �ca mais difícil falar em expansão
assintótica. Nesta dissertação vamos nos restringir ao caso em que esta condição está
satisfeita. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2 Um caso particular, porém bastante comum para {φn(ε)}∞n=1, é o caso em
que φn(ε) = εn−1. O fato de que esta seqüencia é assintótica é conseqüência direta da
De�nição 1.4.

Neste caso
u(y, ε) v

∞∑
n=1

un(y)εn−1 =
∞∑

n=0

un+1(y)ε
n

o que é a expansão de Taylor de u(y, ·) numa vizinhança a direita de ε = 0. É fácil de ver
que se a série de Taylor é convergente, então ela satisfaz a De�nição 1.7. Assim a expansão
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de Taylor é de certa forma um caso particular de expansão assintótica. Portanto, nestas
condições a expansão de Taylor coincide com a expansão assintótica e podemos falar em
série de Taylor sem falar em derivadas da função.

Muitas vezes na De�nição 1.7, a Equação (1.3) é satisfeita para caday ∈ Rn+1

mas não vale uniformemente em y. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.3




u(y, ε) = e−y/ε − εe−y

y+ε

y > 0, ε > 0 e
φn(ε) = εn−1.

(1.6)

Aqui, usando a Proposição 1.1, temos que

(1.7) un(y) = (−1)n−1 e
−y

yn−1
.

Notemos também que se
ũ(y, ε) = − εe−y

y + ε
,

então ũ e u têm a mesma expansão. Isto porque e−y/ε é transcendentalmente pequeno; ou
seja: e−y/ε = o(εn) quando ε→ 0; (n = 1, 2, 3, . . .). Observemos também que (1.7) satisfaz
a De�nição 1.7, mas (1.3) não está satisfeita uniformemente em y perto de y = 0. De
fato (1.7) nem está de�nida em y = 0. Observemos o grá�co de u e sua expansão até
n = 3 com ε = 0, 1 na Figura 1.1.

Figura 1.1: Grá�co de u e sua expansão até n = 3 com ε = 0, 1.

(0, 0)

-1

1

↪→ ∑3
n=1 un(y)φn(ε)

u(y, ε)

↗
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Figura 1.2: Grá�co de g e sua expansão até n = 3 com ε = 0, 1.

(0, 0)

-0.15

-0.10

20

∑3
n=1 gn(y∗)φn(ε)

g(y∗, ε)

↖
↓

A de�nição de expansão dada na De�nição1.7 é muito prática quando baseada no
limite ε→ 0 com y �xo, porém pode deixar a desejar quando (1.3) não vale uniformemente
na variável y. Neste exemplo, esta uniformidade deixa de valer em torno dey = 0 e assim
a expansão não é muito boa quando fazermos y → 0 e ε �xo. Isto podemos observar na
representação feita na Figura 1.1. Aqui, mais geralmente, sey = O(ε), a expansão dada
na De�nição 1.7 truncada não aproxima bem au quando ε→ 0. Assim é razoável fazermos
tentativas de mudança de variável no sentido de aumentar a ordem de magnitude dey
em relação a ε. Também ainda observando que ey/ε não aparece na expansão de u, uma
tentativa inicial é tomar y∗(y, ε) = y/ε. Assim temos

u(y, ε) = g(y∗, ε) = e−y∗ − e−εy∗

y∗ + 1

Mas agora com a mesma seqüência usada em (1.6), temos

gn(y) =

{
exp(−y∗)− 1

1+y∗ , se n = 1

(−1)n (y∗)n−1

(n−1)!(1+y∗) , se n ≥ 2
(1.8)

Notamos agora que o termo e−y/ε contribui em (1.8). Observamos também que o lado
direito de (1.8) se anula em y∗ = 0 = y para todas as ordens de ε. E isto já é um bom
começo pois u(0, ε) = 0. Analisando o grá�co da Figura 1.2, vemos que (1.8) truncado
em n = 3 já é uma boa aproximação para u perto de y∗ = 0, porém deixa a desejar para
y∗ grande. Assim vimos 1.7 e 1.8 são expansões muito boas para u mas em domínios
mutuamente excludentes.

O exemplo acima, motiva a de�nição a seguir:
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De�nição 1.8 Seja u uma função como na De�nição 1.7. Então se

(1.9) u(y, ε) ∼
∞∑

n=1

un(y)φn(ε)

e se u(y, ε) = g(y∗, ε) com

(1.10) g(y∗, ε) ∼
∞∑

n=1

gn(y∗)φn(ε),

sendo y∗ um aumento da ordem de magnitude de y em relação a ε quando ε→ 0, dizemos
que (1.9) é uma expansão externa de u, enquanto (1.10) é dita expansão interna de u.

1.3 Um pouco de geometria diferencial
Nesta seção, com base em [18], [11] e [3], faremos um pequeno estudo direcionado

de Geometria Diferencial. De�niremos hiperfície suave emRn, bem como a sua curvatura
média. Também de�niremos função distância com sinal até uma hiperfície suaveS, sendo
S limitada e tal queS divideRn em duas componentes conexas, onde uma delas é limitada.
Mostraremos que a função distância herda a suavidade da hiperfície numa vizinhança
tubular da mesma. Mas o resultado central desta seção é o Corolário 1.12 que relaciona
a curvatura média de S com o laplaciano da função distância acima.

De�nição 1.9 Dado S ⊂ Rn, dizemos que S é uma hiperfície suave em Rn se, para
cada p ∈ S, existem U ⊂ Rn e Ψ ∈ C∞(U ;R) tais que p ∈ U , S ∩ U = Ψ−1(0) e
Ψxn(q) 6= 0 ∀ q ∈ U .

Tomando U su�cientemente pequeno, podemos assumir Ψxn(q) 6= 0 para todo q ∈ U .
Nestas condições, o teorema da função implícita nos garante que existem abertoVp′ e
Φ ∈ C∞(Vp′ ,R) tais que

(1.11)
{

Ψ(x′,Φ(x′)) = 0

x′ ∈ Vp′ .

Aqui p′ e x′ são as respectivas projeções dep e x emRn−1 ignorando-se a última coordenada
e, Vp′ uma vizinhança de p′ em Rn−1.
Seja

(1.12)
{

Φ̄ : Vp′ → Rn

x′ → (x′,Φ(x′)).

Observamos que, em especial, Φ̄(p′) = p.
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Por (1.11) temos que (Ψ ◦ Φ̄) se anula em Vp′ , logo

(1.13) OΨ(Φ̄(q′)) ·DΦ̄(q′) = 0 em Vp′ ,

sendo

(1.14) DΦ̄(q′) =




1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1

Φx1(q
′) Φx2(q

′) · · · Φxn−1(q
′)




.

Como as colunas deDΦ̄(q′) formam uma base para Sq, sendo Sq o hiperplano tangente a
S em q, temos que OΨ(q) ⊥ Sq, o que motivando a seguinte de�nição:

De�nição 1.10 Dado q ∈ S ∩ U , dizemos que

(1.15) ~n(q) =
OΨ(q)

‖OΨ(q)‖
é o vetor normal unitário de S em q.

Pela motivação precedente, a menos de sinal, a de�nição acima está bem de�nida. Assim,
tudo que será de�nido a partir de~n dependerá do sinal, mas isto não nos causará maiores
problemas. Notemos também que ~n ∈ C∞(U ; Sn−1) pois OΨ|U 6= 0 e Ψ ∈ C∞(U ;R).
Segue que a matriz D~n(n×n) está bem de�nida. Isto permite a de�nição a seguir.

De�nição 1.11 Dados uma hiperfície suave S, q ∈ S e ~n(q) o vetor normal unitário de
S em q, dizemos que

(1.16) H(q) = − 1

n− 1
tr(D~n(q)),

é a curvatura média de S em q.

Aqui tr(D~n(q)) é o traço da matriz D~n(q)(n×n).
Podemos considerar D~n(q)(n×n) como uma transformação linear deRn em Rn.

De�nição 1.12 Seja q ∈ S, de�nimos a curvatura máxima k(q) de S em q como sendo

k(q) = sup
‖~v‖=1

‖D~n(q) · ~v‖.

Observemos que geometricamente k é a variação de ~n ao longo de γ, pois
D~n(q) · ~v = D~n(γ(t0)) · γ′(t0) = d

dt
~n(γ(t))|t=t0 .

De agora em diante, vamos supor que S é limitada, fechada e é tal que Rn\S
possui exatamente duas componentes conexas. Um exemplo bem simples de tal hiper�cie
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é a esfera Sn−1.

Seja Λ− a componente conexa limitada deRn\S e Λ+ a componente ilimitada de
Rn\S. Seja d : Rn → R dada por

(1.17) d(x) =

{
dist(x, S), se x ∈ Λ+

−dist(x, S), se x ∈ Λ−

onde dist(x, S) = infy∈S{d(x, y)} é a distância de x até a hiperfície S, sendo d(x, y) a
distância de x a y.

De�nição 1.13 A função d em (1.17) é dita função distância com sinal à hiperfície S.

Pela propriedade da desigualdade triangular temos que d é lipschitziana, com
constante de lipschitz igual a 2. Em especial d é contínua. Esta continuidade é herdada
por d. Vejamos:

Lema 1.5 Seja s > 0, θ ∈ Rn, com ‖θ‖ = 1. Então a função d de�nida acima satisfaz a
desigualdade

|d(x+ sθ)| ≤ |d(x)|+ s.

Demonstração: Da de�nição de dist(x, S), da continuidade de d e da compacidade de
S, temos que existe y ∈ S tal que dist(x, S) = d(x, y). Assim ainda pela de�nição de
dist(x+ sΘ, S) e pela desigualdade triangular temos:
dist(x + sΘ, S) ≤ d(x + sΘ, y) ≤ d(x + sΘ, x) + d(x, y) = s + dist(x, S). Como
|d(x)| = dist(x, S), esta desigualdade é exatamente o que queríamos demonstrar.

Corolário 1.6 Sejam s e θ como no Lema 1.5. Então temos a seguinte desigualdade:

| |d(x+ sθ)| − |d(x)| | ≤ s.

Demonstração: Se |d(x + sθ)| ≥ |d(x)| então pelo Lema 1.5, | |d(x + sθ)| − |d(x)| | =

|d(x + sθ)| − |d(x)| ≤ |d(x)| + s − |d(x)| = s. Agora se |d(x + sθ)| < |d(x)|, então
o Lema 1.5 vale em especial para x̃ = x + sθ e θ̃ = −θ. Conseqüentemente temos:
|d(x)| ≤ |d(x + sθ)| + s, da qual resulta: | |d(x + sθ)| − |d(x)| | = |d(x)| − |d(x + sθ)| ≤
|d(x+ sθ)|+ s− |d(x+ sθ)| = s.

Corolário 1.7 Seja d e θ como no Lema 1.5. Então dado x ∈ Rn e s su�cientemente
pequeno, d satisfaz
a) |d(x+ sθ)− d(x)| ≤ s,
b) d é contínua.
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Demonstração: Se x ∈ S, então pela de�nição de d e pelo corolário anterior temos
que |d(x + sθ) − d(x)| = |d(x + sθ)| ≤ s, satisfazendo a parte (a) do corolário para este
caso. Se x /∈ S, então podemos tomar s su�cientemente pequeno tal que x e x+ sθ estão
na mesma componente conexa de Rn\S. Assim d(x) e d(x + sθ) têm o mesmo sinal e
portanto pelo corolário acima |d(x+ sθ)− d(x)| = | |d(x+ sθ)| − |d(x)| | ≤ s. Isto mostra
a primeira parte do corolário. A parte (b) é conseqüência imediata desta parte.

Da Geometria Diferencial assumimos o seguinte fato:

Proposição 1.8 Seja S uma hiperfície suave e compacta. Então existe r > 0 tal que
para todo x em Sr = {x ∈ Rn| |d(x) < r} existe um único y ∈ S com

(1.18) dist(x, S) = d(x, y).

Observamos que 0 < r ≤ infp∈S{|k(p)|−1}.

A a�rmação acima encontra-se num apêndice de [11].
Sejam x0 ∈ Sr �xado, y0 = y(x0) tal que |d(x0)| = d(x0, y0) e d0 = d(x0). Como

~n está orientado de Λ− para Λ+, e (x0 − y0) ⊥ Sy0 , temos a seguinte equação:

(1.19) x0 = y0 + ~n(y0)d0.

Podemos supor que ~n(y0) aponta no sentido positivo do eixo xn, ou seja:

(1.20) ~n(y0) = (0, . . . , 0, 1).

Por (1.11) existem Vy′0 e Φ ∈ C∞(Vy′0 ;R) tais que (y′,Φ(y′)) ∈ S, para todo y′ ∈ Vy′0 .
Aqui, y′0 e y′ são as respectivas projeções de y0 e y em Rn−1 e Vy′0 vizinhança de y′0 em
Rn−1. Por (1.15) e (1.20) com (1.13) e (1.14) temosOx′Φ(y′0) = 0. Assim por (1.20) temos
~n(y0) = (0, . . . , 0, 1) = (Ox′Φ(y′0), 1).

Mas isto é apenas um caso particular da proposição a seguir.

Proposição 1.9 Seja ~N(y) = (N1(y
′), . . . , Nn(y′)), onde

Ni(y
′) = − Φx′i(y

′)√
1 + ‖Ox′Φ(y′)‖2

(i = 1, . . . , n− 1)

e

Nn(y′) =
1√

1 + ‖Ox′Φ(y′)‖2
.

Então ~N(y) = ~n(y).
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Demonstração: Notemos que ‖ ~N(y)‖ = 1 pois o denominador foi tomado para que
isto acontecesse. E como as colunas deDΦ̄(y′) de�nida em (1.14) são uma base para Sy,
temos que ~N(y) ⊥ Sy, ou seja ~N(y) = ±~n(y). Mas em y = y0, ~n e ~N coincidem. E da
continuidade de ~N e ~n temos que eles são iguais.

Teorema 1.10 Seja d como em (1.17). Então d ∈ C∞(Sr,R).

Demonstração: Da construção feita antes da proposição acima temos que

(1.21) D~n(y0)n×n = D ~N(y0)n×n =



−D2Φ(y′0)(n−1)×(n−1)

0

0
...

0 0 · · · 0




onde D2Φ(y′0)(n−1)×(n−1) é a matriz hesiana de Φ em y′0. Como D2Φ(y′0)(n−1)×(n−1) é
simétrica e portanto diagonalizável. Consideremos a baseBy0 paraRn, ondeBy0 é formado
pelos
n − 1 autovetores de D2Φ(y′0)(n−1)×(n−1) e ~n(y0), que continuam sendo autovetores de
D~n(y0)n×n. Nesta base,

(1.22) D~n(y0)n×n =




−d1 0 · · · 0 0

0 −d2 · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · −dn−1 0

0 0 · · · 0 0




onde {di}n−1
i=1 é o conjunto de autovalores deD2Φ(y′0)(n−1)×(n−1).

Sejam Ir = {d ∈ R : |d| < r} e
{
g : (Vy′0)× IH → Sr ⊂ Rn

(y′, d) → (y′,Φ(y′)) + ~n(y′,Φ(y′))d = y + ~n(y)d.

Em especial g(y′o, d0) = x0 e d0 ∈ Ir. É claro que g ∈ C∞(Vy′0)× Ir) e

Dg(y′0, d0)n×n =




1− d1d0 0 · · · 0 0

0 1− d2d0 · · · 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1− dn−1d0 0

0 0 · · · 0 1




Como d0 ∈ Ir e |di| < r−1; (i = 1, . . . , n − 1), temos det(Dg(y′0, d)n×n) > 0. Assim pelo
teorema da função inversa existe uma vizinhança Ṽ de x0 e g̃ ∈ C∞(Ṽ ,Rn) tal que g ◦ g̃
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é a identidade em Ṽ . Portanto, seja x na imagem de g, então pela de�nição de g temos:
g̃(x) = g̃(y + ~n(y)d(y)) = (y′, d(y)) mostrando em especial que d é C∞ na imagem de Ṽ
pela g. E como este teorema vale para qualquerx0 ∈ Sr e pela Proposição 1.8 temos que
g de�nida acima é injetora; temos que d ∈ C∞(Sr,R).

Notemos no teorema acima, a importância da unicidade dey dada pela Proposição
1.8, pois ao contrário g̃ não estaria nem de�nida. Vejamos um exemplo simples em que
não temos a unicidade. Sabemos também que sed é diferenciável, então

(1.23) Od(x) · h = lim
s→0

d(x+ sh)− d(x)

s

onde s ∈ R e h ∈ Rn.

Exemplo 1.4 Seja n = 2, S a esfera unitária centrada na origem, x0 = (0, 0) e h =

(1, 0). Então supondo que d é diferenciável em x0, por (1.23) temos,

1 = lim
s→0+

d((s, 0))− d((0, 0))

s
= lim

s→0−

d((s, 0))− d((0, 0))

s
= −1,

o que é uma contradição. Portanto, d não é diferenciável em x0.

Corolário 1.11 Se d é diferenciável, então ‖Od‖ = 1.

Demonstração: Pela de�nição de norma para operadores lineares, seguida por (1.23) e
ainda pela parte (a) do Lema 1.7, temos:

|Od(x)| = sup
h∈Rn,
‖h‖=1

lim
s→0

|d(x+ sh)− d(x)|
s

≤ 1,

mostrando assim que
|Od(x)| ≤ 1.

Portanto, para completar a tese do corolário, resta mostra que

|Od(x)| ≥ 1.

Para isto vamos primeiro supor que x ∈ Rn\S. Neste caso, sejam y ∈ S tal que |d(x)| =
d(x, y), θ = (x − y)/‖x − y‖ e 0 < s < 1 su�cientemente pequeno tal que x + sθ e x
pertençam à mesma componente conexa deRn\S. Disto segue que

(1.24) |d(x+
s

‖x− y‖(x− y))| = d(x+
s

‖x− y‖(x− y), y).

De fato, pois se

|d(x+
s

‖x− y‖(x− y))| < d(x+
s

‖x− y‖(x− y), y).
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então pela de�nição de d(·) temos que existe z ∈ S tal que

d(x+
s

‖x− y‖(x− y), z) < d(x+
s

‖x− y‖(x− y), y).

Mas isto implica que

d(x, z) ≤ d(x, x+
s

‖x− y‖(x− y)) + d(x+
s

‖x− y‖(x− y), z)

< d(x, x+
s

‖x− y‖(x− y)) + d(x+
s

‖x− y‖(x− y), y) = d(x, y),

o que é um absurdo pois d(x, y) = |d(x)|. Assim (1.24) é verdadeiro. Logo

|d(x+
s

‖x− y‖(x− y))| = d(x+
s

‖x− y‖(x− y), y)

= d(x, y)− d(x, x+
s

‖x− y‖(x− y)) = |d(x)| − s

Logo, pela de�nição de norma para operadores lineares, seguida por (1.23) e ainda por
(1.24), temos:

|Od(x)| ≥ lim
s→0

|d(x+ sθ)− d(x)|
s

= 1,

o que mostra a desigualdade que faltava parax ∈ Rn\S. Pelo Teorema 1.10, d é de classe
C∞ numa vizinhança de S e como S ⊂ Rn\S, a desigualdade acima se estende também
para S.

Teorema 1.12 A curvatura média de S em y0 introduzida na De�nição 1.11 é dada por

H(y0) =
1

n− 1
M d(·)|y0 .

Demonstração: Como S = d−1(0), então pelo Teorema 1.10, podemos substituir Ψ

por d na De�nição 1.9 e como matrizes semelhantes tem o mesmo traço, podemos supor
os eixos cartesianos como sendo os elementos da BaseBy0 de�nida na demonstração do
Teorema 1.10. Ainda pela de�nição de di (i = 1, . . . , n − 1) na demonstração do mesmo
teorema, obtemos que

tr(D~n(y0)) = − M d(·)|y0 ,

o que nos dá o resultado desejado.

Corolário 1.13 Seja d a função distância como na De�nição 1.17, então ~n(q) = Od(q)

para todo q ∈ S.

Demonstração: Pelo Teorema 1.10 podemos tomar Ψ = d na De�nição 1.9 e então pelo
Corolário 1.11 e pela De�nição 1.10 segue a tese deste corolário.



1.4. ESTUDO DE DUAS EDOS MUITO ÚTEIS 31

1.4 Estudo de duas EDOs muito úteis
Nesta seção iremos estudar a existência, unicidade e o comportamento da solução

da equação

(1.25) ϕξξ + f(ϕ) = 0

com

(1.26)





ϕ(0) = a

ϕ(−∞) = 1

ϕ(∞) = 0.

Também estudaremos a existência, unicidade de solução limitada do problema

(1.27)
{
ψξξ + f ′(ϕ(ξ)) = A(ξ)

ψ(0) = 0.

Aqui, ξ ∈ R, f e a são como em (0.4) e (0.5 ) respectivamente. ϕ é solução de (1.25) e
A é contínua e limitada. Notemos que em (1.26) temos uma EDO de segunda ordem e
mesmo com estes três dados iniciais obtemos uma única solução.O fato é que estes dados
são compatíveis para tal. Já o problema (1.27) é também uma EDO de segunda ordem
mas com um dado inicial e mesmo assim obtemos a unicidade da solução. Aqui o fato é
que exigimos que a solução seja limitada emR.

Uma versão da próxima proposição pode ser encontrada em [10].

Proposição 1.14 Existe uma única solução de (1.25) satisfazendo (1.26).

Demonstração: Multiplicando (1.25) por ϕξ e integrando em ξ, temos:

(1.28) 1

2
ϕ2

ξ −W (ϕ) = E,

onde E é uma constante. Mas (1.28) será obtida se obtivermosϕ tal que

(1.29)
{
E +W (ϕ) ≥ 0

ϕξ =
√

2(E +W (ϕ)).

Tomemos E = −W (0), assim

(1.30)
√

2(E +W (ϕ) ≥ c > 0

para ϕ próximo de a, poisW (a) > W (0).
Seja

F (y, x) =
√

2(E +W (y))
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segue que
Fy(y, x) = − f(y)√

2(E +W (y))
, Fx(y, x) = 0.

Mas f é contínua em [0, 1] e assim existe M > 0, tal que |f(y)| ≤ M ∀ y ∈ [0, 1].
Assim, por (1.30) temos que |Fy(y, x)| ≤ M/c numa vizinhança de y = a. Logo F é
localmente lipschitz e portanto localmente estamos nas condições do teorema de Picard.
Conseqüentemente, existe uma e uma única solução local ϕ̃ para (1.29) com ϕ̃(0) = a.
Como W (0) = W (1) = −E e W (y) > −E, ∀ y ∈ (0, 1), então por (1.29) podemos
estender ϕ̃ para a reta toda e, além do mais ϕ̃(−∞) = 0 e ϕ̃(∞) = 1. E como por (1.29)
ϕ̃ξ > 0, temos que ϕ̃ também é solução de (1.25). Ainda não é o que queremos, mas
fazendo

(1.31) ϕ(ξ)
.
= ϕ̃(−ξ)

temos o resultado desejado.

Observemos que a menos de sinal,(1.25) acarreta em (1.29). Usando queϕ(−∞) >

ϕ(∞), eliminamos esta dualidade do sinal. Assim, a unicidade citada no teorema acima
é conseqüência da unicidade de solução para (1.29) com ϕ(0) = 0. Já a existência foi
obtida do fato que ϕ̃ξ > 0 permitiu que (1.29) implicasse em (1.25) aliado à existência de
solução para (1.29).

Corolário 1.15 Seja ϕ solução de (1.25). Então

(1.32) lim
ξ→±∞

ϕξ(ξ)

ϕξξ(ξ)
= L onde 0 < |L| <∞.

Demonstração: Usando a regra de L'Hospital, temos:

lim
ξ→±∞

2(W (0) +W (ϕ(ξ)))

(f(ϕ(ξ)))2
= lim

ξ→±∞
−f(ϕ(ξ))ϕξ(ξ)

f(ϕ(ξ))f ′(ϕ(ξ))ϕξ(ξ)
= lim

ξ→±∞
−1

f ′(ϕ(ξ))
= L̃

o Como f ′(0) e f ′(1) são ambos não nulos, segue que |L̃| <∞. Portanto

lim
ξ→±∞

∣∣∣∣
√

2(W (0) +W ◦ ϕ(ξ))

f(ϕ(ξ))

∣∣∣∣ =

√
|L̃|.

De (1.29), (1.31) e (1.25) segue que, a menos de sinal, L =
√
|L̃| satisfaz a tese do

corolário.

Corolário 1.16 Seja ϕ solução de (1.25) com os dados iniciais (1.26). Entãoϕξ(ξ) =

O(ξ−n), quando |ξ| → ∞ para todo n ∈ N.
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Demonstração: Pelas regras elementares de diferenciação, obtemos

(1.33) d

dξ

(
1

ϕξ(ξ)

)
= −ϕξξ(ξ)

ϕξ(ξ)2
.

Assim, para todo n ∈ N e usando a regra de L'Hospital, temos:

lim
ξ→±∞

|ϕξ(ξ)|
|ξ−n| = lim

ξ→±∞
|ξn|

1/|ϕξ(ξ)| = lim
ξ→±∞

|nξn−1|
|ϕξξ(ξ)|/ϕξ(ξ)2

= lim
ξ→±∞

|Lnξn−1|
1/|ϕξ(ξ)| = nL lim

ξ→±∞
|ϕξ(ξ)|
|ξ−(n−1)|

Repetindo o processo acima n vezes obtemos

lim
ξ→±∞

|ϕξ(ξ)|
|ξ−n| = Lnn! lim

ξ→±∞
|ϕξ(ξ)|
|ξ0| = 0.

Como conseqüência imediata dos dois corolários acima, obtemos o seguinte resul-
tado.

Corolário 1.17 Seja ϕ solução de (1.25) com os dados iniciais (1.26). Entãoϕξξ(ξ) =

O(ξ−n), quando |ξ| → ∞ para todo n ∈ N.

Analisando (1.29) e usando (1.31) concluímos queϕ se comporta qualitativamente como
no grá�co da Figura 1.3.

Figura 1.3: Grá�co de ϕ em função de ξ.

(0, 0)

1

a
↗

ξ

ϕ(ξ)

Exemplo 1.5 Se f(u) = u(1− u)(u− 1/2), então

ϕ(ξ) =
1

2

(
1− tgh(

ξ

2
√

2
)

)

é a única solução de (1.25) satisfazendo (1.26).
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Aqui, tgh(ξ), cossech(ξ), cosh(ξ) e senh(ξ) são respectivamente a tangente hiperbólica, a
cossecante hiperbólica, o cosseno hiperbólico e seno hiperbólico deξ.
De fato, observemos primeiro que f satisfaz (0.4), com a = 1/2.
Lembremos também que

d

dx
tgh(x) = cossech(x)

e
d

dx
cossech(x) = −2tgh(x)cossec(x)

Assim
ϕξ(ξ) =

1

2

1

2
√

2
cossech(

ξ

2
√

2
),

conseqüentemente

(1.34) ϕξξ(ξ) =
1

8
tgh(

ξ

2
√

2
)cossech(

ξ

2
√

2
)

e

f(ϕ(ξ)) = ϕ(ξ)(1− ϕ(ξ))(ϕ(ξ)− 1

2
)

=

(
1

2
− tgh(ξ/2

√
2)

2

)(
1

2
+
tgh(ξ/2

√
2)

2

)(
− tgh(ξ/2

√
2)

2

)

=
1

8

(
cosh(ξ/2

√
2)− senh(ξ/2

√
2)

cosh(ξ/2
√

2)

)(
cosh(ξ/2

√
2) + senh(ξ/2

√
2)

cosh(ξ/2
√

2)

)

(−senh(ξ/2√2)

cosh(ξ/2
√

2)

)

= −1

8
cossec(

ξ

2
√

2
)tgh(

ξ

2
√

2
).

Portanto

(1.35) f(ϕ(ξ)) = −1

8
cossec(

ξ

2
√

2
)tgh(

ξ

2
√

2
).

Por (1.35) e (1.34), segue que ϕ é solução de (1.25). E além do mais,

ϕ(−∞)
.
= lim

ξ→−∞
ϕ(ξ) = lim

ξ→−∞
1

2

(
1− tgh(

ξ

2
√

2
)

)
=

1

2

(
1− (−1)

)
= 1,

ϕ(0) =
1

2

(
1− tgh(0)

)
=

1

2

e
ϕ(∞)

.
= lim

ξ→∞
ϕ(ξ) = lim

ξ→∞
1

2

(
1− tgh(

ξ

2
√

2
)

)
= 0.

Portanto ϕ também satisfaz (1.26). Assim, pela proposição 1.14ϕ é a única solução de
(1.25) com dados iniciais (1.26). Usando uma vez a regra de L'Hospital, podemos mostrar



1.4. ESTUDO DE DUAS EDOS MUITO ÚTEIS 35

que para neste exemplo obtemos que ϕξ(ξ) = O(e−ρ|ξ|) quando |ξ| → ∞ para todo ρ > 0

e conseqüentemente, pelo Exemplo 1.1, obtemos ξnϕξξ(ξ) = O(e−ρ|ξ|) quando |ξ| → ∞
para todo ρ > 0.

O próximo teorema é indispensável para a obtenção da equação de movimento
das interfaces das soluções de (0.1), (0.2) e (0.7). Após este, teremos um resultado bem
mais geral do mesmo. Para ambos desenvolvemos demonstrações próprias. Vejamos:

Teorema 1.18 a) Se o problema (1.27) tem solução limitada então

−∞ <

∫ −∞

0

ϕ′(s)A(s)ds =

∫ ∞

0

ϕ′(s)A(s)ds <∞.

Em particular, ∫ ∞

−∞
ϕ′(s)A(s)ds = 0.

Demonstração: Pelo Corolário 1.15 segue que

lim
ξ→±∞

∣∣∣∣
ϕξ(ξ)

ϕξξ(ξ)

∣∣∣∣ <∞

e conseqüentemente

(1.36) lim
ξ→±∞

∣∣∣∣(A(ξ)− f ′(ϕ(ξ))ψ(ξ))

(
ϕξ(ξ)

f(ϕ(ξ))

)∣∣∣∣ <∞.

Assim, se

(1.37) lim
ξ→±∞

|ψξ(ξ)| = ∞

e usando a regra de L'Hospital com (1.33), (1.27), (1.36), o Corolário 1.16 temos:

lim
ξ→±∞

ψξ(ξ)ϕξ(ξ) = lim
ξ→±∞

ψξ(ξ)

1/ϕξ(ξ)
= lim

ξ→±∞
ψξξ(ξ)ϕξ(ξ)

2

ϕξξ(ξ)

= lim
ξ→±∞

−(A(ξ)− f ′(ϕ(ξ))ψ(ξ))

(
ϕξ(ξ)

f(ϕ(ξ))

)
ϕξ(ξ) = 0.

Portanto

(1.38) lim
ξ→±∞

ψξ(ξ)ϕξ(ξ) = 0

Notemos que se (1.37) não é satisfeito, então pelo Corolário 1.16, (1.38) ainda continua
valendo. De 1.38 temos que

(1.39) −∞ < ψξ(ξ)ϕξ(ξ)

∣∣∣∣
∞

0

= ψξ(ξ)ϕξ(ξ)

∣∣∣∣
−∞

0

<∞.



36 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Por outro lado, pelo Corolário 1.17 temos

(1.40) −∞ < ψ(ξ)ϕξξ(ξ)

∣∣∣∣
∞

0

= ψ(ξ)ϕξξ(ξ)

∣∣∣∣
−∞

0

<∞

Assim, usando (1.27), a integração por partes, (1.39) e (1.40) temos
∫ ∞

0

A(ξ)ϕξ(ξ)dξ =

∫ ∞

0

[ψξξ(ξ)ϕξ(ξ) + f ′(ϕ(ξ))ϕξ(ξ)ψ(ξ)]dξ(1.41)

= (ψξ(ξ)ϕξ(ξ) + f(ϕ(ξ))ψ(ξ))

∣∣∣∣
ξ=∞

ξ=0

−
∫ ∞

0

ψξ(ξ)ϕξξ + f(ϕ(ξ))ψξ(ξ)dξ

= (ψξ(ξ)ϕξ(ξ) + f(ϕ(ξ))ψ(ξ))

∣∣∣∣
ξ=∞

ξ=0

= (ψξ(ξ)ϕξ(ξ)− ϕξξ(ξ)ψ(ξ))

∣∣∣∣
ξ=∞

ξ=0

= (ψξ(ξ)ϕξ(ξ)− ϕξξ(ξ)ψ(ξ))

∣∣∣∣
ξ=−∞

ξ=0

=

∫ −∞

0

ψξξ(ξ)ϕξ(ξ) + f ′(ϕ(ξ))ϕξ(ξ)ψ(ξ)dξ

=

∫ −∞

0

A(ξ)ϕξ(ξ)dξ.

Portanto,
∫∞
−∞A(ξ)ϕξ(ξ)dξ = 0 e em particular

−∞ <

∫ −∞

0

A(ξ)ϕξ(ξ)dξ <∞.

Teorema 1.19 a) A equação (1.27) tem solução limitada se e somente se

−∞ <

∫ −∞

0

ϕ′(s)A(s)ds =

∫ ∞

0

ϕ′(s)A(s)ds <∞.

Em particular, se existe solução limitada para (1.27), temos
∫ ∞

−∞
ϕ′(s)A(s)ds = 0.

b) Neste caso a solução é única e é dada por

ψ(ξ) = ϕ′(ξ)
[
−c

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]
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onde
c =

∫ ±∞

0

A(s)ϕ′(s)ds.

c) Se A(ξ) = O(ξ−n) quando |ξ| → ∞ para algum n ∈ N então a solução ψ também
satisfaz ψ(ξ) = O(ξ−n) quando |ξ| → ∞ para o mesmo n.

Demonstração: Podemos escrever (1.27) como

(1.42)





(
ψ

ψξ

)′

+

(
0 −1

f ′(ϕ(ξ)) 0

) (
ψ

ψξ

)
=

(
0

A(ξ)

)

(
ψ(0)

ψξ(0)

)
=

(
0

c

)

onde c é a nossa escolha para ψξ(0), escolha esta que se tornará necessária mais adiante.
Seja F : R× R× R→ R2 dada por

F (ξ, x, y) = −
(

0 −1

f ′(ϕ(ξ)) 0

) (
x

y

)
+

(
0

A(ξ)

)

.

Então pelas hipóteses de f , ϕ e A, temos que F é lipschitziana nas duas últimas variáveis.
Assim, pelo teorema de Picard, para cada c �xado, existe uma e única solução de (1.42)
e portanto de (1.27). O fato é que esta solução pode não ser limitada.

Derivando (1.25) temos:

(1.43) ϕ′ξξ + f ′(ϕ(ξ))ϕ′ = 0,

de onde vemos que ϕ′ é solução da equação homogênea associada a (1.27) e portanto
(ϕ′, ϕ′′) é uma solução da equação homogênea associada a (1.42). Em busca de uma
solução geral de (1.42), vamos achar uma solução do problema homogêneo associado a
(1.42) e linearmente independente a (ϕ′, ϕ′′).
Sejam

(1.44) (ω1(ξ), ω
′
1(ξ)) = (ϕ′(ξ), ϕ′′(ξ))

e

(1.45) ω2(ξ) = ω1(ξ)

∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds.

Por (1.29) e (1.31) temos que ϕ′ < 0 e portanto (1.45) está bem de�nido. Assim,

ω′2(ξ) = ω′1(ξ)
∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds+
1

ω1(ξ)
.
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Segue que

ω′′2(ξ) = ω′′1(ξ)
∫ ξ

0

1

ω2
1

(s)ds+
ω′1(ξ)
ω2

1(ξ)
− ω′1(ξ)
ω2

1(ξ)
= ω′′1(ξ)

∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds.

conseqüentemente, por (1.43) e (1.44) temos:

ω′′2(ξ) + f ′(ϕ(ξ))ω2(ξ) =

( ∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds

)
(ω′′1(ξ) + f ′(ϕ(ξ))ω1(ξ)) = 0,

o que mostra que ω2 também é solução do problema homogêneo associado a (1.27). Por-
tanto (ω2, ω

′
2) é solução do problema homogêneo associado à (1.42). Precisamos mostrar

ainda que (ω1, ω
′
1) e (ω2, ω

′
2) são linearmente independentes. Seja

Υ(ξ) =

(
ω1(ξ) ω2(ξ)

ω′1(ξ) ω′2(ξ)

)

.

Assim

det(Υ(ξ)) = ω1(ξ)ω
′
2(ξ)− ω′1(ξ)ω2(ξ)(1.46)

= ω1(ξ)ω
′
1(ξ)

∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds+
ω1(ξ)

ω1(ξ)
− ω1(ξ)ω

′
1(ξ)

∫ ξ

0

1

ω2
1(s)

ds = 1,

o que mostra que (ω1, ω
′
1) e (ω2, ω

′
2) são linearmente independentes. ObservamosΥ(ξ) é

uma matriz fundamental do problema homogêneo associado à (1.42). A�rmamos que

(1.47)
(

ψ(ξ)

ψξ(ξ)

)
= Υ(ξ)

(
(Υ(0))−1

(
0

c

)
+

∫ ξ

0

(Υ(s))−1

(
0

A(s)

)
ds

)

é solução de (1.42). De fato:
(

ψ(ξ)

ψξ(ξ)

)′

= Υ′(ξ)

[
(Υ(0))−1

(
0

c

)
+

∫ ξ

0

(Υ(s))−1

(
0

A(s)

)
ds

]

+ Υ(ξ)(Υ(ξ))−1

(
0

A(ξ)

)

= −
(

0 −1

f ′(ϕ(ξ)) 0

)
Υ(ξ)

[
(Υ(0))−1

(
0

c

)
+

∫ ξ

0

(Υ(s))−1

(
0

A(s)

)
ds

]
+

(
0

A(ξ)

)

= −
(

0 −1

f ′(ϕ(ξ)) 0

) (
ψ

ψξ

)
+

(
0

A(ξ)

)
.
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Isto mostra que (1.47) satisfaz a equação associada a (1.42). E
(

ψ(0)

ψξ(0)

)′

= Υ(0)(Υ(0))−1

(
0

c

)
=

(
0

c

)
.

Assim mostramos que (1.47) é solução de (1.42) e portantoψ é solução de (1.27). Mas
por (1.46) segue que

Υ(ξ) =

(
ω1(ξ) ω2(ξ)

ω′1(ξ) ω′2(ξ)

)

e conseqüentemente

(Υ(ξ))−1 =
1

det(Υ(ξ))

(
ω′2(ξ) −ω2(ξ)

−ω′1(ξ) ω1(ξ)

)
=

(
ω′2(ξ) −ω2(ξ)

−ω′1(ξ) ω1(ξ)

)

.

(1.48)

Por (1.44), (1.29) (1.31) temos:

(1.49) ω1(0) = ϕ′(0) = −
√

2(W (a)−W (0)) 6= 0

e por (1.45) segue que

(1.50) ω2(0) = 0

Substituindo (1.48) em (1.47) temos:
(

ψ(ξ)

ψξ(ξ)

)
=

(
ω1(ξ) ω2(ξ)

ω′1(ξ) ω′2(ξ)

) [(
ω′2(ξ) −ω2(ξ)

−ω′1(ξ) ω1(ξ)

)(
0

c

)
+

+

∫ ξ

0

(
ω′2(s) −ω2(s)

−ω′1(s) ω1(s)

)(
0

A(s)

)
ds

]

.

Substituindo (1.49) e (1.50) na equação acima temos:
(

ψ(ξ)

ψξ(ξ)

)
=

(
ω1(ξ) ω2(ξ)

ω′1(ξ) ω′2(ξ)

)[(
0

−c
√

2(W (a)−W (0))

)
+

+

∫ ξ

0

(
−ω2(s)A(s)

ω1(s)A(s)

)
ds

]

.

Conseqüentemente

ψ(ξ) = −c
√

2(W (a)−W (0))ω2(ξ)− ω1(ξ)

∫ ξ

0

ω2(s)A(s)ds+ ω2(ξ)

∫ ξ

0

ω1(s)A(s)ds.

Substituindo (1.45) e (1.44) na equação acima, segue:

ψ(ξ) = ϕ′(ξ)
[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds(1.51)

−
∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds +

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]
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Assim para cada c temos uma única solução ψ para o problema (1.27), que é contínua,
mas nem sempre limitada. De fato ela é limitada se e somente se

(1.52)
∫ ∞

0

ϕ′(s)A(s)ds =

∫ −∞

0

ϕ′(s)A(s)ds = −c
√

2(W (a)−W (0)).

Pois se supusermos que

c
√

2(W (a)−W (0)) 6=
∫ ±∞

0

ϕ′(s)A(s)ds,

como
d

dξ

[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

=
1

ϕ′(ξ)2

[
−c

√
2(W (a)−W (0)) +

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

o que pelo corolário (1.16) é ilimitado e portanto
[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

é ilimitado. Usando a regra de L'Hospital e (1.33) temos:

lim
ξ→±∞

ψ(ξ) = lim
ξ→±∞

1

1/ϕ′(ξ)

[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

−
∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

= lim
ξ→±∞

1

ϕ′′(ξ)

[
−c

√
2(W (a)−W (0)) +

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

o que é ilimitado pela suposição acima e pelo fato de
1

ϕ′′(ξ)

ser ilimitada. Este último fato é conseqüência de (1.25). Agora se tomarmosc tal que

c
√

2(W (a)−W (0)) =

∫ ±∞

0

ϕ′(s)A(s)ds

e se
[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]
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é limitada, então pelo corolário (1.16) temos queψ é limitada. Se
[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

não for limitada, então podemos aplicar a regra de L'Hospital duas vezes, assim obtendo

lim
ξ→±∞

ψ(ξ) = lim
ξ→±∞

1

1/ϕ′(ξ)

[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

−
∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

= lim
ξ→±∞

1

ϕ′′(ξ)

[
−c

√
2(W (a)−W (0)) +

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

= lim
ξ→±∞

A(ξ)

f ′(ϕ(ξ))
=
A(∞)

f ′(0)
e A(−∞)

f ′(1)

respectivamente. Ainda por (0.4) f ′(0) < 0 e f ′(1)<0, mostrando assim que o limite
acima é limitado. E como ψ é contínua, temos que ψ é limitada, mostrando assim as
partes (a) e (b) deste teorema.
Agora se A(ξ) = O(ξ−n) quando |ξ| → ∞ para algum n ∈ N e se

[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

for limitada, então pelo corolário (1.16) segue queψ(ξ) = O(ξ−n) quando |ξ| → ∞. Mas
se

[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds−

∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds

+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]

não for limitada, então usando duas vezes a regra de L'Hospital e pela hipótese adicional
de A, temos que existe k > 0 tal que |A(ξ)| ≤ k|ξ−n| e assim obtemos:

lim
ξ→±∞

|ψ(ξ)|
|ξ−n| = lim

ξ→±∞
1

|ξ−n/ϕ′(ξ)|

∣∣∣∣
[
−c

√
2(W (a)−W (0))

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

−
∫ ξ

0

ϕ′(s)
∫ s

0

1

ϕ′(z)2
dzA(s)ds+

∫ ξ

0

1

ϕ′(s)2
ds

∫ ξ

0

ϕ′(s)A(s)ds

]∣∣∣∣

= lim
ξ→±∞

∣∣∣
[
−c

√
2(W (a)−W (0)) +

∫ ξ

0
ϕ′(s)A(s)ds

]∣∣∣
|ξ−nϕ′′(ξ)− nξ−n−1ϕ′(ξ))|
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= lim
ξ→±∞

|A(ξ)ϕ′(ξ)|
| − nξ−n−1ϕ′′(ξ)− ξ−nf ′(ϕ(ξ))ϕ′(ξ)− n(−n− 1)ξ−n−2ϕ′(ξ)− nξ−n−1ϕ′′(ξ)|

= lim
ξ→±∞

|A(ξ)ϕ′(ξ)|
|ϕ′(ξ)(−2nξ−n−1/L− ξ−nf ′(ϕ(ξ))− n(−n− 1)ξ−n−2)|

≤ lim
ξ→±∞

k|ξ−n|
−2nξ−n−1/L− ξ−nf ′(ϕ(ξ))− n(−n− 1)ξ−n−2

=
k

α
<∞

onde α = limx→0 f
′(x) e α = limx→1 f

′(x) respectivamente. Por (0.4) f ′(0) < 0 e f ′(1) < 0

e portanto α < 0, mostrando assim que o limite acima é limitado. Isto acaba de mostrar
a parte (c) do teorema.
Observemos que o ítem c do teorema acima ainda continua valendo se trocarmosO(ξ−n)

quando |ξ| → ∞ para algum n ∈ N por O(e−ρ|ξ|) quando |ξ| → ∞ para algum ρ > 0.
A demonstração deste fato, a menos das devidas substituições, é exatamente idêntica à
aquela apresentada acima.



Capítulo 2

Obtenção da equação da interface

2.1 Introdução
Neste capítulo apresentaremos uma derivação formal da equação de movimento

da interface para a equação de advecção-reação-difusão

(2.1)
{
εut = ε M u+ ε

h(x)
Oh(x) · Ou+ 1

ε
f(u)

x ∈ Rn, t > 0

e para a equação de reação-difusão com termo espacialmente não homogêneo

(2.2)
{
εut = ε M u+ 1

ε
h(x)2f(u)

x ∈ Rn, t > 0,

sendo ε > 0 um parâmetro pequeno, h(x) > 0 suave e f como em (0.4). Mostraremos que
apesar de as duas equações não serem iguais, elas tem o mesmo movimento de interface.

2.2 Evolução das soluções das equações de reação-difusão
Agora vamos estudar a evolução das soluções de (2.1) e (2.2). Para isto, con-

sideraremos o caso especial em que h(x) = c, sendo c > 0 uma constante. Neste caso
suporemos que M uε é limitado. Com estas hipóteses, a equação (2.1) se resume a

(2.3) εut = ε M u+
1

ε
f(u)

enquanto (2.2) se transforma em

εut = ε M u+
c2

ε
f(u).

Nesta última, tomando ε̃ .
= ε/c2, recaímos em (2.3), isto é; sem perda de generalidade,

(2.3) também representa (2.2). Seja uε a solução da equação (2.3).

43
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No primeiro estágio, vamos tomar τ .
= t/ε2. Escrevendo t em função de τ em

(2.3) e observando que τ .
= t/ε2 ⇒ dt = ε2dτ , (2.3) �ca

1

ε

d

dτ
uε(x, τ) = ε M uε(x, τ) +

1

ε
f(uε(x, τ)),

que podemos reescrever como

d

dτ
uε = ε2 M uε + f(uε).

Como estamos com 0 < ε << 1, com exceção nas vizinhanças próximas das raízes de
f , espera-se que a taxa de reação na equação acima domine o efeito de difusão. Assim
podemos aproximar a equação acima por

(2.4) d

dτ
uε = f(uε)

Mas f(uε) = −W ′(uε) e portanto f é negativa em (0, a) e positiva em (a, 1). Veja o
grá�co na Figura 2.1.

Figura 2.1: Grá�co de f em função de uε.

(0,0) 1

f(uε)

→uε

↑

a

Logo, se 0 < uε(x, 0) < a então uε(x, τ) se aproxima de 0 quando τ cresce,
isto porque uε decresce a medida que τ cresce sem se tornar signi�cativamente negativa.
Fazendo uma análise parecida, temos que se 1 > uε(x, 0) > a, então uε(x, τ) se aproxima
de 1 . Isto pode ser visto na representação do retrato de fase no grá�co da Figura 2.2.
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Figura 2.2: Retrato de fase para uε em função de τ .

(0,0)

1

a

τ

uε

Aqui 0 e 1 funcionam como atratores do �uxo associado a (2.4) e à medida em que
a solução se afasta dos mesmos, a taxa de reação ganha força, fazendo com que a solução
volte a se aproximar do seu respectivo atrator. Isto já não é válido em toda vizinhança
su�cientemente pequena de a, pois o mesmo funciona como repulsor, fazendo com que
a solução se torne bastante instável a medida que τ (e portanto t) crescem; isto é: uma
pequena perturbação em x pode signi�car uma grande variação de uε. Observemos o
grá�co de uε em função de x para um τ grande �xo na Figura 2.3.

Figura 2.3: Grá�co de uε em função de x para um τ grande �xo.

Γε
τ

1

↑

a

0 →↘
x

→ uε(x, τ)

Isto motiva as seguintes de�nições:

De�nição 2.1 Dizemos que Γε
t = {x ∈ Rn | uε(x, t) = a} é a interface em cada t.

De�nição 2.2 De�nimos Γε = {⋃t>0(Γ
ε
t × {t}} como sendo a interface.

No segundo estágio, tomemos τ .
= t/ε. Escrevendo t em função de τ em (2.3),
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temos que
d

dτ
uε = ε M uε +

1

ε
f(uε).

Como ε é pequeno mas �xado, f contínua se anulando ema, então su�cientemente próximo
da interface o efeito de difusão M uε é su�cientemente grande para dominar a taxa de
reação ε−1f(uε) na equação acima. Aqui a situação difere, dependendo quando a função
potencial W (u) tem os mesmos mínimos em 0 e 1; isto é: W (0) = W (1) ou não. Allen e
Cahn [2] têm observado que seW (0) 6= W (1), então a interface começa a se mover numa
velocidade constante na direção normal. Por outro lado, seW (0) = W (1), que é o caso
desta dissertação, a interface permanece estacionária nesta escala.

No terceiro estágio vamos analisar a evolução deuε na escala t, restringindo-nos
somente ao caso em que W (0) = W (1). Allen e Cahn têm observado que neste caso a
interface começa a se mover com velocidade normal igual a curvatura média. Rubinstein,
Sternberg e Keller [19] mostraram de forma não rigorosa os cálculos deste fato. Mais
tarde, Xinfu Chen [7], entre outros, completaram os cálculos de forma bastante rigorosa
da evolução das interfaces do primeiro ao terceiro estágio.

Quando h(x) não for constante, o cenário precedente muda um pouco, mesmo
porque (2.1) e (2.2) não terão uma forma tão simples. Fazendoτ = t/ε2, (2.1) torna-se

(2.5) duε

dτ
= ε2(M uε +

1

h(x)
Oh(x) · Ouε) + f(uε)

e como ε é pequeno, a aproximação pela equação (2.4) feita no primeiro estágio no início
desta seção continua valendo. Já (2.2) torna-se

(2.6) duε

dτ
= ε2 M uε + h(x)2f(uε),

o que para regiões onde h(x)2 é grande pode ser tratada como a equação (2.5). Em
especial, se ∃ c > 0;h(x)2 > c ∀x ∈ Rn, então aplica-se também aqui a análise feita no
primeiro estágio.

No segundo estágio, como acima, tomemos a escala tempo como sendoτ = t/ε.
Então (2.1) torna-se

(2.7) duε

dτ
= ε(M uε +

1

h(x)
Oh(x) · Ouε) +

1

ε
f(uε)

e como ε é um parâmetro �xo, então para regiões su�cientemente próximas da interface,
a equação acima pode ser aproximada por

duε

dτ
= ε(M uε +

1

h(x)
Oh(x) · Ouε).

Por outro lado, nesta escala, a equação (2.2) �ca

(2.8) duε

dτ
= ε M uε +

h(x)2

ε
f(uε)
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que, se uε estiver próximo da interface, pode ser aproximada pela equação parabólica

duε

dτ
= ε M uε.

2.3 Expansões assintóticas
Seja uε a solução de (2.1) ou (2.2) e Γε

t , Γε as interfaces de�nidas nas de�nições
2.1 e 2.2 respectivamente. Agora em diante assumiremos que para todo t ≥ 0 Γε

t é
uma hiperfície suave, fechada tal que Rn\Γε

t tem duas componentes conexas, a saber
uma limitada e outra ilimitada. Seja Ωε

t a componente conexa limitada descrita acima.
Vejamos a representação de Ωε

t para n = 2 dada na Figura 2.4.
Seja dε a função distância com sinal de�nida por

(2.9) dε(x, t) =

{
dist(x,Γε

t), se x ∈ Rn\Ωε
t

−dist(x,Γε
t), se x ∈ Ωε

t

onde dist(x,Γε
t) = inf(y∈Γε

t )
{d(x, y)} é a distância de x até a hiperfície Γε

t , sendo d(x, y),
como em (1.17) a distância de x a y. Pela própria de�nição de dε temos que dε|Γε = 0,

pois dist(x,Γε
t) = 0 para x ∈ Γε

t . Notemos também que para cada t ≥ 0, dε(·, t) satisfaz
as hipóteses de d(·) de�nida em (1.17), com S = Γε

t , assim pelos resultados (1.10) e (1.11)

(2.10) ‖Odε‖ = 1

numa vizinhança tubular de Γε. Assumiremos também que dε tem a expansão assintótica
dada por

(2.11) dε(x, t) = d0(x, t) + εd1(x, t) + ε2d2(x, t) + . . .

e de�nimos:

Γt ={x ∈ Rn | d0(x, t) = 0},(2.12)
Ωt ={x ∈ Rn | d0(x, t) < 0},(2.13)
Γ = ∪t≥0 (Γt × {t}),(2.14)
Q0 = ∪t≥0 (Rn\Ωt × {t}) e(2.15)
Q1 = ∪t≥0 (Ωt × {t}).(2.16)

Figura 2.4: Representação de Ωε
t para n = 2.

Ωε
t

Rn

Γε
t

↓
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Fazendo ε→ 0, obtemos que

(2.17) lim
ε→0

dε = d0

pois por (2.11), d(ε, x, t) = dε(x, t) é contínua na variável ε. Observemos que pela de�nição
de dε, Γε

t = (dε)−1(0), enquanto Γt = (d0)
−1(0). Vamos supor também que

(2.18) Γt é suave.

Assumiremos também que uε(x, t) tem as expansões assintóticas externas

(2.19) uε(x, t) =

{
u+

0 (x, t) + εu+
1 (x, t) + ε2u+

2 (x, t) + . . . , se x ∈ Q0,

u−0 (x, t) + εu−1 (x, t) + ε2u−2 (x, t) + . . . , se x ∈ Q1.

Quando não houver necessidade de distinção entreQ0 e Q1 simplesmente escrevemos

(2.20) uε(x, t) = u0(x, t) + εu1(x, t) + ε2u2(x, t) + . . .

para (x, t) longe da interface Γε. Ainda assumiremos também queuε(x, t) tem a expansão
interna

(2.21) uε(x, t) = U0(ξ, x, t) + εU1(ξ, x, t) + ε2U2(ξ, x, t) + . . .

perto da interface Γε. Sendo

(2.22) ξ = dε(x, t)/ε

de certa forma um aumento de ordem dey = (x, t) em relação a ε. Cabe aqui relembrarmos
as De�nições 1.7 e 1.5 e os Exemplos 1.2 e 1.3. Estamos supondo que a variávelξ dá
exatamente a correta escala espacial para descrever a acentuada transição entre as regiões
u w 0 e u w 1. Como uε = a em Γε, vamos normalizar Uk tal que

(2.23) U0(0, x, t) = a e Uk(0, x, t) = 0 para k = 1, 2, 3, . . . e x perto de Γε.

Tomando (x, t) /∈ Γε, mas perto de Γε e fazendo ε→ 0 (e portanto ξ → ±∞) temos:

Uk(+∞, x, t) = u+
k (x, t), se x ∈ (Rn\Ωt)(2.24)

Uk(−∞, x, t) = u−k (x, t), se x ∈ (Ωt)(2.25)

onde u+
k e u−k são as expansões externas de�nidas em (2.19). Agora estamos �nalmente

em condições de usar a função distância com sinal e expansões assintóticas para obter as
equações de movimento das interfaces das equações em estudo.
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2.4 Equação de movimento de interface da solução da
equação de advecção-reação-difusão
Usando a expansão assintótica externa (2.20) em (2.1) obtemos que

ε
d

dt

∞∑
i=0

εiui(x, t) = ε M
∞∑
i=0

εiui(x, t)

+
ε

h(x)
Oh(x) · O

∞∑
i=0

εiui(x, t) +
1

ε
f(

∞∑
i=0

εi+1ui(x, t).

Expandindo f em torno de u0(x, t) podemos escrever esta equação como
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
ui(x, t)(2.26)

=
∞∑
i=0

εi+1 M ui(x, t) +
1

h(x)
Oh(x) ·

∞∑
i=0

εi+1Oui(x, t)

+
∞∑

j=0

1

j!
f (j)(u0(x, t))ε

−1(
∞∑
i=1

εiui(x, t))
j.

Separando os coe�cientes de ε−1 em (2.26) obtemos que

(2.27) f(u0(x, t)) = 0 em Q0 ∪Q1

e separando os coe�cientes de ε0 em (2.26) temos que

(2.28) f ′(u0(x, t))u1(x, t) = 0 em Q0 ∪Q1.

Por (0.6) e (2.27) segue que u0 = 0, ou u0 = a, ou u0 = 1. Como estamos estudando a
interface entre as regiões onde u ≈ 0 e u ≈ 1, temos que

(2.29) u0(x, t) = 0 em Q0 e u0(x, t) = 1 em Q1

ou
u0(x, t) = 1 em Q0 e u0(x, t) = 0 em Q1.

Como ambos os casos têm o mesmo tratamento, vamos assumir (2.29). Paran = 2, a
representação de u0 pode ser vista na Figura 2.5.

De (2.28), (2.29) e (0.6), temos que

(2.30) u1(x, t) = 0 em Q0 ∪Q1.

Usando a expansão assintótica interna (2.21) e expandindo f em torno de U0, obtemos
que

f(uε(x, t)) =
∞∑

j=0

f (j)(U0(ξ, x, t))
1

j!
ε−1(

∞∑
i=1

εiUi(ξ, x, t))
j.(2.31)
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Figura 2.5: Representação de u0 no caso em que n = 2.

u0 = 1

u0 = 0

Γε

↓

Usando (2.22) e (2.11) temos que

d

dt
(Ui(ξ(ε, x, t), x, t)) =

d

dt
(Ui

(
dε(x, t)

ε
, x, t

)
)(2.32)

=
1

ε

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)

∂

∂t
dε(x, t) +

∂

∂t
Ui(ξ, x, t)

=
1

ε

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)

∞∑
j=0

εj ∂

∂t
dj(x, t) +

d

dt
Ui(ξ, x, t).

E pelo mesmo motivo e ainda, usando (2.10) pois a mesma vale perto deΓε, temos que

M (Ui(ξ(ε, x, t), x, t)) =M (Ui

(
dε(x, t)

ε
, x, t

)
)(2.33)

=
n∑

j=1

d2

dx2
j

(
Ui

(
dε(x, t)

ε
, x, t

))

=
n∑

j=1

d

dxj

[
1

ε

∂

∂xj

dε(x, t)
∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t) +

∂

∂xj

Ui(ξ, x, t)

]

=
n∑

j=1

[
1

ε

∂2

∂x2
j

dε(x, t)
∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t) +

1

ε2

(
∂

∂xj

dε(x, t)

)2
∂2

∂ξ2
Ui(ξ, x, t)

+
2

ε

∂

∂xj

dε(x, t)
∂2

∂ξxj

Ui(ξ, x, t) +
∂2

∂x2
j

Ui(ξ, x, t)

]

=
1

ε
M dε(x, t)

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t) +

1

ε2
‖Odε(x, t)‖2 ∂

2

∂ξ2
Ui(ξ, x, t)

+
2

ε
Odε(x, t) · Ox

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)+ Mx Ui(ξ, x, t)

=
1

ε

∞∑
j=0

εj M dj(x, t)
∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t) +

1

ε2

∂2

∂ξ2
Ui(ξ, x, t)
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+
2

ε

∞∑
j=0

εjOdj(x, t) · Ox
∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)+ Mx Ui(ξ, x, t).

E analogamente

Ox(Ui(ξ(ε, x, t), x, t)) = Ox(Ui

(
dε(x, t)

ε
, x, t

)
)(2.34)

=
1

ε

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)Odε(x, t) + OxUi(ξ, x, t)

=
1

ε

∂

∂ξ
Ui(ξ, x, t)

∞∑
j=0

εjOdj(x, t) + OxUi(ξ, x, t).

Agora substituindo (2.21) em (2.1) temos que
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
(Ui(ξ(ε, x, t), x, t) =

∞∑
i=0

εi+1 Mx (Ui(ξ(ε, x, t), x, t))

+
1

h(x)
Oh(x) ·

∞∑
i=0

εi+1Ox(Ui(ξ(ε, x, t), x, t)) +
1

ε
f(

∞∑
i=0

εi(Ui(ξ, x, t)).

Usando (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) a equação acima é equivalente a
∞∑

i=0,
j=0

εi+j ∂

∂ξ
Ui
∂

∂t
dj +

∞∑
i=0

εi+1 ∂

∂t
Ui(2.35)

=
∞∑

i=0,
j=0

εi+j M dj
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi−1 ∂
2

∂ξ2
Ui

+ 2
∞∑

i=0,
j=0

εi+jOdj · Ox
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi+1 Mx Ui

+
1

h(x)
Oh(x) ·




∞∑
i=0,
j=0

εi+j ∂

∂ξ
UiOdj +

∞∑
i=0

εi+1OxUi




+
∞∑

j=0

f (j)(U0)
1

j!
ε−1(

∞∑
i=1

εiUi)
j.

Comparando os coe�cientes de ε−1 em (2.35) temos que

∂2

∂ξ2
U0 + f(U0) = 0.

Isto pode ser escrito como

(2.36) U0ξξ + f(U0) = 0.
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E separando os coe�cientes de ε0 segue:

∂

∂ξ
U0

∂

∂t
d0 =M d0

∂

∂ξ
U0 +

∂2

∂ξ2
U1 + 2Od0 · Ox

∂

∂ξ
U0

+
1

h
Oh ·

(
∂

∂ξ
U0Od0

)
+ f ′(U0)U1.

Isto pode ser escrito como

U1ξξ + f ′(U0)U1 = U0ξ

(
d0t− M d0 − Oh · Od0

h

)
− 2Od0 · OxU0ξ.(2.37)

Ambas, (2.36) e (2.37) são EDOs em ξ com parâmetros x e t. Mas pelas condições de
normalização dadas em (2.23), segue que

U0(0, x, t) = a

e pelas condições (2.24), (2.25) e por (2.29) temos que

(2.38)
{
U0(+∞, x, t) = u+

0 (x, t) = 0

U0(−∞, x, t) = u−0 (x, t) = 1.

Assim

(2.39)





U0(+∞, x, t) = 0

U0(0, x, t) = a

U0(−∞, x, t) = 1.

Logo por (2.36) e por (2.39),

(2.40) U0(ξ, x, t) = ϕ(ξ)

onde ϕ é solução de (1.25) com condições iniciais dados por (1.26).
Substituindo (2.40) em (2.37), observando queOxϕ

′(ξ) = 0 (pois ϕ não depende
de x) e usando as condições (2.23), temos que

{
U1ξξ + f ′(ϕ(ξ))U1 =

(
d0t− M d0 − Oh·Od0

h

)
ϕ′(ξ)

U1(0, x, t) = 0.
(2.41)

Aqui, para cada (x, t) ∈ Rn × R, fazendo

A(ξ) =

(
d0t− M d0 − Oh · Od0

h

)
ϕ′(ξ)

e com o Corolário 1.16, temos que (2.41) satisfaz as hipóteses do Teorema 1.18.
Seja

(2.42) g(x, t) =

(
d0t(x, t)− M d0(x, t)− Oh(x) · Od0(x, t)

h(x)

)
.
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Então, pela hipótese assumida quando fazemos a expansão assintótica interna (2.21), o
problema (2.41) tem solução limitada em ξ e assim pelo Teorema 1.18 segue que

∫ ∞

−∞
g(x, t)ϕ′(ξ)2dξ = 0

Por (1.29) e (1.31) e pela igualdade acima, segue queg(x, t) = 0 e portanto

(2.43) d0t(x, t) =M d0(x, t) +
Oh(x) · Od0(x, t)

h(x)

Por (2.17) e pelo Corolário 1.13 temos que emS = Γ vale

(2.44) ~n = Od0

e conseqüentemente

(2.45) ∂

∂~n
ln(h) =

Oh · Od0

h

Também por (2.17) e pelo Teorema 1.12, temos que a curvatura médiaH em S = Γ é
dada por

(2.46) H =
1

n− 1
M d0

Seja x(t) tal que (x(t), t) ∈ Γ. Então temos que d0(x(t), t) = 0 e, conseqüentemente
d

dt
d0(x(t), t) = 0

para todo t ≥ 0. Portanto Od0(x, t) · x′(t) = −d0t(x(t), t). Mas por (2.44) Od0(x, t) · x′(t)
é exatamente a componente normal da velocidade deΓ em x. Assim

(2.47) V (x(t), t) = −d0t(x(t), t)

é a velocidade normal da hiperfícieΓ. Logo, por (2.47), (2.46) e (2.45), (2.43) nos diz que

(2.48) V = −(n− 1)H − ∂

∂~n
ln(h).

2.5 Equação de movimento da interface para a solução
da equação de reação-difusão com taxa de reação
espacialmente não homogênea
Usando a expansão assintótica (2.20) em (2.2) temos que

ε
d

dt

∞∑
i=0

εiui(x, t) = ε M
∞∑
i=0

εiui(x, t) +
h(x)2

ε
f(

∞∑
i=0

εi+1ui(x, t)).
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Expandindo f em torno de u0(x, t), esta equação pode ser escrita como
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
ui(x, t)(2.49)

=
∞∑
i=0

εi+1 M ui(x, t)+
h(x)2

ε

∞∑
j=0

1

j!
f (j)(u0(x, t))ε

−1(
∞∑
i=1

εiui(x, t))
j.

Separando os coe�cientes de ε−1 em (2.49) e usando a hipótese que h > 0, segue

(2.50) f(u0(x, t)) = 0 em Q0 ∪Q1.

Também, separando os coe�cientes deε0 em (2.26) e usando a hipótese queh > 0, obtemos
que

(2.51) f ′(u0(x, t))u1(x, t) = 0 em Q0 ∪Q1.

Estamos na mesma situação da seção anterior e pelo mesmo motivo assumiremos

(2.52) u0(x, t) = 0 em Q0 e u0(x, t) = 1 em Q1

De (2.51), (2.52) e (0.6), temos que

(2.53) u1(x, t) = 0 em Q0 ∪Q1.

Até aqui o procedimento é semelhante ao da seção anterior e portanto continuam valendo
as condições de normalização (2.23) dadas na mesma.

Agora, usando a expansão assintótica interna (2.21) em (2.2) obtemos que
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
(Ui(ξ(ε, x, t), x, t) =

∞∑
i=0

εi+1 Mx (Ui(ξ(ε, x, t), x, t))

+
h(x)2

ε
f(

∞∑
i=0

εi(Ui(ξ, x, t)).

Usando (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) a equação acima é equivalente a
∞∑

i=0,
j=0

εi+j ∂

∂ξ
Ui
∂

∂t
dj +

∞∑
i=0

εi+1 ∂

∂t
Ui(2.54)

=
∞∑

i=0,
j=0

εi+j M dj
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi−1∂
2

ξ2
Ui

+ 2
∞∑

i=0,
j=0

εi+jOdj · Ox
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi+1 Mx Ui

+
∞∑

j=0

h2(x)

ε
f (j)(U0)

1

j!
(
∞∑
i=1

εiUi)
j.
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Comparando os coe�cientes de ε−1 em (2.54) temos que

(2.55) U0ξξ + h2(x)f(U0) = 0

e separando os coe�cientes de ε0 segue que

∂

∂ξ
U0

∂

∂t
d0 =M d0

∂

∂ξ
U0 +

∂2

∂ξ2
U1 + 2Od0 · Ox

∂

∂ξ
U0 + h2(x)f ′(U0)U1.

Mas esta pode ser escrita como

U1ξξ + h2(x)f ′(U0)U1 = U0ξ (d0t− M d0)− 2Od0 · OxU0ξ.(2.56)

Como h(x) > 0, segue que

(2.57) ξ · h(x) =





−∞, se ξ = −∞
0, se ξ = 0

∞, se ξ = ∞.

Seja ϕ a solução de (1.25) com dados iniciais (1.26). Então por (2.55) e por (2.57)

(2.58) U0(ξ, x, t) = ϕ(h(x)ξ)

é a solução de (2.55) com dados iniciais (2.39). Substituindo (2.58) em (2.56) segue que

U1ξξ + h2(x)f ′(ϕ(h(x)ξ))U1(2.59)

=
d

dξ
ϕ(h(x)ξ) (d0t− M d0)− 2Ox

(
d

dξ
ϕ(h(x)ξ)

)
· Od0

= h(x)ϕ′(h(x)ξ)(d0t− M d0)− 2Od0 · Ox(h(x)ϕ
′(h(x)ξ))

= h(x)ϕ′(h(x)ξ)(d0t− M d0)− 2Od0 · Oxh(x)ϕ
′(h(x)ξ)

− 2h(x)ξϕ′′(h(x)ξ)Oh(x) · Odo

= h(x)ϕ′(h(x)ξ)(d0t− M d0)

− 2Od0 · Oxh(x)(ϕ
′(h(x)ξ) + ξϕ′′(h(x)ξ)h(x))

para todo ξ ∈ R.
Seja z = h(x)ξ, então (2.59) pode ser reescrito como

h2(x)U1zz + h2(x)f ′(ϕ(z))U1

= h(x)ϕ′(z)(d0t− M d0)− 2Od0 · Oh(x)(ϕ′(z) + ξϕ′′(z)h(x)).

Dividindo por h2 e reordenando os termos, obtemos

U1zz + f ′(ϕ(z))U1(2.60)

=

(
d0t− M d0 − 2Oh · Od0

h

)
ϕ′(z)
h

− 2

h2
Od0 · Ohzϕ′′(z)
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Pelas condições (2.23) temos que

(2.61) U1(0, x, t) = a.

Escrevendo

A(z, x, t) =

(
d0t(x, t)− M d0(x, t)− 2Oh(x) · Od0(x, t)

h(x)

)
ϕ′(z)
h(x)

− 2Od0(x, t) · Oh(x)
h(x)2

zϕ′′(z)

então pelos lemas 1.16 e 1.17 e como supomos expansão assintótica interna (2.21) temos
que A está nas hipóteses do Teorema 1.18.
Em especial

(
d0t− M d0 − 2Oh · Od0

h

) ∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz − 2Od0 · Oh

h

∫ ∞

−∞
zϕ′(z)ϕ′′(z)dz = 0.(2.62)

Pelo Corolário 1.16 temos que
zϕ′(z)2|z=∞

z=−∞ = 0.

Usando a integração por partes, obtemos que
∫ ∞

−∞
zϕ′(z)ϕ′′(z)dz = zϕ′(z)2|z=∞

z=−∞ −
∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz −

∫ ∞

−∞
zϕ′(z)ϕ′′(z)dz

e conseqüentemente
∫ ∞

−∞
zϕ′(z)ϕ′′(z)dz = −1

2

∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz.(2.63)

Substituindo (2.63) em (2.62) temos que
(
d0t− M d0 − 2Oh · Od0

h
+

Od0 · Oh
h

) ∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz = 0

E como ϕ′ é não nula então

d0t =

(
M d0 +

Oh · Od0

h

)

o que é exatamente a Equação 2.43 e conseqüentemente 2.48 está satisfeito. Concluindo,
mostramos que as equações (2.2) e (2.1) têm a mesma equação de movimento de interface.
Esta é dada por (2.48), a saber

V = −(n− 1)H − ∂

∂~n
ln(h).



Capítulo 3

Interface de um sistema de
reação-difusão

3.1 Introdução
Neste capítulo vamos introduzir o sistema de reação-difusão sem o termo �utuante

(3.1)
{
εut = ε M u+ 1

ε
h(v)2fε(u), x ∈ Rn, t > 0

εvt =M v + u− γv, x ∈ Rn, t > 0

onde fε(u) = (u(1− u)(u− 1/2 + αε), sendo α > 0. Nosso propósito é, usando expansões
assintóticas, mostrar que o movimento de interface para a solução do sistema acima é
idêntico ao movimento de interface do sistema de crescimento de chemotaxis

(3.2)
{
εut = ε M u− εO · (uOχ(ν)) + 1

ε
fε(u), em Ω× (0, T )

εvt =M v + u− γv, em Ω× (0, T )

onde O· é o operador divergente, sendo γ uma constante positiva. A funçãoχ é chamada
de função de sensibilidade da agregação de chemotaxis e satisfazχ′(v) > 0 para v > 0.
A Equação (3.2) foi proposta por Mimura e Tsujikawa[13] como um modelo de agregação
de indivíduos biológicos no caso em que h(v) = exp(−χ(v)).

Sendo (uε, vε) a solução do problema (3.2), Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura;
[5] mostraram que (uε, vε) → (u0, v0) em [0, T ] quando ε→ 0, para algum T > 0. Aqui u0

é a função característica do domínio em movimentoΩt ⊂⊂ Ω, cuja equação de movimento
relativa a v0 é dada pelo problema (3.3) a seguir:





V = −(n− 1)H + ∂χ(v0)
∂~n

+
√

2αexp(χ(v0))

− M v0(x, t) + γv0(x, t) =

{
0, x ∈ Ω\Ωt, t ∈ [0, T ],

1, x ∈ Ωt, t ∈ [0, T ]

(3.3)

57
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Sendo V e H respectivamente a velocidade normal e curvatura média de ∂Ωt. A ob-
tenção de (3.3) é fundamentada no uso da onda viajante de um problema auxiliar e a
função distância com sinal, como tem feito por exemplo Barles, Soner e Souganidis [4].
Observamos também que este método é, em sua maior parte, equivalente ao usado no
capítulo precedente. Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura �zeram uma prova rigorosa para
a convergência no caso em que v é estacionária [6].

3.2 Equação de movimento de interface do sistema de
reação-difusão sem o termo �utuante
Seja (uε, vε) a solução de (3.1) ou (3.2). Como no capítulo anterior, de�nimos a

interface Γε por Γε = {⋃t>0(Γ
ε
t ×{t}} onde Γε

t = {x ∈ Rn | uε(x, t) = 1/2}. Notemos que
no capítulo anterior Γε

t = {x ∈ Rn | uε(x, t) = a}, sendo 0 < a < 1 a raíz de f tal que
f ′(a) > 0. Aqui 1/2 é a raíz de f(u) = (u(1− u)(u− 1/2) = limε→0 fε.

Também de�nimos d0(x, t),Γt,Ωt,Γ, Q0 e Q1 como na Seção 3 do capítulo prece-
dente.

Assumimos que uε tem a expansão externa (2.20), a expansão interna (2.21) e
vamos impor as condições de normalização como na Seção 3, a saber (2.23), (2.24) e
(2.25). Assumimos também que vε tem a expansão

(3.4) vε(x, t) = v0(x, t) + εv1(x, t) + ε2v2(x, t) + · · ·

para todo x ∈ Rn, t > 0. Substituindo (2.20) e (3.4) em (3.1) obtemos que

ε
d

dt

∞∑
i=0

εiui(x, t) = ε M
∞∑
i=0

εiui(x, t) +
h(v)2

ε
fε(u),(3.5)

ε
d

dt

∞∑
i=0

εivi(x, t) =M
∞∑
i=0

εivi(x, t) +
∞∑
i=0

εivi(x, t)− γ

∞∑
i=0

εivi(x, t).(3.6)

Fazendo a expansão de Taylor h em torno de v0, segue que

h(vε) =
∞∑

j=0

h(j)(v0)
1

j!
(
∞∑
i=1

εivi)
j.(3.7)

Por outro lado

fε(u) =f0(u) + εf1(u), sendo(3.8)
f0(u) = u(1− u)(u− 1/2)

f1(u) = αu(1− u).
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Agora, fazendo as expansões de Taylor para f0 e f1 em torno de u0, obtemos que
{
f0(u

ε) =
∑∞

j=0 f
(j)
0 (u0)

1
j!
(
∑∞

i=1 ε
iui(ξ, x, t))

j,

f1(u
ε) =

∑∞
j=0 f

(j)
1 (u0)

1
j!
(
∑∞

i=1 ε
iui(ξ, x, t))

j.
(3.9)

Ainda substituindo (3.9) em (3.8) e daí substituindo (3.8) e (3.7) em (3.5), obtemos
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
ui(3.10)

=
∞∑
i=0

εi+1 M ui +
1

ε

( ∞∑
j=0

h(j)(v0)
1

j!
(
∞∑
i=1

εivi)
j

)2

( ∞∑
j=0

1

j!
f

(j)
0 (u0)(

∞∑
i=1

εiui(x, t))
j +

∞∑
j=0

ε

j!
f

(j)
1 (u0)(

∞∑
i=1

εiui(x, t))
j

)
.

Separando os coe�cientes de ε−1 em (3.10) segue que

(3.11) h(v0)
2f0(u0(x, t)) = 0.

Também, separando os coe�cientes de ε0 em (3.10), segue que

(3.12) h(v0)
2(f ′0(u0)u1 + f1(u0)) + 2h(v0)h

′(v0)v1f0(u0) = 0.

Separando os coe�cientes de ε0 em (3.6), obtemos que

(3.13) M v0 + u0 − γv0 = 0 em Q0 ∪Q1.

Por (3.11) temos que u0 = 0, ou u0 = a, u0 = 1. Então como em (2.29) na Seção 3 do
capítulo anterior, vamos supor que

(3.14) u0(x, t) = 0 se x ∈ Q0 e u0(x, t) = 1 se x ∈ Q1.

Por (3.14), (3.12) pode ser reescrito como

h(v0)
2f ′(u0)u1 = 0

e portanto, como h > 0 obtemos que

(3.15) u1 = 0 em Q0 ∪Q1

Por 3.13, v0 é solução de

− M v0(x, t) + γv0(x, t) =

{
0, x ∈ Rn\Ωt,

1, x ∈ Ωt

(3.16)
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Substituindo 2.21 e 3.4 na primeira equação do sistema (3.1), segue que
∞∑
i=0

εi+1 d

dt
(Ui(ξ(ε, x, t), x, t)) =

∞∑
i=0

εi+1 M (Ui(ξ(ε, x, t), x, t))

+
h(x)2

ε
fε(u

ε).

Usando (2.32), (2.33), (3.8), (3.9 e (3.7) a equação acima é equivalente a
∞∑

i=0,
j=0

εi+j ∂

∂ξ
Ui
∂

∂t
dj +

∞∑
i=0

εi+1 ∂

∂t
Ui

=
∞∑

i=0,
j=0

εi+j M dj
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi−1 ∂
2

∂ξ2
Ui

+ 2
∞∑

i=0,
j=0

εi+jOdj · Ox
∂

∂ξ
Ui +

∞∑
i=0

εi+1 Mx Ui

+
1

ε




∞∑
j=0

h(j)(v0)
1

j!

( ∞∑
i=1

εivi

)j



2 


∞∑
j=0

f
(j)
0 (U0)

1

j!

( ∞∑
i=1

εiUi

)j

+ε
∞∑
i=0

1

i!
f

(i)
1 (U0)(

∞∑
i=1

εiUi)
j

)
.

Comparando os coe�cientes de ε−1 e ε0 na equação acima, obtemos respectivamente que

(3.17) U0ξξ + h2(v)f0(U0) = 0

e
∂

∂ξ
U0

∂

∂t
d0 =M d0

∂

∂ξ
U0 +

∂2

∂ξ2
U1 + 2Od0 · Ox

∂

∂ξ
U0

+ h2(v0)f
′
0(U0)U1 + h2(v0)f1(U0) + 2h(v0)h

′(v0)v1f0(U0),

sendo que esta última pode ser reescrita como

U1ξξ + h2(v0)f
′
0(U0)U1 = U0ξ (d0t− M d0)− 2Od0 · OxU0ξ(3.18)

− 2h(v0)h
′(v0)v1f0(U0)− h2(v0)f1(U0).

Das condições de normalização (2.23) e de (2.24), (2.25), temos queU0 satisfaz (2.39).
Assim, por (3.17) e (2.39), U0 é solução do seguinte problema

(3.19)





U0ξξ + h2(v0)f0(U0) = 0

U0(+∞, x, t) = 0

U0(0, x, t) = 1/2

U0(−∞, x, t) = 1.
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Fazendo z = h(v0)ξ, então o problema acima pode ser reescrito como

(3.20)





U0zz + f0(U0) = 0

U0(+∞, x, t) = 0

U0(0, x, t) = 1/2

U0(−∞, x, t) = 1.

Logo, a solução em (3.20) é dada por

(3.21) U0(ξ, x, t) = ϕ(h(v0(x, t))ξ)

sendo ϕ a solução de (1.25) com dados iniciais (1.26) e f = f0. Aqui, pelo Exemplo 1.5

(3.22) ϕ(z) =
1

2

(
1− tgh(

z

2
√

2
)

)
.

Portanto,

(3.23) U0(ξ, x, t) =
1

2

(
1− tgh(

h(v0(x, t))ξ

2
√

2
)

)
.

Substituindo (3.21) em (3.18) e fazendo z = h(v0(x, t))ξ, obtemos que

h(v0(x, t))
2U1zz + h(v0(x, t))

2f ′0(ϕ(z))U1

= (d0t− M d0)ϕ
′(z)h(v0(x, t))

− 2Ox(h(v0(x, t))ϕ
′(h(v0(x, t)ξ))) · Od0

− 2h(v0(x, t))h
′(v0(x, t))v1(x, t)f0(ϕ(z))− h(v0(x, t))

2f1(ϕ(z))

= (d0t− M d0)ϕ
′(z)h(v0(x, t))

− 2(h′(v0(x, t))ϕ
′(z)Ov0(x, t) + h(v0(x, t))ϕ

′′(z)ξh′(v0(x, t))Ov0(x, t)) · Od0

− 2h(v0(x, t))h
′(v0(x, t))v1(x, t)f0(ϕ(z))− h(v0(x, t))

2f1(ϕ(z)).

Dividindo a equação acima por h(v0)
2, segue que

U1zz + f ′0(ϕ(z))U1 =
1

h(v0)
(d0t− M d0)ϕ

′(z)(3.24)

−2h′(v0)

h(v0)2
(ϕ′(z) + zϕ′′(z))Ov0 · Od0

−2h′(v0)

h(v0)
v1f0(ϕ(z))− f1(ϕ(z))

Mas esta última pode ser reescrita na forma

U1zz + f ′0(ϕ(z))U1 = A(z, x, t).
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Pelos corolários 1.16 e 1.17, a equação acima está nas hipóteses do Teorema 1.18. Como
estamos assumindo a expansão interna 2.21, então para cada(x, t) ∈ Rn×R+, U1 é solução
limita em ξ (e portanto em z) de (3.24). Assim, pelo teorema citado, segue que

∫ ∞

−∞
ϕ′(z)A(z, x, t)dz = 0

e portanto

(3.25)
∫ ∞

−∞
h(v0(x, t))A(z)ϕ′(z)dz = 0.

Separando h(v0(x, t))A(z) em (3.24), então (3.25) torna-se
(
d0t− M d0 − 2h′(v0)

h(v0)
Ov0 · Od0

) ∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz(3.26)

− 2h′(v0)

h(v0)
Ov0 · Od0

∫ ∞

−∞
zϕ′(z)ϕ′′(z)dz

− 2h′(v0)v1f0(ϕ(z))

∫ ∞

−∞
f0(ϕ(z))ϕ′(z)dz

− h(v0)

∫ ∞

−∞
f1(ϕ(z))ϕ′(z)dz = 0.

Ainda por (3.8) e por (3.22) segue que

f1(ϕ(z)) = αϕ(z)(1− ϕ(z)) =(3.27)

α
1

2

(
cosh(z/2

√
2)− senh(z/2

√
2)

cosh(z/2
√

2)

)
1

2

(
cosh(z/2

√
2) + senh(z/2

√
2)

cosh(z/2
√

2)

)

=
α

4
cossech(z/2

√
2)

e
√

2αϕ′(z) = −
√

2αε
1

2

1

2
√

2
cossech

(
z

2
√

2

)
= −α

4
cossech

(
z

2
√

2

)
.(3.28)

Assim, por 3.27 e 3.28, segue que

f1(ϕ(z)) = −
√

2αϕ′(z).

Multiplicando esta última equação porϕ′(z) e integrando sobre R, obtemos que
∫ ∞

−∞
f1(ϕ(z))ϕ′(z)dz = −

√
2α

∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz.(3.29)

Por (3.20) e pelo Corolário 1.16, segue que
∫ ∞

−∞
f0(ϕ(z))ϕ′(z)dz = −

∫ ∞

−∞
ϕ′′(z)ϕ′(z)dz

= −ϕ′(z)2|z=∞
z=−∞ +

∫ ∞

−∞
ϕ′′(z)ϕ′(z)dz = −

∫ ∞

−∞
f0(ϕ(z))ϕ′(z)dz.
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Portanto
∫ ∞

−∞
f0(ϕ(z))ϕ′(z)dz = 0.(3.30)

Substituindo (2.63), (3.30) e (3.29) em (3.26), obtemos que
(
d0t(x, t)− M d0 − 2h′(v0(x, t))

h(v0(x, t))
Ov0 · Od0

+
h′(v0(x, t))

h(v0(x, t))
Ov0 · Od0 + 0 +

√
2αh(v0)

) ∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz = 0.

Como ∫ ∞

−∞
ϕ′(z)2dz > 0

segue que

(3.31) d0t =M d0 +
h′(v0)

h(v0)
Ov0 · Od0 −

√
2αh(v0).

Por (2.44), temos que

(3.32) ∂

∂~n
ln(h(v0)) =

h′(v0)

h(v0)
Ov0 · Od0.

Substituindo (2.47), (2.46), (3.32) em (3.31) ainda tomandoχ(v0) = −ln(h(v0)) obtemos
que

V = −(n− 1)H +
∂χ(v0)

∂~n
+
√

2αexp(χ(v0))(3.33)

onde ~n é o vetor normal exterior em Γt, V é a velocidade normal de Γt, H a curvatura
média de Γt a qual é positiva se Ωt é convexa e Ωt = Ωt ∪ Γt. Mas (3.33) é a equação de
movimento de interface para (0.8).



64 CAPÍTULO 3. INTERFACE DE UM SISTEMA DE REAÇÃO-DIFUSÃO



Capítulo 4

Simulações numéricas

4.1 Condições su�cientes para a convergência da inter-
face
Neste capítulo faremos simulações do movimento da interface quando n = 2.

As �guras da Seção 2 a seguir, foram copiadas de [15]. Inicialmente assumimos queh
radialmente simétrica, isto é: h = h(r) , onde r = ‖x‖. Também suporemos que para
cada t ≥ 0, Γt como sendo um círculo centrado na origem e com raioR(t). Assumimos
ainda que o domínioΩ como sendo um retângulo em torno da origem. Assim a velocidade
normal V de Γt é exatamente a variação de seu raio, a saber

(4.1) V (t) =
dR

dt
.

Da geometria diferencial sabemos que se p ∈ Γt então

(4.2) H(p) =
1

R(t)
.

Ainda, como h(x) = h̃(‖x‖), então

Oh(x) = h̃′(‖x‖) · x

‖x‖ = h̃′(‖x‖) · ~n.

Doravante não faremos mais distinção entreh e h̃. Pela identidade acima obtemos que

(4.3) ∂

∂~n
ln(h(x)) =

1

h(‖x‖)h
′(‖x‖)~n · ~n =

1

h(‖x‖)h
′(‖x‖).

Agora substituindo (4.1), (4.2) e (4.3) em (2.48), obtemos

(4.4) dR

dt
= − 1

R
− h′(R)

h(R)
.

65
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Usando as regras elementares de derivação, segue

d

dR
ln(Rh(R)) =

1

Rh(R)
(h(R) +Rh′(R)) =

1

R
+
h′(R)

h(R)
.

Portanto

(4.5) d

dR
ln(Rh(R)) =

1

R
+
h′(R)

h(R)
.

Assim, substituindo (4.5) em (4.4), temos

(4.6) dR

dt
= − d

dR
ln(Rh(R)).

Agora, se

(4.7) Rh(R) atinge mínimo em R∗ > 0

e como ln é estritamente crescente, então o mesmo acontece com a função ln(Rh(R)).
Também, como h é limitada então

lim
R→0

Rh(R) = 0

e portanto
lim
R→0

ln(Rh(R)) = −∞,

e assim existe R′ < R∗ positivo tal que ln(Rh(R)) atinge um máximo local em R = R′.
Vemos isto qualitativamente no grá�co da Figura 4.1.

Figura 4.1: Representação qualitativa de ln(Rh(R)) em função de R.

(0, b) R′ R∗
→

↑Rh(R)

R

Portanto − d
dR
ln(Rh(R)) é como no grá�co da Figura 4.2.
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Figura 4.2: Representação qualitativa de− d
dR
ln(Rh(R)) em função de R.

(0, 0) R′ R∗
→

↑

R

− d
dR
ln(Rh(R))

Se R(t) é solução de (4.6) e for su�cientemente próximo deR∗, então pela análise
do sinal de − d

dR
ln(Rh(R)), R(t) converge para R∗. Assim se Γ0 for su�cientemente

próximo de Γ∞, então Γt converge para Γ∞, onde Γ∞ é o círculo de raio R∗ centrado na
origem. Aqui, su�cientemente próximo quer dizer que não existe raíz de− d

dR
ln(Rh(R))

entreR(t) e R∗. Outra observação importante é queR∗ descrito acima pode não existir, ou
não ser único, mas para cadaR∗ existe exatamente um R′ como nos grá�cos das Figuras
4.1 e 4.2. Veremos alguns exemplos na próxima seção.

4.2 Exemplos
Vejamos algumas exempli�cações numéricas.
Aqui R∗ =

√
5/3 e R′ =

√
2/3. Como esperado, a única diferença nas Figuras

4.3 e 4.4 está na espessura da camada interna ( representada pela transição do preto ao
branco nas �guras). Isto é também esperado, pois na expansão interna da solução da
equação (2.2), U0(ξ, x, t) = ϕ(h(x)ξ) onde ϕ(ξ) = U0(ξ, x, t) para a expansão em (2.1).
Como h > 1, temos que a norma do vetor gradiente em relação a variável espacial para
a solução em (2.2) é maior se comparada com a solução para (2.1). Mas quanto maior
for esta norma, mais rápido U0 muda de um valor para outro e portanto mais rápida é a
transição do preto ao branco na representação nas �guras. A mesma análise feita acima
continua valendo em certos casos se h não é radialmente simétrica. Observamos isto nas
Figuras 4.5 e 4.6.

Mas quando Γ0 tiver pontos não su�cientemente próximos de Γ∞, ou a curva-
tura de Γ0 oscilar muito então mesmo h sendo radialmente simétrica, Γt pode perder a
convexidade. Este fenômeno pode ser observado nas �guras 4.7 e 4.8.
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Figura 4.3: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.1) com ε = 0.025,
f(u) = u(1− u)(u− 1/2) e h(x) = 1/(|x|+ 1/9) + 1.

t=0

Figura 4.4: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.2)
com ε, f e h como na Figura 4.3.

t=0
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Figura 4.5: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.1) com ε = 0.025,
f(u) = u(1− u)(u− 1/2), h(x) = exp(p(cos(q(4x2

1 + x2
2))), p = 1.25 e q = 3.

t=0

Vejamos também dois exemplos de evolução para uε(x, t), solução do sistema
(0.7), dados nas Figuras 4.9 e 4.10. Aqui podemos notar a existência de uma grande
variedade de padrões espaciais na evolução da solução no tempo.
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Figura 4.6: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.2)
com ε, f e h como na Figura 4.5.

t=0

Figura 4.7: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.1) com ε = 0.025,
f(u) = u(1− u)(u− 1/2), h(x) = exp(p(sen(qπ‖x‖2))), p = 1.956 e q = 1.15.

t=0
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Figura 4.8: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (2.2) com ε,
f e h como na Figura 4.7.

t=0

Figura 4.9: Evolução no tempo da solução uε(x, t) de (0.7) com ε = 0.05,
α = 1.0, γ = 1.0, h(v) = a exp(−bv), a = 20

√
2 e b = 6.41.

t=0
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Figura 4.10: Evolução no tempo da soluçãouε(x, t) de (0.7) com ε = 0.05,
α = 1.0, γ = 0.5, h(v) = a exp(−bv), a = 20

√
2 e b = 17.55.

t=0
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