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Abstrat

In this work, following [15|, we will use the technique of matched asymptotic
expansions to study the movement of interface for the solutions of an advection-reaction-
diffusion equations and the equation of reaction-diffusion with spatially of inhomogeneous
reaction term. We will get that the equations of such movements are equal. Also we will
study a system of equations without the drift term and will compare the movement of
its interfaces with the equation of the model of chemotaxis considered by Mimura and
TsujiKawa [13] and [14].

Keywords: Asymptotic expansions, mean curvature motion.






Resumo

Nesta dissertagao, seguindo [15], usaremos a técnica de expansdes assintoticas
para estudar o movimento de interface para as solucoes das equacoes de adveccao-reacao-
difusao e a equacao de reagao-difusao com taxa de reagao espacialmente nao homogénea.
Nisto obteremos que as equacoes de tais movimentos sao iguais.

Também estudaremos um sistema de equacdes sem o termo flutuante e compara-
remos o0 movimento de suas interfaces com a equacao do modelo de chemotaxis proposto

por Mimura e TsujiKawa [13] e [14].

Palavras-chave: Expansoes assintéticas, movimento por curvatura média.
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Capitulo 0
Introducao

Em solucoes de equacoes de reacao-difusao bi-estaveis nao lineares, com o efeito
de difusao relativamente pequeno se comparado com a taxa de reacao, podemos muitas
vezes observar o aparecimento de uma nitida camada interna, conhecida como interface.
Esta, a grosso modo, é uma hiperficie que separa o dominio da solugao da equagao em
dois conjuntos, em cada um dos quais a solugao é praticamente constante. Neste caso,
perto da interface ocorre uma rapida transicao de um estado para outro, ou seja, a norma
do vetor gradiente da solugao se torna grande.

Para nos orientarmos nesta dissertagao, seguimos basicamente [15] e complemen-
tamos com as demais referéncias bibliograficas.

Um dos objetivos desta dissertacao é mostrar que a equagao de adveccao-reagao-

difusao

0.1) eup = Aut 555 vV M) - vu+ Lf ()
. re R"t>0

e a equacao de reagao-difusao com taxa de reacao espacialmente nao homogénea

0.2) { euy = A u+ 2h(z)? f(u);

zeR"t>0

tém a mesma equacao de movimento de interface, a saber,
(0.3) V= —(n—1)H - Line)
. = — (N — — —(Nn
on
sendo V' e H respectivamente a velocidade normal e curvatura média da interface. Na
Equacao (0.1), e Au é o efeito de difusao, e h(z)-7u o termo de advecgao e L f(u) a
taxa de reacdo. Na Equagao (0.2), a parcela 2h(x)?f(u) ¢ a taxa de reagao espacialmente

nao homogénea.

13



14 CAPITULO 0. INTRODUCAO

Tomando € > 0 como um parametro suficientemente pequeno, tanto em (0.1)
como em (0.2), o efeito de difusao é relativamente pequeno se comparado com a taxa de
reagao. Aqui h(x) > 0 é suave e

(0.4) fu) = =W'(u)

também é suave, onde W é uma funcao potencial de poco duplo cujos minimos locais

estao localizados em v = 0 e u = 1 e além disso W (0) = W (1). Isto quer dizer que para

algum
(0.5) a € (0,1),
(0.6) f(0) = fla) = f(1) =0, f(0) <0, f'(a)>0e f(1) <O.

Por outro lado W(0) = W (1) acarreta fol fu)du =0

Exemplo 0.1 Um caso simples de tal W é W (u) = u*(1 — u)?, pois W(0) = W (1) =0
eW >0. Assim 0 e 1 sao minimos globais de W e sao unicos em [0,1] pois W' (u) = 0

em {0, 2,1}, sendo que W atinge o mdzimo local emu = (1/2). Veja o grdfico na Figura

/ K»xwxu>
\

\ \ Ju

1

1/161

Figura 1: Grafico de W(u) = u?(1 — u)?.

Também estudaremos o sistema de equagoes sem o termo flutuante

(0.7)

eup =¢ A u+ th(v)’f.(u), z€R", t>0
vy =A v+ u — v, reR" t>0
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e compararemos o movimento de suas interfaces com a equacao do modelo de chemotaxis
proposto por Mimura e TsujiKawa [13] e [14]

0.8) eup=¢e Au—eV-(uVx(v)) +1f(u), em Qx(0,7T)
. eV =AU+ u— v, em Q x (0,7)

sendo V- o operador divergente. Aqui f.(u) = u(1—u)(u—1/2+ae) e «, v sdo constantes
positivas. A func¢ao x é chamada de funcdo de sensibilidade da agregacao chemotaxis e
satisfaz x/(v) > 0 para v > 0. Um exemplo comum de tal x é x(v) = kv sendo k > 0
uma constante. Ainda na Equagao (0.8), a parcelacV - (uVx(v)) é conhecida como termo
flutuante e Q2 C R™ é limitado com 0f2 suave. Ressaltamos também que chemotaxis é
um tipo de movimento, em que as bactérias e outros organismos unicelulares ou multi-
celulares, dirigem seus movimentos de acordo com determinados produtos quimicos por
eles segregados.

O problema 0.8 é um modelo de crescimento chemotaxis que descreve o movi-
mento de individuos quando a quantidade de nutrientes é constante. As funcoes incognitas
u(z,t) e v(x,t) sdo respectivamente a densidade populacional de individuos e concentragao
da substancia de chemotaxis na posicaox € €2 e no tempo ¢t > 0.

Sendo (u.,v.) a solu¢ao do problema (0.8), Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura
[5] mostraram que (u., v.) — (ug,vo) em [0, 7] quando e — 0, para algum T > 0, sendo ug
a funcao caracteristica do dominio em movimento (2, CC €2, cuja equacao de movimento
relativa a vy é dada por

V:(n—l)H—k%;O)—l—coa em 'y =09, t € (0,7
0 O\, te€0,T
(0.9) — A volz, t) + yvo(x, t) :{ , x € Q\Qy, t 10,77,

1, CL’GQu te [07T]
%:O em 00 x [0,T7.

onde 7 é o vetor normal exterior em I';, V' a velocidade normal de I';, H a curvatura
média de I'; (a qual é positiva se Q;, é convexa), Q, = Q,UT, e ¢y = V2.

A evolugao de I'; determina os modelos de agregacao de individuos. Na presenca
do termo de chemotaxis podemos observar numericamente inimeros casos em quef); perde
a convexidade e desenvolve padroes bastante complicados, o que ndo acontece quandoy (v)
é espacialmente constante pois neste caso o movimento da interface é simplesmente go-
vernado pela curvatura média de I';. Portanto os padroes dinamicos desenvolvidos pelo
problema (0.8) dependem crucialmente da fun¢ao de sensibilidade da agregagao chemo-
taxis. Um dos propositos principais de Nakamura, Matano, Hilhorst e Schéitzle em[15]
foi mostrar precisamente que alguma complexa tendéncia espacial pode ocorrer também
num sistema de equacao reacao-difusao sem o termo flutuante, que nesta dissertacao é

representado pelo sistema (0.7).
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Para dar mais autonomia a esta dissertacao, o segundo capitulo tratara de assun-
tos preliminares, tais como, a definicao de expansao assintotica, definicao e caracterizacao
da funcao distancia com sinal e por final um teorema de condicoes necessarias e suficien-
tes para a existéncia de solucao limitada de uma determinada EDO. Este teorema seréd
indispensavel para a obtencdo da equacao de movimento das interfaces das solucoes de
(0.1), (0.2) e (0.7). O enunciado do mesmo esta em [15] que remete a demonstracao a [1].
Por outro lado, em [1]| esta demomstracao é inviavel para este trabalho. No entanto, em
[15] foi sugerido o uso da alternativa de Fredholm, porém nao conseguimos contornar a
nao compacidade, uma vez que a solucao da EDO esta definida emR e nao em conjuntos
limitados. Por causa destes fatos, optamos por desenvolver duas demonstragoes proprias
para o mesmo sendo uma mais simples e outra mais geral.

No terceiro capitulo veremos uma obtencao formal para as equagoes de movimento
de interface das solugoes referentes as equagoes (0.1) e (0.2), mostrando que as duas
equacoes obtidas sao iguais. Aqui as técnicas usadas serao a funcao distancia com sinal e
as expansoes assintoticas. Isto pode ser visto por exemplo em[9].

No quarto capitulo, usando as mesmas técnicas usadas no terceiro capitulo, estu-
daremos o sistema (0.7). Veremos que, com algumas hipoteses adicionais, a equagao de
movimento da interface, quando e — 0, é dada por (0.9), a qual, por [5], é a equacdo de
movimento da interface de (0.8).

Finalmente, no quinto capitulo, mostraremos simula¢oes numéricas feitas em[15].
Adiantamos que assumiremosn = 2 e, ao invés de tomar o dominio espacial das equacoes
como sendo o R" todo, nés o tomaremos como sendo um quadrado centrado na origem
e cujos lados sao pararelos aos eixos cartesianos. Observaremos que nas simulacgoes, os
movimentos das interfaces para as equages (0.1) e (0.2) s@o idénticos entre si, confir-
mando os resultados obtidos no terceiro capitulo. Analiticamente, obteremos condicoes
suficientes nas equagoes (0.1) e (0.2) e em suas interfaces inicias tais que cada uma destas
interfaces converge para um circulo centrado na origem, o qual neste caso é uma interface
estacionaria de equilibrio estédvel para a respectiva equacao. Isto também serd ilustrado
numericamente em exemplos em que estas condicoes estao ou nao satisfeitas. Também
apresentaremos exemplos da evolugdo das interfaces para o sistema (0.7), observando a

existéncia de uma grande variedade de padroes espaciais.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste Capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados a serem usados
nesta dissertacao.

Na Secao 2 estudaremos a ordem de magnitude entre duas funcoes, chegando a
definir o que é uma expansao assintética de uma funcao.

Na Secao 3 definiremos hiperficie suave. Seja.S uma tal hiperficie que divide R"
em duas componentes conexas, sendo uma delas limitada. A partir da mesma definiremos
a funcgao distancia com sinal a S. Mostraremos que esta funcao herda a suavidade desta
hiperficie numa vizinhanca tubular de S. E além disso, mostraremos que a norma do vetor
gradiente de tal funcao quando existe é unitaria. Porém, o resultado central desta secao
é aquele que relaciona o laplaciano da funcao distancia descrita acima, com a curvatura
média de S.

Na Secao 4 faremos o estudo de dois problemas envolvendo equacoes diferenciais
ordinarias. Estudaremos a existéncia e unicidade de solu¢oes limitadas para estes proble-
mas, mostrando inclusive condicdes necessarias e suficientes para tal. Também daremos

importancia ao estudo do comportamento de tais solucoes.

1.2 Medida matematica de ordem de magnitude

entre duas funcoes e expansoes assintoticas

As vezes é 1til ter uma medida matemética da ordem relativa de magnitude entre
duas expressoes matematicas. Veremos isto melhor nas definicoes e exemplos a seguir,
onde introduziremos os conceitos de magnitude "O"e "o".

Definicao 1.1 Dada uma fungdo continua A : R — R, dizemos que A(§) = O(e Pl
quando |£| — oo para algum p > 0 se existe k > 0 tal que |A(€)| < ke ¥l para todo

17



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES
§ eR.

Notemos que podemos reescrever a definicdo acima, substituindo |A(£)] < kel por
[A(E)]erl! < k.

Pela definicdo acima, dados p; < p, nlimeros positivos temos que A(€) = O(e=2Kl)
quando
€| — oo para algum p > 0, implica em A(¢) = O(e "1k} quando |¢| — oo para algum
p > 0.

Observamos que isto é conseqiiéncia imediata da desigualdadee™2lél < e=r1lél,

Exemplo 1.1 Sejam n um nidmero inteiro positivo e py > p; > 0. FEntao A(§) =
O(e="2l) quando

€] — oo para algum p > 0 implica em E"A(€) = O(e ) quando €| — oo para algum
p > 0. Para nos certificarmos disto, observemos que por hipdtese existek > 0 tal que

|A(§)] < k exp(—pal¢]).

Disto seque que

€ AE)] < €7k exp(—palE])-

Através de processo recursivo emn pode se mostrar que existe k > 0 tal que

€] < k exp((p2 — p1)I€)-

Usando esta ltima desigualdade na anterior a ela, seque

€M A(€)] < kk exp(—pi|€]),

o que € exatamente o resultado proposto.

Definicao 1.2 Dadose; > 0,1 = (0,e1) um intervalo aberto, D C R™ e u,v fung¢des reais
definidas em D x I, dizemos que u(x,e) = O(v(z,€)) em I se para cada x € D existe k
tal que |u(x, )| < klv(x, )| para todo € € 1. Simplificadamente escrevemos v = O(v) em
1.

Definicao 1.3 Dizemos que u e v tem a mesma ordem de magnitude em I se u = O(v)
em I ev = 0(u) em I e neste caso escrevemos v = Og(u) em I ou equivalentemente
u=0g(v) em I.

Dado ¢ > 0, tomando respectivamente k = ¢ e 1/c¢ na Defini¢ao 1.2, temos ¢ = Og(e/c)

em [ = (0,e1) para todo e, > 0.
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Definicao 1.4 Dadas as fungoes reaisu e v como na Defini¢cdo 1.2, dizemos que u(zx,e) =
o(v(z,¢e)) quando € — 0 se, para cada x € D e § > 0, existe um intervalo I' = (0,¢’) tal

que
(1.1) ule,2)| < Slo(, o)
para todo € € I'. Simplificadamente escrevemosu << v.

Na pratica, se para cadax € D existe &’ > 0 tal que v(x,€) nao se anula no intervalo (0, &),
podemos dividir a desigualdade dada em (1.1) por |v(x,¢)|. Tomando ¢ — 0 obtemos que
esta é equivalente a

~—

. u(x,e
1.2 |
(1.2) 513%|U($75)

| = 0.

Por (1.2) temos por exemploe™ << " para cadan € N. Podemos também modificar as
definicoes 1.2 e 1.4 tirando a dependéncia emx. Mas isto nao ¢ o objetivo deste trabalho

e, caso haja interesse do leitor em se aprofundar em tal assunto, sugerimos [12].

Defini¢ao 1.5 Dizemos que y* = y*(y, ) é um aumento de ordem de magnitude dey em

rela¢ao a € quando € — 0 se y = o(y*(y,€)) quando € — 0.

Um exemplo simples e muito atil de y* da Definicao 1.5 é y*(y,e) = y/e.

Muitas vezes, para estudarmos algumas propriedades de uma funcao, é util fazer
certas expansoes da mesma e entao, estudando os coeficientes destas expansoes, podemos
obter propriedades de tal funcao. Na verdade estd aqui uma ferramenta muito importante
desta dissertacao.

Definicao 1.6 Dada uma seqiiéncia {¢p,(.)}22, definida num intervalo I = (0,¢y), dize-

mos que ela € assintdtica, se ppi1 << ¢n; (n=1,2,3,...).
Um exemplo bastante conhecido de tal seqiiéncia é ¢, (g) = "L

Definigao 1.7 Sejam D C R"™ [ = (0,g9) um intervalo. Dados uma fungdo real

u definida em D x I e {¢r(.)}72, uma seqiéncia assintdtica definida em I, dizemos que

Y re s uk(y)on(e) € uma expansao assintdtica deu(y,e) e escrevemosu(y,e) ~ Y po; ur(y)dr(e)
se

(1.3) u(y,e) — uk(y)or(e) = o(dum(€)) quandoe — 0; (M =1,2,3,...).

M=

k=1

A proposicao a seguir, sob certas hipéteses, nos da condigoes necessarias e sufici-
entes para a existéncia dos coeficientes uy(y) da expansao assintética na Definigao 1.7 e

um algoritmo recursivo para a construcao dos mesmos.
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Proposigao 1.1 Sejam {¢,(.)}22, uma seqiéncia assintdtica e u uma fungdo como na
Defini¢ao (1.7). Se existe €' tal que ¢r(e) nao se anula no intervalo (0,€') para (k =

1,2,3,...), entdo existe uma expansao assintdética parawu se e somente se

u(y,e) — S0 un(y) dn(e)

1.4 Y 3
(1.4) lim " -
para (k =1,2,3,...). Eneste caso os coeficientesux(y) da expansio sao assintdtica dados
por

b
(1.5) 1Mw:hmw%@_zmth%@W

(k=1,2,3,...). Aqui definimos > o_, u,(y)bn(c) = 0.
Para demonstrar esta proposicao, vamos usar os dois proximos lemas.

Lema 1.2 Sejam {¢,(.)}5°, u e ug(y); (k=1,2,3,...) como na Proposi¢io 1.1. Entdo

estes coeficientes satisfazem a Defini¢ao 1.7.

Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao usando o principio de indu¢ao matematica
em k. Para k = 1 precisamos mostrar que u(y, ) — u1(y)é1(e) = o(é1(€)) quando € — 0.

Mas por (1.2), esta é equivalente a

i Y 6) — w(y)én(e)
e—0 ¢1 (8)

mas esta ultima igualdade de fato ocorre quando substituimos (1.5) com k = 1. Agora

:O,

supondo que a Defini¢do 1.7 esté satisfeita para (k = 1,...,m) e usando (1.5) temos

i (aty.9) - mZ (@)

g (2wE) 1

= 24)0 (¢m+1(5) ¢m+1(€) ; n<y>¢n(5>>

— lim u(y,e) — L Y u g) | =
l—»() (¢m+1<€) ¢m+1(5) ; n(y)¢n( )) 07

o que por (1.2) satisfaz a Defini¢do 1.7 para k = m + 1. Assim, pelo principio de indugao

matematica, a afirmacao do Lema é verdadeira. |

Lema 1.3 Dada uma seqiiéncia assintdtica {¢,(.)}°2, e a fungdo real u como na Pro-
posicao 1.1, se u(y,e) tem uma erpansao assintdtica, entao os coeficientes ug(y); (k =

1,2,3,...) da mesma sdo dados por (1.5).
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Demonstragao: Usando (1.2), entdo por hipotese temos

iy 5 (40:2) = X )on(e)) =0

(k=1,2,3,...) e portanto

lim

1 — 1
lim = (u(y,e) — ;un(y)cﬁn(a)) = lim d)k—(g)uk(y)qsk(g),

_u(ye) = SaT) un(y)da(e)
= uily) = limg () |

o que mostra (1.5) para (k =1,2,3,...). |

Vejamos agora a demonstracao da Proposicao 1.1.
Demonstragao: (=) Pelo Lema 1.3 temos que os coeficientes da expansdo assintotica
sao dados por (1.5) e portanto o limite (1.4) existe.
(<) Pelo Lema 1.2, os coeficientes dados em (1.5) satisfazem a a Defini¢do 1.7, o que

acaba de demonstrar a Proposicao 1.1. |

Corolario 1.4 Seja u uma funcao como na Definicao 1.7. Entdao, para cada seqiién-
cia assintdtica firada {¢,(€)}o, que esteja nas hipdteses da Proposicdo 1.1, a expansdo

assintotica de u, quando existe, € Uunica.

Demonstragao: Conseqiiéncia imediata da Proposi¢ao 1.1 e da unicidade do limite
dado em (1.5). [

Quando a seqiiéncia assintotica nao satisfaz a condi¢do da existéncia dee’ tal
que ¢ nao se anula em (0,¢’) para todo K inteiro fica mais dificil falar em expansao
assintotica. Nesta dissertacao vamos nos restringir ao caso em que esta condicao esta

satisfeita. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2 Um caso particular, porém bastante comum para{¢,(€)}5,, € o caso em

que Pp(e) = €
Definicao 1.4.

=10 fato de que esta seqiiencia é assintdtica é conseqiiéncia direta da

Neste caso

u(y,e) ~ Y un(m)e" = D unia(y)e”
n=1 n=0

o que ¢ a expansio de Taylor de u(y, -) numa vizinhanca a direita dee = 0. E facil de ver

que se a série de Taylor é convergente, entao ela satisfaz a Definicao 1.7. Assim a expansao
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de Taylor é de certa forma um caso particular de expansao assintética. Portanto, nestas
condicoes a expansao de Taylor coincide com a expansao assintotica e podemos falar em
série de Taylor sem falar em derivadas da funcao.

Muitas vezes na Definicao 1.7, a Equacao (1.3) é satisfeita para caday € R"™!

mas nao vale uniformemente em y. Vejamos o exemplo a seguir.

Exemplo 1.3
U(y, 8) = efy/a - zeT_:
(1.6) y=>0,e>0e
bn(e) =™ L,
Aqui, usando a Proposicao 1.1, temos que
n— e
(L.7) un(y) = (—1) 1yn,1
Notemos também que se
e =~
u\y,e) = — )
Y y+e

entdo @ e u tém a mesma expansao. Isto porque e Y% ¢ transcendentalmente pequeno; ou
seja: e7Y/¢ = o(e") quandoec — 0; (n =1,2,3,...). Observemos também que (1.7) satisfaz
a Definicao 1.7, mas (1.3) nao estd satisfeita uniformemente emy perto dey = 0. De
fato (1.7) nem estd definida em y = 0. Observemos o grdfico de u e sua erpansio alé

n=3come=0,1na Figura 1.1.

(0,.0)

Figura 1.1: Grafico de u e sua expansao até n = 3 com € =0, 1.
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(0, 0)

-0.10+

-0.15-

Figura 1.2: Grafico de g e sua expansao até n = 3 com ¢ = 0, 1.

A defini¢ao de expansao dada na Definicaol.7 é muito prdatica quando baseada no
limitee — 0 com y fizo, porém pode deizar a desejar quando (1.3) nao vale uniformemente
na varidvel y. Neste exemplo, esta uniformidade deiza de valer em torno dey = 0 e assim
a expansao nao € muito boa quando fazermosy — 0 e ¢ fizo. Isto podemos observar na
representacao feita na Figura 1.1. Aqui, mais geralmente, sey = O(e), a expansao dada
na Definicao 1.7 truncada nao aprozima bem au quando e — 0. Assim € razodvel fazermos
tentativas de mudanca de varidvel no sentido de aumentar a ordem de magnitude dey
em relagio a . Também ainda observando que €Y/ ndo aparece na expansio de u, uma

tentativa inicial é tomar y*(y,e) = y/e. Assim temos

u(y,e) = gly*e) =e ¥ —

Mas agora com a mesma seqiiéncia usada em (1.6), temos

exp(—y) — oo se = 1
(1.8) an(y) = g1’
()" =iy se 2 2

Notamos agora que o termo e /¢ contribui em (1.8). Observamos também que o lado
direito de (1.8) se anula em y* = 0 = y para todas as ordens de e. FE isto jd é um bom
comego pois u(0,e) = 0. Analisando o grifico da Figura 1.2, vemos que (1.8) truncado
emn =3 jd € uma boa aproximacao parau perto de y* = 0, porém deixa a desejar para
y* grande. Assim vimos 1.7 e 1.8 sao expansoes muito boas para u mas em dominios

mutuamente excludentes.

O exemplo acima, motiva a definicao a seguir:
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Definicao 1.8 Seja u uma fungiao como na Definicao 1.7. Entao se
(1.9) u(y, ) ~ Zun(y)¢n(€)

n=1
e seu(y,e) = g(y*,e) com

(1.10) Zgn n(

n=1

sendo y* um aumento da ordem de magnitude dey em rela¢ao a e quando e — 0, dizemos

que (1.9) € uma expansao externa deu, enquanto (1.10) € dita expansao interna de .

1.3 Um pouco de geometria diferencial

Nesta secao, com base em [18], [11] e [3], faremos um pequeno estudo direcionado
de Geometria Diferencial. Definiremos hiperficie suave emR", bem como a sua curvatura
média. Também definiremos funcao distancia com sinal até uma hiperficie suaveS, sendo
S limitada e tal que S divide R” em duas componentes conexas, onde uma delas é limitada.
Mostraremos que a funcao distancia herda a suavidade da hiperficie numa vizinhanca
tubular da mesma. Mas o resultado central desta se¢ao é o Corolario 1.12 que relaciona

a curvatura média de S com o laplaciano da funcao distancia acima.

Definicao 1.9 Dado S C R", dizemos que S € uma hiperficie suave em R" se, para
cada p € S, existem U C R" ¢ U € C®(U;R) tais que p € U, SNU = ¥1(0) e
U, (q) 0V geU.

Tomando U suficientemente pequeno, podemos assumir ¥, (q) # 0 para todo ¢ € U.

Nestas condigoes, o teorema da fungao implicita nos garante que existem abertoV,, e
¢ € C*(Vy,R) tais que

1) { U(z!, B(a')) =0

= ‘/p/.

Aquip’ e 2’ s@o as respectivas projecoes dep e x em R"~! ignorando-se a ultima coordenada
e, Vy uma vizinhanga de p’ em R™ ',

Seja

Ci) . / R™
(1.12) { Vo =

' — (2, P(2)).

Observamos que, em especial, ®(p') = p.
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Por (1.11) temos que (¥ o ®) se anula em V,,, logo

(1.13) V\I/@(q’)) . D@(q’) =0 em Vy,
sendo
1 0 0
0 1 0
(1.14) D®(q) = : : , :
0 0 e 1
(I)m (q,) CI>$2 (C],) o (I)In—1 (q,)

Como as colunas de D®(¢') formam uma base para Sy, sendo S, o hiperplano tangente a

S em ¢, temos que V¥(q) L S,, o que motivando a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.10 Dado g € SN U, dizemos que

L. V(g
(1.15) D) = 19w (g)]

€ o vetor normal unitdrio de S em q.

Pela motivagao precedente, a menos de sinal, a definicao acima estd bem definida. Assim,
tudo que serd definido a partir de 77 dependera do sinal, mas isto nao nos causara maiores
problemas. Notemos também que 7 € C®(U; S™ ') pois VU|y # 0 e ¥ € C®(U;R).
Segue que a matriz D7i(,x,) estd bem definida. Isto permite a defini¢ao a seguir.

Definig¢ao 1.11 Dados uma hiperficie suave S, ¢ € S e 7i(q) o vetor normal unitdrio de

S em q, dizemos que

(1.16) H(g) = —— i Ttr(Dii(q)),

€ a curvatura média de S em q.

Aqui tr(Dri(q)) é o traco da matriz D7i(q)mxn)-
Podemos considerar Dﬁ(q)(nxn) como uma transformacao linear de R” em R".

Defini¢ao 1.12 Seja q € S, definimos a curvatura mdzima k(q) de S em q como sendo

k(q) = sup |[Dii(q) - .

[[7]=1

Observemos que geometricamente k£ é a variagao de 7 ao longo de v, pois
Dii(q) - 7= Dii(y(to)) - 7' (to) = ZAA((6))|e=to-
De agora em diante, vamos supor que S é limitada, fechada e é tal que R™\S

possui exatamente duas componentes conexas. Um exemplo bem simples de tal hiperficie
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¢ a esfera S™ 1.

Seja A~ a componente conexa limitada de R™\S e A* a componente ilimitada de
R™\S. Seja 0 : R" — R dada por

(1.17) Az) = { dist(x,S),se x € AT

—dist(x,S),se v € A~

onde dist(x,S) = infyes{d(x,y)} ¢ a distancia de z até a hiperficie S, sendo d(z,y) a

distancia de x a y.
Definicao 1.13 A func¢ao 0 em (1.17) € dita fun¢ao disténcia com sinal & hiperficie S.

Pela propriedade da desigualdade triangular temos que d ¢é lipschitziana, com
constante de lipschitz igual a 2. Em especial d é continua. Esta continuidade é herdada
por 0. Vejamos:

Lema 1.5 Seja s > 0, 0 € R™, com ||0|| = 1. Entao a fungao 0 definida acima satisfaz a
desigualdade
[0(z + s0)| < [o(x)| + s.

Demonstragao: Da defini¢ao de dist(zx, S), da continuidade de d e da compacidade de
S, temos que existe y € S tal que dist(z,S) = d(x,y). Assim ainda pela defini¢ao de
dist(x + 50, 5) e pela desigualdade triangular temos:

dist(x + s0,5) < d(z + s0,y) < d(x + sO,z) + d(z,y) = s + dist(z,S). Como

[o(x)| = dist(x, S), esta desigualdade é exatamente o que queriamos demonstrar. H

Corolario 1.6 Sejam s e 8 como no Lema 1.5. Entao temos a sequinte desigualdade:
| [o(z + s0)] — [o(z)] | <.

Demonstragao: Se [0(x + s#)| > [o(z)| entdo pelo Lema 1.5, | [o(x + s0)| — [o(z)] | =
P(x + s0)| — [o(z)] < [p(x)] + s — |o(z)] = s. Agora se |o(z + sb)| < [o(z)], entdo

o Lema 1.5 vale em especial para & = x + s6 e 6 = —0. Conseqiientemente temos:
[p(z)] < [o(x + s8)| + s, da qual resulta: | [o(z + s8)| — [o(z)| | = [o(x)| — [o(z + s8)| <
[o(x + sO)| + s — [o(x + s0)| = s. n

Corolario 1.7 Seja 0 e 8 como no Lema 1.5. Entdao dado x € R"™ e s suficientemente
pequeno, 0 satisfaz
a) o(z + s0) —o(x)| < s,

b) 0 é continua.
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Demonstracao: Se xz € S, entao pela definicao de ? e pelo corolario anterior temos
que [0(z + s0) —o(x)| = [o(x + s8)| < s, satisfazendo a parte (a) do corolario para este
caso. Se x ¢ S, entao podemos tomar s suficientemente pequeno tal que z e = + sf estao
na mesma componente conexa de R"\S. Assim 0(z) e 0(z + s#) tém o mesmo sinal e
portanto pelo corolario acima [0(z + s0) —0(z)| = | [o(z + s0)| — [o(z)| | < s. Isto mostra

a primeira parte do corolario. A parte (b) é conseqiiéncia imediata desta parte. |

Da Geometria Diferencial assumimos o seguinte fato:

Proposicao 1.8 Seja S uma hiperficie suave e compacta. FEntao exister > 0 tal que

para todo x em S = {x € R"| [o(z) < r} existe um unicoy € S com
(1.18) dist(z,S) = d(z,y).
Observamos que 0 < r < infyes{|k(p)|~'}. H

A afirmacao acima encontra-se num apéndice de [11].
Sejam zy € S” fixado, yo = y(o) tal que [0(xo)| = d(zo,y0) € do = 0(xp). Como

7l esta orientado de A~ para AT, e (xg — o) L Sy, temos a seguinte equagio:
(1.19) zo = Yo + 1(Yo)do-

Podemos supor que 7i(yo) aponta no sentido positivo do eixo z,, ou seja:
(1.20) 7i(yo) = (0,...,0,1).

Por (1.11) existem V,, e ® € C*°(V,;R) tais que (y',®(y')) € S, para todo y' € V.
Aqui, y, e 3/ sao as respectivas projegoes de yp e y em R"! e Vi vizinhanga de y; em
R™ 1. Por (1.15) e (1.20) com (1.13) e (1.14) temos V. ®(y)) = 0. Assim por (1.20) temos

ﬁ(y(J) - (07 s 0, 1) = (Vm@(y{)), 1)'
Mas isto é apenas um caso particular da proposicao a seguir.

Proposicdo 1.9 Seja N(y) = (N1(y/), ..., No(v/)), onde

2
VIF V)P

Ni(y') = (i=1,...,n—1)

1
VIH[Va o)

Nn(y/)

Entio N(y) = ii(y).
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Demonstracdo: Notemos que |[N(y)|| = 1 pois o denominador foi tomado para que
isto acontecesse. E como as colunas de D®(y’) definida em (1.14) sdo uma base para Sy,
temos que N(y) 1 S, ou seja N(y) = +7i(y). Mas em y = yo, @ ¢ N coincidem. E da

continuidade de N e 77 temos que eles sao iguais. |

Teorema 1.10 Seja 0 como em (1.17). Entao 0 € C>*(S", R).

Demonstracao: Da construcao feita antes da proposicao acima temos que

0

n v _DQq)(yl) n—1)x(n— 0
(1.21) Dit(yo)nxen = DN (Yo )nxn = 0)(n—1)x(n-1) |

00 - 0

onde D?*®(y()(n-1)x(n-1) € a matriz hesiana de ® em yj. Como D*®(y))mn—1)x(n-1) €
simétrica e portanto diagonalizavel. Consideremos a baseB,, para R", onde B, é formado
pelos

n — 1 autovetores de D*®(y))n—1)x(n-1) € T(Yo), que continuam sendo autovetores de

Dii(yo)nxn- Nesta base,

—d; 0 0 0

0 —dy --- 0 0

(1.22) Dii(yo)pxn = | 11 o
0 o -+ —d,1 0

0 0o - 0 0

onde {d;}"=}' ¢ o conjunto de autovalores de D2®(yo) (n—1)x (n—1)-
Sejam I, ={deR: |[d|<r}e

(' d) — (¢, @) + 7y, ®(y'))d =y + 7i(y)d.

Em especial g(v),do) = 7 e dy € I,.. E claro que g € C®(V,,) x I,) e

’
0

{g:(Vyé))xIHHSrCR”

1 —didy 0 0 0

0 1 —dydy - 0 0

Dyg(yo, do)nxn = : : " : :
0 0 o 1—d,_1dy O

0 0 0 1

Comody € I, e |d| <r™% (i=1,...,n—1), temos det(Dg(y}, d)nxn) > 0. Assim pelo

teorema da funcao inversa existe uma Vizinhanga\N/ de xge g€ C'OO(V, R™) tal que go g
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é a identidade em V. Portanto, seja x na imagem de g, entao pela definicao de g temos:
g(z) = gy + A(y)o(y)) = (¢,0(y)) mostrando em especial que d & C* na imagem de V
pela g. E como este teorema vale para qualquer oy € S” e pela Proposicao 1.8 temos que
g definida acima ¢ injetora; temos qued € C*°(S™,R). |

Notemos no teorema acima, a importancia da unicidade dey dada pela Proposicao
1.8, pois ao contrario g nao estaria nem definida. Vejamos um exemplo simples em que

nao temos a unicidade. Sabemos também que se0 é diferenciavel, entao

(1.23) va(a) - h — lim JEF S0~ (@)

s—0 S

onde s € Re h € R™.

Exemplo 1.4 Seja n = 2, S a esfera unitdria centrada na origem, xo = (0,0) e h =

(1,0). Entao supondo qued é diferencidvel em xq, por (1.23) temos,

L= pig 0:0) =2((0.0) _ . 2((s,0) =0((0,0) _

s—0t S s—0— S

)

0 que € uma contradi¢ao. Portanto, d nao é diferencidvel em xy.
Corolario 1.11 Se 0 ¢ diferencidvel, entao ||Vo| = 1.

Demonstragao: Pela definigdo de norma para operadores lineares, seguida por (1.23) e

ainda pela parte (a) do Lema 1.7, temos:

90(z)| = sup lim 2 F 50 =(@)]

hERn, s—0 S
lIAl=1

<1,

mostrando assim que
|[Vo(z)| < 1.

Portanto, para completar a tese do corolario, resta mostra que
|Vo(z)| > 1.

Para isto vamos primeiro supor que x € R"\S. Neste caso, sejam y € S tal que [o(z)| =
d(z,y), 0 = (x —y)/|lx —y|| e 0 < s < 1 suficientemente pequeno tal que x + sf e x
pertengam a mesma componente conexa de R™\S. Disto segue que

(r—y),y).

ey = Aot Ty

(1.24) o(x +

De fato, pois se

S

[o(x + _—
|z =yl

(z —y))| <d(z+ (. —y),y).

S
[ =y
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entao pela definicdo de 9(-) temos que existe z € S tal que

S
|z =yl |z =yl
Mas isto implica que
s s
d(z,z) < d(z,z + (z—y) +d@+ (v —y),2)
|z =y |z —
s s
|z =yl |z =yl

o que é um absurdo pois d(z,y) = [0(z)|. Assim (1.24) é verdadeiro. Logo

S

|°($+m($—y))\ =d(z + | (z —y),y)

|z —y|
s
=d(z,y) —d(z, 2+ —(x —y)) = p(z)] — s
lz —yll
Logo, pela definicdo de norma para operadores lineares, seguida por (1.23) e ainda por

(1.24), temos:
=1

Y

99(z)] > Tim [o(z + s0) — o ()|
— 5—0 S

o que mostra a desigualdade que faltava paraz € R™\S. Pelo Teorema 1.10, 0 é de classe
C* numa vizinhanca de S e como S C R"\S, a desigualdade acima se estende também

para S. |

Teorema 1.12 A curvatura média de S em yo introduzida na Definicao 1.11 € dada por

Hp) = —= 690,
Demonstragao: Como S = 271(0), entdo pelo Teorema 1.10, podemos substituir ¥
por 0 na Definicao 1.9 e como matrizes semelhantes tem o mesmo traco, podemos supor
os eixos cartesianos como sendo os elementos da Base B, definida na demonstragao do
Teorema 1.10. Ainda pela definicdo de d; (i = 1,...,n — 1) na demonstracao do mesmo
teorema, obtemos que

tr(Dii(yo)) = = 2 0(-)[y,,

o que nos da o resultado desejado. |

Corolario 1.13 Seja 0 a funcdo distancia como na Defini¢ao 1.17, entao 7i(q) = Vo(q)
para todo q € S.

Demonstracao: Pelo Teorema 1.10 podemos tomar ¥ = 0 na Definicao 1.9 e entao pelo

Corolario 1.11 e pela Definigao 1.10 segue a tese deste corolério. |
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1.4 Estudo de duas EDOs muito Gteis

Nesta secao iremos estudar a existéncia, unicidade e o comportamento da solucao

da equacao

(1.25) Pee + flp) =0
p(0) =a

(1.26) p(—o0) =1
p(00) = 0.

Também estudaremos a existéncia, unicidade de solucao limitada do problema

{ bee + F1(9(€)) = A(€)

(1.27) 2(0) = 0.

Aqui, € € R, f e a sdo como em (0.4) e (0.5 ) respectivamente. ¢ é solugdo de (1.25) e
A ¢é continua e limitada. Notemos que em (1.26) temos uma EDO de segunda ordem e
mesmo com estes trés dados iniciais obtemos uma tnica solugao.O fato é que estes dados
sdo compativeis para tal. Ja o problema (1.27) & também uma EDO de segunda ordem
mas com um dado inicial e mesmo assim obtemos a unicidade da solucao. Aqui o fato é
que exigimos que a solucao seja limitada em R.

Uma versao da proxima proposi¢do pode ser encontrada em [10].
Proposicao 1.14 Existe uma tnica solugdao de (1.25) satisfazendo (1.26).

Demonstragao: Multiplicando (1.25) por ¢, e integrando em &, temos:

1
(1.28) S9t~W(p)=E,

onde E é uma constante. Mas (1.28) sera obtida se obtivermosp tal que

(129 { E+W(p)>0

e = 2(E+W(p)).
Tomemos E = —W(0), assim
(1.30) 20E+W(p)>c>0

para ¢ proximo de a, pois W(a) > W (0).
Seja
Fly,z) = V2(E+W(y))
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segue que

f(y)
2(E+W(y))

Mas f é continua em [0,1] e assim existe M > 0, tal que |f(y)] < M V y € [0,1].
Assim, por (1.30) temos que |F,(y,x)| < M/c numa vizinhanca de y = a. Logo F ¢é

Fy(y,z) = — , Fo(y,x) =0.

localmente lipschitz e portanto localmente estamos nas condigoes do teorema de Picard.
Conseqiientemente, existe uma e uma unica soluc¢do local ¢ para (1.29) com ¢(0) = a.
Como W(0) = W(1) = —=E e W(y) > —FE, Yy € (0,1), entdo por (1.29) podemos
estender ¢ para a reta toda e, além do mais p(—o0) = 0 e ¢(oc0) = 1. E como por (1.29)
Q¢ > 0, temos que ¢ também é solugdo de (1.25). Ainda nao é o que queremos, mas
fazendo

(1.31) e(&) = ¢(=¢€)

temos o resultado desejado. |

Observemos que a menos de sinal, (1.25) acarreta em (1.29). Usando que p(—o0) >
¢(00), eliminamos esta dualidade do sinal. Assim, a unicidade citada no teorema acima
¢ conseqiiéncia da unicidade de solugao para (1.29) com ¢(0) = 0. Ja a existéncia foi
obtida do fato que @¢ > 0 permitiu que (1.29) implicasse em (1.25) aliado & existéncia de
solugdo para (1.29).

Corolario 1.15 Seja ¢ solucao de (1.25). Entao

(1.32) im 248 1 e 0 < (L] < o
oo pge(§)

Demonstragao: Usando a regra de L’Hospital, temos:

_ —fle@pe®) 1
e—too (f(p(6)))? =0 f(p(€))f'(0(E))pe(§)  emtoo f1((E))

=L

o Como f'(0) e f/(1) sdo ambos nao nulos, segue que |L| < co. Portanto

VWO W o @) _ [
L 7€) ’ -l

De (1.29), (1.31) e (1.25) segue que, a menos de sinal, L = 4/|L| satisfaz a tese do

corolario. [ |

Corolario 1.16 Seja ¢ solugdo de (1.25) com os dados iniciais (1.26). Entao pe(§) =
O(&™™), quando || — oo para todo n € N.



1.4. ESTUDO DE DUAS EDOS MUITO UTEIS 33

Demonstracao: Pelas regras elementares de diferenciacao, obtemos

(1.33) d (L) _ pee(§)

¢ \ pe(€) pe(£)*
Assim, para todo n € N e usando a regra de L’Hospital, temos:
e €" : S
lim — = lim ——— = 1i
oo [E7 oo 1/e(§)] emoo [ipee €)1/ e (€)?
n—1
o € @
e 1/lpe(@)] ' emno [0

Repetindo o processo acima n vezes obtemos

lim e (6)] _ Il Tim \s05<05>| _o .
g—too |E77 g—too  |£0]

Como conseqiiéncia imediata dos dois corolarios acima, obtemos o seguinte resul-
tado.

Corolario 1.17 Seja ¢ solugao de (1.25) com os dados iniciais (1.26). Entio pee(§) =
O(&™), quando |§| — oo para todo n € N. |

Analisando (1.29) e usando (1.31) concluimos que ¢ se comporta qualitativamente como

no grafico da Figura 1.3.

S 1
atf, o(§)
(0, 0) I

Figura 1.3: Grafico de ¢ em funcao de &.

Exemplo 1.5 Se f(u) = u(l —u)(u —1/2), entao

p(&) = %(1 - tgh(Q%))

€ a unica solugcdo de (1.25) satisfazendo (1.26).
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Aqui, tgh(§), cossech(§), cosh(€) e senh(§) sdo respectivamente a tangente hiperbolica, a
cossecante hiperbélica, o cosseno hiperbolico e seno hiperboélico deé.
De fato, observemos primeiro que f satisfaz (0.4), com a = 1/2.

Lembremos também que

itgh(x) = cossech(x)

dx
%cossech(x) = —2tgh(x)cossec(x)
Assim L
pe(§) = 57003560’1(—\/—)
conseqiientemente
(1.34) ecl6) = gtah(s)eossech(52)
F(el©)) = $(€)1 ~ p(O)((€) ~ 5)
L tgh(¢/2v2)\ (1 | tgh(€/2v2) tgh(§/2v2)
(), it e
_ l(cosh(§/2\/§) — senh(§/2\/§)) (cosh(ﬁ/Z\/ﬁ) + senh(§/2\/§)>
8 cosh(£/2v/2) cosh(£/2/2)
(—senh(g/Qﬂ))
cosh(€/2+/2)
= —lcossec & &
Portanto
(133 () = —geossec(2)tah().

Por (1.35) e (1.34), segue que ¢ é solugao de (1.25). E além do mais,

o(-00) = Jim_o(6) = i3 (1-t0n(5)) =3 (1= (-) -1

£——00 §——o0 2

N |

»(0) = %(1 - tgh(O)) -

o(00) = Tim (&) = lim 1(1 - tgh<2i>) _o.

£—o0 E— —0o0 2

Portanto ¢ também satisfaz (1.26). Assim, pela proposi¢ao 1.14 ¢ é a unica solugao de

(1.25) com dados iniciais (1.26). Usando uma vez a regra de L’Hospital, podemos mostrar
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que para neste exemplo obtemos que ¢¢(£) = O(e™?¢l) quando [¢] — oo para todo p > 0
e conseqiientemente, pelo Exemplo 1.1, obtemos £"pge(€) = O(e ) quando [¢] — oo
para todo p > 0.

O préximo teorema é indispensavel para a obtencao da equacao de movimento
das interfaces das solugoes de (0.1), (0.2) e (0.7). Apos este, teremos um resultado bem

mais geral do mesmo. Para ambos desenvolvemos demonstracoes proprias. Vejamos:

Teorema 1.18 a) Se o problema (1.27) tem solucao limitada entdo

oo < /O_Oo o (s)A(s)ds = /OOO o (s)A(s)ds < oc.

Em particular,

| #eaeas o

e}

Demonstragao: Pelo Corolario 1.15 segue que

i [ 2455 <
e conseqiientemente
(1.36) Jin_|(46) - 7©wEn (295 ) <o
Assim, se
(137 im_[i(6)] = oc

e usando a regra de L'Hospital com (1.33), (1.27), (1.36), o Corolario 1.16 temos:

. o W) Yee(§)pe(§)?
A ve@eel) = I 7 e T T o)

: ’ P (5)
= Jim_ ~(A(6) = (o)) (179 o) =
Portanto
(1.38) lim 4e(€)ipe(€) =0

£—+oo

Notemos que se (1.37) ndo ¢ satisfeito, entao pelo Corolario 1.16, (1.38) ainda continua

valendo. De 1.38 temos que

o0 —00

(1.39) —00 < Pe(E)pe(§)| = ve(pe(§)| < o0

0 0
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Por outro lado, pelo Corolario 1.17 temos

o0

= () pee(§)

0

—00

(1.40) —00 < Y(&)pee(€)

< 00

0

Assim, usando (1.27), a integracao por partes, (1.39) e (1.40) temos

(1.41) /OOO A(§)pe(£)dS = /000[1/)55(5)905(5) + f1(0(€) e ()Y ()]dE
£=00

= (Pe(&)@e (&) + f(p(€))9(€))

£=0

- / " () e + Fp(©) e (€)de
=00

= (We(§)pe(§) + f(p(€))¥(8))

£€=0
5:00

= We(©)9el) ~ pelOV(©) |
5_700

= (Ye(§)pe(§) — pee(§)Y(E)) o

_ / T e©)0e(€) + F(0E)) e )0 (€) e

- /0 A pele)de.

Portanto, ffooo A(&)pe(€)de = 0 e em particular

o < / T A©)pe(€)de < oo "

Teorema 1.19 a) A equacdo (1.27) tem solugao limitada se e somente se

o< [ eeAws = [ @A < .

Em particular, se existe solu¢ao limitada para (1.27), temos

/ Z o (s)A(s)ds = 0.

b) Neste caso a solugao € inica e é dada por

v =0 | [ 5 e | e | S
&€ 1 3
+ i st/o go/(s)A(s)ds}
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onde N
c= / A(s)¢'(s)ds.
0

c) Se A(&) = O(&™) quando |§| — oo para algum n € N entao a solu¢ao ¥ também

satisfaz (&) = O(E™™) quando |£] — oo para o mesmo n.

Demonstragao: Podemos escrever (1.27) como

e o) ()
) ve ) T\ rtee) o )\ e
o) (5

¥e(0) c

onde ¢ é a nossa escolha para 1¢(0), escolha esta que se tornard necessaria mais adiante.
Seja F : R x R x R — R? dada por

0 -1 z ¥
F(f’x’y)__<f’(s0(£)) 0 )(@/)+<A@ )

Entao pelas hipoteses de f, p e A, temos que F' é lipschitziana nas duas tltimas variaveis.

I
N
S
®©
~

Assim, pelo teorema de Picard, para cada c fixado, existe uma e tnica solu¢ao de (1.42)
e portanto de (1.27). O fato é que esta solugao pode nao ser limitada.
Derivando (1.25) temos:

(1.43) wee + f(0(8))y" =0,

de onde vemos que ¢’ é solugdo da equagao homogénea associada a (1.27) e portanto
(¢, ¢") & uma solucdo da equagao homogénea associada a (1.42). Em busca de uma
solugao geral de (1.42), vamos achar uma solu¢ao do problema homogéneo associado a

(1.42) e linearmente independente a (¢, ¢”).

Sejam

(1.44) (wi1(§),wi(8)) = (¥'(£),¥"(£))
13

(1.45) (€)= wn (€) /0 %ds.

Por (1.29) e (1.31) temos que ¢’ < 0 e portanto (1.45) estd bem definido. Assim,
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Segue que

1" — Si s)ds wi(&) _ wll(g) — ¢ 1 S
wi(€) = 1(5)/0 w%( )d +w%(§) 2(0) 1(5)/0 w%(s)d'

conseqiientemente, por (1.43) e (1.44) temos:

£
WE) + (o6 (€) = ( / %Ud) (WIE) + F (€ (€)) = 0,

0 que mostra que wy também é solugdo do problema homogéneo associado a (1.27). Por-
tanto (wq,w}) é solugdo do problema homogéneo associado a (1.42). Precisamos mostrar

ainda que (wy,w)) e (wq,w})) sdo linearmente independentes. Seja

Assim

(1.46) det(Y(£)) = wi(§)ws(§) — wi(§wa(§)

@ a2 e [ g =
=€) | s+ L —@ud©) | s =1

0 que mostra que (wy,w]) e (ws,wh) sao linearmente independentes. Observamos Y (&) é
uma matriz fundamental do problema homogéneo associado a (1.42). Afirmamos que

(&) ) _ [0 ¢ a1 0 )
(147 ( w£(§)>—r<5>(<r<o>> <)+ JRGC) <A<s>>d)

é solugao de (1.42). De fato:

W€\
(wg@ ) =Tl
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Isto mostra que (1.47) satisfaz a equacdo associada a (1.42). E

w(0) \ (0 [0
(1) =roror ()= (?).

Assim mostramos que (1.47) é solugao de (1.42) e portanto® é solucdo de (1.27). Mas
por (1.46) segue que

e conseqiientemente

as) () ! (wg@ —w2(5)>:( 5(9) —w2(§)>

T det(T(E) \ —wi(€)  wi (&) —W(6) wilé
Por (1.44), (1.29) (1.31) temos:
(1.49) wi(0) = ¢'(0) = —/2(W(a) — W(0)) #0

e por (1.45) segue que
(1.50) w2(0) =0

Substituindo (1.48) em (1.47) temos:
( v () ): (wl@ w2<5>) ( W(E)  —w(€) ) (o)+
e(€) (8 wh(&) ) |\ —wl©) wi© )\ e

©f whls)  —wals) (A

“f (—wa<s> n(s) ) <A<s> )d]
( ¥ (€) ) _ ( wi() wal€
Ye(©) W (8) whl€
[ (Al )
) ( A(5)A(9) )d]

£ £
B(E) = —ey/2W (@) — W(0)Jwa(€) — wn(€) / wa(5)A()ds + ws(€) / w1 () A(s)ds.

Conseqilientemente

Substituindo (1.45) e (1.44) na equagio acima, segue:
1

13
W51 () =) {—cm(W(a)—W(o» =

- /0 ") /0 S @dzfl(s)ds + /O g @ds /0 5 go/(s)A(s)ds}
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Assim para cada ¢ temos uma tnica soluc¢do 1 para o problema (1.27), que é continua,

mas nem sempre limitada. De fato ela é limitada se e somente se

(1.52) /000 ¢'(s)A(s)ds = /0—00 ¢ (5)A(s)ds = —c\/2(W (a) — W(0)).

Pois se supusermos que

400
ev/2(W (a) — W(0)) # / o/(5)A(s)ds,

como

4 [—c\/2(W(a)—W(0)) / L s = /0 ") /O s %dzA(s)ds

d¢ 5 (2)?
1
+/0 @' (s)? ds 1
- |- c¢ W) + / ($)4(s)ds

o que pelo corolario (1.16) é ilimitado e portanto

eV W) [ i [ [zt
+ /0 g @ds /0 6 gp'(s)A(s)ds}

¢ ilimitado. Usando a regra de L’Hospital e (1.33) temos:
|
li 2(W(a) —W(0 —_—

_/;(p/(s)/oswl) dzA(s )ds+/0£ﬁds 0
VB @ WO+ [ A

o que ¢é ilimitado pela suposicao acima e pelo fato de
1
©"(§)

ser ilimitada. Este ultimo fato é conseqiiéncia de (1.25). Agora se tomarmosc tal que

+o0o
/20 (a) — W(0)) = / o/ (5)A(s)ds

lim
E—+oo (10// (f)

e se

{—c\/Q(W(a)—W(O)) / SIL)st— /0 g o(s) /0 S%dzA(s)ds

o ¢'(s '(2)?

+ /0 g @ds /0 g go’(s)A(s)ds}
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é limitada, entao pelo corolario (1.16) temos quet é limitada. Se

{—c\/Q(W(a)—W(O)) /0 5 ﬁds— /O ") /0 SSD CElA)s
+ /0 g @ds /0 g @’(S)A(s)ds}

nao for limitada, entao podemos aplicar a regra de L'Hospital duas vezes, assim obtendo

€1
i 0(6) = Jin e | ey 2@ - W) [

- /j #(s) / sof(l >2dz‘4( s + /og Eor /o5 )4

3
{ C\/Q —1—/0 ©'( ]
. Ao :A<oo>eA<—
e fip(8))  f(0) (L)

respectivamente. Ainda por (0.4) f'(0) < 0 e f/(1)<0, mostrando assim que o limite

lim
£—>:i:oo SDI/

acima é limitado. E como 1 é continua, temos que 7 é limitada, mostrando assim as
partes (a) e (b) deste teorema.
Agora se A(§) = O(£™") quando |£] — oo para algum n € N e se

eV E@ W) [ s [ o) [zt
+ /O g @ds /0 6 gp’(s)A(s)ds}

for limitada, entao pelo corolario (1.16) segue que ¥ (§) = O(£™") quando |{| — co. Mas

se

{—c\/Q(W(a)—W(O)) /0 5 ﬁds— /0 F ) /0 Sﬁdzfl(s)ds

+ [ s [ enen

nao for limitada, entao usando duas vezes a regra de L’Hospital e pela hipotese adicional

de A, temos que existe £ > 0 tal que |A(E)| < k€] e assim obtemos:

ol ¢
M e sli“oom T |H V2] = WO | PO

[/ 20 Ta) — W) + £ o (5) Als)ds|
i, ECEariG)]




42 CAPITULO 1. PRELIMINARES

~ i [A(E)¢'(§)]

¢—too [ = ngm " (§) — E7 1 (0(€))¢!(§) — n(—n — 1)E72¢/(§) — n& 1" (€))|
~ m |A)¥' ()]

=00 [0 (§)(=2nE /L — & f'(p(£)) — n(—n — 1)§2)|
< lim ke = E < 00

gmkoo =208 /L =& f'(0(§)) —n(—n— 1) 2 a
onde a = lim, ¢ f'(z) e @ = lim,_,; f'(x) respectivamente. Por (0.4) f'(0) < 0e f'(1) <0

e portanto a < 0, mostrando assim que o limite acima é limitado. Isto acaba de mostrar
a parte (c¢) do teorema. n
Observemos que o item ¢ do teorema acima ainda continua valendo se trocarmosO(£™")
quando |¢| — oo para algum n € N por O(e~?#l) quando |¢| — oo para algum p > 0.
A demonstragao deste fato, a menos das devidas substitui¢oes, é exatamente idéntica a

aquela apresentada acima.



Capitulo 2

Obtencao da equacao da interface

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos uma derivacao formal da equacao de movimento

da interface para a equacao de advecgao-reacao-difusao

(2.1) { gutngu+ﬁvh(x)-Vu+%f(u)

re R"t>0

e para a equacao de reagao-difusao com termo espacialmente nao homogéneo

{ cup =€ A u+ Lh(z)?f(u)

(2.2)
zeR™t>0,

sendo € > 0 um parametro pequeno, h(x) > 0 suave e f como em (0.4). Mostraremos que

apesar de as duas equacoes nao serem iguais, elas tem o mesmo movimento de interface.

2.2 Evolucao das solucoes das equacoes de reacao-difusao

Agora vamos estudar a evolugao das solugoes de (2.1) e (2.2). Para isto, con-
sideraremos o caso especial em que h(z) = ¢, sendo ¢ > 0 uma constante. Neste caso

suporemos que A u° é limitado. Com estas hipoOteses, a equacao (2.1) se resume a
1
(2.3) 5ut:5Au—|—gf(u)

enquanto (2.2) se transforma em

2
Eut:&tAu—i-gf(u).

Nesta tltima, tomando & = £/c?, recaimos em (2.3), isto é; sem perda de generalidade,
(2.3) também representa (2.2). Sejau® a soluc¢do da equagao (2.3).

43
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No primeiro estagio, vamos tomar 7 = t/e2. Escrevendo ¢t em funcao de 7 em
(2.3) e observando que T = t/e? = dt = £2dr, (2.3) fica
1d

€ — € 1 & T
ol (x,7)=¢nu(x,7)+ gf(u (z,7)),

que podemos reescrever como

d
Eua =2 A uf + f(u).

Como estamos com 0 < € << 1, com excecao nas vizinhancas proximas das raizes de
f, espera-se que a taxa de reacao na equacao acima domine o efeito de difusao. Assim

podemos aproximar a equacao acima por

d

(2.4) L = (o)

Mas f(u®) = —W'(u®) e portanto f é negativa em (0,a) e positiva em (a,1). Veja o

grafico na Figura 2.1.

S (wF)

Figura 2.1: Gréfico de f em funcao de u°.

Logo, se 0 < u®(z,0) < a entdo u®(z,7) se aproxima de 0 quando 7 cresce,
isto porque u® decresce a medida que 7 cresce sem se tornar significativamente negativa.
Fazendo uma anélise parecida, temos que se 1 > u®(x,0) > a, entdo u®(z, 7) se aproxima

de 1. Isto pode ser visto na representacao do retrato de fase no gréafico da Figura 2.2.
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N
\

(0,0) T

Figura 2.2: Retrato de fase para v® em funcao de 7.

Aqui 0 e 1 funcionam como atratores do fluxo associado a (2.4) e & medida em que
a solucao se afasta dos mesmos, a taxa de reagao ganha forca, fazendo com que a solugao
volte a se aproximar do seu respectivo atrator. Isto ja nao é valido em toda vizinhanca
suficientemente pequena de a, pois o mesmo funciona como repulsor, fazendo com que
a solugao se torne bastante instavel a medida que T (e portanto t) crescem; isto é: uma
pequena perturbacao em z pode significar uma grande variacao de u®. Observemos o

grafico de u® em fungao de x para um 7 grande fixo na Figura 2.3.

Figura 2.3: Gréfico de v* em funcao de x para um 7 grande fixo.

Isto motiva as seguintes definigoes:

Defini¢ao 2.1 Dizemos que I'S = {x € R" | u(z,t) = a} € a interface em cadat.
Definicao 2.2 Definimos I'® = {{J,,(I'; % {t}} como sendo a interface.

No segundo estégio, tomemos 7 = t/e. Escrevendo t em fun¢do de 7 em (2.3),
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temos que

d £ £ 1 5

LU =ebu +gf(u ).
Como € é pequeno mas fixado, f continua se anulando em a, entao suficientemente proximo
da interface o efeito de difusao A u® é suficientemente grande para dominar a taxa de
reacao € ! f(uf) na equagdo acima. Aqui a situacao difere, dependendo quando a fungao
potencial W (u) tem os mesmos minimos em 0 e 1; isto é: W (0) = W(1) ou nao. Allen e
Cahn [2] tém observado que se W(0) # W(1), entao a interface comeca a se mover numa
velocidade constante na dire¢do normal. Por outro lado, se W(0) = W (1), que é o caso
desta dissertacao, a interface permanece estacionaria nesta escala.

No terceiro estdgio vamos analisar a evolucao deu® na escala ¢, restringindo-nos
somente ao caso em que W (0) = W(1). Allen e Cahn tém observado que neste caso a
interface comega a se mover com velocidade normal igual a curvatura média. Rubinstein,
Sternberg e Keller [19] mostraram de forma ndo rigorosa os calculos deste fato. Mais
tarde, Xinfu Chen [7], entre outros, completaram os calculos de forma bastante rigorosa
da evolucao das interfaces do primeiro ao terceiro estagio.

Quando h(x) nao for constante, o cenéario precedente muda um pouco, mesmo
porque (2.1) e (2.2) nao terdo uma forma tao simples. FazendoT = ¢/, (2.1) torna-se

du” _ 2(auf + LVh(aﬂ) - Vut) + f(uf)

(25) dr h(z)

e como € é pequeno, a aproximacao pela equagao (2.4) feita no primeiro estagio no inicio
desta se¢do continua valendo. Ja (2.2) torna-se

du®
dr

o que para regides onde h(z)? é grande pode ser tratada como a equagao (2.5). Em

(2.6) = e A+ h(x)’ f(u),

especial, se 3 ¢ > 0; h(x)? > ¢ Vo € R", entdo aplica-se também aqui a andlise feita no
primeiro estagio.
No segundo estagio, como acima, tomemos a escala tempo como sendorT = t/e.

Entdo (2.1) torna-se

du®

(2.7) =

=ce(A u® + LVh(yv) - Vu®) + %f(uf)

h(x)

e como € é um parametro fixo, entdo para regioes suficientemente proximas da interface,
a equacao acima pode ser aproximada por
du®

1
o= e(A uf + ——=Vh(z) - Vu©).

h(z)

Por outro lado, nesta escala, a equagao (2.2) fica

du’ h(z)?
(2.8) di _enu 4 MO

S ()
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que, se u® estiver proximo da interface, pode ser aproximada pela equagao parabdlica

du®

=c A us.
dr

2.3 Expansoes assintOticas

Seja u® a solucao de (2.1) ou (2.2) e I'f, I'* as interfaces definidas nas defini¢oes
2.1 e 2.2 respectivamente. Agora em diante assumiremos que para todot > 0 I'j é
uma hiperficie suave, fechada tal que R"\I'; tem duas componentes conexas, a saber
uma limitada e outra ilimitada. Seja {27 a componente conexa limitada descrita acima.
Vejamos a representacao de {2 para n = 2 dada na Figura 2.4.

Seja d° a funcao distancia com sinal definida por

dist(z, 1§ R™\Q
(29) da(x,t) — lS.(ZL’, t)vse S \ t
—dist(z,I5), se x €

onde dist(x,I'7) = infyers{d(x,y)} € a distancia de = até a hiperficie I';, sendo d(z,y),
como em (1.17) a distancia de z a y. Pela propria definicdo de d° temos que d®|r- = 0,
pois dist(z,I¥) = 0 para x € I';. Notemos também que para cadat > 0,d*(-,t) satisfaz
as hipoteses de 9(-) definida em (1.17), com S = I'j, assim pelos resultados (1.10) e (1.11)

(2.10) |vd| = 1

numa vizinhanca tubular de I'*. Assumiremos também que d° tem a expansao assintotica

dada por
(2.11) d*(z,t) = do(w,t) + edy (z,t) + 2dy(x, 1) + ...
e definimos:

(2.12) Uy ={z € R" | do(x,t) = 0},
(2.13) O, ={z € B | dy(z, 1) < 0},
(2.14) I :LjetZO (T > {t}),
(2.15) QREUpzo (RO x {t}) e
(2.16) Q1 =Uzo (& x {t}).

Figura 2.4: Representacao de (2f para n = 2.
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Fazendo ¢ — 0, obtemos que

(2.17) lim d* = do

pois por (2.11), d(e, x,t) = d*(z, t) é continua na varidvel . Observemos que pela defini¢ao
de d°, T = (&°)~*(0), enquanto T'; = (dg)~*(0). Vamos supor também que

(2.18) I'; é suave.
Assumiremos também que u°(x, ) tem as expansoes assintoticas externas

ug (z,t) +euy (x,t) + 2ug (z,t) + ... , se x € Qy,
ug (z,t) + euy (@, t) + uy (z,t) + ..., se x € Q.

(2.19) u(x,t) = {

Quando nao houver necessidade de distin¢ao entre (Qy e ()1 simplesmente escrevemos

(2.20) uf(1,t) = ug(w,t) + cuy (x,t) + ug(w,t) + . ..

para (z,t) longe da interface ['*. Ainda assumiremos também que u®(z,t) tem a expansao

interna

(2.21) uf(x,t) = Up(€,2,t) + UL (&, 2, 1) + 2Us(&, 2, t) + . ..
perto da interface I'*. Sendo

(2.22) £ =d(x,t)/e

de certa forma um aumento de ordem dey = (z,t) em relacao ac. Cabe aqui relembrarmos
as Definicoes 1.7 e 1.5 e os Exemplos 1.2 e 1.3. Estamos supondo que a variavel{ da
exatamente a correta escala espacial para descrever a acentuada transicao entre as regioes

u=0eu=1 Como u® =aem [, vamos normalizar Uy, tal que
(2.23) Up(0,2,t) =a e Ug(0,z,t) = 0 para k =1,2,3,... e x perto de I'°.
Tomando (z,t) ¢ I'°, mas perto de I'* e fazendo ¢ — 0 (e portanto & — £00) temos:

(2.24) Uk(+00, x,t) (z,t),se x € (R™\Q)
(2.25) Ur(—o0,z,t) = u, (x,t), se x € ()

+
Uy,
k

onde u} e u; sdo as expansoes externas definidas em (2.19). Agora estamos finalmente
em condicoes de usar a funcao distancia com sinal e expansoes assintéticas para obter as

equacoes de movimento das interfaces das equagoes em estudo.
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2.4 Equacao de movimento de interface da solucao da
equacao de adveccao-reacao-difusao

Usando a expansao assintotica externa (2.20) em (2.1) obtemos que

d o~ i i
€ ;5 ui(z,t) =¢ A ;5 wi(z,t)
+ %Vh(x) Y Z&tzui(x,t) + gf(z e, (z,1).
i=0 i=0

Expandindo f em torno de ug(z,t) podemos escrever esta equagao como
(2.26) ia”liu (z,t)
: dt "

—Zs”l A ui(z,t) + —Vh ZEZJerUZ z,t)

=0
+Z f (ug(zx,t)) Zeuz$t

Separando os coeficientes de e~ em (2.26) obtemos que

(2.27) fluo(z, 1)) =0 em Qo U@y
e separando os coeficientes de ” em (2.26) temos que
(2.28) [ (ug(z, t))ur(z,t) =0 em Qo U Q.

Por (0.6) e (2.27) segue que up = 0, ou uy = a, ou up = 1. Como estamos estudando a

interface entre as regioes onde u =~ 0 e u = 1, temos que
(2.29) up(z,t) =0 em Qo e up(z,t) =1 em @4

ou
up(z,t) =1 em Qo e up(z,t) =0 em Q.

Como ambos o0s casos tém o mesmo tratamento, vamos assumir (2.29). Paran = 2, a
representacao de uy pode ser vista na Figura 2.5.
De (2.28), (2.29) e (0.6), temos que

(2.30) ur(z,t) =0 em Qo U Q.

Usando a expansao assintotica interna (2.21) e expandindo f em torno de Uy, obtemos

que

o0

(2.31) Fs(z,t) =) U, 2, 1) Zs U (€, 1))

j=0
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U,O:O

Figura 2.5: Representacao de uy no caso em que n = 2.

Usando (2.22) e (2.11) temos que

d

—(Ui(€(e, z, 1), 2, 1)) = %(Ui (da(x’t),x,t>)

(2.32) y

10 0 0

58«5 Ui, x t)a de(x,t)vLa—Ui(é,:c,t)
18 d

= Zac éxtzgjat :Ut)—l— U(fq:t).

E pelo mesmo motivo e ainda, usando (2.10) pois a mesma vale perto del™®, temos que

(2.33) A (Ui(&le,,t),z,t)) =0 (Us <M,x,t))

£
n 2 5
()
— dxj €

" d 19 9 0
— Z - |:_—d5(x7t)a—Uz(§,$,t) + a_x]Ul(£>$at):|

d
= L d(z,t 0 U, t ! 0 d*(x,t s t
- —~ ga_x? (JZ, )85 z(§7m7 )+§(8_1‘] (l’, )) 852 (f,x )
2 2

Ui(e.0) + Ui 1)

1 02
— 2 8 E @)U .0 + IV () g .
290 e t) - 9 LU 6 )+ 20 ULE, 2, 0)

0 2

— gzgﬂ A dj(x,t)a—gUi(g,x,t) + ?a_éUi(g’x’t)



2.4. INTERFACE DA EQUACAO DE ADVECCAO-REACAO-DIFUSAO

2 , 0
+ - E I d.: - V.. —U: + AU
c - € J(.I',t) Iag z(fwxat) x Z(g,l’,t).

E analogamente

(2.34) Vzaﬁ(f@;m,ﬂ,m,ﬂ)—-vx(U;(d%f’w,agt>)
19
-2

10,

58§

Ui(&, z,t)Vd (z,t) + VUi (€, x,t)

gxtE:ywixw+vcm§xw

Agora substituindo (2.21) em (2.1) temos que

Zs’“ (e, x,t), Za”l E(e,x,t),x,1))
+—Vh Z&H_l (&(e,x,t),x,t)) + fZE (& x, ).

Usando (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) a equagao acima é equivalente a

=0
Jj=

H—] z+1
(2.35) £ € th + Zs
0

o

2
:Z H_]Ad]a_/fU +Z - la§2

7,:

+2 Z eIvd; - v,

J=0

0 =
—UZ + €l+1 JApS Uz
et 2

1 = .0 >
+ ——Vh(z) - e __Uvd, + ) £, U;
=0

‘|‘ij) Ug Zc?U

Comparando os coeficientes de e em (2.35) temos que

82

o€z U0+ f(Uo) =

Isto pode ser escrito como

(2.36) Upee + f(U()) =0.

ol
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E separando os coeficientes de £° segue:

0. .0 0 0? 0
0Ly = doLUs+ Uy +29dy - Vo
&SUO@t 0 =A 08£UO+062U1+ Vdg VwagUo
1 9 ,
+Vh- (a—éUovd()) + F(U)UL.

Isto pode ser escrito como

— 2dy - Vo Upe.

Vh-vd
(237) Ulgg + f,<Uo)U1 = Uog (d()t— A do — —0)

Ambas, (2.36) e (2.37) sao EDOs em & com parametros = e t. Mas pelas condigoes de
normaliza¢ao dadas em (2.23), segue que
Up(0,2,t) = a

e pelas condigoes (2.24), (2.25) e por (2.29) temos que

239 Lo

ug (z,t) =0
o (T,

ug (z,t) = 1.

Assim

U0(+OO, iL‘,t) =0
(2.39) Up(0,z,t) =a
Up(—o0, z,t) = 1.

Logo por (2.36) e por (2.39),

<240) UO(§7I7t) = @(5)

onde ¢ é solugao de (1.25) com condi¢oes iniciais dados por (1.26).
Substituindo (2.40) em (2.37), observando que V,¢'(£) = 0 (pois ¢ nao depende
de x) e usando as condigdes (2.23), temos que

{ Uige + ' (0(©) U1 = (do— & do — T51%) '(€)
0

Aqui, para cada (z,t) € R" x R, fazendo

A(©) = (du= & do = 70 ) (0

e com o Corolario 1.16, temos que (2.41) satisfaz as hipoteses do Teorema 1.18.
Seja

(2.42) g(z,1) = (dOt(q;,t)— A do(x,t) — Vh(z) - wo(x,t)) .

h(x)
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Entdo, pela hipotese assumida quando fazemos a expansdo assintotica interna (2.21), o

problema (2.41) tem solucao limitada em £ e assim pelo Teorema 1.18 segue que
| swneieras o
Por (1.29) e (1.31) e pela igualdade acima, segue que g(x,t) = 0 e portanto

Vh(z) - Vdy(z,t)
h(zx)

(2.43) doy(, 1) =4 do(,t) +

Por (2.17) e pelo Corolario 1.13 temos que em S = I vale
(2.44) 7 = vd,

e conseqiientemente

0 Vh-Vd,
2.4 —In(h) = ——
(2.5 n(h) = T
Também por (2.17) e pelo Teorema 1.12, temos que a curvatura médiaH em S =T é
dada por

n—1
Seja z(t) tal que (z(t),t) € I'. Entao temos que do(x(t),t) = 0 e, conseqiientemente

d

para todo t > 0. Portanto Vdy(x,t) - 2'(t) = —do(x(t),t). Mas por (2.44) Vdy(x,t) - ' (¢)

é exatamente a componente normal da velocidade del’ em z. Assim
(2.47) V(z(t),t) = —do(z(t), 1)

¢ a velocidade normal da hiperficieI". Logo, por (2.47), (2.46) e (2.45), (2.43) nos diz que

(2.48) V=—-n-1)H- %ln(h).

2.5 Equacao de movimento da interface para a solucao
da equacao de reacao-difusao com taxa de reacao
espacialmente nao homogénea

Usando a expansao assintotica (2.20) em (2.2) temos que

I

d o — )’ i+1
Eageui(x,t)—eA;esui(x,t)%— . f(;e ui(z,t)).
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Expandindo f em torno de ug(z,1), esta equagdo pode ser escrita como

o d
(2.49) Z &?ZHEui(x, t)

= Zei“ A ug(z, t)+

uoxt Zeulxt

Separando os coeficientes de ™! em (2.49) e usando a hipotese que h > 0, segue

(2.50) fup(z,t)) =0 em QoU Q1.

Também, separando os coeficientes dec” em (2.26) e usando a hipotese queh > 0, obtemos

que

(2.51) [ (up(z, t))ur(z,t) =0 em Qo U Q1.

Estamos na mesma situacao da secao anterior e pelo mesmo motivo assumiremos
(2.52) up(z,t) =0 em Qo e up(z,t) =1 em @4

De (2.51), (2.52) e (0.6), temos que

(2.53) uy(z,t) =0 em Qo U Q1.

Até aqui o procedimento é semelhante ao da secdo anterior e portanto continuam valendo
as condi¢oes de normalizacao (2.23) dadas na mesma.

Agora, usando a expansao assintotica interna (2.21) em (2.2) obtemos que

Ze”l (Us(&(e, 1), Ze’“ E(e,x,t),2,1))

isl Ui(&, z,t)).

Usando (2.31), (2.32), (2.33) e (2.34) a equacdo acima é equivalente a

@

(2.54) ; Wag atd +Z Z“
7=0
:iZQ giti Ad]an _1_252 l—U
j=0

< 0 >
+2) ;- VUi + > e A, U
1=0, =0

23

P
+§%h2£x ])U[) .ZsU
=
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Comparando os coeficientes de e em (2.54) temos que
(2.55) Unge + h*(x) f(Up) = 0

e separando os coeficientes de € segue que

o 0 B o2 ) ,
6—€Ugad0 =A doa_fUO + == 852 —U;, + 2Vdy - 85Uo + h2(ZL‘)f (Uo)Ul

Mas esta pode ser escrita como
(256) U1§§ + hz(l')f/(Uo)Ul = Ugg (d()t— A do) — QVCZO . Vong.
Como h(z) > 0, segue que

—00, 8¢ £ = —00
(2.57) E-h(x)=1 0, se =0

00, se & = x.

Seja ¢ a solugao de (1.25) com dados iniciais (1.26). Entao por (2.55) e por (2.57)

(2.58) Uo(§, @, t) = ¢(h(x)S)

é a solucao de (2.55) com dados iniciais (2.39). Substituindo (2.58) em (2.56) segue que

(2.59) Uige + h*(2) ' (o(h(x)€))U,

L o(h(@)6) (do— b do) — 27, (d%m(x)s)) Vo

dg

= h(@)¢' (h(2)§)(dor— & do) — 2Vdo - (h(iﬁ)@’(h(ﬂf)ﬁ))
h(@)¢' (h(2)€)(dor— & do) = 2Vdo - Vah(x)¢' (h(2)€)
— 2h(z)€@" (h(x)§) Vh(z) - Vd,

= h(x)¢' (h(2)€)(dor— & do)

—2Vdy - V. h(2)(¢ (h(z)€) + " (h(2)E)h(z))

~— ~—

para todo £ € R.

Seja z = h(x)&, entao (2.59) pode ser reescrito como

W (2)Urzz + B2 (2) ' (0(2)) Ur
= h(z)¢'(2)(dos— & do) — 2Vdy - VA(z)(¢'(2) + §"(2)h(x)).

Dividindo por h? e reordenando os termos, obtemos
(2.60) Ui.. + ' (p(2)U;

= (dOt_ A dy —

2
— —Vdy - Vhzy"(2)

2Vh-Vdy\ ¢'(2)
h h?

h
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Pelas condigoes (2.23) temos que
(2.61) Ui(0,z,t) = a.

Escrevendo

Az, x,t) = (dot(:c,t)— A do(z,t) —

_ 2vdy(z,t) - Vh(z)
h(x)?

2Vh(x) - Vdy(z, t)) ' (2)
h(x) h(x)

20" (2)

entdo pelos lemas 1.16 e 1.17 e como supomos expansao assintotica interna (2.21) temos
que A esta nas hipoteses do Teorema, 1.18.
Em especial

2Vh - vd o 2Vdy - Vh [
(2.62) (dOt— A dy — %)/ ¢ (2)%dz — %/ 2¢'(2)¢"(2)dz = 0.

Pelo Corolério 1.16 temos que
29/ (2)*I2% = 0.
Usando a integracao por partes, obtemos que

/_oo 20 (2)¢" (2)dz = 2¢'(2)?|7=2, — /_OO ¢ (2)*dz — /_OO 20 (2)¢" (2)dz

o o o
e conseqiientemente

(2.63) /_ T ) ()ds = /_ T ().

[e.9]

Substituindo (2.63) em (2.62) temos que

2Vh-Vdy Vdy - vh) /°°
_|_

! 2 _
. ; ' (2)*dz =0

(dOt— A dy —

o0

E como ¢’ é nao nula entao

h

Vh-Vvd
= (8 a0+ 70

0 que é exatamente a Equacao 2.43 e conseqiientemente 2.48 esta satisfeito. Concluindo,
mostramos que as equacoes (2.2) e (2.1) tém a mesma equagao de movimento de interface.
Esta é dada por (2.48), a saber

V=—(n—1)H— %ln(h).



Capitulo 3

Interface de um sistema de

reacao-difusao

3.1 Introducao

Neste capitulo vamos introduzir o sistema de reacao-difusao sem o termo flutuante

(3.1) { cuy =& A u+ Lh(v)2fo(u), T ER", >0

evy =N v+ u — Y, reR" t>0

onde f.(u) = (u(1 —u)(u—1/2+ ae), sendo a > 0. Nosso propoésito é, usando expansoes
assintoticas, mostrar que o movimento de interface para a solucdo do sistema acima é

idéntico ao movimento de interface do sistema de crescimento de chemotaxis

(3.2) eup=¢ b u—eV-(uVx(v)) +1f(u), em Qx (0, T)
' vy =AU+ u— v, em Q x (0, T)

onde V- é o operador divergente, sendo v uma constante positiva. A funcao y é chamada
de fungao de sensibilidade da agregacdo de chemotaxis e satisfaz x’(v) > 0 para v > 0.
A Equacao (3.2) foi proposta por Mimura e Tsujikawa|1l3] como um modelo de agregacio
de individuos biolégicos no caso em que h(v) = exp(—x(v)).

Sendo (ue,v.) a solu¢do do problema (3.2), Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura;
[5] mostraram que (u.,v.) — (ug,vo) em [0, 7] quando ¢ — 0, para algum T > 0. Aqui ug
é a funcao caracteristica do dominio em movimento{2; CC €, cuja equacdo de movimento

relativa a vy ¢ dada pelo problema (3.3) a seguir:

V= —(n—1)H + 25 + Vaacap(x(v))
0, € Q\Q, t€0,T],
1, z€y, tel[0,T]

(3:3) — A& v, 1) + yvola, t) =

57
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Sendo V' e H respectivamente a velocidade normal e curvatura média de 9€%;. A ob-
ten¢ao de (3.3) ¢ fundamentada no uso da onda viajante de um problema auxiliar e a
funcgao distancia com sinal, como tem feito por exemplo Barles, Soner e Souganidis [4].
Observamos também que este método é, em sua maior parte, equivalente ao usado no
capitulo precedente. Bonami, Hilhorst, Logak e Mimura fizeram uma prova rigorosa para

a convergéncia no caso em que v ¢ estacionaria [6].

3.2 Equacao de movimento de interface do sistema de

reacao-difusao sem o termo flutuante

Seja (u®,v%) a solucao de (3.1) ou (3.2). Como no capitulo anterior, definimos a
interface I'* por I'* = {{J,.o(I'; x {t}} onde I'; = {x € R" | u*(x,t) = 1/2}. Notemos que
no capitulo anterior I'; = {x € R™ | v*(z,t) = a}, sendo 0 < a < 1 a raiz de f tal que
f'(a) > 0. Aqui 1/2 é a raiz de f(u) = (u(l —u)(u —1/2) = lim._q f-..

Também definimos do(x,t), I'y, Q, [', Qo e Q1 como na Secao 3 do capitulo prece-
dente.

Assumimos que u° tem a expansao externa (2.20), a expansdo interna (2.21) e
vamos impor as condigoes de normalizacdo como na Segdo 3, a saber (2.23), (2.24) e

(2.25). Assumimos também que v° tem a expansao
(3.4) v (z,t) = vo(z,t) + vy (, 1) + vo, ) + - - -

para todo x € R™, t > 0. Substituindo (2.20) e (3.4) em (3.1) obtemos que

(3.5) Zsuzxt—eAZ€u1xt <)f5()

(3.6) 6a ;5 vi(z,t) =A ;5 vi(z,t) + ;5 vi(z,t) — 7;6 vi(z, ).

Fazendo a expansao de Taylor h em torno de vy, segue que

(3.7) Z hU)( vg Z e'v;)?

Por outro lado

(3.8) fe(u) =fo(u) + e f1(u), sendo
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Agora, fazendo as expansoes de Taylor para fy e f; em torno de ug, obtemos que

(3.9 {fo< ) = 0 1) () H(TE (6,2 ).
Au) = X0 19 (o) (5, sl . 1)

Ainda substituindo (3.9) em (3.8) e dai substituindo (3.8) e (3.7) em (3.5), obtemos

1 i+1 " ;
(3.10) Z e

Separando os coeficientes dee~! e

m (3.10) segue que

(3.11) h(vo)? fo(uo(x,t)) = 0.

Também, separando os coeficientes de e® em (3.10), segue que

(3.12) h(vo)*(fo(uo)ur + fi(uo)) + 2h(vo) ' (vo)v1 fo(uo) = 0.
Separando os coeficientes de € em (3.6), obtemos que

(3.13) A vg+ ug — g =0 em Qo U Q1.

Por (3.11) temos que uy = 0, ou ug = a, ug = 1. Entdo como em (2.29) na Sec¢ao 3 do

capitulo anterior, vamos supor que
(3.14) up(z,t) =0sex € Qo e up(z,t) =1sex € Q.
Por (3.14), (3.12) pode ser reescrito como
h(vo)? f'(uo)ur = 0
e portanto, como h > 0 obtemos que
(3.15) up =0 em Qo U Qq

Por 3.13, vy é solucao de

(3.16) — A v, t) + yuo(z, t)

{ 0, z € R\,

17 IEQ{»
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Substituindo 2.21 e 3.4 na primeira equacao do sistema (3.1), segue que

Ze”l (e, m,t), Ze”l E(e,,t),2,1))

h( ) o e
+ . fe(u®).
Usando (2.32), (2.33), (3.8), (3.9 e (3.7) a equagao acima ¢é equivalente a
z+_7 d 'L+1
;5 oo T Z
i=0
© D) 00 92
=Y e Ad;=-U; e ——=U;
; € i D¢ + ; oe
=0

+2) vd; - v,

Q.
Ui+ ) et A U
1=0

3
j=0
Zh(ﬂ (’Uo)% (Z €i7ji> Zfo Uo jl <Z€ U>
j=0 " \i=1

+e > Zi, fl(i)(Uo)(ZaiUi)j> .
i=0 i=1

Comparando os coeficientes de e7! e €° na equacao acima, obtemos respectivamente que

(3.17) Uoge + h*(v) fo(Up) = 0

e
0 0 0 0? 0
anOatdO =A doa_£U0 + a—§2U1 + 2Vd0 . Vza—on

+ h*(vo) fo(Uo) U + h* (o) f1(Uo) + 2h(vo) ' (vo)vi fo (Un),
sendo que esta ultima pode ser reescrita como

(3.18) Usee + B (v0) £3(Uo) Uy = Upe (dor— A do) — 2Vdy - V. Uge
— 2h(vo)h' (vo)v1 fo(Us) — B*(vo) f1(Us).

Das condi¢oes de normalizacao (2.23) e de (2.24), (2.25), temos que Uy satisfaz (2.39).
Assim, por (3.17) e (2.39), Uy ¢é solucao do seguinte problema

Uoge + 1*(vo) fo(Up) = 0
Up(+o00,z,t) =0
Up(0,2,t) =1/2
Up(—o0,x,t) = 1.

(3.19)
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Fazendo z = h(vg)&, entdo o problema acima pode ser reescrito como

Uozz + fo(Uo) =0
Ug(+00,2,t) =0
Up(0,2,t) =1/2

Up(—o0,x,t) = 1.

(3.20)

Logo, a solucao em (3.20) ¢ dada por

<321> Uo(f,l',t) = @(h(UO(x’t))£>

61

sendo ¢ a solugao de (1.25) com dados iniciais (1.26) e f = fy. Aqui, pelo Exemplo 1.5

(3.22) o(z) = 3 (1 ~tgh(=- \ﬂ)
Portanto,
(3.23) Up(€,2,t) = %(1 - tgh(%jg))g)).

Substituindo (3.21) em (3.18) e fazendo z = h(vy(z, ))&, obtemos que

h(vo(x,1))?Un.. + h(vo(x, 1)) fo (9(2)) U

= (dor— & do)(2)h(vo(z,1))

— 2V, (h(vo(z, 1)) (h(vo(z, 1)E))) - Vdo

— 2h(vo(x, ) (vo(, t))vi (2, 1) fo(p(2)) = hvo(z, 1)) f1(p(2))
= (dos— & do)¢'(2)h(vo(, 1))

— 2(W (vo(, 1))@ (2) Voo (, t) + h(ve(x, 1)) " (2)EN (vo(x, 1)) Vg, 1)) - Vdy

— 2h(vo(, )R (vo(x, t))vr (2, 1) folp(2)) — hl(vo(w, 1)) fi(p(2)).

Dividindo a equagao acima por h(vy)?, segue que

(3.24) Uree + fil0(2)Us =@(d0t— A do)g(2)
_Qh,(vo) / "
W(%O (2) + 2¢"(2)) Voo - Vdy

—21(vo)
~h(vg)

Mas esta tltima pode ser reescrita na forma

vifole(2)) = file(2))

Urz: + fole(2))Ur = A(z, 2, 1).
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Pelos corolarios 1.16 e 1.17, a equacao acima esta nas hipoteses do Teorema 1.18. Como
estamos assumindo a expansao interna 2.21, entao para cada(z,t) € R* xR, U; é solucao

limita em £ (e portanto em z) de (3.24). Assim, pelo teorema citado, segue que

/00 ¢'(2)A(z,z,t)dz =0

e portanto
(3.25) / h(ve(z,1))A(2)¢' (2)dz = 0.
Separando h(vo(z,t))A(2) em (3.24), entdo (3.25) torna-se
th oo
(326) (d(]t— A dy — %Vz}o . Vdo) /_OO 90/(2)2(12
21/ (vg)

= Thw) Vg - Vdo/ 20'(2)"(2)dz

— 2K (vo)v1 fo(p / folep (2)dz

—Mm{[ f1(0(2)¢ (2)dz = 0.

Ainda por (3.8) e por (3.22) segue que

(327)  fi(e(2) = ap(2)(1 —¢(2)) =
l (cosh (2/2v/2) — senh(z/?f)) 1 (cosh(z/Q\/ﬁ) + senh(z/Qﬂ))
2 2

cosh(z/2V2) cosh(z/2v/2)
= Zcossech(z/Z\/_)
e

(3.28) Vag!(2) = _m%;imsech (ﬁ) — eossech (275) |

Assim, por 3.27 e 3.28, segue que

file(2)) = —vV2a¢'(2).

Multiplicando esta tltima equacao por ¢'(z) e integrando sobre R, obtemos que

(3.29) [mﬁwQMﬂ@w:—J%/fwwVw.

Por (3.20) e pelo Corolario 1.16, segue que

| teene @i =- [~ e

-=wwm:x+/mww¢@w:—[ﬁﬁ@@wvwz

—00
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Portanto
(3.30) | flel2)e @z =0,

Substituindo (2.63), (3.30) e (3.29) em (3.26), obtemos que

20 (vg(z,t))
(d()t(.%‘, t) A do WVUQ Vd()
W (vo(z,t)) > /°° 2
+ 22 Gy - Vdy + 0 4+ V2ah(v '"(2)?dz = 0.
Mwo(a,0) 0 YD W) | 7%
Como .
/ ¢ (2)%dz > 0
segue que
_ W (vo)
<331) dgt =A do + Vg - Vdo - \/§Oéh(1)0).
h(vo)
Por (2.44), temos que
0 . h,<’U0)
(332) %ln(h(vo)) = h(vo) Vg Vdo.

Substituindo (2.47), (2.46), (3.32) em (3.31) ainda tomandox(vy) = —In(h(vy)) obtemos
que

Ix (1)
o

(3.33) V=—(n-1)H+ + V2aexp(x(v))

onde 77 é o vetor normal exterior em I';, V' é a velocidade normal de I';, H a curvatura
média de I'; a qual é positiva se Q; é convexa e Q, = Q, UT,. Mas (3.33) & a equagao de

movimento de interface para (0.8).



64 CAPITULO 3. INTERFACE DE UM SISTEMA DE REACAO-DIFUSAO



Capitulo 4

Simulacoes numéricas

4.1 Condicoes suficientes para a convergéncia da inter-

face

Neste capitulo faremos simulacoes do movimento da interface quandon = 2.
As figuras da Secao 2 a seguir, foram copiadas de [15]|. Inicialmente assumimos queh
radialmente simétrica, isto é: h = h(r) , onde r = ||z||. Também suporemos que para
cada t > 0, I'; como sendo um circulo centrado na origem e com raio R(t). Assumimos
ainda que o dominio €2 como sendo um retangulo em torno da origem. Assim a velocidade

normal V de I'; é exatamente a variacao de seu raio, a saber

(4.1) wa:%?

Da geometria diferencial sabemos que sep € I'; entao

(4.2) ) = 5
Ainda, como h(z) = h(||z]|), entdo
Vh(z) = i(|l]]) - W — (|| - .

Doravante nao faremos mais distin¢ao entre h e h. Pela identidade acima obtemos que

a =
(4.3) 57 n(h(z)) = (|| D) W (|ll))7i - i = (H 0 R ([l]))-

Agora substituindo (4.1), (4.2) e (4.3) em (2.48), obtemos

(4.4) dr __1_NW(R)
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Usando as regras elementares de derivacao, segue

d 1 1 RK(R)
—In(Rh =——(h h' = — :
TRINRNR)) = s (HR) + RW(R) = -+
Portanto
d 1 K(R)
4. —In(Rh(R)) = = .
(15 TRIn(RHR) = & +
Assim, substituindo (4.5) em (4.4), temos
dR d
Agora, se
(4.7) Rh(R) atinge minimo em R* > 0

e como In é estritamente crescente, entdo o mesmo acontece com a func¢ao In(Rh(R)).
Também, como h é limitada entao

lim Rh(R) =0

R—0

e portanto
lim In(RA(R)) = —o0,

R—0
e assim existe R’ < R* positivo tal que In(Rh(R)) atinge um méximo local em R = R'.

Vemos isto qualitativamente no grafico da Figura 4.1.

Rh(R)

f Ny /

x LT

/

"
(0,b) g R*

Figura 4.1: Representacao qualitativa deln(Rh(R)) em fun¢io de R.

Portanto —%In(Rh(R)) é como no grafico da Figura 4.2.
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—%ln(Rh(R))

(0, 0) %

Figura 4.2: Representagio qualitativa de —-=In(Rh(R)) em funcio de R.

Se R(t) é solugédo de (4.6) e for suficientemente proximo de R*, entao pela andlise
do sinal de —Lin(Rh(R)), R(t) converge para R*. Assim se I'y for suficientemente
proximo de ['y, entao I'; converge para ['y, onde I'y, é o circulo de raio R* centrado na
origem. Aqui, suficientemente proximo quer dizer que nao existe raiz de —-%In(Rh(R))
entre R(t) e R*. Outra observagao importante é que R* descrito acima pode nao existir, ou
nao ser unico, mas para cada R* existe exatamente um R’ como nos graficos das Figuras

4.1 e 4.2. Veremos alguns exemplos na préoxima secao.

4.2 Exemplos

Vejamos algumas exemplificagbes numeéricas.

Aqui R* = v/5/3 e R' = v/2/3. Como esperado, a tnica diferenca nas Figuras
4.3 e 4.4 estd na espessura da camada interna ( representada pela transi¢do do preto ao
branco nas figuras). Isto é também esperado, pois na expansao interna da solugio da
equagao (2.2), Up(&, =, t) = o(h(z)€) onde p(§) = Up(&, =, t) para a expansao em (2.1).
Como h > 1, temos que a norma do vetor gradiente em relacao a variavel espacial para
a solugdo em (2.2) é maior se comparada com a solugdo para (2.1). Mas quanto maior
for esta norma, mais rapido Uy muda de um valor para outro e portanto mais rapida é a
transicao do preto ao branco na representacao nas figuras. A mesma anélise feita acima
continua valendo em certos casos se h nao ¢ radialmente simétrica. Observamos isto nas
Figuras 4.5 e 4.6.

Mas quando I'y tiver pontos nao suficientemente proximos de [y, ou a curva-
tura de I'y oscilar muito entao mesmo h sendo radialmente simétrica, I'; pode perder a

convexidade. Este fenomeno pode ser observado nas figuras 4.7 e 4.8.
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Figura 4.3: Evolucao no tempo da solu¢ao u®(x, t) de (2.1) com £ = 0.025,
fu) =u(l —u)(u—1/2) e h(x)=1/(Jz|+1/9) + 1.

Figura 4.4: Evolugao no tempo da solu¢do u®(z, t) de (2.2)

com ¢, f e h como na Figura 4.3.
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Figura 4.5: Evoluc¢ao no tempo da solu¢ao u®(x, t) de (2.1) com £ = 0.025,
f(u) =u(l —u)(u—1/2), h(z) = exp(p(cos(q(4ai + 23))), p=1.25 € ¢ =3.

Vejamos também dois exemplos de evolugao parau®(x, t), solugdo do sistema
(0.7), dados nas Figuras 4.9 e 4.10. Aqui podemos notar a existéncia de uma grande

variedade de padroes espaciais na evolucao da solugao no tempo.
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Figura 4.6: Evoluc¢ao no tempo da solucdo u®(x, t) de (2.2)
com ¢, f e h como na Figura 4.5.

Figura 4.7: Evoluc¢ao no tempo da solu¢ao u®(x, t) de (2.1) com £ = 0.025,
Fu) = u(l — u)(u — 1/2), h(z) = exp(p(sen(qn]z]2))), p=1.956 ¢ g = 1.15.
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Figura 4.8: Evolugao no tempo da solu¢aou®(x, t) de (2.2) com ¢,

f e h como na Figura 4.7.

Figura 4.9: Evoluc¢ao no tempo da solucdo u®(x, t) de (0.7) com ¢ = 0.05,
a=1.0,v=10, h(v) = a exp(—bv), a =202 e b = 6.41.
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Figura 4.10: Evolug¢ao no tempo da solucao u®(x, t) de (0.7) com £ = 0.05,
a=1.0,v=0.5, h(v) = a exp(—bv), a =202 e b= 17.55.
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