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Resumo

Neste trabalho nés apresentamos a teoria fundamental para estabele-
cer as coordenadas do Indice de Kronecker, Produtos Cup e Cap na categoria

dos complexos simpliciais finitos em termos de cadeia e cocadeia.



Abstract

In this work we present fundamental theory to establish the coordi-
nates of the Kronecker Index, Cup and Cap Products in the finite Simplicial

Complexes category in terms of chain and cochain.
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Introducao

O objetivo deste trabalho foi estabelecer, na categoria dos complexos
simpliciais finitos, relagdoes matriciais em termos das coordenadas dos produtos
de Kronecker (fndice de kronecker), cup e cap a nivel de cadeia e cocadeia. Ba-
sicamente estes resultados foram uma adaptacao destes produtos desenvolvidos
na categoria de homologia e cohomologia singular apresentados principalmente
por Greenberg em [2].

Na categoria estudada, a maior dificuldade foi adaptar o conceito de
p-face anterior e p-face posterior para se evitar ambigiiidade. Isto exigiu cri-
teriosa revisao do conceito de orientacao. Estabeleceu-se que a enumeracao
dos vértices de um complexo simplicial geométrico finito, além de simplificar o
processo de orienté-lo, facilita a descricao dos operadores bordo, gera conceito
de bases canonicas e cria-se um complexo de cadeia simplicial induzido isomor-
fo ao complexo de cadeia simplicial geométrico, onde inexiste a ambigiiidade
p-face da frente ou p-face detras.

O trabalho é organizado como segue. O capitulo 1 aborda conceitos
preliminares sobre Algebra, um pouco de Algebra Booleana, sinal de uma per-
mutacao, Algebra Homoldégica e o conceito de fungao suporte para aplicagoes
entre complexos de cadeia. No capitulo 2 estudamos alguns resultados de
homologia e cohomologia simplicial, definimos complexo simplicial induzido,

estabelecemos relacoes de faces entre simplexos analisando o produto booleano



das matrizes dos operadores bordos e por fim, definimos o indice de Kronecker e
seu calculo em termos de coordenadas. No capitulo 3, definimos o produto cup
nas cocadeias do complexo induzido e depois no geométrico e demonstramos
as propriedades que induzem o anel de cohomologia. Ai encontramos algumas
dificuldades no que diz respeito a anti-comutatividade. No capitulo 4, defini-
mos o produto cap entre cadeia e cocadeia e as propriedades que tornam a
homologia de K, um moédulo a direita do anel de cohomologia. Finalizando,
no apendice é calculada a homologia da Faixa de Mobius considerando-se uma
orientacao aleatoria e as coordenadas do produto cup entre duas cocadeias do

complexo de cocadeia obtido através da triangulacao do Toro.



Capitulo 1

Pré-Requisitos

1.1 Anéis e modulos

Definigao 1.1 Um Amnel é um conjunto nao vazio R com duas operagoes
internas em R, uma denominada adicao e a outra multiplicacao.

A adigao: +: R x R — R, cuja imagem +(a,b) = a + b satisfaz:

(i) a+(b+c)=(a+b)+cVabceR,;

(ii) 30z € R de maneira que O +a=a+ 0gr = a,Va € R;

(iii) Va € R, 3 d € R tal que a+ a = d' + a = Og, denotamos o’ = —a;
(iv) a+b=b+a,¥ a,b € R;

A multiplicagdo - : R X R — R, cuja imagem -(a,b) = a - b = ab satisfaz:
(v) a-(b-c)=(a-b)-¢,¥ a,b,c € R,

(vi) a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-¢; Va,bc €R.

Se a multiplicacao satisfaz:



(vii) a-b="0b-a,V a,b € R;

entao R é chamado Anel Comutativo.

(viii) Se R contém um elemento 1g de modo que: 1gp-a =a-1p = a, Ya € R,

entao R é chamado Anel com Identidade.

Defini¢ao 1.2 Seja R um anel. Dizemos que um subconjunto S de R, S # (),

¢ um subanel de R se, e somente se,

(i) S € fechado para ambas as operagies de R, isto €,

Vr,seS=r+seSer-sef

(ii) S com as operagoes restritas € também um anel.

Definicao 1.3 Um subanel I de um anel R é chamado ideal a esquerda
se,e somente se,

Vre ReVxel, r-zel;

I é chamado tdeal a direita se, e somente se,

VreReVaxel x-rel,

I ¢ um ideal se for um ideal a esquerda e a direita.

Defini¢ao 1.4 Seja X um subconjunto de um anel R. Seja {A;;i € I} a
familia de todos ideais (a esquerda) em R que contém X. Prova-se que NicrA;
¢ um ideal, chamado ideal (a esquerda) gerado por X. Este ideal é denotado

por (X).

Definicao 1.5 Sejam R um anel e M um conjunto nao vazio. Dizemos que

M € um R-mddulo (a esquerda) se existem duas operagoes em M. Uma



operacgao interna, chamada adi¢cao de elementos de M, denotado por + : M x
M — M e um produto por elementos do anel, denotada por - : R X M — M,
cujas imagens sao denotadas por +(a,b) = a+b e -(r,a) = r.a satisfazendo ¥

a,b,c € M eV r,s e R ,as sequintes propriedades:

(i) a+(b+c)=(a+0b)+¢

(i) 30y € M de maneira que Oy +a=a+ 0y = a,Va € M;
(iii) Yae M, 3 d € M tal que a+a' = da' + a = 0y;

(iv) a+b=0b+a;

(v) - (a+b)=r-a+r-b

(vi) (r+s)-a=r-a+s-a

(vii) (r-s)-a=r-(s-a);

(viii) Se R tem identidade 1gr e lg-a=a,Va € M,

entao M é chamado R-mddulo unitdrio. Se R é um anel de divisao, o

R-mddulo unitdrio é chamado Espago Vetorial.

Um R—moddulo a direita é definido analogamente via uma funcao

- MxR—M

satisfazendo (i) a (vii).

Exemplo 1.1 Todo grupo abeliano aditivo G € um Z—modulo unitirio, com

(

0, sen=20

n-a=94 (n—1)-a+a, sen>0

—(n—=1)-a—1-a, sen<0

\



Exemplo 1.2 Seja R um anel e [ um ideal de R. Entdao [ e ? sao R-maodulos.

Definicao 1.6 Seja R um anel, M um R—mddulo e N um subconjunto nao
vazio de M. Dizemos que N é um submodulo de M se N ¢é fechado para a
operacao adi¢ao de M e r-n € N para todor € R en € N. Un submodulo

de um espaco vetorial é chamado subespaco vetorial.

Definicao 1.7 Um anel R é chamado anel graduado se existem subgrupos

aditivos M™, n > 0, de modo que:

(i) R = @n>oM"(soma direta de grupos aditivos);

(i) M™ - M™ C M"™™ ¥n,m > 0, isto €, se x € M™ ey € M™, entao

x-y € M

Definicao 1.8 Dado x € R = ®,>0M", dizemos que © é homogéneo de
grau n se x € M". Um ideal I e um subanel S sao chamados homogéneos

se forem gerados por elementos homogéneos.

Temos que se I é um ideal homogéneo do anel graduado R = @®,,>oM"

entao I = @,>¢l", onde [" =1 NM".

Lema 1.1 Se I é um ideal homogéneo em um anel graduado R = ®,>oM",

entdo R/I é um anel graduado, além disso
R/I = ®,>o(M" +1)/1.

Demonstragao. De fato, como I é um ideal homogéneo, temos que I =

@n>o(L N M™) e sendo assim,

R Do M™ Mr
- — — — @TLZO—
[~ ®uso(INM?) 1A M»

Pelo segundo teorema do isomorfismo de médulos, tem-se

Mr o Mh 4T
DOn>07—777 = Dn>o0 7

InM»




1.2 R-homomorfismos e modulos livres

Definigao 1.9 Sejam A e B mddulos sobre um anel R. Uma funcdao f: A —
B ¢ um R—modulo homomorfismo ou R—linear se, e somente se, V
a,beAercR: f(a+b)=f(a)+ f(b) e f(ra)=r.f(a).

Se R é um anel de divisao, entdo um R—mddulo homomorfismo f
¢ chamado transformacao linear. Se for sobrejetivo, injetivo ou bijeti-
vo entdo o R—homomorfismo f € chamado epimorfismo, monomorfismo ou
isomorfismo, respectivamente. Definimos Ker f = {a € A, f(a) = 0} e

Imf={be B,b= f(a) para algum a € A}

Observacao 1.1 Prova-se que f é um R—monomorfismo se, e somente se,
kerf=0ef:A— B éum R—isomorfismo se, e somente se existe um R—

homomorfismo g : B — A tal que go f =14 e fog=1p.

Observacao 1.2 Sejam A, B,C' mddulos sobre um anel comutativo R. Uma
funcdo f: Ax B — C € uma aplicagao bilinear se restrita a cada um dos

fatores é R— linear, ou seja: para todos a,a; € A, b,b; € B e r € R temos,
f(al + a2ab) = f(abb) + f<a27b)7 f(aa bl + b2) = f(aa bl) + f(a7b2)7
f(ra,b) =rf(a,b) = f(a,rb).

Definigao 1.10 Seja X um subconjunto nao vazio de um R—mddulo M. Uma
combinacgao linear finita de elementos de X ¢ uma expressao Z T,
zeX
onde, r, € R, e o conjunto {r, € R, r, # 0} (conjunto suporte) € finito.
Definicao 1.11 Um subconjunto X de um R—maodulo M é chamado R—line-

armente independente se toda combinacao linear finita de elementos de X

que resulta em 0 € R tem conjunto suporte vazio, isto equivale ao sequinte:



se Vn € N tem-se mei =0, comr; € Rex; € X entao r; = 0 para todo
i=1

i=1,2,...n.

Definicao 1.12 Seja M um R—mddulo. Dizemos que M ¢ um R—mddulo

livre se, para algum conjunto de indices I, existir um conjunto B = {by €

M, X\ € I} satisfazendo:

(i) B € um sistema de geradores, isto €, para todo a € M existem r)y € R e

by € B, tais que a = Zr)\.b)\ e {rx # 0} € finito.

el

(ii) B € um conjunto R—linearmente independente.

Observacao 1.3 O subconjunto B da defini¢cao anterior é chamado base de M.
Pode-se provar que a quantidade de elementos em cada base de um R—modulo

livre € a mesma.

Observacgao 1.4 Um R—mddulo lwre finitamente gerado possui uma base

com um numero finito de elementos.

Observagao 1.5 Definimos o posto do R—mddulo livre M como sendo a

quantidade de elementos de uma base B.

Observagao 1.6 Sea € M ea =), ,;7r\.by entdo (1y)rer sGo chamados de

coordenadas de a em relagao a base B. Denotaremos esta lista por (a)g .

Observacgao 1.7 No caso de R—madulos livres finitamente gerados, temos a
sequinte férmula para mudanga de base: (a), = ME (a)g, onde ME denota
a chamada matriz mudanca da base B para a base C' . Lembremos que essa
¢ a matriz cuja j-ésima coluna sao as coordenadas dos elementos b; € B em

relacao a base C.
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Definigao 1.13 Seja f: A — B um homomorfismo entre R—mddulos livres.
Sejam E uma base de A e F' uma base de B com postos m e n respectivamente.
¢ tal

A matriz de f em relagio ds bases E e F, denotada por [f|§ = (i), .,.»

que j-ésima coluna sio as coordenadas de f (e;) em relagao a base F, isto €,

(f (&) p = (aij, agj, ..., an;).

Valem as seguintes formulas:

(1) (f(@)p=[flF(a)p,Vaec A

(ii) Sejam f: A — B e g: B — C homomorfismos entre R—mddulos livres e

E,F e G bases de A, B e C respectivamente. Entao [go f]E = [g] - [f]E

1.3 Grupo de permutacoes

Seja S um subconjunto nao vazio e seja A (S) o conjunto de todas
as bijecoes S — S. Com a operacao de composicao de fungoes f o g, A(S) é
um grupo, pois a composicao ¢ associativa, 1,¢é uma bijecao e toda bijecao
tem uma inversa. Os elementos de A (S) sao chamados permutagoes e A (5)
é chamado grupo de permutagoes do conjunto S. Se S = {1,2,3,...,n}, entao

A (S) é denotado por S,,.

Definigao 1.14 Sejam iy, s, 13, ...,3, (r < n) elementos distintos do conjunto

I, ={1,2,...,n}. Entdo (i1,1s,...,1,) denota a permuta¢ao que aplica
1y > G, 09 —— 13,13 F—> G4y ooy bp1 > 1y € Up —— 1]

e aplica qualquer outro elemento distinto de iy, ..., 1, nele mesmo. (iy, 1z, ..., 1)

¢ chamado r-ciclo e um 2—ciclo é chamado transposig¢ao.
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Exemplo 1.3 A permutacdo

1 2 3 4
4 1 2 3
¢ um 4-ciclo: T = (1432) = (4321) = (3214) = (2143). Se o é o 3-ciclo (125),

entio o = (125) (1432) = (1435).

Pode-se provar que toda permutagao pode ser escrita como um pro-
duto de transposigoes, nao de modo 1inico, mas cuja paridade é tinica. Decorre

dai a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.15 Uma permutacio 7 € S, € chamada par ( resp. impar)
se T pode ser escrita como um produto de um nimero par (resp. i/mpar) de

transposi¢oes eneste caso, dizemosqueo sinal de T € 1 (resp.sinal de T é —1 ).

1.4 Algebra Booleana

Definicao 1.16 Um conjunto B com duas operagoes bindrias + e - € uma

dlgebra booleana se, e somente se, sao verificados os sequintes ariomas:

Axioma 1 As operagoes + e - sao comutativas e associativas;

Axioma 2 Cada operagao € distributiva sobre a outra, ou seja, ¥V a,b,c € B

tem-se:
a+(b-c)=(a+b)-(a+c) a-(b+c)=a-b+a-¢

Axioma 3 FEuxzistem em B as identidades 0 e 1 relativa as operacoes + e -

respectivamente, com 1 #£ 0;
Axioma 4 Para todo a € B, existe um elemento a’ € B de modo que:

a+ad =1 e a-a =0
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Se B € uma dlgebra booleana vamos denotd-la por (B,+,-,0,1).

Teorema 1.1 Sea € (B,+,-,0,1) entioa+a=a ea-a=a.

Demonstragao. De fato, temos que

a =a+0 a =a-1
=a+ta-d =a-(a+d)
=(a+a) (a+d) =a-a+a-d
=(a+a)-(1) =a-a+0
= a+a =a-a
|
Teorema 1.2 Sea € (B,+,-,0,1) entioa+1=1ea-0=0.
Demonstracao. De fato,
1 =a+d a-0 =0+4+a-0
=a+ad-1 =a-a+a-0
=(a+d) (a+1) =a-(d+0)
=1-(a+1) =a-d
=a+1 =0
|

Exemplo 1.4 Seja B ={0,1}. Definidas as operag¢oes nas tabelas abaizo:

+ 101 101
001 € 070]0
1 /1)1 110]1

pode-se verificar que (B, +,-,0,1) € uma dlgebra booleana, onde

=1 e 1"=0.
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Seja My (B) o conjunto das matrizes A = [a,;] .~ tais que
Qi € (B, +7 ° O, 1)
do exemplo anterior. Chamaremos a matriz A de matriz booleana. Uti-
lizando a soma e o produto de (B, +,-,0,1), podemos considerar o produto

booleano e a soma booleana de matriz, ou seja, se B = [b;;| . € My (B) e

C = [Cij]nxm c Mnxm (B) entao A + C = [aij + Cij]nxm e A-B = [(ab)”}

nxk

é tal que (ab)ij = Za“‘f < byj.
k=1

Exemplo 1.5 SeA=| 09 1 1| eB=1|1 0 0| entao

1 10 1 10
1 1 1 1 1 1
A+B=1|1 1 1 e A-B=1110
110 111

1.5 Algebra Homoloégica

Definicao 1.17 Seja R um anel comutativo. Um R-complexo de cadeias
¢ uma sequéncia de R—maodulos e R—homomorfismos
— S a§—+1> Sh 8—’€> Sp_1 —
tais que 95 005., =0, Vn € Z.
O complexo acima é denotado por (S, d) ou (S*, 0° ) Observe que a
condigao 93 0 95, = 0 é equivalente a Imd5,, C Ker 0.
Definicao 1.18 Dizemos que (S;,@S') ¢ um R-subcomplexo de (S*,as) se

cada S, € um R-submddulo de S, e se cada

S’ __ oS
an _an |541
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Definicao 1.19 Se (S*, 85) é um complexo de cadeias, entio Ker 93 é chama-
do R-mddulo dos n-ciclos e € denotado por Z, ou Z, (S*,ﬁs); Im@;ir1 €
chamado R-mddulo dos n-bordos e é denotado por B, ou B, (S*,as). @)

n-ésimo R-moddulo de homologia do complexo é definido por

Zn (Sy,0°
62 )
Se z, € Z, (S*,as) , entao z, + B, (S*,ﬁs) € H, (S*,as) é chamado

de classe de homologia de z, e é denotado por z,.

Definicao 1.20 Sejam (S*,GS) e (T*,ﬁT) complezxos de cadeia. Uma apli-
cacao de cadetias f : (S*,as) — (T*,aT) ¢ uma sequéncia de homomorfis-

mos {fn : Sp — Ty} de modo que os sequintes diagramas comutam:

oy 05
E— n+1 _+1> Sn E— Sn—l —
fn+1l fnl fnfll
0514 oy

? n+1 ? Tn ? Tn—l ”

isto €, 0L o f, = fn_1 003 para cada n € Z.

Definicao 1.21 Sejam f,g : (S*,(?S) — (T*,(?T) aplicagoes de cadeia, dize-
mos que f € homotdpica a g, denotaremos por f ~ g, se existe uma se-

quéncia de homomorfismos { P, : S, — T,+1} de modo que para todo

NEZ, fn_gn:a7{+1opn+pnfloas

Teorema 1.3 Se f,g : S, — T, sao aplicagoes de cadeia com f ~ g, entdao

para todon € Z, H,(f)= H,(g): H, (S.) — H, (T\)

Demonstracao. De fato, se f ~ ¢ entao existem homomorfismos
P, : S, — Ty tais que f, — g, = 0L, 0 Py + Py_1005.

Por defini¢ao, H, (f) : 2 + B,(S:) — fn (2) + B,(T\) onde, 95 (z) = 0.
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Logo,
(fn—9n)(2) = (a}zpﬂ oP,+ P10 85) (2)

= (Onp10Pu) (2)

Como (9L, o P,) () € By(T.), segue que

(fn - gn) (z) = fn (’Z> — On (Z> S Bn<T*)

ou seja, fn (2) + Bn(1%) = gn (2) + Ba(T%). Portanto, Hy, (f) = Hn (9) u

Definigao 1.22 Uma f : (S.,0°) — (T.,07) é chamada equivaléncia de
cadeias se existe uma g : (Ty,07) — (S,,0%) de modo que go f ~ idg, e
fog~idr, . Dois compleros de cadeia sao chamados cadeias equivalentes

se existe uma equivaléncia de cadeia entre eles.

Teorema 1.4 Se f : (S,,0°) — (T.,07) é uma equivaléncia de cadeia, entdo
Vn € Z,
Hy(f) : Ha(S.) — Hu(T2)

¢ um isomorfismo.

Demonstragao. De fato, como por hipétese existe g : (Ty,07) — (S,,9%)
tal que go f ~ idg, e fog ~ idy, segue do teorema 1.3 que H,(f og) =
H,(idg,) e Hy(go f) = H,(idg,). Como H,(fog) = H,(f)o H,(g), temos que
Hy(fog) = Ha(f)oHn(g) = Hu(idr.) = idp,x.) e Hu(gof) = Hn(g)o Hn(f) =

H,(idg,) = idg,(s.). Portanto, H,(f) é um isomorfismo. u

Defini¢ao 1.23 Uma homotopia contrdtil de um complexo (Si,0) € uma

sequéncia de homomorfismos {c, : S, — Sps1} de modo que ¥ n € Z,
a'rL—l—l O0Cp+Cp-10 an = ZdSn

ou seja, uma homotopia contrdtil ¢ uma homotopia entre a identidade de S, e

a aplicacao nula.
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Corolario 1.1 Se um complexo S, tem uma homotopia contratil, entao
H, (S:) =0, VneZ.
Demonstragao. De fato, seja idg, a identidade de S,. Pelo Teorema 1.3
H, (0) = H, (ids,) = idg,(s.)
Como H, (idg,) é a identidade de H,, (S.) temos que H, (S.) = 0. u

Definicao 1.24 Um R-complexo de cocadeias ¢ uma sequéncia de R-

modulos e R-homomorfismos
1 n
Snfl g7 Sn+1

tais que

o1 =0, VneZ

O complexo acima é denotado por (S*,9) ou (5%, dg). Observe que a

condicao 6" o §"~! = 0 é equivalente a Imdé"~! C Ker o™,

Exemplo 1.6 Seja (S, d) um Z-complexo de cadeias e G um grupo abeliano
aditivo. Se S™ = Homg, (S,,G) ={h: S, — G;h(a+b) = h(a) + h(b)} entao
0 Z-homomorfismo Ony1 : Spy1 — Sn induz um Z-homomorfismo 6™ : S™ —
St tal que se h € S™ é um homomorfismo, entdo 6" (h) = ho d,1.

Isto define um complexo de cocadeias, pois
5" 0 5" (f) = 6"(f 0 8) = f 0.0 0 uy1 =0

Defini¢ao 1.25 Seja G um grupo abeliano e (S*,8) o Z-complezo de cocadeias
do exemplo anterior. O Z—modulo das n-cocadeias com coeficientes em
G éS™ = Homy (S,,G). OZ—mddulo dos n-cociclos é o ker 6" e é denotado

por Z"(S.;G); o Z-mddulo dos m-cobordos ¢ a Imdé™ ' e é denotada por
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B"(S:;G). O n-ésimo Z-mddulo de cohomologia com coeficientes

em G é
Z"(Ss; G) ker o™

H(8,5G) = B"(S,; G) " Im ot

Definicao 1.26 Um R-complexo de cadeias (S*, 05) ¢ chamado livre se cada

um dos seus termos ¢ um R—mdodulo livre.
Definigao 1.27 (S.,0%) € aciclico se H,, (S,) = 0, para todo n > 0.

Definicao 1.28 Seja (S*, 83) um complexo de cadeias livre no qual cada ter-
mo S, tem uma base E,. Se a € S,, e B € E,_1, entao B € uma face de «,

denotado por 3 < a, se 3 aparece em 93 (a) com coeficiente em R ndo nulo.

Definicao 1.29 Sejam (S*,ﬁs) um complexo de cadeias livre no qual cada
termo S,, tem uma base E,, e o : (S, 0°) — (T, 0%) uma aplicacio de cadeia.
Uma fungao suporte para o € uma funcao V que associa a cada

v € UE,, um subcomplexo V () de T, de modo que, para todo -,
(i) V () € aciclico;

(ii) sey € E,, entdo ¢, () € Vo (v) C Ty;

(iii) se B <, entdio V (B) C V (7).

Teorema 1.5 Seja S, um complexo de cadeias livre no qual cada termo tem
uma base E, e seja ¢ : (S.,0%) — (T.,d7) uma aplicagio de cadeias. Se ¢ tem
uma funcao suporte e pg : Sy — Ty € a aplicacdo nula, entao ¢ € homotdpica

a aplicacao de cadeia nula.

Demonstragao. De fato, vamos provar por inducao para p > 0 que existem

homomorfismos h,, : S, — 1,41 de modo que:
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(1) ¢p=0p10hy+hy10 853

p
(2) 7i(7) € Vi (3), para todo 5 € E; C S com i < p.

Para p = 0 queremos definir hg : Sy — T} tal que @o = 0F o hg + h_ 095.
Como g = 0 por hipdtese, basta definir h_; = hg = 0.

Suponhamos por inducdo que hy, hq, ..., h, satisfazem (1) e (2). Para definir
hyps1 @ Spr1 — Tpyo € suficiente definir hy,yq (7), para todo v € E, 44

Se v € E,i1 entdo 05,4 (7) € S, e sendo assim, hy, (85, (7)) € Tps1.-

Além disso, como 85 1 (7) é combinagao linear de 7' < y ent@o

hy (972 (7)) € (V(Y) 7 <) € Vo ()
(onde ( ) significa “subcomplexo gerado por”) por hipétese de indugao. Sendo
assim, segue do item (ii) da Definigdo 1.29 que @, () — by, (05, (7)) €
Vi1 (7) - Agora, gpi1 (7) —hy (9511 (7)) € um (p+1)~ciclo do complexo V (7),
pois
Op1 (Poe1 (V) = Py (051 () = O (01 (9) = (hp051) (7))
= O\ ((opr1 — hpd3y1) (7))
p+1¥Pp+1 — 8p+1h’ ap+1)( )

= (95

( p+1¥Pp+1 — ( p 1a )8p+1) ('7)
( p+1Pp+1 — 90p8p+1 +hp la ap—l—l)( )
0

. , . ~ . S S o , ;1.
pois ¢ é uma aplicagao de cadeias e 0 0 0, = 0. Como V (v) é aciclico,

Opt1 (1) — hy (8§+1 (7)) é um bordo, entdo existe 3 € V,42 (7) tal que

8pT+2 (B) = @pr1 (7) — hy (a{agﬂ (7)) :

Definindo 5,44 (v) = B, temos que Pp+1 () = 05-5—2 (hp+1 (7)) + hy (85-1-1( ))
para todo v € E,4y

Além disso, vale a condica@o (2) pois 3 ja esta em V1o (7). u
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Corolario 1.2 Sejam p, v : S, — T, aplicacoes de caderas com S, livre e cuja
base de S, € E,. Se pg = g : Sg — Ty e ¢ — b tem uma fungao suporte,

entao ¢ e 1 sao aplicagoes de cadeias homotdpicas.

Demonstragao. De fato, pelo teorema anterior temos que ¢ — 1) ~ 0. Por-

tanto, ¢ ~ 1. [ |



Capitulo 2

Homologia e Cohomologia

Simplicial

2.1 Complexo Geométrico

Definigao 2.1 Um subconjunto A = {ay,as, ...,ax+1} de pontos do R"™ € dito

geometricamente independente se o conjunto
{az — 1,03 — A1y ey Ayl — al}

¢ um subconjunto linearmente independente do R™.

Definigao 2.2 Seja {ay, as, ..., ax+1} um conjunto de pontos geometricamente

independentes do R™. O p-simplexo oP, de dimensao p, determinado por
p+1

{a1,az,...;ap41} € 0 conjunto de todos os pontos x € R™, tais que x = Z Aia;,

=1
p+1

comZ)\izl eNi>0parai=1,2,...,p+ 1.
i=1
Indicaremos estep-simplexo por o? = {ay, ..., api1}. Ospontos ay, ..., ap41

sao chamados de vértices do simplexo oP.
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Definicao 2.3 Um simplezo T é uma face de um simplexo o, se cada vértice

de 7 € também um vértice de o.

Definicao 2.4 Dois simplexos T e o sao ditos propriamente justapostos

se nao se interceptam ou se a intersec¢ao entre eles € uma face comum.

Defini¢ao 2.5 Um complexo simplicial geométrico finito (ou complexo
simplicial) K, € uma colegao finita de simplezos, todos contidos num mesmo

R™, de modo que:
(i) todas as faces de um g-simplexo desta cole¢do também pertencem a Kg;

(ii) quaisquer dois simplexos sao propriamente justapostos.

No6s escreveremos Vert(K,) para denotar o conjunto dos vértices de
K, ou seja, o conjunto de todos os O-simplexos de K. Se K, é um complexo
simplicial, a figura resultante da justaposicao dos simplexos de K, em R",
denotada por | K|, é chamada de realizagao geométrica e a dimensao de K
¢ a maior dentre todas as dimensoes de seus simplexos.
Exemplo 2.1 Dado o poliedro em R3, justaposicdao de um tetraedro, um trian-

gulo e uma aresta:
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obtemos o sequinte complexo simplicial:

Ky ={ {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {A B}, {A,C}, {A D},
{B.C}, {B,D}, {BE}, {CD}, {CE}, A{EF}

{A,B,C}, {A B, D}, {ACD} {BCD}, {(BCE}

{A,B,C,D} }

Exemplo 2.2 Consideremos as sequintes colecoes finitas de simplexos abaizo:

(Koh ={ {A}), {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {A B}, {A,C}, {B, B},
(C.E}, {D.E}, {D,F}, {E,F}, {D,E.F} }

(Kg)o ={ {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {4, B}, {A,C}, {B,C},
{D,E}, {D,F}, {E,F}, {D,E,F} }

Podemos verificar que (K,)1 € um complexo simplicial, no entanto,

(K,)2 satisfaz a condi¢ao (i) da defini¢ao de complexo simplicial, mas ndo

satisfaz a condi¢ao (it) ({C, B} N{D,E} ={E} e E nao € face de {B,C?}).

2.2 Orientacao de um Complexo Geométrico

Definig¢ao 2.6 Dado um p-simplezo o? = {a1,as,...,ap+1}, orientar of ¢
escolher uma ordem para os seus vértices e fazemos isto escrevendo: oP =

((@iys iy, ey a4, ). Com isto, queremos dizer:

i) of = {ail,ab,...,aiHl}

ii) a ordem dos vértices € a sequinte: a;, = 1= vértice, a;, = 2% vértice, etc.
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p+1
Observagao 2.1 Se o? = (a;,, iy, ..., Q;,,,) € se T = g Aja;; € of, entao
=1
AL, Ag, .., Apr1 SG0 as coordenadas baricéntricas do ponto x em relagdo a
) ) s \p+

oP.

Definicao 2.7 Dado um complexo simplicial K,, dizemos que K, é um com-
plexo simplicial geométrico orientado se cada um dos seus simplexos

estao orientados.

Definigao 2.8 Orientado um p-simplezo, digamos o = (4, Giy, ..., Gs,, ), 0
simplexo orientado positivamente, denotado por +o0? = ( a;,...,a;, ),

¢ o conjunto de todos os simplexos orientados (aj,, aj,, ..., a;,,,) satisfazendo:

i) {ailvaiza "'>aip+1} = {aj1>aj2> ""ajp+l};

.. ) B Ai Ay . CLz‘erl /
ii) sinal da permutagdo € par.
Ajy - Qjy - or Ay
v 5 Ai; Qi .o (lip+1
Escrevemos —o? = ( a;,, aj,, ..., a;,,,) se a permutacao
Ajy Qg o Ay

€ impar.
Observagao 2.2 A condig¢ao (ii) equivale a dizer que a permuta¢ao

1 2 ... p+1
J1 J2 oo Jprt

€ par.

Observagao 2.3 Se +0? = (a;,, aj,, ..., a;,,,) tem algum vértice repetido con-

vencionamos que (aj,, aj,, ..., a;, ) = 0.
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Exemplo 2.3 Considere o sequinte complexo simplicial geométrico: justa-

posicao de um tetraedro e um triangulo, dados a sequir:

Ky =1 {4} 1B} {CH AD}, AE}, {A B}, {AC), {A, D), {B,C},
(B,D}, {C.D}, {B,E}, {D.E}, {AB.C}, {AB,D}

TA,C.D}), {B,C,DY, {A,B,C.D} }

Se considerarmos o 2-simplexo com a orientagio o* = (A, B,C), temos que
+0% = (B,C,A) = (A, B,C) = (C, A, B) , enquanto que —o* = (A,C, B) =

(C,B,A) = (B,A,C). Se +0? = (A, B,C) entdo
_02 = <A7 C? B> = <_1){+<A7 Ba C>} = _<Aa B7 C>
Convengao 2.1 Tendo em wvista o exemplo anterior convencionamos que o

numero —1 multiplicado por um simplexo com orientacao positiva ou negativa

obedece as regras de sinais usuais.

Convencao 2.2 Indicamos um simplexo de dimensdo p com orienta¢ao posi-

tiva por oP.

2.3 Z-médulo de Homologia Simplicial

Definicao 2.9 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. O Z-
mddulo das p-cadeias de K, € o Z-mdodulo livre gerado pelos p-simplexos
orientados positivamente de K, e denotado por C,(K,). Uma p-cadeia ele-

mentar ¢ identificada com um p-simplexo orientado positivamente.
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Convencgao 2.3 Denotaremos por b(p) o nimero de simplexos em K, orien-

tado de dimensao p.

Convengao 2.4 Denotaremos por E,(K,) uma base de C,(K,) formada de

p-cadeias elementares
Observagao 2.4 Se K, tem dimensdo n, entdo Cy(K,) =0,V ¢ > n.

Observagao 2.5 C,(K,) € isomorfo ao Z-mddulo dado pelo cartesiano de b(p)

copias de 7.

Com intencao de se construir um complexo de cadeias a partir dos

Z-médulos C,(K,), introduzimos o conceito de nimero de incidéncia.

Definicao 2.10 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. NJs
associamos a cada par de simplezos orientados positivamente (P, oP) um

numero de incidéncia (0P, 0P] da seguinte forma:

i) Se a® ndo € face de o?! (o conjunto de vértices de oP nao estd contido no

conjunto de vértices de oP*1), entao [oPT!, oP] = 0;

ii) Se o? € face de oP*', considere o? = (a;,, iy, ..., @;,,,) €V 0 vértice de oPT!

que nao estd no conjunto de vértices de oP.

1, se P = (v.a; ..., q;
Definimos, [oP*1 oP] = ’ (0, @iy o )

1 _
—1, se oP"t = —(v,a;,, ..., q;,. )

Observagao 2.6 Seguem desta definicdo as sequintes propriedades:
l) [_Up+17 _Op] = [O—p—i—lao—p];

ii) [~ o?] = [oPHL, —o?] = — [P, oP
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Exemplo 2.4 Sejam o® = (ay,as,a3), o' = (a1,as), 7' = (aj,a3) e 0' =

{az,as). Dessa forma, temos que [0?,0'] =1, [0%,71] = -1, [0%,0'] = —1.

Lema 2.1 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. Se oP é um
p-simplexo de Cy(K,) e oP~2 € uma (p — 2)-face de o® entao
Ufileop—l(Kg)
Demonstragao. De fato, sejam vy, vy, ..., v, 1 08 vértices de 6?2 de modo
que o?7% = (v1,vs, ..., v,_1), entdo, oP possui mais dois vértices a,b de modo
que podemos supor o = (a, b, v1, Vs, ..., vp_1). Na soma
p p—1 p—1 _p-—2
§ (0%, 07 |lo7 ", 0"
Ufilecpfl(Kg)
~ . —1 . ,
termos ndo nulos ocorrem somente para dois valores de o~ obtidos através

de uma orientagao positiva dos simplexos

p p
07

-1 {a,v1,v9, ..., 051} 02_1 = {b,v1,v2, ..., 0p_1}

;. . ~ .. -1 1
Temos 4 casos possiveis orientagoes positivas para o}~ e ob  :

-1 -1
Caso I Suponhamos que o] =(a, vy, va, ..., vp_1) € 0h  =(b,v1,V2, ..., Up_1),

entao
o, ot = —1 [} " 0P =1
o, 05 =1 [of " or =1
Caso IT Se 0¥ = (a,v1,vs, ..., 0,_1) e 05 ' = —(b,v1, vy, ..., v,_1) entio,
[O-p7 Oﬁ)il] =-1, [U{Flv Up_Q] =1

[O.p’a.g—l] =-1, [O-g_laapiﬂ =-—1
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Caso III Se o7 ' = —(a, vy, vs, iy Up_1) € b = —(b, vy, s, ceey Up—1) €NtAO,
[Up, Uf_l] =1, [O-f_lﬂ Up_z] =-1
[O-p’ O_g—l] =-1, [0}29_1’ O-p72] = -1

Caso IV Se o7 = —(a,v1,v9, ..., 0p_1) € 0h " = (b, 01,0y, ..., v,_1) entdo,
07,057 =1, [ob7 0" =1

Portanto, a soma dos produtos em qualquer um dos quatro casos € zero.

Definicao 2.11 Se o é uma p-cadeia elementar de C,(K,) comp > 1, o
bordo de o®, denotado por 0,(c?), € definido por

b(p—1)

Op(0?) = D [o" 0l ] -0l

i=1

para todo (p — 1)-simplezo a? " € C,_1(K,).

Definigao 2.12 O operador bordo ¢ o Z-homomorfismo 0, : Cy(K,) —
Cp—1(K,) que na p-cadeia arbitrdria ¢, =Y \; - o, vale

b(p)

Dp(cp) = Z AiOy(07)
i=1
O operador bordo 0y € definido como sendo o homomorfismo nulo.
Observagio 2.7 Se E,(K,) = (0%, ....,a% ) e Epi1(K,) = (o7, .. o2t ),

" Tb(p) 1+ To(pt1)

a matriz n(p + 1) = [ni;(p + 1)], onde ni;(p + 1)=[o""",07], ¢ a p-ésima

Jj o

matriz de incidéncia de K, e decorre da Definicao 2.11 que n(p+1) =

EP+1(K9)
O
[ P By ()
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Teorema 2.1 Se K, é um complexo simplicial geométrico orientado e p > 1,

entdo a composicao Op_q 00, : Cp(Ky) — Cp_o(K,) € 0 homomorfismo nulo.

Demonstracao. De fato, mostremos que se z, € C,(K,), entdo (0,1 o
0,)(zp,) = 0. Para fazer isto, basta verificar que para todo p-simplexo o”

de K, tem-se (0,_1 0 9,)(c?) = 0. Temos que
b(p—1)

(Op-100,)(0") = Opa( Y [o" 07 7] - 0F )

Mas pelo Lema 2.1,

portanto (9,_; 0 d,)(c?) = 0 e sendo assim, 9,_1 009, =0 n

Segue do teorema anterior que (C,(K), ) ¢ um Z-complexo de cadeias.

Definicao 2.13 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado e p
um inteiro nao-negativo. Aplicando a Definicao 1.19, obtemos o p-ésimo

Z-mddulo de homologia de K, dado por

Teorema 2.2 Sejam (C.(K,(1)),0") e (CL(K4(2)),0%) os complexos de cadei-
as simpliciais obtidos de um complexo simplicial geométrico K, considerando-
se duas orientagoes. Entdo, os Z-mddulos de homologia H,(C.(K,(1))) e

H,(C.(K,4(2))) sao isomorfos para cada p.
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Demonstracao. De fato, dado um p-simplexo ¢ € K|, seja o”(i) a ori-
entacdo positiva de o? no complexo K (i) = K;, i = 1,2. Entao existe uma
funcao o definida no complexo simplicial geométrico K, (nao orientado) com

valores em {1, —1} tal que a(oP) satisfaz

(1) = a(a®) - oP(2)

Definimos uma sequéncia ¢ = {¢, : C,(K1) — Cp(K32) }pen de Z-homomorfismos

dada por
b(p) b(p)
op(D_gi-0f(1) =) g:-alo]) - of(2)
i=1 i=1

onde Y g; - 07(1) representa uma p-cadeia em C,(K;). Mostremos que ¢, é

uma aplicacao de cadeias:

(pp-100,)(c?(1)) =
b(p—1)

= p1( Y [0"(1), o (D)] - 0?7 (D)

= (05 0 pp)(0?(1))

Segue que ¢, induz um Z-homomorfismo bem definido

vy - Hy(Ci(K1)) — Hy(CL(Ks))

dado por ¢;(%,) = ¢,(2) para cada z, € H,(C.(K;)). Analogamente, definimos
Yy, » Cp(Ky) — Cy(Ky) por ¢,(0?(2)) = a(o?)oP(1) e estendemos por lineari-
dade. Dessa forma, temos que (g, o 1,)(c?(2)) = d?(2) e (¢, 0 ,)(c?(1)) =

(oP(1)). Portanto, H,(C.(K;)) e Hy(C(K>)) sdo isomorfos. u
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Sera util para o préximo capitulo provarmos que as homologias do
subcomplexo de (C4(K,),0) gerado pelas i-faces de um determinado o € K,

¢ aciclico. Para tanto, introduzimos o conceito de homologias estendidas.

Definicao 2.14 Se K, ¢ um complexo simplicial geométrico orientado de di-

mensdo n, definimos C_1(K,) como sendo o Z-mddulo livre gerado pelo simbolo

b(0) b(0)
<>, ec:Cy(K,y) — C_1(K,), dada por ij(a?) — (Z m;) <>. O com-
=1 j=1

plexo de cadeia estendido C¢(K,) é dado por:

0 — Cu(k,) 2 . 2 0K, 2 CyK,) - C.(K,) — 0

Verifica-se que € o 01 = 0 e assim, o q-ésimo Z-mddulo de homologia
reduzida é

Hq(Kg> = Hq(cf(Kg))-

Observagao 2.8 Decorre da Definicao 2.14 que fI(Kg) = H,(K,), para

todo q > 1.

Lema 2.2 Se 0% = (a;,, iy, ..., a;,.,) € C,(Ky) e as orientagdes positivas de

suas faces sao tais que os indices dos vértices estao em ordem crescente entao

p+1
0p(0”) =Y ()" asy, ., @00, 0,
j=1

onde a;; significa a omissio do vértice a;;.

~ -1 .
Demonstragao. De fato, se %" = (ay,...,a;;_,,0i,,,...,a;,,) ¢ uma
face de o” entao
b(p—1) p+1
p p p-11 _p—1 _ p ~p—1y . _p-1
Op(a?) = § (0P 07 - 0i " = o 0 ] 0;
i=1 j=1
p+1
— P P71 (g, . . .
= E [0, 0] Ay iy @iy )
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Qi Ay o Q5 ain c. CLZ‘erl

i1 aij+1 e CLZ'p+1

p+1

Op(o?) = Z(—l)j+1 iy oy iy iy Gy )

J=1

Lema 2.3 Sejam K, um complexo simplicial geométrico orientado e o™ € K,.

Se Ly(c™) € o complexo simplicial consistindo de todas as faces de o™, entdo

H,(Ly(c™)) =0 para todo g > 0.

Demonstracao. De fato, utilizando o Corolario 1.1 provemos que existem

homomorfismos h, : Cy(Ly(0™)) — Cyi1(Ly(0™)),V ¢ > —1 de modo que
aq+1 o hq + hqfl o 8q = iqu(Lg(cr"))-

Seja 0" = (aj,as,...,a,41) e considere as orientacoes de suas faces
de modo que os indices dos vértices estejam em ordem crescente. Definimos
h_y:C_1Ly(0™)) — Co(Ly(c™)) por <>— (ay) e estendemos por linearidade.

Logo,
(eoh 14+ h 200 1)(<>)=(coh_q)(<>) =¢c((a1)) =<>=id_1(<>).
Para ¢ > 0, definimos h, : Cy(Ly(0™)) — Cyr1(Ly(0™)) por
(Qiyy oo Qigyy) (@1, Qi oo Gy )

e estendemos por linearidade. Para 09 = (a;,, as,, ..., ai,,,) € Eq(Lg(0™)), seja

1 .o~
ol = (ay,...,0;,_, 0, ..,0;,,,) uma de suas faces. Por defini¢ao e pelo
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Lema 2.2, temos

q+1
hg-1004(0%) = hg-1 Z[Uqaaf_l]ff?_l
j=1
q+1
= hg Z(_1)1+J<ai1’ e Qigysy Qs - vaiq+1>
j=1
g+1
= Z(—1)1+]<a1, ail, ceey aijfu aijJrl? Ce ,aqu}
j=1
Por outro lado,
aQ‘H © hQ<<ai1’ Qijgy - - - 7aiq+1>) = aq-i-l(<al> gy 5 Aoy - o 7aiq+1>)
q+1
= <ai17aiza SR aiq+1> - Z (_1>1+k<a17 Ay Qigsy - - - 7@7 SR 7aiq+1>
k=1
Portanto, 0,41 0 hq + hgq—1 0 Oy = idc,(L,(0m))- [ |

Observacgao 2.9 Uma maneira de orientar um complexo simplicial geométrico
é escolher uma enumeragao para todos os vértices e usar esta enumeragao para
induzir uma ordem em cada simplexo. Formalmente, uma enumeragao signifi-
ca uma bije¢ao en : {1,2,...,b(0)} — Vert(K,) e escrevemos en(i) = a;.

Como o® € determinado por (p+1) vértices, identificamos estes vértices

com a enumera¢ao, isto €, o = {a;,a;,,. .. ,aipﬂ}. Considere a orientagdo

em oP dada por:
of = (ail,aw,...,aiwl) S <ig < ---ierl

Exemplo 2.5 Dado o complexo simplicial

L2
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Se Vert(K,)={a1,as,...,a6}, os simplexos de dimensao maior que
zero podem ser orientados de acordo com a ordem crescente dos indices dos

vértices. Logo,

Kg = { <a1>’ <(I2>, <CL3>, <CL4>, <CL5>, <a6>7 <CL1, a2>7 <CL1, a3>v <a2> a3>a <CL2, a4>a
(as,a4), (as,as), (as, ag), {a4,as), (a4, ag), {as,as), (a1, as,as),
<CL27 as, (l4>, <CL3, Qy, a5), <CL3, ay, CL6>, <CL37 as, a6>, <a4, as, CL6>,

<6l3> Qy, s, aﬁ)}

2.4 Cohomologia Simplicial

Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. Como foi visto

no Exemplo 1.6, se C"(K,; G) = Homy(C,(K,),G) e
0" CM(Ky; G) — C"HKy; G)

é dado por 6"(f) = fod,11, entao (C*(K,; G), ) é um Z-complexo de cocadeias

com coeficientes em G.

Definicao 2.15 Dado um complexo simplicial geométrico orientado K, o p-
éstmo Z—modulo de cohomologia simplicial com coeficientes em G
é

HY(CH(K,): G) = et = HP(K,: G)
Convencao 2.5 A partir de agora, estaremos sempre considerando G = 7.

Convencao 2.6 Dada uma base Ey(Ky) = (07, ...,0y,,) de Cy(Ky) formada

de cadeias elementares, denotaremos por EP(K,) =((o])*, ..., (af(p))*) a base

dual, isto €, (of

)Y € o Z-homomorfismo dado por

1, sei =7

0, sei1#j
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2.5 Complexo simplicial induzido

Seja K, um complexo simplicial geométrico finito. Sé é possivel ge-
rar o complexo de cadeia (C,(K,),0) se introduzirmos uma orientagdo em
K,. O Teorema 2.2 nos diz que as homologias resultantes (e portanto co-
homologias) de orientagoes diferentes sdo isomorfos. Um modo simples de
orientar o complexo simplicial geométrico K, ¢ considerar uma enumeragao
dos vértices de K,. Indicamos o complexo simplicial geométrico orientado
pela enumeragao por K (en). Lembremos que uma enumeragao é uma bijegao

en:{1,2,...6(0)} — Vert(K,), en(i) = a; e a orientagao em o? é:
of = (ail,aiQ, ce ,aipH) S <in<... < ip+1

Vamos extrair do complexo simplicial K (en) um novo complexo sim-

plicial induzido K; cujo complexo de cadeias facilitara o seguinte:
i) Definicao do produto cup no préximo capitulo;
ii) Simplicidade da defini¢ao do operador bordo;

iii) Existéncia de uma base canonica.

Definigao 2.16 Seja K,(en) um complexo simplicial geométrico orientado.
O complexo simplicial induzido de (K (en)) € definido como sendo uma

colecio de (p + 1)—uplas, denotada por K;, dadas por:
(’il, 19, ... ,ip+1) €K7;<:><0,i1,(11'2, ceey aiHl) EC’p(Kg(en)) e n<in< ... <ip+1-

Os elementos de K; com p+1 vértices sao chamados de p-simplexos
induzidos e a dimensao de um simplero o € K; € o numero de vértices de o

menos um. A dimensao de K; € a mdzrima das dimensoes de seus simplexos.
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Definicao 2.17 O Z-mddulo das p-cadeias do complexo induzido K; é o

Z-mddulo livre gerado pelas (p + 1)—uplas de K; denotado por C,(K;).

Defini¢ao 2.18 O conjunto de todas (p+1)—uplas de um complezo simplicial

imduzido K; pode ser ordenado sequndo a ordem lexicogrdfica, isto €,

(i17i27i37 CI aip-‘rl) < (j17j27j37 ce 7jp+1)

se e 50 se, i1 < J1 ou iy = ji € ly < J2, OU...0U &1 = J1,02 = Jo,...,0p = Jp €
ip+1 < Jpt1. O conjunto das (p + 1)—uplas assim ordenados serd chamado de

p-ésima base canénica de K;, denotado por E,(K;).

Observagao 2.10 Ezxiste um isomorfismo ¢ : Cp(K;) — Cp(K,y(en)) , que na
base E,(K;) € dado por (i1, iz, ... ip11) = (Qiy, Qiyy -+ -5 Qi) -

Como os p-simplezos de K (en) orientados possuem um representante
da classe de orientacao cujos indices dos vértices que geram os p-simplexos
estdo sempre em ordem crescente, constrdi-se ¢ L.

Ep(Ki)

A matriz de [gbp} P Iy , matriz identidade de ordem b(p).
Ep(Ky(en

Dado um p-simplexo induzido, para cada 1 < 7 < p + 1 temos um
modo de associar um (p—1)-simplexo simplesmente omitindo o j-ésimo vértice.

Isto nos sugere definirmos o seguinte:

Definicao 2.19 Seja K; um complexo simplicial induzido, definimos o ope-
rador da j-ésima face como sendo o Z—homomorfismo 0} : Cp(K;) —

Cp_1(K;), cujo valor na base E,(K;) € dado por:

~

8; ((7,-1, ,Zj, -'-77;p+1)) - (ila 72]7 ...,’ip+1) — (ila '--7ij717ij+1-'-77;p+1)

onde i significa a omissao do termo i;.
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Definicao 2.20 Seja K; o complexo simplicial induzido. Definimos o p-ésimo
operador bordo induzido 0, : C,(K;)—C,_1(K;) como sendo a soma alter-

nada de seus p+1 operadores bordo face, isto é:

Op =0y — B+ 05— ..+ (—1)TrhgeH

Se oP = (il, ...,’ij, ...,ip+1) € Ep(Kz), entao

p+1

ap ((ilv"'vij>"'aip+1)) - Z( 1)]+ (Zla"'ﬂj; "'7ip+1)

Jj=1

Lema 2.4 Para todo p > 0, os operadores faces satisfazem:
i) Opo0ds =0 o sel<r<s<p+2;
i) O ods, =500 sel <s<r<p+1;

Demonstracao. De fato, seja 0 = (1,42, ..., 5p+2) € Cpi1(K;), temos que

para r < s tem-se:

(8; @) 8;+1>((i1,i2, ...,ip+2)) == 87"((z1, ...,iT, -~7is—17is+17 ceey ip+2>>

= (217 vy b1y b 1y ooy Ts—1, Us 41, "'7Zp+2)

(8;’1 o 8;+1)((i1, 19, ...7’ip+2)) = 83 1((21, ooy b1y by oeey gy ...,ip+2))

= (01 oo T 1y g1y ey B 15 Bsg 1y ooy Tpg2)
Logo, 9 005, = 957! 0 Jy, . Analogamente, para r > s,
(8; o 8;“)((2'1, 7;2, ceey ip+2)) = 8;((21, ceny 7;871, is+1, ...,fir, ...,ip+2))
= (7:17 s is—17 i5+1, S iT7iT+27 "'7Z.p+2)
(050 05 11) ((in, iy oy ipi2)) = O5((i1s oy isy ooy By T2y cons pi2))
= (ila cey 7:s—la is-i—la sy Z.Ta i?“+27 ceey Z'p+2)

Portanto, 87 0 95, = 0500/ 11.
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Teorema 2.3 Para todo p >0, 0,0 0,41 =0.

Demonstracao. De fato, sejam

p+1
ap _ Z(_l)k;—l-l o
k=1
e
p+2 ‘ ‘
Opr1 = Y (=10,
j=1
Temos que,
p+1 p+2 ‘ ‘
00 Oprr = (Y (=11 -95) 0 (D (1) -85,
k=1 J=1
_ J+k+2ak A J+k+2ak | ai
- Z (_]‘> ap o aerl + Z (_]‘> ap o aerl (21)
1<j<k<p+1 1<k<j<p+2
= Z (_1)j+k+2@£ © ag+1 + Z (_1)j+k+2@;{_1 © a;];+1
1<j<k<p+1 1<k<j<p+2

Tomando 05 o z; 1 com sinal (—1)77%2 na segunda parcela da dltima

equagao de (2.1), pelo Lema 2.4 temos a igualdade

k Jj _ 9j—1 k
8poap+1_ap Oap—i-l'

Mas 8{;*1 o 05 11 pertence a primeira parcela da tltima equacdo de (2.1) com
sinal (—1)7+k+1,
Logo, cada termo 0 o d;,, ocorre duas vezes, uma na segunda so-

j+k+2 jHk+1

matdria com sinal (—1) e uma na primeira somatéria com sinal (—1)
Portanto, os termos se cancelam e 0,, 0 9,11 = 0 [ |

Dado um complexo induzido K; de dimensao n, obtemos entao o com-

plexo de cadeias

On 02 o1

0 — Co(K) 2 . 2 oK) 2 CyK) 2

0

e conseqiientemente pode-se determinar o p-ésimo Z-médulo de Homologia do

complexo K.
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Teorema 2.4 Se K, é um complexo simplicial geométrico orientado a partir

de uma enumeracdo entao C,(Ky(en),09) e C.(K;, D) sao cadeias isomorfas.

Demonstragao. De fato, de acordo com a Observagao 2.10 dados os iso-

morfismos

¢ Cu(Ki) = Cu(Ky(en))
¢~ 1 Cu(Hy(en)) — Cu(Ky)

mostremos apenas que ¢, ¢! sao aplicacoes de cadeia.

Dado 77 = (iy,42, ..., ip+1) € E,(K;), temos que

pH1
(Pp-100p) (") = Pp1 (Z(_l)lﬂ(il: ig, - - 7iAj’ e 7ip+1>

j=1
p+1
— Z<_1)1+]<ai17ai27"'7C/L7:\j7"'7aip+1>
j=1

enquanto que, pelo Lema 2.2

(35 © ¢p)<7.p> = ag(<ai17 Qigy - - 7aip+1>)

b(p—1)
= Z [(ail,...,aip+l>,offl] -05771
j=1
p+l
= Z(—l)H](ah,aiQ,...,@,...,aiPH)
j=1

Logo, ¢p_1 08, = 89 0 ¢p. Como ¢, 0 " = ide, (i, (en)) € D' © bp = idc, (k)
segue que C. (K (en),d7) e C.(K;, 0) sao cadeias isomorfas. u

Pelo Teorema 1.4 e pelo Teorema acima, podemos agora concluir
entao que

Hy(CL(Ky(en))) = Hy(Cu(Ki))
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2.6 Relacoes matriciais booleanas dos opera-

dores bordos

Ep(K5)
De acordo com a Observagao 2.10, [gbp} (p ) = idy(p); este fato
(15 Ep Ki
. . . . Ep(K5) Ep(Kg(en))
nos permite concluir a igualdade de matrizes [@,] = [ g} :
Ep1(K;) Ep—1(Kg(en))

O produto booleano das matrizes do operador bordo, em C,(K;) ou em
C.(Ky(en)) , considerada com entradas booleanas, nos permite inferir relacoes

de faces de dimensoes menores, como segue:

Definicao 2.21 Seja K; um complexo simplicial induzido finito. Dado o Z-
homomorfismo 0, : Cy,(K;) — Cn_1(K;), seja [&ng_l sua matriz em rela¢ao

as bases canonicas. Definimos

[0n] = [@5]b(n—1)xb(n)

como sendo a matriz booleana onde:
o 1, seaj;=1o0ua;=-1
aij =

0, seay; =0

para 1 <i<bn—1) el <j<bn).

Lema 2.5 Seja T, =[b.;] o produto booleano das matrizes [On—i], [Op—k+1]s -

[0n], ou seja, Tk, = [On—k]  [On—kt1] - .. [On]. Entdo b,; # 0 se, e somente se,
o r-ésimo simplexo de dimensio (n — k — 1) € face do j-ésimo simplexo de

dimensdao n.

Demonstragao. De fato, se k =0 entao T,,_¢g = T}, = [0,]. Temos que
brj 7é 0& brj =1

=4 [an(O';I)]En_l = (alj, ceey ib?"j’ e 7ab(n—1)j)
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S 0(0)) =ay; - 07T 4 by ol L G gLy

& 0 r-ésimo simplexo de dimensao n — 1 é face do j-ésimo
simplexo de dimensao n.

Suponhamos agora que o lema seja valido para k£ — 1. Temos que

Lok = [Oni] - [On-ps1]. . [0n]

- [an—k] : Tn—k—i—l

Se Tyi = [brjl, [On—i] = [crt] € Thopy1 = [dij] entdo [by;] = [cre] - [dij]
onde
b(n—k)
brj - Z Crk dk‘j
k=1

sendo a soma e o produto booleanos. Entao,
by #0 & by =1
< ko e{1,2,...,b(n—k)} tal que cpg, - dpp; =1
& Crpy = L edy,; =1

& ¢y, = 1 significa que o r-ésimo simplexo de dimensao n—k—1
é face do kg-ésimo simplexo de dimensao n — k e, por hipdtese de inducao,
dr,; = 1, significa que o kp—ésimo simplexo de dimensao n — k ¢é face do
j-ésimo simplexo de dimensao n.
Logo, o r-ésimo simplexo de dimensao n — k — 1 é face do j-ésimo
simplexo de dimensao n. [ |
O Lema anterior permite, através da matriz 7T, determinar todos os
simplexos induzidos de dimensao n, considerando em cada coluna as linhas

nulas. Mais formalmente:
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Teorema 2.5 Sejam K; um complexo simplicial induzido finito, [6,3]5;1 as

matrizes dos operadores bordo em relagao as bases candnicas e [0,] as matrizes

booleanas obtidas a partir das matrizes [8,,]?

p—1"
Considere o produto booleano [a;;] = T = [01] ... [0,]. Entdo o j-ésimo
simplezo induzido de dimensao n € a (n + 1)—upla (iy,i2,...,ins1) tal que o
elemento a;; da matriz Ty € nao nulo, para | =1,2,...,n+ 1.

Demonstracao. De fato, se

Ty = [al][a_n]

e a;; 7 0 entao, pelo Lema anterior, o 4;-¢simo simplexo de dimensao 0 é face
do j-ésimo simplexo de dimensao n. Portanto, paral=1,2,...,n+1 o j-ésimo
simplexo de dimensao n é a sequéncia (i, 42, ...,0,11) [ |

Existem situacoes em que a partir dos simplexos induzidos de di-
mensao maxima podemos determinar todo o complexo simplicial considerando
todas as suas faces. No entanto, existem situagoes em que simplexos nao sao
faces de simplexos de dimensao maxima.

O seguinte corolario nos diz como obter todo o complexo simplicial

Kil

Corolario 2.1 Seja K; um complexo simplicial induzido de dimensdao n. Se
para 1 <p<n, V,=[0]...[0,] = [ay] entdo o j-ésimo simplexo de dimensdo
p € a sequéncia (i1,12,...,1y11) tal que o elemento a;;,l =1,2,....p+ 1, da

matriz V, € nao nulo.
Demonstragao. Segue andlogo ao teorema anterior tomando-se n = p.

Exemplo 2.6 Sejam as matrizes booleanas dos operadores bordo 0y e 0y dadas
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por:
10
110000
10
101000
. 10 .
[0a] = eldl=1011110
01
000101
01
000011
01

Se Ty = [04] - [0s] entdo

T

Il
—
—_

01

01

Pelo Teorema 2.5, como a11 = a1 = a3y = 1 entao o primeiro simplezxo
induzido de dimensdo 2 é a seqiéncia (1,2,3) e como azy = a49 = azy = 1
o sequndo simplexo de dimensao 2 é a sequéncia (3,4,5). Considerando so-
mente a matriz [8_1], temos que pelo Coroldrio 2.1 os simplexos de dimensao

1 sao dados por:(1,2),(1,3),(2,3),(3,4),(3,5) e (4,5) e os 0-simplexos sao:

2.7 Indice de Kronecker

Defini¢ao 2.22 Dado o Z-complexo de cadeias (C, D), considere o Z-mddulo

C? = Homy(C,,Z). O Z-homomorfismo bilinear
Cp,xC? = Z

dado por (ay, ) — bP(a,), € chamado de Indice de Kronecker. Denotamos

b (a?) = [a,, b7].
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Teorema 2.6 O indice de Kronecker induz um Z-homomorfismo bilinear

H,(C.;Z) x HP(C*Z) — Z

dado por (a,,b?) — bP(ay,).

Demonstragao. De fato, tudo que temos que mostrar é que a aplicagao esta
bem definida.
Sejam (ay,, b*) e (c,,dP) tais que a, — ¢, = Opy1(f) e ¥ — dP = 677'(g) para

algum f € C,y1 e para algum g € CP~'. Entao:

bp(ap) = bp(cp + aerl(f)) = bp(cp) + bp(aerl(f))
= (d"+ 0" (g))(cp) + (d” + "(9)) (Op41 (f))
= d"(¢p) + 99y(cp) + dPOpi1 (f) + 90p0p11 (f) = dP(cp)

A dltima igualdade decorre de ¢, € Z,(C), d? € ZP(C*) e 0,0p41 =0 u

Convengao 2.7 Em relagao as bases E,(K,) de C,(K,) e EP(K,) de CP(K,)

convencionamos wmatriz linha para as coordenadas da p—cocadeia P e
b(p)

matriz coluna para as coordenadas da p—-cadeia z,. Assim, se pf = Z ki -

=1

1

b(p)
(of) ez, = sz ot € Cy(K,) entao
i=1

Ty

)
[2p, ©F] = ©P(2p) = <k’1 ky ... kb(l))) . .

Lb(p)
Evidente que a formula acima continua vdlida sempre que C,, € livre

de posto finito, e as bases de C, e CP = Homgz(C)p, Z) sdo duais.



Capitulo 3

Produto Cup

3.1 Produto Cup em C*(K;;Z)

Seja K; um complexo simplicial induzido. Sabemos que C*(K;;Z) =
CUK;Z)® CHK3Z) @ ... ® C™(Ky; Z) é um Z-mbdulo. Vamos definir uma
estrutura de anel graduado em C*(K;;7Z) e com esta estrutura provar que
7K Z) = Z°(Ky; 2)DZN Ky 2)®. . .0 Z™(K;; Z) é um subanel e B*(K;; Z) =
BYK;;Z)®BYK;; Z)®. . .®B"(K;; Z) é um ideal, e assim pela Definigao 1.7,
teremos uma estrutura de anel graduado em % = H*(K;Z).

Desempenha papel importante na definicao desta estrutura o conceito

de face anterior e face posterior. Mais precisamente:

Definicao 3.1 Seja K; um complexo simplicial induzido. Se 0 < j < d,

definimos as aplicagoes i, X} : Eq(K;) — E;(K;) da sequinte forma:

A (i1, 72, . .- yiar1)) — (i1, b2, . . dj41)

II"L?((/I/17 Z.Qv CI al.d—i-l)) = (id+1_j, o 7id+1)

Chamaremos /\;-l de aplicagao anterior e ,ugl de aplicagao posterior.
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Lema 3.1 (i) Moo X =X eyl op! = ul
(i) At o p i = g o AT

(iii) Para 0% 1|, (Ky), temos

3;+lo/\zﬁ, sei<p+1

Aﬁ 0 Jyy =
ML sei>p+1
0 pdtt sei <d—q+1
fig © Ogyy = ,
O opdtl, sei>d—q+1
Demonstracao. (i) De fato, dado um complexo K; seja o = (I1,la,...,lj+1) €

E;(K;). Temos que
(Ao A (0) = (M) (L, Loy -y L)) = (L Loy lisd) = N(0)

Analogamente, prova-se que p oyl = jul.

(ii) Seja 0 = (1,12, -+, lprmakr1), €Ntao
(Mnm+m © AZIT’“)(G) = /lgjm((lh lay s lnpms1) = (gt bng2, - o5 bnpmer)
()\Tk © Mﬁﬁ?%(@ = )\%Jrk((lnﬂa s bngmakt1)) = (ngts -+ lngman)
Logo, ™ o NyTinth = Ak oyt

(iii) Dado o = (Iy,ls, ..., l4+2) suponhamos que i < p+ 1, entao
(AZ o 82+1)(0') = AZ(UI? s 7li—17 li-i-la s 7ld+2)) = (lla SR 7li—17 li+17 s 7lp+2)

(3;“ o /\g_—t%)(g) = 6i+1((l1,l2, ce 7lp+2)) = (lh .. .,li_17lz‘+1, ce ,lp+2)

Se 7> p+ 1, temos
()\Z ©) 83+1)(U) = )\g((ll, e ,lp+1, Ce 7li—1ali+17 .. .,ld+2)) = (ll, e ,lp+1)

A o) = (I, lpr)
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Portanto,
P (%Ho/\ﬁ%, sei<p+1
)‘p © adJrl =
AL sei>p+1
e analogamente verifica-se que
pdtt sei <d—q+1

d 7 _
:uq © ad-‘y—l -

i+q—d _  d+l :
Ol “opgiy, sei>d—q+1

Definigao 3.2 Dado um complezo simplicial K; e as bases candnicas E,(K;)

e E,(K;) de Cy(K;) e Cy(K;) respectivamente, podemos determinar a matriz

das aplicagoes anterior e posterior. Se E,(K;) = (01,...,0p,) e E (K;) =

(01,03, ..., 0y, entao a matriz de Ny : E, — Ey € [M]yq)xnpm) = la], onde:

1, se os vértices de o sio os (q+ 1) primeiros vértices de a%;
CLij =
0, caso contrario.

A matriz de pib - B, — Ey € [1P]yq)xe(p) = [bij], onde:

1, se os vértices de o] sdo os (q+ 1) dltimos vértices de o7;
bi' —
J

0, caso contrario.

Observagao 3.1 As matrizes das aplicacoes anterior e posterior tém somente

um elemento nao nulo em cada coluna.

Observacao 3.2 Denotemos por [\ a matriz de blocos:

b(0) b(1) b(2) b@3) - - bln—1) bn)
b(0) 0 ] o o i 0 0
b(1) 0o 0 [x] o 0 0
b(2 o 0 0 [N 0 0
] = (2) [A3]
bn—1)| & i i i ]
b(n) o 0 0 0 00 0 0
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Analogamente define-se a matriz [p]. A condigao (i) significa que [I] + [A] +

AP+ ...+ [\" =[] € da forma:

Pl el P8 N ]

0 [N ] M) a5 8 ]

00 [N [\ [\ O[N] [

] = A3l 3] [l [ [A5]
[An-i]

00 0 0 0 0 0 [\

Analogamente para [pur] = [I]+ [u] + [1)* +. ..+ [1]". A condigdo (ii) do Lema

anterior equivale a [A[u] = (][N

Observagao 3.3 Notemos que N, | = Ob™ e | = 0y, isto implica que a

p+1
matriz [\)_|] € obtida da matriz de [0,] = Z(—l)”l[ﬁé], fazendo o primeiro
i=1

elemento nao nulo de cada coluna de [0,] igual a 1 e os demais desta coluna
iguais a zero e a matriz [y, | € obtida fazendo o diltimo elemento ndo nulo de

cada coluna de [0,] igual a 1 e os demais desta coluna iguais a zero.

Definicao 3.3 Seja K; um complexo simplicial de dimensao n. Dadas as

cocadeias p € CP(K;;Z) e 6 € CUK;; Z) definimos o produto cup
Ul e CPMYK;Z)
para o € E,.,(K;) da sequinte forma:
(0,0 V6] = (0 UB) (o) = [N)™(0), ] - g (0), ]
e estendemos por linearidade para Cyi,(K;).

Naturalmente, o produto cup define uma fungao
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da seguinte forma:

(@) U (DO;) = @i 0: U0

ou Seja’a s€ ¢ = (@07@17"‘7@”) e = (907617"'7971) entao QOUH - (SOOU
0o,y on2Ub+ @ 3Ub0+ ...+ poUbn 2,0, 1 Uby+ @ oUb +...+

goOUGn,l,gonUHO—i-gon,lU@l+...+900U9n).

Lema 3.2 Se K; ¢ um complexo simplicial induzido de dimensdo n, entao
C*(K;,Z) = C"(K;,Z)® CYK;,Z) & ...C"(K;,Z) é um anel graduado com o

produto cup.

Demonstragao. De fato, provemos primeiramente que ¢ U (67 + ¢)7) =
(pP U BO7) + (P Up?) quando ¢P € CP(K;,Z) e 07,97 € C(K;,7Z). Tomando

P4 € E,,,, temos que

774,67 U (67 + )] = Do), ] - [ (07 ), 0+ ]
= Do), ] - (07 H), 0]+ [ (07+), )
= (o), 7] [0 ), 6]+
+ AP, @] - [T (o), ]
= o, Ul + 0,0 U]
Logo, temos que ¢? U (07 + 7)) = P UG+ ¢?U?, ou seja, o produto
cup é distributivo. Analogamente verificamos a distributiva a esquerda.
Para provar a associatividade, dados ¢? € CP(K;,Z), 07 € C1(K;,Z),
Yroe C"(Ky,Z) e oPT07 = (iy,l9, ..., iprgiri1) € CPTI (K, Z), temos que

verificar a igualdade ¢? U (69 U 9Y") = (P U #?) U". De fato,
[P HT P U (0T U] = [N (0P HIT), P - [T (o7 ), 09 U 4]
= [T (P, P - N (g (0P, 09):

[ (i (7)) ]
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enquanto que
[P, (P U 07) UyT)] = AT (07 F0H7) 07 U ] - [t (o7t 7]
= [AFET(oP ) P [l T (LT (0T, 6]
- [t (gpratr) ]
Segue que estes dois produtos sao iguais pelo Lema 3.1. Dados
© = (Los @1+ s0n), 0 = (00,01,...,0,) e b = (Yo, 1, ...,1,) segue das pro-
priedades anteriores que U (0 +1v) = pUO+pUt e oU(BUY) = (oUO) U.

Logo, C*(K;,Z) ¢ um anel graduado. u

Observacgao 3.4 Dado o Z-mdédulo C°(K;,7Z), definimos ¢° € C°(K;,Z) por
60(0?) = 1 para todo O';-) € Ey(K;). Definido dessa forma, podemos verificar

b(p)
que ¥ U P = oP Ue® = ¢P. De fato, seja Cp = Z x; - of, temos que
i=1

b(p)
[ep U P =) @i 0l e® Uy
i=1

b(p)
= xi'[af,eOUgop]
i=1
b(p

)
= > i (D), ] - (D). ¢
i=1
b(p)

Analogamente, verifica-se que p?Ue® = ¢P. O elemento (€°,0,...,0) €
C*(K;;Z) € a identidade do anel. Se b(0) € a cardinalidade de Ey(K;) entdo
a matriz de coordenadas do Z-homomorfismo € : Co(K;; Z) — 7, em relagio
a base E°(K;), € [”]ixpoy =[11 ... 1].

Proposicao 3.1 Se ¢? € C?(K;,7Z) e 07 € CU(K;,Z) entdo

§PTU(EP U 07) = P (6P) U 07 + (—1)PiP U 67(67).
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Demonstragao. De fato, se o?™4* € E,. .1 (K;), entao

o741 GP() U7+ (—1)P? U 81(6)] =
— [oPH, () U O] 4+ (—1P [P, o U 30 6]
= DL (), 8] - [ (o7, 7]
LD o), o] - g (o), 59(6e)

=[Oy 1T (07T H)), ) - [yt (o7t ), 0+

+  (=1)P[\etratl(gptatl) oP] (9, L (pP T (gPtatl)), g
P q q+1

p+2 q+2
Substituindo, 0,41 = Z(—l)”lé);Jrl e Opy1 = Z(—l)iH@éJrl na ultima
i=1 1=1

equacao obtemos:

o741, 6P(7) U7 + (~1)P? U 87(6)] =
P2
= Y DO (), ) [ (), 7]

q
=1
q+2

+ D (DTS 0P, 0P - (00 (LT (0T, 6T
i=1

Quando 7 = p + 2 na primeira soma e ¢ = 1 na segunda soma, as

parcelas se cancelam, de modo que:

[Jp+q+1’ 5p(80p) Uo7+ (_1)1)90:0 U 5(1(9(1)] =

p+1
% 7 +q+1 1 1 1
= LTG0 )
q+2 | |
£ ST (U P ), ) [0 (b (o7 ), 0
=2

Por outro lado, [oPT9T 6779 (P U 09)] = [0 gs1(oPTTTY) P U 09
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pta+2
el o i+1 9t
Substituindo Opi441 = E (=1)" 0,41 na expressao anterior temos:
i=1

[Up+q+1’ 5p+q(90p U gq)] =
ptq+2
= | Z (— )Hla;ﬂﬂ(apﬂ“)y@p U 6]

i=1
pt+q+2

D I G VA A REUI
piato

= > D) gaa (07T)), ] (O g (07F)), 6]
Pl

= D DU gaa (07T T)) ] (D (07, 6]
1;;;-‘1-2

Y CD) TG gaa (07 T) ] (D ga (07 )), 6]
i=p+2

Usando o Lema 3.1 (iii) para d = p + ¢, a soma acima é igual a:

[Up+q+17 5p+q(gop U gq)] —
p+1

= D (DTG (G (@), @] [l (0P, 07
b

+ Z z+1 )\p+q+1(0p+q+1) ] [(%ﬁ( Zrlﬁl(apﬂﬂ))’eq]

i=p+2
Fazendo 7 = p + j na segunda soma, obtemos

p+1

Z( )7’+1[3§+1(>\§H+1< p+q+1>> 90] [M5+q+1(0p+q+1)’8q]_|_

we | (32)
Y (LTI RE (gt G] (92 (b T (07T, 6]

=2

De (3.1) e (3.2), segue que dPT9(pP U 67) = 0P(¢P) U 07 + (—1)PpP U 09(07). W

Corolario 3.1 Se §9(07) = 0, entao §P(pP) U 09 = §PT9(pP U 07). Em outras

palavras, cobordo U cociclo = cobordo.

Demonstracao. De fato,
PP U O7) = 0P (pP) U B9 + (—1)PpP U 07(69)

— #() U1+ (—1)P? VO
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— () U

Corolario 3.2 Se 6*(¢?) = 0, entao ¢ U §7(09) = (—1)P6P+(P U 07). Em

outras palavras, cociclo U cobordo=cobordo.

Demonstragao. De fato,
OPTA(pP U 07) = 0P(¢P) U 09 + (—1)PP U 07(07)
=0U 07+ (—1)PpP U 09(0?)

— (—1ppr L 37(81)

Corolario 3.3 Se 07(¢F) = 09(07) = 0, entao §PT9(pP U 0?) = 0. Em outras

palavras, cociclo U cociclo=cociclo.

Demonstracao. De fato,
SPTI(P U 7)) = §P(@P) U B9 + (—1)PpP U 69(67)
=0U07+ (—1)Pp? U0

=0

Teorema 3.1 Seja K; um complexo simplicial induzido de dimensdo n, a so-
ma direta Z*(K;, 2) = Z°(K;, Z)®. . . ©Z"(K;,Z) é um subanel de C*(K;,Z) =
CYK,Z)®...®»C"(K;,Z) e a soma direta B*(K;,Z) = B"(K;,Z) ® ... ®
B™(K;,Z) é um ideal em Z*(K;,Z). Conseqiientemente, H*(K;,Z) é um anel

graduado.

Demonstracao. De fato, se o € ZP e §¢ € Z9, entao pelo Corolario 3.3,
temos que 0PT(pP U 67) = 0, ou seja, se ,0 € Z*(K;,Z) entao ¢ U €

Z*(K;,Z). Segue que Z*(K;,7Z) é um subanel de C*(K;,Z).
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Se pP € ZP(K;,7Z) e 07 € B1(K;,Z), entao pelo Corolario 3.2, existe
Y1t € C17Y(K;, Z) tal que 8971 (¢971) = 4. Portanto,
PPUOT =P U (Y1) = (67T (P Ut — dP(pP) Uy
= 5P (pP U i)
de modo que P U #? é um cobordo. Analogamente, podemos verificar que
09U P é um cobordo. Logo, B*(K;,Z) é um ideal em Z*(K;,Z).
Pelo Lema 1.1, H*(K;,Z) = M ¢ um anel graduado.

*(K“Z)

Explicitamente o produto em H*(K;,Z) é dado por

ZUO=pUH

Observacao 3.5 O produto cup, a nivel de cocadeias, nao é comutativo. De
fato, seja o?™1 € Cpyy tal que NoT9(0PT) = 77, pb™(oP* ) = A{ \PTI(0PT9) =
75 e bt (oP*) = o5 . Definimos P € CP(Ky;Z) e 07 € CY(Ky; Z) em E,(K;)

e E,(K;) respectivamente, da sequinte forma:

(

1, se o? =717
(o) =
\ 0, caso contrdrio
e
(
1, se 09 =7
0(57) = ¢ '
0, caso contrdrio
\
Sendo assim,
(0749, 0P U 9] = [ABFO(gP0), P - [+ 9(oP ), 9]

= [, ¢%]- i, 0]

=1-1=1
Evidentemente, como 19 # ~{ e 45 # 11 temos que
[Up-i—q, P71 (pp] = [)\23-1-61(01)+q)7 9(1] . [Mg-x-q((yp-i-q)? (pp]

= [75,07 - 13, "]
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=0-0=0

Portanto, @P U @9 #£ 61U @P

3.2 Produto Cup Geométrico

De acordo com as convengoes, a partir de uma enumeracao dos vértices, os p-
simplexos de K, orientados possuem um representante da classe de orientagao
cujos indices dos vértices que geram os p-simplexos orientados positivamente
estao sempre em ordem crescente. Mais formalmente, existe um isomorfismo

de cadeias
¢ Cu(Ki) — Cu(K,)
de modo que ¢, : C,(K;) — C,(K,) é dada por ¢, : (i1,%2,...,0ps1) —
(iys Qigy 5 Q)
Isto nos permite definir também o produto cup para P € CP(K,) e

64 € CU(K,) através do isomorfismo ¢.

Definicao 3.4 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. Se pP €
CP(Ky;Z) el e CUKy; Z), definimos o produto cup geométrico ¢P Uh? €

CP*( Ky Z) para ot € E,,(K,) da sequinte forma:

(U0 (a70) = [o79, (9P 0§y Uy 07 0 ¢g) 0 O]
= [dpiq(0779), 0P 0 0y Uy 07 0 &)
= [Ny 1q(077), 0P 0 dy] - [l T8, 1, (07)), 07 0 6]
= (@0 X0 651 ) (07 ), ) [(0, 0 11 0 651,)(07*), 01
Observagao 3.6 O isomorfismo ¢ : C.(K;) — C.(K,) induz o isomorfismo
de anel graduado ¢* : C*(K,) — C*(K,), isto é, "+ 1(aPUbT) = ¢P(aP) U (b1).

De fato,

¢H(a” UbT) = (a” 0 ¢ Uy b7 0 &) 0 8,4 bpaq = ¢7(a”) U ¢ (b7).
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Observagao 3.7 A defini¢do do produto cup em C*(K,) foi feita usando uma
enumeracao dos vértices de K, a qual induz uma orientacao em K, e o iso-
morfismo ¢ : C,.(K;) — C(K,).

Ao usarmos uma outra enumeracdao para os vértices, digamos 1, iden-
tificamos cada simplexo padrao o? = (@i, ..., €, ) = (Qygiy)s - - - Qp(ipsy)) -

A partir da primeira enumeracdo, construimos C,(K;) gerado pelas
(p+1)-uplas (i1, 92, . .., ip+1), dispostas em ordem crescente. Podemos conside-
rar agora Cyp(Kyuy) gerado pelas (p + 1)-uplas (¢(i1), ¥ (i2), ..., ¥ (ipt1))-

Embora esta ultima upla pode nao estar em ordem crescente, o fato
¢ que podemos definir, neste contexto, faces anterior e posterior o que mnos
permite definir o produto cup em C*(Ky)).

A enumeracdo v induz um isomorfismo 1 : C.(Ky)) — Cu(Ky), que
leva ((i1), ¥ (i), - - -, Y(ipt1)) em (aiy, @i, - .- G, ), de modo que ao definirmos

o produto cup através de 1 temos a iqualdade:
(a? U (o770) = [0779, (a? 0 ¢, Uy b7 0 @) © by,
= [oPT, (aP o 1/;19 Ug b7 o 1%) © zzqu]
Definicao 3.5 Sejam K, e L, complexos simpliciais. Uma aplicagao sim-

plicial f : K, — L, é uma funcgdo f : Vert(K,;) — Vert(L,) de modo que

se {a1,az,...,ap11} € um simplezo de K,, entdo {f(a1),..., f(aps1)} € um

simplezo de L. E claro que repeticoes entre fla1),..., flaps1) sao permitidas.

Observagao 3.8 Quando f : Vert(K,) — Vert(L,) € injetora e K, tem uma
orientagao que provém de uma enumeragao dos vértices en : {1,2,...,b(0)} —
Vert(K,) , entao podemos usar esta enumeragdo para induzir uma enumeragao
dos vértices do complexo L,. Comecemos enumerando os vértices que estao no
conjunto f(Vert(Ky)), definindo en(i) = b, < f(a;) = b; e os vértices de

Vert(L,) — f(Vert(K,)) de forma aleatoria. Se a enumeragao dos vértices de
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L, ¢ feita desta forma dizemos que L, tem uma orientacao induzida pela

f.

Teorema 3.2 Se f: K, — L, é uma aplicagao simplicial tal que f : Vert(K,) —

Vert(Ly) € injetora e L, tem a orientacao induzida de f , entao f, : Cy(K,

g)_)

Cy(Ly), dada por fy({ai,...,a¢+1)) = (f(a1),..., f(agt1)) € uma aplicacdo de

cadeias.

Demonstracao. De fato, dado (ay,as, ..., a,+1) € E,(K,), temos:

Opo follar, s apn)) =
= 8,({(f(ar), ..., flaps1)))

p+1
= 2V @) fag) - flapa)
Enquanto que,
pt1 ‘
(fo-100p)({ar, ..., aps1)) = fp—l(Z(_l)]+l<ala gy Gppr)
p+1 o /\
= D (@), Flag), - flap))
Portanto, 0, 0 f, = f,—1 0 0,. n

Teorema 3.3 Seja f : K, — Ly uma aplicagcdo entre complexos simpliciais.
Se f:Vert(K,) — Vert(L,) € injetora e a orientagdo de L, é induzida de f,
entio f* : C*(L,) — C*(K,) é um homomorfismo de anel graduado, isto €,

frra(er U 07) = fr(eh) U f(07)

Demonstragao. De fato, seja (a;,,...,a;,, ) € Epq(Ky). Com a orien-

tagao de L, induzida por f, temos que

prrq((pp U 9q>(<ai17 B 7aip+q+1>) = (@p U Qq) © fp+q(<ai17 s 7a’ip+q+1>>

= (WPUIN({flaw), - [(ai,0)))
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Mas, por defini¢ao

(P UON((flai), - [(ai0))) =

= [(f@i); - [(@iyr0))s (97 0 8 Uy 070 6) 0 i | =
= [Bprg((f(air), -+ (@i 00))); 97 0 B Ug 07 0 ]

= [(i1, - ipagen), @7 0 Gp Uy 07 0 ]

= [(i1, -y ip1), @ 0 @p] - [(Ips1, - - ipagr), 07 © O]

= [(f(ah)a s 7f(aip+1)>7 Spp] ’ [<.f(aip+1)? s >f(aip+q+1)>7 Qq]

Enquanto que,

PP UL (i s iy y0)) =
= @iy s Qi) (£7 0 fp) 0 Gp U (070 fy) 0 ) 0 6,1,
= [Dpta((@irs s @iy y1)): (9P 0 f) 0 Gy Uy (67 0 fy) © y)]
= (#1542, - s Tpgi1), (#7 © f) © B Uy (870 f,) 0 &) (3.4)
= (1,32, s ip11), (27 0 f) © Bl - (i, s iprgin), (070 fy) © b))
= iy, s iy, )y 9P 0 fol - (@i sty yiy), 090 f,]
= [(f(ain), - F@ipn))s 971 [ (@i,00); s F(0,000)), 0]
Comparando, (3.3) e (3.4) verifica-se que fP+9(gP U #9) = fP(oP) U f4(67). ™

Seguem alguns exemplos da situagao do Teorema anterior:

Exemplo 3.1 Se K, é um complexo simplicial geométrico e of é o i-ésimo
p-simplexo entao a inclusio j : K,(of) — K,, onde Ky(oF) é o subcomplexo
de K, formado de todas as faces de o}, é uma aplica¢ao simplicial. Portanto

gt C*(K,) — C*(Ky(oh)) € um homomorfismo de anel graduado.

7

Exemplo 3.2 Considere Ky(07) e sejar : Ky(of) — Ky(of) tal que r(a;;) =
Ui, n_ ;- Entaor é uma aplicagao simplicial e portanto r* é um homomorfismo

de anel graduado.
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Lema 3.3 Seja r, : Cy(Ky(0?)) — Cy(Ky(0r)) a induzida da r do exemplo

anterior. Entao r é homotopica a identidade.

Demonstracao. Pelo Lema 2.3, K,(07) ¢ aciclico e o complexo de cadeias

0 = CK,(0h) — .. =5 Ci(K,(0)) 5 Co(Ky(oh) = 7

)

é exato. Como e(rg — Iy)(0}) = 0, para todo o) € Ey(Ky(0})), entdo existe
B; € Ci(Ky(a})) tal que 91(5;}) = (ro — Io)(0}). Definimos hg : Co(Ky(o})) —
C1(Ky(07)) colocando ho(0?) = B} e assim d1hg = 1o — Io.

Para definir hy : C1(K,(0?)) — Co(K,(cr)), note que se o} € Ei(K,(o?))

entao

O (1 — hoOy)o (7“081 1yo, — (1o — [0)81>0k Portanto,
O1(ry — hoOy)op = 0

Portanto, existe 37 € Cy(K,(0?)) tal que 02(87) = (r1 — I — hoO1)oj. Assim,

definimos hy(c}) = (7. Logo, Oahy + hody = ry — I; e o resultado segue por

inducao. [ |

Teorema 3.4 Seja K, um complexo simplicial geométrico orientado. Se ¢P €

HP(K,) e 01 € HY(K,), entdo

PP UOT = (—1)P909 U oP

Demonstragao. De fato, consideremos os seguintes passos:

Passo 1. Definimos 7, : C,(K,) — C,(K,) por:

i) 7o(a:) = (ai);

i) 7o(ai, Giyy ooy i) = (Qigrys Qigs - -5 Qay)-

Note que:

a) 7, nao ¢ induzida de uma aplicacdo simplicial. Quando restrita ao subcom-

plexo C,(K,(0?)), al sim teremos 7, = r;
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b) 7, ndo é uma aplicagdo de cadeias de C,(K,), no entanto, de acordo
com a Convengao 2.1, R = {e,.7, : Cy(K,) — Cy(K,)}, onde ¢, =
(—1)%‘1(‘”1), ¢ uma aplicacao de cadeias com suporte aciclico. De fato,
de acordo com a Defini¢ao 1.29, dado v € UE;(K,), o subcomplexo

V..(7)(subcomplexo de cadeia gerado pelas faces de ), satisfaz o seguinte:
i) Vi(y) é aciclico pelo Lema 2.3;
i) se v € E,(K,) entdao R, (7) € V,(v) C Cu(Ky);

iii) se ( ¢é face de v entdo V(5) C V(v).

c) Como Ry — I é nula, onde I é a induzida de identidade de K, segue que

R ~ I pelo Corolario 1.2.

Passo 2. Sabemos P U 07 = (P U 07) = ¢, ,7P+9) (P U 64)
Calculando [o771, RFFI(pP U 09)], se jpiq @ Cpag(Kg(0PF)) — Cpig(Ky) € a

inclusao, entao

[0+ RPH(pP U §9)] =
= p+q(o?™), RPT(pP U 67)]
= [pra(0779), £pyg @9 (" U 69)]
= Eprliprq(0PTe), TPHI(PP U 6)]
= Eptqg[oPT, (P U 07) 0Tpiq 0 Jpg]
= Eptqlo?T, JPHIo TP U 67)] (35)
= Epiqlo?T, P o PP U 67)]
= Eptqlo™™, rP(jP(7)) Urd(9(67))]
= EpralOpN 10, L (07T TP (5P (OP))][Gartl by ot 9 (54(69))]
= Epral oAb 054 (071) P ( D) [rgdatly 50, j9(09)]

= Ep+q¢€pty [¢pﬂﬁ+q¢ﬁq(0”’+q) , ©F] [‘bquﬂ@;&q(apﬂ) , 0]
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enquanto que,
[, RI(67) U RP(7)]
= o, &g(07) Uepr(¢7)]
= pegldg Ny (0) , TON[Gppl Tty (o), TP ()] (3.6)
= epEqlTaba Ny 10y 14(0) O [Tpdpri 0,1 (0) , 7]
= [0\, 4(0) , 09 dph 1y 14(0) , ¢

Substituindo (3.6) em (3.5), temos :
o, R U60)] = (—1)[o, RI(87) U R, Yo € Cyiy(K,),

ou seja, RPTI(P U O7) = (—1)P1RI(0?) U RP(pP)
Passo 3. Portanto,
PPUBGI =P U e

= Rerq(@p U Qq)

(=1)PaRa(07) U RP(pP)

(=1)P9RI(67) U Re(p?)

(=1)P9R1(69) U RP (p?)

= (=1)r16e U

3.3 Representacao matricial do produto cup

Definicao 3.6 Chama-se produto de Hadamard de duas matrizes a =

[@i]mxn € b= [bijlmxn @& matriz ¢ = [cijlmxn onde ¢;j = a;j - bi;.

Notagao. Denotaremos o produto de Hadamard das matrizes a = [aj]mxn

eb= [bij]mxn por [aij] * [bw]
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Teorema 3.5 Se ¢? € CP(K;;7Z), 01 € CUK;;Z) entao temos que
(" U 0% oo = ([9"]5w - [XT]) % ([0%] 0 - (1™ ])

Demonstracao. De fato, se b(p), b(q) e b(p+¢q) s@o as cardinalidades de E,,

E, e E,, respectivamente entdo suponhamos que E, = {af, o}, ... ,aé’(p)},
Eq - {637637 . 75{?@)} € Ep+q = {7f+qv’yg+qa cey Wfa;iq)} Lembramos que
EP = (()*, (b)), ..., (a® )*), onde (of)* é o Z-homomorfismo dado por
1 2 b(p) i
1, sei=3j
(a7)"(af) = . Analogamente, estao definidos E? e EPT1. Seja
0, sei#7j
b(p)
@' € CP(K;,Z) tal que [@F]p» = (xl Ty ... a:b(p))7 ou seja, ¢ = sz :
i=1
o) e 01 € C1K;,7Z) tal que [0 g = . Por definicao,
i N Y2 Yb(q)

YP U0 € CPT(K;,Z) é o Z-homomorfismo ¢? U #? : Cpy, — Z definido para

V€ Epyg por [Y7T, 0P U = NI, 0P - [t (1)), 0]

Se
aiq Ce alb(p+q) C11 c Clb(p+q)
a1 ... Qp(p+ Co1 ... Cop(p+
[/\gﬂ]gzﬂ _ (p+a) o [M{],Jrq]g:ﬂ _ (p+9)
Ab(p)1 - -+ Ab(p)b(p+q) Co(@)1 -+ Cb(q)b(p+q)

sao as matriz dos operadores faces anterior e posterior entao temos que:

a1 e alb(p+q)
azr ... Q2b(p+q)
[pP] - [ABFY] = (m Ty ... xb(p)) '
p(p)1 - -+ Ab(p)b(p+q)

b(p) b(p) b(p)
= Z TiQi1 .. Z TiGi; ... Z Liib(p+q)
i=1 i=1

i=1
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C11 e Clb(p+q)
Co1 - Cob(p+q)
[67]) - [ ] = (y1 Y2 - yb<q>> N .
Co(g)1 -+ Co(q)b(p+q)

bq b(q) b(q)
- (Z YiCi1 - Z yZC'L] o Z yicib(p+Q)>
=1

Logo,

(o] - D) (107 - [ ™)) =

b(p) b(p) b(q) b(q)
Z Ty .. Z Tilib(ptq) | * Z YiCin - - Z YiCib(p+q)
i=1 i=1 i=1 i=1

b(p)
Por outro lado, para 77 *4 ¢ E,,, suponhamos que ADFa (7 ) Zawa e
b(q)
ARG ) chﬁ Segue que
=1

[y P U6 = [Ap+"(7§’+")7sop] : [uﬁ*q( v, 0]

= Z ai;ol) - 0% Z cii8Y)

b(q
= ZazgSO cheq ﬁq
b(p) b(q)
= O ayx)) - O ciy)
i=1 i=1

ou seja, como 757 T & um elemento bésico entdo a j-ésima coluna da matriz do
Z-homomorfismo P U #? é dada pelo segundo membro da igualdade acima.

Portanto,

[gOp U eq]Ep+q =
b(p) b(q) b(p) b(q)
= <(Z an;) - (Z Cinyi) - - (Z Wi(p+q)Ti) * (Z cib(p+q)yi>>
i,1 =1 =1 =1

q) p q
= (( Zx an) - (Y wien) - (3 wiangea) - (3 vicurra)
=1 =1 =1
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b(p) b(p) b(q) b(q)
= ( Z 1075 N Z LiAib(p+q) > * ( Z YiCi1 - .- Z YiCib(p+q) )
i=1 i=1 i=1 i=1

Comparando as matrizes [P U0 grtq e ([¢7]mr - [ADF]) % ([0 ga - [4579])

podemos entao verificar a igualdade. [ ]

Observagao 3.9 A formula [¢P U 0 gora = ([@P]ge - [N2TY) x ([0 ga - [1579])

¢ a mesma quando ¢ € CP(K,;Z) e 07 € CU(K, Z), uma vez que [(bq}gzgz)) é

a matriz identidade.

Vamos dar agora uma descricao global do produto cup em termos de

matrizes.

Definicao 3.7 Seja K; um complexo simplicial induzido de dimensdon. Dado
0= (0% @ ..., 0" € C*(K;; Z) definimos a matriz de ¢ como sendo a matriz

de blocos da sequinte forma:
[o] = [[¢"] [©'] - [@"Tix(b(0)+b(1)+...+b(n))
Para ¢ = (¢°, ', ..., "), 0 = (8°,01,....6") € C*(K;; Z) temos que
ot =111 . 1 [(Ieln - Dl )«([p - [ur] )| (3.7)

onde as matrizes [¢]p, [0]p s@o as matrizes de blocos dadas por

—[900] . _[90] 0 ... 0|
0 [¢] 0 0 [6"] 0
0 0 0 0 0 0

00 0 0 e

respectivamente, e a operagao barra consiste em inverter a ordem dos elementos

nao nulos nas colunas da matriz [0]p - [ur].
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Exemplo 3.3 Seja K; tal que dim(K;) = 2. Dados ¢ = (¢°, ', 0%),0 =

(6°,0',60?) € C*(K;; Z) temos que
U= (" U’ " Ub + 0" U’ QPUO it ubt 4+ P U
Logo,
Ul = |[e" U’ [P U+ U] (" U+t Ul + U],

Enquanto que por (3.7),

o6l =1 1 1{[eln([]+ [N+ D} > {[6lp - (U] + ] + (2]}

=111 0 [P [WNA ] o> 0 [0d] (0"
| o o @) 0o o |

=[111] N 1AV I 2 [ A1 e I VA A [ R G 17

N 1 I I I 4 T

(1INl * [0°1[kg] - [P [Aa] = (0] (] [°TIAG] * 6% [1s3]
=11 0 [ T > 10Tl [ [AT]  [67][1ad]
0 o (213 % [0°) (k) |

[P U] [LUb] [’ U6

=[111] 0 [Pt U6 [o' U6

0 0 (0% U 6]

= [P U] [P U + ' U] [0 U 0%+ o' UB' + > U6



Capitulo 4

Produto Cap

4.1 Produto Cap em K;

Dado um complexo simplicial induzido K;, queremos definir o produto
de uma (p + g)—cadeia v por uma p—cocadeia . Para isso, consideremos

primeiramente o seguinte resultado:

Lema 4.1 Se ¢,,d, € C,(K;) sdo tais que ¥V 07 € CUK;;Z) tem-se §9(c, —

d,) =0 = [c, — dg, 0% entao ¢, = d,.

Demonstracao. De fato, se Cy(K;) = 0 entao ¢, = d,. Se Cy(K;) # 0,
b(9) b(q)

suponhamos que ¢, # d,. Para ¢, = sz col e d, = Zyz - 0! existe
i=1 i=1

1 <i<b(q) tal que x; # y;. Tomando 07 = (o})* € CU(K;;Z) temos que
0(c, —d,) =0%c,) —0d,)
=Ti Y
Como z; —y; # 0 entdo 0%(c, —d,) # 0, o que é um absurdo. Portanto, ¢, = d,,.

Definicao 4.1 Definimos a aplicacao bilinear

M: Op—i—q(Ki) X CP(KZ,Z) — Cq<Kz>
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que associa a cada 0?9 € E,, (K;) ed’ € C?(K;;Z) uma g—cadeia oPH1NdP €
Cy(K;) tal que
GO dP = [N (g7 dP) - bt (o)

b(p+q)

Para uma cadeia arbitrdaria c,rq = E z; - 0P € Cpyy(Ky), definimos

bota) b(p+q)
g NP" = (D wi-ol™ NP =Yz (o7 N¢P)
=1 i=1

Proposicao 4.1 Seja K; um complexo simplicial induzido. Se 2,14 € Cpiq(K;)

edl € CP(K;;Z) entao ¥ ¢ € CUK;;Z) temos que

[Zprq N AP, ] = [2psq, d” U )
b(p+4q)
Demonstracao. De fato, se 2,1, = Z z; - o7 segue que
=1
b(p+4q)
[Zp—l-q N dp) Cq] = [( Z Ly - O-f_‘_q) N dp’ Cq]
i=1
b(p+q)
=) w- (@M )¢
=1
p+q

= Z wi - [T, dP) gt (o), )

b(p+q)
= 3 i (0P, ) - [ (o), o]

=1
b(p+q)

= > ol L]

b(p+Q)

=Y @t d U]

i=1
= [2ptq, A" U 1]

Portanto, [z,+q N dP, ] = [zp4q, dP U ). [

Podemos estender a definicdo do produto N em C.(K;) = @7_oC;(K;).

Encarando assim, C,(K;) terd uma estrutura de C*(K;;Z) médulo a direita,

conforme veremos a seguir.
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Formalmente, se a dimensao de K; é n entao:

N: Cu(K;) x C(K;; 2) — Cu(K;)
é tal que, se 0 = (0¢,01,...,0,) € o = (%, !, ..., "), entao
oNe=(coNY’+o 1N +. . . +0,N", 01N +oNP +. . 40,NP" L. aN°)
onde 0; € Cj(K;) e ¢’ € CI(K; Z)
Proposicao 4.2 Se K; é um complexo simplicial induzido, entio C.(K;) é
um C*(K;; Z)-médulo a direita.
Demonstracao. De fato, dados cpiq, dpiq € Cpiq(K;), @7, 0P € CP(K;;Z) e
01 € C1(K;;7Z), segue da bilinearidade que
1) (Cptg T dpig) NP = Cpig NP + dpig NP
i) Cpig N (@7 +YF) = prg NP + Cpag NYP
Por outro lado, para ¢" € C"(K;;Z) € ¢pigir € Cprgrr(K;) tem-se

[Cpqir N (" U09), 0] = [Cpagr, (WP UOT) U ¢T]
= [Cptqrr P U (07U ¢")]
= [Cptqir NP, 07U ¢']
= [(cprqrr NpP) N9, ¢']

Pelo Lema 4.1,

lll) cp+q+r N (Spp U eq) == (Cp+q+7» N QOp) N 9q

Lembrando que se e € C%(K;Z) é tal que e(a)) = 1,V o) € Cy(K;) entao
para qualquer ¢, € C,(K;) e para qualquer ¢? € CP(K;) tem-se
[cpNe, o] = [cp, e U]
= [va ‘pp]

Portanto,
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iv) c,Ne=¢,

As demonstracoes anteriores se estendem facilmente para C,.(K;) X
C*(K;). Como C*(K;;Z) é um anel unitario segue C.(K;) é um C*(K;;Z)-

modulo unitéario a direita. [ ]
Proposicao 4.3 Se ¢, € Cpiy(K;) € ¢P € CP(K;;Z) entdo
Oq(Cprg NP) = (_l)p[8p+q<cp+q) NP — cprg N 6 ()]

Demonstracao. De fato, dado o?*? = (iy,i2,...,iptq+1) € Eprq temos
oP TN P = [APFI(gP ), oP] - (0P HY) e sendo assim,

Oy (o1 NpP) = Oy([NT(07), 7] - g™ (0P™7))

= [AT(0P), @F] - Og((ip+1, ipts - - - s Tptqr1))
g+1

= [(ila Z'27 ce 7Z.p+1)a SOp] ’ Z(_1)1+J (ip-‘rla s 7Z.p+j7 s aip+q+1)
=1

enquanto que

pt+q+1
Opq(o?™) NP = (Z(—1)1+9(i1,...,z'j,...,ip+q+1)> N P

Jj=1

p+1
- (Z(_DH—J (TR P >ip+q+1>> NP+

J=1

pt+q+1 ‘ R
+ (Z (—1)“](@'1,...,z'j,...,z'p+q+1)> N P

Jj=p+2
p+1

= Z(_l)lJrj[(Zb s 7ij7 s 7ip+2)7 gpp] ' (ip+27 s 7ip+q+1)

j=1
pt+q+1

+ Z <_1>1+j[(i17 s 7ip+l)7 Sop] ) (ip+l> ce 7ij7 cet 7ip+q+1>
J=p+2
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p+
oPTI N GP(pP) = oPTIN (P 0 Dpyq)
p

_ [\PTa
[)‘p+1<0p+q>> Qpp © 6p+1] M};fCI(Up—i—q)

a p+q
= p+1()\ +1(Up+q))a ©?] - (ip+27 e aip+q+1)
= [Op+1((i1, 02 ' '

o y 22, -,Zp+2))790p] : (Zp+27"'7ip+q+1)

a 1,...,Zj,...i+2 Pl (1 )

pjil y Up ),80 ] (Zp+2a"'7zp+q+l)

1+] 7
z e s )
§ eees By ipra)s 7] (pras ooy prget)
q

Logo,

Op+q(0PT0) NP
P — oPTa N P
p+1 NP (¢F) =
_ 1+] =
79 7Zp+2)7 Spp] : <2p+27 s 7ip+q+1)+

p+q+1

+ > (=DM( ipt1)s @)
i)y @) - (ipars -1 /
ijrp;rQ , (Gptts - oy e e lprgrt)

_ Z 1+J (44 ZA ;
9 . y DY )
R 72p+2)7 Spp] : (Zp+27 s aip+q+1)

~
1, )y Up 1 77‘ ( ) J(ZP 1 7Zj7 77’}7 q 1)

Jj=p+2

+(— 1)p+ (Zp—l—% e vip+q+1))

[(ll l -+ SOp ’ Eq 1
7-'7p1)a ] ( 1)1 ](Zp+1,...; )
= 7]7---a2p+q+1)
= (=1)P[(t1, -, 0pr1),¥" qgl
s lpt1),s ] ( 1)+J(2p+1 z/\ .
= 7"'?p+j7"‘7l’p+q+1)
Mas,
Og(a?T 1N P) = (11,1 q§1 1+
.+ 2
) [(@17127”_7% 1)7 p], ( 1) ](Z . — .
= P+ 7“"Zp+ja"'72p+q+1>
LOgO,

8q(0p+q NeP) = (_1)p[ap+q(0p+q) Nne? — o’N 0" ()]
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Corolario 4.1 Se 0P(¢?) =0 e Oprq(Cprq) = 0 entao 0y(cprq N ¥P) = 0.

Demonstracao. De fato, temos que
Og(cprg N @P) = (=1)P[Oprq(Cprq) NP — Cpiq N P ()]

= (=1)P0N P = ¢piqg N O]

=0
|
Corolario 4.2 Se 0,14(c7%9) =0 entdo O,(cP?T1 N ¢P) = (—1)PcP+? N 6P (pP)
Demonstragao. De fato, temos que
Og(aPTT N @P) = (=1)P[Op1q(07 ) NP — o1 1 67 (7))
= (=1P0N P — o1 6P7(p7)]
— (_1)p+10p+q N 5p(¢p)
|
Corolario 4.3 Se §?(¢?) = 0 entdo O, (ot N pP) = (=1)P0ps4(c? 1) N P
Demonstragao. De fato,
Og(aPT1 N @) = (=1)P[Opyq(0PT) NP — P11 67 (7))
= (1P [0y (70 N # — 0" 1)
— (_1)p@p+q(ap+q) N S010
|

Corolario 4.4 Seja K; um complexo simplicial induzido. Pela passagem ao

quociente, o produto cap induz uma aplicacao bilinear

n: Herq(Ki) X Hp(K“Z> — Hq(Kl)

tal que N((Zprq, D)) = Zp+q N ©P.

Demonstracao. De fato, mostremos que esta aplicacao esta bem definida.

Dados (z1,%1) = (z2,93) € Hp4(K;) x HP(K;;Z) temos que verificar que
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21 Nt — 2 N@? € By(K;). Segue que (z1,%1) = (Z3,P2) se, e somente
se, existem w € Cpyy1(K;) e 6 € CPHK;) tais que Jpigy1(w) = 21 — 29 €
§P71(0) = ¢, — . Podemos observar o seguinte:
Ogprr(wN @) = (=1)P[Opsgir(w) Nt —w N oP(p")]
= (=D[(z1 = 22) Np' —wNO)]

= (=D[(z1 — z2) N ']
assim como,

Ops1(2N0) = (—1)[0prg(z2) N6 — 2N 67 1(6)]

(10N = 2N (o' — ¢?)]

(—=1)P[=z2 N (! = ¢?)]

Tomando apropriadamente v = (—1)?[(w N ¢') — (25 N 0)] temos:

01 (7) = g (1) [(w N @h) = (22N O)])
= (=1)P[0g+1(w N ") — Dgra(22 N O)]
(DP{(=1)7[(21 = 22) N '] = (=1)"[=22 N (' = ¥?)]}

=(z1—2) N+ 2N (p' —¢?)

=21Npl — 20N+ 2Nt — 25N P2

=z21Npl — 25N 2

Logo, z1 Np' — 20N € B,(K;) e sendo assim, a aplicagao N estd bem definida.
Portanto, induzida pelo produto cap a aplicacao N : Hy,,(K;) x HP(K;;Z) —

H,(K;) é uma aplicacao bilinear. [

4.2 Representacao Matricial

Seja K; um complexo simplicial induzido. Dados aerq € B, q(K;) e ¢ €

CP(K;;Z) pela Definicao 4.1, temos que

o0 = T, ] (o) = O T - g (o)
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b(p)
Lembrando que se ¢* = Z X fec,= Z yi - 0f € Cp(K;) entao
=1
Y1
Y2
[SDP]EP(KZ') = (ZB1 Lo ... $b(p)) € [Cp}Ep =
Yo(p)

Segue que para um (p + ¢)—simplexo 0§7+q tem-se

R (R R )
= ({gpp(xgﬂ(o;’*q))} ~ MT‘W’?H)) £,

A coordenada de [0 NP] g, correspondente ao elemento 2+ (0} ™)
¢ o escalar P (AT(g?™)) cujo valor, em termos de coordenadas, ¢ dado por
g7, Assim [o7°7 1], = [0 70(o7 ][0 ). Mas pre-

cisamente, se [u{f‘]} = [kai]b(q)xb(p+q) e [)\g—l—q] = [)\jxi]b(p)xb(pﬂ) entao temos

que ] _ ] _

[h1; Atj

p+q p+q H2; p+q p+q )\Zj

g™ [y = | 7 | e [T [0 =
REOE | o) |
Logo,

Hij At
H2; A2;
[U;H_q N gpp} E, . : T1 T ... Tpp) ’

| ) | Ab(p)j
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M2
= ' |l xy- )\1]' + X9 - )\Qj .+ Tp(p) )\b( )i
| Ho(g)s
b(p+q)

Agora para uma (p + g)—cadeia arbitraria c,;, = Z

y; - ob ™ tem-se

* Ao(p)
>\b ) U1
“No(p)2) * Y2

n

Y2

j=1
b(p+q)
[Cprq N 7] Z Yj - 5)+q N )
Eq
p+q
+
= Z yi lof T e ]
Mg
b(p+q) oy
:Zyj' . : 1’1')\1j+$2'>\2j+ +$L’b
Jj=1 :
| Ho(a)s
(1 - A+ 22 Aoy + ... + Tp(p)
- A - A )
_ [,uerq} ' (1 - A2+ T2 Aop + ... + To(p
q
i (@1 Atbprg) + T2 - A2bprg) + -+ F Toip) - Aoip(ora)) * Yoipta)
I - /\11 —+ X9 - )\21 + ...+ l’b(p) : )\b(p)l
_[M{;w} T1 - Az @2 Aog o o) Avp)2

T1* Mb(prq) T T2 Adb(prq) T - -+ Tigp) * Aop)

p+a) | [ Yo(pta) |
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=[] {[ T . ) ]-[Agﬂ]F

\

= L] { [le") - [])" % [epal |

Portanto,

[Cp—i-q N Wp]Eq = [MTQ} { [[Spp] : [/\ﬁﬂﬂt * [Cp+q]} .

n

Y2

| Yop+a) |

74

Observagao 4.1 Assim como no produto cup, a formula [cpiq N P | B, =

[Mngq] {[[@p] . [)\nglJHt* [cp+q]} € a mesma quando cpiq € Cphiql

CP(K,: 7).

) e P €



Apeéendice A

Calculos e exemplos

A.1 Matriz na forma padrao

Dado um Z—homomorfismo f : A — B entre Z-moddulos livres, é
imediato calcular nicleos e imagens se a matriz de f em relacao as bases E e

F' estiver na forma padrao, ou seja:

nxm

onde D é uma matriz quadrada de ordem r cujos elementos diferentes de zero

estao na diagonal secundéria, isto é,

A
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Nesta forma, o nicleo de f é gerado pelos (m — r) primeiros vetores da base E

e a imagem é o Z—modulo gerado por \; f1, Aafs ..., \.f, e denotado por

[)\1f1, )\Qfg, ceey /\rfr]

Se quisermos calcular o quociente de B(contradominio) pela imagem

de f, construimos o seguinte isomorfismo:

contradominio  [f1, fo, ..oy fry - oes fin]
: = Z 7 X LX... X1
imagem da f A1, Ao far o A fo] T B | X Ly | X XL X LXK X

dado por:

d((r1fi+zafo+ ot fr+ .o+ xnfm) +1Im(f) = (71,72, ..., T, Tri1y ooy Tin)

onde a operagao no contradominio da ¢ ¢ dada pela adigao das coordenadas

correspondentes.

Observacao A.1 A matriz na forma padrao para um Z—homomorfismo entre

Z, — médulos livres nao € unica.

Observacio A.2 No contradominio do Z—isomor fismo ¢ podemos eliminar

as parcelas Zn ja que estes sao Z, — modulos triviais

A.2 Operacgoes elementares permissiveis na ma-
triz inteira [f]%

Sejam A e B Z-modulos livres com bases E e I respectivamente.
Dado o Z-homomorfismo f : A — B, vamos fazer operagoes elementares nas
linhas e colunas da matriz inteira [f]£, de modo a se obter uma nova matriz
inteira na forma padrao

M = [fIf
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onde E’ e I sdo as novas bases do dominio e contradominio respectivamente de
f. As tabelas abaixo nos mostram as operacoes elementares permissiveis, bem
como as correspondentes operagoes nas bases e nas coordenadas do dominio e

do contradominio de f.

coor. do dominio | base dominio | oper. elementares
(21, ey Tp) {e1,...,en} [f1E
d (A1)
T < T €; < € CiHCj
T —= ;= | e —e+ve | Cp— Ci+1C;
oper. elementares | base contradominio | coor. do contradominio
[f]E {fla'-'vfm} (yla"'7ym)
d (A.2)
LTHLI{? ferk: Yr — Yi
Lr_)LT_‘_’YLk fk_>fk_7fr yr_>yr+’7yk:

A notacao C; < C; significa permutar a coluna ¢ pela coluna j
e C; — C; +~C; significa substituir a coluna ¢ pela coluna que se obtém,
efetuando-se a soma dos elementos da coluna ¢ com os correspondentes da
coluna j multiplicados por v € Z. Convencionando que L, denota a r-ésima

linha, de modo andlogo, seguem as outras notagoes.

Exemplo A.1 Seja o Z—homomorfismo f : A — B com bases E e F cuja

matriz € dada por

fle=13 0 2

Se fizermos a sequinte sequéncia de operacoes elementares nesta matriz:

Cs — C,0y — Cy —3C3,Ly — Ly — 3Ly, Ly — Ly — Ly
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obtemos a sequinte matriz:

0 0 1
2 -9 0
0 -3 0

Consideremos agora as sequintes operacgoes:

Ci1«— Cy,Cy — C1 4+ 40,

obtemos ~ _
0 0 1
-1 2 0
-3 00

e finalmente fazendo

Cy < Cy, Cy — Cy 4+ 205, Ly — L — 3L,

temos a matriz na forma padrao

0 0 1
0 -1 0
-6 0 0

Exemplo A.2 Seja f : A — B o Z—homomorfismo cuja matriz em relagao

as bases canonicas ¢
0 2

3 0

Se fizermos a sequinte sequéncia de operacoes elementares nesta matriz:

Ly — Ly + Ly, Cy — Cy — Cy,Cy +— (5, Cy — Cy —2Cy, Ly — Ly — 314

obteremos a matriz numa outra forma padrao:
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A.3 Obtendo a matriz na forma padrao: O
Algoritmo Anula

Mostraremos a seguir o Algoritmo Anula, que nos leva a forma padrao
ilustrando apenas as operagoes elementares realizadas na matriz [f]2. Porém,
o Algoritmo Anula, além destas operagdes na matriz, consiste também das

correspondentes mudancas nas bases E e F de acordo com as tabelas (A.1) e

(A.2)

12 Passo: Usando somente permutagoes de linhas e de colunas, colocamos no
cruzamento da primeira linha com a m-ésima coluna, o elemento p da
matriz [f]% de menor médulo. Este elemento chamaremos de pivo. Se

houver dois ou mais candidatos para o pivo fagamos uma escolha.

a az - -+ - Qp-1 P

by

bn

22 Passo: Se ¢; é o quociente da divisao de a; pelo pivo p, entao fazendo as

operagoes elementares C; — C; —q;C,,, para i =1,2,...,m— 1, obtemos:
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T Tre - ¢ Tmpm—1 P

ba

bn

onde r;,1 <1< m — 1, é o resto da divisao de a; por p.

32 Passo: Se ¢ ¢ o quociente da divisao de by pelo pivo, entao fazendo as

operacoes elementares L, — Ly — qpL1, para k = 2,3, ...,n obtemos:

T Tre - - Tm—1 P

52

Sn

onde si, k =2,3,...,n, é o resto da divisao de by por p.

4° Passo: Se na matriz acima, alguns dos 7; ou s; forem nao nulos, entao estes
sao menores que o pivo p, pois sao restos da divisao por p. Retornamos

entao ao 12 passo até obter uma matriz da forma:

mxn

52 Passo: Refazemos os passos 1,2,3 e 4 para a submatriz B.

Exemplo A.3 Dado o Z—homomorfismo f : A — B, sejam E = {ej,es} e
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F ={f1, fo} bases de A, B respectivamente. Se

efetuamos as operacoes elementares com as linhas e colunas obtendo conse-

quentemente as novas bases E' e F'. Ou seja,
Cy— 0, =30y = e — e —3ey

logo

[f]g/: ) E,:{61—362,62}, F:{f17f2}

Ly — Ly — 2Ly = fi1 — f1+ 2y,
obtendo assim a matriz na forma padrao e suas novas bases E' e F' :

0 1
15 = , B ={e1 —3eg,e0}, F'={fi+2fs, fo}.
-7 0

A.4 Exemplos

Exemplo A.4 Seja K, a colecao de simplexos orientados aleatoriamente obti-
dos da triangulacdao da Faiza de Mobius dada abaizo. Dessa forma, para calcu-
lar os seus Z-mddulos de homologia, teremos que usar a definicao do operador

bordo geométrico junto com a defini¢cao de numero de incidéncia.

Kg:{ <CL1>, <a2>’ <(l3>, <a4>7 <a5>7 <a6>’ <a47a1>’ <a27a5>’ <a37a6>’
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(a4, as5), (a5, ag), (ag, a1), (a1, az), (a2, as), (as, as), (a1, as), (a3, a1),
(ag, ag), (a1, aq, as), (a1, as, as), (as, as, ag), (as, ag, as), {(as, ag, a1),
(as,ay,a4) }

Obtido entao o complexo de cadeias

Os 01

0 — OoKy) = Ci(K,) =5 Co(K,)

0

vamos usar o algoritmo anula e o programa HCprod Ver[4], para calcular
Hy(K,), Hi(K,) e Hy(K,). Podemos primeiramente ordenar o conjunto dos p-
simplexos (p = 0,1,2), considerando dois aspectos: primeiro os representantes
de orientacao positiva nele listados e sequndo a ordem lexicogrifica dos indices
dos vértices de cada simplexo listado no conjunto. Dessa forma, obtemos os

sequintes conjuntos ordenados:

Eo(Ky) = ((ar),(az), (as), (a4), (a5), {as) )

Ei(Ky) = ( (a1, a2), (a1, a5), (a2, as), (a2, as), (a2, as), {as, a1),
(as, a4), (as, as), (a1, ar), (as, as), (as, ag), (as, a1) )
Ey(K,) = ( (a1, a4,as), (a1, as, az), (as, as, ag),
(az, as, az), (a3, a1, as), (as, as, ar) )

A matriz do operador bordo 0o em relacao as bases FEo e Ey e a matriz na
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forma padrao em relacao as novas bases Fy e Gy sao dadas por:

[32]% =
o 0 o0 0 -1 0
o 0 0 -1 0 1
-1 0 0 0 -1 0
10 0 0 0 0
o o 1 0 0 0
o o0 0 0 0 1
0O 0 0 0 0 -1
0O 0 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 O
0 0 1 0 0 O
0O -1 0 0 0 O
[62]52’1 _ -1 0 0 0 0 0

o 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 O

Agora, a sequinte matriz nos dd as coordenadas da nova base G1 = {71, ..., Vis}



em relagao a Ey que devem ser lidas na horizontal:

1 -101 0 00 0O O O 0 O
6o 1 00 0 00 O I -1 0 0

0o 0 10-100 1T 0 0 0 0

0o 0 060 0 00 O O O 0 1

Se Ey = {0{,04,...,015} entao temos que Gy = {~{,74, ..., 715}, onde
=10/ —-1-05+1-0,,

Yo=1-00+1-05 —1-0,
7§:1-0§—1-0§+1-0§,
'yi:l-ai—l-aé+1-ah,

Y =10g—1 05 =109,
Yo=1-0p—1-04+1-05—1 01,
¥ =105,
¥ =1-03,

1 1
79:1'0-9,
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Mo =1+ 019,

M =1-0p,

Mo =101,
Observando a matriz na forma padrao do operador O, podemos concluir que
Ker 0,=0, logo, Hy(K,) = 0. Agora a matriz do operador bordo 0, em relagio
as bases Ey e Ey € dada a sequir:
-1 -1 0 0 O 1 O O 1 0 0 1
1 60 -1 -1 -1. 0 0 O O O 0 O
o o 1 0 0O -1 -1 -1 0 0 0 O

[al]gé =

o 1 0 1 O O o0 O o0 1 -1 0

o 0 o o0 1 o0 o 1 0 0 1 -1
De acordo com o algoritmo anula precisamos agora calcular [81]%, para 18so,
sabemos que [81]% = [81]5(1) : [M]gi, onde [M]% ¢ dada a sequir:

1 0 0 O O 0 0O0O0O0OTO0OO

-1 1 0 0 O 0 0O0O0O0O0O0

(Mg =




Sendo assim, obtemos a sequinte matriz:

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

000O0O00@O0

000O0O0OO0 O

0

1

Colocando a matriz na forma padrao temos:

[al]glo =

000O0O0OO0OO0OO0O O

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

000O0O0

0

0

0

0

0

0

0

0

000 O

0

0

0

0
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e as coordenadas das novas bases Gy e Fy em relagao a Ey e G respectivamente

sao dadas por:

S@ F1 - {ﬂll7657 76112}

O O O O O O o o o o o

entao

O O O O O O o o o o+~ O

O O O O OO oo o o = o o

S O O O o o o o~ o o o

o O O O o o o~ o o o o

Bi=1m,

O O O OO oo o = o o o o o

S R O O O O O o o o o o

S O O O O O O o o o o

O O O O = = O O o o o o

O O O O O O o o o o o

_ = O O O O O O

o O |
—_

—_



=1,
B3=1-,
Bi=1-7,
By =1-7,
Bs=1%,

Br=—1-7+1-mp+1-79+1 s,
By=-1-7+1-7+1 7>,

By =17 —1 -y,

6110:17817
5111:1"7%’
5112:1‘7112-

Observando as matrizes [82]221 e [81]210 podemos concluir que
Im a2 = [_7117 _7217 _/7:}7 Via _7é7 _7é]

enquanto que
Ker@l = [ﬁ%?ﬁ%aﬂéaﬁivﬁé7ﬁé7ﬂ%]

Logo,

! (=75 =73 =73 v =8 =l
e assim Hi(K,) = Z. Se Gy = {af, a3, oY, o, af, al} entdo
@2, ad, a, af, a?, ]

oy, a5, ag, 0y, Qs Og

HO(KQ) =

[1'&(1),—1'&8,-1'@3,—1'&2,1'01(5)]

e novamente temos que Hy(K,) = Z.

87
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Exemplo A.5 Seja a triangulagao do toro T" dada por:

a az a3 a)
a a

) /ﬁ 9 B
a a

az 1 3 as

a az a3 a)

Utilizando o programa Hcprod, obtemos as sequintes coordenadas dos
geradores b, 01 € HY K;Z) = Z & Z em relagdo & base candnica E' =
({ay,a2)*, (ay,a3)*, ..., (as,ag)*):
(=00 0000 100000 -1 1012000 —1
0 -1 1100 0]

e
[0 =[0 0000000000000 0 -1 0101020

0 -1 00 1 1]

Utilizando a formula local para o produto cup
[0 U0 = ([0']m - X)) * ([0"] 1 - [d])
temos que

' U6e2=[0000000000001001T10]

onde E? = ((ay, az,a4)*, (a1, az,a7)*, ..., {ar,as, a9)*) e as matrizes [\?] e [u?]
sao obtidas de acordo com a Observacao 3.3, da matriz do operador bordo

0y dada a sequir:
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00000%00%p%0000000000000 "
0000000000 000000000000m 0O
0000990000 000000000m0rp000
000099000000 00000 0000000
ooooooooooooooo1oqooo1ooooo
00009900%0%0000~"00~0000000
0000%Q%00%pPo~0~00000000000
0000%%00%0P~0m0000000r00000
00009000%T0000000000000~00
0000%900~"0000000~0000000000
0000%%~000~00~0000000000000
0000%%~0"000~00000000000000
000~7%00000000000000~000000
00r00T00000000000000000000
0~000"00000000~000000000000
0~0"0000000~000000000000000
n000~0000~00000000000000000
F0M0000M0000000000000000000

Z e as coordenadas do gerador % € H*(K,;7Z) pelo

Sabemos que H*(K,;Z)

00 1]

programa sao dadas por: [wQ]Ez =[000000O0TO0

2. De fato, mostremos que @' U O — 2 €

Podemos afirmar que o' U 01

)* c E27

2
i

Im(6Y). Temos p'UO —9)? = (afg)*+(0%6)*+(af7)*—(afs)*, onde (o}

e a matriz de 6* na forma padrao é dada por

0000000000000 00000000000D001

0000000000000 000000000000T10
Co0000000O000000000000000100
Q0000000000000 00000000 0 000 10001 0 0 0
0000000000000 000000000100200
RS W 0 R R R e S

B
B
o
R
o
B
—
[ B
o
R
B
B
o
=
i
-
fo
fa
=
i
i
-
o
fa
R
i
i

0000000000000 000001000000000

g a8 0u8884008000.0:0:00000:0000040
Q0 Qe Qe Qe O 00000000 T 0000 00000
g e SR e e A e e B Sl U e

OCo0o000D0000000010000000000200

Oo0O000D0D000000-1000000000000020
Y W 0 S T W W W Wi W W W G W 0 A0 T

000000000001 0000000000000200

0070000000002 T 0 1000 1050 20 TR0 G0 G 0D 0 0
0000000000000 00000000000000
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j2 € F?. Para saber

, onde ;

]

17
entao se ol U —p? € Im(0Y), basta fazer a mudanga de base:

2

2 2 .2 .2
-5 V13 — V145 V155 V16 —

Logo, Im(8*) = [y%,..

. [gpl U 01 - w2}E2

— E
= M,

[991 U 91 - wQ]FQ

onde ME: ¢ a matriz mudanca de base de E* para F? dada a sequir

L
L e
L e
Lol
L s
o R
L
L e
L i o
L o
Ll
=
s L
-
L i o
L o
L
—

o
o W
o
o
oo
o Rl
o
o W
o
o
o
oo
o R
o
Lo ]
—
o
oo

L R ]
L B
L B o]
Lo ]
L ]
Lo B o]
L B ]
= O
Lo B
Lo B
Lo ]
L
T T
—
Lo B
Lo B
Lo ]
L

L R
L
L
L
=
o R
o
L
Lo
Lo
Lo ]
—
- R s
=
Lo
Lo
Lo
= =

Lo T o B R s
by SR v I e e IR ME )
e D T T D D T
o o o O D
[ o T - - T e T s B
e e R e B RPN
(o o W T i S o
L R R T R o
o e B B R ]
T T T
D T T D T
U_AU.D.I_..,.U..U.U.
DD D D D D
o BN e IR e T o O T |
po e B B = e B
e N = e R
o e N - S o e s T

1
T D T e

1010110-1-10-10-111100

Dessa forma,

(0000000000001 1001 0]

[991 U 91 - 1/12]}72

_ 0

ou seja, pr U O —p? =~ — 3, + i, € Im(8"). Portanto, o' U 6!
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