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Resumo

Neste trabalho nós apresentamos a teoria fundamental para estabele-

cer as coordenadas do Índice de Kronecker, Produtos Cup e Cap na categoria

dos complexos simpliciais finitos em termos de cadeia e cocadeia.



Abstract

In this work we present fundamental theory to establish the coordi-

nates of the Kronecker Index, Cup and Cap Products in the finite Simplicial

Complexes category in terms of chain and cochain.
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Introdução

O objetivo deste trabalho foi estabelecer, na categoria dos complexos

simpliciais finitos, relações matriciais em termos das coordenadas dos produtos

de Kronecker (́Indice de kronecker), cup e cap a ńıvel de cadeia e cocadeia. Ba-

sicamente estes resultados foram uma adaptação destes produtos desenvolvidos

na categoria de homologia e cohomologia singular apresentados principalmente

por Greenberg em [2].

Na categoria estudada, a maior dificuldade foi adaptar o conceito de

p-face anterior e p-face posterior para se evitar ambigüidade. Isto exigiu cri-

teriosa revisão do conceito de orientação. Estabeleceu-se que a enumeração

dos vértices de um complexo simplicial geométrico finito, além de simplificar o

processo de orientá-lo, facilita a descrição dos operadores bordo, gera conceito

de bases canônicas e cria-se um complexo de cadeia simplicial induzido isomor-

fo ao complexo de cadeia simplicial geométrico, onde inexiste a ambigüidade

p-face da frente ou p-face detrás.

O trabalho é organizado como segue. O caṕıtulo 1 aborda conceitos

preliminares sobre Álgebra, um pouco de Álgebra Booleana, sinal de uma per-

mutação, Álgebra Homológica e o conceito de função suporte para aplicações

entre complexos de cadeia. No caṕıtulo 2 estudamos alguns resultados de

homologia e cohomologia simplicial, definimos complexo simplicial induzido,

estabelecemos relações de faces entre simplexos analisando o produto booleano
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das matrizes dos operadores bordos e por fim, definimos o ı́ndice de Kronecker e

seu cálculo em termos de coordenadas. No caṕıtulo 3, definimos o produto cup

nas cocadeias do complexo induzido e depois no geométrico e demonstramos

as propriedades que induzem o anel de cohomologia. Aı́ encontramos algumas

dificuldades no que diz respeito a anti-comutatividade. No caṕıtulo 4, defini-

mos o produto cap entre cadeia e cocadeia e as propriedades que tornam a

homologia de Kg um módulo à direita do anel de cohomologia. Finalizando,

no apêndice é calculada a homologia da Faixa de Möbius considerando-se uma

orientação aleatória e as coordenadas do produto cup entre duas cocadeias do

complexo de cocadeia obtido através da triangulação do Toro.



Caṕıtulo 1

Pré-Requisitos

1.1 Anéis e módulos

Definição 1.1 Um Anel é um conjunto não vazio R com duas operações

internas em R, uma denominada adição e a outra multiplicação.

A adição: + : R×R→ R, cuja imagem +(a, b) = a+ b satisfaz:

(i) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ∀ a, b, c ∈ R;

(ii) ∃ 0R ∈ R de maneira que 0R + a = a+ 0R = a ,∀a ∈ R;

(iii) ∀ a ∈ R , ∃ a′ ∈ R tal que a+ a′ = a′ + a = 0R, denotamos a′ = −a;

(iv) a+ b = b+ a,∀ a, b ∈ R;

A multiplicação · : R×R→ R, cuja imagem ·(a, b) = a · b = ab satisfaz:

(v) a · (b · c) = (a · b) · c, ∀ a, b, c ∈ R;

(vi) a · (b+ c) = a · b+ a · c e (a+ b) · c = a · c+ b · c; ∀ a, b, c ∈ R.

Se a multiplicação satisfaz:

4
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(vii) a · b = b · a,∀ a, b ∈ R;

então R é chamado Anel Comutativo.

(viii) Se R contém um elemento 1R de modo que: 1R ·a = a ·1R = a, ∀a ∈ R,

então R é chamado Anel com Identidade.

Definição 1.2 Seja R um anel. Dizemos que um subconjunto S de R, S 6= ∅,

é um subanel de R se, e somente se,

(i) S é fechado para ambas as operações de R, isto é,

∀r, s ∈ S ⇒ r + s ∈ S e r · s ∈ S

(ii) S com as operações restritas é também um anel.

Definição 1.3 Um subanel I de um anel R é chamado ideal à esquerda

se,e somente se,

∀ r ∈ R e ∀x ∈ I, r · x ∈ I;

I é chamado ideal à direita se, e somente se,

∀ r ∈ R e ∀x ∈ I, x · r ∈ I;

I é um ideal se for um ideal à esquerda e à direita.

Definição 1.4 Seja X um subconjunto de um anel R. Seja {Ai ; i ∈ I} a

famı́lia de todos ideais (à esquerda) em R que contém X. Prova-se que ∩i∈IAi

é um ideal, chamado ideal (à esquerda) gerado por X. Este ideal é denotado

por (X).

Definição 1.5 Sejam R um anel e M um conjunto não vazio. Dizemos que

M é um R-módulo (à esquerda) se existem duas operações em M . Uma
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operação interna, chamada adição de elementos de M , denotado por + : M ×

M → M e um produto por elementos do anel, denotada por · : R ×M → M ,

cujas imagens são denotadas por +(a, b) = a+ b e ·(r, a) = r.a satisfazendo ∀

a, b, c ∈M e ∀ r, s ∈ R ,as seguintes propriedades:

(i) a+ (b+ c) = (a+ b) + c;

(ii) ∃ 0M ∈M de maneira que 0M + a = a+ 0M = a ,∀a ∈M ;

(iii) ∀ a ∈M , ∃ a′ ∈M tal que a+ a′ = a′ + a = 0M ;

(iv) a+ b = b+ a;

(v) r · (a+ b) = r · a+ r · b;

(vi) (r + s) · a = r · a+ s · a;

(vii) (r · s) · a = r · (s · a) ;

(viii) Se R tem identidade 1R e 1R · a = a, ∀ a ∈M,

então M é chamado R-módulo unitário. Se R é um anel de divisão, o

R-módulo unitário é chamado Espaço Vetorial.

Um R−módulo à direita é definido analogamente via uma função

· : M ×R 7−→M

satisfazendo (i) a (vii).

Exemplo 1.1 Todo grupo abeliano aditivo G é um Z−módulo unitário, com

n · a =


0, se n = 0

(n− 1) · a+ a, se n > 0

− (n− 1) · a− 1 · a, se n < 0
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Exemplo 1.2 Seja R um anel e I um ideal de R. Então I e R
I

são R-módulos.

Definição 1.6 Seja R um anel, M um R−módulo e N um subconjunto não

vazio de M. Dizemos que N é um submódulo de M se N é fechado para a

operação adição de M e r · n ∈ N para todo r ∈ R e n ∈ N. Um submódulo

de um espaço vetorial é chamado subespaço vetorial.

Definição 1.7 Um anel R é chamado anel graduado se existem subgrupos

aditivos Mn, n ≥ 0, de modo que:

(i) R = ⊕n≥0M
n(soma direta de grupos aditivos);

(ii) Mn · Mm ⊂ Mn+m, ∀n,m ≥ 0, isto é, se x ∈ Mn e y ∈ Mm, então

x · y ∈Mn+m.

Definição 1.8 Dado x ∈ R = ⊕n≥0M
n, dizemos que x é homogêneo de

grau n se x ∈ Mn. Um ideal I e um subanel S são chamados homogêneos

se forem gerados por elementos homogêneos.

Temos que se I é um ideal homogêneo do anel graduado R = ⊕n≥0M
n

então I = ⊕n≥0I
n, onde In = I ∩Mn.

Lema 1.1 Se I é um ideal homogêneo em um anel graduado R = ⊕n≥0M
n,

então R/I é um anel graduado, além disso

R/I = ⊕n≥0(M
n + I)/I.

Demonstração. De fato, como I é um ideal homogêneo, temos que I =

⊕n≥0(I ∩Mn) e sendo assim,

R

I
=

⊕n≥0M
n

⊕n≥0(I ∩Mn)
= ⊕n≥0

Mn

I ∩Mn

Pelo segundo teorema do isomorfismo de módulos, tem-se

⊕n≥0
Mn

I ∩Mn
∼= ⊕n≥0

Mn + I

I
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1.2 R-homomorfismos e módulos livres

Definição 1.9 Sejam A e B módulos sobre um anel R. Uma função f : A→

B é um R−módulo homomorfismo ou R−linear se, e somente se, ∀

a, b ∈ A e r ∈ R : f (a+ b) = f (a) + f (b) e f (r.a) = r.f (a) .

Se R é um anel de divisão, então um R−módulo homomorfismo f

é chamado transformação linear. Se for sobrejetivo, injetivo ou bijeti-

vo então o R−homomorfismo f é chamado epimorfismo, monomorfismo ou

isomorfismo, respectivamente. Definimos Ker f = {a ∈ A , f(a) = 0} e

Imf = {b ∈ B , b = f (a) para algum a ∈ A}

Observação 1.1 Prova-se que f é um R−monomorfismo se, e somente se,

ker f = 0 e f : A → B é um R−isomorfismo se, e somente se existe um R−

homomorfismo g : B → A tal que g ◦ f = 1A e f ◦ g = 1B.

Observação 1.2 Sejam A,B,C módulos sobre um anel comutativo R. Uma

função f : A× B → C é uma aplicação bilinear se restrita a cada um dos

fatores é R− linear, ou seja: para todos a, ai ∈ A, b, bi ∈ B e r ∈ R temos,

f(a1 + a2, b) = f(a1, b) + f(a2, b), f(a, b1 + b2) = f(a, b1) + f(a, b2),

f(ra, b) = rf(a, b) = f(a, rb).

Definição 1.10 Seja X um subconjunto não vazio de um R−módulo M . Uma

combinação linear finita de elementos de X é uma expressão
∑
x∈X

rxx,

onde, rx ∈ R, e o conjunto {rx ∈ R, rx 6= 0} (conjunto suporte) é finito.

Definição 1.11 Um subconjunto X de um R−módulo M é chamado R−line-

armente independente se toda combinação linear finita de elementos de X

que resulta em 0 ∈ R tem conjunto suporte vazio, isto equivale ao seguinte:
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se ∀n ∈ N tem-se
n∑
i=1

rixi = 0, com ri ∈ R e xi ∈ X então ri = 0 para todo

i = 1, 2, . . . , n.

Definição 1.12 Seja M um R−módulo. Dizemos que M é um R−módulo

livre se, para algum conjunto de ı́ndices I, existir um conjunto B = {bλ ∈

M , λ ∈ I} satisfazendo:

(i) B é um sistema de geradores, isto é, para todo a ∈ M existem rλ ∈ R e

bλ ∈ B, tais que a =
∑
λ∈I

rλ.bλ e {rλ 6= 0} é finito.

(ii) B é um conjunto R−linearmente independente.

Observação 1.3 O subconjunto B da definição anterior é chamado base deM.

Pode-se provar que a quantidade de elementos em cada base de um R−módulo

livre é a mesma.

Observação 1.4 Um R−módulo livre finitamente gerado possui uma base

com um número finito de elementos.

Observação 1.5 Definimos o posto do R−módulo livre M como sendo a

quantidade de elementos de uma base B.

Observação 1.6 Se a ∈ M e a =
∑

λ∈I rλ.bλ então (rλ)λ∈I são chamados de

coordenadas de a em relação à base B. Denotaremos esta lista por (a)B .

Observação 1.7 No caso de R−módulos livres finitamente gerados, temos a

seguinte fórmula para mudança de base: (a)C = MB
C (a)B, onde MB

C denota

a chamada matriz mudança da base B para a base C . Lembremos que essa

é a matriz cuja j-ésima coluna são as coordenadas dos elementos bj ∈ B em

relação à base C.
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Definição 1.13 Seja f : A→ B um homomorfismo entre R−módulos livres.

Sejam E uma base de A e F uma base de B com postos m e n respectivamente.

A matriz de f em relação às bases E e F , denotada por [f ]EF = (aij)n×m, é tal

que j-ésima coluna são as coordenadas de f (ej) em relação a base F , isto é,

(f (ej))F = (a1j, a2j, ..., anj).

Valem as seguintes fórmulas:

(i) (f (a))F = [f ]EF (a)E , ∀ a ∈ A

(ii) Sejam f : A→ B e g : B → C homomorfismos entre R−módulos livres e

E,F e G bases de A,B e C respectivamente. Então [g◦f ]EG = [g]FG · [f ]EF

1.3 Grupo de permutações

Seja S um subconjunto não vazio e seja A (S) o conjunto de todas

as bijeções S → S. Com a operação de composição de funções f ◦ g, A (S) é

um grupo, pois a composição é associativa, 1s é uma bijeção e toda bijeção

tem uma inversa. Os elementos de A (S) são chamados permutações e A (S)

é chamado grupo de permutações do conjunto S. Se S = {1, 2, 3, ..., n}, então

A (S) é denotado por Sn.

Definição 1.14 Sejam i1, i2, i3, ..., ir (r ≤ n) elementos distintos do conjunto

In = {1, 2, ..., n}. Então (i1, i2, ..., ir) denota a permutação que aplica

i1 7−→ i2, i2 7−→ i3, i3 7−→ i4, ..., ir−1 7−→ ir e ir 7−→ i1

e aplica qualquer outro elemento distinto de i1, . . . , ir nele mesmo. (i1, i2, ..., ir)

é chamado r-ciclo e um 2−ciclo é chamado transposição.
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Exemplo 1.3 A permutação

τ =

 1 2 3 4

4 1 2 3


é um 4-ciclo: τ = (1432) = (4321) = (3214) = (2143) . Se σ é o 3-ciclo (125) ,

então στ = (125) (1432) = (1435) .

Pode-se provar que toda permutação pode ser escrita como um pro-

duto de transposições, não de modo único, mas cuja paridade é única. Decorre

dáı a seguinte definição:

Definição 1.15 Uma permutação τ ∈ Sn é chamada par ( resp. ı́mpar)

se τ pode ser escrita como um produto de um número par (resp. ímpar) de

transposições e neste caso, dizemos que o sinal de τ é 1 (resp.sinal de τ é −1 ).

1.4 Álgebra Booleana

Definição 1.16 Um conjunto B com duas operações binárias + e · é uma

álgebra booleana se, e somente se, são verificados os seguintes axiomas:

Axioma 1 As operações + e · são comutativas e associativas;

Axioma 2 Cada operação é distributiva sobre a outra, ou seja, ∀ a, b, c ∈ B

tem-se:

a+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c) a · (b+ c) = a · b+ a · c;

Axioma 3 Existem em B as identidades 0 e 1 relativa às operações + e ·

respectivamente, com 1 6= 0;

Axioma 4 Para todo a ∈ B, existe um elemento a′ ∈ B de modo que:

a+ a′ = 1 e a · a′ = 0
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Se B é uma álgebra booleana vamos denotá-la por (B,+, ·, 0, 1) .

Teorema 1.1 Se a ∈ (B,+, ·, 0, 1) então a+ a = a e a · a = a.

Demonstração. De fato, temos que

a = a+ 0 a = a · 1

= a+ a · a′ = a · (a+ a′)

= (a+ a) · (a+ a′) = a · a+ a · a′

= (a+ a) · (1) = a · a+ 0

= a+ a = a · a

Teorema 1.2 Se a ∈ (B,+, ·, 0, 1) então a+ 1 = 1 e a · 0 = 0.

Demonstração. De fato,

1 = a+ a′ a · 0 = 0 + a · 0

= a+ a′ · 1 = a · a′ + a · 0

= (a+ a′) · (a+ 1) = a · (a′ + 0)

= 1 · (a+ 1) = a · a′

= a+ 1 = 0

Exemplo 1.4 Seja B = {0, 1}. Definidas as operações nas tabelas abaixo:

+ 0 1

0 0 1

1 1 1

e

· 0 1

0 0 0

1 0 1

pode-se verificar que (B,+, ·, 0, 1) é uma álgebra booleana, onde

0′ = 1 e 1′ = 0.
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Seja Mn×m (B) o conjunto das matrizes A = [aij]n×m tais que

aij ∈ (B,+, ·, 0, 1)

do exemplo anterior. Chamaremos a matriz A de matriz booleana. Uti-

lizando a soma e o produto de (B,+, ·, 0, 1) , podemos considerar o produto

booleano e a soma booleana de matriz, ou seja, se B = [bij]m×k ∈Mm×k (B) e

C = [cij]n×m ∈ Mn×m (B) então A + C = [aij + cij]n×m e A · B =
[
(ab)ij

]
n×k

é tal que (ab)ij =
m∑
k=1

aik · bkj.

Exemplo 1.5 Se A =


1 0 1

0 1 1

1 1 0

 e B =


1 1 1

1 0 0

1 1 0

 então

A+B =


1 1 1

1 1 1

1 1 0

 e A ·B =


1 1 1

1 1 0

1 1 1


1.5 Álgebra Homológica

Definição 1.17 Seja R um anel comutativo. Um R-complexo de cadeias

é uma sequência de R−módulos e R−homomorfismos

. . . → Sn+1

∂S
n+1−→ Sn

∂S
n−→ Sn−1 −→ . . .

tais que ∂Sn ◦ ∂Sn+1 = 0, ∀n ∈ Z.

O complexo acima é denotado por (S∗, ∂) ou
(
S∗, ∂

S
)
. Observe que a

condição ∂Sn ◦ ∂Sn+1 = 0 é equivalente a Im∂Sn+1 ⊂ Ker ∂Sn .

Definição 1.18 Dizemos que
(
S ′
∗, ∂

S′
)

é um R-subcomplexo de
(
S∗, ∂

S
)

se

cada S ′
n é um R-submódulo de Sn e se cada

∂S
′

n = ∂Sn |S′n
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Definição 1.19 Se
(
S∗, ∂

S
)

é um complexo de cadeias, então Ker ∂Sn é chama-

do R-módulo dos n-ciclos e é denotado por Zn ou Zn
(
S∗, ∂

S
)
; Im∂Sn+1 é

chamado R-módulo dos n-bordos e é denotado por Bn ou Bn

(
S∗, ∂

S
)
. O

n-ésimo R-módulo de homologia do complexo é definido por

Hn

(
S∗, ∂

S
)

=
Zn
(
S∗, ∂

S
)

Bn (S∗, ∂S)

Se zn ∈ Zn
(
S∗, ∂

S
)
, então zn + Bn

(
S∗, ∂

S
)
∈ Hn

(
S∗, ∂

S
)

é chamado

de classe de homologia de zn e é denotado por zn.

Definição 1.20 Sejam
(
S∗, ∂

S
)

e
(
T∗, ∂

T
)

complexos de cadeia. Uma apli-

cação de cadeias f :
(
S∗, ∂

S
)
→
(
T∗, ∂

T
)

é uma sequência de homomorfis-

mos {fn : Sn → Tn} de modo que os seguintes diagramas comutam:

. . . −→ Sn+1

∂S
n+1−→ Sn

∂S
n−→ Sn−1 −→ . . .

fn+1

y fn
y fn−1

y
. . . −→ Tn+1

∂T
n+1−→ Tn

∂T
n−→ Tn−1 −→ . . .

isto é, ∂Tn ◦ fn = fn−1 ◦ ∂Sn para cada n ∈ Z.

Definição 1.21 Sejam f, g :
(
S∗, ∂

S
)
→
(
T∗, ∂

T
)

aplicações de cadeia, dize-

mos que f é homotópica a g, denotaremos por f ' g, se existe uma se-

quência de homomorfismos {Pn : Sn → Tn+1} de modo que para todo

n ∈ Z, fn − gn = ∂Tn+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂Sn

Teorema 1.3 Se f, g : S∗ → T∗ são aplicações de cadeia com f ' g, então

para todo n ∈ Z, Hn (f) = Hn (g) : Hn (S∗)→ Hn (T∗)

Demonstração. De fato, se f ' g então existem homomorfismos

Pn : Sn → Tn+1 tais que fn − gn = ∂Tn+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂Sn .

Por definição, Hn (f) : z +Bn(S∗) 7→ fn (z) +Bn(T∗) onde, ∂Sn (z) = 0.
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Logo,

(fn − gn) (z) =
(
∂Tn+1 ◦ Pn + Pn−1 ◦ ∂Sn

)
(z)

=
(
∂Tn+1 ◦ Pn

)
(z)

Como
(
∂Tn+1 ◦ Pn

)
(z) ∈ Bn(T∗), segue que

(fn − gn) (z) = fn (z)− gn (z) ∈ Bn(T∗)

ou seja, fn (z) +Bn(T∗) = gn (z) +Bn(T∗). Portanto, Hn (f) = Hn (g)

Definição 1.22 Uma f : (S∗, ∂
S) → (T∗, ∂

T ) é chamada equivalência de

cadeias se existe uma g : (T∗, ∂
T ) → (S∗, ∂

S) de modo que g ◦ f ' idS∗ e

f ◦ g ' idT∗. Dois complexos de cadeia são chamados cadeias equivalentes

se existe uma equivalência de cadeia entre eles.

Teorema 1.4 Se f : (S∗, ∂
S)→ (T∗, ∂

T ) é uma equivalência de cadeia, então

∀n ∈ Z,

Hn(f) : Hn(S∗)→ Hn(T∗)

é um isomorfismo.

Demonstração. De fato, como por hipótese existe g : (T∗, ∂
T ) → (S∗, ∂

S)

tal que g ◦ f ' idS∗ e f ◦ g ' idT∗ segue do teorema 1.3 que Hn(f ◦ g) =

Hn(idT∗) e Hn(g ◦f) = Hn(idS∗). Como Hn(f ◦g) = Hn(f)◦Hn(g), temos que

Hn(f ◦g) = Hn(f)◦Hn(g) = Hn(idT∗) = idHn(T∗) e Hn(g◦f) = Hn(g)◦Hn(f) =

Hn(idS∗) = idHn(S∗). Portanto, Hn(f) é um isomorfismo.

Definição 1.23 Uma homotopia contrátil de um complexo (S∗, ∂) é uma

sequência de homomorfismos {cn : Sn → Sn+1} de modo que ∀ n ∈ Z,

∂n+1 ◦ cn + cn−1 ◦ ∂n = idSn

ou seja, uma homotopia contrátil é uma homotopia entre a identidade de S∗ e

a aplicação nula.
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Corolário 1.1 Se um complexo S∗ tem uma homotopia contrátil, então

Hn (S∗) = 0, ∀ n ∈ Z.

Demonstração. De fato, seja idS∗ a identidade de S∗. Pelo Teorema 1.3

Hn (0) = Hn (idS∗) = idHn(S∗)

Como Hn (idS∗) é a identidade de Hn (S∗) temos que Hn (S∗) = 0.

Definição 1.24 Um R-complexo de cocadeias é uma sequência de R-

módulos e R-homomorfismos

. . . −→ Sn−1 δn−1

−→ Sn
δn

−→ Sn+1 −→ . . .

tais que

δn ◦ δn−1 = 0, ∀n ∈ Z.

O complexo acima é denotado por (S∗, δ) ou (S∗, δS). Observe que a

condição δn ◦ δn−1 = 0 é equivalente a Imδn−1 ⊂ Ker δn.

Exemplo 1.6 Seja (S∗, ∂) um Z-complexo de cadeias e G um grupo abeliano

aditivo. Se Sn = HomZ (Sn, G) = {h : Sn → G;h(a+ b) = h(a) + h(b)} então

o Z-homomorfismo ∂n+1 : Sn+1 → Sn induz um Z-homomorfismo δn : Sn →

Sn+1 tal que se h ∈ Sn é um homomorfismo, então δn (h) = h ◦ ∂n+1.

Isto define um complexo de cocadeias, pois

δn ◦ δn−1(f) = δn(f ◦ ∂n) = f ◦ ∂n ◦ ∂n+1 = 0

Definição 1.25 Seja G um grupo abeliano e (S∗, δ) o Z-complexo de cocadeias

do exemplo anterior. O Z−módulo das n-cocadeias com coeficientes em

G é Sn = HomZ (Sn, G). O Z−módulo dos n-cociclos é o ker δn e é denotado

por Zn(S∗;G); o Z-módulo dos n-cobordos é a Imδn−1 e é denotada por
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Bn(S∗;G). O n-ésimo Z-módulo de cohomologia com coeficientes

em G é

Hn(S∗;G) =
Zn(S∗;G)

Bn(S∗;G)
=

ker δn

Im δn−1
.

Definição 1.26 Um R-complexo de cadeias
(
S∗, ∂

S
)

é chamado livre se cada

um dos seus termos é um R−módulo livre.

Definição 1.27 (S∗, ∂
S) é aćıclico se Hn (S∗) = 0, para todo n > 0.

Definição 1.28 Seja
(
S∗, ∂

S
)

um complexo de cadeias livre no qual cada ter-

mo Sn tem uma base En. Se α ∈ Sn e β ∈ En−1, então β é uma face de α,

denotado por β < α, se β aparece em ∂Sn (α) com coeficiente em R não nulo.

Definição 1.29 Sejam
(
S∗, ∂

S
)

um complexo de cadeias livre no qual cada

termo Sn tem uma base En e ϕ : (S∗, ∂
S)→ (T∗, ∂

T ) uma aplicação de cadeia.

Uma função suporte para ϕ é uma função V que associa a cada

γ ∈ ∪En um subcomplexo V (γ) de T∗ de modo que, para todo γ,

(i) V (γ) é acíclico;

(ii) se γ ∈ En, então ϕn (γ) ∈ Vn (γ) ⊂ Tn;

(iii) se β < γ, então V (β) ⊂ V (γ) .

Teorema 1.5 Seja S∗ um complexo de cadeias livre no qual cada termo tem

uma base En e seja ϕ : (S∗, ∂
S)→ (T∗, ∂

T ) uma aplicação de cadeias. Se ϕ tem

uma função suporte e ϕ0 : S0 → T0 é a aplicação nula, então ϕ é homotópica

a aplicação de cadeia nula.

Demonstração. De fato, vamos provar por indução para p ≥ 0 que existem

homomorfismos hp : Sp → Tp+1 de modo que:
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(1) ϕp = ∂Tp+1 ◦ hp + hp−1 ◦ ∂Sp ;

(2) hi(γ) ∈ Vi+1 (γ) , para todo γ ∈ Ei ⊂ Si com i ≤ p.

Para p = 0 queremos definir h0 : S0 → T1 tal que ϕ0 = ∂T1 ◦ h0 + h−1 ◦ ∂S0 .

Como ϕ0 = 0 por hipótese, basta definir h−1 = h0 = 0.

Suponhamos por indução que h0, h1, ..., hp satisfazem (1) e (2) . Para definir

hp+1 : Sp+1 → Tp+2 é suficiente definir hp+1 (γ) , para todo γ ∈ Ep+1.

Se γ ∈ Ep+1 então ∂Sp+1 (γ) ∈ Sp e sendo assim, hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
∈ Tp+1.

Além disso, como ∂Sp+1 (γ) é combinação linear de γ′ < γ então

hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
∈ 〈V (γ′) , γ′ < γ〉 ⊂ Vp+1 (γ)

(onde 〈 〉 significa “subcomplexo gerado por”) por hipótese de indução. Sendo

assim, segue do item (ii) da Definição 1.29 que ϕp+1 (γ) − hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
∈

Vp+1 (γ) . Agora, ϕp+1 (γ)−hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
é um (p+1)-ciclo do complexo V (γ) ,

pois

∂Tp+1

(
ϕp+1 (γ)− hp

(
∂Sp+1 (γ)

))
= ∂Tp+1

(
ϕp+1(γ)− (hp∂

S
p+1) (γ)

)
= ∂Tp+1

((
ϕp+1 − hp∂Sp+1

)
(γ)
)

=
(
∂Tp+1ϕp+1 − ∂Tp+1hp∂

S
p+1

)
(γ)

=
(
∂Tp+1ϕp+1 −

(
ϕp − hp−1∂

S
p

)
∂Sp+1

)
(γ)

=
(
∂Tp+1ϕp+1 − ϕp∂Sp+1 + hp−1∂

S
p ∂

S
p+1

)
(γ)

= 0

pois ϕ é uma aplicação de cadeias e ∂Sp ◦ ∂Sp+1 = 0. Como V (γ) é aćıclico,

ϕp+1 (γ)− hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
é um bordo, então existe β ∈ Vp+2 (γ) tal que

∂Tp+2 (β) = ϕp+1 (γ)− hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
.

Definindo hp+1 (γ) = β, temos que ϕp+1 (γ) = ∂Tp+2 (hp+1 (γ)) + hp
(
∂Sp+1 (γ)

)
para todo γ ∈ Ep+1.

Além disso, vale a condição (2) pois β já está em Vp+2 (γ) .
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Corolário 1.2 Sejam ϕ, ψ : S∗ → T∗ aplicações de cadeias com S∗ livre e cuja

base de Sn é En. Se ϕ0 = ψ0 : S0 → T0 e ϕ − ψ tem uma função suporte,

então ϕ e ψ são aplicações de cadeias homotópicas.

Demonstração. De fato, pelo teorema anterior temos que ϕ− ψ ' 0. Por-

tanto, ϕ ' ψ.



Caṕıtulo 2

Homologia e Cohomologia

Simplicial

2.1 Complexo Geométrico

Definição 2.1 Um subconjunto A = {a1, a2, ..., ak+1} de pontos do Rn é dito

geometricamente independente se o conjunto

{a2 − a1, a3 − a1, ..., ak+1 − a1}

é um subconjunto linearmente independente do Rn.

Definição 2.2 Seja {a1, a2, ..., ak+1} um conjunto de pontos geometricamente

independentes do Rn. O p-simplexo σp, de dimensão p, determinado por

{a1, a2, ..., ap+1} é o conjunto de todos os pontos x ∈ Rn, tais que x =

p+1∑
i=1

λiai,

com

p+1∑
i=1

λi = 1 e λi ≥ 0 para i = 1, 2, . . . , p+ 1.

Indicaremos estep-simplexo por σp = {a1, ..., ap+1}. Ospontos a1, ..., ap+1

são chamados de vértices do simplexo σp.

20
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Definição 2.3 Um simplexo τ é uma face de um simplexo σ, se cada vértice

de τ é também um vértice de σ.

Definição 2.4 Dois simplexos τ e σ são ditos propriamente justapostos

se não se interceptam ou se a intersecção entre eles é uma face comum.

Definição 2.5 Um complexo simplicial geométrico finito (ou complexo

simplicial) Kg é uma coleção finita de simplexos, todos contidos num mesmo

Rn, de modo que:

(i) todas as faces de um q-simplexo desta coleção também pertencem a Kg;

(ii) quaisquer dois simplexos são propriamente justapostos.

Nós escreveremos Vert(Kg) para denotar o conjunto dos vértices de

Kg, ou seja, o conjunto de todos os 0-simplexos de Kg. Se Kg é um complexo

simplicial, a figura resultante da justaposição dos simplexos de Kg em Rn,

denotada por |Kg|, é chamada de realização geométrica e a dimensão de Kg

é a maior dentre todas as dimensões de seus simplexos.

Exemplo 2.1 Dado o poliedro em R3, justaposição de um tetraedro, um triân-

gulo e uma aresta:
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obtemos o seguinte complexo simplicial:

Kg = { {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {A,B}, {A,C}, {A,D},

{B,C}, {B,D}, {B,E}, {C,D}, {C,E}, {E,F},

{A,B,C}, {A,B,D}, {A,C,D}, {B,C,D}, {B,C,E},

{A,B,C,D} }

Exemplo 2.2 Consideremos as seguintes coleções finitas de simplexos abaixo:

(Kg)1 = { {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {A,B}, {A,C}, {B,E},

{C,E}, {D,E}, {D,F}, {E,F}, {D,E, F} }

(Kg)2 = { {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {F}, {A,B}, {A,C}, {B,C},

{D,E}, {D,F}, {E,F}, {D,E, F} }

Podemos verificar que (Kg)1 é um complexo simplicial, no entanto,

(Kg)2 satisfaz a condição (i) da definição de complexo simplicial, mas não

satisfaz a condição (ii) ({C,B} ∩ {D,E} = {E} e E não é face de {B,C}).

2.2 Orientação de um Complexo Geométrico

Definição 2.6 Dado um p-simplexo σp = {a1, a2, ..., ap+1}, orientar σp é

escolher uma ordem para os seus vértices e fazemos isto escrevendo: σp =

( ai1 , ai2 , ..., aip+1). Com isto, queremos dizer:

i) σp =
{
ai1 , ai2 , ..., aip+1

}
ii) a ordem dos vértices é a seguinte: ai1 = 1◦ vértice, ai2 = 2◦ vértice, etc.
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Observação 2.1 Se σp = (ai1 , ai2 , ..., aip+1) e se x =

p+1∑
j=1

λjaij ∈ σp, então

λ1, λ2, ..., λp+1 são as coordenadas baricêntricas do ponto x em relação a

σp.

Definição 2.7 Dado um complexo simplicial Kg, dizemos que Kg é um com-

plexo simplicial geométrico orientado se cada um dos seus simplexos

estão orientados.

Definição 2.8 Orientado um p-simplexo, digamos σp = (ai1 , ai2 , ..., aip+1), o

simplexo orientado positivamente, denotado por +σp = 〈 aj1 , ..., ajp+1〉,

é o conjunto de todos os simplexos orientados (aj1 , aj2 , ..., ajp+1) satisfazendo:

i) {ai1 , ai2 , ..., aip+1} = {aj1 , aj2 , ..., ajp+1};

ii) sinal da permutação

 ai1 ai2 . . . aip+1

aj1 aj2 . . . ajp+1

 é par.

Escrevemos −σp = 〈 aj1 , aj2 , ..., ajp+1〉 se a permutação

 ai1 ai2 . . . aip+1

aj1 aj2 . . . ajp+1


é ı́mpar.

Observação 2.2 A condição (ii) equivale a dizer que a permutação 1 2 . . . p+ 1

j1 j2 . . . jp+1


é par.

Observação 2.3 Se +σp = 〈aj1 , aj2 , ..., ajp+1〉 tem algum vértice repetido con-

vencionamos que 〈aj1 , aj2 , ..., ajp+1〉 = 0.
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Exemplo 2.3 Considere o seguinte complexo simplicial geométrico: justa-

posição de um tetraedro e um triângulo, dados a seguir:

Kg = { {A}, {B}, {C}, {D}, {E}, {A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C},

{B,D}, {C,D}, {B,E}, {D,E}, {A,B,C}, {A,B,D},

{A,C,D}, {B,C,D}, {A,B,C,D} }

Se considerarmos o 2-simplexo com a orientação σ2 = (A,B,C), temos que

+σ2 = 〈B,C,A〉 = 〈A,B,C〉 = 〈C,A,B〉 , enquanto que −σ2 = 〈A,C,B〉 =

〈C,B,A〉 = 〈B,A,C〉. Se +σ2 = 〈A,B,C〉 então

−σ2 = 〈A,C,B〉 = (−1){+〈A,B,C〉} = −〈A,B,C〉

Convenção 2.1 Tendo em vista o exemplo anterior convencionamos que o

número −1 multiplicado por um simplexo com orientação positiva ou negativa

obedece as regras de sinais usuais.

Convenção 2.2 Indicamos um simplexo de dimensão p com orientação posi-

tiva por σp.

2.3 Z-módulo de Homologia Simplicial

Definição 2.9 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. O Z-

módulo das p-cadeias de Kg é o Z-módulo livre gerado pelos p-simplexos

orientados positivamente de Kg e denotado por Cp(Kg). Uma p-cadeia ele-

mentar é identificada com um p-simplexo orientado positivamente.
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Convenção 2.3 Denotaremos por b(p) o número de simplexos em Kg orien-

tado de dimensão p.

Convenção 2.4 Denotaremos por Ep(Kg) uma base de Cp(Kg) formada de

p-cadeias elementares

Observação 2.4 Se Kg tem dimensão n, então Cq(Kg) = 0, ∀ q > n.

Observação 2.5 Cp(Kg) é isomorfo ao Z-módulo dado pelo cartesiano de b(p)

cópias de Z.

Com intenção de se construir um complexo de cadeias a partir dos

Z-módulos Cp(Kg), introduzimos o conceito de número de incidência.

Definição 2.10 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. Nós

associamos a cada par de simplexos orientados positivamente (σp+1, σp) um

número de incidência [σp+1, σp] da seguinte forma:

i) Se σp não é face de σp+1 (o conjunto de vértices de σp não está contido no

conjunto de vértices de σp+1), então [σp+1, σp] = 0;

ii) Se σp é face de σp+1, considere σp = 〈ai1 , ai2 , ..., aip+1〉 e v o vértice de σp+1

que não está no conjunto de vértices de σp.

Definimos, [σp+1, σp] =

 1, se σp+1 = 〈v, ai1 , ..., aip+1〉

−1, se σp+1 = −〈v, ai1 , ..., aip+1〉

Observação 2.6 Seguem desta definição as seguintes propriedades:

i) [−σp+1,−σp] = [σp+1, σp];

ii) [−σp+1, σp] = [σp+1,−σp] = −[σp+1, σp]
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Exemplo 2.4 Sejam σ2 = 〈a1, a2, a3〉, σ1 = 〈a1, a2〉, τ 1 = 〈a1, a3〉 e θ1 =

〈a3, a2〉. Dessa forma, temos que [σ2, σ1] = 1, [σ2, τ 1] = −1, [σ2, θ1] = −1.

Lema 2.1 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. Se σp é um

p-simplexo de Cp(Kg) e σp−2 é uma (p− 2)-face de σp então

∑
σp−1

i ∈Cp−1(Kg)

[σp, σp−1
i ].[σp−1

i , σp−2] = 0,

Demonstração. De fato, sejam v1, v2, ..., vp−1 os vértices de σp−2 de modo

que σp−2 = 〈v1, v2, ..., vp−1〉, então, σp possui mais dois vértices a, b de modo

que podemos supor σp = 〈a, b, v1, v2, ..., vp−1〉. Na soma

∑
σp−1

i ∈Cp−1(Kg)

[σp, σp−1
i ].[σp−1

i , σp−2]

termos não nulos ocorrem somente para dois valores de σp−1
i obtidos através

de uma orientação positiva dos simplexos

σp−1
1 = {a, v1, v2, ..., vp−1} σp−1

2 = {b, v1, v2, ..., vp−1}

Temos 4 casos posśıveis orientações positivas para σp−1
1 e σp−1

2 :

Caso I Suponhamos que σp−1
1 =〈a, v1, v2, ..., vp−1〉 e σp−1

2 =〈b, v1, v2, ..., vp−1〉,

então

[σp, σp−1
1 ] = −1 [σp−1

1 , σp−2] = 1

[σp, σp−1
2 ] = 1 [σp−1

2 , σp−2] = 1

Caso II Se σp−1
1 = 〈a, v1, v2, ..., vp−1〉 e σp−1

2 = −〈b, v1, v2, ..., vp−1〉 então,

[σp, σp−1
1 ] = −1 , [σp−1

1 , σp−2] = 1

[σp, σp−1
2 ] = −1 , [σp−1

2 , σp−2] = −1
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Caso III Se σp−1
1 = −〈a, v1, v2, ..., vp−1〉 e σp−1

2 = −〈b, v1, v2, ..., vp−1〉 então,

[σp, σp−1
1 ] = 1 , [σp−1

1 , σp−2] = −1

[σp, σp−1
2 ] = −1 , [σp−1

2 , σp−2] = −1

Caso IV Se σp−1
1 = −〈a, v1, v2, ..., vp−1〉 e σp−1

2 = 〈b, v1, v2, ..., vp−1〉 então,

[σp, σp−1
1 ] = 1 , [σp−1

1 , σp−2] = −1

[σp, σp−1
2 ] = 1 , [σp−1

2 , σp−2] = 1

Portanto, a soma dos produtos em qualquer um dos quatro casos é zero.

Definição 2.11 Se σp é uma p-cadeia elementar de Cp(Kg) com p ≥ 1, o

bordo de σp, denotado por ∂p(σ
p), é definido por

∂p(σ
p) =

b(p−1)∑
i=1

[σp, σp−1
i ] · σp−1

i

para todo (p− 1)-simplexo σp−1
i ∈ Cp−1(Kg).

Definição 2.12 O operador bordo é o Z-homomorfismo ∂p : Cp(Kg) →

Cp−1(Kg) que na p-cadeia arbitrária cp =
∑
λi · σpi , vale

∂p(cp) =

b(p)∑
i=1

λi∂p(σ
p
i )

O operador bordo ∂0 é definido como sendo o homomorfismo nulo.

Observação 2.7 Se Ep(Kg) = (σp1, ..., σ
p
b(p)) e Ep+1(Kg) = (σp+1

1 , ..., σp+1
b(p+1)),

a matriz η(p + 1) = [ηij(p + 1)], onde ηij(p + 1)=[σp+1
j , σpi ], é a p-ésima

matriz de incidência de Kg e decorre da Definição 2.11 que η(p+ 1) =[
∂p+1

]Ep+1(Kg)

Ep(Kg)
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Teorema 2.1 Se Kg é um complexo simplicial geométrico orientado e p ≥ 1,

então a composição ∂p−1 ◦ ∂p : Cp(Kg)→ Cp−2(Kg) é o homomorfismo nulo.

Demonstração. De fato, mostremos que se zp ∈ Cp(Kg), então (∂p−1 ◦

∂p)(zp) = 0. Para fazer isto, basta verificar que para todo p-simplexo σp

de Kg tem-se (∂p−1 ◦ ∂p)(σp) = 0. Temos que

(∂p−1 ◦ ∂p)(σp) = ∂p−1(

b(p−1)∑
i=1

[σp, σp−1
i ] · σp−1

i )

=

b(p−1)∑
i=1

∂p−1([σ
p, σp−1

i ] · σp−1
i )

=

b(p−1)∑
i=1

b(p−2)∑
k=1

[σp, σp−1
i ] · [σp−1

i , σp−2
k ] · σp−2

k

=

b(p−2)∑
k=1


b(p−1)∑
i=1

[σp, σp−1
i ] · [σp−1

i , σp−2
k ]

 · σp−2
k

Mas pelo Lema 2.1,

b(p−1)∑
i=1

[σp, σp−1
i ] · [σpi − 1, σp−2

k ] = 0,

portanto (∂p−1 ◦ ∂p)(σp) = 0 e sendo assim, ∂p−1 ◦ ∂p = 0

Segue do teorema anterior que (C∗(Kg), ∂) é um Z-complexo de cadeias.

Definição 2.13 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado e p

um inteiro não-negativo. Aplicando a Definição 1.19, obtemos o p-ésimo

Z-módulo de homologia de Kg dado por

Hp(Kg) =
Zp(Kg)

Bp(Kg)

Teorema 2.2 Sejam (C∗(Kg(1)), ∂
1) e (C∗(Kg(2)), ∂

2) os complexos de cadei-

as simpliciais obtidos de um complexo simplicial geométrico Kg considerando-

se duas orientações. Então, os Z-módulos de homologia Hp(C∗(Kg(1))) e

Hp(C∗(Kg(2))) são isomorfos para cada p.
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Demonstração. De fato, dado um p-simplexo σp ∈ Kg, seja σp(i) a ori-

entação positiva de σp no complexo Kg(i) = Ki, i = 1, 2. Então existe uma

função α definida no complexo simplicial geométrico Kg (não orientado) com

valores em {1,−1} tal que α(σp) satisfaz

σp(1) = α(σp) · σp(2)

Definimos uma sequência ϕ = {ϕp : Cp(K1)→ Cp(K2)}p∈N de Z-homomorfismos

dada por

ϕp(

b(p)∑
i=1

gi · σpi (1)) =

b(p)∑
i=1

gi · α(σpi ) · σ
p
i (2)

onde
∑
gi · σpi (1) representa uma p-cadeia em Cp(K1). Mostremos que ϕp é

uma aplicação de cadeias:

(ϕp−1 ◦ ∂1
p)(σ

p(1)) =

= ϕp−1(

b(p−1)∑
i=1

[σp(1) , σp−1
i (1)] · σp−1

i (1))

=

b(p−1)∑
i=1

α(σp−1
i ) · [σp(1) , σp−1

i (1)] · σp−1
i (2)

=

b(p−1)∑
i=1

α(σp−1
i ) · α(σp−1

i ) · α(σp) · [σp(2) , σp−1
i (2)] · σp−1

i (2)

= α(σp) ·
b(p−1)∑
i=1

[σp(2) , σp−1
i (2)] · σp−1

i (2)

= ∂2
p(α(σp) · σp(2))

= (∂2
p ◦ ϕp)(σp(1))

Segue que ϕp induz um Z-homomorfismo bem definido

ϕ∗p : Hp(C∗(K1))→ Hp(C∗(K2))

dado por ϕ∗p(z̄p) = ϕp(z) para cada z̄p ∈ Hp(C∗(K1)). Analogamente, definimos

ψp : Cp(K2) → Cp(K1) por ψp(σ
p(2)) = α(σp)σp(1) e estendemos por lineari-

dade. Dessa forma, temos que (ϕp ◦ ψp)(σp(2)) = σp(2) e (ψp ◦ ϕp)(σp(1)) =

(σp(1)). Portanto, Hp(C∗(K1)) e Hp(C∗(K2)) são isomorfos.
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Será útil para o próximo caṕıtulo provarmos que as homologias do

subcomplexo de (C∗(Kg), ∂) gerado pelas i-faces de um determinado σp ∈ Kg

é aćıclico. Para tanto, introduzimos o conceito de homologias estendidas.

Definição 2.14 Se Kg é um complexo simplicial geométrico orientado de di-

mensão n, definimos C−1(Kg) como sendo o Z-módulo livre gerado pelo śımbolo

<>, e ε : C0(Kg)→ C−1(Kg), dada por

b(0)∑
j=1

mj(σ
0
j ) 7→ (

b(0)∑
j=1

mj) <>. O com-

plexo de cadeia estendido Ce
∗(Kg) é dado por:

0 → Cn(Kg)
∂n−→ ...

∂2−→ C1(Kg)
∂1−→ C0(Kg)

ε−→ C−1(Kg) → 0

Verifica-se que ε ◦ ∂1 = 0 e assim, o q-ésimo Z-módulo de homologia

reduzida é

H̃q(Kg) = Hq(C
e
∗(Kg)).

Observação 2.8 Decorre da Definição 2.14 que H̃(Kg) ∼= Hq(Kg), para

todo q ≥ 1.

Lema 2.2 Se σp = 〈ai1 , ai2 , . . . , aip+1〉 ∈ Cp(Kg) e as orientações positivas de

suas faces são tais que os ı́ndices dos vértices estão em ordem crescente então

∂p(σ
p) =

p+1∑
j=1

(−1)1+j〈ai1 , . . . , aij−1
, âij , aij+1

, . . . , aip+1〉

onde âij significa a omissão do vértice aij .

Demonstração. De fato, se σp−1
j = 〈ai1 , . . . , aij−1

, aij+1
, . . . , aip+1〉 é uma

face de σp então

∂p(σ
p) =

b(p−1)∑
i=1

[σp, σp−1
i ] · σp−1

i =

p+1∑
j=1

[σp, σp−1
j ] · σp−1

j

=

p+1∑
j=1

[σp, σp−1
j ] · 〈ai1 , . . . , aij−1

, aij+1
, . . . , aip+1〉
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Mas,

[σp, σp−1
j ] = sinal

 ai1 ai2 . . . aj aij+1
. . . aip+1

aj ai1 . . . aij−1
aij+1

. . . aip+1

 = (−1)j−1.

Como (−1)j−1 = (−1)j+1, então

∂p(σ
p) =

p+1∑
j=1

(−1)j+1 · 〈ai1 , . . . , aij−1
, aij+1

, . . . , aip+1〉

Lema 2.3 Sejam Kg um complexo simplicial geométrico orientado e σn ∈ Kg.

Se Lg(σ
n) é o complexo simplicial consistindo de todas as faces de σn, então

H̃q(Lg(σ
n)) = 0 para todo q ≥ 0.

Demonstração. De fato, utilizando o Corolário 1.1 provemos que existem

homomorfismos hq : Cq(Lg(σ
n))→ Cq+1(Lg(σ

n)),∀ q ≥ −1 de modo que

∂q+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂q = idCq(Lg(σn)).

Seja σn = 〈a1, a2, . . . , an+1〉 e considere as orientações de suas faces

de modo que os ı́ndices dos vértices estejam em ordem crescente. Definimos

h−1 : C−1Lg(σ
n))→ C0(Lg(σ

n)) por <>7→ 〈a1〉 e estendemos por linearidade.

Logo,

(ε ◦ h−1 + h−2 ◦ ∂−1)(<>) = (ε ◦ h−1)(<>) = ε(〈a1〉) =<>= id−1(<>).

Para q ≥ 0, definimos hq : Cq(Lg(σ
n))→ Cq+1(Lg(σ

n)) por

〈ai1 , . . . , aiq+1〉 7→ 〈a1, ai1 , . . . , aiq+1〉

e estendemos por linearidade. Para σq = 〈ai1 , ai2 , . . . , aiq+1〉 ∈ Eq(Lg(σn)), seja

σq−1
j = 〈ai1 , . . . , aij−1

, aij+1
, . . . , aip+1〉 uma de suas faces. Por definição e pelo



32

Lema 2.2, temos

hq−1 ◦ ∂q(σq) = hq−1

(
q+1∑
j=1

[σq, σq−1
j ]σq−1

j

)

= hq−1

(
q+1∑
j=1

(−1)1+j〈ai1 , . . . , aij−1
, aij+1

, . . . , aiq+1〉

)

=

q+1∑
j=1

(−1)1+j〈a1, ai1 , . . . , aij−1
, aij+1

, . . . , aiq+1〉

Por outro lado,

∂q+1 ◦ hq(〈ai1 , ai2 , . . . , aiq+1〉) = ∂q+1(〈a1, ai1 , ai2 , . . . , aiq+1〉)

= 〈ai1 , ai2 , . . . , aiq+1〉 −
q+1∑
k=1

(−1)1+k〈a1, ai1 , ai2 , . . . , âik , . . . , aiq+1〉

Portanto, ∂q+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂q = idCq(Lg(σn)).

Observação 2.9 Uma maneira de orientar um complexo simplicial geométrico

é escolher uma enumeração para todos os vértices e usar esta enumeração para

induzir uma ordem em cada simplexo. Formalmente, uma enumeração signifi-

ca uma bijeção en : {1, 2, . . . , b(0)} → V ert(Kg) e escrevemos en(i) = ai.

Como σp é determinado por (p+1) vértices, identificamos estes vértices

com a enumeração, isto é, σp = {ai1 , ai2 , . . . , aip+1}. Considere a orientação

em σp dada por:

σp = (ai1 , ai2 , . . . , aip+1)⇔ i1 < i2 < . . . ip+1

Exemplo 2.5 Dado o complexo simplicial
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Se Vert(Kg)={a1, a2, . . . , a6}, os simplexos de dimensão maior que

zero podem ser orientados de acordo com a ordem crescente dos ı́ndices dos

vértices. Logo,

Kg = { 〈a1〉, 〈a2〉, 〈a3〉, 〈a4〉, 〈a5〉, 〈a6〉, 〈a1, a2〉, 〈a1, a3〉, 〈a2, a3〉, 〈a2, a4〉,

〈a3, a4〉, 〈a3, a5〉, 〈a3, a6〉, 〈a4, a5〉, 〈a4, a6〉, 〈a5, a6〉, 〈a1, a2, a3〉,

〈a2, a3, a4〉, 〈a3, a4, a5〉, 〈a3, a4, a6〉, 〈a3, a5, a6〉, 〈a4, a5, a6〉,

〈a3, a4, a5, a6〉}

2.4 Cohomologia Simplicial

Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. Como foi visto

no Exemplo 1.6, se Cn(Kg;G) = HomZ(Cn(Kg), G) e

δn : Cn(Kg;G)→ Cn+1(Kg;G)

é dado por δn(f) = f◦∂n+1, então (C∗(Kg;G), δ) é um Z-complexo de cocadeias

com coeficientes em G.

Definição 2.15 Dado um complexo simplicial geométrico orientado Kg, o p-

ésimo Z−módulo de cohomologia simplicial com coeficientes em G

é

Hp(C∗(Kg);G) =
Ker δp

Im δp−1
= Hp(Kg;G)

Convenção 2.5 A partir de agora, estaremos sempre considerando G = Z.

Convenção 2.6 Dada uma base Ep(Kg) = (σp1, . . . , σ
p
b(p)) de Cp(Kg) formada

de cadeias elementares, denotaremos por Ep(Kg) =((σp1)
∗, . . . , (σpb(p))

∗) a base

dual, isto é, (σpi )
∗ é o Z-homomorfismo dado por

(σpi )
∗(σpj ) =

 1, se i = j

0, se i 6= j

.
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2.5 Complexo simplicial induzido

Seja Kg um complexo simplicial geométrico finito. Só é posśıvel ge-

rar o complexo de cadeia (C∗(Kg), ∂) se introduzirmos uma orientação em

Kg. O Teorema 2.2 nos diz que as homologias resultantes (e portanto co-

homologias) de orientações diferentes são isomorfos. Um modo simples de

orientar o complexo simplicial geométrico Kg é considerar uma enumeração

dos vértices de Kg. Indicamos o complexo simplicial geométrico orientado

pela enumeração por Kg(en). Lembremos que uma enumeração é uma bijeção

en : {1, 2, . . . b(0)} → V ert(Kg), en(i) = ai e a orientação em σp é:

σp = (ai1 , ai2 , . . . , aip+1)⇔ i1 < i2 < . . . < ip+1

Vamos extrair do complexo simplicial Kg(en) um novo complexo sim-

plicial induzido Ki cujo complexo de cadeias facilitará o seguinte:

i) Definição do produto cup no próximo caṕıtulo;

ii) Simplicidade da definição do operador bordo;

iii) Existência de uma base canônica.

Definição 2.16 Seja Kg(en) um complexo simplicial geométrico orientado.

O complexo simplicial induzido de (Kg(en)) é definido como sendo uma

coleção de (p+ 1)−uplas, denotada por Ki, dadas por:

(i1, i2, . . . , ip+1)∈Ki⇔〈ai1 , ai2 , . . . , aip+1〉 ∈Cp(Kg(en)) e i1< i2< . . . <ip+1.

Os elementos de Ki com p+1 vértices são chamados de p-simplexos

induzidos e a dimensão de um simplexo σ ∈ Ki é o número de vértices de σ

menos um. A dimensão de Ki é a máxima das dimensões de seus simplexos.
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Definição 2.17 O Z-módulo das p-cadeias do complexo induzido Ki é o

Z-módulo livre gerado pelas (p+ 1)−uplas de Ki denotado por Cp(Ki).

Definição 2.18 O conjunto de todas (p+1)−uplas de um complexo simplicial

induzido Ki pode ser ordenado segundo a ordem lexicográfica, isto é,

(i1, i2, i3, . . . , ip+1) < (j1, j2, j3, . . . , jp+1)

se e só se, i1 < j1 ou i1 = j1 e i2 < j2, ou...ou i1 = j1, i2 = j2, . . . , ip = jp e

ip+1 < jp+1. O conjunto das (p + 1)−uplas assim ordenados será chamado de

p-ésima base canônica de Ki, denotado por Ep(Ki).

Observação 2.10 Existe um isomorfismo φ : Cp(Ki)→ Cp(Kg(en)) , que na

base Ep(Ki) é dado por φ(i1, i2, . . . ip+1) = 〈ai1 , ai2 , . . . , aip+1〉.

Como os p-simplexos de Kg(en) orientados possuem um representante

da classe de orientação cujos ı́ndices dos vértices que geram os p-simplexos

estão sempre em ordem crescente, constrói-se φ−1.

A matriz de
[
φp

]Ep(Ki)

Ep(Kg(en))
= Ib(p) , matriz identidade de ordem b(p).

Dado um p-simplexo induzido, para cada 1 ≤ j ≤ p + 1 temos um

modo de associar um (p−1)-simplexo simplesmente omitindo o j-ésimo vértice.

Isto nos sugere definirmos o seguinte:

Definição 2.19 Seja Ki um complexo simplicial induzido, definimos o ope-

rador da j-ésima face como sendo o Z−homomorfismo ∂jp : Cp(Ki) →

Cp−1(Ki), cujo valor na base Ep(Ki) é dado por:

∂jp ((i1, ..., ij, ..., ip+1)) = (i1, ..., îj, ..., ip+1) = (i1, ..., ij−1, ij+1..., ip+1)

onde îj significa a omissão do termo ij.
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Definição 2.20 Seja Ki o complexo simplicial induzido. Definimos o p-ésimo

operador bordo induzido ∂p : Cp(Ki)→Cp−1(Ki) como sendo a soma alter-

nada de seus p+1 operadores bordo face, isto é:

∂p = ∂1
p − ∂2

p + ∂3
p − ...+ (−1)1+(p+1)∂p+1

p

Se σp = (i1, ..., ij, ..., ip+1) ∈ Ep(Ki), então

∂p ((i1, ..., ij, ..., ip+1)) =

p+1∑
j=1

(−1)j+1(i1, ..., îj, ..., ip+1)

Lema 2.4 Para todo p ≥ 0, os operadores faces satisfazem:

i) ∂rp ◦ ∂sp+1 = ∂s−1
p ◦ ∂rp+1 se 1 ≤ r < s ≤ p+ 2;

ii) ∂rp ◦ ∂sp+1 = ∂sp ◦ ∂r+1
p+1 se 1 ≤ s ≤ r ≤ p+ 1;

Demonstração. De fato, seja σ = (i1, i2, ..., ip+2) ∈ Cp+1(Ki), temos que

para r < s tem-se:

(∂rp ◦ ∂sp+1)((i1, i2, ..., ip+2)) = ∂rp((i1, ..., ir, ..., is−1, is+1, ..., ip+2))

= (i1, ..., ir−1, ir+1, ..., is−1, is+1, ..., ip+2)

e

(∂s−1
p ◦ ∂rp+1)((i1, i2, ..., ip+2)) = ∂s−1

p ((i1, ..., ir−1, ir+1, ..., is, ..., ip+2))

= (i1, ..., ir−1, ir+1, ..., is−1, is+1, ..., ip+2)

Logo, ∂rp ◦ ∂sp+1 = ∂s−1
p ◦ ∂rp+1. Analogamente, para r ≥ s,

(∂rp ◦ ∂sp+1)((i1, i2, ..., ip+2)) = ∂rp((i1, ..., is−1, is+1, ..., ir, ..., ip+2))

= (i1, ..., is−1, is+1, ..., ir, ir+2, ..., ip+2)

e

(∂sp ◦ ∂r+1
p+1)((i1, i2, ..., ip+2)) = ∂sp((i1, ..., is, ..., ir, ir+2, ..., ip+2))

= (i1, ..., is−1, is+1, ..., ir, ir+2, ..., ip+2)

Portanto, ∂rp ◦ ∂sp+1 = ∂sp ◦ ∂r+1
p+1.
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Teorema 2.3 Para todo p ≥ 0, ∂p ◦ ∂p+1 = 0.

Demonstração. De fato, sejam

∂p =

p+1∑
k=1

(−1)k+1 · ∂kp

e

∂p+1 =

p+2∑
j=1

(−1)j+1 · ∂jp+1

Temos que,

∂p ◦ ∂p+1 = (

p+1∑
k=1

(−1)k+1 · ∂kp ) ◦ (

p+2∑
j=1

(−1)j+1 · ∂jp+1)

=
∑

1≤j≤k≤p+1

(−1)j+k+2∂kp ◦ ∂
j
p+1 +

∑
1≤k<j≤p+2

(−1)j+k+2∂kp ◦ ∂
j
p+1

=
∑

1≤j≤k≤p+1

(−1)j+k+2∂kp ◦ ∂
j
p+1 +

∑
1≤k<j≤p+2

(−1)j+k+2∂j−1
p ◦ ∂kp+1

(2.1)

Tomando ∂kp ◦ ∂
j
p+1 com sinal (−1)j+k+2 na segunda parcela da última

equação de (2.1), pelo Lema 2.4 temos a igualdade

∂kp ◦ ∂
j
p+1 = ∂j−1

p ◦ ∂kp+1.

Mas ∂j−1
p ◦ ∂kp+1 pertence a primeira parcela da última equação de (2.1) com

sinal (−1)j+k+1.

Logo, cada termo ∂qp ◦ ∂rp+1 ocorre duas vezes, uma na segunda so-

matória com sinal (−1)j+k+2 e uma na primeira somatória com sinal (−1)j+k+1.

Portanto, os termos se cancelam e ∂n ◦ ∂n+1 = 0

Dado um complexo induzido Ki de dimensão n, obtemos então o com-

plexo de cadeias

0 → Cn(Ki)
∂n−→ ...

∂2−→ C1(Ki)
∂1−→ C0(Ki)

∂0−→ 0

e conseqüentemente pode-se determinar o p-ésimo Z-módulo de Homologia do

complexo Ki.
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Teorema 2.4 Se Kg é um complexo simplicial geométrico orientado a partir

de uma enumeração então C∗(Kg(en), ∂g) e C∗(Ki, ∂) são cadeias isomorfas.

Demonstração. De fato, de acordo com a Observação 2.10 dados os iso-

morfismos

φ : C∗(Ki)→ C∗(Kg(en))

φ−1 : C∗(Kg(en))→ C∗(Ki)

mostremos apenas que φ, φ−1 são aplicações de cadeia.

Dado τ p = (i1, i2, . . . , ip+1) ∈ Ep(Ki), temos que

(φp−1 ◦ ∂p)(τ p) = φp−1

(
p+1∑
j=1

(−1)1+j(i1, i2, . . . , îj, . . . , ip+1

)

=

p+1∑
j=1

(−1)1+j〈ai1 , ai2 , . . . , âij , . . . , aip+1〉

enquanto que, pelo Lema 2.2

(∂gp ◦ φp)(τ p) = ∂gp(〈ai1 , ai2 , . . . , aip+1〉)

=

b(p−1)∑
j=1

[〈ai1 , . . . , aip+1〉, σ
p−1
j ] · σp−1

j

=

p+1∑
j=1

(−1)1+j〈ai1 , ai2 , . . . , âij , . . . , aip+1〉

Logo, φp−1 ◦ ∂p = ∂gp ◦ φp. Como φp ◦ φ−1
p = idCp(Kg(en)) e φ−1

p ◦ φp = idCp(Ki),

segue que C∗(Kg(en), ∂g) e C∗(Ki, ∂) são cadeias isomorfas.

Pelo Teorema 1.4 e pelo Teorema acima, podemos agora concluir

então que

Hp(C∗(Kg(en))) ∼= Hp(C∗(Ki))
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2.6 Relações matriciais booleanas dos opera-

dores bordos

De acordo com a Observação 2.10,
[
φp

]Ep(Ki)

φ(Ep(Ki))
= idb(p); este fato

nos permite concluir a igualdade de matrizes
[
∂p

]Ep(Ki)

Ep−1(Ki)
=
[
∂gp

]Ep(Kg(en))

Ep−1(Kg(en))
.

O produto booleano das matrizes do operador bordo, em C∗(Ki) ou em

C∗(Kg(en)) , considerada com entradas booleanas, nos permite inferir relações

de faces de dimensões menores, como segue:

Definição 2.21 Seja Ki um complexo simplicial induzido finito. Dado o Z-

homomorfismo ∂n : Cn(Ki) → Cn−1(Ki), seja [∂n]
En
En−1

sua matriz em relação

as bases canônicas. Definimos

[∂n] = [aij]b(n−1)×b(n)

como sendo a matriz booleana onde:

aij =

 1 , se aij = 1 ou aij = −1

0 , se aij = 0

para 1 ≤ i ≤ b(n− 1) e 1 ≤ j ≤ b(n).

Lema 2.5 Seja Tn−k=[brj] o produto booleano das matrizes [∂n−k], [∂n−k+1], ...,

[∂n], ou seja, Tn−k = [∂n−k] · [∂n−k+1] . . . [∂n]. Então brj 6= 0 se, e somente se,

o r-ésimo simplexo de dimensão (n − k − 1) é face do j-ésimo simplexo de

dimensão n.

Demonstração. De fato, se k = 0 então Tn−0 = Tn = [∂n]. Temos que

brj 6= 0⇔ brj = 1

⇔ [∂n(σ
n
j )]En−1 = (a1j, . . . ,±brj, . . . , ab(n−1)j)
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⇔ ∂(σnj ) = a1j · σn−1
1 + . . .± brj · σn−1

r + . . .+ ab(n−1)j · σn−1
b(n−1)

⇔ o r-ésimo simplexo de dimensão n − 1 é face do j-ésimo

simplexo de dimensão n.

Suponhamos agora que o lema seja válido para k − 1. Temos que

Tn−k = [∂n−k] · [∂n−k+1] . . . [∂n]

= [∂n−k] · Tn−k+1

Se Tn−k = [brj], [∂n−k] = [crk] e Tn−k+1 = [dkj] então [brj] = [crk] · [dkj]

onde

brj =

b(n−k)∑
k=1

crk · dkj

sendo a soma e o produto booleanos. Então,

brj 6= 0⇔ brj = 1

⇔ ∃ k0 ∈ {1, 2, . . . , b(n− k)} tal que crk0 · dk0j = 1

⇔ crk0 = 1 e dk0j = 1

⇔ crk0 = 1 significa que o r-ésimo simplexo de dimensão n−k−1

é face do k0-ésimo simplexo de dimensão n − k e, por hipótese de indução,

dk0j = 1, significa que o k0−ésimo simplexo de dimensão n − k é face do

j-ésimo simplexo de dimensão n.

Logo, o r-ésimo simplexo de dimensão n − k − 1 é face do j-ésimo

simplexo de dimensão n.

O Lema anterior permite, através da matriz T1, determinar todos os

simplexos induzidos de dimensão n, considerando em cada coluna as linhas

nulas. Mais formalmente:
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Teorema 2.5 Sejam Ki um complexo simplicial induzido finito, [∂p]
Ep

Ep−1
as

matrizes dos operadores bordo em relação as bases canônicas e [∂p] as matrizes

booleanas obtidas a partir das matrizes [∂p]
Ep

Ep−1
.

Considere o produto booleano [aij] = T1 = [∂1] . . . [∂n]. Então o j-ésimo

simplexo induzido de dimensão n é a (n + 1)−upla (i1, i2, . . . , in+1) tal que o

elemento ailj da matriz T1 é não nulo, para l = 1, 2, . . . , n+ 1.

Demonstração. De fato, se

T1 = [∂1] . . . [∂n]

e ailj 6= 0 então, pelo Lema anterior, o il-ésimo simplexo de dimensão 0 é face

do j-ésimo simplexo de dimensão n. Portanto, para l = 1, 2, . . . , n+1 o j-ésimo

simplexo de dimensão n é a sequência (i1, i2, . . . , in+1)

Existem situações em que a partir dos simplexos induzidos de di-

mensão máxima podemos determinar todo o complexo simplicial considerando

todas as suas faces. No entanto, existem situações em que simplexos não são

faces de simplexos de dimensão máxima.

O seguinte corolário nos diz como obter todo o complexo simplicial

Ki:

Corolário 2.1 Seja Ki um complexo simplicial induzido de dimensão n. Se

para 1 ≤ p ≤ n, Vp = [∂1] . . . [∂p] = [aij] então o j-ésimo simplexo de dimensão

p é a sequência (i1, i2, . . . , ip+1) tal que o elemento ailj, l = 1, 2, . . . , p + 1, da

matriz Vp é não nulo.

Demonstração. Segue análogo ao teorema anterior tomando-se n = p.

Exemplo 2.6 Sejam as matrizes booleanas dos operadores bordo ∂1 e ∂2 dadas
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por:

[∂2] =



1 0

1 0

1 0

0 1

0 1

0 1


e [∂1] =



1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 0

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 1


.

Se T1 = [∂1] · [∂2] então

T1 =



1 0

1 0

1 1

0 1

0 1


Pelo Teorema 2.5, como a11 = a21 = a31 = 1 então o primeiro simplexo

induzido de dimensão 2 é a seqüência (1, 2, 3) e como a32 = a42 = a52 = 1

o segundo simplexo de dimensão 2 é a sequência (3, 4, 5). Considerando so-

mente a matriz [∂1], temos que pelo Corolário 2.1 os simplexos de dimensão

1 são dados por:(1, 2), (1, 3), (2, 3), (3, 4), (3, 5) e (4, 5) e os 0-simplexos são:

(1), (2), . . . , (5).

2.7 Índice de Kronecker

Definição 2.22 Dado o Z-complexo de cadeias (C∗, ∂), considere o Z-módulo

Cp = HomZ(Cp,Z). O Z-homomorfismo bilinear

Cp × Cp → Z

dado por (ap, b
p) 7→ bp(ap), é chamado de Índice de Kronecker. Denotamos

bp(ap) = [ap , b
p].
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Teorema 2.6 O ı́ndice de Kronecker induz um Z-homomorfismo bilinear

Hp(C∗; Z)×Hp(C∗; Z)→ Z

dado por (āp, b̄
p) 7→ bp(ap).

Demonstração. De fato, tudo que temos que mostrar é que a aplicação está

bem definida.

Sejam (ap, b
p) e (cp, d

p) tais que ap − cp = ∂p+1(f) e bp − dp = δp−1(g) para

algum f ∈ Cp+1 e para algum g ∈ Cp−1. Então:

bp(ap) = bp(cp + ∂p+1(f)) = bp(cp) + bp(∂p+1(f))

= (dp + δp−1(g))(cp) + (dp + δp−1(g))(∂p+1(f))

= dp(cp) + g∂p(cp) + dp∂p+1(f) + g∂p∂p+1(f) = dp(cp)

A última igualdade decorre de cp ∈ Zp(C∗), d
p ∈ Zp(C∗) e ∂p∂p+1 = 0

Convenção 2.7 Em relação às bases Ep(Kg) de Cp(Kg) e Ep(Kg) de Cp(Kg)

convencionamos matriz linha para as coordenadas da p−cocadeia ϕp e

matriz coluna para as coordenadas da p−cadeia zp. Assim, se ϕp =

b(p)∑
i=1

ki ·

(σpi )
∗ e zp =

b(p)∑
i=1

xi · σpi ∈ Cp(Kg) então

[zp , ϕ
p] = ϕp(zp) =

(
k1 k2 . . . kb(p)

)
·



x1

x2

...

xb(p)


Evidente que a fórmula acima continua válida sempre que Cp é livre

de posto finito, e as bases de Cp e Cp = HomZ(Cp,Z) são duais.



Caṕıtulo 3

Produto Cup

3.1 Produto Cup em C∗(Ki; Z)

Seja Ki um complexo simplicial induzido. Sabemos que C∗(Ki; Z) =

C0(Ki; Z)⊕ C1(Ki; Z)⊕ . . .⊕ Cn(Ki; Z) é um Z-módulo. Vamos definir uma

estrutura de anel graduado em C∗(Ki; Z) e com esta estrutura provar que

Z∗(Ki; Z) = Z0(Ki; Z)⊕Z1(Ki; Z)⊕. . .⊕Zn(Ki; Z) é um subanel e B∗(Ki; Z) =

B0(Ki; Z)⊕B1(Ki; Z)⊕. . .⊕Bn(Ki; Z) é um ideal, e assim pela Definição 1.7,

teremos uma estrutura de anel graduado em Z∗(Ki;Z)
B∗(Ki;Z)

= H∗(Ki; Z).

Desempenha papel importante na definição desta estrutura o conceito

de face anterior e face posterior. Mais precisamente:

Definição 3.1 Seja Ki um complexo simplicial induzido. Se 0 ≤ j ≤ d,

definimos as aplicações µdj , λ
d
j : Ed(Ki)→ Ej(Ki) da seguinte forma:

λdj ((i1, i2, . . . , id+1)) 7→ (i1, i2, . . . , ij+1)

e

µdj ((i1, i2, . . . , id+1)) 7→ (id+1−j, . . . , id+1)

Chamaremos λdj de aplicação anterior e µdj de aplicação posterior.

44
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Lema 3.1 (i) λik ◦ λ
j
i = λjk e µik ◦ µ

j
i = µjk

(ii) λm+k
m ◦ µn+m+k

m+k = µn+m
m ◦ λn+m+k

n+m

(iii) Para ∂id+1|Ed+1(Ki), temos

λdp ◦ ∂id+1 =

 ∂ip+1 ◦ λd+1
p+1, se i ≤ p+ 1

λd+1
p , se i > p+ 1

µdq ◦ ∂id+1 =

 µd+1
q , se i ≤ d− q + 1

∂i+q−dq+1 ◦ µd+1
q+1, se i > d− q + 1

Demonstração. (i) De fato, dado um complexoKi seja σ = (l1, l2, . . . , lj+1) ∈

Ej(Ki). Temos que

(λik ◦ λ
j
i )(σ) = (λik)((l1, l2, . . . , li+1)) = (l1, l2, . . . , lk+1) = λjk(σ)

Analogamente, prova-se que µik ◦ µ
j
i = µjk.

(ii) Seja σ = (l1, l2, . . . , ln+m+k+1), então

(µn+m
m ◦ λn+m+k

n+m )(σ) = µn+m
m ((l1, l2, . . . , ln+m+1) = (ln+1, ln+2, . . . , ln+m+1)

(λm+k
m ◦ µn+m+k

m+k )(σ) = λm+k
m ((ln+1, . . . , ln+m+k+1)) = (ln+1, . . . , ln+m+1)

Logo, µn+m
m ◦ λn+m+k

n+m = λm+k
m ◦ µn+m+k

m+k

(iii) Dado σ = (l1, l2, . . . , ld+2) suponhamos que i ≤ p+ 1, então

(λdp ◦ ∂id+1)(σ) = λdp((l1, . . . , li−1, li+1, . . . , ld+2)) = (l1, . . . , li−1, li+1, . . . , lp+2)

(∂ip+1 ◦ λd+1
p+1)(σ) = ∂ip+1((l1, l2, . . . , lp+2)) = (l1, . . . , li−1, li+1, . . . , lp+2)

Se i > p+ 1, temos

(λdp ◦ ∂id+1)(σ) = λdp((l1, . . . , lp+1, . . . , li−1, li+1, . . . , ld+2)) = (l1, . . . , lp+1)

λd+1
p (σ) = (l1, . . . , lp+1)
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Portanto,

λdp ◦ ∂id+1 =

 ∂ip+1 ◦ λd+1
p+1, se i ≤ p+ 1

λd+1
p , se i > p+ 1

e analogamente verifica-se que

µdq ◦ ∂id+1 =

 µd+1
q , se i ≤ d− q + 1

∂i+q−dq+1 ◦ µd+1
q+1, se i > d− q + 1

Definição 3.2 Dado um complexo simplicial Ki e as bases canônicas Ep(Ki)

e Eq(Ki) de Cp(Ki) e Cq(Ki) respectivamente, podemos determinar a matriz

das aplicações anterior e posterior. Se Ep(Ki) = (σp1, . . . , σ
p
b(p)) e Eq(Ki) =

(σq1, σ
q
2, . . . , σ

q
b(q)) então a matriz de λpq : Ep → Eq é [λpq ]b(q)×b(p) = [aij], onde:

aij =

 1, se os vértices de σqi são os (q + 1) primeiros vértices de σpj ;

0, caso contrário.

A matriz de µpq : Ep → Eq é [µpq ]b(q)×b(p) = [bij], onde:

bij =

 1, se os vértices de σqi são os (q + 1) últimos vértices de σpj ;

0, caso contrário.

Observação 3.1 As matrizes das aplicações anterior e posterior têm somente

um elemento não nulo em cada coluna.

Observação 3.2 Denotemos por [λ] a matriz de blocos:

[λ] =



b(0) b(1) b(2) b(3) · · b(n− 1) b(n)

b(0) 0 [λ1
0] 0 0

...
... 0 0

b(1) 0 0 [λ2
1] 0

...
... 0 0

b(2) 0 0 0 [λ3
2]

...
... 0 0

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...

b(n− 1)
...

...
...

...
...

...
. . . [λnn−1]

b(n) 0 0 0 0 0 0 0 0
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Analogamente define-se a matriz [µ]. A condição (i) significa que [I] + [λ] +

[λ]2 + . . .+ [λ]n = [λT ] é da forma:

[λT ] =



[λ0
0] [λ1

0] [λ2
0] [λ3

0]
... . . .

... [λn0 ]

0 [λ1
1] [λ2

1] [λ3
1] [λ4

1]
...

... [λn1 ]

0 0 [λ2
2] [λ3

2] [λ4
2] [λ5

2]
... [λn2 ]

...
...

...
. . .

...
...

...
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . [λnn−1]

0 0 0 0 0 0 0 [λnn]


Analogamente para [µT ] = [I]+ [µ]+ [µ]2 + . . .+[µ]n. A condição (ii) do Lema

anterior equivale a [λ][µ] = [µ][λ]

Observação 3.3 Notemos que λpp−1 = ∂p+1
p e µpp−1 = ∂1

p , isto implica que a

matriz [λpp−1] é obtida da matriz de [∂p] =

p+1∑
i=1

(−1)i+1[∂ip], fazendo o primeiro

elemento não nulo de cada coluna de [∂p] igual a 1 e os demais desta coluna

iguais a zero e a matriz [µpp−1] é obtida fazendo o último elemento não nulo de

cada coluna de [∂p] igual a 1 e os demais desta coluna iguais a zero.

Definição 3.3 Seja Ki um complexo simplicial de dimensão n. Dadas as

cocadeias ϕ ∈ Cp(Ki; Z) e θ ∈ Cq(Ki; Z) definimos o produto cup

ϕ ∪ θ ∈ Cp+q(Ki; Z)

para σ ∈ Ep+q(Ki) da seguinte forma:

[σ, ϕ ∪ θ] = (ϕ ∪ θ)(σ) = [λp+qp (σ), ϕ] · [µp+qq (σ), θ]

e estendemos por linearidade para Cp+q(Ki).

Naturalmente, o produto cup define uma função

C∗(Ki,Z)× C∗(Ki,Z)→ C∗(Ki,Z)
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da seguinte forma:

(⊕ϕi) ∪ (⊕θj) = ⊕i,jϕi ∪ θj

ou seja, se ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn) e θ = (θ0, θ1, . . . , θn) então ϕ ∪ θ = (ϕ0 ∪

θ0, . . . , ϕn−2 ∪ θ0 + ϕn−3 ∪ θ1 + . . . + ϕ0 ∪ θn−2, ϕn−1 ∪ θ0 + ϕn−2 ∪ θ1 + . . . +

ϕ0 ∪ θn−1, ϕn ∪ θo + ϕn−1 ∪ θ1 + . . .+ ϕ0 ∪ θn).

Lema 3.2 Se Ki é um complexo simplicial induzido de dimensão n, então

C∗(Ki,Z) = C0(Ki,Z)⊕C1(Ki,Z)⊕ . . . Cn(Ki,Z) é um anel graduado com o

produto cup.

Demonstração. De fato, provemos primeiramente que ϕp ∪ (θq + ψq) =

(ϕp ∪ θq) + (ϕp ∪ ψq) quando ϕp ∈ Cp(Ki,Z) e θq, ψq ∈ Cq(Ki,Z). Tomando

σp+q ∈ Ep+q, temos que

[σp+q, ϕp ∪ (θq + ψq)] = [λp+qp (σp+q), ϕp] · [µp+qq (σp+q), θq + ψq]

= [λp+qp (σp+q), ϕp] · ([µp+qq (σp+q), θq] + [µp+qq (σp+q), ψq])

= [λp+qp (σp+q), ϕp] · [µp+qq (σp+q), θq]+

+ [λp+qp (σp+q), ϕp] · [µp+qq (σp+q), ψq]

= [σ, ϕ ∪ θ] + [σ, ϕ ∪ ψ]

Logo, temos que ϕp∪ (θq +ψq) = ϕp∪ θq +ϕq ∪ψq, ou seja, o produto

cup é distributivo. Analogamente verificamos a distributiva à esquerda.

Para provar a associatividade, dados ϕp ∈ Cp(Ki,Z), θq ∈ Cq(Ki,Z),

ψr ∈ Cr(Ki,Z) e σp+q+r = (i1, i2, . . . , ip+q+r+1) ∈ Cp+q+r(Ki,Z), temos que

verificar a igualdade ϕp ∪ (θq ∪ ψr) = (ϕp ∪ θq) ∪ ψr. De fato,

[σp+q+r, ϕp ∪ (θq ∪ ψr)] = [λp+q+rp (σp+q+r), ϕp] · [µp+q+rq+r (σp+q+r), θq ∪ ψr]

= [λp+q+rp (σp+q+r), ϕp] · [λq+rq (µp+q+rq+r (σp+q+r)), θq]·

·[µq+rr (µp+q+rq+r (σp+q+r)), ψr]
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enquanto que

[σp+q+r, (ϕp ∪ θq) ∪ ψr)]= [λp+q+rp+q (σp+q+r),ϕp ∪ θq] · [µp+q+rr (σp+q+r), ψr]

= [λp+q+rp (σp+q+r)), ϕp]·[µp+qq (λp+q+rp+q (σp+q+r)), θq]

· [µp+q+rr (σp+q+r), ψr]

Segue que estes dois produtos são iguais pelo Lema 3.1. Dados

ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn), θ = (θ0, θ1, . . . , θn) e ψ = (ψ0, ψ1, . . . , ψn) segue das pro-

priedades anteriores que ϕ∪ (θ+ψ) = ϕ∪θ+ϕ∪ψ e ϕ∪ (θ∪ψ) = (ϕ∪θ)∪ψ.

Logo, C∗(Ki,Z) é um anel graduado.

Observação 3.4 Dado o Z-módulo C0(Ki,Z), definimos e0 ∈ C0(Ki,Z) por

e0(σ0
j ) = 1 para todo σ0

j ∈ E0(Ki). Definido dessa forma, podemos verificar

que e0 ∪ ϕp = ϕp ∪ e0 = ϕp. De fato, seja cp =

b(p)∑
i=1

xi · σpi , temos que

[cp, e
0 ∪ ϕp] = [

b(p)∑
i=1

xi · σpi , e0 ∪ ϕp]

=

b(p)∑
i=1

xi · [σpi , e0 ∪ ϕp]

=

b(p)∑
i=1

xi · [λp0(σ
p
i ), e

0] · [µpp(σ
p
i ), ϕ

p]

=

b(p)∑
i=1

xi · [σpi , ϕp]

= [

b(p)∑
i=1

xi · σpi , ϕp]

= [cp, ϕ
p]

Analogamente, verifica-se que ϕp∪e0 = ϕp. O elemento (e0, 0, . . . , 0) ∈

C∗(Ki; Z) é a identidade do anel. Se b(0) é a cardinalidade de E0(Ki) então

a matriz de coordenadas do Z-homomorfismo e0 : C0(Ki; Z) → Z, em relação

a base E0(Ki), é [e0]1×b(0) = [1 1 . . . 1].

Proposição 3.1 Se ϕp ∈ Cp(Ki,Z) e θq ∈ Cq(Ki,Z) então

δp+q(ϕp ∪ θq) = δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq).
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Demonstração. De fato, se σp+q+1 ∈ Ep+q+1(Ki), então

[σp+q+1, δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)] =

= [σp+q+1, δp(ϕp) ∪ θq] + (−1)p[σp+q+1, ϕp ∪ δq(θq)]

= [λp+q+1
p+1 (σp+q+1), δp(ϕp)] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+ (−1)p[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [µp+q+1

q+1 (σp+q+1), δq(θq)]

= [∂p+1(λ
p+q+1
p+1 (σp+q+1)), ϕp] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+ (−1)p[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [∂q+1(µ

p+q+1
q+1 (σp+q+1)), θq]

Substituindo, ∂p+1 =

p+2∑
i=1

(−1)i+1∂ip+1 e ∂q+1 =

q+2∑
i=1

(−1)i+1∂iq+1 na última

equação obtemos:

[σp+q+1, δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)] =

=

p+2∑
i=1

(−1)i+1[∂ip+1(λ
p+q+1
p+1 (σp+q+1)), ϕp] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+ {
q+2∑
i=1

(−1)i+1+p[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [∂iq+1(µ

p+q+1
q+1 (σp+q+1)), θq]}

Quando i = p + 2 na primeira soma e i = 1 na segunda soma, as

parcelas se cancelam, de modo que:

[σp+q+1, δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)] =

=

p+1∑
i=1

(−1)i+1[∂ip+1(λ
p+q+1
p+1 (σp+q+1)), ϕp] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+

q+2∑
i=2

(−1)i+1+p[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [∂iq+1(µ

p+q+1
q+1 (σp+q+1)), θq]

(3.1)

Por outro lado, [σp+q+1, δp+q(ϕp ∪ θq)] = [∂p+q+1(σ
p+q+1), ϕp ∪ θq]
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Substituindo ∂p+q+1 =

p+q+2∑
i=1

(−1)i+1∂ip+q+1 na expressão anterior temos:

[σp+q+1, δp+q(ϕp ∪ θq)] =

= [

p+q+2∑
i=1

(−1)i+1∂ip+q+1(σ
p+q+1), ϕp ∪ θq]

=

p+q+2∑
i=1

(−1)i+1[∂ip+q+1(σ
p+q+1), ϕp ∪ θq]

=

p+q+2∑
i=1

(−1)i+1[λp+qp (∂ip+q+1(σ
p+q+1)), ϕp] · [µp+qq (∂ip+q+1(σ

p+q+1)), θq]

=

p+1∑
i=1

(−1)i+1[λp+qp (∂ip+q+1(σ
p+q+1)), ϕp] · [µp+qq (∂ip+q+1(σ

p+q+1)), θq]+

+

p+q+2∑
i=p+2

(−1)i+1[λp+qp (∂ip+q+1(σ
p+q+1)), ϕp] · [µp+qq (∂ip+q+1(σ

p+q+1)), θq]

Usando o Lema 3.1 (iii) para d = p+ q, a soma acima é igual a:

[σp+q+1, δp+q(ϕp ∪ θq)] =

=

p+1∑
i=1

(−1)i+1[∂ip+1(λ
p+q+1
p+1 (σp+q+1)), ϕp] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+

p+q+2∑
i=p+2

(−1)i+1[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [∂i−pq+1(µ

p+q+1
q+1 (σp+q+1)), θq]

Fazendo i = p+ j na segunda soma, obtemos

p+1∑
i=1

(−1)i+1[∂ip+1(λ
p+q+1
p+1 (σp+q+1)), ϕp] · [µp+q+1

q (σp+q+1), θq]+

+

q+2∑
j=2

(−1)j+1+p[λp+q+1
p (σp+q+1), ϕp] · [∂jq+1(µ

p+q+1
q+1 (σp+q+1)), θq]

(3.2)

De (3.1) e (3.2), segue que δp+q(ϕp ∪ θq) = δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq).

Corolário 3.1 Se δq(θq) = 0, então δp(ϕp) ∪ θq = δp+q(ϕp ∪ θq). Em outras

palavras, cobordo ∪ cociclo = cobordo.

Demonstração. De fato,

δp+q(ϕp ∪ θq) = δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)

= δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ 0
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= δp(ϕp) ∪ θq

Corolário 3.2 Se δp(ϕp) = 0, então ϕp ∪ δq(θq) = (−1)pδp+q(ϕp ∪ θq). Em

outras palavras, cociclo ∪ cobordo=cobordo.

Demonstração. De fato,

δp+q(ϕp ∪ θq) = δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)

= 0 ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)

= (−1)pϕp ∪ δq(θq)

Corolário 3.3 Se δp(ϕp) = δq(θq) = 0, então δp+q(ϕp ∪ θq) = 0. Em outras

palavras, cociclo ∪ cociclo=cociclo.

Demonstração. De fato,

δp+q(ϕp ∪ θq) = δp(ϕp) ∪ θq + (−1)pϕp ∪ δq(θq)

= 0 ∪ θq + (−1)pϕp ∪ 0

= 0

Teorema 3.1 Seja Ki um complexo simplicial induzido de dimensão n, a so-

ma direta Z∗(Ki,Z) = Z0(Ki,Z)⊕. . .⊕Zn(Ki,Z) é um subanel de C∗(Ki,Z) =

C0(Ki,Z) ⊕ . . . ⊕ Cn(Ki,Z) e a soma direta B∗(Ki,Z) = B0(Ki,Z) ⊕ . . . ⊕

Bn(Ki,Z) é um ideal em Z∗(Ki,Z). Conseqüentemente, H∗(Ki,Z) é um anel

graduado.

Demonstração. De fato, se ϕp ∈ Zp e θq ∈ Zq, então pelo Corolário 3.3,

temos que δp+q(ϕp ∪ θq) = 0, ou seja, se ϕ, θ ∈ Z∗(Ki,Z) então ϕ ∪ θ ∈

Z∗(Ki,Z). Segue que Z∗(Ki,Z) é um subanel de C∗(Ki,Z).
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Se ϕp ∈ Zp(Ki,Z) e θq ∈ Bq(Ki,Z), então pelo Corolário 3.2, existe

ψq−1 ∈ Cq−1(Ki,Z) tal que δq−1(ψq−1) = θq. Portanto,

ϕp ∪ θq = ϕp ∪ δq−1(ψq−1) = ±(δp+q−1(ϕp ∪ ψq−1)− δp(ϕp) ∪ ψq−1)

= ±δp+q−1(ϕp ∪ ψq−1)

de modo que ϕp ∪ θq é um cobordo. Analogamente, podemos verificar que

θq ∪ ϕp é um cobordo. Logo, B∗(Ki,Z) é um ideal em Z∗(Ki,Z).

Pelo Lema 1.1, H∗(Ki,Z) = Z∗(Ki,Z)
B∗(Ki,Z)

é um anel graduado.

Explicitamente o produto em H∗(Ki,Z) é dado por

ϕ ∪ θ = ϕ ∪ θ

Observação 3.5 O produto cup, a ńıvel de cocadeias, não é comutativo. De

fato, seja σp+q ∈ Cp+q tal que λp+qp (σp+q) = τ p1 , µp+qq (σp+q) = γq1,λ
p+q
q (σp+q) =

τ q2 e µp+qp (σp+q) = γp2 . Definimos ϕp ∈ Cp(Ki; Z) e θq ∈ Cq(Ki; Z) em Ep(Ki)

e Eq(Ki) respectivamente, da seguinte forma:

ϕp(σp) =

 1, se σp = τ p1

0, caso contrário

e

θq(σq) =

 1, se σq = γq1

0, caso contrário

Sendo assim,

[σp+q, ϕp ∪ θq] = [λp+qp (σp+q), ϕp] · [µp+qq (σp+q), θq]

= [τ p1 , ϕ
p] · [γq1 , θq]

= 1 · 1 = 1

Evidentemente, como τ q2 6= γq1 e γp2 6= τ p1 temos que

[σp+q, θq ∪ ϕp] = [λp+qq (σp+q), θq] · [µp+qp (σp+q), ϕp]

= [τ q2 , θ
q] · [γp2 , ϕp]
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= 0 · 0 = 0

Portanto, ϕp ∪ θq 6= θq ∪ ϕp

3.2 Produto Cup Geométrico

De acordo com as convenções, a partir de uma enumeração dos vértices, os p-

simplexos de Kg orientados possuem um representante da classe de orientação

cujos ı́ndices dos vértices que geram os p-simplexos orientados positivamente

estão sempre em ordem crescente. Mais formalmente, existe um isomorfismo

de cadeias

φ : C∗(Ki)→ C∗(Kg)

de modo que φp : Cp(Ki) → Cp(Kg) é dada por φp : (i1, i2, . . . , ip+1) 7→

〈ai1 , ai2 , . . . , aip+1〉

Isto nos permite definir também o produto cup para ϕp ∈ Cp(Kg) e

θq ∈ Cq(Kg) através do isomorfismo φ.

Definição 3.4 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. Se ϕp ∈

Cp(Kg; Z) e θq ∈ Cq(Kg; Z), definimos o produto cup geométrico ϕp∪θq ∈

Cp+q(Kg; Z) para σp+q ∈ Ep+q(Kg) da seguinte forma:

(ϕp ∪ θq)(σp+q) = [σp+q, (ϕp ◦ φp ∪φ θq ◦ φq) ◦ φ−1
p+q]

= [φ−1
p+q(σ

p+q), ϕp ◦ φp ∪φ θq ◦ φq]

= [λp+qp (φ−1
p+q(σ

p+q)), ϕp ◦ φp] · [µp+qq (φ−1
p+q(σ

p+q)), θq ◦ φq]

= [(φp ◦ λp+qp ◦ φ−1
p+q)(σ

p+q), ϕp] · [(φq ◦ µp+qq ◦ φ−1
p+q)(σ

p+q), θq]

Observação 3.6 O isomorfismo φ : C∗(Ki) → C∗(Kg) induz o isomorfismo

de anel graduado φ∗ : C∗(Kg)→ C∗(Ki), isto é, φp+q(ap∪bq) = φp(ap)∪φq(bq).

De fato,

φp+q(ap ∪ bq) = (ap ◦ φp ∪φ bq ◦ φq) ◦ φ−1
p+qφp+q = φp(ap) ∪ φq(bq).
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Observação 3.7 A definição do produto cup em C∗(Kg) foi feita usando uma

enumeração dos vértices de Kg, a qual induz uma orientação em Kg e o iso-

morfismo φ : C∗(Ki)→ C∗(Kg).

Ao usarmos uma outra enumeração para os vértices, digamos ψ, iden-

tificamos cada simplexo padrão σp = 〈ai1 , . . . , aip+1〉 = 〈aψ(i1), . . . , aψ(ip+1)〉.

A partir da primeira enumeração, constrúımos Cp(Ki) gerado pelas

(p+1)-uplas (i1, i2, . . . , ip+1), dispostas em ordem crescente. Podemos conside-

rar agora Cp(Kψ(i)) gerado pelas (p+ 1)-uplas (ψ(i1), ψ(i2), . . . , ψ(ip+1)).

Embora esta última upla pode não estar em ordem crescente, o fato

é que podemos definir, neste contexto, faces anterior e posterior o que nos

permite definir o produto cup em C∗(Kψ(i)).

A enumeração ψ induz um isomorfismo ψ̄ : C∗(Kψ(i))→ C∗(Kg), que

leva (ψ(i1), ψ(i2), . . . , ψ(ip+1)) em 〈ai1 , ai2 . . . aip+1〉, de modo que ao definirmos

o produto cup através de ψ̄ temos a igualdade:

(ap ∪ bq)(σp+q) = [σp+q , (ap ◦ φp ∪φ bq ◦ φq) ◦ φ−1
p+q]

= [σp+q , (ap ◦ ψ̄p ∪ψ̄ bq ◦ ψ̄q) ◦ ψ̄−1
p+q]

Definição 3.5 Sejam Kg e Lg complexos simpliciais. Uma aplicação sim-

plicial f : Kg → Lg é uma função f : V ert(Kg) → V ert(Lg) de modo que

se {a1, a2, . . . , ap+1} é um simplexo de Kg, então {f(a1), . . . , f(ap+1)} é um

simplexo de Lg. É claro que repetições entre f(a1), . . . , f(ap+1) são permitidas.

Observação 3.8 Quando f : V ert(Kg)→ V ert(Lg) é injetora e Kg tem uma

orientação que provém de uma enumeração dos vértices en : {1, 2, . . . , b(0)} →

V ert(Kg) , então podemos usar esta enumeração para induzir uma enumeração

dos vértices do complexo Lg. Comecemos enumerando os vértices que estão no

conjunto f(V ert(Kg)), definindo en(i) = bi ⇔ f(ai) = bi e os vértices de

V ert(Lg)− f(V ert(Kg)) de forma aleatória. Se a enumeração dos vértices de
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Lg é feita desta forma dizemos que Lg tem uma orientação induzida pela

f .

Teorema 3.2 Se f : Kg → Lg é uma aplicação simplicial tal que f : V ert(Kg)→

V ert(Lg) é injetora e Lg tem a orientação induzida de f , então fq : Cq(Kg)→

Cq(Lg), dada por fq(〈a1, . . . , aq+1〉) = 〈f(a1), . . . , f(aq+1)〉 é uma aplicação de

cadeias.

Demonstração. De fato, dado 〈a1, a2, . . . , ap+1〉 ∈ Ep(Kg), temos:

∂p ◦ fp(〈a1, . . . , ap+1〉) =

= ∂p(〈f(a1), . . . , f(ap+1)〉)

=

p+1∑
j=1

(−1)j+1〈f(a1), . . . , f̂(aj), . . . f(ap+1)〉

Enquanto que,

(fp−1 ◦ ∂p)(〈a1, . . . , ap+1〉) = fp−1(

p+1∑
j=1

(−1)j+1〈a1, . . . , âj, . . . , ap+1〉)

=

p+1∑
j=1

(−1)j+1〈f(a1), . . . , f̂(aj), . . . f(ap+1)〉

Portanto, ∂p ◦ fp = fp−1 ◦ ∂p.

Teorema 3.3 Seja f : Kg → Lg uma aplicação entre complexos simpliciais.

Se f : V ert(Kg)→ V ert(Lg) é injetora e a orientação de Lg é induzida de f ,

então f ∗ : C∗(Lg) → C∗(Kg) é um homomorfismo de anel graduado, isto é,

fp+q(ϕp ∪ θq) = fp(ϕp) ∪ f q(θq)

Demonstração. De fato, seja 〈ai1 , . . . , aip+q+1〉 ∈ Ep+q(Kg). Com a orien-

tação de Lg induzida por f , temos que

fp+q(ϕp ∪ θq)(〈ai1 , . . . , aip+q+1〉) = (ϕp ∪ θq) ◦ fp+q(〈ai1 , . . . , aip+q+1〉)

= (ϕp ∪ θq)(〈f(ai1), . . . , f(aip+q+1)〉)
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Mas, por definição

(ϕp ∪ θq)(〈f(ai1), . . . , f(aip+q+1)〉) =

= [〈f(ai1), . . . , f(aip+q+1)〉, (ϕp ◦ φp ∪φ θq ◦ φq) ◦ φ−1
p+q] =

= [φ−1
p+q(〈f(ai1), . . . , f(aip+q+1)〉), ϕp ◦ φp ∪φ θq ◦ φq]

= [(i1, . . . , ip+q+1), ϕ
p ◦ φp ∪φ θq ◦ φq]

= [(i1, . . . , ip+1), ϕ
p ◦ φp] · [(ip+1, . . . , ip+q+1), θ

q ◦ φq]

= [〈f(ai1), . . . , f(aip+1)〉, ϕp] · [〈f(aip+1), . . . , f(aip+q+1)〉, θq]

(3.3)

Enquanto que,

fp(ϕp) ∪ f q(θq)(〈ai1 , . . . , aip+q+1〉) =

= [〈ai1 , . . . , aip+q+1〉, (ϕp ◦ fp) ◦ φp ∪φ (θq ◦ fq) ◦ φq) ◦ φ−1
p+q]

= [φ−1
p+q(〈ai1 , . . . , aip+q+1〉), (ϕp ◦ fp) ◦ φp ∪φ (θq ◦ fq) ◦ φq)]

= [(i1, i2, . . . , ip+q+1), (ϕ
p ◦ fp) ◦ φp ∪φ (θq ◦ fq) ◦ φq)]

= [(i1, i2, . . . , ip+1), (ϕ
p ◦ fp) ◦ φp] · [(ip+1, . . . , ip+q+1), (θ

q ◦ fq) ◦ φq)]

= [〈ai1 , . . . , aip+1〉, ϕp ◦ fp] · [〈aip+1 , . . . , aip+q+1〉, θq ◦ fq]

= [〈f(ai1), . . . , f(aip+1)〉, ϕp] · [〈f(aip+1), . . . , f(aip+q+1)〉, θq]

(3.4)

Comparando, (3.3) e (3.4) verifica-se que fp+q(ϕp ∪ θq) = fp(ϕp) ∪ f q(θq).

Seguem alguns exemplos da situação do Teorema anterior:

Exemplo 3.1 Se Kg é um complexo simplicial geométrico e σpi é o i-ésimo

p-simplexo então a inclusão j : Kg(σ
p
i ) → Kg, onde Kg(σ

p
i ) é o subcomplexo

de Kg formado de todas as faces de σpi , é uma aplicação simplicial. Portanto

j∗ : C∗(Kg)→ C∗(Kg(σ
p
i )) é um homomorfismo de anel graduado.

Exemplo 3.2 Considere Kg(σ
p
i ) e seja r : Kg(σ

p
i )→ Kg(σ

p
i ) tal que r(aij) =

aip+2−j
. Então r é uma aplicação simplicial e portanto r∗ é um homomorfismo

de anel graduado.
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Lema 3.3 Seja rq : Cq(Kg(σ
p
i )) → Cq(Kg(σ

p
i )) a induzida da r do exemplo

anterior. Então r é homotópica a identidade.

Demonstração. Pelo Lema 2.3, Kg(σ
p
i ) é aćıclico e o complexo de cadeias

0 → Cp(Kg(σ
p
i )) → ...

∂2−→ C1(Kg(σ
p
i ))

∂1−→ C0(Kg(σ
p
i ))

ε→ Z

é exato. Como ε(r0 − I0)(σ0
j ) = 0, para todo σ0

j ∈ E0(Kg(σ
p
i )), então existe

β1
j ∈ C1(Kg(σ

p
i )) tal que ∂1(β

1
j ) = (r0 − I0)(σ0

j ). Definimos h0 : C0(Kg(σ
p
i ))→

C1(Kg(σ
p
i )) colocando h0(σ

0
j ) = β1

j e assim ∂1h0 = r0 − I0.

Para definir h1 : C1(Kg(σ
p
i )) → C2(Kg(σ

p
i )), note que se σ1

k ∈ E1(Kg(σ
p
i ))

então
∂1(r1 − I1 − h0∂1)σ

1
k =

(
r0∂1 − I0∂1 − (r0 − I0)∂1

)
σ1
k. Portanto,

∂1(r1 − I1 − h0∂1)σ
1
k = 0

Portanto, existe β2
k ∈ C2(Kg(σ

p
i )) tal que ∂2(β

2
k) = (r1 − I1 − h0∂1)σ

1
k. Assim,

definimos h1(σ
1
k) = β2

k . Logo, ∂2h1 + h0∂1 = r1 − I1 e o resultado segue por

indução.

Teorema 3.4 Seja Kg um complexo simplicial geométrico orientado. Se ϕp ∈

Hp(Kg) e θq ∈ Hq(Kg), então

ϕp ∪ θq = (−1)p·qθq ∪ ϕp

Demonstração. De fato, consideremos os seguintes passos:

Passo 1. Definimos r̄q : Cq(Kg)→ Cq(Kg) por:

i) r̄0〈ai〉 = 〈ai〉;

ii) r̄q〈ai1 , ai2 , . . . , aiq+1〉 = 〈aiq+1 , aiq , . . . , ai1〉.

Note que:

a) r̄q não é induzida de uma aplicação simplicial. Quando restrita ao subcom-

plexo C∗(Kg(σ
q)), áı sim teremos r̄q = rq;
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b) r̄q não é uma aplicação de cadeias de C∗(Kg), no entanto, de acordo

com a Convenção 2.1, R = {εq.r̄q : Cq(Kg) → Cq(Kg)}, onde εq =

(−1)
1
2
q(q+1), é uma aplicação de cadeias com suporte aćıclico. De fato,

de acordo com a Definição 1.29, dado γ ∈ ∪Ei(Kg), o subcomplexo

V∗(γ)(subcomplexo de cadeia gerado pelas faces de γ), satisfaz o seguinte:

i) V∗(γ) é aćıclico pelo Lema 2.3;

ii) se γ ∈ En(Kg) então Rn(γ) ∈ Vn(γ) ⊂ Cn(Kg);

iii) se β é face de γ então V (β) ⊂ V (γ).

c) Como R0 − I0 é nula, onde I0 é a induzida de identidade de Kg, segue que

R ' I pelo Corolário 1.2.

Passo 2. Sabemos ϕp ∪ θq = (ϕp ∪ θq) = εp+qr̄(p+q)(ϕp ∪ θq)

Calculando [σp+q , Rp+q(ϕp ∪ θq)], se jp+q : Cp+q(Kg(σ
p+q)) → Cp+q(Kg) é a

inclusão, então

[σp+q , Rp+q(ϕp ∪ θq)] =

= [jp+q(σ
p+q) , Rp+q(ϕp ∪ θq)]

= [jp+q(σ
p+q), εp+qr̄

(p+q)(ϕp ∪ θq)]

= εp+q[jp+q(σ
p+q) , r̄p+q(ϕp ∪ θq)]

= εp+q[σ
p+q , (ϕp ∪ θq) ◦ rp+q ◦ jp+q]

= εp+q[σ
p+q , jp+q ◦ rp+q(ϕp ∪ θq)]

= εp+q[σ
p+q , rp+q ◦ jp+q(ϕp ∪ θq)]

= εp+q[σ
p+q , rp(jp(ϕp)) ∪ rq(jq(θq))]

= εp+q[φpλ
p+q
p φ−1

p+q(σ
p+q) , rp(jp(ϕp))][φqµ

p+q
q φ−1

p+qσ
p+q , rq(jq(θq))]

= εp+q[rpφpλ
p+q
p φ−1

p+q(σ
p+q) , jp(ϕp)][rqφqµ

p+q
q φ−1

p+qσ
p+q , jq(θq)]

= εp+qεpεq[φpµ
p+q
p φ−1

p+q(σ
p+q) , ϕp][φqλ

p+q
q φ−1

p+q(σ
p+q) , θq]

(3.5)
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enquanto que,

[σ , Rq(θq) ∪Rp(ϕp)]

= [σ , εqr̄
q(θq) ∪ εpr̄p(ϕp)]

= εpεq[φqλ
p+q
q φ−1

p+q(σ) , r̄qθq][φpµ
p+q
p φ−1

p+q(σ) , r̄p(ϕ)p]

= εpεq[r̄qφqλ
p+q
q φ−1

p+q(σ) , θq][r̄pφpµ
p+q
p φ−1

p+q(σ) , ϕp]

= [φqλ
p+q
q φ−1

p+q(σ) , θq][φpµ
p+q
p φ−1

p+q(σ) , ϕp]

(3.6)

Substituindo (3.6) em (3.5), temos :

[σ , Rp+q(ϕp ∪ θq)] = (−1)pq[σ , Rq(θq) ∪Rp(ϕp)], ∀σ ∈ Cp+q(Kg),

ou seja, Rp+q(ϕp ∪ θq) = (−1)pqRq(θq) ∪Rp(ϕp)

Passo 3. Portanto,

ϕp ∪ θq = ϕp ∪ θq

= Rp+q(ϕp ∪ θq)

= (−1)p·qRq(θq) ∪Rp(ϕp)

= (−1)p·qRq(θq) ∪Rp(ϕp)

= (−1)p·qRq(θq) ∪Rp(ϕp)

= (−1)p·qθq ∪ ϕp

3.3 Representação matricial do produto cup

Definição 3.6 Chama-se produto de Hadamard de duas matrizes a =

[aij]m×n e b = [bij]m×n à matriz c = [cij]m×n onde cij = aij · bij.

Notação. Denotaremos o produto de Hadamard das matrizes a = [aij]m×n

e b = [bij]m×n por [aij] ? [bij].
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Teorema 3.5 Se ϕp ∈ Cp(Ki; Z), θq ∈ Cq(Ki; Z) então temos que

[ϕp ∪ θq]Ep+q = ([ϕp]Ep · [λp+qp ]) ? ([θq]Eq · [µp+qq ])

Demonstração. De fato, se b(p), b(q) e b(p+q) são as cardinalidades de Ep,

Eq e Ep+q respectivamente então suponhamos que Ep = {αp1, α
p
2, . . . , α

p
b(p)},

Eq = {βq1 , β
q
2 , . . . , β

q
b(q)} e Ep+q = {γp+q1 , γp+q2 , . . . , γp+qb(p+q)}. Lembramos que

Ep = ((αp1)
∗, (αp2)

∗, . . . , (αpb(p))
∗), onde (αpi )

∗ é o Z-homomorfismo dado por

(αpi )
∗(αpj ) =

 1, se i = j

0, se i 6= j

. Analogamente, estão definidos Eq e Ep+q. Seja

ϕp ∈ Cp(Ki,Z) tal que [ϕp]Ep =

(
x1 x2 . . . xb(p)

)
, ou seja, ϕp =

b(p)∑
i=1

xi ·

(αpi )
∗ e θq ∈ Cq(Ki,Z) tal que [θq]Eq =

(
y1 y2 . . . yb(q)

)
. Por definição,

ϕp ∪ θq ∈ Cp+q(Ki,Z) é o Z-homomorfismo ϕp ∪ θq : Cp+q → Z definido para

γp+qj ∈ Ep+q por [γp+qj , ϕp ∪ θq] = [λp+qp (γp+qj ), ϕp] · [µp+qq (γp+qj ), θq]

Se

[λp+qp ]
Ep+q

Ep
=



a11 . . . a1b(p+q)

a21 . . . a2b(p+q)

...
...

...

ab(p)1 . . . ab(p)b(p+q)


e [µp+qq ]

Ep+q

Eq
=



c11 . . . c1b(p+q)

c21 . . . c2b(p+q)

...
...

...

cb(q)1 . . . cb(q)b(p+q)


são as matriz dos operadores faces anterior e posterior então temos que:

[ϕp] · [λp+qp ] =

(
x1 x2 . . . xb(p)

)
·



a11 . . . a1b(p+q)

a21 . . . a2b(p+q)

...
...

...

ab(p)1 . . . ab(p)b(p+q)



=

(
b(p)∑
i=1

xiai1 . . .

b(p)∑
i=1

xiaij . . .

b(p)∑
i=1

xiaib(p+q)

)
e



62

[θq] · [µp+qq ] =

(
y1 y2 . . . yb(q)

)
·



c11 . . . c1b(p+q)

c21 . . . c2b(p+q)

...
...

...

cb(q)1 . . . cb(q)b(p+q)



=

(
b(q)∑
i=1

yici1 . . .

b(q)∑
i=1

yicij . . .

b(q)∑
i=1

yicib(p+q)

)
Logo,

([ϕp] · [λp+qp ]) ? ([θq] · [µp+qq ]) =(
b(p)∑
i=1

xiai1 . . .

b(p)∑
i=1

xiaib(p+q)

)
?

(
b(q)∑
i=1

yici1 . . .

b(q)∑
i=1

yicib(p+q)

)

Por outro lado, para γp+qj ∈ Ep+q suponhamos que λp+qp (γp+qj ) =

b(p)∑
i=1

aijα
p
i e

µp+qq (γp+qj ) =

b(q)∑
i=1

cijβ
q
i . Segue que

[γp+qj , ϕp ∪ θq] = [λp+qp (γp+qj ), ϕp] · [µp+qq (γp+qj ), θq]

= ϕp(

b(p)∑
i=1

aijα
p
i ) · θq(

b(q)∑
i=1

cijβ
q
i )

= (

b(p)∑
i=1

aijϕ
p(αpi )) · (

b(q)∑
i=1

cijθ
q(βqi ))

= (

b(p)∑
i=1

aijxi)) · (
b(q)∑
i=1

cijyi))

ou seja, como γp+qj é um elemento básico então a j-ésima coluna da matriz do

Z-homomorfismo ϕp ∪ θq é dada pelo segundo membro da igualdade acima.

Portanto,

[ϕp ∪ θq]Ep+q =

=
(
(

b(p)∑
i=1

ai1xi) · (
b(q)∑
i=1

ci1yi) . . . (

b(p)∑
i=1

aib(p+q)xi) · (
b(q)∑
i=1

cib(p+q)yi)
)

=
(
(

b(p)∑
i=1

xiai1) · (
b(q)∑
i=1

yici1) . . . (

b(p)∑
i=1

xiaib(p+q)) · (
b(q)∑
i=1

yicib(p+q))
)
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=
( b(p)∑

i=1

xiai1 . . .

b(p)∑
i=1

xiaib(p+q)

)
?
( b(q)∑

i=1

yici1 . . .

b(q)∑
i=1

yicib(p+q)

)
Comparando as matrizes [ϕp∪θq]Ep+q e ([ϕp]Ep · [λp+qp ])?([θq]Eq · [µp+qq ])

podemos então verificar a igualdade.

Observação 3.9 A fórmula [ϕp ∪ θq]Ep+q = ([ϕp]Ep · [λp+qp ]) ? ([θq]Eq · [µp+qq ])

é a mesma quando ϕp ∈ Cp(Kg; Z) e θq ∈ Cq(Kg; Z), uma vez que [φq]
Ep(Ki)

Ep(Kg) é

a matriz identidade.

Vamos dar agora uma descrição global do produto cup em termos de

matrizes.

Definição 3.7 Seja Ki um complexo simplicial induzido de dimensão n. Dado

ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn) ∈ C∗(Ki; Z) definimos a matriz de ϕ como sendo a matriz

de blocos da seguinte forma:

[ϕ] = [[ϕ0] [ϕ1] . . . [ϕn]]1×(b(0)+b(1)+...+b(n))

Para ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn), θ = (θ0, θ1, . . . , θn) ∈ C∗(Ki; Z) temos que

[ϕ ∪ θ] = [1 1 . . . 1] ·
[(

[ϕ]D · [λT ]
)
?
(
[θ]D · [µT ]

)]
(3.7)

onde as matrizes [ϕ]D, [θ]D são as matrizes de blocos dadas por

[ϕ0] 0 . . . 0

0 [ϕ1] . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 . . . [ϕn]





[θ0] 0 . . . 0

0 [θ1] . . . 0

0 0
. . . 0

0 0 . . . [θn]


respectivamente, e a operação barra consiste em inverter a ordem dos elementos

não nulos nas colunas da matriz [θ]D · [µT ].
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Exemplo 3.3 Seja Ki tal que dim(Ki) = 2. Dados ϕ = (ϕ0, ϕ1, ϕ2), θ =

(θ0, θ1, θ2) ∈ C∗(Ki; Z) temos que

ϕ ∪ θ = (ϕ0 ∪ θ0, ϕ0 ∪ θ1 + ϕ1 ∪ θ0, ϕ0 ∪ θ2 + ϕ1 ∪ θ1 + ϕ2 ∪ θ0).

Logo,

[ϕ ∪ θ] =
[
[ϕ0 ∪ θ0] [ϕ0 ∪ θ1 + ϕ1 ∪ θ0] [ϕ0 ∪ θ2 + ϕ1 ∪ θ1 + ϕ2 ∪ θ0]

]
.

Enquanto que por (3.7),

[ϕ ∪ θ] = [1 1 1]{[ϕ]D([I] + [λ] + [λ2])} ? {[θ]D · ([I] + [µ] + [µ2])}

=[1 1 1]




[ϕ0][λ0

0] [ϕ0][λ1
0] [ϕ0][λ2

0]

0 [ϕ1][λ1
1] [ϕ1][λ2

1]

0 0 [ϕ2][λ2
2]




?




[θ0][µ0

0] [θ0][µ1
0] [θ0][µ2

0]

0 [θ1][µ1
1] [θ1][µ2

1]

0 0 [θ2][µ2
2]





=[1 1 1]




[ϕ0][λ0

0] [ϕ0][λ1
0] [ϕ0][λ2

0]

0 [ϕ1][λ1
1] [ϕ1][λ2

1]

0 0 [ϕ2][λ2
2]

?


[θ0][µ0
0] [θ1][µ1

1] [θ2][µ2
2]

0 [θ0][µ1
0] [θ1][µ2

1]

0 0 [θ0][µ2
0]





= [1 1 1] ·


[ϕ0][λ0

0] ? [θ0][µ0
0] [ϕ0][λ1

0] ? [θ1][µ1
1] [ϕ0][λ2

0] ? [θ2][µ2
2]

0 [ϕ1][λ1
1] ? [θ0][µ1

0] [ϕ1][λ2
1] ? [θ1][µ2

1]

0 0 [ϕ2][λ2
2] ? [θ0][µ2

0]



= [1 1 1] ·


[ϕ0 ∪ θ0] [ϕ0 ∪ θ1] [ϕ0 ∪ θ2]

0 [ϕ1 ∪ θ0] [ϕ1 ∪ θ1]

0 0 [ϕ2 ∪ θ0]


=
[
[ϕ0 ∪ θ0] [ϕ0 ∪ θ1 + ϕ1 ∪ θ0] [ϕ0 ∪ θ2 + ϕ1 ∪ θ1 + ϕ2 ∪ θ0]

]
.



Caṕıtulo 4

Produto Cap

4.1 Produto Cap em Ki

Dado um complexo simplicial induzido Ki, queremos definir o produto

de uma (p + q)−cadeia γ por uma p−cocadeia ϕ. Para isso, consideremos

primeiramente o seguinte resultado:

Lema 4.1 Se cq, dq ∈ Cq(Ki) são tais que ∀ θq ∈ Cq(Ki; Z) tem-se θq(cq −

dq) = 0 = [cq − dq, θq] então cq = dq.

Demonstração. De fato, se Cq(Ki) = 0 então cq = dq. Se Cq(Ki) 6= 0,

suponhamos que cq 6= dq. Para cq =

b(q)∑
i=1

xi · σqi e dq =

b(q)∑
i=1

yi · σqi existe

1 ≤ i ≤ b(q) tal que xi 6= yi. Tomando θq = (σqi )
∗ ∈ Cq(Ki; Z) temos que

θq(cq − dq) = θq(cq)− θq(dq)

= xi − yi

Como xi−yi 6= 0 então θq(cq−dq) 6= 0, o que é um absurdo. Portanto, cq = dq.

Definição 4.1 Definimos a aplicação bilinear

∩ : Cp+q(Ki)× Cp(Ki; Z)→ Cq(Ki)
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que associa a cada σp+q ∈ Ep+q(Ki) e dp ∈ Cp(Ki; Z) uma q−cadeia σp+q∩dp ∈

Cq(Ki) tal que

σp+q ∩ dp = [λp+qp (σp+q), dp] · µp+qq (σp+q)

Para uma cadeia arbitrária cp+q =

b(p+q)∑
i=1

xi · σp+qi ∈ Cp+q(Ki), definimos

cp+q ∩ ϕp = (

b(p+q)∑
i=1

xi · σp+qi ) ∩ ϕp =

b(p+q)∑
i=1

xi · (σp+qi ∩ ϕp)

Proposição 4.1 Seja Ki um complexo simplicial induzido. Se zp+q ∈ Cp+q(Ki)

e dp ∈ Cp(Ki; Z) então ∀ cq ∈ Cq(Ki; Z) temos que

[zp+q ∩ dp, cq] = [zp+q, d
p ∪ cq]

Demonstração. De fato, se zp+q =

b(p+q)∑
i=1

xi · σp+qi segue que

[zp+q ∩ dp, cq] = [(

b(p+q)∑
i=1

xi · σp+qi ) ∩ dp, cq]

= [

b(p+q)∑
i=1

xi · (σp+qi ∩ dp), cq]

=

b(p+q)∑
i=1

xi · [[λp+qp (σp+qi ), dp] · µp+qq (σp+qi ), cq]

=

b(p+q)∑
i=1

xi · [λp+qp (σp+qi ), dp] · [µp+qq (σp+qi ), cq]

=

b(p+q)∑
i=1

xi · [σp+qi , dp ∪ cq]

= [

b(p+q)∑
i=1

xi · σp+qi , dp ∪ cq]

= [zp+q, d
p ∪ cq]

Portanto, [zp+q ∩ dp, cq] = [zp+q, d
p ∪ cq].

Podemos estender a definição do produto ∩ em C∗(Ki) = ⊕nj=0Cj(Ki).

Encarando assim, C∗(Ki) terá uma estrutura de C∗(Ki; Z) módulo à direita,

conforme veremos a seguir.
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Formalmente, se a dimensão de Ki é n então:

∩ : C∗(Ki)× C∗(Ki; Z)→ C∗(Ki)

é tal que, se σ = (σ0, σ1, . . . , σn) e ϕ = (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn), então

σ∩ϕ=(σ0∩ϕ0+σ1∩ϕ1+. . .+σn∩ϕn, σ1∩ϕ0+σ2∩ϕ1+. . .+σn∩ϕn−1, . . . , σn∩ϕ0)

onde σj ∈ Cj(Ki) e ϕj ∈ Cj(Ki; Z)

Proposição 4.2 Se Ki é um complexo simplicial induzido, então C∗(Ki) é

um C∗(Ki; Z)-módulo à direita.

Demonstração. De fato, dados cp+q, dp+q ∈ Cp+q(Ki), ϕ
p, ψp ∈ Cp(Ki; Z) e

θq ∈ Cq(Ki; Z), segue da bilinearidade que

i) (cp+q + dp+q) ∩ ϕp = cp+q ∩ ϕp + dp+q ∩ ϕp

ii) cp+q ∩ (ϕp + ψp) = cp+q ∩ ϕp + cp+q ∩ ψp

Por outro lado, para φr ∈ Cr(Ki; Z) e cp+q+r ∈ Cp+q+r(Ki) tem-se

[cp+q+r ∩ (ϕp ∪ θq), φr] = [cp+q+r, (ϕ
p ∪ θq) ∪ φr]

= [cp+q+r, ϕ
p ∪ (θq ∪ φr)]

= [cp+q+r ∩ ϕp, θq ∪ φr]

= [(cp+q+r ∩ ϕp) ∩ θq, φr]
Pelo Lema 4.1,

iii) cp+q+r ∩ (ϕp ∪ θq) = (cp+q+r ∩ ϕp) ∩ θq

Lembrando que se e ∈ C0(Ki; Z) é tal que e(σ0
j ) = 1, ∀ σ0

j ∈ C0(Ki) então

para qualquer cp ∈ Cp(Ki) e para qualquer ϕp ∈ Cp(Ki) tem-se

[cp ∩ e, ϕp] = [cp, e ∪ ϕp]

= [cp, ϕ
p]

Portanto,
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iv) cp ∩ e = cp

As demonstrações anteriores se estendem facilmente para C∗(Ki) ×

C∗(Ki). Como C∗(Ki; Z) é um anel unitário segue C∗(Ki) é um C∗(Ki; Z)-

módulo unitário à direita.

Proposição 4.3 Se cp+q ∈ Cp+q(Ki) e ϕp ∈ Cp(Ki; Z) então

∂q(cp+q ∩ ϕp) = (−1)p[∂p+q(cp+q) ∩ ϕp − cp+q ∩ δp(ϕp)]

Demonstração. De fato, dado σp+q = (i1, i2, . . . , ip+q+1) ∈ Ep+q temos

σp+q ∩ ϕp = [λp+qp (σp+q), ϕp] · µp+qq (σp+q) e sendo assim,

∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = ∂q([λ

p+q
p (σp+q), ϕp] · µp+qq (σp+q))

= [λp+qp (σp+q), ϕp] · ∂q((ip+1, ip+2, . . . , ip+q+1))

= [(i1, i2, . . . , ip+1), ϕ
p] ·

q+1∑
j=1

(−1)1+j(ip+1, . . . , îp+j, . . . , ip+q+1)

enquanto que

∂p+q(σ
p+q) ∩ ϕp =

(
p+q+1∑
j=1

(−1)1+j(i1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

)
∩ ϕp

=

(
p+1∑
j=1

(−1)1+j(i1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

)
∩ ϕp+

+

(
p+q+1∑
j=p+2

(−1)1+j(i1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

)
∩ ϕp

=

p+1∑
j=1

(−1)1+j[(i1, . . . , îj, . . . , ip+2), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

+

p+q+1∑
j=p+2

(−1)1+j[(i1, . . . , ip+1), ϕ
p] · (ip+1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

e
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σp+q ∩ δp(ϕp) = σp+q ∩ (ϕp ◦ ∂p+1)

= [λp+qp+1(σ
p+q), ϕp ◦ ∂p+1] · µp+qq−1(σ

p+q)

= [∂p+1(λ
p+q
p+1(σ

p+q)), ϕp] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

= [∂p+1((i1, i2, . . . , ip+2)), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

= [

p+2∑
j=1

(−1)1+j(i1, . . . , îj, . . . , ip+2), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

=

p+2∑
j=1

(−1)1+j[(i1, . . . , îj, . . . , ip+2), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

Logo,

∂p+q(σ
p+q) ∩ ϕp − σp+q ∩ δp(ϕp) =

=

p+1∑
j=1

(−1)1+j[(i1, . . . , îj, . . . , ip+2), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)+

+

p+q+1∑
j=p+2

(−1)1+j[(i1, . . . , ip+1), ϕ
p] · (ip+1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

−
p+2∑
j=1

(−1)1+j[(i1, . . . , îj, . . . , ip+2), ϕ
p] · (ip+2, . . . , ip+q+1)

= [(i1, . . . , ip+1), ϕ
p] ·

(
p+q+1∑
j=p+2

(−1)1+j(ip+1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

+(−1)p+2(ip+2, . . . , ip+q+1))

= [(i1, . . . , ip+1), ϕ
p] ·

p+q+1∑
j=p+1

(−1)1+j(ip+1, . . . , îj, . . . , ip+q+1)

= (−1)p[(i1, . . . , ip+1), ϕ
p] ·

(
q+1∑
j=1

(−1)1+j(ip+1, . . . , îp+j, . . . , ip+q+1)

)

Mas,

∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = [(i1, i2, . . . , ip+1), ϕ

p] ·
q+1∑
j=1

(−1)1+j(ip+1, . . . , îp+j, . . . , ip+q+1)

Logo,

∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = (−1)p[∂p+q(σ

p+q) ∩ ϕp − σp+q ∩ δp(ϕp)]
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Corolário 4.1 Se δp(ϕp) = 0 e ∂p+q(cp+q) = 0 então ∂q(cp+q ∩ ϕp) = 0.

Demonstração. De fato, temos que

∂q(cp+q ∩ ϕp) = (−1)p[∂p+q(cp+q) ∩ ϕp − cp+q ∩ δp(ϕp)]

= (−1)p[0 ∩ ϕp − cp+q ∩ 0]

= 0

Corolário 4.2 Se ∂p+q(σ
p+q) = 0 então ∂q(σ

p+q ∩ ϕp) = (−1)pσp+q ∩ δp(ϕp)

Demonstração. De fato, temos que

∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = (−1)p[∂p+q(σ

p+q) ∩ ϕp − σp+q ∩ δp(ϕp)]

= (−1)p[0 ∩ ϕp − σp+q ∩ δp(ϕp)]

= (−1)p+1σp+q ∩ δp(ϕp)

Corolário 4.3 Se δp(ϕp) = 0 então ∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = (−1)p∂p+q(σ

p+q) ∩ ϕp

Demonstração. De fato,

∂q(σ
p+q ∩ ϕp) = (−1)p[∂p+q(σ

p+q) ∩ ϕp − σp+q ∩ δp(ϕp)]

= (−1)p[∂p+q(σ
p+q) ∩ ϕp − σp+q ∩ 0]

= (−1)p∂p+q(σ
p+q) ∩ ϕp

Corolário 4.4 Seja Ki um complexo simplicial induzido. Pela passagem ao

quociente, o produto cap induz uma aplicação bilinear

∩ : Hp+q(Ki)×Hp(Ki; Z)→ Hq(Ki)

tal que ∩((zp+q, ϕ
p)) = zp+q ∩ ϕp.

Demonstração. De fato, mostremos que esta aplicação está bem definida.

Dados (z1, ϕ1) = (z2, ϕ2) ∈ Hp+q(Ki) × Hp(Ki; Z) temos que verificar que
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z1 ∩ ϕ1 − z2 ∩ ϕ2 ∈ Bq(Ki). Segue que (z1, ϕ1) = (z2, ϕ2) se, e somente

se, existem w ∈ Cp+q+1(Ki) e θ ∈ Cp−1(Ki) tais que ∂p+q+1(w) = z1 − z2 e

δp−1(θ) = ϕ1 − ϕ2. Podemos observar o seguinte:

∂q+1(w ∩ ϕ1) = (−1)p[∂p+q+1(w) ∩ ϕ1 − w ∩ δp(ϕ1)]

= (−1)p[(z1 − z2) ∩ ϕ1 − w ∩ 0)]

= (−1)p[(z1 − z2) ∩ ϕ1]

assim como,

∂q+1(z2 ∩ θ) = (−1)p[∂p+q(z2) ∩ θ − z2 ∩ δp−1(θ)]

= (−1)p[0 ∩ θ − z2 ∩ (ϕ1 − ϕ2)]

= (−1)p[−z2 ∩ (ϕ1 − ϕ2)]

Tomando apropriadamente γ = (−1)p[(w ∩ ϕ1)− (z2 ∩ θ)] temos:

∂q+1(γ) = ∂q+1((−1)p[(w ∩ ϕ1)− (z2 ∩ θ)])

= (−1)p[∂q+1(w ∩ ϕ1)− ∂q+1(z2 ∩ θ)]

= (−1)p{(−1)p[(z1 − z2) ∩ ϕ1]− (−1)p[−z2 ∩ (ϕ1 − ϕ2)]}

= (z1 − z2) ∩ ϕ1 + z2 ∩ (ϕ1 − ϕ2)

= z1 ∩ ϕ1 − z2 ∩ ϕ1 + z2 ∩ ϕ1 − z2 ∩ ϕ2

= z1 ∩ ϕ1 − z2 ∩ ϕ2

Logo, z1 ∩ ϕ1 − z2∩ ∈ Bq(Ki) e sendo assim, a aplicação ∩ está bem definida.

Portanto, induzida pelo produto cap a aplicação ∩ : Hp+q(Ki)×Hp(Ki; Z)→

Hq(Ki) é uma aplicação bilinear.

4.2 Representação Matricial

Seja Ki um complexo simplicial induzido. Dados σp+qj ∈ Ep+q(Ki) e ϕp ∈

Cp(Ki; Z) pela Definição 4.1, temos que

σp+qj ∩ ϕp = [λp+qp (σp+qj ), ϕp] · µp+qq (σp+qj ) = {ϕp(λp+qp (σp+qj ))} · µp+qq (σp+qj )
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Lembrando que se ϕp =

b(p)∑
i=1

xi · (σpi )∗ e cp =

b(p)∑
i=1

yi · σpi ∈ Cp(Ki) então

[ϕp]Ep(Ki) =

(
x1 x2 . . . xb(p)

)
e [cp]Ep =



y1

y2

...

yb(p)


Segue que para um (p+ q)−simplexo σp+qj tem-se

[σp+qj ∩ ϕp]Eq =

(
[λp+qp (σp+qj ) , ϕp] · µp+qq (σp+qj )

)
Eq

=

(
{ϕp(λp+qp (σp+qj ))} · µp+qq (σp+qj )

)
Eq

A coordenada de [σp+qj ∩ϕp]Eq correspondente ao elemento µp+qq (σp+qj )

é o escalar ϕp(λp+qp (σp+qj )) cujo valor, em termos de coordenadas, é dado por

[ϕp][λp+qp ][σp+qj ]. Assim [σp+qj ∩ ϕp]Eq = [µp+qq (σp+qj )][ϕp][λp+qp ][σp+qj ]. Mais pre-

cisamente, se
[
µp+qq

]
= [µk×i]b(q)×b(p+q) e

[
λp+qp

]
= [λj×i]b(p)×b(p+q) então temos

que

[
µp+qq

]
·
[
σp+qj

]
=



µ1j

µ2j

...

µb(q)j


e
[
λp+qp

]
·
[
σp+qj

]
=



λ1j

λ2j

...

λb(p)j


Logo,

[
σp+qj ∩ ϕp

]
Eq

=



µ1j

µ2j

...

µb(p)j


·


[
x1 x2 . . . xb(p)

]
·



λ1j

λ2j

...

λb(p)j
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=



µ1j

µ2j

...

µb(q)j


·
[
x1 · λ1j + x2 · λ2j + . . .+ xb(p) · λb(p)j

]

Agora para uma (p+ q)−cadeia arbitrária cp+q =

b(p+q)∑
j=1

yj · σp+qj tem-se

[cp+q ∩ ϕp]Eq
=

b(p+q)∑
j=1

yj · (σp+qj ∩ ϕp)


Eq

=

b(p+q)∑
j=1

yj ·
[
σp+qj ∩ ϕp

]
Eq

=

b(p+q)∑
j=1

yj ·



µ1j

µ2j

...

µb(q)j


·
[
x1 · λ1j + x2 · λ2j + . . .+ xb(p) · λb(p)j

]

=
[
µp+qq

]
·



(x1 · λ11 + x2 · λ21 + . . .+ xb(p) · λb(p)1) · y1

(x1 · λ12 + x2 · λ22 + . . .+ xb(p) · λb(p)2) · y2

...

(x1 · λ1b(p+q) + x2 · λ2b(p+q) + . . .+ xb(p) · λb(p)b(p+q)) · yb(p+q)



=
[
µp+qq

]




x1 · λ11 + x2 · λ21 + . . .+ xb(p) · λb(p)1

x1 · λ12 + x2 · λ22 + . . .+ xb(p) · λb(p)2
...

x1 · λ1b(p+q) + x2 · λ2b(p+q) + . . .+ xb(p) · λb(p)b(p+q)


?



y1

y2

...

yb(p+q)
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=
[
µp+qq

]

[
[ x1 x2 . . . xb(p) ] ·

[
λp+qp

]]t
?



y1

y2

...

yb(p+q)




=
[
µp+qq

] {[
[ϕp] ·

[
λp+qp

]]t
? [cp+q]

}
Portanto,

[cp+q ∩ ϕp]Eq
=
[
µp+qq

] {[
[ϕp] ·

[
λp+qp

]]t
? [cp+q]

}
.

Observação 4.1 Assim como no produto cup, a fórmula [cp+q ∩ ϕp ]Eq
=[

µp+qq

] {[
[ϕp] ·

[
λp+qp

]]t
? [cp+q]

}
é a mesma quando cp+q ∈ Cp+q(Kg) e ϕp ∈

Cp(Kg; Z).



Apêndice A

Cálculos e exemplos

A.1 Matriz na forma padrão

Dado um Z−homomorfismo f : A → B entre Z-módulos livres, é

imediato calcular núcleos e imagens se a matriz de f em relação às bases E e

F estiver na forma padrão, ou seja:

[f ]EF =

 0 D

0 0


n×m

onde D é uma matriz quadrada de ordem r cujos elementos diferentes de zero

estão na diagonal secundária, isto é,

D =



0 λ1

λ2

·

·

·

λr 0


r×r

75
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Nesta forma, o núcleo de f é gerado pelos (m− r) primeiros vetores da base E

e a imagem é o Z−módulo gerado por λ1f1, λ2f2 , ..., λrfr e denotado por

[λ1f1, λ2f2, ..., λrfr]

Se quisermos calcular o quociente de B(contradomı́nio) pela imagem

de f, construimos o seguinte isomorfismo:

φ :
contradomı́nio

imagem da f
=

[f1, f2, ..., fr, ..., fm]

[λ1f1, λ2f2, ..., λrfr]
→ Z|λ1|×Z|λ2|× ...×Z|λr|×Z× ...×Z

dado por:

φ ((x1f1 + x2f2 + ...+ xrfr + ...+ xmfm) + Im(f)) = (x1, x2, ..., xr, xr+1, ..., xm)

onde a operação no contradomínio da φ é dada pela adição das coordenadas

correspondentes.

Observação A.1 A matriz na forma padrão para um Z−homomorfismo entre

Z−módulos livres não é única.

Observação A.2 No contradomínio do Z−isomorfismo φ podemos eliminar

as parcelas Z1 já que estes são Z−módulos triviais

A.2 Operações elementares permisśıveis na ma-

triz inteira [f]EF

Sejam A e B Z-módulos livres com bases E e F respectivamente.

Dado o Z-homomorfismo f : A → B, vamos fazer operações elementares nas

linhas e colunas da matriz inteira [f ]EF , de modo a se obter uma nova matriz

inteira na forma padrão

M = [f ]E
′

F ′



77

onde E ′ e F ′ são as novas bases do domı́nio e contradomı́nio respectivamente de

f . As tabelas abaixo nos mostram as operações elementares permisśıveis, bem

como as correspondentes operações nas bases e nas coordenadas do domı́nio e

do contradomı́nio de f .

coor. do domı́nio base domı́nio oper. elementares

(x1, ..., xn) {e1, ..., en} [f ]EF

xi ↔ xj ei ↔ ej Ci ↔ Cj

xj → xj − γxi ei → ei + γej Ci → Ci + γCj

(A.1)

oper. elementares base contradomı́nio coor. do contradomı́nio

[f ]EF {f1, ..., fm} (y1, ..., ym)

Lr ↔ Lk fr ↔ fk yr ↔ yk

Lr → Lr + γLk fk → fk − γfr yr → yr + γyk

(A.2)

A notação Ci ↔ Cj significa permutar a coluna i pela coluna j

e Ci → Ci + γCj significa substituir a coluna i pela coluna que se obtém,

efetuando-se a soma dos elementos da coluna i com os correspondentes da

coluna j multiplicados por γ ∈ Z. Convencionando que Lr denota a r-ésima

linha, de modo análogo, seguem as outras notações.

Exemplo A.1 Seja o Z−homomorfismo f : A → B com bases E e F cuja

matriz é dada por

[f ]EF =


1 3 0

3 0 2

1 0 0


Se fizermos a seguinte sequência de operações elementares nesta matriz:

C3 ↔ C1, C2 → C2 − 3C3, L2 → L2 − 3L1, L3 → L3 − L1
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obtemos a seguinte matriz: 
0 0 1

2 −9 0

0 −3 0


Consideremos agora as seguintes operações:

C1 ↔ C2, C1 → C1 + 4C2

obtemos 
0 0 1

−1 2 0

−3 0 0


e finalmente fazendo

C1 ↔ C2, C1 → C1 + 2C2, L3 → L3 − 3L2

temos a matriz na forma padrão
0 0 1

0 −1 0

−6 0 0


Exemplo A.2 Seja f : A → B o Z−homomorfismo cuja matriz em relação

as bases canônicas é  0 2

3 0


Se fizermos a seguinte sequência de operações elementares nesta matriz:

L1 → L1 + L2, C1 → C1 − C2, C1 ←→ C2, C1 → C1 − 2C2, L2 → L2 − 3L1

obteremos a matriz numa outra forma padrão: 0 1

−6 0

 .
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A.3 Obtendo a matriz na forma padrão: O

Algoŕıtmo Anula

Mostraremos a seguir o Algoŕıtmo Anula, que nos leva à forma padrão

ilustrando apenas as operações elementares realizadas na matriz [f ]EF . Porém,

o Algoŕıtmo Anula, além destas operações na matriz, consiste também das

correspondentes mudanças nas bases E e F de acordo com as tabelas (A.1) e

(A.2)

1o Passo: Usando somente permutações de linhas e de colunas, colocamos no

cruzamento da primeira linha com a m-ésima coluna, o elemento p da

matriz [f ]EF de menor módulo. Este elemento chamaremos de pivô. Se

houver dois ou mais candidatos para o pivô façamos uma escolha.

a1 a2 · · · am−1 p

b2

·

·

·

bn


2o Passo: Se qi é o quociente da divisão de ai pelo pivô p, então fazendo as

operações elementares Ci → Ci−qiCm, para i = 1, 2, ...,m−1, obtemos:
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r1 r2 · · · rm−1 p

b2

·

·

·

bn


onde ri, 1 ≤ i ≤ m− 1, é o resto da divisão de ai por p.

3o Passo: Se qk é o quociente da divisão de bk pelo pivô, então fazendo as

operações elementares Lk → Lk − qkL1, para k = 2, 3, ..., n obtemos:

r1 r2 · · · rm−1 p

s2

·

·

·

sn


onde sk, k = 2, 3, ..., n, é o resto da divisão de bk por p.

4o Passo: Se na matriz acima, alguns dos rj ou si forem não nulos, então estes

são menores que o pivô p, pois são restos da divisão por p. Retornamos

então ao 1o passo até obter uma matriz da forma: 0 p′

B 0


m×n

5o Passo: Refazemos os passos 1,2,3 e 4 para a submatriz B.

Exemplo A.3 Dado o Z−homomorfismo f : A → B, sejam E = {e1, e2} e
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F = {f1, f2} bases de A,B respectivamente. Se

[f ]EF =

 3 1

−1 2


efetuamos as operações elementares com as linhas e colunas obtendo conse-

quentemente as novas bases E ′ e F ′. Ou seja,

C1 → C1 − 3C2 ⇒ e1 → e1 − 3e2

logo

[f ]E
′

F =

 0 1

−7 2

 , E ′ = {e1 − 3e2, e2}, F = {f1, f2}

e

L2 → L2 − 2L1 ⇒ f1 → f1 + 2f2,

obtendo assim a matriz na forma padrão e suas novas bases E ′ e F ′ :

[f ]E
′

F ′ =

 0 1

−7 0

 , E ′ = {e1 − 3e2, e2}, F ′ = {f1 + 2f2, f2}.

A.4 Exemplos

Exemplo A.4 Seja Kg a coleção de simplexos orientados aleatoriamente obti-

dos da triangulação da Faixa de Möbius dada abaixo. Dessa forma, para calcu-

lar os seus Z-módulos de homologia, teremos que usar a definição do operador

bordo geométrico junto com a definição de número de incidência.

Kg = { 〈a1〉, 〈a2〉, 〈a3〉, 〈a4〉, 〈a5〉, 〈a6〉, 〈a4, a1〉, 〈a2, a5〉, 〈a3, a6〉,
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〈a4, a5〉, 〈a5, a6〉, 〈a6, a1〉, 〈a1, a2〉, 〈a2, a3〉, 〈a3, a4〉, 〈a1, a5〉, 〈a3, a1〉,

〈a2, a6〉, 〈a1, a4, a5〉, 〈a1, a5, a2〉, 〈a2, a5, a6〉, 〈a2, a6, a3〉, 〈a3, a6, a1〉,

〈a3, a1, a4〉 }

Obtido então o complexo de cadeias

0 −→ C2(Kg)
∂2−→ C1(Kg)

∂1−→ C0(Kg)
∂0−→ 0

vamos usar o algoritmo anula e o programa HCprod Ver[4], para calcular

H2(Kg), H1(Kg) e H0(Kg). Podemos primeiramente ordenar o conjunto dos p-

simplexos (p = 0, 1, 2), considerando dois aspectos: primeiro os representantes

de orientação positiva nele listados e segundo a ordem lexicográfica dos ı́ndices

dos vértices de cada simplexo listado no conjunto. Dessa forma, obtemos os

seguintes conjuntos ordenados:

E0(Kg) = ( 〈a1〉, 〈a2〉, 〈a3〉, 〈a4〉, 〈a5〉, 〈a6〉 )

E1(Kg) = ( 〈a1, a2〉, 〈a1, a5〉, 〈a2, a3〉, 〈a2, a5〉, 〈a2, a6〉, 〈a3, a1〉,

〈a3, a4〉, 〈a3, a6〉, 〈a4, a1〉, 〈a4, a5〉, 〈a5, a6〉, 〈a6, a1〉 )

E2(Kg) = ( 〈a1, a4, a5〉, 〈a1, a5, a2〉, 〈a2, a5, a6〉,

〈a2, a6, a3〉, 〈a3, a1, a4〉, 〈a3, a6, a1〉 )

A matriz do operador bordo ∂2 em relação às bases E2 e E1 e a matriz na
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forma padrão em relação às novas bases F2 e G1 são dadas por:

[∂2]
E2
E1

=



0 −1 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 −1 1 0 0 0

0 0 −1 1 0 0

0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 1

−1 0 0 0 −1 0

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1



[∂2]
F2
G1

=



0 0 0 0 0 −1

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


Agora, a seguinte matriz nos dá as coordenadas da nova base G1 = {γ1

1 , ..., γ
1
12}



84

em relação a E1 que devem ser lidas na horizontal:

1 −1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 1 0 −1 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 −1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 1 −1 1 0 0 −1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


Se E1 = {σ1

1, σ
1
2, ..., σ

1
12} então temos que G1 = {γ1

1 , γ
1
2 , ..., γ

1
12}, onde

γ1
1 = 1 · σ1

1 − 1 · σ1
2 + 1 · σ1

4,

γ1
2 = 1 · σ1

2 + 1 · σ1
9 − 1 · σ1

10,

γ1
3 = 1 · σ1

3 − 1 · σ1
5 + 1 · σ1

8,

γ1
4 = 1 · σ1

4 − 1 · σ1
5 + 1 · σ1

11,

γ1
5 = 1 · σ1

6 − 1 · σ1
8 − 1 · σ1

12,

γ1
6 = 1 · σ1

7 − 1 · σ1
8 + 1 · σ1

9 − 1 · σ1
12,

γ1
7 = 1 · σ1

5,

γ1
8 = 1 · σ1

8,

γ1
9 = 1 · σ1

9,
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γ1
10 = 1 · σ1

10,

γ1
11 = 1 · σ1

11,

γ1
12 = 1 · σ1

12.

Observando a matriz na forma padrão do operador ∂2, podemos concluir que

Ker ∂2=0, logo, H2(Kg) = 0. Agora a matriz do operador bordo ∂1 em relação

às bases E1 e E0 é dada a seguir:

[∂1]
E1
E0

=



−1 −1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 −1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 −1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 −1 −1 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 −1


De acordo com o algoŕıtmo anula precisamos agora calcular [∂1]

G1
E0

, para isso,

sabemos que [∂1]
G1
E0

= [∂1]
E1
E0
· [M ]G1

E1
, onde [M ]G1

E1
é dada a seguir:

[M ]G1
E1

=



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

−1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 −1 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 −1 −1 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1 −1 0 0 0 0 0 1
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Sendo assim, obtemos a seguinte matriz:

[∂1]
G1
E0

=



0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 −1


Colocando a matriz na forma padrão temos:

[∂1]
F1
G0

=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


e as coordenadas das novas bases G0 e F1 em relação a E0 e G1 respectivamente

são dadas por:



1 0 0 0 0 −1

0 1 0 0 0 −1

0 0 1 0 0 −1

0 0 0 1 0 −1

0 0 0 0 1 −1

0 0 0 0 0 1


e



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 −1

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


Se F1 = {β1

1 , β
1
2 , ..., β

1
12} então

β1
1 = 1 · γ1

1 ,
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β1
2 = 1 · γ1

2 ,

β1
3 = 1 · γ1

3 ,

β1
4 = 1 · γ1

4 ,

β1
5 = 1 · γ1

5 ,

β1
6 = 1 · γ1

6 ,

β1
7 = −1 · γ1

9 + 1 · γ1
10 + 1 · γ1

11 + 1 · γ1
12 ,

β1
8 = −1 · γ1

9 + 1 · γ1
10 + 1 · γ1

12 ,

β1
9 = 1 · γ1

9 − 1 · γ1
12 ,

β1
10 = 1 · γ1

8 ,

β1
11 = 1 · γ1

7 ,

β1
12 = 1 · γ1

12 .

Observando as matrizes [∂2]
F2
G1

e [∂1]
F1
G0

podemos concluir que

Im∂2 = [−γ1
1 ,−γ1

2 ,−γ1
3 , γ

1
4 ,−γ1

5 ,−γ1
6 ]

enquanto que

Ker ∂1 = [β1
1 , β

1
2 , β

1
3 , β

1
4 , β

1
5 , β

1
6 , β

1
7 ].

Logo,

H1(Kg) =
[γ1

1 , γ
1
2 , γ

1
3 , γ

1
4 , γ

1
5 , γ

1
6 , −1 · γ1

9 + 1 · γ1
10 + 1 · γ1

11 + 1 · γ1
12]

[−γ1
1 , −γ1

2 , −γ1
3 , γ

1
4 , −γ1

5 , −γ1
6 ]

e assim H1(Kg) ∼= Z. Se G0 = {α0
1, α

0
2, α

0
3, α

0
4, α

0
5, α

0
6} então

H0(Kg) =
[α0

1, α
0
2, α

0
3, α

0
4, α

0
5, α

0
6]

[1 · α0
1 ,−1 · α0

2 ,−1 · α0
3 ,−1 · α0

4 , 1 · α0
5]

e novamente temos que H0(Kg) ∼= Z.
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Exemplo A.5 Seja a triangulação do toro T dada por:

Utilizando o programa Hcprod, obtemos as seguintes coordenadas dos

geradores ϕ1, θ1 ∈ H1(Kg; Z) = Z ⊕ Z em relação à base canônica E1 =

(〈a1, a2〉∗, 〈a1, a3〉∗, . . . , 〈a8, a9〉∗):

[ϕ1]E1 = [ 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 −1 −1 0 1 0 0 0 −1

0 −1 1 1 0 0 0 ]

e

[θ1]E1 = [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 −1 0 1 0

0 −1 0 0 1 1 ].

Utilizando a fórmula local para o produto cup

[ϕ1 ∪ θ1]E2 = ([ϕ1]E1 · [λ2
1]) ? ([θ1]E1 · [µ2

1])

temos que

[ϕ1 ∪ θ1]E2 = [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1 0 ]

onde E2 = (〈a1, a2, a4〉∗, 〈a1, a2, a7〉∗, . . . , 〈a7, a8, a9〉∗) e as matrizes [λ2
1] e [µ2

1]

são obtidas de acordo com a Observação 3.3, da matriz do operador bordo

∂2 dada a seguir:
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Sabemos que H2(Kg; Z) = Z e as coordenadas do gerador ψ2 ∈ H2(Kg; Z) pelo

programa são dadas por: [ψ2]E2 = [ 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 1 ].

Podemos afirmar que ϕ1 ∪ θ1 = ψ2. De fato, mostremos que ϕ1 ∪ θ1 − ψ2 ∈

Im(δ1). Temos ϕ1∪θ1−ψ2 = (σ2
13)

∗+(σ2
16)

∗+(σ2
17)

∗−(σ2
18)

∗, onde (σ2
i )

∗ ∈ E2,

e a matriz de δ1 na forma padrão é dada por
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Logo, Im(δ1) = [γ2
1 , . . . , γ

2
13,−γ2

14, γ
2
15, γ

2
16,−γ2

17], onde γ2
j ∈ F 2. Para saber

então se ϕ1 ∪ θ1 − ψ2 ∈ Im(δ1), basta fazer a mudança de base:

[ϕ1 ∪ θ1 − ψ2]F 2 = ME2

F2
· [ϕ1 ∪ θ1 − ψ2]E2

onde ME2

F2
é a matriz mudança de base de E2 para F 2 dada a seguir

Dessa forma,

[ϕ1 ∪ θ1 − ψ2]F 2 = [ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 0 0 1 0 ]

ou seja, ϕ1 ∪ θ1 − ψ2 = γ2
13 − γ2

14 + γ2
17 ∈ Im(δ1). Portanto, ϕ1 ∪ θ1 = ψ2.
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