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Resumo

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre soluções singulares de opera-

dores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes. Nós provaremos

o Teorema de Paley-Wiener-Schwartz e a sua versão para suportes singulares,

os quais carregam informações sobre o tamanho do suporte e do suporte singu-

lar, respectivamente, e também sobre a regularidade de distribuições de suporte

compacto. Nós também demonstramos dois resultados do tipo de propagação

de singularidades para soluções de operadores diferenciais parciais lineares com

coeficientes constantes de tipo principal real. Estes resultados descrevem, para

uma situação espećıfica, quão pequeno pode ser o suporte singular de soluções

singulares.



Abstract

The objective of this work is to present some properties of singular so-

lutions for linear partial differential operators with constant coefficients. We

prove Paley-Wiener-Schwartz’s theorem and its version for singular supports,

these results carry information about the size of support and singular support,

respectively, and also about the regularity of compact support distributions.

We also prove two theorems of propagation of singularities’s type for solutions

of linear partial differential operators with constant coefficients of real prin-

cipal type. These results describe in particular, for a very specific situation,

how small can the singular support of singular solutions be.



Introdução

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre soluções singulares de

operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes.

No primeiro caṕıtulo introduziremos algumas notações, definições e re-

sultados que serão utilizados nesta dissertação.

No segundo caṕıtulo falaremos sobre a transformada de Fourier e algu-

mas de suas propriedades. Como aplicação discutiremos soluções fundamentais

de equações eĺıpticas. A transformada de Fourier-Laplace de distribuições com

suporte compacto é então abordada. A seguir demonstraremos o teorema de

Paley-Wiener-Schwartz e a sua versão para suportes singulares. Tais resul-

tados dão informações sobre o tamanho do suporte e do suporte singular de

uma distribuição de suporte compacto, respectivamente, bem como sobre a

sua regularidade medida pelo comportamento da transformada de Fourier.

No Caṕıtulo 3 introduziremos o conjunto frente de ondas(=wave front

set), denotado por WF (u), de uma distribuição u; tal conjunto combina a lo-

calização das singularidades e o comportamento da transformada de Fourier.

Esta noção se mostra importante para a descrição de soluções singulares de

equações diferenciais parciais lineares P (x,D), que aqui se entende por distri-

buições u tais que o seu conjunto frente de ondas é estritamente maior que

o de P (x,D)u. Para o caso em que P (x,D) seja com coeficientes constantes



2

e de tipo principal real algumas propriedades das singularidades, em termos

do conjunto frente de ondas, das soluções singulares finalizam este trabalho.

Tais resultados são sintetizados nos teoremas 3.4.7 e 3.4.8. A principal fonte

foi o livro The Analysis of Linear Partial Differential Operators, Vol. 1, de L.

Hörmander.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Introdução

Este caṕıtulo apresenta um apanhado geral dos conteúdos preliminares

necessários para o desenrolar desta dissertação. Ele está dividido nas seguintes

seções:

Na Seção 1.2 apresentaremos as notações usadas nesta dissertação.

Na Seção 1.3 introduziremos a topologia natural em C∞
c (Ω) que o torna um

espaço vetorial topológico completo, sendo Ω é um aberto de Rn, ;

Na Seção 1.4 demonstraremos alguns resultados da teoria das distribuições;

A Seção 1.5 trata de convolução ;

Na Seção 1.6 definiremos distribuições homogêneas e enunciaremos dois teore-

mas de extensão de distribuições homogêneas de Rn\{0} para Rn;

Na Seção 1.7 definiremos distribuições em espaços produto e produto tensorial;

Na Seção 1.8 falaremos da composição de distribuições com funções C∞ com

diferencial sobrejetiva;

Na Seção 1.9 apresentaremos alguns resultados sobre conjuntos convexos;
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Na Seção 1.10 enunciaremos alguns teoremas os quais serão citados nos caṕıtulos

posteriores.

1.2 Notações

O objetivo desta seção é apresentar as notações usadas neste caṕıtulo.

Iniciamos recordando que estamos usando x = (x1, x2, . . . , xn) como as

variáveis no espaço euclidiano Rn de dimensão n ≥ 1 e Nn como o conjunto

de todas as n-uplas α = (α1, · · · , αn) com αj ∈ N, para cada j = 1, · · · , n.

Também estamos usando |α| = α1 + · · ·+ αn e

∂α = ∂α1
x1

∂α2
x2
· · · ∂αn

xn
,

sendo ∂xj
= ∂

∂xj
.

Usaremos o produto escalar usual

x · ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn

e a norma usual

|x| = √
x · x .

Se α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn e β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Nn então usaremos

a seguinte relação de ordem

β ≤ α ⇔ βj ≤ αj ,∀j = 1, . . . , n .

Além disso

α! = α1! · · ·αn!

e o coeficiente binomial é dado por

(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
, ∀β ≤ α ,
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onde a diferença de multi-́ındices é calculada coordenada a coordenada.

Os monômios em x de expoente α serão denotados por

xα = xα1
1 xα2

2 · · ·xαn
n .

Usaremos também a notação

Dα = Dα1
x1

Dα2
x2
· · ·Dαn

xn
,

sendo Dxj
= −i ∂

∂xj
.

Em C∞ (Rn) vale a fórmula de Leibniz

∂α(ϕ · ψ) =
∑

β≤α

(
α

β

)
∂α−βϕ · ∂βψ.

Se f ∈ C∞(Rn) e x0 ∈ Rn, podemos considerar a expansão de Taylor

∑

α∈Zn
+

∂αf(x0)

α!
(x− x0)

α .

Dado um operador linear diferencial parcial de ordem m

P (x,D) =
∑

|α|≤m

cα(x)Dα

com coeficientes cα ∈ C∞ (Rn) , chamamos de śımbolo de P a função

p(x, ξ) =
∑

|α|≤m

cα(x)ξα

e de śımbolo principal de P a função

pm(x, ξ) =
∑

|α|=m

cα(x)ξα .

Tanto o śımbolo como o śımbolo principal são funções definidas em Rn×
Rn, polinomiais na segunda variável, sendo esta última uma função homogênea

de grau m em ξ.

Consideraremos Ω um subconjunto aberto de Rn, se K for um subcon-

junto compacto de Ω denotaremos K ⊂⊂ Ω e o complementar de Ω em Rn

denotaremos por Ωc.
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1.3 A Topologia de C∞
c (Ω)

Nesta seção enunciaremos os resultados necessários para introduzirmos

uma topologia em C∞
c a qual torne espaço completo, a demonstração destes

resultados pode ser encontrada em [O] ou [H2].

Nesta seção seja K compacto em Rn. Nestas condições temos que:

PROPOSIÇÃO 1.3.1. O espaço vetorial normado C(K) = {f : K → C; f

cont́ınua}, com a norma do supremo, ‖ f ‖∞= sup{|f(x)|}, é completo.

DEMONSTRAÇÃO Ver [O] pg.10.

TEOREMA 1.3.2 (Teorema da Extensão de Whitney) Sejam uα, |α| ≤ k,

funções cont́ınuas em K. Para cada α, considere

Uα(x, y) =

∣∣∣∣∣uα(x)−
∑

|β|≤k−|α|

uα+β(y)(x− y)β

β!

∣∣∣∣∣|x− y||α|−k se x 6= y, x, y ∈ K

e

Uα(x, x) = 0, x ∈ K.

Se Uα é cont́ınua em K ×K quando |α| ≤ k, é posśıvel encontrar v ∈ Ck(Rn)

com ∂αv(x) = uα(x), x ∈ K e |α| ≤ k.

DEMONSTRAÇÃO. Ver [H2]-pg.48.

Agora considere o espaço Cj(K) o espaço das funções cont́ınuas defini-

das no compacto K que admite extensão j-vezes diferenciável com a j-ésima

derivada cont́ınua, isto é,

Cj(K) = {f ∈ C(K);∃U ⊃ K aberto e f ∗ ∈ Cj(U) : f ∗ |K= f}.

Podemos colocar uma norma neste espaço a fim de torná-lo completo.
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PROPOSIÇÃO 1.3.3 Seja K ∈ Rn compacto tal que intK = K. Então

‖ f ‖j,∞= sup
K
{|Dαf ∗(x)|; |α| ≤ j}

é uma norma em Cj(K). E (Cj(K), ‖ · ‖j,∞) é completo.

DEMONSTRAÇÃO Ver [O] pg.12.

A proposição acima mostra que se intK = K, não há ambiguidade em

considerar

pj(f) =‖ f ‖j,∞= sup
x∈K

|Dαf(x)|, se f ∈ Cj(K).

PROPOSIÇÃO 1.3.4. Nestas condições temos que (C∞(K), {pj}) é normado

completo.

DEMONSTRAÇÃO. Ver [O] pg.14.

Defina C∞(K) =
∞⋂

j=0

Cj(K). Em C∞(K) considere a métrica

d(f, g) =
∞∑

j=0

2−j pj(f − g)

1 + pj(f − g)
,

PROPOSIÇÃO 1.3.5. Suponha que K seja infinito. Nesta condições (C∞(K), d)

não é normável, isto é, não existe norma ‖ · ‖ tal que

(C∞(K), d) = (C∞(K), ‖ · ‖).

DEMONSTRAÇÃO. Ver [O] pg.14.

Podemos definir uma topologia de C∞(K) através de semi-normas. De

fato neste caso será uma famı́lia infinita de semi-normas. Defina um aberto

básico de C i(K) como sendo,

V (f, n, ε) = {g ∈ Ci(K) : pn(g − f) < ε}.
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PROPOSIÇÃO 1.3.6. (C∞(K), d) é igual a (C∞(K), {pn}).

DEMONSTRAÇÃO Ver [O] pg.15.

Dado Ω um aberto de Rn, não vazio, definimos o espaço vetorial C∞
c

como sendo o espaço da funções C∞(Ω) cujo suporte é compacto. Lem-

bramos que o suporte de uma função cont́ınua φ(x) é o fecho do conjunto

{x ∈ Ω; φ(x) 6= 0}, e se denota por S(φ). Tal espaço é não vazio pois a função

φ(x) = exp(1/(|x|2 − 1)) se x ∈ B1(0) ⊂ Rn e φ(x) = 0 se x /∈ B1(0) está em

C∞
c (Rn), o seu suporte é B1(0) e φ ≥ 0 em B1(0). Transladando e contraindo

o suporte de φ, encontramos φ∗ ∈ C∞
c (Ω). Escreva Ω =

∞⋃
i=0

Ki, com os K ′
is

compactos de Rn tais que Ki ⊂ int(Ki+1) ∀i ∈ N. Um cálculo relativamente

simples mostra que

d1(f, g) =
∞∑
i=0

2−iqi(g − f)

1 + qi(g − f)
,

em que qi(f) = supx∈Ki
{|Dαf(x)|; |α| ≤ i}, f ∈ C∞

c (Ω), define uma métrica

sobre o espaço C∞
c . A topologia de C∞

c é dada pelos elementos básicos

V (f, n, ε) = {g ∈ C∞
c (Ω) : qn(g − f) < ε}.

PROPOSIÇÃO 1.3.7. (C∞
c , d1) não é completo.

DEMONSTRAÇÃO. Ver [O] pg.17.

Pode-se definir uma outra topologia em C∞
c que é mais fina do que foi

dada. Isto é feito da seguinte forma: Seja ρ = {ρα}α∈Nn uma famı́lia de funções

cont́ınuas definidas em Ω, tais que {S(ρα)}α∈Nn é uma famı́lia localmente finita

de conjuntos, isto é, para todo compacto K ⊂ Ω, #{α; S(ρα)∩K 6= ∅} é finito.

Fixado uma tal famı́ia considere a seguinte semi-norma em C∞
c :

pρ(φ) =
∑

α

sup |ραDαφ|.
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Assim definimos uma topologia em C∞
c , cujos abertos básicos são dados por:

V (f, ρ, ε) = {g ∈ C∞
c (Ω); pρ(g − f) < ε}.

Nestas condições a topologia dada pela famı́lia de semi-normas {pρ}, é mais

fina que a dada pela famı́lia de semi-normas {pi}, constrúıda anteriormente.

De fato, basta mostrar que fixado no existe C > 0 e ρo tal que

pno(f) ≤ Cpρo(f), ∀f ∈ C∞
c .

Assim tome C = 1 e ρo = {ρ0,α}α∈Nn em que

ρ0,α(x) =





1, se |α| ≤ no

0, se |α| > no

Tais ρo = {ρ0,α}α∈Nn pertencem a C(Ω) e é uma famı́lia localmente finita pois

ρ0,α(x) = 0 exceto para |α| > no, independente do compacto. E como

sup
x∈Kno

{|Dαf(x)| : |α| ≤ no} ≤ sup
x∈Ω

{|Dαf(x)| : |α| ≤ no}

= sup
x∈Ω

{|ρ0,α(x)Dαf(x)|} ≤ pρo(f)

=
∑

α

sup
x∈Ω

{|ρ0,α(x)Dαf(x)|},

temos que a topologia dada pela famı́lia de semi-normas {pρ} é mais fina que

a topologia dada pelas semi-normas {pn}.

PROPOSIÇÃO 1.3.8. (C∞
c , {pρ}) é completo.

DEMONSTRAÇÃO Ver [O] pg.21.

Esta será a topologia de C∞
c que consideraremos.
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1.4 Definição e Propriedades Básicas de Dis-

tribuições

DEFINIÇÃO 1.4.1 Se f é uma função complexa, Lebesgue mensurável, defi-

nida num aberto Ω ⊂ Rn, tal que para todo compacto K ⊂ Ω,

∫

K

|f |dx < ∞

dizemos que f é localmente integrável e escrevemos f ∈ L1
loc(Ω).

Dada φ1 ∈ C∞
c , φ1 6≡ 0, φ1 ≥ 0 se multiplicarmos φ1(x) por uma

constante adequada obteremos uma nova função φ(x) ∈ C∞
c (Rn) tal que

∫
φ(x)dx = 1, φ ≥ 0, S(φ) ⊆ {x; |x| ≤ 1}. (1.4.1)

De fato, seja λ = 1R
φ1dx

, assim tome φ(x) = λφ1(x).

Seja

φε(x) = ε−nφ(
x

ε
),

definimos

fε(x) =

∫
f(x− εy)φ(y)dy = ε−n

∫
f(y)φ(

x− y

ε
)dy, f ∈ L1

loc(Rn).

TEOREMA 1.4.2 Seja φ ∈ C∞
c (Rn) tal que (1.4.1) vale, se f ∈ L1

loc(Ω)

e S(f) = Ω então fε ∈ C∞
c (Ω) se ε < δ = d(S(f), Ωc). Se f ∈ Lp(Ω),

1 ≤ p < ∞ e S(f) ⊂⊂ Ω então fε → f em Lp(Ω) quando ε → 0. Além disso,

se f ∈ C0(Ω), então fε → f uniformemente.

DEMONSTRAÇÃO. DEMONSTRAÇÃO. 1) fε ∈ C0(Ω). De fato, como

|fε(x)− fε(x
′
)| =ε−n|

∫
f(y)[φ(

x− y

ε
)− φ(

x
′ − y

ε
)]dy|

≤ ε−n

∫
|f(y)||φ(

x− y

ε
)− φ(

x
′ − y

ε
)|dy

≤‖ f ‖1 sup
ε|t−t′ |≤|x−x′ |

|φ(t)− φ(t
′
)|,



11

e o resultado segue da continuidade de φ.

2) Podemos diferenciar φ sob o sinal de integração. De fato,

∂

∂xj

fε(x) = lim
h→0

fε(x + hej)− fε(x)

h

= lim
h→0

ε−n

h

∫
f(y)[φ(

x + hej − y

ε
)− φ(

x− y

ε
)]dy.

Mas como f ∈ L1(Ω), temos que para cada x fixo

ε−n

h
f(y)[φ(

x + hej − y

ε
)− φ(

x− y

ε
) → ε−nf(y)

∂

∂xj

φ(
x− y

ε
),

quando h → 0. Então pelo Teorema do Valor Médio existem 0 < θh < 1 tal

que

|1
h
f(y)[φ(

x + hej − y

ε
)− φ(

x− y

ε
)]| = |f(y)

(
∂

∂xj

φ

)
(
x + θhej − y

ε
)|

≤ |f(y)| max
0<θh<1

|
(

∂

∂xj

φ

)
(
x + θhej − y

ε
)|,

de modo que o membro à direita da última desigualdade está em L1(Ω). Logo,

pelo Teorema da Convergência Dominada

∂

∂xj

fε(x) = ε−n

∫
f(y)

(
∂

∂xj

φ

)
(
x− y

ε
)dy.

Analogamente mostra-se que

Dαfε(x) = ε−n

∫
f(y) (Dαφ) (

x− y

ε
)dy,

e seguindo os passos de 1) prova-se que Dαfε ∈ C0(Ω). Portanto, fε ∈ C∞(Ω).

3) Suponhamos que fε(x) 6= 0. Logo, pela primeira expressão de fε,

existe y ∈ S(φ) = {y, |y| ≤ 1} tal que x− εy ∈ K. Assim, se ε < δ = d(K, Ωc),

segue que S(fε) ⊆ K + {x; ‖ x ‖≤ ε}, donde fε ∈ C∞
c (Ω).

4) Vamos supor que f ∈ C0
c (Ω). Desde que

∫
φdy = 1, então

|fε(x)− f(x)| = |
∫

[f(x− εy)− f(x)]φ(y)dy| ≤ sup
y
|f(x− εy)− f(x)|,
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o qual tende a zero com ε, devido a continuidade uniforme de f. Logo, fε → f

uniformemente.

5) Seja f ∈ Lp(Ω). Temos que ‖ fε ‖p≤‖ f ‖p. De fato,

|fε(x)| =|
∫

f(x− εy)φ(y)dy| ≤
∫
|f(x− εy)||φ(y)| 1p+ 1

q dy

≤ (

∫
|f(x− εy)|p|φ(y)|dy)

1
p (

∫
|φ(y)|dy)

1
q ,

em que na última passagem usamos a desigualdade de Hölder. Assim,

∫
|fε(x)|pdx ≤

∫ ∫
|f(x− εy)|p|φ(y)|dydx =‖ f ‖p

p,

sendo que a última igualdade segue do teorema de Fubini. Logo ‖ fε ‖p≤‖ f ‖p.

Por outro lado, dado η > 0, existem v, vε ∈ C0
c (Ω) tal que ‖ f − v ‖p< η e

‖fε − vε‖p < η. Portanto,

‖ fε − f ‖p= ‖ fε − v + v − f ‖p≤‖ fε − v ‖p + ‖ v − f ‖p

≤‖ fε − vε ‖p + ‖ vε − v ‖p + ‖ f − v ‖p< 2η+ ‖ vε − v ‖p .

Mas como vε → v uniformemente quando ε → 0 e S(vε) ⊂ K +{x; ‖ x ‖≤ ε}, o

qual independe de ε se 0 < ε < 1. Logo, ‖ vε− v ‖p< δ se ε for suficientemente

pequeno e ‖ fε − f ‖p< 3δ.

OBSERVAÇÕES 1.4.3 (i) Se f ∈ Lp, 1 ≤ p < ∞ é de suporte compacto então

f ∈ L1 pela desigualdade de Hölder, assim fε ∈ L1.

(ii) Usando o fato de que as funções em Lp com suporte compacto são densas

em Lp, o teorema mostra que C∞
c (Ω) ⊂ Lp(Ω) densamente.

(iii) C∞
c (Ω) ⊂ L∞(Ω) de modo não denso. De fato, seja ψ(x) = 1 em Ω, então

ψ ∈ L∞(Ω). Assim, dado qualquer ϕ ∈ C∞
c (Ω), ‖ϕ−ψ‖∞ = sup

x∈Ω
|(ϕ−ψ)(x)| ≥

1, pois existe x ∈ Ω tal que ϕ(x) = 0.

TEOREMA 1.4.4 Seja K ⊂ Ω um conjunto compacto. Então existe uma

função ϕ ∈ C∞
c (Ω) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 e ϕ = 1 numa vizinhança de K.
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DEMONSTRAÇÃO. Seja δ = d(K, Ωc), δ > 0, pois é a distância entre um

compacto e um fechado disjunto. Consideremos ε, ε1 > 0 tais que ε < ε1 <

ε + ε1 < δ e seja χ a função caracteŕıstica de K1 = K + {x ∈ Ω; |x| ≤ ε1}.
Tomemos

ϕ(x) =

∫
χ(x− εy)φ(y)dy = ε−n

∫
χ(y)φ(

x− y

ε
)dy,

em que φ ∈ C∞
c tal que (1.4.1) vale. ϕ ∈ C∞

c , pois S(ϕ) ⊆ K1 + {x; |x| ≤
ε} ⊆ K + {x; |x| ≤ ε + ε1} ⊆ Ω. Se d(x, K) < ε1− ε, segue que para qualquer

y ∈ Rn, com |y| ≤ 1, x− εy ∈ K1. Conseqüentemente

ϕ(x) =

∫
χ(x− εy)φ(y)dy =

∫

|y|≤1

χ(x− εy)φ(y)dy =

∫

|y|≤1

φ(y)dy = 1.

Portanto ϕ ≡ 1 numa vizinhança de K.

OBSERVAÇÃO 1.4.5 Com a notação do Teorema acima temos

|∂αϕ(x)| = ε−n|Dα(

∫
χ(y)φ(

x− y

ε
)dy)| =

= ε−n|
∫

χ(y)ε−|α|(Dα)(
x− y

ε
)dy| =

= ε−|α||
∫

χ(x− εy)(Dαφ)(y)dy| ≤

≤ ε−|α|
∫
|Dαφ|dy.

Assim

|∂αϕ| ≤ Cαε−|α| (1.4.2)

em que Cα depende apenas de α e da norma.

TEOREMA 1.4.6 Sejam Ω1, ..., Ωk conjuntos abertos e K um compacto tal

que K ⊂ ∪k
1Ωj. Então existem funções ϕj ∈ C∞

c (Ωj) tal que ϕj ≥ 0 e
k∑
1

ϕj ≤
1, com a igualdade numa vizinhança de K.
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DEMONSTRAÇÃO. Ver [H2] pg.28.

DEFINIÇÃO 1.4.7 Uma sequência {φj} de funções em C∞
c (Ω) converge a zero

em C∞
c (Ω) se

(i) existe um compacto K ⊂ Ω tal que S(φj) ⊆ K, j = 1, 2, ...

(ii) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções φj

convergem uniformemente a zero quando j →∞.

DEFINIÇÃO 1.4.8 Uma distribuição u em Ω é uma aplicação linear de C∞
c

tal que para cada compacto K ⊂ Ω existem constantes C e k tais que:

|u(ϕ)| ≤ C
∑

|α|≤k

sup|Dαϕ|; ϕ ∈ C∞
◦ (K). (1.4.3)

O conjunto de todas distribuições é denotado por D′(Ω). Se o inteiro k

na estimativa acima independe da escolha do compacto K, a distribuição u é

dita ser de ordem finita, e o menor de tais inteiros k é chamado de ordem da

distribuição u em Ω e denotamos o conjunto destas distribuições por D′k(Ω).

O conjunto de todas distribuições de ordem finita em Ω é denotado por D′
F (Ω),

isto é, D′
F (Ω) =

⋃

k

D′k(Ω).

O próximo teorema dá uma outra definição para distribuições.

TEOREMA 1.4.9 Uma forma linear u definida em C∞
c (Ω) é uma distri-

buição se, e somente se, u(ϕj) → 0 quando j → ∞ para cada seqüência

ϕj ∈ C∞
c (Ω) tal que ϕj → 0 em C∞

c (Ω).

DEMONSTRAÇÃO Suponhamos que u é uma distribuição. Seja φj → 0 em

C∞
c (Ω) e S(φj) ⊆ K0, j = 1, 2, ... logo

∑
|α|≤m supK0

|Dαφj| → 0 quando

j → 0, pois φ
(m)
j → 0 quando j → 0 uniformemente em K = K0, portanto

u(φj) → 0 quando j → 0. Reciprocamente, suponhamos que u(φj) → 0 quando
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j → 0 para toda seqüência C∞
c (Ω) 3 φj → 0 em C∞

c (Ω) e suponhamos que u

não satisfaça (1.4.3), ou seja dado C = k = n existe ϕn ∈ C∞
c (Ω) tal que

rn = |〈u, ϕn〉| > n
∑

|α|≤n

sup |Dαϕn|, S(ϕn) ⊆ K,

assim para ψn = ϕn

rn
∈ C∞

c , temos que

∑

|α|≤n

sup |Dαψn| < 1

n
, 〈u, ψn〉 = 1, S(ψn) ⊆ K,

isto é, ψn → 0 em C∞
c (Ω) e 〈u, ψn〉 6→ 0 o que contradiz a continuidade de u.

EXEMPLO 1.4.10 Consideremos Ω = Rn, e defina

〈δ, φ〉 = φ(0), φ ∈ C∞
c (Rn).

O funcional δ é linear e cont́ınuo. Esta distribuição é chamada ”delta de

Dirac”.

EXEMPLO 1.4.11 Seja f ∈ L1
loc(Ω), Ω ⊆ Rn, e defina

〈Tf , φ〉 =

∫
fφdx, φ ∈ C∞

c (Ω).

Tf é uma distribuição. De fato,

〈Tf , φ1 + λφ2〉 =

∫
fφ1dx + λ

∫
fφ2dx, φ1, φ2 ∈ C∞

c (Ω), λ ∈ R

o que prova a linearidade. Seja {φj} uma seqüencia em C∞
c (Ω) tal que φj → 0

em C∞
c (Ω) da definição 1.4.7 temos que existe K ⊂⊂ Ω tal que S(φj) ⊆

K, j = 1, 2... e para todo m > 0, φ
(m)
j → 0 uniformemente quando j →∞.

Assim

|〈Tf , φj〉| = |
∫

S(φj)

fφjdx| ≤ sup
S(φj)

|φj(x)|
∫

S(φj)

|f |dx = M sup
x∈S(φj)

|φj(x)| → 0,

quando j →∞, portanto Tf é cont́ınua.
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TEOREMA 1.4.12 Sejam Ω, Σ subconjuntos abertos de Rn e Rm respectiva-

mente, u ∈ D′(Ω) e ϕ(x, y) ∈ C∞(Ω×Σ). Se existe K ⊂⊂ Σ tal que ϕ(x, y) = 0

quando x /∈ K, então a aplicação y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 pertence a C∞(Σ) e

∂α
y 〈u, ϕ(·, y)〉 = 〈u, ∂α

y ϕ(·, y)〉,

para todo multi-́ındice α.

DEMONSTRAÇÃO. Provemos inicialmente que y 7→ ϕ(x, y) é cont́ınua. Fixe

y arbitrário e tome uma seqüência yj → y qualquer. Para facilitar a com-

preensão, escrevamos ψj(x) = ϕ(x, yj) e ψ(x) = ϕ(x, y) (y está fixado, de

modo que ψj e ψ são funções de x). A linearidade e a continuidade de u im-

plicam que é suficiente provarmos que ψj → ψ em C∞
0 (Ω). Como ϕ(x, y) = 0

quando x /∈ K, o suporte de cada ψj está contido em K.

O teorema do valor médio garante que, para cada j, existe um número

real 0 < θj < 1 para o qual vale

|ψj(x)− ψ(x)| = |ϕ(x, yj)− ϕ(x, y)|

= |∇yϕ(x, y + θj(y − yj)) · (y − yj)|

≤ |∇yϕ(x, y + θj(y − yj))| |y − yj|.

Como yj → y, os pontos yj estão contidos em uma bola BR(y), e, como

0 < θj < 1, obtemos que os pontos y + θj(y − yj) estão contidos em BR(y).

Escrevendo B = BR(y) temos

|ψj(x)− ψ(x)| ≤ sup
z∈B

|∇yϕ(x, z)| |y − yj|

≤ sup
z∈B,x∈K

|∇yϕ(x, z)| |y − yj|.

Isso implica que ψj → ψ uniformemente. Mas o argumento acima vale para

uma função ϕ arbitrária, logo vale também para ∂α
x ϕ, qualquer que seja o
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multi-́ındice α. Portanto, ψj → ψ em C∞
0 (Ω) e, dáı, 〈u, ϕ(·, yj)〉 converge para

〈u, ϕ(·, y)〉. Como a seqüência {yj} é arbitrária, y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 é cont́ınua.

A prova de que y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 é de classe C∞(Σ) será feita por indução

sobre |α|. Tome um multi-́ındice α tal que |α| = 1, suponha α = ei. Tome

uma seqüência {hj} arbitrária tal que hj → 0 e hj 6= 0, ∀j ∈ N. A linearidade

de u implica que o quociente de Newton pode ser escrito como

〈u, ϕ(·, y + hjei)〉 − 〈u, ϕ(·, y)〉
hj

−
〈
u,

∂

∂yi

ϕ(·, y)
〉

=
〈
u,

ϕ(·, y + hjei)− ϕ(·, y)

hj

− ∂

∂yi

ϕ(·, y)
〉
,

e, sua continuidade implica que, para provarmos que y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 pos-

sui derivada de primeira ordem na direção de ei, é suficiente provarmos que

1
hj
{ϕ(·, y+hjei)−ϕ(·, y)}− ∂

∂yi
ϕ(·, y) → 0 em C∞

0 (Ω). Novamente para facilitar

a compreensão, escreveremos

ψj(x) =
ϕ(x, y + hiej)− ϕ(x, y)

hi

e ψ(x) =
∂

∂yi

ϕ(x, y).

Em primeiro lugar note que S(ψj) ⊂ K, ∀j ∈ N.

Nas estimativas que seguem, os números reais θj, τj são tais que 0 <

θj, τj < 1 e sua existência é garantida pelo teorema do valor médio.

|ψj(x)− ψ(x)| =
∣∣∣ϕ(x, y + hjei)− ϕ(x, y)

hj

− ∂

∂yj

ϕ(x, y)
∣∣∣

=
∣∣∣ ∂

∂yi

ϕ(x, y + θjhjei)− ∂

∂yi

ϕ(x, y)
∣∣∣

=
∣∣∣ ∂2

∂y2
i

ϕ(x, y + τjθjhjei)
∣∣∣|θjhjei|

≤
∣∣∣ ∂2

∂y2
i

ϕ(x, y + τjθjhjei)
∣∣∣|hj|

≤ sup
z∈[y,hjei],x∈K

∣∣∣ ∂2

∂y2
i

ϕ(x, z)
∣∣∣|hj|

sendo que [y, hjei] denota o segmento cujas extremidades são y e hjei. Para os
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ı́ndices i tais que |hi| < 1 temos

|ψi(x)− ψ(x)| ≤ sup
z∈[y,ei],x∈K

∣∣∣ ∂2

∂y2
i

ϕ(x, z)
∣∣∣|hj|.

Isso prova que ψj → ψ uniformemente em K. Desde que a estimativa acima

vale para qualquer função ϕ, vale para ∂β
xϕ, para todo multi-́ındice β. Portanto,

ψj → ψ em C∞
0 (Ω) e, dáı,

〈u, ϕ(·, y + hjei)〉 − 〈u, ϕ(·, y)〉
hj

→
〈
u,

∂

∂yi

ϕ(·, y)
〉
.

Desde que a seqüência {hj} é arbitrária, y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 possui derivada de

primeira ordem na direção de ei e vale ∂
∂yi
〈u, ϕ(·, y)〉 = 〈u, ∂

∂yi
ϕ(·, y)〉. A prova

de que y 7→ ∂
∂yij

〈u, ϕ(·, y)〉 é cont́ınua é análoga à de que y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 é

cont́ınua. O fato de que a direção ei é arbitrária, implica que y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉
é de classe C1.

Suponha que y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 é de classe Ck e que

∂γ
y 〈u, ϕ(·, y)〉 = 〈u, ∂γ

y ϕ(·, y)〉,

para qualquer multi-́ındice γ de módulo k, e provemos que isso implica que

y 7→ 〈u, ϕ(·, y)〉 é de classe Ck+1. Tome um multi-́ındice α tal que |α| = k + 1,

podemos supor que α = γ + ej, |γ| = k. Aplicando a argumentação do caso

k = 1 com ∂γ
xϕ no lugar de ϕ, obtemos o resultado desejado.

TEOREMA 1.4.13 Uma aplicação linear u definida em C∞
c (Ω) é uma dis-

tribuição se, e somente se, existem funções ρα ∈ C(Ω), tal que

|u(φ)| ≤
∑

α

sup|ρα∂αφ|, φ ∈ C∞
◦ (Ω)

e em cada conjunto compacto de Ω exceto um número finito das funções ρα

não são identicamente nulas. Podemos tomar ρα = 0 quando |α| > k se e

somente se u é de ordem menor ou igual que k.
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DEMONSTRAÇÃO Ver [H2]-pg 35.

TEOREMA 1.4.14 Se u ∈ D′k(Ω), podemos estender u a um único funcional

linear em Ck
c (Ω) de forma que (1.4.3) continua válido para toda φ ∈ Ck

c (K) e

alguma constante C.

DEMONSTRAÇÃO. Ver [O] pg.34 ou [H2] pg.37.

O Teorema mostra que D′(Ω) = (C∞
c (Ω))′.

TEOREMA 1.4.15 Se uj é uma seqüência em D′(X) e

u(φ) = lim
j→∞

uj(φ) (1.4.4)

existe para toda φ ∈ C∞
c (X), então u ∈ D′(X). Assim uj → u como j → ∞.

Além disso, (1.4.3) é válida para toda uj com constantes C e k independentes

de j, e uj(φj) → u(φ) se φj → φ em C∞
c (X).

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.38.

Passemos, agora a estender para as distribuições algumas operações

básicas como a soma e o produto por escalares.

Se u1, u2 ∈ D′(Ω), λ ∈ C, definimos para φ ∈ C∞
c (Ω),

〈u1 + u2, φ〉 = 〈u1, φ〉+ 〈u2, φ〉,

〈λu1, φ〉 = λ〈u1, φ〉.

Se u é uma função cont́ınua tal que ∂ku está definida e é cont́ınua,

obtemos por integração por partes

∫
(∂ku)φ = −

∫
u(∂kφ), φ ∈ C∞

c (Ω).
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Se f é uma função cont́ınua, então

∫
(fu)φ =

∫
u(fφ), φ ∈ C∞

c (Ω),

em que fφ é uma função teste se f ∈ C∞.

As definições a seguir estendem as igualdades acima para distribuições.

DEFINIÇÃO 1.4.16 (Produto por uma função C∞) Seja f ∈ C∞(Ω). Se u ∈
D′(Ω), definimos a multiplicação de u por f como

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉, φ ∈ C∞
c (Ω). (1.4.5)

Claramente fu é um funcional linear cont́ınuo em C∞
c (Ω), portanto a distri-

buição produto fu está bem definida qualquer que seja f ∈ C∞(Ω).

Se f ∈ C∞(R) e φ ∈ C∞
c (R),

〈fδ, φ〉 = 〈δ, fφ〉 = f(0)φ(0) = f(0)〈δ, φ〉 = 〈f(0)δ, fφ〉,

o que significa que fδ = f(0)δ e só o valor de f em x = 0 é relevante. Analo-

gamente,

〈fδ′, φ〉 = 〈δ′, fφ〉 = −〈δ, (fφ)′〉 = −〈δ, fφ′ + f ′φ〉 = 〈f(0)δ′ − f ′(0)δ, φ〉

ou seja, fδ′ = f(0)δ′ − f ′(0)δ. Resultados análogos podem ser obtidos para

derivadas de qualquer ordem de δ.

DEFINIÇÃO 1.4.17 (Derivação) Se u ∈ D′(Ω), definimos a derivação de u

com relação a xj como

〈∂ju, φ〉 = −〈u, ∂jφ〉, φ ∈ C∞
c (Ω). (1.4.6)

Iterando (1.4.6), podemos definir ∂αu para qualquer multi-́ındice α e obter

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ〉, φ ∈ C∞
c (Ω).
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Um cálculo simples nos mostra que ∂αu é um funcional linear cont́ınuo em

C∞
c (Ω).

EXEMPLO 1.4.18 A função H(x) = 1 para x > 0, H(x) = 0 para x ≤ 0, em

Rn é chamada a função de Heaviside e segue das definições que sua derivada

é

H ′(φ) = H(φ′) = −
∫ ∞

0

φ′(x)dx = φ(0),

ou seja H ′ = δ.

DEFINIÇÃO 1.4.19 (Operadores diferenciais) Seja P um operador diferenci-

al linear com coeficientes C∞, isto é, P é uma combinação de derivação e

multiplicação por funções C∞. Assim, está bem definido Pu, para qualquer

distribuição u.

EXEMPLO 1.4.20 Se

P = ∆ =
n∑

i=1

(∂i)
2,

duas aplicações de (1.4.6) dão

〈∆u, φ〉 = 〈u, ∆φ〉, u ∈ D′(Ω), φ ∈ C∞
c (Ω).

Seja Φ : Ω → Ω′ um difeomorfismo de classe C∞, qualquer, entre os

abertos Ω e Ω′ de Rn. Definamos para φ ∈ C∞
c (Ω′), L(φ) = φ ◦ Φ. Como

S(φ ◦Φ) = Φ−1(S(φ)), L(φ) ∈ C∞
c (Ω). Pelo teorema de mudança de variáveis,

se ψ ∈ C∞
c (Ω), obtemos

∫

Ω

φ(Φ(y))ψ(y)dy =

∫

Ω′
φ(x)ψ(Φ−1(x))|J(Φ−1)|(x)dx, (1.4.7)

em que |J(Φ−1)| denota o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana

de Φ−1, que nunca é nula, pois Φ é difeomorfismo. Assim |J(Φ−1)| ∈ C∞(Ω′).

Observe também que ψ(Φ−1(x)) ∈ C∞
c (Ω′). Estendendo (1.4.7) temos
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DEFINIÇÃO 1.4.21 (Mudança de variáveis) Se u ∈ D′(Ω′) e Φ : Ω → Ω′ é um

difeomorfismo, definimos

〈u ◦ Φ, φ〉 = 〈u, (φ ◦ Φ−1)|J(Φ−1)|〉, φ ∈ C∞
c (Ω). (1.4.8)

Um cálculo mostra que u ◦ Φ ∈ D′(Ω).

A noção acima é útil porque, além de coincidir no caso de funções implica

que o espaço das distribuições é independente de coordenadas, permitindo

definir distribuições em variedades diferenciáveis por meio de cartas.

Vejamos agora algumas aplicações mais simples da definição anterior.

EXEMPLO 1.4.22 (Translação) Seja a ∈ Rn. Se τa è a translação por a em Rn,

isto é, τa(x) = x− a, definimos a tranlação de φ ∈ C∞
c (Rn) por a como sendo

a função φa = φ◦τa. Definimos a translação de u ∈ D′(Rn) através de (1.4.8),

ou seja,

〈ua, φ〉 = 〈u ◦ τa, φ〉 = 〈u, φ ◦ τ−a〉, φ ∈ C∞
c (Rn). (1.4.9)

EXEMPLO 1.4.23 (Reflexão) Seja Ω um aberto simétrico em relação a origem e

consideremos Φ(x) = −x. Definimos φ̌(x) = φ(−x) para φ ∈ C∞
c (Ω), e por

(1.4.8)

〈ǔ, φ〉 = 〈u, φ̌〉, u ∈ D′(Ω), φ ∈ C∞
c (Ω). (1.4.10)

DEFINIÇÃO 1.4.24 Se u ∈ D′(Ω), definimos o suporte de u, denotado por

S(u), o conjunto complementar dos pontos x de Ω para os quais existe vizi-

nhança aberta Vx ⊂ Ω tal que a restrição de u a C∞
c (Vx) é nula.

DEFINIÇÃO 1.4.25 Se u ∈ D′(Ω), definimos o suporte singular de u, denotado

por SS(u), o conjunto complementar dos pontos x de Ω para os quais existe

vizinhança aberta Vx ⊂ Ω tal que a restrição de u a C∞
c (Vx) é C∞.
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DEFINIÇÃO 1.4.26 Denotamos por E ′(Ω) o subespaço de D′(Ω) das distribui-

ções com suporte compacto.

TEOREMA 1.4.27 Seja u ∈ E ′(Ω). Existe um único funcional linear ũ :

C∞(Ω) −→ C tal que

(i) ũ(φ) = u(φ) para todo φ ∈ C∞
c (Ω);

(ii) ũ(φ) = 0 se φ ∈ C∞ e S(φ) ∩ S(u) = ∅.

DEMONSTRAÇÃO Unicidade: Suponhamos que existem dois funcionais ũ1 e

ũ2 satisfazendo (i) e (ii) e seja ψ ∈ C∞
c (Ω) igual q 1 numa vizinhança de S(u).

Se φ ∈ C∞(Ω), φ = φψ + (1 − ψ)φ = φ1 + φ2, em que φ1 = φψ ∈ C∞
c (Ω) e

φ2 = (1− ψ)φ com S(φ2) ∩ S(u) = ∅ , pois S(1− ψ) ∩ S(u) = ∅. Assim

ũ1(φ) = ũ1(φ1) + ũ1(φ2) = u(φ1) = ũ2(φ1) = ũ2(φ1) + ũ2(φ2) = ũ2(φ),

portanto ũ1 = ũ2.

Existência: Seja φ ∈ C∞(Ω), defina

〈ũ, φ〉 = 〈u, φ0〉,

em que φ = φ0 + φ1 é qualquer decomposição de φ com φ0 ∈ C∞
c (Ω) e

S(φ1) ∩ S(u) = ∅. Se φ = φ′0 + φ′1 é outra decomposição, temos que φ0 − φ′0 =

φ1 = φ′1 e segue que S(φ0 − φ′0) ∩ S(u) = ∅. Como φ0 − φ′0 está suportada

num aberto em que u se anula então u(φ0 − φ′0) = 0, ou seja 〈u, φ0〉 =

〈u, φ′0〉 e a definição de ũ resulta independente da decomposição. Logo existe

ũ satisfazendo (i) e (ii).

TEOREMA 1.4.28 Se u ∈ E ′ é de ordem ≤ k e se φ ∈ Ck,

∂αφ(x) = 0 para|α| ≤ k e x ∈ S(u), (1.4.11)

então segue que u(φ) = 0.
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DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.46.

TEOREMA 1.4.29 Se u é uma distribuição de ordem k com suporte igual a

{y}, então u tem a forma

u(φ) =
∑

|α|≤k

aα∂αφ(y), φ ∈ Ck.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.46.

TEOREMA 1.4.30 Seja x = (x′, x′′) uma separação das variáveis de Rn em

dois grupos, isto é, (x′, x′′) ∈ Rm × Rk. Se u é uma distribuição em Rn de

ordem k com suporte contido no plano x′ = 0, então

u(φ) =
∑

|α|≤k

uα(φα) (1.4.12)

em que uα é uma distribuição de suporte compacto e ordem k−|α| nas variáveis

x′′, α = (α′, 0) e

φα(x′′) = ∂φ(x′, x′′) |x′=0 .

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.47.

LEMA 1.4.31 E ′(Ω) ⊂ D′(Ω) densamente.

DEMONSTRAÇÃO De fato, escreva Ω = ∪Kn, com os Kn’s compactos que

esgotam Ω. Para cada n, tome φn ∈ C∞
c (Ω) igual a 1 numa vizinhança de Kn.

Dada u ∈ D′(Ω) a seqüência un = φnu ∈ E ′(Ω) e un → u em D′(Ω) pois, se

φ ∈ C∞
c (Ω) e K = S(φ),

〈un, φ〉 = 〈uφn, φ〉 = 〈u, φnφ〉 = 〈u, φ〉,

se n é grande o suficiente para que K ⊂ Kn.
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TEOREMA 1.4.32 Se u é uma função no conjunto aberto X ⊂ Rn, com

u ∈ C1(X\{x0}) para algum x0 ∈ X, e se a função v que é igual a u′ para

x 6= x0 é integrável numa vizinhança de x0, então o limite

u(x0 ± 0) = lim
x→x0±0

u(x)

existe e

u′ = v + (u(x0 + 0)− u(x0 − 0))δx0 .

DEMONSTRAÇÃO Se x0 < y 0 intervalo [x0, y] pertence a X então

u(x) = u(y)−
∫ y

x

v(t)dt, x0 < x < y,

lim
x→x0+0

= u(y)− u(y) + u(xo + 0) = u(x0 + 0).

Logo existe u(x0 + 0). Analogamente existe u(x0 − 0). Além disso temos,

u′(φ) = −u(φ′) = lim
ε→+0

[− lim
|x−x0|>ε

u(x)φ′(x)dx] =

= lim
ε→0

[u(x0 + ε)φ(x0 + ε)− u(x0 − ε)φ(x0 − ε) +

∫

|x−x0|>ε

v(x)φ(x)dx] =

= v(φ) + [u(x0 + 0)− u(x0 − 0)]δx0(φ).

TEOREMA 1.4.33 Se u ∈ D′(X) em que X é um intervalo aberto em R e

se u′ = 0, então u é uma constante.

DEMONSTRAÇÃO Por definição temos que u′ = 0 ⇐⇒ −u(φ′) = 0, φ ∈
C∞

c (X). Dado ψ ∈ C∞
c (X);

∫
ψ(t)dt = 0 então ψ = φ′ para alguma φ ∈ C∞

c .

Tome φ(t) =
∫ t

−∞ ψ(t)dt. Note que φ′(t) = ψ(t) e existe t1; φ(t) = 0 se t ≥ T1,

de fato podemos considerar S(φ) ⊂ [t2, t1 com [t2, t1] ⊃ S(ψ). Agora tome

ϕ0 ∈ C∞
c tal que

∫
ϕ0 = 0. Se ψ ∈ C∞

c , considere

ψ̃(t) = ψ(t)−
∫

ψ(t)dtϕ0(t).
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Então
∫

ψ̃(t)dt = 0, logo u(ψ̃) = 0 que implica

u(ψ) = u(ϕ0)

∫
1ψ(t)dt =

∫
u(ϕ0)ψ(t)dt,

portando u = u(ϕ0).

TEOREMA 1.4.34 Seja I um intervalo aberto em R e seja

Z = {z ∈ C; Rez ∈ I, 0 < Imz < λ}.

Se f é uma função anaĺıtica em Z tal que existe N ∈ N e c > 0 com

|f(z)| ≤ c(Imz)−N ; z ∈ Z.

Então f(. + iy) tem um limite f0 ∈ D′(N+1)(I) quando y → 0+, isto é,

lim
y→0+

∫
f(x + iy)φ(x)dx = 〈f0, φ〉, φ ∈ CN+1

c (I).

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2]pg63-64.

TEOREMA 1.4.35 Seja I um intervalo aberto em R e seja

Z± = {z ∈ C; Rez ∈ I, 0 < ±Imz < λ}.

Se f é uma função anaĺıtica em Z = Z+
⋃

Z− tal que

|f(z)| ≤ c|Imz|−N , z ∈ Z

então a integral

F (φ) =

∫
(

∫
f(x + iy)φ(x, y)dx)dy, φ ∈ CN

c (Z ∪ I), (1.4.13)

existe e define uma distribuição em D′N(Z ∪ I) tal que

〈∂F

∂z
, φ〉 =

i

2
〈f(. + i0)− f(.− i0), φ(., 0)〉, φ ∈ CN+1

c (Z ∪ I). (1.4.14)

Temos que F = f em Z.
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DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.65.

TEOREMA 1.4.36 Se f é anaĺıtica num retângulo Z definido no Teorema

1.4.34 e limy→0 f(. + iy) existe em D′k(I), então

|f(z)| ≤ c′(Imz)−k−1, z ∈ J × (0,
λ

2
),

em que J é um intervalo tal que J ⊂⊂ I.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.66.

TEOREMA 1.4.37 Seja X um conjunto aberto de Rn, Γ um cone conexo

aberto em Rn, e seja para algum λ > 0

z = {z ∈ Cn; Rez ∈ X, Imz ∈ Γ, |Imz| < λ}.

Se f é uma função anaĺıtica em Z tal que

|f(z)| ≤ c1|Imz|−N , z ∈ Z, (1.4.15)

então f(. + iy) tem um limite f0 ∈ D′N+1(X) quando Γ 3 y → 0. Se f0 = 0

então f = 0.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.66.

Observação: Olhando a demonstração do teorema acima obtemos que o limite

de f(·+ iy) quando y → 0 é definido por

〈f0, φ〉 =

∫
Φ(x, Y )f(x + iY )dx +

+(N + 1)

∫

0<t<1

∫
f(x + itY )

∑

|α|=N+1

∂αφ(x)
(iY )α

α!
tNdxdt (1.4.16)

em que, Y ∈ Γ com |Y | < λ fixo e

Φ(x, y) =
∑

|α|≤N

∂αφ(x)
(iy)α

α!
, φ ∈ CN+1

c (X). (1.4.17)
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1.5 Convolução

A convolução de f ∈ L1
loc(Rn) e g ∈ C0(Rn), uma delas com suporte

compacto, se define por

(f ∗ g)(x) =

∫
f(y)g(x− y)dy,

que, identificando f como uma distribuição, pode ser escrito na forma

(f ∗ g)(x) = 〈f, g(x− ·)〉 = 〈f, ǧx〉

no qual ǧ(y) = g(−y) e gx(y) = g(y − x) é a translação à direita por x. Isso

motiva a seguinte definição:

DEFINIÇÃO 1.5.1 Se u ∈ D′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn), uma delas com suporte

compacto, definimos a convolução de u com φ como sendo a função

u ∗ φ(x) = 〈u, φ(x− ·)〉 = 〈u, φ̌x〉,

em que φ̌(x) = φ(−x).

EXEMPLO 1.5.2 Se φ ∈ C∞
c (Rn) então (δ ∗ φ)(a) = 〈δ, φ(x− a)〉 = φ(a), ou

seja δ ∗ φ = φ.

TEOREMA 1.5.3 Sejam u ∈ D′(Rn), φ ∈ C∞
c (Rn). Então

(i) u ∗ φ ∈ C∞(Rn) e suas derivadas são dadas por

∂α(u ∗ φ) = (∂αu) ∗ φ = u ∗ (∂αφ). (1.5.1)

(ii) S(u ∗ φ) ⊂ S(u) + S(φ).
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DEMONSTRAÇÃO Se definirmos ϕ(x, y) = φ(x−y) ∈ C∞
c (Rn×Rn), vemos que

ϕ satisfaz as hipóteses do teorema 1.4.12. Assim a função

x → 〈u, ϕ(x, ·)〉 = u ∗ φ(x)

está em C∞(Rn) e vale

∂α
x (u ∗ φ) = u ∗ (∂α

x φ).

Mas, por definição

u ∗ (∂α
x φ) = 〈uy, ∂

α
x φ(x− y)〉 = (−1)|α|〈uy, ∂

α
y φ(x− y)〉

= 〈∂α
y uy, φ(x− y)〉 = (∂αu) ∗ φ,

segue a igualdade em (1.5.1). Finalmente, observamos que se x /∈ S(u) + S(φ)

então S(u) ∩ S(φ̌x) = ∅, e dáı 〈u, φ̌x〉 = 0. Mostrando (ii).

OBSERVAÇÃO 1.5.4 Os mesmos resultados do teorema anterior valem se

u ∈ E ′(Rn) e φ ∈ C∞(Rn).

TEOREMA 1.5.5 Se φ, ψ ∈ C∞
c (Rn) e u ∈ D′(Rn), então

(u ∗ φ) ∗ ψ = u ∗ (φ ∗ ψ).

DEMONSTRAÇÃO Consideremos para cada ε > 0, as somas de Riemann

sε(x) = εn
∑
m

φ(x− εm)ψ(εm)

em que m = (m1, . . . , mn) percorre os pontos de coordenadas inteiras. Como

S(sε) ⊂ S(φ) + S(ψ) = compacto fixo, para todo 0 < ε < 1 a soma acima é

finita. Para cada multi-́ındice α,

∂αsε(x) = εn
∑
m

(∂αφ)(x− εm)ψ(εm) → (∂αφ ∗ ψ)(x),
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uniformemente quando ε → 0, visto que as funções ∂αφ(x− y)ψ(y) são unifor-

memente cont́ınuas. Isto significa que sε(x) → (φ ∗ ψ)(x) em C∞
c (Rn). então

(u ∗ (φ ∗ ψ))(x) = lim
ε→0

(u ∗ sε)(x) = lim
ε→0

εn
∑
m

(u ∗ φ)(x− εm)ψ(εm)

= ((u ∗ φ) ∗ ψ)(x).

TEOREMA 1.5.6 Seja u ∈ D′(Rn) e tome 0 ≤ φ ∈ C∞
c (Rn),

∫
φ = 1 e

escrevamos φε(x) = ε−nφ(x/ε). Então u ∗ φε → u em D′(Rn) quando ε → 0.

DEMONSTRAÇÃO Com a notação ψ̌(x) = ψ(−x), podemos escrever 〈u, ψ〉 =

(u ∗ ψ̌)(0). Então

lim
ε→0
〈u ∗ φε, ψ〉 = lim

ε→0
(u ∗ φε) ∗ ψ̌(0) = lim

ε→0
u ∗ (φε ∗ ψ̌)(0) =

= lim
ε→0
〈u, (φε ∗ ψ̌)ˇ〉 = 〈u, ψ〉.

A última igualdade decorre de φε ∗ ψ̌ → ψ̌ em C∞
c , conseqüência do Teorema

1.4.2.

COROLÁRIO 1.5.7 C∞
c (Ω) é denso em D′(Ω).

DEMONSTRAÇÃO Em virtude do Lema 1.4.31, é suficiente provarmos que

C∞
c (Ω) é denso em E ′(Ω). Seja φε como no teorema 1.5.6 e u ∈ E ′(Ω). Pe-

lo teorema 1.5.1, segue que

S(u ∗ φε) ⊂ S(u) + S(ψε) ⊂ S(u) + {|x| ≤ Cε}.

Então u ∗ φε ∈ C∞
c (Ω) para todo ε suficientemente pequeno. Além disso, para

tais ε’s, u ∗ φε → u em D′(Ω) pelo teorema 1.5.6.

TEOREMA 1.5.8 Seja U : C∞
c (Rn) → C∞(Rn) um operador linear cont́ınuo

que comuta com todas as translações Th, h ∈ Rn, em que (Thu)(x) = u(x−h).

Então existe um única u ∈ D′(Rn) tal que Uφ = u ∗ φ, φ ∈ C∞
c (Rn).
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DEMONSTRAÇÃO Por hipótese, C∞
c (Rn) 3 φ → (Uφ̌)(0) é um funcional linear

cont́ınuo, ou seja, uma distribuição. Defina 〈u, φ〉 = (Uφ̌)(0). Como UTh =

ThU e Uφ(0) = u ∗ φ(0), obtemos

Uφ(h) = T−hUφ(0) = UT−hφ(0) = u ∗ (T−hφ)(0) = T−h(u ∗ φ)(0) = u ∗ φ(h).

Se v ∈ D′(Rn) também satisfaz Uφ = v ∗ φ, teremos

〈v, φ〉 = v ∗ φ̌(0) = Uφ̌(0) = 〈u, φ〉, ∀φ ∈ C∞
c (Rn).

Provando a unicidade.

DEFINIÇÃO 1.5.9 Sejam u1, u2 ∈ D′(Rn), uma delas com suporte compacto.

Definimos u1 ∗ u2 como a única distribuição v tal que

u1 ∗ (u2 ∗ φ) = v ∗ φ, φ ∈ C∞
c (Rn). (1.5.2)

A convolução para vários fatores, dos quais todos, exceto no máximo

um, tem suporte compacto, define-se analogamente por contrução associativa.

O teorema 1.5.5 mostra que a definição 1.5.9 generaliza a definição 1.5.1 se

u2 tem suporte compacto. Analogamente se prova que esta definição coincide

com a definição 1.5.1 se u1 ∈ E ′(Rn) e u2 ∈ C∞
c (Rn).

EXEMPLO 1.5.10 Se u ∈ D′(Rn), 〈u ∗ δ, φ〉 = (u ∗ δ) ∗ φ̌(0) = u ∗ (δ ∗ φ̌)(0) =

u ∗ φ̌(0) = 〈u, φ〉, isto é u ∗ φ = u.

TEOREMA 1.5.11 A convolução é comutativa, ou seja

u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1

se uma das distribuições u1, u2 tem suporte compacto. Além disso vale

S(u1 ∗ u2) ⊂ S(u1) + S(u2). (1.5.3)
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DEMONSTRAÇÃO. Sejam φ, ψ ∈ C∞
c (Rn). Usando a comutatividade da convo-

lução de funções temos

(u1 ∗ u2) ∗ (φ ∗ ψ) = u1 ∗ (u2 ∗ (φ ∗ ψ)) = u1 ∗ ((u2 ∗ φ) ∗ ψ)

= u1 ∗ (ψ ∗ (u2 ∗ φ)) = (u1 ∗ ψ) ∗ (u2 ∗ φ).

Da mesma maneira, temos

(u2 ∗ u1) ∗ (φ ∗ ψ) = (u2 ∗ u1) ∗ (ψ ∗ φ) = (u2 ∗ φ) ∗ (u1 ∗ ψ)

= (u1 ∗ ψ) ∗ (u2 ∗ φ).

Combinando os dois resultados, (u1 ∗u2)∗ (φ∗ψ) = (u2 ∗u1)∗ (φ∗ψ). Fazendo

φ ∗ ψ → φ em C∞
c (Rn), obtemos (u1 ∗ u2) ∗ φ = (u2 ∗ u1) ∗ φ que em x = 0 se

escreve como

〈u1 ∗ u2, φ̌〉 = 〈u2 ∗ u1, φ̌〉, φ ∈ C∞
c (Rn).

Donde u1 ∗u2 = u2 ∗u1. Para provar a afirmação relativa aos suportes, seja φε

como no teorema 1.5.6 e consideremos (u1 ∗ u2) ∗ φε. Então

S((u1∗u2)∗φε) = S(u1∗(u2∗φε)) ⊂ S(u1)+S(u2∗φε) ⊂ S(u1)+S(u2)+S(φε).

Quando ε → 0, o diâmetro de S(φε) tende para zero e conclúımos que vale

1.5.3. Provando o teorema.

TEOREMA 1.5.12 Se u1 e u2 são distribuições em Rn, umas delas com su-

porte compacto, então

SS(u1 ∗ u2) ⊂ SS(u1) + SS(u2). (1.5.4)

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.102.
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EXEMPLO 1.5.13 (Diferenciação como convolução) Podemos interpretar a diferenciação

como uma convolução, pois

∂αu = (∂αδ) ∗ u, u ∈ D′(Rn). (1.5.5)

Com efeito, se φ ∈ C∞
c (Rn), usando (1.5.1) obtemos

(∂αu) ∗ φ = u ∗ (∂αφ) = u ∗ (δ ∗ (∂αφ)) = u ∗ (∂αδ) ∗ φ

provando (1.5.5). Dáı, se u1 e u2 são duas distribuições, uma delas com suporte

compacto, obtemos facilmente que

∂α(u1 ∗ u2) = (∂αu1) ∗ u2 = u1 ∗ (∂αu2), (1.5.6)

usando a expressão de ∂α como convolução com ∂αδ e as propriedades asso-

ciativa e comutativa da convolução. Mais geralmente, se

P =
∑

aα∂α,

com aα ∈ C e a soma é finita, é um operador diferencial parcial com coeficien-

tes constantes, então

P (u1 ∗ u2) = (Pu1) ∗ u2 = u1 ∗ (Pu2), u1 ∈ D′(Rn), u2 ∈ E ′(Rn).

1.6 Distribuições Homogêneas

Se a é um número complexo com Re a > −1 então a função em Rn

xa
+ = xa = xReaeiIma ln x se x > 0, xa

+ = 0 se x ≤ 0,

é localmente integrável, logo define uma distribuição. É claro que

xxa
+ = xa+1

+ se Re a > 0. (1.6.1)
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e pelo Teorema 1.4.32 temos

d

dx
xa

+ = axa−1
+ seRe a > 0. (1.6.2)

Queremos estender esta definição de xa
+ para todo a ∈ C, como uma

distribuição, contanto que estas propriedades sejam preservadas, até onde for

posśıvel. Que alguma exceção deve ocorrer é claro, pois se a = 0 então o lado

esquerdo de (1.6.2) é H ′(x) = δ0 e o lado direito deve ser zero.

Para φ ∈ C∞
c (R) a função

a 7→ Ia(φ) =< xa
+, φ >=

∫ ∞

0

xaφ(x)dx

é anaĺıtica quando Re a > −1 pois a diferencial é

da

∫ ∞

0

xa log xφ(x)dx,

(seja g(a) = Ia(φ) dáı d(g) = da
∫∞

0
xa log xφ(x)dx) e dáı existe ∂aIa(φ) e é

igual a
∫∞
0

xa log xφ(x)dx.

Agora (1.6.2) significa que

Ia(φ
′) = −aIa−1(φ) se Re a > 0, (1.6.3)

de fato,

< xa
+, φ′ >=

∫ ∞

0

xaφ′(x)dx = −
∫ ∞

0

axa−1φ(x)dx =

= −a

∫ ∞

0

xa−1φ(x)dx = −a < xa−1
+ , φ > .

Assim para Re a > −1 e qualquer inteiro k > 0 temos

Ia(φ) = (−1)k Ia+k(φ
(k))

(a + 1)...(a + k)
, (1.6.4)

pois

(−1)k Ia+k(φ
(k))

(a + 1)...(a + k)
=

(−1)k(−1)Ia+k−1(φ
(k−1))(a + k)

(a + 1)...(a + k)
=
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= ... =
(−1)0Ia(φ)(a + k)...(a + 1)

(a + 1)...(a + k)
= Ia(φ).

O lado direito é anaĺıtico para Re a > −k−1 exceto para os pólos simples

−1,−2, ...,−k. Se a não é um inteiro negativo podemos neste caso definir Ia(φ)

pela extensão cont́ınua anaĺıtica com respeito a a, ou equivalentemente por

(1.6.4) para qualquer k > −1 − Re a. Por (1.6.4) Ia define uma distribuição

de ordem menor ou igual que k. Denotaremos esta distribuição por xa
+. Em

a = −k o reśıduo da função a 7→ Ia(φ) é

lim
a→−k

(a + k)Ia(φ) = (−1)k I0(φ
(k))

(1− k)...(−1)
=

φ(k−1)(0)

(k − 1)!
.

De fato,

lim
a→−k

(a+k)Ia(φ) = lim
a→−k

(a+k)(−1)6k
Ia+k(φ

(k))

(a + 1)...(a + k)
= (−1)k I0(φ

(k))

(1− k)...(−1)
=

=

∫∞
0

φ(k)(x)dx

(k − 1)!
=

φ(k−1)(0)

(k − 1)!
.

Assim

(a + k)xa
+ → (−1)k−1 δ

(k−1)
0

(k − 1)!
, quando a → −k, (1.6.5)

pois

φ(k−1)(0)

(k − 1)!
= (−1)k−1 δ

(k−1)
0

(k − 1)!
.

Subtraindo a parte singular, obtemos quando a + k = ε → 0

lim
ε→0
{Ia(φ)− φ(k−1)(0)

(k − 1)!ε
} = lim

ε→0
{(−1)k Iε(φ

(k))

(a + 1)...(a + k)
− pı(k−1)(0)

(k − 1)!ε
} =

= lim
ε→0
{(−1)k

∫∞
0

xεφ(k)(x)dx

(ε + 1− k)...(ε− 1)ε
+

φ(k−1)(0)

ε
[

1

(k − 1− ε)...(1− ε)
− 1

(k − 1)!
]−

− φ(k−1)(0)

(k − 1− ε)...(1− ε)ε
} =

= lim
ε→0
{(−1)k

∫∞
0

(xε − 1)φ(k)(x)dx

(ε + 1− k)...(ε− 1)ε
+

φ(k−1)(0)

ε
[
(k − 1)!− (k − 1− ε)...(1− ε)

(k − 1)!(k − 1− ε)...(1− ε)
]} =
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= lim
ε→0
{

∫∞
0

xε log(x)φ(k)(x)dx

(−ε) d
dx

[(k − 1− ε)...(1− ε)]− (k − 1− ε)...(1− ε)
+

+φ(k−1)[
(k − 1− ε)...(2− k) + ... + (k − 2− ε)...(1− ε)

(k − 1)![ε d
dx

((k − 1− ε)...(1− ε)) + (k − 1− ε)...(1− ε)]
]} =

=

∫∞
0

log(x)φ(k)(x)dx

−(k − 1)...(1)
+

φ(k−1)(0)

(k − 1)!

(k − 1)...2 + (k − 1)...3.1 + ... + (k − 2)!

(k − 1)!
=

= −
∫∞
0

log(x)φ(k)(x)dx

(k − 1)!

φ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j
.

Dáı definimos

x−k
+ (φ) = −

∫∞
0

log(x)φ(k)(x)dx

(k − 1)!
+

φ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j
. (1.6.6)

A relação (1.6.1) ou equivalentemente

〈xa
+, xφ 〉 = 〈xa+1

+ , φ 〉, φ ∈ C∞
c (R), (1.6.7)

segue para todo a ∈ C pois ela é verdadeira para Re a > −1, portanto pela

extensão anaĺıtica cont́ınua quando a não é uma inteiro negativo, e o valor de

ambos os lados quando a = −k é obtido fazendo a → −k após subtrair um

termo c
a+k

, o qual deve ser o mesmo em ambos os lados.

(1.6.2) também segue se a não é um inteiro negativo ou zero. Se k é um

inteiro não-negativo então de (1.6.5) temos:

lim
a→−k

{ d

dx
xa

+ + kxa−1
+ } = lim

a→−k
(a + k)xa−1

+

= lim
a→−k−1

(a + k + 1)xa
+ = (−1)k δ

(k)
0

a + k
,

assim eliminando termos da forma
cδ

(k)
0

a+k
os quais devem cancelar-se, obtemos

d

dx
x−k

+ = −kx−k−1
+ + (−1)k δ

(k)
0

k!
. (1.6.8)
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De fato,

〈 d

dx
xk−1

+ , φ〉 = −〈xk
+, φ′〉

=
1

(k − 1)!

∫ ∞

0

log(x)φ(k+1)(x)dx− φ(k)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

=
k

k!

∫ ∞

0

log(x)φ(k−1)(x)dx− kφ(k)(0)

k!

k∑
j=1

1

j
+

φ(k)(0)

k!

= 〈−kxk−1
+ + (−1)k δ

(k)
0

k!
, φ 〉.

A função xa
+ é homogênea de grau a para Re a > −1. Isto significa para

t > 0

〈xa
+, φ〉 =

∫ ∞

0

xaφ(x)dx = ta
∫ ∞

0

xaφ(tx)tdx = ta〈xa
+, φt〉,

em que φt(x) = tφ(tx). A extensão anaĺıtica cont́ınua em ambos os lados deve

dar

〈xa
+, φ〉 = ta〈xa

+, φt〉, se φ ∈ C∞
c (R), (1.6.9)

a não sendo um inteiro negativo. Se a = −k obtemos de (1.6.6)

t−k〈x−k
+ , φt〉 = t−k[− 1

(k − 1)!

∫ ∞

0

log(x)tkφ(k)(tx)d(tx) + tk
φ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j
]

= − 1

(k − 1)!

∫ ∞

0

log(
y

t
)φ(k)(y)dy =

φ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

= 〈x−k
+ , φ〉+

log t

(k − 1)!

∫ ∞

0

φ(k)(y)dy.

Portanto

〈x−k
+ , φ〉 = t−k〈x−k

+ , φt〉+ log t
φ(k−1)(0)

(k − 1)!
(1.6.10)

então a homogeneidade é perdida.
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Além de xa
+ temos a função

xa
− = 0 se x > 0 e xa

− = |x|a se x < 0,

com a > −1. Esta é uma reflexão de xa
+ com respeito a origem,

〈xa
−, φ〉 = 〈xa

+, φ̌ 〉,

em que φ̌(x) = φ(−x). Tudo que temos dito sobre a definição de xa
+ para a

complexo arbitrário permanece válido para xa
−.

Pelo Teorema 1.4.34 a função za, definida em C\R− como ea log z, sendo

log z real se z ∈ R+, possui valores de fronteira (x±i0)a no eixo real dos planos

superior e inferior, respectivamente. Quando Rea > 0 temos que

(x± i0)a = xa
+ + e±πiaxa

−, (1.6.11)

pois

(x± i0)a = lim
y→0±

ea log z.

Nosso próximo objetivo é definir distribuições homogêneas em Rn. Para

tal note que se u ∈ L1
loc(Rn\{0}) é homogênea de grau a, isto é, u(tx) = tau(x)

quando x 6= 0 e t > 0 então

〈u, φ〉 = ta〈u, φt〉 seφ ∈ C∞
c (Rn\{0}), φt(x) = tnφ(tx), t > 0, (1.6.12)

e reciprocamente, isto implica que u é homogênea. Se Re a > −n então u

é integrável em uma vizinhança de zero, pois em coordenadas polares x =

rω, |ω| = 1 temos

|u(rω)| = rRe a|u(ω)| e dx = rn−1drdω

aqui dω é a medida de superf́ıcie na esfera unitária. Neste caso u define uma

distribuição em Rn e (1.6.12) é vale quando φ ∈ C∞
c (Rn).
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DEFINIÇÃO 1.6.1 Uma distribuição u em Rn\{0} é dita homogênea de grau

a se (1.6.12) é verdadeira. Analogamente, se u é uma distribuição em Rn e

(1.6.12) é válida para toda φ ∈ C∞
c (Rn) dizemos que u é homogênea de grau a

em Rn.

O problema que discutiremos agora é a extensão de distribuições ho-

mogêneas de Rn\{0} para Rn que como já vimos, em (1.6.10), para o caso

n = 1 não é sempre posśıvel.

LEMA 1.6.2 Dado u ∈ D′(Rn\0) e a ∈ C, são equivalentes as seguintes afir-

mações:

(i) 〈u, φ〉 = ta〈u, φt〉, se φ ∈ C∞
c (Rn\{0})

(ii) (a + n)〈u, φ〉+ 〈u, λφ〉 = 0, em que λ =
∑

xi∂i e φ ∈ C∞
c (Rn\{0})

(iii) 〈u, ψ〉 = 0, se ψ ∈ C∞
c (Rn\{0}) e

∫∞
0

ra+n−1ψ(rw)dr ≡ 0.

DEMONSTRAÇÃO Referência [H1] pg.74.

Se observarmos que

〈u, λφ〉 =
n∑

j=1

〈xju, ∂jφ〉 = −
n∑

j=1

〈∂j(xju), φ〉 = −
n∑

j=1

〈u, φ〉 −
n∑

j=1

〈xj∂ju, φ〉,

portanto

〈u, λφ〉 = −〈λu, φ〉 − n〈u, φ〉.

Assim podemos escrever o item (ii) do Lema 1.6.2 na forma

λu = au (1.6.13)

(identidade de Euler para funções homogêneas). Pois

0 = (a + n)〈u, φ〉+ 〈u, λφ〉

= a〈u, φ〉 − 〈λu, φ〉
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OBSERVAÇÕES 1.6.3 (i) Se ψ é uma função C∞ homogênea em Rn\{0} de grau

b então ψu é homogênea de grau a + b. De fato

〈ψu, φ〉 = 〈u, ψφ〉

= ta〈u, (ψφ)t〉

= ta+n〈u, (ψφ)(tx)〉

= ta+n〈u, tbψ(x)φ(tx)〉

= ta+b〈u, ψφt〉

= ta+b〈ψu, φt〉.

(ii) Como

λ∂ju = ∂j(λu)− ∂ju = (a− 1)∂ju,

aqui a última igualdade segue de (1.6.13). Ou seja, temos que a diferenciação

cai o grau de homogeneidade em uma unidade.

LEMA 1.6.4 Existe ψ ∈ C∞
c (R\{0}) tal que

∫ ∞

0

ψ(tx)

t
dt = 1, x ∈ Rn\{0}. (1.6.14)

DEMONSTRAÇÃO Para n = 1, tome para x > 0 ψ1 ∈ C∞
c ((0, ∞)), tal que

∫
ψ1 6= 0, logo

∫ ∞

0

ψ1(tx)

t
dt =

∫ ∞

0

ψ1(s)
s
x

ds

x
=

∫ ∞

0

ψ1(s)

s
ds := λ.

Agora considere ψ2 = 1
λ
ψ1 ⇒

∫∞
0

ψ2(tx)
t

dt =
∫∞
0

1
λ

ψ1(tx)
t

dt = 1
λ

∫∞
0

ψ1(tx)
t

dt = 1.

Para x < 0, ψ2(x) = ψ2(−x), fazendo a mudança de variáveis tx = −s

temos ∫ ∞

0

ψ2(tx)

t
dt =

∫ ∞

0

ψ2(s)
s
x

ds

x
=

∫ ∞

0

ψ1(s)

s
ds = 1.
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Assim tomamos, para n = 1

ψ̃(x) =





ψ2(x), se x > 0

ψ2(−x), se x < 0

Para n > 1, tome ψ(x) = ψ̃(|x|)
∫ ∞

0

ψ(tx)

t
dt =

∫ ∞

0

1

t
ψ̃(|tx|)dt =

∫ ∞

0

ψ̃(ty)

t
dt = 1, y = |x| ∈ R.

TEOREMA 1.6.5 Se u ∈ D′(Rn\{0}) é homogênea de grau a, e a não é um

inteiro ≤ −n então u tem uma única extensão u̇ ∈ D′(Rn) homogênea de grau

a. Além disso, se P é um polinômio homogêneo qualquer, então ˙(Pu) = Pu̇;

Se a 6= 1− n então ˙(∂ju) = ∂ju̇. E o operador

D′(Rn\{0}) 3 u → u̇ ∈ D′(Rn)

é cont́ınuo.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H1] pg.75.

TEOREMA 1.6.6 Se u ∈ D′(Rn\{0}) é homogênea de grau a = −n − k

inteiro (k ∈ N) então u tem uma extensão u̇ ∈ D′(Rn) satisfazendo

〈u̇, φ〉 = t−k−n〈u̇, φt〉+ log t
∑

|α|=k

〈u, xαψ〉∂
αφ(0)

α!
(1.6.15)

com ψ como em (1.6.14). Isto determina u à parte de uma combinação linear

de derivadas de ordem k de δ0. Além disso:

uma escolha consistente da extensão pode ser feita tal que

˙(Pu) = Pu̇ (1.6.16)
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seja satisfeita para todo polinômio P homogêneo;

existe extensão homogênea se, e somente se,

S(xαu) = 0 quando |α|+ grau u = −n (1.6.17)

é válido;

se u satisfaz

〈u, φ〉 = sgntta〈u, φt〉 se φ ∈ C∞
c (Rn\{0}) (1.6.18)

então existe uma única extensão u̇ satisfazendo a mesma propriedade para toda

φ ∈ C∞
c (Rn), que é dada por

〈u̇, φ〉 = S(u
〈t−k−1, φ(t.)〉

2
)., (1.6.19)

em que

t−k =
(x + i0)−k + (x− i0)−k

2
= x−k

+ + (−1)kx−k
− .

DEMONSTRAÇÃO Ver [H1] pg.76.

1.7 Distribuições em Espaços Produto

Nosso objetivo nesta seção é definir o produto arbitrário de distribuições.

DEFINIÇÃO 1.7.1 (Produto Tensorial) Se Xj é um conjunto aberto em Rn, j =

1, 2, e se uj ∈ C(Xj) então a função (u1 ⊗ u2)(x1, x2) = u1(x1)u2(x2), xj ∈
Xj, é dita produto direto ou produto tensorial de u1 e u2.

TEOREMA 1.7.2 Se uj ∈ D′(Xj), j = 1, 2, então existe uma única distri-

buição u ∈ D′(X1 ×X2) tal que

u(φ1 ⊗ φ2) = u1(φ1)u2(φ2), φj ∈ C∞
c (Xj). (1.7.1)
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Temos que

u(φ) = u1[u2(φ(x1, x2))] = u2[u1(φ(x1, x2))], φ ∈ C∞
c (X1 ×X2), (1.7.2)

onde uj atua na função seguinte como uma função de xj apenas. Se uj ∈
E ′, j = 1, 2, a mesma fórmula é válida para φ ∈ C∞. A distribuição u é

chamada produto tensorial e denotada por u = u1 ⊗ u2.

DEMONSTRAÇÃO Unicidade: Devemos mostrar que se u ∈ D′(X1 × X2)

e se u(φ1 ⊗ φ2) = 0 para φj ∈ C∞
c (Xj), então u = 0. Para tal tomemos

0 ≤ ψj ∈ C∞
c (Rnj) com

∫
ψjdxj = 1 e |xj| ≤ 1 se xj ∈ S(ψj). Considere

Ψε(x1, x2) = ε−n1−n2ψ1(
x1

ε
)ψ2(

x2

ε
)

pelo Teorema 1.5.6 u ∗ Ψε → u em D′(Y ) se Y ⊂⊂ X1 × X2. Entretanto,

u ∗Ψε = 0 em Y para ε pequeno, pois Ψε(x1− y1, x2− y2) é o produto de uma

função de y1 e uma de y2. Portanto u = 0 em Y logo em X.

Existência: Seja Kj um subconjunto compacto de Xj. Então pela definição

de distribuição temos

|uj(φj)| ≤ cj

∑

|α|≤kj

sup |∂αφj|, φj ∈ C∞
c (Kj).

Se φ ∈ C∞
c (K1 ×K2) então

Iφ(x1) := u2(φ(x1, ·))

está em C∞
c (K1) pelo Teorema 1.4.12, e ∂α

x1
Tφ(x1) = u2(∂

α
x1

φ(x1, ·)). Portanto

sup |∂α
x1

Iφ(x1)| ≤ c2

∑

|β|≤k2

sup |∂α
x1

∂β
x2

φ(x1, x2)|,

assim u1(Iφ) está definido e

|u1(Iφ)| ≤ c1c2

∑

|αj |≤kj

sup |∂α1
x1

∂α2
x2

φ(x1, x2)|.
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Escrevendo u(φ) = u1(Iφ) = u1[u2(φ(x1, x2))] note que

u(φ1 ⊗ φ2) = u1(Iφ1⊗φ2)

= u1[u2(φ1 ⊗ φ2)(x1, x2)]

= u1[u2(φ1(x1)φ2(x2))]

= u1(φ1(x1))u2(φ2(x2)).

Assim u satisfaz (1.7.1) e uma das igualdades de (1.7.2). De forma análoga

obtemos uma distribuição que satisfaz (1.7.1) e a segunda igualdade de (1.7.2).

Pela unicidade temos que (1.7.2) é válido. Assim

∫ ∫
(u1 ⊗ u2)(φ1 ⊗ φ2)dx1dx2 =

∫ ∫
u1(φ1)u2(φ2)dx1dx2 =

=

∫
u1(φ1)dx1

∫
u2(φ2)dx2.

Note que

S(u1 ⊗ u2) = S(u1)× S(u2). (1.7.3)

EXEMPLO 1.7.3 Se δaj
é a medida de Dirac em aj ∈ Xj, então δa1 ⊗ δa2 é a

medida de Dirac δa em a = (a1, a2) ∈ X1 ×X2.

Resolução:

Pelo Teorema 1.7.2 temos que

(δa1 ⊗ δa2)(φ1 ⊗ φ2) = δa1(φ1)δa2(φ2) = φ1(a1)φ2(a2) = δ(a1, a2)(φ1, φ2).

1.8 Composição com Aplicações Suaves

Se f é uma aplicação Rn → Rm, então uma função u em Rm pode ser

“puxada de volta”, (pulled back), para uma função u◦f em Rn, a composição.
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Nesta seção mostraremos que esta operação pode ser definida para dis-

tribuições u se f ∈ C∞ e se f ′ for sobrejetiva.

Na seção 3.3 veremos que a composição pode ser definida para aplicações

f mais gerais quando a localização das singularidades de u é conhecida num

sentido preciso.

Sejam Xj um conjunto aberto em Rnj , j = 1, 2, e f : X1 → X2 uma

aplicação C∞. Queremos estender a definição da composição

C0(X2) 3 u → u ◦ f ∈ C0(X1)

para distribuições u tal que a aplicação

D′(X2) 3 u → u ◦ f ∈ D′(X1)

seja cont́ınua. Se isto for posśıvel segue do Corolário 1.5.7 que pode ser feito

por um único caminho. Entretanto, para isto ser posśıvel devemos colocar

condições em f.

TEOREMA 1.8.1 Se uj◦f → 0 em D′(X1) para toda seqüencia uj ∈ C∞
c (X2)

tal que uj → 0 em D′(X2), então f é aberta, isto é, f(V ) é aberto em X2 se

V ⊂ X1 é aberto. Se u ∈ C∞
c (X2) implica u ◦ f ∈ C∞

c (X1), então f é própria,

isto é, f−1(K) é compacto em X1 se K ⊂⊂ X2.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.134.

Se f é aberta então f ′(x) é sobrejetiva para todo x em um subconjunto

aberto denso de X. Por outro lado, pelo Teorema da função inversa f é aberta

se f ′(x) é sobrejetiva para todo x. O próximo resultado diz que neste caso

podemos definir a composição com f.

TEOREMA 1.8.2 Seja Xj ⊂ Rnj , j = 1, 2, conjuntos abertos, e f : X1 → X2

uma aplicação C∞ tal que f ′(x) é sobrejetiva para todo x ∈ X1. Então existe
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uma única aplicação linear cont́ınua f ∗ : D′(X2) → D′(X1) tal que f ∗u = u◦f

quando u ∈ C0(X2). f ∗ aplica D′k(X2) em D′k(X1) para todo k. f ∗u chama-se

o pullback de u por f.

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.134.

OBSERVAÇÃO 1.8.3 Como conseqüência da unicidade temos que: se Xj ⊂ Rnj ,

j = 1, 2 são conjuntos abertos, e f : X1 −→ X2 uma aplicação C∞ tal que

f ′(x) é sobrejetiva para todo x ∈ X1. Se u ∈ D′(X2) e φ ∈ C∞
c (X1) então

(f ∗u)(φ) = (u⊗ 1)(Φ), Φ(y) = φ(f−1(y))| det (f−1)′(y)|. (1.8.1)

EXEMPLO 1.8.4 Se Mtx = tx, x ∈ Rn, t > 0, então

(M∗
t u)(φ) = ux(

φ(x
t
)

tn
),

em que ux representa u atuando em x.

De fato, pela observação acima, se φ ∈ C∞
c temos

(M∗
t u)(φ) = (ux ⊗ 1)(φ(M 1

t
x)| det M ′

1
t
|) = t−nux(φ(

x

t
)).

Se u é homogênea de grau a em Rn\{0} então

ux(
φ(t−1x)

tn
) = (

1

t
)−au(φ) = tau(φ)

logo (M∗
t u)(φ) = tau(φ), que é a definição usual de homogeneidade de grau a.

Seja A uma forma real quadrática não singular em Rn, assim ∂A
∂x
6= 0

quando x 6= 0. Podemos escrever

A(x) =
∑

ajkxjxk

com ajk = akj, e introduzir o operador diferencial

B(∂) =
∑

bjk∂j∂k

em que (bjk) é o inverso de (ajk).
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TEOREMA 1.8.5 Seja A uma forma real quadrática não singular em Rn

definida positiva (negativa) num plano n+ (n−) dimensional com n+ +n− = n.

Se cn é a área da esfera unitária em Rn e n > 2, então

B(∂)(A± i0)
2−n

2 = (2− n)cn| det A|− 1
2 e±

πin−
2 δ0, (1.8.2)

B(∂)A∗χ
2−n

2± = ±4π
n−2

2 sin(
πn±
2

)| det A|− 1
2 δ0. (1.8.3)

DEMONSTRAÇÃO Ver [H2] pg.138.

1.9 Convexidade

Nesta seção alguns fatos sobre conjuntos convexos.

DEFINIÇÃO 1.9.1 Se E é um conjunto compacto de Rn denota-se por ec(E)

a envoltória convexa de E, isto é, a intersecção de todos os conjuntos convexos

fechados contendo E. Ou mais geralmente, dado E ⊂ Rn qualquer, ec(E) é o

menor subconjunto convexo fechado, com a ordem da inclusão, contendo E.

Afirmação: Sejam E um conjunto compacto de um espaço linear e

A = {∑m
j=0 λjxj; xj ∈ E, λj ≥ 0,

∑m
j=0 λj = 1}. Então ec(E) = A.

DEMONSTRAÇÃO (a) ec(E) ⊂ A.

Note que E ⊂ A, pois E 3 x =
∑m

j=0 λjxj, com x = xi e λj = 0 para todo

j 6= i e λi = 1. Além disso é fácil de ver que A é convexo. Logo ec(E) ⊂ A por

minimalidade.

(b) A ⊂ ec(E).

Prova por indução em m. Se m=1 então

A = {λ0x0 + λ1x1; 0 ≤ λ0, λ1 ≤ 1, λ0 + λ1 = 1, x0, x1 ∈ E} =
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= {λ0x0 + (1− λ0)x1; 0 ≤ λ0 ≤ 1, x0, x1 ∈ E} ⊂ ec(E).

Suponha verdade para m − 1. Seja y ∈ A então y = λ0x0 + · · · + λmxm, com

∑m
j=0 λj = 1, 0 ≤ λj ≤ 1 e xj ∈ E para todo j = 0, · · · ,m. Se λm = 1, então

y = x + m ∈ E ⊂ ec(E). Suponha 0 ≤ λm < 1 e considere

M =
λ0

1− λm

x0 + · · · λm−1

1− λm

xm−1.

Note que 0 ≤ λj

1−λm
, j = 0, · · · ,m − 1 e

∑m−1
j=0

λj

1−λm
= 1, dáı

λj

1−λm
≤ 1, j =

0, · · · ,m− 1. Logo M ∈ A, correspondente a x0, · · · , xm−1, e pela hipótese de

indução M ∈ ec(E). Além disso, xm ∈ ec(E). Da convexidade de ec(E) segue

que o segmento unindo xm a M está contido na envoltória. Falta mostrar que

y pertence a este segmento. Mas,

y = (1− λm)M + λmxm

que, por sua vez, pertence a este segmento. Portanto y ∈ ec(E).

TEOREMA 1.9.2 (Teorema de Carathéodory) Seja E um subconjunto de

um espaço linear n−dimensional. Todo ponto da envoltória convexa de E pode

ser escrito como uma combinação linear convexa de no máximo n + 1 pontos

de E.

DEMONSTRAÇÃO Seja y ∈ ec(E). Então y =
∑k

j=0 θjxj com θj ≥ 0,

∑k
j=0 θj = 1, xj ∈ E. Suponhamos que k seja mı́nimo, então θj > 0,

j = 0, 1, · · · , k. O conjuntos de vetores yj = xj − y, j = 0, ..., k é linearmente

dependente, pois
∑k

j=0 θjyj = 0. Se k > n, então {y1, ..., yk} é um conjunto

com mais que n vetores num espaço n−dimensional, logo também é linear-

mente dependente. Suponhamos que
∑k

j=1 αjyj = 0, em que
∑k

j=1 |αj| 6= 0.

Definindo α0 = 0, temos para todo λ,
∑k

j=0(θj +λαj)yj = 0. Escolhamos λ tal

que |λ| seja o menor posśıvel, de modo que um dos coeficientes θj + λαj seja
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não nulo. Os demais coeficientes são não-negativos, e nem todos são nulos, pois

θ0 + λα0 = θ0 6= 0. Mas com este λ, um termo sai da soma
∑k

j=0(θj + λαj)yj.

Substituindo yj por xj − y, temos

y

k∑
j=0

(θj + λαj) =
k∑

j=0

(θj + λαj)xj.

Dividindo por
∑k

j=0(θj + λαj) obtemos

y =

∑k
j=0(θj + λαj)xj∑k

j=0(θj + λαj)
.

Como um dos termos θj + λαj é nulo esta expressão de y contradiz a minima-

lidade de k. Portanto k ≤ n.

COROLÁRIO 1.9.3 A envoltória convexa de um conjunto compacto num es-

paço n− dimensional é compacto.

DEMONSTRAÇÃO Seja E ⊂⊂ Rn e seja {vn} uma seqüencia de pontos em

ec(E). Pelo Teorema 1.9.2 cada vk pode ser escrito na forma

vk =
n∑

j=0

θk
j x

k
j ,

em que θk
j ≥ 0,

∑n
j=0 θk

j = 1 e xk
j ∈ E. Pela compacidade de E e do conjunto

{(θk
0 , ..., θ

k
j ); θk

j ≥ 0,
∑n

j=0 θk
j = 1} existe uma seqüencia {kl} tal que os limites

lim
l→∞

θkl
j = θj e lim

l→∞
xkl

j = xj

existem para j = 0, ..., n, com θj ≥ 0,
∑

θj = 1, xj ∈ E. Assim a seqüencia

{vn} tem uma subseqüência, {vnj
} a qual converge para um ponto de ec(E),

mostrando que ec(E) é compacto.

Com a prova deste Corolário conclúımos que

ec(E) = {
n∑

j=0

λjxj; 0 ≤ λj,

n∑
j=0

λj = 1, xj ∈ E}.



50

Se y 6∈ ec(E), podemos separar y de ec(E) por um hiperplano x · ξ = c

tal que x · ξ < c se x ∈ ec(E) mas y · ξ > c. De fato, seja δ = d(y, ec(E)) > 0,

y ∈ ec(E), existe x0 ∈ ec(E) tal que δ = d(y, x0). Tome ξ = y−x0 e c = x0·ξ+ε,

ε < δ2. Portanto {x ∈ Rn; x · ξ = c} é o hiperplano. Com efeito,

y · ξ = ξ + x0 · ξ = ‖ξ‖2 + x0 · ξ = δ2 + x0 · ξ > c

Se x ∈ ec(E) queremos mostrar que x ·ξ < c, mas isto é equivalente a mostrar-

mos que (x−x0)· (y−x0) < ε. Suponha que existe x1 ∈ ec(E) tal que (x1−x0)·
(y − x0) > 0, tome 0 < t < 1 e agora considere x0 + t(x1 − x0) ∈ ec(E), para

t suficientemente pequeno obtemos que ‖x0 + t(x1 − x0)− y‖2 < ‖xo − y‖2 o

que contradiz δ = d(y, x0). Portanto x · ξ < c para todo x ∈ ec(E).

DEFINIÇÃO 1.9.4 Dado E ⊂ Rn um subconjunto compacto. A função

HE(ξ) = sup
x∈E

x · ξ, ξ ∈ Rn (1.9.1)

é chamada função suporte de E.

LEMA 1.9.5

sup
x∈E

x · ξ = sup
x∈ec(E)

x · ξ, ξ ∈ Rn. (1.9.2)

DEMONSTRAÇÃO Seja

y · ξ = sup
x∈ ec(E)

x · ξ, y ∈ ec(E)

então

y =
∑

λjxj, λj ≥ 0,
∑

λj = 1, xj ∈ E.

Assim

y · ξ =
∑

λjxj · ξ ≤ sup
x∈ E

∑
λjx · ξ = sup

x∈ E
x · ξ.
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A outra desigualdade segue do fato que E ⊆ ec(E).

Vimos que se y 6∈ ec(E) então y · ξ > HE(ξ) para algum ξ, assim ec(E)

é o conjunto de todos x ∈ Rn tal que

x · ξ ≤ HE(ξ), ξ ∈ Rn. (1.9.3)

Com HE é o supremo de funções lineares temos

HE(ξ + η) ≤ HE(ξ) + HE(η) e HE(tξ) = tHE(ξ), t ≥ 0, ξ, η ∈ Rn. (1.9.4)

1.10 Teoremas

Nesta seção enunciaremos alguns teoremas os quais faremos referência

nos caṕıtulos seguintes.

TEOREMA 1.10.1 (Phragmén -Lindelöf) Sejam Ω = {x + iy; a < x < b},
Ω = {x + iy; a ≤ x ≤ b}. Se f ∈ C0(Ω

⋂A(Ω)) tal que |f(z)| < B, ∀z ∈ Ω

e para algum B < ∞ fixo. Se M(x) = sup{‖f(x + iy)‖; −∞ < y < ∞}, a <

x < b então temos

M(x)b−a ≤ M(a)b−xM(b)x−a, a < x < b.

Referência [R2] pg.273.

TEOREMA 1.10.2 (Hahn -Banach) Sejam V um espaço localmente conve-

xo, M um subespaço de V e x0 ∈ X. Então x0 ∈ M, se e somente se, não

existe um funcional linear limitado f em M tal que f(x) = 0 para todo x ∈ M,

mas f(x0) 6= 0.

Referência [R1] pg.59.
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TEOREMA 1.10.3 (Convergência Dominada) Sejam µ uma medida posi-

tiva em um espaço mensurável X arbitrário e {fn} uma seqüência de funções

complexas mensuráveis em X tal que

f(x) = lim
n→∞

fn(x)

existe para todo x ∈ X. Se existe uma função g ∈ L1(µ) tal que

|fn(x)| ≤ g(x), n = 1, 2, ...; x ∈ X,

então f ∈ L1(µ),

lim
n→∞

∫

X

|fn − f |dµ = 0

e

lim
n→∞

∫

X

fndµ =

∫

X

fdµ.

Referência [R2] pg.27.

TEOREMA 1.10.4 (i) Seja F (x, y) ∈ C0(X, L1(Y )) com X ⊂ Rn e Y ⊂ Rm,

abertos. Se para todo x0 ∈ X existem Ux0 vizinhança de x0 em X e gx0 ∈ L1(Y )

tal que

sup
x∈Ux0

|F (x, y)| ≤ |Gx0(y)|

então f(x) =
∫

F (x, y)dy é cont́ınua.

(ii) Se ∂α
x F, |α| ≤ k satisfaz as hipóteses de (i) então f ∈ Ck.

DEMONSTRAÇÃO (i) Seja X 3 xn → t ∈ X logo

f(xn) =

∫
F (xn, y)dy

e pelo Teorema da Convergência Dominada f(xn) → f(x).

(ii) Basta iterar (i), isto é, aplicar (i) para as derivadas de f.
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TEOREMA 1.10.5 Sejam K ⊂⊂ ρn, X uma vizinhança aberta de K e j, k

inteiros não negativos. Se u ∈ Ck
c (K), g ∈ Ck+1 e Img ≥ 0 em X, então

ωj+k|
∫

u(x)(Img(x))jeiωg(x)dx| ≤ c
∑

|α|≤k

sup |Dαu|(|g′|2 + Img)
|α|
2
−k, ω > 0.(1.10.1)

Aqui c é limitado quando g está num conjunto limitado em Ck+1(X). Quando

g assume valores reais a estimativa (1.10.1) reduz-se para

ωk|
∫

u(x)eiωg(x)dx| ≤ c
∑

|α|≤k

sup |Dαu||g′||α|−2k ω > 0. (1.10.2)

Referência [H2] pg.216.

DEFINIÇÃO 1.10.6 Suponhamos que τ seja uma topologia em um espaço ve-

torial X sobre Rn (ou C) tal que

(a) cada subconjunto unitário de X é fechado;

(b) as operações de espaço vetorial são cont́ınuas.

Sob estas condições X é denominado Espaço Vetorial Topológico.

Dizemos que um espaço vetorial topológico X é um F-espaço se a topologia τ

de X é induzida por uma métrica d invariante, isto é, d(x+ z, y + z) = d(x, y)

para x, y, z ∈ X, tal que (X, τ) seja completo. Dizemos que X é um Espaço

de Fréchet se X for um F-espaço que possui uma base local convexa (nestas

condições diz-se que o espaço vetorial topológico é localmente convexo).

TEOREMA 1.10.7 (Teorema do Gráfico Fechado) Suponha:

(a) X e Y F-espaços;

(b) Λ : X → Y linear;

(c) G = {(x, Λx); x ∈ X} é fechado em X × Y.

Então Λ é cont́ınua.

Referência [R1] pg.51.



Caṕıtulo 2

A Transformada de Fourier

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo definiremos a transformada de Fourier de funções L1 e

esta definição será estendida para toda u ∈ S ′, o espaço de distribuições tem-

peradas, o qual é o menor subespaço de D′ contendo L1 que é invariante sob a

diferenciação e multiplicação por polinômios. Tecnicamente é prefeŕıvel definir

S ′ como o espaço dual de S das funções teste rapidamente decrescentes. Após

provar a Fórmula da transformada de Fourier inversa e propriedades básicas de

cálculo nas seções 2.2 e 2.3 estudaremos a transformada de Fourier de funções

L2, de distribuições de suporte compacto e de distribuições homogêneas. Como

aplicação discutiremos soluções fundamentais de equações eĺıpticas. Na seção

2.4 falaremos sobre a transformada de Fourier-Laplace de distribuições com su-

porte compacto, demonstraremos o teorema de Paley-Wiener-Schwartz e a sua

versão para suporte singular e daremos algumas aplicações destes teoremas pa-

ra garantia de existência de solução fundamental para operadores diferenciais

com coeficientes constantes arbitrários.
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2.2 A Transformada de Fourier em S(Rn)

DEFINIÇÃO 2.2.1 A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(Rn) é

definida por

f̂(ξ) =

∫
e−ix.ξf(x)dx. (2.2.1)

NOTAÇÃO: f̂ = F(f).

LEMA 2.2.2 Se f ∈ L1(Rn) então f̂ ∈ L∞(Rn) ∩ C0(Rn) e vale

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1. (2.2.2)

DEMONSTRAÇÃO. De fato, para todo ξ ∈ Rn vale

|f̂(ξ)| ≤
∫
|e−ixξf(x)|dx = ‖f‖1.

Isso mostra que f̂ ∈ L∞(Rn) e (2.2.2). Fixe ξ ∈ Rn e tome uma seqüência {ξj}
convergindo para ξ arbitrária. Da continuidade da função exponencial segue

que e−ixξjf(x) → e−ixξf(x). Além disso, |e−ixξjf(x)| = |f(x)| e f ∈ L1(Rn).

Pelo teorema da convergência dominada,

∫
e−ixξjf(x)dx →

∫
e−ixξf(x)dx,

ou seja, f̂(ξj) → f̂(ξ), o que demonstra a continuidade de f̂ .

DEFINIÇÃO 2.2.3 Denotamos com S = S(Rn) o subespaço de C∞ das funções

φ tais que

sup
x
|xβ∂αφ(x)| < ∞, (2.2.3)

para todo α, β ∈ Nn. S é denominado o espaço de Schwartz das funções C∞

de decrescimento rápido.
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OBSERVAÇÃO 2.2.4 Dizemos que uma seqüência φj ∈ S converge à zero em S,

se para todo α, β ∈ Nn, xαDβφj(x) → 0 uniformemente.

AFIRMAÇÕES: (1) C∞
c ⊂ S densamente;

(2)Se φj ∈ C∞
c e φj → 0 em C∞

c , então φj → 0 em S.

DEMONSTRAÇÃO. (1) Seja φ ∈ C∞
c (Rn) então como S(Dβφ) ⊂ S(φ) temos

que supx |xαDβφ| < ∞,∀α, β ∈ Nn. Dado ϕ ∈ C∞
c , tome φ ∈ C∞

c tal que

0 ≤ φ ≤ 1 e φ(x) = 1 quando |x| ≤ 1. Para cada ε, defina ϕε(x) = ϕ(x)φ(εx).

Note que ϕε ∈ C∞
c e ϕε → ϕ em S. De fato, fixado α, β multi-́ındices, temos

que

|xαDβ(ϕε(x)− ϕ(x))| = |xαDβ[ϕ(x)(φ(εx)− 1)]|.

Se β = 0 temos

|xα[ϕ(φ(εx)− 1)]| ≤ cα|x||α||ϕ(x)||φ(εx)− 1| = 0

se |x| ≤ ε−1, assim xα(ϕε(x)− ϕ(x) → 0 uniformemente quando ε → 0.

Se β 6= 0 então

|xαDβ[ϕ(x)(φ(εx)− 1)]| ≤ cβ,α|x|α
∑

γ+γ̃≤β

Dγϕ(x)Dγ̃(φ(εx)− 1) := (♦)

se γ̃ = 0 recáımos no primeiro caso, se γ̃ 6= 0 temos

(♦) ≤ c̃α,βε → 0

quando ε → 0. Portanto ϕε → ϕ em S.

(2) Seja C∞
c 3 φn → 0 em C∞

c , então existe um compacto K tal que S(φn) ⊂
K, ∀n e Dβφn → 0,∀β ∈ Nn uniformemente, logo supx|xαDβφn| → 0.

PROPOSIÇÃO 2.2.5 A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de

S em S e valem as fórmulas

(1) D̂αϕ(ξ) = ξαϕ̂(ξ)

(2) F(xαϕ(x))(ξ) = (−1)|α|Dαϕ̂(ξ)
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DEMONSTRAÇÃO. Primeiramente, provemos a fórmula (1). Integrando por

partes |α| vezes temos

∫
e−ix.ξDαϕ(x)dx =

∫
ξαe−ix.ξϕ(x)dx.

De fato,
∫

e−ix·ξDαϕ(x)dx = lim
M→∞

∫

[−M,M ]n
e−ix·ξDαϕ(x)dx

= lim
M→∞

{ ∫ M

−M

· · ·
∫ M

−M

[
e−ix·ξDα−ejϕ(x) |M−M

−
∫ M

−M

Dj(e
−ix·ξ)Dα−ejϕ(x)dxj

]
dx1 · · · d̂xj · · · dxn

}
,

sendo que o primeiro termo na segunda igualdade é zero, pois ϕ e todas as

suas derivadas se anulam no infinito. Logo,

∫
e−ix·ξDαϕ(x)dx = −

∫
(−ξj)e

−ix·ξDα−ejϕ(x)dx.

Integrando por partes sucessivamente obtemos a afirmação. Derivando sob o

sinal de integração ϕ̂(ξ) obtemos

Dαϕ̂(ξ) =

∫
e−ix·ξ(−x)αϕ(x)dx.

Mostrando a validade de (2). Como S(Rn) ⊂ L1(Rn), usando a fórmula (2)

juntamente com o Lema 2.2.2 temos que ϕ̂ ∈ C∞(Rn). Combinando as fórmulas

(1) e (2) temos que

ξαDβϕ̂(ξ) = ξα(−1)|β|F [xβϕ(x)](ξ) = (−1)|β|F [Dα(xβϕ(x))](ξ),

o que implica que

|ξαDβϕ̂(ξ)| = |
∫

e−x.ξDα
x [xβϕ(x)]dx| ≤

∫
|Dα

x [xβϕ(x)]|dx

=

∫
(1 + |x|2)n+1

(1 + |x|2)n+1
|Dα

x [xβϕ(x)]|dx

≤ C sup
x

(1 + |x|2)n+1|Dα[xβϕ(x)]| < ∞, (2.2.5)
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o que mostra que ϕ̂ ∈ S(Rn). O que provamos até agora foi que F : S(Rn) →
S(Rn). Mostremos que F é um operador cont́ınuo. Seja φj → 0 em S(Rn). Da

desigualdade (2.2.5) segue que |ξαDβφ̂j(ξ)| → 0 uniformemente, o que mostra

que F(φj) → 0 em S(Rn).

COROLÁRIO 2.2.6 (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f está em L1(Rn) então

f̂(ξ) → 0, quando |ξ| → ∞.

PROVA. Se fN(x) = f(x) para |x| < N e fN(x) = 0 para |x| ≥ N , é claro

que fN → f em L1 quando N → ∞. Pelo teorema 1.4.2 aplicado a fN ,

vemos que existe uma seqüência φn ∈ C∞
c (Rn) de modo que φn → fN em

L1(Rn) e conseqüentemente φ̂n → f̂N uniformemente por (2.2.2). Como φn ∈
S(Rn), φ̂n ∈ S(Rn) pelo teorema anterior, logo todas as φ̂n’s tendem a zero

quando |ξ| → ∞ e, sendo a convergência uniforme, o mesmo acontece com f̂N .

Novamente por (2.2.2), vemos que f̂N → f̂ uniformemente, portanto temos o

desejado.

EXEMPLO 2.2.7 Seja a função ψ(x) = e−x2/2, x ∈ R. Temos que:

ψ′(x) + xψ(x) = 0 e ψ(0) = 1.

Como ψ ∈ S, aplicando F a equação acima obteremos

0 = F [ψ′(x) + xψ(x)](ξ) = iξψ̂(ξ)− d

idξ
ψ̂(ξ) = i[ξψ̂(ξ) +

d

dξ
ψ̂(ξ)],

donde ψ̂(ξ) satisfaz a mesma equação que ψ(x). Logo,

ψ̂(ξ) = ψ̂(0)ψ(ξ) = ψ(ξ)

∫
ψ(x)dx.

Mas como

[

∫
e−x2/2dx]2 = (

∫
e−x2/2dx)(

∫
e−y2/2dy) =

∫
e−(x2+y2)/2dxdy.
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Fazendo a mudança de coordenadas polares

x = rcosθ, y = rsenθ , 0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π,

obtemos
∫

e−x2/2dx =
√

2π. Portanto, ψ̂(ξ) =
√

2πe−ξ2/2. Para calcular a

transformada de Fourier de ψ(x) = e−|x|
2/2 em Rn, escrevemos

ψ̂(ξ) =

∫
e−ix.ξψ(x)dx = (

∫
e−ix1ξ1e−x2

1/2dx1) · · · (
∫

e−ixnξne−x2
n/2dxn).

Portanto, ψ̂(ξ) = (2π)n/2e−|ξ|
2/2.

LEMA 2.2.8 Se T : S → S é uma aplicação linear tal que

(a) TDjφ = DjTφ

(b) Txjφ = xjTφ, j=1,2,...,n, φ ∈ S,

então Tφ = cφ para alguma constante c.

DEMONSTRAÇÃO Afirmação: Se φ ∈ S e φ(y) = 0 então podemos escrever

φ(x) =
n∑

j=1

(xj − yj)φj(x)

em que φj ∈ S.

De fato, tome

φ1
j(x) =

∫ 1

0

∂φ

∂xj

(y + t(x− y))dt

Note que φ(x) =
∑n

j=1 φ1
j(x)(xj − yj). Se x 6= y tome

φ2
j(x) = φ(x)

xj − yj

|x− y|2 .

Seja ϕ ∈ C∞
c tal que ϕ ≡ 1 numa vizinhança da origem. Agora considere

φj(x) = ϕ(x− y)φ1
j + (1− ϕ(x− y))φ2

j

Note que

φ(x) =
n∑

j=1

φj(x)



60

e além disso φj ∈ S, pois φj se comporta como φ1
j numa vizinhança da origem

φj e quando x →∞ como φ2
j . Logo temos que

Tφ(x) =
n∑

j=1

(xj − yj)Tφj(x)

Se x = y então Tφ(y) = 0, como conseqüência disso temos que se φ(y) = 0

então Tφ(y) = 0. Fixe x0. Seja ψ1 ∈ C∞
c com ψ1(x0) 6= 0, considere

ψ(x) = ψ(x0)φ(x)− φ(x0)ψ1(x).

Como ψ(x0) = 0 então Tψ(x) = 0. Mas por outro lado,

Tψ(x) = ψ1(x0)Tφ(x)− φ(x0)Tψ1(x),

logo

Tφ(x0) =
Tψ1(x0)

ψ1(x0)
φ(x0).

Como x0 é arbitrário temos que Tφ(x) = c(x)φ(x) em que c(x) independe

de φ. Dado x tome φ tal que φ(x) 6= 0 dáı temos que c ∈ C∞. Por hipótese

DjTφ−TDjφ = 0. Mas DjTφ = (Djc)φ+cDjφ e TDjφ = cDjφ logo (Djc)φ =

0, para φ ∈ S, assim c deve ser constante.

TEOREMA 2.2.9 A transformada de Fourier F : φ 7→ φ̂ é um isomorfismo

de S com inversa dada pela fórmula

φ(x) = (2π)−n

∫
eix.ξφ̂(ξ)dξ, φ ∈ S. (2.2.6)

DEMONSTRAÇÃO. Pelo Lema 2.2.5 F2 = F ◦ F : S → S e anticomuta com

Dj e xj. Com a notação Rφ(x) = φ(−x), aplicando o Lema 2.2.8 a T = RF2,

conclúımos que RF2 = c. Para determinar c tomemos φ(x) = e−
|x|2
2 ∈ S,

pelo exemplo 2.2.7 sabemos que φ̂(ξ) = (2π)e
n
2

e−
|ξ|
2 = c1φ(ξ), assim F2φ =

F(Fφ) = F(c1φ) = c2
1φ donde c = c2

1 = (2π)n. Logo

(2π)nφ(x) = R(F(Fφ(x))) = R(

∫
e−ix· ξφ̂(ξ)dξ) =

∫
eix· ξφ̂(ξ)dξ.
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Portanto,

φ(x) = (2π)−n

∫
eix· ξφ̂(ξ)dξ = (2π)−n

ˇ̂
φ̂.

TEOREMA 2.2.10 Se ϕ, ψ ∈ S, então:

(1)
∫

ϕ̂ψdx =
∫

ϕψ̂dx,

(2)
∫

ϕψ̄dx = (2π)−n
∫

ϕ̂
¯̂
ψdx,

(3) ϕ̂ ∗ ψ = ϕ̂ψ̂,

(4) (̂ϕψ) = (2π)−nϕ̂ ∗ ψ̂.

DEMONSTRAÇÃO. Por Fubini, temos que

∫
ϕ̂(x)ψ(x)dx =

∫
ψ(x)[

∫
e−iy.xϕ(y)dy]dx

=

∫
ϕ(y)[

∫
e−iy.xψ(x)dx]dy =

∫
ϕ(y)ψ̂(y)dy,

donde segue (1). Para provar (2), consideremos a função χ = (2π)−n ¯̂
ψ. Logo,

χ̂(ξ) =

∫
e−ix.ξχ(x)dx = (2π)−n

∫
e−ix.ξ ¯̂

ψ(x)dx.

Assim, pela fórmula inversa de Fourier

¯̂χ(ξ) = (2π)−n

∫
eix.ξψ̂(x)dx = ψ(ξ).

Usando (1) obtemos que,

∫
ϕψ̄dx =

∫
ϕχ̂dx =

∫
ϕ̂χdx = (2π)−n

∫
ϕ̂

¯̂
ψdx.

A fórmula (3) pode ser obtida por Fubini, assim

ϕ̂ ∗ ψ(ξ) =

∫
e−ix·ξ[

∫
ϕ(x− y)ψ(y)dy]dx

=

∫
ψ(y)[

∫
e−ix·ξϕ(x− y)dx]dy

=

∫
ψ(y)[

∫
e−i(x−y)·ξϕ(x)dx]dy

=

∫
e−iy·ξψ(y)dyϕ̂(ξ) = ϕ̂(ξ)ψ̂(ξ).
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Finalmente, para obter (4) tomamos a transformada de Fourier de ϕ̂ψ e ϕ̂ ∗ ψ̂.

De fato, temos que

̂̂
ϕψ(x) =

∫
e−ix·ξϕ̂ψ(ξ)dξ =

∫
ei(−x)·ξϕ̂ψ(ξ)dξ = (2π)nϕ(−x)ψ(−x).

Por outro lado, por (3) temos que

̂̂
ϕ ∗ ψ̂(x) = ̂̂ϕ(x)

̂̂
ψ(x).

Mas

̂̂
ψ(x) =

∫
e−ix.ξψ̂(ξ)dξ =

∫
ei(−x)ξψ̂(ξ)dξ = (2π)nψ(−x).

Logo,

̂̂
ϕ ∗ ψ̂(x) = (2π)nψ(−x)(2π)nϕ(−x).

Tomando a transformada inversa de Fourier

ϕ̂ψ(ξ) = F−1[(2π)nψ(−x)(2π)nϕ(−x)](ξ) = (2π)−nϕ̂ ∗ ψ̂(ξ).

2.3 A Transformada de Fourier em S ′(Rn)

DEFINIÇÃO 2.3.1 Um funcional linear e cont́ınuo em S(Rn) é dito uma dis-

tribuição temperada. O espaço das distribuições temperadas (dual de S(Rn))

se denota por S ′(Rn).

OBSERVAÇÃO 2.3.2 Podemos identificar S ′ com um subespaço de D′, isto é,

temos um isomorfismo A : S ′ → D′ entre S ′ e um subespaço de D′, dado por

Au = u |C∞c . De fato, se Au1 = Au2, então u1 |C∞c = u2 |C∞c . Mas como

C∞
c ⊂ S densamente, u1 ≡ u2.
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TEOREMA 2.3.3 Seja u um funcional linear em S. As seguintes condições

são equivalentes:

(a) u ∈ S ′

(b) existem constantes C > 0 e m ∈ N tais que

|〈u, ϕ〉| ≤ C
∑

|α|≤m

sup
x
{(1 + |x|2)m|Dαϕ|}, ∀ ϕ ∈ S.

DEMONSTRAÇÃO A demonstração é análoga à do Teorema 1.4.9.

LEMA 2.3.4 (i) E ′ ⊂ S ′;
(ii) Lp(Rn) ⊂ S ′;
(iii) S ⊂ S ′ densamente.

DEMONSTRAÇÃO (i) É óbvia.

(ii) Faz-se esta identificação, definindo

〈Tf , ϕ〉 =

∫
f(x)ϕ(x)dx; ϕ ∈ S.

De fato, dada ϕ ∈ S ⊂ Lq, então pela desigualdade de Hölder

|〈Tf , ϕ〉| ≤ ∫ |f(x)||ϕ(x)|dx ≤‖ f ‖p‖ ϕ ‖q

=‖ f ‖p (
∫ (1+|x|)n+1

(1+|x|)n+1 |ϕ(x)|qdx)1/q

≤ C ‖ f ‖p sup(1 + |x|)n+1
q |ϕ(x)|.

Pelo Teorema anterior f ∈ S ′ .
(iii) Demonstração análoga à prova do Lema 1.5.7.

EXEMPLO 2.3.5 Dizemos que uma função f ∈ L1
loc(Rn) cresce lentamente no

infinito quando existem constantes A,B, C tais que |f(x)| ≤ A(1 + |x|2)B

quando |x| > C. O item (iv) implica que as funções que crescem lenta-

mente no infinito pertencem a S ′. Em particular, as funções polinomiais
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pertencem a S ′ e Lp ⊂ S ′, 1 ≤ p ≤ ∞. Com efeito, se f ∈ L1
loc tal que

|f(x)| ≤ A(1 + |x|2)B; |x| > R, então f ∈ S ′. De fato, dado φ ∈ S temos que

|〈f, φ〉| ≤
∫
|fφ| =

∫

|x|≤R

|fφ|+
∫

|x|>R

|fφ|

≤ sup
|x|≤R

|φ(x)|
∫

|x|≤R

|f |dx

+A sup
x
|(1 + |x|2)(B+n+1)/2φ(x)|

∫
1

(1 + |x|2)(n+1)/2
dx

≤ C sup
x
{(1 + |x|2)(B+n+1)/2|φ(x)|}.

Portanto f ∈ S ′ por (iv).

O objetivo agora é estender a transformada de Fourier para S ′. Dada

uma função ϕ ∈ S, esta define uma distribuição temperada Tϕ : S → C dada

por

〈Tϕ, ψ〉 =

∫
ϕ(x)ψ(x)dx; ∀ψ ∈ S.

Logo,

〈ϕ̂, ψ〉 =

∫
ϕ̂ψ =

∫
ϕψ̂ = 〈ϕ, ψ̂〉.

Neste caso podemos, por dualidade, estender F a um operador linear e cont́ınuo

F̃ : S ′ → S ′. Com efeito, definamos

〈F̃u, φ〉 = 〈u, φ̂〉; u ∈ S ′, φ ∈ S.

1) F̃u ∈ S ′. De fato, é claro que F̃u é linear. Quanto a continuidade, dada

uma seqüência φj → 0 em S, então 〈F̃u, φj〉 = 〈u, φ̂j〉 → 0, pois φ̂j → 0 em S
devido a continuidade da transformada de Fourier.

2) Se u ∈ S, segue que

〈F̃u, φ〉 = 〈u, φ̂〉 =

∫
uφ̂ =

∫
ûφ = 〈û, φ〉,
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o que mostra que F̃u = û para todo u ∈ S.

3) Quanto a continuidade de F̃ : S ′ → S ′. Dado uma seqüencia S ′ 3 uj → 0

em S ′, então 〈F̃uj, φ〉 = 〈uj, φ̂〉 → 0, pois φ̂ ∈ S. Isto mostra que F̃uj → 0 em

S ′.

4)Quanto a unicidade da extensão, esta segue de S ⊂ S ′ densamente. De fato,

suponhamos que F̃1, F̃2 : S ′ → S ′ são extensões lineares e cont́ınuas de F .

Dado u ∈ S ′, existe uma seqüência S 3 ϕj → u em S ′. Assim,

F̃2u ← F̃2ϕj = F̃1ϕj → F̃1u,

pela unicidade do limite F̃1 = F̃2.

DEFINIÇÃO 2.3.6 Se u ∈ S ′, a transformada de Fourier, û, de u é definida

por

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉, ∀φ ∈ S.

OBSERVAÇÕES 2.3.7 (i) Se fn → f em Lp(Rn) então fn → f em S ′(Rn);

(ii) Se un → u em E ′(Rn) então un → u em S ′(Rn);

(iii) Se un → u em S ′(Rn) então un → u em D′(Rn);

(iv) Se u ∈ S então û ∈ S ′.

OBSERVAÇÃO 2.3.8 Se f, g ∈ L1(Rn) então
∫

f̂ gdx =
∫

fĝdx.

De fato, note que f, g ∈ L1(Rn) ⇒ f̂ , ĝ ∈ L∞(Rn), pela observação 2.2.2, de

modo que as integrais acima são finitas. A idéia é aproximar f e g por funções

de S e usar o fato de que a igualdade acima vale para funções de S. Como C∞
c

é denso em Lp, Lema 1.4.3, tome uma seqüência {ϕj} em S tal que ϕj → f

em L1(Rn). Então, para toda ψ ∈ S vale

〈ϕ̂j, ψ〉 =

∫
ϕ̂jψdx =

∫
ϕjψ̂dx = 〈ϕj, ψ̂〉 → 〈f, ψ̂〉 =

∫
fψ̂dx,
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tendo sido usados o Teorema 2.2.10 e a observação 2.3.7. Assim

〈ϕ̂j, ψ〉 →
∫

fψ̂dx.

Por outro lado, novamente pela observação 2.3.7 e pela continuidade da trans-

formada de Fourier em S ′ resulta que

〈ϕ̂j, ψ〉 → 〈f̂ , ψ〉 =

∫
f̂ψdx,

sendo a última igualdade válida pois f̂ ∈ L∞(Rn). A unicidade do limite

implica então, que ∫
f̂ψdx =

∫
fψ̂dx, ∀ψ ∈ S. (2.3.1)

Tomemos agora uma seqüência {ψj} em S tal que ψj → g em L1(Rn). Da

desigualdade de Hölder e do fato de que f̂ ∈ L∞(Rn) segue que

∫
f̂ψjdx →

∫
f̂gdx

e, de (2.3.1) ∫
fψ̂jdx →

∫
f̂gdx. (2.3.2)

Mas

| ∫ fψ̂jdx− ∫
fĝdx| ≤ ∫ |f ||ψ̂j − g|dx ≤ ‖f‖1‖ψ̂j − g‖∞

≤ ‖f‖1‖ψj − g‖1.

Então
∫

fψ̂jdx → ∫
fĝdx que, juntamente com (2.3.2), implicam em

∫
fĝdx =

∫
f̂gdx.

LEMA 2.3.9 Se f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier de f como função

coincide com a sua transformada como distribuição temperada.
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DEMONSTRAÇÃO Se f ∈ L1(Rn), já provamos que f̂ ∈ L∞(Rn) e, portanto,

f̂ define uma distribuição temperada. A observação acima afirma que tal

distribuição temperada coincide com F(f), sendo F a transformada de Fourier

em S ′. Devemos então provar que

〈f̂ , ψ〉 = 〈F(f), ψ〉, ∀ψ ∈ S.

Tome uma seqüência {ϕj} em S tal que ϕj → f em L1(Rn). Então, para toda

ψ ∈ S vale

〈f̂ , ψ〉 =

∫
f̂ψdx =

∫
fψ̂dx

=

∫
(lim ϕj)ψ̂dx = lim

∫
ϕjψ̂dx

= lim〈ϕj, ψ̂〉 = lim〈Fϕj, ψ〉

= 〈F(f), ψ〉.

Já vimos que a inversa da transformada de Fourier em S é dada por

F−1(ϕ)(x) =
1

(2π)n
̂̌ϕ(x).

Para definirmos F−1 em S ′ por analogia, definimos então a forma linear

ǔ : S → C

ϕ 7→ 〈u, ϕ̌〉.
A verificação de que ǔ é cont́ınuo não é dif́ıcil de ser feita, e será omitida.

Também não é dif́ıcil verificar que o operador linear

∨ : S ′ → S ′

u 7→ ǔ

é cont́ınuo. Se u ∈ S ′, definimos multiplicação de u por um polinômio p como

a distribuição pu dada por 〈pu, ψ〉 = 〈u, pψ〉,∀ψ ∈ S. O fato de que pu é uma
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distribuição segue do fato de que u é uma distribuição e que p é uma função

de classe C∞. Mas é posśıvel mostrar pu é uma distribuição temperada. Com

essa definição, prova-se sem maiores dificuldades as fórmulas

D̂αu = ξαû e x̂αu = (−1)|α|Dαu,

pois elas são válidas em S.

TEOREMA 2.3.10 A transformada de Fourier F : S ′ → S ′ é um isomorfis-

mo e a fórmula de inversão de Fourier ̂̂u = (2π)nǔ é válida para u ∈ S ′.

DEMONSTRAÇÃO. Do Teorema (2.2.9) temos que

̂̂
φ = (2π)nφ̌,

em que φ̌(x) = φ(−x).

Se u ∈ S ′ obtemos

̂̂u(φ) = û(φ̂) = u(
̂̂
φ) = (2π)nu(φ̌) = (2π)nǔ(φ)

TEOREMA 2.3.11 (Teorema de Plancherel) Se f ∈ L2(Rn) então f̂ está

em L2(Rn) e ‖f‖2 = 1
(2π)n‖f̂‖2.

DEMONSTRAÇÃO. Tome uma seqüência {ϕj} em S tal que ϕj → f em L2(Rn).

Como ϕ̂j ∈ S ⊂ L2(Rn) vale

‖ϕ̂j − ϕ̂k‖2
2 = ‖ϕ̂j − ϕk‖2

2 =

∫
(ϕ̂j − ϕk)(ϕ̂j − ϕk)dx

=
1

(2π)n

∫
(ϕj − ϕk)(ϕj − ϕk)dx = ‖ϕj − ϕk‖2

2.

Isso implica que {ϕ̂j} é uma seqüência de Cauchy em L2(Rn) logo, trata-se

de uma seqüência convergente, cujo limite denotaremos por g. Provaremos
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que g = f̂ . Fixe ψ ∈ S arbitrária. Nas igualdades abaixo, está sendo usada a

observação (2.3.7).

〈f̂ , ψ〉 = 〈f, ψ̂〉 = lim〈ϕj, ψ̂〉

= lim〈ϕ̂j, ψ〉 = 〈g, ψ〉

Isso prova que g = f̂ em S ′. Mas g ∈ L2(Rn), portanto, f̂ ∈ L2(Rn).

Na última frase da demonstração do teorema anterior, está sendo feito

um abuso de linguagem, pois estamos identificando L2(Rn) com um subespaço

de S ′. Mais geralmente, temos:

LEMA 2.3.12 Se f ∈ Lp e 1 ≤ p < ∞ podemos escrever f como a soma de uma

função em L2 e uma em L1, assim sua transformada de Fourier está em L2
loc,

pelo Lema 2.2.2 e pelo Teorema 2.3.11.

DEMONSTRAÇÃO Se f ∈ (L2 ∪ L1) então a decomposição é f + 0 ou 0 + f,

respectivamente. Se f ∈ Lp, 1 < p < ∞. Seja

L = {x ∈ Rn; |f(x)| < 1},

note que a medida de Lc é finita, de fato suponha m(Lc) = ∞, como

(
∫

Lc |f(x)|pdx)
1
p ≥ (

∫
Lc 1dx)

1
p = (m(Lc))

1
p , então ‖ f ‖p = ∞ o que é um

absurdo. É fácil ver que χLf ∈ L2 e χLcf ∈ L1, logo f = χLf + χLcf.

TEOREMA 2.3.13 (Riesz-Thorin) Se T é uma aplicação linear de Lp1∩Lp2

em Lq1 ∩ Lq2 tal que

‖Tf‖Lqj ≤ Mj‖f‖Lpj , j = 1, 2 (2.3.3)

e se 1
p

= t
p1

+ 1−t
p2

, 1
q

= t
q1

+ 1−t
q2

, para algum t ∈ (0, 1), então

‖Tf‖q ≤ M1
tM2

1−t‖f‖p, f ∈ Lp1 ∩ Lp2 . (2.3.4)
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DEMONSTRAÇÃO Se p = ∞ então p1 = p2 = ∞ e neste caso (2.3.4) segue

da desigualdade de Hölder. Assim podemos supor que p < ∞ e que p 6= pi,

i = 1, 2 logo p1, p2 < ∞. Primeiramente notemos que as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) ‖Tf‖Lqj ≤ Mj‖f‖Lpj , j = 1, 2

(ii) |〈Tf, g〉| ≤ Mj‖f‖pj
‖g‖q′j

, com 1
qj

+ 1
q′j

= 1.

De fato, se (i) é verdadeiro por Hölder temos

|〈Tf, g〉| = |
∫

Tfgdx| ≤
∫
|Tfg|dx ≤ ‖Tf‖qj

‖g‖q′j ≤ Mj‖f‖pj
‖g‖q′j .

Se (ii) é válido, tome

g(x) =
|Tf |qj

(Tf)
(x), T f(x) 6= 0,

g(x) = 0, T f(x) = 0.

Note que g ∈ Lq′j .

‖Tf‖qj
qj
≤ Mj‖f‖pj

‖g‖q′j = Mj‖f‖pj
‖Tf‖

qj

q′
j

qj .

Logo ‖Tf‖qj
≤ Mj‖f‖pj

.

Se 0 ≤ F,G ∈ L1 e ‖F‖1 = ‖G‖1 = 1 então o valor absoluto de

θ(z) = 〈T (f0F
z

p1
+ 1−z

p2 ), g0G
z
q′1

+ 1−z
q′2 〉M−z

1 M z−1
2

é ≤ 1 se Rez = 0 ou Rez = 1, sendo |f0| ≤ 1, |g0| ≤ 1. De fato, se Rez = 0

temos

|Φ(z)| = |〈T (f0F
iy
p1

+ 1−iy
p2 ), g0G

iy

q′1
1−iy

q′2 〉||M−iy
1 ||M iy−1

2 | ≤

≤ M2

∥∥∥f0F
iy
p1

+ 1−iy
p2

∥∥∥
p2

∥∥∥∥g0G
iy

q′1
+ 1−iy

q′2

∥∥∥∥
q′2

M−1
2 ≤

≤
∥∥∥F

1
p2

∥∥∥
p2

∥∥∥∥G
1
q′2

∥∥∥∥
q′2

= 1,
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a primeira desigualdade segue da afirmação feita no ińıcio desta demonstração.

Analogamente obtemos que |Φ(z)| ≤ 1 se Rez = 1. Se tomarmos F, G funções

simples obtemos que θ é anaĺıtica e limitada quando 0 ≤ Rez ≤ 1. Pelo

Teorema de Phragmén-Lindelöf 1.10.1, temos que |θ(z)| ≤ 1,∀z; 0 ≤ Rez ≤ 1,

assim

|〈T (f0F
1
p ), g0G

1
q′ 〉| ≤ M t

1M
1−t
2 ,

1
q

+ 1
q′ = 1. Isto prova (2.3.4) para um subconjunto denso de Lp1

⋂
Lp2 . Por

hipótese ambos os lados são cont́ınuos em Lp1
⋂

Lp2 o que completa a prova.

TEOREMA 2.3.14 (Hausdorff-Young) Se 1 ≤ p ≤ 2, então f̂ ∈ Lq(Rn),

sendo q o expoente conjugado de p, e

‖f̂‖Lq ≤ (2π)
n
q ‖f‖Lp .

DEMONSTRAÇÃO No caso p = 2, vale a igualdade, conforme provamos no

teorema (2.3.11).

Se p = 1 f̂ ∈ L∞ e ‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

Se 1 < p < 2 como a transformada de Fourier é uma aplicação cont́ınua

considere no Teorema 2.3.13 p1 = 1, p2 = 2, q1 = ∞, q2 = 2,M1 = 1,M2 =

(2π)
n
2 , logo

‖f̂‖p′ ≤ (2π)
n
q ‖f‖p,

em que 1
p

+ 1
q

= 1.

TEOREMA 2.3.15 A transformada de Fourier de uma distribuição u ∈ E ′(Rn)

é a função

û(ξ) = 〈u, e−ixξ〉, ξ ∈ Rn (2.3.5)
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Pelo Teorema 1.4.27 a função û(ξ) está bem definida para todo ξ ∈ Rn. Além

disso, podemos estendê-la para todo ζ ∈ Cn.

DEMONSTRAÇÃO Sejam φ, φε tal que 0 ≤ φ ∈ C∞
c (Rn),

∫
φ = 1 e φε(x) =

ε−nφ(ε−1x), e escrevamos uε = u ∗ φε, como u ∈ E ′(Rn) então uε → u em E ′ e

em particular uε → u em S ′. Assim û = limε→0 ûε. Como uε ∈ L1 temos pelo

Lema 2.3.9 que

ûε(ξ) = 〈u ∗ φε, e−ix· ξ〉 = 〈u, φ̌ε ∗ e−ix· ξ〉 = φ̂(εξ)〈u, e−ix· ξ〉.

Fazendo ε → 0 segue que φ̂(εξ) → 1 em C∞(R), dáı ûε(ξ) → 〈u, e−ix· ξ〉 em

C∞, em particular ûε → 〈u, e−ix· ξ〉 em S ′. Pela unicidade do limite obtemos

(2.3.5).

Para provarmos que û é inteira, faremos uso do seguinte Lema:

LEMA 2.3.16 (a) Para todo multi-́ındice α e j ∈ N, vale

∂α
x

(−ixξ)j

j!
=





(−ixξ)j−|α|

(j − |α|)! ξα, |α| ≤ j

0, j < |α|,
sendo x ∈ Rn, ξ ∈ Cn.

(b) Se u ∈ E ′(Rn) e ξ ∈ Cn então ξ 7→ 〈u, (−ixξ)j〉 é um polinômio na

variável ξ, de grau j.

(c) Se u ∈ D′(Rn) e ϕ, ψ ∈ C∞
c (Rn) então 〈u ∗ ϕ, ψ〉 = 〈u, ϕ̌ ∗ ψ〉. Vale o

mesmo resultado se u ∈ E ′(Rn), ϕ ∈ C∞
c (Rn) e ψ ∈ C∞(Rn).

DEMONSTRAÇÃO A prova de (a) é simples. Para (b), observe inicialmente que,

separando ξ em sua parte real e imaginária, basta considerarmos o caso em

que ξ ∈ Rn. Note que

(−ixξ)j = (−i)j

(
n∑

k=1

xkξk

)j

= (−i)j
∑

|α|=j

j!

|α|! [(x1ξ1)
α1(x2ξ2)

α2 ...(xnξn)αn ],
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sendo a última igualdade conhecida como teorema multinomial, e pode ser

encontrada nos livros de análise combinatória. Segue que

〈u, (−ixξ)j〉 = (−i)j
∑

|α|=j

j!

|α|!ξ
α〈u, xα〉.

Como |α| = j, temos que (b) está provado. Para provarmos (c), observamos

que, por definição de convolução

u ∗ (ϕ ∗ ψ̌)(0) = 〈u, (ϕ ∗ ψ̌)∨〉.

Por outro lado, novamente pela definição de convolução

(u ∗ ϕ) ∗ ψ̌(0) = 〈u ∗ ϕ, (ψ̌)∨〉 = 〈u ∗ ϕ, ψ〉.

A associatividade da convolução implica que

〈u, (ϕ ∗ ψ̌)∨〉 = 〈u ∗ ϕ, ψ〉.

Não é dif́ıcil verificar que (ϕ ∗ ψ̌)∨ = ϕ̌ ∗ ψ, completando assim a prova de (c).

Agora provaremos que û é uma função inteira. Como ey = 1 + y + y2

2!
+

y3

3!
+ ... ∀y ∈ C, temos que

e−ixξ = 1 + (−ixξ) +
(−ixξ)2

2!
+

(−ixξ)3

3!
+ ..., ∀x ∈ Rn, ξ ∈ Cn. (2.3.6)

Por isso tomamos a série
∑∞

j=0〈u, (−ixξ)j

j!
〉 e provaremos que é igual a û(ξ). Do

Lema 2.3.16 obtemos que esta é uma série de pontências na variável ξ.

Como u ∈ E ′(Rn), existem K ⊂⊂ Rn, C > 0 e m ∈ N tais que
∣∣∣∣∣
〈
u,

(−ixξ)j

j!

〉∣∣∣∣∣ ≤ C
∑

|α|≤m

sup
x∈K

∣∣∣∂α
x

(−ixξ)j

j!

∣∣∣, ∀ ξ ∈ Cn, j ∈ N. (2.3.7)

Tome R suficientemente grande de modo que K ⊂ BR(0). Ao fazermos a soma

em j, o lado direito da igualdade acima é uma soma finita de séries no ı́ndice j.
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Mostraremos que cada uma delas é uniformemente convergente em compactos.

Para isso, escolha |α| ≤ m arbitrário e note que, para j ≥ |α| temos, do Lema

2.3.16, que valem as seguintes estimativas para qualquer ξ ∈ Cn :

sup
x∈K

∣∣∣∂α
x

(−ixξ)j

j!

∣∣∣ = sup
x∈K

∣∣∣(−ixξ)j−|α|

j!− |α| ξα
∣∣∣

=
1

j!− |α|
(

sup
x∈K

|(xξ)|j−|α|
)
|ξα|

≤ 1

j!− |α|
(

sup
x∈K

|x|j−|α|
)
|ξ|j−|α||ξα|

=
1

j!− |α|
(

sup
x∈K

|x|j−|α|
)
|ξ|j

≤ 1

j!− |α|R
j−|α||ξ|j.

Tome BM(0) ⊂ Cn qualquer. Então

sup
x∈K

∣∣∣∂α
x

(−ixξ)j

j!

∣∣∣ ≤ R
j−|α|

M j

j!− |α| , ∀ ξ ∈ BM(0).

Pelo teste da razão, a série de númereos reais do lado direito é convergente,

logo, do teste da comparação segue que
∑∞

j=0 supx∈K |∂α
x

(−ixξ)j

j!
| é absoluta e

uniformemente convergente em BM(0). Então, cada uma das séries do lado di-

reito de (2.3.7) é absoluta e uniformemente convergente em BM(0) e, portanto,

vale o mesmo para
∑∞

j=0〈u, (−ixξ)j

j!
〉.

Mas M > 0 é arbitrário. Isso prova que cada ponto ξ ∈ Cn possui uma

vizinhança na qual
∑∞

j=0〈u, (−ixξ)j

j!
〉 é convergente, ou seja, a função f(ξ) =

∑∞
j=0〈u, (−ixξ)j

j!
〉 é inteira.

TEOREMA 2.3.17 Se u1 ∈ S ′ e u2 ∈ E ′ segue que u1 ∗ u2 ∈ S ′ e que

F(u1 ∗ u2) = û1û2.

DEMONSTRAÇÃO. Pelo Teorema 2.3.15 û2 ∈ C∞ logo û1û2 está bem definido.

Se φ ∈ C∞
c por definição de convolução temos

(u1 ∗ u2)(φ) = u1 ∗ u2 ∗ φ̌(0) = u1(ǔ2 ∗ φ).
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Afirmação 1: ǔ2 ∗ φ ∈ S.

De fato, seja k a ordem de u2 ∈ E ′ e seja φ ∈ S. Pelo Teorema 1.5.3 ∂α(u∗φ) =

u ∗ (∂αφ) dáı temos que

sup
x
|xα∂β(ǔ2 ∗ φ) = sup

x
|xαǔ2 ∗ ∂βφ| ≤ Ck sup

x

∑

γ≤β+k

|xα∂γφ,

logo ǔ2 ∗ φ ∈ S, e
∑

|α+β|≤j sup |xα∂β(ǔ2 ∗ φ)| ≤ Cj

∑
|α+β|≤j+k sup |xα∂βφ|.

Como u1 ∈ S ′ então u1(ǔ2 ∗ φ) ∈ S ′, logo u1 ∗ u2 ∈ S ′.
Afirmação 2: Se φ ∈ C∞

c então F(û2φ) = ǔ2 ∗ φ̂.

Com efeito, como û2 ∈ C∞, segue que û2φ ∈ C∞
c ⊂ S, assim

F(û2φ)(x) =

∫
e−ix· ξû2(ξ)φ(ξ)dξ =

∫
e−ix· ξu2(e

−i.· ξ)φ(ξ)dξ =

= u2(

∫
e−i(x+.)· ξφ(ξ)dξ) = u2(φ̂(x + .)) = ǔ2 ∗ φ̂(x).

Assim

(û1 ∗ u2)(φ) = (u1 ∗ u2)(φ̂) = u1(ǔ2 ∗ φ̂) = u1(̂̂u2φ) = (û1û2)(φ).

Como C∞
c é denso em S, obtemos o resultado para toda φ ∈ S, e portanto

F(u1 ∗ u2) = û1û2.

Como já vimos no Exemplo 1.5.13 podemos interpretar a diferenciação

como uma convolução, isto é, ∂αu = ∂αδ0 ∗ u, u ∈ Rn, usando este fato e o

teorema anterior obtemos

F(Dαu) = ξαû, F(xαu) = −Djû, u ∈ S ′ (2.3.8)

Uma forma alternativa para provar (2.3.8) é argumentarmos que vale em S
logo por densidade deve valer em S ′. Este argumento mostra também que se
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T : Rn → Rn é uma bijeção linear então

T̂ ∗u = T−1t ∗û | detT |−1 (2.3.9)

em que T ∗ é o pullback e está definido na Seção 1.8. De fato, para φ ∈ S
temos

F(T ∗φ)(ξ) =

∫
e−ix· ξφ(Tx)dx

=

∫
e−i T−1(x)· ξφ(y)| det T |−1dy

=

∫
e−iy· tT−1(ξ) φ(y)| det T |−1dy

= | det T |−1φ̂ ( tT−1(ξ)),

em que tT−1 é a transformação adjunta de T. Logo por densidade temos que

(2.3.9) vale para toda u ∈ S ′.

TEOREMA 2.3.18 Se u ∈ S ′(Rn) é uma distribuição homogênea de grau a,

então û é homogênea de grau −n− a.

DEMONSTRAÇÃO Se Mt denota multiplicação por t então M∗
t u = tau, assim

por (2.3.9) temos para t > 0

taû = M∗
1
t
ût−n,

isto é,

M∗
s û = s−n−aû, σ > 0

TEOREMA 2.3.19 Se u ∈ D′(Rn) e a restrição a Rn\{0} é homogênea de

grau a então u ∈ S ′. Se além disso u ∈ C∞(Rn\{0}) então û ∈ C∞(Rn\{0}).
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DEMONSTRAÇÃO Seja ψ ∈ C∞
c (Rn\{0}) tal que

∫∞
0

ψ(tx)
t

dt = 1, x 6= 0, tal ψ é

constrúıda em (1.6.14). Agora defina

ψ0(x) = 1−
∫ ∞

1

ψ(x
t
)

t
dt

Note que ψ0 ∈ C∞
c (Rn) e ψ0 ≡ 1 numa vizinhança da origem. De fato como

ψ ∈ C∞
c (Rn\{0}) então existe uma vizinhança Uε da origem em que ψ ≡ 0,

logo ψ0(x) = 1,∀x ∈ Uε. Por outro lado,

∫ ∞

1

ψ(x
t
)

t
dt =

∫ 0

1

−ψ(sx)

s
ds = 1−

∫ ∞

1

ψ(sx)

s
ds.

Logo se S(ψ) ⊂ BR(0) segue que ψ0(x) = 0 se | x |≥ R, logo ψ0 tem suporte

compacto.

Seja φ ∈ C∞
c , temos

u(φ) = u(ψ0φ) +

∫ ∞

1

u(ψ(x
t
)φ(x))

t
dt =

= u(ψ0φ) +

∫ ∞

1

tau(tnψ(x)φ(tx))

t
dt =

= u(ψ0φ) +

∫ ∞

1

ta+n−1u(ψ(x)φ(tx))dt.

Se K0 = S(ψ0), K = S(ψ) e k é a ordem de u em uma vizinhança U, de K

então, se φ ∈ C∞
c (U)

|u(φ)| = u(ψ0φ) +

∫ ∞

1

ta+n−1u(ψ(x)φ(tx))dt ≤

≤ C1

∑

|α|≤k

sup
K0

|Dα(ψ0φ)|+
∫ ∞

1

|t|a+n−1C2

∑

|α|≤k

sup
K
|Dα(ψ(x)φ(tx))|dt ≤

≤ C3

∑

|α|≤k

sup
K0

|Dα(φ)|+ C4

∫ ∞

1

∑

|α|≤k

|t||α|+Rea+n−1 sup
tK

xM

xM
|Dα(φ)|dt ≤

≤ C
∑

|α|≤k

|xMDαφ| ≤ C
∑

|α|≤k

∑

|β|≤M+|α|
|xβDαφ|

se M é um inteiro maior que Rea+n. Isto prova que u ∈ S ′. Se u ∈ C∞(Rn\{0})
então û é continua se Rea < −n. De fato, podemos escrever u = ψ0u+(1−ψ0)u



78

em a primeira parte tem suporte compacto, e a segunda é integrável se Rea <

−n. Em geral concluimos que Dβξαû, que é a transformada de Fourier de

(−x)βDαu, é uma função continua se Rea − |α| + |β| < −n. Mas isto é

verdade para todo |β| se |α| > Rea + |β|+ n, logo û ∈ C∞(Rn\{0}).
Os teoremas (2.3.18)e (2.3.19) mostram que a transformada de Fourier

é uma bijeção de distribuições homogênas de grau a em Rn que estão em

C∞(Rn\{0}) sobre distribuições de grau −n− a.

DEFINIÇÃO 2.3.20 Um polinômio homogêno P (ξ) em n variáveis com coe-

ficientes complexos é dito eĺıptico se P (ξ) 6= 0 para todo ξ ∈ Rn\{0}. Um

polinômio não homogêneo é dito eĺıptico se a parte homogênea de maior grau

é eĺıptica.

TEOREMA 2.3.21 Se P é um polinômio homogêneo eĺıptico de grau m em

Rn, então P (D) tem solução fundamental E tal que

E = E0 + Q(x) log |x|,

em que E0 é homogênea de grau m − n e pertence a C∞(Rn\{0}) e Q é um

polinômio o qual é identicamente nulo se n > m e é definido quando n ≤ m

por

Q(x) = Sξ(
< ix, ξ >m−n

P (ξ)
)

(2π)−n

(m− n)!
, (2.3.10)

em que Sξ denota a integração na esfera unitária.

DEMONSTRAÇÃO (a) Suponha que E seja uma distribuição em S ′ solução fun-

damental de P (D). Logo por (2.3.8) temos que P̂ (D)E(ξ) = P (ξ)Ê(ξ). Por

outro lado P̂ (D)E(ξ) = δ̂ = 1. Assim para ξ 6= 0, Ê = 1
P (ξ)

.

(b) Como 1
P
∈ L1

loc(Rn\{0}) então 1
P (ξ)

∈ D′(Rn\{0}) e define uma distribuição
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homogênea de grau −m.

(c) Como E ∈ C∞(Rn\{0}) então pelo Teorema (2.3.19) Ê ∈ C∞(Rn\{0}).
(d) Se Ê admitisse extensão homogênea para Rnentão pelo Teorema (2.3.18)

seria homogênea de grau m− n.

(e) Assim põe-se a questão: Quando é posśıvel estender homogeneamente para

Rn uma distribuição homogênea em Rn\{0}? Os Teoremas (1.6.5) e (1.6.6) nos

dão a resposta.

(f) Seja U a transformada de Fourier de uma distribuição u̇ ∈ D′(Rn) satisfa-

zendo (1.6.15), isto é

u̇ = t−k−nM∗
1
t
u̇ + log t

∑

|α|=k

S(xαu)(−1)k ∂αδ0

α!

em que u é homogênena de grau −n− k ≤ −n. Por (2.3.9) temos em Rn

U = t−kM∗
t U + Q log t

em que Q é o polinômio homogêneo de grau k

Q(ξ) = Sx(〈−ix, ξ〉k u

k!
) (2.3.11)

Assim U0 = U + Q log |.| é homogênea de grau k. Disto segue que U0 é

uma função limitada numa vizinhança da origem, homogênea de grau k, e

C∞(Rn\{0}).
Considere U1(x) = U0(x), x 6= 0 e U1(0) = 0 é fácil ver que U1 é limitada

numa vizinhança da origem. Como S(U1 − U0) ⊆ {0} pelo Teorema 1.4.29

U1 − U0 =
∑

|α|≤l cα∂αδ0, como U1 − U0 tem grau de homogeneidade k ≥ 0 e

∂αδ0 tem grau de homogeneidade −n− |α| então cα = 0,∀α, ou seja U0 = U1,

logo U0 é limitada numa vizinhança da origem.

Logo temos

U(ξ) = U0(ξ)−Q(ξ) log |ξ|. (2.3.12)
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(g) Consideremos E tal que Ê = ( 1
P
).

(i) Se n ≤ m vimos que Ê admite extensão à Rn e

Ě = (2π)−n ̂̂
E = (2π)−n

˙
(
1

P
) =

= (2π)−n(E0 −Q(ξ) log |ξ|) =

= E1
0 −Q1(ξ) log |ξ|

em que E1
0 é homogênea de grau m − n, C∞(Rn\{0} e

Q1(ξ) = Sx(
〈−ix, ξ〉m−n

P (ξ)
) (2π)−n

(m−n)!
. Como no Teorema (1.6.6) u̇ pode ser tomada

de forma que P (u̇) = ˙(Pu) para todo polinômio P então P ˙( 1
P
) = 1̇ = δ̂, logo

temos que E é solução fundamental de P (D) com as propriedades desejadas.

(ii) Se m < n pelo Teorema (1.6.5) Ê = 1
P (ξ)

admite uma única extenção ho-

mogênea de grau −m, agora pelo Teorema (2.3.18) E = (2π)−n
ˇ̂
Ê é homogênea

de grau m−n, e além disso P ˙( 1
P
) = ˙(P

P
) = δ̂, ou seja E é solução fundamental

de P (D) e tem as propriedades desejadas.

DEFINIÇÃO 2.3.22 Se P (D) é um operador diferencial com coeficientes

constantes, então E ∈ D′(Rn) é dita uma parametrix de P (D) se

P (D)E = δ + ω, ω ∈ C∞(Rn).

Quando constrúımos a parametrix não precisamos nos preocupar com a

definição de 1
P

em 0, pois a transformada de Fourier de uma distribuição de

suporte compacto é sempre uma função C∞.

TEOREMA 2.3.23 Todo operador eĺıptico P (D) com coeficientes constantes

tem uma parametrix E a qual é uma função C∞.

DEMONSTRAÇÃO Podemos escrever

P (ξ) = Pm(ξ) + Pm−1(ξ) + ... + P0
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em que Pj é homogêneo de grau j e Pm(ξ) 6= 0 quando ξ 6= 0. Então

Pm(ξ) ≥ c > 0 quando |ξ| = 1, da homogeneidade temos que

|Pm(ξ)| = |Pm(|ξ| ξ

|ξ|)| = |ξ|mPm(
ξ

|ξ|) ≥ |ξ|mc,

ξ ∈ Rn\{0}. Disto segue que para alguma constante C1 e R

|P (ξ)| ≥ |Pm(|ξ|)−|Pm−1(ξ)|− ...−|P0| ≥ c|ξ|m−C1(|ξ|m−1 + ...+1) ≥ c
|ξ|m
2

,

ξ ∈ Rn\{0} e |ξ| ≥ R.

A derivada de ordem k de 1
P (ξ)

é da forma Q(ξ)
P (ξ)k+1 com Q de grau ≤ (m− 1)k,

o que é facilmente verificado por indução em k. Quando |ξ| > R conclúımos

que

|ξβDα(
1

P (ξ)
)| ≤ cα,β|ξ||β|−|α|−m (2.3.13)

De fato,

|ξβDα(
1

P (ξ)
)| = |ξβ Q(ξ)

P (ξ)|α|+1
| ≤ cβ|ξ||β||Q(ξ)| 2|α|

c|α||ξ|m(|α|+1)
≤

≤ |ξ||β|−m|α|−mcα,βC1|ξ|m|α|−|α| =

|ξ||β|−|α|−mc′α,β.

Escolha χ ∈ C∞
c (Rn) igual a 1 em {ξ; |ξ| < R}. Então (1−χ(ξ))

P (ξ)
é uma função

C∞ limitada. De fato, se |ξ| ≥ R ≥ 1

|(1− χ(ξ))

P (ξ)
| ≤ 2|1− χ(ξ)|

c|ξ|m ≤ 2M

cRm
< ∞,

|1− χ(x)| ≤ M. Se |ξ| < R então |1−χ(ξ)
P (ξ)

| = 0.

Dáı 1−χ(ξ)
P (ξ)

∈ S ⊂ S ′. Então existe E ∈ S ′ tal que Ê(ξ) = 1−χ(ξ)
P (ξ)

. Assim temos

P (D)E = δ + ω em que ω = −(2π)−n ˇ̂χ ∈ C∞
c ⊂ S. Como na Demonstração

do Teorema 2.3.19 segue da estimativa 2.3.13 que Dβxα é cont́ınuo quando

|β| − |α| −m < −n, logo E ∈ C∞(Rn\{0}).



82

TEOREMA 2.3.24 Se P é um operador eĺıptico com coeficientes constantes

então SS(u) = SS(Pu), u ∈ D′(X), X aberto de Rn.

DEMONSTRAÇÃO Pelo Teorema 2.3.23 P (D) tem uma parametrix E ∈ C∞,

ou seja, P (D)E = δ + ω, ω ∈ C∞. Suponhamos que u ∈ E ′(X). Já sabemos

que P (u1 ∗ u2) = P (u1) ∗ u2 = u1 ∗ P (u2) se u1 ∈ D′ e u2 ∈ E ′, assim

P (E ∗ u) = P (E) ∗ u = (δ + ω) ∗ u = u + ω ∗ u.

Logo temos pelo Teorema 1.5.12

SS(u + ω ∗ u) = SS(P (E ∗ u)) ⊂ SS(E) + SS(Pu) = SS(Pu),

mas

SS(u + ω ∗ u) = SS(u),

pois ω∗u ∈ C∞. Portanto o teorema é verdadeiro para u ∈ E ′(X). Seja Y ⊆ X

aberto tal que Y é compacto em X, tome ψ ∈ C∞
c (X) igual a 1 em Y, dáı

segue que

Y ∩ SS(Pu) = Y ∩ SS(P (ψu)) = Y ∩ SS(ψu) = Y ∩ SS(u).

Como Y é arbitrário temos que SS(u) = SS(Pu), u ∈ D′(X).

2.4 A Transformada de Fourier-Laplace em E ′(Rn)

Pelo Teorema 2.3.15 a transformada de Fourier û de qualquer distri-

buição u ∈ E ′ pode ser estendida a uma função inteira em Cn chamada de

transformada de Fourier-Laplace de u. Nesta seção discutiremos essas proprie-

dades mais detalhadamente.
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LEMA 2.4.1 Se u ∈ L1 e H é a função suporte de S(u), definida em (1.9.2),

então

|û(ζ)| ≤ ‖u‖1 eH(Imζ). (2.4.1)

DEMONSTRAÇÃO De fato,

|û(ζ)| = |
∫

e−ix· ζu(x)dx| ≤ eH(Imζ) ‖u‖1 ,

a última desigualdade segue do fato que se x ∈ S(u) então x· Im(ζ) ≤ H(Imζ).

TEOREMA 2.4.2 (Paley-Wiener-Schwartz) Seja K um conjunto convexo

e compacto de Rn com função suporte H.

(a)Se u é uma distribuição de ordem N com suporte contido em K, então

|û(ζ)| ≤ C(1 + |ζ|)NeH(Imζ), ζ ∈ Cn. (2.4.2)

Reciprocamente, toda função inteira em Cn satisfazendo uma estimativa do tipo

(2.4.2) é a transformada de Fourier-Laplace de uma distribuição com suporte

contido em K.

(b)Se u ∈ C∞
c (K) então existe, para todo inteiro N, uma constante CN tal que

|û(ζ)| ≤ CN(1 + |ζ|)−NeH(Imζ), ζ ∈ Cn. (2.4.3)

Reciprocamente, toda função inteira em Cn satisfazendo (2.4.3) para todo N é

a transformada de Fourier-Laplace de uma função em C∞
c (K).

DEMONSTRAÇÃO (a)(=⇒) Para provarmos que (2.4.2) consideremos

χε ∈ C∞
c (Kε) em que Kε = {x + y; x ∈ K, |y| ≤ ε}, tal que χε = 1 em K ε

2
e

|Dαχε| ≤ cαε−|α|, esta escolha é posśıvel pelo Teorema 1.4.4 e pela estimativa

(1.4.2). Se u ∈ E ′N(K), temos

|û(ζ)| = |ux(χε(x)e−ix·ζ)| ≤ C1

∑

|α|≤N

sup |Dα
x (χε(x)e−ix·ζ)| ≤
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≤ C1

∑

|β|+|γ|≤N

sup |C2D
β
xχε(x)Dγ

xe−ix·ζ | ≤ C3

∑

|β|+|γ|≤N

sup cβε−|β||ζ||γ|ex·Imζ ≤

≤ C4e
H(Imζ)+ε|Imζ| ∑

|α|≤N

ε−|α|(1 + |ζ|)N−|α|.

Se tomarmos ε = 1
1+|ζ| , obtemos

û(ζ) ≤ CeH(Imζ)(1 + |ζ|)N ,

ou seja (2.4.2) é verdadeira.

(b)(=⇒) Seja u ∈ C∞
c (K), provaremos que (2.4.3) é verdadeira. Por hipótese

temos que u, Dαu ∈ L1, assim de (2.4.1) segue que

|ζN
j û(ζ)| = |D̂N

j u(ζ)| ≤
∥∥DN

j u
∥∥

1
eH(Imζ). (2.4.4)

Somando (2.4.1) e (2.4.4), para j = 1, 2, ... obtemos

(1 + |ζ1|N + ... + |ζn|N)|û(ζ)| ≤ (‖u‖1 +
∥∥DN

1 u
∥∥

1
+ ... +

∥∥DN
n u

∥∥
1
)eH(Imζ).

Mas (1 + |ζ|)N ≤ B(1 + |ζ|N), em que B é uma constante que depende apenas

de N, logo segue (2.4.3).

(b)(⇐=) Seja U uma função inteira satisfazendo (2.4.3) para todo N. Então

a restrição de U a Rn é a transformada de Fourier da função C∞

u(x) = (2π)−n

∫
eix·ξU(ξ)dξ,

assim resta provar que S(u) ⊂ K. Para tal notemos que para qualquer escolha

de η ∈ Rn

u(x) = (2π)−n

∫
eix· (ξ+iη)U(ξ + iη)dξ. (2.4.5)
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De fato, o lado direito define uma função C∞ e diferenciando-a com respeito

a ηj, obtemos, pelas equações de Cauchy-Riemann,

∂ηj
[(2π)−n

∫
eix· (ξ+iη)U(ξ + iη)dξ] = (2π)−n[

∫
i∂ξj

(eix· (ξ+iη))U(ξ + iη)dξ +

+

∫
eix· (ξ+iη)(∂ηj

(U(ξ + iη))dξ] = (2π)−n[

∫
i∂ξj

(eix· (ξ+iη))U(ξ + iη)dξ +

+

∫
ieix· (ξ+iη)(∂ξj

(U(ξ + iη)))dξ] = i(2π)−n

∫
∂ξj

[eix· (ξ+iη)U(ξ + iη)]dξ

Pelo Teorema de Fubini e pelo Teorema Fundamental do Cálculo temos que

|
∫

∂ξj
[eix· (ξ+iη)U(ξ + iη)]dξ| =

|
∫

...

∫
[

∫
∂ξj

[eix· (ξ+iη)U(ξ + iη)]dξj]dξ1...d̂ξj...dξn| =

|
∫

...

∫
lim

M→∞
[eixjM−xjηj+i

P
k 6=j xk· ζkU(ζ1, ..., M + iηj, ..., ζn)]dξ1...d̂ξj...dξn| :=

(])

estimando (]) obtemos

(]) ≤
∫

...

∫
lim

M→∞
e−xjηje−

P
k 6=j xkηk |U(ζ1, ..., M + iηj, ..., ζn)|dξ1...d̂ξj...dξn ≤

≤
∫

...

∫
lim

M→∞
e−x·ηCN(1 + |(ζ1, ...,M + iηj, ..., ζn)|)−NeH(Imζ)dξ1...d̂ξjdξn

Para N ≥ n− 1 a última desigualdade vai a zero quando M tende ao infinito.

Portanto (2.4.5) independe de η.

Estimando (2.4.5) usando (2.4.3) com N=n+1 obtemos

|u(x)| ≤ (2π)−n

∫
e−x·η|U(ξ + iη)|dξ ≤

≤ (2π)−n

∫
e−x·ηCn+1(1 + |ξ + iη|)−n−1eH(η)dξ =

= (2π)−ne−x·η+H(η)Cn+1

∫
1

(1 + |ξ + iη|)n+1
dξ

Supondo que x 6∈ K então existe η0 ∈ Rn tal que x · η0 > H(η0), substituindo

η0 por tη0 e fazendo t →∞ segue que u(x) = 0. Portanto S(u) ⊂ K.
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(a)(⇐=)Seja U uma função inteira satisfazendo (2.4.2) a restrição de U

a Rn é a transformada de Fourier de uma distribuição u ∈ S ′. Seja φ ∈ C∞
c ,

φ ≥ 0,
∫

φdx = 1, S(φ) ⊂ B1(0) e considere φε(x) = ε−nφ(x
ε
). Como φε ∈ C∞

c

do item (b) temos que

|φ̂ε(ζ)| ≤ Cl(1 + |ζ|)−leε|Imζ|.

Então pelo Teorema 2.3.17 û ∗ φε = ûφ̂ε a qual tem uma extensão anaĺıtica

Uφ̂ε tal que para todo l

|U(ζ)φ̂ε(ζ)| ≤ CN, ε(1 + |ζ|)N−leH(Imζ)+ε|Imζ|

Assim por (b) segue que S(u ∗ φε) ⊂ K + Bε(0). Quando ε → 0 temos pelo

Teorema 1.5.6 u ∗ φε → u o que prova que S(u) ⊂ K.

Daremos agora algumas aplicações para operadores diferenciais com

coeficientes constantes. Seja P um polinômio com coeficientes complexos

em (ζ1, ..., ζn) e seja P (D) o operador diferencial obtido de P quando ζj é

substitúıdo por−i ∂
∂xj

. O Lema a seguir será usado na demonstração do próximo

Teorema.

LEMA 2.4.3 Se h(z) é uma função anaĺıtica de z ∈ Cn e p(z) é um polinômio

com coeficiente do termo de maior grau a, então

|ah(0)| ≤ max
|z|=1

|h(z)p(z)|.

DEMONSTRAÇÃO Seja q(z) = zmP (1
z
) em que m é o grau de P e P é obtido

de P pela conjugação dos coeficientes. Então q(0) = a e pelo prinćıpio do

máximo

|ah(0)| = |q(o)h(0)| ≤ max
|z|=1

|q(z)h(z)| = max
|z|=1

|P (z)h(z)| = max
|z|=1

|P (z)h(z)|,

o que prova o Lema.
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TEOREMA 2.4.4 Se f ∈ E ′(Rn) então a equação

P (D)u = f (2.4.6)

tem uma solução u ∈ E ′(Rn) se e somente se f̂(ζ)
P (ζ)

é uma função inteira. A

solução é então unicamente determinada e ec S(u) = ec S(f).

DEMONSTRAÇÃO Se P (D)u = f tem uma solução u ∈ E ′, então tomando a

transformada de Fourier em ambos os lados obtemos P (ζ)û(ζ) = f̂(ζ), assim

pelo Teorema 2.3.15 f̂(ζ)
P (ζ)

é a função inteira û(ζ). Como os zeros de uma função

inteira tem medida nula segue que a solução é unicamente determinada.

Reciprocamente, podemos escolher um sistema de coordenadas de forma

que o coeficiente a de ζm
1 em P (ζ) é não nulo, sendo m = grau de P.

De fato, seja

P (ζ) =
∑

|α|≤m

aαζα =
∑

|α|=m

aαζα +
∑

|α|<m

aαζα.

Como grau de P = m sabemos que existe α tal que |α| = m e aα 6= 0.

Queremos encontrar A linear invert́ıvel tal que

P (Aζ) = aζm
1 +

∑

|α|≤m, α1<m

aαζα.

Seja A = (ajk) assim

P (Aζ) =
∑

|α|=m

aα(
∑

k

a1kζk)
α1 ...(

∑

k

ankζk)
αn +

∑

|α|<m

aα(Aζ)α

logo é suficiente que aj1 6= 0, ou seja queremos λ = (a11, ..., an1) tal que

∑
|β|=m aβλβ 6= 0, com estamos tratando de um polinômio homogêneo não

nulo existe tal λ, logo escolhemos ele e o colocamos na primeira coluna de A,

a seguir completamos a matriz com 1’s de modo a garantir que det A 6= 0,

obtendo deste modo a mudança de coordenadas desejada. Assim

P (ζ + ze1) = a(ζ1 + z)m +
∑

|α|≤m,α1<m

aα(ζ1 + z)α1ζα2
2 ...ζαn

n = azm + Q(z),
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em que Q(z) é um polinômio em z de grau menor ou igual a m− 1. Portanto

Pζ(z) = P (ζ+ze1) tem coeficiente do termo de maior grau não nulo e aplicando

o Lema 2.4.3 a função g = f̂
P
, obtemos

|a f̂(ζ)

P (ζ)
| ≤ sup

|z|=1

Pζ(z)
f̂

P
(ζ + ze1)| = sup

|z|=1

|f̂(ζ + ze1)|.

pelo Teorema 2.4.2 f̂ satisfaz a seguinte estimativa

|f̂(ζ)| ≤ C(1 + |ζ|)NeHecS(f)(Imζ),

logo

| f̂(ζ)

P (ζ)
| ≤ |a|−1 sup

|z|=1

|f̂(ζ + ze1)| ≤ C1 sup
|z|=1

[(1 + |ζ + ze1|)NeHecS(f)(Imζ+Imze1)] ≤

≤ C1(2 + |ζ|)N sup |z| = 1eHecS(f)(Imζ+Imze1) ≤ C12
N(1 +

|ζ|
2

)NeHecS(f)(Imζ)eM ,

a última desigualdade segue da definição da função suporte, da compacidade do

suporte de f e do fato que Imz ∈ [−1, 1]. Portanto f̂
P

satisfaz uma estimativa

do tipo (2.4.2), logo pelo Teorema 2.4.2 existe u ∈ E ′ tal que û = f̂
P
, ou seja u

é solução de (2.4.6). Ainda pelo Teorema 2.4.2 temos que ecS(u) ⊆ ecS(f). A

outra inclusão segue de S(f) ⊂ S(u).

DEFINIÇÃO 2.4.5 Uma solução u da equação diferencial P (D)u = 0 em Rn

é chamada uma solução exponencial se ela pode ser escrita na forma

u(x) = f(x)eix· ζ

em que ζ ∈ Cn e f é um polinômio.

TEOREMA 2.4.6 Se X ⊂ Rn é convexo, então o fecho da envoltória linear

em C∞(X) das soluções exponenciais de P (D)u = 0 consiste de todas as

soluções em C∞(X).
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DEMONSTRAÇÃO Pelo Teorema de Hahn-Banach, Teorema 1.10.2, no nosso

caso sendo

F = {u ∈ C∞(X); P (D)u = 0}

Fexp = {u ∈ F ; u(x) = f(x)eix· ζ , ζ ∈ Cn, f polinômio}

e consideremos

V = (F, τc∞)

M = ec(Fexp).

Como o dual de C∞ é E ′, se provarmos que:

(*) v ∈ E ′ com v · u = 0 para u ∈ M

então v · ũ = 0 para ũ ∈ V, então pelo Teorema de Hahn-Banach V = ec(Fexp).

Para provarmos (*) basta mostrarmos que f̂(ζ)
P (−ζ)

é uma função inteira,

pois pelo Lema 2.4.3 com na demonstração de Teorema 2.4.4 f̂(ζ)
P (−ζ)

satisfaz

uma estimativa do tipo (2.4.2), assim pelo Teorema 2.4.2 existe u ∈ E ′(X) tal

que v = P (−D)u. Logo, se φ ∈ C∞(X) e P (D)φ = 0 temos

〈v, φ〉 = 〈P (−D)u, φ〉 = 〈u, P (D)φ〉 = 0,

ou seja v é ortogonal a todas soluções de P (D)u = 0 em C∞. O fato que f̂(ζ)
P (−ζ)

é uma função inteira segue do seguinte Lema:

LEMA 2.4.7 Se v ∈ E ′ é ortogonal a todas soluções exponenciais de P (D)u = 0,

então f̂(ζ)
P (−ζ)

é uma função inteira.

DEMONSTRAÇÃO Tomemos θ um vetor fixo não nulo tal que P (−tθ− ζ) não é

independente de t para qualquer ζ, é suficiente tomar θ de forma que Pm(θ) 6= 0,

pois

P (−tθ − ζ) =
∑

|α|≤m

aα(−tθ − ζ)α = (−1)mPm(θ)tm + potências de t.
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Afirmação 1: v̂(tθ+ζ)
P (−tθ−ζ)

é uma função inteira.

DEMONSTRAÇÃO De fato, para ζ fixo temos que v̂(tθ + ζ) é anaĺıtica em t,

logo é suficiente provarmos que se P (−tθ− ζ, considerado como um polinômio

em t, tem um zero de ordem k em t = t0, então v̂(tθ + ζ) também tem um zero

de ordem no mı́nimo k em t = t0. Suponhamos que P (−tθ − ζ) tem um zero

de ordem k em t = t0. Como

P (D)e−ix· (tθ+ζ) =
∑

aα(−i)∂x(e
−ix· (tθ+ζ)) =

=
∑

aα(−1)(tθ + ζ)αe−ix· (tθ+ζ) = P (−tθ − ζ)e−ix· (tθ+ζ).

Diferenciando a igualdade acima com respeito a t, temos

P (D)(〈x, θ〉je−ix· (t0θ+ζ)) = 0, j < k.

Como por hipótese v é ortogonal a todas as soluções exponenciais de

P (D)u = 0 segue que

v(〈x, θ〉je−ix· (t0θ+ζ)) = 0, j < k,

o que significa que v̂(tθ + ζ) = vx(e
−ix· (tθ+ζ)), tem um zero de ordem no

mı́nimo k em t = t0. Com P tem no máximo m zeros distintos, as posśıveis

singularidades de bv
P

são remov́ıveis.

Para ζ fixo podemos definir:

F (ζ) = lim
t→0

v̂(tθ + ζ)

P (−tθ − ζ)
.

Afirmação 2: F é inteira.

DEMONSTRAÇÃO De fato, para cada ζ0 fixo escolhar tal que P (−tθ − ζ0) 6= 0

se |t| = r. Então P (−tθ − ζ) 6= 0 se |t| = r e ζ numa vizinhança de ζ0. Pela

Fórmula Integral de Cauchy

F (ζ) =
1

2πi

∫

|t|=r

v̂(tθ + ζ)

P (−tθ − ζ)

dt

t
,
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pois g(t) = bv(tθ+ζ)
P (−tθ−ζ)

é uma função anaĺıtica de t. Logo F é anaĺıtica numa

vizinhança de ζ0.

Das afirmações 1 e 2 segue que
bf(ζ)

P (−ζ)
é uma função inteira.

O que conclui a demonstração do Teorema.

O próximo resultado é uma versão do Teorema de Paley-Wiener-Schwartz

para suportes singulares que descreve a envoltória convexa do suporte singular.

TEOREMA 2.4.8 Seja u ∈ E ′(Rn) e K ⊂ Rn um conjunto convexo e com-

pacto. Então SS(u) ⊆ K se, e somente se, existe N > 0 e uma seqüência de

constantes cm tal que, para m = 1, 2, ... vale

|û(ζ)| ≤ cm(1 + |ζ|)NeHK(Imζ), |Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|), ζ ∈ Cn. (2.4.7)

DEMONSTRAÇÃO Seja u ∈ E ′(Rn) e K um subconjunto convexo e compacto

de Rn.

(⇒) Suponhamos que SS(u) ⊆ K. Para provar (2.4.7) note que podemos

escrever u com uma soma u = u1 + u2 em que S(u1) ⊂ K 1
m

e u2 ∈ C∞
c (Rn),

sendo Kε definido como na demonstração de Teorema 2.4.2. De fato, tome

ψε, 1
m

= φε ∗ χK 1
2m

, em que φε é como na demonstração do Teorema 2.4.2 e

χK 1
2m

é a função caracteŕıstica de K 1
2m

. Para ε < 1
2m

, u1 = ψε, 1
m

u e u2 = u−u1,

tem as propriedades pedidas, pois S(ψε, 1
m

) ⊂ K 1
m

e se ϕ ∈ C∞(K 1
m

) então

u2(ϕ) = u(ϕ)− u(ψε, 1
m

ϕ) = u(ϕ)− u(ϕ) = 0,

ou seja u2 ∈ C∞
c (Rn).

Se u é de ordem N − 1, u1 também é de ordem N − 1, pois

|ψε, 1
m

u(φ)| = |u(ψε, 1
m

φ)| ≤ C
∑

|α|≤N−1

|∂α(ψε, 1
m

φ)| ≤

≤ C
∑

|γ|+|β|≤N−1

c1|∂β(ψε, 1
m

)∂γφ| ≤ c2

∑

|γ|≤N−1

|∂γφ|.
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Logo pelo Teorema 2.4.2

|û1(ζ)| ≤ cm(1 + |ζ|)N−1eHK(Imζ)+
|Imζ|

m ,

portanto

|û1(ζ)| ≤ cm(1 + |ζ|)NeHK(Imζ), se |Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|).

Por (2.4.3) temos que û2(ζ)e−HK(Imζ) → 0 quando ζ → ∞ em

{ζ; |Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|)}. Com efeito,

|û2(ζ)| ≤ CN1+1(1 + |ζ|)−N1−1eHS(u2)(Imζ) =

= CN1+1(1 + |ζ|)−1e
−N1

m
m log(1+|ζ|)+HS(u2)(Imζ) ≤

≤ CN1+1(1 + |ζ|)−1e
−N1

m
|Imζ|+|Imζ|HS(u2)( Imζ

|Imζ| ) ≤

≤ CN1+1(1 + |ζ|)−1e|Imζ|(−N1
m

+M)

Para N1 ≥ m(M + 1), em que M = sup|x|=1 HS(u2), obtemos que |û2(ζ)| → 0

quando |ζ| → ∞. Logo |û2 e−HK(Imζ)| ≤ |û2(ζ)| → 0 quando |ζ| → ∞. Assim

se |Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|) então

|û(ζ)| ≤ |û1(ζ)|+ |û2(ζ)| ≤ (cm + CN2)(1 + |ζ|)N2eHK(Imζ),

em que N2 = max{N1 + 1; N}.
(⇐=)Suponhamos que (2.4.7) seja verdadeira, queremos provar que

SS(u) ⊆ K. Para esta demonstração consideraremos a norma equivalente a

euclidiana dada por |ζ|′ = |ξ + iη|′ = |ξ|+ |η| = |ξ1|+ ...+ |ξn|+ |η1|+ ...+ |ηn|,
no entanto continuaremos com a notação | |′ = | |. Seja φε como na prova do

Teorema 2.4.2, note que û(ζ)φ̂ε(ζ) é rapidamente decrescente, com efeito da

hipótese existe l e do Teorema 2.4.2 para todo N, temos que

|û(ζ)φ̂ε(ζ)| ≤ Cm(1 + |ζ|)leHK(Imζ)CN(1 + |ζ|)−Neε|Imζ| ≤

≤ Cm, N(1 + |ζ|)l−Ne|Imζ|(M+ε) ≤ Cm, N(1 + |ζ|)l−N+(M+ε)m,
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se |Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|), logo se N > l + m(M + ε) temos que

u ∗ φε(x) = (2π)−n

∫

Rn

eix· ξ(û ∗ φε)(ξ)dξ.

Fixado x0 6∈ K tome

u1(x) = u(x− x0),

note que u1 satisfaz (2.4.7). De fato,

|û1(ζ)| = |〈ux(x− x0, e−iζ· x〉| = |
∫

u(x− x0)e
−iζ· xdx| =

= |
∫

u(y)e−iζ· (y+x0)dy| = |e−iζ· x0û(ζ)| = |û(ζ)|eImζ· x0 = (♦),

e por (2.4.7)

(♦) ≤ cm(1 + |ζ|)NeHK(Imζ)+Imζ· x0 = cm(1 + |ζ|)NeHK+{x0}(Imζ).

Logo x0 pode ser assumido igual a zero.

Como 0 6∈ K existe η̃ tal que HK(η̃) − x · η̃ < −1, para todo x numa

vizinhança X0 da origem. De fato, como K é convexo e compacto e 0 6∈ K

existe ξ ∈ Rn tal que HK(ξ) < 0 (pela construção feita antes da Definição

1.9.4). Da continuidade de HK existe X0 vizinhança da origem tal que

HK(ξ) − x · ξ < 0 ∀x ∈ X0. Tome η̃ = τξ, τ > |c|−1 + δ, em que

c = supx∈X0
{HK(ξ)−x · ξ} < 0 e δ > 0, assim HK(η̃)−x · η̃ < −1 ∀ x ∈ X0.

Agora considere uma rotação tal que

η̃ −→ η = (η1, 0, ..., 0).

Fixado η = (η1, 0, ..., 0) ∈ Rn defina Γη com sendo

Rn 3 ξ −→ ζ(ξ) = ξ + i η log(1 + |ξ|2).



94

Temos que dζ = F (ξ)dξ em que F (ξ) é o determinante da matriz jacobiana da

transformação

T : Rn 3 ξ −→ ζ(ξ) ∈ Cn.

Note que F (ξ) = 1, pois J = I + i A em que I é a matriz identidade e

A = (ajk) com

aj1 =
2ξj η1

1 + |ξ| , ajk = 0, k 6= 1.

Em Γη temos

|Imζ| = |η log(1 + |ξ|2)| ≤ 2|η| log(1 + |ξ|) ≤ 2|η| log(1 + |ζ|).

Queremos provar que

(u ∗ φε)(x) = (2π)−n

∫

Γη

eix·ζ(û ∗ φε)(ζ)dζ. (2.4.8)

Num primeiro caso consideremos em uma variável. Seja

IA =

∫ A

−A

h(ξ)dξ,

em que h(ξ) = eixξ(û ∗ φε)(ξ). Da analiticidade de h temos, pela fórmula inte-

gral de Cauchy que

IA =

∫ η log(1+A2)

0

h(A + it)dt +

∫ 0

A+iη log(1+A2)

h(ξ + iη log(1 + ξ2))dζ +

+

∫ −A+iη log(1+(−A)2)

0

h(ξ + iη log(1 + ξ2))dζ +

∫

η log(1+(−A)2)

h(−A + it)dt,

em que ζ = ξ + η, ξ, η ∈ R, η > 0 fixo.

Afirmação 1:

∫ η log(1+A2)

0

h(A + it)dt,

∫ 0

η log(1+A2)

h(−A + it)dt → 0 quando A →∞.

DEMONSTRAÇÃO

|
∫ η log(1+A2)

0

h(A + it)dt| = |
∫ η log(1+A2)

0

eix(A+it)(ûφ̂ε)(A + it)dt| ≤
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≤
∫ η log(1+A2)

0

e−xt|(ûφ̂ε)(A + it)dt| ≤

≤ CN1

∫ η log(1+A2)

0

e−xt(1 + |A + it|)−N1dt = (♣),

em que N1 = N − l − (M + ε)m > 0.

Se x > 0 então e−xt ≤ 1, assim

(♣) ≤ CN1

∫ η log(1+A2)

0

(1 + |A| + |t|)−N1dt =

CN1|
1

−N1 + 1
(1 + |A|+ log(1 + A2)η)−N1+1 − (1 + |A|)−N1+1| ≤

≤ C ′
N1

(1 + |A|)−N1+1 → 0, quando |A| → ∞.

Se x < 0 como f(y) = ey, y ∈ R, é cont́ınua e monótona e

t ∈ [0, η log(1 + A2)] = K ⊂⊂ R então supt∈K e−xt é atingido na frontei-

ra, logo e−xt ≤ (1 + A2)−xη. Assim

(♣) ≤ CN1(1+ |A|)−2xη

∫ η log(1+A2)

0

(1+ |A+ it|)−N1dt ≤ C ′
N1

(1+ |A|)−2xη+1−N1 ,

agora escolhemos N1 de forma que −2xη −N1 ≤ −1, logo
∫ η log(1+A2)

0

h(A + it)dt| → 0, quando |A| → ∞.

Analogamente,
∫ 0

η log(1+A2)

h(−A + it)dt → 0, quando |A| → ∞.

Portanto

(2π)−1

∫

R
eixξ(û ∗ φε)(ξ)dξ = (2π)−1

∫

Γη

eixζ(û ∗ φε)(ζ)dζ.

Para o caso geral seja η = η1e1, considere η1 > 0 fixo. Seja K o cubo

n-dimensional de aresta 2A, e seja h(ζ) = eix·ζ(û ∗ φε)(ζ), ζ = ξ + iη, com

x, ξ ∈ Rn, por analiticidade temos que
∫

h(ζ)dξ =

∫
dξn

∫
...

∫
h(ζ)dξ1 =
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=

∫
dξn

∫
...

∫ η1 log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

0

eix· (A+it, ξ2,...,ξn)(ûφ̂ε)(A + it, ξ2, ..., ξn)dt+

+

∫
dξn

∫
...

∫ −A+iη log(1+|(−A, ξ2,...,ξn)|2)

A+iη log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

h(ζ)dζ1+

+

∫
dξn

∫
...

∫ 0

η log(1+|(−A, ξ2,...,ξn)|2)

eix· (−A+it, ξ2,...,ξn)(ûφ̂ε)(−A+it, ξ2, ..., ξn)dt =

= I1 + I2 + I3, respectivamente.

Afirmação 2:

I1 =

∫
dξn

∫
...

∫ η1 log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

0

eix· (A+it, ξ2,...,ξn)(ûφ̂ε)(A+it, ξ2, ..., ξn)dt

e

I3 =

∫
dξn

∫
...

∫ 0

η1 log(1+|(−A, ξ2,...,ξn)|2)

eix· (−A+it, ξ2,...,ξn)(ûφ̂ε)(−A+it, ξ2, ..., ξn)dt

tendem a zero quando |A| → ∞.

DEMONSTRAÇÃO

|I1| ≤
∫

dξn

∫
...

∫ η1 log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

0

e−x1t|(ûφ̂ε)(A + it, ξ2, ..., ξn)|dt ≤

≤ CN1

∫
dξn

∫
...

∫ η1 log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

0

e−x1t(1+|(A+it, ξ2, ..., ξn)|)−N1dt = (♠),

em que N1 = N − l − m(M + ε) > 0 com N arbitrário, se x1 > 0 então

e−x1t ≤ 1, assim se N1 > n

(♠) ≤ CN1

∫
dξn

∫
...

∫ η1 log(1+|(A, ξ2,...,ξn)|2)

0

(1+ |A|+ |ξ2|+ ...+ |ξn|+t)−N1dt =

=
CN1

N1 − 1

∫
dξn

∫
...

∫
dξ2[(1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|+

+η1 log(1 + |(A, ξ2, ..., ξn)|2))−N1+1 − (1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|)−N1+1] ≤

≤ C ′
N1

∫
dξn

∫
...

∫
(1 + |A|+ |ξn|+ ... + |ξ3|+ |ξ2|)−N1+1dξ2 =

=
C ′

N1

N1 − 2

∫
dξ

∫
...

∫
(1 + |A|+ |ξ2|+ |ξn|+ ... + |ξ3|)−N1+2dξ3 = ... =
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=
C ′

N1

(N1 − 2)...(N1 − n)
(1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|)−N1+n → 0,

quando |A| → ∞ se N1 ≥ n + 1. Se x1 < 0 da continuidade e monotocidade

da exponencial e como t ∈ [0, η log(1 + |(A, ξ2, ..., ξn)|2)] então e−x1t ≤ (1 +

|(A, ξ2, ..., ξn)|2)−x1η1 logo

(♠) ≤ CN1

∫
dξn

∫
...

∫
dξ2(1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|)−2x1η1

∫
(1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|+ t)−N1dt ≤

≤ CN1

N1 − 1

∫
dξn

∫
...

∫
(1 + |A|+ |ξn|+ ... + |ξ2|)−2x1η1+1−N1dξ2 = (♠♠),

escolhendo N1 tal que −2x1η1 −N1 < −n + 1, n > 1 assim

(♠♠) =
CN1

(N1 − 1)...(N1 − n)
(1 + |A|+ |ξ2|+ ... + |ξn|)−2x1η1+n−N1 → 0,

quando |A| → ∞.

Analogamente |I3| → 0 quando |A| → ∞.

Portanto

(2π)−n

∫

Rn

eix· ξ(û ∗ φε)(ξ)dξ = (2π)−n

∫

Γη

eix· ζ(û ∗ φε)(ζ)dζ.

Em Γη temos:

|eix· ζ û(ζ)| ≤ e−x·Imζcη(1 + |ζ|)NeHK(Imζ), |Imζ| < 2|η| log(1 + |ζ|),

como Imζ = η log(1 + |ξ|2) então

HK(Imζ)− x · Imζ = log(1 + |ξ|2)[HK(η)− x · η] = log(1 + |ξ|2)HK(η)−x· η,

portando

|eix· ζ û(ζ)| ≤ Cη(1 + |ζ|)N(1 + |ξ|2)HK(η)−x· η. (2.4.9)
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Se substituirmos η por tη e 2t > n + N segue da última desigualdade

que a integral em (2.4.8) é uniformemente e absolutamente convergente para

x ∈ X0, mesmo se o fator decrescente φ̂ε é omitido, pois

|(2π)−n

∫

Γη

eix· ζ û(ζ)dζ| ≤ (2π)−n

∫

Γη

Cη(1 + |ξ|)2(HK(η)−x· η)(1 + |ζ|)Ndζ,

se x ∈ X0 e substituindo η por tη temos

|(2π)−n

∫

Γη

eix· ζ û(ζ)dζ| ≤ (2π)−n

∫

Γtη

Ctη(1 + |ξ|)−2t(1 + |ζ|)Ndζ ≤

≤ (2π)−n

∫

Rn

Ctη(1 + |ξ|)−2t[1 + |ξ|+ 2|tη| log(1 + |ξ|)]NF (ξ)dξ,

como 1+|ξ|+2t|η| log(1+|ξ|) ≤ 1+|ξ|+2t|η|(1+|ξ|) ≤ C1(1+|ξ|), C1 ≥ 1+2t|η|
segue que

|(2π)−n

∫

Γη

eix· ζ û(ζ)dζ| ≤ (2π)−nCtηC1

∫

Rn

(1 + |ξ|)−2t+NF (ξ)dξ ≤

≤ (2π)−nCtηC1

∫

Rn

(1 + |ξ|)−n−εF (ξ)dξ < ∞.

Como φ̂ε(ζ) = φ̂(εζ) → 1 limitadamente quando ε → 0 conclúımos que

a restrição de u a X0 é a função

u(x) = (2π)−n

∫

Γtη

eix·ηû(ζ)dζ, x ∈ X0 (2.4.10)

se 2t > n + N.

Se 2t > n + N + j a integral (2.4.10) é absolutamente e uniformemente

convergente para x ∈ X0 após diferenciarmos j vezes sob o sinal de integração.

Portanto u ∈ Cj(X0) para todo j, logo SS(u) ⊆ K.

TEOREMA 2.4.9 Se u ∈ E ′(Rn) então

ec(SS(u)) = ec(SS(P (D)u)). (2.4.11)
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DEMONSTRAÇÃO Seja P (D)u = f. Como SS(f) ⊂ SS(u)então ec(SS(f)) ⊆
ec(SS(u)). Seja K = ec(SS(f)) ⊂⊂ Rn. Como SS(f) ⊂ K temos que (2.4.7)

é válida para f̂ . Pelo Teorema 2.4.4
bf
P

é inteira e pelo Lema 2.4.3 como na

demonstração do Teorema 2.4.4 a estimativa (2.4.7) vale para û, assim pelo

Teorema 2.4.8 SS(u) ⊆ K, logo ec(SS(u)) ⊆ ec(SS(f)).

Observação: No Teorema 2.4.9 podemos substituir u ∈ E ′(Rn) por S(u) ⊂⊂
Rn, isto é, u ∈ D′ e S(u) ⊂⊂ Rn. De fato tome ϕ ∈ C∞

c ; ϕ ≡ 1 numa

vizinhança de S(u) então pela Regra de Leibniz

P (D)(ϕu) = ψ + ϕP (D)u,

em que ψ ∈ C∞
c (Rn).

Segue do Teorema 2.4.2 que a transformada de Laplace define uma dis-

tribuição em Rn. Para motivar a definição recordemos que

〈u, φ〉 = (2π)−n〈ûx, φ̂(−x)〉, se u ∈ S ′ e φ ∈ S.

Dada uma medida dµ em Cn tentaremos definir u ∈ D′(Rn) por uma fórmula

similar

u(φ) = (2π)−n

∫
φ̂(−ζ)dµ(ζ), φ ∈ C∞

c (Rn). (2.4.12)

AFIRMAÇÃO: Esta definição é válida se para algum m > 0, C, N temos

|Imζ| ≤ m log(1 + |ζ|) + C, ζ ∈ S(dµ) (2.4.13)

∫
(1 + |ζ|)−N |dµ(ζ)| < ∞. (2.4.14)

DEMONSTRAÇÃO Se φ ∈ C∞
c ({x; |x| ≤ R}) temos de (2.4.1)

ζk
j φ̂(ζ)| = |D̂k

j φ| ≤
∥∥Dk

j

∥∥
1
eR|Imζ| ≤ CR sup |Dk

j φ|eR|Imζ| (A)

e

|φ̂(ζ)| ≤ ‖φ‖1 eR|Imζ| ≤ CR sup |φ(ζ)|eR|Imζ| (B)
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Somando (A) e (B) para j = 1, 2, ..., n obtemos

(1 + |ζ1|k + ... + |ζn|k)|φ̂(ζ)| ≤ CReR|Imζ|[
n∑

j=1

sup |Dk
j φ(ζ) + sup |φ(ζ)|],

mas

1 + |ζ1|k + ... + |ζn|k ≥ Ck(1 + |ζ|)k

e
n∑

j=1

sup |Dk
j φ(ζ) + sup |φ(ζ)| ≤

∑

|α|≤k

sup |Dαφ|,

assim

(1 + |ζ|)k|φ̂(ζ)| ≤ CR, ke
R|Imζ| ∑

|α|≤k

sup |Dαφ|,

para N fixo obtemos

(1 + |ζ|)N+k|φ̂(ζ)| ≤ CR, ke
R|Imζ| ∑

|α|≤N+k

sup |Dαφ|.

Se k > Rm a exponencial pode ser estimada por (1 + |ζ|)k em S(dµ), pois por

(2.4.13) temos que

eR|Imζ| ≤ eRceRm log(1+|ζ|) = eRc(1 + |ζ|)Rm ≤ eRc(1 + |ζ|)k+ε, ε > 0.

Portanto a integral (2.4.12) converge e

|u(φ)| ≤ CR

∑

|α|≤N+k

sup |Dαφ|, φ ∈ C∞
c ({x; |x| ≤ R}).

De fato,

|
∫

φ̂(−ζ)dµ(ζ)| ≤
∫
|φ̂(−ζ)|dµ(ζ) ≤

≤ CR, k

∫
(1 + |ζ|)−N−keR|Im(−ζ)| ∑

|α|≤N+k

sup |Dαφ|dµ(ζ) ≤

≤ C̃R

∑

|α|≤N+k

sup |Dαφ|
∫

(1 + |ζ|)−Ndµ(ζ) < ∞
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a última desigualdade segue de (2.4.14). E dáı

|u(φ)| = (2π)−n|
∫

φ̂(−ζ)dµ(ζ)| ≤ C ′
R

∑

|α|≤N+k

sup |Dαφ|

Assim (2.4.12) define uma distribuição a qual é de ordem ≤ N +Rm+1

quando |x| < R. Ela é de ordem N se |Imζ| é limitado em S(dµ).

Se P é um polinômio, então

〈P (D)u, φ〉 = 〈u, P (−D)φ〉

e a transformada de Fourier-Laplace de P (−D)φ é P (−ζ)φ̂(ζ). Portanto de

(2.4.12) segue que

〈P (D)u, φ〉 = (2π)−n

∫
φ̂(ζ)P (ζ)dµ(ζ). (2.4.15)

Como aplicação mostraremos que todo operador diferencial com coefi-

cientes constantes tem uma solução fundamental. Para tal deveremos escolher

uma medida dµ tal que a integral no lado direito de (2.4.15) seja igual a integral

de φ̂ sobre Rn.

Primeiramente demonstraremos dois Lemas os quais serão usados para

construir a medida dµ.

LEMA 2.4.10 Se Φ ∈ C∞
c (Cn) e

Φ(eiθζ) = Φ(ζ), θ ∈ R,

∫
Φ(ζ)dλ(ζ) = 1, (2.4.16)

em que dλ é a medida de Lebesgue em Cn, então

∫
F (ζ)Φ(ζ)dλ(ζ) = F (0) (2.4.17)

para qualquer função inteira F.
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DEMONSTRAÇÃO Seja F1(z) = F (zζ), z ∈ C pela fórmula integral de Cauchy

temos que

F1(0) =
1

2π

∫ 2π

0

F1(z)

z
dz =

1

2π

∫ 2π

0

F1(re
iθ)dθ

logo 2πF (0) =
∫

F (ζeiθdθ. Multiplicando por Φ(ζ) e integrando, obtemos

2πF (0)Φ(ζ) =

∫
F (ζeiθ)Φ(ζ)dθ

2πF (0)

∫
Φ(ζ)dλ(ζ) =

∫ 2π

0

∫
F (ζeiθ)Φ(ζ)dλ(ζ)dθ

2πF (0) =

∫ ∫ 2π

0

F (ζ̃)Φ(ζ̃e−iθ)|J |dθdλ(ζ̃)

2πF (0) =

∫ ∫ 2π

0

F (ζ̃)Φ(ζ̃)dθdλ(ζ̃)

F (0) =

∫
F (ζ̃)Φ(ζ̃)dλ(ζ̃)

portanto
∫

F (ζ)Φ(ζ)dλ(ζ) = F (0).

Para um número inteiro positivo fixo m denotamos por Pol(m) o espaço

vetorial complexo dos polinômios de grau menor ou igual m em n variáveis e

por Pol0(m) o espaço com a origem removida. Uma norma em Pol(m) é dada

por Q −→ Q̃(0) em que

Q̃(ξ) = (
∑

α

|Q(α)(ξ)|2) 1
2 . (2.4.18)

Esta função de ξ é limitada por baixo se Q 6≡ 0, pois alguma derivada de Q é

uma constante não nula.

LEMA 2.4.11 Para toda bola Z ⊂ Cn com centro em zero podemos encontrar

um função não negativa Φ ∈ C∞(Pol0(m)XCn) tal que

(i) Φ(Q, ζ) é absolutamente homogênea de grau zero com respeito a Q.

(ii) Para Q fixo Φ(Q, ζ) satisfaz (2.4.16) e se anula quando ζ 6∈ Z.

(iii) Existe uma constante c tal que

Q̃(0) ≤ c|Q(ζ)|, se Φ(Q, ζ) 6= 0. (2.4.19)
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Se F é anaĺıtica em Z e Q é um polinômio de grau menor ou igual que

m segue que

Q̃(0)|F (0) ≤ CZ

∫

Z

|F (ζ)Q(ζ)|dλ(ζ).

DEMONSTRAÇÃO Dado Z = Br0(0) ⊂ Cn. Seja Q0 ∈ Pol0(m) fixo, existe w ∈
Cn tal que Q0(w) 6= 0. Dáı escolha r > 0 tal que rw ∈ Z e Q0(zw) 6= 0 quando

|z| = r, agora considere U vizinhança de zw, |z| = r tal que U ⊂ Z\{0}, tome

0 < ε ≤ d(U, zw), |z| = r e além disso epsilon seja tal que Q0 6= 0 no toro

sólido fechado, T em torno de zw, |z| = r de raio ε, note que T ⊂ U. Seja

ψ ≥ 0 com S(ψ) ⊂ T e
∫

ψ = 1, então

ΦQ0(ζ) =

∫
ψ(ζeiθ)

2π
dθ

tem as propriedades pedidas. De fato, (ii) se ζ 6∈ Z então ψ(ζ) = 0 logo

S(ΦQ0) ⊂ Z,

ΦQ0(ζeiθ′) =

∫
ψ(ζei(θ′+θ))

2π
dθ =

∫
ψ(ζeiθ′′)

2π
dθ′′ = ΦQ0(ζ)

e

∫
ΦQ0(ζ)dλ(ζ) =

∫ 2π

0

∫
ψ(ζeiθ)

2π
dλ(ζ)dθ =

∫ 2π

0

∫
ψ(ζ̃)

2π
dλ(ζ̃)dθ =

1

2π

∫ 2π

0

dθ = 1.

(iii) Seja I = infT |Q(ξ)| da continuidade de Q0 e da compacidade de T segue

que I > 0, tome c =
eQ0(0)

I
logo Q̃0(0) ≤ c|Q0(ζ)|, se ΦQ0(ζ) 6= 0.

Para Q ∈ Pol0(m), Q = λQ0, λ ∈ C tal que aQ esteja numa vizinhança

de Q0 para algum a ∈ C, esta mesma ΦQ0 satisfaz as propriedades do Teorema.

Dado Q ∈ Pk(C), em que Pk(C) é o espaço projetivo de Pol0(m), seja

VQ vizinhança de Q. Como Pk(C) é compacto existe {VQj
}N

j=1 cobertura finita

de Pk(C) obtida por essas vizinhanças, associado a esta cobertura tome ϕQj
∈

C∞(Pol0(m)), tal que S(ϕQj
) ⊂ VQj

e
∑

j ϕQj
= 1, como VQj

é limitado temos

que S(ϕQj
) é compacto.
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Agora, para Q ∈ Pol0(m) definimos

Φ(Q, ζ) =
∑

j

ϕQj
(Q)ΦQj

(ζ).

Por construção esta Φ satisfaz o Teorema.

Se F é anaĺıtica em Z e Q é um polinômio de grau menor ou igual que

m de (2.4.17) temos que

∫
F (ζ)Φ(Q, ζ)dλ(ζ) = F (0),

logo

Q̃(0)|F (0)| = |
∫

F (ζ)Φ(Q, ζ)Q̃(0)dλ(ζ) ≤

≤ c

∫

Z

|F (ζ)Q(ζ)||Φ(Q, ζ)|dλ(ζ) ≤

≤ c sup |Φ(Q, ζ)|
∫

Z

|F (ζ)Q(ζ)|dλ(ζ) =

= CZ

∫

Z

|F (ζ)Q(ζ)|dλ(ζ).

TEOREMA 2.4.12 Para todo polinômio P 6≡ 0 em n variáveis podemos en-

contrar uma distribuição E ∈ D′
F (Rn) tal que P (D)E = δ.

DEMONSTRAÇÃO Seja Pξ(ζ) = P (ξ + ζ) e seja

E(φ) = (2π)−n

∫
dξ

∫
φ̂(−ξ − ζ)

P (ξ + ζ)
Φ(Pξ, ζ)dλ(ζ). (2.4.20)

(2.4.20) está na forma (2.4.12). De fato,

∫
dξ

∫
φ̂(ξ − ζ)

P (ξ + ζ)
Φ(Pξ, ζ)dλζ =

∫
dθ

∫
φ̂(−η)

P (η)
Φ(Pθ, η − θ)dλ(η) =

=

∫
φ̂(−η)

1

P (η)

∫
Φ(Pθ, η − θ)dλ(η).
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Assim dµ(η) = 1
P (η)

∫
Φ(Pθ, η−θ)dλ(η) e (2.4.20) está na forma (2.4.12). Além

disso,

∫
(1 + |ζ|)−N |dµ(ζ)| ≤

∫
dξ

∫
(1 + |ξ + ζ|)−N Φ(Pξ, ζ)

|Pξ(ζ)| dλ(ζ) ≤

≤ c sup Φ

∫
dξ

∫
(1 + |ξ + ζ|)−N 1

P̃ (ξ)
dλ(ζ) ≤

≤ c′
∫

Z

∫
(1 + |ξ + ζ|)−Ndξdλ(ζ) < ∞, seN > n.

Como Imζ é limitado em S(dµ), então a distribuição E é de ordem no máximo

n + 1.

De (2.4.15) e (2.4.17), obtemos

〈P (D)E, φ〉 = (2π)−n

∫
φ̃(−ζ − ξ)P (ζ + ξ)dµ(ζ + ξ) =

= (2π)−n

∫
dξ

∫
φ̃(−ζ − ξ)P (ζ + ξ)

Φ(Pξ, ζ)

P (ζ + ξ)
dλ(ζ) =

= (2π)−n

∫
dξ

∫
φ̃(−ζ − ξ)Φ(Pξ, ζ)dλ(ζ) =

= (2π)−n

∫
φ̃(−ξ)dξ = φ(0) = 〈δ, φ〉.

Portanto E é solução fundamental de P (D) e E ∈ D′(Rn).



Caṕıtulo 3

Análise Espectral de

Singularidades

3.1 Introdução

Como conseqüência do caṕıtulo anterior observaremos que uma distri-

buição u de suporte compacto é suave se, e somente se, a sua transformada de

Fourier û é rapidamente decrescente. Se u não é suave podemos usar o conjun-

to das direções em que û não é rapidamente decrescente para descrever melhor

as singularidades de u. Esta análise revelará caracteŕısticas locais invariantes.

Para uma distribuição u ∈ D′(X), em que X é um aberto de Rn, definimos

um conjunto

WF (u) ⊂ T ∗(X)\{0}

com projeção em X igual à SS(u), o qual é cônico com respeito a multiplicação

por escalares positivos nas fibras de T ∗(X), em que T ∗(X) é o dual do espaço

tangente T (X), chamado espaço cotangente. Tal conjunto será denominado

de conjunto frente de ondas de u, por analogia com a clássica construção
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de Huyghens de uma onda se propagando. Nesta construção assumimos que

a localização e orientação do plano tangente de uma onda é conhecido no

instante de tempo e conclúımos que após um instante de tempo ele pode ser

transladado na direção normal com a velocidade da luz. Assim as informações

são precisamente refletidas no fibrado cotangente.

Na seção 3.2 apresentaremos definições básicas do conjunto frente de

onda e alguns exemplos importantes. Na seção 3.3 reconsideraremos algu-

mas das operações definidas nos caṕıtulos 1 e 2 de um novo ponto de vista.

Assim obteremos a extensão das definições de composição e multiplicação de

distribuições, bem como informações mais precisas das singularidades dos re-

sultados destas operações. Na seção 3.4 provaremos que o conjunto frente de

ondas está contido na união do conjunto caracteŕıstico do operador e do con-

junto frente de onda de Pu, isto é, WF (u) ⊂ Car(P )∪WF (Pu). Além disso,

serão apresentados as demonstrações do Teorema 8.3.3’ e do Teorema 8.3.8 de

[H2], que descrevem importantes aspectos das soluções singulares de operado-

res diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes de tipo principal

real.

3.2 O Conjunto Frente de Onda

Se v ∈ E ′(Rn) podemos decidir se v está em C∞
c examinando o compor-

tamento da transformada de Fourier v̂ no infinito. De fato, se v ∈ C∞
c (Rn)

então

|v̂(ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|)−N , N = 1, 2, ..., ξ ∈ Rn, (3.2.1)

pela Proposição 2.2.5.(v ∈ S =⇒ v̂ ∈ S) Reciprocamente, se (3.2.1) é válida

então v ∈ C∞
c pela fórmula da transformada de Fourier inversa. Com efeito,
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temos

|v(x)| ≤ (2π)−n

∫
|v̂(ξ)|dξ ≤ (2π)−n

∫
CN(1 + |ξ|)−Ndξ,

logo v ∈ C0. Derivando v obtemos

D(j)(v(x)) = (2π)−n

∫
(−1)jξjeix· ξv̂dξ

dáı D(j)v ∈ C0 para todo j, portanto v ∈ C∞
c .

Para v ∈ E ′ definimos SS(v) como o conjunto de pontos que não tem

vizinhança em que v seja C∞. Similarmente podemos introduzir o cone Σ(v) de

todos os pontos η ∈ Rn\{0} que não têm vizinhança cônica V tal que (3.2.1)

vale para todo ξ ∈ V. É claro que Σ(v) é um cone fechado em Rn\{0}, e temos

que Σ(v) = ∅ se, e somente se, v ∈ C∞
c .

Enquanto SS(v) descreve somente a localização das singularidades, o

cone Σ(v) descreve somente as direções das maiores freqüências das singulari-

dades. Poderemos combinar estas duas informações usando o próximo Lema.

LEMA 3.2.1 Se φ ∈ C∞
c (Rn) e v ∈ E ′(Rn) então

Σ(φv) ⊂ Σ(v). (3.2.2)

DEMONSTRAÇÃO A transformada de Fourier de u = φv é a convolução

û(ξ) = (2π)−n

∫
φ̂(η)v̂(ξ − η)dη

em que φ̂ ∈ S. Pelo Teorema 2.4.2 temos, para algum M ≥ 0

|v̂(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)M .

Seja 0 < c < 1 e separe a integral nas partes em que |η| < c|ξ| e |η| ≥ c|ξ|. No

segundo caso temos que |ξ − η| ≤ (1 + c−1)|η|. Assim

(2π)n|û(ξ)| ≤

≤ sup
|η−ξ|<c|ξ|

|v̂(η)|
∥∥∥φ̂

∥∥∥
1
+ C

∫

|η|>c|ξ|
|φ̂(η)|(1 + c−1)M(1 + |η|)Mdη. (3.2.3)
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De fato,

|(2π)nû(ξ)| =
∣∣∣∣
∫

|η|<c|ξ|
φ̂(η)v̂(ξ − η)dη +

∫

|η|>c|ξ|
φ̂(η)v̂(ξ − η)dη

∣∣∣∣ ≤

≤
∫

|ξ−η′|<c|ξ|
|φ̂(ξ − η′)v̂(η′)|dη′ +

∫

|η|>c|ξ|
|φ̂(η)v̂(ξ − η)|dη ≤

≤ sup
|ξ−η′|<c|ξ|

|v̂(η′)|
∥∥∥φ̂

∥∥∥
1

+ C

∫

|η|>c|ξ|
|φ̂(η)|(1 + |ξ − η|)Mdη ≤

≤ sup
|ξ−η′|<c|ξ|

|v̂(η′)|
∥∥∥φ̂

∥∥∥
1

+ C

∫

|η|>c|ξ|
|φ̂(η)|(1 + c−1)M(1 + |η|)Mdη

Se Γ é um cone aberto em que (3.2.1) vale e Γ1 é um cone fechado contido em

Γ ∪ {0} podemos escolher c tal que η ∈ Γ se ξ ∈ Γ1 e |ξ − η| < v|ξ|. De fato,

Se |ξ| = 1 tome c = d(Γ1 ∩ Sn−1, Γc) > 0 então |ξ − η| < c implica η ∈ Γ. Se

|ξ| 6= 1 considere ξ̃ = ξ
|ξ| ∈ Γ1, note que ξ 6= 0, logo para todo η̃ satisfazendo

|η̃ − ξ̃| < c η̃ ∈ Γ agora tome η̃ = η
|ξ| dáı |η − ξ| < c|ξ| implica η ∈ Γ.

Como|η| ≥ (1− c)|ξ| segue de (3.2.3) para N ≥ 0 que

sup
Γ1

(1 + |ξ|)N |û(ξ)| ≤ (1− c)−N sup
Γ
|v̂(η)|(1 + |η|)N

∥∥∥φ̂
∥∥∥

1
+

+C(1 + c−1)N+M

∫
|φ̂(η)|(1 + |η|)N+Mdη, (3.2.4)

pois de (3.2.3) temos

sup
Γ1

(1 + |ξ|)N |û(ξ)| ≤ (2π)−n sup
Γ1

(1 + |ξ|)N [ sup
|η−ξ|<c|ξ|

|v̂(η)|
∥∥∥φ̂

∥∥∥
1
+

+C

∫
|φ̂(η)|(1 + c−1)M(1 + |η|)Mdη]

dáı para obtermos (3.2.4) basta notar que se ξ ∈ Γ1 e |η| ≥ (1 − c)|ξ| então

η ∈ Γ e (1 + |ξ|)N ≤
(

1+|η|
1−c

)N

e |η| ≥ c|ξ| implica [(1 + c−1)(1 + |η|)]N .

Finalmente de (3.2.4) e (3.2.1) segue que û é rapidamente decrescente em Γ1,

pois se ξ ∈ Γ1

|û(ξ)| ≤ (1 + |ξ|)−NCN

∥∥∥φ̂
∥∥∥

1
+ C ′

N(1 + c−1)N+Mm(S(φ)) ≤ C̃N(1 + |ξ|)−N .
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Portanto Σ(v)c ⊂ Σ(φv)c.

Se X é um conjunto aberto em Rn e u ∈ D′(X), para x ∈ X definimos

Σx(u) = ∩φΣ(φu), φ ∈ C∞
c (X), φ(x) 6= 0. (3.2.5)

AFIRMAÇÃO: Se X é um conjunto aberto em Rn e u ∈ D′(X) então

Σ(φu) → Σx(u) se φ ∈ C∞
c (X), φ(x) 6= 0 e S(φ) → {x}. (3.2.6)

DEMONSTRAÇÃO Temos que

Σx(u) ∩ Sn−1 = ∩C∞c 3ϕ(x)6=0(Σ(ϕu) ∩ Sn−1).

Dado V um cone aberto contendo Σx(u), consideremos W = V c ∩Sn−1 o qual

é compacto. Assim

W ⊂ (Σx(u)c ∩ Sn−1) = ∪C∞c (X)3ϕ(x)6=0(Σ(ϕu)c ∩ Sn−1) ⊂

⊂ ∪C∞c (X)3ϕ(x)6=0(Σ(ϕu) ∩ Sn−1)c,

como (Σ(ϕu) ∩ Sn−1)c é um conjunto aberto, temos que {(Σ(ϕu) ∩ Sn−1)c} é

uma cobertura aberta de V c∩Sn−1, compacto, logo existe subcobertura finita,

dáı

W ⊂ ∪k
j=1, φj(x) 6=0(Σ(φju) ∩ Sn−1)c,

ou seja podemos encontrar φj, tal que φj(x) 6= 0, j = 1, ..., k e ∩k
j=1Σ(φju) ⊂ V.

Quando φ ∈ C∞
c (X) e S(φ) está perto de {x}, com φ1, ..., φj 6= 0 em S(φ)

podemos escrever φ = ψφ1. · · · .φj com ψ ∈ C∞
c (X), e obtemos de (3.2.2)

Σ(φu) ⊂ ∩j
i=1Σ(φiu) ⊂ V

o que prova (3.2.6).

Em particular (3.2.6) implica que Σx(u) = ∅ se, e somente se, φu ∈ C∞

para alguma φ ∈ C∞
c (X) com φ(x) 6= 0, isto é x 6∈ SS(u).
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DEFINIÇÃO 3.2.2 Se u ∈ D′(X), então o subconjunto fechado de X×(Rn\{0})
definido por

WF (u) = {(x, ξ) ∈ X × (Rn\{0}); ξ ∈ Σx(u)}

é chamado o conjunto frente de ondas de u.

A projeção de WF (u) em X é SS(u). Além disso WF (u) é cônico no sentido

que é invariante sob a multiplicação da segunda variável por escalares positivos.

Ele pode ser considerado como um subconjunto de X × Sn−1.

PROPOSIÇÃO 3.2.3 Se u ∈ E ′(Rn) então a projeção de WF (u) na segunda

variável é Σ(u).

DEMONSTRAÇÃO Seja W a projeção de WF (u) na segunda variável,

W = π2(WF (u)). Da definição de WF (u) e do Lema 3.2.1 W ⊆ Σ(u). W

é fechado, pois a intersecção com a esfera unitária é a projeção de um conjun-

to compacto em Rn × Sn−1. Se V é uma vizinhança cônica de W então todo

x ∈ Rn tem uma vizinhança Ux tal que Σ(φu) ⊂ V se φ ∈ C∞
c (Ux). De fato,

seja V vizinhança cônica de W, dado x ∈ Rn, por definição, temos que

Σx(u) = ∩C∞c 3φ(x)6=0Σ(φu) ⊂ W.

Logo

V c ∩ Sn−1 ⊂ ∪C∞c 3φ(x)6=0(Σ(φu) ∩ Sn−1)c,

da compacidade de V c ∩ Sn−1 existem finitas φj tal que

V c ∩ Sn−1 ⊂ ∪C∞c 3φj(x) 6=0(Σ(φju) ∩ Sn−1)c

assim ∩N
j=1(Σ(φju))∩Sn−1 ⊂ V ∩Sn−1. Tome Ux vizinhança de x tal que Ux ⊂

Int(S(φj)) para todo j, logo se φ ∈ C∞
c (Ux), podemos escrever
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φu = φφjφ
−1
j u, para todo j, dáı pelo Lema 3.2.1 Σ(φu) ⊂ Σ(φju), para todo

j, donde Σ(φu) ∩ Sn−1 ⊂ V ∩ Sn−1.

Como u ∈ E ′ podemos cobrir S(u) por um número finito de tais vizinhanças e

escolher φj ∈ C∞
c (Uxj

) com
∑

φj = 1 perto de S(u), isto é posśıvel via partição

da unidade. Mas então segue que

Σ(u) = Σ(
k∑

j=1

φju) ⊂ ∪φj
Σ(φju) ⊂ V.

Pois, pelo Lema 3.2.1

Σ(u) = Σ(
∑

j 6=i

φjφi) ⊂ Σ(φiu)

então

Σ(u) ⊂ ∪φi
Σ(φiu). Como V é vizinhança arbitrária de W então Σ(u) ⊆ W.

A Proposição 3.2.3 mostra que WF (u) contém todas as informações em

SS(u) e Σ(u).

TEOREMA 3.2.4 Se X é um conjunto aberto em Rn e S um subconjunto

cônico fechado de X × (Rn\{0}) então podemos encontrar u ∈ D′(X) com

WF (u) = S.

DEMONSTRAÇÃO É suficiente provarmos o teorema quando X = Rn, pois para

X ⊂ Rn podemos aplicar este caso ao fecho de S em Rn × (Rn\{0}). Escolha

uma seqüência {(xk, θk)} ∈ S com |θk| = 1 tal que para todo (x, θ) ∈ S, com

|θ| = 1, é o limite de uma subseqüência. Tal escolha existe pelo seguinte fato:

S é subconjunto de um conjunto separável, logo separável, então existe D ⊂ S

denso no máximo enumerável. Agora escreva D = D1 ∪ D2, em que D1 é o

conjunto dos pontos isolados de S, assim escolha {(xk, θk)} tal que contenha

infinitas cópias de cada ponto de D1 e D2.
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Seja φ ∈ C∞
c tal que φ̂(0) = 1, então

u(x) =
∞∑

k=1

1

k2
φ(k(x− xk))e

ik3x· θk (3.2.7)

é uma função cont́ınua em Rn logo define uma distribuição, e provaremos que

WF (u) = S. Primeiro provaremos que WF (u) ⊂ S. Se (x0, θ0) 6∈ S podemos

escolher uma vizinhança aberta U de x0 e uma vizinhança cônica aberta V de

ξ0 tal que

(U × V ) ∩ S = ∅. (3.2.8)

Escreva u = u1 + u2, em que u1 é a soma dos termos em (3.2.7) com xk 6∈ U e

u2 é a soma dos termos com xk ∈ U. Então u1 ∈ C∞ numa vizinhança U1 de x0,

pois todos, exceto um número finito de termos se anulam em U1 se U1 ⊂ U. De

fato, suponhamos que S(φ) ⊂ BR(0) então S(φ(k(· − xk))) ⊂ BR
k
(xk). Sejam

U1 vizinhança de x0 tal que u1 ⊂ U e δ = d(U1, U c) > 0. Existe apenas

um número finito de k’s tal que |x′ − xk| < R
k
, x′ ∈ U1, pois caso contrário

|x′ − xk| → 0 o que é um absurdo pois xk 6∈ U e δ > 0. Logo

u1(x) =
∑

k∈K′
1

k−2φ(k(x− xk))e
ik3x· θk ∈ C∞,

em que K ′
1 ⊂ K1 = {k ∈ N; xk 6∈ U} é finito.

Agora note que

û2(ξ) =
∑
xk∈U

k−2−nφ̂(
ξ − k3θk

k
)eixk· (k3θk−ξ). (3.2.9)

Aqui θ 6∈ V por causa de (3.2.8).
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De fato,

û2(ξ) =

∫
e−iξ· xu2(x)dx =

∫
e−iξ· x

∑
xk∈U

k−2φ(k(x− xk))e
ik3θk· x =

=

∫ ∑
xk∈U

k−2ei(k3θk−ξ)· xφ(k(x− xk))dx =

=

∫ ∑
xk∈U

k−2ei(k3θk−ξ)· xke−ik−1(ξ−k3θk)· ykφ(yk)dyk =

=
∑
xk

k−2−nei(k3θk−ξ)· xk φ̂

(
ξ − k3θk

k

)
.

Se V1 é outra vizinhança cônica de ξ0 e V 1 ⊂ (V ∩{0}) então |ξ−η| ≥ c(|ξ|+|η|)
quando ξ ∈ V1 e η 6∈ V, para algum c > 0.( Análogo ao feito antes da estimativa

(3.2.4).) Assim

|ξ − k3θk| ≥ c(|ξ|+ k3) ≥ c|ξ| 23 k, ξ ∈ V1

sendo que a primeira desigualdade segue de θk 6∈ V e |θk| = 1 e a segunda de

(|ξ| + k3)3 ≥ |ξ|2k3. Como φ̂ ∈ S segue que û2 é rapidamente decrescente em

V1, pois

|û2(ξ)| ≤
∑
xk∈U

k−2−n|φ̂
(

ξ − k3θk

k

)
| ≤

≤
∑
xk∈U

k−2−nCl

(
1 +

∣∣∣∣
ξ − k3θk

k

∣∣∣∣
)−l

≤
∑
xk∈V

k−2−nCl(1 + c|ξ| 23 )−l < ∞.

Portanto (x0, ξ0) 6∈ WF (u).

Agora seja (x0, ξ0) ∈ S. Escolha χ ∈ C∞
c igual a 1 perto de x0. Para pro-

var que (x0, ξ0) ∈ WF (u) devemos mostrar que χ̂u não pode ser rapidamente

decrescente nas vizinhanças cônicas de ξ0. Para fazer isto primeiro observemos

que

χ(x)φ(k(x− xk)) = φk(k(x− xk))

em que φk(x) = χ(x
k

+ xk)φ(x) pertence a um conjunto limitado em S. Com
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efeito, considerando

Pj(φ) = max
|α|,|β|≤j

Pα, β(φ) = max
|α|,|β|≤j

(sup
x
|xαDβ(φ(x))|)

dizemos que φk pertence a um conjunto limitado em S se para todo j existe

cj tal que Pj(φk) < cj para toda φk, mas

PN(φk) ≤ max
|α|,|β|≤N

[cα sup
x

(|x||α||Dβ(φk(x))|)] ≤ max
|α|,|β|≤N

(c̃α, cβ).

A transformada de Fourier de χu é uma soma da forma (3.2.9) com φ substi-

túıda por φk (cálculo análogo). Se xk está perto de x0 e k é muito grande então

S(φ(k(x−x0))) ⊂ vizinhança de x0 logo φk = φ, pois χ(x) = 1 e obtemos para

qualquer N

χ̂u(k3θk)| ≥ k−2−n − CN

∑

j 6=k

j−n−2

( |k3θk − j3θj|
j

)−N

,

aqui

k3θk − j3θj| ≥ |k3 − j3| ≥ k2 + kj + j2 ≥ kj se k 6= j

sendo que a primeira desigualdade segue do fato |k3θk−j3θj| ≥ ||k3θk|−|j3θj||
e a segunda de |k3 − j3| = |k − j||k2 + kj + j2|. De fato,

|χ̂u(k3θk)| =
∣∣∣∣∣
∞∑

j=1

ei(j3θj−k3θk)· xj φ̂j

( |k4θk − j3θj|
j

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∑

j = 1∞k−n−2φ̂k(0) +
∞∑

k 6=j=1

j−n−2ei(j3θj−k3θk)· xj φ̂j

( |k3θk − j3θj|
j

)∣∣∣∣∣ ≥

≥ k−n−2 −
∞∑

k 6=j=1

j−n−2φ̂j

∣∣∣∣
( |k3θk − j3θj|

j

)∣∣∣∣ ≥

≥ K−n−2 − CN

∞∑

k 6=j=1

j−n−2

( |k3θk − j3θj|
j

)−N

.

Assim

∑

j 6=k

j−n−2

( |k3θk − j3θj|
j

)−N

≤
∑

j 6=k

j−n−2k−N = O(k−N).
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Se escolhermos N > n + 2 obtemos para k grande

|χ̂u(k3θk)| ≥ k−n−2

2

se xk está perto de x0. Como
(
x0,

ξ0
|ξ0|

)
é um limite pontual da seqüência

(xk, θk), segue que χ̂u não é rapidamente decrescente em qualquer vizinhança

cônica de ξ0 e o teorema está provado.

Determinaremos agora o conjunto frente de onda de algumas distri-

buições as quais ocorrem com bastante freqüência.

TEOREMA 3.2.5 Seja V um subespaço linear de Rn e u = u0dS, em que

u0 ∈ C∞(V ) e dS é a medida Euclidiana de superf́ıcie em V. Então

WF (u) = S(u)× (V ⊥\{0}).

DEMONSTRAÇÃO Seja x = x′ + x′′ com x′ ∈ V e x′′ ∈ V ⊥. Se χ ∈ C∞
c então

(χ̂u)(ξ) = (χu)(e−ix· ξ) = u(χe−ix· ξ) =

∫
e−ix′· ξ′u0(x

′)χ(x′, 0)dx′,

logo χ̂u é uma função de ξ′, rapidamente decrescente a qual não se anula em

qualquer conjunto aberto a menos que χu = 0, pelo fato de ser anaĺıtica. Port-

anto χ̂u não é rapidamente decrescente em nenhum cone aberto que intercepte

V ⊥, a menos que χu = 0, pois se ξ′0 = 0 então

(χ̂u)(ξ′0 + ξ′′0 ) =
∫

χ(x′, 0)u0(x
′)dx′ = c, sendo c uma constante não nula,

logo S(u) × (V ⊥\{0}) ⊆ WF (u). Mas como observamos acima existe decres-

cimento rápido em todo cone |ξ| ≤ c|ξ′|, isto é em todo cone em que ξ′ 6= 0,

logo S(u)× ((V ⊥\{0}))c ⊆ (WF (u))c.

Seria suficiente provar o teorema acima para u = dS, pois pela definição

sempre temos

WF (au) ⊂ WF (u), a ∈ C∞. (3.2.10)
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Outro fato importante é que para todo α

WF (Dαu) ⊂ WF (u). (3.2.11)

De fato, tome χ ∈ C∞
c igual a 1 perto de x e χ1 ∈ C∞

c igual a 1 numa

vizinhança de S(χ). Então temos Σx(D
αu) ⊂ Σ(χDαu) = Σ(χDα(χ1u)) de

(3.2.2) segue que Σ(χDα(χ1u)) ⊂ Σ(Dα(χ1u)), pela definição de Σ(u1) u1 ∈ E ′

temos que Σ(χ1u)c ⊂ Σ(Dαχ1u)c, ou seja Σ(Dα(χ1u)) ⊂ Σ(χ1u). Quando

S(χ1) → {x} segue de (3.2.6) que Σ(χ1u) → Σx(u) logo Σx(D
αu) ⊂ Σx(u),

donde WF (Dαu) ⊂ WF (u). Juntando estes dois fatos obtemos que

WF (Pu) ⊂ WF (u) (3.2.12)

se P é qualquer operador diferencial com coeficientes constantes.

Agora analisaremos os valores limites de funções definidas como no Teo-

rema 1.4.37. Seja Γ um cone aberto convexo e seja

Γ0 = {ξ ∈ Rn; y · ξ ≥ 0 ∀ y ∈ Γ} (3.2.13)

o cone dual. Γ0 é fechado, convexo e próprio (isto é, não contém retas), pois

caso contrário Γ estaria contido num hiperplano e não teria pontos interiores

(isto é, Γ seria um raio). Reciprocamente, todo cone fechado, convexo, próprio

Γ1 é o cone dual de precisamente um cone aberto convexo Γ, definido por

Γ = {y ∈ Rn; y · ξ > 0 ∀ξ ∈ Γ1\{0}}. (3.2.14)

De fato, seja ξ ∈ Γ1\{0} então u · ξ > 0 para todo y ∈ Γ dáı ξ ∈ Γ0, logo

Γ1 ⊆ Γ0. Seja ξ ∈ Γ0 então u · ξ ≥ 0 para todo y ∈ Γ, mas y ∈ Γ implica

y · ξ̃ > 0 para todo ξ̃ ∈ Γ1\{0}. Suponhamos que ξ 6∈ Γ1 então existe ỹ ∈ Γ

tal que ỹ · η ≥ 0 para todo η ∈ Γ1\{0} e ỹ · ξ < 0 deste modo ỹ ∈ Γ o que

implica ξ 6∈ Γ0 absurdo.
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TEOREMA 3.2.6 Se as hipóteses do Teorema 1.4.37 são satisfeitas, então

WF (f0) ⊂ X × (Γ0\{0}) (3.2.15)

sendo Γ0 o cone dual de Γ.

DEMONSTRAÇÃO Se φ ∈ C∞
c (X) a representação (1.4.16) de f0 é válida

substituindo N por qualquer inteiro ν ≥ N, (revendo a demonstração do Teo-

rema 1.4.37 vemos que isto é posśıvel já que lá φ ∈ CN+1
c (X)). Assim

(φ̂f0)(ξ) = 〈f0e
−i.· ξ, φ〉 =

∫
Φ(x, Y )f(x + iY )e−i(x+iY )· ξdx +

+(ν + 1)

∫

0<t<1

∫
f(x + itY )e−i(x+itY )· ξ

∑

|α|=ν+1

∂αφ(x)
(iY )α

α!
tνdxdt.(3.2.16)

Quando Y · ξ < 0 segue que

|φ̂f0(ξ)| ≤ Cφ,ν(e
Y · ξ +

∫ ∞

0

etY · ξtν−Ndt) =

= Cφ,ν(e
Y · ξ + (ν −N)!((−Y ) · ξ)N−ν−1). (3.2.17)

De fato,

|φ̂f0(ξ)| ≤
∫
|Φ(x, Y )f(x + iY )|eY · ξdx +

+(ν + 1)

∫

0<t<1

∫
|f(x + iY )|etY · ξ

∑

|α|=ν+1

|∂αφ(x)|tνdxdt ≤ C ′
φ,νe

Y · ξ +

+C ′′
φ,ν

∫ ∞

0

etY · ξtν−Ndt = Cφ,ν(e
Y · ξ +

∫ ∞

0

etY · ξtν−Ndt)

integrando por partes obtemos (3.2.17). O lado direito de (3.2.18) éO(|ξ|N−ν−1)

numa vizinhança cônica de qualquer ponto do semi-espaço Y · ξ < 0. Assim

Σ(φf0) ⊂ {ξ; Y · ξ ≥ 0} para todo Y ∈ Γ com |Y | < γ, portanto Σ(φf0) ⊂ Γ0.

Como Σx(f0) ⊂ Σ(φf0) segue o resultado.

Provaremos agora uma modificação do Lema 3.2.1, a fim de preparar

uma discussão do conjunto frente de onda para distribuições homogêneas.
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LEMA 3.2.7 Se v ∈ S ′ então WF (v) ⊂ Rn × F sendo F o cone limite de S(v̂)

no infinito, isto é, o cone consistindo de todos limites de seqüências tjxj com

xj ∈ S(v̂) e 0 < tj → 0.

DEMONSTRAÇÃO F é obviamente fechado. Para todo cone fechado Γ com

Γ ∩ F = {0} podemos escolher ε > 0 e c tal que

(♦) |ξ − η| ≥ ε|ξ| se ξ ∈ Γ, η ∈ S(v̂) e |ξ| > c.

Com efeito, suponhamos que não seja posśıvel tal escolha de ε e c então pode-

mos escolher ξj ∈ Γ e ηj ∈ S(v̂) tal que |ξj − ηj| < |ξj |
j

e |ξj| > j. A seqüência

{ ξj

ηj
} terá um ponto limite θ ∈ Γ ∩ F com |θ| = 1 o que é um absurdo. Se

φ ∈ C∞
c (Rn) então a transformada de Fourier de u = φv é (2π)−nφ̂∗ v̂. Escolha

ψ ∈ C∞(Rn) tal que ψ = 1 quando |ξ| > 1 e ψ(ξ) = 0 para |ξ| < 1
2
. Então

ΦR(ξ) = φ̂(ξ)ψ
(

ξ
R

)
e igual a φ̂(ξ) quando |ξ| ≥ R, logo

(2π)nû(ξ) = v̂η(ΦR(ξ − η)) se ξ ∈ Γ e R ≤ ε|ξ|, |ξ| > c.

De fato,

(2π)nû(ξ) = φ̂ ∗ v̂(ξ) = v̂η(f̂(ξ − η)) = v̂η(ΦR(ξ − η))

a última igualdade segue de (♦). Como v̂ ∈ S ′ segue que para algum N, C ′, C ′′,

temos quando ξ ∈ Γ, |ξ| > c, R ≤ ε|ξ|

|û(ξ)| = (2π)−n|v̂η(ΦR(ξ − η))|

≤ C ′ ∑

α+β|≤N

sup |ηαDβ
η ΦR(ξ − η)|

= C ′ ∑

|α+β|≤N

sup
|ξ−η|> R

2

∣∣∣∣ηαDβ
η

[
φ̂(ξ − η)ψ

(
ξ − η

R

)]∣∣∣∣

= C ′ ∑

|α+β|≤N

sup
|η̃|> R

2

∣∣∣∣(ξ − η̃)αDβ
η̃

[
φ̂(η̃)ψ

(
η̃

R

)]∣∣∣∣

≤ C ′′(1 + |ξ|)N
∑

|α+β|≤N

sup
|η̃|> R

2

∣∣∣η̃αDβ
η̃ φ̂(η̃)

∣∣∣ .
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Se escolhermos R = ε|ξ| o lado direito é rapidamente decrescente, pois φ̂ ∈ S.

Provando o lema.

TEOREMA 3.2.8 Se u ∈ D′(Rn) é homogênea em Rn\{0} então

(x, ξ) ∈ WF (u) ⇐⇒ (ξ, −x) ∈ WF (û) se ξ 6= 0 e x 6= 0; (3.2.18)

x ∈ S(u) ⇐⇒ (0, −x) ∈ WF (û) se x 6= 0; (3.2.19)

ξ ∈ S(û) ⇐⇒ (0, ξ) ∈ WF (u) se ξ 6= 0. (3.2.20)

DEMONSTRAÇÃO Assuma primeiro que u é homogênea em Rn. Para provar

(3.2.18) é suficiente mostrar que se x0 6= 0, ξ0 6= 0 então

(x0, ξ0) 6∈ WF (u) =⇒ (ξ0, −x0) 6∈ WF (û), (3.2.21)

pois û também é homogênea, pelo Teorema 2.3.18 e (3.2.21) aplicada a û da

a implicação inversa, já que ̂̂u = (2π)nǔ. Escolha χ ∈ C∞
c (Rn) igual a 1 numa

vizinhança de ξ0 e ψ ∈ C∞
c (Rn) igual a 1 numa vizinhança de x0 tão pequena

que

(S(ψ)× S(χ)) ∩WF (u) = ∅. (3.2.22)

Temos que estimar a transformada de Fourier de v = χû numa vizinhança

cônica de −x0. Seja ψ(x) = 1 em |x− x0| < 2r. Vamos considerar o comporta-

mento de v̂(−tx) em |x− x0| < r e t grande. Se u é homogênea de grau a em

Rn então

v̂(−tx) = (χ̂û)(−tx) = (2π)−nχ̂ ∗ ̂̂u(−tx) =

= χ̂ ∗ ǔ(−tx) = 〈ǔ, χ(−tx− .)〉 = 〈u, χ̂(−tx + .)〉 =

= ta〈u, tnχ̂(−tx + t.)〉 = ta+n〈u, χ̂(t(.− x))〉.
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Seja ψu = u0 e (1 − ψ)u = u1. Então Σ(u0) ∩ S(χ) = ∅. Com efeito, seja

(x0, ξ0) ∈ WF (u0) então x0 ∈ S(ψ) dáı por (3.2.22) π2(WF (u0)) ∩ S(χ) = ∅,
mas pela Proposição 3.2.3 π2(WF (u0)) = Σ(u0). Assim

〈u0, χ̂(t(.− x))〉 =

∫
û0(ξ)χ

(
ξ

t

)
eix· ξ dξ

tn

é rapidamente decrescente quando t → ∞, pois tN û0(tξ)χ(ξ) é limitado para

todo N. De fato,

〈u0, χ̂(t(.− x))〉 =

∫
u0(y)χ̂(t(y − x))dy

=

∫ ∫
u0(y)χ(ξ)e−it(y−x)· ξdξdy

=

∫ ∫
u0(y)χ(ξ)e−iy· tξeix· tξdξdy

=

∫ ∫
u0(y)χ

(
ξ̃

t

)
e−iy· ξ̃eix· ξ̃ dξ̃

tn
dy

=

∫
û0(ξ̃)χ

(
ξ̃

t

)
eix· ξ̃ dξ̃

tn

na última igualdade usamos o Teorema de Fubini. Como Σ(u0) ∩ S(χ) = ∅
segue que se ξ ∈ S(χ) então tξ 6∈ Σ(u0), logo

|〈tNu0, χ̂(t(.− x))〉| ≤

≤
∫
|tN û0(tξ)χ(ξ)|dξ ≤ sup |χ(ξ)|

∫
Clt

N(1 + |τξ)−ldξ < ∞.

Usando D̂αu0(ξ) = ξαû0 obtemos que u0 é rapidamente decrescente. Além

disso,

〈u1, χ̂(t(.− x))〉 = 〈u, (1− ψ)χ̂(t(.− x))〉

também é rapidamente decrescente, pois

(♦) y → tN(1− ψ(y))χ̂(t(y − x))

é limitado em S para qualquer N. De fato, por hipótese temos que |x−x0| < r e

|y−x0| > 2r dáı ‖y−x| ≥ r donde t ≤ t |y−x|
r

e |y| ≤ |y−x|+|x0|+r. Como χ̂ ∈ S
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segue que (♦) é limitado. De forma similar, usando que |y| ≤ |y−x|+ |x0|+ r,

obtemos que (♦) é limitado se substituirmos χ̂ por Dαχ̂. Logo 〈u1, χ̂(t(.−x))〉
é rapidamente decrescente. Portanto −x0 6∈ Σ(v), donde (ξ0, −x0) 6∈ WF (û).

No caso geral em que u é homogênea em Rn\{0}, segue de (2.3.11) e (2.3.12)

que podemos escrever u = w + w0 + Q(D)w1, û = ŵ + ŵ0 + Q(ξ)ŵ1, sendo

w homogênea, S(w0) ⊂ {0}, wi = |x|−n

cn
quando x 6= 0, ŵ1(ξ) = − log |ξ| e Q

polinômio. Com u−w e û− ŵ são C∞ em Rn\{0} e w é homogênea segue da

primeira parte que (3.2.18) vale para w logo para u.

Para provarmos (3.2.19) observemos que como ̂̂u = (2π)nǔ segue do Lema 3.2.7

com v = û que x 6∈ S(u) então (0, −x) 6∈ WF (û). De fato, se x 6∈ S(v̂) pelo

Lema 3.2.7 não existe seqüência yj → x com yj ∈ S(v̂), suponha que tjxj → x

com xj ∈ S(v̂) da homogeneidade de v̂ segue que tjxj ∈ S(v̂) logo temos uma

contradição.

Suponhamos que (0, −x0) 6∈ WF (û). Escolha χ ∈ C∞
c com χ(0) = 1, tal que a

transformada de Fourier de χû seja rapidamente decrescente numa vizinhança

cônica Γ de −x0. (Sobre a escolha de χ : se (0,−x0) 6∈ WF (û) então da

definição de conjunto frente de onda segue que existe χ1 ∈ C∞
c tal que −x0 6∈

Σ(χ1û) e χ1(0) 6= 0, tome χ(x) = χ1(x)
χ1(0)

.) Acrescentando um termo com suporte

na origem não afetamos (3.2.19), assim podemos considerar que u é homogênea

de grau a em Rn, a menos que a = −n−k e (1.6.15) vale para qualquer inteiro

k ≥ 0. Assim a transformada de Fourier de χû em tx é

χ̂ ∗ ǔ(tx) = ta〈uχ̂t(. + x)〉+ log t
∑

|α|=k

cα
(∂αχ̂)(tx)

α!

sendo que o somatório pode ser omitido, a menos que k = −n−a é um inteiro
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não negativo. Com efeito,

(χ̂û)(tx) = (2π)−nχ̂ ∗ ̂̂u(tx) = 〈ǔ, χ̂(tx− .)〉 = 〈u, χ̂(. + tx)〈=

= t−k−n〈uy, tnχ̂(ty + tx)〈+ log t
∑

|α|=k

S(xαψ)
(∂αχ̂)(tx)

α!
=

ta〈uy, χ̂t(y + x)〉+ log t
∑

|α|=k

cα
(∂αχ̂)(tx)

α!
.

Quando x ∈ Γ o lado esquerdo tende rapidamente a zero como t → ∞, e o

mesmo acontece com o somatório, pois χ̂ ∈ S. Assim

〈u, χ̂t(. + x)〉 = ǔ ∗ χ̂t(x) → 0

em Γ quando t →∞.

A convolução converge para (2π)nǔ em S ′(Rn), para tal considere t = ε−1 e use

o fato que χ̂ε → (2π)nδ quando ε → 0 (pela transformada de Fourier inversa) e

ǔ ∗ (2π)nδ = (2π)nǔ. Portanto ǔ = 0 em Γ, logo x0 6∈ S(u), provando (3.2.19).

Se u e portanto û é homogênea em Rn então (3.2.20) segue se (3.2.19) é

aplicado a û. Se u não é homogênea em Rn então u(t.)− tau é uma distribuição

não nula suportada na origem para algum t > 0. Assim (0, ξ) ∈ WF (u) para

todo ξ 6= 0 e ξ ∈ S(û), pois û = U + V sendo U da forma (2.3.12) com U0 e

Q homogêneos, Q 6≡ 0 e V é um polinômio, usando (3.2.19) em U0 o resultado

segue.

3.3 Revisão de Operações com Distribuições

A existência de singularidades torna imposśıvel dar uma definição ge-

ral de multiplicação de distribuições e composição com funções suaves. Por

exemplo, uma operação que estenda a multiplicação não é, necessariamente,
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associativa, como segue

vp

[
1

x

]
(xδ) = 0,

(vp

[
1

x

]
x)δ = δ,

em que vp
(

1
x

)
é o valor principal de 1

x
. Mostraremos nesta seção que as de-

finições destas operações podem ser estendidas para alguns subespaços de D′

quando levamos em conta a descrição mais refinada das singularidades dadas

pelo conjunto frente de onda. Na seção 1.8 definimos tais operações pela ex-

tensão cont́ınua do caso de funções suaves, assim o primeiro ponto para discutir

é a topologia no espaço de distribuições com uma limitação para o conjunto

frente de onda.

Sejam X um conjunto aberto em Rn, Γ um cone fechado em X×(Rn\{0})
e

D′
Γ(X) = {u ∈ D′(X); WF (u) ⊂ Γ}.

LEMA 3.3.1 Uma distribuição u ∈ D′(X) está em D′
Γ(X) se, e somente se, para

toda φ ∈ C∞
c (X) e todo cone fechado V ⊂ Rn com

Γ ∩ (S(φ)× V ) = ∅ (3.3.1)

temos

sup
V
|ξ|N |φ̂u(ξ)| < ∞, N = 1, 2, · · · (3.3.2)

DEMONSTRAÇÃO (⇐=) Note que (3.3.2) implica que (x, ξ) 6∈ WF (u) se

φ(x) 6= 0 e ξ ∈ IntV, como φ e V são arbitrários segue que WF (u) ⊂ Γ.

(=⇒) Suponha que u ∈ D′
Γ(X). Seja φ ∈ C∞

c (X) e V um cone fechado em

Rn tal que (3.3.1) vale. Se ξ0 ∈ V é tal que (3.3.2) não vale em qualquer

vizinhança cônica de ξ0 então ξ0 ∈ WF (φu) então pela Proposição 3.2.3 existe
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x0 ∈ S(φ) tal que (x0, ξ0) ∈ WF (φu) logo (x0, ξ0) ∈ WF (u), ou seja não vale

(3.3.1).

DEFINIÇÃO 3.3.2 Dados uma seqüência uj ∈ D′
Γ(X) e u ∈ D′

Γ(X) dizemos

que uj → u em D′
Γ(X) se

(i) uj → u em D′(X) (convergência fraca)

(ii) supV |ξ|N |φ̂u(ξ)− φ̂uj(ξ)| → 0, j →∞,

para N = 1, 2, · · · se φ ∈ C∞
c (X) e V é um cone fechado em Rn tal que (3.3.1)

é válida.

AFIRMAÇÃO: Se uj → u em D′(X) então φ̂uj → φ̂u uniformemente em com-

pactos.

DEMONSTRAÇÃO Seja Sn,ξ(φ) = 〈(un − u)x, φe−ix·ξ〉 = φ̂uj(ξ) − φ̂u(ξ).

Suponha que existe nj → ∞ e ε0 > 0 tal que
∥∥Snj ,ξj

∥∥ > ε0. Escolha ξ̃ pon-

to limite de
{

ξj

|ξj |

}
, se ξj 6= 0 ∀j, da analiticidade de Snj ,ξj

em ξ̃ temos que

|Snj ,ξj
(φ)| ≥ ε0

2
o que contradiz uj → u em D′(X).

De (i) e da afirmação acima segue que podemos substituir (ii) por

(ii)′ sup
j

sup
ξ∈V

|ξ|N |φ̂uj(ξ)| < ∞, N = 1, 2, · · · .

O próximo resultado é uma extensão do Teorema 1.5.7.

TEOREMA 3.3.3 Para toda u ∈ D′
Γ(X) existe uma seqüência uj ∈ C∞

c (X)

tal que uj → u em D′
Γ(X).

DEMONSTRAÇÃO Seja uj = (χju) ∗ φj em que

(a) χj ∈ C∞
c (X) e dado um conjunto compacto em X χj = 1 para j grande;

(b) 0 ≤ φj ∈ C∞
c (Rn),

∫
φjdx = 1 e S(φj) tão pequeno de forma que

S(φj) + S(χj) ⊂ X. (3.3.3)
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Assim uj ∈ C∞
c (X). Seja ψ ∈ C∞

c (X) dáı temos

uj(ψ) = ((χju) ∗ φj)(ψ) = (χju)(φ̌j ∗ ψ) = u(χj(φ̌j ∗ ψ)).

Como S(φ̌j ∗ ψ) está em qualquer vizinhança de S(ψ) para j grande, então

χj(φ̌j ∗ ψ) = φ̌j ∗ ψ, e disto segue que uj(ψ) → u(ψ), ou seja, uj → u em

D′(X). Se φ e V satisfazem (3.3.1) podemos encontrar ψ ∈ C∞
c (X) igual

a 1 numa vizinhança de S(φ) e um cone fechado W com interior contendo

V \{0} tal que Γ ∩ (S(ψ) × W ) = ∅. Para j grande temos φuj = φwj, em

que wj = φj ∗ (ψu), assim |ŵj| = |φ̂j||ψ̂u| ≤ |ψ̂u|. Como |ψ̂u| é rapidamente

decrescente em W, a demonstração do Lema 3.2.1 dá (ii)’. De fato, aplicando

o Lema 3.2.1 v = wj, Γ = int(W ), ŵj é rapidamente decrescente em Γ logo

vale (3.2.4) para û = φ̂wj = φ̂uj donde

sup
V

(1 + |ξ|)N |φ̂uj(ξ)| < ∞, ∀j

pois |ŵj| ≤ |ψ̂u|, o que implica (ii)’. Portanto uj → u em D′
Γ(X).

TEOREMA 3.3.4 Sejam X e Y subconjuntos abertos de Rm e Rn respecti-

vamente e seja f : X → Y um aplicação C∞. Denote o conjunto das normais

desta aplicação por

Nf = {(f(x), η) ∈ Y × Rn; f ′(x)η = 0}.t

Então o “pullback”f ∗ pode ser definido de uma e somente uma maneira para

toda u ∈ D′(Y ) com

Nf ∩WF (u) = ∅ (3.3.4)

tal que f ∗u = u ◦ f, quando u ∈ C∞ e para qualquer subconjunto cônico

fechado Γ de Y × (Rn\{0}) com Γ ∩ Nf = ∅ temos uma aplicação cont́ınua

f ∗ : D′
Γ(Y ) → D′

f∗Γ(X),

f ∗Γ = {(x, tf ′(x) · η); (f(x), η) ∈ Γ}. (3.3.5)
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Em particular temos para toda u ∈ D′(Y ) satisfazendo (3.3.4)

WF (f ∗u) ⊂ f ∗WF (u).

DEMONSTRAÇÃO Seja Γ um cone fechado em Y × (Rn\{0}) com

Γ ∩ Nf = ∅ fixado. Definimos f ∗u = u ◦ f quando u ∈ C∞(Y ). Pelo Teore-

ma 3.3.3 este teorema estará provado se mostrarmos que f ∗ aplica seqüências

uj ∈ C∞ convergindo em D′
Γ(Y ) em seqüências convergindo em D′

f∗Γ(X). Pri-

meiro provaremos a convergência em D′(X). Se u ∈ C∞
c (Y ) e χ ∈ C∞

c (X)

temos, pela fórmula da transformada de Fourier inversa aplicada a u

〈f ∗u, χ〉 = (2π)−n

∫
û(η)Iχ(η)dη, (3.3.6)

Iχ(η) =

∫
χ(x)eif(x)· ηdx.

Dado x0 ∈ X, tome y0 = f(x0), Γy0 = {η; (y0, η) ∈ Γ} e escolha:

(a) uma vizinhança cônica fechada V de Γy0 em Rn\{0} tal que

tf ′(x0)η 6= 0, η ∈ V, reduza o problema parar a co-esfera Sn−1 e use o

fato que Γ ∩Nf = ∅
(b) uma vizinhança compacta Y0 de y0 tal que V é uma vizinhança de Γy para

todo y ∈ Yy0 , que existe já que Γ é fechado

(c) uma vizinhança compacta X0 de x0 com f(X0) no interior de Y0 e

tf ′(x)η 6= 0 se x ∈ X0 e η ∈ V, que existe por continuidade.

Escolha φ ∈ C∞
c (Y0) igual a 1 em f(X0). Então (3.3.6) é válida quando

χ ∈ C∞
c (X0) para toda u ∈ C∞(Y ) se u é substitúıda por φu no lado di-

reito. De fato,

〈f ∗(φu) χ〉 =

∫
(φu)(f(x))χ(x)dx =

∫

X0

φ(f(x))u(f(x))χ(x)dx =

=

∫

X0

u(f(x))χ(x)dx = (2π)−n

∫
eif(x)· ηûχ(x)dx = 〈f ∗u, χ〉.
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Logo por (3.3.6)

〈f ∗u, χ〉 = (2π)−n

∫ ∫
(φ̂u)(η)χ(x)eif(x)· ηdxdη.

Se x ∈ S(χ) e η ∈ V então (i) d(f(x) · η) = dx · tf ′(x) e (ii) |η| ≤ c|tf ′(x)η|,
pois d(f(x) · η) = d(

∑
j fj(x)ηj) =

∑
j d(fj(x)ηj) =

∑
j

∑
k ∂kfj(x)ηjdxk =

dx· tf ′(x). Para (ii) consideremos o conjunto compacto W = S(χ)×(V ∩Sn−1)

como a aplicação

(x, η) 7→t f ′(x) · η

é cont́ınua e diferente de zero para todo (x, η) ∈ W temos por compacidade de

W que inf |tf ′(x) · η| > 0 seja c−1 = inf |tf ′(x) · η| > 0, logo se η ∈ V temos

(ii).

Pelo Teorema 1.10.5 segue que

|Iχ(η)| ≤ CN,χ(1 + |η|)−N , η ∈ V N = 1, 2, · · · . (3.3.7)

Com efeito, no nosso caso K = X0, seja X ′
0 vizinhança aberta de X0, u = χ ∈

C∞
c (X0) g(x) = f(x) · η

|η| e ω = |η|, logo pelo Teorema 1.10.5 segue que

|η||Iχ(η)| ≤ c1

∑

|α|≤k

sup |Dαχ||g′(x)||α|−2k,

mas |g′(x)| = |∇g| = |(∂1g, · · · , ∂ng)| =
∣∣∣
(

tf ′(x) η
|η|

)∣∣∣ assim

|η|k|Iχ(η)| ≤ c1

∑

|α|≤k

sup |Dαχ|(|η|−1|tf ′(x)η|)|α|−2k

como (|η|−1 |tf ′(x)η|)−1 ≤ c então |η|k|Iχ(η)| ≤ Cχ. Somando para k =

0, 1, · · · , N e usando o fato que (1 +
∑N

k=1 |η|k) ≤ CN(1 + |η|)N , temos (3.3.7).

Se uj ∈ C∞(Y ) e uj → u em D′
Γ(Y ) temos

|φ̂uj(η)| ≤ C ′
n(1 + |η|)−N , η 6∈ V, N = 1, 2, · · · ,
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(pois V c ∩WF (uj) = ∅) e para alguma constante M (Ver Teorema 1.4.15)

|φ̂uj(η)| ≤ C(1 + |η|)M , η ∈ Rn.

Portanto o Teorema da convergência dominada em V e V c dá

〈f ∗uj, χ〉 → (2π)−n

∫
φ̂u(η)Iχ(η)dη.

De fato,

〈f ∗uj, χ〉 = (2π)−n

∫
̂uj(η)Iχ(η)dη = (2π)−n

(∫

V

+

∫

V c

φ̂uj(η)Iχ(η)dη

)
.

Como em V c |φ̂uj(η)| ≤ Cn(1 + |η|)−N , ∀N ∈ N e em V

|φ̂uj(η)| ≤ c(1+|η|)M , M fixo e além disso, |Iχ(η)| ≤ sup |χ|m(S(χ)), m(S(χ))

é a medida de S(χ), logo pelo Teorema da Convergência Dominada

〈f ∗uj, χ〉 → (2π)−n

(∫

V

+

∫

V c

φ̂u(η)Iχ(η)dη

)
= 〈f ∗u, χ〉.

Portanto f ∗uj converge em D′ para um limite independente da escolha da

seqüência (Referência [H2] pg.43). Como provamos a existência do limite

denotamos-o por f ∗u.

Para provarmos a continuidade de f ∗ : D′
Γ(Y ) → D′

f∗Γ(X) consideremos

χf ∗uj = vj. Então (3.3.6) com χ substitúıda por χe−i.· ξ dá

v̂j(ξ) = (2π)−n

∫
φ̂uj(η)Iχ(η, ξ)dη,

com Iχ(η, ξ) =
∫

χ(x)ei(f(x)· η−x· ξ)dx. Seja W uma vizinhança aberta cônica

de tf ′(x0)Γy0 = (f ∗Γ)x0 . Podemos as vizinhanças V e X0 acima escolhendo

tal que tf ′(x)η ∈ W se x ∈ X0 e η ∈ V. Então temos para algum ε > 0

|tf ′(x)η − ξ| ≥ ε(|ξ| + |η|) se x ∈ X0, η ∈ V e ξ 6∈ W. Com efeito, se

|ξ| + |η| = 1 então ε = inf |tf ′(x)η − ξ| 6= 0, por ser a distância entre V e
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W c logo |tf ′(x)η − ξ| ≥ ε. Seja η ∈ V, ξ 6∈ W e considere η
|ξ|+|η| ,

ξ
|ξ|+|η| , dáı

|tf ′(x)η − ξ| ≥ ε(|ξ|+ |η|). Assim pelo Teorema 1.10.5 para qualquer N

|Iχ(η, ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|+ |η|)−N se ξ

∫
∈ W e η ∈ V. (3.3.8)

De fato, no nosso caso seja u = χ g(x) = f(x) · η
|ξ|+|η| − x · ξ

|ξ|+|η| ω = |η|+ |ξ|
logo pelo Teorema 1.10.5

(|η|+ |ξ|)k|Iχ(η, ξ)| ≤ C1

∑

|α|≤k

sup |Dαχ||g′||α|−2k, (♦)

mas

g′(x) =
tf ′(x)η − ξ

|ξ|+ |η|
e como (|tf ′(x)η− ξ|(|ξ|+ |η|)−1)−1 ≤ ε e

∑N
k=0(|ξ|+ |η|)k ≤ CN(1+ |ξ|+ |η|)N

então (1 + |ξ| + |η|)N |Iχ(η, ξ)| ≤ Cχ,N . Se η 6∈ V então tf ′(x)η = 0, x ∈ X0

logo por (♦) temos

(|η|+ |ξ|)k|Iχ(η, ξ)| ≤ C1

∑

|α|≤k

sup |Dαχ|
( −ξ

|ξ|+ |η|
)|α|−2k

≤

≤ Cχ

∑

|α|≤k

( |ξ|+ |η|
|ξ|

)2k−|α|

donde

|Iχ(η, ξ)| ≤ CN(1 + |η|)N(1 + |ξ|)−N . (3.3.9)

Logo temos para ξ 6∈ W

|v̂j(ξ)| ≤ C ′
N [

∫

V

(1 + |ξ|+ |η|)M−Ndη + (1 + |ξ|)−N

∫

V c

|φ̂uj(η)|(1 + |η|)Ndη],

pois

|v̂j(ξ)| = (2π)−n|
∫

φ̂uj(η)Iχ(η, ξ)dη| ≤

≤ CN [

∫

V

|φ̂uj(η)|(1 + |ξ|+ |η|)−Ndη + (1 + |ξ|)−N

∫

V c

|φ̂uj(η)|(1 + |η|)Ndη] ≤

≤ CN [

∫

V

(1 + |ξ|+ |η|)M−Ndη + (1 + |ξ|)−N ].
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Como φuj satisfaz a condição (ii)’ em V c segue que

sup
j

sup
ξ 6∈W

|ξ|N |χ̂f ∗uj(ξ)| < ∞, N = 1, 2, · · · .

Por uma partição da unidade segue que

f ∗uj → f ∗u em D′
f∗Γ.

EXEMPLO 3.3.5 Se u é uma densidade C∞ em uma subvariedade Y da va-

riedade X, então

WF (u) = {(x, ξ) ∈ T ∗(X); x ∈ S(u), ξ 6= 0 e Tx(Y ) · ξ = 0}.

De fato, no Teorema 3.2.5 considere V = T (X) e V ⊥ = (T (X))⊥ temos que

WF (u) = S(u)× (V ⊥\{0}) = {(x, ξ); x ∈ S(u), ξ 6= 0 e Tx(Y ) · ξ = 0}.

Assim o conjunto frente de onda é a restrição a S(u) do fibrado normal

N(Y ) = {(y, ξ); y ∈ Y, Ty(Y ) · ξ = 0}

com a seção nula removida.

EXEMPLO 3.3.6 Seja A uma forma quadrática não-singular real em Rn, isto é,

∂A
∂x
6= 0 se x 6= 0. Então pelo Teorema 1.8.2 A∗f0 está bem definida em Rn\{0}

se f0 ∈ D′(R). Seja f0(x) = (x± i0)a, a = 2−n
2

e considere a distribuição

(A± i0)a = A∗((t± i0)a)

então temos

WF ((A± i0)a) = {(x, tdA(x)); x 6= 0, A(x) = 0, t ≷ 0} ∪ (T ∗
0 \{0}).(3.3.10)
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De fato, temos que (x ± i0)a = xa
+ + e±πiaxa

− como (x + i0)a = limy→0+ za,

z = x + iy logo o cone Γ do Teorema 1.4.37 é {y ∈ R+} dáı o cone dual é

{y ∈ R+} e como SS((t + i0)a) ⊂ {0} temos pelo Teorema 3.2.6 que

WF ((t+ i0)a) ⊂ {(0, ζ); ζ > 0}. Analogamente obtemos que WF ((t− i0)a) ⊂
{(0, ζ); ζ < 0}. Agora pelo Teorema 3.3.4 WF ((A± i0)a) ⊂ A∗WF ((t± i0)a),

mas

A∗WF ((t + i0)a) = {(x,t A′(x)η); (A(x), η) ∈ WF ((t + i0)a)}

= {(x, tdA(x)); x 6= 0, A(x) = 0, t > 0} ∪ (T ∗
0 \{0}).

Portanto

WF (A± i0)a ⊂ {(x, tdA(x)); x 6= 0, A(x) = 0, t ≷ 0}.

Para a inclusão rećıproca de (1.8.2) temos que B(∂)(A±i0)a = cδ0 e de (3.2.12)

segue que

WF (B(∂)(A± i0)a) ⊂ WF ((A± i0)a)

logo para c 6= 0 WF (δ0) ⊂ WF ((A± i0)a).

Note que (A ± i0)a não é C∞ em nenhum x 6= 0 com A(x) = 0 logo

{(x, tdA(x)); x 6= 0, A(x) = 0, t ≷ 0} ⊂ WF ((A± i0)a). Portanto

WF ((A± i0)a) = {(x, tdA(x)); x 6= 0, A(x) = 0, t ≷ 0} ∪WF (δ0).

Mas pelo Teorema 3.2.5 WF (δ0) = T ∗
0 \{0}.

O próximo resultado estima o conjunto frente de onda de uma convolução

a partir dos fatores.

PROPOSIÇÃO 3.3.7 Se k ∈ D′(Rn) e u ∈ E ′(Rn) então

WF (k ∗ u) ⊂ {(x + y, ξ); (x, ξ) ∈ WF (k), (y, ξ) ∈ WF (u)}. (3.3.11)
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DEMONSTRAÇÃO Pelo Teorema 1.5.12 SS(k∗u) ⊂ SS(k)+SS(u). Além disso

temos que Σ(k ∗ u) ⊂ Σ(k) ∩ Σ(u) se u, k ∈ E ′. De fato, se

0 6= η ∈ (Σ(k))c e η 6∈ (Σ(u))c então existe V vizinhança cônica de η tal que

|k̂(ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|)−N para todo N ∈ N e para todo ξ ∈ V e para toda

vizinhança cônica, U de η existe M ∈ N tal que |û(ξ)| ≥ CM(1 + |ξ|)−M para

todo ξ ∈ U. Seja N = M + 2ordem u + l, l ∈ N dáı temos para ξ ∈ V

|(k̂û)(ξ)| ≤ CN(1 + |ξ|)−M−2ordem u−l|û(ξ)| ≤ C ′
N(1 + |ξ|)−2ordem u−l|û(ξ)|2 ≤

≤ C̃N(1 + |ξ|)−2ordem u−l(1 + |ξ|)2ordem u = C̃N(1 + |ξ|)−l, ∀l ∈ N e ∀ξ ∈ V.

Portanto η ∈ (Σ(k ∗ u))c. Analogamente, se 0 6= η ∈ (Σ(u))c e η 6∈ (Σ(u))c.

Portanto Σ(k ∗u) ⊂ Σ(k)∩Σ(u). Já vimos que a projeção na primeira variável

de WF (u) é SS(u) e se u ∈ E ′ então a projeção na segunda variável é Σ(u).

Se u, k ∈ E ′ então k ∗ u ∈ E ′, pois S(k ∗ u) ⊂ S(k) + S(u), assim a projeção

de WF (k ∗ u) na primeira variável é SS(k ∗ u) ⊂ SS(k) + SS(u) e a projeção

na segunda variável é Σ(k ∗ u) ⊂ Σ(k) ∩ Σ(u), logo

WF (k ∗ u) ⊂ {(x + y, ξ); (x, ξ) ∈ WF (k) e (y, ξ) ∈ WF (u)}.

Para k ∈ D′ consideremos ϕk com ϕ ∈ C∞
c , e use o fato do resultado ser local.

3.4 O Conjunto Frente de Onda de Soluções

de EDP’s

Um operador diferencial com coeficientes C∞ de ordem m em um con-

junto aberto X ⊂ Rn é da forma

P = P (x,D) =
∑

|α|≤m

aα(x)Dα. (3.4.1)
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A parte principal (ou śımbolo principal) pm é definido por

pm(x, ξ) =
∑

|α|=m

aα(x)ξα. (3.4.2)

TEOREMA 3.4.1 Se P é um operador diferencial de ordem m com coeficien-

tes C∞ em uma variedade X, então

WF (u) ⊂ carP ∪WF (Pu), u ∈ D′(X), (3.4.3)

sendo o conjunto caracteŕıstico, carP, definido por

carP = {(x, ξ) ∈ T ∗(X)\{0}; pm(x, ξ) = 0}. (3.4.4)

DEMONSTRAÇÃO Temos o resultado para uma variedade, mas isto é puramente

local, assim podemos assumir que X ⊂ Rn. Provaremos que

(carP )c ∩ (WF (Pu))c ⊂ (WF (u))c. Seja (x0, ξ0) ∈ (carP )c. Tome ξ tal que

|ξ| = 1, pela continuidade da aplicação:

Sn−1 3 ξ 7→ pm(x0, ξ)

e como pm(x0, ξ0) 6= 0 então existe uma vizinhança V de ξ0 em Sn−1 e c > 0

(c = infV |pm(x0, ξ)|) tal que pm(x0, ξ) ≥ c ∀ξ ∈ V . Logo se ξ
|ξ| ∈ V então

|pm(x0, ξ) ≥ c|ξ|m. Como a aplicação :

X × Sn−1 3 (x, ξ) 7→ pm(x, ξ) ∈ C

é cont́ınua, temos que existe uma vizinhança U de x0 tal que

|pm(x, ξ) ≥ c1|ξ|m, ∀(x, ξ) ∈ U × V. (3.4.5)

(c1 = infU×V |pm(x, ξ)|). Escolha φ ∈ C∞
c (U), fixa com φ(x0) = 1. Queremos

estimar φ̂u(ξ) quando ξ ∈ V. Primeiramente, notemos que se

tPv =
∑

α

(−D)α(aαv),
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isto é, tP é o adjunto formal de P, então Pu = f significa que

〈u, tPv〉 = 〈f, v〉, v ∈ C∞
c (X).

Gostaŕıamos de encontrar v tal que o lado esquerdo seja φ̂u(ξ), isto é,

tPv(x) = φ(x)e−ix· ξ.

Afirmação: Para ξ grande uma solução aproximada é

e−ix· ξ φ(x)

pm(x, ξ)
.

DEMONSTRAÇÃO

tP

(
e−ix· ξφ(x)

pm(x, ξ)

)
=

∑
α

(−1)αDα

[
aα(x)

e−ix· ξφ(x)

pm(x, ξ)

]
=

=
∑

|α|≤m

cα(−1)|α|
∑

γ+β+λ=α

Dγ

(
aα(x)

pm(x, ξ)

)
Dβ(φ(x))(−ξ)λe−ix· ξ =

=
∑

|λ|=m

aα(x)ξαe−ix· ξφ(x)

pm(x, ξ)
+

+
∑

|α|≤m


 ∑

γ+λ=α, |λ|<m

cα(−1)|α|Dγ

(
aα(x)φ(x)

pm(x, ξ)

)
(−ξ)λe−ix· ξ


 =

= e−ix· ξφ(x) +O(
1

|ξ|).

Para melhorar consideremos

v(x) =
w(x)e−ix· ξ

pm(x, ξ)

como pm(x, ξ) 6= 0 ∀(x, ξ) ∈ U×V, temos que v ∈ C∞(U) se w ∈ C∞(U). Esta

definição de v dá a equação w−Rw = φ, em que R = R1+R2+· · ·+Rm e Rj|ξ|j
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é um operador diferencial de ordem menor ou igual a j o qual é uma função

homogênea de ξ de grau zero. De fato, para obter um termo em R de grau −j

devemos tomar m− j derivadas sobre a exponencial e−ix· ξ e ter não mais que

j as que atuem em w. Por (3.4.5) todas as derivadas em x dos coeficientes de

Rj|ξ|j são limitadas em U×V. Formalmente a equação w−Rw = φ é satisfeita

pra w =
∑

Rkφ (w−Rw = φ =⇒ (I−R)w = φ =⇒ w = (I−R)−1φ =
∑

Rkφ).

Entretanto é improvável que esta soma convirja, assim tomemos no lugar desta

uma soma parcial

wN =
∑

k<N

Rkφ, N grande.

Então temos, wN − RwN = φ − RNφ e RN é uma soma de termos cada um

contendo um fator |ξ|−k para algum k ≥ N. A equação anterior significa que

tP (x,D)

(
e−ix· ξ wN(x)

pm(x, ξ)

)
= e−ix· ξ(φ−RNφ).

Assim

φ̂u(ξ) = u(e−i .· ξRNφ) + f

(
e−i .· ξ wN(.)

pm(., ξ)

)
, ξ ∈ V. (3.4.6)

Com efeito,

u(e−i .· ξRNφ) + f

(
e−i .· ξ wN(.)

pm(., ξ)

)
=

= u(e−i .· ξRNφ) + u

(
tP

(
e−i .· ξ wN(.)

pm(., ξ)

))
=

= u(e−i .· ξRNφ) + u(e−i .· ξ(φ−RNφ)) =

= (φu)(e−i .· ξ) = φ̂u(ξ).

Se a distribuição u é de ordem µ numa vizinhança de S(φ) então o primeiro

termo do lado direito de (3.4.6) pode ser estimado por

c
∑

|α|≤µ

sup |Dα(e−i.· ξRNφ)| ≤ CN |ξ|µ−N , |ξ| ≥ 1,



137

sendo que N − µ é tão grande quanto queremos.

Se (x0, ξ0) 6∈ WF (f), segue de (3.2.4) que podemos escolher a vizinhança U de

x0 e a vizinhança cônica V de ξ0 tal que para algum inteiro M e k = 1, 2, · · ·

sup
V
|ξ|k|ψ̂f(ξ)| ≤ Ck

∑

|α|≤k+M

sup |Dαψ|, ψ ∈ C∞
c (U).

Tomando ψ = wN

pm(.,ξ)
conclúımos que o segundo termo no lado direito de (3.4.6)

é O(|ξ|−k) quando ξ →∞ em V. Com efeito,

∣∣∣∣f
(

e−i.· ξ wN

pm(., ξ)

)∣∣∣∣ ≤ Ck|ξ|−k
∑

|α|≤k+M

sup

∣∣∣∣Dα wN

pm(., ξ)

∣∣∣∣ ≤ C̃k|ξ|−k.

Portanto

φ̂u(ξ) = O(|ξ|−k), ξ ∈ V, k = 1, 2, · · ·

o que significa que (x0, ξ0) 6∈ WF (u), concluindo o teorema.

COROLÁRIO 3.4.2 Se P é eĺıptico, isto é, pm(x, ξ) 6= 0 em T ∗(X)\{0} então

WF (u) = WF (Pu), u ∈ D′(X). Portanto SS(u) = SS(Pu), u ∈ D′(X).

DEMONSTRAÇÃO De (3.2.12) temos WF (Pu) ⊂ WF (u). Como P é eĺıptico

então carP = ∅, logo pelo Teorema 3.4.1 WF (u) ⊂ WF (Pu). Portanto

WF (u) = WF (Pu).

Seja A uma forma real quadrática não singular em Rn,

A(x) =
∑

ajkxjxk

com ajk = akj e seja o operador diferencial

B(∂) =
∑

bjk∂j∂k

em que (bjk) é o inverso de (ajk). Pelo Teorema 1.8.2 segue que

B(D)E± = δ, E± = c±(A± i0)
2−n

2 , N > 2
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para uma escolha adequada de c+, c−. Se escrevermos ξ = 2tAx, isto é,

x = (2t)−1Bξ em (3.3.10) temos

WF (E±) = {(tB′(ξ), ξ); t ≷ 0, ξ 6= 0, B(ξ) = 0} ∪ T ∗
0 \{0}. (3.4.7)

Afirmação: A diferença E+ − E− satisfaz a equação B(D)(E+ − E−) = 0 e

(]) WF (E+ − E−) = {(tB′(ξ), ξ); t ∈ R, ξ 6= 0, B(ξ) = 0}.

DEMONSTRAÇÃO (]) segue de (3.4.7) quando x 6= 0, pois os dois termos tem

conjunto frente de onda disjuntos. Se x = 0 podemos usar o argumento dado

para χ
n−2

2± .

Por uma translação obtemos as soluções da equação B(D)u = 0 com

WF (u) contendo qualquer ponto de carB. No entanto nem todo conjunto de

carB pode ser o conjunto frente de onda de uma solução. Para provar isto

tomemos primeiro v ∈ E ′(Rn) e seja B(D)v = g. Então v = E+ ∗ g, assim

(3.3.11) e (3.4.7) dão

WF (v) ⊂ WF (g)∪{(x+tB′(ξ), ξ); (x, ξ) ∈ WF (g), t > 0, ξ 6= 0, B(ξ) = 0}.

Com efeito,

WF (E+ ∗ g) ⊂ {(x + y, ξ); (x, ξ) ∈ WF (E+), (y, ξ) ∈ WF (g)}

⊂ WF (g) ∪ {(tB′(ξ) + y, ξ); (y, ξ) ∈ WF (g), t > 0, ξ 6= 0 B(ξ) = 0}

em que a primeira inclusão segue por (3.3.11) e a segunda de (3.4.7).

Usando E− ao invés de E+ obtemos a mesma inclusão com t < 0. Se

(x, ξ) ∈ WF (v)\WF (g) segue do Teorema 3.4.1 B(ξ) = 0, e a inclusão

precedente mostra que podemos encontrar t− e t+ tal que t− < 0 < t+ e

(x− t±B′(ξ), ξ) ∈ WF (g). Isto nos conduz à:
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TEOREMA 3.4.3 Sejam B uma forma real quadrática não-singular em Rn,

X um conjunto aberto em Rn e u ∈ D′(X) uma solução da equação B(D)u = f.

Se (x, ξ) ∈ WF (u)\WF (f) então B(ξ) = 0 e I × {ξ} ⊂ WF (u) se I ⊂ X

é um segmento de linha contendo x com direção B′(ξ) tal que I × {ξ} não

intercepta WF (f).

Assim as singularidades de u com freqüência ξ se propagam com fre-

qüência fixada na direção B′(ξ) em X até elas encontrarem as singularidades

de f. DEMONSTRAÇÃO Seja (x, ξ) ∈ WF (u)\WF (f). Pelo Teorema 3.4.1

(x, ξ) ∈ carB, logo B(ξ) = 0. Escolha φ ∈ C∞
c (X) tal que φ(x) = 1 e

L ∩ S(φ) ⊂ I se L é a linha através de I. Então v = φu ∈ E ′ e

B(D)v = φB(D)u + w = φf + w em que S(w) ⊂ S(dφ) (w = uB(D)φ).

Como (L× {ξ}) ∩WF (B(D)v) = (L× {ξ}) ∩WF (w), pois (x, ξ) 6∈ WF (f),

segue da discussão que precede este teorema que existem pontos z± ∈ L em

cada um dos lados de x tal que (z±, ξ) ∈ WF (w), assim

z± ∈ L ∩ S(dφ) e (z±, ξ) ∈ WF (u).

Se y+ e y− são pontos arbitrários no interior de I em diferentes lados de x

podemos escolher φ tal que L ∩ S(dφ) esteja tão perto quanto queremos de

{y+, y−}. Portanto (y±, ξ) ∈ WF (u) provando o teorema.

Agora estenderemos o teorema anterior para operadores com coeficientes

reais e conjunto caracteŕıstico não-singular.

DEFINIÇÃO 3.4.4 Um operador P (D) com coeficientes constantes em Rn é

dito ser do tipo principal real se o śımbolo principal pm é real e

p′m(ξ) 6= 0 quando ξ ∈ Rn\{0}. (3.4.8)

Como p′m(ξ) = 0 implica mpm(ξ) = p′m(ξ)·ξ = 0 seria suficiente assumir (3.4.8)

quando pm(ξ) = 0.
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Se P é do tipo principal real colocamos

v(ξ) = p′m(ξ)|ξ|1−m.

Este campo de vetores é homogêneo de grau zero com respeito a ξ. No próximo

lema daremos um limite inferior para P na direção iv(ξ) de ξ.

LEMA 3.4.5 Existem constantes positivas t, C1, C2, C3 tal que

ImP (ξ + itv(ξ) + iV ) ≥

≥ C1(1 + |ξ|)m−1 + p′m(ξ) · V − C2(|V |+ 1)|V |(|ξ|+ |V |)m−2 (3.4.9)

se ξ ∈ Rn, |ξ| ≥ C3, V ∈ Rn.

DEMONSTRAÇÃO Referência [H2] pg.276.

TEOREMA 3.4.6 Se P (D) é do tipo principal real com coeficientes

constantes então podemos encontrar E± ∈ D′(Rn) e w± ∈ C∞(Rn) tal que

P (D)E± = δ + w± e

WF (E±) ⊂ {(tp′m(ξ), ξ); t ≷ 0, pm(ξ) = 0, ξ 6= 0} ∪ T ∗
0 \{0}. (3.4.10)

DEMONSTRAÇÃO Não há perda de generalidade se assumirmos m > n + 1,

pois se E± tem as propriedades estabelecidas no teorema para ∆kP (D), então

∆kE± tem as propriedades da teorema para P (D). Além disto, se substituirmos

P por −P trocamos E+ e E−, logo é suficiente construir E−.

Seja Γ a cadeia

Rn 3 ξ → ξ + itv(ξ), |ξ| ≥ C3, (3.4.11)

sendo C3 e t dados pelo Lema 3.4.5. Note que por (3.4.9)

ImP (ζ) ≥ C1(1 + |Reζ|)n+1 em Γ. Tomemos

E−(x) = (2π)−n

∫

Γ

eix· ζ

P (ζ)
dζ1 ∧ · · · ∧ dζn, x ∈ Rn. (3.4.12)
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Em termos dos parâmetros ξ1, · · · , ξn em Γ temos

dζ1 ∧ · · · ∧ dζn = Jdξ1 ∧ · · · ∧ dξn,

J =
D(ξ1 + itv1(ξ), · · · , ξn + itvn(ξ))

D(ξ1, · · · , ξn)
→ 1

no infinito. Então a integral (3.4.12) é localmente absolutamente e uniforme-

mente convergente. Quando φ ∈ C∞
c temos, com ψ = P (−D)φ

〈P (D)E−, φ〉 = 〈E−, ψ〉 = (2π)−n

∫

Γ

∫
ψ(x)eix· ζ

P (ζ)
dxdζ1 ∧ · · · ∧ dζn

integrando primeiro com relação a x e usando que ψ̂(−ζ) = P (ζ)φ̂(−ζ) obte-

mos

〈P (D)E−, φ〉 = (2π)−n

∫

Γ

ψ(−ζ)

P (ζ)
dζ1 ∧ · · · ∧ dζn

= (2π)−n

∫

Γ

φ̂(−ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn.

Como F (ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn é uma forma diferencial fechada pata toda função

anaĺıtica F, pois dF é uma combinação linear de dζ1, · · · , dζn. Logo

φ̂(−ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn é uma forma diferencial fechada a qual decresce rapi-

damente no infinito (por Paley-Wiener-Schwartz). Dáı a fórmula de Stokes

dá

〈P (D)E−, φ〉 = (2π)−n

∫

Γ

φ̂(−ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn

= (2π)−n

∫

Rn

φ̂(−ξ)dξ − (2π)−n

∫

Γ0

φ̂(−ζ)dζ1 ∧ · · · ∧ dζn.

Aqui Γ0 é a cadeia

Rn 3 ξ → ξ + itv0(ξ), |ξ| ≤ C3,

sendo v0 a extensão suave de v de |ξ| = C3 a |ξ| ≤ C3, a qual faz Γ ∪ Γ0

homotópica ao Rn. Dáı P (D)E− = δ + w− em que

w−(x) = −(2π)−n

∫

Γ0

eix· ζdζ1 ∧ · · · ∧ dζn
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é uma função inteira pois Γ0 é compacto. Assim o Teorema 3.4.1 mostra que

pm(ξ) = 0 se (x, ξ) ∈ WF (E−) e x 6= 0.

Para completar a prova devemos mostrar que (x0, ξ0) 6∈ WF (E−) se

x0 6∈ R−p′m(ξ0). Esta condição significa que podemos encontrar V ∈ Rn com

|V | = 1 e

x0 · V > 0, p′m(ξ0) · V > 0. (3.4.13)

Escolha uma vizinhança cônica W de ξ0 tal que para algum c > 0

p′m(ξ) · V > c|ξ|m−1, ξ ∈ W,

(c = inf p′m(ξ) · V ) dáı obtemos de (3.4.9) quando ξ ∈ W

ImP (ξ + itv(ξ) + isV ) ≥ C1(1 + |ξ|)m−1 + c|ξ|m−1s−

−C2(s + 1)s(|ξ|+ s)m−2 ≥ C1(1 + |ξ|)m−1

se 0 < s < ε|ξ| e |ξ| suficientemente grande (|ξ| ≥ C2(s+1)
c

). Substituindo V por

εV temos

ImP (ξ + itv(ξ) + isV ) ≥ C1(1 + |ξ|)m−1, (3.4.14)

ξ ∈ W, 0 ≤ s ≤ |ξ|, |ξ| ≥ C ′
3. Escolha χ ∈ C∞(Rn\{0}) homogênea de grau

zero com suporte em W tal que 0 ≤ χ ≤ 1 e χ = 1 numa vizinhança cônica W0

de ξ0. Se x · V > 0, o que é verdade numa vizinhança de x0, obtemos usando

a fórmula de Stokes

E−(x) = (2π)−n

∫

Γ′∪Γ′0

eix· ζ

P (ζ)
dζ1 ∧ · · · ∧ dζn (3.4.15)

em que Γ′ é a cadeia

Rn 3 ξ → ξ + itv(ξ) + i|ξ|χ(ξ)V, |ξ| ≥ C ′
3,
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e Γ′0 é a união da parte de Γ em que C3 < |ξ| < C ′
3 com a cadeia

{(ξ, s); |ξ| = C ′
3, 0 < s < C ′

3} → ξ + itv(ξ) + isχ(ξ)V

com orientações convenientes. A contribuição de (3.4.15) quando ζ ∈ Γ′0 ou

Reζ ∈ W0 é uma função anaĺıtica de x quando x · V > 0. Se M é um conjunto

cônico fechado contido num cone fechado convexo próprio G, então o conjunto

frente de ondas da função

x →
∫

ζ∈Γ′,Reζ∈M

eix· ζ

P (ζ)
dζ1 ∧ · · · ∧ dζn, x · V > 0,

está contido em {(x, ξ); x · V > 0, ξ ∈ G}. Isto segue do Teorema 3.2.6. De

fato, substituindo x por z = x + iy obtemos um a função anaĺıtica limitada

quando |x| é limitado, x · V > 0 e y está no interior do cone dual de G, pois

Re iz · ζ = −x · Imζ − y · Reζ = −x · (tv(ξ) + |ξ|χ(ξ)V )− y · ξ ≤

≤ −tx · v(ξ)− |ξ|χ(ξ)x · V ≤ −tx · v(ξ) < c|x|.

Podemos cobrir W c
0 com um número finito de tais cones G’s os quais não

contém ξ0, logo (x0, ξ0) 6∈ WF (E−). O que completa a prova deste teorema.

Agora uma repetição da prova do Teorema 3.4.3 dá:

TEOREMA 3.4.7 Seja P (D) do tipo principal real. Se u ∈ D′(X),

P (D)u = f e (x, ξ) ∈ WF (u)\WF (f), então pm(ξ) = 0 e I×{ξ} ⊂ WF (u) se

I ⊂ X é um segmento de linha contendo x com direção p′m(ξ) tal que I × {ξ}
não intercepta WF (f).

Agora apresentaremos o resultado que junto com Teorema 3.4.7 des-

creve as soluções singulares de operadores diferenciais parciais lineares com

coeficientes constantes.
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TEOREMA 3.4.8 Sejam P (D) do tipo principal real com coeficientes cons-

tantes e 0 6= ξ ∈ Rn com pm(ξ) = 0. Então podemos encontrar u ∈ Cm(Rn) tal

que P (D)u ∈ C∞(Rn) e

WF (u) = {(tp′m(ξ), sξ); t ∈ R, s > 0}. (3.4.16)

DEMONSTRAÇÃO Seja L = Rp′m(ξ) e considere F o conjunto de todas

u ∈ Cm(Rn) tal que Pu ∈ C∞(Rn), u ∈ C∞(Lc) e WF (u) ⊂ Rn × (R+ξ). O

teorema afirma que existe u ∈ F\C∞, pois u ∈ F implica WF (u) ⊂ Rp′m×R+ξ

e pelo Teorema 3.4.7 u ∈ C∞ se esta inclusão é estrita.

Note que F é um espaço de Fréchet com as semi-normas:

(i) supK |Dαu|, |α| ≤ m, K compacto de Rn,

(ii) supK |Dαu|, α arbitrário, K compacto de Lc,

(iii) supK |DαP (D)u|, α arbitrário, K compacto de Rn,

(iv) supΓc
N
|η|N |φ̂u(η)|, N = 1, 2, · · · , φ ∈ C∞

c (Rn).

Aqui ΓN é uma seqüência de vizinhanças cônicas de ξ em Rn se contraindo para

R+ξ. Precisaremos usar apenas um número contável de conjuntos compactos

K e funções φ pois a semi-norma (iv) pode ser estimada pelas correspondentes

com φ substitúıda pela função ψ a qual é 1 em S(φ).

Suponhamos que F ⊂ Cm+1 então o Teorema do Gráfico Fechado, Teo-

rema 1.10.7, mostra que a inclusão F ↪→ Cm+1 é cont́ınua. Assim podemos

encontrar N, φ ∈ C∞
c (Rn), K1 ⊂ Rn tal que K1 ⊂⊂ Rn, K2 ⊂ Lc tal que

K2 ⊂⊂ Lce C ∈ R de modo que

∑

|α|=m+1

|Dαu(0)| ≤ C{
∑

|α|≤m

sup
K1

|Dαu|+
∑

|α|≤N

sup
K2

|Dαu|+

+
∑

|α|≤N

sup
K1

|DαP (D)u|+ sup
Γc

N

(1 + |η|)N |φ̂u(η)|, u ∈ F . (3.4.17)

Queremos mostrar que (3.4.17) não é válida. Para tal precisamos construir

uma solução aproximada da equação Pu = 0 concentrada perto de L, logo
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longe de K2. Para o último termo ser pequeno a transformada de Fourier de u

deveria estar concentrada perto da direção ξ. É natural escolher para t > 0

ut(x) = eitx· ξvt(x).

Então

P (D)ut(x) = eix· ξP (D + tξ)vt(ξ)

= tm−1eitx· ξ(
n∑

j=1

p(j)
m (ξ)Djvt + pm−1(ξ)vt + · · · )

em que os termos indicados por (· · · ) contém potência negativa de t, e

p
(j)
m = ∂jpm.

Uma solução formal é

vt = v0 + t−1v1 + · · ·

que pode ser encontrada resolvendo a equação de primeira ordem

Lv0 =
n∑

j=1

p(j)
m (ξ)Djv0 + pm−1(ξ)v0 (3.4.18)

e então sucessivamente as equações

Lvj = fj (3.4.19)

em que fj’s são determinadas por v0, · · · , vm−1.

O suporte de v0 é um cilindro com o eixo na direção p′m(ξ); podemos escolher

v0 com v0(0) = 1 e suporte perto de L, pela prescrição de tal valores num plano

Σ ortogonal a p′m(ξ). Se as outras funções vj são determinadas pela condição

de contorno vj = 0 em Σ, é claro que S(vj) ⊂ S(v0) para j 6= 0. Para

vt =
∑
j<M

vjt
−j

terceira soma no lado direito de (3.4.17) é O(tm−1−M+N), pois

P (D)ut = O(tm−1−M), logo DαP (D)ut = O(tm−1−M+N). O último termo é
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rapidamente decrescente quando t →∞, pois

φ̂ut(η) =
∑
j<M

t−j(φ̂vj)(η − tξ)

e t + |η| ≤ c(η − tξ) quando η 6∈ ΓN . A primeira soma de (3.4.17) é O(tm)

e a segunda soma é nula pela escolha apropriada de v0, mas o lado esquerdo

cresce como tm+1 pois ξ 6= 0. Se tomarmos M = N temos uma contradição,

pois em (3.4.17) teremos que em geral o lado esquerdo é O(tm+1) e não melhor,

no entanto o lado direito nos dá que é

≤ O(tm) +O(tm−1).

Portanto existe u ∈ F tal que u ∈ Cm\Cm+1. Concluindo o teorema.

Finalizaremos esta dissertação com um exemplo que ilustrará como os

Teoremas 3.4.7 e 3.4.8 podem ser aplicados.

Finalizaremos esta dissertação com um exemplo que ilustrará como os

Teoremas 3.4.7 e 3.4.8 podem ser aplicados.

EXEMPLO 3.4.9 Seja P = Dx1 em Rn. Claramente P é do tipo principal real,

pois pm(ξ) = ξ1. A seguir apresentaremos o que os Teoremas 3.4.7 e 3.4.8

afirmam neste caso e dado a simplicidade do operador apresentaremos de-

monstrações alternativas destes resultados.

(a) Seja (x0; ξ0) ∈ WF (u)\WF (Pu), pelo Teorema 3.4.1 (x0; ξ0) ∈ {(x; ξ); ξ1 =

0}. Como o operador tem coeficientes constantes ele é invariante por trans-

lações, logo sem perda de generalidade podemos assumir que x0 seja a origem.

Escrevemos (0; ξ0) = (0; 0, ξ0′).

Temos que a curva bicaracteŕıstica que passa por (0, ξ0) é solução de

dx

ds
= ∇ξpm(ξ0) = (1, 0, · · · , 0),
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isto é, x(s) = (s, 0′). O Teorema 3.4.7 afirma que existe ε > 0 tal que

Iε × (0, ξ0′) := {(s, 0′; 0, ξ0′); |s| < ε} ⊂ WF (u)\WF (Pu).

Para chegar a esta conclusão consideremos f := Pu restrita ao hiperplano

{x′ = 0}, isto é posśıvel pelo Teorema 3.3.4. De fato, sejam X ⊂ Rn−1,

Y ⊂ Rn e F : X → Y definida por

X 3 x 7→ (0, x′) ∈ Y.

F é uma aplicação C∞ e

NF = {(F (x′); η) ∈ Y × Rn; tF ′(x)η = 0} = {(0, x′; η1, 0
′)}.

Logo NF ∩WF (f) = ∅ perto de 0. Dáı existe u0 solução de Pv = f de forma

que (0; ξ0) 6∈ WF (u0). De fato, u0 é encontrado integrando

∫ x1

0

f(t; x′)dt.

Logo podemos reduzir à equação homogênea Dx1(u− u0) = 0. Donde u− u0 =

u1(x
′). Dáı Iε×ξ0 ⊂ WF (u1) para algum ε > 0. Como (0; ξ0) 6∈ WF (u0) então

Iε × ξ0 ⊂ WF (u).

(b) Existe u solução de Pu = 0 tal que u = u1(x
′) e WF (u1) = {(0′; sξ0′); s >

0}. Dáı ũ1(x) = 1x1

⊗
u1(x

′) satisfaz a tese do Teorema 3.4.8.
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