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Resumo

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre solugoes singulares de opera-
dores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes. Nos provaremos
o Teorema de Paley-Wiener-Schwartz e a sua versao para suportes singulares,
os quais carregam informagcoes sobre o tamanho do suporte e do suporte singu-
lar, respectivamente, e também sobre a regularidade de distribui¢oes de suporte
compacto. Nos também demonstramos dois resultados do tipo de propagacao
de singularidades para solucoes de operadores diferenciais parciais lineares com
coeficientes constantes de tipo principal real. Estes resultados descrevem, para
uma situacao especifica, quao pequeno pode ser o suporte singular de solucoes

singulares.



Abstract

The objective of this work is to present some properties of singular so-
lutions for linear partial differential operators with constant coefficients. We
prove Paley-Wiener-Schwartz’s theorem and its version for singular supports,
these results carry information about the size of support and singular support,
respectively, and also about the regularity of compact support distributions.
We also prove two theorems of propagation of singularities’s type for solutions
of linear partial differential operators with constant coefficients of real prin-
cipal type. These results describe in particular, for a very specific situation,

how small can the singular support of singular solutions be.



Introducao

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre solugoes singulares de
operadores diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes.

No primeiro capitulo introduziremos algumas notacoes, definicoes e re-
sultados que serao utilizados nesta dissertacao.

No segundo capitulo falaremos sobre a transformada de Fourier e algu-
mas de suas propriedades. Como aplicacao discutiremos solugoes fundamentais
de equacoes elipticas. A transformada de Fourier-Laplace de distribui¢oes com
suporte compacto é entao abordada. A seguir demonstraremos o teorema de
Paley-Wiener-Schwartz e a sua versao para suportes singulares. Tais resul-
tados dao informacgoes sobre o tamanho do suporte e do suporte singular de
uma distribuicao de suporte compacto, respectivamente, bem como sobre a
sua regularidade medida pelo comportamento da transformada de Fourier.

No Capitulo 3 introduziremos o conjunto frente de ondas(=wave front
set), denotado por WF(u), de uma distribui¢ao u; tal conjunto combina a lo-
calizagao das singularidades e o comportamento da transformada de Fourier.
Esta nocao se mostra importante para a descricao de solugoes singulares de
equagoes diferenciais parciais lineares P(x, D), que aqui se entende por distri-
buicoes u tais que o seu conjunto frente de ondas é estritamente maior que

o de P(x, D)u. Para o caso em que P(z, D) seja com coeficientes constantes



e de tipo principal real algumas propriedades das singularidades, em termos
do conjunto frente de ondas, das solugoes singulares finalizam este trabalho.
Tais resultados sao sintetizados nos teoremas 3.4.7 e 3.4.8. A principal fonte
foi o livro The Analysis of Linear Partial Differential Operators, Vol. 1, de L.

Hormander.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Este capitulo apresenta um apanhado geral dos contetidos preliminares
necessarios para o desenrolar desta dissertacao. Ele esta dividido nas seguintes
secoes:

Na Secao 1.2 apresentaremos as notagoes usadas nesta dissertacao.

Na Se¢ao 1.3 introduziremos a topologia natural em C2°(2) que o torna um
espago vetorial topolégico completo, sendo €2 é um aberto de R", ;

Na Secao 1.4 demonstraremos alguns resultados da teoria das distribuigoes;
A Secao 1.5 trata de convolucao ;

Na Secao 1.6 definiremos distribui¢coes homogéneas e enunciaremos dois teore-
mas de extensao de distribui¢oes homogéneas de R"\{0} para R";

Na Secao 1.7 definiremos distribuicoes em espagos produto e produto tensorial;
Na Secao 1.8 falaremos da composicao de distribuicoes com funcgoes C'*° com
diferencial sobrejetiva;

Na Secao 1.9 apresentaremos alguns resultados sobre conjuntos convexos;



Na Secao 1.10 enunciaremos alguns teoremas os quais serao citados nos capitulos

posteriores.

1.2 Notacoes

O objetivo desta segao é apresentar as notagoes usadas neste capitulo.

Iniciamos recordando que estamos usando x = (x1,Z,...,x,) COMO as
variaveis no espaco euclidiano R™ de dimensao n > 1 e N™ como o conjunto
de todas as n-uplas a = (o, , ) com o; € N, para cada j = 1,--- ,n.

Também estamos usando |a| = a1+ -+ + ay, e
@ _ o1 Ha2 «
0% = 031077 - - Ogr,

9

sendo O, = 5.—
J

Usaremos o produto escalar usual
r-§ =118+ xla + -+ Tk

e a norma usual
lz| = V2 -z .

Sea = (aj,ag,...,a,) EN"e 3= (01,0s,...,0,) € N" entdo usaremos

a seguinte relacao de ordem
ﬁg@@ﬁjg&j 7\V/j:]_,...7n.

Além disso

al = ol

e o coeficiente binomial é dado por

Q ol
(ﬁ) “ B P



onde a diferenca de multi-indices é calculada coordenada a coordenada.

Os monomios em = de expoente « serao denotados por

a1 .02

o Qn
xr —l’l .1/‘2 e X

n

Usaremos também a notacao
o aq a2 e
D* = D3!Dg2--- Dy,

0

sendo D, = —i5—.
J

Em C* (R") vale a férmula de Leibniz

(p-)=> (Q)a"“% - 0.

BLa ﬁ

Se f € C®(R") e g € R", podemos considerar a expansao de Taylor

Z aaf(xo) (.%' . :L,O)a )

a!
a€Zl
Dado um operador linear diferencial parcial de ordem m

P(z,D) = Z Co(x) D

|a|<m

com coeficientes ¢, € C* (R™), chamamos de simbolo de P a fungao

p(w,&) = Y calx)t”

laj<m

e de simbolo principal de P a funcao

pn(,€) = D cal@)E™ .

laj=m

Tanto o simbolo como o simbolo principal sao funcoes definidas em R™ x
R", polinomiais na segunda variavel, sendo esta tltima uma funcao homogénea
de grau m em &.

Consideraremos €2 um subconjunto aberto de R", se K for um subcon-
junto compacto de €2 denotaremos K CC () e o complementar de {2 em R"

denotaremos por Q€.



1.3 A Topologia de C°(12)

Nesta secao enunciaremos os resultados necessarios para introduzirmos
uma topologia em C2° a qual torne espaco completo, a demonstragao destes
resultados pode ser encontrada em [O] ou [H2].

Nesta secao seja K compacto em R"™. Nestas condi¢oes temos que:

PROPOSICAO 1.3.1. O espago vetorial normado C(K) = {f : K — C;f

continua}, com a norma do supremo, || [ ||co=sup{|f(x)|}, € completo.

DEMONSTRAGAO Ver [O] pg.10. m

TEOREMA 1.3.2 (Teorema da Extensdao de Whitney) Sejam u,, o < k,

funcoes continuas em K. Para cada o, considere

_2\B
Ug, x ol
Ualess) = ual) = 32 D IEZI et e o 2y, e K
|BI<k—|a| ’

Us(z,2) =0,z € K.

Se U, € continua em K x K quando |a| < k, é possivel encontrar v € C*(R")

com 0%v(z) = us(x),z € K e |a| < k.

DEMONSTRAGAO. Ver [H2]-pg.48. ]

Agora considere o espaco CV(K) o espago das fungoes continuas defini-
das no compacto K que admite extensao j-vezes diferenciavel com a j-ésima

derivada continua, isto é,
C/(K)={f € C(K);3U D K aberto e f* € C/(U) : f* |x= f}.

Podemos colocar uma norma neste espacgo a fim de torna-lo completo.



PROPOSICAO 1.3.3 Seja K € R" compacto tal que intK = K. Entdo

1S Woo= sup{| DS (@)]; o] < 5}
é uma norma em CI(K). E (CI(K),| - ||lj00) € completo.

DEMONSTRAGAO Ver [O] pg.12. ]
A proposicao acima mostra que se intK = K, nao ha ambiguidade em

considerar

pi(f) =l f 0= Sg}g\Daf(fv)!, se f € C/(K).

PROPOSICAO 1.3.4. Nestas condi¢ies temos que (C°(K),{p;}) € normado

completo.

DEMONSTRAGAO. Ver [O] pg.14. ]

Defina C*(K) = ﬂ C’(K). Em C*(K) considere a métrica
=0

o0

(1.9 =3 I ul-s,

PROPOSICAO 1.3.5. Suponha que K seja infinito. Nesta condigoes (C®(K),d)

nao € normavel, isto €, nao existe norma || - || tal que

(C(K),d) = (C=(K), || - ).

DEMONSTRAGAO. Ver [O] pg.14. ]

Podemos definir uma topologia de C*(K) através de semi-normas. De
fato neste caso serd uma familia infinita de semi-normas. Defina um aberto

basico de C*(K) como sendo,

V(fn,e)={g € C'(K) :pulg— f) <e}.



PROPOSIGCAO 1.3.6. (C*(K),d) € igual a (C(K),{pn})-

DEMONSTRAGAO Ver [O] pg.15. m

Dado €2 um aberto de R", nao vazio, definimos o espago vetorial C2°
como sendo o espago da fungbes C*°(2) cujo suporte é compacto. Lem-
bramos que o suporte de uma func¢do continua ¢(x) é o fecho do conjunto
{z € Q; ¢(z) # 0}, e se denota por S(¢). Tal espaco ¢ ndo vazio pois a fungao

o(x) = exp(1/(Jz|* — 1)) se € B1(0) C R" e ¢(z) = 0 se x ¢ B1(0) estd em

C(R™), o seu suporte é By(0) e ¢ > 0 em B;(0). Transladando e contraindo

(0.9]

o suporte de ¢, encontramos ¢x € C°(2). Escreva (2 = UK“ com os Ks
=0

compactos de R" tais que K; C int(K;1) Vi € N. Um célculo relativamente

simples mostra que
oo

& 279 — f)
di(f,g) = ;m

D f(x)]; |af <1}, fe CX(Q), define uma métrica

em que ¢;(f) = sup,er, {

sobre o espaco C2°. A topologia de C'2° é dada pelos elementos bésicos

V(fin,e) =1{g9 € C(Q) : qulg — f) < ¢}.
PROPOSIGCAO 1.3.7. (C°,dy) nao é completo.

DeMONSTRAGAO. Ver [O] pg.17. ]

Pode-se definir uma outra topologia em C'2° que é mais fina do que foi
dada. Isto é feito da seguinte forma: Seja p = {pq }aen» uma familia de fungoes
continuas definidas em €2, tais que {S(pq) faenn ¢ uma familia localmente finita
de conjuntos, isto é, para todo compacto K C Q, #{«; S(pa) N K # ()} é finito.

Fixado uma tal famiia considere a seguinte semi-norma em CZ° :

po(8) =Y sup |pa D).



Assim definimos uma topologia em C2°, cujos abertos basicos sao dados por:

V(f,pe) ={9 € CZ();pp(g — f) < e}

Nestas condigdes a topologia dada pela familia de semi-normas {p,}, é mais
fina que a dada pela familia de semi-normas {p;}, construida anteriormente.

De fato, basta mostrar que fixado n, existe C' > 0 e p, tal que

Puo(f) < Cpp,(f), Vf e

Assim tome C' =1 e p, = {po.a faenn em que

1, se |of <n,
poalT) =
0, se |a|>mn,

Tais po = {po.a }acne pertencem a C(2) e ¢ uma familia localmente finita pois

po.o(z) = 0 exceto para |a| > n,, independente do compacto. E como

sup {D*f(z)] : lal < np} < Stelg{|D“f(9:)| Dol <net
= Stelgﬂpo,a(rv)l?“f (@)} < pp.(f)

= Y supllma@D @),

temos que a topologia dada pela familia de semi-normas {p,} ¢ mais fina que

a topologia dada pelas semi-normas {p,}.
PROPOSICAO 1.3.8. (C°,{p,}) € completo.

DEMONSTRAGAO Ver [O] pg.21. ]

Esta sera a topologia de C'2° que consideraremos.
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1.4 Definicao e Propriedades Basicas de Dis-
tribuicoes

DEFINICAO 1.4.1 Se f ¢ uma fungdo complexa, Lebesque mensurdvel, defi-

nida num aberto Q2 C R™, tal que para todo compacto K C €,

/K|f\d:c<oo

dizemos que f € localmente integrdvel e escrevemos f € L}, (Q).

Dada ¢; € C*, ¢1 # 0, ¢; > 0 se multiplicarmos ¢;(z) por uma

constante adequada obteremos uma nova func¢ao ¢(z) € C(R"™) tal que

[ otade =1, 620, 5(6) € fas o] < 1), (L4.1)
De fato, seja A = m, assim tome ¢(z) = A1 (7).
Seja
bulz) = €"6(),
definimos

€xr —

) n
€ )dy7 f € Llloc(R )

fu(x) = / f(z— e)dly)dy = / F(9)é(

TEOREMA 1.4.2 Seja ¢ € C®(R™) tal que (1.4.1) vale, se f € L} .(Q)
e S(f) = Q entao f. € CX(2) se e < § = d(S(f),°). Se f € LP(Q),
1<p<ooeS(f)CcCQentio fe — f em LP(Y) quando ¢ — 0. Além disso,

se f € CYRN), entio f. — [ uniformemente.

DEMONSTRACAO. DEMONSTRACAO. 1) f. € C°(Q). De fato, como

xr —

) — o(—)dy

() — fuld)] =] / F@)l(

’

T

<o [1rwle ) - o)y

<Hfl sup o fo(t) —o(t)],

elt—t' |<|z—z'|
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e o resultado segue da continuidade de ¢.

2) Podemos diferenciar ¢ sob o sinal de integragao. De fato,

0 T f<x+h€j)_fe<>
a—xjfe(x) —}llli%
:L'—l—hej x—y
—}lllg(l)T/f )—cb(T)]dy-

Mas como f € L'(Q), temos que para cada x fixo

-n he: — _ o _
FEE ) - () — ey o (T
€ € 2 €

),

quando h — 0. Entao pelo Teorema do Valor Médio existem 0 < 0, < 1 tal

que

Y - o) = 17 () (TR
0 x—i—Qhej

<170 s, | (50 ) (S,

de modo que o membro a direita da tltima desigualdade estd em L'(2). Logo,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada

= [ 1w (aias) =Yy

Analogamente mostra-se que

DOfi(a) = e / 1) (D%0) ("= Y)ay,

e seguindo os passos de 1) prova-se que D°f. € C°(Q). Portanto, f. € C*(f).

3) Suponhamos que f.(x) # 0. Logo, pela primeira expressao de f,
existe y € S(¢) = {y, ly| < 1} tal que x — ey € K. Assim, se € < § = d(K,Q°),
segue que S(f.) € K 4 {z; ]| z ||< €}, donde f. € C°(Q).

4) Vamos supor que f € C?(Q). Desde que [ ¢dy = 1, entao

@)= @) = | [ = ) = F@otw)dy] < sup @ =) = [0
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o qual tende a zero com ¢, devido a continuidade uniforme de f. Logo, f. — f
uniformemente.

5) Seja f € LP(Q). Temos que || fe [|,<|| f ||p- De fato,
()] = / flx— e)b(y)dy| < / (@ — en)lo(w)]* by
< ( / (@ — e) Plow)ldy) / 6(0)ldy)*,

em que na ultima passagem usamos a desigualdade de Holder. Assim,

/ @) P < / / (@ — e) Pl ldydz = £ |2,

sendo que a tltima igualdade segue do teorema de Fubini. Logo || fe [|l,<I| f |lp-
Por outro lado, dado n > 0, existem v, v, € CY(Q) tal que || f —v [[,<ne

| fe — UE||p < 7. Portanto,

[ fe=fllp= Il femvtv=Flp<l fe=vip+1v="1lp
< fe=vellp +lve=vlly + 11 f =0 llp< 20+ [[oe =0, -
Mas como v, — v uniformemente quando e — 0 e S(v.) C K+{z;| = ||< €}, 0
qual independe de € se 0 < € < 1. Logo, || ve —v ||,< J se € for suficientemente

pequeno e || fe — f |l,< 396. ] ]

OBSERVACOES 1.4.3 (i) Se f € LP, 1 < p < oo € de suporte compacto entdo
f € L' pela desigualdade de Holder, assim f. € L.

(ii) Usando o fato de que as fungées em LP com suporte compacto sio densas
em LP, o teorema mostra que C°(Q2) C LP(Q2) densamente.

(1i1) C°(2) C L*®(2) de modo nao denso. De fato, seja (x) =1 em ), entao
Y € L*®(Q). Assim, dado qualquer ¢ € C2(Q), [[¢— 1|l = 81618 l(p—1)(x)] >

1, pois existe x € Q tal que p(x) = 0.

TEOREMA 1.4.4 Seja K C Q um conjunto compacto. Entdo existe uma

funcao p € C°(Q) tal que 0 < ¢ <1 e v =1 numa vizinhanga de K.
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DEMONSTRACAO. Seja 6 = d(K, Q°), § > 0, pois é a distancia entre um
compacto e um fechado disjunto. Consideremos €, ¢; > 0 tais que € < ¢ <
€+ € < d esejay a fungao caracteristica de K3 = K + {z € Q; |z| < e }.

Tomemos

xr —

y
)dy,

o(z) = / X(@ — ey)by)dy = e / @)

€

em que ¢ € C tal que (1.4.1) vale. ¢ € C®, pois S(¢) C K + {z; |z| <

€} CK+{x; |z| <e+e} CQ. Sed(z, K) < e — ¢, segue que para qualquer

y € R" com |y| <1, z— ey € K;. Conseqiientemente

o(z) = / x(@ — ey)bly)dy = / ey = [ oy

ly|<1

Portanto ¢ = 1 numa vizinhanca de K. |

OBSERVAGAO 1.4.5 Com a notagao do Teorema acima temos
fel —n| o r—Yy
[0%p(2)] = e |ID( [ x(y)o(——)dy)l =

=[x Moy -
= | [\ - (Do) )y <
<l [1olay,
Assim
10%p| < Cpe (1.4.2)

em que C,, depende apenas de o e da norma.

TEOREMA 1.4.6 Sejam Q, ..., conjuntos abertos e K um compacto tal
k

que K C UYQ;. Entdo existem funcoes o; € C2°(SY;) tal que p; > 0 e Zgaj <

1, com a igualdade numa vizinhanga de K.
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DEMONSTRAGAO. Ver [H2] pg.28. ]

DEFINICAO 1.4.7 Uma sequéncia {¢;} de fungies em C°(Q) converge a zero

em C(Q) se
(i) existe um compacto K C 2 tal que S(¢;) C K, j=1,2,...

(i1) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢;

convergem uniformemente a zero quando j — o0.

DEFINIGAO 1.4.8 Uma distribui¢ao v em 0 € uma aplica¢ao linear de C°
tal que para cada compacto K C § existem constantes C' e k tais que:
u(@) <C Y suplDgl; o € CH(K). (1.43)
lal <k
O conjunto de todas distribuigdes é denotado por D'(2). Se o inteiro k
na estimativa acima independe da escolha do compacto K, a distribuicao u é
dita ser de ordem finita, e o menor de tais inteiros k é chamado de ordem da
distribuicio u em Q e denotamos o conjunto destas distribuicoes por D' ().
O conjunto de todas distribuigoes de ordem finita em 2 é denotado por D7(€2),
isto ¢, D(Q) = | JD*(9).

k
O proximo teorema da uma outra definicao para distribuicoes.

TEOREMA 1.4.9 Uma forma linear u definida em C°(Q)) é uma distri-
buicdo se, e somente se, u(y;) — 0 quando j — oo para cada seqiéncia

@; € C2(Q) tal que p; — 0 em C°(9).

DEMONSTRAGAO Suponhamos que u é uma distribuicao. Seja ¢; — 0 em
Ceo() e S(9;) € Ko, Jj = 1,2,... logo >, <, SUPk, [D%¢;| — 0 quando
J — 0, pois ¢§-m) — 0 quando j — 0 uniformemente em K = K, portanto

u(¢;) — 0 quando j — 0. Reciprocamente, suponhamos que u(¢;) — 0 quando
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j — 0 para toda seqiiéncia C°(2) 3 ¢; — 0 em C2°(Q2) e suponhamos que u
nao satisfaca (1.4.3), ou seja dado C' = k = n existe ¢, € C°(Q2) tal que

Tn = ‘(U, 9071>| >n Z sup|Dag0n], S(Spﬂ) g K7

laj<n

assim para 1, = 22 € C2°, temos que

Tn

S up Dl < 5 v = 1, S() € K,

la|<n
isto é, 1, — 0 em CX(Q) e (u, ¥,) # 0 o que contradiz a continuidade de w.

EXEMPLO 1.4.10 Consideremos ) = R", e defina

(0, @) = ¢(0), ¢ € CZ(R").

O funcional 6 € linear e continuo. FEsta distribuicao é chamada “delta de

Dirac”.

ExEMPLO 1.4.11 Seja f € L] (), Q CR", e defina

loc

Ty, ¢) = / fode, ¢ C2(Q).

Ty € uma distribuicao. De fato,

(Ty, o1+ \p2) :/f¢1d$ +/\/f¢2d$, ¢1, ¢ € C°(2), N€R

o que prova a linearidade. Seja {¢;} uma seqiencia em C°(2) tal que ¢p; — 0

em C(Q) da definicio 1.4.7 temos que existe K CC  tal que S(¢;) C

K, j=1, 2... e para todo m > 0, qﬁgm) — 0 uniformemente quando j — oo.

Assim

(@5, 6pl =1 [ fopdel < sup lo(@)| [ |flde =21 sup jos(a)] 0.
5(¢5) 5(45) 5(¢5) ze5(4;)

quando j — oo, portanto Ty € continua.
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TEOREMA 1.4.12 Sejam Q, Y subconjuntos abertos de R™ e R™ respectiva-
mente, u € D'(Q) e p(z,y) € C®(QAxX). Se existe K CC X tal que p(z,y) =0

quando x ¢ K, entao a aplica¢ao y — (u, (-, y)) pertence a C*(X) e

a;j<u7 Sp(a y)> = <U’7 8;(p(7 y))a
para todo multi-indice o

DEMONSTRACAO. Provemos inicialmente que y — ¢(x,y) é continua. Fixe
y arbitrdrio e tome uma seqiiéncia y; — y qualquer. Para facilitar a com-
preensao, escrevamos ¥;(z) = ¢(x,y;) e Y(z) = p(z,y) (y esta fixado, de
modo que ; e ¢ sado funcoes de x). A linearidade e a continuidade de u im-
plicam que é suficiente provarmos que 1; — ¢ em C§°(€2). Como ¢(z,y) =0
quando = ¢ K, o suporte de cada 9; estd contido em K.

O teorema do valor médio garante que, para cada j, existe um nimero

real 0 < 6; < 1 para o qual vale

[Vi(r) —d(x)] = |p(z,y;) — oz, y)]
= |Vyp(z,y+0;(y —y;)) - (y — ;)|

< |Vye(z,y +0;(y — y)l [y — vl

Como y; — y, os pontos y; estdo contidos em uma bola Bg(y), e, como

0 < §; < 1, obtemos que os pontos y + 0;(y — y;) estdao contidos em Bg(y).

Escrevendo B = Bgr(y) temos

[Wi(x) —v(x)| < Sup IVyo(x, 2)| |y — yjl

< sup [Vyp(z,2)| ly —y;l.
ze€B,xe K

Isso implica que v; — 1 uniformemente. Mas o argumento acima vale para

uma funcdo ¢ arbitraria, logo vale também para 0%y, qualquer que seja o
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multi-indice «. Portanto, ¢, — ¢ em C§°(Q2) e, dai, (u, ¢(-,y;)) converge para
(u, p(-,y)). Como a seqiiéncia {y;} é arbitraria, y — (u, ¢(-,y)) é continua.
A prova de que y — (u, ¢(+,y)) é de classe C*(X) serd feita por indugao
sobre |a|. Tome um multi-indice « tal que |a| = 1, suponha o = ¢;. Tome
uma seqiiéncia {h;} arbitrdria tal que h; — 0 e h; # 0,Vj € N. A linearidade

de u implica que o quociente de Newton pode ser escrito como

<%¢@y+m&»—@%ﬂww>_< 0 Cw»

hj u, a_ylgp

e, sua continuidade implica que, para provarmos que y +— (u,¢(-,y)) pos-

sui derivada de primeira ordem na direcao de e;, é suficiente provarmos que

hij{go(-, y+hie) —o(-y)}— aziga(-, y) — 0 em C§°(€2). Novamente para facilitar

a compreenséo, escreveremos

Wb;(x) = oz, y+ hzZJ) —o(z,y) e () o

Em primeiro lugar note que S(v;) C K,Vj € N.
Nas estimativas que seguem, os nimeros reais 0;,7; sao tais que 0 <

0;,7; < 1 e sua existeéncia ¢ garantida pelo teorema do valor médio.

) = ote)| = [EELELZEE) sy

0 0

62
92"
82

S a_yZ2Q0(.T, Yy -+ Tjﬁjhjei)

(z,y + 7;0;h;e:)||0;h el

|

82

< sup ‘—go(a:,z)‘m.‘
z€[y,hje;] xeK 83/22 J

sendo que [y, h;e;] denota o segmento cujas extremidades sao y e h;e;. Para os
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indices i tais que |h;| < 1 temos

92
ilz) —¥(@)l = swp |55l )

ze[y,ei],xeK

Ryl

Isso prova que ¥; — 9 uniformemente em K. Desde que a estimativa acima

vale para qualquer funcao ¢, vale para 9%, para todo multi-indice 3. Portanto,

Y; — ¢ em CF°(Q) e, dal,

u, (-, y+ hjie)) — (u, (-, y 0

{u, j h)> (w e y) <u X gp(-,y)>.
J i

Desde que a seqiiéncia {h;} ¢é arbitraria, y — (u,p(-,y)) possui derivada de

primeira ordem na direcao de e; e vale %(u, o(,y)) = (u, 8%@(', y)). A prova

o]
ayij

de que y — (u,(+,y)) é continua é andloga a de que y — (u, (-, y)) é
continua. O fato de que a diregao e; é arbitréaria, implica que y — (u, (-, y))
¢ de classe C'.

Suponha que y — (u, o(-,y)) é de classe C* e que

para qualquer multi-indice v de moédulo k, e provemos que isso implica que
y — (u, o(-,y)) é de classe C**!. Tome um multi-indice o tal que |af = k + 1,
podemos supor que a = v + ¢, |y| = k. Aplicando a argumentacdo do caso

k =1 com 0]y no lugar de ¢, obtemos o resultado desejado. ]

TEOREMA 1.4.13 Uma aplicagao linear u definida em C°(S) é uma dis-

tribuicao se, e somente se, existem funcgoes p, € C(R2), tal que

(@) <Y suplpad®el, ¢ € C(Q)

e em cada conjunto compacto de () exceto um numero finito das fungoes p
ndo sdo identicamente nulas. Podemos tomar p, = 0 quando |a| > k se e

somente se u € de ordem menor ou itqual que k.



19
DEMONSTRAGAO Ver [H2]-pg 35. ]

TEOREMA 1.4.14 Seu € D’k(Q), podemos estender u a um unico funcional
linear em C*(Q) de forma que (1.4.3) continua vdlido para toda ¢ € C*(K) e

alguma constante C.

DEMONSTRAGAO. Ver [O] pg.34 ou [H2] pg.37. ]

O Teorema mostra que D'(Q) = (C(2))'.
TEOREMA 1.4.15 Se u; é uma seqiiéncia em D'(X) e

u(¢) = lim u;(¢) (1.4.4)

Jj—o0
existe para toda ¢ € CX(X), entdo u € D'(X). Assim u; — u como j — 0.

Além disso, (1.4.3) € vdlida para toda u; com constantes C e k independentes

de j, e uj(¢;) — u(@) se ¢p; — ¢ em CZ(X).

DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.38. m

Passemos, agora a estender para as distribuicoes algumas operagoes

bésicas como a soma e o produto por escalares.

Se uy, ug € D'(2), A € C, definimos para ¢ € C(Q),

<u1+u2,¢) = <u17¢>+<u27¢>7
(Aut, @) = Aui, 9).

Se u é uma funcao continua tal que Oyu estd definida e é continua,

obtemos por integragao por partes

J@s =~ [uano). oecz@,
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Se f é uma fungao continua, entao

[trao= [ure). oecx@),

em que f¢ é uma funcao teste se f € C.

As definicGes a seguir estendem as igualdades acima para distribuicoes.

DEFINIGCAO 1.4.16 (Produto por uma funcdo C*) Seja f € C®(Q)). Seu €

D'(Q2), definimos a multiplicagdo de u por f como

(fu,0) = (u, fo), ¢€CZ(Q). (1.4.5)

Claramente fu é um funcional linear continuo em C°(Q2), portanto a distri-

bui¢ao produto fu estd bem definida qualquer que seja f € C(Q).
Se f € C°(R) e ¢ € CF(R),
(f0,0) = (6, fo) = F(0)p(0) = f(0)(d, ¢) = (f(0)d, f¢),

o que significa que f§ = f(0)d e s6 o valor de f em x = 0 é relevante. Analo-

gamente,

(f8',0) = (0", fo) = —(0,(fo)) = = (0, f¢' + f'¢) = {f(0)d" — f'(0)d,¢)

ou seja, fo' = f(0)d — f'(0)d. Resultados andlogos podem ser obtidos para

derivadas de qualquer ordem de §.

DEFINICAO 1.4.17 (Derivacio) Se u € D'(Q), definimos a derivagio de u

com relagao a x; como
(Oju, 9) = —(u, 0;0), ¢ € CZ(Q). (1.4.6)

Iterando (1.4.6), podemos definir 0*u para qualquer multi-indice o e obter

(0°u, ¢) = (-1)*Nu,0%¢), ¢ € C>(Q).
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Um cdlculo simples nos mostra que 0%u € um funcional linear continuo em

C(9).

[

ExemPLO 1.4.18 A fun¢do H(x) = 1 para x > 0, H(zx) =0 para x < 0, em
R"™ € chamada a funcao de Heaviside e seque das defini¢oes que sua derivada
é

H(6) = 1) = = [~ )iz = o(0),

ou seja H' = 6.

DEFINICAO 1.4.19 (Operadores diferenciais) Seja P um operador diferenci-
al linear com coeficientes C°°, isto ¢, P € uma combinacdo de derivacdo e
multiplicagao por fungoes C®. Assim, estd bem definido Pu, para qualquer

distribuicao u.
EXEMPLO 1.4.20 Se
n
P=A=> (3),
i=1

duas aplicagoes de (1.4.6) dao
(Au,¢) = (u,Ad), ueD(Q), ¢ €C(Q).

Seja @ : Q — € um difeomorfismo de classe C*°, qualquer, entre os
abertos Q0 e 2’ de R™. Definamos para ¢ € C*(?), L(¢) = ¢ o &. Como
S(po®) =0 1(S(¢)), L(¢p) € C(Q). Pelo teorema de mudancga de varidveis,
se ¢ € C°(12), obtemos

[ o@wyetay = [ s@u@ @)@ i@, (147

em que |J(®1)| denota o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana
de @', que nunca é nula, pois ® é difeomorfismo. Assim |[J(®~1)| € C°(V).

Observe também que ¥(®~1(z)) € C=°(Q). Estendendo (1.4.7) temos
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DEFINIGCAO 1.4.21 (Mudanca de variaveis) Seu € D'(Q) e ®: Q — Q' € um

difeomorfismo, definimos
(wo®,6) = (u, (9o N I@ ), &€ CEQ). (1.4.8)
Um cdlculo mostra que uwo ® € D'(12).

A nocao acima é util porque, além de coincidir no caso de funcoes implica
que o espago das distribuigoes ¢ independente de coordenadas, permitindo
definir distribui¢oes em variedades diferenciaveis por meio de cartas.

Vejamos agora algumas aplicagoes mais simples da definicao anterior.

EXEMPLO 1.4.22 (Translacio) Seja a € R". Se 7, ¢ a transla¢do por a em R,
isto é, T,(x) = x — a, definimos a tranlag¢io de ¢ € C°(R™) por a como sendo
a fungdo ¢, = ¢pot,. Definimos a translagdo de uw € D'(R™) através de (1.4.8),

ou seja,
(ta, ) = (w0 7o, 9) = (u,007-0), ¢ € CZ(R"). (1.4.9)

EXEMPLO 1.4.23 (Reflexao) Seja §) um aberto simétrico em relacdo a origem e
consideremos ®(x) = —x. Definimos ¢(z) = ¢(—x) para ¢ € C2(Q), e por
(1.4.8)

(@, ¢) = (u,d), ueD(Q), pcC=Q). (1.4.10)

DEFINICAO 1.4.24 Se u € D'(Q), definimos o suporte de u, denotado por
S(u), o conjunto complementar dos pontos x de 2 para o0s quais existe vizi-

nhanga aberta V, C Q tal que a restri¢io de w a CX(V,) € nula.

DEFINIGCAO 1.4.25 Seu € D'(2), definimos o suporte singular de u, denotado
por SS(u), o conjunto complementar dos pontos x de ) para os quais existe

vizinhanga aberta V,, C  tal que a restri¢io de u a CX(V,) é C*°.
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DEFINICAO 1.4.26 Denotamos por E'(Q) o subespago de D' () das distribui-

coes com suporte compacto.

TEOREMA 1.4.27 Seja u € &£'(Q). Eziste um 1inico funcional linear i :
C>*(Q) — C tal que

(i) u(®) = u(¢) para todo ¢ € C°(Q);

(ii) u(p) =0 se p € C™ e S(p) N S(u) = 0.

DEMONSTRACAO Unicidade: Suponhamos que existem dois funcionais @, e
Ty satisfazendo (i) e (ii) e seja ¢ € C°(Q2) igual ¢ 1 numa vizinhanga de S(u).
Se ¢ € C®(Q), ¢ =+ (L — )b = 1 + da, em que ¢y = ¢ € CX(Q) e
¢a = (1 = )¢ com S(¢a) N S(u) =0, pois S(1 —¢) N S(u) = 0. Assim

Uy (¢) = t1(¢1) + Ur(p2) = u(¢1) = (1) = (1) + Ua(P2) = Ua(9),

portanto u; = Us.

Existéncia: Seja ¢ € C*°(Q2), defina

<a7 ¢> = <u> ¢0>7

em que ¢ = ¢g + ¢ é qualquer decomposicao de ¢ com ¢y € CX(Q) e
S(p1) N S(u) = 0. Se ¢ = ¢ + ¢} é outra decomposigao, temos que ¢y — ¢, =
¢ = @) e segue que S(pg — ¢y) N S(u) = 0. Como ¢y — ¢y estd suportada
num aberto em que u se anula entdo u(¢py — ¢;) = 0, ou seja (u, ¢g) =
(u, ¢) e a definigao de @ resulta independente da decomposicao. Logo existe

o satisfazendo (i) e (ii). ]
TEOREMA 1.4.28 Seu € &' € de ordem <k e se ¢ € C*,
0%p(x) =0 parala| <k ex € S(u), (1.4.11)

entdo seque que u(¢) = 0.
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DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.46. ]

TEOREMA 1.4.29 Se u € uma distribuicao de ordem k com suporte iqual a
{y}, entdo u tem a forma
u(@) = Y aadd(y), ¢ € C*.
loo| <k

DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.46. ]

TEOREMA 1.4.30 Seja x = (2/, 2") uma separacao das varidveis de R™ em
dois grupos, isto é, (z',2") € R™ x R*. Se u € uma distribuicdo em R" de
ordem k com suporte contido no plano ' = 0, entdao
u(@) = > tal(¢a) (1.4.12)
lal<k
em que u, € uma distribuicao de suporte compacto e ordem k—|a| nas varidveis
' a=(d, 0)e

Pa(a”) = 00(a’, ") |—0 -
DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.47. ]
LEMA 1.4.31 £'(Q2) C D'(Q) densamente.

DEMONSTRAGAO De fato, escreva 2 = UK, com os K,’s compactos que
esgotam (2. Para cada n, tome ¢,, € C°(Q2) igual a 1 numa vizinhanca de K.
Dada u € D'(f2) a seqiiéncia u,, = ¢,u € €'(Q) e u,, — u em D'(2) pois, se

¢ € Cx(Q) e K=5(9),

<un7¢> = <U¢n,¢> = <u7¢n¢> = <U,, ¢>7

se n ¢é grande o suficiente para que K C K,,. |
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TEOREMA 1.4.32 Se u ¢ uma funcdo no conjunto aberto X C R", com
u € CH(X\{zo}) para algum xy € X, e se a fun¢io v que € igual a u' para

T # xo € integrdvel numa vizinhanga de g, entdao o limite

u(xog£0) = lim wu(z)

x—xoE0
existe e

' =v+ (u(zg+0) — u(xg — 0))dy,.

DEMONSTRACAO Se xg < y 0 intervalo [xg, y| pertence a X entao

u(z) = u(y) — /yv(t)dt, To < T < Yy,

lim =wu(y) —u(y) + u(x, +0) = u(zo + 0).

r—xo+0

Logo existe u(zg + 0). Analogamente existe u(zo — 0). Além disso temos,

W(6) = —u(¢) = lim [~ lim u(z)¢/()de] =

e—+0"  |z—zo|>€

= li_r%[u(a:o +e)p(xo + €) — u(xg — €)p(rg —€) + / v(z)p(x)dr] =

|z—xzo|>€

= v(¢) + [u(wo + 0) = u(zo — 0)]0x (9).

TEOREMA 1.4.33 Se u € D'(X) em que X é um intervalo aberto em R e

seu' =0, entdo u € uma constante.

DEMONSTRACAO Por definigdo temos que v’ = 0 <= —u(¢') = 0, ¢ €
C>(X). Dado ¢ € C(X); [ 4(t)dt = 0 entao ¢ = ¢/ para alguma ¢ € C°.
Tome ¢(t) = [*__4(t)dt. Note que ¢/(t) = (t) e existe t1; ¢(t) = 0set > Ty,
de fato podemos considerar S(¢) C [ty, t; com [ta, t1] D S(¢). Agora tome

@o € C tal que [ g = 0. Se ¥ € C°, considere

[

Mﬂ:ww—/www%@.



Entao [ @Z(t)dt =0, logo u({/;) = 0 que implica
u(v) = ulen) [ 1000t = [ ()it
portando u = u(yy).
TEOREMA 1.4.34 Seja I um intervalo aberto em R e seja
Z={2€C; Rezel, 0<Imz <A}
Se f € uma funcao analitica em Z tal que existe N € N e ¢ > 0 com
1f(2)] < cImz)™; z¢€ Z.
Entio f(. +iy) tem um limite fo € D' T(I) quando y — 0T, isto ¢,
lim [ f(z+iy)p(x)de = (fo, ¢), ¢ € CITH(I).

y—0+

DEMONSTRAGAO Ver [H2|pg63-64.
TEOREMA 1.4.35 Seja I um intervalo aberto em R e seja
7F={2€C; Rezel, 0< +Imz < \}.
Se f € uma funcgao analitica em Z = Z+t\JZ~ tal que
1f(2)] < c|Imz]_N, z2€ 7
entao a integral
F©) = [ ([ fa+i)ote, indy, o eczu)

existe e define uma distribuicio em D' (Z U I) tal que

oF 0

26

(1.4.13)

<E’ Py = 5(f(.+z'0) — f(.—10), ¢(., 0)), o€ CNTH(ZUI). (1.4.14)

Temos que F' = f em Z.
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DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.65. ]

TEOREMA 1.4.36 Se f € analitica num retangulo Z definido no Teorema

1.4.34 e limy_o f(. +1y) existe em D'*(I), entdo
/ —k—1 A
[f)] < dImz)™ ze I x (0, 3),
em que J € um intervalo tal que J CC 1.
DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.66. ]

TEOREMA 1.4.37 Seja X um conjunto aberto de R*, T wum cone conexo

aberto em R™, e seja para algum \ > 0
z2={2€C" Reze X, ImzeTl, [Imz| <A}
Se [ é uma funcao analitica em Z tal que
1f(2)| < ellImz|™N, 2z € Z, (1.4.15)

entio f(. + iy) tem um limite fo € D'VN(X) quando T 3y — 0. Se fo =0

entao f = 0.

DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.66. m
Observacao: Olhando a demonstracao do teorema acima obtemos que o limite

de f(-+iy) quando y — 0 é definido por

(fo, &) =/¢>(x, Y)f(z +iY)dw +

. (Y)" v
+(N +1) flz+itY) 0%¢p(x)——t"dzdt  (1.4.16)
/0<t<1 / a|:z]\;+1 al
em que, Y € ' com |Y| < A fixo e
Oz, y) = Z 8a¢(x)(iii¥, ¢ € ONTL(X). (1.4.17)

la|<N
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1.5 Convolucao

A convolugao de f € Lj,.(R") e g € C°(R™), uma delas com suporte

loc

compacto, se define por
(4 9)e) = [ f@)ale - v)d,
que, identificando f como uma distribuicao, pode ser escrito na forma
(f *9)(x) = (f,9(x =) = ([, Ix)

no qual g(y) = g(—vy) e g.(y) = gy — x) é a translagao a direita por z. Isso

motiva a seguinte definicao:

DEFINICAO 1.5.1 Se u € D'(R") ¢ ¢ € C®(R"™), uma delas com suporte

compacto, definimos a convolucao de u com ¢ como sendo a fun¢ao
ux ¢(x) = (u, d(z — ) = (u, da),
em que §(z) = ¢(—1).

EXEMPLO 1.5.2 Se ¢ € CX(R™) entio (§ * ¢)(a) = (6, ¢(z —a)) = ¢(a), ou

seja 6 * ¢ = ¢.
TEOREMA 1.5.3 Sejam u € D'(R"), ¢ € C(R™). Entao

(i) ux ¢ e C®°(R") e suas derivadas sao dadas por

0%(ux @) = (0%u) * ¢ = u * (0%9). (1.5.1)

(17) S(ux*¢) C S(u)+ S(¢).
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DEMONSTRAGAO Se definirmos ¢(x,y) = ¢(x —y) € C°(R" x R™), vemos que

p satisfaz as hipoteses do teorema 1.4.12. Assim a fungao

T = (u,p(x, ) = ux $(z)

esta em C(R™) e vale
9 (ux @) = ux (979).

Mas, por defini¢ao

ux (979) = (uy,05¢(z —y)) = (=1)Nuy, 9} d(x — y))

= (Oyuy, o(x —y)) = (0%u) x 9,

segue a igualdade em (1.5.1). Finalmente, observamos que se x ¢ S(u) + S(¢)
entdo S(u) N S(¢,) =0, e daf (u, d,) = 0. Mostrando (). ]

OBSERVACAO 1.5.4 Os mesmos resultados do teorema anterior valem se

ue &' (R") epe CR).
TEOREMA 1.5.5 Se ¢,1 € C*(R") e u € D'(R"), entdo
(us @) x o =ux(px*1h).
DeEMoONSTRAGAO Consideremos para cada € > 0, as somas de Riemann
@) = S Bl — em)p(em)

em que m = (myq, ..., m,) percorre os pontos de coordenadas inteiras. Como
S(sc) € S(¢) + S(v) = compacto fixo, para todo 0 < € < 1 a soma acima é
finita. Para cada multi-indice «,

O%se(x) = €'Y _(0°¢)( — em)d(em) — (9 +¢)(),

m
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uniformemente quando ¢ — 0, visto que as fung¢oes 0*¢(x — y)1(y) sdo unifor-

memente continuas. Isto significa que s.(x) — (¢ * ¢)(x) em C°(R™). entdo

(wx (@ 0)(@) = limuss)(x) =lme" S (u6)( — am)i(em)

e—0

= ((uxo)x¢)(z).

m

TEOREMA 1.5.6 Seja u € D'(R") e tome 0 < ¢ € CXR"), [¢ =1 ¢

escrevamos ¢ (x) = e "¢(x/€). Entdio ux ¢ — u em D'(R™) quando € — 0.

DEMONSTRAGAO Com a notacao 9 (x) = 1(—x), podemos escrever (u, V) =
(u % 1)(0). Entao

lim(u * ¢, V) = 11_1)]%(u s ¢0) *1(0) = limu * (¢e * ) (0) =

e—0 e—0

= lim<u7 (¢e * 1/)) v> = <u7 ¢>

e—0
A tltima igualdade decorre de ¢, * ) — ¢ em C2°, consequiéncia do Teorema

1.4.2. |
COROLARIO 1.5.7 C°(Q) € denso em D'(Q).

DEMONSTRAGCAO Em virtude do Lema 1.4.31, é suficiente provarmos que
C°(£2) é denso em &'(R?). Seja ¢ como no teorema 1.5.6 e u € £'(§2). Pe-

lo teorema 1.5.1, segue que
S(ux* o) C S(u)+ S() C S(u) + {|z] < Ce}.

Entao u * ¢ € C°(Q2) para todo € suficientemente pequeno. Além disso, para

tais €’'s, u * ¢, — u em D’'(Q) pelo teorema 1.5.6. n

TEOREMA 1.5.8 Seja U : C®(R") — C*®(R™) um operador linear continuo
que comuta com todas as translagoes Ty, h € R", em que (Thu)(x) = u(x — h).

Entao existe um unica v € D'(R™) tal que Up =ux ¢, ¢ € CX(R™).
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DEMONSTRACAO Por hipétese, C®(R") 3 ¢ — (U¢)(0) é um funcional linear
continuo, ou seja, uma distribuicio. Defina (u, #) = (U)(0). Como UT}, =
TwU e Up(0) = u * ¢(0), obtemos

Ugp(h) = T_wU(0) = UT_$(0) = ux (T_4$)(0) = T_n(u * ¢)(0) = u* ¢(h).

Se v € D'(R™) também satisfaz U¢ = v * ¢, teremos

(v,0) =v*0(0) =Up(0) = (u, ¢), Vo € C(R").
Provando a unicidade. [ |

DEFINIGCAO 1.5.9 Sejam uy,us € D'(R™), uma delas com suporte compacto.

Definimos uy * us como a unica distribuicao v tal que
up * (ug x @) =vxp, ¢ e CP(R). (1.5.2)

A convolucao para varios fatores, dos quais todos, exceto no maximo
um, tem suporte compacto, define-se analogamente por contrugao associativa.
O teorema 1.5.5 mostra que a definicao 1.5.9 generaliza a definicao 1.5.1 se
uy tem suporte compacto. Analogamente se prova que esta definicao coincide

com a definicao 1.5.1 se uy; € £'(R") e uy € CF(R™).

EXEMPLO 1.5.10 Se u € D'(R™), (ux0, ¢) = (u*6) % p(0) = ux (6 * $)(0) =

ux @(0) = (u, @), isto € u* ¢ = u.
TEOREMA 1.5.11 A convolucdo é comutativa, ou seja
Uy * Ug = Ug * Uy
se uma das distribuicoes uy, us tem suporte compacto. Além disso vale

S(uy *ug) C S(uy) + S(ug). (1.5.3)
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DEMONSTRAGAO. Sejam ¢, € C°(R™). Usando a comutatividade da convo-

lugao de fungoes temos

(ur *ug) * (P x ) = up* (ug* (%)) = uy * ((uz * @) x )
= upx (P x (uz * 9)) = (wr * ) * (uz * ¢).

Da mesma maneira, temos

(ug * uy) * (¢ x 1)) (ug * ur) * (Y % @) = (ug * @) * (ug * )

= (ug %) * (uz * @).
Combinando os dois resultados, (u; *ug)* (1)) = (ug*uy) * (¢ *1). Fazendo

¢ x1 — ¢ em CP(R™), obtemos (ug * ug) * ¢ = (ug * uy) * ¢ que em x = 0 se

escreve co1mmo

(uy * ug, @) = (ug * uy, ), ¢ € CX(R™).

Donde u; *us = us * uy. Para provar a afirmacao relativa aos suportes, seja ¢,

como no teorema 1.5.6 e consideremos (u; * ug) * ¢.. Entao
S((ur*ug)*¢e) = S(ur*(ugxde)) C S(ur)+S(ug*ge) C S(ur)+S(uz2)+5S(de).

Quando € — 0, o diametro de S(¢.) tende para zero e concluimos que vale

1.5.3. Provando o teorema. [

TEOREMA 1.5.12 Se u; e us sao distribuicoes em R"™, umas delas com su-

porte compacto, entao

DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.102. m
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EXEMPLO 1.5.13 (Diferenciagio como convolugio) Podemos interpretar a diferenciacao

como uma convolucao, pois
0% = (8°0) xu, u e D (R"). (1.5.5)
Com efeito, se ¢ € CX(R™), usando (1.5.1) obtemos
(0%U) % ¢ = u % (0°@) = u * (8 % (0°@)) = u * (9°6) * ¢

provando (1.5.5). Dai, se uy e uy sao duas distribuicoes, uma delas com suporte

compacto, obtemos facilmente que
0%(ug * ug) = (0%uy) * ug = uy * (0%uy), (1.5.6)

usando a expressao de 0% como convolugdao com 0“0 e as propriedades asso-

ciativa e comutativa da convolucao. Mais geralmente, se

P = Z a,0%,

com a,, € C e a soma é finita, é um operador diferencial parcial com coeficien-

tes constantes, entao

P(uy * up) = (Puy) x ug = uy * (Puy), u; € D'(R"), uy € E'(R™).

1.6 Distribuicoes Homogéneas
Se a é um ntmero complexo com Re a > —1 entao a fungao em R”
i =% = glieagimalnz g0 0 5 0, 25 =0 sex <0,

é localmente integravel, logo define uma distribuicao. E claro que

zzt = 2% se Rea> 0. (1.6.1)
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e pelo Teorema 1.4.32 temos

d

d—xi =az%"" seRe a > 0. (1.6.2)
T

Queremos estender esta definicao de z¢ para todo a € C, como uma
distribuicao, contanto que estas propriedades sejam preservadas, até onde for
possivel. Que alguma excegao deve ocorrer é claro, pois se a = 0 entao o lado
esquerdo de (1.6.2) é H'(z) = dy e o lado direito deve ser zero.

Para ¢ € C2°(R) a fungao

a— I(p) =< %, ¢ >= /0 r¢(z)dx

é analitica quando Re a > —1 pois a diferencial é

da / xlog x¢(x)dx,
0

(seja g(a) = I,(¢) dai d(g) = da [;° x*log z¢(x)dx) e daf existe D1, () e ¢
igual a [;* 2% log x¢(x)dx.

Agora (1.6.2) significa que
I.(¢) = —al,_1(¢) se Rea >0, (1.6.3)
de fato,
<z, ¢ >= /000 ¢ (x)dx = — /Ooo az® 'o(z)dr =
=—a /000 2 o(x)dr = —a <z, 9> .

Assim para Re a > —1 e qualquer inteiro k£ > 0 temos

IaJrk ((b(k) )

L) =V e

(1.6.4)

pois
e L) (DD a ) _
(a+1)...(a+ k) (a+1)...(a+ k)
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 (DL(o)(a+k)..(a+1)
T (a+1)..(a+k) = Lu(9)

O lado direito é analitico para Re a > —k—1 exceto para os polos simples
—1,-2,..., —k. Se a nao é um inteiro negativo podemos neste caso definir I,(¢)
pela extensao continua analitica com respeito a a, ou equivalentemente por
(1.6.4) para qualquer k& > —1 — Re a. Por (1.6.4) I, define uma distribuigao
de ordem menor ou igual que k. Denotaremos esta distribui¢ao por z¢. Em

a = —k o residuo da fungao a — I,(¢) é

lim (a+ k)I,(6) = (~1)* -

a——k (1 —Fk)...(=1) (k—1)!"
De fato,

. L Logr(e®) e L(e"W)
Jm (a+k)a(9) = lim (k) (= D6k =Sy =V i sey —
A O ()

(k—1)! (k—1)!"
Assim
(k=1)
(a+ k)zf — (—1)’“_1%, quando a — —k, (1.6.5)
pois
SEO) e 0
(k—1)! (=1) (k—1)
Subtraindo a parte singular, obtemos quando a + k =¢ — 0
. oV 0), . I(o™) p*~D(0)
i la(0) = (5= 1)!6} =l ) e o
o Jo w oW (x ¢~ (0) 1 1
=l { ()" k)...(e - 1) B o s ¢ s s
k 1)(0) B
Sernerrh
O e o (O MU B (e S B

e—0 (e+1—k)..(e—1)e € (k=D (k—1—¢€)...(1—¢)
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i fooo 2 log(x)¢™ (z)dzx
0 (—e)Llk—1-¢..(1—¢]—(k—1—¢)..(L—¢
(k—1—¢€..2-k)+..+(k—2—¢)..(1—¢) =
(k—DleL((k—1-¢)..1—€)+(k—1—¢€)...(1—¢)
Jo log ()™ (x)dx ¢*=D(0) (k — 1)..24 (k- 1)..3.1 4+ ..+ (k= 2)!
—(k—1)...(1) (k—1)! (k—1)! B

Jo~ Tog(2)9™® (w)dar 5D(0) A 1
(k—1)! (k=1 &5

+

+6* Y[

Dai definimos

[Z10g(x)e® (@)dr ¢ (0) £ 1

—k _ 1
vy (0) = 1) CEP (1.6.6)

A relagao (1.6.1) ou equivalentemente
(z9, z¢ ) = (2, ¢), ¢ € CX(R), (1.6.7)

segue para todo a € C pois ela é verdadeira para Re a > —1, portanto pela
extensao analitica continua quando a nao é uma inteiro negativo, e o valor de

ambos os lados quando a = —k ¢é obtido fazendo a — —k apds subtrair um

c
a+k’

termo o qual deve ser o mesmo em ambos os lados.
(1.6.2) também segue se a nao é um inteiro negativo ou zero. Se k é um

inteiro ndo-negativo entdo de (1.6.5) temos:

d
alir?k{%xi + k2t = al_i)rg (a+k)z%
o 00
= etk et = D
(k)
assim eliminando termos da forma (ﬁk os quais devem cancelar-se, obtemos
d _y —k— k5(()k)
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De fato,
d
(ahh 6 = —(h, ¢)
T oW (0) § 1
_ 1 4 (@) dar — i
(k—l)!/o og(x)o"" " (z)dx (k=1 &
~ ) koM (0) o~ 1 ¢®)(0)
= g e e O S
_ k-1 _ kﬁ
(k2™ + (-1 @)

A funcao x4 ¢ homogénea de grau a para Re a > —1. Isto significa para

t>0

o) = [ atola)iz = [ arolennde = (et 0,

em que ¢, () = tp(tx). A extensao analitica continua em ambos os lados deve

dar
(2%, o) =t"(x%, ), se ¢ € CF(R), (1.6.9)
a nao sendo um inteiro negativo. Se a = —k obtemos de (1.6.6)
1 ¢ ! 1
Tt 6] = Mgty [ st ) + G S
(k=1 Jo 1)! = J

1 o0 k=D (0) &2 1
- _M/o 10%(%)¢(k)(y)dy = rf),) ;;

Portanto

¢"~(0)

Y (1.6.10)

(x7F, @) =t "M@, ¢) +logt

entao a homogeneidade é perdida.
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Além de ¢ temos a funcgao
2 =0 se >0 e 2% =|z|* se x <0,
com a > —1. Esta ¢ uma reflexao de 2 com respeito a origem,

(@2, ¢) = (2%, ¢),

em que ¢(x) = ¢(—x). Tudo que temos dito sobre a definicdo de x% para a
complexo arbitrario permanece valido para z.

Pelo Teorema 1.4.34 a funcao 2¢, definida em C\R_ como ¢?1°¢*  sendo
log z real se z € R, possui valores de fronteira (z+i0)® no eixo real dos planos

superior e inferior, respectivamente. Quando Rea > 0 temos que
(x £1i0)* = 2% + e*™ 2, (1.6.11)

pois

(z £i0)* = lim e*'87.
y—0+

Nosso préoximo objetivo é definir distribui¢oes homogéneas em R™. Para

1
loc

tal note que se u € L, .(R"\{0}) é homogénea de grau a, isto é, u(tz) = t*u(z)

quando z # 0 e t > 0 entao

(u, ¢) =t"(u, ¢) sep € C(R"\{0}), ¢(z) =t"¢(tx), t >0, (1.6.12)

e reciprocamente, isto implica que v é homogénea. Se Re a > —n entao u
¢ integravel em uma vizinhanca de zero, pois em coordenadas polares r =

rw, |w| =1 temos
lu(rw)| = rf Yu(w)| e dr=r""drdw

aqui dw é a medida de superficie na esfera unitaria. Neste caso u define uma

distribuigao em R" e (1.6.12) ¢ vale quando ¢ € C2°(R").
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DEFINICAO 1.6.1 Uma distribui¢ao u em R™\{0} € dita homogénea de grau
a se (1.6.12) € verdadeira. Analogamente, se u € uma distribuicio em R"™ e
(1.6.12) € vdlida para toda ¢ € C2°(R™) dizemos que u é homogénea de grau a

em R™.

O problema que discutiremos agora é a extensao de distribui¢des ho-
mogéneas de R"\{0} para R™ que como ja vimos, em (1.6.10), para o caso

n = 1 nao é sempre possivel.

LEMA 1.6.2 Dado u € D'(R"\0) e a € C, sao equivalentes as sequintes afir-

macgoes:
(1) (u, @) = 1"(u, ¢r), se ¢ € CZ(R™\{0})
(ii) (a+n)(u, ¢)+ (u, A\p) =0, em que A =) x;0; e p € C°(R"\{0})

(iii) (u, V) =0, se p € CX(R™\{0}) e [~ r*=Ly(rw)dr = 0.

0

DEMONSTRAGAO Referéncia [H1] pg.74. ]

Se observarmos que

n n n n

(u, AG) =Y (wju, 9;0) = =D (9(xyu), ¢) = = (u, &) = > (x;05u, ¢),

j=1 j=1 j=1 j=1

portanto
(u, A\p) = —(A\u, @) —nlu, ¢).

Assim podemos escrever o item (ii) do Lema 1.6.2 na forma
Au = au (1.6.13)
(identidade de Euler para fungbes homogéneas). Pois

0 = (a+n)(u, ¢)+ (u, \o)

= a(“ﬂ ¢> - <)‘u> ¢>
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OBSERVACOES 1.6.3 (i) Se 1) € uma fungcdo C*° homogénea em R"\{0} de grau

b entao Yu € homogénea de grau a +b. De fato

(Yu, ¢) = (u, Y¢)
= t%u, (Vo))
= t""(u, (Vo)(tx))
= " u, tp(x)p(t))
= t""u, vy
= " (Yu, ).

(ii) Como
Aju = 0;( M) — dju = (a — 1)d;u,

aqui a dltima igualdade seque de (1.6.13). Ou seja, temos que a diferencia¢ao

cai 0 grau de homogeneidade em uma unidade.
LEMA 1.6.4 Eziste ¢ € C®°(R\{0}) tal que
ap(t
/ @dt —1, 2 e RO}, (1.6.14)
0

DEMONSTRAGAO Para n = 1, tome para x > 0 ¢, € C((0, o0)), tal que

[ 41 # 0, logo
@/)1 dt / ¢1 8 dS / ¢1 6= )\

Agora considere 1y = 391 = [;° wz =I5 % Sf dt =5 [° wlt dt = 1.

Para x < 0, 19(x) = ¢(—2), fazendo a mudanga de varidveis tx = —s

/°° Yaltr) o [T pa(s)ds /oo ls) ge 1,
0 t 0 % X 0 5

temos
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Assim tomamos, para n = 1

o(z), se x>0

o(—x), se <0

Para n > 1, tome ¥(z) = 9(|z|)

) (715 I ) S

TEOREMA 1.6.5 Se u € D'(R"\{0}) € homogénea de grau a, e a nao é um
inteiro < —n entdo u tem uma unica extensao w € D'(R™) homogénea de grau
a. Além disso, se P € um polinomio homogéneo qualquer, entdo (Pu) = Pu;

Se a+#1—n entio (O;u) = d;i. E o operador
D'(R™\{0}) > u — u € D/(R")
¢ continuo.
DEMONSTRAGAO Ver [H1] pg.75. n

TEOREMA 1.6.6 Se u € D'(R"\{0}) é homogénea de grau a = —n — k

inteiro (k € N) entdo u tem uma extensdo v € D'(R™) satisfazendo

0%¢(0)

al

(i, @) =t7"""(i, &) +logt Y (u, 2°9)

la|=k

(1.6.15)

com Y como em (1.6.14). Isto determina u a parte de uma combina¢ao linear
de derivadas de ordem k de d6y. Além disso:

uma escolha consistente da extensdo pode ser feita tal que

(Pu) = Pi (1.6.16)
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seja satisfeita para todo polinomio P homogéneo;

existe extensao homogénea se, e somente se,
S(x%u) =0 quando |o|+ grau u=-—n (1.6.17)

¢ valido;

se u satisfaz

(u, ¢y = sgntt®(u, ¢¢) se ¢ € C°(R"\{0}) (1.6.18)

entdo existe uma unica extensdao u satisfazendo a mesma propriedade para toda

¢ € C°(R™), que é dada por

—k—1
(4, ¢) =5S(u i 5 ¢(t')>)., (1.6.19)
em que
. —k =k
T (x +10) ‘;‘(1' 0)~" r7F 4 (— 1)k
DEMONSTRAGAO Ver [H1] pg.76. ]

1.7 Distribuicoes em Espacos Produto

Nosso objetivo nesta secao é definir o produto arbitrario de distribuigoes.

DEFINICAO 1.7.1 (Produto Tensorial) Se X; é um conjunto aberto em R", j =
1,2, e seu; € C(Xj) entdo a funcdo (ug ® ug)(z1, x2) = ur(x1)ua(xs2), z; €

X, € dita produto direto ou produto tensorial de uy e us.

TEOREMA 1.7.2 Se u; € D'(X;), j=1,2, entao existe uma tinica distri-

buicio u € D'(X; x X3) tal que

u(¢r ® ¢p2) = ur(d1)uz(P2), ¢; € C(Xj). (1.7.1)
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Temos que

w(p) = urfua(P(x1, 12))] = uslur(P(z1, x2))], ¢ € CZ(Xq x X3), (1.7.2)

onde u; atua na funcao sequinte como uma fung¢ao de x; apenas. Se u; €
E, j = 1,2, a mesma formula é vdlida para ¢ € C*. A distribuicao u é

chamada produto tensorial e denotada por u = u; ® us.

DEMONSTRACAO Unicidade: Devemos mostrar que se u € D'(X; x X5)
e se u(¢py ® ¢o) = 0 para ¢; € CX(X,), entdo u = 0. Para tal tomemos

0 < € C(R™) com [;dr; =1e|z;| <1sex; €S(y;). Considere
T T
U (21, 20) = f"””%(f)%(f)

pelo Teorema 1.5.6 u * U, — u em D'(Y) se Y CC X; x X,. Entretanto,
ux V., =0em Y para € pequeno, pois ¥ (x; — y;, T2 — y2) é o produto de uma
funcao de y; e uma de y,. Portanto u = 0 em Y logo em X.
Existéncia: Seja K; um subconjunto compacto de X;. Entao pela defini¢ao
de distribuicao temos
uj (@) < ¢; > sup|0®;l, ¢; € C2(K;).
o] <k;

Se ¢ € CX(K; x K3) entao

Iy(x1) = ug(p(21,-))

estd em C°(K1) pelo Teorema 1.4.12, e 07 Ty(x1) = up(0g ¢(x1,-)). Portanto

1

sup 02 Ly(an)] < o 3 supld 02 o1, )]

|B|<k2

assim u; (1) estd definido e

ur (1) < crea D sup 95102 ¢(xr, w0)).

lovj [<K;
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Escrevendo u(¢) = u1(1y) = uy[us(p(x1, 2))] note que

w1 @da) = wi(lpeg,)
= uyfug(dy ® ¢2) (w1, 9)]
= wifuz(d1(71)P2(22))]
= ui(pr(z1))ua(P2(z2)).

Assim u satisfaz (1.7.1) e uma das igualdades de (1.7.2). De forma andloga
obtemos uma distribui¢ao que satisfaz (1.7.1) e a segunda igualdade de (1.7.2).

Pela unicidade temos que (1.7.2) é valido. Assim

//(Ul ® uz)(d1 ® ¢2)dz1dry = //U1(¢1)U2(¢2)dl‘1d@ =

= /u1(¢1)d:1:1/u2(¢2)dx2.

Note que

EXEMPLO 1.7.3 Se 0,, ¢ a medida de Dirac em a; € Xj, entdo dq, @ 04, € a

medida de Dirac 6, em a = (ay, az) € X1 X Xo.

Resolucao:

Pelo Teorema 1.7.2 temos que

(0a, ® 0ay) (D1 @ P2) = 64, (01)0ay(2) = D1(a1)P2(A2) = (a1, ap) (D1, P2).

1.8 Composicao com Aplicagcoes Suaves

Se f é uma aplicacao R™ — R™, entao uma funcao v em R™ pode ser

“puxada de volta”, (pulled back), para uma func¢ao uo f em R", a composi¢ao.
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Nesta secao mostraremos que esta operagao pode ser definida para dis-
tribuigoes u se f € C e se f’ for sobrejetiva.

Na secao 3.3 veremos que a composicao pode ser definida para aplicagoes
f mais gerais quando a localizacao das singularidades de u é conhecida num
sentido preciso.

Sejam X; um conjunto aberto em R, j = 1,2, e f : X; — X, uma

aplicacao C*°. Queremos estender a definicao da composicao
C'Xy)2u —wuo feC'Xy)

para distribuicoes u tal que a aplicagao
D'(X3) 2u—uo feD(X)

seja continua. Se isto for possivel segue do Corolario 1.5.7 que pode ser feito
por um unico caminho. Entretanto, para isto ser possivel devemos colocar

condicoes em f.

TEOREMA 1.8.1 Seujof — 0 em D'(X;) para toda seqiiencia u; € C°(Xz)
tal que u; — 0 em D'(X3), entao f € aberta, isto é, f(V) € aberto em X, se
V C Xy € aberto. Se u € CX(Xs) implica uo f € C°(Xy), entdo f € prdpria,

isto €, [Y(K) é compacto em X, se K CC Xo.

DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.134. ]

Se f é aberta entao f'(x) é sobrejetiva para todo z em um subconjunto
aberto denso de X. Por outro lado, pelo Teorema da funcao inversa f é aberta
se f'(x) é sobrejetiva para todo x. O préximo resultado diz que neste caso

podemos definir a composi¢ao com f.

TEOREMA 1.8.2 Seja X; C R", j = 1,2, conjuntos abertos, e f : X1 — X

uma aplicagao C™ tal que f'(x) é sobrejetiva para todo x € Xy. Entao existe
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uma unica aplicagdao linear continua f* : D'(Xs) — D'(X4) tal que f*u =uo f
quando u € C°(Xy). f* aplica D'*(X,) em D'*(X1) para todo k. f*u chama-se

o pullback de u por f.
DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.134. ]

OBSERVACGAO 1.8.3 Como conseqiiéncia da unicidade temos que: se X; C R",
j = 1,2 sdo conjuntos abertos, e f : X1 — Xy uma aplicagio C* tal que

f'(x) € sobrejetiva para todo v € X;. Se uw € D'(X3) e ¢ € C°(X;) entdo

(fru)(@) = (u@1)(®), ®(y) =o(f ()l det (f ) (). (1.8.1)

EXEMPLO 1.8.4 Se Myx =tx, v € R", t > 0, entao

¢(%)
tTL

(M{u)(¢) = us(—7),

em que u, representa u atuando em x.

De fato, pela observacao acima, se ¢ € C'° temos

X

(Mfu) (@) = (up @ 1)($(Myz)| det Mi]) = t7"ua(6(3))-

Se u é homogénea de grau a em R"\{0} entao

logo (M{u)(¢) = t*u(¢), que é a defini¢ao usual de homogeneidade de grau a.
Seja A uma forma real quadratica nao singular em R", assim % # 0

quando z # 0. Podemos escrever

Az) = Z kT Tp

com aj = aij, € introduzir o operador diferencial

B(0) =) b0k

em que (bj;) é o inverso de (aji).
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TEOREMA 1.8.5 Seja A uma forma real quadrdtica nao singular em R™
definida positiva (negativa) num plano ny (n_) dimensional com ny +n_ = n.

Se ¢, € a drea da esfera unitaria em R™ e n > 2, entao

B(9)(A +i0)3" = (2 — n)en| det A| 3734, (1.8.2)
B@) Ay = +4n"T sin(T2%)]| det A| 44k, (1.8.3)
DEMONSTRAGAO Ver [H2] pg.138. ]

1.9 Convexidade

Nesta secao alguns fatos sobre conjuntos convexos.

DEFINICAO 1.9.1 Se E é um conjunto compacto de R™ denota-se por ec(E)
a envoltoria convexa de E, isto €, a intersec¢ao de todos os conjuntos converos
fechados contendo E. Ou mais geralmente, dado E C R" qualquer, ec(E) € o

menor subconjunto convezxo fechado, com a ordem da inclusdo, contendo E.

Afirmagao: Sejam FE um conjunto compacto de um espaco linear e
A={dTT 0 Nwgs mp € B, A\ >0, 3770 A = 1}. Entdo ec(E) = A.
DEMONSTRAGAO (a) ec(E) C A.

Note que £ C A, pois F 3 x = Z;io Ajzj, com = x; e A\j = 0 para todo
Jj#ie X =1. Além disso é facil de ver que A é convexo. Logo ec(E) C A por
minimalidade.

(b) A C ec(E).

Prova por inducao em m. Se m=1 entao

A={dozo+Mz1; 0< A, A\ <1, Mg+ =1, 29,21 € E} =
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= {)\01’0 + (]_ — /\0)1’1; 0 S )\0 S 1, Zo,T1 € E} C GC(E).

Suponha verdade para m — 1. Seja y € A entao y = \gxg + + - - + Ay, cOM
Yo =1,0< )\ <leux; € E paratodo j=0,---,m. Se A\, = 1, entdo

y=x+m € E Cec(F). Suponha 0 < \,, < 1 e considere

YN — 1, daf <1, j=

A . —1
Note que 0 < = j:O,~~~,m—1eZTzo T—Am I-Am

ESW
0,---,m—1. Logo M € A, correspondente a xg,- - ,x,,_1, € pela hipdtese de
inducao M € ec(F). Além disso, z,, € ec(F). Da convexidade de ec(FE) segue

que o segmento unindo x,, a M esta contido na envoltéria. Falta mostrar que

y pertence a este segmento. Mas,
y= (1= X)) M+ Ay,
que, por sua vez, pertence a este segmento. Portanto y € ec(F). [

TEOREMA 1.9.2 (Teorema de Carathéodory) Seja E um subconjunto de
um espaco linear n—dimensional. Todo ponto da envoltoria convexa de E pode

ser escrito como uma combinac¢ao linear convexa de no mdximo n + 1 pontos

de E.

DEMONSTRACAO Seja y € ec(E). Entao y = ijoejxj com §; > 0,
Z?:o 0, = 1, z; € E. Suponhamos que k seja minimo, entao §; > 0,
j=0,1,--- k. O conjuntos de vetores y; = z; —y, j =0, ...,k é linearmente
dependente, pois E?:o 0;y; = 0. Se k > n, entdo {y1,...,yx} € um conjunto
com mais que n vetores num espago n—dimensional, logo também ¢é linear-
mente dependente. Suponhamos que Zle a,;y; = 0, em que Z?Zl la;| # 0.

Definindo oy = 0, temos para todo A, Z?:o(ej + Aoyj)y; = 0. Escolhamos A tal

que |A| seja o menor possivel, de modo que um dos coeficientes 6; + Aa; seja
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nao nulo. Os demais coeficientes sao nao-negativos, e nem todos sao nulos, pois
: k
0o + Aag = by # 0. Mas com este A, um termo sai da soma > 5, (0; + Aa;)y;.

Substituindo y; por z; — y, temos

k k

YY) (0 + Aay) = > (0; + Aay)z;.

=0 =0

Dividindo por Z?ZO(QJ- + Aa;) obtemos

o0 + Aoz,
Z?:o(ej + Aoyy)

Como um dos termos 0; + Aa; € nulo esta expressao de y contradiz a minima-

y:

lidade de k. Portanto k£ < n. [

COROLARIO 1.9.3 A envoltdria convexa de um conjunto compacto num es-

paco n— dimensional € compacto.

DEMONSTRAGAO Seja £ CC R" e seja {v,} uma seqiiencia de pontos em

ec(FE). Pelo Teorema 1.9.2 cada vy pode ser escrito na forma

n
E k .k
Jj=0

em que (9? >0, Z?:o 9}“ =1le :Ef € E. Pela compacidade de E e do conjunto

{(65,-..,05); 05 >0, 377 0% = 1} existe uma seqiiencia {£;} tal que os limites

. ki _ g . ko
lim 0" =0, e hmxj =z

I—oo 7 I—00
existem para j =0,...,n, com §; >0, Y 6, =1, z; € E. Assim a seqiiencia
{vn} tem uma subseqiiéncia, {v,;} a qual converge para um ponto de ec(E),
mostrando que ec(F) é compacto. ]

Com a prova deste Corolario concluimos que

GC(E) = {Z )\JQZJ,O < )\j,Z)\j = 1,Q3j S E}
j=0 J=0
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Se y & ec(F), podemos separar y de ec(E) por um hiperplano x - = ¢
tal que x - & < ¢ se x € ec(E) mas y - £ > c. De fato, seja 6 = d(y, ec(E)) > 0,
y € ec(E), existe xy € ec(E) tal que d = d(y, zp). Tome £ = y—x e ¢ = xo-E+e,

€ < 6. Portanto {x € R";x - £ = ¢} ¢é o hiperplano. Com efeito,
y-f=§+x0-£: ||€||2+ZL‘Q-€:52+ZL‘Q'€>C

Se x € ec(E) queremos mostrar que z-§ < ¢, mas isto é equivalente a mostrar-
mos que (z—xg)- (y—x¢) < €. Suponha que existe x; € ec(F) tal que (z1—1x0)-
(y —x0) > 0, tome 0 <t < 1 e agora considere xy + t(x; — o) € ec(F), para
t suficientemente pequeno obtemos que ||z + t(z1 — o) — y||> < ||lzo — ¥l o

que contradiz § = d(y, xg). Portanto x - £ < ¢ para todo = € ec(E).

DEFINICAO 1.9.4 Dado E C R™ um subconjunto compacto. A funcdo

Hg(§) =supz-& EeR” (1.9.1)

zelR

¢ chamada func¢ao suporte de E.

LEMA 1.9.5

supr-&= sup x-& £€R™ (1.9.2)
el z€ec(F)

DEMONSTRAGAO Seja

y-&= sup z-& y€ ec(k)

z€ ec(E)
entao
y:Z/\jl'j, /\j > 0, Z/\] = 1, € € k.
Assim

yrE=D Aty £ S s D Njr £ sup o d

ze E
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A outra desigualdade segue do fato que E C ec(E). n
Vimos que se y € ec(E) entao y - £ > Hg(§) para algum &, assim ec(E)

¢ o conjunto de todos x € R" tal que
v < Hp(¢), €eRM (1.9.3)
Com Hpg é o supremo de funcoes lineares temos

Hp(E+n) < Hg(&) + Hp(n) e Hp(t§) = tHg(€), t >0, £&,n e R™ (1.9.4)

1.10 Teoremas

Nesta se¢ao enunciaremos alguns teoremas os quais faremos referéncia

nos capitulos seguintes.

TEOREMA 1.10.1 (Phragmén -Lindelsf) Sejam Q = {z +1iy; a < x < b},
Q= {r+iy;a <z <b}. Se feCQNAN) tal que |f(2)| < B, ¥z € Q
e para algum B < oo fizo. Se M(x) = sup{||f(z +iy)||; —o0 <y < o0},a <

r < b entdo temos
M(z)"™ < M(a)’"M(b)*™, a <z <b.
Referéncia [R2] pg.273.

TEOREMA 1.10.2 (Hahn -Banach) Sejam V um espaco localmente conve-
zo, M um subespaco de V e xq € X. Entdo v € M, se e somente se, ndo

existe um funcional linear limitado f em M tal que f(x) = 0 para todo x € M,

mas f(zo) # 0.

Referéncia [R1] pg.59.
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TEOREMA 1.10.3 (Convergéncia Dominada) Sejam p uma medida posi-
tiva em um espago mensurdvel X arbitrdrio e {f,} uma seqiiéncia de fungoes

complexas mensurdveis em X tal que

f(:(]) = lim fn(x)

n—oo

existe para todo x € X. Se existe uma funcio g € L*(p) tal que
[fu(@) < g(x), n=1,2.; zv€X,

entao f € L'(u),

lim [ |fu— fldu =0
n—oo X

i [ fudn = [ fi.
e JXx X
Referéncia [R2] pg.27.

TEOREMA 1.10.4 (i) Seja F(z,y) € C%(X,L*(Y)) com X CR" eY C R™,
abertos. Se para todo xg € X existem U, vizinhanga de xg em X e g5, € L*(Y)

tal que

sup |F(z,y)| < |Gao (y)]

Z‘EUwO
entio f(x) = [ F(x,y)dy € continua.

(ii) Se O°F, |a| < k satisfaz as hipdteses de (i) entio f € C*.
DEMONSTRACAO (i) Seja X 3z, — t € X logo
f(@a) —/F(xmy)dy

e pelo Teorema da Convergéncia Dominada f(z,) — f(z).

(i) Basta iterar (i), isto é, aplicar (i) para as derivadas de f. ]
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TEOREMA 1.10.5 Sejam K CC p*, X uma vizinhanca aberta de K e j, k
inteiros nao negativos. Se u € C¥(K), g€ C* e Img >0 em X, entdo
wj+k|/ Y(Img(z)) e @ dz| < ¢ Z sup |D%ul(|g')* + Img)l%‘*k, w $1010.1)
|lal<k
Aqui ¢ € limitado quando g estd num conjunto limitado em C**1(X). Quando
g assume valores reais a estimativa (1.10.1) reduz-se para
k iwg(z) o /||| —2k
w ]/u(x)e dr| <c¢ Z sup | D%ul|g’| w > 0. (1.10.2)
la|<k

Referéncia [H2] pg.216.

DEFINIGCAO 1.10.6 Suponhamos que T seja uma topologia em um espaco ve-
torial X sobre R™ (ou C) tal que

(a) cada subconjunto unitdrio de X € fechado;

(b) as operagoes de espago vetorial sao continuas.

Sob estas condigcoes X é denominado FEspaco Vetorial Topoldgico.

Dizemos que um espacgo vetorial topologico X é um F-espago se a topologia T
de X € induzida por uma métrica d invariante, isto €, d(x +z,y+z) = d(z,y)
para x,y,z € X, tal que (X, 1) seja completo. Dizemos que X é um Espacgo
de Fréchet se X for um F-espago que possui uma base local convera (nestas

condigoes diz-se que o espago vetorial topoldgico € localmente convezo).

TEOREMA 1.10.7 (Teorema do Grafico Fechado) Suponha:
(a) X eY F-espagos;

(b) A: X =Y linear;

(¢) G={(z,Ax); © € X} € fechado em X X Y.

Entao A € continua.

Referéncia [R1] pg.51.



Capitulo 2

A Transformada de Fourier

2.1 Introducao

Neste capitulo definiremos a transformada de Fourier de funcoes L' e
esta definicao sera estendida para toda u € &', o espaco de distribuicoes tem-
peradas, o qual é o menor subespaco de D’ contendo L' que é invariante sob a
diferenciacao e multiplicagao por polinomios. Tecnicamente é preferivel definir
S’ como o espaco dual de S das funcoes teste rapidamente decrescentes. Apds
provar a Formula da transformada de Fourier inversa e propriedades basicas de
calculo nas segoes 2.2 e 2.3 estudaremos a transformada de Fourier de funcoes
L?, de distribuicoes de suporte compacto e de distribuicoes homogéneas. Como
aplicacao discutiremos solugoes fundamentais de equacoes elipticas. Na secao
2.4 falaremos sobre a transformada de Fourier-Laplace de distribuigoes com su-
porte compacto, demonstraremos o teorema de Paley-Wiener-Schwartz e a sua
versao para suporte singular e daremos algumas aplicacoes destes teoremas pa-
ra garantia de existéncia de soluc¢ao fundamental para operadores diferenciais

com coeficientes constantes arbitrarios.
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2.2 A Transformada de Fourier em S(R")

DEFINICAO 2.2.1 A transformada de Fourier de uma funcdao f € L'(R") é

definida por

Fl&) = / e~ f(z)dr. (2.2.1)

NotAacgAo: f = F(f).

LEMa 2.2.2 Se f € L'(R") entao fe L>®(R™) N CO%(R™) e vale

1Flloe < 1 £ (2.2.2)

DEMONSTRACAO. De fato, para todo £ € R” vale

Fen< [l swids = 11

Isso mostra que f € L=(R") e (2.2.2). Fixe £ € R" e tome uma seqiiéncia {§}
convergindo para & arbitraria. Da continuidade da funcao exponencial segue
que e f(z) — e f(z). Além disso, [e~% f(z)] = |f(x)| e f € L}(R")

Pelo teorema da convergéncia dominada,

/ e f(2)dr — / e f(z)d,

ou seja, f(&) — f(f), o que demonstra a continuidade de J? n

DEFINIGCAO 2.2.3 Denotamos com S = S(R™) o subespago de C™ das fungies

¢ tais que
sup |2°0%¢(z)| < oo, (2.2.3)

para todo o, 8 € N*. § é denominado o espago de Schwartz das fungoes C™>

de decrescimento rapido.
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OBSERVAGAO 2.2.4 Dizemos que uma seqiéncia ¢; € S converge a zero em S,

se para todo v, B € N", 2*DP¢;(x) — 0 uniformemente.

AFIRMAGOES: (1) C2° C S densamente;
(2)Se ¢, € CF e p; — 0 em C°, entao ¢; — 0 em S.
DEMONSTRAGAO. (1) Seja ¢ € C®(R") entdao como S(D%¢) C S(¢) temos
que sup, |22DP¢| < oo,Va,3 € N*. Dado ¢ € C%, tome ¢ € C> tal que
0<¢p<1le¢p(xr)=1quando |z| < 1. Para cada ¢, defina ¢.(z) = p(z)p(ex).
Note que ¢, € C° e . — ¢ em S. De fato, fixado «, [ multi-indices, temos
que

|2° D7 (pe(2) — p(2))| = |2° D7 [p(x)(¢(ex) — 1)]|.

Se =0 temos

|2 (d(ex) = )] < calz[¥o(2)]|¢(ex) — 1] = 0
se |z| < et assim *(p (z) — ¢(x) — 0 uniformemente quando € — 0.
Se 8 # 0 entao

|2 D7 p()(d(er) = V]| < epalal™ D DVp(x)D¥(g(ex) — 1) := ()

Y+Y<8

se ¥ = 0 recaimos no primeiro caso, se ¥ # 0 temos

(&) < Cape—0

quando € — 0. Portanto . — ¢ em S.
(2) Seja C° 5 ¢, — 0 em C°, entdo existe um compacto K tal que S(¢,) C

K,¥n e DP¢, — 0,V € N" uniformemente, logo sup.|z*D?¢,| — 0. n

PROPOSICAO 2.2.5 A transformada de Fourier é um operador continuo de
S em S e valem as formulas

(1) Dp(€) = £°3(¢)

(2) F(z%p(x))(€) = (—=1)*1D*B(¢)
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DEMONSTRACAO. Primeiramente, provemos a férmula (1). Integrando por

partes |a| vezes temos

/e‘ix'gDaga(x)dx = /ﬁae_m'ggp(x)dx.

De fato,

M—o0

T
~ im / / {emfm%(@ M,
M—o0 M M

M
_/ Dj(e_”f)Da_ejgo(:L')dxj} dxy - - - dl’j . dﬁn},
—-M

/e‘”'gDo‘go(x)dx = lim/ e DY (x)dx
_MM]TL

sendo que o primeiro termo na segunda igualdade é zero, pois ¢ e todas as

suas derivadas se anulam no infinito. Logo,

/e—ix{Da(p(x)dx = — /(—fj)e_m{Da_eng(CE)dﬂf.

Integrando por partes sucessivamente obtemos a afirmacao. Derivando sob o

sinal de integracao ®(§) obtemos

DG(¢) = / e () p(x)de.

Mostrando a validade de (2). Como S(R™) C L!'(R"), usando a férmula (2)
juntamente com o Lema 2.2.2 temos que ¢ € C*°(R"). Combinando as férmulas

(1) e (2) temos que

£ D°3(6) = € (-1 IF " p(2))(€) = (-DVF[D(a"0(2))](€),

o que implica que

D) = | [ e Dillptadsl < [ D2l
/ (”’&\Da[ p@llds

+ ’Q?‘ )n+1
< Csup(L+ o) D[ 0 ()]| < oo, (2.2.5)
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o que mostra que € S(R™). O que provamos até agora foi que F : S(R") —
S(R™). Mostremos que F é um operador continuo. Seja ¢; — 0 em S(R™). Da
desigualdade (2.2.5) segue que |£*D¥ @- (€)] — 0 uniformemente, o que mostra

que F(¢;) — 0 em S(R™). ]

COROLARIO 2.2.6 (Lema de Riemann-Lebesgue) Se f estd em L'(R") entdo

f(€) = 0, quando |¢] — co.

Prova. Se fy(z) = f(x) para |z|] < N e fy(z) = 0 para |z| > N, é claro
que fy — f em L' quando N — oo. Pelo teorema 1.4.2 aplicado a fu,
vemos que existe uma seqiiéncia ¢, € CP(R™) de modo que ¢, — fy em
L'(R™) e conseqiientemente én — fx uniformemente por (2.2.2). Como ¢, €
S(R™), bn €S (R™) pelo teorema anterior, logo todas as b,’s tendem a zero
quando |£] — oo e, sendo a convergéncia uniforme, o0 mesmo acontece com fN.
Novamente por (2.2.2), vemos que fN — f uniformemente, portanto temos o

desejado. |

—x2/2

EXEMPLO 2.2.7 Seja a funcao ¢(z) =e ,x € R. Temos que:

W' () +ap(z) =0 e P(0) = 1.

Como ¢y € S, aplicando F a equagao acima obteremos

O—fW%@+xM@WQ—%@@—i%%@—ﬂ@@%ﬁ%@@L

donde @(f) satisfaz a mesma equagdo que Y(x). Logo,

Mas como

([ e aat = ([ e o) [ ) = [0 vy
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Fazendo a mudanc¢a de coordenadas polares
x=rcosh, y=rsenf ,0<r<oo, 0<6<2n,

obtemos [ e*'/?dx = +/27w. Portanto, V(€)= V22 Para caleular a

. 2
transformada de Fourier de 1(x) = e~17I"/2 em R", escrevemos

P(&) = /@—i$-§¢(m)d$ = (/ e M8 e 2 g ) (/ e~ nén e 2y ).
Portanto, 12(5) = (Qﬂ)n/Qe—IE\Q/Q.

LEMA 228 SeT : S — S € uma aplicacdo linear tal que
(a) TD;¢ = D;T¢
(b) T.I'jgb = ZEjTgb, j:],,@,...,n, gb S S,

entao T'¢ = co para alguma constante c.

DEMONSTRACAO Afirmagao: Se ¢ € S e ¢(y) = 0 entdo podemos escrever

em que ¢; € S.

De fato, tome

i) = [ Gyt — )

L
Note que ¢(x) = Y 7, ¢;(x)(2; — y;). Se © # y tome

¢;(x) = ¢(a)——3.
Seja ¢ € C° tal que ¢ = 1 numa vizinhanca da origem. Agora considere
j(x) = oz — y)dj + (1 — p(z — y))¢]

Note que

LOEDINC
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e além disso ¢; € S, pois ¢; se comporta como gbjl numa vizinhanga da origem

¢; e quando  — 0o como qﬁ?. Logo temos que

n

To(x) = (x; —y;)To;(x)

j=1
Se x = y entao T'¢(y) = 0, como conseqiiéncia disso temos que se ¢(y) = 0

entdo T'¢(y) = 0. Fixe zq. Seja 1, € C° com ¢ (zg) # 0, considere

() = P(wo)(x) — d(w0)thn ().

Como ¥ (zo) = 0 entdo T¢(z) = 0. Mas por outro lado,

Ty(x) = 1(z0)TP(x) — d(20)T91 (),

logo
T?/h(iﬁo)
(0 (l’o)

Como zy é arbitrario temos que T'¢(z) = c(z)p(x) em que c¢(x) independe

To(xo) =

¢(o).

de ¢. Dado x tome ¢ tal que ¢(x) # 0 dai temos que ¢ € C'°. Por hipdtese
D;T¢—TD;¢p =0. Mas D;T¢ = (D;c)p+cD;jp e TD;p = cD;j¢ logo (Djc)p =

0, para ¢ € S, assim ¢ deve ser constante. |

TEOREMA 2.2.9 A transformada de Fourier F : ¢ 5 € um isomorfismo

de S com inversa dada pela formula

oa) = 2m) [ e=<Glepde. ves. (2.2.6)

DEMONSTRACAO. Pelo Lema 2.2.5 F?2 = FoF : S — S e anticomuta com
D; e x;. Com a notagao R¢(z) = ¢(—=x), aplicando o Lema 2.2.8 a T = RF?,

concluimos que RF? = c. Para determinar ¢ tomemos ¢(z) = e~ 2 € S,
|

pelo exemplo 2.2.7 sabemos que 5(5) = (2m)e2® 7 = c1¢(€), assim F2¢p =

F(F¢) = F(er¢) = 3¢ donde ¢ = 2 = (27)". Logo

(20)"6(x) = R(F(Fo(x))) = R( / e €3(6)de) = / o €3(¢)de.
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Portanto,

~

o(z) = (2m)" / ¢ $3(€)de = (2m) ",

TEOREMA 2.2.10 Se ¢, € S, entdo:
(1) [ @uda = [ pida,

2) [ opdr = (2m)™ [ Fods,

(3) %1 = 9,

(4) (0) = @m) "3 % 0.

DEMONSTRACAO. Por Fubini, temos que

[ewi@ir = [w@l [ ot

= [ewl[ ey = [ ewiw
donde segue (1). Para provar (2), consideremos a fun¢ao x = (2#)_”;&\. Logo,
W) = [ xtopde = m) " [ e

Assim, pela férmula inversa de Fourier

R =) [ B = v(e).
Usando (1) obtemos que,

/ oda = / oxdr = / Gxde = (2m)" / Fide.

A férmula (3) pode ser obtida por Fubini, assim
prY(e) = /6‘”'5[/ p(x —y)v(y)dylde

= /1/1 / “o(x — y)dady
- /wy/“xy o()daldy

_ / e EP(y)dyB(E) = B(E)D(E).
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Finalmente, para obter (4) tomamos a transformada de Fourier de @ e Px).

De fato, temos que

pote) = [ GUQdE = [ NG = (2mp(—a)i(a).

Por outro lado, por (3) temos que

o~
-~

5+ 9(x) = Bla)d(x).

Mas
bz) = / e (E)dE = / DED(E)dE = (2m)" ().

Logo,

—

B h(x) = (2m) () (2m)"p(—1).

Tomando a transformada inversa de Fourier

P(€) = F(2m) (=) (2m)"p(—2)|(€) = (2m) "B * Y(E).

2.3 A Transformada de Fourier em S'(R")

DEFINICAO 2.3.1 Um funcional linear e continuo em S(R™) € dito uma dis-
tribui¢ao temperada. O espago das distribuicoes temperadas (dual de S(R™))

se denota por S'(R™).

OBSERVACAO 2.3.2 Podemos identificar 8" com um subespac¢o de D', isto ¢,

temos um isomorfismo A : 8" — D' entre S" e um subespaco de D', dado por

Au = u |ce . De fato, se Auy = Aug, entao uy |co= U |co . Mas como
Cs ) ) Cs Cs

C> C S densamente, u; = us.
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TEOREMA 2.3.3 Seja u um funcional linear em S. As sequintes condicoes

sao equivalentes:
(a) ue s
(b) existem constantes C' >0 e m € N tais que

[(u,0)] <C > sup{(1+|z)"|D"g|}, V€S

la|<m
DEMONSTRACAO A demonstracao é andloga a do Teorema 1.4.9. |
LEMA 234 (i) &' C S
(i) LP(R™) C s
(i) S C 8’ densamente.

DEMONSTRACAO (i) E 6bvia.

(i) Faz-se esta identificagao, definindo

(Ty, ) = /f x)dx; p €S.

De fato, dada ¢ € S C LY, entao pela desigualdade de Holder

(Tr, o) < [1F@le@)ld <[l £l ¢ g
T n+1
=[| £ Il (f S loo()|7da) e
n+1
<C f llpsup(1+ [2) " |o()].

Pelo Teorema anterior f € S'.

(iii) Demonstracao andloga a prova do Lema 1.5.7. m

EXEMPLO 2.3.5 Dizemos que uma fungio f € Lj,.(R"™) cresce lentamente no
infinito quando existem constantes A, B,C tais que |f(x)| < Al + |z*)P
quando |z| > C. O item (iv) implica que as fungoes que crescem lenta-

mente no infinito pertencem a S'.  Em particular, as func¢des polinomiais
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pertencem a 8’ e [P C §', 1 < p < co. Com efeito, se f € L}, tal que

|f(z)] < A1+ |z|*)B; |z| > R, entdo f € S'. De fato, dado ¢ € S temos que

) < - +
ol < fisel=[ el [ sl
< sup o) [ |flds

lz|[<R lz|<R
1
2\(B+n+1)/2
+Asgp\(1+ |z|%) ¢(x)|/(1+ |x|2)(n+1)/2dx

< Csup{(1 + [2[}) B2 |g(2)|}.

Portanto f € 8 por (iv).

O objetivo agora é estender a transformada de Fourier para S§’. Dada
uma funcao ¢ € S, esta define uma distribuigao temperada T, : S — C dada
por

(Tot) = [ elapta)da: Vi e s,
Logo,
@)= [pv=[o0= 0.0
Neste caso podemos, por dualidade, estender F a um operador linear e continuo

F:8 — 8. Com efeito, definamos

(Fu,¢) = (u,0); ue S, ¢ €8.

1) Fu € 8. De fato, é claro que Fu é linear. Quanto a continuidade, dada
uma seqiiéncia ¢; — 0 em S, entao <.7-"u, o) = (u, (EJ> — 0, pois &5} —0em S
devido a continuidade da transformada de Fourier.

2) Se u € S, segue que

Fuo)=(u.d) = [ud= [ 70 @0
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0 que mostra que Fu=1 para todo u € S.

3) Quanto a continuidade de F: 8 — & Dado uma seqiiencia S’ > u; — 0
em &', entao <J’Euj, o) = (uj, gg) — 0, pois gg € S. Isto mostra que J’Euj — 0 em
S’

4)Quanto a unicidade da extensao, esta segue de S C S’ densamente. De fato,
suponhamos que Fi,F» : 8’ — &' sdo extensdes lineares e continuas de F.

Dado u € &', existe uma seqiiéncia S 3 p; — v em S’. Assim,
Fou — ]:—2%' = }:1%' - flua
pela unicidade do limite F; = Fo.

DEFINICAO 2.3.6 Se u € S, a transformada de Fourier, u, de u é definida
por

~

(u,9) = (u,¢), Vo € 5.

OBSERVAGOES 2.3.7 (i) Se f, — f em LP(R™) entdo f, — [ em S'(R™);
(ii) Se u, — u em E'(R™) entdo u, — u em S'(R");
(iii) Se u, — u em S'(R"™) entdo u, — u em D'(R"™);

(iv) Se w € S entao u € S'.

OBSERVACAO 2.3.8 Se f, g € LY(R™) entdo ffgdx = [ fgdz.

De fato, note que f,g € L'(R") = J?,/g\ € L*(R"), pela observagao 2.2.2, de
modo que as integrais acima sao finitas. A idéia é aproximar f e g por funcoes
de S e usar o fato de que a igualdade acima vale para fungoes de S. Como C2°

é denso em LP, Lema 1.4.3, tome uma seqiiéncia {¢;} em S tal que ¢; — f

em L'(R"). Entao, para toda 1 € S vale

@) = | Gwde = / osdz = (03, B) — (D) = / fidr,
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tendo sido usados o Teorema 2.2.10 e a observagao 2.3.7. Assim
@0) — [ fids

Por outro lado, novamente pela observacao 2.3.7 e pela continuidade da trans-

formada de Fourier em S’ resulta que
@0) = (F.0) = [ Fos

sendo a tltima igualdade valida pois f € L>*(R™). A unicidade do limite
implica entao, que

‘/ﬁmx:/j&mwwes (2.3.1)

Tomemos agora uma seqiiéncia {¢;} em S tal que ¢; — g em L'(R™). Da

desigualdade de Holder e do fato de que ]?G L*>®(R™) segue que

[ Fusie — [ Foda

e, de (2.3.1)
/fz/ﬂ;d:cﬁ/fgda:. (2.3.2)
Mas
[ fsda = [ fgde| < [1f10;—glds < | fllilld; — gll
< £l — gl

Entao [ f@dm — [ fgdz que, juntamente com (2.3.2), implicam em

/mmz/ﬁm

LeEmaA 239 Se f € LY (R"), a transformada de Fourier de f como fungao

coincide com a sua transformada como distribuicao temperada.
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DEMONSTRAGAO Se f € L'Y(R"), ji4 provamos que f € L>®(R™) e, portanto,
f define uma distribuicao temperada. A observacao acima afirma que tal
distribuigao temperada coincide com F(f), sendo F a transformada de Fourier

em S’. Devemos entao provar que

(f, ) = (F(f), ), Ves

Tome uma seqiiéncia {p,} em S tal que ¢; — f em L'(R™). Entdao, para toda

Y € S vale

Foo) = [ Fodo= [ gt

= (F(), ).

J& vimos que a inversa da transformada de Fourier em § é dada por

Freela)

FHp)(x) =
Para definirmos F~! em S’ por analogia, definimos entao a forma linear
v: § — C
o = (u,P).
A verificacao de que @ é continuo nao é dificil de ser feita, e sera omitida.
Também nao é dificil verificar que o operador linear
v: § — &
U = U
¢é continuo. Se u € &', definimos multiplicacao de v por um polinémio p como

a distribuigao pu dada por (pu,v) = (u,py),V» € S. O fato de que pu é uma
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distribuicao segue do fato de que u é uma distribuicao e que p é uma funcao
de classe C'*°. Mas é possivel mostrar pu é uma distribuicao temperada. Com

essa definicao, prova-se sem maiores dificuldades as férmulas
Dowu=¢%1 e zou=(—1)Dy,
pois elas sao vélidas em S.

TEOREMA 2.3.10 A transformada de Fourier F : 8" — &' € um isomorfis-

mo e a féormula de inversao de Fourier u = (2m)"u € vdlida para uw € S'.

DEMONSTRACAO. Do Teorema (2.2.9) temos que

o~
~ ~

¢ = (2m)"9,

em que ¢(z) = p(—x).

Se u € 8’ obtemos

(6) = () = u(d) = 2m)"u(d) = (2m)"i(0)

TEOREMA 2.3.11 (Teorema de Plancherel) Se f € L*(R") entdo f estd

em L2(R") e |[fll2 = Gy I fll2-

DEMONSTRAGAO. Tome uma seqiiéncia {¢;} em S tal que ¢; — f em L*(R").

Como p; € S C L*(R") vale

H@—@m=|m_wmz/wrwm%—wmv

B (271r)n /(%' — 1) (p; — er)dz = |lo; — x5

Isso implica que {®;} ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em L*(R") logo, trata-se

de uma seqiiéncia convergente, cujo limite denotaremos por g. Provaremos
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que g = f Fixe ¢y € § arbitraria. Nas igualdades abaixo, esta sendo usada a

observagao (2.3.7).

~ ~ ~

<f,?/f> = <f> %0) = lim<¢jaw>
= lim(ip;,¢) = (g, ¥)

Isso prova que g = fem S'. Mas g € L*(R"), portanto, fE L*(R™). ]
Na ultima frase da demonstracao do teorema anterior, esta sendo feito
um abuso de linguagem, pois estamos identificando L?(R™) com um subespaco

de §’. Mais geralmente, temos:

LEMA 2.3.12 Se f € LP e 1 < p < 0o podemos escrever f como a soma de uma

2

fungao em L* e uma em L', assim sua transformada de Fourier estd em L},

pelo Lema 2.2.2 e pelo Teorema 2.3.11.

DEMONSTRAGAO Se f € (L? U L') entdo a decomposi¢ao é f + 0 ou 0 + f,

respectivamente. Se f € LP,1 < p < 0co. Seja

L=A{zeR"[f(z)] <1},

note que a medida de L¢ é finita, de fato suponha m(L¢) = oo, como
([re lf(@)Pd2)r > ([, 1dx)r = (m(L°))7, entdao || f ||, = oo o que é um
absurdo. E facil ver que x.f € L? e xrof € L*, logo f = xr.f + X1 /- u

TEOREMA 2.3.13 (Riesz-Thorin) Se T € uma aplicagdo linear de LP* (N LP?
em L9 N L tal que

1T fllrs < Mj|[ fllpes, J=1,2 (2.3.3)
e se % =14 %, % =14 %, para algum t € (0,1), entao

p1 q1

ITfllg < M M| £l f € L7 0 L2, (2.3.4)
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DEMONSTRACAO Se p = 00 entdo p; = ps = 00 e neste caso (2.3.4) segue
da desigualdade de Hélder. Assim podemos supor que p < oo e que p # p;,
i = 1,2 logo p, ps < co. Primeiramente notemos que as seguintes afirmagcoes
sao equivalentes:

O NTfllps < Mllfllzes, 5 =1,2

(i) (Tf, g)l < Myl fl,,llglly, » com 2+ 5 = 1.

De fato, se (i) é verdadeiro por Holder temos

(TS, g) = I/ngd$| < /IngldI‘ < T fllo;llglles < Ml fllp; gl
Se (ii) ¢é vélido, tome

ILVICAN
9le) = @), TF) A0,

glx) =0, Tf(x)=0.

Note que g € L%,

95

ITFIE < Millfllp, gl = Myl Fllp, T £l -

Logo [|T fllg, < M| f1lp,-

Se 0 < F,G € L' e |F||, = |G|, = 1 entao o valor absoluto de

1—2

)M M;

1—=2

0(z) = (T(foFmt ), goGn

¢ < 1se Rez = 0 ou Rez = 1, sendo |fy| < 1,|go| < 1. De fato, se Rez =0
temos

1—iy iy 1—iy

iy R . .
B(2)| = (T(foFn 7 ), goG % )||M;™|[M ™| <
i 1—iy iy 41—y

< My || foFn 7 gqull+ % Myt <

p2 qé

1 1
< |Foe|| o] =1

b2 /
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a primeira desigualdade segue da afirmacao feita no inicio desta demonstracao.
Analogamente obtemos que |®(z)| < 1 se Rez = 1. Se tomarmos F, G fungoes
simples obtemos que # é analitica e limitada quando 0 < Rez < 1. Pelo
Teorema de Phragmén-Lindel6f 1.10.1, temos que [0(z)| < 1,Vz;0 < Rez < 1,
assim

1
(T (foF7), goG7)| < MIME™,

% + & = 1. Isto prova (2.3.4) para um subconjunto denso de LP' () LP2. Por
hipétese ambos os lados sdo continuos em LP' () LP> o que completa a prova.

TEOREMA 2.3.14 (Hausdorff-Young) Se 1 < p < 2, entdo f € LI(R"),

sendo q o expoente conjugado de p, e

1Fllze < 27) %)\ £l

DEMONSTRAGAO No caso p = 2, vale a igualdade, conforme provamos no
teorema (2.3.11).
Sep=1F€L*e|flx< I/l
Se 1 < p < 2 como a transformada de Fourier é uma aplicacao continua
considere no Teorema 2.3.13 p; = 1,ps = 2,q1 = 00,q0 = 2, My = 1, M5 =
(27) 2, logo

1F 1l < 7)1 f ]

emque%—i—%:l. |

TEOREMA 2.3.15 A transformada de Fourier de uma distribuicao u € £'(R™)

¢ a func¢ao

u) = (u,e ™), ¢ cR" (2.3.5)
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Pelo Teorema 1.4.27 a fungao u(§) estd bem definida para todo & € R". Além

disso, podemos estendé-la para todo ¢ € C™.

DEMONSTRACAO Sejam ¢, ¢, tal que 0 < ¢ € CX(R™), [ =1¢€ ¢ (x) =
e "d(e1x), e escrevamos u, = u * ¢, como u € &'(R™) entao u, — u em &' e
em particular v, — u em S’. Assim @ = lim._, %,.. Como u, € L' temos pelo

Lema 2.3.9 que

(&) = (ww b, 7™ 6) = (u, oxe™ ) = Ge€)(u, ™™ ).

Fazendo € — 0 segue que (g(e,f) — 1 em C*®(R), daf @ (£) — (u, e”™ ¢) em
C*, em particular U, — (u, ¢ ¢) em &’. Pela unicidade do limite obtemos
(2.3.5).

Para provarmos que u ¢ inteira, faremos uso do seguinte Lema:

LEMA 2.3.16 (a) Para todo multi-indice o e j € N, vale

. . (_Z’xé)j;'a‘ « .
oG0P ) G =
g 0, j <lal,

sendo x € R" £ € C".
(b) Seu € E'(R™) e & € C" entao & — (u,(—ix€)’) é um polinémio na
varidvel £, de grau j.
(c) Seu € D'(R") e v, € C(R™) entao (u* @,v) = (u,@ x1p). Vale o
mesmo resultado se u € E'(R™), o € CX(R™) e p € C°(R").
DEMONSTRAGAO A prova de (a) é simples. Para (b), observe inicialmente que,

separando & em sua parte real e imaginaria, basta considerarmos o caso em

que &£ € R™. Note que

(—izg)’ (Zﬂﬁk) = (—1) Z| [(21€1)" (2262) " . (20 &) "],

|al=j
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sendo a tultima igualdade conhecida como teorema multinomial, e pode ser
encontrada nos livros de andalise combinatéria. Segue que
N i J!
(u, (—izg)) = (=i)’ D, 7€ (u, 2%,

!
lov|=3

Como |a| = j, temos que (b) estd provado. Para provarmos (c), observamos

que, por definicao de convolucao

s (0 10)(0) = (u, (p +1)").

Por outro lado, novamente pela definicao de convolugao

(u @) % 9(0) = (ux o, ($)") = (wx 0, 9).

A associatividade da convolucao implica que

(u, (9 90)") = (ux p,9h).

Nao ¢ diffcil verificar que (¢ *1))Y = @ * 1, completando assim a prova de (c).
u

Agora provaremos que u é uma fungao inteira. Como e¢¥ =1+ y + y2—? +
%—T + ... Yy € C, temos que

(—ix€)® | (—ixf)?
o 3

e~ = 1 4 (—iz€) + +.,VeeR",£€C". (2.3.6)

(—ix)
7l

Por isso tomamos a série Y27 (u, ) e provaremos que é igual a u(§). Do

Lema 2.3.16 obtemos que esta é uma série de ponténcias na variavel &.

Como u € &'(R"), existem K CC R", C' > 0e m € N tais que

‘<u’ <—3;f§>ﬂ > (—iag)

J!
Tome R suficientemente grande de modo que K C Bg(0). Ao fazermos a soma

<€ 2 s

ae ‘ VeEeCh, jeN.  (237)

laf<

em 7, o lado direito da igualdade acima é uma soma finita de séries no indice j.
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Mostraremos que cada uma delas é uniformemente convergente em compactos.
Para isso, escolha || < m arbitrario e note que, para j > || temos, do Lema

2.3.16, que valem as seguintes estimativas para qualquer £ € C™ :

su aa(_ixg)j‘ — su (_iajg)ji‘a' a’
§ ) R TI B ) APy
1 ( ~
et - Sup xf ]—|Ot|> ga
Tl xeK|( )| €%
S i G
]'_‘04 zeK
1 , ,
= e (sup ) jep
J!_‘a| zeK
< - 1 ij\a||£‘j_
jt=laf

Tome By (0) C C" qualquer. Entao

(—ixg)’
;!

Rj—\aIMj

0

sup S
zeK J = |OZ|
Pelo teste da razao, a série de nimereos reais do lado direito é convergente,

logo, do teste da comparacao segue que E;io SUD,c i |8§‘(_3+§)J] ¢ absoluta e

uniformemente convergente em Bj/(0). Entao, cada uma das séries do lado di-

reito de (2.3.7) é absoluta e uniformemente convergente em By, (0) e, portanto,

—ix)d
(=izf) >

vale o mesmo para > (u, T

Mas M > 0 é arbitrario. Isso prova que cada ponto £ € C" possui uma

vizinhanca na qual Z;’;()(u’ (—iﬁﬁ)j> é convergente, ou seja, a fungao f(§) =
5 (s 52 ¢ ingeira _

TEOREMA 2.3.17 Seu; €S’ e uy € £ seque que uy xuy €S’ e que

F(uy % ug) = Uys.

DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 2.3.15 1y € C'° logo w1, estd bem definido.

Se ¢ € C° por defini¢ao de convolugao temos

(g % u2) (@) = uy * ug * H(0) = uy (1iy * ¢).
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Afirmacgao 1: us x ¢ € S.
De fato, seja k a ordem de up € £’ e seja ¢ € S. Pelo Teorema 1.5.3 0%(ux¢) =

ux (0%¢) dal temos que

sup |290° (1iy * ¢) = sup |z%iy * 0°¢| < Cpsup Z |z%07 ¢,
; ! T y<B+k

logo ty * ¢ € S, e 301, 5<; sup |290° (iy * ¢)| < C} D ot Bl <k SUP |20 ¢|.
Como u; € &’ entdo uy(us * ¢) € §’, logo uy *xus € §'.
Afirmagao 2: Se ¢ € C° entao F(uyp) = g * o.

Com efeito, como uy € C™, segue que Uz € C° C S, assim
F(@o)a) = [ e o) = [ fule™ Jo(de -

= Uz(/ e £(€)dE) = un(p(x + .)) = tlp * G(x).
Assim

~ —_
—

(@ % 102) () = (ug % u2)(0) = wy (1l * §) = wy (@20) = (TB)()-

Como C2° é denso em S, obtemos o resultado para toda ¢ € S, e portanto

-~

F(ug * ug) = Uy

[\

Como ja vimos no Exemplo 1.5.13 podemos interpretar a diferenciacao
como uma convolucao, isto é, 0%u = 0%y * u,u € R™, usando este fato e o

teorema anterior obtemos
F(D%) = &%u, F(a®u) = —D;u, ue S’ (2.3.8)

Uma forma alternativa para provar (2.3.8) é argumentarmos que vale em S

logo por densidade deve valer em &’. Este argumento mostra também que se
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T :R™ — R™ é uma bijecao linear entao
Tou ="T"V0 | detT | " (2.3.9)

em que 1™ é o pullback e estd definido na Secao 1.8. De fato, para ¢ € S

temos

FT)(E) = / e~ €§(T)d
B / e T €6 (y) | det T|~dy

= [ O gy et Ty

= |detT|™'6 ("T7(€)),

em que T~ ¢ a transformacao adjunta de 7. Logo por densidade temos que

(2.3.9) vale para toda u € §'.

TEOREMA 2.3.18 Se u € §'(R") € uma distribuicao homogénea de grau a,

entao u € homogénea de grau —m — a.

DEMONSTRAGAO Se M,; denota multiplicacao por ¢ entao M;u = t*u, assim

por (2.3.9) temos para t > 0

0 = Miat™",

t
isto é,

MG =s"", >0

TEOREMA 2.3.19 Se u € D'(R") e a restricao a R"\{0} € homogénea de

grau a entao u € §'. Se além disso u € C*°(R"\{0}) entao u € C*°(R"\{0}).
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DEMONSTRAGAO Seja ¢ € C°(R™\{0}) tal que [;* @dt =1,2#0, tal ¢ é

construida em (1.6.14). Agora defina

olz) = 1 —/loo @dt

Note que ¥y € C°(R"™) e 1)y = 1 numa vizinhanga da origem. De fato como
Y € CP(R™\{0}) entdo existe uma vizinhanga U, da origem em que ¢ = 0,

logo ¥o(z) = 1,Vx € Ue. Por outro lado,

[y [y [ sten

Logo se S(¢) C Bgr(0) segue que ¢y(x) = 0 se | x |> R, logo 1y tem suporte
compacto.

Seja ¢ € C°, temos

u(@) = u(top) + /100 wdt =
— u(to) + / T L) 4

—uvod) + [ N l)olta) e
Se Ko = S(o), K = S(3) e k é a ordem de u em uma vizinhanca U, de K
entdo, se ¢ € C°(U)
@) = utvu) + [ e v a)o(en))dr <
<0 Y sup (Do)l + [ Y sup Do) <

laj<k Ko 1 la|<k

oo M
2 o E : a|+Rea+n— x a
< (4 sup ’D <¢)’ + 04/1‘ |t|| |[+Rea+n—1 Stl}l(p ;L’_M’D (¢)’dt <

jal<k R0 jal<k
<CY MDDl <C )y Y 27D
|| <k laf|<k [B|<M+|a|

se M é um inteiro maior que Rea+n. Isto prova que u € §’. Se u € C*°(R™\{0})

entao U é continua se Rea < —n. De fato, podemos escrever u = ¢ou+(1—1g)u
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em a primeira parte tem suporte compacto, e a segunda ¢é integravel se Rea <
—n. Em geral concluimos que DP£°%, que é a transformada de Fourier de
(—x)P D%, é uma funcio continua se Rea — |a| + |3] < —n. Mas isto é
verdade para todo || se |a| > Rea + || + n, logo u € C*(R™\{0}). ]

Os teoremas (2.3.18)e (2.3.19) mostram que a transformada de Fourier

¢ uma bijecao de distribui¢oes homogénas de grau a em R" que estao em

C>°(R"\{0}) sobre distribui¢ées de grau —n — a.

DEFINICAO 2.3.20 Um polindmio homogéno P(§) em n varidveis com coe-
ficientes complexos € dito eliptico se P(§) # 0 para todo & € R"\{0}. Um
polinomio mao homogéneo é dito eliptico se a parte homogénea de maior grau

¢ eliptica.

TEOREMA 2.3.21 Se P ¢ um polinémio homogéneo eliptico de grau m em

R™, entao P(D) tem solugdo fundamental E tal que
E = Ey+ Q(x) log ||,

em que Ey € homogénea de grau m — n e pertence a C*°(R"\{0}) e @ é um
polinomio o qual € identicamente nulo se n > m e € definido quando n < m

por

<ix, & >m"

P(¢)

(2m) "

(m—n)!’

Qz) = Se(

) (2.3.10)

em que Se denota a integracao na esfera unitdria.

DEMONSTRACAO (&) Suponha que F seja uma distribuicao em S’ solucao fun-

—

damental de P(D). Logo por (2.3.8) temos que P(D)E(¢) = P(€)E(€). Por

outro lado PTD\)E(@ —8=1. Assim para & # 0, F = %.

(b) Como € Lj,.(R™\{0}) entdo % € D'(R™\{0}) e define uma distribuicao
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homogénea de grau —m.
(¢) Como E € C*(R™\{0}) entdo pelo Teorema (2.3.19) E € C=(R"\{0}).
(d) Se E admitisse extensao homogénea para R™entdo pelo Teorema (2.3.18)
seria homogénea de grau m — n.
(e) Assim poe-se a questao: Quando é possivel estender homogeneamente para
R” uma distribui¢ao homogénea em R™\{0}? Os Teoremas (1.6.5) e (1.6.6) nos
dao a resposta.
(f) Seja U a transformada de Fourier de uma distribui¢ao u € D'(R") satisfa-
zendo (1.6.15), isto é
A N o 1 0%
=t M%u—i-lothS(x u)(—1) N
=

em que u é homogénena de grau —n — k < —n. Por (2.3.9) temos em R”
U=t"*MU-+Qlogt
em que () é o polindbmio homogéneo de grau k

Q) = Sal(~iz, &) (2:3.11)

Assim Uy = U + Qlog|.| é homogénea de grau k. Disto segue que Uy é
uma funcao limitada numa vizinhanca da origem, homogénea de grau k, e
(R {0}).

Considere Uy(x) = Up(z), = # 0 e Uy(0) = 0 é facil ver que U; é limitada
numa vizinhanca da origem. Como S(U; — Uy) C {0} pelo Teorema 1.4.29
U —Uy = ngl €a0%, como U; — Uy tem grau de homogeneidade k£ > 0 e
0“9y tem grau de homogeneidade —n — |a| entao ¢* = 0, Ve, ou seja Uy = Uy,
logo Uy ¢ limitada numa vizinhanga da origem.

Logo temos

U(§) = Uo(§) — Q&) log [¢]. (2.3.12)
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(g) Consideremos E tal que F = (%)
(i) Se n < m vimos que E admite extensio a R" e

B = (n)"E = (2n)"(5) =

= (2m)7"(Eo — Q(&) log [¢]) =
= By — Qu(&) log [¢]

em que F} ¢ homogénea de grau m — n, C®R"\{0} e

Q.1(¢) = Sx(<_m1;8)m_n)((:f_);;,. Como no Teorema (1.6.6) u pode ser tomada

de forma que P(it) = (Pu) para todo polinémio P entio P(I%) =1 =14, logo

temos que E é solucao fundamental de P(D) com as propriedades desejadas.

(ii) Se m < n pelo Teorema (1.6.5) E = % admite uma tnica extengao ho-

mogénea de grau —m, agora pelo Teorema (2.3.18) E = (2%)‘”@ é homogeénea

de grau m —n, e além disso P(%) = (12;) =3, ou seja E é solucdo fundamental
de P(D) e tem as propriedades desejadas. n

DEFINICAO 2.3.22 Se P(D) é um operador diferencial com coeficientes

constantes, entio E € D'(R") ¢é dita uma parametriz de P(D) se

P(D)E =6 + w, w € C=(R").

Quando construimos a parametrix nao precisamos nos preocupar com a
defini¢ao de 1% em 0, pois a transformada de Fourier de uma distribuicao de

suporte compacto é sempre uma fungao C'°.

TEOREMA 2.3.23 Todo operador eliptico P(D) com coeficientes constantes

tem uma parametric E a qual € uma funcao C*.

DEMONSTRACAO Podemos escrever

P(§) = Pn(€) + Pna(§) + ..+ B



81

em que P; é homogéneo de grau j e P,(§) # 0 quando £ # 0. Entao

P,.(&) > ¢ > 0 quando [£| = 1, da homogeneidade temos que

P, " P, m

[P ()] = [P (|§||€|)| €] (|€|) €™ e

¢ € R"\{0}. Disto segue que para alguma constante C; e R

)] 2 1Pulle]) ~ [Pucr (O] .~ [ = cle]" — CulleP"™ ™ 4. +1) = S

£ e R"\{0} e [¢(] = R.

A derivada de ordem k de P(g ¢ da forma % com @ de grau < (m — 1)k,

o que ¢é facilmente verificado por inducdo em k. Quando || > R concluimos

que
oaf__— |B|—lal—m
"D (P(@)I < Capl€]” (2.3.13)
De fato,
ol
€7D ()| = 1€ (Q)(lﬁm < cslellBlIQ (e >|W(‘M <

< |§’\B|—mla\—mcaﬂcl|§‘m\a|—la\ -

‘éf’\ﬁlfla\fmcixﬁ

Escolha xy € C*(R"™) igual a 1 em {¢;|¢] < R}. Entao u;’éf” ¢ uma fungao

C limitada. De fato, se || > R >1

(1 —x(§)
P(¢)

11— x(2)] < M. Se |¢| < R entao |5

21— x(©)] _ 2M

| c|5|m < cRm

| <

\—O

Dai 11?(66()6 € 8 C & Entao existe E € & tal que E(¢) = 1;,’(‘5()5). Assim temos
P(D)E = § +w em que w = —(27)""x € C>° C §. Como na Demonstracio
do Teorema 2.3.19 segue da estimativa 2.3.13 que D’z® é continuo quando

18] — |a] = m < —n, logo E € C*>°(R"\{0}). ]
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TEOREMA 2.3.24 Se P é um operador eliptico com coeficientes constantes

entio SS(u) = SS(Pu), v € D'(X), X aberto de R".

DEMONSTRACAO Pelo Teorema 2.3.23 P(D) tem uma parametrix E € C,
ou seja, P(D)E = ¢ + w, w € C*. Suponhamos que u € £'(X). J4 sabemos

que P(uy * ug) = P(uy) * ug = uy * P(ug) se u; € D' e ug € &', assim
P(Exu)=P(E)*xu=(0+w)*u=u+w*u.
Logo temos pelo Teorema 1.5.12
SS(u+wxu)=SS(P(Ex*u)) C SS(E)+ SS(Pu) = SS(Pu),

mas

SS(u+w*xu) =SS (u),

pois wxu € C'°. Portanto o teorema é verdadeiro para u € £'(X). SejaY C X
aberto tal que Y é compacto em X, tome ¢ € C®(X) igual a 1 em Y, daf

segue que
Y NSS(Pu) =Y NSS(P(Wu)) =Y NSS[u) =Y NSS(u).

Como Y ¢ arbitréario temos que SS(u) = SS(Pu), u € D'(X).

2.4 A Transformada de Fourier-Laplace em £'(R")

Pelo Teorema 2.3.15 a transformada de Fourier u de qualquer distri-
buicao u € & pode ser estendida a uma fungao inteira em C" chamada de
transformada de Fourier-Laplace de u. Nesta secao discutiremos essas proprie-

dades mais detalhadamente.
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LEMA 2.4.1 Seuw € L' ¢ H € a funcao suporte de S(u), definida em (1.9.2),

entao
@] < Jlul], €™, (2.4.1)
DEMONSTRACAO De fato,

o) = | / i Culz)de] < 0 ), |

a ultima desigualdade segue do fato que se x € S(u) entao x- Im(¢) < H(Im().

TEOREMA 2.4.2 (Paley-Wiener-Schwartz) Seja K um conjunto convexo
e compacto de R™ com funcao suporte H.

(a)Se u é uma distribui¢ao de ordem N com suporte contido em K, entdo
[a(Q)] < CL+[¢)hNetime), ¢ e (2.4.2)

Reciprocamente, toda fungao inteira em C" satisfazendo uma estimativa do tipo
(2.4.2) € a transformada de Fourier-Laplace de uma distribui¢ao com suporte
contido em K.

(b)Se uw € CX(K) entao existe, para todo inteiro N, uma constante C tal que
[0(¢)] < On(1 4 [¢))~ MmO ¢ e Cm. (2.4.3)

Reciprocamente, toda fun¢ao inteira em C™ satisfazendo (2.4.3) para todo N é

a transformada de Fourier-Laplace de uma fun¢io em C°(K).

DEMONSTRAGAO (a)(=>) Para provarmos que (2.4.2) consideremos
Xe € CF(Ko) em que K. = {z + y;2 € K,|y| < €}, tal que xc = 1 em K¢ e
|D%Y| < cae™l?l) esta escolha é possivel pelo Teorema 1.4.4 e pela estimativa

(1.4.2). Se u € EN(K), temos

[A(O)] = Jus (xe(x)e ™) < C1 Y sup| DY (xe(x)e )| <

la <N
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<0 Y sup|CuDx (@)Dl < Oy S supege |l <
ri= IBIHAI<N

< Cyefmoeimd 5™ =lol(q g |¢|yN-lal
|| <N

Se tomarmos € = obtemos

1
1+(¢]?
a(¢) < CefTUmO (1 4 |¢)V,

ou seja (2.4.2) é verdadeira.
(b)(=>) Seja u € C°(K), provaremos que (2.4.3) é verdadeira. Por hipétese

temos que u, D% € L', assim de (2.4.1) segue que
V(O] = DX u(©)] < [ DYu], 9. (2.4.4)
Somando (2.4.1) e (2.4.4), para j = 1,2, ... obtemos
(L4 + - + 1GIAO] < (lully + ([ D], + -+ ([ Dy ulf, e,

Mas (1+ [¢])Y < B(1+[¢]V), em que B é uma constante que depende apenas
de N, logo segue (2.4.3).
(b)(«<=) Seja U uma funcao inteira satisfazendo (2.4.3) para todo N. Entao

a restricao de U a R™ ¢ a transformada de Fourier da funcao C*°

u(w) = (2" [ U

assim resta provar que S(u) C K. Para tal notemos que para qualquer escolha

deneR"

u(z) = (27?)_”/6”5‘ EHMIT(€ + in)dE. (2.4.5)
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De fato, o lado direito define uma funcao C'*° e diferenciando-a com respeito

a 1);, obtemos, pelas equacoes de Cauchy-Riemann,

0 ((2m) " [ e (et inyde] = (2m) 7 [ 0 (e EU(E + e +
+ [ €@, e+ im)de) = (2m) " [ i0g (e CU(E + e +

+ / ie'™ CHM (e (U (€ +in)))d€] = i(2m) " / Dg, e MU (E + in))de

Pelo Teorema de Fubini e pelo Teorema Fundamental do Calculo temos que

| / De, [ EMU (¢ + in)]de| =
'/ / / ¢ EE (& 4 in)|dE;|dE, . dE...dE,| =
|/ /hm [ M =wins i Kty o U1 (Cy M iy, o Co)]dEr € dEy| =

(#)

estimando (f) obtemos

Jj) < // lim e %Mie” Zk#xknk‘U(gh.. ,M—FZT]Ja,Cn)'dglggjdgn <

M—oc0

/ / lim "0 (1 +|(Cy, - M iy, o)) N IO de L dgde,

Para N > n — 1 a ultima desigualdade vai a zero quando M tende ao infinito.
Portanto (2.4.5) independe de 7.

Estimando (2.4.5) usando (2.4.3) com N=n+1 obtemos

ju(a)] < (2m)" / U (€ + in)|de <
<(@n) [ €01 fg 4 anl) Mg =

1
o) —xn+H(n)Cn /
= (@m)” o | v

dg

Supondo que z ¢ K entdo existe 1y € R"™ tal que = - gy > H (1), substituindo

no por tng e fazendo t — oo segue que u(z) = 0. Portanto S(u) C K.
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(a)(<=)Seja U uma funcao inteira satisfazendo (2.4.2) a restrigdo de U
a R" é a transformada de Fourier de uma distribui¢ao u € §’. Seja ¢ € C°,

¢ >0, [¢dr =1, S(¢) C Bi1(0) e considere ¢.(z) = € "$(£). Como ¢, € C°

do item (b) temos que

16:(Q)] < Cu(1 + [¢])teclmel,

Entao pelo Teorema 2.3.17 u * ¢ = @(135 a qual tem uma extensao analitica

ngge tal que para todo [

U(C)e(C)] < Cly, (1 + )N Im)elmd]

Assim por (b) segue que S(u * ¢.) C K + B(0). Quando € — 0 temos pelo

Teorema 1.5.6 u * ¢. — u o que prova que S(u) C K. n

Daremos agora algumas aplicacoes para operadores diferenciais com
coeficientes constantes. Seja P um polindomio com coeficientes complexos
em ((i,...,¢n) € seja P(D) o operador diferencial obtido de P quando (; é
substituido por —i%. O Lema a seguir serd usado na demonstragao do proximo
Teorema.

LEMA 2.4.3 Se h(z) é uma fungdo analitica de z € C™ e p(z) é um polinémio

com coeficiente do termo de maior grau a, entdo

|ah(0)| < max |h(z)p(2)|-

|z]=1
DEMONSTRAGAO Seja ¢(z) = 2™ P(1) em que m é o grau de P e P ¢ obtido
de P pela conjugagao dos coeficientes. Entao ¢(0) = @ e pelo principio do

mAaximo

|ah(0)] = lg(0)h(0)] < max |q(2)h(2)| = max [P(Z)h(z)| = max |P(z)h()],

|z[=1 |2[=1 |z[=1

0 que prova o Lema. [ |
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TEOREMA 2.4.4 Se f € £'(R") entio a equagao

P(D)u=f (2.4.6)

tem uma solugao u € E'(R™) se e somente se % ¢ uma funcao inteira. A

)
solugao € entdo unicamente determinada e ec S(u) = ec S(f).

DEMONSTRACAO Se P(D)u = f tem uma solu¢ao u € &', entdo tomando a

~

transformada de Fourier em ambos os lados obtemos P({)4(¢) = f({), assim

pelo Teorema 2.3.15 % ¢ a fungao inteira u(¢). Como os zeros de uma fungao

inteira tem medida nula segue que a solu¢ao é unicamente determinada.
Reciprocamente, podemos escolher um sistema de coordenadas de forma

que o coeficiente a de (" em P(() é nao nulo, sendo m = grau de P.

De fato, seja

= Z aaca = Z aaca + Z aaCa'

laj<m |laj=m laj<m

Como grau de P = m sabemos que existe « tal que |a] = m e a, # 0.
Queremos encontrar A linear invertivel tal que

P(AQ) =all* + ) as™

la|<m, a1<m

Seja A = (aj) assim

P(AQ) = ) aq Zalka Zankék )™+ > aa(AQ)”

la]=m la]<m

logo ¢é suficiente que a;; # 0, ou seja queremos A\ = (aiy,...,a,1) tal que
Z‘ Bl=m ag\? # 0, com estamos tratando de um polindémio homogéneo nao
nulo existe tal A, logo escolhemos ele e o colocamos na primeira coluna de A,
a seguir completamos a matriz com 1’s de modo a garantir que det A # 0,

obtendo deste modo a mudanca de coordenadas desejada. Assim

P(C+ ze1) =a(G +2)™ + Z aa (G +2)M G2 G = a2™ + Q(2),

|a|<m,o<m
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em que Q(z) é um polinomio em z de grau menor ou igual a m — 1. Portanto
Pr(z) = P(C+ze1) tem coeficiente do termo de maior grau nao nulo e aplicando

o Lema 2.4.3 a fungao g = %, obtemos

a&| < sup P(z)

P(C) ~ = (¢ + ze1)| = sup |f(( + ze1)|.

|2]=1

NI |~

pelo Teorema 2.4.2 f satisfaz a seguinte estimativa

1F(Q)] < C(L+ [¢])NeHeesinTmO),

logo
f(C) -1 £ N _H..g(5y(ImC+Imzer)
|_P(C)| < la[ ™" sup [ f(¢ + zer)| < Cysup[(1 4 [C + zey|)Teeests ] <
21=1 j21=1

S 01(2 + ]C])Nsup ‘2’ _ 16Hecs<f)(1m4+1mzel) S 012N(1 + |£2|)N€Hecs(f)(1mc)€M’

a ultima desigualdade segue da definicao da fungao suporte, da compacidade do

suporte de f e do fato que Imz € [—1, 1]. Portanto 113 satisfaz uma estimativa

do tipo (2.4.2), logo pelo Teorema 2.4.2 existe u € £’ tal que @ = é, ou seja u
¢ solugao de (2.4.6). Ainda pelo Teorema 2.4.2 temos que ecS(u) C ecS(f). A

outra inclusao segue de S(f) C S(u). ]

DEFINIGCAO 2.4.5 Uma soluc¢io u da equagio diferencial P(D)u = 0 em R"

¢ chamada uma solucdo exponencial se ela pode ser escrita na forma
u(z) = f(z)e™ ¢
em que ¢ € C™ e f é um polinomio.

TEOREMA 2.4.6 Se X C R" ¢ convero, entdo o fecho da envoltéria linear
em C®(X) das solugcoes exponenciais de P(D)u = 0 consiste de todas as

solugoes em C™(X).
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DEMONSTRAGAO Pelo Teorema de Hahn-Banach, Teorema 1.10.2, no nosso

caso sendo
F={ueC®X); P(D)u=0}
Fopp={u € Fyu(z) = f(z)e™ ¢, ( € C", f polindmio}
e consideremos
V = (F, Tex)
M = ec(Feyp).
Como o dual de C*™ é &', se provarmos que:

(*Yve& comv- u=0parauec M

entdo v- u = 0 para u € V, entao pelo Teorema de Hahn-Banach V' = ec(F.,p).

f©
P(=0)

Para provarmos (*) basta mostrarmos que ¢ uma funcao inteira,

pois pelo Lema 2.4.3 com na demonstracao de Teorema 2.4.4 Pf;(fz) satisfaz

uma estimativa do tipo (2.4.2), assim pelo Teorema 2.4.2 existe v € £'(X) tal

que v = P(—D)u. Logo, se ¢ € C*(X) e P(D)¢p = 0 temos

<U7 ¢> = <P<_D)u7 ¢> = <u7 P<D>¢> =0,

ou seja v é ortogonal a todas solugoes de P(D)u = 0 em C*. O fato que %

¢ uma funcao inteira segue do seguinte Lema:

LEMA 2.4.7 Sev € £ € ortogonal a todas solugdes exponenciais de P(D)u = 0,

entao € uma fungao inteira.

DEMONSTRACAO Tomemos ¢ um vetor fixo nao nulo tal que P(—td — ) nao é
independente de ¢ para qualquer ¢, é suficiente tomar 6 de forma que P,,(6) # 0,
pois

P(—t0 — () = Z ao(—t0 — )% = (—1)" P, (0)t™ + poténcias de t.

laj<m
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(t0+¢)
P(—t0—C)

Afirmacgao 1: ¢ uma funcao inteira.

DEMONSTRACAO De fato, para ¢ fixo temos que 0(t6 + () ¢é analitica em ¢,
logo é suficiente provarmos que se P(—tf — (, considerado como um polinémio
em t, tem um zero de ordem k em t = ¢y, entao v(t0 + ¢) também tem um zero

de ordem no minimo k£ em ¢ = t,. Suponhamos que P(—tf — () tem um zero

de ordem k em t = t;. Como

P(D)e—ia:~ (t0+¢) _ Zaa(_i)ax(e—im (t6+C)) —

= Zaa(_l)(te + C)cxe—i:c. (t6+¢) — P(—t@ . C)e_ix. (tg_,_c).
Diferenciando a igualdade acima com respeito a t, temos
P(D)({(z, §)e ™ (t00+C)) —0, j<k

Como por hipétese v é ortogonal a todas as solugoes exponenciais de

P(D)u = 0 segue que
v({a, Gy 0Ty =0, j <k,

o que significa que T(t0 + ) = v (e7™ ®@+9) tem um zero de ordem no
minimo k£ em t = t;. Com P tem no méaximo m zeros distintos, as possiveis
singularidades de 5 sao removiveis. |

Para ( fixo podemos definir:

0+ ()
F(¢) —11_1}5m

Afirmacgao 2: F ¢ inteira.

DEMONSTRACAO De fato, para cada (, fixo escolhar tal que P(—t0 — (y) # 0
se |t| = r. Entao P(—t0 — () # 0 se |t| = r e ( numa vizinhanca de (y. Pela
Férmula Integral de Cauchy

1 B(t0 +¢) dt
PO =5m s P(—10 =) 1
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pois g(t) = % é uma funcao analitica de t. Logo F' é analitica numa
vizinhanga de (. |
Das afirmacoes 1 e 2 segue que Pf((fé) ¢ uma funcao inteira. ]
O que conclui a demonstragao do Teorema. |

O préximo resultado é uma versao do Teorema de Paley-Wiener-Schwartz

para suportes singulares que descreve a envoltéria convexa do suporte singular.

TEOREMA 2.4.8 Seja u € £'(R") ¢ K C R™ um conjunto convexo e com-
pacto. Entio SS(u) C K se, e somente se, existe N > 0 e uma seqiiéncia de

constantes c,, tal que, para m = 1,2, ... vale
[A(Q)] < em(1+ [CHNe ™ [ Im| < mlog(1+[C]), ¢ €C (24.7)

DEMONSTRACAO Seja u € £'(R™) e K um subconjunto convexo e compacto
de R".

(=) Suponhamos que SS(u) C K. Para provar (2.4.7) note que podemos
escrever u com uma soma u = uj + ug em que S(uy) C K% e uy € CX(R"),
sendo K. definido como na demonstragao de Teorema 2.4.2. De fato, tome

Pe

/ ~ /oy 1 _ —
XK% ¢ a fungao caracteristicade K 1 . Parae < 5, u; =1, Lueuy = u—u,
m

1 = @ * XK , , em que ¢, ¢ como na demonstracao do Teorema 2.4.2 e
2m

' m

2m

tem as propriedades pedidas, pois S(¢, 1) C K1 ese ¢ € C*°(K 1) entao

uz(p) = u() — ulth, 1) =u(p) —u(p) =0,
ou seja uy € CX(R™).
Se u é de ordem N — 1, u; também é de ordem N — 1, pois

[, 1u(0)] = [u(¥, 1) <C D 0%, 19)| <

la|<N-1

<C Y alPw, )Tl <e > (07

[y[+]B|<N -1 |v|<N-1
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Logo pelo Teorema 2.4.2
()] < (14 [¢)¥ MmO+
portanto
[@1(Q)] < em(L+ [¢)) Ve U™, se [Im¢| < mlog(1+[C]).

Por (2.4.3) temos que @y(¢)e #x(Ume) — (0 quando ¢ — oo em

{¢; [ImC| < mlog(1l+|¢])}. Com efeito,

[i2(Q)] < Cnyp1(1+ ’C’)*leleHs(UQ)(ImQ _

-N
= C’Nl—f—l(l + |C|)_1eTlmlog(1+|C|)+Hs(u2)(Img) <

Im¢

—N
< COnpar (14 |¢]) e HmelImelts (ua) (e <

-N
< Oy (14 [yl ran

Para Ny > m(M + 1), em que M = supy,_; Hs(u,), obtemos que [u3(¢)[ — 0
quando |{| — co. Logo |y e HxUmA| < |i5(¢)| — 0 quando |[¢| — oco. Assim

se |[Im¢| < mlog(1+ |¢|) entdo
G(Q)] < |G (O] 4 @2(Q)] < (e + Chy) (1 + [¢]) N2t K TmO).

em que Ny = max{N; + 1; N}.

(«<=)Suponhamos que (2.4.7) seja verdadeira, queremos provar que
SS(u) C K. Para esta demonstragao consideraremos a norma equivalente a
euclidiana dada por [(|" = [£ +in|" = [£| +|n] = |&] + ..+ &l + |+ .-+ 7],
no entanto continuaremos com a notacao | | = | |. Seja ¢, como na prova do
Teorema 2.4.2, note que u(¢ )QZ(C ) é rapidamente decrescente, com efeito da

hipétese existe [ e do Teorema 2.4.2 para todo N, temos que

() e ()] < Crn(1 + | eIy (1 + [¢]) Vel <

< Cm, N(l —+ |Q)Z—N€|Im4\(M+e) < Cm, N(l + Kl)l—N—l—(M—&-e)m,
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se [Im(| < mlog(1l+|C|), logo se N > 1+ m(M + €) temos que
wron(o) = @m [ EEa s
Fixado x¢ ¢ K tome
uy(z) = u(z — xg),
note que wu; satisfaz (2.4.7). De fato,
[@1(Q)] = [{ualz — @0, e %) = |/U(I —w)e”" "da| =

= |/U(y)6_i<' raldy| = e~ 2a(Q)] = [a(Q)le™ ™ = (),

e por (2.4.7)
(0) < (1 + G ¥eMe Um0 — g, (1 4 (] Velhsrians 0,

Logo x( pode ser assumido igual a zero.

Como 0 ¢ K existe 77 tal que Hg () — x -7 < —1, para todo x numa
vizinhanca X, da origem. De fato, como K é convexo e compacto e 0 & K
existe & € R™ tal que Hk(§) < 0 (pela construgao feita antes da Definigao
1.9.4). Da continuidade de Hy existe Xy vizinhanca da origem tal que
Hg(€) —x- £ <0 Vo € Xo. Tome 7 = 76, 7 > |¢[7' + 4, em que
c=58up,ex, A Hr(§) —2- £} <0ed >0, assim Hg () —x- 71 < -1 Ve X,.

Agora considere uma rotacao tal que
n—n=(m,0,...,0).
Fixado n = (m, 0,...,0) € R™ defina I';, com sendo

R" 5€— ((€) =&+ nlog(1+ [¢]).
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Temos que d¢ = F(&)dé em que F(£) é o determinante da matriz jacobiana da
transformacao

T:R">¢— ((€) e C.

Note que F(§) = 1, pois J = I +i A em que [ é a matriz identidade e

A = (aj;) com
_ 285

U= Tl aje =0, k# 1.

Em I';, temos

[Tm¢| = |nlog(1 + [€*)] < 2[n[log(1 + [€]) < 2Jn|log(1 + [¢]).

Queremos provar que

(u* de) () = (270_”/ e (u ¢e) (C)dC. (2.4.8)

Ly

Num primeiro caso consideremos em uma variavel. Seja
A
L= [ ns

—A

em que h(§) = e"“”f(m)(f). Da analiticidade de h temos, pela féormula inte-

gral de Cauchy que

nlog(1+A?) 0
I, = / h(A + it)dt +/ (& + inlog(1 + £))d¢ +
0 A+inlog(1+A2)
—A+inlog(1+(—A)?)
—i—/ h(& +inlog(1 4 £2))d¢ + / h(—A + it)dt,
0 nlog(1+(—A4)%)

emque ( =&+ 1, E,neR, n>0 fivo.

Afirmacgao 1:
nlog(1+A?2) 0
/ h(A +it)dt, / h(—A +it)dt — 0 quando A — oo.
0 nlog(1+A2)
DEMONSTRACAO

nlog(1+A?2) nlog(1+A?) . . ~
| / h(A + it)dt] = | / A GOV (A + it)di| <
0 0
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nlog(1+A?2) .
< / e~ (0.) (A + it)dt| <
0

nlog(1+A?)
< Cy, / e+ |A+it]) NMdt = (&),
0
em que Ny =N —1—(M+¢)m > 0.

Se x > 0 entao e < 1, assim

nlog(1+A2)
@ <O [ AL ) M-
0

1
Cn, | ———(1 + |A] +log(1 + A%)")~NM+t (1 4 A])~ M+ <
—Ni+1
< O, (L+[A)™F -0, quando |A| — .
Se v < 0 como f(y) = e, y € R, é continua e mondtona e

t €10, nlog(l + A%)] = K CC R entdo sup,cx e *" é atingido na frontei-

ra, logo e™* < (1 + A?)~7. Assim
nlog(1+A2)
(%) < CN1(1+|A|)_2’“7/ (L+]A+at))™Mdt < Oy, (1+] A 72—,
0
agora escolhemos N; de forma que —2zn — N; < —1, logo
nlog(14+A42?)
/ h(A+ it)dt| — 0, quando |A| — .
0
Analogamente,

0
/ h(—A+it)dt — 0, quando |A| — oo.
"

log(1+A?)

Portanto

(2m)! / ¢ (0w 32 (€)dE = (2m)! / ¢ (i x B)(Q)dC.

n

Para o caso geral seja n = nyeq, considere n; > 0 fixo. Seja K o cubo
n-dimensional de aresta 2A, e seja h(() = eix'c(@)((’), ¢ = &£ +1in, com

x, £ € R, por analiticidade temos que

/h(C)d§:/d§n/.../h(g)d§1 -
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A+inlog(1+|(—A, &2,...60)]?)
/dfn/ / h(¢)dCi+
A+inlog(1+|(A, &2,...6n)]2)

.....

/dén/ / el (CAI Ca0nf) (G ) (— Ait, &, ..., &,)dE =
nlog(1+|(=A4, &2,....6x)|%)

-----

= I + I, + I3, respectivamente.

Afirmacgao 2:

77777

tendem a zero quando |A| — oc.

DEMONSTRACAO

.....

em que Ny = N — [ —m(M +¢€) > 0 com N arbitrario, se z; > 0 entao

et < 1, assim se N; > n

i [ [ [l 11+ fel + ot

P log(1 4 [(A, Eaveon €))7 — (1 Al 4 6] 4+ [6a) ™) <

< Cfvl/dﬁn/---/(1+|f4|+|§n|+~-+\€3|+|§2|)_N1+1d§2 =
ijl

— s [ e [ [ Al gl ]+ e el e -
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!
Cy,

= —Nitn _,
(N —2). (N — n)(l HA[F &l + -+ &) =0,

quando |A| — oo se Ny > n+ 1. Se 21 < 0 da continuidade e monotocidade

da exponencial e como t € [0, nlog(1 + |(A, &,...,&)]?)] entao et < (1 +

(4, &, ...,&)]*) ™™ logo
(W) < szl/dfn/.../dgz(u Al + |&| + ...+ |&,]) 20

/(1 LA+ o] oot JEn] )M <

Cn,
- N1—1

/ €, / / (L4 A+ €] + ot &) 2 Nde, = (ah),

escolhendo NV tal que —2z1m; — Ny < —n+ 1, n > 1 assim

- 1+ A g, )M
(N1—1)...(N1—n)( + Al + &) + ... + &) 0,

quando |A| — oc.

Analogamente |I3] — 0 quando |A| — oo. ]
Portanto
(2%)”/ e S(ux ¢, )(£)dE = (2%)”/ e S(u* ¢e)(¢)dC.

Em I';, temos:

e <T(Q)] < 7™ Cey (1 + [¢)Ne MO I < 2yl log(1 + [¢]).
como Im¢ = nlog(1 + |£[?) entao
Hi(Im¢) — & - Im( =1log(1 + [€*)[Hx (1) — @ - 1] =log(1 + [¢[*) =1,
portando

6 O] < Cy(L+[¢1)V (1 + [gf 00 . (249)



98

Se substituirmos n por tn e 2t > n + N segue da ultima desigualdade
que a integral em (2.4.8) é uniformemente e absolutamente convergente para
x € Xp, mesmo se o fator decrescente gge é omitido, pois

@m) / ¢ a(O)dC| < (2m) " / Oy (1 + |2 (1 4 ¢V,

n n

se v € X, e substituindo 7 por {7 temos

(2m) " / ¢ a(Q)dC] < (2m) / Cunl(1+ [€)2(1 + ¢)VdC <

] tn

<) [ Cul1-+16) 1+ I+ 2Aenl o1+ €D F(E)s.

como 1+|&[+2t|n| log(1+|¢]) < 1+|&]+2¢tn|(1+[¢]) < CL(1+]€]), C1 > 1+2¢|7]
Segue que

@m) / e CG(C)dC| < (2m)"ConCh / (1+ €)Y F(6)de <

n
n

< (2m) "CoCh /R 1+ Je) R < oo

Como 56(( ) = (E(EC ) — 1 limitadamente quando ¢ — 0 concluimos que

a restricao de u a Xg é a funcao

u(z) = (27?)_”/ eMu(C)d¢, x € X (2.4.10)
e
se 2t >n + N.

Se 2t > n + N + j a integral (2.4.10) é absolutamente e uniformemente

convergente para x € X, apos diferenciarmos j vezes sob o sinal de integracao.

Portanto u € C7(X,) para todo j, logo SS(u) C K. u

TEOREMA 2.4.9 Se u € &'(R") entdo

ec(SS(u)) = ec(SS(P(D)u)). (2.4.11)
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DEMONSTRAGAO Seja P(D)u = f. Como SS(f) C SS(u)entdao ec(SS(f)) C
ec(SS(u)). Seja K = ec(SS(f)) cC R™ Como SS(f) C K temos que (2.4.7)
é valida para J? Pelo Teorema 2.4.4 li; ¢é inteira e pelo Lema 2.4.3 como na

demonstracao do Teorema 2.4.4 a estimativa (2.4.7) vale para u, assim pelo
Teorema 2.4.8 SS(u) C K, logo ec(SS(u)) C ec(SS(f)). ]
Observagao: No Teorema 2.4.9 podemos substituir v € £'(R™) por S(u) CC
R™, isto é, u € D" e S(u) CC R". De fato tome ¢ € C*; ¢ = 1 numa
vizinhanga de S(u) entdo pela Regra de Leibniz

P(D)(pu) = ¢+ ¢P(D)u,

em que ¢ € C°(R™).
Segue do Teorema 2.4.2 que a transformada de Laplace define uma dis-

tribuicao em R™. Para motivar a definicao recordemos que

(u, ¢y = (27) (U, ¢(—2)), sceuecS ecpeS.

Dada uma medida du em C" tentaremos definir v € D'(R™) por uma férmula

similar
(o) = 2n) " [ B-qautc), o€ cxmr) (2.4.12)
AFIRMACAO: Esta definicao é vélida se para algum m > 0, C, N temos

[Im¢| < mlog(1+[¢]) + C, ¢ € S(du) (2.4.13)

/ (1+[¢) N du(€)] < oo. (2.4.14)

DEMONSTRAGAO Se ¢ € C*({z; || < R}) temos de (2.4.1)

GOl = Dfel < || Dl ™™ < Crsup [Dfgle™e! - (4)

SO < [1g]l, ™™ < Crsup (C)]e™ ™ (B)
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Somando (A) e (B) para j = 1,2,...,n obtemos

(141G + e+ Gl < CreRT™ IS sup [DEG(C) + sup |6 (C)]].

j=1
mas
LG+ o+ (Gl > Cu(+ )"
(]
> sup|DEG(C) +sup|6(¢)| < D sup D),
j=1 lal<k
assim

(1+ 1S ()] < Cr, k™™™ sup D),

|| <k

para N fixo obtemos
(1+ ICHM**[o(Q)] < Cr, k™™ 3™ sup|D2g).
|| <N+k
Se k > Rm a exponencial pode ser estimada por (1+ |¢])¥ em S(du), pois por

(2.4.13) temos que

6R\Imd < eRceleog(l—‘rK\) _ eRc(l + |C|>Rm < eRc(l + |C|)k+€7 e> 0.
Portanto a integral (2.4.12) converge e

u(@)] < Cr Y sup|D¢|, ¢ € C({w; |z] < R}).

|a|<N+k

De fato,

| [ 3-0amc) < [18-0)lantc) <
< Cp i / (L4 ¢V FeRImET S sup |D*ldu(C) <

|a|<N+k

<Cn Y swp|D%| [(1+16) duc) < o0

|| <N+
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a tltima desigualdade segue de (2.4.14). E dai

u(9)] = (2m)~"] / H=Odu(Q)| < Chp S sup D7

|a|<N+E
Assim (2.4.12) define uma distribuicao a qual é de ordem < N+ Rm+1
quando |z| < R. Ela é de ordem N se |Im(]| é limitado em S(dpu). ]

Se P ¢é um polinomio, entao

(P(D)u, ¢) = (u, P(=D)¢)

e a transformada de Fourier-Laplace de P(—D)¢ é P(—C)(Z(C ). Portanto de

(2.4.12) segue que

(P(D)u, ¢) = (27)" / HOPC)du(). (2.4.15)

Como aplicacao mostraremos que todo operador diferencial com coefi-
cientes constantes tem uma solucao fundamental. Para tal deveremos escolher
uma medida dy tal que a integral no lado direito de (2.4.15) seja igual a integral
de qg sobre R”.

Primeiramente demonstraremos dois Lemas os quais serao usados para

construir a medida du.

LEMA 2.4.10 Se & € C°(C") e

() = ®(C), 0 ER, /@(()d)\(g) =1, (2.4.16)

em que d\ € a medida de Lebesque em C", entdo

/ F(O)®(C)ANC) = F(0) (2.4.17)

para qualquer funcao inteira F.



102

DEMONSTRACAO Seja Fi(z) = F(z(), z € C pela férmula integral de Cauchy

temos que

27 2T
F0) = — / iGN Y

21 J, z 2m

logo 2 F(0) = [ F(Ce®d§. Multiplicando por <I>(C ) e integrando, obtemos

27 F(OR(C) = [ P ()9

k() [@Qare) = [ / F(CE) ()N o
2 F (0 / / (Ce™)|.J|dAdN(C)
27 F(0) / / (O)dodA ()

- / FO®EAAQD)

portanto [ F(¢)®()dA(¢) = F(0). m
Para um numero inteiro positivo fixo m denotamos por Pol(m) o espago
vetorial complexo dos polinomios de grau menor ou igual m em n varidveis e

por Pol’(m) o espago com a origem removida. Uma norma em Pol(m) é dada

por () — @(O) em que
= >l ©)P)2. (2.4.18)

Esta funcao de £ é limitada por baixo se (Q # 0, pois alguma derivada de @ é

uma constante nao nula.

LEMA 2.4.11 Para toda bola Z C C™ com centro em zero podemos encontrar
um fungao nao negativa ® € C°(Pol®(m)XC") tal que

(i) ®(Q, ) € absolutamente homogénea de grau zero com respeito a Q.

(i1) Para Q fizo ®(Q, C) satisfaz (2.4.16) e se anula quando ¢ & Z.

(111) Existe uma constante ¢ tal que

Q0) < cQ(Q)], se ®(Q, ¢) #0. (2.4.19)
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Se F' é analitica em Z e ) é um polinomio de grau menor ou igual que
m seque que

@@W@s%éwwmmwm

DEMONSTRAGAO Dado Z = B,,(0) C C™. Seja Qo € Pol®(m) fixo, existe w €
C" tal que Qo(w) # 0. Daf escolha r > 0 tal que rw € Z e Qp(2w) # 0 quando
|z| = r, agora considere U vizinhanga de zw, |z| = tal que U C Z\{0}, tome
0 <e<dU, zw), |z| =r e além disso epsilon seja tal que Qg # 0 no toro
sélido fechado, T em torno de zw, |z| = r de raio €, note que T' C U. Seja

Y >0 com S(¢) CT e [ =1, entao

ba,(6) = [ L5 an

tem as propriedades pedidas. De fato, (ii) se ( ¢ Z entao ¥({) = 0 logo

S(QQO) C Z7
. i(0'+0) 0"
o, (Ce™) :/—1#(@% )dG:/w(C;T )de”:@Qo(C)
(§]
2m i6 27 a _ 1 27
/@Qo(g)dx(g) :/0 /‘Z’(g; )d)\(()dez/o %dx(odez %/0 4 =1,

(iii) Seja I = infy |Q(&)| da continuidade de Qo e da compacidade de T" segue

que I > 0, tome ¢ = QOI(O) logo 60(0) < c|Qo(¢)], se Pg,(C) # 0.

Para Q € Pol’(m), Q = \Qy, ) € C tal que aQ esteja numa vizinhanga

de @y paraalgum a € C, esta mesma P, satisfaz as propriedades do Teorema.

Dado @ € P*(C), em que P*(C) é o espago projetivo de Pol’(m), seja
Vg vizinhanga de Q. Como P*(C) é compacto existe {Vg, })_; cobertura finita
de P*(C) obtida por essas vizinhancas, associado a esta cobertura tome Vg, €
C>(Pol’(m)), tal que S(pq;) C Vg, e >, ¢q; = 1, como Vg, é limitado temos

que S(pq,) é compacto.
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Agora, para Q € Pol’(m) definimos

Z o, (@) g, (¢

Por construcao esta ® satisfaz o Teorema.
Se F' é analitica em Z e () é um polinomio de grau menor ou igual que

m de (2.4.17) temos que

[ Foe@. oino = Fo).
logo
0)|F(0)] = | / (0)AA(Q) <
<c/ FOQQ)(Q. QIdAQ) <
< csup |(Q, gy/|F (©)IdA(C) =
_C’Z/ IF(O)Q(C)|dA(C)

TEOREMA 2.4.12 Para todo polinémio P # 0 em n varidveis podemos en-

contrar uma distribuicio E € Dp(R™) tal que P(D)E = 6.

DEMONSTRAGAO Seja P¢(¢) = P(£ + () e seja

o~
/ de / ST C O(Pe, C)dA(C). (2.4.20)

(2.4.20) estd na forma (2.4.12). De fato,

/df/i(é;?) (P, C)dN = /d9/¢ (P, n—0)dA(n) =

P()
= [ =g [ @R n =00
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Assim du(n) = ﬁ [ ®(Pp, n—0)dA(n) e (2.4.20) estd na forma (2.4.12). Além

disso,

qu)(Pﬁv C)

Jae o < [a [T
1

N
sCsupé/d5/<1+|5+<|> FGCE
/ “Nded\ )
<¢ [ [arierchaein < oo sev>n

dA(¢) <

Como Im( ¢é limitado em S(du), entdo a distribuicdo £ é de ordem no maximo
n+ 1.

De (2.4.15) e (2.4.17), obtemos

(P(D)E, ¢) = (2m) " / A~ EP(C+EdulC +6) =
—en [de [a-c-orc+ OBy
— (2m) / ¢ / H—C = E)B(Pe, QYAN(C) =

— (2n)" / H(—)de = 6(0) = (5, ).

dA(¢) =

Portanto E é solucao fundamental de P(D) e E € D'(R™). ]



Capitulo 3

Analise Espectral de

Singularidades

3.1 Introducao

Como conseqiiéncia do capitulo anterior observaremos que uma distri-
buicao u de suporte compacto é suave se, e somente se, a sua transformada de
Fourier u é rapidamente decrescente. Se u nao é suave podemos usar o conjun-
to das direcoes em que u nao é rapidamente decrescente para descrever melhor
as singularidades de u. Esta andlise revelara caracteristicas locais invariantes.
Para uma distribui¢do u € D'(X), em que X é um aberto de R™, definimos

um conjunto

WF(u) C T"(X)\{0}

com projegao em X igual a SS(u), o qual é conico com respeito a multiplicagao
por escalares positivos nas fibras de T*(X), em que T*(X) é o dual do espago
tangente T'(X), chamado espago cotangente. Tal conjunto serd denominado

de conjunto frente de ondas de wu, por analogia com a classica construcao
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de Huyghens de uma onda se propagando. Nesta construcao assumimos que
a localizacao e orientacao do plano tangente de uma onda é conhecido no
instante de tempo e concluimos que apdés um instante de tempo ele pode ser
transladado na direcao normal com a velocidade da luz. Assim as informacoes
sao precisamente refletidas no fibrado cotangente.

Na segao 3.2 apresentaremos defini¢oes bésicas do conjunto frente de
onda e alguns exemplos importantes. Na secao 3.3 reconsideraremos algu-
mas das operacoes definidas nos capitulos 1 e 2 de um novo ponto de vista.
Assim obteremos a extensao das defini¢coes de composi¢ao e multiplicacao de
distribuicoes, bem como informagoes mais precisas das singularidades dos re-
sultados destas operacoes. Na secao 3.4 provaremos que o conjunto frente de
ondas esta contido na uniao do conjunto caracteristico do operador e do con-
junto frente de onda de Pu, isto é, WF(u) C Car(P)UW F(Pu). Além disso,
serao apresentados as demonstracoes do Teorema 8.3.3" e do Teorema 8.3.8 de
[H2], que descrevem importantes aspectos das solugoes singulares de operado-
res diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes de tipo principal

real.

3.2 O Conjunto Frente de Onda

Se v € &'(R") podemos decidir se v estd em C2° examinando o compor-
tamento da transformada de Fourier ¥ no infinito. De fato, se v € C2°(R")

entao
)| <Cn(1+EN™N, N=1,2,.., £¢€R, (3.2.1)

pela Proposi¢ao 2.2.5.(v € § = v € S) Reciprocamente, se (3.2.1) é valida

entao v € C° pela férmula da transformada de Fourier inversa. Com efeito,



108

temos
o) < em) " [ @l < (2m) " [ Cw1+1e) M,
logo v € C. Derivando v obtemos
DOu(a)) = (2m) " [ (~1)igTe <o
dai DYy € C° para todo j, portanto v € C°.

Para v € &£ definimos SS(v) como o conjunto de pontos que nao tem
vizinhanga em que v seja C'*. Similarmente podemos introduzir o cone (v) de
todos os pontos 77 € R"\{0} que nao tém vizinhanga conica V' tal que (3.2.1)
vale para todo € € V. E claro que ¥(v) é um cone fechado em R™\{0}, e temos
que X(v) = 0 se, e somente se, v € C°.

Enquanto SS(v) descreve somente a localizagdo das singularidades, o

cone % (v) descreve somente as diregoes das maiores freqiiéncias das singulari-

dades. Poderemos combinar estas duas informagoes usando o préximo Lema.
LEMA 3.21 Se ¢ € CP(R") ev € E'(R"™) entao
Y(pv) C X(v). (3.2.2)
DEMONSTRAGAO A transformada de Fourier de u = ¢v é a convolucao
) = (2m) " [ ol — myn
em que (}5 € S. Pelo Teorema 2.4.2 temos, para algum M > 0
[5(&)] < O+ [eD™.

Seja 0 < ¢ < 1 e separe a integral nas partes em que |n| < c[¢| e || > ¢[¢|. No

segundo caso temos que [§ —n| < (14 ¢7)|n|. Assim

(2m)"[u(€)] <

Jl +c / BN+ Y1+ )M, (3.2.3)
1 [n|>clé|

< sw (3|
In—¢|<cl¢]
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De fato,

|(2m)"u(§)] =

/ ot — mdy + / ot — mdn| <
[nl<clé]

In[>cl¢

< o6 —)o()|dn' + S(n)o(E —n)|dy <
< [ e+ [ gt - i <

In[>cl¢]

< sup [o(n)
[€—n'|<clé]

< sw @I[3]], +C [ i e s oy

[§=n'[<cl¢] In>cl¢]

 +C [SI(1+ 1€ —nD)Mdn <

In|>clé

Se I' é um cone aberto em que (3.2.1) vale e I'; é um cone fechado contido em
' U {0} podemos escolher ¢ tal que n € T' se £ € T'y e |€ — n| < v[¢|. De fato,
Se |£] = 1 tome ¢ = d(F1 NS 1 T¢) > 0 entao | — n| < ¢ implican € T'. Se
|€] # 1 considere ¢ = £ €T, note que & # 0, logo para todo 7) satisfazendo
71— &| < ¢ 7 €T agora tome 7 = |—’§7-‘ daf |n — &| < ¢[¢] implica n € T.
Comoln| > (1 — ¢)|¢] segue de (3.2.3) para N > 0 que

sup(L+[€) ¥ a(©)] < (1 =) sup [B)| (1 + nl)™ || 3], +

4O Gl ) Mar, (3.2

pois de (3.2.3) temos

sup(L-+ |6)[a(e)| < (2m) " sup(1+ )Y suwp ) 0]+

+0 [ B+ Y (1 b))
dai para obtermos (3.2.4) basta notar que se £ € I'; e |n| > (1 — ¢)[{| entao
meTe iy < ()" e fnl > clel impliea [(1+ )1+ o))",
Finalmente de (3.2.4) e (3.2.1) segue que u ¢é rapidamente decrescente em I'y,
pois se £ € I'y

@) < (1+16)™C 6] + i1+ e Mm(s(6)) < O+ Jg) ™
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Portanto X(v)¢ C X(¢v)°. ]

Se X é um conjunto aberto em R™ e u € D'(X), para x € X definimos

5, (u) = NE(0u), ¢ € CX(X), d() £ 0. (3.2.5)

AFIRMAGAO: Se X é um conjunto aberto em R™ e u € D'(X) entao
N(gu) = Ea(u) se ¢ € CZ(X), o(x) #0 e S(¢) —{z}.  (3.2.6)
DEMONSTRAGAO Temos que
S2(w) NS = Nogosp(@)zo(E(pw) N S™H.

Dado V um cone aberto contendo ¥, (u), consideremos W = V¢ S™""! o qual

é compacto. Assim
W € (Za(0) N ™) = Uese(osptaan(Slpu) N 5™ €

C Uce (x)3p(@)0(E(pu) N S"71°,

como (X(pu) N S 1) ¢ um conjunto aberto, temos que {(X(pu) N .S™71)c} é
uma cobertura aberta de V<N S"~!, compacto, logo existe subcobertura finita,
dai

W C U?:l, ¢j(z)¢0(2(¢ju> nsm e,

ou seja podemos encontrar ¢;, tal que ¢;(z) #0, j=1,... ke ﬂ;?:lE(quu) cV.
Quando ¢ € CX(X) e S(¢) esta perto de {z}, com ¢1,...,¢; # 0 em S(¢)
podemos escrever ¢ = ¢¢y.--- .¢; com ¢ € CF(X), e obtemos de (3.2.2)

S(¢u) C N B(pu) CV

o que prova (3.2.6). m
Em particular (3.2.6) implica que X, (u) = () se, e somente se, pu € C™

para alguma ¢ € C°(X) com ¢(z) # 0, isto é x & SS(u).
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DEFINIGCAO 3.2.2 Seu € D'(X), entdo o subconjunto fechado de X x (R™\{0})

definido por

WEF(u) =A{(z, §) € X x (R"\{0}); € € Xo(u)}
¢ chamado o conjunto frente de ondas de u.

A projecao de WF(u) em X é SS(u). Além disso W F(u) é conico no sentido
que ¢ invariante sob a multiplicagao da segunda varidvel por escalares positivos.

Ele pode ser considerado como um subconjunto de X x S™~1.

PROPOSICAO 3.2.3 Se u € &'(R") entao a proje¢io de WF(u) na sequnda

varidvel é X(u).

DEMONSTRACAO Seja W a projecao de WF(u) na segunda varidvel,

W = m(WF(u)). Da definigao de WF(u) e do Lema 3.2.1 W C X(u). W
¢ fechado, pois a interseccao com a esfera unitaria é a projecao de um conjun-
to compacto em R"™ x S"71. Se V' é uma vizinhanca conica de W entao todo
r € R™ tem uma vizinhanga U, tal que X(¢u) C V se ¢ € C(U,). De fato,

seja V' vizinhanca conica de W, dado = € R", por defini¢ao, temos que

Ya(u) = NesosgayzoX(ou) C W.

Logo

VNS C Uggesg(azo(E(gu) N S™1)°,
da compacidade de V¢ N S"~! existem finitas ¢; tal que
VENS"™! C Ucgesg, (y20(B(d5u) N S"7H)°

assim NI (X(p;u))NS"~1 € VNS"~!. Tome U, vizinhanga de x tal que U, C

Int(S(¢;)) para todo j, logo se ¢ € C(C*(U,), podemos escrever
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ou = gbqﬁjgbj_lu, para todo j, daf pelo Lema 3.2.1 ¥(¢u) C X(¢;u), para todo
4, donde X(¢pu) N S*t Cc VNSl

Como u € & podemos cobrir S(u) por um nimero finito de tais vizinhangas e
escolher ¢; € C*(U,,) com ) ¢; = 1 perto de S(u), isto é possivel via particao

da unidade. Mas entao segue que

Pois, pelo Lema 3.2.1
S(u) =30 ¢i6i) C S(u)
i
entao
Y(u) C Uy, E(piu). Como V é vizinhanca arbitréria de W entao X(u) CW. =
A Proposicao 3.2.3 mostra que W F'(u) contém todas as informagoes em

SS(u) e 3(u).

TEOREMA 3.2.4 Se X € um conjunto aberto em R™ e S um subconjunto
conico fechado de X x (R"\{0}) entao podemos encontrar u € D'(X) com

WF(u)=S5.

DEMONSTRACAO E suficiente provarmos o teorema quando X = R", pois para
X C R" podemos aplicar este caso ao fecho de S em R x (R™\{0}). Escolha
uma seqiiéncia {(zg, 0;)} € S com |0;| = 1 tal que para todo (z, #) € S, com
|0] = 1, é o limite de uma subseqiiéncia. Tal escolha existe pelo seguinte fato:
S ¢é subconjunto de um conjunto separavel, logo separavel, entao existe D C S
denso no maximo enumeravel. Agora escreva D = D; U Dy, em que D é o
conjunto dos pontos isolados de S, assim escolha {(z, 0;)} tal que contenha

infinitas copias de cada ponto de Dy e Ds.
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Seja ¢ € CF tal que g/g(O) = 1, entao

u(w) = 3 5 olk(x — 2 O (3:2.7)

¢ uma funcao continua em R" logo define uma distribuicao, e provaremos que
W F(u) = S. Primeiro provaremos que WF(u) C S. Se (zg, 6y) ¢ S podemos
escolher uma vizinhanca aberta U de x(y e uma vizinhanga conica aberta V' de

&o tal que
(UxV)ns=40. (3.2.8)

Escreva u = u; + ug, em que u; é a soma dos termos em (3.2.7) com z; € U e
ug € a soma dos termos com x; € U. Entao u; € C'™ numa vizinhanca U; de x,
pois todos, exceto um nimero finito de termos se anulam em Uy se U; C U. De
fato, suponhamos que S(¢) C Bg(0) entao S(p(k(- — xx))) C B (xg). Sejam

U, vizinhanca de z tal que @, C U e 6 = d(U;, U°) > 0. Existe apenas

B

w, 2 € Uy, pois caso contrario

um nuimero finito de k’s tal que |2/ — x| <
' — x| — 0 o0 que é um absurdo pois z; € U e § > 0. Logo
w(@) =Y k2p(k(z —xp))e™ ™ % € O,
ke K]
em que K| C K7 ={k € N; x, £ U} é finito.
Agora note que
£ k30,
a(§) = 3 ka(E T e (09 (329)
rreU k;

Aqui 0 € V por causa de (3.2.8).
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De fato,

() = /e_ig' “uz(z)dr = /e‘if' ©N T R 2g(k(a — )t T =

zreU

= [ 3 0 (ko)) =

rpeU

_ Z k21 (k20 —8) wp o—ik ™ (E-k>0%)- Yed(yr)dyr =

zreU
-~ ~ — k30
= f2npi(k20k—8) zk § k)
S

Se V; é outra vizinhanca conica de & e V; C (VN{0}) entdo |£—n| > e(|€]+]n])
quando & € Vi en ¢ V, para algum ¢ > 0.( Analogo ao feito antes da estimativa

(3.2.4).) Assim
€ — K30,] > c(j€] + &%) > clé|5k, €€

sendo que a primeira desigualdade segue de 6 ¢ V e |0x| = 1 e a segunda de
(€] + k3)3 > |€]2k3. Como ¢ € S segue que @y ¢é rapidamente decrescente em

V1, pois

~ (€& — k30
@) < > E g (%) | <

rpelU
-1
—2—n f — k39k —2-n 2\l
<)k C’l(1+’7> <) EPTC(1 4 clg]3) T < oo
rLeU eV

Portanto (zo, &) € WF(u).

Agora seja (zg, &) € S. Escolha x € C2 igual a 1 perto de z. Para pro-
var que (g, &) € WF(u) devemos mostrar que xyu nao pode ser rapidamente
decrescente nas vizinhancas conicas de &y. Para fazer isto primeiro observemos
que

x(2)¢(k(x — x)) = ¢r(k(z — 1))

em que ¢p(x) = x(¥ + 7x)P(x) pertence a um conjunto limitado em S. Com
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efeito, considerando

Pi(¢) = max Pa 5(¢) = max (sup|a®D"(¢(x))|)

lal,[B1<i lelIBI<i =
dizemos que ¢ pertence a um conjunto limitado em & se para todo j existe

¢c; tal que Pj(¢r) < ¢; para toda ¢y, mas

Py(6e) < max [ca S‘ip(|x|la||Dﬁ(¢k( D)) < max (. cs)

A transformada de Fourier de yu é uma soma da forma (3.2.9) com ¢ substi-
tuida por ¢y, (cdlculo andlogo). Se . esta perto de g e k é muito grande entao
S(p(k(x—xg))) C vizinhanca de g logo ¢ = ¢, pois x(x) = 1 e obtemos para
qualquer N

30 :3p 1\ N
Xa(K0)| = k> = Cy Yy i (—|k ] 0”) :

ok J

aqui
Op — 720, > |k* — 3°| > K> + kj + 5> > kj se k # j
sendo que a primeira desigualdade segue do fato |36, — 736, > ||k*0x] —|520;]|

e a segunda de |k — 53| = |k — j||k* + kj + j%|. De fato,

- ~ (K0 — 3°0;]
| k | Z: J j
3 3
Z]-look n2¢k Z] n2z 330, —k30%)- xjé\(“f Qk—j9]|) >
k#j=1 J
ket j—1 J
e <|k:30k —j%\)‘N

Assim

30 391\ N
ijan ('k ek . J 6j|> < ijn72ka _ O(k7N>

pom J
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Se escolhermos N > n + 2 obtemos para k grande

k—n—2
2

xu(k*6y,)| >

se ) estd perto de xg. Como (:L‘o, é—&) ¢ um limite pontual da seqiiéncia
(xk, Ok), segue que yu nao é rapidamente decrescente em qualquer vizinhanga
conica de & e o teorema estd provado. |

Determinaremos agora o conjunto frente de onda de algumas distri-

buigoes as quais ocorrem com bastante freqiiéncia.

TEOREMA 3.2.5 Seja V um subespaco linear de R™ e u = uodS, em que
upg € C=®(V) e dS é a medida Fuclidiana de superficie em V. Entdo

WF(u) = S(u) x (VR\{0}).

DEMONSTRACAO Seja z =2’ + 2" com 2/ € V e 2" € V+. Se x € C=° entao

(X)) = (xu)(e™ &) = u(xe™ *) = / e " Cug(a’)x (@', 0)da’

logo xu ¢ uma funcao de &', rapidamente decrescente a qual nao se anula em
qualquer conjunto aberto a menos que xyu = 0, pelo fato de ser analitica. Port-
anto yu nao é rapidamente decrescente em nenhum cone aberto que intercepte
V4, a menos que Yu = 0, pois se & = 0 entao
(xu)(& + &) = [x(x (2')dz’ = ¢, sendo ¢ uma constante nao nula,
logo S(u) x (Vl\{O}) C WF(u). Mas como observamos acima existe decres-
cimento rapido em todo cone [£| < ¢[¢'], isto é em todo cone em que & # 0,
logo S(u) x ((V\{0}))® € (WF(u))". m
Seria suficiente provar o teorema acima para u = d.S, pois pela definicao

sempre temos

WF(au) C WF(u), a€ C™. (3.2.10)
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Outro fato importante é que para todo «
WF (D) C WF(u). (3.2.11)

De fato, tome x € C igual a 1 perto de z e x; € C igual a 1 numa
vizinhanga de S(y). Entao temos ¥,(D%) C X(xDu) = E(xD*(x1u)) de
(3.2.2) segue que X(xD*(x1u)) C L(D*(x1u)), pela definigao de X(uy) uy € &'
temos que X(x1u)¢ C X(D%xu)¢, ou seja X(D*(xiu)) C X(xiu). Quando
S(x1) — {x} segue de (3.2.6) que X(x1u) — X,(u) logo 3, (D) C X, (u),

donde WF(D*u) C WF(u). Juntando estes dois fatos obtemos que
WF(Pu) C WF(u) (3.2.12)

se P é qualquer operador diferencial com coeficientes constantes.

Agora analisaremos os valores limites de funcoes definidas como no Teo-

rema 1.4.37. Seja I' um cone aberto convexo e seja
P={¢cR” y- E>0Vyecl} (3.2.13)

o cone dual. Iy é fechado, convexo e préprio (isto é, ndo contém retas), pois
caso contrario I' estaria contido num hiperplano e nao teria pontos interiores
(isto é, I" seria um raio). Reciprocamente, todo cone fechado, convexo, préprio

I'; é o cone dual de precisamente um cone aberto convexo I', definido por
F={yeR" y- £>0VeTl\{0}}. (3.2.14)

De fato, seja & € T'1\{0} entdo u- ¢ > 0 para todo y € T' dai £ € T, logo
[} CT° Seja & € IV entdao u - € > 0 para todo y € I, mas y € I' implica
y- &> 0 para todo £ € T';\{0}. Suponhamos que & & I'; entdo existe §j € T
tal que g - n > 0 para todo n € I';)\{0} e - & < 0 deste modo § € I o que

implica & ¢ I'? absurdo.
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TEOREMA 3.2.6 Se as hipdteses do Teorema 1.4.37 sdo satisfeitas, entdo
WFE(fy) € X x (I°\{0}) (3.2.15)

sendo TY o cone dual de T.

DEMONSTRAGAO Se ¢ € C(X) a representacao (1.4.16) de f, é valida
substituindo N por qualquer inteiro v > N, (revendo a demonstracao do Teo-

rema 1.4.37 vemos que isto é possivel ja que 14 ¢ € CVT1(X)). Assim

(gf\o)@) = (foe " ¢, @) = /CI)(J:, Y)f(x+ iY)e_i(m”Y)' Sdo +

1 Y )e i@ tity)- € o~ —<iy>at”d dt(3.2.16
st [ [ rweae 3 oela) a0
Quando Y - £ < 0 segue que
|$‘%(5)| < C¢’V(6Y‘ 3 + /00 6tY~ EtV—th) _
0
= Cyu(e S+ (v = N((=Y) - OY ). (3.2.17)

De fato,

Gha(6)] < / B2, V) f(x +1Y)|e” da +

+(v + 1)/ / |f(z 4 V) |e ¢ Z 0%¢(x)|t"dedt < C, e ¢ +
0<t<1

|a|=vr+1

+Cy, / eV NGt = Cy (¥ ¢+ / e SN dt)
0 0

integrando por partes obtemos (3.2.17). O lado direito de (3.2.18) ¢ O(|¢[V771)
numa vizinhanca conica de qualquer ponto do semi-espaco Y - £ < 0. Assim
Y(ofo) C{& Y- € >0} paratodoY €T com |Y| < v, portanto X(¢fy) C T°.
Como X, (fo) C (¢ fo) segue o resultado. n

Provaremos agora uma modificacao do Lema 3.2.1, a fim de preparar

uma discussao do conjunto frente de onda para distribui¢oes homogéneas.
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LEMA 3.2.7 Sev € 8" entao WEF(v) C R" x F sendo F' o cone limite de S(v)
no infinito, isto €, o cone consistindo de todos limites de seqiiéncias t;x; com

z; € S(v) e0<t; — 0.

DEMONSTRACAO F' é obviamente fechado. Para todo cone fechado I' com

I'n F = {0} podemos escolher ¢ > 0 e ¢ tal que

(O) [E—nl=€l¢] seel, neS@)el¢]>c

Com efeito, suponhamos que nao seja possivel tal escolha de € e ¢ entao pode-
mos escolher £; € I' e n; € S(0) tal que |§; — ;| < lg] e [&| > j. A seqiiéncia
{f]—;} terd um ponto limite 6 € ' N F com |f] = 1 o que é um absurdo. Se
¢ € C°(R™) entao a transformada de Fourier de u = ¢v é (27) "¢ *D. Escolha
¢ € C~(R") tal que ¢ = 1 quando || > 1 e ¢(§) = 0 para [{| < 3. Entdo

Dp(€) = d(€) (%) e igual a (€) quando |¢| > R, logo
(2m)"U(E) = Ty (Pr(E — 1)) seE €T e R<elE], €] > e

De fato,

~

(2m)"T(E) = & * T(E) = Ty(F(€ — ) = Ty(Pr(E — 1))

a ultima igualdade segue de (). Como v € S’ segue que para algum N, C’, C”,

temos quando £ € I', [¢] > ¢, R < ¢€l¢|
(@) = (2m) "o (Pr(€ =)l

< C ) sup|p*DiBR(E — 1)
a+B|I<N

_ ! oz B 5—77

= ¢ >, sw Dy {(b(& nw( I )H
la+BI<N 161> %

= Z sup

3 fie=nr] F(mw (%)H
atAI<N 1> 5

C"(L+ DN Y sup ‘TIC“D%( )‘

<N 11> 5

IA
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Se escolhermos R = €|¢| o lado direito é rapidamente decrescente, pois a es.

Provando o lema. [

TEOREMA 3.2.8 Se u € D'(R") ¢ homogénea em R"\{0} entdo

(x, §) e WF(u) <= (&, —x) e WF(u) se (£ #0ex#0;  (3.2.18)
z € S(u) <= (0, —x) € WF(u) se x # 0; (3.2.19)

e Su) <« (0, &) €e WF(u) se £ #0. (3.2.20)

DEMONSTRACAO Assuma primeiro que u é homogénea em R". Para provar

(3.2.18) ¢ suficiente mostrar que se xg # 0, & # 0 entao
(0, &) € WE(u) = (&, —x0) € WF (1), (3.2.21)

pois u também é homogénea, pelo Teorema 2.3.18 e (3.2.21) aplicada a u da
a implicacdo inversa, j& que 4 = (2m)"i. Escolha x € C°(R") igual a 1 numa
vizinhanga de & e ¥ € C°(R") igual a 1 numa vizinhanga de xy tdo pequena

que
(S(¥) x S(x)) N WE(u) = 0. (3.2.22)

Temos que estimar a transformada de Fourier de v = yu numa vizinhanga
conica de —xg. Seja ¥ (x) = 1 em |x — xy| < 2r. Vamos considerar o comporta-
mento de v(—tx) em |z — xg| < 7 e t grande. Se u é homogénea de grau a em

R"™ entao
B(—ta) = (xu)(—ta) = (2m) "% * a(—tz) =

=xxu(—tx) =(a, x(—tr—".)) = (u, X(—tx+.)) =

= t"(u, t"Y(—tx +1t.)) =t (u, Y(t(. —x))).
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Seja Ypu = ug e (1 — ¢Y)u = uy. Entdo X(ug) N S(x) = 0. Com efeito, seja
(xo, &) € WF(ug) entao xg € S(¢) dai por (3.2.22) me(W F(ug)) NS(x) =0,

mas pela Proposigao 3.2.3 my(W F(ug)) = X(up). Assim

<W7ﬂ“f4W%=/%@M(§%ﬁ£%

tn
é rapidamente decrescente quando t — oo, pois V(&) x(€) ¢ limitado para

todo N. De fato,

(w0, R(H(. — 2))) =t/ PRty — 2))dy

_ //Uo —it(y—z)~ 5d§dy
= / / uo(y)x(§)e™™ e dedy

e
= /Uo(f)x <§> ff

na ultima igualdade usamos o Teorema de Fubini. Como X (ug) N S(x) = 0
segue que se £ € S(x) entao t€ & X (up), logo
(Yo, X(t(. —2)))] <
/|tNu0 t&)x(&)|de < sup|x(& |/CltN (1+|76)7d¢ < 0.

Usando Dauo(g) = £%ugy obtemos que uy é rapidamente decrescente. Além

disso,
também é rapidamente decrescente, pois

(&) y— N1 —v)X(ty — )

é limitado em S para qualquer N. De fato, por hipdtese temos que |z —xz¢| < r e

ly—xo| > 2r dai ||y—z| > r donde t < t@ e ly| < ly—z|+|xo|+r. Como y € S
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segue que () é limitado. De forma similar, usando que |y| < |y — x|+ |xo| + T,
obtemos que () é limitado se substituirmos X por D*Y. Logo (uy, X(t(.—z)))
é rapidamente decrescente. Portanto —x¢ & X(v), donde (&, —x¢) & WF ().
No caso geral em que u é homogénea em R™\{0}, segue de (2.3.11) e (2.3.12)
que podemos escrever u = w + wy + Q(D)wy, u = W + wy + Q(§)ws, sendo
w homogénea, S(wy) C {0}, w; = ‘xl—;n quando z # 0, wi(§) = —log|é| e @
polinomio. Com v —w e U —w sao C* em R™\{0} e w é homogénea segue da
primeira parte que (3.2.18) vale para w logo para wu.

Para provarmos (3.2.19) observemos que como u= (2m)™ segue do Lema 3.2.7
com v =u que x € S(u) entdo (0, —z) & WF(u). De fato, se z ¢ S(v) pelo
Lema 3.2.7 ndo existe seqiiéncia y; — x com y; € S(v), suponha que t;z; — =
com x; € S(v) da homogeneidade de ¥ segue que t;z; € S(v) logo temos uma
contradigao.

Suponhamos que (0, —x¢) &€ WF(u). Escolha x € C° com x(0) = 1, tal que a
transformada de Fourier de yu seja rapidamente decrescente numa vizinhanca
conica I' de —zy. (Sobre a escolha de x : se (0,—z) ¢ WF(u) entdo da

defini¢ao de conjunto frente de onda segue que existe x; € C'° tal que —xy &

Y(x1u) e x1(0) # 0, tome x(z) = ’;Eg .) Acrescentando um termo com suporte
na origem nao afetamos (3.2.19), assim podemos considerar que u ¢ homogénea

de grau a em R", a menos que a = —n —k e (1.6.15) vale para qualquer inteiro

k > 0. Assim a transformada de Fourier de yu em tx é

R xte) = (il + 7)) + logt 3 Ca%

lal=k

sendo que o somatorio pode ser omitido, a menos que k = —n — a é um inteiro
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nao negativo. Com efeito,

(xa)(t) = (2m) "%+ a(te) = (@, K(tw =) = (u, R( + tz)(=

=t F " (u,, t"Y(ty + tz){+logt Z S(ma@b)(aai# =

laf=k

oy, Suly+ ) +logt Y g D)

a!
|a|=k
Quando =z € T' o lado esquerdo tende rapidamente a zero como t — o0, e 0

mesmo acontece com o somatoério, pois Y € S. Assim
(u, Xe(.+x)) =ux*x(x) — 0

em [' quando t — oo.
A convolugao converge para (2m)"% em S'(R™), para tal considere t = ¢! e use
o fato que x. — (27)"d quando € — 0 (pela transformada de Fourier inversa) e
0% (2m)"0 = (2m)"u. Portanto @ = 0 em I', logo xo & S(u), provando (3.2.19).
Se u e portanto u é homogénea em R” entao (3.2.20) segue se (3.2.19) é
aplicado a u. Se u nao é homogénea em R" entao u(t.) —t*u é uma distribuigao
nao nula suportada na origem para algum ¢ > 0. Assim (0,&) € WF(u) para
todo &€ # 0 e & € S(u), pois u = U + V sendo U da forma (2.3.12) com Uy e

() homogéneos, () Z 0 e V' é um polinémio, usando (3.2.19) em Uy o resultado

segue. |

3.3 Revisao de Operacoes com Distribuicoes

A existéncia de singularidades torna impossivel dar uma definicao ge-
ral de multiplicacao de distribuig¢oes e composi¢ao com funcgoes suaves. Por

exemplo, uma operacao que estenda a multiplicacao nao €, necessariamente,
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associativa, como segue

up F} (zd) =0,

X

1

oo 2] o=

em que vp (%) ¢é o valor principal de % Mostraremos nesta secao que as de-
finicoes destas operacoes podem ser estendidas para alguns subespacos de D’
quando levamos em conta a descricao mais refinada das singularidades dadas
pelo conjunto frente de onda. Na secao 1.8 definimos tais operacoes pela ex-
tensao continua do caso de fungoes suaves, assim o primeiro ponto para discutir
¢ a topologia no espaco de distribuicoes com uma limitacao para o conjunto
frente de onda.

Sejam X um conjunto aberto em R”, I' um cone fechado em X x (R™\{0})

DL(X) = {u € D/(X); WF(u) C T}.

LeEMA 3.3.1 Uma distribuicao u € D'(X) estd em Dp(X) se, e somente se, para

toda ¢ € CX(X) e todo cone fechado V- C R™ com
I'n(S(g)xV)=10 (3.3.1)
temos
suplé|Vgu(§)] < oo, N =1,2, (3:3.2)

DEMONSTRAGAO (<=) Note que (3.3.2) implica que (x,&) € WF(u) se
o(z) #0e & € IntV, como ¢ e V sdo arbitrarios segue que W F(u) C I
(=) Suponha que u € Di(X). Seja ¢ € CX(X) e V um cone fechado em
R™ tal que (3.3.1) vale. Se & € V é tal que (3.3.2) nao vale em qualquer

vizinhanga conica de &, entao §, € W F(¢u) entao pela Proposicao 3.2.3 existe
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zo € S(¢) tal que (xg, &) € WF(¢pu) logo (xg, &) € WF(u), ou seja nao vale
(3.3.1). "

DEFINICAO 3.3.2 Dados uma seqiiéncia u; € Di(X) e u € Dp(X) dizemos
que u; — u em Dp(X) se

(1) uj — uw em D'(X) (convergéncia fraca)

(i1) supy [€]"6u(€) = us(©)] = 0, j — oo,

para N =1,2,--- se¢p € CX(X) eV éum cone fechado em R™ tal que (3.3.1)

€ vdlida.

AFIRMACAO: Se u; — u em D'(X) entao @ — ¢u uniformemente em com-
pactos.

DEMONSTRACAO Seja Sne(d) = ((Un — g, de™™) = du; (&) — pu().
Suponha que existe n; — oo e ¢ > 0 tal que HS’%&J‘H > ¢y. Escolha é pon-
to limite de {é—j‘}, se {; # 0 Vj, da analiticidade de S, ¢, em € temos que
|Sn,.6,(0)] > % o que contradiz u; — u em D'(X). ]

De (i) e da afirmagao acima segue que podemos substituir (ii) por

(i)' supsup [¢|¥|du;(€)] < 00, N=1,2,--- .
J &ev
O proximo resultado é uma extensao do Teorema 1.5.7.

TEOREMA 3.3.3 Para toda u € Dp(X) eziste uma segiiéncia u; € C°(X)

tal que u; — uw em Dp(X).

DEMONSTRAGAO Seja u; = (x;u) * ¢; em que
(a) x; € C°(X) e dado um conjunto compacto em X x; = 1 para j grande;

(b) 0 < ¢; € C(R"), [¢;dr=1e S(¢;) tao pequeno de forma que

S(6;) + S(x;) C X. (3.3.3)
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Assim u; € C°(X). Seja ¢ € C2°(X) dai temos

ui () = ((Gu) * @) (1) = (xu) () * ¥) = ul(x; (¢ * ).
Como S ((bvj % 1)) estd em qualquer vizinhanca de S(¢) para j grande, entao
Xi(d; * ) = b; x 9, e disto segue que u;(v)) — u(e)), ou seja, u; — u em
D'(X). Se ¢ e V satisfazem (3.3.1) podemos encontrar ¢ € C°(X) igual
a 1 numa vizinhanga de S(¢) e um cone fechado W com interior contendo
VA{0} tal que I' N (S(¢p) x W) = (. Para j grande temos ¢u; = ¢w;, em
que w; = ¢; * (Yu), assim |w;| = |$j||@| < |zz1\1\ Como ]@] é rapidamente
decrescente em W, a demonstracao do Lema 3.2.1 d4 (ii)’. De fato, aplicando

o Lema 3.2.1 v =w;, I'=int(W), w; é rapidamente decrescente em I' logo

vale (3.2.4) para u = gzﬁ/w\j = gu\] donde

sup(L+ |¢])" g5 (€)] < o0, Vi
pois |w;| < |z@\, o que implica (ii)’. Portanto u; — u em Dp(X). ]
TEOREMA 3.3.4 Sejam X e Y subconjuntos abertos de R™ e R™ respecti-
vamente e seja [ : X — Y um aplicagao C*°. Denote o conjunto das normais
desta aplicacao por

Ny =A{(f(z), n) €Y x R 'f'(z)n = 0}.

Entao o “pullback” f* pode ser definido de uma e somente uma maneira para

toda uw € D'(Y) com
Ny AW E(u) =0 (3.3.4)

tal que f*u = wo f, quando u € C* e para qualquer subconjunto conico
fechado T de Y x (R™\{0}) com I' N Ny = 0 temos uma aplicagao continua

[ :Dr(Y) — Dhp(X),

Fr=A "f'(@) ) (f(z),n) €T} (3.3.5)
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Em particular temos para toda w € D'(Y') satisfazendo (3.3.4)

DEMONSTRACAO Seja I' um cone fechado em Y x (R"\{0}) com

I'N Ny = 0 fixado. Definimos f*u = uwo f quando u € C*(Y'). Pelo Teore-
ma 3.3.3 este teorema estara provado se mostrarmos que f* aplica seqiiéncias
u;j € C* convergindo em Dp.(Y') em seqiiéncias convergindo em Dy, . Pri-
meiro provaremos a convergéncia em D'(X). Se u € CX(Y) e x € C*(X)

temos, pela formula da transformada de Fourier inversa aplicada a u

(Fu, X) = (2m)" / ()L ()i, (3.3.6)
L) = [ x(e)e " vd

Dado zy € X, tome yo = f(z0), 'y, = {m; (v0,m) € I'} e escolha:

(a) uma vizinhanca conica fechada V de I'y, em R™\{0} tal que
tf'(xg)n # 0, n € V, reduza o problema parar a co-esfera S™! e use o
fato que I' N Ny = ()

(b) uma vizinhanca compacta Yy de yo tal que V' é uma vizinhanca de I, para
todo y € Y, que existe ja que I' é fechado

(¢) uma vizinhanga compacta X, de o com f(Xy) no interior de Y e
Lf'(x)n #0se x € Xg en €V, que existe por continuidade.

Escolha ¢ € C*(Yp) igual a 1 em f(X). Entdo (3.3.6) é valida quando
X € CX(Xyp) para toda u € C*(Y) se u é substituida por ¢u no lado di-

reito. De fato,

() x) = / @)@y = [ o @)l fa)x()ds =
- /X u(f (2))x(z)dz = (2m)" / &1 13y () = {f*u, x).
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Logo por (3.3.6)

(F*u, X) = (2m)" / / (@) (m)x ()@ ddn,

Se € S(x) e 7 € V entio (i) d(f(x) - n) = dz- *f'(z) e (i) 1] < cl' /@),
pois d(f(a) - 1) = A, fihmy) = X, d(fs(@)m) = X, X0 0oy, =
dz- ' f'(z). Para (ii) consideremos o conjunto compacto W = S(x) x (VNS"1)
como a aplicacao
(z,m) =" f'(z) - n

é continua e diferente de zero para todo (z,7) € W temos por compacidade de
W que inf |'f'(x) - | > 0 seja ¢t =inf |'f'(x) - 5| > 0, logo se n € V temos
(ii).

Pelo Teorema 1.10.5 segue que
L] < Cny(T+ )™, neV N=1,2---. (3.3.7)

Com efeito, no nosso caso K = Xy, seja X, vizinhanga aberta de X,, u=x €

Ce*(Xo) g(x) = f(x) - 5 e w=[n], logo pelo Teorema 1.10.5 segue que

] < ex D7 sup DIy’ ()],

| <k

mas |¢'(z)| = [Vg| = (019, - ,0ng)| =

(tf’(x)ﬂ—‘ﬂ assim
n* 1L m)] < e Y sup | D] (Il [ (@)m]) =2
|a|<k
como (|n|™! ['f(z)n])~! < ¢ entdo |n*|I(n)] < C,. Somando para k =
0,1,---, N e usando o fato que (1+ S0 |7]¥) < Cy(1 +|n|)V, temos (3.3.7).

Se u; € C*°(Y) e uj — u em Dp(Y) temos

ou ()| < CL L+ )™, ngV, N=1,2,---,
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(pois VEN W F(u;) = () e para alguma constante M (Ver Teorema 1.4.15)
[fu;(n)] < C(L+ )™, n e R™

Portanto o Teorema da convergéncia dominada em V e V¢ da

(a5, x) = ) [ Gutn) (s

De fato,

() = 2o [ @i - e ([ + [ Gmmnma).

VC
Como em V¢ |u;(n)] < Co(l + n), VYN € N e em V
[Gu; ()| < c(1+[n])M, M fixo e além disso, |I(n)] < sup [x|m(S(x)), m(S(x))

é a medida de S(x), logo pelo Teorema da Convergéncia Dominada

a0 = @ [+ [ Gmnman) = o

Portanto f*u; converge em D’ para um limite independente da escolha da
seqiiéncia (Referéncia [H2] pg.43). Como provamos a existéncia do limite
denotamos-o por f*u.

Para provarmos a continuidade de f* : Dp(Y) — D’.-(X) consideremos

X u; = v;. Entdo (3.3.6) com x substituida por ye ™ ¢ da

2m) " [ G €)an

com I,(n,€&) = [ x(x) U@ =2 dr Seja W uma vizinhanca aberta conica
de "f'(x0)Ty, = (f*T)z,. Podemos as vizinhangas V' e X, acima escolhendo
tal que 'f'(x)n € W se z € Xy e n € V. Entao temos para algum ¢ > 0
"f'(x)n — & = €(|€] + n]) se x € Xo, n € V e & & W. Com efeito, se

€] + |n| = 1 entdao € = inf |'f'(z)n — &| # 0, por ser a distancia entre V e
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We logo |'f'(x)n —&| > €. Sejan € V, £ & W e considere m, m, daf
I'f (z)n — & > €(|€] + |n]). Assim pelo Teorema 1.10.5 para qualquer N
LI Ox(LH e+ i)Y se€ [ eWenev. @39

n

De fato, no nosso caso seja u = x g(x) = f(x) - gl — - m w = |n|+ ¢

logo pelo Teorema 1.10.5

(Il + 1ED* 1 (m, &) < C1 Y sup [Dx|lg'* 2%, ($)

| <k

mas
g/(l') _ tfl(m)n _ §
€1+ Il

e como (| f'(x)n—&[ (1] +[n)) ™) < ee ply (1€ +InD)* < On(1+ €]+ )Y
entao (1 + €] + [n))N|1y(n,€)] < Cyn. Sen & V entdo 'f'(x)n = 0, z € X,

logo por () temos

|| —2k
(il + D16 < € S sp D (=)

la|<k
2k— |
<o,y ()
AN
donde
Ly (n,€)] < Cn(1+ )™ (1 + €)™, (3.3.9)

Logo temos para £ ¢ W

B < Chl [ (4 1el+ 1)y + 416D [ sl +
pois

)1 = 27| [ Gus Lo i <
<alf \&Tj(n)rm|5|+w>-Ndn+<1+rs\ v [ B+ al)Van <

< Cy] / (L4 1)+ )™V dy + (1 + )™
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Como ¢u; satisfaz a condigdo (ii)” em V¢ segue que
sup sup [€|Y[x fru;(€)] < o0, N=1,2,---.
j &ew
Por uma particao da unidade segue que

fruj — ffu em Dl.p.

EXEMPLO 3.3.5 Se u é uma densidade C* em wuma subvariedade Y da va-

riedade X, entao
WF(u) ={(z,§) € T"(X);z € S(u),§ #0 e To(Y) - £ = 0}
De fato, no Teorema 3.2.5 considere V =T(X) e V+ = (T(X))* temos que
WE(u) = Su) x (VI\{0}) = {(2,8);2 € S(u),E #0 e Tp(Y) - & =0}
Assim o conjunto frente de onda é a restri¢ao a S(u) do fibrado normal
NEY)={(y,€): yeY, T,(Y)-§=0}
com a secao nula removida.

EXEMPLO 3.3.6 Seja A uma forma quadrdtica nao-singular real em R™, isto ¢€,

g—f # 0 se x # 0. Entao pelo Teorema 1.8.2 A* fy estd bem definida em R™\{0}

se fo € D'(R). Seja fo(x) = (z £140)?, a = 2= e considere a distribui¢do
(A+40)* = A*((t £140)%)

entao temos

WEF((A+i0)%) = {(z, tdA(z)):z £ 0, A(z) = 0, = 0} U (T;\{0})(3.3.10)
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De fato, temos que (z £140)* = z% + ™22 como (z + i0)* = lim, g+ 2%,

z = x + iy logo o cone I' do Teorema 1.4.37 é {y € R} dai o cone dual é
{y € Ry} e como SS((t 4+ i0)*) C {0} temos pelo Teorema 3.2.6 que
WFE((t+1i0)*) C {(0,(); ¢ > 0}. Analogamente obtemos que W F((t —i0)*) C
{(0,¢); ¢ < 0}. Agora pelo Teorema 3.3.4 WF((A=£i0)*) C A*WF((t+£1i0)%),

mas

AWE((t+i0)") = {(z,A'(x)n); (A(z),n) € WF((t+1i0)")}

= {(z,tdA(x)); x #£0, A(x) =0, t >0} U (Ty\{0}).
Portanto
WF(A+£i0)* C {(z,tdA(z)); = #0, A(z) =0, t = 0}.

Para a inclusdo reciproca de (1.8.2) temos que B(0)(A+i0)* = cdp e de (3.2.12)
segue que

WEF(B(9)(A+i0)*) € WF((A =+ i0))

logo para ¢ # 0 WF(6) C WF((A£1i0)%).
Note que (A £ i0)* nao é C* em nenhum z # 0 com A(x) = 0 logo

{(z,tdA(z)); © #0, A(z) =0, t 20} C WF((A+£1i0)*). Portanto
WF((A+£i0)*) = {(z,tdA(z));  #0, A(z) =0, t 20} UWF(dy).

Mas pelo Teorema 3.2.5 W (d) = T5\{0}.
O proximo resultado estima o conjunto frente de onda de uma convolucao

a partir dos fatores.

PROPOSICAO 3.3.7 Se k € D'(R") e u € E'(R™) entao

WE(E+u) C{(x+y,8); (x,§) e WF(K), (y,§) e WE(u)}.  (3.3.11)
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DEMONSTRAGAO Pelo Teorema 1.5.12 SS(k*u) C SS(k)+SS(u). Além disso
temos que X(k x uw) C X(k) N X(u) se u,k € &'. De fato, se

0#ne (X(k)en¢ (3(u) entdo existe V' vizinhanca conica de 1 tal que
k(€)] < Cy(1+ |€])™™ para todo N € N e para todo £ € V e para toda
vizinhanca conica, U de n existe M € N tal que [a(&)| > Cpr(1 + €)™ para

todo € € U. Seja N = M + 2ordem u+ [, | € N dai temos para £ € V'
(@) ()] < Cn(1+ [¢))~M2rdem 2 fa(€)] < Cho(1 +[€]) 7> “a(e)]” <
< On (1 [g])2rdem v=t(1 4 f¢])Prdem v = Cn(L+ €)™, VIENeVEEV.
Portanto n € (X(k * u))°. Analogamente, se 0 # n € (X(u))* e n & (X(u))".
Portanto ¥ (k*u) C X(k)NX(u). J&4 vimos que a projegao na primeira varidvel
de WF(u) é SS(u) e se u € £ entdo a projecao na segunda variavel é 3(u).
Se u, k € & entao kxu € &', pois S(k*u) C S(k)+ S(u), assim a projegao
de WF(k % u) na primeira variavel é SS(k*u) C SS(k) + SS(u) e a projegao

na segunda variavel é X(k x u) C (k) N X(u), logo
WE(E+u) C{(z+y,8); (2,§) e WF(k) e (y,§) € WF(u)}.

Para k € D’ consideremos pk com ¢ € C2°, e use o fato do resultado ser local.

3.4 O Conjunto Frente de Onda de Solucgoes

de EDP’s

Um operador diferencial com coeficientes C'*° de ordem m em um con-

junto aberto X C R" é da forma

P=P(z,D)= > an(x)D" (3.4.1)

la<m
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A parte principal (ou simbolo principal) p,, é definido por

pm(x,§) = Z aa(x)fa- (3.4.2)

lal=m
TEOREMA 3.4.1 Se P é um operador diferencial de ordem m com coeficien-

tes C'*° em uma variedade X, entdo
WF(u) C carPUWF(Pu), ueD(X), (3.4.3)

sendo o conjunto caracteristico, carP, definido por

carP = {(x,€) € T"(X)\{0}; pm(z,§) = 0}. (3.4.4)

DEMONSTRAGAO Temos o resultado para uma variedade, mas isto é puramente
local, assim podemos assumir que X C R”. Provaremos que
(carP)e N (WF(Pu))® C (WF(u))¢. Seja (x,&) € (carP)¢. Tome £ tal que

|€| = 1, pela continuidade da aplicagao:

S 3 € pia(@0, )

e como P, (79, &) # 0 entdo existe uma vizinhanga V de & em S™ e c > 0

(c = infy |pm(20,€)|) tal que pm(zo, &) > ¢ V€ € V. Logo se é—‘ € V entdo

|pm (0, &) > ¢|€]™. Como a aplicagao :
X x 8" (2,8) = p(e,§) € C
é continua, temos que existe uma vizinhanca U de xq tal que
pm(,€) > alé|™, V(z,6) € U x V. (3.4.5)

(c1 = infyxv [pm(z,§)]). Escolha ¢ € C°(U), fixa com ¢(xy) = 1. Queremos

estimar gbAu(g) quando ¢ € V. Primeiramente, notemos que se

'Pv = (=D)*(aqv),

«
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isto é, P é o adjunto formal de P, entao Pu = f significa que
(u, "Pv) = (f, v), ve C>X(X).
Gostariamos de encontrar v tal que o lado esquerdo seja @(5 ), isto é,

LPu(z) = ¢p(x)e ™ ¢,

Afirmacgao: Para ¢ grande uma solugao aproximada é

o € (z)

pm(2, 5)

DEMONSTRACAO

> (-1*D° {aa(x)M} _

v
VRS
)
=)
3 )
2| o
| =
vé/
~_

Il

o pm(z,§)
— c(—1)lal v aa(x) Bl (—&) e i & —
a3 0 (-2 Do
_ ao(2)§% e So(x)
a )%::m pm(2,§) "
+ Ca(—l)‘O{'D’y aa(a:)gb(m) (_és)/\e—i:p-f —
odzgm ’H—)\;)\Km ( pm($7§> >
: 1
= e ™ S (x —).
o )+O(,§‘)

Para melhorar consideremos

w(x)e @ ¢

pm(7,§)

como pp,(z,&) #0 V(x,&) € UxV, temos que v € C°(U) se w € C°(U). Esta

v(x) =

defini¢do de v dé a equagao w— Rw = ¢, em que R = Ri+Ry+- -+ R,, e R;[¢|
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¢ um operador diferencial de ordem menor ou igual a j o qual é uma funcao
homogénea de & de grau zero. De fato, para obter um termo em R de grau —j
devemos tomar m — j derivadas sobre a exponencial e~ ¢ e ter ndo mais que
J as que atuem em w. Por (3.4.5) todas as derivadas em x dos coeficientes de
R;[¢)? sao limitadas em U x V. Formalmente a equagdo w — Rw = ¢ ¢ satisfeita
praw =Y Rf¢ (w—Rw=¢= (I-R)w=¢=w=(I-R)"'¢=> Rkg).
Entretanto é improvavel que esta soma convirja, assim tomemos no lugar desta

uma soma parcial

wy = »_ Rf¢, N grande.

k<N

Entao temos, wy — Rwy = ¢ — RV¢ e RV é uma soma de termos cada um

contendo um fator |£|~* para algum k > N. A equagao anterior significa que

Pla D) (e I i (5 - 1Y)

Assim

ou(€) = ule™ " ERNG) + f (e—i . fpr'(') > L EeV. (3.4.6)

Com efeito,

u(e™ " RV ¢) + f( ' )
- gmw(tp( ))
=u(e™" " RY¢) +u(e” ¢ RN¢) =

= (¢u)(e™" " €) = gul€).

Se a distribui¢ao u é de ordem g numa vizinhanga de S(¢) entdo o primeiro

termo do lado direito de (3.4.6) pode ser estimado por

¢ > sup|D* (e ERNG)| < Cwlel* N, g > 1,

|| <p
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sendo que N — p é tao grande quanto queremos.
Se (z9,&) € WF(f), segue de (3.2.4) que podemos escolher a vizinhanga U de
xo € a vizinhanga conica V' de &, tal que para algum inteiro M e k =1,2,---

s €[ (E)] < Ci - sup|D*yl, v € CF(U).

|o|<k+M

Tomando ¢ = %= concluimos que o segundo termo no lado direito de (3.4.6)

6 O(|€]7%) quando & — oo em V. Com efeito,

’f(ei“é N >‘§0k|£|k Z sup‘D“ N ‘gék|§|’“.

P+ €) | <hot M P+ €)
Portanto
o que significa que (xg, &) € W F(u), concluindo o teorema. m

COROLARIO 3.4.2 Se P ¢€ eliptico, isto €, pp,(x,&) # 0 em T*(X)\{0} entdo

WF(u) =WF(Pu), ueD(X). Portanto SS(u) = SS(Pu), ue D'(X).

DEMONSTRAGAO De (3.2.12) temos W F(Pu) C WF(u). Como P é eliptico

entdo carP = (), logo pelo Teorema 3.4.1 WF(u) C WF(Pu). Portanto

WF(u) = WF(Pu). ]
Seja A uma forma real quadratica nao singular em R",

Ax) = Z QKT T,
com a,j, = ay; e seja o operador diferencial
B(0) =) 0,0k
em que (bj) é o inverso de (ajj). Pelo Teorema 1.8.2 segue que

B(D)Ey =6, Ei=ci(A+i0)2", N >2
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para uma escolha adequada de cy, c_. Se escrevermos £ = 2tAx, isto é,

r = (2t)7' B¢ em (3.3.10) temos

WF(EL) = {(tB(©), €; 120, ££0, BE) =0 UTA\{0}.  (34.7)

Afirmagao: A diferenga E, — E_ satisfaz a equacao B(D)(Ey — FE_)=0e

(1) WE(E, — E_) = {(tB'(§), &); t € R, £#0, B(§) =0},

DEMONSTRACAO (ff) segue de (3.4.7) quando = # 0, pois os dois termos tem
conjunto frente de onda disjuntos. Se x = 0 podemos usar o argumento dado
para X? : ]

Por uma translagdo obtemos as solugoes da equacao B(D)u = 0 com
W F(u) contendo qualquer ponto de carB. No entanto nem todo conjunto de
carB pode ser o conjunto frente de onda de uma solugao. Para provar isto

tomemos primeiro v € £'(R") e seja B(D)v = g. Entdao v = E, * g, assim

(3.3.11) e (3.4.7) dao
WE() c WF(g)U{(z+tB'(¢), &); (x,§) € WF(g), t >0, £ # 0, B(§) = 0}.
Com efeito,

WE(EL xg) C{(z+y,&); (2,§) e WF(Ey), (y.§) € WF(g)}

CWF(g) U{(tB'(§) +y. &); (y.§) e WF(g), t >0, £#0 B(§) =0}

em que a primeira inclusao segue por (3.3.11) e a segunda de (3.4.7).

Usando E_ ao invés de E, obtemos a mesma inclusao com ¢t < 0. Se
(x,§) € WF(w)\WF(g) segue do Teorema 3.4.1 B({) = 0, e a inclusdo
precedente mostra que podemos encontrar ¢t e t, tal que t_ < 0 < t, e

(x —tLB'(£), &) € WF(g). Isto nos conduz a:
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TEOREMA 3.4.3 Sejam B uma forma real quadrdtica nao-singular em R™,
X um conjunto aberto em R™ eu € D'(X) uma solugdo da equagao B(D)u = f.
Se (z,€) € WE(u)\WZF(f) entio B(§) =0 el x{{} C WF(u) se I C X
¢ um segmento de linha contendo x com dire¢ao B'(§) tal que I x {£{} nao

intercepta WF(f).

Assim as singularidades de u com freqiiéncia £ se propagam com fre-
qiiéncia fixada na direcdo B’(£) em X até elas encontrarem as singularidades
de f. DEMONSTRACAO Seja (z,&) € WEF(u)\WF(f). Pelo Teorema 3.4.1
(x,€) € carB, logo B(§) = 0. Escolha ¢ € CX(X) tal que ¢(x) = 1 e
LnNnS(@) C I se L é a linha através de I. Entao v = ¢u € & e
B(D)v = ¢B(D)u+w = ¢f +w em que S(w) C S(dp) (w =uB(D)g).
Como (L x {¢}) NWF(B(D)v) = (L x {£}) "W F(w), pois (z,§) € WF(f),
segue da discussao que precede este teorema que existem pontos z4 € L em

cada um dos lados de x tal que (z4,&) € WF(w), assim
ze € LN S(dP) e (24,8) € WF(u).

Se y, e y_ sao pontos arbitrarios no interior de I em diferentes lados de x
podemos escolher ¢ tal que L N S(d¢) esteja tao perto quanto queremos de
{y+, y_}. Portanto (y+, &) € WF(u) provando o teorema. ]

Agora estenderemos o teorema anterior para operadores com coeficientes

reais e conjunto caracteristico nao-singular.

DEFINICAO 3.4.4 Um operador P(D) com coeficientes constantes em R"™ ¢é

dito ser do tipo principal real se o simbolo principal p,, € real e

P (&) #0 quando & € R™\{0}. (3.4.8)
Como p!,(£) = 0 implica mp,,, (&) = pl,,(§)-€ = 0 seria suficiente assumir (3.4.8)

quando p,,(§) = 0.
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Se P ¢ do tipo principal real colocamos

v(&) =P, ()l

Este campo de vetores é homogéneo de grau zero com respeito a £&. No proximo

lema daremos um limite inferior para P na dire¢do iv(§) de €.

LEMA 3.4.5 Fxistem constantes positivas t, Cy, Cy, C3 tal que

ImP(& +itv(§) +1iV) >

> CiL+ )™ 4P (&) V = (VI + DIVI(El + V)™ (3.4.9)
se £ €R™ €] > C5, V €R™
DEMONSTRAGAO Referéncia [H2] pg.276. ]

TEOREMA 3.4.6 Se P(D) é do tipo principal real com coeficientes
constantes entao podemos encontrar Ex € D'(R™) e wye € C®(R") tal que

P(D)Ei:5+wi e

WEF(EL) C{(tp),(£),€):t 2 0,pm(§) = 0,€ # 0} UTF\{0}.  (3.4.10)

DEMONSTRAGAO Nao ha perda de generalidade se assumirmos m > n + 1,
pois se E. tem as propriedades estabelecidas no teorema para A*P(D), entao
AFE tem as propriedades da teorema para P(D). Além disto, se substituirmos
P por —P trocamos E, e E_, logo é suficiente construir £_.

Seja I' a cadeia
R" 3¢ — E+itv(§), [¢] > Cs, (3.4.11)

sendo C3 e t dados pelo Lema 3.4.5. Note que por (3.4.9)

ImP(¢) > C1(1+ |Re¢|)™™" em T'. Tomemos

6ix~ ¢
E (z)= (27?)_”/F de} Ao NdC,, xeR"™ (3.4.12)
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Em termos dos parametros &, --- ,&, em I' temos

dGi N - NdG, = Jd& N - - NdE,,

D(& + itvi (&), - -+, & + itv,(§))
D(fla"' 7571)

no infinito. Entd@o a integral (3.4.12) é localmente absolutamente e uniforme-

J = — 1

mente convergente. Quando ¢ € C2° temos, com w = P(-D)¢

z:): ¢
(PD)E-. ¢) = (B ) = 20) " | / VDT ey A+ A e
integrando primeiro com relagao a x e usando que 1/1( ) = P(C)(—C) obte-
mos
Pw)E-, o) = e [ f) Ay A NG,

= (2m)” /qb —Q)dCi A -+ ANdG,.
Como F({)d¢; A -+ A d(, é uma forma diferencial fechada pata toda fungao
analitica F, pois dF é uma combinacao linear de d(,---,d(,. Logo
5(—( )d¢y A -+ A dG, é uma forma diferencial fechada a qual decresce rapi-

damente no infinito (por Paley-Wiener-Schwartz). Dai a féormula de Stokes

da
(PDIE-, 6) = Cr)™ [ B0+ n e,
I
= @m7 | (=6ds =@M | S(=QdG A A dG.
Aqui I'y é a cadeia
R" > € — € +itvg(€), [¢] < Cs,

sendo vy a extensao suave de v de |£| = C5 a [{] < C5, a qual faz I' U T

homotépica ao R"™. Dai P(D)E_ = § +w_ em que

w_(z) = —(27?)_”/F e Cd¢ A - AN dG,
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¢ uma fungao inteira pois I'y é compacto. Assim o Teorema 3.4.1 mostra que
pm(€) =0se (z,6) e WF(E_) ex #0.

Para completar a prova devemos mostrar que (z9,&) ¢ WFEF(E_) se
zo & R_pl,(&). Esta condigao significa que podemos encontrar V' € R" com

[Vi=1e
zo- V>0, pl,(%)- V>0. (3.4.13)
Escolha uma vizinhanga conica W de &, tal que para algum ¢ > 0
P& V> clg™ ! g eW,
(c=1nfp! (¢)- V) dai obtemos de (3.4.9) quando { € W
ImP(& +itv(€) +isV) > Ci(1+ [E)™ ! + clé]™ s —
—Ca(s +1)s(|¢] +5)" 7% = C1(1 + [¢))"

se 0 < s < €[¢| e |£] suficientemente grande (|¢] > %) Substituindo V' por

eV temos
ImP(€ +itv(€) +1isV) > Cy (1 + €)™, (3.4.14)

ceW, 0<s<|[¢, [£ > Ci. Escolha x € C*°(R"\{0}) homogénea de grau
zero com suporte em W tal que 0 < y <1 e x = 1 numa vizinhanca conica W
de &. Se z - V > 0, o que é verdade numa vizinhanca de z(, obtemos usando
a formula de Stokes

iz ¢

E_(z) = (2m)" /F . %dg Ao AdG (3.4.15)

em que IV é a cadeia

R" > ¢ — & +ito(§) +ilSIX (V. [€] = C,
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e I'l, é a unido da parte de I' em que C3 < [£] < C% com a cadeia

{(§9); 16l = C5, 0 <s <y} — EFitv(§) +isx(§)V

com orientagoes convenientes. A contribuigao de (3.4.15) quando ¢ € I ou
Re( € Wy é uma fungao analitica de x quando - V' > 0. Se M é um conjunto
conico fechado contido num cone fechado convexo préprio GG, entao o conjunto
frente de ondas da funcao

el ¢

dG A~ ANdCp, x- V>0,

xr —

cer recem P(C)
estd contido em {(x,&); - V >0, & € G}. Isto segue do Teorema 3.2.6. De
fato, substituindo = por z = = + 7y obtemos um a funcao analitica limitada

quando |x| é limitado, z - V > 0 e y estd no interior do cone dual de G, pois

Reiz- (=—z- Im{—y- ReC =+ (to(6) +|Elx(E)V) —y- € <

< —ta- v(E) — |Elx(©z- V < ~tz- v(E) < cla.

Podemos cobrir W§ com um ntumero finito de tais cones G’s os quais nao
contém &y, logo (z9,&) € WF(E_). O que completa a prova deste teorema. m

Agora uma repetigao da prova do Teorema 3.4.3 da:

TEOREMA 3.4.7 Seja P(D) do tipo principal real. Se u € D'(X),
P(D)yu=fe(x,§) € WF(u)\WF(f), entao p,,(€§) =0 e I x{{} C WF(u) se
I C X € um segmento de linha contendo x com dire¢ao p.,(§) tal que I x {£}

nao intercepta WE(f).

Agora apresentaremos o resultado que junto com Teorema 3.4.7 des-
creve as solucoes singulares de operadores diferenciais parciais lineares com

coeficientes constantes.
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TEOREMA 3.4.8 Sejam P(D) do tipo principal real com coeficientes cons-
tantes e 0 # & € R™ com py,,(§) = 0. Entao podemos encontrar w € C™(R™) tal

que P(D)u € C*(R") e
WE(u) = {(tp. (£),s8); t e R, s> 0}. (3.4.16)

DEMONSTRAGAO Seja L = Rp! () e considere F o conjunto de todas
u e C™(R™) tal que Pu € C®(R"), u € C®(L°) e WF(u) C R" x (R£). O
teorema afirma que existe u € F\C*, pois v € F implica W F(u) C Rp], xR}
e pelo Teorema 3.4.7 u € C'™ se esta inclusao é estrita.

Note que F ¢ um espaco de Fréchet com as semi-normas:
(i) supg |Dul|, |a| < m, K compacto de R™,
(ii) supy |D%*u|, « arbitrério, K compacto de L€,
(iii) supg |[D*P(D)u|, « arbitrario, K compacto de R",
(

N du(), N=1,2,---, ¢ C®R".

iv) suppe
Aqui I'y é uma seqiiéncia de vizinhangas conicas de £ em R” se contraindo para
R, £. Precisaremos usar apenas um numero contavel de conjuntos compactos
K e fungoes ¢ pois a semi-norma (iv) pode ser estimada pelas correspondentes
com ¢ substituida pela funcao 1 a qual é 1 em S(¢).

Suponhamos que F C C™"! entdo o Teorema do Grafico Fechado, Teo-
rema 1.10.7, mostra que a inclusao F < C™*! é continua. Assim podemos
encontrar N, ¢ € C*(R"), K; C R" tal que K; CC R", K, C L° tal que

Ky cC L C € R de modo que

Z |Du(0)] < C{ Z sup |D%u| + Z sup | D%u| +

jal=m+1 jal<m &1 jaj<n 12
+ Z sup |D*P(D)ul| + sup(1 + [n))¥|u(n)|, ue F. (3.4.17)
laj<n 11 Ty

Queremos mostrar que (3.4.17) nao é valida. Para tal precisamos construir

uma solucao aproximada da equacao Pu = 0 concentrada perto de L, logo
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longe de K5. Para o 1ltimo termo ser pequeno a transformada de Fourier de u

deveria estar concentrada perto da direcao &. E natural escolher parat >0
ut([[‘) = €Z‘t$. 5'Ut(l').
Entao

P(D)uy(z) = € SP(D +t&)u(€)

= et E(ZP%) () Djvr + pr-1(§ve + -+ +)
j=1

em que os termos indicados por (---) contém poténcia negativa de t, e

Uma solucao formal é

vy =g+t o+ -

que pode ser encontrada resolvendo a equacgao de primeira ordem

Lvg = ZP%) (&) Djvo + pm-1(§)vo (3.4.18)
j=1

e entao sucessivamente as equacoes

LUj = fj (3419)

em que f;’s sao determinadas por vy, -+, V1.

O suporte de vy é um cilindro com o eixo na diregao p/, (£); podemos escolher
vo com vy(0) = 1 e suporte perto de L, pela prescri¢ao de tal valores num plano
¥ ortogonal a p), (§). Se as outras funcoes v; sao determinadas pela condigao
de contorno v; = 0 em X, é claro que S(v;) C S(vp) para j # 0. Para

vV = Z vjt’j
j<M
terceira soma mno lado direito de (3.4.17) ¢é O@F™ 1=M*TN)  pois

P(D)u; = O™ M) logo D*P(D)u; = O(t™ 1=M+N) O dltimo termo ¢
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rapidamente decrescente quando t — oo, pois
ou(n) =Y t7 (9v;)(n — 1€)
J<M
et+|n <c(n—t€) quando n & I'y. A primeira soma de (3.4.17) é O(t™)
e a segunda soma ¢ nula pela escolha apropriada de vy, mas o lado esquerdo
cresce como t™1 pois € # 0. Se tomarmos M = N temos uma contradicao,
pois em (3.4.17) teremos que em geral o lado esquerdo ¢ O(t™!) e nao melhor,

no entanto o lado direito nos da que é
< O™ + 0™ ).

Portanto existe u € F tal que u € C™\C™*!. Concluindo o teorema. ]
Finalizaremos esta dissertacao com um exemplo que ilustrarda como os
Teoremas 3.4.7 e 3.4.8 podem ser aplicados.
Finalizaremos esta dissertagdo com um exemplo que ilustrard como os

Teoremas 3.4.7 e 3.4.8 podem ser aplicados.

EXEMPLO 3.4.9 Seja P = D,, em R". Claramente P € do tipo principal real,
pois pm(&) = &1 A sequir apresentaremos o que os Teoremas 3.4.7 e 3.4.8
afirmam neste caso e dado a simplicidade do operador apresentaremos de-

monstracoes alternativas destes resultados.

(a) Seja (2°;€Y) € WF (u)\W F(Pu), pelo Teorema 3.4.1 (2%, %) € {(x;€); &

0}. Como o operador tem coeficientes constantes ele é invariante por trans-

0

lagoes, logo sem perda de generalidade podemos assumir que x° seja a origem.

Escrevemos (0;£°%) = (0;0,£Y).

Temos que a curva bicaracteristica que passa por (0,£%) € solugao de

dx

E - vépm(fo) = (1707 e 70)7
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isto €, x(s) = (s,0"). O Teorema 3.4.7 afirma que existe € > 0 tal que
I x (0,6Y) := {(5,0;0,€"); |s| < €} € WF(u)\W F(Pu).

Para chegar a esta conclusao consideremos f := Pu restrita ao hiperplano
{2/ = 0}, isto € possivel pelo Teorema 3.3.4. De fato, sejam X C R

YCR" e F: X — Y definida por
X>z+ (0,2) €Y.
F € uma aplicacao C* e
Np={(F(2);n) € Y x R™ "F'(x)n = 0} = {(0,2";m1,0')}.

Logo Np NWF(f) =0 perto de 0. Dai existe ug solugao de Pv = f de forma

que (0;€°%) & W F(ug). De fato, ug é encontrado integrando

/Ozl f(t;2")dt.

Logo podemos reduzir a equag¢io homogénea D, (u — ug) = 0. Donde u — ug =
uy(z'). Dai I, x §° C W F(uy) para algum € > 0. Como (0;£%) &€ W F(ug) entdo
I. x & C WF(u).

(b) Eziste u solucio de Pu =0 tal que u = uy(x') e WF(uy) = {(0;s6); s >

0}. Dai iy (z) = 1., Qui(2’) satisfaz a tese do Teorema 3.4.8.
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