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Resumo

Uma condicao necessaria e suficiente é dada para que um operador
soma de quadrados seja globalmente hipoelitico. Esta condicao é expressa em
termos de propriedades de aproximagoes Diofantinas dos coeficientes. A prova

do teorema é baseada em estimativas L2.



Abstract

A necessary and sufficient condition is given for a sum of squares
operator to be globally hypoelliptic. This condition is expressed in terms
of Diophatine approximation properties of the coefficients. The proof of the

Theorem is based on L?>— estimates.



Introducao

Estamos interessados em estudar a hipoeliticidade global, isto é, a
regularidade C'*° das solucoes, de uma classe de operadores diferenciais par-
cias lineares de segunda ordem, dados como soma de quadrados, de campos

vetoriais reais, ou seja, quando P é dado por:

P=-A - (iaxt)amj) (1)

sendo que (t1, ..., by, T1,y ooy T) = (£, x) € R™™ € a;(t) € Por(IR™), com a;(t)
a valores reais.

Para ser mais preciso, recordemos a definicao de hipoeliticidade global.
Dizemos que P é globalmente hipoelitico, (GH), se as condigoes
u € Py (RN) e Pu € Por(IRY) implicam que u € P, (RY).

Este nosso estudo foi baseado no artigo Global Hypoellipticity and
Simultaneous Approximability, de Himonas, A. A. e Petronilho, G. (ver
[HP]).

A organizacao desta dissertacao foi elaborada como segue:

No capitulo 1 apresentamos os pré-requisitos necessarios para o bom
entendimento deste trabalho.

No capitulo 2 damos a definicao de vetores simultaneamente apro-
ximaveis e damos uma condi¢ao necessaria e suficiente para que o operador

(1) seja globalmente hipoelitico. Esta condi¢ao é expressa em termos de pro-



priedades diofantinas dos coeficientes de P. (ver pagina 25).

Um modelo para a classe (1) é dado por L = —0? — a?*(t)9?, sendo
que (t,z) € R, a(t) € Par(IR) a valores reais. Em [FO] foi provado que L é
globalmente hipoelitico em IR? se, e somente se, a # 0.

Para mais resultados sobre hipoeliticidade global sugerimos ao leitor

as referéncias [GW], [H1], [HP1], [M].



Capitulo 1

Pré - Requisitos

Neste capitulo apresentamos uma série de defini¢oes, notacoes e resul-
tados utilizados ao longo deste trabalho. Salientamos que as demonstragoes
dos resultados apresentados neste capitulo quando forem omitidas terao re-

feréncias para tais.

1.1 Notacoes e Alguns Resultados

Apresentaremos abaixo algumas notagoes utilizadas nesta dissertacao,
juntamente com uma explicacao breve do seu significado.
= igual por defini¢ao;
x - & é produto escalar usual;

[z] menor inteiro maior ou igual a x;
0
O,

lal =ar+ - +an, a=(a,..,a,) €N

= 8%. derivada parcial em relacao z;;

a; Lo .
D* = Di"..Dy", sendo a € IN" e D7 = —,3%7, para j = 1,...,n;
i
N = {0,1,2,..};

IN* ={1,2,...};



B fim da demonstragao.
Observagao: Usaremos a letra C' para representar diferentes constantes.

Consideremos N € N, 7 € Z™, o € N, |7| = /18 + ..+ 7% e

7|l = || +...4|7m|- Lembremos que |o| = g +ao+... 4+, ! = aqlas!...ap,!,
7 = {72 rom . Notemos que |79 = |7|* 12|27 | ¥

N!
Afirmagao 1.1 |7|N < ||7|V = E — |7
!

la[=N

Demonstracio: E ficil mostrar que |7| < ||7|. Logo |7|¥ < ||7||V. Resta

N () N
mostrarmos que || 7| Z — 17
la|=N
caso m=1: trivial.
caso m=2:
I71Y = (Inl+ )Y
N
N _
- z(k)|Tl|N Il
k=0
N
= Z |kl‘Tl|Nik‘T2|k
N!
= > Tk,|71|j|72|
j+k=Nj' )
DI ]
(or ooy 102!

Suponhamos que vale a igualdade (*) para m = n — 1. Note que
(1] 4 |72] 4+ oo+ [Tocal 1) (7] + oo+ [T ]) + 7)Y

N! 4
= > y ,(|ﬁ|+ A i) oIl

k‘+j N
Z k5l Z (7|7 7ol T P
kti= mJ 18]= k
N
|B|+j=N
N
= Z |7
[(a1,...,an)|=N



Lema 1.1 Dado N € IN, existe C'y > 0 tal que

7Y > Cnl(m 1Y, ¥ (7,6) € (Z™\ 0) x (Z"\0).

Demonstragao: Lembremos que |(7,&)| = /|7]? + [£|%.

Definindo ||(7,&)|| = |7| + |£], vemos que

1
E||(T,§)|I < (7. < I Ol

Observemos que, para 7 # 0 e £ # 0 temos

N

I 1 = (i 160" =3 (7 )it

=0

N

(1.1)

(1.2)

1

ey |1 L N 1
=7l Lﬂ“(l)hnw—l* +(N—l)w—wa+

< Irl¥gl™ [H <]1V> R (fo 1) +1}

= Cylr[™ g™,
Assim,
7MY > Onll(m O, T#0, £#0.
De (1.2) e (1.3) segue que
[TIMIEN > Onl(m Y, T#0, €#£0.

A Formula de Leibniz

Sejam f,g € C*(IR"). Dado o € IN", temos

o (ra) =3 (§)or 0%

B

@ NG —a!ﬁw!

sendo que

eal=ao!. - Lyl

||

(1.3)

(1.4)



1.2 Espacos das Funcoes 2r-periédicas

Definigao 1.1 C*°(IR") € o espaco das fun¢oes infinitamente diferencidveis

definidas no IR™ a valores complexos.

Definigao 1.2 C5,(IR"™) € o espaco das fungoes continuas no IR", 2m-perio-

dicas em cada varidvel a valores complexos.

Definicao 1.3 Po.(IR") = C2(R") C C®(IR") € o espaco das fungoes in-
finitamente diferencidveis no IR", 2mw-periddicas em cada varidvel e a valores

complezos.

Definicao 1.4 Sejam {¢;}, N uma segiéncia em Pa-(IR") € ¢ € Par(IR").
Dizemos que ¢; converge para ¢ em Pa(IR") se, para cada o € IN",

a=(aq,...,ap), D*; — D% uniformemente em R".

Esta nogao de convergéncia coincide com a induzida pela métrica

na qual pg, k € IN, é a semi-norma definida por

pe(¢) = sup |[D%¢(x)], (1.5)
zcIR"

lal<k

para toda ¢ € Py, (IR").

Teorema 1.1 ¢; — ¢ em Py (IR") se, e somente se, pr(p; —¢) — 0, para

cada k € IN.

Demonstracao: Ver [Z].



1.2.1 Série de Fourier em P, (IR")

Definicao 1.5 Seja {ay},czn uma seqiéncia numérica em C. Dizemos que
a seqiéncia {ar} € rapidamente decrescente se para cada N € IN, existe

C' =C(N) >0 tal que
lax| < C|k|™Y,  para todo k € Z™\ 0.

Observagao 1.1 Equivalentemente, {ay}rczn € rapidamente decrescente se

para cada N € IN, existe C' = C(N) > 0 tal que
lax| < C(1+|k[)™,  paratodo k € Z".

Suponhamos que {ay }c 7" satisfaga a Definigao 1.5. Entao dado N €

N existe C' = C'(N) > 0 tal que
lag) < Clk|™N, Vkez™\o.
Se k€ Z" \ 0 entao temos 1 + |k| < |k| + |k| = 2|k|, e portanto
lag| < Clk|™N =2¥C(2lk))™N < 2¥C(1 + |k|)7N.

Definindo C' = max{|ao|, 2" C} obtemos o desejado.

O outro lado é imediato, lembrando que |k| < (1 + |k|). n

Denotaremos o espaco das sequéncias rapidamente decrescente por

S(Z"™,C).

Teorema 1.2 Seja {ay},czm uma seqiiéncia rapidamente decrescente. Entdo

§ akezk-w

keZ™

converge em Par(IR") e se



entao

1

ar(f) = @ /[_M]n e~ f(2) do = ay.

onde ai(f) € o k-ésimo coeficiente de Fourier de f e usaremos a nota¢ao
f(k) = ar(f).

Demonstracao: Ver [Z].

Teorema 1.3 Seja f € Par(R"). Entio

7 _ 1 —ik-x
F0 =Gy | i@ e

forma uma seqiiéncia rapidamente decrescente e

flx)="Y" f(k)e™.

keZ™

Demonstracao: Ver [Z].

A série Z f(k)e“” ¢ chamada de série de Fourier de f.
keZ"

1.2.2 Série Parcial de Fourier em P, (IR")

Sejam p,q e n € IN* tais que n = p + ¢q. Consideremos a soma direta
R" =IR? ¢ IRY.
Entenderemos (z,y) € IR" como sendo = € IR” e y € RY.

Teorema 1.4 Seja {¢r}peze uma seqiéncia de fungoes em Por(IRP) tal que

para cada o € IN? e N € IN existe C' > 0 tal que
|D¢p(z)| < C(1+ |k|)™, paratodo k € Z% ez € IR,
Entao, a funcao v : IRP™ — C definida por
Way)= Y dule)er

ke’
pertence a Par(IR").



Demonstracao: Ver [Z].

Teorema 1.5 Seja ¢ € Par(IR™). Entdo

(b(x?y) = Z Qbk‘(x)eiy.k?
ke’

na qual ¢ € Por(IRP) e

1 iy
i | Py

Além disso, dado o € IN? e N € IN existe C > 0 tais que

or(x) =

|D¢p(z)| < C(1+ |k[)™, paratodo k € Z e x € IR.

Demonstracao: Ver [Z].

As fungoes ¢y (x) sdo chamadas coeficientes parciais de Fourier de ¢

e usaremos a notagao gg(x, k) = ¢r(x). A série Z gg(x, k)e* ¢ chamada de

ke’
série parcial de Fourier de ¢ em relacao a y.

1.3 Espaco das Distribuicoes 2n-peridédicas

Definicao 1.6 Um funcional linear u : Por(R") — € € dito continuo (ou
seqiiencialmente continuo) se para qualquer seqiéncia {¢;} convergindo para

0 em Par(IR"™) entao u(¢p;) converge para 0 em C.
Definicao 1.7 O espaco vetorial
Py (R") = {u: uéum funcional linear continuo em Par(IR")}

¢ chamado de espago das distribui¢oes 2m-periddicas, denominando u € Py (IR")

como distribuicao 2mw-periodica.
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Teorema 1.6 Seja u : Py (IR") — C um funcional linear. Sao equivalentes:
(i) u € continuo;
(ii) Ezxistem C' >0 e m € IN tais que

| <u,¢>[<C Y sup [D(a)], Ve Pur(R).

ja<m 7€

Demonstracao: Ver [Z].

Proposicao 1.1 Seja f € Cor(IR™). Entao f define uma distribui¢io 2m-

periodica por:

<Ty, ¢ >i/ fze, .y xn)e(xe, ..y ) dxy... dy,

para toda ¢ € Par (IR™).

Definigao 1.8 Uma seqiiéncia {u;};cnv C Po(IR™) € convergente em Py, (IR™)
se existe u € P, (IR") tal que, para toda ¢ € Por(R"), a seqiiéncia < uj, ¢ >

converge para < u,¢ > em C.

Definicao 1.9 Sejam u € Py (R"), f € Par(IR") e a € IN". Definimos as

distribuicoes periodicas D%u e fu como sendo:
< D%, ¢ >= (=Dl <u, D% >, V¢ € Py (IR");

< fu,¢ >=<u, fo>, V¢ Por(R").

1.3.1 Série de Fourier em P;_(IR")

Definigao 1.10 Seja {um,},ezn uma seqiéncia em Py (IR™). A série Z U,
meZ"
é convergente em Py (IR") se a seqiéncia das reduzidas S; = Z U, for con-
Im|<l

vergente em Py _(IR").
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Teorema 1.7 Se u = Z U € Py (R") entao D%u = Z D%y,
meZ" meZ"

Demonstracao: Ver [Z].

Definigao 1.11 Uma seqiiéncia numérica {a, },,c z» € denominada de cresci-

mento lento se existem constantes C' >0 e k € IN tais que
|a| < Clm|*, VY me Z"\0.

Observagao 1.2 A definicao acima € equivalente a existirem constantes

C >0 ekelN tais que
lam| < C(1+|m))*, Vme z"
A demonstracao é andloga a prova da observacao 1.1.

Teorema 1.8 Seja {am }mezn wma seqiiéncia de crescimento lento. Entdo a

série

é convergente em P5_(IR") e se

meZ"
entao
1 < —iz-m >
Ay, = u, e
(2m)"
Demonstracao: Ver [Z].
Teorema 1.9 Seja u € P, (IR"). Se u(m) = W < w, e ™™ > entdo

{u(m)}czm € uma seqiiéncia de crescimento lento e

u= Z a(m)e™™ em P (IR").
meZ"
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Demonstracao: Como u € Py (IR"), existem C' > 0 e k € IN tais que

1 . 1 '
|a(m)‘ = | < u,e_lx~m > ’ < —0"C sup ‘Dge—zx.m|
(2m)" (2m)™ |az<kx€]R"

¢ 4
= ~ sup ’(_1)‘0‘|mae*zx.m‘
(2m) alzﬁk zelR”
c C
= oo 2L S Imtl = o Y
(2m) o<k z€lR" (2m) o<k

IA

¢ (L mplel < (1 + m))*,

|a| <k
para todo m € Z".

Portanto {u(m)},,cz» é uma seqiiéncia de crescimento lento.

Pelo Teorema 1.8 existe v € P5 (IR") tal que v = Z u(m)e™ ™,

m€Z7L
Vamos mostrar que u = v em Pj_(IR"). Para isto necessitamos do seguinte

Lema 1.2 Seja v(x) = Z u(n)e™™, entdo v(m) = u(m), Vm € Z".

neZ"

Demonstracgao:

v(m) = <wv,e ">

Mostremos agora que u = v em Pj_(IR").

Seja ¢ € Po(R"). Entao ¢(z) = Z P(m)e™ ™. Seja
meZ"
Sj(x) = Z P(m)e™ ™, j=1,2,.... Temos que S; — @ em Py (IR").

Im|<j
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Como u € P, (IR"), entao

<u,p> = lim <wu,S; >

J—o0

_ : ~ ix-m
= lim <w, 3 G(m)e >
|m|<j

Portanto, u = v = E u(m)e™™ em Py (IR"™). u
meZ"
Os numeros complexos u(m) sao chamados de coeficientes de Fourier

de u. A série E u(m)e™™ é chamada de série de Fourier de u.
mez”l

1.3.2 Série Parcial de Fourier em P, _(IR")

Sejam p,q e n € IN* tais quen =p+¢q e R" = IR ¢ IR%.
Teorema 1.10 Se u € P _(IR") entao

u= Z U (7)™,
me "

sendo que u,, € Py (IRY), dada por

< Uy () >= <u,p(x)e”m >,

1
(2m)4

com ¢ € Par(IRY). Além disso, para cada ¢ € Par(IRY), {< U, () >} -
me

¢ uma sequéncia de crescimento lento.
Demonstracao: Ver [Z].

Teorema 1.11 Seja {u,,},cze uma seqiéncia de Py (IRP), satisfazendo a

sequinte condi¢ao:
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Existe C' > 0 e k € IN tais que
| <ty 0 > | < Cpr() (1 + [m|)*,

para toda ¢ € Par(IRY) e m € Z, sendo py a semi-norma definida em (1.5).

Entao u = Z U (z)e?™ € Py (IR").
meZ*

Demonstracao: Ver [Z].

As distribuicoes u,,, sao chamadas de coeficientes parciais de Fourier de

u e usaremos a notacao u(xr, m) = u,,(x). A série Z u(z,m)e” ™ é chamada
mEZq
de série parcial de Fourier de v em relacao a y.
Consideremos o operador P(t,d;,0,) = Z o 3(1)0207, sendo
(e, 8)|<mA4n

(t,z) € R™™ € aqp(t) € Por(IR™). Usemos a notacao

P(t,0,8) = Y aas(t)(i&)’0).

(o B)| <mtn
Afirmacdo 1.2 Pu(t, &) = P(t,0,, £)u(t,€), sendo que u € Pl (IR™™).

Demonstracao: De fato, seja v € Py (IR}") qualquer.

< PU(t’ 5)77(15) >=05 < Puafy(t)eim.g >

(2m)"

N (271T)” Kaﬁgmm < a,5(t)0F O u, y(t)e ¢ >

& D <A aaln (e >

o 2 U <o Bl >

i (271T)7<aﬁ%m:1)|aﬂm < u, 0] [aa 5 ()y (1)) (€)™ >
“T, 2 O < wltlanoltniolief e >

— 1 Z (—1)|a\ < u,(9?‘[%[75(15)7(15)](ig)ﬁe—m.g S

[(c.)|[<m+n
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= > (D<A €), 0 [aast)y ()](i6)" >

|(a,8)|<m+n

= 3 <UL E), aas(D()(iE)’ >

(., 8)|<m+n

= ) <aap®)(i) OFa(t,€),y(t) >

[(c,8)|<m+n

—< S aasOG) AL ). A(1) >

|(@,B) [ <mtn
=< P(t,0, §)ult, ), 7(t) > .

1.4 Outros Resultados

Definicao 1.12 Seja P um operador diferencial parcial linear, ODPL, com
coeficientes pertencentes a Par (IR™). P € dito ser globalmente hipoelitico, (GH),

se as condigoes u € Py (IR") e Pu € Par(IR™) implicam que u € Par (IR™).
Definigao 1.13 Seja f € Cy(R™). Definimos

e = ([ o)

Definicao 1.14 Um numero irracional o € de Liouville se, para quaisquer

C>0eK >0 existe (p,q) € Z*, q#0, tais que

C
p—aq| < —%.
= odl < g
e~ 1, . o
Exemplo: a = Z Tow ¢ wm ndmero de Liouville. (Ver [F]).
k=1

Como conseqiiéncia temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.15 Um numero irracional o € nao-Liouville se existem C > 0 e

K >0 tais que

C
Ip — aq| ZW’ V (p.q) € Z*, q#0.
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Exemplo: a = /p, com p primo, ¢ um niimero nao-Liouville. (Ver [Z]).
Teorema 1.12 Seja o € R ¢
P=D,—aD,, (v,y) € R
Entao P é (GH) se, e somente se, a € niimero irracional nao-Liouville.

Demonstragao: Ver [GW].

Teorema 1.13 Seja P = —0? — (a(t)0,)?, sendo que (t,z) € R? e a(t) €
Par(IR) a valores reais. Entao P é (GH) se, e somente se, a fun¢do a ndo €

identicamente nula.
Demonstracao: Ver [FO].

Teorema 1.14 Seja P = —0? — (0, + a(t)d,,)?, sendo que (t,71, 1) € IR
e a(t) € Par(IR) a valores reais. Entao P é (GH) se, e somente se, a imagem

de a(t) contém wm nimero nao-Liouville.

Demonstracao: Ver [H1].



Capitulo 2

Hipoeliticidade (Global e

Aproximacoes Simultaneas

Neste capitulo daremos uma condicao necessaria e suficiente para que
um operador soma de quadrados de campos vetoriais reais seja globalmente
hipoelitico. Esta condicao é expressa em funcao do conceito de vetores nao

simultaneamente aproximaveis dada a seguir.

2.1 Definicoes e Exemplos

Definicdo 2.1 Uma colecio de vetores vy, ...,v; em IR? é ndo simultanea-
mente aprorimdvel (ndo SA) se existem C' > 0 e K > 0 tais que para
quaisquer n = (11, ...,n¢) € Z* e £ € Z%\ {0} temos

C
In; —v;.£] > A paraalgum j =1,... L. (2.1)

Observacao 2.1 Quando { = 1, esta ¢ a defini¢ao de um vetor nao-Liouville.
Quando d = 1, esta € a defini¢cdo de uma colecao de niumeros reais vy, ..., Vg
nao simultaneamente aprozimdveis (veja [HP1]). Se ¢ =1 e d = 1 entdo esta

€ a definicao de um nimero nao - Liouville (ver defini¢iol.15).
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Observagao 2.2 Segue da Definicao 2.1 que uma cole¢ao de vetores vy, ..., vy
em RY ¢ simultaneamente aproximduvel (SA) se, e somente se, para
quaisquer C > 0 e K > 0 existem & € Z4\ {0} en = (m1,...,n0) € Z tais que

C .
|77j —’Uj.€| < W’ VJ = 1, ,€ (22)

Novamente, quando { = 1 esta € a definicao de um vetor Liouville, e quando
d =1 esta € a definicdo de uma colecao de niumeros reais vy, ..., v, ser simul-
taneamente aprorimavel. Se { = 1 e d = 1 entao esta é a definicao de um

numero de Liouville.

Exemplos: Iniciemos com exemplos de vetores nao-Liouville.
Seja v = (aq,...,q,) com ag,...,, numeros algébricos e tais que
1,aq,...,a, sao linearmente independentes sobre os racionais. Entao segue

de [S] que existem C' > 0 e K > 0 tais que
c n
’U—UQEW, V€EZ \07 VUEZa

ou seja, v € um vetor nao-Liouville.

Observemos que se v; é um vetor em IR nao-Liouville entdo vy, v, ..., vy
sao vetores (ndo SA) para quaisquer vetores vs, ..., vy em R

Observemos que se « e 3 sao numeros racionais entao « e (3 sao
nimeros (SA).

Temos também que se 0s nimeros oy, ..., ay; $80 (SA) entao os vetores
U1 = (@11, ooy Q1) ooey Vo = (U1, ..., Qq) 880 (SA), para quaisquer nimeros reais
Ak, ]:1776 ,kIQ,...,d. (Ver [HPl])

E facil ver que se « é um numero nao-Liouville, entdo «, 5 sdo (nao
SA), para qualquer 3 € RR.

Observemos também que se um vetor o« = (ay, ..., ;) é nao-Liouville

entao todas as suas coordenadas sdo numeros nao-Liouville. Assim, con-
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siderando v = (31, 32), sendo (5 um numero de Liouville, temos que v é um

vetor Liouville.

Afirmacao 2.1 Se uma colecio de vetores vi,...,v, em IR? ¢ (SA)

entdo evistem seqiiéncias {&,} = {(Ern, .. Ean)}y, &n € Z2\0 e {n,} =
{Mms )}, M € Z° tais que njn — v;.6n] < w, Vi =1,....0 e
1€l > 2, n=1,2 ...

Demonstragao: Como vy, ..., v, sdo (SA) entdo dados C = 5 e K = n
existem 7, e én tais que

1
2n+1

[ — Uj-én| < W, Vi=1,...,L

Para os valores de n tais que |&,| = 1 definimos &, = 2&, € 1, = 27,. Assim,

| gl" 1 1

G 2Er REP &

|77j,n - Uj-§n| = 2|ﬁj,n - Uj‘gn| <2

Além disso,
6] = 28] = 21, = 2.1 = 2.

Logo as seqiiéncias

(
fn = _ N
25”7 se ‘€n| - 1
\
e
( ~
ﬁn7 se |£’fl| 2 2
U ~
| 27, se & =1
satisfazem o desejado. [ |

Observemos que na Afirmagao 2.1 existem duas possibilidades:
. . . . ’ . . !/ ~ . . . .
i) Existem infinitos indices n tais que os ,,s s@o dois a dois distintos;

.. !/ ’ .
ii) Os ¢, s assumem um numero finito de valores.
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Se ocorrer i) entdo podemos definir novas seqiiéncias {&,} e {7}
satisfazendo
7jm — V;.6n] < L, Vi=1,....0 (2.3)
&
com |€,| — 400 quando n — +oo.

De fato, seja J = {n € IN : os & s sdo dois a dois distintos} e consi-
deremos &, = &,,  fjn = N, n € J. Temos que (2.3) segue da Afirmacao 2.1 e
da definicao de &, e M-

Mostremos que |&,| — 400 quando n — 400 : Suponha que exista
My > 0 tal que para cada N € IN existe n > N tal que |§~n| < M. Assim,
temos:
dado N =1, dny; >1 tal que ]ém] < M,.
dado N =ny +1, dng >n;+1>n, tal que |§~n2| < M,.

Continuando esse processo sucessivamente construimos uma subse-
qiiéncia {én]} de {&,} tal que |én1] < My, Vj=1,2,.... Assim, existe ng € IN
tal que én]. = &,, para uma infinidade de j's, o que contradiz o fato de {énj}
ser uma subseqiiéncia de {én} Logo |€,| — 400 quando n — +oo. [ |

Se ocorrer a situacao i) entdo podemos definir novas seqiiéncias {&, }
e {7} com todos os termos dois a dois distintos satisfazendo

fljm — ;.60 = 0 < é, Vi=1,....0 en=12,..
[l
e pelo caso anterior |£,| — 400 quando n — +oc.

De fato, segue de ii) que existe ng € IN tal que &, = §,, para uma

infinidade de n’s. Seja J = {n € IN : &, = &,,}. Segue da Afirmacao 2.1 que

|€0o| > 2. Para n € J temos

1 .
Njn — Vjbngl < 0 Vi=1,....0
€
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Assim, para cada j € {1,...,¢}, tomando o limite quando n — 400 obtemos

lim 7;, = v;.6,
n—-+oo

e como 7;, € Z entao existe n; € IN tal que
Njm = Vj.bng, VI E{L, ... 4} e ¥Yn>n;.

Portanto v;.§,, € Z. Definimos én =N&py, N > N1 € Ny = N1y, 1> Ny. Assim,
temos

1)é, € Z4\ {0}, ¥n > ny e sdo dois a dois distintos.

2) N = 10 = (M1 ooy M) = (MU1.Engs ooy NVEEy) € Z' e sdo dois a dois
distintos.

Além disso,

|Tjm — vj.én| = |nv;.&ny — Vj.NEpy| = [n0j.Eny — MV;.Ene| =0

para todon > ny e j € {1,...,£}. Reindexando obtemos o desejado. [ |
Logo, na Afirmagao 2.1 podemos supor também que |§,,| — 400 quan-
do n — +o0.

Também observemos que a seqiiéncia {n, } da Afirmagao 2.1 satisfaz
jml < 1+v;l|énl, Vie{l,...,¢} e VnelN-
De fato,

1 1
Min] = 105116l < 0jnl = 0580l < M — 0560l < 7 < 7 < 1,

[
entao ;.| <1+ |vill&), Vie{l,....¢} e VnelN. u
Levando em conta as observagoes feitas acima, podemos reescrever a

Afirmagao 2.1 da seguinte forma:
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s

Lema 2.1 Se wuma cole¢cio de wvetores vy,...,v;, em IRY ¢ (SA)

entio existem seqiiéncias {&,} = {(Eimy - Ean)}y, &n € Z4\ 0 e {n,} =

{Mms o)}, M € Z° tais que |0, — v;.60] < ‘571'”, Vi =1,...,0 com
€] > 2, n = 1,2,..., |&] — 400 quando n — 400 e njn| < 14 |vi]|&al,

Vie{l,...,0} eVneIN"
Também precisamos da seguinte

Definigao 2.2 Seja (by(t), ..., be(t)) um vetor de fungées a valores reais as
quais sao linearmente independentes sobre IR. Dizemos que um vetor de fungoes
(fi(t), ..., fa(t)) pertence a (SA)(by,...,bs) se as sequintes condigoes valem:
(1) {f1,..., fa} estd contido no gerado de {by,...,bs};

2) Os £ vetores colunas da matriz (X\;;) na expressao
( Y p

(fl, ceey fd)t — (>\jk>(b1; ...,bg)t

sdo vetores ndo simultaneamente aproxzimdveis em R

Observagao 2.3  Seja (by(t),...,be(t)) um vetor de funcées a valores reais
as quais sao linearmente independentes sobre IR. Dizemos que um vetor de
fungoes (fi(t), ..., fa(t)) pertence a (SA)(by,...,be) se as sequintes condigoes
valem:

(1) {f1, .-, fa} estd contido no gerado de {by,...,bs};

(2) Os £ vetores colunas da matriz (i) na expressao
(frsees fa)" = (M) (b1 oo, be)'
sdo vetores simultaneamente aproximdveis em IR?.

Com o objetivo de esclarecer a condicao que aparecerd no teorema

central vamos analisar alguns exemplos.



23

Exemplo 1: Consideremos o operador P, = —8? — (ay(t)d,)?, com
(t,r) € IR? e a1(t) € Par(IR) a valores reais. Sabemos, pelo Teorema 1.13
(pag. 16), que P, é (GH) se, e somente se, a; Z 0. Observemos que a; Z 0 se,
e somente se, a; ¢ uma funcdo linearmente independente em IR, (LI em RR).

Exemplo 2: Consideremos o operador Py = —0? — (9,, + as(t)0,,)?,
com (t,71,72) € R® e ay(t) € Par(IR) a valores reais. Entdo P, é (GH) se,
e somente se, a imagem de as contém um nimero nao-Liouville. (Ver Teore-
ma 1.14, pag. 16).

Suponha que a imagem de as(t) contém um nimero nao-Liouville.
1°caso : Se ay(t) é constante entdo as = A.1, com A um nimero nao-Liouville.
Assim, as pertence ao gerado pela funcao constante 1 com coeficiente \ que
¢ um numero nao-Liouville e portanto é um vetor nao simultaneamente apro-
ximavel.
2°caso : Se as(t) é ndo constante temos que 1, ay sdo LI. De fato, se supormos
que existe (a, 3) # (0,0) tal que a.1 + [.as(t) = 0, entao teremos 3 # 0, pois
se # = 0 entdo a = 0. Logo teremos que as(t) = =% = constante, o que nos

B

d& uma contradicao.

Teorema 2.1 Seja P = —0?—(0y, +a2(t)0s, +a3(t) 0y )?, com (t, 21,22, 13) €
R* € ay(t), as(t) € Por(IR) a valores reais. Entdo P é (GH) se, e somente se,

vale uma das sequintes condigoes:
e Seay e ag sio ambas constantes entao (as, as) € um vetor nao-Liouville.

e Se pelo menos uma entre as fungoes as e az € uma fung¢ao nao constante,
entdo nenhuma delas pode ser escrita como uma combinacdo linear da

outra e do numero 1 com coeficientes que sao (SA).

Demonstracao: Ver [HP1]
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Exemplo 3: Em IR* consideremos o seguinte operador:
Py = _at2 - (am + a2(t)al‘2 + a3(t)al‘3)2’

com (t, 21,79, 73) € R* € ay(t), az(t) € Paor(IR) a valores reais.

1°caso : Suponhamos ay e a3 constantes. Entao segue do Teorema 2.1 que P,
¢ (GH) se, e somente se, (ag,as) ¢ um vetor nao-Liouville. Observemos que a
condi¢ao acima pode ser escrita da seguinte forma: a; =1 Z0é Ll em R e
que ay e ag pertencem ao gerado por 1, isto é, ay = as.1 e a3 = as.1. Notemos

também que

- (1)1><1

2x1 2x1

com (ag, az) um vetor nao-Liouville e portanto é um vetor nao simultaneamente
aproximavel.

2°caso : Uma entre as funcoes a, e a3z nao é constante. Suponhamos sem
perda de generalidade que ay seja nao constante. Segue do Teorema 2.1 que
Py é (GH) se, e somente se, nenhuma delas pode ser escrita como combinagao
linear da outra e do nimero 1 com coeficientes que sao (SA). Como ay é nao
constante entao 1 e ay sao LI sobre IR.

caso 2.1 : 1, as e az sao LI. Assim, nenhuma entre ay e az pode ser escrita
como combinacao linear da outra e do niimero 1.

caso 2.2 : 1, as e az sao LD sobre IR. Observemos que neste caso a condi¢ao
acima pode ser escrita da seguinte forma: a3 = Aas + 3.1 e 0os niimeros A e (3

nao sao (SA). Logo, ag pertence ao gerado por {1, as} e notemos que

(az)ix1 = ( BoA >1X2

e os vetores v; = 5 e v3 = A nao sao (SA).

a2
2x1
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2.2 Teorema Central

Com as observagoes feitas nos trés exemplos da secao anterior podemos
enunciar nosso resultado central desta secao.

O que observamos nos trés exemplos anteriores é que o numero de
funcoes LI, sobre IR, é importante bem como a forma que as funcoes restantes,
que nao sao LI sobre IR, sao escritas como combinacao linear daquelas que sao
LI sobre IR.

Assim, dadas aq(t), as(t), ..., a,(t) fungoes a valores reais denotaremos
por ko o numero de fungoes, entre aq(t), as(t),...,a,(t), que sdo LI sobre IR.

Logo 0 < ky < n.

Teorema 2.2 Seja P um operador diferencial definido por

P=-A, - (i a (t)@mj) (2.4)

em que (1, ...;tm, @1, ..., x,) = (t,x) € R™™ e a;(t) € Por(R™), € sdo a
valores reais. Suponhamos que 1 < kg < n — 1. Entao P € globalmente
hipoelitico (GH), em R™™, se, e somente se, apds uma possivel renomeacio

das varidveis xy, ..., x, € dos coeficientes correspondentes aq, ..., a,, tivermos

(GkOJrl, ey an) € (SA)c(al, ceey ako)'

2.2.1 Necessidade

Demonstracao: Suponhamos que a condicao dada no Teorema 2.2 nao vale,

isto é, (akg41, ..., an) € (SA)(ay, ..., ax,). Entéo,
ko
am:Z)\?ak, m = ko+1,...n
k=1

e os vetores (A’;DH, e AY)y k= 1,..., ko, s@o simultaneamente aproximédveis.

Assim o operador P toma a forma
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P=-A - (iak(t) (axk + i A?@Im)>2. (2.5)

k=1 m=ko+1

. 1 ~ .
Visto que os kg vetores ()\’,:(’Jr e AY), k= 1,..., ko s@o simultanea-
mente aproximaveis, segue do Lema 2.1 que existem seqiiéncias

{&} = {(gko-l—l,fa"'agn,E)}a & € Z(m—ko) \ {O} € {W} = {(771757""771907@)}?

ne € Z*, tais que

Mo — Z Mome| < 1&7°, (2.6)
m=ko+1
para qualquer k = 1, ..., ko, com |&| — +00 quando ¢ — +oc.
Definimos u(t,z) = Zexp{z’(m.x’ — &.x7)}, sendo que
=1

T = (L1, ey Thg )y T = (Tgt1y eey Tn)-
Mostremos que u € P5_(IR™™) \ P, (IR™™): Note que podemos escrever
u(t,z) = Z ay exp{i(t,z).k}

keZZ"T

sendo que

. L, se k=ky=1(0,....0,010, s Mho.ts —Ekot1,6, s —Enp), £ = 1,2, ...
k 0, se k#ky,VIl=12 .
Temos que existe C =1e K =1 € IN tal que |ax| < C|k|%, Vk € Z™",
Portanto {ay} é de crescimento lento. Logo pelo Teorema 1.8 segue que
u € Py (R™™).

Temos também que {ax} nao é rapidamente decrescente. Suponha-
mos que {ax} seja rapidamente decrescente, entdo para cada N € IN
existe Cy > 0 tal que |ay| < Cylk|™, VEk € Z™™ \ 0. Em particular
la,| =1 < Onlke|™, V£ =1,2,.... O que d4 uma contradigdo, pois segue do
=N

Lema 2.1 que |[§| — 400 e portanto Cy|k,|~" — 0 quando ¢ — 4o00. Daf pela

contrapositiva do Teorema 1.3 segue que u & Por (IR™1").
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Consideremos agora L = L(t,0,) = Z ag(t) (&;k + Z )\Z‘&Em)

e Ey(z) = explimea — &0)). Temos e
LE)(t,2) =i [Z@ (e mz Ao ) | B = i)
implicando que 7 O
CLEta) = ~L(LE)(t2) = ~Lliglt) E)) = ~LiigeEo)(t,2)
— —ig (LB (4. 5) = —igiDigl ) Eula) = [geOPE@). (27

Logo, usando o Teorema 1.7 e (2.7) obtemos que

:g i%(ﬂ(ﬁkl‘ i A?fw)]gexp{’i(m-”_5”””)}'

k=1 m=ko+1
Note que podemos escrever

Pu = Z b, (t)e'™

’\/EZn

sendo que

ko 2
[Zak(t (nkﬁ_ Z )\k €m€>]7 s€ Y= (nfa_gf)agz 1727"'
k=1

m=ko+1

bw(t):
0 csey £k, Vl=1,2,..
Mostremos agora que Pu € Py, (IR™™). Para isso usaremos o Teore-
ma 1.4. Queremos mostrar que dados @ € IN" e N € IN, existe Cy > 0 tal
que

000,(H)] < Cxly| ™Y, ¥y € Z"\ {0}, Vit € R™

Sejam o € IN™ e N € IN dados.

Se v # ko, V0 =1,2, ..., temos

070, ()] = 10701 =0 < 7|, Yy e Z"\ {0}, Ve R™
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Se v = ko0 = 1,2, ..., entao, por Leibnitz,

7t ]Z() > ault) (e - > A?gm,e)éafw)

<L m=ko+1

-(Uk,z— z": A?fw)‘

m=ko+1

Z( )Zw‘” t>|'(w— > A;;gm,g)‘.

BLa m=ko+1

Z |3ﬁak ’ (Uk,z - Z A?fm,é)

m=ko+1

<> ( )Ma|§e|_£|§e|_e7 (2.8)

B<a

onde M, é uma constante que depende dos coeficientes ay e de a.
A demonstracao sera dividida em dois casos: || =0 e |n| # 0.

Se |n¢| = 0 entdo |k¢| = |&]|. Dai, segue de (2.8) que

1
om0 < 30 (5 )alei < o < Cop

BLa

1 1 1

- ~ -~ C Eaon—
T e T

pois Wﬁ — 0 quando ¢ — +oo.

Sabemos pelo Lema 2.1 que |n;¢| < 1+ |v;||&|, j=1,2,...,ko. Con-
siderando Cy = maz{|v1], ..., [vg,|} temos que |n;¢| < 14 C1[&] < |&| + C1|&|
= (1+ C)|&l| = Col&l. Assim, |no]* = nf, + ... + m30 < koC3|&J?. Portanto
[ne] < Cs&|. Logo

el < Csledl”. (2.9)
Se |n¢| # 0 segue de (2.9) que

CZ
& 7F < —. (2.10)
17|
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Segue de (2.8) e (2.10) que

0, ()] < Y (g) Mal&el ™Il ~*Cs. (2.11)
BLla

Sabemos do Lema 1.1 que dado N € IN existe C'y > 0 tal que

MY = 27N (n, N, VA0 e ££0.

Logo
el =16l ™" < 2| (ne, €)1 " (2.12)
Segue de (2.11) e (2.12) que
o o _ Cy)*
o0l < 3 (5) M2l g5 = €. 21
p<a [
o a7V 1
= C,0N—2—~— =0C,0F (—4) .
[ e =N R |V [ el [Fe|
—N -
Basta mostrar que (ﬁ;—;) é limitada. Como |k;| — 400 quando ¢ — +oo
entdo existe R > 0 tal que % < 1 se £ > R. Consideremos R; = max{R, N}.

Logo para ¢ > R; temos

o\ N 1\
(“;—4‘) < <§> — 0 quando ¢ — +o0.
¢

—N
Logo <%> é limitada.

Logo pelo Teorema 1.4 concluimos que Pu € Py, (IR™™).
Portanto o operador P nao é globalmente hipoelitico em IR™*". Isto

completa a prova da necessidade. [ |

2.2.2 Suficiéncia

Demonstragao: Seja u € Py (IR™™") tal que

Pu = f € Py (R™"). (2.13)
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Queremos mostrar que u € Por (IR™").
Se em (2.13) tomarmos a transformada de Fourier com relagao a = €

IR™ obtemos
n 2 =R
~aa(ee) + (Sl ) a6 = f.o), (214)
j=1
para todo £ € Z" e todo t € R™.

Como para cada { € Z" fixado, o operador na equacao (2.14) é um

operador diferencial parcial elitico em t, pois sua parte principal é o Laplaciano,
e f(-,f) € Por(R™), pois f € Por(IR™™), segue que u(+, &) € Por(R™).
Multiplicando a equacdo (2.14) por a(t,£) obtemos,
n 2
—(Adu(t,€))u(t, ) + (Zaj(t)ﬁj) [, 1" = F(t, a(t, ). (2.15)
j=1

Integrando com relacdo a t € [—m, 7)™ obtemos

/[_M]m —(Aa(t, &))ult, §)dt + / (gaj (t)@-) 2|a(,g, £)|2dt

[—7r,7r]m

_ /[_ § F(t, &t €)dt. (2.16)

Integrando por partes, obtemos

;/—mﬂ]m |y, (£, €)] dt—i—/[ b2(t, )|t )| dt

_71-77r]m

_ /[ ]mf(t,g)i(t,g)dt. (2.17)

n

sendo b?(t,&) = ( 3 aj(t)§j>2.

7=1
Agora para cada & € Z", fixo, definimos:

Iol2 = o 22 + /[ V(1,0 dt. (2.18)
k=1 -

™

onde ¢ € Py (IR™).

Para continuarmos a demonstragao necessitamos do seguinte Lema:
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Lema 2.2 Se (agyi1,..,an) € (SA)%(ay,...,ax,) entdo ezxistem constantes
a >0 K >0, ed >0, dependendo dos coeficientes ay, tais que para ca-
da & € Z™\ {0} podemos encontrar um intervalo aberto I C [—m,w|™ tal

que
«

2
b (t,f) Z |£’K’

Vite Ig, ’UOl(I&) > . (219)

Assumindo por enquanto que o Lema 2.2 acima esteja provado, mos-
traremos que a desigualdade (2.19) implica que o operador P é globalmente
hipoelitico em IR™*™.

m

Sejam s € I e t € [—m,w|™. Entao pelo teorema fundamental do

célculo, temos para cada ¢ € Py (IR™) que

m th
gO(t) :§0<8)+Z/ gng(Sl,...,Skfl,fk,t]prl,...,tm) ka
k=1 " 5k

Definindo w = (s1, ..., Sk—1,lk, tgs1, - - -, tm), podemos escrever a ulti-

ma igualdade da seguinte forma

] < e+ / e (w) dbs.

Entao temos
)P < 2\@(8)I2+2{§ / |soek<w>|czek}2
2 (s)]? + 2m{i( / e, ()] cwk)Q}

k=1

2 (s)]? + 2m{i( | leatw dfk)z}.

k=1 -

IN

IN

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos

o < 2o+ amr{ SO( [ ontwtan) }

k=1 -

c(wrug [ eatwran).

IN



32

onde C' = 4mm.
Integrando esta desigualdade em relagao a s € I¢, observando que w
depende de s somente nas primeiras (k — 1) varidveis e usando que vol(I¢) > §

obtemos

e < wltigler <o / Ms)\zmi / [ eatwp anas)

< )|? ds + / %wd)

< o[ etoras Z [ lenwldds

< o eloas+ 3¢ ol sy dsv )
I& k=1 [

77‘(‘,7!']’6

Logo,

o< c( [ lePas+ Y [ [lenpdse dsidn ).
Ig k=1 VYT -

Integrando esta tltima desigualdade em relacao a t € [—m, 7™ obte-

mos,

| era < o(enn [ s

[=m, 7)™ I
+C Z/ o, (W))? dsy -+ - dsj_y dlyy dtpyy - - dtm>
< o [P+ Yl
Ie k=1
ou seja,
ol < ([ toPas + Y louli ). (2:20)
¢ k=1

Pela desigualdade (2.19) temos que 1 < a™|¢{[5b?(s, &) para s € I e

portanto

()P ds < o€ / p?

I

(5 Ol ds <l P Ole(o) ds

I
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Assim, da desigualdade (2.20) segue que
ol < C(Oé_1|§|K/[ | b (5,)|p(s)) ds + ) ||90tk||%2)
—m,m|™ k=1

< OMK([ ]b%aomwmd&+EJWMﬁQ
™ k=1
— CleF gl

Logo,
lell7: < ClEl*llells,  para todo& € 2"\ {0}. (2.21)

Seja & € Z™ \ {0}. Se aplicarmos (2.21) com ¢(t) = u(t,§), entdao

existe C' > 0 tal que

[, )l < Clel*lac, o)l (2.22)

Por (2.17), (2.18) e a tltima desigualdade obtemos

mummsomé/ fit &t d.

[77T77T]m
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nesta ultima desigual-

dade vem que
@G, OlI7: < CLEFNFC Ol ac, &)l e (2.23)

Logo
[aC, iz < CIEFNFC )l (2.24)

Seja N € IN. Como estamos supondo f € Por(IR™"), pelo

Teorema 1.5, dado M = N + [K], existe Cy > 0 tal que
1F(t, 6] < Cyle|"NHED v ee z"\0eVteR™ (2.25)

Assim,

~ ~

1FC N7z = fiopmgm [F(E O dt < On[g]>NHED Y €€ Z27\ 0.
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Portanto
1F (- €)lle < Cnle" YD v e e zm\ 0.
Logo, por (2.24) e pela desigualdade acima, dado N € IN existe

Cn > 0 tal que

(. Oz < CIEFIFC,)llee < CLEIMNFC,Ollae < Culel ™, V€€ Zm\0.
(2.26)
Vamos mostrar agora que, para quaisquer a € IN" e N € IN dados,

existe C'y > 0 tais que
|07 a(-, €)llr2 < Cnlel™, V€€ Z™\ 0. (2.27)

Isso serd feito usando-se indugao sobre ||, a € IN™ dado.

Inicialmente mostraremos que a desigualdade (2.27) vale para |a| = 1.
Com argumentos semelhantes mostraremos para qualquer a € IN™.

Sejam N € Ne ¢ € {1,2,...,m} dados.

Derivando-se a expressao (2.14) parcialmente em relagao a t;, obtemos

2

— Ay (O, u( (Za] j) (O, u(t, £))

= 0, f(t) =2 Y ai(t) (O,a;(1)) &&T(L,€)
1<i,5<n

= 9(t,¢). (2.28)

Esta expressao é a expressao (2.14) com u(t,§) e f(t, €) trocados por
Oy u(t, &) e g(t, &) respectivamente. Como 0y, u(t, &) e g(t, &) satisfazem as mes-
mas hipéteses que u(t, ) e f(t,ﬁ), usando os mesmos argumentos anteriores,

trocando u(t, &) por 0,u(t,§) e f(t,ﬁ) por g(t,&) obteremos que
185, a(, )2 < ClEI" [lg(- )2, ¥V € € Z7\ 0. (2.29)

Como a; € P (R™), tanto a; quanto suas derivadas de qualquer
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ordem sao limitadas. Entao podemos encontrar C' > 0 tal que

D ailt) (O,a;(t) &&| < CIEP, V€ € Z™ (2.30)

1<i j<n

Ainda, como feito antes, dados @« € IN™ e N € IN existe Cy > 0

tais que

-~

o it 6)| < Onlel =D, we e z7\ o, (2.31)

Em particular,

-~

0, F(t.6)| < Cylel" D, we e z\o. (2:32)

Com isso,

100 (-, )2 = / 0, Tt O dt < Onle| 25D v e e z7\ o

[—7r,7r]”"

Portanto

100, (-, )2 < Cyle]" ™D, v ¢ e Zz7\ 0. (2:33)
Além disso, pela desigualdade (2.26), existe Cy > 0 tal que

[aC, &)llz= < Cwlgl >, veezm\0. (2.34)

Logo, pela definicao de g¢(t,€), pelas desigualdades (2.30), (2.33) e

(2.34) segue que

N

lg(, 2 < ||atef(-,g>\|m+‘

2 3 wl) (Buai() &)

1<i,j<n

< N8y F )z + CIEPIAC, )| 2

C g~ D + ClePOle] =M < gD,

L2

IN

V¢e Zm\ 0.

Portanto, pela desigualdade (2.29) e por esta tltima segue que

10,0, &)z < CnlEI™N, VE € Z™\ 0.
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Sejam o« € IN"™ e N € IN dados. Suponhamos que para todo (3 tal que
6] < laf, vale

107a(-, €)llr> < Cwlé| ™, ¥V £ € Z™\ 0. (2.35)

Aplicando o operador Jf na expressao (2.14) obtemos

(iw)@)%a s>] o7t 6)

j=1

—A (G7u(t, €)) + 07

para todo £ € Z", t € R™.

Pela formula de Leibniz,

9 iaj(t)gj 2@75 )= * o Zay 2 o/u(t, €)
=1 o \P
- (i%()&)Qﬁf‘@(t o+

+ﬁ§<; (g)aa ﬁ[(i% ) ]aﬁwg)

- (éamsj)zafa(t,m

FELE(5)d (Guos o (Sees)Jarses
- (Zn;am@)Qafa(t,m

TEZ () (S ame) (Saaws) e

(i“ﬂ ) dru(t, ) +
+Z( ){ 2 ( ) > 9" %J()@fj}a?au,g).

B<a y<a—p3 1<i,5<n

Substituindo esta expressao na tultima igualdade obtemos que

— A (82T(L, €)) <Za] j> (920(t, )
_ agﬂt,g)—z(g) lz( ) )Za ()37 as(t >fisj] o1, €)

B<a y<a—p 1<i,j<n

) 230
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-~

que é a expressao (2.14) com u(t,§) e f(t,&) trocados por 07u(t,§) e ga(t,€)
respectivamente. Além disso tanto 0;'u(t, &) quanto g, (t, ) satisfazem as mes-

~

mas hipdteses que u(t,§) e f(t,€) satisfazem. Portanto, usando os mesmos
resultados anteriores, trocando u(t, ) por 97 u(t,€) e A(t, €) por go(t, &) chega-

se a

107a(-,€) Iz < CIE"NIgal-,E) 22y ¥ € € Z\ 0. (2.37)

Como as funcoes a; e suas derivadas de qualquer ordem sao limitadas,
pois pertencem a P, (IR™), com argumentos semelhantes ao do caso |a| = 1,

segue da desigualdade (2.31) e de (2.35) que existe Cy > 0 tal que
1ga(- )2 < Cnlg|" N ED v ¢ € Zm\ 0.
Por esta tltima desigualdade e por (2.37) segue que
107 a(, €)lle < Cnlg|™, V€€ Z™\ 0. (2.38)

O objetivo agora é utilizarmos a desigualdade (2.38) para mostrarmos
que u € Py, (IR™*"). Faremos isso mostrando que dado N € IN existe Cy > 0
tal que

[a(m, )l < On(7, )17, ¥ (1,6) € Z™ "\ 0

e assim, pelo Teorema 1.2 teremos que u € P, (IR™1").
Sejam N € N e (1,£) € Z™™\ 0 dados.
Separemos a demonstragao em dois casos: £ # 0 e £ = 0.

Como para cada £ € Z", u(+,€) € Par(R™), temos que

ar.€) = /[ ) d (2.39)

(2m)™
paratodo T € Z™, £ € Z".

19 caso: & # 0.



38

Se 7 = 0, temos que

. 1 ~
0.9 = G | A9

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

1
(2m)™

Logo, utilizando (2.26) obtemos

(0,6 < / At )] dt < Clfa(- )|l
[—m,a]m
A(0,6)] < Onlé™ = Cul(0.6) V. (2.40)

Se 7 # 0, entao

TO"l/L\(7—7 5) - (27r)m / . Tae—iT-ta(t’g) dt
1 1 a  —iT-t
LR /[_M]m( e (e Tt &) dt

Fazendo a integracao por partes nesta expressao obtemos

1 1 —iTt o
“UrE) = Gy /[m]m e TR dr (2.41)

Observe que estas duas ultimas expressoes sao validas para todo
ez

Assim, segue da Afirmacao 1.1, que

N N! .
¥l < 3 Sirlae o)l

la[=N

1 1 —iTt Qo>
G e OO

< G > — / 0Tt €)] dt. (2.42)

‘ | N 7T7T]m

Segue de (2.42) e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

N!
rIMfa(r 1 < € Y —l97ac €)llee-

la[=N
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Logo, pela desigualdade (2.38) segue que

. N! - _—
[IMfa(r O <€ Y —Cnlel™ < Civlel ™.

la|l=N

Portanto, para £ # 0 e 7 # 0 esta tltima desigualdade implica que
[a(r, )] < Clr|~MeI™. (2.43)
Agora, segue de (2.43) e do Lema 1.1 que

[a(r,§)] < Cnl(m O™, 7#0, ££0. (2.44)

2° caso: § = 0.

Como temos que para cada £ € Z", fixado, u(-, &) € P, (R™), temos
em particular que u(-,0) € P (IR™). Logo pelo Teorema 1.3 u(7,0) forma
uma seqiiéncia rapidamente decrescente, isto é, dado N € IN 4 Cy > 0 tal
que

u(r,0)| < Cn|7|™ = Cx|(7,0)| N, V7€ Z™\ 0. (2.45)

Logo, pelas desigualdades (2.40), (2.44) e (2.45) e pela arbitrariedade de

(1,6) € Z™™\ 0, segue que existe Cy > 0 tal que
[a(r,&)] < Onl(m, O™, V (1,€) € Z™\ 0,

o que conclui a demonstracao do teorema. [ |

Demonstracao do Lema 2.2:
Assuma que (g i1, -, @) € (SA)(ay, ..., ax,), 1 < ko <n — 1. Entéo

ai, ..., ag, sao linearmente independentes sobre IR, e

ko
am:E Apag, m=ko+1,...n
k=1
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sendo que os vetores ()\ZOH, uAY), k =1,.. ky, sdo ndo simultaneamente

aproximaveis. Entao b(t, ) toma a forma

ko n
(&) = arn(&+ D Al'éw). (2.46)
k=1 m=ko+1

Para completar a demonstracao do Lema 2.2 precisamos do seguinte lema.

ko
Lema 2.3 Seja By, a fun¢do dada por By, (t,v) = > yar(t), te€R™,
k=1
v € R™\ 0. Entio existem Ci, > 0 e 0, > 0 tal que para cada vy €
RF . |y| = 1, emiste um intervalo aberto I, = Ii,(y) C [—7, 7™ com

|Bk0(t7’y)| > Ckm te ]koa UOZ(Ik()) > 5k0'

Demonstracao: Como as fungoes ay, ..., ax, sao LI sobre IR temos

By, (t,y) # 0, para v € R* \ 0. Pela continuidade de By, em [—m, 71]™ x Sko—1
sendo S¥~1 a esfera unitdria em IR¥, para cada & € S*~! existem uma
constante ag, = a,(£°) > 0, um intervalo aberto Iy, = I, (£°) C [—m, 7|™, e

um conjunto aberto 'y, = 'y, (€%) € S*~! tal que
‘Bko(tufﬂ > Qs tEIkO, fGFkO.

Visto que {T,(£°)}eocsro—1 cobre S¥~1 e como S™~! ¢ compacto, existem

finitos conjuntos abertos [y, (€1), ..., T'x, (€°) cobrindo S*~!. Portanto toman-

do Cy, = min{ay,(£Y), ..., (€9} e 6y, = min{wvol (I, (1)), ..., vol (I, (€9))}

obtemos a desigualdade desejada. [ ]
Agora retornamos para a prova do Lema 2.2. Consideremos

€ = (€1res6ry) € € = (Eugr1. s &) Suponhamos que & = (€,") € Z"\ 0 e

¢" = 0. Entao segue do Lema 2.3 que existem Ck, >0, i, > 0independentes

de € e existe um intervalo aberto Iy, = I}, (§) C [—m, w|™ tal que

ko 2 ’
B(1,€,0) = (kaak<t>> _B(1€) = [€]PB (t i) > PO > 2,

— "¢
(2.47)
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Vte iy, vol(lg) > k.

Agora assumimos que ¢ # 0. Visto que os vetores (AIZUH, s AR
k =1,...,ky sao nao simultaneamente aproximaveis existem C' > 0, K > 0,
independentes de ¢, e ky, 1<k < ko, tal que

= C
S+ D> Mikm > 7R (2.48)

m=ko+1

Se considerarmos v, =&+ >, AP, k=1,.., ko, e
m=k0+1

v = (V1,..., Vk,) €ntd0 segue de (2.48) e do Lema 2.3 que existe C' > 0,
K >0, Cg >0, 0, >0 independentes de £ e um intervalo

Iy, = Ik:o(f) - [_77—77T]m tal que

2

ko n
m 7
P(t.6) = | D (&c + >N §m> = B}, (t,7) = hI* B, (t, ﬂ)
k=1 m=ko+1 v
C? C?
> Cr P> Chlml > ‘f’fﬁ‘w
02 02
> |§T2K , VYt € ]k()’ UOl(IkO) > 5k0. (249)

Assim temos que se & = 0 vale (2.47) e se £ # 0 vale (2.49). Logo segue a

desigualdade desejada (2.19). [ |

Teorema 2.3 Seja P um operador diferencial definido por

P=-A— (i a; (t)amj> (2.50)

j=1
em que (1, ..., tm, @1, ..., xn) = (t,z) € R™™ € a;(t) € Por(R™), € sdo a
valores reais. Se ky = 0 entdo P ndo é globalmente hipoelitico em IR™™. Se

ko = n entdo P é globalmente hipoelitico em IR™".

Demonstragao: Se kg = 0 entdao ai(t) = ax(t) = ... = a,(t) = 0. Entao
para qualquer funcao u € Co (IRY) \ Par(IR}) temos Pu = 0. Portanto P nao
¢ globalmente hipoelitico em IR™*™.

Para a demonstracao do caso kg = n precisamos do seguinte lema:



42

Lema 2.4 Se ky = n entao existem constantes o« > 0 e 6 > 0, dependendo
dos coeficientes ay, tais que para cada § € Z™ \ {0} podemos encontrar um

intervalo aberto I C [—m,m|™ tal que
V(t, &) >a,V t el wvol(lg) > 4.

Demonstragao: Como a demonstracao do Lema 2.3 continua valida se

ko = n entao dado £ € Z™ \ {0}, temos

n 2
2.6 = (L o) = B9~ 1698 (1.5 ) 2 lgpci = 2
k=1

Vite ]n(f) = Ig, UOl(Ig) >0, = 0. |
De modo anélogo a demonstracao da suficiéncia da condicao do Teo-

rema 2.2 mostra-se que, no caso kg = n, P é (GH) em IR™™. [ |



Capitulo 3

Hipoeliticidade (Global para

certas Classes de Sublaplacianos

Notemos que na classe de operadores estudada no Teorema 2.2 os
n

coeficientes do campo vetorial g a;(t)0,, nao dependem das varidveis de deri-
Jj=1
Vagao Ty, ..., LTn.
Assim, apresentamos uma classe de operadores onde os coeficientes

podem depender de mais varidveis.

Consideremos em IR? o seguinte operador
2
P=-0;-0; — <8t2 + a(tl,tz)(?m> (3.1)

em que (ti,ty,z) = (t,z) € R® e a € Py, (IR?), e a valores reais. Na classe
(3.1) temos que o coeficiente do campo 0y, + a(ty, t2)0, depende da varidvel t,
e a derivada com relagao a esta variavel comparece no campo.

O objetivo é dar uma condicao necessaria e suficiente para que o opera-

dor (3.1) seja (GH) em IR®.

Teorema 3.1 O operador dado por (3.1) é (GH) em IR? se, e somente se, a

func¢ao a nao € identicamente nula.
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Demonstragao:

Se a = 0 entao para qualquer fun¢ao u € Co (IR,) \ Par(IR,) temos
Pu = 0. Portanto P ndo é globalmente hipoelitico em IR?.

Suponhamos que a nao é identicamente nula. Se a(ty,t3) é constante
nao nula entao o operador P é elitico e portanto ele é localmente hipoelitico,
em particular (GH) em IR?. Portanto, assumimos que a(t;,ts) é ndo-constante.
Entao, existe um ponto t°, na qual podemos tomar como t° = 0 = (0,0), tal
que ou %(0) # 0 ou %(O) # 0. Assim, existe 6 > 0 tal que ou %(t) # 0,

t € [=6,0]* ou §%(t) #0, t € [—0,0]%. Agora, seja u € P,.(IR?) tal que
Pu=f, f& Py (IR?). (3.2)

Se, em (3.2), tomarmos a transformada de Fourier com relacao a z € IR obte-

mos
[—02 — 0% — (04, +ia(ty, t2))?] 0(t, &) = f(t,€), V € € L. (3.3)

Como para cada & € Z fixado, o operador na equagao (3.3) é elitico
em t e f(+,€) € Par(IR?), pois f € Por(IR?), segue que (-, &) € Por(IR?).
O proximo resultado fornece-nos a desigualdade chave para provarmos

que u € Py (IR?).

Lema 3.1 FEziste uma constante Cy > 0 tal que

|a(-, )z < Coll (-, E)lr2, VEE Z 0. (3.4)

Assumimos por enquanto que o Lema 3.1 acima esteja provado.
Seja. N € IN. Como estamos supondo f € Py (IR?), pelo

Teorema 1.5, dado N € IN, existe C'y > 0 tal que

1t < Cylel™, VeEeZ\0eVteR (3.5)
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Assim,

PG O3 = fi g QP de < OnEI2Y, V&€ Z\ 0.

Portanto
1F ()2 < Onlé]™™, VeezZ\o. (3.6)

Logo, segue de (3.4) e (3.6) que, dado N € IN existe

Cy > 0 tal que
(-, e < Call £ €)llz2 < Clgl™N, Ve zZ\0, (3.7)

a qual é suficiente para mostrarmos que P é (GH) em IR?, bastando para isto
usar a teoria micro local. Daremos uma idéia de como usar tal teoria.

Lembrando que

-~ ]‘ T " —i(T T ~
U(T> é) - W /—7r /—7‘(‘ ¢ it QtQ)U(th t27 f) dtldt?ﬂ
e usando (3.7) e a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos que
[a(r, &) < Cwlé|™, Vee zZ )\ {0}

Definindo I = {(7,&) : |7| < CI¢|}, € # 0, temos

Cn Cn Cn

< < : 3.8
e+ 2E0r = G+ ey S [mop B9

ju(T, )| <

para (1,¢) € I'.
Agora observando que Py(ti,ty,71,70,0) = 72 + 272 é elitico numa
vizinhanga conica, I'1, de um ponto da forma (77, 79,0) com (77, 73) # (0,0),

e usando a teoria micro local obtemos uma estimativa da forma
a(r, &) < Cl(r, )™ (3.9)

para (7,§) € I';.
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Segue de (3.8) e (3.9) que
[a(r, )] < CUT, &I, V(1,6) € Z°\ {(0,0,0)},
e isto implica que u € Py, (IR?). u
Demonstracao do Lema 3.1:

Multiplicando a equacdo (3.3) por @ e integrando por partes com
relagao a t € [—m, 7]?, obtemos
Vi, ONze + [Vatu( N7+ ¥sa(, &)l
- [ feoicoa @m0
onde Yy = 04, Yo = 04, € Y3 = 04, + i€a(ty, t2). Também, note que
) _Oa )
[}/'1,Y3]:Y1Y},—Y'3Y1:2£a— e [Y2, V3] =YoY3 — Y3Ys = 258—. (3.11)
t1 to
Seja y uma funcdo tal que y € Por(IR*), x >0, x =1l em [-5,2]% e
x(t) =0sete ([-m,—0) U (0,7])>
Provaremos o resultado considerando somente o caso (,?Ta(t) # 0 em
[—6,0]? (o outro caso é andlogo).

Para £ € Z\ 0 e ¢ € Py, (IR?) temos que

/[_ JJo0Pdr = /[] (@[Yﬂ) o(t) Pt
B /[] x() (f@)[ Y1) o(t) Pt

/[M x(t) (258; )[Yl,Y},]> |6(2)[2dt

- . (W@) Y Yillo(o)

(x(ﬂ@) [V, Ya]lo(t)[*dt

(b(t)[Y1, Ys]o, 0)| < [(b(1)[Y1, Ys]9, )], (3.12)

[S][-9)
[SI[-9)

IN

AN
e
A
2
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onde

b(t) = x(t) 5 € Por(IR).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e integragao por partes

mostra-se que existe C' > 0 tal que

(&) [¥1, V3], 0)| < C ([Yaoll* + Vsl + ol Vil + oll[Ysell) -

Segue da ultima desigualdade e de (3.12) que

/[_ p()|*dt < C (IV10]1* + 1Ys0ll” + [6ll1Y10ll + ol [1Y3ll) -

]2

N
NS

Visto que

ol < C (/ |6(s)Pds + [l¢u [I* + \|¢t2\!2> ,
[-3.5)°
e aplicando a tltima desigualdade acima com ¢ = 4(t,£) obtemos que
laC Nz < Cr (IYaall® + [[Yaal* + [[a]l[Yrall + [[a]l || Yaal))
+ O (I, |17 + e, ])
= Oy (IVaal* + [[vaal® + |all[[Yial + [[a]l | Ysal )
+ O (Ivalf® + [[yzal?)
.12 \ 12 e 2 1 )
< G (Il + 1Yl + Sl + 55 vial
e 2 1 P 112 ~ 112
b (SR + g IYaal? + [Yaal? + ¥aid? )
Escolhendo € tal que Ce? < 1, segue da tltima desigualdade que

laC, Nz < Co (IVral, &)lze + Yaa(, €72 + [[Yau(, §)II72)
[_ﬂ—uﬂ—P
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz nesta ultima desigualdade vem

que

la(Olz: < Coll FC E)llzellad, )1l e



Logo

laC, )llze < Call £ €)ll e
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