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Resumo

Neste trabalho, descrevemos a Compactificacao de Poincaré de campos vetoriais polino-

miais e apresentamos duas caracterizacoes dela.

Palavras-chave: Anélise Matematica. Campos vetoriais. Campos polinomiais.



Abstract

In this work, we describe the Poincaré Compactification of polinomial vector fields and

present two characterization of it.

Keywords: Mathematical Analysis. Vector fields. Polinomial vector fields.
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Capitulo O

Introducao

O estudo local de campos vetoriais em espacos euclidianos genericamente ¢ abordado
por uma gama grande de resultados, tais como os teoremas de Poincaré-Bendixon (no
caso bidimensional) e o de Grobman-Hartman no caso geral, por exemplo.

A Compactificagao de Poincaré de Campos Polinomiais, em contrapartida, é uma técnica
que possibilita estudar o comportamento de campos vetoriais polinomiais no infinito e
portanto se aplica ao estudo global destes campos. Em particular, tendo em vista Santos
Filho (]4]), objetiva-se aplicé-la para caracterizar de uma forma mais concreta quando um
campo de vetores polinomial real no R™ que nunca se anula ¢ globalmente resoluvel.

Pelo Teorema do Fluxo Tubular (ver |5, pagina 222, Teorema 8), temos que o campo
vetorial constante Y(z) = (1,0, ...,0) em R™ é um modelo para campos que nao se anulam
uma vez que, pelo ja citado resultado, localmente tais campos sao conjugados ao campo Y.
Tal modelo, porém, nao é o tnico. De fato, se considerarmos a funcao f(z,y) = e cosy,
observamos que o campo X¢(x,y) = (—e® cosy, —e® seny) é tal que suas trajetorias sdo as
curvas de nivel de f e tal campo nao se anula em R?, porém nao existe um difeomorfismo
que o linearize globalmente. Neste sentido, os estudos que podemos fazer sobre campos
vetoriais polinomiais por meio da Compactificacao de Poincaré faz com que tais campos
constituam um outro modelo, diferente de Y.

Usaremos aqui o termo compactificacao de campos vetoriais para representar campos
obtidos por meio da compactificacao do espaco. No caso da Compactificacao de Poincaré,
tomaremos a compactificagao de R™ dada pela projecao central, isto é: identificamos R”
com o hiperplano II = {y € R""| y,.; = 1}, tangente a S™ no poélo norte. Restringindo-

nos ao hemisfério norte H" (= {y € S*| y,,+1 > 0}) de S, tomamos a projecao central
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dos pontos do hemisfério norte sobre II. Tal aplicacao é um difeomorfismo. Podemos
considerar sua inversa ¢ com valores em H*. Assim, temos que o hemisfério norte

aberto unido com o equador da esfera é uma compactificagao de R™ (ver figura 0.0.1).

FIGURA 0.0.1: Projecao central.

Com o mesmo procedimento no caso do hemisfério sul, temos que H- & uma compac-
tificagdo de R™. Nestas compactificagdes (que de fato sdio homeomorfas), observamos que
o infinito de R™ é identificado com o equador da esfera S™.

Porém, mesmo que nos restrinjamos a campos polinomiais X de R", em geral o campo
sobre H induzido por ¢+, (D¢*)X, ndo admite extensio C> em HT (0 mesmo ocorrendo
com o campo (D¢~ )X induzido por ¢~ sobre H™). Entdo, para o estudo qualitativo das
trajetorias do campo induzido, consideramos um novo campo tal que as trajetorias sejam
as mesmas. Isto é conseguido multiplicando o campo por uma func¢ao C* que nao se anula
no hemisfério norte (sul). Obtemos entdo um campo real analitico definido em toda a
esfera S™ que sera denominado a Compactificacao de Poincaré de X e denotado por X.

O Capitulo 1 é dedicado as preliminares, que incluem a introducao do conceito de
variedades diferencidveis e o estudo de suas propriedades e ainda uma breve introducao
sobre a teoria de compactificagao de espacos topologicos. As referéncias utilizadas sao
Lima ([2] e [3]), Sotomayor ([5]) e Warner ([6]).

No Capitulo 2 descreveremos com detalhes a Compactificacao de Poincaré de campos
vetoriais polinomiais gerais, determinando suas expressoes em coordenadas locais e obser-

vando algumas de suas propriedades. Mostraremos que se X = (P, ..., P,) é um campo
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polinomial de grau m em R", sua compactificacao de Poincaré é o campo em S™

L—yi —yiya . —VY1Yn -
) Pi(y)
—Y2 Y1 I—ys o —Y2Un -
> ) . P, (y)
X(y) = :
Y1 Yn Y2 Yo - L—yR -
Pu(y)
—Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ —Yn YUn+1
A

com ]Si(yl, s Ynt1) = Y1 Pi(Y1/Yns1s s Un/Uns1). A fonte utilizada foi o artigo Poincaré
compactification of hamiltonian polynomial vector fields, de J. Delgado; E.A. Lacomba;
J. Llibre; E. Pérez, em Hamiltonian Dynamical Systems,IMA Vol. Math. Appl., 63,
(Cincinnati, OH., 1992), Springer, New York, 1995, p. 99-114.

Neste trabalho, caracterizaremos a Compactificacao de Poincaré, isto é, estabeleceremos
condicoes necessarias e suficientes para que a restricao a esfera S™ de campos vetoriais
polinomiais gerais de R™"! sejam a Compactificacao de Poincaré de campos polinomiais
de R™. Uma caracterizacao encontrada por noés serda descrita também no Capitulo 2
pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, com ela se obtém campos polinomiais nao necessariamente

homogéneos.
n+1

Como para (Y1, ..., Yn, Yns1) € S™ temos, parai = 1,...,n+1, 1—y’ = Z yjz», observamos

=
j#i
que em S™

Z?:z v =i Y2 o —Y1 Yn

—y2 W1 Z?;% Y; o =2 Un

A= -
n—1
Y1 Y Y Y e iy Y2
Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ T Yn Yn+1
B

Temos entdao que X(y) = B. P(y), com P(y) = (P(y), Px(y),--, P.(y)). Sendo
assim, buscamos uma outra caracterizagcao para esta nova expressao da Compactificacao
de Poincaré, agora homogénea. Neste trabalho tal caracterizagao, obtida no caso n = 3,

serd descrita no Teorema 2.3.1 do Capitulo 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre variedades diferenciaveis. Algumas defini-
¢oes e alguns teoremas classicos de célculo avancado terao aqui uma versao para va-
riedades. Dentre eles, a nocao de diferenciabilidade de func¢oes, os Teoremas da Funcao
Inversa e Funcao Implicita e o conceito de campos vetoriais. Na ultima secao apresenta-
remos algumas defini¢oes e resultados relacionados a teoria de compactificagao de espacgos
topologicos.

As referéncias basicas para este capitulo sao |3 e |6].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Antes de iniciarmos o estudo sobre variedades diferenciaveis, faremos a seguir algumas
observacoes a respeito da notacao que sera usada.

Observacgoes:

1. m; denotard a proje¢do canoénica m; : R" — R tal que m(z) = =z, com x =
(21, ...,2,). Ainda, se e; é 0 i-ésimo vetor da base canonica e f : R" — R entao
0% f(x) denotaré a derivada parcial de f com relagao a i-ésima coordenada calculada

0
no ponto x € R, 6—;1(:17)

2. Se ¢ é uma funcao real continua definida num espacgo topolégico X, o suporte de ¢

é um subconjunto de X definido por

S(p) = ¢~ (R\{0})

12
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1, set =3

0, sei#7j

3. Usaremos o indice de Kronecker dado por 4;; =

4. Se a = (aq,...,a,,) € uma n-upla de inteiros nao negativos, diremos que a é um
n-multi-indice e definiremos

olel

n
la| = E a, o =alwl.a) e 0%=—-——F—F7—
1
pa Oxi"...0xon

5. Sejam U C R™ aberto e f : U — R, diremos que f é diferenciavel de classe C*
sobre U (ou simplesmente que f é C¥), para k inteiro nao negativo, se as derivadas
parciais 0“f existirem e forem continuas em U, para |o| < k. Em particular, f
& C° se f for continua. Se tivermos f : U — R™, com U C R", entao f seré
diferenciavel de classe C* se cada uma das suas componentes f; = m;jof, i =1,...,m,

for C*. Diremos que f € C* se f € C¥ para todo k > 0.

Definicao 1.1.1 Seja M um espaco topoldgico de Hausdorff. Diremos que M €é um
espaco localmente euclidiano de dimensao n se cada ponto de M tiver uma vizinhanca
homeomorfa a um subconjunto aberto de R™.

Se ¢ € um homeomorfismo de um aberto conexo U C M sobre um aberto de R™, ¢ €
chamada de aplicacao coordenada, e as fungoes p; = m; 0 @ sao chamadas de fungoes co-
ordenadas. O par (U, @) (algumas vezes denotado por (U, 1, ..., pn)) serd entao chamado
de sistema de coordenadas.

Um sistema de coordenadas (U, ) € dito sistema de coordenadas cibicas se p(U) for um

cubo aberto em uma vizinhanga da origem em R™. Se x € U e ¢(x) = 0, entao diremos

que o sistema de coordenadas é centrado em x.
Observacao: Se M é um espago euclidiano de dimensao n, entao sua dimensao é tnica.

Definigao 1.1.2 Uma estrutura diferencidvel F de classe C* (1 < k < o) sobre um es-
paco localmente euclidiano M é uma colecao de sistemas de coordenadas

{(Ua,a)| o € A} (com A um conjunto de indices), satisfazendo:

(a) M = Us;
acA
(b) a0t €CF Va, 5 € A;
(c) A colecao F € mazimal em relacio a (b), isto €, se (U, @) é um sistema de

coordenadas tal que o 0@~ e ot sio CF, para todo o € A, entdo (U, ) € F.
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Observe que em (b) temos ¢, : U, — R" e @3 : Ug — R™, e portanto tomando
U = U, NUg temos @q 0 95" : 03(U) — a(U), com pg(U), 0o (U) C R™. Logo, em (b),
temos que ¢, o gogl € C* no sentido usual.

Se Fo = {(Ua, va)| @ € A} & qualquer colegao de sistemas de coordenadas satisfazendo
(a) e (b) da Definicao 1.1.2, entdo existe uma tnica estrutura diferenciavel F contendo

Fo-

Definigao 1.1.3 Uma variedade diferencidvel n-dimensional de classe C* é um par (M, F)
consistindo de um  espaco localmente euclidiano M de dimensao n, que
satisfaz o sequndo azxioma de enumerabilidade (isto é, possui uma base enumerdvel para

sua topologia), junto com uma estrutura diferencidvel F de classe CF.

Em geral, denotaremos a variedade diferenciavel (M, F) apenas por M. Logo, quando
dissermos a variedade diferenciavel M estaremos considerando o espaco localmente eucli-

diano M com alguma estrutura diferenciavel F dada.

Exemplos: (1) Sejam S* = {z € R*Y" a2 = 1}, e ey = (0,...,0,1) e
—eny1 = (0,..,0,—1) em R A estrutura diferencidvel padrao sobre S™ & obtida to-
mando F como a colegdo maximal contendo (S™ \ {eni1},Pe,,.) €
(S"\{—€nt1},P—en 1), cOM De ., € D_c, ., as projecoes estereograficas sobre e, 1 e —e, 41

respectivamente.

(2) Um subconjunto aberto U de uma variedade diferenciavel (M, Fy,) é ele proprio uma

variedade diferenciavel com a estrutura diferenciavel

Fu = {(Ua nu, SOO"(UQOU)) | (UOMSOG) S fM}

(3) Sejam (My, Fy) e (My, F») variedades diferenciaveis de dimensoes ny e ny respectiva-
mente. Entdao (M; x My, F) torna-se uma variedade diferenciavel de dimensao ny + na,

sendo a estrutura diferencidvel F a cole¢do maximal contendo

{(Uoc X Vﬁ’goa X Qpﬁ) | (Uaagpa) €Fre (Ug,@ﬁ) € ~7:2}a

com @, X g : Uy X Vg — R™ x R"2,
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A partir de agora trataremos de variedades diferenciaveis de classe C* e as denomina-

remos apenas por variedades diferenciaveis.

Definigao 1.1.4 Seja U C M aberto, com M uma variedade diferencidvel. Diremos que
f:U — R é uma fungio C* (e denotaremos f € C*(U)) se fo ™t € C® para toda
aplicacao coordenada ¢ em M.

Uma fun¢ao continua » : M — N (com M e N wvariedades diferencidveis) é
diferencidvel de classe C* (e denota-se ¢p € C®(M,N) ou apenas 1) € C*) se para
toda funcao g € C*, real, definida em um aberto de N, tivermos que go 1 é C>* em
Y=Y dominio de g). Ou equivalentemente, 1 € C* se, e somente se, @ o o1 1 for C

para toda aplicacao coordenada T em M e ¢ em N.

Observemos que, de acordo com a definicao anterior, uma funcao ¢ : M — N ¢é
C*™ se, e somente se, para cada m € M existe uma vizinhanca aberta U de m tal que
Y|y € C*°. Observemos ainda que a composta de duas aplicagoes diferenciaveis é também
diferenciavel.

Como vimos, uma variedade é antes de tudo um espaco de Hausdorff que satisfaz
o segundo axioma de enumerabilidade. Isso garante que toda variedade é também um
espaco métrico. Além disso, como R™ é um espaco localmente compacto e toda variedade
é um espaco localmente euclidiano, temos que toda variedade é um espago localmente
compacto e portanto é também um espaco regular. Novamente, o fato de satisfazer o
segundo axioma de enumerabilidade implica que, sendo regular, toda variedade é normal.

Apos as defini¢oes a seguir, enunciaremos outros resultados sobre variedades que seguem

como consequéncia desse axioma.

Defini¢ao 1.1.5 Uma cole¢io {U,} de subconjuntos de M é uma cobertura de um con-
gunto W C M se W C |JU,. Se U, for aberto para todo o« dizemos que {U,} € uma
cobertura aberta. Uma subcolecao de {U,} que ainda cobre W é dita uma subcobertura de
W. Uma cobertura {Vz} € um refinamento de uma cobertura {U,} se para cada (3 existe
um « tal que Vg C U,.

Uma colegao {A,} de subconjuntos de M é dita localmente finita se para cada m € M
existir uma vizinhanca W,, de m tal que W,,N A # 0 para um nimero finito de indices .
Um espago topoldgico € dito paracompacto se toda cobertura aberta possui um refinamento

localmente finito.
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Definicao 1.1.6 Uma parti¢ao da unidade sobre M é uma colegao {p; ;i € 1} de fungades
C* definidas em M tais que

(a) a cole¢ao de suportes {S(p;) ;i € I} € localmente finita;

(b) > icrvilx) =1epi(x)>0,VreMeicl.

Dizemos que uma particao da unidade {p; ;i € I} é subordinada & cobertura {U,} se para

cada i eziste um « tal que S(p;) C U,.

Lema 1.1.1 Seja X um espaco topologico localmente compacto, de Hausdorff e que sa-
tisfaz o sequndo axioma de enumerabilidade. Entao X é paracompacto. De fato, toda
cobertura aberta possut um refinamento enumerdvel, localmente finito consistindo de aber-

tos com fecho compacto.
Demonstracao: Ver |6].

Lema 1.1.2 Existe uma funcao ¢ € C*, nao-negativa, definida em R™ tal que p =1 no

cubo fechado de raio 1, C(1), e ¢ =0 no complementar do cubo aberto de raio 2, C(2)

Demonstragao: Ver [6].

Teorema 1.1.3 Existéncia de Particoes da Unidade Seja M uma variedade diferen-
cidvel e {U, ;o € A} uma cobertura aberta de M. Entdao eriste uma particao enumerdvel
da unidade {p; ;i € N} subordinada a cobertura {U,}, com S(p;) compacto para todo i.

Se nao requerermos suporte compacto, entao existe uma particio da unidade {py} su-
bordinada a cobertura {U,} com no mdzrimo uma quantidade enumerdvel dos g ’s nao

identicamente nulos.
Demonstragao: Ver [6].

Corolario 1.1.4 Sejam G aberto em M e A fechado em M, com A C G. Entao existe
uma fungao ¢ : M — R que é C*™ e tal que

(a) 0<p(z) <1, VaeM;

(b) p=1em A;

(c) 8(p) C G.

Demonstracao: Ver |6].
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1.2 Vetores Tangentes e Diferenciais

Um vetor v = (vy,...,v,) € R™ pode ser pensado como um operador sobre fungoes
diferenciaveis da seguinte forma: se f : R"™ — R for diferenciavel numa vizinhanca
de p € R™, entdo v associa a f o niumero real v(f) que é a derivada direcional de f na
direcao de v, calculada no ponto p. Mais especificamente temos v : C*°(R",R) — R
dado por

af af

v(f) = Ula—zl(p) + .t Un (p)

O operador assim definido satisfaz

u(f 4+ Ag) = v(f) + dv(g) e

v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f),

sempre que f e g forem diferencidveis perto de p, e A for real. Notemos que a primeira
propriedade caracteriza v como um operador linear e a segunda define v como uma
derivagao.

Esta forma de pensar um vetor nos motiva a definir vetores tangentes em variedades.
Tais vetores serao derivacoes lineares sobre fungoes. Note porém que tal operacao depende
somente de propriedades locais das funcgoes, ou seja, propriedades em vizinhancas arbi-
trariamente pequenas do ponto no qual a derivada esta sendo tomada. Assim, torna-se

necessario introduzirmos a nocao de germe de funcoes.

Definicao 1.2.1 Sejam M uma variedade diferencidvel e m € M. Sejam ainda f e g
fungoes definidas em abertos contendo m. Dizemos que f e g possuem o mesmo germe Se

elas coincidem em uma vizinhaca de m.

Essa nocao de germe gera uma relacao de equivaléncia no conjunto das fungoes C*
definidas em uma vizinhanca de m, sendo que duas fun¢oes serao equivalentes se, e somente
se, possuirem o mesmo germe. As classes de equivaléncia serao chamadas germes, e
denotaremos o conjunto dos germes por F,.

As operagoes de de adicao, multiplicagao por escalar e multiplicacao de func¢oes induzem
em F,, a estrutura de uma algebra sobre R.

Seja Fr, C Fum 0 conjunto dos germes que se anulam em m. Entao F,, é um ideal
de ]Em Denotaremos por ]—“f; sua k-ésima poténcia (isto é, o conjunto de todas as somas
finitas de produtos de k fungoes-elementos de F,,,). Tais poténcias formam uma sequéncia

decrescente de ideais F,, D F,, D F2 ...
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Definicao 1.2.2 Um vetor v é dito tangente a uma variedade M no ponto m se é uma
deriwacao linear da dlgebra fm, isto €, se para quaisquer f,g € Fo € para todo X € R
tivermos

(a) v(f + Ag) = v(f) + A v(g);

(b) v(fg) = f(m) v(g) + g(m) v(f)
M,, denotard o conjunto dos vetores tangentes a M em m e serd chamado espacgo tangente

a M em m. Observe que se definirmos para v,w € M,, e A € R

(v+w)(f) =v(f)+w(f) e (Ao)(f)=Av(f)

verificamos que v + w e A v sao também vetores tangentes em m. Logo, M,, com as

operacoes acima definidas € um espaco vetorial real.

Os resultados enunciados a seguir ajudam-nos a concluir que a dimensao do espago M,,

¢ igual a dimensao de M (suas demonstragoes encontram-se em [6]).

Proposigao 1.2.1 Se c é o germe de uma fun¢ao com valor constante ¢ em uma vizi-

nhan¢a de m e se v € M,,, entio v(c) = 0.

Lema 1.2.2 M,, ¢é isomorfo a (Fn/F2)* (aqui, (F/F2)* € o espago vetorial dual a
Fn/Fn)

Para demonstrar o proximo teorema usaremos o seguinte lema de célculo avancado,

cuja demonstracao é encontrada em |[7].

Lema 1.2.3 Seja p € R". Se g ¢ uma fungdo real de classe C* (k > 2) em um aberto

convexo U contendo p, entao para cada ¢ € U

9(q) = g(p) + Z 5(?5,. (P)(mi(q) — mi(p))+
Sl = m(0) () = mso) [ (1= 5t tlg =t (1:21)

.3

Em particular, se ¢ € C*™ entao o segundo somatoério acima determina um elemento de
.7:5, pois a integral como uma fun¢ao de ¢ é C* (uma vez que as derivadas de ordem dois
de g sdo continuas e integraveis e portanto podemos derivar dentro do sinal de integral).
Este lema nada mais é do que a formula de Taylor com resto integral e usa o fato de

que se g € C¥, com k > 2, entdo em particular g € C2.
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Teorema 1.2.4 Sejam M uma variedade diferencidvel, m € M e F,,/F2 como definido

anteriormente. Entao a dimensio da variedade M ¢ igual a dimensdo do espago Fy, | F2.

Demonstra¢ao: Seja (U, ) um sistema de coordenadas, com U uma vizinhanga de m.
Suponha que dimM = n. Temos entao ¢ = (1, ..., Pn).

Observemos que a dlgebra F,, foi construida para funcoes C* e F,, C Fi. Seja, pois,
f e F,. Como f € C*® temos que fo o' € (C® de acordo com a Definicao 1.1.4, e
estd definida em uma vizinhanga aberta de ¢(m) em R”. Como ¢ é homeomorfismo, para
cada x numa vizinhanca de m temos que ¢(x) estd numa vizinhanga de p(m).

Assim usando o lema anterior, com g = fo ™! e p = p(m), segue que para todo x numa

vizinhanca de m
f@)=(fo™)(p()
= oy etm) + Y AL

i=1

(mi(p(2)) = mi(p(m)))

(#(m))
+h Z(m(w(év)) = mi(p(m))) (m(p(x)) = m;(p(m))),

com h € C®. Como (f oo )(p(m)) = 0 (pois f € Fn) e m(p(x)) — mlp(m)) =

i(r) — pi(m), segue que a igualdade acima pode ser simplificada em

n o 1
f:;a(faf )

)

» ))(s@i —pi(m)) +h Z(wi —wi(m)) (p; = p;(m))

Notemos que o dltimo somatério da expressao acima é um elemento de F2. Logo,

=Y e w7

(p(m))

Temos entao que o conjunto

H={{e = amki=1,n)

gera F,,/F2 e portanto dim(F,,/F2) < n.

Afirmamos que H é linearmente independente. De fato, suponha que

n

Zaz‘(%‘ —wi(m)) € Fp,

i=1
Entao

(i“i(%‘ - %(m))> opTl = Xn:ai (m — mi(p(m))),

1=1
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e dal Y7 a;(m — mi(p(m))) € f;(m).
Note que se h € fj(m) entao h = Z;;l fi gj, com f;,9; € Fyum)- Dai, como

filp(m)) = gj(¢(m)) =0e 8%1- é uma derivacao, temos que

oh| N~ 9)
OFilomy = 0T lggm
- 09 of;
I O R ) Eo B
g;{J Orilymy 03 | ()

Logo, para todo 7, 1 < j < n,
0

a; = —
J
al’j

NMQ;mm—mwmm):

e dai H é linearmente independente e portanto uma base para JF,,/F2. Logo, concluimos

que dim(F,,/F2%) =n = dimM, como queriamos mostrar.ll
Corolario 1.2.5 dimM,, = dimMl.

Até agora consideramos vetores tangentes como operadores sobre germes de funcoes,
porém podemos trata-los como operadores sobre funcoes. De fato, se M é uma variedade
diferenciavel e f é uma funcao diferenciavel definida em uma vizinhanca de m € M, para

v € M, definimos
v(f) =v(f), com fe&F, ogermede f em m.

Logo, v(f) = v(g) sempre que f e g coincidirem em uma vizinhanga de m (ou seja, sempre

que possuirem o mesmo germe).

Definigao 1.2.3 Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao n, m € M e (U, p)

um sistema de coordenadas, com m € U e ¢ = (¢1,...,pn). Para cada i, 1 < 1 < n,

definimos o vetor tangente e M,, por
0 A(fop™)
7ol V)= !
Pilm i lpm)

para cada funcao f que seja C*° em uma vizinhanca de m. Facilmente verificamos que o
operador assim definido € uma derivacao linear e portanto €, de fato, um elemento de M,,.
Interpretamos tal vetor como a deriwada direcional de f em m na dire¢ao da coordenada

@i (observe que 22— depende de ¢ e nio somente de ;).

Opi 8f
(N=75,

Usamos ainda a notagao

il m
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Observacao: O conjunto {a%_‘m; 1 =1, ,n} é uma base de M,,. De fato, é a base

dual & base {{¢; — ¢;(m)};i=1,...,n} de F,,/FZ, pois

) A((; — pj(m)) o p™")
_O((mjop—miop(m))op™)
Or; o(m)
_om —mlem))|
N ox; “
g e(m)
Dai, se v € M,, temos v =Y . | a; 6—%‘m e portanto

v(p;) = v(p; — pi(m)) = Z“i ai%

(0j = ¢j(m)) = a;
Logo,

& 0
v = Z v(pi) 73—
i=1 i

m

Definicao 1.2.4 Sejam M e N wvariedades diferencidveis e ¢ : M — N uma aplicagao

C>. Seja ainda m € M. A diferencial de v em m € a aplicacao linear
dy : My, — Ny, (1.2.2)
que a cada v € My, associa o vetor dip(v) € Nyg tal que

dip(v)(g) = v(go¥),

para toda g € C*®, definida em uma vizinhanga de 1¥(m) (note que (g o) € C*™ e estd
definida na imagem inversa do dominio de g por 1, de acordo com a Defini¢ao 1.1.4). A
diferencial de ¢» em m € também denotada por diy, —ou di,,.

A aplicagao ¢ € dita nao-singular em m se di,, for nao-singular, isto é, se Ker(di)

consistir apenas do vetor nulo.

Notemos que se f : M — R for uma funcao C>®, v € M,, e f(m) = to, entdo
df (v) = v(f) %‘to' Notemos ainda que a diferencial de f no ponto m é um elemento de
M . pois o espago tangente a R em qualquer ponto é a propria reta.

A aplicacao dual 07 : N;Z(m) — M associa a cada w € N;Z(m) o funcional linear
0p(w) € M tal que

0h(w)(v) = w(dy(v)),



1. Preliminares 22

para cada vetor v € M,,. M é dito o espago cotangente a M em m.

Observacgoes:

1. Sejam ¢ : M — N e (U, @1, ..., 0n) e (V,01, ..., 0%) sistemas de coordenadas em m

‘w(m); 1=1, ,k} ¢ uma

base para Ny, temos que dw(a%_ m) € Ny(m) e portanto
J

(a5, % (55 3

dp; dp;
A matriz (fi(g;;jw))i:l ,,,,, n € chamada o Jacobiano da aplicacdo ¢ (em relagdo ao
j=1,..k

sistema de coordenadas dado).

e ¥(m) respectivamente. Entdo, como %‘m € My e {=
J i

0

m 00'2'

d(oi o)
dp;

k

P(m) =1 P(m)

2. Se (U,p1,....,0n) € um sistema de coordenadas em M e m € U, entdo

S 1,...,n} de M,,.

‘m’

{dpilm; i =1,...,n} é uma base de M}, dual a base {8%2_

De fato, vimos que se f: M — R é C® e v € M, entao df (v) = v(f) %}f(m). Dali,

como @, : U C M — R, gpiEC‘X’ea%imEMm, temos que
0 0 d
o (&])- (5] o
8S0j m 8S0] m ( ) dt pi(m)
E, como pela Definicao 1.2.3 temos
0 A(piop™") d((miop)op™) om;
o B A i T i
Pilm Lj p(m) Lj p(m) 9% lp(m)
segue que
0
7 (8903' m) !
Assim, se f: M — R é C*, temos df,, € M}, e dai
0 = 0 0 af
0 (2] ) -3 w2 Y mumn (] )= 2
99; | ; 0P; |, S 9¢iln)  99iln

Logo, df,, = > i, g—gj|m dpim,
3. Sejam ¢ : M — N e p: N — X funcoes C*°. Entao
d(po)), = d%p(m) o dy,,

De fato, temos d(p 0 ¥),, : My, — X)) € para todo v € M, e para toda fun¢ao

g € C* definida em uma vizinhanga de (¢ o1)(m) temos

d(p o), (v)(g) =v(go(por)) =v((gop) o)
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= A, (0)(g 0 @) = dpy(ny (dip,, (v))(9)
LOgO d(gO ° 7\p>m = d(pdz(m) ° d¢m

4. Setp: M — Ne f: N — Rsio C™ entao 6¢(df yn)) = d(f 0 9),,.

Teorema 1.2.6 Seja v : M — N € C*®, com M e N wvariedades conexas. Suponha

que dy,, =0,V m € M. Entao ¢ € uma aplicagao constante.

Demonstracao: Ver |6].

1.3 Subvariedades, Difeomorfismos e o Teorema da Fun-
cao Inversa

Definicao 1.3.1 Seja v : M — N uma fung¢ao C*.

(a) Y é uma imersao se di,, é nao-singular para todo m € M.
(b) O par (M,v) é uma subvariedade de N se 1 for uma imersao injetora.

(c) ¥ é um mergulho se ¢ for uma imersao injetora e se ¥ : M — (M) for um

homeomorfismo considerando (M) com a topologia relativa (induzida de N ).

(d) ¥ é um difeomorfismo se ¢ for bijetora e ' € C>®

Observemos que se (U,p) é um sistema de coordenadas em M, entdo
¢ : U — ¢(U) é um difeomorfismo. Observemos ainda que se ¢ : M — N é um
difeomorfismo, entao di,, é um isomorfismo, para todo m.

O Teorema da Funcao Inversa nos dard uma reciproca da afirmacao acima no caso
local, isto é, veremos que se dv,, € um isomorfismo entao ¢ ¢ um difeomorfismo em uma

vizinhanca de m. Antes porém de demonstrar este resultado, temos a seguinte defini¢ao

Definigao 1.3.2 Um conjunto {¢1, ..., ¢;} de funcoes reais C* definidas em alguma vizi-
nhanga de m € M € dito um conjunto independente em m se as diferenciais dp,y,, ..., dp;, .

forem linearmente independentes em M.
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Observe que se M tem dimensdo n e {¢1,...,p;} € um conjunto independente em m,
entao j < n.

A seguir, enunciamos o Teorema da Funcao Inversa para func¢oes definidas em abertos
do espago euclidiano (ver demonstragao em |7]). Em seguida, demonstramos uma versao

deste resultado para funcoes definidas em variedades.

Teorema 1.3.1 Sejam U C R" aberto e f : U — R"™ uma funcao C*. Se a matriz

A(m;of)

jacobiana [ _ } .
E Tj i,7=1,...,

. for nao-singular em x € U, entao existe um aberto V. C U,

comx €V tal que fly : V — f(V) é um difeomorfismo.

Corolario 1.3.2 (Teorema da Funcao Inversa para variedades) Suponha que
Y : M — N seja C*. Dado m € M, se dp : M, — Ny for um isomorfismo
entao existe uma vizinhangca U de m tal que ¢ : U — ¢(U) € um difeomorfismo sobre o

aberto Y(U) C N.

Demonstra¢ao: Como por hipotese dip,, é um isomorfismo, temos pelo Coroléario 1.2.5
que

dimM = dimM,, = dim Ny, = dimN

Seja dimM = n. Tomemos sistemas de coordenadas (V, ) em m e (W, o) em ¢(m), com

(V) C W. Se p(m) =pea(i(m)) =q, temos que a aplicagio

(oo o) @(V) — o(W)

tem diferencial
-1 .
dloovop), V), — a(W),
nao singular em p.
De fato, temos por hipdtese que di,, é um isomorfismo. Além disso, como ¢ e o sao

sistemas de coordenadas, temos que ¢ : V. — p(V)eo : W — o(W) sao difeomorfismos

e portanto do ) e d(p‘lp sao isomorfismos. Logo, como

d(ocoto ‘P_l)p = doymy o d(y) o go_l)p = doym) © di,, 0 (de™), ,

segue que d(o o tho ") & ndo singular.
Temos entdao uma fungao h = o o 1) o p~! definida em um aberto (V) de R" e com
valores em o(W) C R™, que é C* e tal que dh, é nao singular. Segue pelo Teorema 1.3.1

que existe uma vizinhanca U C (V) de p tal que h: U — h(U) é difeomorfismo.
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Como ¢ e o sdo difeomorfismos sobre (V) e o(W) respectivamente, e como ¢~ (U) € V

(pois U C o(V)), segue que

(0 ohlgow): ¢ (U) — o (h(U))
& um difeomorfismo (pois é a composta de difeomorfismos). Tomando U = ¢~ 1(U), temos
que
-1

a_loh|Uo<p:(a_lohogo)} = (o

o1 (0) 0o 0o oo g, =l

Logo, como ¢(U) = o= (h(U)), temos que ¢ : U — 9(U) é difeomorfismo, o que conclui

a demonstracao do resultado.l

Corolario 1.3.3 Suponha que dimM = n e que {¢1,...0n} seja um conjunto indepen-
dente de fungdes em mg € M. Entao {¢1,...0n} forma um sistema de coordenadas em

uma vizinhanca de my.

Corolario 1.3.4 Suponha que dimM = n e que as fungoes oy, ..., 0, com k < n formem
um conjunto independente m. Entao tais funcoes sao parte de um sistema de coordenadas

em uma vizinhanca de m.

Corolario 1.3.5 Seja v : M — N, ¢ € C*°, e suponha que dip : M,, — Nyum) seja
sobrejetora. Seja (o1, ...,0) um sistema de coordenadas em alguma vizinhanga de ¥ (m).
Entao as fungoes (o1 01), ..., (o 0) sao parte de um sistema de coordenadas em alguma

vizinhanc¢a de m.

Corolario 1.3.6 Suponha que oy, ..., o) sejam fungoes C*™ em uma vizinhanga dem € M,
tais que suas diferenciais geram MY, Entao um subconjunto de {oy,...,0r} forma um

sistema de coordenadas em uma vizinhanca de m.

Corolério 1.3.7 Seja ¢ : M — N, ¢ € C*, e suponha que dp : M,, — Nym) seja
injetora. Seja (o1, ...,0r) um sistema de coordenadas em alguma vizinhanga de (m).
Entao um subconjunto de {(o; o ¢);i = 1,...,k} forma um sistema de coordenadas em

uma vizinhanca de m. Em particular, ¢ € injetora em uma vizinhan¢a de m.

Definicao 1.3.3 Sejam ¢ : N — M uma funcio C* e (P, p) uma subvariedade de M

1sto € : P — M € C*® e é uma itmersao injetora). Dizemos que se fatora por
)

(Pp) se p(N) C o(P).
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Neste caso, existe uma tinica funcao vy : N — P tal que ¢ o g = 1. De fato, como
(P, ¢) € uma subvariedade de M, temos que ¢ : P — o(P) € bije¢ao e dai tomamos
Py = w_l‘p(P) o1 (e tal aplicagao estd bem definida, uma vez que Y(N) C @(P) ).

O resultado a seguir nos fornece condic¢oes sob as quais a func¢ao 1y da definigao anterior

é C™.

Teorema 1.3.8 Sejam ¢ : N — M uma fung¢ao C> e (P, ) uma subvariedade de M
tal que v se fatora por (P,p). Seja g : N — P a dnica aplicagao tal que @ o 1y = 1.
Sao verdadeiras as afirmagoes:

(a) Se 1y for continua entao 1y € C*.

(b) Se ¢ for um merqulho entao 1y € continua.

Demonstra¢ao:  (a) Suponhamos dimM = n e dimP = k. Como (P,y) é subva-
riedade, temos ¢ : P — M injetora e dp, nao singular, para todo p € P. Logo,
k =dimP = dimP, < dimM,,) = dimM = n.

Para mostrar que ¢y € C*, basta mostrar que 7 o ¢y € C*™ para toda aplicacao
coordenada 7 em P. De fato, se 7 0 ¢y € C*> para toda 7 em P entao de acordo com a
Definicao 1.1.4 segue que 7 0y o o~ ! € C*® para toda aplicacao coordenada o em N, o
que significa (de acordo com a mesma defini¢ao) que 1y € C*.

Assim, é suficiente mostrar que P pode ser coberto por sistemas de coordenadas (U, 7)
tais que as plicagoes 7 o 1)y restritas aos abertos @Z)O_l(U) sejam C*°.

Seja, pois, p € P e (V,v), com v = (7, ...,7,) um sistema de coordenadas em uma
vizinhanga de ¢(p). Como dy, é injetora, segue pelo Corolario 1.3.7 que um subconjunto
de {viop ;i =1,...,n}, digamos {(7;,00), ..., (v, 0¢)}, forma um sistema de coordenadas
em uma vizinhanga U de p.

Denotando por 7 : R” — R* a projecdo nas k primeiras coordenadas e reordenando
de forma que v = (i, . -+, Vigs Vigyrs - - -+ Vin)> S€GUE qUe T = TOY0 P = (¥, 00, ...,%;, 0P)

¢ uma aplicacao coordenada em U. Como ¢ o1y = 1, temos que

(TO¢0)‘¢51(U) = (WOVOSOOQAO)}wOfl(U) = (Wofyow)}qpo*l(U)v

e portanto (7 o g ) € C>® (pois 7, v e 1 € C).

)}ngl(U

Assim, dado p € P, mostramos que existe um sistema de coordenadas (U, 7) em p tal

que (Toy) ‘w*l(m € C*. Logo, P pode ser coberto por sistemas de coordenadas da forma
0

(U, T) tais que 7 o 1hg € C*. Isso conclui a demonstragao de (a).
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(b) Suponhamos que ¢ seja um mergulho. Temos entdo que ¢ : P — ¢(P) é um
homeomorfismo. Assim dado U C P aberto, como 1 € C* temos que ¥~ (p(U)) é aberto

em N. E como

U p(U)) = (pot) " (e(U)) = v (¢~ (p(U))) = ¥ (U),

temos que ¢, 1(U) é aberto em N e portanto concluimos que v é continua.

Isto conclui a demonstragao do resultado.ll

Definicao 1.3.4 Duas subvariedades (N1, 1) € (No, ) de uma variedade M sao ditas

equivalentes se existir um difeomorfismo a: Ny — Ns tal que 1 = o0 .

Isso define uma relagao de equivaléncia no conjunto de todas as subvariedades de M.
Cada classe de equivaléncia £ tem um tnico representante da forma (A, i), com A C M
possuindo uma estrutura de variedade tal que a aplicagao de inclusao
i: A — M é& uma imersao C®. Mais especificamente, se (N, ) é um representante
qualquer de &, tomamos A = p(N) e induzimos uma estrutura de variedade em A de
forma que ¢ : N — A seja um difeomorfismo. Com esta estrutura, (A,7) serd uma
subvariedade de M equivalente a (N, ¢), pois ¢ = iop e sendo ¢ um difeomorfismo sobre
sua imagem segue que ¢ é uma imersao. A estrutura de variedade que induziremos em A
é descrita a seguir.

Seja, pois, A com a topologia induzida por ¢ e seja dim/N = n. Consideremos a aplicacao
inversa ¢! : A — N. Dado a € A, tomemos um sistema de coordenadas (U, o) em
¢ 1 (a). Como p(U) é um aberto em A contendo a, o é homeomorfismo de U em o(U)
e o1 & difeomorfismo, segue que g o ¢~ : p(U) — o(U) é um homeomorfismo. Logo,
(o(U),00¢™1) é um sistema de coordenadas em a.

Seja F = {(Uqy,04)| a € J} a estrutura diferenciavel de classe C* de N. De acordo

com a Defini¢ao 1.1.2, temos que N = __; Uy, 04 © 051 €eC® Va,3 € Jeacolecao F

acJ
é maximal.

Tomemos F' = {(¢(Uy), 040 ¢~ )| a € J}. Temos que

@ A=) = o U th) = U it

acJ acJ

(b) Se 7, = 0,07, temos V «, 3 € J que

Ta OTﬁ_l =0,00 to(ogop ) =0, oaﬁ_1
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E portanto 7, o Tﬁ_l eC™.

(¢) Se (V,7) é um sistema de coordenadas de A tal que 7,07 ' e To7, ! s80 C®, Va € J,
entao (V,7) € F'.

De fato, temos que (¢~ '(V),7 o ¢) ¢ um sistema de coordenadas em N tal que

1 1 1

=707, e 04 0(Top)t =7, 0 771530 C>,V a € J. Pela maximalidade

(Top)o o
de F segue que (¢~ *(V), 7o) € F e portanto temos que (¢(¢ 1 (V)), (1o p)op™!) =
(V,7) € F'. Logo F' & maximal com rela¢ao a (b) e é portanto uma estrutura diferenciavel
em A.

Posteriormente, demonstraremos alguns resultados sobre existéncia e unicidade de

subvariedades. Tal unicidade porém sera determinada a menos de equivaléncias no sentido

da Definigao 1.3.4.

Teorema 1.3.9 Sejam M uma variedade diferencidvel e A C M. Fizada uma topologia
em A, existe no mdzimo uma estrutura diferencidvel em A tal que (A,i) é subvariedade

de M.

Demonstracao: Seja, pois, A C M e ¥ uma topologia fixada em A. Suponhamos que A
com a topologia U admita uma estrutura diferenciavel F; com a qual (A, ) é subvariedade
de M. Mostremos que tal estrutura diferenciavel é tnica.

De fato suponhamos que F; seja uma outra estrutura diferenciavel tal que (A,7) é
subvariedade de M. Temos entao Fy = {(Ua,, pa, )| ar € Ji}, k = 1,2, satisfazendo (a),
(b) e (c¢) da Defini¢ao 1.1.2. Mostremos que F; = Fo.

Escrevamos A; = (AU, F) e Ay = (A, VU, F,). Temos entdo (A, i) e (Ag,io)
subvariedades de M. Como A; e Ay tem a mesma topologia, temos que a aplicacao
identidade id : Ay — A, é um difeomorfismo. Logo, de acordo com a Definicao 1.1.4
temos que @q, 0 id o o !l = pa, 00 ! e o, 0id T 0 o) = @a, 0 L) sdo C°. Segue
entao pela maximalidade de F; e F5 que um esta contido no outro, e portanto F; = Fs.

Logo, temos que A possui no maximo uma estrutura diferenciavel tal que (A7) é

subvariedade de M, como queriamos mostrar.ll

Teorema 1.3.10 Sejam M uma variedade diferencidvel e A C M. Se com a topologia
relativa A tem uma estrutura diferencidvel tal que (A,i) é subvariedade de M, entio A

tem uma tnica estrutura de variedade tal que (A,1) € subvariedade de M, isto €, unica
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topologia com base enumerdvel sequndo a qual A € um espaco localmente euclidiano e

unica estrutura diferencidvel.

Para demonstrar este resultado, faremos uso do seguinte lema que decorre do Corolario

1.3.2:

Lema 1.3.11 Suponha que v : M — N seja C*, bijetora e tal que di,, seja nao

singular para todo m € M. Entao 1 é um difeomorfismo.

Demonstracao do Teorema 1.5.10:  Seja Wi a topologia relativa em A e suponha que
com esta topologia exista uma estrutura diferenciavel F; tal que (A, 1) seja subvariedade
de M. Escrevamos Ay = (A, ¥y, F).

Suponhamos que exista outra estrutura de variedade tal que (A,14) seja subvariedade
de M. Sejam W, a topologia e Fy a estrutura diferenciavel que compoem esta estrutura.
Escrevamos Ay = (A, Wy, F3).

Temos entao (Ay, 1) e (A, i) subvariedades de M, com i1(A) = iy(A) = Aeiy, iy € C*™.
Observemos que i; e iy se fatoram (no sentido da Defini¢do 1.3.3) e ainda i; 0id = iy, com
id a funcao identidade id : Ay — A;. Como A; tem a topologia relativa, segue que i; é
um mergulho e portanto, pelo Teorema 1.3.8 segue que id € C*.

Como i, é um difeomorfismo sobre sua imagem e iy é imersdo, temos que di; ! é um

Lo iy, temos que

isomorfismo e di, é nao-singular para todo a € A. Dai, como id = i1~
d(id) = d i,"" o d iy é ndo-singular para todo a € A. Segue pelo lema anterior que id é
um difeomorfismo. Logo, as topologias ¥ e Wy coincidem. O Teorema 1.3.9 nos garante
entao que F; = Fo.

Logo, temos que se A com a topologia relativa possui estrutura diferenciavel tal que (A, 7)

é subvariedade de M, entao esta é a tnica estrutura de variedade com esta propriedade.

Isto conclui a demonstragao do resultado.ll

Definigao 1.3.5 Seja (U, p), com ¢ = (@1, ..., ¢n), um sistema de coordenadas em M e
ke Z tal que 0 < k <n. Seja x € o(U). Definamos

S={meU|yg(m)=mx),i=k+1,..,n}

S como subespago de M com o sistema de coordenadas {p;|s ;7 =1,...,k} é uma variedade

que € uma subvariedade de M chamada corte do sistema de coordenadas (U, ) (note que

dimS = k).
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Proposicao 1.3.12 Seja vy : M — N uma imersao e m € M. Entao existe um sistema
de coordenadas cibicas (V, ) centrado em p(m) e uma vizinhanga U de m tal que Y|y €

injetora e Y(U) é um corte de (V, ).

Demonstragao: Ver [6].
Observemos que se (M, 1)) ¢ uma subvariedade de N e f € C*°(N) entao foy € C*(M).
A proposicao a seguir nos da condicoes suficientes para que a reciproca deste resultado

seja verdadeira.

Proposicao 1.3.13 Seja ¢ : M — N um mergulho tal que (M) é fechado em N. Se
got € C®(M) entao existe fop € C*(N) tal que fop =g.

Demonstracao: Ver |6].

A seguir, apresentaremos dois resultados que decorrem do Corolario 1.3.2. Com
tais resultados, estabeleceremos quando certos subconjuntos de variedades sao ainda
variedades. Antes porém, enunciaremos o Teorema da Funcao Implicita na sua forma
classica, para depois demonstra-lo no caso de variedades (para uma demostragao deste

resultado, ver [7]).

Teorema 1.3.14 Seja U C R *xR* aberto e f : U — R* uma funcio C*. Denotemos

por (2,y) = (T1, ..., Tk, Y1, -, Yi) 05 elementos de R"* x R¥. Se para (2°,y°) € U

afi ‘
8y (x9,y°)

for ndo singular, entdo existem vizinhancas abertas V de 2° em R"* ¢ W de 1°

tivermos f(x° y°) =0 e a matriz

7j:17~~~7k

RF tais que V x W C U e existe uma funcio g : V. — W € C* tal que para cada
(x,y) e VxW

flz,y) =0<=g(z) =y

Teorema 1.3.15 Sejam M e N wariedades de dimensoes n e k respectivamente. Seja
ainda v : M — N € C® ex € N. Se P = ¢ Yx) for nio vazio e
dp : My, — Nym) for sobrejetora para todo m € M, entio P tem uma tinica estrutura
de variedade tal que (P,i) (com i a operag¢ao de inclusio) é uma subva-riedade de m.

Mais ainda, © € um mergulho e dimP =n — k.
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Demonstracao: Para demostrar o teorema, basta mostrar que P com a topologia relativa
admite uma estrutura diferenciavel tal que (P, ) é subvariedade de M com dimP = n—k,
e dai pelo Teorema 1.3.10 segue que essa estrutura de variedade é tinica.

Consideremos entao P com a topologia relativa. Mostraremos que para cada m € P
existe um sistema de coordenadas em uma vizinhanca U de m tal que PN U é um corte
desse sistema de coordenadas com dimensao n — k.

Seja (1, ..., o) um sistema de coordenadas centrado em x € N e m € P = ¢~ !(x).
Como di,, é sobrejetora por hipotese, temos pelo Corolario 1.3.5 que a colecao
{0 = (pio);i = 1,....k} é parte de um sistema de coordenadas, digamos {071, ..., oy,
Ok+1, ---, Op t €m uma vizinhanga, digamos U de m.

Assim se p € PN U, temos para i = 1,...,k que 0;(p) = vi(¥(p)) = wi(x) = 0, pois
(¢1, ..., pr) € centrado em . Segue entdo que PNU = {p € U | g;(p) = 0;i =1
e portanto P N U é um corte do sistema de coordenadas (U, o1, ..., 0k, Ok 11, ..., 0 ). Logo
(P, i) é subvariedade de M de dimensao n — k.1

O resultado anterior afirma que a imagem inversa de um ponto por uma funcao
C* é uma subvariedade desde que a diferencial dessa funcao seja sobrejetora em cada
ponto da imagem inversa. Assim, podemos considerar os subconjuntos unitarios de
uma variedade como subvariedades de dimensao 0 (pois a func¢ao identidade definida
na variedade satisfaz as condigoes requeridas). O resultado a seguir generaliza o anterior
estabelecendo condigoes para que a imagem inversa de subvariedades de dimensoes maiores

sejam também subvariedades.

Teorema 1.3.16 Sejam v : M — N € C® e (O,¢) subvariedade de N. Se
P =47 p(0)) for nao vazio e se para cada m € ¥~ (p(0)) tivermos

Ny(my = dp (M) + dp(Op-1(4(m))) (1.3.1)
entao P admite uma estrutura de variedade tal que (P,i) é subvariedade de M com
dimP = dimM — dimN + dimO.

Mais ainda, se (O, ) for uma subvariedade mergulhada entao (P,i) também o € e neste

caso existe uma unica estrutura de variedade em P tal que (P,i) é subvariedade de M.

Demonstracao: Ver |6].
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1.4 Campos Vetoriais

Definigao 1.4.1 Sejam (a,b) um intervalo da reta real e M uma variedade. Uma curva

suave em M é uma fun¢ao o : (a,b) — M € C>®. Se ty € (a,b), o vetor

d
do (E to) € Ma(tg)

é dito vetor tangente a curva o em ty. Denotaremos tal vetor por &(ty).

Se v # 0 é um elemento qualquer de M,,, podemos escolher um sistema de coordenadas
(U, ) centrado em m para o qual v = dp~* %}0). Neste caso, temos que v é o vetor

tangente a curva t — = 1(£,0,...,0) no ponto 0.

Defini¢ao 1.4.2 Dizemos que uma aplicacio o : [a,b] — M ¢é uma curva suave em M
se o pode ser estendida a uma aplica¢ao C* de (a —€,b+€) em M, para algum € > 0.
A curva o : [a,b] — M € suave por partes se existe uma particio a = ap < ag < ... <

o, = b tal que a‘[a é suave para 1 =0,....,n — 1.

i,it1]
Se o : [a,b] — M ¢é uma curva suave em M, seu vetor tangente o(ty) = do (%‘to) €

My ) € bem definido para todo ty € [a, b].

to

Definicao 1.4.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado tangente e o

fibrado cotangente de M respectivamente como
T(M)= | M, e T(M)=] M,
meM meM
Sejam 7 : T (M) — M e n* : T*(M) — M as projegoes dadas por
m(v)=m, se veM, e 7 (w)=m, se we M

Seja ainda (U, ), com ¢ = (¢, ..., p,), um sistema de coordenadas de M. Definamos

¢ N (U) — R*™e ¢*: (7*)"H(U) — R*" por

p(v) = (%(W(v)), s n(T (V) dipr(v), ,dson(v)) e

@ = (AT @)l @)l ). )
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Denotemos por F a estrutura diferenciavel de M. Mostra-se que ¢ e @* sao injetoras e
que se (U, @) e (V,0)) € F entdo o 3t e ¢ o (5*)! sdao C*.

Construamos em T'(M) e T*(M) topologias que tenham como bases as colegoes
{g7*(W) | W éaberto em R* (U,p) € F} e {(p*)"1Y(W) | W é aberto em R*",
(U, ¢) € F} respectivamente. Com tais topologias T'(M) e T*(M) sao espacos topologicos
localmente euclidianos de dimensao 2n, que satisfazem o segundo axioma de enumerabi-
lidade.

Sejam F e F* as cole¢des maximais (no sentido da Definicio 1.1.2 (¢)) contendo
{(x=HU),9) | (U,p) € Fte{((m*)"H(U),¢*) | (U,p) € F} respectivamente. Temos entdo
que F e F* sao estruturas diferencigveis em T(M) e T*(M) e portanto tais conjuntos sio

também variedades.

Definigao 1.4.4 Um campo vetorial X ao longo da curva o : [a,b] — M € uma aplica¢io
X : [a,b] — T(M) que suspende o, isto ¢, tal que 7 o X = o (logo X(t) € Myw)). O
campo € dito suave se X € C*.
Um campo vetorial X definido em um aberto U C M é uma suspensao de U em T' (M), isto
é, uma aplica¢io X : U — T(M) tal que m o X = idy (e neste caso tem-se X(m) € My, ).
Analogamente, X é suave se X € C*(U, T(M)). Denotaremos X(m) = X,,.

Se X é um campo vetorial sobre U e f € C*(U), definimos a fun¢ao X(f) : U — R
por X(f)(m) = Xy, (f).

Observagao: Seja A= {X € C>®(U,T(M)) | X é campo vetorial}. Temos que A é um
espaco vetorial real e um modulo sobre o anel R das fungoes reais C*°(U). De fato, basta
tomar a acdo de R x A em A tal que (f,X) — X, com fX : U — T(M) dada por
(fX)(m) = £(m)X(m).

Proposicao 1.4.1 Seja X um campo vetorial em M. Sao equivalentes

(a) X € C*>

(b) Se (U,p), com ¢ = (p1,....;0n), € um sistema de coordenadas em M e se
{a;;i=1,...,n} € uma colegao de fungoes reais definidas em U e tais que

- 0
X‘U:; aj 8—@-’

1

entio a; € C>(U)
(¢) Se V é aberto em M e f € C*(V), entao X(f) € C®(V)
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Demonstra¢ao: Mostremos que (a)= (b):
Sejam (U, ¢) = (U, ¢1, ..., pn) um sistema de coordenadas em M, X um campo vetorial
C>®, e {a;;i=1,...,n} uma colegao de funcoes reais definidas em U tais que

g
X[g=>_ a o
i=1

Temos que X}U €C®e (n71(U),®) é um sistema de coordenadas em T'(M). Logo, como
de; : mHU) — R € C™ (uma vez que dyp; é funcdo coordenada de @), segue que
dyp; o X‘U € C*®. Mas dyp; o X}U = a; e portanto temos que a; € C*.

Mostremos que (b)= (c):

Seja V. C M aberto e f € C>(V). Para mostrar que X(f) € C*(V), basta mostrar
que para todo sistema de coordenadas (U, 1, ...,p,) em M tal que U C V, temos
X(f)[, € C=(U).

Seja pois (U, p1,...,pn) tal sistema de coordenadas. Para cada m € U, temos

X}U(m) = (X}U)m € M,,. Logo, de acordo com a Defini¢ao 1.4.4 temos em U
- of
X(E)m) = Xu(®) = 3 Xal) 51,
i=1 !

Como f € C>®(V), temos f € C>®(U) e portanto aa—é: € C*. Ainda, se a; = (X‘U)(goi)
temos por (b) que a; € C* e entdo segue que X(f)}U € C™ (pois é a soma de fungoes
C>). Como isso é verdade para todo sistema de coordenadas (U, ¢, ..., ¢,,) em M tal que
U C V, segue que X(f) € C=(V).

Mostremos que (¢)= (a):

Para mostrar que X € C®, basta mostrar que para todo sistema de coordenadas
(U, ) = (U, 1, ..., 0n) em M tem-se g o X|y € C*, com ¢ a aplicagdo coordenada de
(7=Y(U), ¢). Pois de acordo com a Defini¢ao 1.1.4, po X|g € C®se po X|go ot € C®, 0

que pela mesma definigao significa que X|y € C*. E se para todo sistema de coordenadas

(U, ¢) tivermos X|y € C*, teremos X € C*.

Como ¢ = ((gpl o)y ..., (pnom),dp,.. .,dcpn), temos

poX|y= <(<p1 oo Xly), .., (¢n 0 mo X]|y), (de1 0 X]y), ..., (dpy © X|U))

Mas 7 o X|y = idy, pois X é campo vetorial. Logo ¢; o mo X|y = ¢; € C*.

Dado m € U, temos X(m) = X,, € M,, e portanto podemos escrever

%= Xale) = Y Xem) 2],

1=
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Logo,

(g Xlu)m) =y (S, Xlotm) 41,,)
- S X)) di (1., )
= X(ip5)(m)
Dai, como ¢; € C*(U), temos por (c) que X(p;) € C*(U) e portanto dy; o X[y € C>*(U).
Logo, como pjomoX]|y e dpjoX|y € C™, segue que poX|y € C* e portanto (¢)= (a).

Concluimos assim a demonstracao do resultado.ll

Definicao 1.4.5 Sejam X e Y campos vetoriais suaves em M. Definimos um campo

vetorial [X,Y] em M que a cada m € M associa o vetor X, Y]y, € My, tal que
X, Y]m(f) = X (YT) — Y (X1),

para toda f € C* definida em uma vizinhanga de m. O campo vetorial [X,Y] € chamado

Colchete de Lie de X e Y

De fato, temos que [X,Y]|n(f+ Ag) = X, Y]m() + A [X,Y]n(g) e [X,Y]n(fg) =
f(m) [X, Y]m(g) + g(m) [X, Y] (f). Logo, [X,Y]m € M, e de fato [X,Y] é um campo

vetorial.

Proposicao 1.4.2 Sejam X, Y e Z campos vetoriais suaves em M e f,.g € C°(M).
Entao

(a) [X,Y] € campo vetorial suave em M.

(b) [fX,gY] =1g[X, Y] + {(Xg)Y — g(Y)X

(¢) X, Y] = —[Y,X]

(d) (Identidade de Jacobi) [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] =0

Demonstragao: Ver [6].

Decorre da Definigdo 1.4.5 que [X+Y,Z] = [X,Z]+[Y,Z] e X, Y+ Z] = [X, Y]+ [X, Z].
Logo, o colchete de Lie é uma aplicacao bilinear. Um espaco vetorial com uma operagao
bilinear satisfazendo (c) e (d) da Proposigao 1.4.2 é chamado uma algebra de Lie. Assim,

temos que A é uma algebra de Lie.

Definicao 1.4.6 Seja X um campo vetorial suave em M. Uma curva suave o em M €

uma curva integral de X se

para todo t no dominio de o.
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Se X é um campo vetorial suave e m € M, queremos determinar se existe uma curva
integral de X por m e, caso exista, se ela é inica. De fato, uma curva v : (a,b) — M é

integral de X se e somente se

(0 =1 () = X600, te @ (141)

Suponhamos 0 € (a,b) e v(0) = m. Escolhamos (U, ), com ¢ = (@1, ..., p,) sistema de

coordenadas em m. Temos
- 0
=2 fig
i=1 i
com f; = X(¢;). Logo, como X € C* temos pela Proposi¢ao 1.4.1 que f; € C*.
Ainda, para todo t tal que y(t) € U temos

n(gl) =3ty 2y

i=1

Assim, por (1.4.1) 7 é curva integral de X se e somente se

n

d( 20
Z ‘P 7 ‘t &0 Z fl 8(,0 }y(t

i=1
Logo tomando v; = ; 0 temos que 7 ¢ uma curva integral de X em v~ (U) se e somente

se
alfyZ

\—fl T, () (i=1,...n e te~y Y U)) (1.4.2)

As equacoes acima para ¢ = 1,...,n constituem um sistema de equacoes diferenciais
ordinérias de primeira ordem, para o qual existem teoremas fundamentais de existéncia
e unicidade de solugbes (ver [5]). O teorema a seguir aborda esta questdo no caso das

variedades.

Teorema 1.4.3 Seja X um campo vetorial suave em uma variedade diferencidvel M.

Para cada m € M existem a(m),b(m) € RU {400, —00} e uma curva suave
Ym : (a(m),b(m)) — M

tal que

(a) 0 € (a(m),b(m)) € ym(0) = m

(b) Y € curva integral de X

(¢) Se p : (¢,d) — M € curva suave integral de X satisfazendo (a) e (b), entdo

(c,d) C (a(m),b(m)) e = Ym (c,d)
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Para cada t € R definamos Dy = {m € M |t € (a(m),b(m))} e a transformagao
Y : Dy — M dada por Yi(m) = v, (t). Entao
(d) Para cada m € M ezistem uma vizinhang¢a aberta V- de m e um ¢ > 0 tais que
0:(—€€) xV — M dada por o(t,z) = Yi(x) € bem definida e C*>
(e) D, € aberto para todo t € R
(F) Upno D1 = M
(9) Yy : Dy —: D_y € um difeomorfismo com inversa Y _g
(h) Se s,t € R, entdo dominio(Ys o Yy) C Dsyy, € se t e s tém o mesmo sinal entdo

dominio(Ys oY) = Dsyy. Mais ainda, Yso Yy = Ygry em dominio(Yg o Yy)
Demonstragao: Ver [6].

Definicao 1.4.7 Um campo vetorial suave X em M € dito completo se Dy = M para todo
t € R. Isto significa que para todo m € M, 7, tem dominio (—oo,+00).
Neste caso, as transformacoes Y formam um grupo de transformacoes em M parametri-

zadas pelos nimeros reais, chamado grupo a 1-pardmetro de X.

Defini¢ao 1.4.8 Seja ¢ : M — N € C*. Dizemos que X : M — T(N) € um campo
vetorial suave ao longo de 1 se X € C*°(M, T(N)) e m o X = 1. Neste caso, dizemos que

X tem extensao local C*° em N se dado m € M existirem vizinhancas U de m e V de

W(m), com p(U) C V, e um campo vetorial X : V. — T(N) tal que
Xo |y =Xy

Proposicao 1.4.4 Sejam M wma variedade de dimensao n, m € M e X um campo
vetorial suave em M tal que X(m) # 0 (aqui, 0 representa o vetor nulo). Entdo existe

um sistema de coordenadas (U, @), ¢ = (@1, ..., on), em m tal que em U

0
X=—
Oy

Demonstracao: Ver |6].

Definicao 1.4.9 Sejam ¢ : M — N € C® e X e Y campos vetoriais suaves em M e N

respectivamente. Dizemos que X e Y sao p-relacionados se

dpoX=Yoyp
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Proposicao 1.4.5 Seja ¢ : M — N € C*. Sejam ainda X e Xy campos vetoriais
suaves em M eY e Y1 campos vetoriais suaves em N. Se X € p-relacionado com Y e X4

é p-relacionado com Yy, entdo os colchetes de Lie [X,Xq] e [Y,Y1] sao @-relacionados.
Demonstracao: O resultado decorre das Defini¢oes (1.2.4), (1.4.4) e (1.4.5).

Definicao 1.4.10 Seja M uma wvariedade de dimensaio n e seja k € Z,, tal que
1 <k <n. Uma distribuicao k-dimensional D sobre M € uma escolha de um subespaco
k-dimensional D(m) de M, para cada m € M.

D ¢ suave se para cada m € M existir uma vizinhan¢a U de m e k campos vetoriais
X1, ..., Xy de classe C** definidos em U que geram D em cada ponto de U. Isto €, para
todo x € U o espago D(x) € aquele gerado por Xi(x), ..., Xk (x).

Um campo vetorial X em M pertence a distribuicao D se X(m) = X, € D(m) para
todo m € M.

Uma distribui¢ao D € dita involutiva (ou completamente integrdvel) se para quaisquer

campos vetoriais suaves X, Y € D tivermos [X,Y] € D.

Definicao 1.4.11 Sejam (N, 1) uma subvariedade de M e D uma distribuicao sobre M.
Se
dp(Ny) = D((z)), Ve,

dizemos que (N,1)) é uma variedade integral de D.

Proposicao 1.4.6 Seja D uma distribui¢cao suave sobre M tal que por cada ponto de M

passa uma variedade integral de D. Entao D € involutiva.

Demonstracao: Sejam X e Y campos vetoriais suaves pertencentes a D. (Queremos
mostrar que (X, Y](m) € D(m) para todo m € M.

Dado m € M, seja (N, 1) uma variedade integral de D passando por m. Suponhamos
U(xo) = m.

Como dy)(N,) = D(Y(z)) V o € N e ¢ é uma imersao injetora, temos que
dip : N, — D((z)) ¢ isomorfismo. Temos entiio que existem campos vetoriais X e
Y em N tais que

dpoX=Xoep e diboY=Yor

De fato, como di) é isomorfismo basta tomar X = dip o X o e Y =dyp~' oY 0.
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Pela Definicao 1.4.9 temos entao que X e X sdo 1-relacionados, bem como YeY. Dai,

pela Proposicao 1.4.5 segue que [}Z,\?] e [X, Y] sao ¢-relacionados. Logo,
X, Y](m) = [X, Y](¢(x0)) = deb([X, Y](x0)) € D(m)

Logo [X,Y](m) € D(m) para todo m em M e portanto por defini¢do concluimos que
[X,Y] pertence a distribui¢ao D, como querfamos mostrar.ll
O resultado a seguir é uma versao do Teorema de Frobenius classico para variedades e

estabelece a existéncia de variedades integrais de distribuigoes suaves involutivas.

Teorema 1.4.7 Seja D(m) uma distribui¢ao suave, involutiva, k-dimensional sobre uma
variedade M de dimensaon > k. Sem € M entao existe uma variedade integral de D(m)
passando por m. Mais ainda, existe um sistema de coordenadas cibicas (U, @) centrado

em m, com p = (Y1,...,%n), tal que os cortes da forma
{¢; = constante ;i =k+1,...,n}

sao variedades integrais de D(m). Se (N,v) for uma variedade integral conexa de D(m)

tal que Y(N) C U, entao ¥(N) estd contido em um desses cortes.

1.5 Compactificagoes

Introduziremos aqui o conceito de compactificacao de espacos topologicos.

Definicao 1.5.1 Dado um espaco topologico E, definimos sua compactificacao como uma
aplicagao continua ¢ : E — F, tal que F é compacto, p(F) € denso em F e ¢ é um
homeomorfismo de E sobre o(F).

Muitas vezes, por simplicidade, dizemos que F' € a compactificacao de E, deixando

subentendida a aplicagao .

Uma compactificacao muito conhecida é a compactificacao por um ponto, a qual

definiremos a seguir.

Definicao 1.5.2 Seja E um espaco topoldgico nao-compacto. A compactificagcio por um
ponto de E ¢ a aplicacao ¢ : E — F', tal que

(a) F € um espago de Hausdorff compacto;

(b) ¢ € um homeomorfismo de E sobre p(E);

(¢) F'=p(E)U{oo}, 0o & (E).
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Tal compactificacao recebe este nome pois o espaco F' é obtido acrescentando-se a uma
copia homeomorfa do espaco E apenas um ponto, frequentemente chamado o ponto no
infinito (dai denotarmos este ponto com o simbolo co na definigao anterior)

A seguir, apresentamos uma condicao necessaria e suficiente para que um espaco
topologico nao-compacto possua uma compactificacao por um ponto. Antes porém,

definimos

Definicao 1.5.3 Um espaco topologico E diz-se localmente compacto se todo ponto v € E

possut uma vizinhanca compacta.

Para que um espaco de Hausdorff E seja localmente compacto, é necessario e suficiente
que todo ponto z € E esteja contido em um aberto V de E cujo fecho V' é compacto. Esta
afirmacao esté justificada em [3], onde encontra-se também a demonstragao da proposi¢ao

a seguir.

Proposicao 1.5.1 Um espaco topologico E possui uma compactificacao por um ponto se

e somente se E for um espago de Hausdorff localmente compacto.
Exemplo: Identificando R™ com o hiperplano I, = {y € R""| y,,; = —1},
n+1l 9

tangente a esfera S = {y € R™™| 3" y2 = 1} no polo sul (denotado por —e, 1 =
(0,...,0,—1)), tomamos a aplicacao de S™\{e,;1} em R™, que a cada ponto p da superficie
da esfera associa o ponto sobre Ily determinado pela intersecao da reta passando pelo
po6lo norte (e,11) e p com IIy. Com as topologias usuais, tal aplicagdo, chamada projec¢ao
estereografica, ¢ um homeomorfismo. Sua aplicacao inversa ¢ um homeomorfismo de
R™ sobre S™ \ {e,11}. Podemos mais geralmente considerar ¢ : R" — S™ tal que
¢ : R" — 8™\ {e,41} seja a inversa da projecao estereografica. Assim, ¢ (ou mais
simplesmente S™) é a compactificacdo de R™ por um ponto.

Mais geralmente, ao invés de s6 um ponto, para compactificar um espago topologico
poderiamos adicionar um conjunto nao-unitario. Por exemplo, no caso do espaco R"

temos que este é difeomorfo a By(0) (= bola aberta de R™ unitaria centrada na origem),

cujo fecho é B;(0) (— bola fechada de R™ unitaria centrada na origem). Assim, temos que

B (0) é uma compactificagao de R™ diferente da compactificagdo por um ponto. Neste
caso, a compactificagao foi obtida adicionando o conjunto S*~1 (= esfera de R" unitaria

centrada na origem). Como By (0) é difeomorfo ao hemisfério norte (e/ou sul) fechado da

esfera S™ em R, podemos modelar uma nova compactificacdo de R™, a saber:
) )
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Identifiquemos R™ com o hiperplano I = {y € R"*!| y,.; = 1}, tangente a S™ no
polo norte. Restringindo-nos ao hemisfério norte Ht = {y € S"| y,.1 > 0} de S™,
tomemos a projecao central dos pontos do hemisfério norte sobre II. Tal aplicacao é
um difeomorfismo. Podemos considerar sua inversa com valores no fecho do hemisfério
norte. Assim, temos que o hemisfério norte aberto unido com o equador da esfera é uma
compactificacao de R™. Esta serd a compactificacao que usaremos no Capitulo 2 para

definir a compactificacao de Poincaré de campos polinomiais.

Definigao 1.5.4 Um espaco topologico E € dito completamente reqular quando, dados

x € E e um aberto U de E com x € U, existir uma fun¢do continua f : E — [0,1] tal

que f(z) =1 e f(E\U) =0

Seja. E um espaco topologico e I = [0,1]. Definamos os conjuntos
F={f:E—I|f écontinua}e [T = [I;ex 1. Pelo Teorema de Tychonov,
temos que I7 com a topologia produto é um espaco de Hausdorff compacto. Definamos
¢+ E — I7 tal que o(z) = {f(x)}ser. Temos assim que ¢ é continua e ainda
¢ : E — ¢(F) é homeomorfismo se e somente se E for um espago de Hausdorff
completamente regular.

Se, pois, E for um espago de Hausdorff completamente regular, tomemos §(E) = ¢(E).

Segue entao que ¢ : £ — G(F) é uma compactificacao de F.

Defini¢ao 1.5.5 Diremos que ¢ : E — ((F) acima construida € a compactificagcio de

Stone-Cech de E.

Uma propriedade desta compactificacao é que para cada funcao real continua

limitada f : £ — R temos que existe funcio continua f : 3(E) — R tal que fop = f.



Capitulo 2

A Compactificacao de Poincaré

Este capitulo dedica-se ao estudo da compactificacao de Poincaré de campos polinomiais.
Na Secao 2.1 descreveremos detalhadamente esta técnica e expressaremos a compactifi-
cagao de Poincaré em coordenadas locais. Na Se¢ao 2.2 demonstraremos resultados que
caracterizam quando campos polinomiais tangentes a esfera S™ sao a Compactificagao
de Poincaré de campos polinomiais em R"™. Na Secao 2.3 apresentamos uma outra
caracterizagao para o caso de campos polinomiais do plano.

A referéncia para este capitulo é |1].

2.1 A Compactificacao de Poincaré de Campos Polino-
miais

A seguir, descreveremos a compactificacao de Poincaré para campos polinomiais gerais.
Com tal compactificacao é possivel fazer um estudo das 6rbitas do campo original perto
do infinito.

Seja X = (P, ..., P,) um campo vetorial polinomial em R™. Identificaremos R" com o
hiperplano IT = {y € R"*!| y, 1 = 1}, tangente a esfera S* = {y € R*| S0 y2 = 1}
no polo norte (isto é, em e,1 = (0,...,0,1)). Denotaremos os hemisférios norte ({y €
S®| Ynt1 > 0}) e sul ({y € S*| yni1 < 0}) de S™ por HT e H™ respectivamente.

A compactificacao de Poincaré de X consiste em fazer duas copias do fluxo de X, uma
sobre HT e outra sobre H™, pela projecao central dos pontos de II. Mais especificamente,

para z € R", definimos A(z) = (14 Y1, #2)1/? e os difeomorfismos ¢+ : R* — H* e

42
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¢~ : R" — H™, dados por

1 1

ot (x) = A(x)(xl,...,xn,l) e ¢ (x) = —m(zl,...,zn,l)

Assim, o campo vetorial X em H* UH™, induzido por X através de tais difeomorfismos,
é dado por
(D¢T)aX(x), sey = o™ (x)
(D7) X(x), sey = ¢~ (x)
Como ¢ (x) = (fi(x),..., fu(T), fur1(x)), com fi(x) = Agy bara i = 1,..n e
fror(z) = ﬁ, temos que se y = ¢7(x) entdo (yu, ... Yn, Yns1) = (3¢ A(: A%x)).

Logo (D¢™), = [0% fi(x)]i=1,..ont1, cOm

=1,
j=1,...,n

X(y) =

P A) = 0 (e = R~ s = et — Ui 87
7 - A(QE) — A(QE) Ag(fﬁ) = Yn+1 yn-i—l yi?
paral <i<ne

xX; Xy Ty

A(LL’)> = _A?’(SL’) = —Yn+1 Yi Yy,

para i # j.

Além disso, 0% f,11(x) = 8ej(A%m)) = _A;ng) =—y2 .,y j=1,...,n
Tn 1

Como (Y1, ey Yny Yns1) = (—Améc), N NEIL —A(x)) se y = ¢~ (x), segue que (Do), =
(D¢™),. Logo, a expressao para X (y) sobre HF UH™ é

l—yi —viv2 o —Y1Un .
) P1(y)
—Ya2 Y1 11—y . —Yaun N
S . . . Pz(y)
X(Y) = Ynt1 : . : ) )
Y1 Yo Y2 Yo - L=y ~
Pu(y)
Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ —Yn Yn+1

com Pi(yla "'>yn+1) = Pi(yl/yn-i-la ~-~>yn/yn+1)'

Pelos difeomorfismos ¢* e ¢~, temos que o equador da esfera S®, isto &,
S*1 = {y € S"| y,11 = 0}, corresponde ao infinito de R™. Definindo grau(X) =

max{grau(P,), ..., grau(P,)} = m, estenderemos o fluxo dado por X sobre S® \ S»-1
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(= H" UH") tomando X em S® dado por

L=y =y o —Y1Un ~
) Pi(y)
—Y2 Y1 I—=ys o —Y2un ~
oy m—1 < . . . P2 (y)
X(y) = Yn11 X(y) = : - : _ ,
—Y1 Yn —Y2 Yn - yr2L ~
P(y)
Y1 Yn+1 —Y2 Yn+1 - T Yn Yntl

com ﬁi(yl, s Ynt1) = Y1 Pi(y1/Yn+1, s Yn/Yns1) (€ portanto homogéneo de grau m).
O campo vetorial X assim obtido ¢ denominado a Compactificacdo de Poincaré do
campo X.
Observacao: O campo Xé polinomial em S™ e as trajetorias de X e X sdo as mesmas
em S™\ S ! | uma vez que multiplicamos X pela funcao y;”;f, que é sempre positiva
em H™ e sempre positiva ou sempre negativa em H™, conforme m seja impar ou par
respectivamente.
Observacio: Como P;(—y) = (—1)™P;(y), observamos ainda que se m ¢ fmpar entio o
campo X ¢ simétrico com relacio a origem de R"!, pois X (—y) = (—=1)"X (y) = =X (y).
Ainda, como o campo X e suas trajetorias sempre sao simétricos com relagao a origem
de R™*! temos pela definicao de X e pela observacao anteior que as trajetorias de X
sao sempre simétricas com relagao a origem e se m for impar elas tém o mesmo sentido e
sentidos contrarios se m for par.
Para obter uma expressao analitica para )Z', consideraremos S™ como uma variedade
diferencidvel e a cobriremos com 2(n + 1) sistemas de coordenadas da forma (U;, ¢]) e

(Vi,¢;7),i=1,...,n+1, com
Ui={y€8"yi >0}, Vi={yeS"y <0}

e ¢f Ui — R e ¢; : V; — R™ associando, respectivamente, cada (n + 1)-upla em

Ui ou V; a n-upla (8, ..., 2=t 20 L),
K2

oy T g )y due denotaremos por (z1, ..., 2, ), embora essa
K2 K2 7

n-upla seja diferente em cada sistema de coordenadas.
Notemos que qualquer sistema de coordenadas, a excegao de (Uy 41,05 11) € Vg1, din),
contém pontos do equador, os quais tém coordenada z, nula. Notemos ainda que
_ _H- At — (AL e A — (AL
Un+1_HaVn+1_Ha¢n+1_(¢) e¢n+1_(¢)
Os célculos a seguir nos ajudarao a obter a expressao analitica de X em cada sistema

de coordenadas.
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Sejam 1 < i <ney € U,NHT. Como a diferencial (D¢;), é fungao de T,U; em

T¢i+(y)]R”, temos
(D67 )y(X () = (DG )y (Y X (1)) = i (D) )y (X (y)) =

Uit (D97)y (D7) X(x)) = yn'i (D& 0 ¢7))uX(2),
com y = ¢T(x).

Como (¢f o ¢T)(z) = ¢ZF(Ax&),...,Ax&), A%x)) = (%,...,x;;l,%,...,%,x%), calcu-

lando a matriz jacobiana (D(¢; o ¢T)), da fung¢do (¢ o ¢™)(z), obtemos que

L0 -3 0 .0
P (z
0 d ST 0 Ei
! : Pgl’
(D(¢f 0 ¢7)X(x)=| 0 .. 0 —Zx L .0 . =
P, (z)
0 0 -4 0 -
0 0 —% 0
1
— (wPi—a1 Py, xiPy—aoPy, -+, 2Py~ Py, 2Py —ain Py -+, 2iPy—a, Py, —P)
xl
Como y = ¢t (z), temos em Uj;
_ (0 Ti-1 Tit1 Tn 4+
(21, ey Z0) (xi,..., poatit By il?z) oF (¢ (x)) =

U1 Yi-1 Yi+1 Un+1
(L, L=t il Ity

(b;;i_(ylv . 7yn+1)
Yi’ Yi Yi Yi

Logo,

D(Qb;ro ¢+))xx($) = Zn(P1 -2 b, Pia—zia Py Py —2iB, o Pa— 2,0 B, _ZnPi)v

— 1 i n—
com Py = Pj(Z, .., =, - 2, =),
Fazendo os calculos obtemos que A(z) = Todl |; e como y € Uj (e portanto y; > 0), temos
A(Z) — E Ainda, como z, = y”;—jl Seglle que yn—i-l = AZ(”;) e

(Do), (X(y)) =y (D(éf 0 ¢7))uX(z) =

_1(P1—21Pi,"' yPipr — ziPyy -+, Py — 2n 1 B, —Zan') =
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1
NEIGD

Py — 2Py Py — 2P Py — 21 B _ZnPi>>

aqui ﬁj = ]Bj(zl, ey Zic1y 1, 24 oy 2p), cOm ]3] como definido anteriormente.
Se tomarmos agora y € U, NH™, 1 <4 < n, basta refazermos os célculos anteriores
com ¢~ em lugar de ¢ para obter que (ng;r)y()?(y)) tem a mesma expressao acima.
Notemos que se y € Uy = H, entio (Df,)y(X(y)) = 4 D6k 0 6%))eX(a),
com y = ¢ (z). Como ¢/, = (¢7)~!, obtemos que (D(¢;) ;o ¢T)), é a matriz
identidade. Logo (21,..., 2n) = &1 (Y15 ey Yn1) = &0 (0T (2)) = (21, ..., 2p), € como

Ynt1 = ﬁ = A%Z), temos que

(DQST)y(jZ(y)) = er—f—_ll(Pla oy Po) =

com P; = Pj(z1, ..., z).

Multiplicando as expressoes de X em cada sistema de coordenadas por
(A(2))™1 > 0, obtemos, em suma, as seguintes expressoes para X:
Em U;: (ﬁg — zlﬁl, ]53 — 22151, e ,ﬁn — zn_llgl, —znﬁl), com ]3] = ]5]-(1, 21y ey Zn)-
Em Us: (ﬁl — zlé, ﬁ3 — 22@, e ,ﬁn — zn_lé, —zné), com ]5] = ]Sj(zl, 1,29, ..., 2n)-
Em U,: (ﬁl — 2115”, 152 — ZQﬁn, e ,ﬁn_l — zn_lﬁn, —znﬁn), com ﬁ] = ﬁj(zl, ey Zny 1).
Em U,: (Pl,Pg, ...,Pn), com P; = Pj(z1, 2, ..., Zn).

Para encontrar a expressao de X 1o caso em que y € V;, basta refazer os célculos subs-
tituindo QS;L por ¢, . A expressao serd a mesma que obtivemos em U;, porém multiplicada
por (—=1)™71 pois sendo (21, ..., 2,) = &; (Y1, ..., yn) temos que A(z) = ‘y—12| = —i, uma
vez que y; < 0 em V.

Temos que o infinito S*~1 de S™ é invariante pelo fluxo de )?, isto é, se  é um fluxo de X
com p(tg) € S*71, entao p(t) € S*! para todo ¢ no intervalo maximo de definigao de .
De fato, se ¢ = (1, ..., ¢n) ¢ um fluxo de X (em coordenadas locais) com o(to) € S,

temos que ¢ satisfaz o sistema determinado por X e portanto em vizinhancas de U,
1=1,...,n temos
P (t) = en(t)Pi(p1(t), -, on(t))  com  o(to) =0
Tais equagoes diferenciais tém solugio ¢, (t) = 0 e portanto p(t) € S*~ para todo t no
intervalo maximo de definicao de . De forma analoga chegamos & mesma conclusao nas

vizinhancas de V;, i = 1, ..., n.
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O resultado a seguir, conhecido como "Teorema da Esfera Cabeluda', nos permitira
concluir uma importante propriedade da Compactificagdo de Poincaré (ver demonstragao

em [2]).

Teorema 2.1.1 S™ admite um campo vetorial que nao se anula em nenhum ponto se
e somente se n € impar. Em particular, se n € par entao todo campo vetorial em S™ se

anula em algum ponto.

Teorema 2.1.2 Se X € um campo polinomial em R™ que nao se anula em nenhum de

seus pontos, entdo existe y € S* 1 tal que )z(y) =0.

Demonstracao: Como X nao se anula por hipotese, segue que )z(y) # 0 para todo
ye HTJH™ =S™\ S™ ! Assim, se n ¢ par temos pelo Teorema 2.1.1 que X se anula
em algum ponto de S™ e portanto X se anula em algum ponto de S*™1. Se n é impar,
temos que n — 1 é par e dai, como )?|Sn71 ¢ ainda um campo polinomial, segue que X se

anula em algum ponto de S* 1.1

2.2 Caracterizacao da Compactificacao de Poincaré -

Parte 1

Nesta secao caracterizaremos quando um campo polinomial em R™! restrito a esfera S®,
é a compactificacao de Poincaré de um campo polinomial em R™. Tal caracterizacao é

descrita pelos teoremas abaixo:

Teorema 2.2.1 Seja Z = (Si,...,Sn, Sny1) um campo polinomial em R™ ! tal que Z|gn

seja tangente a S™. Suponha que exista m € Zy tal que
1. 0°S;(0) =0, se || #m oum+2, parai=1,...,n, e 9*S,11(0) =0, se |a| #m+2

2.0°9;(0) = 0, se la] = m+2 comoa; =0, ou oy = 1 e apyy = m+ 1,

parat=1,...,n

040°S;(0)  990°5,(0)
(Oéi + 1) a (Oéj + 1)

selal=m+1, parai,j=1,...,n

Y
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aeiaaSi(O) o ﬁj(oc)
(Oéi+1) o Z a; 9 SJ(O);

selal=m+1, parai=1,...n.

Aqui () = o — e (note que |37 ()] = m).

Entao o campo Z pode ser escrito como

l—yi —yiy . Y1 Un
9 Rl(y)
—Y2 Y1 IT—ys o —Y2Un
) . . Rz(y)
Z(y) = , :
Y1 Yo Yo Yn .. L1—y2
R.(y)
—Y1 Yn+1 —Y2 Yn+1 -+ —Yn Yn+1
com
0*S;(0) _
Riy)= Y ==y 1<i<n (2.2.1)
|a|=m

(aqui, estamos considerando y = (Y1, ...y Yn, Yni,), € além disso estamos denotando por 0

a origem em R"T),

Demonstragao: Note que se 0*5;(0) = 0 para |a| = m e para todo i, 1 < i < n, entao
por (1), (2) e (4) e pelo fato de Z|gn ser tangente a S™, temos que S; =0,i=1,..n,n+1
e portanto Z = 0. Suporemos, no entanto, Z #Z 0 e dai segue que algum polinomio de
(2.2.1) é nao nulo.

Seja o um (n + 1)-multi-indice. Fixado i, 1 < i < n, tomemos o/ = a + ;.

Se a & tal que |a] = m + 1, com «; > 1 para o i fixado e 37 = ($7(a) como definido

anteriormente, temos por (3) e (4) que

7] - 7] B ] J AT
ol ol ol = = (BI)
1<j<n 1<5<n

0% S;(0) _090°8i(0)  —(a; +1) Z o aﬁjs,(o) - _ Z M (2.2.2)

. (ay+1) 1 :
_ _ | .
pois ———— = e = (B, se o > 1.

Ainda, para |[a] =m+1 com o; = 0 e a1 # m + 1, temos /! = a! e por (2), (3) e (4)

segue que

0v'S;(0)  0%0°S;(0) 1 5 B 9% 5;(0)
a/ = a' = —a Z:l Oéj 8 SJ(O) = — O; W (223)

J#i J#i
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Pela hipotese (1) temos que cada polinémio S; é a soma de uma parte homogénea de grau
m e uma parte homogénea de grau m+ 2, para cada i tal que 1 < ¢ < n. Assim, podemos

escrever

I e UV R U

|a)]=m ’ |a|=m~+2
Denotemos por S/"™2(y) a parte homogénea de grau m + 2 de S;.

Por (2), temos que

Sim-l-Q(y) _ Z 8OCSZ(O> ya _ Z 8OCSZ(O> ya_'_ Z aaSZ(()) ya

al al al
|a|=m+2 |a|=m+2 |o|=m—+2
a;>1 a;>2 a;=1
o1 #AFmM+1

Logo, como em Sim“(y) temos a; > 1, podemos escrever

0% S;(0 0%5;(0
Sy =y Y T()y +y Y P750) o

/|
(0%
|a|=m+1 |a|=m+1
a;>1 ;=0
apg17#Fm+l

com o = a +e;.

Pelas estimativas feitas em (2.2.2) e (2.2.3) e observando que

= (52500 5 () e 5 (5 550

|e|=m+1 ajzl |e|=m+1 aj21
a; 21 1<j<n a; 21 a; 21 1<j<n
JF#i
segue que
. %S00\ o7 S;(0)\
ww=u ¥ (- X ) e (-2 T
|e|=m—+1 ajzl (/6 ) |a|=m+1 ajzl (/6 )
a;>1 1<j<n ;=0 1<j<n
app1Fm+1 i
07 5:1(0) . ( 851‘5]-(0)) o
=Y — i Y Y — )Y
Z o e 2 (2 T
g .
07 5:(0) o ( 07 5;(0) )
=—Yi — e YT — Y
aZM+1 QGZ)' Z alzm—i-l (ﬁ])'
a; >1 j;él 053>1

Como y; > 1 na primeira parcela de somatoérios acima e y; > 1 na segunda parcela de

somatorios, e ainda como ﬁk(a) +er=a, k=1,..,n, obtemos que

. 0°S;(0) = 0°S;(0)
S y) ==y Y a!Uy—yiyj (Z%y)

laf=m j=1 Mal=
JF#i
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Assim, sendo Ry (y) a parte homogénea de grau m de Si(y), k = 1, ..., n, temos entdo que

Siy)=1—-y) Y 8‘13(0) ye =y ygz< > 8(13(0) y“)

|a|=m j=1

=(1-y)R Zyz v Ri(y) .

J;ﬁz
Como por hipotese o campo Z|gn é tangente a S™, temos, para (Y1, ..., Yn, Yns1) € S™, que

Z?Jrll y:Si(y) = 0. E substituindo S; por sua expressao em termos dos Ry’s, temos

n+1
Z yi z Z yz 1 - yz Z Y; y] + yn-i-lSn-i-l(y) =
=1 J#l
> uil =) Z Z Y2 Yj Ri(y) + Yns1Sni1 (v)
i=1 i=1 =1
E como em S™ temos que (1 — yf) = Z?;ﬁl y]2, segue que
n n+l n+l n
Zyzl—yz = > vy Ry) =Y v viRiy) =
=1 J 1 j=1 i=1
i#]
D w iRy + D vi vo Rily)
J=1 =1 i=1

i#]

Segue portanto que

n+1

Zyzsz(y) = Z Yi Vo1 Ri(y) + Yns1Sni1(y)
i=1 i=1

E como tal polinémio é nulo para (yi, ..., Yn, Ynst1) € S™ , segue pela sua homogeneidade

(note que trata-se de um polindomio homogéneo de grau m + 3) que

Z Yi Z/ELHRi(y) + Ynt15n+1(y) =0

em R Logo

n—l—l Zyz yn—l—lR
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E reescrevendo o campo Z com as expressoes que encontramos para suas coordenadas,

temos que
1—yi Y1 Y2 - —Y1 Yn
9 Ry (Z/)
—Y2 Y1 =y o —Y2un
) ) . Rz(y)
Z(y) = . ;
Y1 Yo Y2 Yo . 1—92
Ru(y)
—Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ T Yn Yn+1

o que conclui a demonstracao do resultado.ll
O resultado a seguir fornece condicoes suficientes para que um campo polinomial em

R™*! seja a compactificacdo de Poincaré de algum campo polinomial em R”.

Teorema 2.2.2 SejaZ = (Sq1,...,S,.S um campo polinomial em R satisfazendo as
1 5 Pny On+1

condigoes (1)-(4) do Teorema 2.2.1. Suponha ainda que
3 4,1<i<n, ea, com|a| =m,a,y1 =0 tais que 9%5;(0) # 0. (2.2.4)

Entao o campo Z|sn € a compactificacio de Poincaré do campo polinomial
X = (P1,...Pn) em R", com Py(z) = 31— 2 a PS5O Zn(@) g = (34, ..., 2,) €

an+1=0 al
() = (g, .y ).

Demonstrac¢ao: De fato, se X = (Py,...,Py) é o campo polinomial em R™ descrito acima,
a hipotese (2.2.4) significa que grau(X) = max{grau(P;), ..., grau(P,)} = m. Assim, sua

compactificacao de Poincaré de acordo com a Secao 2.1 é

1—yt Y1 Y2 - —Y1 Yn ~
) P (Z/)
—Y2 U1 1 -y e T Y2 Yn ~
oy m—1< . . . P2 (y>
X(y) = Yn+1 X(y) = : " : _ ,
— Y Y2 Yo . L—y2 .
Po(y)
—Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ T Yn Ynt+1

com Py(y1, - Yns1) = Yivr Pily1/Yns1s - Yn/Ynt1)-

Como 2@ = 281 2% temos, para © = (T1,..., Zn) = (Y1/Unt1s s Yn/Yns1), que

n(a Y1 \a Yn an a an (=301 o)) a an —lal+on
Tn(2) — )L () = gy T = gl e,
Yn+1 Yn+1

2@ = (
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Portanto,

Pi(y1> SEED) yn—i-l) = y:?—i-l Pi(yl/yn-i-la --->yn/yn+l)

o (e 7% (—m+an+1)

_.m
_yn—i-l *In yn-i—l

|a|=m an+1=0

= > aaii!(o) Yo = Rily)

|al=m

Assim, como é(y) = R;(y), temos que X = Z|sn, € com isso concluimos a demonstragao

do resultado.l

Os exemplos a seguir ilustram a importancia da condi¢do (2.2.4) para garantir a

afirmacao do resultado anterior

Exemplo: Seja Z = (S;,S»,S3) um campo polinomial em R3, com

S1Y) = Ys+ Y2 Ys — Y1 Y2 U3 — Ui Y2 Yz — Ui Us,
So(y) =y — Vi Y2 Ys — Y1 Y3 Y3 — Y3 Y3 e

Sa(y) = —v1 Y2 Y5 — YT Y3 — Y2 Ui

Notemos que Z satisfaz todas as condi¢oes (1)-(4) do Teorema 2.2.1 para m = 2 (e

n =2 ). Logo,
L—y? =y
) R, (y)
Zy)=| —y1y2 1-— Ya )
Rz(y)
—Y1Ys —Y2 Y3

8 0% a (0%
com Ry(y) = Zm =2 ilu(o Y  =y1 Y3+ Y2 y3, € Ra(y) = 2\04 =2 o y =13

ol

Notemos porém que para |a| = 2, com a1 = 0, 9*5;(0) = 0, i = 1,2, isto é, Z ndo
satisfaz a hipotese (2.2.4) do Teorema 2.2.2. Logo, Z nao é a compactificagao de Poincaré
do campo X = (Py,P3) em R?, com Pi(z) = 3,1, Z%H Lo L0 gma(@) = gy oy, e

Py(z) = Z\a| ZZan+1 =0 aaiﬁ(o) ™ = 1.

Exemplo: Seja Z = (S;,S»,S3) um campo polinomial em R3, com

Si(y) =y +y2 — Yl — Ui Y2 — v1 Y2 Us,
Soy) =ys —Yi Yya— Y1 Ys — Y3 Yz €

Sa(y) = —vy1 Y2 Y3 — Y5 Y3 — Y2 Y3



2. A Compactificacao de Poincaré 53

Notemos que Z satisfaz todas as condi¢oes (1)-(4) do Teorema 2.2.1 para m = 1 (e

n =2 ). Logo,
L—y? =y
) Ri(y)
Zy)=| —y1y2 1-— Ya )
Rz(y)
—Y1Ys —Y2Y3

8 0% aa (6%
com Ry(y) = Zm 1 ilu(o Y =yt Y2, e Ro(y) = Zla\ 1 iQI(O Yy =Ys
Notemos ainda que 9*51(0) =1 se a = (1,0,0) ou (0,1,0) e portanto temos satisfeita

a hipotese (2.2.4) do Teorema 2.2.2. Logo, Z é a compactificagdo de Poincaré do campo

X = (Pl,PQ) em R2, com Pl(l') =T —|—.§L’2, e PQ(LU) =1.

Observacao: Vimos que as condi¢oes do Teorema 2.2.2 sao suficientes para que um
campo em R"™! seja a compactificacao de Poincaré de um campo X em R™. Observamos
que tais condicoes sao também necessarias.

De fato, se X = (Py,...,P,) & um campo polinomial em R"™ e grau(X) = m entdo sua

compactificacao de Poincaré X em S™ é dada por X = (S1, sy Sny Spt1), com

Sily) = (1 —y})P Zy vi Pi(y),

J#l

Snr1(y Z Yi yn+1P

e P, como definido anteriormente. Neste caso, verificamos facilmente que as coordenadas

de X satisfazem (1)-(4) do Teorema 2.2.1 e (2.2.4) do Teorema 2.2.2.

2.3 Caracterizacao da Compactificacao de Poincaré -

Parte 11

Sebemos que se y € S™ entao suas coordenadas satisfazem a equagao

(1—9?) = Z?Jﬁl y?. Assim dado um campo polinomial X em R”, temos que a sua
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compactificacao de Poincaré X pode ser expressa equivalentemente como

S YR —YiYe . —YiUn N
n 2 Pl (y)
—Y2 sz:% Y o TY2 Yn -
> i Pz(y)
X(y) = , :
YL Yo Y2 Yn e Doy Y B.(y)
—Y1 Yn+1 Y2 Yn+1 -+ —Yn Un+1

com P (Y1, s Ynt1) = Ynor Li(Y1/Yns1s s Un/Yn+1)

Dessa forma, buscamos uma outra caracterizacao para a compactificacao de Poincaré
de campos polinomiais que leva em consideracao a expressao acima. O teorema a seguir,
de forma andloga ao Teorema 2.2.1, descreve esta caracterizagao para o caso particular

de campos polinomiais em R3:

Teorema 2.3.1 Seja Z = (S1,S,,53) um campo polinomial em R3 tal que Z|sz seja

tangente a S2. Suponha que exista m € Z* , tal que
1. 0*S;(0) =0, se |a| #m+2, parai=1,2,3

2. 0°5;(0) =0, se lal=m+2comaoa;=m+2, oua;=m+1eaz=1, parai=1,2

3.
0°0°51(0)  —0°10%5,(0)
Qo + 1 N o1 + 1 ’
selal=m+1, comaz=0oul
4.
a0651(0) [%] [(%2] ( )j—i—k f (]{7 ) aB(j’k)sl(o)
+ —1 (k=1 . +
o j=0 k=1 ’ B, k)
R L o6Rs0)
(1) £;(k) . 2‘ o,
= = V(4. k)

sea étal queag=0o0ul, 1 <o <meay>2.

Aqui, f;(k) € tal que f;(0) = 1 para todo j, fo(k) = 1 para todo k e para j, k > 1
tem-se fij(k) = fi—1(k) + f;(k —1).

Ainda,

ﬁ(]ak):ﬁ(jvkva):a_zy 61_2]{: 62+2(]+k) €3
v k) =y ka)=a—2j+1)er—2k+1) ea+2(j+k+1) e
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%
8QSZ' 0 2 8ﬁ(0’k)5i 0

k=1
parai=1,2, 0 € {1,2}, 0 # 1, a tal que ; =0, oy >2 eaz3=0o0ul, e

ol

B(0,k) = 5(0,k, o) = a — 2k ey + 2k e

Entao o campo Z pode ser escrito como

Ys +u5 —u v
9 9 Ql(y)
Z(y) = —Y1 Y2 yi + Y3 y
Q2(y)
—Y1 Y3 —Y2 Y3

com

para i, 0 € {1,2}, i #/ e
B, k) =B(j, ko) =a"—2j e, — 2k e, +2(j + k) e3
VG k) =20 k)= = (@2j+1) ei =2 k+1) e +2(j+k+1) es,
como =a+e +ep
(1) O simbolo [ | que aparece nos somatérios acima expressa a

Observacgoes:

funcao que associa a cada niimero real o maior inteiro menor ou igual ao niimero, isto &,

[r] = maior inteiro menor ou igual a r. Uma propriedade desta fungao é que para n € Z,

[r] +n = [r+n].
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(2) Temos pela hipotese (3) que se o tem comprimento m+2, a3 =0oule ag, s > 1,
9°81(0) _ 9°'$5(0)

al ol ’

com o = o+ e; — ey. Sendo assim, concluimos que

15 |
+ (=17 fi-a(k)

1 k=0

|2
w3

0°5,(0)

ol

8ﬁ(j7k)52(0)

BG R

J

(5] 123

, Uk S (0
I I R
— ~ (7, k)!
seaétalqueas=0o0ul, 1 <ay<mea; >2.

Logo, a hipotese (4) pode ser enunciada como

8052(0) : 85(3”“)5’@(0)
4y + DI ok —1 , +
W X 0 k=) S
2 125 o
( 1)]+k‘ f](k) 8 ’ : SZ(O) . 0’
= = v(d, k)!

parai,{ € {1,2}, i #leatalqueaz=0oul, 1 <a; <mea > 2, com
/6(]7k):ﬁ(]>k>a):a_2j 62—2]{? €€+2(j+k) €3 €
Y k) =0 k) =a—(2j+1) & — (2k+1) es +2(j + k+1) €3

Antes de demonstrar o Teorema 2.3.1 vamos demonstrar a seguinte afirmacao

Lema 2.3.2 Para j, k € Z, tomemos f;(k) como no enunciado do Teorema 2.3.1, isto
é, f;(0) =1 para todo j, fo(k) =1 para todo k e para j,k > 1, f;(k) = fi_1(k)+ f;(k—1).
Nestas condigoes, fi(k) = fi(j).

Demonstra¢ao: Demonstraremos este resultado usando inducao sobre j e k.
Para j = 0 temos pela definicao de f;(k) que fo(k) = f(0) =1,V k € Z,. Suponhamos
fi(k) = fe(y) ¥V k e mostremos que f;1(k) = fp(j +1), V k.

Para k = 0, temos por definicao que f;41(0) = fo(j + 1) = 1. Suponhamos entdo
fix1(k) = fe(j + 1) e mostremos que f;11(k + 1) = frt1(j + 1). De fato, temos
fix1(k+1) = fixa(k)+ fj(k+1) por definicdo. Mas, pelas hipoteses de inducao sobre j e k
temos que f;(k+1) = fe11(j) e fir1(k) = fr(j+1). Logo fip1(k+1) = fr(i+1)+fra(j) =
Jre1(G +1).

Logo, fj11(k) = fu(j +1) V k e portanto f;(k) = fx(j), como queriamos mostrar.ll



2. A Compactificacao de Poincaré o7

Demonstra¢ao do Teorema 2.3.1:  Sejai € {1,2} fixado. Temos por (2) que 9*S;(0) = 0,

se lal=m+2comaoa, =m+2,ouq; =m+1easz=1. Escrevamos entao S; como
) 3

Si(y) = S, (W) + S2,i)(y) + S0 (y),

com
a SZ(O) @
S(l 1) (y) = Z | v,
|a|=m—+2
a;=0
ayp>2
0°5i(0) 4 9°5(0) 4
Sein(y) = Z o T Z oY
|a|=m—+2 ) |a|=m+2 ’
a; =0 a; >1,032>2
ap<l,az>2
e
95.(0) .
Sea(y) = Z o )
|a|=m~+2 ’
ag,op>1
a3<l1
Definamos, para « um 3-multi-indice de comprimento m + 2, e para ¢ € {1,2}, com
C#i:

B, k) =0, k,a)=a—2je—2k e, +2(j + k) e3 e
Y(G, k) =y, k) =a— (25 +1) e;— 2k +1) e, +2(j +k +1) e3, se a;,ap>1

Vamos somar e subtrair ao polindmio .S; os termos

[54]
85(0””52(0)
0 Y (X e Sl e
2\ T
ai:0
ayp,a3>2
(][) Z 0 SZ'(O) ya+2(el—eg)
|a|=m+2 a
ay=0
a; >21,03>2
[%'_*1} ]
°S5(0) & - 9700.5,(0) 2er—
([I[) Z ( ' + (_1)] e ya—l— (ec—es3)
|0c\:T1+2 o j=0 7, 0)!
it a2
(%] (3] .
0°5;(0 , 98Uk S (0
av) 3 (TEOS S e S
|a|=m+2 ’ j=0 k=1 S )
a;,{(ix'23122
e j+k aV(j’k)SZ(O) +2( )
+ (1 gy ) e
g kZ:O k)
(V) Z aan'(O) ya+(ei+el—2eg)
|a\;r_ng—2 a!

ap>l,a3>4
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ol

j aﬁ(j,O)SZ 0 a+(eit+ep—2es3
v 3 (S e Sgar) e

ayp=0
az>4
vy Y (8“Se<0> & (1)t 8V<°vk>si(o)) eite—2e3)
+ _ S AN ya eitep—2e
|| =m+2 ol k=0 7(07 k)!
algliz}),>4
(5 15 .
9°Si(0) KO ) 9Pk S,(0)
(VIII) ( + (=1)7*" fi1(k) .
a|§+2 o j=1 k=0 ! B k)!
az>a2l,(zxi>4
o . 37(]'716)52.(0)
+ (_1)]+k f](k) : ' ) ya+(€i+6e—2€3)
= = v, k)!

Observamos que os termos acima serao somados e subtraidos na medida em que fizerem
sentido dependendo do valor de m. Por exemplo, o termo (II) s6 aparece se m > 1, os
termos (I), (III) e (VI) s6 aparecem se m > 2, os termos (IV) e (V) aparecem se m > 3 e
os termos (VII) e (VIII) aparecem se m > 4 e m > 5, respectivamente.

Observando que: ((j, k) +2(es —e¢) = B(j, k+1),  B(j, k) + (2e3 — ei — er) =7, k),
v k) +2(es —e) =, k+ 1), ~v(j,k)+ (2e3 —e; —ep) = B(j + 1,k + 1), e ainda que
a+2(es—e) =F(0,1) e a+ (2e3 —e; —er) = v(0,0), podemos reescrever os termos

(IT)-(VIII) respectivamente como

’ 85(0’1)52'0 a
ary Y S0,

|oo|=m+2 B, 1!
ap=2
aizl
(251 :
8’6(0’1)5(0) 2 _ a'y(j,l)Se(O))
II7Y A A —1)] 220 e
) |a;+2< 5(0,1)! ; =1 v(5,1)!
s
(%] (%] .
PODS(0) S O . 850k ,(0)
vy > <7+ (1) fy (k- 2) T
|o|=m+2 /6(0’1)! =0 k=2 /6(]7 k)!
o

j=0 k=
07(005,(0)

V/ [e}

) |a§n;+2 7(0,0):
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[aifl] )
2 -~ 9100.8,(0)
vy S (3 e ) v
jaj=m+2 * j=0 7, 0)!
0> ag>2
[F]
o7(0,0) Se(0) 2 oo8Lk) g (0)
VII) ) (DR ) y°
WD 2,;( oo T2 OV T
;=2
ay,a3>2
iy 3 (T f S oy gty TS0
+ j-1(k) ——5
ai>3
ay,a3>2
+ (_1)]+k+2 fj—l(k_l) : : ) ya
j=1 k=1 G, k!

Denotemos por (11)",(I11)" e (IV)" os termos (II),(III) e (IV) respectivamente
tais que a3 > 2 (ou equivalentemente os termos (I1),(I11) e (IV) tais que az > 4),
e por (II)" (I11)" e (IV)" os termos ([I),(I1I) e (IV) tais que a3 < 1 (ou os
termos ([1),(I1I) e (IV) tais que a3 < 3). Notemos que (I[I) = (II)" + (II)",
(I1I) =(111)"+(I1])" e (V) = (IV)"+ (IV)".

Assim, podemos escrever
Si(y) = R (y) + Rz, (y) + Rz, (y),

R (y) = Saaly) = (1) + (L) + (L) + (IV),
Rai(y) = Sealy) + (1) = (D" = (LD = AV)" + (V) + (VI) + (VII) + (VIII),
Ry (y) = Sea(y) — (D" = (LD = (V)" = (V) = (VI) = (VII) = (VIII).

Temos entao

(=]
0*5; a k+1 9PORs; a
Ry (y) = Z a,(O) Y+ Z < (—1) Wl{)(,o)) Y

w2

|a|=m+2 ’ lo|=m+2 “k=1
a; =0 a;=0
as<l ag,as>2
109
+ Z J SZ(O> ya+2(6e—63)
a!
|a|=m+2

ayp=0
a;>1,03>2
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(2]

0°5,(0) -awmse(o_)) er
+ + (_1)] : ya+ (eg—e3) +
|a§+2 < OZ! ; 7(.]70)'
ap=1
a; >21,03>2
0*S;(0) 3 &) ith 9Pk 5;(0)
T Z ( ol (—1) fj(k—l)W
|a|=m+2 j=0 k=1 ’
a;>1
ay,a3>2
& 79S0)
+ (_1)]+k f](k) : ‘ ) ya+2(eg—e3)
7=0 k=0 7(]7 k)
(5]
2 07MS(0) . 0°5i(0)
Rao)= ¥ (Lo ) e ¥ TR0,
la|l=m+2 “k=0 ’ |a|=m~+2
a;=0 ayp=0
az>2 a;>1,a3>2
(5] :
0°5;(0) : . 67070)5@(0))
+ + -1y ——= @
|a§+2 ( OZ! ; 7(.]70)'
ap=1
a; >21,03>2
(Y > [%( 1y gk — 1) 220SH0)
+ + ] :
|a|=m+2 a! j=0 k=1 6(]7ky
a;>1
ay,a3>2
= 799)5,(0)
¥ g D)
j—O k=0 7(]7k)
e
945;(0) 0°S;(0) 9%V 5;(0)
Ris.y) = yor ( - o
o a|§+2 al |a§+2 o! 6(0, 1)'
ap=1 ap=2
a;>21,a3<1 a;>1,a3<1
[*7] :
0°S;(0) 970D S;(0) : : 87(]’1)55(0))
—+ — — —1) : ya
2;( A o -2 TV S
ap=3
a;>1l,a3<1
a (5] (%) .
poy (BSOS S e - S
|a|=m+2 ol 6(0’1>! j=0 k=2 ! ﬁ(j?ky
az>all,%c§<1

(2 (2]

- (=17 [k = 1)

j=0 k=1
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o (5] .
. d SZ(O) a+(ej+er—2e3) - 1\ 85(]70)55(()) a+(e;+ep—2es)
y 250, Y (S s,
|a‘:7_n6|'2 ’ \a|:r_n6|—2 Jj=0 B0
04520{12,_0!324 %24
o 2] +(08)
_ 9 SZ(O) —1 k o SZ(O) a+(e;+ep—2e3)
> o ( )Y
|al=m+2 @ k=0 7(0’ )
B
0Si0) | NN NS (et gy OIS0
- Z ( o + (=1) fj_1(/€)W+
|a|=m+2 ) j=1 k=0 JiK):
a;>2
ap>1l,a3>4

, Nk S0 ot (e ter 90
(_1)J+k fj(k) 7]{;(')) y +(ei+er—2e3)
jZO k=0 /7(]7 )

Notemos que em R ;) e R, respectivamente as variaveis y, e y3 tém poténcias maiores
ou iguais a 2, e em R(3; temos que y; e yp tém poténcias maiores ou iguais a 1.

Se v é tal que |a| = m, tomemos o/ = a+e;+e,. Observemos que: a+2e; = a—e; + ey,
B0,k )+2e, =v(0,k—1,a'), a+2e3=+(0,0,a), ~(j, k a)+2e3=0(j+1,k+1,a)
e [0,k a)+2e3 =74,k o).

Com estas consideracoes, temos entao que

Ran(y) =y; Quy(y),
Royn(y) =y Qey(y) e

Riiy(y) = —y1 2 Q@i (y),

com

-1

/ [ ]
Q¥ —eites; 2 o1(0k) 5.
Qui(y) = E —(0) Y+ E ( (_1)k 7(0)) Y

o

~~

i (@ et ) jaj=m \ k=0 (0, k)!

Ozi:() ClliZO

a3<l1 az3>2

9] .
700 5:(0) (av(070)52.(0) 2 ., 0551 5,(0)

+ —— 0 e g T2 N (it 2 )ya

2 Swor U2 Seor 4 YT g

s S

> (mm%(o) [g] mﬂ( i g — 1) Z005:(0)
+ + - : +

5 (0,0 = ’ (4, k)!
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62

(9 (%] |
N« . §Pk) S, (0)
C1VtR A (k1 7) o
j=1 k=1 ( ) fj 1( ) 6(97@'
E=
2 aV(O,k)SZ,(O) aw(O,O)Si(O)
Q ) = ( —1 k 7) ya —+ A ya
’ )(y> |Ocz=:m k=0 = (0, k)! |z::m 7(0,0)!
@i=0 ap=0
a;>1
1)
000G (0) 8% S,(0)
+ + —1 +1 ) ya_|_
§m< 7(0,0)! j:l( ) B35, 1)!
e
[agfl] [azfl} '
57(0,0)5,(0) 2 2 ‘ 070’]“)5-(0)
— 1R e — 1) L2
> < SO0 T W k=1 =5
|a|=m =0 k=1
st
[%;} [%2] ( )H_k f (k ) 86(j’k)5 (0))
1 (k=1 : -
= ’ B(j, k)

00‘/52- o
Q(s,z')(y) = - Z O/'(O) Y+ Z <_

S;(0) 9%V S (0)\
/| + | Yy
|a|=m ’ la|=m a B(O, 1)
=0 op=1
az<l1 a3<1
/ = |
0% SZ(O) 85(0,1)Si(0) 2 ' afy(g,l)se(o))
+ - + + _qy E 20 ) e
§m< or! pO,D = TRV
aez%
/ 1§ 15 |
o S,(O) 86(0,1)5,(0) 2 2 ' aﬁ(j,k)si(o)
— . ‘ Yk g oy @0il0)
+a|¥m ( U T(OS) — = - fitk=2) 34, k)!
ap>3
a3<l1
R kel §7Gk) 5,(0)
+ (<1 f (k= 1) ﬁ) o
j=0 k=1 v(j, k)!
=
oo O)SZ(O) < 2 a-y(],O)SZ(O)>
_'_ ya _|_ _ ya
|;m 7(070)' a|¥m im0 ( ’7(],0)'
aL_O 01520
ap>l,a3>2 az>2
&5
ICOG(0) < o PR (0))
+ + —1 1 @ +
|azzm ( 7(0,0)! & - BLE) )Y

ap>1l,a3>2
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a{fl @ 1
i [ A .
5'700 2 2 k) S,(0
P X (TS e o TS0
ap>1
a,a3>2
[%] [%} - aﬁ(],k)sl(o) N
+3 2 C0 aale) Sg) v
j=1 k=1 D R

com ﬂ(]? k) = ﬁ(]? ku O/) € 7(]7 k) = 7(]7 k? O/) em todos os termos de Q(l,i): Q(Z,i) € Q(i’),i)-
Observando que ¥(0,k,a') = ((0,k + 1,0’ — e; + e;), segue pela hipotese (5) que
Q) = Q2,i)- E observando que

[a; 1} )
2 NE0g, avOO Se(0)
Qe = 3 (2 7 T e X S
jal=m \ §=0 A Jal=m
ayp=0 a;=0
ap>1
(%]
IO0G,(0) ria 07URS(0)
+|Zm( oo T U T )y
s
> (oo Y Y o gy TS0
+ — .
=\ (0.0)! = = V(5 k)!
o;>2
aZEl
[ (3] » | H9H) 5,(0)
+ (=1)** fioi(f— 1) W) y*
k=1 j=1 Jo )

segue pelas hipoteses (3) e (4) que Q3,) = Q20 = Qq1,¢) (e também que Q) = Q2,5 =
Q@) )
Temos entdo Q) = Q2) = Qi = Qi e Quo = Qi = Q) = Q. Logo, para

1= 1,2 temos
Si(y) = Ry () + Rea () + Reao(y) = (47 +y5) Qi(y) — 31 y2 Qe(y)
Como por hipotese o campo Z|gz é tangente a S?, temos para y € S?
Y1 51+ Y2 S2+y3 S3=0
E substituindo na equacao acima as expressoes encontradas para S; e So, temos

Y1 S1+ Y2 Sa+ys Sz =y1 y3Q1 + y2 Y3Q2 + Yz Ss
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Assim, como o polinémio acima é nulo para (yi,ys2,y3) € S? , segue pela sua homogenei-

dade (note que trata-se de um polinémio homogéneo de grau m + 3) que

53(2/) = -y Y3 Q1 — Y2 Y3 Q2

em R3. Assim, reescrevendo o campo Z com as expressoes que encontramos para suas

coordenadas temos

2 2
Y5 + Y3 —Y1 Y2
9 9 Ql(y)
Z(y) = —Y1 Y2 Yy + Y3 )
Qz(y)
—Y1 Y3 —Y2 Y3

com (); como no enunciado do teorema.
Concluimos assim a demonstragao deste resultado.ll
Sejam ();, i = 1,2, como no Teorema 2.3.1. Para simplificar a notacao, escrevamos
9°Qi(0)
Qi(y) = Z — Y

al
la|=m

Observemos que se para um dos polinémios ), ou ()2 algum termo independente de y3 for

diferente de 0, entdao o campo Z serd a compactifica¢ao de Poincaré do campo X = (Py, Py),

com Pi(x) =3, -, > o0 6%35_(0) 7t x5?. Este fato é justificado de forma analoga ao

Teorema 2.2.2.
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