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Resumo

Nosso objetivo neste texto, é apresentar a decomposicao J.-M. Bony para o
produto de distribuicoes temperadas e um teorema de regularidade, devido a J.-Y.

Chemin e N. Lerner, para solugoes do sistema de Navier-Stokes.

Palavras-chave: Analise Matematica. Decomposicao de Littlewood-Paley.

Decomposicao de Bony. Sistema de Navier-Stokes.



Abstract

Our main goal is to present a dissertation about the J.-M. Bony’s decom-
position for the product of distributions and as application a regularity result, due

to J.-Y. Chemin and N. Lerner, for solutions of the Navier-Stokes’s system.

Keywords: Mathematical Analysis. Littlewood-Paley’s decomposition.

Bony’s decomposition. Navier-Stokes’s system.
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Capitulo 0

Introducao

Um dos objetivos deste texto é apresentar a decomposicao de Bony para o
produto de distribuicoes temperadas pertencentes a um determinado subespaco das
distribuigbes temperadas, tal decomposicao foi apresentada em [l|]. Como aplica-
¢ao detalharemos um resultado, devido a J.-Y. Chemin e N. Lerner (verfl]), sobre
regularidade para solucoes do sistema de Navier-Stokes de fluidos incompressiveis
n-dimensionais.

Um dos pilares que permitird alcancar os objetivos acima citados é a teoria
de Littlewood-Paley apresentada no Capitulo 2. Em tal capitulo introduziremos a
decomposicao de Littlewood-Paley, que caracteriza uma classe grande de funcoes, e
tem sido usada de modo eficaz, na forma da decomposicao de Bony, em problemas
nao-lineares. No terceiro capitulo, utilizando a decomposicao de Littlewood-Paley,
apresentamos os espacos de Besov, suas propriedades e exemplos. Introduzidos
originalmente por Oleg Besov, ganharam maior interesse apds a caracterizagao de
Littlewood-Paley feita por Jaak Peetre em 1967. Ainda neste capitulo, usando a
Decomposicao de Bony, determinamos condicoes para que subespacos de espagos de
Besov sejam algebra. Por fim no quarto capitulo obtemos o resultado de regularidade
para solucoes do sistema de Navier-Stokes. Os principais textos utilizados para a

atingir tais objetivos sdo [3] e [4].



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo tem por objetivo apresentar informacoes que serao tteis nos
capitulos subseqiientes, por isso, a abordagem ser4 feita de modo sucinto. Muitos dos
resultados serao apenas citados, e sugerimos referéncias onde a demonstracao pode
ser encontrada, entretanto, alguns resultados virao acompanhados de sua respectiva
demonstracao ou de um esboco dela. Maiores informacoes podem ser encontradas

nas referéncias citadas no decorrer do capitulo.

1.1 Notacoes

Aqui fixaremos algumas notagoes. Indicaremos por| - |, a norma euclidiana

usual em R”, se x € R” e r > 0, entao
B(z,r)={y eR": |[x —y| <r}
é a bola de centro x e raio r,
Clx,ri,me) ={y €R" : ry < |z —y| <ro}

denotara a coroa de centro x, raio menor r; e raio maior 7. Se x,y € R", coloca-
n

remos T -y = ij -y;. Se £ é um aberto do R", entao denotaremos por C*((2),
j=1
o conjunto das funcoes definidas em € infinitamente diferenciaveis com valores em

C. Afim de obter uma notacao mais compacta para as derivadas parciais, usare-

mos multi-indices. Um multi-indice é uma n-upla de inteiros nao negativos. Se
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a= (a1, ,a,) € um multi-indice, entdo denotaremos

o o\ a\"
1= ZO‘” - HO‘J" ’ _(ax1> (ax) |

Deste modo, por exemplo, a regra do produto para derivadas se escreve como

*(fg)= > R ,<aﬁf><a”>

B+y=a

Se x = (1, ,x,) € R", entdo

n

o Qi

—IIZEJ .
Jj=1

10

Denotando o conjunto dos inteiros nao negativos porN temos que se o € N”, entao

a ¢ uma multi-indice, por vezes, escreveremos @ € N” no lugar de escrever, seja

a um multi-indice. Aqui apresentamos apenas algumas notagoes que julgamos de

clara interpretacao, no decorrer do texto estaremos apresentando novos conceitos e

junto a estes outras notagoes, as quais buscaremos apresentar o mais perto do usual

possivel.

1.2 Espacos L

Nesta secao assumiremos alguns conceitos bésicos sobre Teoria da Medida,

nao vamos nos preocupar, por exemplo, em definir integral, mensurabilidade de

fungoes, espagos de medida (tais conceitos podem ser encontrados em []). No que

segue vamos fixar um espago de medida (X, M, u), isto é, um conjunto X munido

de uma o — algebra M e de uma medida . Se f é uma fungao mensuravel em X

e 1 < p < oo tomamos

1l % ( / Ifl”du>p ,

[fllzee = inf{a >0 u({z - [f(2)] > a}) = 0},

se p = 00, entao

com a convencao de que inf () = co. Definimos

IP(X, M, u)={f:X — C: f é¢mensuravel e ||f]|z» < o0},



CAPITULO 1. PRELIMINARES 11

é usual denotar LP(X, M, ) por LP(u), L?(X) ou simplesmente por LP quando isto
nao causar confusao. Se A é um conjunto nao vazio enumerével, entao colocamos

[P(A), em vez de LP(A, P(A), n). Aqui
PA)={E:ECA}
e u é medida de contagem dada por
u(E) =) g(@), ¥ E€P(A),
vcE

comg:A—Reg(x)=1, Ve A Quando nao causar confusdo usa-se escrever
apenas [P no lugar de [P(A). Se considerarmos que duas fungoes iguais em quase
todo o ponto definem um mesmo elemento em LP, entao LP é um espaco vetorial
normado com a norma ||-||», de fato, temos mais do que isto, com tal norma, L? é

um espago de Banach, ver [7].

1.2.1 Algumas Propriedades Béasicas

Aqui citamos alguns resultados que futuramente, neste texto, vamos fazer

) . 1
referéncias. Usaremos a convencao de que — = 0.
00

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Hélder) Suponhamos que 1 < p < oo e

1
—+—=1. Se f e g sao funcoes mensurdveis em X, entao
q

gl < [ flleellgllze-

Teorema 1.2.2 Se A € um conjunto nao vazio enumerdvel el < p < q < 0o, entao
P(A) Cl(A) e [l < Il

Antes de enunciar o proximo resultado lembremo-nos que se (X, M, u) e (Y,N,v)
sao espacos de medida, entao M ® N indica a o—algebra produto em X x Y. Em
tal o—4lgebra pode-se colocar uma medida que ¢, em um sentido 6bvio, o produto

de p e v.
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Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Mlinkowski para Integrais)Sejam (X, M, 1)
e (Y,N,v) espacos de medida o — finita, e seja f € M QN fun¢io mensurdvel em
X xY

1) Se f>0el<p<oo, entdo

(/ (/f(%y)dif(y))pdu(m)); < / (/(f(%y))pdﬂ(x));dy(y)'

1) Se 1 < p < oo, f(hy) € LP qtp y e a fungao
Yy - ||f(7y)||LP € Ll(y)7 entao f('ra ) € Ll(y) qtp xz,
a func¢ao r — /f(:z:,y)dl/(y) eLl?e

|| / FCoy)dv(y)]| o < / 1) rdi(y).

a demonstragao, destes resultados, pode ser encontrada em [f|, respectivamente nas

paginas 174, 178 e 187.

1.3 Distribuicoes

Antes de apresentarmos a definicao de distribuicao, vamos definir um im-

portante espaco de funcoes, o espaco das funcoes testes.

Definicao 1.3.1 Seja Q2 um aberto do R". Denotaremos por C° (2), o espago das
funcoes teste, isto €, o conjunto das funcoes definidas em Q) o valores complexos

infinitamente diferencidveis com suporte compacto em<).

Lembremos que o suporte de uma funcao continua¢ : 2 — C é o fecho do conjunto

{z € Q: ¢(x) # 0}, denotaremos o suporte de ¢ por S(o).

Definicao 1.3.2 Se f ¢ uma funcao a wvalores complexos, Lebesque mensurdvel,

definida em 2 , tal que para cada compacto K C

/K]f]dx<oo

dizemos que f € localmente integrdvel e escrevemos f € L}, .(Q).
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Teorema 1.3.1 Seja ¢ € CX(R™) satisfazendo/gb(x)dx =1,5(¢p) C{zx:|z| <1}
e >0, eseja fe Ll (R"), definimos para e > 0

loc

fulz) = / f(x — ey)ply)dy = e / Fw)o(==Y)ay. (1.3.1)

€

Entao as sequintes afirmacoes valem:

i) f. € C=(R").

1) Se f(r) = 0 qtp fora de um conjunto fechado A, entao
S(fe) CA+{x:[z] <€}

1t) Se f é continua e S(f) € compacto, fo — f uniformemente quando

e — 0.

A demonstracao de tal resultado, bem como, dos dois corolarios apresentados abaixo,
podem ser encontradas, por exemplo, em P|, entretanto, apresentaremos aqui a

demonstracao do segundo corolario.

Corolario 1.3.1 Se f € LY(R") e f. ¢ definida por (1.5.1) quando ¢ > 0 temos
[ fellzr = / |feldz < (| fl[z2 e lfe = fllzr — 0 quando e — 0 .

Para K C () diremos que U é uma vizinhanca de K se U é um aberto de € tal que

K C U. Temos o seguinte corolario.

Corolario 1.3.2 Seja K um subconjunto compacto de um aberto 2 C R™. Entdo

existe p € C°(Q) tal que 0 < o <1 e ¢ =1 numa vizinhanga de K.

Demonstragao: Como €2 é aberto seu complementar é fechado, assim
temos que 0 = d(K,Q°) > 0 ( d(K,Q°) é a distancia de K ao complementar de
2 ) pois, a distancia de um compacto a um fechado disjunto é sempre positiva.

Sejam €, €, > 0 tais que € < €; < €1 +€ < J e seja x a funcao dada por

1, se xe K;

X (x) =
0, se z¢ K,

onde K; ¢é definido como K; = K + {x: |z| <€ }. Entdo ¢ = x. definida por
(1.3.1) satisfaz S(x.) C K1 +{z:|z| <e} CK+{z:|z|] <e+ e} CQ deste modo
p € CX(). Ainda, se d(x, K) < € — €, segue para qualquer y € R" satisfazendo
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ly] <1, que z — ey € K;. Conseqiientemente

Yelz) = / V(@ — ey)dly)dy
- / oy

=/1-¢(y)dy
=1

Defini¢ao 1.3.3 Uma sequéncia (¢;)jen de fungoes € C° () converge a zero em
CX () se

t) existe um compacto K C Q) tal que S(¢;) C K,j =0,1,2, ...

1) para todo inteiro positivom , as derivadas de ordemm de ¢; convergem

uniformemente a zero quando j — o0.

Definicao 1.3.4 Seja @ C R™ um aberto. Uma aplicagao u : C° (2) — C linear e
sequencialmente continua sequndo a Definicao 1.3.3 é chamada de distribuicao em

Q. O espago das distribuicoes em Q é denotado por D'(Q2).

Por vezes, neste texto, parau € D'(Q2) e ¢ € C () escreveremos (u, @) em vez de

u(¢).

Exemplo 1.3.1 Seja f € L, .(Q) defina a distribuicio Ty por

Ty 6) = / f(2)d(x)dz,

a linearidade € clara e a continuidade seque da estimativa
(7.0 < follm [ |5(@)ldo.
S(¢)

E interessante notar que se (Ty,¢) = (T, ¢) para toda ¢ € C(Q)
e f,g € L. (Q), entao f = g q.t.p, para detalhes ver por ezemplo [9], pdgina 11.
Isto permite identificar qualquer funcao localmente integrdvel f, com o funcional
Ty e deste modo podemos considerar muitos espacos de fungoes como subespagos de

D'(Q). E usual escrever simplesmente (f,¢) em vez de (T}, ¢).

Se para x € €2, denotarmos por V, uma vizinhanca aberta de z, isto é, um

aberto de €2 que contém x, entao podemos apresentar a:
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Definigao 1.3.5 Seu € D'(QQ) definimos o suporte deu, que denotaremos por S(u),

como

S(u) ={x € Q: IV, tal que (u,¢) =0, Vo € C*(V,)}“.
Agora podemos apresentar a:

Definigao 1.3.6 Se Q) € um aberto do R™, denotaremos por E'(Y), o subespago de

D'(2) constituido das distribuicées de suporte compacto.

O proximo teorema, cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em |, pagina
41, garante que distribuicoes com suporte compacto podem ser estendidas conti-
nuamente para C*(§2). Antes de apresentar tal teorema lembraremos a nocao de

convergéncia em C(1):

Defini¢ao 1.3.7 Dizemos que uma seqiiéncia(¢;)jen de fungoes C™ converge a zero
em C(Q) se para todo compacto K e todo inteiro nao negativom, as derivadas de

ordem m de ¢; convergem uniformemente a zero em K quando j — 00.
Assim temos:

Teorema 1.3.2 Seja u € D'(Q)). As sequintes condigoes sao equivalentes:
1) ue&(Q).
1) Friste um funcional linear continuo v em C*(Q) tal que a restrigao

Vo () € tgual a u.

1.3.1 Operacoes com Distribuicoes

A soma de distribuicoes e o produto por escalar, sao definidas de maneira

Obvia. Se uy, us € D'(Q), ¢ € CX (2) e A € C entao,
<U1 + ’LL2,¢> = <u17 ¢> + <U2, ¢> €
</\U1,¢> = )\<U1,¢>

Afim de definir outras operagoes com distribuicoes vamos introduzir a nocao de

transposto formal. Suponhamos que existam dois operadores lineares e continuos,

Le L' de CF(Q) em CF () tais que

/ (L) ()i (x)dz = / o(x) (L) (2)dz, ¥ 6, ¥ € O (Q). (1.3.2)
Q Q
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Quando isto acontece dizemos que L é o transposto formal de L’ e vice-versa. Como

por hipotese ¢, Lo, v, Ly € C= () C L. C D'(Q) (ver Exemplo 1.3.1), (1.3.2)

loc

pode ser escrito da forma (L¢,v) = (¢, L'1)). Neste caso é possivel estender o

operador L : C%° (Q) — C>° () para um operador L : D'(Q) — D'(Q) dado por
(Lu,v) = (u, L'V), Y u € D'(Q), ¥ € CF(Q).

Com isto em mente vamos definir outras operagoes com distribuigoes. Sef € C*°(Q)
e L:CX(Q) — C*(Q) é dado por (Lo)(x) = f(x)o(z), temos que L é linear,
continuo e seu transposto formal é L' = L, assim, a operacao multiplicacao por

f e C=(Q) fica definida para qualquer distribui¢ao u por meio de

(fu,0) = (u, f).

Seja {e1, -+ ,e,} a base canonica do R", definindo L : C* () — C*(Q) por
meio da expressao (Lo)(z) = (0% ¢) (z), vemos, utilizando integragdo por partes em
relacdo a z;, que seu transposto formal ¢ L' = —0%, isto é (L'¢)(x) = —(0%¢)(x),
assim podemos definir para qualquer distribuigao v a derivada em relagao a z; por

meio da igualdade:

(0%, ¢) = —(u,0%¢), ¥ ¢ € C () .

1.4 Convolucao

Se f e g sao duas fungoes continuas em R™ e uma delas tem suporte com-

pacto, entao a convolucao de f e g se define como

fxgla) = / F(x — y)g(y)dy = / g(z — 9)f (y)dy.

Mais geralmente temos a definicao.

Definicao 1.4.1 Seu € D'(R") (u € E'(R")) e ¢p € C* (R™) (¢ € C*(R™)) deno-

taremos com u* ¢ a func¢ao definida por
ux¢(x) = (u, o)

com ¢ (y) = ¢p(z — y).
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Uma importante utilizacao deste conceito é obter a demonstracao do proximo teo-

rema. Antes de enuncia-lo vejamos a:

Definicao 1.4.2 Dizemos que uma sequéncia u; € D'(2) j = 1,2,--- converge a
u e D'(Q) se (uj, ¢) converge a (u, @) para toda ¢ € CX(Q). Neste caso escrevemos

u; — u em D'(2).
Teorema 1.4.1 C* () é denso em D'().

Notemos ainda que parau € D'(R") e ¢ € C° (R™) valem as propriedades:

i) ux¢p € C°(R") e suas derivadas sao dadas por
0*(u* @) = (0%u) x ¢ = u* 0¢.

ii) S(u* ) C S(u) + S(o).

1.5 Transformada de Fourier

1.5.1 A Transformada de Fourier de uma Funcao L!

Dada uma funcdo f € L' define-se a transformada de Fourier de f por

FE) = (&) = / e f(2)dz, €€ R

Abaixo apresentamos algumas propriedades da transformada de Fourier:

i) (af +pBg9) = of + B4 (linearidade).

ii) | flloe <Ilfllr e f & continua.

iii) lime| oo f(€) =0 (Riemann — Lebesgue).
A propriedade i) e a primeira parte de ii) sdo claras, a continuidade segue apli-
cando o Teorema da Convergéncia Dominada (ver [7]), a propriedade iii) pode ser
obtida a partir do seguinte esquema. Primeiramente considere f € C2° (R"), escolha
je {1,---,n} e M > 0 tal que o S(f) C B(0,M) e %H@e'?f”p < € (para um
€ > 0 dado). Desta forma, se |§;| > M, obtemos integrando por partes em relagio
a xj, que

O < 10 flls
191

<€
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deste modo f(é’) — 0 quando [£| — oo, desde que, se |[£| — oo, entdo |§;| — oo para
algum j. O caso geral, segue agora, da densidade de C° (R") em L!'(R") a qual
resulta do Exemplo 1.3.1 e do Teorema 1.4.1.

1.5.2 Espaco de Schwartz e Distribuicoes Temperadas

O espago de Schwartz, que denotaremos por S(R"), consiste de todas as
funcoes C'*°, tais que juntamente com suas derivadas, decaem no infinito mais ra-
pidamente que qualquer poténcia de |z|. Mais precisamente, para qualquer inteiro

nao negativo N e para qualquer multi-indice o definimos

£l = sup {(1-+ la) o F(@)]}

S={feC”:|f|na < ooparatodo N € N a e N"}.

~ _|rl2 ~
Claramente C® C S, mas, temos em S funcdes como e 1”1, que ndo tem suporte
compacto. A cole¢do ||-||n,o ¢ uma familia contavel de semi-normas emS, e podemos

uséa-la para definir uma topologia em S.

Defini¢ao 1.5.1 Dizemos que uma sequéncia de fungoes (¢x)ren converge a 0 em

S se para todo a € N" e N € N,
Tim ([0 = 0.

Definicao 1.5.2 Um espaco de Fréchet é um espaco vetorial topoldgico localmente

convero, melrizdavel e completo.

Proposicao 1.5.1 Com a topologia definida pelas semi-normas || - [|na, S € um

espaco de Fréchet.

Demonstragao: Ver [7], pagina 228.

Outra 1til caracterizacao de & é dada pela seguinte proposi¢ao:
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Proposicao 1.5.2 Se f € C™ entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) fes.
i1) 220° f ¢ limitada para todos multi-indices o, [3.
i11) 0%(2° f) € limitada para todos multi-indices o, 3.

Esbogo da demonstragio: Claramente para |3] < N temos que |2°| < (1+ |z|)V.

n

Agora, se d = z'nf{ Z |z @ |z| = 1} entao

j=1
L+ [ <21+ [x|Y)

<2V(14+ 2> 1)),
j=1

o que implica na equivaléncia de i) e ii). A equivaléncia de ii) e iii) é obtida a
partir do fato que cada 9%(2” f) é uma combinacao linear de termos da formaz?9° f

¢ vice-versa.

Observagao 1.5.1 Outra familia de semi-normas, que pode ser usada para definir

a topologia em S é:

HmMzﬁg{ﬂ+MWW%@m,VMEN (1.5.1)

Tz ERM

Como & C L', faz sentido falarmos da transformada de Fourier de uma funcao

f €8, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1 A transformada de Fourier é uma aplicacao continua deS em S

/fg:#/ﬁ@

1 i€}
@) = s [ =< Fne

tal que

Ou seja, Flg(x) = g(z) = (QW)_”/eix'Eg(ﬁ)dﬁ ¢ a inversa da transformada de

Fourier.
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A demonstragado de tal fato pode ser encontrada em p|. Como consequéncia do
teorema anterior, podemos utilizar para a definicdo de convergéncia emS a familia

de semi-normas

711 = sup {1+ [eD 10 F©)1 (15.2)

£ERN
onde k é um inteiro ndo negativo. Tomando f(x) = f(—z), podemos enunciar o

seguinte colorério:
Corolario 1.5.1 Para f € S, f = (27r)”f.

Em & temos ainda as propriedades:

i) pxuE) = (9)(©).

i) pU(&) = (2m) (G *)(E).

iii) 0°p(€) = (i€)*3(8).

iv) 2Pp(¢) = (1)P9°3(¢).
Alguns comentarios: a propriedade i) pode ser obtida aplicando as defini¢oes de
transformada de Fourier, convolugao e agrupando os termos de modo conveniente.
Para verificar ii) basta (gracas a formula da transformada de Fourier inversa) ve-
rificar que g = (27)_”@ o que segue de i) e do corolario acima, iii) segue
utilizando integracao por partes e aplicando induc¢ao em|al, iv) é obtida derivando
sob o sinal de integracao.

Abaixo apresentamos o espaco S’.

Definicao 1.5.3 O espaco dos funcionais lineares continuos em S, que denotare-
mos por S’, € chamado espaco das distribuicoes temperadas. Assim temos que uma
aplicacao linearT : S — C estd em S’ se

lim T'(¢x) =0 sempre que khm ¢or=0 em S.

k—o0

Definicao 1.5.4 A transformada de Fourier deT € 8’ é a distribuicao temperada
T dada por

A

T(f)=T(f), feS.
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Teorema 1.5.2 A transformada de Fourier é uma bijecao continua deS’ em S’ e

sua tnversa também € continua.

Demonstragao: Se Tx — T em &', entdo para cada f € S,

~ ~

T(f) = Tu(f) = T(f) = T(f).

Além disso, temos que T~ = (27)>"T deste modo sua inversa também é continua.

1.5.3 A Transformada de Fourier em I.’, 1 <p < o0

Se felLl, 1<p<oo,entao f pode ser identificada com uma distribuicao

temperada. De fato, para ¢ € S defina

7,6) = [ 5o,

que é convergente, pela Desigualdade de Holder. Por outro lado, para ver queTy é

continua suponha que ¢ — 0, observemos que por

Ty (o)l < (1 fllzelldnll o

e pelo fato de ||¢g||;» ser uniformemente dominada por uma semi-norma em S de
bk, temos que || f||ze||¢k|l» tende a 0 quando k tende ao co. Nas paginas 16 e 17

de [6] encontram-se os seguintes resultados:

Teorema 1.5.3 (Desigualdade de Hausdorff-Young) Se f € L1 < p < 2,
entao f €L e

11, 20 < Clifllze-
Teorema 1.5.4 ( Desigualdade de Young ) Se f € L? e g € L4, entao
1 1 1
fxg el com—+1=—-—+— ¢
r p q

1 % gl < 1 Fllzellgll Lo
Também temos o seguinte teorema:
Teorema 1.5.5 Se f € &'(R™) entao f € uma funcio C.

Tal resultado é apresentado na pégina 81 de P|.
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1.5.4 Transformada Parcial de Fourier

Dados um subconjunto Q2 de R” e uma funcao f : 2 x RY — R mensuravel,

supondo que para cada compacto K C €2 a

/Kdt/RN £t 2)]dz < oo,

o Teorema de Fubini (ver [7] pagina 65) garante que f é integravel em z para quase
todo t e portanto podemos definir a transformada de Fourier de f(¢, z) na variavel
T

f(t,z) = /e_”{f(t,a?)dx

Abaixo, 7 : Q x RY denota a projecao (¢,z) — t.

Definicao 1.5.5 Sejam Q2 C R" um aberto, n,N > 1. Denotaremos como
C>=(; S(RN)) o subconjunto de S(R™ x RY) das fungdes ¢ tais que w(S(¢)) é com-
pacto em Q. Dizemos que uma seqiiéncia ¢; € C(Q;S(RYN)) converge para zero
em C°(Q; S(RY)), e escrevemos ¢; — 0 em C(2; S(RY)) se existe um compacto

fizo K C Q tal que S(¢;) C K xRN e ¢; — 0 em S(R™ x RY).

Se 0; denota a derivada em relacao a variavelt e 0, a derivada em relacao a
variavel z, podemos escrever o proximo teorema, o qual reune propriedades basicas

da transformada parcial de Fourier.

Teorema 1.5.6 Seja F : C°(Q;S(RY)) — C®(QS(RY)) o operador dado por

F(f) = f. Entao F é um operador continuo inversivel cujo a inversa é dada por

) = g [ et €)ae
Além disto, dados o, € C®(;S(RYN)) e multi-indices o e 3, valem as sequintes
relagoes:
i) 9p(t, ) = €23, ).
i) 0p(1.6) = WW < ).
i) Olplt.€) = Gt (159
) // Q(t, &) (t, &)dtdé = // (t,€)ib(t, €)dtde.

Definicao 1.5.6 Qualquer  funcional linear  continuo  sobre o  espaco
C=(Q; S(RN)) ¢ dito uma distribuicao temperada em x. Denota-se o conjunto de

tais distribuicoes por D'(Q; S'(RN)).
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Definicao 1.5.7 Seja u € D'(Q;S'(RY)). A transformada de Fourier parcial deu,

indicada por u, € definida por:

(@,9) = (u,9), ¥ o € CZ(QS(RY)).



Capitulo 2

Teoria de Littlewood-Paley

Neste capitulo, apresentaremos uma teoria que tem por idéia basica um pro-
cesso de localizacao. O interesse deste método é que as derivadas atuam de modo
muito especial em distribuicoes cujo a transformada de Fourier tem suporte contido
em uma bola ou uma coroa. A decomposicao de Littlewood-Paley caracteriza uma
classe grande de funcoes e tem sido usada, via decomposicao de Bony, em proble-
mas nao-lineares. Deste ponto em diante, C' indicard uma constante positiva que
pode mudar de linha para linha, porém serd sempre independente dos parametros

envolvidos em cada uma das desigualdades. A referéncia utilizada aqui é .

2.1 Desigualdades de Bernstein

Tais desigualdades sao de fato elementos essenciais, via Analise Harmonica,

no estudo de funcoes baseadas em LP.

Lema 2.1.1 (Desigualdades de Bernstein) Sejam C uma coroa e B uma bola.
FEziste uma constante C, tal que para qualquer par de nimeros reais (p,q) satisfa-
zendo q > p > 1 e qualquer u € LP, A > 0 temos:

i) S(it) CAB = sup [|0°u|re < CHHAFGTD ||| 1.

la|=k

i) S(a) C AC = C™*N\|lul|» < sup [|0%ul|ze < CFN||ul| 1.
la|=k

Demonstragao: Usando A—dilatagao podemos assumir ao longo de toda a demons-

tragao que A = 1, pois, se S(4) C AB tomando v(z) = u(A~'z) temos, S(0) C B,

24
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ov(x) = AN @u) (A 1e), [lolle = Ar[Julle e [0°0(2)][e = AT 0%l L.
Assim, assumindo o lema valido para A = 1, podemos escrever,

sup AT 6% = sup |0%v(x)|| e

|a|=k |a|=k
< CM o]l

= CF U\ [|u| 1o

o que demonstra i) para qualquer A. Agora se ii) vale para A = 1 um processo
analogo ao feito acima, mostra que a propriedade ii) é valida para todo A. Para
demonstrar i) tomemos ¢ € C° (R") identicamente 1 em uma vizinhanga de B,
assim temos que u(§) = ¢(&)u(é) e, deste modo, se g denota a transformada de

Fourier inversa de ¢, podemos escrever,
0%u = 0%g * u.
Pela Desigualdade de Young (ver Teorema1.5.4), temos que

10%ul|za < ]0%g

Lr

ool = (| |aag<m>ydx)i
- (/ <|aag((?£(|i‘—;)lf|2)m> dx)r

(1)
< Gill(L+ ]+ ) 0%g| =

1 1 1
ul|rp, com 7 € [0,00] dado por — 4+ 1= —+ —,
r p q

2 ul(1d - A ()|

(2) C«k:—&—l.

Aqui (1) segue do fato que g € S, (2) da desigualdade || f||z < || f|lz: e (3) se-
gue pois ||(Id — A)™((-)¢)||zr é limitada por uma soma finita de integrais da forma
COP(()*)(x)d¢(x)dx, com ||, |y| < 2n, e cada uma destas integrais é limitada

por

C sup 076~ / PO @ < 0

[v|<2n
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A segunda desigualdade de ii) segue diretamente de i). Para provar a
primeira desigualdade consideremos uma funcéo ¢ € C°(R™\ {0}) a qual é identi-
camente 1 em uma vizinhanga da coroa C. Usando a identidade algébrica,

- S g,

1<g1, gk <
= (i) (~i€)"

laf=k

e colocando g, = F~1((i€)?|€|" 2 ¢(€)) temos

D (=ie)gat =Y (—i&) (i) €] ()

o=k =
= o(&)u(¢)
= a(§),
e como JF( Z Ga * 0%u) = Z (—i&)*gnu segue que
|a|l=k la|l=k
u = Z Ga * 0%u. (2.1.1)

la|=k

Deste modo, ja que ||g.||rr < C*, utilizando a Desigualdade de Young (ver Teo-

rema 1.5.4), podemos escrever as seguintes desigualdades,

lullzr <D g * 0%ulls

lal=k

< gl 0%l o
|a|=k
S Ck—i—l”aauHLp

disto segue a primeira desigualdade de ii).

2.2 Particao Diadica da Unidade

Na proxima proposicao introduziremos a particao diddica da unidade, que

motivara a decomposicao de Littlewood-Paley.
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Proposigao 2.2.1 Sejam C = C(0,3,3), B = B(0,3). Entio: Ezistem fun¢des

X € C2(B,[0,1]) e ¢ € C2(C,[0,1]) satisfazendo:

V £eR™, x(¢ +§}aﬂ§_1 (2.2.1)

vV ¢ e R™ {0}, ng gy =1, (2.2.2)

i =31 > 2= S(p27)) N S(p(27")) = b; (2.2.3)
j>1=S(Hx)NS(p27)) =0. (2.2.4)

Além disso, se C = B(0, %) + C temos que

j—j|>5=2"Cn2C =0, (2.2.5)
|
vV £ eR, §< O+ (27 < 1; (2.2.6)
7>0
1
% R™ {0}, = 2.2,
§eRMN{0}, 5 < %;¢ (2:2.7)

Demonstragdo: Tomemos a € (1, 3) e definamos C' = C(0, ™", 2cv), temos assim,

C' C C e mais,

J2e =R {0},

jez
pois, sex € R" e |z| =r > 0, entdo existe j € Z tal que 27a™t <r e r < 27Tlaq71,
como a > 1 temos que 27T 'a~! < 27(2a) assim segue que z € 2/C’. Afirmamos que

se j,j' € Z satisfazem |j — j'| > 2, entao
2CN2'C=0.

De fato, supondo que 27CN27'C # () e, sem perda de generalidade, que j' > j temos,

.3 . 8 T :
27 . 1 <27 3 o que implica |j" — j| < 1. Agora, desde que C’' C C o Corolario 1.3.2
permite tomar 0 € C°(C, [0, 1]) tal que 0 é identicamente 1 em uma vizinhanga de

C'. Deste modo a afirmacao acima garante que a funcao dada por,
= 02
JEZ
estd bem definida e a soma é localmente finita no espago R™\ {0}, pois,

S(6(27-)) C 279C. Como cada 6(27-) & suave temos que T é suave e desde que a
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funcao 6 é positiva e vale 1 em uma vizinhanca de C’, segue da propriedade de co-

bertura U 2/C" = R™\ {0} que a funcio T é estritamente positiva, de fato maior ou

jez
igual a 1 em R™\{0}. Deste modo, ¢é licito definir ¢ : C — [0, 1] por
0
()0 - T'

Vamos mostrar agora que definindo,

X(©)=1-) ¢(27%)

320

as propriedades (2.2.1)-(2.2.7) sdo satisfeitas. E claro que ¢ € C=(C,[0,1]) e que

para & # 0
> 27 =1,
JEZ
assim temos que ¢ satisfaz (2.2.2). Temos também para j < —1 que

. . 4
S(p(277+)) C 22C C B dai, para £ € R™ tal que |{] > 3 temos
1= 27 =Y o(27¢)
JEL Jj=0
deste modo segue que S(x) C B, e mais, x € C*(B,|0,1]), de modo que ¢ e x
satisfazem (2.2.1). A afirmagao (2.2.3) segue do fato que S(¢(277+)) C 2/C e de que

j—jl>2=2Cn2'C=0,

-3 _ 4 ‘
(2.2.4) é valida pois para j > 1 temos 27 - 12 > 3¢© deste modo BN2C =0, Vj > 1.

Para ver (2.2.5) notemos que C = C (0, 5, X2}, entdo se 2/'C N 2/C # () devemos ter

%.QJSQJ’.EGL.QJ/SQJ.g
4 3 12 3
o que implica que |j — j'| < 4, de forma que 2/'C N 2/C = () sempre que |j — j'| > 5.
Demonstraremos agora (2.2.6). Como x e ¢ tem seus valores em [0, 1] é claro que
O+ D@27 <x(©) + D _e(27¢) =1,
Jj=0 j>0

e do fato que 2/CN27°C # () apenas quando |j — 5| < 2, vemos que para cada ¢ fixo

a soma (&) + Z (2 35 ) reduz-se a no maximo trés termos, que denotaremos por
j>0
a,b e c, os quais satisfazem 0 < a,b,c < 1e a+ b+ c =1, desta forma temos

1 =(a+b+c)?
=a? 4+ b> + 2 + 2ab + 2ac + 2be
< 3(a* + 0%+ ).
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De tal desigualdade segue (2.2.6). Analogamente, notando que para ¢ € R"\{0} a

soma Z ©*(277¢) tem no maximo dois termos nao nulos, obtemos 2.2.7).
jez

2.3 Decomposicao de Littlewood-Paley

Deste ponto em diante, x e ¢ denotarao duas funcoes fixadas satisfazendo
(2.2.1)-(2.2.7). Com isto em mente, vamos colocar uma notagao que sera usada no
decorrer deste texto.

Notacao:
se j < —2 entdo Aju=0, Yued,

A_yu=(xi), Yueds,
se j >0, entdo Aju= (p(277)a), YVued,

se j € Z entao Sju = Z Aju= (x(277)a), YueS.

J'<i—1

A igualdade Z Ayu = (x(277-)0) sera verificada apos a Observagdo 2.3.1. E
J'<i—-1
interessante notar que parau € LP, 1 < p < oo, as convolugoes

21320 ) xu e 27"y (27-) x u
ficam bem definidas e sao tais que
(27(20:) k) = p(27)it e (2M(2) xu) = y(27-Yi.
Deste modo se u € LP, 1 < p < 00, temos

A qu = 27"x(27h) % u,
Aju = 2]n¢7
Sju = 2]n5(

Assim, pelas propriedades da convolucao temos

A;j0"u=0"Au; YaeN", Yued. (2.3.1)
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De fato, para f € S valem as igualdades,

A segunda igualdade é consequéncia da:

Observacao 2.3.1 Para qualquer j € Z o operador A; € tal que
(Aju, f) = (u,A;f), Vue S, feS.

De fato, temos que A
(Aju, ) = (Aju, f

€ Como

() = [t p@an) fa)s
— [ [t s >;§Tdﬁ
/ / D2 )

segue a observacao. Para ver (1) basta efetuar duas trocas de variaveis na expressao
que define (A, f).

Na notagao apresentada acima, a igualdade Sju = Z Aju define o
7'<i—1

operador S;, no entanto, a igualdade Z Ayu = (x(277-)4) precisa ser verifi-
j'<j-1
cada. Para isto, gracas a Observacao 2.3.1 , é suficiente mostrar que

(3" apf) =x@7)f, YfeS,

J'<i-1
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o que decorre das igualdades

(> 21 =( > Arf)©

=x(€)f(€) + Z P(27'€) f(€)
= (x(&) + i Sjso;(lzf&))f(&)
=(1—Zo;i;j;2>+ Z P(27°6)) f(€)
= (1- fso(zj’@)f(og
=(1- is&(z—j’rﬂ'@)ﬂf)

= X(27€)f(©).
Notemos agora que os operadores A; e S; mapeiam LP em LP. Mais ainda,

existem constantes positivas C; e C5 independentes de j € Z e u € LP tais que

Al < Cillullr e
Aguller < Ciluls 259
1Sjullr < Collul| 1o

De fato, para u € LP temos A_ju = /)Z(y)u( — y)dy e, para j > 0,

Aju = 20" / G(27y)u(- — y)dy. Assim, se j > 0 temos,

IAulp, = (2 / P2 y)ul- — y)dy|?,
— |2 p(2) % ul?,
(1) . .
< 2202, [l

@ .
= 2l ullze,

(para j = —1 contas anélogas estimam ||A_jul|z»). Para v € LP, quando j > —1

temos que S;u = 2" [ Y(2/y)u(- — y)dy, assim podemos escrever

ISl = |2 / L@yl — y)dy|?,
— (27 (2) % a2,
(3) ) .
< 222

O
= IXIZallellZs-
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Aqui em (1) e (3) usamos a Desigualdade de Young (ver Teoremal.5.4), (2) pode

ser obtida do seguinte modo:

|2 @) = 2" / 6(2)|de
~ [1owds
— [1llus.

A desigualdade (4) segue analogamente.

Proposigao 2.3.1 Seja u € S'(R™). Entdo v = lim Sju no espago S'(R").

J—00

Demonstragao: Se [ € S(R"™) decorre da Observagdo 2.3.1 que

(u — Sju, fy = (u,f — S;f). Deste modo ¢é suficiente demonstrar que

f = lim S;f no espaco S(R™). Para isto usaremos a familia de semi-normas || - || x
j—oo

definida em (1.5.2). Pela Formula de Leibnitz, temos

17 =S fllax < sup {1+ (el (11~ @70 - 0 F©)])
ceRM

+ ) G279 (27| Iaa‘ﬁf(§)|> } ,

0<pB<a

aqui 8, € N" e 8 < « significa que 3; < «, 7 = 1,...,n. Como x € igual a 1 em

uma vizinhanca da origem, usando a Formula de Taylor, obtemos que

1f = Sifliak < Ca277]| Fllaksr-

Agora podemos apresentar a:

Definicao 2.3.1 Se u € §'(R") escrevemos

U= ZAju,

JEZ

tal série € denominada decomposicao de Littlewood-Paley deu.
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Proposicao 2.3.2 Seja (uj)jen uma sequéncia de funcées limitadas satisfazendo
ujl|Le < C2V para algum C,N € R e cuja transformada de Fourier de cada u;

estd suportada na coroa2’C, aquiC = C(0, 112, 3 ) Entao a série E u; € convergente
JEN

em S'.
Demonstracdo: Seja ¢ € C®°(R™\{0}) identicamente 1 numa vizinhanca de C as-

sim ¢(277-) é identicamente 1 em uma vizinhanca de S(i;).  Tomando
Go = FH(i€)*[€]7(€)), para |a] = k temos
ga(27)(6) = 277"ga(2776)
= 27 R (i) $(277¢))
e deste modo
= 2798 " 207G, (20) % 0uy,

laf=k
para ver tal fato, basta tomar a transformada de Fourier da expressao e proceder

como na demonstra¢ao de (2.1.1). Desta forma para qualquer fungao teste ¢ € S

temos
[(ug, 0)] = 12775 > (u;, 27" ga(27) x 0°9)] (2.3.3)
la|=k
= |2- JkZ/u] )(27 9o (27-) % 0% ¢) () dx]
|a|=k
< 02790 N 109 1,
la|=k

assim, para k > N, temos que E (uj, ¢) &€ uma série convergente. Deste modo, a
jEN

i
(u,¢) = L fim g (uy, ¢
]%OO

1<j

expressao

define uma distribuicao temperada.
]

Utilizaremos agora os operadores A; para caracterizar um importante es-

paco, o espaco de Sobolev que iremos denotar por’H*®. Aqui H® consiste de todas as

(L +[€]%)°dg

distribuigoes u € S’ tal que @ € L?, o espago L? com respeito a medida )
7r

Neste espaco podemos definir a norma

w=(fas |512>sra<5>|2d§)5

ul
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Nossa intencao é demonstrar o seguinte fato:

oo D 2 IA

j=-1

|

aqui « indica que existem constantes C; e C5 tais que

Ci Y 2% Azullze < lul

j>—1 j=-1

De fato, para u € H*® utilizando (2.2.6) temos,

lulZe = / (1+ €2 [a(e) Pde

gs(/<1+|s|>|x<><>|ds

7>0

<3 ( [ 0+ ler1aT e P

j=0
<O Y274l
jz—1
<cy (Z 22]’S||Aju||%2> -
j>—1
Para obter (1) basta notar que sup (1 + |£]*)® < oo e que para j > 0 temos
B
s 8 s
sup (14 [€%)° = (14 (2/5)?)
2iC
8 s
< (e
— %2%5.
9

2 <0 S 22| Aulle.

+ / (1+ ) jf)ﬁ(i)\2d€>

> [ as |£!2>8|A7u<£)!2d£)

34

Aplicando a outra desigualdade de (2.2.6) e procedendo analogamente concluimos a

demonstracao do fato afirmado acima.



Capitulo 3

Espacos de Besov

Tendo em vista a caracterizacao do espaco de Sobolev, apresentamos o
espaco de Besov, introduzido por Oleg Besov, o qual ganhou maior interesse apo6s
a caracterizacao de Littlewood-Paley feita por Jaak Peetre em 1967. A referéncia

utilizada aqui é [3].

3.1 Definicao e Exemplos

Com a notagao do paragrafo 2.3, consideraremos:

Defini¢ao 3.1.1 Sejam s um mimero real e (p,r) € [1,00%. O espago de Besov

denotado por B, . € o espago de todas as distribuigoes temperadas tais que

lulls;, = 127 1Aullr)jezllir@) < oo

Lema 3.1.1 Ser € finito entdo para qualqueru € B, . temos

lim [|S;u — u|gs = 0.
j—o0 nr
Demonstracao: Inicialmente notemos que as propriedades de ¢ garantem que

7 —7'1>2= AjA;(u) =0 (o operador nulo),

deste modo utilizando a Decomposicao de Littlewood-Paley obtemos que

;

0 se l<j—1

AA l=7-1
A(Sju—u) = A1) > J _
AN A (u) + AiApa(u) se 1=
L A A(u) + DA (u) + DAy (u) se 1>

35
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Assim por (2.3.2) temos ||A;(Sju — u)||» < C||Aju|| L, desta forma

Z (QZSHAZ(S]'U — U)HLP)T S CT Z (QZSHAIUHLP)T

1>-1 1>j—1

e como u € By temos que Z (ZZSHAIUHL;;)T tende a zero quando j — oco. Logo
1>j-1

lim |[S;u —ulls;, = 0.

j—00 :

Um exemplo de espaco de Besov é o espaco de Sobolev, de fato:

Teorema 3.1.1 Os espacos H® e B;, sao iguais e suas normas salisfazem a:

1
C|S|+1 HUHBQQ — HU’H?"{s < C‘ ‘JrlHuHB
Demonstragao: Como para j > 0 o suporte da transformada de Fourier de Aju
esta contido na coroa 2/C, limitando inferior e superiormente o valor de (1 + [£]?)?
na integral / (14 [£]2)%|@(277€)a(€)|*d€ obtemos que existe uma constante C' tal
2iC
que para todo s € Re @ € L _ vale

1

ol ‘+1238||A ullz < ||Ajul

e < CIITI238 | A | 2. (3.1.1)

Usando agora a identidade (2.2.6) obtemos que

1
slulle < GO+ EPIla@Pde + 3 [ @701+ 6P 1ol < ulfe,
3>0
isto é
1
Sl < 37 1Al <l

Jj=-1

A demonstragao segue agora de (3.1.1) (alterando-se a constante C').

Proposicao 3.1.1 As inclusoes B) | C LP e LP C B) ,, valem e sio continuas.
Demonstragdo: Para u € BY); temos Z |AjullLr < oo deste modo obtemos da
JEZ
Proposicao 2.3.1 que u = ZAju € LP e |lul|r < HuHBSJ. A segunda afirmagao,

€T
segue de (2.3.2).
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3.2 Propriedades Basicas

Muitas das propriedades dos espagos de Besov sao baseadas no seguinte

lema:

Lema 3.2.1 Sejam C' uma coroa e B' uma bola tais que BPNC' #0 eC € B, e

sejam s ER e (p,r) € [1,00]%. Se (u;);>—1 € uma sequéncia de fungoes tais que
JEL

S(u;) c27C" se j>0 .
e 127 lujl| e ) j>-1llir(z) < oo
S(u;) C B’ se j=—1

Entao,

B, < Cll(2°M|u; £v) =1 lir(zy < oo

u:Zuj €B,, e |u

Jj=z-1
Demonstracao: Primeiro observemos que a série Z u; é convergente em S’. De
j=-1
fato, utilizando o Lema 2.1.1 e a hipotese obtemos que ||u;|/fe < c2/(57) ¢ como
S(t4;) é compacto temos, gracas ao Teorema 1.5.5, que u; € C*. Deste modo

pela Proposicao 2.3.2 a série Z u; converge em S’. Vamos agora estudar Aju.
j>-1
Denotando por C e B, respectivamente a coroa e a bola da Proposicao 2.2.1, segue

que existe Ny € Z tal que

j =4 >Ny =2CN2'C =0 e
BN2C =0
j=>(No—1) =
B'N2C = 0.
Assim,
J=3'1>No = F(Ajuy) =0
= Aj/u]' =0.
Agora podemos escrever

1A ulle =125l

JEZ.

= || Z Ajrugl| e

|7—3"|<No

<C Y gl

l7—3"|<No
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disto obtemos que

2 Al <C D 2|y

j'>-1
li—3"I<Ng

<C Y 20wyl
I>—1

li—3"I<Ng

Colocando ¢, = 11—y no (k) € di = In(1)2"]|w]|» temos que
2jls||Aj’UHLP < Clck)rez * (di)iez,

aqui 1x denota a funcao caracteristica do conjunto X.
Utilizando a Desigualdade de Young (ver Teorema1.5.4) obtemos que

1

B, =G (Z QTjsllujHEp> :

j>—1

Segue imediatamente deste lema o seguinte corolario.

Corolario 3.2.1 O espago By, nao depende da escolha das fungoes x e p usadas

na Defini¢cao 3.1.1.

Teorema 3.2.1 Sejam 1 < p; < ps <oo el <ry <ry <oo. Entao para qualquer

s—n(L-1)

nimero real s o espago B, .. mergulha continuamente em Bp,r, "' .

Demonstragao: Aplicando o Lema 2.1.1 obtemos
[Soul[rr2 < Cl|A_1ul|Le e

oL 1
1A jul| e < 2™, p2>||Aju||Lp1.

Assim como ("(Z) <C I"*(Z) e para todo (aj)jez € ("(Z) temos
I(a;)jezllir2z) < ||(a;)jezllim z) (Teorema 1.2.2) podemos escrever as seguintes desi-

gualdades,
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1

(Z(W ") | Ajul s )

jEz
1

< (20 Do Gt 12>|1Ajunvﬂ)>
JEZ

1

=C <Z(275“A UHLm) )TZ

JEZ )
=C <Z(2js||AjU||LP1)”)
JEZ

= Cllullsg, . -

Proposigao 3.2.1 O espaco B}, ¢ continuamente mergulhado em S'.

Demonstracao: Por defini¢ao B;, ¢ um subespago de §’. Deste modo ¢ suficiente
provar que existe uma constante C' e um inteiro positivo M, tal que, para toda
fungao ¢ € S tenhamos

(u, )| < Cflu

|Bllaz-

Bs.,
Usando o Teorema 3.2.1 e a igualdade (2.3.3), podemos escrever para N inteiro
suficientemente grande que
(Aju, @) = 270D N7 (Aju, 27ga(27) x 879)]
|a|=N+1

1) . ;
< C27lull g, sup. ||2J" a(2) % 07| 11

laj=N

sup [|0%¢]| 1

la[=N+1

®
< C27|ulls; , |lar-

Assim segue da Proposigao 2.3.1 que [(u, )| < C|lul|;  [|¢]l. Em (1) usamos que,

u € BN, = ||Ajullp= < 2JNHuHB_ Em (2) aplicamos a Desigualdade de Young
eo Teorema 3.2.1, (3) segue da definicao de ||-|[»s (ver (1.5.1)).
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-

Teorema 3.2.2 Para 1< p,r < 00 o espago B, equipado com a norma | - ||ss

um espago de Banach e satisfaz as propriedades de Fatou, isto é, se(uy)qen € uma

sequéncia limitada em B®

. : s L .
- entdo existem u € By e uma subsequéncia uyq) tais

que

lim uyqy=u €8 e |Juf

q—00

B;J S Cs h;r_l}g)lf Huq’ B;,r'

Demonstracao: Primeiro mostraremos as propriedades de Fatou. Usando o Lema
2.1.1 obtemos que a sequéncia (Aju,)qen € limitada em LP N L>°. De fato, como

(ug)qen € uma sequéncia limitada em B3, existe uma constante C' > 0 tal que

p,r

D@ Ajugll)" < C.

jez
Logo 27°||Ajug||» < O,V j € Z,q € N e assim temos
1A uglle < C7277° ¥V g €N,

isto ¢, (Ajuy), € limitada em LP. Por outro lado, pelo Lema 2.1.1 segue que
A ugll e < C;27% || Ajuy| e, portando (Aju,), € limitada em L por C;C27%*.
Pelo processo diagonal de Cantor existem uma subsequéncia (uyq))qen de (tg)gen €
uma sequéncia (4;) ey tal que

lim [ Ajuyg)(z)o(x)dr = /ﬂj(x)gzﬁ(:c)d:z:,

q—00

e
Jislle < lim [|Agug i, VS EZ, 6 €S
De fato, para 7 = 1, pelo Teorema de Banach-Alaoglou existe subsequéncia

(Artp, (q))gen de (Aqug)gen tal que Ajuy, (¢) "= @ € LP. Partindo da sequéncia
(Aguy, (q))gen € aplicando o processo acima temos que existe subsequéncia
(At (q))gen de (Dauy, (q))gen tal que Aguy,(q) ‘=5 1y € LP. Escolhendo
sucessivamente para j e usando o processo diagonal, tomando &(q) = ,(q),
temos que (}L%O/Ajqu)(x)gb(x)dx = /ﬂj(x)qb(x)dx. Agora, usando que
|lvll» = sup [{v,u)| e o processo diagonal de Cantor, obtemos (¢(¢)),en como

lull =1

subsequéncia de (¢(q))4en. Como S((Aju,)") C 27C o mesmo segue para S((1;)"),
pois se ¢ € S ¢ tal que S(¢) N2/C = () temos que

~

0= ((Ajuq)", ) = (Ajug, ¢)
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disto segue, fazendo ¢ — o0, que <(Z~L]),QA5> = 0. Entdo, observando que
a sequéncia (275]| Ajup(g) | e ) gen é limitada em ", pois
1(27°[|Ajugll o )genllir = llullss, que é limitada por hipotese, para r < oo segue,

aplicando a técnica usada acima para obter a subsequéncia (uy(q))qen, que existe

sequéncia (¢;); € I” tal que para qualquer (d;); € I” vale que

qli_{IOIOZ?jSHAjUw(q)HLde = éd; e ()l < T {fagn [l
j j

Da igualdade acima obtemos que (27%||@;|1»); € I". Agora o Lema 3.2.1 implica que
a série Z t; converge em S’ para algum u € B, tal que

J

By, < Cull (@[50 )l

p,r —

|

Disto decorre a validade das propriedades de Fatou, pois

N N
q—00 ~

D Ay =D

j=1 Jj=1

assim para ¢ € S temos

N

(Z @ — lim Z Ajqu)) (p) = (Z % — lim Z Aj%(@) () + > i(p)

j=1 j=1 Jj=>N

e Zﬁj(gp) NZpe ), Agora, verifiquemos que By, é completo. Se (ug)sen ¢ uma
Jj=N
sequéncia de Cauchy em B}, temos que (ug)gen ¢ limitada. Deste modo, pelo ja

provado acima existem uma subsequéncia (uy(q))qen € um elemento u € B; . tal que

Z Uy = u em S’ Usando a hipotese, temos para qualquere > 0 um ¢. tal que
jEN

Hum - u’l/)(q)‘ B;;ﬂ, S 87 v Q7m > QE'

Agora aplicando o método acima para sequéncia (vg)gen, COM Vg = Um — Uy(q),

obtemos que

||Um - U’| Bs . < €, Vm > Qe -



CAPITULO 3. ESPACOS DE BESOV 42

3.3 O Espaco de Holder

Aqui apresentamos que outro importante exemplo de espaco de Besov é o

espaco de Holder, aqui denotado por C**((Q).

Definicao 3.3.1 Para 0 < p < 1, k € N definimos o espaco de Hélder, por meio
da sequinte igualdade
Ch(Q)= {veC(QC):0wel®sela|<k e
& _ 98
_ Q@) 20 e x ) se ] = k}

(Ag)(y) = =

Quando nfo existir risco de confusdo denotaremos C**(Q), apenas por C*?. A
aplicagao |||, : C"* — R dada por
lullip = lullzee + D | AGul|
1B1=k
¢ uma norma em C*?. De fato, se ||ullz, = 0 temos que ||ul|r=~ = 0 e deste modo
u = 0 g.t.p, mas como u € C(Q2,C) concluimos que v = 0. Do fato de [|-||p=~ ser
uma norma segue que || Aullx, = |A|||ullr,pe v+ vk, < ||ullk,+ ||v]k,. Além disso

com esta norma C*? ¢ um espaco de Banach.

Proposicao 3.3.1 Dada u € C**, temos que existe uma constante C tal que

sup 275H9|| Al = < Cilluler
J

Demonstragao: Primeiramente observemos, que por (2.3.2) temos para j = —1
que

ISotllz < Clullpe.
Para todo multi-indice a temos
Opls) = (2m) " [ S (@) ()t
— (2m) [ eeieigep(eig
= ifl(zm) [ et p(-e)de,

deste modo, como ¢ ¢é identicamente nula em uma vizinhanca da origem, segue

fazendo x = 0 que
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Logo, para j nao negativo, podemos escrever que
Aju(z) = (2"(2:) x u) ()
_ g / (2 (x — y)uly)dy
= [ - (o) —ule) = 3 Loruto)y - ) )y

0<|a|<k

Utilizando a Formula de Taylor com resto integral temos,

w@) —uly) — Y Loru@)y - o)
0<|a|<k
= /0 k(1 —t)k! Z (y;—!:c)a (0%u(z + t(y — x)) — 0%u(x)) dt.

lal=k
Deste modo , como 9%u(z) € C® segue que
uly) —u(r) = S 0 ul@)y — 2)°| < Cly — ol fullens
0<]a|<K
Assim,
Bju@)] < Clullews2 [ 1o =yl 102 (@ - y)ldy
= Cllulens2059) [y () dy

< Cfullns2790+),

A proposigao anterior diz que para k € N e p € (0,1) vale a inclusao
Ckr C B’;Ofgo. Reciprocamente, indicando por [r] o maior inteiro menor ou igual ar,

temos:

Proposigdo 3.3.2 Sejam r € RY\N e u € BL, . Entio u € C** com k = [r] e

p=r—Ir]. Além disto,

1 1
[ullerr < CrHUHBgO ., com C, = C4 (_ + _) _
: 1o,
Demonstragao: Notemos inicialmente que para todo multi-indice« tal que |a| < r

temos, gracas ao Lema 2.1.1, que

180Ul < ClIH N Au|
< Clelttomitr=lel)y|g, (3.3.1)



CAPITULO 3. ESPACOS DE BESOV 44

deste modo a série Z A;0%u & convergente no espago L. Utilizando a Proposigao
jez
2.3.1 para escrever 0%u = Z A;0% segue aplicando a estimativa obtida acima

Jjz-1
que

10%u[ Lo

IN

C|a|+1||u||350,oo Z 9—i(r=lal)

j=-1

= O Julg,, (27“ o+ 22 el )

2p+h
pln2
1

Vamos agora estudar as derivadas de ordem k. Podemos escrever para um inteiro

IN

Cl fu s, .

<

< Ol gy, (3.3.2)

positivo N, o qual sera escolhido mais tarde, que

|0%u(x) — 0u < Z 0°Aju(x) — 9°Aju(y))|
Jj=—1

+ ) 10" Aju(z) — 0" Azuly)].
Jj=N

Pelo Teorema de Taylor, temos que
|0%Aju(z) — 0%Aju(y)| < Cklz —y| sup HaﬁAjuHLoo.
B=k+1
Usando o Lema 2.1.1 obtemos
|0%Aju(x) — 0%Aju(y)| < C’kHuHBgomlm — y[2_j(’)_1).
Agora, gragas a (3.3.1) notamos que também ¢é valida a desigualdade
|0°Aju(z) — 0%Aju(y)| < CkZ’j”HuHngo,

assim, segue que

N
0%u(z) — 0%u(y)| < Cllullsy, ., (Z 277 Dy —y| + Z 2‘”) :

j=1 J=N+1
Se | — y| > 1 utilizando a desigualdade (3.3.2) obtemos que
‘8%0(3:) — 0%u(y)
|z —yl?

| < Ci HUHB’“ q-t-p.
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Assumindo agora |z —y| < 1 e tomando N = [—log, |z — y|| + 1 temos que,

9—p([—logy [z—y[]+2)

2T =

j>N+1

olog, lz—y|?9—2p

al 11
> 2 e =yl < Clo -l (54 1),
p 1=p

j=—1

0%u(x) — 0%u(y 1 1
H ( ) ( >HL°° < (% (— —+ T) HUHB&;,OO'
p p

[z —yl°

deste modo

Das Proposicoes 3.3.1 e 3.3.2 segue o teorema.

Teorema 3.3.1 Se r € RT™\N. Entdo os espagos Bl ., ¢ Cr=ll sao iguais, e

temos que,

Citllu

T .
Boo,oo

1 1
e < e < Ot (5= + 7=y ) I

3.4 Decomposicao de Bony

Sejam u, v duas distribui¢coes temperadas, escrevendo
u = E Aju e v= E Ajv,
j'ez JEZ
formalmente, o produto de u e v pode ser escrito como,
uv = E Ajyuljuv.
JJ'€L

Agora, vamos introduzir a Decomposicao de Bony.
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Definicao 3.4.1 Iremos designar o paraproduto de w por v e denotar por T,v o

sequinte operador bilinear:

TuU = Z Sj_luAjv.
jez
Designaremos resto dew e v, e denotaremos por R(u,v), o sequinte operador bilinear:
R(u,v) = Z Ajuljv.
li—3'1<1

J,j' €L

Formalmente podemos escrever
w = T,v + Tyu + R(u,v) (Decomposi¢ao de Bony). (3.4.1)

No resto desta se¢do vamos nos preocupar em mostrar que sob certas condigbes, em
u e v, o paraproduto T,v e o resto R(u,v) ficam, de fato, bem definidos. O lema
abaixo serd 1til, a demonstracao de tal lema segue das propriedades da transformada

de Fourier e da convolucao, e aqui serd omitida.
Lema 3.4.1 Sejam f € L, g € L, 1 < p, q < 00, tais que f,g € &', entao

(fg) = (2n)"f x §.

Teorema 3.4.1 Para qualquer s € R, existe uma constante C, tal que, para quais-

quer (p,r) € [1,4+00]? temos

[T

83, < Cllullz|[v|

b, v T

Bs,, V(u,0) € L x B, .
Demonstracao: Pelo Lema 3.4.1, temos que
(Sj_1ulv) = (2m) ") (27T ) * p(2794)D

deste modo,
S((Sj—ruldjo)) € S(x(277h)) +5(0(277))
C 2B(0,2) 4+ 27C
= 2iC,
aqui C é a coroa definida na Proposicio 2.2.1. Utilizando (2.3.2) obtemos

1S 1uljv|| e < Cllul|pe ||Ajv]| Lo
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A demonstracao decorre agora do Lema 3.2.1.

Estudaremos agora o comportamento do operador R. Para isto vamos pre-

cisar do seguinte lema.

Lema 3.4.2 Sejam B uma bola do R™, s um niimero real positivo e (p,r) € [1, 00>

Se (uj)jen € uma sequéncia de fungoes tais que,
S(a;) C2PB e [|(27%|luyllee)jenllir < oo

Entao,

By < Cul|(2°||uy]| ) jenlir < o0

p,r T

u=>Y w€B, e |u

jeN

Demonstracao: Temos para qualquer j que
lujllcr < C277%.

Como s é positivo a série E u; é convergente em LP, denotaremos a soma de tal
jeN
série por u. Vamos agora estudar Aju;. Se C denota a coroa definida na Proposigao

2.2.1, como B é uma bola, existe um inteiro N; tal que
J'>j4+ N =2Cn2B=0.

Assim é claro que
j/ Z j + N1 — (Aj/uj)A =0
- Aj/Uj =0.

Agora podemos escrever que

1Ajulle < D 1Azl

J<§' =N

< Z Cllwll e,

J<§’ =N

assim temos
25| Ajulle <Y C2 w1
J<j’'—N1
= Y U2y

J<§' =N
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A demonstracao do lema segue agora da Desigualdade de Young, pois,
25| Ajullpe < Cler)rez * (a)iez
com ci = 1[_N17m](k)2_ks, dl = QZSHUlHLp, assim, (Ck)kez < ll [§ (dl)leZ el
]

Teorema 3.4.2 Se (s1,s2) € R? sdo tais que s; + so > 0. Entdo, existe uma

constante C tal que para quaisquer (py,pa,71,79) € [1,00]* satisfazendo

logl 1oy twwl 1
p pP1 P2 r (&1 T2

temos que

| R 0) | geen < Clullgss Mollgzz, . ¥ (w,0) € Bt % B2

p1,71 p2,r2°
Demonstragao: Pela definicao do operador resto, segue que

1
R(u,v) = ZR]- com R; = Z Aj_jul\jv.
J

I=—1

Utilizando o Lema 3.4.1 e a definicao de Aj, vemos que o suporte da transformada
de Fourier de R; esta contido na bola 2/B(0,8). Além disto, a Desigualdade de

Holder implica que

1
PO DRl < 27 Ayl 1 22| A ] e
I=—1

Deste modo temos que
j(s1+s —1 0 1
12752 Ry 1) ezl < 1CE)sezllir + 1C) ezl + 1(CE)sezller,

com CY =271 | Aj_pu| o 2952 | Ay 1o, 1 =—1,0,1. Como (27°1[|A;_yul| ) jez, € I
e (27%2]|Ajv||1r2)jez € 1", podemos utilizar a Desigualdade de Holder para estimar

1(C) ez

v, obtendo assim que

|17 (u, v)]

o2 < Call

s S1 H’U’ 52
By By, Bp3,ry?

a demonstracao segue agora do Lema 3.4.2.

Dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 segue o:

Corolario 3.4.1 Para qualquer real positivo s, o espago L N B . é uma dlgebra.

Mais precisamente existe uma constante C, tal que

8;, < Clllullz=|[v|

p,r T

||| ss, + lullss, [[v]lL<), Vu,0 € LN B, ,.
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3.5 Acgao de Fungoes Suaves em B, ,

Nesta secao iremos estudar a agao de fungoes suaves no espago B,,. A

pergunta é: se f é uma funcao suave nula na origem e u pertence a B35 ., entao fou

p?T"

pertence a B;T? Apresentamos abaixo uma situacao na qual a resposta é positiva.

Teorema 3.5.1 Sejam f uma funcao suave que se anula na origem, s um numero

real positivo e (p,r) € [1,00>. Sew € By, NL>®, entio fou € By, e

1f o ul

By, < Cs, f ullzee) ul

B
Na demonstragao deste teorema usaremos o:

Lema 3.5.1 Sejam s um nimero real positivo e (p,r) € [1,00]|?. Existe uma cons-

tante Cs, tal que para qualquer sequéncia (u;)en de fungoes suaves satisfazendo

sup 27071V )19%; | 1o el,
laf<[s]+1 jeN

temos que

u:ZujeB;T e |lu

jeN

By, < Cll( sup 270, o) erllir-
o <[s]+1

Demonstragao: Como s ¢é positivo a série E u; é convergente em LP. Denotando
jEN
a soma de tal série por u, podemos escrever

Aju = Z Aju]'/ + Z Ajuj/.

—1<5'<y 3>

Usando (2.3.2) obtemos

2N Ajuyplle < €2 flug e

>3 J'>j
< 0 27U D9l . (3.5.1)

3>

De (2.3.2) e do Lema 2.1.1, seguem as seguintes desigualdades

[Aujllre < Cllug|re
< 2790 sup  [|0%ujr ||
loo|=[s]+1

< CQ_j([sH_l) sup ||aaU]/ HLP,
|a|=[s]+1
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dai

243 Ajuylle < €20 qup 27D 9%y .

i< i'<i lof=lsl+1

Esta desigualdade, junto com (3.5.1), implicam que
25| Ajulle < C((ar) > (01)(5)

com

an X 1n(k)27F + 1y(k)2 k=) ¢

b =2+ sup 2TV [0%y |1,

Jal=[s]+1
como s > 0 e s+ 1—[s] > 0 temos que (ax)ren € [', e a hipotese garante que

as sequéncias (2°|w|ze)ien © ( sup  21671D)|0% || 1o )ien € 7. Assim podemos
lal=[s]+1
utilizar a Desigualdade de Young, obtendo que

1271 Aull o) enllir - < Cull(Supjajqsysa 271D 0u; ] 2e) el
|

Demonstragao do Teorema 3.5.1: Como a sequéncia (S;u),ey converge para u

em LP e f(0) =0, segue que

def

fw)=>"f; com f; = f(Sju) — f(Sju).
J
Usando a Formula de Taylor, obtemos
fj =m;Aju com m; dof /1 J(Sju+ tAju)dt.
0
Admitamos por um momento que
10%m;| e < Colf, ||l )27 ¥ a € N™. (3.5.2)

Deste modo usando a Férmula de Leibnitz e o LemaZ2.1.1 temos as desigualdades

10°fille <37 NC50%m 0P A ull
BLla
< 3 €505 (£, lull =) 270 A 1.

B

Assim, temos que

10° fillze < Calf, llullz) 2| Ajull o,
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disto segue que

o
Ca(f; l[ull o)

Deste modo temos

10° fi || o2~ 711275 < 29| Aju| o

1
SRTATIS

Aplicando agora o Lema 3.5.1 o teorema fica demonstrado, desde que provemos

10° £ 20277191295 sz |1 < [Ju

S .
B

(3.5.2). Para fazer isto lembremo-nos da Formula de Faa-di-Bruno,

0%(a) = Z (H@‘”m) 9P (a).

apssap=a \ k=1
loj|>1

Desta formula obtemos que
1 /P
my= Y (H O (S;u + mm) FP(Su + tAu)dt.

Pelo Lema 2.1.1 segue que

1 p
[0°m;|lLe < Calf) D /O(HzﬂlakIHUHLoo)
o= et

[oj[>1

< Calf. [lull = )27,

Isto demonstra (3.5.2).



Capitulo 4

Aplicacoes para o Sistema de

Navier-Stokes

O objetivo neste capitulo é obter um resultado de regularidade para solugoes
do sistema de Navier-Stokes de fluidos incompressiveis n-dimensional. Tal sistema
¢ o seguinte:

O+ (v-V)v—vAv=—-Vp
(NS) ¢ dive = 0
Ug=0 = Vo
o campo de vetores v(t, z) é aqui um campo de vetores dependendo do tempo sobre
R™ (v:]0,T) x R — R™), v (a viscosidade) é uma constante positiva, p é a pressao
e vy € avelocidade inicial. Para evitar qualquer tipo de confusdao vamos fazer um
breve comentario sobre a notacao utilizada acima. Claramente ;v quer dizer que
estamos derivando em relacao a variavel tempo ¢ € [0,7)), se ¢; indica o I-ésimo

vetor da base canonica de R", entao

n

(v-V) & Z v 0.

=1

Deste modo

=1

(v-V)v= (Z v 0%y, - - ,Zvﬁ%m) .
=1

Estamos usando dive = 0 para indicar que

n

Z 8”7); =0

=1

52
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e colocamos

Av & (Avy, - -+, Av,) onde

n

A?]k d:ef Z(@el)zvk.
=1
Temos ainda quep: R" - R e

def

Vp = (8611)7... ’8enp)_

A referéncia aqui é o artigo [4].

4.1 Preliminares

Antes de apresentar o resultado de regularidade precisamos introduzir mais
algumas notagoes, no Capitulo 2 introduzimos os operadores A; e S;. Agora para
as funcoes ¢ e x fixadas anteriormente definimos, para cada j € Z, os operadores

Aj e Sj como segue:
se j >0 entdo Aj u=Au, Yu cS,
se j < —1 entdo Aju=(p(279)a), Yues,

esej €7 entdo S;u= Z Aju, VueS.
J'<j—-1

Observacoes analogas as feitas para os operadores A; e S; sao validas para os opera-
dores A; e S;. Mais precisamente, sep € [1,00] e u € LP, entdo Aj u = 2/"3(27-) xu.

Além disso existe uma constante positivaC independente de j € Z e u € L tal que

1A ullzr < Cllullzo- (4.1.1)
Temos ainda um analogo a (2.3.1), isto é,
0% Aju=A; 0, YVacN' uecS. (4.1.2)

A razao de introduzir esta notacao é para definir os espacos de Besov homogéneos,

a saber:

Defini¢ao 4.1.1 Sejam s um nimero real e (p,7) € [1,00]%. O espaco de Besov ho-

mogéneo, que denotaremos porlS’:"’ € o espaco de todas as distribuicoes temperadas

p7/r‘7

tais que

lulls; = 1271y ullzs)ezlle < oo.
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vamos fazer

Afim de evitar notagdes muito carregadas, como por exemplo ||u| e
2 2

a seguinte identificacao:

(4.1.3)

O Teorema 3.1.1 relaciona os espagos H* e 15, se denotarmos por H* o
espaco de Sobolev homogéneo, isto é, o conjunto de todas as distribui¢besu € S’,
tais que

full2, = / €%]a(6)|2de < oo.

Temos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.1 Os espagos H*® e B3, sao iguais e suas normas sao equivalentes,

isto €, existe uma constante Cy tal que
1 s s iS|| A
G (D 2A ull) < [ 1elate)Pde < Q2 IA, ule)
s JEZ JEZ

A demonstragao deste teorema pode ser obtida de modo analogo ao que foi feito na
demonstracao do Teorema 3.1.1. Apresentamos em seguida um novo espaco o qual

também é caracterizado com a ajuda dos operadores A; .

Definicao 4.1.2 Dado T um nimero real positivo, o espaco H{ Tl € 0 espaco das
fungoes u, definidas em [0, T] x R™, tal que

1

T 2\ 2
ullr & (Z 9i(n+2) </0 \|Aju(t,~)\|det> ) < .

j=>—1

Notemos que a inclusdo L'([0,T]; H=T1) C H T é valida.
De fato, se u € L'([0, T]; Hz*!) temos que

(Z i+ ( / 1A jult, >||det)2) 5

j=>—1

- (Z ( / ) 2f<%“>||Aju<t,->||L2dt)2>

j>—1

(1) .\
< / Jult 22| dt
]>1

20 [ futt gt
0

[

||U||T

[N
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Aqui (1) segue da Desigualdade de Minkowski para Integrais (ver Teoremal.2.3),
(2) decorre da caracterizagao dos espagos H* dada no Teorema 3.1.1 .
Se v : [0,T] x R* — R"™ ¢ um campo de vetores, isto &,

v(t,x) = (vi(t, ), - ,va(t,z)) com v : [0,T] x R* = R, [ =1,...,n, tomamos

1
n 2
def
[v(t, )z = (ZHvz(t,-)Hiz) ,
=1

(0(£,)" = (0t ) (onlt)),
Aj ot ) = (Ay oilt ) Ay wn(t)
S5 vt ) = (S ity ), S wnlt )
Aplicando (4.1.2) a cada uma das fungbes cordenadas de v obtemos que

A; 0%u(t,) = 0% A ult, ), (4.1.4)

aqui 0*v(t,-) indica a derivada de v com relagao a variavel z. E claro, gragas as

propriedades da transformada parcial de Fourier, (ver (1.5.6)), que

Aj Ow(t,) = 0y Aj o(t, ). (4.1.5)

4.2 Um Teorema de Regularidade

O resultado abaixo, é conhecido como Teorema de Fujita-Kato (ver B|);

veja também o artigo [2] e as notas de curso [5].

Teorema 4.2.1 Se no sistema (NS) vy € H2~! e tem divergente nulo, ento eziste

um tempo maximal T* e uma unica solu¢ao mazximalv tal que
v € Liy([0,T7); HE).

Nosso objetivo nesta secao é demonstrar, sob as hipoteses do Teorema 4.2.1, o

seguinte resultado devido a J.-Y. Chemin e N. Lerner, a saber:

Teorema 4.2.2 Se v € L*([0,T);H2) é um campo de velores solugio do sistema

de Navier-Stokes (NS) comvy € H27!, entio v € HE;I.
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Demonstragao: Iniciamos tal demonstracao supondo v suficientemente regular de
modo que os calculos abaixo sejam validos. A técnica que seguiremos é conhecida

como Método da Energia. Como as derivadas comutam com os operadoresA; (ver

(4.1.4) e (4.1.5)) temos, para todo j € Z, que
o Aju(t,) —vA Aju(t,) = — A; (v-V)u(t,)— A; Vp. (4.2.1)
De tal igualdade e do fato que o campo de vetoresv tem divergente nulo segue que

CIA ot + A, Vol
= —2Re(A; ((v- V)u(t,), A, v(t, ). (4.2.2)

De fato, temos que (abaixo, a barra indica o conjugado do nimero complexo)
Oy (AJ v(t, z)A; v(t,x)) =0, Ajv(t,2)Aj v(t, )+ Aj v(t,x)0; Aj v(t,z).
Assim utilizando 4.2.1 obtemos
OllA; vt )2 = /(at Aj o(t,x))A; v(t, x)de + / Ajo(t, =)0 Aj o(t,z))dx
- ﬁm A; v(t,2))A, v(t, r)d + /(VA A; v(t, 7)) A; v(t, x)dx
—2Re/ Aj ((v- V)v(t,x))mdx
- (& VIA viea)dn - [ (A 9p) A vit.)d

Agora a igualdade (4.2.2) segue notando que,
/(A] VP)A]' U(t7$)d$ = /Z(A] 3elp)Aj Ul(t, ZE)d:E
1=1

) /(Aj p) S"A; 0t z)de
=1

=0
e que,
/ (VA A; o(t, 2))A; ot 2)d = v / SOS (0 A; velt ) Ag vilt, )da
=1 k=1
@ —V/ZZ@EI Aj v(t, x)0e A vi(t, v)dx

=1 k=1

= —v[|A; Vo, )|,

para obter (1) e (2) basta usar integracdo por partes.
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Definindo
fi(t) = 1145 v(t,)|1Z2,
deduzimos a existéncia de uma constante positivaCy, dependendo apenas da funcao

¢ (fixada na segao 2.3) e da viscosidade v, tal que
i) + Cr2% f5() < 21 (A; (v-V)u(t,-), Ay v(t, ).

Tal desigualdade segue de (4.2.2) pois, pelo Lema 2.1.1, temos que

1A; Vo(t ZZ 1A; 0% ui(t, |7

llk:l

> ZSUD 1A; 0% ui(t, )17

2 20122”\|AJ vt )lIZ:

= 012 Az vt )17

O ponto importante agora é a majoracio de 2|(A; ((v- V)v(t,-)), A; v(t,-))|. Ela é

descrita pelo seguinte lema:

Lema 4.2.1 Existe uma constante positiva Cy tal que se v € um campo de vetores
de divergente nulo entdo existe uma sequéncia (c;(t)) ez, de termos nao negativos,

cuja soma dos quadrados €1 para todo t, e

n

2/(A; (v V)u(t, ), Ay v(t, )| < Co27E Ve |lu(t, ) B 1A vt )l e.

Admitindo este lema temos que

’VL

£(0) + 22 £5(t) < Co2E ey Ollo(e, B A, v, )llze. (4.2.3)

Tomando g;(t) = f7(t) = IA; v(t,)||lz2 temos que git) = 3/,
utilizando a desigualdade (4.2.3) segue que

2(1)f1(1), assim

29;()g;(1) + C12%g3(t) < Co2775 Ve (1) [[o(t, )25 (¢)

1sto é

20() + C12%g;(t) < C277E Ve (8)Jo(t, )3,
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Tal equacao pode ser resolvida usando fatores integrantes obtendo assim a desigual-

dade

t

05(8) < 9,(0) exp(~Ci2t) + Ca2 74D exp(= G2t = 7))y (Do,
0

Desta forma temos que

T
A / 9,0\t
T

< / 45(0) exp(=C12% (1) )dt

0 . ¢ ‘
+ / <022j(21)/ exp(—C12% (t —7))e; (1) ||v(T, ~)\2%d7')dt
0 0

(1) . . T
< C2ig,(0)+ 020 [ o v)ote, e, (42.4)
0

pois efetuando uma simples troca de varidvel temos a desigualdade

T
/ 45(0) exp(=C12%8)dt < 021 g5(0),
0
e tomando & : [0,7] — R dada por h(t) = exp(—C12%t), w : [0,7] — R tal que

w(t) = ¢j(t)||v(t,-) 2% temos

T

/0 exp(~C12% (t = 7))e; (7)ol adr < / exp(~Cr 2 (t = 7))e;(7)[o(r, ) odr
— (hxw)(t)

deste modo utilizando a Desigualdade de Young podemos escrever

T ;o T
/ (/ exp(—Cr22 (¢ — 7))e; (7)o, .)@dT) it < / [+ w) (1) dt
0 0 0
T
< 02—23’/ w(t)dt,
0
de onde segue (1). Lembrando que paraa e b € R vale que 2(a® + b*) > (a + b)?,

segue de (4.2.4) a desigualdade

2

T
(/ ||Ajv(t>')||L2dt) < 2V A, v(0, ]2
T 2
O ( / Ol ->|%dt) '
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Agora, se para cada j € Z multiplicarmos ambos os lados da desigualdade acima

por 225+ e somarmos em j, resulta que

T 2
> 2MGE (/ 1A, v<t,->uL2dt> < Y 29G4, (0,17
JEZ

JEZ
Y / Ollu(t, ) de)?
JEZ
< Cllo(0, )
:

+O;</ (e, ) %dt)Z.

Pela Desigualdade de Holder temos que

/OT (Ot )l < (/OTC§(t)||U(t,.)|%dt)é(/OTHU(t,.)@dt)%,

assim, lembrando que Zc?(t) =1, V t €0,7] e usando o Teorema da Conver-
jez

géncia Mono6tona, para comutar o somatoério e a integral, podemos escrever

T 2
S g ( [ 14500, ->||L2dt)
JEZ 0 ,
< cl0 9+ ([ ot ([ vt )
JEL 0

= Cflv(0, )13 1+c</ Zc o, |2dt> (/ Hu(z,.)@dt>
— (0, ) 1+c(/0 lo(t, >|§dt)2,

deste modo temos que

T 2
3 gy ( [ 1wt ->||L2dt)
i>—1

< Cllo(0, )5y + vl

2
,2(@4,1 )
mwﬂwﬁ+2 ) Q/”Alw ”h>

2
Mg+ 1 s, +225 ([ 13008912
(1200, M+ 100 ety + 1002 e )

< C|lv(0,

1)
<0
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Em (1) usamos que

T . T 3
[ 1awnea < ([ 1)
0 0
o 1
< 7 ([ ottt
0

W o myety

Em resumo temos que

||U|%+1 S C(HU(07 .>H2 51 + H HLQ(OT] H?z) + H HLQ [0 T]Hj)) (425)

Obtemos assim uma desigualdade & priori quandov for suficientemente regular. O
resultado segue agora por densidade, pois, pela demonstracao do Teorema4.2.1,
dada em |2|, podemos aproximar o dado inicial vy por uma sequéncia de dados
iniciais, suficientemente regulares. Dando origem a uma sequéncia de solucoes, sufi-
cientemente regulares, tendendo para a soluciov em L?([0,T]; H?2). Assim usando

a desigualdade 4.2.5 obtemos, gracas a completude do espaco Hﬁ;l, que v € Hﬁ;l.

4.3 Demonstracao do Lema 4.2.1

Para demonstrar tal lema utilizaremos Decomposicao de Bony em parapro-
duto e resto. Aqui faremos uma decomposicao utilizando os operadores Aj e S.

Colocamos:

Tb—ZSjlaA]beRab Z AJaAJ

JET li—3'I<1
E interessante ter claro o significado de Sj a quando a : [0,7] x R™ — R™ neste caso
. def :
Sja(t,) = (S art,), -+, Sj an(t, "))

eseb:[0,7] x R" — C colocamos de modo natural
ab ™ (aib, -, anb).

Assim, por exemplo, para a e b nas condicoes acima

Sy alt,) Ay bt,) = (Sj ai(t,-) Ay b(t,-), -+, S5 an(t, ) Ay b(E,-)).
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Vimos na demonstracio do Teorema 3.4.1 que S((S;_1aA;b)") C 27C, procedendo

analogamente obtemos que
S((Sj_l a Aj b)A) C 2jé,

(quando a ou b tiverem valores vetoriais aplicar tal resultado a cada func¢do coorde-

nada). Assim utilizando (2.2.5) temos que

i—=J1>5 = (A; (Sy—1aA; b)) =0
= Aj(Sy1aAyb)=0

logo
Aj(Tub) = > Aj(Sy-1a Ay b).

li—5"|<4
Podemos escrever, gracas ao Lema 2.1.1, as seguintes desigualdades

j' =2

I1Sj-1all~ < > IA; allr~
j=—00
§'—2
S C Z 2j(%)||AJ’ a||L2
j=—00
=2
= O3 PPEA;
j=—00
1 1
(1) AN A e . 2
< C ( > 223) (Z 22ED||A, aHiz)
j=—oo j=—o00
< C2'a|as. (4.3.1)

Obsevemos que (1) segue aplicando a Desigualdade de Hélder para as sequéncias

2 se j<j -2
(¥j)jez com x; = -
0 se j>j —2

26 VA  allp2 se j <5 —2
(Yj)jez tal que y; = o :
0 se j>7 —2

Da desigualdade (4.3.1) resulta que

[Tablo—1 < Cllafz—1]|blo (4.3.2)
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pois, sao validas as seguintes desigualdades

ITbl2-y < CY 29 VA, Tobi

JEZ
<O M N A (S50 a Ay b3
JEZ l7—j'1<4
(1) A , -
<O M NGy a Ay bl
JEL li—j'|<4
< C’Z?QJ(U_I) Z 1S50-1 all7|| Ay bl|72
JEZ li—j'1<4
(2) . e
<Ol TR S A
JEL li—3"1<4
<Cllaly, D297 3 20 Ay bl
JEL li—j"1<4
< Cllaf2_, b2

Aqui em (1) usamos (4.1.1) e (2) segue de (4.3.1). Aplicando (4.3.2) para a = 0%v

e b= v, temos,

[Torrovilz 1 < [IVolz-av

n
2

< CHU‘% (4.3.3)

aqui, escrevemos |[Tpa,v|n_1 para evitar a mnotagdo mais carregada

| Toero(t,yvr(t, )|n -1, analogamente, ao escrever |[v

2 estamos pensando em

2

|lv(t,-)|%. A partir deste ponto em muitas ocasioes, para evitar expressoes demasi-
2

adamente grandes, usaremos esta notacao simplificada.

Vamos analizar agora o termo do tipo resto. Podemos escrever:

1
R(a,b) = Z Rj(a,b) com Rj(a,b)= Z Aji_ra Ay b.
J'er k=-1
De maneira analoga  feita no Teorema3.4.2 obtemos que S((Rj(a,b))") C 27" B(0, 8)
assim S <(AJ Rj/(a, b))A) C 2€N27B(0,8) (C é a coroa do Teorema 2.2.1). Deste
modo, deve existir N € N tal que se j/ < j — N entdo Aj R;/(a,b) = 0. Logo

podemos escrever
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A; O R(v,v) =09 A ZR Vg, v

=09 A; (Y Ry(v,v))
F>I-N
=09 A (D Ajwu Ay o).

[k|<1

Assim aplicando o Lema 2.1.1 temos

1A; 09 R(v, )2 < Z 10 Aj (Ajr—x v Ayr v)]| 12

i'>j-N
[k|<1
. : .
<G N Ay v Ay vl
i'>j-N
[k|<1

Deste modo é licito escrever

VA (0URp )2 <CY 0 2 Ay v Ay vl

F>i-N k<1

<0221 —j")n 221—16)”

§'>j—N k<1

=C Z Tq)gez * (Yryg * %q)qez) (J) (4.3.4)

lkl<1

N3

A]’—k: UZHLZQJ 2

A]’ UHLl

com
29" se ¢ < N
Tq = ,
0 se g>N

PR Ay vl e

Yk,g = 2
0 = 28| Ag vl

Temos que (2,)4ez € ['(Z) e as desigualdades
S CIIE A w2 1A vll12)?

qEZ
< Y QU Ak v]l)? ) (22 || A vll12)?

qEZ qEZL
[ofa[|v%
2 2

= Jlol4

mostram que (Y g - 2q)qez € (2(Z) e que ||(Yrgq - Zq)qezllizz) < ||v|2%, assim a Desi-

gualdade de Yong garante que

1(24)qez * (Yrq - Zq)tIGZHl2 < CHU‘Q .



CAPITULO 4. APLICACOES PARA O SISTEMA DE NAVIER-STOKES 64
Deste modo obtemos de (4.3.4) que
0% R(vy,v)|z 1 < C’HUP% (4.3.5)

Notemos agora que as desigualdades (4.3.3) e (4.3.5) garantem a existéncia de uma

sequéncia (C})jeZ tal que H(C;')jEZHlQ(Z) =1le

|A; (Towvr + 0 R(ui, )|z < Cci279EDf3. (4.3.6)

De fato, inicialmente vamos assumir sem perda de generalidade que||Tpe,v;

n_1#0

assim tomando (¢;);ez dada por

. 2‘7(%_1)||Aj TaelleHL2
i =

| Toervv1]2 -1

temos que ||(¢;)jezlliz(z) = 1 e por (4.3.3) podemos escrever que

1A; Torwuillez = &277G V|| Toa vl 5

< 027G Vol

Analogamente (4.3.5) garante a existéncia de uma sequéncia(¢;) ez tal que ||(¢;)jezlliz(z) =
le
IA; 07 R(v, v)) 12 < CE277E D fof2.

A desigualdade (4.3.6) segue agora para a sequéncia () ez dada por

1

H(Ej—‘y-Ej

1. =
C; = §(Cj + Cj) .
7 )le@

Para escrever os proximos céalculos de modo mais sintético, vamos introduzir a nocao
de comutador, para a e b fungoes onde b é uma funcao a valores complexos e a pode

ser a valores complexos ou a valores vetoriais temos:
[Aj ,a]b d:ef Aj (ab) —a A]‘ b
a,A; b & a A b— A, (ab).

Assim tomando

(T, - V)o & (Z T, 0%, T, aelvn>
=1 =1
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e notando que

Z S’j’fl ’Ul(t,l')ael A] Aj/ Uk(tax) AJ Uk(t7x)

=1

= — Z Sj’—l Ul(t7$) Aj Aj’ Uk<t,l’)ael Aj ’Uk(t,I>

=1

(tal fato segue da igualdade
Z/ S’j/_l v(t, )0 (A] Aj/ v(t, x) Aj Uk(t,l’)) =0
I=1

a qual pode ser obtida utilizando integragao por partes e lembrando que diw = 0)

temos

L (A (T, - V)v), Aj o)
= D /AJ‘ (Sj1 wd Ay oy )(t,x) Ay vg(t, x)dx

151,55n

= > / ([A; Syt )0 Ay v)(t, @) A, va(t, 2)dx
L<Lk<n

- Z / Sy vt ) Ay Ay ve(t, 2)0% Aj vg(t, 2)da
1<l,k<n

j/

= Z /([A] 7Sj’—1 )0 Aj/ vg)(t, x) Aj vg(t, x)dx
1<l,k<n

+> /(5;’”1 u(t,w)= Syrult,x)) Ay Ay vt 2)0% Ay Ay vy(t, 2)de

1<l,k<n
j/7jN

o Z / AJ /Uk?(tvx)[sj”—l v, AJ ]6el Aj” Uk(t,.f)dx

1<l,k<n
j//

—(A; (T, - V)v), Aj ve).

Assim, temos que

L =y /([Aj s Sy w0 Ay vg)(t, ) Ay vg(t, x)da

1<l,k<n
!

_ / ((Sj—u_l ult, z) (4.3.7)

A
3.3’

— Sy Ul(t7$)> Aj Ay vo(t, 2)0 Aj Ago U’“(t’x)) .

J
1
2
1<

L
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aqui é interessante notar que nos somatorios acimaj’ e j” satisfazem a: [j — j'| <1

e |j— 7" <1, deste modo as somas sao todas finitas. Notemos agora que

([A; , Sj1 )0 Ay vp)(t, @)
= 2j7/(5j’—1 vt y)— Sy—1 vt 2))@(t, 27 (z — )0 Ay vi(t, y)dy.

Deste modo podemos escrever

I([A; 5 Sy 0O Ay vi) (¢, )| 2
< IV Sja vt o= 1(2m@(277 )] - [) % 07 Agr wg(t, )| 2
< IV Sy vt e 12mp27 )] - [l 10 Ay o, )|
Cllot, )10 Ay vt )2

IN

Na tltima estimativa usamos que,
IV Sy vt )= < Cllu(t, )]s,

e tal fato segue das desigualdades

12790 §; 1 v(t, )| 1
= 277 Y 97 Ayt )|l

= 1 27 &y @0l )l

= 13 el ot )l

- 1Y [2ieterem@it el

< ||Z [ e gmien. o el

- ||Z [ @m0 (@)oo~

< ¥ o ([t df) 1Ay o(t, )l

< (Z 20005203 ()12 76) df) (Z 27 A, of ||Lz>
< (Z 22<p-ﬂ‘>um-1c||%2> (22"p|mpv<t,->|r%2>

= Clly.
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Agora, colocando L; = /([AJ LSy )0 Ay wp)(t,x) Aj vg(t, x)dr podemos

escrever,

Ly < (I(1A;+ Sy—1 w0 Ay o)t 2l Aj v(t, )22
< Cllole 0% A it 2| Aj v(t, )2
< 027G Il A v(t, )] 2 (4.3.8)

onde a sequéncia (c(,))] ez, € tal que II( 5 )ivezllizz) = 1 (observemos que tal sequén-

Para obter a tultima desigualdade acima,

)-
25" 5 A v(t. -
notemos primeiramente que tomando (c )J ez, dada por cg-}) -7 HHAEt U§|7 e
v y ) n

2

(podemos supor que v # 0, pois, se v = 0 o lema ¢é trivialmente valido) temos,

1) jrezllizzy =1 e

cia depende de ¢, isto é, c, = c ( )

1Ay v(t, )l = /277 5 ||o(t, )]s, V5 € Z.
Agora, segue aplicando o Lema 2.1.1 que,

10 Agr v(t, |z < €27 HAJ' vt )l
< O 2T G (e, )|

%
donde decorre a ultima desigualdade utilizada para obter @.3.8). Vamos agora

buscar uma estimativa do tipo (4.3.8) para a integral

L d:ef/(Sjul ot z)— Sj1 vt ) Aj Ay vi(t, ©)0 Aj Ajr vi(t, z)dz.
Com o intuito de buscar tal estimativa notemos primeiramente que para
j" # 4" a diferenca Sj”—l u(t, x)— Sj/_l v (t,x) é de fato uma soma da forma
Ap vi(t, )+ Apyr vi(t,x), com |p—j| <3 jaque|j—5|<1elj—j"l <1. Obser-
vemos também que existe uma constante positiva C' tal que para todo p € Z vale a
desigualdade

A oft. )22 < Cllolg2775.
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Assim podemos escrever as seguintes desigualdades

L.

J

(VAN VAN VAN VAR VAN

IN

1(Sjr—1 wi(t, )= Sy wilt,)) Ay Ay ot e |07 Ay Ao og(t, ) || 1o
1S57—1 vi(t,)=Sj—1 vi(t, ) lz2ll A Ay orlt, 2107 Ay Ay vt )| poe
Ay o(t, )z + 1 Apra vt ) IIA; velts 2107 Aj velt, )| 2o
Cllols (2775 +27PFI) A ot )| 2107 Ay on(t, )|z

Cllole (2772 +27@FV2)275 0% Aj wg(t, )| 2| A ox(t, )] 22

C279G DD w3 ]| A o(t, ) e (4.3.9)

n
2

Na terceira desigualdade acima usamos (2.3.2) e a desigualdade triangular , as duas

primeiras desigualdades seguem da Desigualdade de Hdélder, a pentdltima desigual-

dade é obtida aplicando o Lema 2.1.1. Finalmente a tltima desigualdade pode ser

obtida como feito em (4.3.8).

Vamos agora decompor A; ((v-V)v(t,-)) em uma soma na qual figuram parcelas

para as quais ja obtivemos estimativas que serao tteis na demonstragao do lema, tal

decomposicao é obtida utilizando a Decomposicao de Bony para escrever as seguintes

igualdades

Aj ((v-V) = (A] (Z 00, ..y A (Z vlaelvn))

=1 =1
n

= AJ (Z T,,0%v1 + Toery, v + R(0%v1,vy)

=1
n

Ay (Y T80, + Toery, 00+ R0, m)

=1

=A; ((T, - V)v)

+3 Ay (Toersvy + 0“ R(vy, )

=1

na tltima igualdade, usamos que

ZR 8elvl,vk ZQSZR(M,U]C)

=1

o que pode ser obtido a partir do fato que diw = 0. Finalmente usando (4.3.6),

(4.3.7), (4.3.8) e (4.3.9) podemos escrever (lembremo-nos que na igualdade (4.3.7)
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j' e j"” satisfazem as condigbes |5 — j| < 1e |j” —j| < 1) que
(Aj (v-V)v),Aj )
= (A ((Ty - V)v), Ay v) + Y (A; (Torwyvr + 0% R(ui,v)), A; 0)

=1
= Z L +_ > L+ (A (Toaww + 0“R(v,v)), A v)
1<1, k<n 1<l,k<n =1
]/]”
<C Z c, + Z c +Z G |U|2||AJ"U||L2
1§z,k<n 1<l,k<n
i’ i
< Cep29GVulR 1A vllze,

aqui, alterando-se a constante C, a sequéncia (c;);ez pode ser dada por:

Zc +Zc +Zc

1<, k<n 1<l,k<n
]/ ]”
G =
(1)
I E ;i + c + c li2(z)
1<, k<n 1<l,k<n
]/ ,7”

o que demonstra o lema.

4.4 Mais um Resultado

Agora de posse do Teorema 4.2.2, estamos em condig¢oes de demonstrar o

seguinte resultado:

Corolario 4.4.1 Seja v € L2 ([0,T*);H?) uma solugio do sistema de Navier-
Stokes (NS). Entao para todo € estritamente positivo ( pequeno ) temos que

v € Lige([0, T7); Cure(R™; R™))

€

onde, para 0 <r <1, w.(r) =r(1 —log, T)e+%_

Antes de apresentar a demonstracao deste corolario vamos esclarecer as notacoes.

4.4.1 O Espaco C,(X;Y)

A fim de definir tal espaco, inicialmente tomemosw : [0,00) — [0, 00) nula
na origem, continua, crescente e estritamente positiva em (0, 00). Agora podemos

apresentar a:
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Definigao 4.4.1 Sejam (X,d) e (Y,§) dois espagos métricos. Designamos por
Co(X,Y) o conjunto das fungoesu : X — Y limitadas, tais que existe constante

Cy > 0 satisfazendo
6 (u(z),u(y)) < Cuw (d(z,y)), ¥V = yeX.

Notemos que se (Y,0) é um espago de Banach (o qual serd denotado por (E, | - ||))
entdo o espaco C, (X, E) munido com a norma

Jullo = fluflz + sup {W}

zF#Y

¢ um espago de Banach. De fato, claramente temos que C,(X, E) é um espago
vetorial e que a funcao || - || : Cuo(X, F) — R & uma norma em C, (X, F). Agora se

(U/j)jeN ¢ uma sequéncia de Cauchy em C, (X, E), como
luj — wello = [Juj — wellp, Vi k€N,

temos que (u;)jeny ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*°, deste modo, como L™ ¢é
completo, existe u € L tal que

lim u; =u € L™.

Jj—00
Segue também, do fato de (u;) ey ser uma sequéncia de Cauchy em C, (X, E), que
para todo € > 0 existe N, € N tal que

[ (ure — um)(@) — (U — um) (y) ||
zsgg{{ (d(z.7)) }<6, Vm,k > N..

z#y

Assim, para cada z,y € X com x # y temos que

[Cur = um) (@) = (e = um)(y)
w(d(z,y))

fazendo m — oo obtemos que

| <e, Vm k>N,

[[(ur — w)(z) — (up — u)(y)|l
o(d(z.9)) <e, Vk>N.

Deste modo temos que

{ [[(ur = w) (@) = (ux = w) ()l
w(d(z,y))

sup
z,yeX

} — 0 quando k — .
Ay
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Agora notando que

Ju(z) — (w@)ll _ Nu(@) = um(y) + tm(y) = tm(z) + v (z) — uly)|]
w(d(z,y)) w(d(z,y))
[u(@) = um ()] + lum(y) — um ()| + [[um(z) — u(y)|]

w(d(z,y))

IN

< Cups

concluimos que u € Cu(X,FE), e mais, pelos célculos feitos acima
|lu — ug||lo — 0 quando k — oo.

Para um exemplo de espaco C, (X, E) tomemos p € (0,1) e w : [0,00) — [0, 00)
dada por, w(z) = 2, ¥V x € [0, 00), assim ¢ facil ver que C,(R",C) = C*”, aqui R"

e C com as normas euclidianas.

4.4.2 Demonstracao do Corolario 4.4.1

A demonstracao do Corolario 4.4.1 resulta do Teorema 4.2.2 e da seguinte

proposicao:
Proposicao 4.4.1 Para todo € e T estritamente positivos (€ pequeno ) vale que:
7‘(1%;1 c LY([0,T);C..), comwe(r) =r(1 —log, 7’)6+% para 0 < r < 1.

Demonstragao: Para demonstrar tal proposi¢ao vamos estudar, para|z — y| < 1,

a diferenca
Az, y) = ot z) = v(t, y)|.

Lembrando que v(t Z Aju(t,-), podemos escrever para N € N, o qual sera

JEZ
determinado mais tarde, que

Az, y) S!x—y!ZHVAj |\Lw+2ZHA Dz
<!x—y’(2+NE+1Z”V i(olt, )>HL°° (4.4.1)

<N (2+]>€+2

+2 9—(2+7) (2 +j)e+1 2 +]HA ( <t7 ))HL‘X’
E T .
>N (24 4)>

Notemos agora que a funcao f : [0,00) — [0, 00) dada por

f@) =27l D



CAPITULO 4. APLICACOES PARA O SISTEMA DE NAVIER-STOKES 72

atinge seu méaximo no ponto r = € + % 5, assim, para j > [1 —logy | — y|] — 2 sdo

validas as desigualdades

2-GHD(2 4 )} < 9-(HIlog b—ul-2) ([1 — log, |z — y|] — 2) + 2)+
< 9-(1-log, Iw—yl)(l —log, |z — y’)6+%

=27z — y|(1 — log, |z — y|)*3,

deste modo escolhendo N = [1 — log, |z — y|] — 2 obtemos de (4.4.1) que

Alz,y) <C <Z VA, ()Z)éllmo +22 ||22+1A ))||Loo>

Nz —y|(1 — log, |z — y|)*

Agora utilizando o Lema 2.1.1 para obter a desigualdade
IVA;(w(t, ))llz= < C2H [ Aj(v(t, )| L

e tomando

3 229114 (w(t, Dz~

a.(t) = s e 3

podemos escrever
1
Az,y) < Cae(t)]z — y|(1 - logy [z — y|)*"2.

Comutando o somatério com a integral obtemos que

22+]

[ =30 o [ e Dl

JEZ

assim, aplicando a Desigualdade de Holder, temos

[ (e s ) (5 i)

JEZ

1

(1) oo (T - :
2+)+i5 .

S(Z(CZ j JQOHA](( )| L2dt ) (Z 2+]1+2e>

jET

< Cllollr (Z ﬁ)

Jj=-1
2 C
< —llvllr.
€2

[NIES

=
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Aqui em (1) usamos o Lema 2.1.1 e (2) segue da estimativa

o0 1 00
— <1 —1—/ r= (429 gy
Z (2 + j)1+2e — 1

j=—1
1+ !
C 2€
-

IN

Finalmente notando que

ot Iz < D 1A ()l < Calt)

JEZ

[t

0 que demonstra a proposi¢ao.

concluimos que
1

1
€2

wodt < O

)wllr,

73
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