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“(...) how awkward it is not to be able to be allowed to differentiate.”

Lars Hormander, motivando o estudo das distribuigoes.
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Resumo

Seja 2 uma variedade diferenciavel de dimensao N. Consideremos uma estrutura local-
mente integravel £ de CT) com fibra de dimensao 1 < n < N e escrevamos m = N — n.
Dizemos que L é localmente integravel se, para todo ponto p € €, existe uma vizinhanca

U, no qual estao definidas m funcoes suaves Z; : U — C, 1 < j < m que satisfazem
1. Z; é anulado por toda secao suave de L;
2. dZi(p) A ... NdZ,(p) # 0.

O principal resultado deste texto é o Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves, que
estabelece que qualquer distribuicao u que seja solugao das secoes de L pode expressar-
se localmente como limite de uma sequéncia de solugoes suaves da forma Py, o Z, onde

Z =(Z1,...,Zn) e P, é um polindmio em m-varidveis.



Abstract

Let €2 be a N-dimensional smooth manifold. Consider a locally integrable structure
L of CTQ) with fiber dimension 1 < n < N and set m = N —n. We say that L is
locally integrable if, for every p € €, there is a neiborhood U, and m smooth functions

Zj:U— C, 1< j <m such that
1. Z; is anihilated by every local section of L;
2. dZy(p) N ... ANdZ,(p) # 0.

The main result in this text is the Baouendi-Treves Approximation Theorem, that states
that every distribution solution w of the sections of L is locally the limit of a sequence of
smooth solutions of the form P, o Z, where Z = (Z,...,Z,,) and P, is a m-variable

polynomial.
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Introducao

Considere, em R?, a Equacao da Onda

o
o2 Ox2

u

Dizer que uma aplicacdo v € C? é solucao cldssica de Ou = 0 é equivalente a encontrar
duas aplicagoes f, g tais que u(x,y) = f(z +y) + g(z — y).

Ora, se tomarmos uma sequéncia (u,) de solugoes classicas da Equagao da Onda que
convergem uniformemente para uma aplicagao u, é facil de demonstrar que u(z,y) =
f(z+vy)+ g(x — y) para certas f, g continuas. Consequentemente, as solugoes classicas de
Clu = 0 nao sao invariantes com respeito a limites uniformes.

A Teoria das Distribuicoes, que surgiu justamente para contornar este tipo de situacgao
desagradavel, é apresentada com certo detalhe no Capitulo 1. Também apresentaremos
alguns topicos sobre o Conjunto Frente de Ondas de uma distribuicao u, conceito que
refina a informagao apresentada pelo suporte singular e que, finalmente, nos fornecera uma
condicao suficiente para definir a restricao de uma distribuicao de duas varidveis a sua
primeira componente.

Ainda nos preparativos para o estudo do Teorema de Aproximagao, apresentaremos
o conceito de variedade diferenciavel, que fornece um espaco de trabalho adequado e, ao
mesmo tempo, suficientemente geral para os estudos dos fenomenos diferenciais classicos,

comumente vistos nos abertos euclidianos. Para concluir o primeiro capitulo desta disser-

IX



tacao, finalizaremos com topicos sobre formas diferenciais e suas operacoes.

Ja no Capitulo 2, demonstraremos o Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves, que
estabelece que qualquer distribuicao u que seja solucao das segoes de £ pode expressar-se lo-
calmente como limite de uma sequéncia de solucoes suaves da forma P,oZ. Primeiramente,
demonstraremos o teorema para u € C'°. A demonstracao, neste caso, é relativamente sim-
ples e depende da construcao de um operador especial.

O restante do capitulo é devotado, quase que exclusivamente, a convergéncia no espago
das distribuicoes e, nos casos mais regulares, a convergéncia na topologia de C*. Para
a primeira tarefa, estenderemos as etapas da demonstracao anterior para as fungoes ge-
neralizadas. Também neste capitulo, apresentaremos a definicao dos Espacos de Sobolev
Lre(R™) ¢ Li(R™)

O Teorema de Aproximacao, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das prin-
cipais ferramentas disponiveis na teoria das estruturas localmente integraveis. Com este
resultado, é possivel estudar propagacao de zeros de solugoes homogeéneas. A discussao
do Teorema de Aproximagao se encerra quando enunciaremos versoes para outros espagos
funcionais.

Na Parte II deste texto, alteraremos a regularidade dos objetos com os quais estavamos
trabalhando. Nosso principal objetivo é estudar um resultado de regularidade e unicidade
para medidas, que serao identificadas com o dual do espaco das funcgoes continuas e de
suporte compacto.

Para estudarmos esta identificacao, que sera demonstrada com cuidado no Capitulo 3,
introduziremos as nogoes de medida de Radon, espagos de distribuicoes D), e funcoes de
variacao limitada. Utilizando uma das versoes do Teorema da Representacao de Riesz,
que também demonstraremos, estabeleceremos como estes trés objetos se comportam. En-
quanto isso, adaptaremos o conceito de variedade diferenciavel, formas e campos para um
caso menos regular.

No quarto capitulo deste texto, demonstraremos um teorema para regularidade e uni-
cidade para medidas de Radon. O estudo serda divido em duas etapas: primeiramente
estudaremos a Regra de Leibnitz para t — (f(t), #(-, 1)), onde f é uma aplicagdo com
imagem em D} (Qgr). Em um segundo momento, utilizaremos os operadores introduzidos
na demonstracao do Teorema de Aproximacao para concluir o nosso principal resultado
desta segunda parte.

Finalmente, encerraremos o texto enunciando uma versao do Teorema de Aproximagao

para medidas, cuja demonstracao é obtida através da nocao de traco que estabeleceremos.



Parte 1

A Foérmula de Aproximacao de

Baouendi-Treves



CAPITULO 1

Preliminares

O propdsito deste capitulo é apresentar, de forma sucinta, resultados cruciais para o
entendimento do texto que se inicia no préoximo capitulo. Apesar destes topicos serem
classicos da Analise Matemadtica, eles serao enunciados com o objetivo de estabelecer uma

notacao e uma linguagem que se seguira em todo o texto.

1.1 Topicos de Teoria das Distribuicoes

Em Matematica, distribui¢oes sao objetos que estendem funcgoes e suas operagoes. E
possivel, por exemplo, estender a nocao de derivada a funcoes integraveis e portanto sao
usadas como solugoes mais gerais para equacoes diferenciais.

A idéia basica é identificar fungoes localmente integraveis com operadores lineares abs-
tratos em um espaco de fungoes nao problematicas e em seguida mover as operagoes no
espaco das distribuicoes para este espaco de fungoes regulares.

As distribuicoes foram introduzidas no final dos anos 40 por Laurent Schwartz, que
desenvolveu uma extensa teoria para as fungoes generalizadas.

Como referéncia para a apresentacao das demonstracoes dos principais fatos desta secao
recomendamos a leitura de [Hou79].

Nesta secao considere 2 € RY um aberto.



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

Definigao 1.1.1. Denotaremos por D(Q2) o espago das fungoes-testes em (2, isto é, o

conjunto das funcgoes complexas indefinidamente diferenciaveis e de suporte compacto em
Q.

E possivel dotar D(2) de uma estrutura vetorial-topoldgica, ndo metrizavel, onde a

noc¢ao de convergeéncia é a seguinte:

Teorema 1.1.2. Uma sequéncia (¢;) de fungoes testes converge a zero se, e somente se,

(1) existe um compacto K C Q tal que supp(¢;) C K, j=1,2,---;

(i1) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem

uniformemente a zero.

Defini¢ao 1.1.3. Uma distribuicio em € é um funcional linear continuo de D(f2). O
espaco vetorial das distribuigoes é denotado por D’(£2). Convencionaremos escrever (u, ¢)

ao invés de u(o).

E claro que se f € L} (Q) entdo f nao ¢ uma distribui¢ao — haja visto que sao fungoes
com dominios diferentes. Entretanto o proximo teorema langa luz sobre este problema e

fara esta situacao ser entendida de outro modo.

Teorema 1.1.4. Se f € Ll (Q) entdo a fungio Ty : D(Q) — C dada por ¢ — [ ¢f dx
¢ uma distribuicio em Q e ainda se Ty = T, entdo f = g em L, ou seja, f(x) = g(x)

quase toda parte.

Munidos do resultado acima convencionaremos que L} (2) C D'(Q) como espago to-
1

1oe(2) — D'(2) continua e injetora. Neste

poldgico, isto é, existe uma aplicagao J : L
sentido que as distribuigoes sao chamadas de funcoes generalizadas.
E possivel dotar D’'(§2) de uma estrutura vetorial-topolégica onde a noc¢ao de conver-

gencia é a seguinte:

Teorema 1.1.5. Uma sequéncia (u;) de distribuicoes converge a u € D'(Q2) se, e somente

se, (uj, ¢) converge para (u, ) em C para toda ¢ € D.

Agora que ja criamos objetos mais gerais que fungoes existe uma pergunta natural: é
possivel estender algumas operagoes que fazemos com fungoes-testes para as distribuicoes?

A resposta é sim e o procedimento geral é dado abaixo.



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

Definicao 1.1.6. Sejam L e L’ operadores lineares e continuos de D(£2). Dizemos que L'
é o transposto formal de L se [(L¢)ipdx = [ ¢(L'Y) dx para quaisquer ¢,1p € D(R).

Analisemos um exemplo pratico. Seja L o operador continuo dado por

L: DR) — D(R)
¢pr— ¢

Se ¢ € D(R) entao (¢Y¢) = '¢ + ¢'1 e portanto [(¢¢) dx = ['¢ + ¢’ dz. Como
[ (W¢) dz = 0 para um compacto K suficiente grande temos que [¢'¢dz = — [ ¢y dz.

Consequentemente L' dado por

L't D[R)— D(R)
b —¢

é o transposto formal de L.
O operador construido acima seréd utilizado em outras partes do texto e, deste ponto

em diante, sera denotado por %. Observe que deste modo seu transposto formal é dado

d
por —+-.

Mediante este exemplo fica claro da razao de considerar operacoes apenas com fungoes-
testes ao invés de funcoes C*> em geral: o suporte compacto garante que os termos de
fronteira que surgem na integracao por partes sejam nulos e consequentemente a expressao
do transposto formal surja de maneira natural.

E importante notar que nem todo operador continuo admite um transposto formal.

Para a construgao deste exemplo fixe f € D(RY) e considere

L: DRY) — DRY)
¢o— ¢(0)f

Suponha que L admita um transposto formal L’. Neste caso para ¢, € D segue que

Joorsvas = [owv)as

Consequentemente para toda ¢, € D tal que ¢(0) = 0 temos que

Jetzvyas—o



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

o que significa que L'1) = 0 quase toda parte e finalmente teriamos que L = 0.
Apesar do fato de que nem todos os operadores admitem um transposto formal é inte-

ressante observar que aqueles que o admitem possuem uma propriedade fundamental.

Teorema 1.1.7. Seja L um operador continuo em D(QQ) que admite um transposto formal
L. Para cada v € D'(Q2) a aplicagio Lu : D(2) — C dada por Lu(p) = (u,L'¢p) €
uma distribuigio e se ainda w = Ty para alguma f € D(Q) C LL.(Q) C D'(Q) entdo
Lu = Try. Em outras palavras, se vocé conhece o transposto formal de um operador em

D(Q) € possivel estendé-lo para um operador D' ().

Deste ponto em diante todas as derivadas tomadas neste texto serao no sentindo das

distribuigoes, isto é, se Q C R e f € L (Q) entdo a derivada de f ¢ a distribuicao

d
—T
de™

onde % ¢ operador construido anteriormente. Observe que o mesmo vale para as derivadas
parciais. Naturalmente se f € D(Q)) entao o teorema nos garante que as duas nogoes sao
equivalentes. Observe que isto ainda é verdadeiro no caso em que em que f é continuamente
diferenciavel.

Nesta proxima etapa vamos introduzir a nocao de suporte e suporte singular de uma

distribuicao, que serao extremamente 1teis no futuro.

Definicao 1.1.8. Seja u € D'(Q2) e A um aberto de Q. Dizemos que u se anula em A
se (u,¢) = 0 para qualquer ¢ € D(A) C D(R2). Definimos o suporte de u, denotado por
supp u, como a interseccao de todos os fechados de €2 fora dos quais u é nula. O subconjunto

de D'(2) das distribuicoes de suporte compacto é denotado por £'(2).

Definicao 1.1.9. Seja u € D'(2) e A um aberto de €. Dizemos que u é C*>® em A se
existe f € C*(A) tal que (u,¢) = [ fpdz para qualquer ¢ € D(A) C D(2). Definimos
o suporte singular de u, denotado por SSwu, como a interseccao de todos os fechados de €2

fora dos quais u é C'*°.

Algumas distribuicoes possuem propriedades mais especiais que as outras. Os conceitos
definidos acima sao tteis para identificar dois tipos destas distribuigoes. Se u € D'(2) é
tal que SSu = () entdo a prépria u é uma fungao C*(). Ja se u € £'(2) entdo ela pode
ser estendida, de maneira tinica, a um funcional continuo u de C*°(2). Para que a notagao

seja consistente com este fato também escreveremos £(€2) para representar C'*°(£2).



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

O préximo objetivo é definir e enunciar algumas propriedades da Transformada de
Fourier para distribuicoes.
A Transformada de Fourier para uma aplicacao f surgiu da necessidade de se representar

a funcao na forma
[e.9]

f(l‘): Z Ck€ikz,

k=—00
que surge naturalmente quando se aplica o método de separacao de varidveis para resolver

equacgoes diferenciais parciais. Isto inspira a

Definigao 1.1.10. Se f € LY(RY) a Transformada de Fourier de f se define por

~

FFE) = (€)= / e f(z) da

onde ¢ é a unidade imaginaria e x - § = Y .|z,

Introduziremos agora uma notacgao pratica para o estudo da Transformada de Fourier.
Se a = (ay, -+ ,ay) é um multi-indice, isto é, @ € NV entdao a soma Zfil a; é denotada
por |a] e o produto aq!-- - an! por al.

Se ainda z € RY entao 2 = ;™ - - - V. Além disto escreveremos D; para represen-
tar o operador

10
i0;
assim como D para o operador D! -« DV,

O passo natural seria estender, por dualidade, a nocao da Transformada de Fourier para
distribuicoes através da técnica vista anteriormente para operacoes em D'(RY). Neste caso
especial este procedimento ndo funciona ja que se ¢ € D(RY) e ainda ¢ € D(RY) entdo
¢ =0.

O problema se reside em construir um conjunto que contenha D(RY) e que seja invari-
ante pela Transformada de Fourier, e entao, estender aos funcionais deste espaco a nogao

desta transformada.

Definicao 1.1.11. Indicaremos por S(RY) o subespaco de C*(R¥Y) das funcoes ¢ de

decrescimento rdpido, isto é, funcoes ¢ tais que
sup |2°DP¢| < oo
X

com a e 3 € NV,



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

Dizer que uma fungao estd em S(RY) é o mesmo que dizer que tanto a funcio quanto
Note que S(RY) é invariante por derivacao e multiplicacao por polindomios e além disso
D(RY) ¢ S(RY). Um exemplo de funcio em S(RY) — D(RY) é f(z) = e 1.

Dotaremos S(RY) com uma estrutura vetorial-topolégica onde a nogao de convergéncia

suas derivadas decrescem mais rapidamente que qualquer poténcia negativa de

¢é dada pelo

Teorema 1.1.12. Uma sequéncia (¢;) de fungoes em S(RY) converge a zero se, e somente

se, x*DP¢ convergem a zero uniformemente quaisquer que sejam os multi-indices o e [3.

Vejamos um teorema que justifica o estudo do espago S(R™) como o dominio adequado

para a Transformada de Fourier.

Teorema 1.1.13. A Transformada de Fourier é um homeomorfismo de S(RY) em S(RY)

e ainda

—1 _ 1 eix{
F0le) = oy [ C0(0)de
E se ainda ¢ € S(RY) valem as formulas:
(i) Doo(€) = £°6(€);
(ii) F(z°¢(x))() = (—~1)ID6(9).

Para uma aplicacao deste ultimo resultado vamos usar um método indireto para calcular

a transformada de f(z) = e~17 em RY. Primeiramente observe que f(é‘ ) é um produto de

. . © 1. . . - 2
integrais unidimensionais e portanto resta calcular ¢ onde ¢(x) = e™*".

Para o célculo de ngﬁ note que ¢ satisfaz

{ ¢ (z) + 2d(z) = 0
(0) =1

Como ¢ € S(R) podemos aplicar as regras do teorema anterior e concluir que

0=i6o(¢) = %i—f(&) =i (j—? + f$<§>> .

Consequentemente g/g satisfaz a mesma equacao diferencial de ¢ munida da condicao

50) = [ods
7



1.1. Topricos DE TEORIA DAS DISTRIBUIGOES

. (—|£|2>
XP 5 .

Estamos, finalmente, em condigoes de estudar a Transformada de Fourier para distri-

o que finalmente implica

wlz

(&) = (2m)

buigoes.

Definigao 1.1.14. Um funcional linear e continuo em S(RY) ¢ dito uma distribuigdo

temperada. O espago das distribuigoes temperadas se denota por S'(RY).

Teorema 1.1.15 (Relagoes entre os espacos de distribuigoes). Sao verdadeiras as sequintes

afirmagoes:
(i) D(RY) C S(RY)  £(RN);
(ii) &'(RY) c §'(RY) c D'(RY);
(iii) D(Q) € denso em E(R);
(iv) D(RY) ¢ denso em S(RV).

Naturalmente a afirmagao £'(RY) c S'(RY) c D'(RY) do teorema anterior é dada

considerando a restricao dos funcionais aos subespacos adequados e note que a inclusao é
bem definida dada a densidade de D(RY) em S(RY).

Definigao 1.1.16. Se u € S’ entao a sua Transformada de Fourier u de u se define pela

dualidade
(@) = (u. )

para toda ¢ € S.

Teorema 1.1.17. Se u € S'(RY) entdo U é uma distribuicio temperada em S'(RY) e

ainda valem as afirmagoes:

(i) Se f € L*(RY) a transformada fdefcomo distribuicao temperada coincide, mediante

wdentificacao, com a transformada de f no sentido cldssico;
(ii) Se f € L*(RN) entdo fe L*(RY) e ainda || f]|3 = (27r)*N||f||§,-
(iii) Se u € E'(RN) entdo U é uma fungdo C* e é dada por u(§) = <u, e‘ix’5>;

(iv) Dow = £9%;



1.2. CoNJUNTO FRENTE DE ONDAS

(v) F(x®u) = (—1)l*IDa.

Naturalmente, a transformada inversa para uma distribuicao temperada também se
define por dualidade.
Para finalizar esta segdo vamos introduzir uma notagao. Se ¢ € X(£2), onde X é um

espago funcional e se u € X'(Q) entao definiremos [ ¢pudz como sendo (u, ¢).

1.2 Conjunto Frente de Ondas

Se u for uma distribuicio pouco regular, isto é, se u € D'(2) — C°(2), entdo nao é
sempre possivel avaliar v em um ponto p € 2. Desta forma, se u é pouco regular entao
nao sera possivel, em geral, determinar a distribuigdo u|A onde A C €.

O objetivo desta se¢ao é construir uma distribuigdo u|A. Observe que esta defini¢ao
devera ser consistente, ou seja, é necessdrio verificar que se u € C°(Q) entao a restrigao de
u vista como funcao e como distribuicao sao equivalentes.

A tentativa natural para definir a restricao seria através de regularizacao. Diremos que
uma sequeéncia (f,,) de fungoes em C°(€) constitui uma regularizagao de u € D'(2) se
fn — uw em D'(2). Suponha, por um instante, que a sequéncia (f,|A) seja uma regula-
rizagao de uma certa distribuicao v e que ainda v independa da escolha da regularizacao
para u. Neste caso especial é simples verificar que a definigao u|A = v é adequada.

A suposicao de que v independe da escolha da regularizacao para wu, infelizmente, é
falsa. Um exemplo simples de distribuicao que sofre desta patologia é o Delta de Dirac —
indicado por ¢ e dada por (0,¢) = ¢(0). Para investigar este problema comecemos com

um resultado simples.

Lema 1.2.1. Seja Q C RY uma vizinhanca da origem e I : C%(Q) — C uma aplicagdo

linear satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) Se ¢ € C° entao I(|p]) € R e ainda |1(¢)] < I(|4]);
(ii) Se ¢,1 € C7 so tais que |¢| < |¢| entdo I(|¢]) < I(|4)]).

E se ainda (&,) € uma sequéncia de fungoes positivas em C° satisfazendo:
(1) 1(&) = 1;

(i) suppé&,, C B(0,ry,), com 1, — 0.



1.2. CoNJUNTO FRENTE DE ONDAS

Entdo para toda ¢ € C° tém-se que I1(£,9) — ¢(0).

Demonstragao. Dado € > 0 existe 0 > 0 tais que se |z| < ¢ entao |¢(z) — ¢(0)| < e. Como
r, — 0 entao existe um k(e) tal que se n > k entao r, < d.
Consequentemente [1(§,¢) =¢(0)] = [1(§.¢) —¢(0)1(&n)| = (a0 —En(0))] < I(Enld—

¢(0)]).
Como &,|p — ¢(0)| < €&, se n > k entao |I(,0) — ¢(0)] < e. O

E possivel verificar que tal funcional I é necessariamente representado por uma integral
contra uma medida de Radon positiva. Para ilustrar esta situacao considere I(¢) = ¢(0).
Neste caso temos que I(¢) = [ ¢dz, onde x é a medida concentrada na origem.

Se tomarmos / como sendo a integral de Lebesgue em RY entdao temos uma ferramenta

para gerar aproximacgoes do Delta de Dirac. Para ilustrar o lema considere a sequéncia

4n’x, z€0,5]
Gu@) = —ane 1), ek
0, caso contrario

cujo representacao se encontra na figura abaixo.

Figura 1.1: Graficos da Aproximagao

O lema anterior nos garante que, no sentindo das distribuicoes, &, — 4.
Um fato interessante é observar que o ultimo lema nao esgota todas as possibilidades
para aproximar o Delta de Dirac. Um caso interessante é o da sequéncia de Gaussianas

1
e/,

da(T) =

A~/ T

E simples verificar que, no sentindo das distribuicoes, /m(x) — 0. Fato que, geometri-

camente, pode ser representado pela Figura (1.2).
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1.2. CoNJUNTO FRENTE DE ONDAS

Figura 1.2: Gréficos da Aproximacao

Apos estes dois exemplos é possivel concluir que a primeira tentativa para restringir
distribui¢bes nao funciona. Observe que ambos os casos constituem regularizagoes para &
em D'(R) e, ainda assim, para a primeira sequéncia temos que &,|{0} — 0 e ja para a
segunda concluimos que d1/,[{0} — oo. Neste caso nao é possivel construir a distribuicao
9{0}.

Vamos olhar, finalmente, a nogao precisa de restricao para alguns elementos de D’ ()
para certos subconjuntos A, com A C Q C R¥. Inicialmente vamos estabelecer uma

equivaléncia que serd ttil para o entendimento das defini¢oes que seguem.

Teorema 1.2.2. xy € SSu se, e somente se, existe ¢ € D(Q) com ¢(xy) # 0 e ainda
F(pu)(€) = O(|¢| ™) para k € N e [£] > 1, ou equivalentemente, para todo k € N existe
uma constante Cy > 0 tal que |F(pu)(&)] < Crp(1+ |€])7* qualquer que seja € # 0.

Definigao 1.2.3. Uma vizinhanga coénica de p € Q na direcio £2 € RY — {0} é um aberto
de Q x RY — {0} da forma U x I satisfazendo:

(i) U C Q é uma vizinhanga de zo;
(i) T' c RY — {0} é uma vizinhanca de £;
(iii) Se & € I" entao t£ € I' qualquer que seja t > 0.
O conjunto I' é denominado cone contendo &£°.

Definigao 1.2.4. Dado (0,£%) € Q x RY — {0} e u € D'(Q) diremos que (z,&%) & WF u

se existe uma ¢ € D(2) e um cone aberto I' contendo £ satisfazendo:
(i) ¢(zo) = 0;
(i) F(ou)(€) = O(€]7%), para quaisquer k € Ne £ € T’ com |€| > 1.

O conjunto WF u é chamado de Conjunto Frente de Ondas.

11
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E interessante imaginarmos que o conjunto WF « nao apenas nos revela onde a fungao
generalizada u nao é suave (informacao ja revelada pelo suporte singular) mas assim como
a diregao onde ela deixa de ser regular. O termo “Frente de Ondas” foi cunhado por Lars

Hormander por volta de 1970.

Teorema 1.2.5. Se xg & SSwu entdo (v9,£°) &€ WF u qualquer que seja €. Reciprocamente,
suponha que (z0,£°) € WFu qualquer que seja £° € SN=! entao wg & SSu. Este fato é
expresso pela formula Tlg(WF u) = SSu = Mo(WFu N Q x SN-1).

Para prosseguirmos nosso estudo considere RY decomposto como RY = R™ x R".
Indique v € RY por v = (21, , T, t1, - ,1,) onde x = (z1, -+ ,2,) € R™ et =
(t1, -+ ,t,) € R™ Se f estd definida em RY denote por f(z,t) a imagem de f do vetor v.

O préximo passo é restringir, sob certas condigoes, u € E'(RY) ao conjunto ¢ = 0, isto
é, R™ x {0}.

Teorema 1.2.6. Se u € £'(RY) e ainda o WFu nao contem pontos da forma (x,£) €
QO x RY — {0} com & = (0,7) € R™ x R™ entdo a aplicagdo

T+— Fu(&, 1)

¢ integrdvel e ainda
1

()"

W, (6) = / Fulé, ) dr

¢ uma distribuicao temperada em R™.

Definigao 1.2.7. Se u € £'(RY) satisfaz as hipdteses do teorema anterior entao definiremos
ul{t =0} = u(-,0) = F'W,.

Vale observar que a restri¢ao u(-,ty) é obtida através de translacoes adequadas a partir
do nivel t = 0 visto na definicao anterior. Note que u é suave no seguinte sentindo: se
v € D({|r] < R}) entao a aplicagdo to — (u(-,t),?) é uma aplicagdao infinitamente
diferenciavel.

Conclui-se que se WFu N N = (), onde

N ={((z,t),(0,7) € RN x RN : |2, |t| < R, T # 0}

entao u € C* ({|t| < R}, D'({|x| < R})), isto é, estamos interpretando u como uma fungao

12
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suave (no sentido anteriormente mencionado) dada por

w: {ltl < Ry — D'({[z] < R})

to [ — u(-, to)

A condicao suficiente para a restricao é que o WF u nao pode interceptar, ponto-a-
ponto, o vetor normal da subvariedade definida por ¢ = 0. No livro [H6r83, pag. 266]

pode-se verificar que este fenomeno é verdadeiro também em situagoes mais gerais.

1.3 Estruturas Localmente Integraveis

Carl Friedrich Gauss foi, provavelmente, o primeiro a usar espagos abstratos na Mate-
matica como objeto de estudo. Evidéncia deste fato é seu conhecido Teorema Egregium —
que nos fornece uma técnica para conhecermos a curvatura de uma superficie levando em
conta apenas suas propriedades intrinsecas.

A nocao de variedade diferenciavel, elaborada por Hermann Weyl em 1912, é a definigao
que traduz com precisao a noc¢ao intuitiva de um espaco que € localmente euclidiano e que
ainda permite a extensao de conceitos conhecidos, como de vetor tangente, de tal forma
que, localmente, ela possa ser entendido como o conceito euclidiano usual.

Para uma discussao mais detalhada e apresentacao das demonstracoes dos principais

fatos desta segao recomendamos a leitura de [Hou08].

Definicao 1.3.1. Seja €2 um espago topoldgico de Hausdorff com base enumeravel e F =
{(U,z): onde U é um aberto de Q e z : U — RY é um homeomorfismo sobre o aberto
z(U)} satisfazendo:

(1) UpaerU = Q. O par (U, z) é eventualmente chamado de cartal local ou sistema

local de coordenadas;

(ii) A aplicagdo definida em x(UNU’) — 2/(UNU’) dada por 2/ o xz~! é C™ para todos
os pares (U, x) e (U',2') em F tais que U NU’ # {;

(iii) A familia F é maximal com respeito aos itens anteriores, isto é, sejam U um aberto
ez : U — R" um homeomorfismo sobre sua imagem; se a aplicacao definida em
z(UNU") — 2 (UNU’") é C™ para todo par (U’,z') em F satisfazendo U NU" # ()
entao (U,z) € F.

Nestas condigoes o par (€2, F) é dito ser uma variedade diferencidvel de dimensao N.

13
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Figura 1.3: S?: Coordenadas Locais

O terceiro axioma de variedade diferenciavel, apesar de parecer pouco natural a primeira
vista, é de extrema importancia. Um exemplo simples: se certo par (U,z) € Fese V C U
é um aberto entao gragas a maximalidade da familia temos que (V,z|V') € F, ainda mais:
gracas a este axioma também é possivel garantir que dado um ponto p € () existe um
sistema de coordenadas tal que x(p) = 0.

Se uma familia F* = {(U,z): onde U é um aberto de Q e z : U — R" é um
homeomorfismo sobre o aberto x(U)} satisfaz os dois primeiros axiomas ¢é facil verificar que
existe uma tunica familia F tal que F* C F e ainda (2, F) é uma variedade diferenciavel.

Apesar de uma estrutura diferenciavel ser um par (2, F) faremos mencao a familia F
apenas quando houver risco de confusao e deste ponto em diante, salvo mencao contraria,
estaremos considerando €2 como sendo uma variedade diferencidvel de dimensao N.

O estudo de fenomenos locais é um dos cernes da Andlise e por isso gostariamos de
munir abertos arbitrariamente pequenos com uma estrutura diferencidavel. Nesta direcao
convencionaremos que se W C ) é um aberto entao tomaremos a familia Fy dada por
Fw ={(WnU,z|wnv) : (U,z) € Fe WNU # 0} que torna W uma estrutura diferencidvel,

de mesma dimensao de €.

Defini¢ao 1.3.2. Uma aplicagao f : Q@ — C é dita suave se para todo par (U,z) € F
tém-se que a composicao f o z7t é C™ em x(U). Denotaremos por C*(Q) o conjunto

destas aplicacoes.

Exemplos triviais de fungoes suaves sao as projecoes das fungoes coordenadas, isto é,
fixada um carta (U, x) a aplicagao dada por [;ox : U — R € C®°(U) onde i =1,--- , N.
Existem operacoes naturais definidas em C'*(2) que sao, nada mais, aplica¢oes indu-

zidas das operacoes definidas em C, a saber: multiplicagao, soma, conjugacao, etc.
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Se © C RY entao podemos tornar € uma estrutura diferencidvel de dimensao N to-

mando F* = {((2, aplicagao identidade)}. Nestas condigoes vale que
Cx(Q) ={f:RY — C: féC}.

Ou seja, o conceito de aplicacao suave para variedades diferencidveis nada mais é do que

uma extensao do conceito usual.

Definicao 1.3.3. Um campo vetorial complexo sobre 2 é uma aplicacao C-linear L :
C>®(Q) — C>=(Q) satisfazendo a Regra de Leibniz, isto é, L(fg) = L(f)g+ L(g)f. Deno-

taremos por X () o conjunto destas aplicagoes.

A definicao acima encontrar uma maneira de caracterizar uma classe de operadores dife-
renciais independentemente do sistema de coordenadas escolhido. Nesta dire¢ao o proximo
resultado é bastante esclarecedor, ja que ele indica que localmente é possivel representar
os campos vetoriais de uma maneira bastante natural.

Antes da discussao da representagao local, vamos construir um exemplo e estabelecer
uma notacao. Fixada uma carta (U,z) e dada uma aplicacao f € C*°(U) sabemos por
definicao que a aplicagao f: fox=téC™em x(U) C RY e, consequentemente, a i-ésima
derivada parcial 9;f : 2:(U) — C est4 bem definida e ainda é uma aplicacao C>°. Desta
forma a composi¢ao aifo x: U — C é uma aplicagao suave, isto é, pertence a C*(U).

Em suma, fixada uma carta (U, x) a aplicagao 0; dada por 0;(f) = Gﬁ o x define um

campo suave em U que corresponde a nocao usual de derivada parcial se Q C RY.

Teorema 1.3.4. Valem as sequintes afirmacoes a respeito de um campo vetorial complexo
L em Q:

(i) Se f € C®(Q) e f € constante entao Lf = 0;

(ii) supp Lf C supp f;

(i1i) Se (U,z) € uma carta local entdo

para toda f € C*(U).
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Definicao 1.3.5 (Estrutura Algébrica dos Campos). Podemos munir X'(€2) de uma estru-
tura de C'°-médulo procedendo da seguinte forma: dados g € C*(Q2) e L € X(2) defina
gL € X(Q) por (¢L)(f) = g - L(f) para toda f € C*(9).

Observe que, a partir dos resultados anteriores, temos como corolario que X' (U) é um
C*(U)-médulo munido de uma base livre {0y, -+, 0y }.

Dado dois campos L, M € X(£2) definiremos seu comutador como um novo campo dado
por

(L, M](f) = L(M(f)) — M(L(f))
para toda f € C*(9Q).

E simples verificar que as operagoes acima definem novos elementos em X'(€2).

Para finalizarmos a dlgebra relativa aos campos considere L € X'(£2) e defina seu conju-

gado L pela associacdo f — L(f). A verificacdo de que L ainda é um elemento de X' ()

¢é trivial e dada esta nocao convencionaremos que um campo L é real se L = L.

Definicao 1.3.6. Se p € ) denotaremos por B,(2) o conjunto de todos os pares (V, f)
onde V' é uma vizinhanga de p em e f € C®(Q).

Em B,(2) diremos que (V, f) estd relacionado com (W, g) se
(i) VW #

(i) flvew = glvaw-
E trivial checar que esta relacao é de equivaléncia.

Defini¢ao 1.3.7. Um germe de uma funcao f € C'°(2) no ponto p é a classe de equiva-

léncia [f] em B,(€2). O conjuntos dos germes sera denotado por C'*°(p).

Note que a aplicacao avaliacao [f] —  f(p) estd bem definida e ainda é um C-

homomorfismo.

Defini¢ao 1.3.8. Um vetor tangente a 2 em p é uma aplicagao C-linear v : C*°(p) — C
satisfazendo v([fg]) = f(p)v([g]) + g(p)v([f]) para toda f,g € C=(2). O conjunto dos
vetores tangentes, denotado por CT,(), possui uma estrutura natural de espacgo vetorial
sobre C.

Se v € CT,Q) denotaremos seu conjugado [f] — v([f]) por ¥. Convenciona-se que
T, ={v € CT,Q? : T = v}.
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Se L € X(Q) entao o exemplo natural de vetor tangente a Q2 em p é dado por

para toda [f] € C*°(p). Também denotaremos, quando nao houver risco de confusao, L,
por L|p. O préximo teorema nos garante que, na verdade, este exemplo é essencialmente

unico.
Teorema 1.3.9. Dado v € CT,Q existe um campo L € X(Q2) tal que L, = v.

Demonstracao. Seja (U, x) uma carta contendo o ponto p e {0y, - ,0y} uma base para
X(U). Defina L € X(U) por

N

L=uv(x])> 0

i=1
Dada f € C*°(U) e escrevendo f* = f oz~ podemos, usando o Teorema Fundamental do

Célculo, representar f* em uma vizinhanga V' de p por

onde h; € C*(x(V)), a = z(p) e hj(a) = gg (a). Aplicando a identidade acima em L, e

v temos que L, = v em V. Podemos, em seguida, estender L para () usando uma funcao

corte. ]

Nao é possivel garantir a unicidade no resultado anterior, visto que para definir o campo
foi necessario apenas decidir seu comportamento em uma carta de p.

Conclui-se portanto que o espaco CT,U ¢é gerado, no sentido de espaco vetorial, pelos

campos {01 |p, -+, un|p}-

Definicao 1.3.10. O fibrado tangente complexificado de €2 é definido como:

cra = Jcra.

peEN

Analogamente, o fibrado tangente de €) é definido como:

Q= 1,0

peEQ
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Denotaremos, de maneira natural, o dual de CT},(2 por CT;€2 e o dual de T,£2 por T;€2.
O préximo objetivo é definir um conceito de subestrutura para o fibrado tangente
complexificado. Este conceito é de suma importancia e sera utilizado em quase todo o

momento.

Definicao 1.3.11. Considere, para cada p € 2, um subespago vetorial V), C CT,2 satis-

fazendo:
(i) dimV, = n para todo p € ;

(il) Dado py € Q existem abertos Uy contendo py e campos vetoriais Ly, ..., L, € X(Up)
tais que {Li|p, ..., L,|p} geram V, para todo p € U.

Nestas condigoes, diremos que
v=v
peEN
é um subfibrado do fibrado tangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado tangente.
Definiremos n como o posto ou dimensdao de V' e escreveremos dim V' = n. O conjunto V,

sera referido como a fibra de V em p.

A segunda exigéncia é uma condicao de suavidade, isto é, para cada ponto p € ) é
possivel escolher fibras V,, de mesma dimensao — mas esta escolha nao pode ser aleatdria.
Para ilustrar este conceito considere 2 = R? e considere, para cada ponto p, a seguinte

escolha de fibras unidimensionais:

d
(T,y) — 9 % .
5y €aso contrario
Naturalmente, nao existe nenhuma vizinhanca em torno de qualquer ponto do eixo real
satisfazendo a segunda condicao. Observe que o crucial é a auséncia de continuidade nas
escolhas das fibra em torno da reta y = 0.

A préxima etapa é introduzir alguns dos principais objetos de nosso estudo.

Definicao 1.3.12. Dado um subfibrado tangente V' de CTp{2 uma secao local é um ele-
mento L de X(W), com W aberto de €2, tal que L, € V, para todo p € W.

E conveniente imaginar que uma secao de um subfibrado tangente nada mais é do que

uma das equacoes do sistema que se procura resolver.
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Definigao 1.3.13. Uma estrutura formalmente integrdvel sobre {2 é um subfibrado tan-
gente satisfazendo a condigao involutiva, isto é, se L, M € X (W) sao secoes locais entao

[L, M] também serd uma secao local em W.

1.4 Formas Diferenciais

Em Matematica, Formas Diferenciais é uma abordagem do Célculo a Varias Variaveis
que permite um estudo dos fendmenos diferenciais que nao se comprometa com o sistema
de coordenadas escolhido.

A nocao moderna de Formas Diferenciais foi introduzida pelo matemético francés Elie

Cartan e possui inimeras aplicacoes nao s6 na Matematica.

Definigao 1.4.1. Denotaremos por R(£2) o dual do C*(2)-médulo X'(£2) e nos refe-
riremos ao seus elementos como formas diferenciais de grau wm ou simplesmente for-

mas diferenciais. Ou seja, uma forma diferencial em 2 é uma aplicagdo C°°(Q2)-linear

W X(Q) — O®(Q).

Teorema 1.4.2. Seja w € R(Q), L € X(2) e suponha que L, = 0. Nestas condi¢oes
w(L)(p) =0.

Dado w € R(Q2) e p € Q associaremos a estes objetos uma aplicacao w, € CT;Q2 dada

pela férmula

wp(§) = w(L)(p),

onde L € X () é tal que L, = £ Também denotaremos, quando nao houver risco de
confusao, w, por w(p) ou w|p.

Analogamente ao resultado da se¢ao anterior vale a igualdade:
Teorema 1.4.3. CT;Q = {w,, w € R(Q)}.
Definicao 1.4.4. Dada f € C*(Q) definiremos df € R(Q2) pela férmula

df(L) = L(f), L € ().

A aplicacao df é chamada de diferencial de f.

Utilizando a representacgao local para um campo podemos deduzir a representacao local

para diferenciais, isto ¢, em uma certa vizinhanca U do ponto p valem as igualdades:

19



1.4. FORMAS DIFERENCIAIS

df—idf( 0 )d -—ia‘fd ;
= 2 o, xj = 2. oz, xj.
Ou seja: temos que {dz;} é uma base para R(U).

Observe que, na férmula acima, as aplicacoes x; sao as funcoes coordenadas do atlas
(U, z) que contém a vizinhanca de p. Pela defini¢ao de variedade diferencidvel, estas pro-
jecoes também sao aplicagoes C> desta vizinhanca.

Vamos agora estabelecer a teoria das Formas Diferenciais de maior grau e suas opera-
¢oes. Para nossos propoésitos é suficiente considerar uma carta local (U, z).

Comecemos com um conjunto [ ={i; < ... <.} C{l,...,N =dimQ}. Se Ly,..., L,

sao r campos definidos em U entao, pela representacao local, temos:

Y9
i=1

Denote por A a matriz N x r dada pelas fungoes (a;;). Naturalmente, para cada escolha
de campos, temos uma nova matriz A.
Defina a aplicacao
dxy : X(U) — C=(U)
(Li,...,L.) — det Ay,

onde A; é a matriz r x r obtida de A selecionando-se as linhas cujos indices pertencem ao

conjunto I. E claro que det A; ainda é uma aplicacio C*(U).

Definicao 1.4.5. Uma Forma Diferencial w de grau r = degw nada mais é do que uma
combinagao linear, com respeito as funcoes suaves, das aplicagoes dxy com I nas condig¢oes
acima. E comum denotar dz; por dx;, A ... Adx; . Escreveremos A, quando quisermos
denotar o conjunto das r-formas diferenciais de grau r. Convencionaremos que as fungoes

definidas em U sao formas de grau 0.

A dlgebra de C*(U) induz em A, uma estrutura de espago vetorial de dimensao Cly,.
Vamos estudar algumas operacoes algébricas com formas.
O simbolo usado na defini¢ao anterior (A) nao tem significado préprio. Vamos agora

definir uma aplicacdo r-linear A : R(U)" — A, que é dada na base pela regra:

0, se i, = 14, para algum p e q

K(dl’il, e ,d[L’i ) =
" o(iy, ... i) dTrG,, 4, caso contrario
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onde o(iy,...,i,) é o sinal da permutacao 1 — iy,...,r — i, e I(iy,...,4,) é uma r-lista
ordenando (iy,...,%,).

Com esta definicdo, fica evidente que a aplicacdo A, chamada de produto exterior, ¢ um
extensdo do simbolo A e portanto utilizaremos a convencao A(dz;,, ... ,dz;, ) = dz, A... A
dl‘ir.

Facamos uma pequena pausa para uma discussao importante. Quando escrevemos
o simbolo (dz;, A dz;,) A dzy, ou da;, A (day, A dxy,) vocé deve olhar a férmula como
dz;, A dz;, A dx,. Desta forma fica definido o produto exterior de uma 2-forma por uma
1-forma, e assim por diante.

Antes de finalizarmos a nocao de produto exterior, considere a

Definigao 1.4.6. Dados &1, ...,§, € CT;U e defina

GN...NE: (CTLU — C
(01, yvp) — (Wi Ao Aw)(Lyy ..oy Ly)(p).

onde w; € R(U) e L; € X(U) sio tais que w;|p = & e L;|p = v;. E importante verificar

que esta funcao fica bem definida dado o primeiro teorema desta secao.
Passemos a outra operacao importante.

Definicao 1.4.7. Seja w = > aydx; uma forma diferenciavel de grau r em (U,x). A

diferencial exterior dw é a (r 4+ 1)-forma

8&]
dw = Z a_xjdxj ANdx;.
I,j

Por motivos de consisténcia, é necessario observar que se w € C*(U) entao dw vista
como diferencial exterior de uma 0-forma e como a diferencial de uma fungao (vista na

segao anterior) coincidem.

Definigao 1.4.8. Uma aplicacao f: J C R — Q ¢ também dita suave se para todo par
(U,z) € F tém-se que a composicao x o f é C* em f~}(U). Denotaremos por C*(J, )
o conjunto destas aplicacoes. No caso de aplicacoes definidas em RY o conceito aplica-se

coordenada a coordenada.

Sejam (U, z) uma carta local de 2, V um aberto, f € C®°(V,U)e I ={iy < ... <i,} C

{1,...,dimQ}. Naturalmente, z;, o f : V — R é uma aplicacao C'* e portanto d(z;, o f)
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¢ uma 1-forma. Mediante este fato denotaremos por d(x; o f) a r-forma d(z;, o f) A... A
d(l’ir o f)
Definigao 1.4.9. Sejam V aberto, (U, z) um sistema de coordenadas e f € C>*(V,U). Se

w = Y ;ardz; é uma forma diferencidvel defina seu pullback pela f, denotado por f*w,

pela férmula

frw=> (aro f)d(zro f).

I

O objetivo do pullback é, literalmente, “transportar” uma forma diferencial definida em
um carta local de uma variedade para defini-la em um aberto do espaco euclidiano. Este
processo é fundamental para que a integral sobre formas esteja bem definida. Na verdade,
a tentativa natural de definir o pullback pela férmula f*w = 3" (a; o f)dz; ndo é bem
sucedida porque neste caso a forma estaria fortemente ligada a cada escolha de coordenadas
— problema que nao ocorre com a definicao anterior.

Depois desta discussao sobre as principais ferramentas algébricas para formas, nos resta

enunciar um conhecido resultado que relaciona estas operagoes.

Teorema 1.4.10. Sejam V' aberto, (U, x) um sistema de coordenadas, f € C*(V,U) e

w,w formas em U. Nestas condigoes sao vilidas as sequintes formulas:
(i) [w+0) = fwt [
(11) d(w+w) = dw + di;
(i1i) f*(cw) =cf*w, c € R;
(iv) d(cw) = cdw, ¢ € R;
(v) [fwAD) = fwA fw;
(vi) d(w AT) = dw Aw + (—1)%8“w A dw.

Definigao 1.4.11. O fibrado cotangente complezificado de €2 é definido como:

cra = Jcrpa.

peQ

Analogamente, o fibrado cotangente de €2 é definido como:

Q=150

peEQ)
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Como foi feito anteriormente, o préoximo passo é definir um conceito de subestrutura

para o fibrado cotangente complexificado.

Definigao 1.4.12. Considere, para cada p € 2, um subespago vetorial W, C CT7Q

satisfazendo:
(i) dim W, = m para todo p € ;

(ii) Dado py € Q existem abertos Uy contendo pg e formas diferenciais wy, . . ., w,, € R(Up)

tais que {w1|p, ..., wy|p} geram W, para todo p € U.

Nestas condicoes, diremos que
w=w,
peQ
é um subfibrado do fibrado cotangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado cotan-
gente. Definiremos m como o posto ou dimensao de W e escreveremos dimW = m. O

conjunto W, sera referido como a fibra de W em p.

Depois desta discussao, existe uma pergunta natural a ser feita. Dado um subfibrado
tangente, é possivel construir um subfibrado cotangente e, que ainda se relacione, de certa

forma, com a estrutura original? A resposta é sim e é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 1.4.13. Seja V = |J

cada p € ), o conjunto

bea Vo um subfibrado tangente de CT,() e construa, para

VEi={AeCIiQ: A=0em V,}.

Nestas condicoes,
VE =UpeaV,"

¢ um subfibrado cotangente e ainda
dimV 4+ dim W = dim €.

A construcao acima pode ser revertida de maneira natural e, com isto, dado um subfi-
brado cotangente W, é possivel encontrar um subfibrado tangente V tal que V+ = W.

Estamos, finalmente, em condicoes de definir o principal objeto de estudo deste texto.

Definicao 1.4.14. Um subfibrado tangente V' de CTQ) é uma estrutura localmente inte-

gravel se, para todo ponto py € €1, existe uma vizinhanca Uy de py e fungoes Z1, ..., 2, €
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C*®(Uy), onde dimV +m = dim Q) = N, tais que VpL é gerado pelos diferenciais
le|p7 cee 7dZm|p7

para todo p € Uy. O conjunto {Z;} é chamado de conjunto completo de integrais primeiras.
Ou, equivalentemente,

Definigao 1.4.15. Um subfibrado tangente V' é uma estrutura localmente integravel se,
para todo pg € Q e campos Ly, ..., L, que geram V' em uma vizinhanca U, de py, existem

uma vizinhanga Vo C Uy de pg e fungdes suaves 71, ..., Z,, € C*(V}) tais que:

(i) dZy A ... ANdZ,, # 0 em V;
(i) L;Z,=0,j=1,....,nek=1,...,m.

Em outras palavras: verificar se um subfibrado é localmente integravel é o mesmo que
procurar por um conjunto maximal de solugoes nao-triviais e independentes que satisfacam
o sistema de equagoes homogéneas determinadas pelas secoes de V.

Suponha  um aberto de RY, £ um subfibrado tangente localmente integravel de € e
L uma secao local de £. Seja p um ponto de 2 e Uy uma vizinhanca de p em que L esteja
representado em coordenadas locais. Pelo resultado (1.3.4), podemos restringir L a uma
aplicagao continua L : D(Q) — D(Q).

Desta forma, fica claro que L|U; admite um transposto formal, ji que o campo é a
combinagao linear de derivadas parciais. Consequentemente, se u € D'(Q2) entao fica
definida a distribuicao Lu € D'(Uy).

Para finalizar esta capitulo, vamos introduzir um ltimo conceito.

Definicao 1.4.16. Seja V' C CT) uma estrutura formalmente integravel sobre €2. O

conjunto caracteristico de V' é o subconjunto de 7%} definido por
VO=vVEnTHQ.

Também escreveremos

VO =V N T

Dado L € X(£2), o simbolo do campo, denotado por o(L), é o operador

o(L): T*Q — C
§r— &(Ly) se & €Ty
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Seja (U,x) uma carta local de Q, p € U, § € T;Q e L um campo. Utilizando a

representacao local, segue que

N
£= Z & dajp
j=1
N
0
L = CLj—
= 8xj

com §; reais. Utilizando estas férmulas, temos que o simbolo do campo pode ser localmente

representado por

(L)) = ai(p) &
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CAPITULO 2

O Teorema de Baouendi-Treves

O objetivo deste capitulo é demonstrar o teorema que €, provavelmente, o mais impor-
tante da teoria das estruturas localmente integraveis. Intuitivamente, o resultado garante
que em uma vizinhanca definida em uma variedade diferenciavel é possivel aproximar uma

solugao da equacao Lu = 0 por uma sequéncia de polinomios.

2.1 O Teorema de Aproximacao

A Formula de Aproximagao é de natureza local e por isto iremos nos restringir a es-
truturas localmente integraveis definidas em um aberto 2 C RY no qual £+ ¢é gerado
pelos diferenciais dZi, ...,dZ,, de m fungoes suaves Z; € C*(Q2), j = 1,...,m em cada
ponto p € ). Nesta secao iremos apresentar o Teorema de Aproximacao e abordar alguns
aspectos preparatorios para sua demonstracao.

Dada uma distribuicao u € D'(Q2) dizemos que u é uma solu¢do homogénea de L e
escrevemos Lu = 0 se Lu = 0 para cada segao local L de L.

Os exemplos mais simples de solugoes homogéneas de qualquer operador sao as funcoes
constantes e o préprio conjunto de integrais primeiras Z;. Utilizando a Regra de Leibniz
segue que qualquer polinomio nas variaveis 2y, ..., Z,, sao também solugoes do problema

homogéneo.

Teorema 2.1.1 (Bouendi-Treves). Seja £ uma estrutura localmente integrdvel sobre € e
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assuma que dZ, ..., dZ,, gerem L em todos os pontos de ). Entao, para qualgquer ponto

p € Q, existem abertos U e W, tais que p € U C U C W C Q satisfazendo

(i) toda w € D' (W) satisfazendo Lu =0 em W € o limite em D'(U) de uma sequéncia

de solugoes polinomiais nas varidveis Zy, ..., Zy;
(i) se uw € CK(W) entdo a convergéncia ocorre na topologia de C*(U), k=10,1,..., .

Alguns resultados bem conhecidos de aproximagao sao, na verdade, casos particulares

do teorema anterior. Para ilustrar esta situagao considere 2 = C e L o operador de

1/0 0
L=—-(=—+i—]).
2 ((’33: +Z@y)

Nestas condigoes, uma distribuicao que é solucao de Lu = 0 nada mais é do que

Cauchy-Riemann

uma fungao holomorfa e que, pelo resultado anterior, pode ser localmente aproximada por
polinomios na variavel z = x + 1y.

Apresentaremos agora uma consequéncia interessante. Sejam €2 um aberto, u € C°(£2)
uma solu¢ado homogénea de L e Z(x,t) = (Zy(x,t),..., Zn(x,t)). Se dois pontos p,q € U
sao tais que Z(p) = Z(q) e P é um polinémio em m varidveis entao (Po Z)(p) = (PoZ)(q)
e, pelo Teorema de Aproximagao, segue que u(p) = u(q).

As fibras de Z sao, por definicao, as classes de equivaléncia dadas pela relacao
p=q<= Z(p) = Z(q).

Segue, pela discussao anterior, que u é constante nas fibras de Z. Este fato é equivalente
a dizer que existe uma aplicacao 4 € C°(Z(U)) tal que u =G o Z.

Se considerarmos um outro conjunto {Z7, ..., Z:,} de integrais primeiras entao a apli-
cagdo Z° = (Z7) é constante nas fibras de Z em U. Aplicando o teorema para Z°, ao
invés de Z, obtemos uma outra vizinhanca U° C U de p tal que Z é constante nas fibras
de Z° em U°. Nestas condigoes, segue que as fibras de Z e Z° sao idénticas em U°. Esta
invariancia das fibras, com relacao a escolha das integrais primeiras, permite estabelecer o
conceito de germes em p das fibras de L.

Antes da demonstracao, que sera dividida em duas se¢bes, vamos primeiro obter um
sistema local de coordenadas que serd ttil deste ponto em diante. Para isto comecemos

com um lema elementar cuja demonstragao sera omitida.

Lema 2.1.2. Seja V' um subespaco complexo de CV de dimensdo m. Seja Vo =V NRY,
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d = dimg Vy, v = m — d. Seja também V;, C CV um subespaco complexo tal que
Veilp)eVi =V

e tome {(1,...,C} uma base para Vi e {&41,-..,&m} uma base real para Viy. Se escrever-

mos (; = & +in;, para j =1,...,v entao
{Cy o Cor oty -, Em )} € uma base para V;

{&, - &mymy -y} € linearmente independente sobre R;
v+m < N.

E claro que o lema continua verdadeiro se substituirmos os espagos em questao por
espagos isomorfos.

Seja p € Q e Gy,...,G,, funcoes suaves definidas em uma vizinhanca de p tal que
dGy,...,dG,, gerem L. Fazendo a escolha V = Ej no lema anterior e assumindo que
Vo= L’jﬂT;Q temos que se {(1, ..., Cpy Evt1y - - -, Em } € @ base fornecida por aquele resultado

entao existem (cji) satisfazendo

chdek(p):Cj, jzl,...,v,
k=1

m

Y pdGi(p) =&,  j=v+1...,m
k=1

Se definirmos

Zy=> cp{Ci—Cilp)},  j=1,....v,

k=1
m

lezcwz,k{ck—ok(p)}y l=1,...,d

k=1
fica claro que dZ,, ...,dZ,,dWy,...,dW,; também geram £ em uma vizinhanca de p. Se

ainda escrevermos
z;j =ReZ;,y; =Z;,5 = Re W,

entao a segunda conclusao do lema anterior nos garante que
dxy,...,dx,,dyy, ..., dy,,dsy, ..., dsg
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sao linearmente independentes em p.

Estamos em condicoes de estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Seja L uma estrutura localmente integravel definida sobre Q. Seja p € Q2
e d a dimensao real de E; NT,Q. Nestas condigoes existe um sistema de coordenadas

locais que se anula em p
{T1, Ty, Y1y Yy STy oy Say b1y ey b }
e aplicagoes reais, suaves, ¢1,...,¢q definidas em uma vizinhanca da origem satisfazendo
¢r(0) = 0,deg(0) =0, kE=1,....d
tais que os diferenciais da aplicacoes
Zi(x,t) = z; = xj + 1y;, j=1,...,v

Wi(x,y,s,t) = sp +iop(z, s, t), k=1,...,d

geram L em uma vizinhanca da origem. Em particular, temos que v+d =m, v+n' =n
e também que

L, NTrQ = span{ds;|0,...,dsa|0}.

Demonstracao. A prova segue quase que imediatamente da discussao anterior. Para con-
cluirmos é suficiente encontrar aplicacoes reais e suaves tq,...,t, definidas em uma vizi-

nhanca de p, se anulando neste ponto, de tal forma que
dxy,...,dx,, dyy, ..., dy,,dsy, ..., dsg,dty, ... dt,

sao linearmente independentes. Note que como dWj(p) = &, 4k é real entdao d¢p = 0 na

origem. (]

Neste texto nao usaremos toda a precisao das informacoes levantadas pelo teorema

anterior, mas uma versao mais simples que se mostrara adequada.

Lema 2.1.4. Seja £ uma estrutura localmente integrdvel definida em um aberto Q C RY.

Nestas condi¢oes existe um sistema local de coordenadas anulando-se em p

{1'1,...,Im,t1,...,tn}
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e aplicagoes reais, suaves ¢1, . .., ¢, definidas em uma vizinhanca da origem e satisfazendo

¢1(0,0) =0 e d¢x(0,0) =0 para k = 1,...,m tais que os diferenciais das funcoes
Z(x,t) = xp +igp(z,t), k=1,...,m

geram L+ em uma vizinhanca da origem.

Para prosseguir a demonstragao do Teorema de Aproximacao considere R > 0 tal que

a conclusdo do lema anterior ainda seja verdadeira em uma vizinhanca de V' onde
V={q:[z(q)] <R, [t(q)| < R}.

Assuma também que em V

g <4 ner

6xk

onde || || é a norma da matriz (0¢;(x,t)/0x)) vista como um operador linear em R™. Esta
construgao é possivel dada a continuidade das fungoes ¢; aliada ao fato de que ¢;(0,0) = 0.

Multiplicando as fungoes ¢; por funcoes de corte convenientes é possivel, sem perda de
generalidade, assumir que que estas aplicacoes estao definidas em todo RY e ainda que a
estimativa anterior seja valida para todo (x,t) € RY.

A partir desta modificacao das aplicagoes ¢; temos que as funcoes Z; estao definidas
em todo RY. Considerando as diferenciais destas aplicacdes temos um novo subfibrado
cotangente definido em todo R” e, finalmente, um novo subfibrado tangente global. Natu-
ralmente, esta nova estrutura e a antiga nao tem razao para serem as mesmas, entretanto,
em V| elas coincidem e com certeza se provarmos resultados sobre essa nova estrutura em
V' eles serao verdadeiros para a estrutura original.

Se denotarmos por Z, a matriz (0Z;/0x;) entao Z,(0,0) é exatamente a matriz iden-
tidade m x m. Da continuidade do determinante conclui-se que Z, é invertivel em uma
vizinhanca da origem. Neste caso, se tomarmos por j; as entradas da matriz inversa entao

podemos introduzir os campos

- 0
M, = Zﬂkl(flf,t)a—xl, k= 1,...,m
=1
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que sao caracterizados pela relacao

MkZl:5k17 k,lzl,...,m

onde ¢ é o delta de Kronecker.

Consequentemente, 0s campos

0 " Oy,
Li=——1 —(z, )My, j=1,...,n
T Zatj( JMi
k=1
sao linearmente independentes e satisfazem a relagao L;Z;, = O para j = 1,...,ne k =
1,...,m. Desta forma, os campos Li,..., L, geram L em todo ponto enquanto os N

vetores
Li,....L,, My,...,M,

comutam dois a dois e geram CTpR"Y. Como
dLy,...,dL,,dM,...,dM,,

geram o subfibrado cotangente e portante a diferencial dw de uma fungao w(z,t) € C!

pode ser expressa nesta base. Mais precisamente

j=1 k=1

Se desejar uma discussao mais cuidadosa da comutatividade dos campos e da represen-
tagado da aplicagao dw na base acima consulte [Hou08, Cap. 1].

Para finalizar esta secao discutiremos algumas notagoes que serao utilizadas durante a
demonstracao do teorema. Para & = (£,...,&,) € C™ defina [£]? por &% + ... + &7 E
claro que se A = (a;) e B = (b;) € R™ entao

[A+iB)> = [(a1+ibi,...,apn +iby)]
= ai + 2iayby — b} + ... + a2, + 2ia,b,, — b2,
= @l +...+a +2i(ab + ...+ amby) — (b3 +... +b2)
= |A*+2i (A, B) — |B*.
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0 que nos permite concluir que, para 7 > 0

| TIAHBE| _ | o~rIAR2ri(AB)4TIBE | _ (AR BP)

Denote por h uma funcao-teste satisfazendo

0, || > R
h(z) = 1, em uma vizinhanca de [z| < &
0 < h(x) <1, caso contrario

Desta forma se u estd definida em V entdo o produto uh estd definido em todo R™,
tem a mesma regularidade de u e possui suporte compacto.
Depois desta preparacao das ferramentas prossigamos para a demonstracao do caso

classico.

2.2 Demonstragao para u € C*(W)

Seja W uma vizinhanca fixada de V de € e v uma solucio suave de Lu = 0 em W.

Nestas condicoes defina, para 0 < 7 < 0o, a fungao

m/2 ,
Eru(z,t) = (Z> / e TE@O=ZE 0Py (! 0)h(z') det Zy(a',0) da.
7T m
Inicialmente observe que, como Z1,..., Z,, sao solugoes do sistema homogéneo deter-
minado pelas segoes de £ entao [(Z1, ..., Z,)]* também é uma solugao e finalmente, pela

s _ _ / 2
regra da cadeia, ocorre o mesmo com e~ 7Z@H =2 1)

. Utilizando a regra de derivacao sob
o sinal da integral segue que E,u também o é.

A estratégia da demonstracao esta em verificar que em uma vizinhanca adequada temos
que F.u — u na topologia adequada e, portanto, é possivel aproximar a solugao u por
polinémios nas componentes de Z(z,t). Note que isto é possivel devido a natureza analitica
da exponencial.

Para estudarmos a convergéncia F,u — u temos que, inicialmente, considerar uma

pequena modificacao deste operador, a saber

m/2 ,
Gru(z,t) = <Z> / e TEED=Z@ 0Py (o t)h(2) det Zy(2',t) da'.

™

O que faremos agora € estabelecer a convergéncia G,u — wu. FEsta demonstragao
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independe do fato de que u é uma solucao do problema. Esta hipétese, entretanto, sera
crucial para verificarmos que a funcao diferenca R,u = G,u — E,.u converge para zero e
consequentemente é necessaria para concluirmos que F,.u — u.

Esta modificagao foi introduzida ja que a etapa surpreendente da demonstracao ocorre
na verificagao de E,u — u. Ora, o operador G,u admite essa convergéncia de maneira
natural, ja que ele é préximo a uma aproximacao da identidade e espera-se que G,u — u
ocorra em muitos espagos funcionais.

Antes de prosseguirmos vamos enunciar um lema técnico cuja demonstracao pode ser
obtida em [Hou08, pag. 57].

Lema 2.2.1. Seja B uma matriz m x m de coeficientes reais e norma ||B|| < 1 se A =

I +1iB onde I € a matriz identidade entao

det A e A qp = 72,
Rm
O lema anterior deve ser visto como uma extensao multidimensional da identidade
fR el dg = 7t/ 2 j4 que esta pode ser obtida a partir do lema através dos parametros
B=0em=1.
Para simplificar a notacao escreva v(x,t) = u(z,t)h(x) det Z,(x,t). Para cada par (x,t)

a matriz Z,(x,t) = I + i¢,(x,t) satisfaz as hipéteses do lema e, como consequéncia, segue

h(x)u(x,t) = 7T_m/2/ e 2@y (1 ) da

m

Aplicando a mudanca de varidveis 2/ — x 4+ 7-'/22/ na integral G, u temos

GTU(.CE,Zf) _ 7T_m/2/ 6—[Z(r,t)—Z(x+T*1/2x/,t)]2U(x + 7_—1/233/’ t) dz'.
Mediante as duas tltimas identidades podemos representar a diferenca G,u— hu através

da decomposicao
Gru(z,t) — h(x)u(z,t) = I, + J;,

onde

I(z,t) = 7T_m/2/ e 2@ (4 (5 4 7712 1) — v(z, 1)) Ao’

m
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J-(x,t) = W_m/Q/ <€_T[Z(I’t)_Z(”*Tﬂ/%”m2 — 6_[Zm(x’t)x/]2> v(z + 7722 ) da.

Para concluirmos nosso primeiro objetivo temos que majorar cada parcela da decom-

posicao. Para estimar I, note primeiramente que

—[Za(,t)2]? | —[(+iga(x,t))a']?

e e
_ 6—[x’+i¢x (x,t)z')?
L ol PHou e

< 6—3|x’|2/4‘
Como v se anula para z suficientemente afastado da origem segue que |grad, v(z,t)| é

limitado em R™ x {|t| < R}. Neste caso o Teorema do Valor Médio nos garante que

| (x,t)] < 071/2/ e3P da! < Ol
0 que, por sua vez, implica que |I.(z,t)] — 0 a medida que 7 — oo uniformemente em
R™ x {|t| < R}.

Para estimar .J. primeiramente note que se aplicarmos o Teorema do Valor Médio em
—Z(x,t) — Z(z + 7122’ 1) e utilizarmos a majoracio que jé verificamos para e~ [Z(#0)71*

segue que
| TIZ @O Zlatr RO _ o lZal@ | < g3

o que finalmente implica

| J-(z,1)] < O/ |BT[Z(x,t)—Z(:c—&-T*1/2;15’,15)]2 _ e—[Zx(x,t)ac’Pl da’ + Ce K12,
|2/ | <K

Desta forma para verificar que |J.(z,t)| — 0 uniformemente precisamos apenas esti-

mar a integral para |z'| < K com K suficientemente grande. Quando |2'| < K e [t| < R,

o quociente de Leibniz ¢, = (Z(x,t) — Z(x + 722’ t))/7~'/? converge uniformente em

quando 7 — oo para (y = —Z,(x,t)x’, o que implica que Re[(;]* > 0. Como e~ é uma

funcdo Lipschitiziana para Re¢ > 0 e ja que |[¢1]? — [G]?] < CT71/2 segue

(1) < CK™r Y2 + C exp(—K2/2),
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o que implica que J,(x,t) — 0 uniformemente para x € R™ e || < R a medida que
T — oo . Consequentemente, G u(x,t) — h(x)u(z,t) uniformemente e para |z| < R/2
ainda temos que h(z)u(x,t) = u(x,t).

Nosso proximo objetivo é estimar o resto R, = G, — E, em termos do Teorema de
Stokes. Observe que o fato de que u é solucao do subfibrado tangente nao foi utilizado
até agora. Esta hipdtese, entretanto, é crucial deste ponto em diante. Para (z,t) € RY

considere a m-forma em R dada por

w(x’,t') _ (T/W)m/2€77[Z(x,t)7Z(x’,t’)}2u(x/7t/>h(x/) dZ(l’/,t’)
= o, t")dZ(', ),

onde dZ = dZ; A ... NdZ,,. Desta forma podemos escrever, utilizando o Teorema de

Stokes, as seguintes equagoes

Gru(z,t) :/ w e E u(z,t) :/ w.
R"”X{t} R"LX{O}

Observando que o pullback de dZ para t = ¢ é dado por det Z,(2,¢)dxy A ... Adxy, e

notando que w se anula para |z'| > R temos

Gru(z,t) — Eyu(z,t) = / dw,
R™ x[0,t]
onde [0, ¢] denota o segmento em R™ conectando a origem ao ponto t.
Para calcular dw vamos utilizar a representacao através da base {dt;,dZ;}. Como
dw = dv A dZ segue que os termos da expansao que nao se anulam sao aqueles que nao

contém dZ; para j = 1,...,m. Em outras palavras
dw =) Ljvd; AdZ.
j=1

Assim como u, v satisfaz o sistema homogéneo dado pelas se¢oes de L e desta forma

obtemos a representacao para o resto

m/2 " 7 41\12
Rou(z,t) = (I) 3 / Ny e~TZ@O=Z@ Oy (! ) Lih(2') dt; A dZ(2,E).
i—=1 mx10,t

7

Assuma, por hora, que |z| < R/4 e [t| < T, onde T sera escolhido em breve. Para
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concluir que o resto converge uniformemente a zero, em uma vizinhanca adequada, vamos

iniciar estimando o fator

|€—T[Z(w,t)—Z(w’7t’)]2| — |e—T[(wl—z’1+i(¢1(w,t)—¢1(z’,t’)) 77777 (zm—win+i(¢m(w,t)—¢m(w’,t’))P|
= e T onde A = (z; — ) e B = (¢s(x,t) — ¢s(a, 1))
oT(—IAP+|BJ2)

— 67(|¢(x7t)7¢(5’3/7t/)‘2*|337:E,|2)
)

onde ¢(z,t) = (¢i(x,t)), v = (1) e 2’ = (x}). Como ¢’ € [0,¢] e |t| < T entao existe um
a € [0,1] tal que t' = at. Neste caso temos [t —t'| = |t — at] = |t||]1 —a| < t| < T.
Observando que as aplicagoes * — ¢(z,t) e t — ¢(x,t) satisfazem as hipiteses da

Desigualdade do Valor Médio segue que

6(z,t) — d(a', 1) < o(x,t) — o2’ )] + [d(a', 1) — &(, )]

< %|x—x/|+0|t—t/|
< %|x—x'|+CT
Conclui-se entao
6(2,1) — 6 ) — o~ 2'? < Fla— /P +|x —2|CT + C°T |z — o'

3
= —Z]x — 2P+ |z —2/|CT + C*T*?

3 3 1
= —Zl|x — 7>+ Elx — 2'|CT — Q‘I —2/|CT + C*T?

1
= —Z(3|x — 2| +2CT)(|x — 2’| — 2CT)

Na identidade que representa o resto estamos apenas interessados em 1z’ satisfazendo

|lz—2'| > R/4, ja que os campo L;h se anulam para |2'| < R/2. Desta forma se escolhermos
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T de modo que T' < R/(8C) entao

|x—x'|—20T§|x—$'|—20@:|x—x

R | _ R
4

O que implica que, para |x — 2’| > R/4,
¢(x, ) — oo, 1)]* — o — 2/ < 0.
Fica demonstrando entao que quando 7 — oo téem-se que
|R-u(x,t)] — 0

uniformemente em {|z| < R/4} x {|t| < T}.

Desta forma verificamos que existe uma vizinhanga U da origem tal que se u € C* e
ainda Lu = 0 em W entao F,u — u em U. Com isto, concluimos a primeira parte do
teorema para distribuicoes bastante regulares. Quanto a segunda parte faremos uma pausa

para estabelecer identidades para os comutadores [My, G,] e [L;, G,].
Lema 2.2.2. Parau € CY(W) ek =1,...,m as sequintes identidades sequem

m/2 ;12
My, G lu(z,t) = (I> / e T2@O=2@Oy (o B My k(') det Z, (2, ) da.

7

Demonstragao. Se denotarmos por My(z',t, D,/) o campo M, agindo e diferenciando com
respeito as varidveis z/ e, analogamente, escrevermos Mjy(x,t, D,) para representar o

campo M, atuando nas variaveis originais segue que

O, = My(a',t, D) Z; (2", t)
= —Mk(ﬂf/,t,Dx)(_Zj('r,’t))
= My t, D) (Z(x, 1) — Z;(2' 1))

O que nos permite concluir que
My (2’ t, Dp)(Z(x,t) — Z; (2", ) = —My(x, t, Dy)(Zi(x,t) — Z; (2, 1)).

Sejam F : C™ — C e G : U C RY — C™ uma aplicacao de classe C'. Utizando o

sistema de coordenadas {x1,..., T, 71, ..., Tm} para R*™ temos, pela Regra da Cadeia,
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que

OF o G oF 0G;
ox; Z Ox; Ox;

Verifiquemos que se f(z,2',t) = F(Z(x,t) — Z(2',t)) entao
My(x,t,D,) f(x, 2’ t) = =My (2’ t, Dy f (x, 2", t). (2.2)

De fato, se M;, = zlril Mkz(% entao

My(x,t, D) f(x, 2/ 1) = Zukl%F(Z(x,t)—Z(x’,t))
i " OF 0(Zi(w,t) — Zy(a',t
_ Zw(Z% iet)~ 2 >>>
"OF [~ O Zi(x,t) — Zi(2 ¢
-y (DW 1) 4 >>>

v \I=1

- Zaszk o1, D) (Zi(a. 1) = Zi(a' 1)

= —My(2',t,Dp) f(z, 2", 1).
Aplicando (2.2) no caso F(¢) = e~ e derivando sob o sinal da integracio obtemos

m/2 7 4\12
My Gru(z,t) = — (1) My (2!, t, D) (e TZ@O=Z@OP )y (! $\(2) dZ(d',1). (2.3)
Rm

™

Para prosseguirmos, suponha que u, w sao continuamente diferenciaveis com pelo menos

uma delas de suporte compacto. Considere a seguinte m-forma exata definida por

wp = d(uvle/\.../\gZ\k/\.../\dZm)
= dw)AdZy A .. NAZGA ... Ad D,

onde o chapéu indica que o termo em destaque foi omitido. Como o pullback de wy com

respeito ao conjunto {t} x R™ é exato, segue que
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{t} xR™

Para representarmos d(uwv) na base {dt;,dZ;} é preciso notar que os termos contendo

os diferenciais de t; desaparecem, ja que ¢ permanece fixado. Neste caso, nés obtemos

W] {1} xRm = (=D (v My + uMyv) dZ |y xrm

Como | (tyxrm Wk = 0 fica estabelecida a férmula de “integracao por partes”

/ (Mpv)wdZ = —/ vMuwdZ

que, quando aplicada em (2.3) para as aplicacoes v = e~ TIZ@N=2E D o 4y = g2/ t)h(z)

obtém-se que

T\ m/2 ) 2

N —7Z(x,t)—Z(2',t)] / / / / /

kYT ) - ) ) s V)

My Gou(z, ) ( ) / e (Myu(a', Oh(2) + u(z', ) Mph(z')) dZ (2, 1)
T m

que conclui a demonstracao do lema. ]

Conforme descrito anteriormente, a préxima etapa ¢ estabelecer uma identidade para
o comutador [L;, G].

Paraj=1,....,nel=1,...,m fixados, considere

=0
Aji = —ZZ %Mm-
k=1 7

Munidos desta aplicacao, a representacao dos campos L; pode ser simplificada para

9 0
L = 2 i %%y
DT oy et
0 ;0 [ )
= o, 2; ‘ (ZZIMMC%J
o I 9
- 2oy 2
5 T2 gy
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Um célculo trivial verifica que o campos L; admitem transposto formais LE- dados por

0 I( 0 o
—Lt=— N —— + —90 )
TS +;( " By 8xl>

Para prosseguirmos, vamos verificar que os campos (det Z,)L; sao nao-divergentes, isto
é, div((det Z,)L;) = 0. Equivalentemente, demonstraremos que det Z, é uma solucao dos

operadores L.

Lema 2.2.3. Para j = 1,...,n seque que

0 = —L; det Z,

ddet Z, & ddet Z, O\
= = A\ J
* Z ( gt (‘9901 * 8xl

det Zx>

=1

0 )
8tj ¢ +;8[Ek( ik ¢ )

Demonstragao. Seja v um funcao-teste e considere a forma associada

w = dwdZAdty AL AL ... Adt,)
= dwAdZAdt AL AdLG ... AdL,
= (=)™ LpdZ Adt
= (=)™ 1L u(det Z,)dz A dt.

E claro que w; é uma forma exata de suporte compacto e, consequentemente, admite

integral nula em RY, isto é,
/ Ljv(det Z,) dzdt = 0.
RN
Como v é arbitraria e ainda

/ Ljv(det Z,)dzdt :/ v Li(det Z,) dz dt
RN

RN

segue o resultado. O
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Seja (¢,t) € C™ x R™ e suponha que g : C"™ x R" — C é uma aplicagao suave que seja

holomorfa com respeito a (. Se denotarmos

g(CL’,t) = a(Z(xvt)vt)

entdao para as coordenadas {Ci,...,Cm,Cly ooy Gty .., tn} em C™ x R™ obtemos, com

j=1,...,n, aidentidade

Ljg(z,t) = 8_@+2Aj’“3_xl

Iremos tirar vantagem deste fato na demonstracao deste ultimo lema desta secao, que

versa sobre a identidade para os comutadores [L;, G,].

Lema 2.2.4. Parau € C' e j=1,...,m a sequinte identidade seque
J

m/2 2
L, G lu(z,t) = T e TIZ@O=Z@ Oy (o YL h(2') det Z, (2, t) da’.
j N j

T
Demonstra¢ao. Considere
Gru(z,t) = (/7)™ (Gru)(Z(x, 1), 1),
onde
Gu(C,t) = / A () det Zu (o' ) d.

Desta forma
6G U
L,Gu(w,t) = (W) S (Z (), 1),
J

Para que a notacdo nao comprometa a legibilidade do texto, denotemos e~ 7¢=7 (') por
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e-(¢,2',t). Desta forma, note que

Z Ly
d(e;uhdet Z,) _ J(e,uh) det Z, +6Tuh8det
ot ot ot
- 0 ddet Z,
— det Z,L;(e;uh) — det Z, ; Ajkg—xk(efuh) + e;uh T
Derivando sob o sinal da integral e utilizando a integracao por partes
ik J(e,uh) " O(\jp det Z,)
/— det Z, Y Ak do 4= /eTuhZ —
k=1 k=1
concluimos que
aG ddet Z, ~o= O\ det Z
T = det Z,L;(e;uh)d ~uh z ) da.
o, /me ](eu)m+/meu< A +; . > T

Como, pelo lema anterior, div((det Z,)L;) = 0, segue que

oG,
ot;

:/ det Z, L;(e;uh) dz.

Ja que Lj(e;) = 0 entao vale

det Z, Li(e;uh) = detZ, Lj(e,(uh))
= det Z,e,L;j(uh)
= det Z, e.hLju+ det Z, e;uL;h,

e portanto, para concluir a demonstracao,
%éfu(g, t) = G.Lju(C,t) + / e-(C, ', t)(u(L;h) det Z,) (2!, t) .
J
[

Para concluirmos a demonstracao da segunda conclusao do Teorema de Aproximagao,
no caso suave, suponha que u € C*°(W) satisfaca Lu = 0. O objetivo é estabelecer que
E.u — uwem C*(U).

Ora, ja verificamos que G,u — hu uniformemente em {|t| < T} x R™. Dada a

42



2.3. DEMONSTRAGAO PARA u € D'(W)

comutatividade entre os campos L; e M), obtemos que M,u também ¢é uma solugao suave

do sistema — o que implica, particularmente, que
G Mpu — hMu

uniformemente em {|t| < T} x R™.
Observe que a expressao de [My, G.]u é semelhante a de G, sendo que, a tinica diferenga

consiste no fato de que h é substituida por Mh e consequentemente
(M}, G lu — (Myh)u.
Restringindo nossa atencao ao conjunto U onde h =1 e Mih = 0 concluimos que
MyGru = G- Myu + [My, G| — Miu

uniformemente em U a medida que 7 — o0.

Utilizando uma variacao do argumento acima, ¢ possivel obter uma conclusao similar
para L;G u, isto é, L;G;u — L;u uniformemente em U a medida que 7 — oo.

Ora, como qualquer derivada de primeira ordem D pode ser obtida como combinagao

linear dos M}, s e L;’s vemos que,
DG,u — Du

uniformemente em U. Isto nos garante que G,u — u em C*. Iterando este argumento,
concluimos que a convergéncia G,u — u se dd em C*. Com isto, concluimos a demons-

tracao do Teorema de Aproximacao para distribuicoes extremamente regulares.

2.3 Demonstragao para u € D'(W)

Antes de prosseguirmos o estudo da demonstracao, fagamos uma pequena digressao
sobre os Espacos de Sobolev, que serao empregados na solucao de alguns dos problemas
anteriores.

Existem muitos critérios para se discutir regularidade de uma distribuigao: alguns mais
fracos, como o conceito de continuidade; outros mais sofisticados, como as funcgoes de
classe C*, C'* e analiticas. No século XX constatou-se que o melhor espaco funcional para

julgar regularidade das distribuicoes eram os espacos de Sobolev, que sao aprimoramentos
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modernos das classes de diferenciabilidade.

Definicao 2.3.1. Dados 1 < p < o0 e s € R denotemos por LP*(R™) o conjunto

{f € SR™) || flp.s < 00},

onde

11l = 77 (141677 (FN(O)

E possivel verificar que a aplicagao f — ||f||,.s torna LP*(RY) um espaco vetorial
normado.
O caso especial s = 2 é eventualmente denotado por H*(R™). Se ainda s € Z, e

1 < p < o0 obtém-se que
LP*(R™) = {f € L'(R™) : D*f € L*(RY),|a| < k},

que pode ser equivalentemente normado com

[1£llp.s = > 11D/l

laf<k

Assim como ocorre com os espacos de Lebesgue, é interessante formular uma definicao

local para os Espacos de Sobolev. Este é o assunto da

Definigao 2.3.2. Dados 1 < p < o0, s € R e  um aberto de R™ denotemos por L7*(£2)

loc

o conjunto

{f €D(Q): of € IP(RY), Vo € DQ)}.

p73

°(€2) é considerado equipado com a topologia dada pelas semi-normas

O espaco L
= [0 fllp.s-

Neste caso estamos em condic¢oes de enunciar o

Teorema 2.3.3. Valem as sequintes afirmacoes:
(i) See >0 ek €Z* entdo H>**e c CF ;
(i) & C UH?;

(iii) O = N,H*;
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. ~ ’ . . ~ /
(iv) Se s, s sao nimeros reais tais que s' < s entao H® C H* .

Depois desta pequena pausa, estamos em condigoes de prosseguir o nosso estudo sobre
o Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves.

A préxima etapa da demonstracao consiste em verificar sua conclusao no caso mais
geral, isto é, considerar u € D'(W) tal que Lu = 0. Para isto, podemos nos inspirar na
técnica empregada na segao anterior e verificar que ela pode ser aplicada neste caso, ou

seja, devemos demonstrar que
(i) E.u estd bem definido para v € D'(W);
(i) G,u estd bem definido para u € D'(W);
(iii) G,u — wem D'(U) a medida que 7 — oo para u € D'(W);
(iv) Ryu=Gru— E;u — 0 em D'(U) a medida que 7 — oo para u € D'(W).
Para lidarmos com os dois primeiros problemas, uma ferramenta essencial é o

Teorema 2.3.4. Se W ¢ um aberto de RN e u € D'(W) € tal que Lu = 0 entdo
WFu c L°.

Este resultado segue imediatamente de [Hor83, teo. 8.3.1] e, consequentemente, WF v

nao intercepta o conjunto
N = {((z,t),(0,7)) € RN x RN : |z, |[t| < R/, 7 # 0}
para algum R’ > R. Desta forma, WF hu estd contido no mesmo conjunto e, em particular,
ue O™ ({[t| < R}, D'({|x] < R})).

Ora, como {|z| < R} x {|t| < R} é relativamente compacto entdo, para algum s € R,
segue que
ue O ({lt| < R}, Ly (Bg)) ,

loc

onde Bp é bola, em R™, de raio R e centro na origem.
Finalmente, interpretando os operadores por dualidade, como ja foi discutido anterior-

mente, segue que os dois primeiros obstaculos ja foram ultrapassados.
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Vamos alterar a ordem natural e verificar o ultimo item. Neste caso é conveniente

expressar R, u através de uma interpretacao da férmula para u suave. Verificaremos que

RTU(I,t) — / ZTj(;C,t,t”T) dt;,

onde

m/2 )
ri(z,t,t', ) = (Z) / e T2 IOy (! Y Lih(2') det Zy (2!, ) da!
m -
e [0,¢] indica o segmento que conecta ¢ a origem.

Para a verificacao desta afirmacao escreva, para ( e 7 fixados,

g(t') = Gru(C, 1) = / e TIZEO (2! ¢ Vh(2') det Zy (2, ') A

m

Desta forma,

(#') dt!

G

o) =90 = [ >0

0] =1 at;

Para calcular as derivadas de g, escreva e, (¢, 2/, t) = e =% (@01 diferencie sob o sinal

de integragao e lembre-se que

J(e;uhdet Z,) J(e;uh) Jddet Z,
= A et
82?; &% det Z, + e;uh 81&9
& J(e,uh) Jddet Z,
= det ZxLJ (GTUh) — det Zm kgl )\Jkﬁ—xk + eTUh@—t;.‘

Utilizando a integragao por partes

i 0 L O\ det Z,
/— det Z, Z )\jka_xk<€7-uh) dr = /eTuh Z jk@T dx
k=1

k=1
e relembrando que div((det Z,)L;) = 0 e L;(e;u) = 0 segue finalmente que

99

at; (t/) = /7:/](<7 t/’ 7—)
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onde
-

m/2 ,
(¢t ) = (—) / e T2t )Pu(x',t’)Ljh(x’) det Z, (2, t") da’.

™

A vantagem desta formulacao é que ela continua valida para distribuicoes. Desta forma

vamos verificar a

Proposicao 2.3.5. Seja u € D'(W) solugdo de L. Entdao
R u(x,t) — 0 em C*(U).

Demonstragao. Ja verificamos que a exponencial na expressao de 7; pode ser majorada por
e~ " para alguma constante positiva ¢ > 0 para |z| < R/4, |2'| > R/2, |[t| < T e t' € [0,T].

Seja A, o Laplaciano em R™. Para k € Z, escreva
Lih(z Yu(z', t') det Z, (2, 1) = x (') (1 — Ap)" (1 — Ap) F[Lijh(2 yu(z,t) det Z, (2, 1)),

onde x é uma funcao corte suportada em |z'| < R/4 tal que x(z’)L;h(2") = L;h(2').

Se denotarmos v;(2/,t') = (1 — Ay) *[Lih(2")u(a’,t') det Z,(2,t')] entdo segue que
v; € C°(V) para alguma escolha apropriada de k. De fato, o operador (1 —A,/)™* definido
em S(R™) e dado por

(1= Ap)*f(x) = / TE(1 4 16P)FF(e) de

(2m)™
mapeia L?*(R™) continuamente em L**t2*(R™). Utilizando o Teorema de Imersio de
Sobolev segue que para s + 2k > m/2 vale que L»*T2k(R™) C L>°(R™) N C*(R™).

Desta forma r;(x,t,t',7) é continuo com respeito a ¢ e converge a 0 uniformemente
para |z| < R/2, |['| < |t| < T, a medida que 7 — co. Como as derivadas de (1 — A,/)~*
produzem poténcias de 7 que sdo igualmente dominadas por e~ entao R,u(z,t) — 0

uniformemente e finalmente derivando sob o sinal da integracao segue o resultado. ]

Quanto a (3) a estratégia ¢ a seguinte: para provar esta convergéncia no espago de
distribuicoes é suficiente verificar que a convergéncia se dé para as distribui¢oes que, para

algum inteiro k&,

loc

ue P ({w <R}, L“(BR)) .

Para demonstrar a convergéncia para as demais distribuigoes, é suficiente tomar um inteiro

k cuja topologia seja mais restritiva que a topologia que queremos verificar.
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Iniciando com &£ = 0 e assumindo

we C ({l < RY,IE(Bw)),

loc

com R’ > R, gostarfamos de provar que
/ |Gru(x,t) — u(x,t)|*dz — 0 uniformemente em [¢| < T,
lz|<R/4

o0 que, para esta classe de distribuigoes, implica em (3)
Redefinindo u por zero no complementar de B x R", assuma que u(-,t) € L?*(R™) para

cada t fixado, com |t| < T. Relembrando que a exponencial que define G,u admite a cota
|efT[Z(ac,t)fZ(:r’,t’)]2‘ S 673T|$7{L'/|2/4
e escrevendo
FT(ZL') _ 7_777,/26—3’r\a7|2/4

nos concluimos que, para t fixado satisfazendo |t| < R, obtemos
|Gru(z, t)] < C(Fr  [u])(2,1)

onde a convolugao é realizada na variavel x.

Como ||F;||z: = C segue, da Desigualdade de Young para Convolugoes, que

sup [|Gru(-, t)|[r2@my < C sup [|u(-, )| r2@m)- (2.4)
[t|<T [t|<T

Para que possamos tirar vantagem da desigualdade anterior, demonstraremos o

Lema 2.3.6. Seja (X, || -||x) um espaco vetorial normado e Y C X wum subespaco denso.

Suponha uma familia de aplicagoes lineares {fy: X — X; A € Ry} tal que
(i) ||fa()|lx < C||v||x, para todo v em X;
(i) limy_ o fr(v) — v, uniformemente em v, para todo v emY .
Nestas condigoes, limy__.o, fn(v) — v, uniformemente em v, para todo v em X.

Demonstracao. Seja v € X, v, — x uma sequéencia em Y e € > 0. Nestas condigoes,

existem
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2.3. DEMONSTRAGAO PARA u € D'(W)

(i) no tal que, se n > ng entao |[v —v,||x < min{z=, £}
(ii) Ao tal que, se A > Ag entdo || fa(vy) — vallx < 5.

Paran > ng e A > \g segue que

1£3(0) =vllx = [[fa(0) = v+ fa(van) = fa(vn)llx

< I = on)llx + [[fa(0n) = vllx
< Cllv = vnllx +[1fa(vn) = vallx + [ = v+ vnllx
« ELE.°
-3 3 3
< &
o que conclui a demonstragao. ]

Na segao anterior, estabelecemos que se u € D(V) entdo G,u — wu uniformemente
em U = Bpy x {|t| < T}, o que implica convergéncia no espago C° ({|t| < T'}, L*(Bg/a)).
Desta forma, o operador G,|U converge para operador u|U em um conjunto denso de
C°({lt| < T}, L*(Br)).-

Como a familia de operadores {G,u|U} satisfaz (2.4) conclui-se, pelo lema
Gru|lU — u|U em todo o espaco C° ({|t| < T}, L*(Bgya)) -
Prossigamos para o préximo inteiro k. Assuma que
ue C”({|t| < T}, L*' (Br))

para R’ > R. Utilizando um funcao corte propriamente escolhida, assuma que u €
C° ({It| £ R}, L**(R™)) e que u permanece inalterada para |z| < R. Desta forma, para
|t| < T fixado, nds observamos que, tanto u como suas derivadas com respeito a zj e t;
estao em L?(R™) para 1 <k <m, 1<j<n.

Como ¢ admite suporte compacto, os coeficientes de L; e M}, sao limitados, com deri-

vadas limitadas. Em particular L;u e Mu estao em L?(R™), uniformemente para [t| < 7.
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Para obter o resultado desejado para k = 1 é necessario, para que possamos proceder

conforme o caso k = 0, provar a estimativa analoga a (2.4), isto é,

sup ||Gru(:, )| L2 @m) < C|sup |w(-, t)]| 21 @m)- (2.5)
t<T

[t|<T I<

Ja sabemos que qualquer derivada de primeira ordem, com respeito a x, é uma combi-
nacao linear (com coeficientes limitados) dos M}’s. Desta forma, é suficiente verificar que:
para [t| < T, 1<k<m,1<j<n

sup [|MrGru(-, t)||L2@my < C sup [[u(-, t)]| L2 @m).- (2.6)
[t|<T [t|<T

Para demonstrarmos esta desigualdade, observe que, como MG, = [My, G,| + G, M

nos resta estimar (|G, Myul|p2 e ||[My, G]ul|r2. Utilizando (2.4), obtemos que,
|G Myul| 2 < C||Myul|r2 < C'||ul|z2.1.

Como ja sabemos que as aplicagoes G, e [My, G| sdo muito similares, entao, vale uma

estimativa andloga a (2.4) utilizando [Mj, G]. Desta forma
|[My, Grlul| 2 < Clluf|z21,

o que verifica (2.5) e consequentemente demonstra e desigualdade (2.6).
Esta construcao ainda nos fornece um algoritimo para os casos k = 2,3,... e, conse-

quentemente, validamos a familia de desigualdades

sup ||Gru(-, t)|| L2k @my < Cr sup [|u(-, )]|p2x@my, k=1,2,3,... (2.7)
[t|I<T lt|I<T
Nos resta verificar o caso em que k' é um inteiro negativo, isto é, k' = —k para algum

k € N. Inicialmente, vamos introduzir uma pequena modificacao do operador GG,: considere
G! = hG.,. E claro que G! = G, em U, ja que h|U = 1. Consequentemente, qualquer
conclusao valida para |z| < R/4 com respeito ao operador G também serd verdadeira para
G,.

A vantagem de considerarmos este novo operador € que ele se torna simétrico na variavel
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2.3. DEMONSTRAGAO PARA u € D'(W)

x com respeito & medida dZ, isto é, se v, w € D(R™) entao, para t fixado,
/G’Tv(x, t)w(z) det Z,(x,t) de = /G’Tw(x, t)v(x) det Z,(x,t) du.
Desta forma,

NG u(, )] o gmy < C sup  [(Gru(- 1), w) |
weD(R™)
[lw|] ;2,6 <1

= C sup |(u(-1),GLw)]
weED(R™)
[lwl] 2,k <1

< C sup u(, )| pew [[Grw]| L2
weD(RM)
[lwll 2,k <1

< COllu(- D)l

Observe que, nesta sequéncia de desigualdades, utilizamos a majoracao ja verificada

para k € N. Com isto fica provada a equicontinuidade de G, nos espagos
CO({l < THL*(Br)). kel

Juntamente com a convergéncia G,u|U — u|U, que ocorre para u € D(Br x {|t| <
T}) — que é denso em C° ({|t| < T}, L**(Bp/)), fica demonstrado que G,u — u em
C° ({|t| £ T}, L**(Bp)) para qualquer u € C°({|t| < T}, L**(Bg)). Com isto, fica
concluida a primeira parte do Teorema de Aproximagao.

J& quanto a segunda parte do teorema — que versa sobre a convergéncia nos espagos

(7, é suficiente demonstrar a equicontinuidade de G, em
C7 ({Itl < T3, CF(R™))

onde CF(R™) é o espago das fungoes definidas em R™, que admitem derivadas limitadas

de ordem < k. O caso j, k = 0 é facilmente demonstrado observando que

|Gru(z, t)] < C(F; * [ul)(2, 1) < C'l|ullco( <y, co@my):

De maneira analoga ao que ja foi feito, é possivel, através da insercao dos comutadores,
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reduzir o caso j, k < 1 & andlise da equicontinuidade com respeito a CO({|t| < T}, CP(R™)).

Iterando este argumento, concluimos a demonstracao do Teorema de Aproximacao.

2.4 Convergéncia em Outros Espacos Funcionais

O Teorema de Baouendi-Treves pode ser verificado para varios espacos funcionais. A
estratégia, nesses casos, é utilizar o resultado provado na secao anterior: R,u = G,u —
E.u — 0 em C*(U), para qualquer distribuigao u satisfazendo Lu = 0 em um aberto V,
contendo U.

Mediante este resultado, o problema da convergéncia de E.u — u em qualquer espago
funcional, com topologia mais fina que a de C*°, fica reduzido a convergéncia de G,u — u
ao mesmo espaco. Como ja foi discutido, o operador G, é muito proximo, entendendo ¢
como um parametro, a uma convolucao, na variavel x, com a Gaussiana. Deste modo, é
esperado que a convergéncia G,u — u em U ocorra em muitos espacos funcionais.

A abordagem das demonstragoes da convergéncia G,u — wu serd sempre a mesma. Se
quisermos verificar que o teorema é verdadeiro para um certo espago de distribuigoes X (U),
temos que, primeiramente, tentar provar a equicontinuidade da familia {G,} em X (RY)
e, em seguida, mostrar que a convergéncia ocorre em um subespago denso de X (V). Em
geral, o subconjunto denso serd o das funcoes-testes, para o qual ja sabemos, da segunda
secao deste capitulo, que G,u — u.

Em geral, esta abordagem funciona se
(i) X (V) é um espaco normal de distribuigdes, isto é, D(V') é denso em X (V);
(ii) existe uma aplicacdo J : C=(U) — X (U) continua e injetora.

Este principio foi aplicado, nas seqao anterior, com X (V) = C° ({|t| < R}, L**(Bg)).
Para concluir, vamos enunciar dois resultados que verificam o Teorema de Aproximacao
para outros espacos funcionais. Primeiramente para convergéncia em LP e, em seguida, para

os Espacos de Sobolev.

Teorema 2.4.1. Seja L uma estrutura localmente integrdvel sobre ) e assuma que
dzy,...,dZ,,

gerem L+ em todo ponto de ). Entdo, para qualquer z € ), existem dois abertos U e W,
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2.4. CONVERGENCIA EM OUTROS ESPACOS FUNCIONAIS

comzcUcCUCW CQ, tal que para u € L¥ (W), 1 < p < oo, satisfazendo Lu = 0,

loc

lim Eru(z,t) =u(x,t) q.t.p. em U.

T—>00

Caso p seja finito, i.e., 1 < p < 0o, também temos

lim Eu=u em LP(U).
Teorema 2.4.2. Seja L uma estrutura localmente integravel sobre ) com integrais pri-
meiras {21, ..., Zn} definidas em uma vizinhanga do fecho de W = B, x B;. Entao existe
uma vizinhanga U C W da origem tal que para toda w € LY (W), 1 < p < o0, s € R,

satisfazendo Lu = 0,
lim Fru=u em LY (U).

loc
T—00

E claro que, em ambos os casos, é possivel substituir o operador E, por uma sequéncia
apropriada de polindmios nas componentes de Z. Para as demonstragoes omitidas, consulte

[Hou08, cap. II].
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Parte 11

Regularidade e Unicidade para
Medidas de Radon
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CAPITULO 3

Preparativos

3.1 Medidas de Radon

Um problema interessante em Matematica é o de encontrar uma nocao de medida
que seja, de certa forma, compativel com a topologia dada em um certo conjunto. A
tentativa mais natural seria a de considerar medidas definidas sobre os borelianos do espago.
Entretanto, isto nao é suficiente para que tais medidas tenham boas propriedades com
respeito a convergéncia uniforme de fungoes continuas. O objetivo desta segao é justamente

definir e estudar estas medidas.

Definicao 3.1.1. Se X é um espaco topoldgico tal que todo ponto p € X é ponto interior

de algum conjunto compacto K, entao diremos que X é localmente compacto.

Os exemplos cruciais, para este texto, de espacos de Hausdorff localmente compactos

sao os espacos RY, seus subconjuntos abertos e as variedades topolégicas.

Definicao 3.1.2. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff, B a o-algebra de Borel de

X e m uma medida definida em B satisfazendo
(i) m(B) = sup{m(K): K C B e K é compacto};

(ii) m(K) < oo, para todo K compacto.
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3.1. MEDIDAS DE RADON

Nestas condigoes, diremos que m é uma medida de Radon em X e denotaremos por M(X)

o conjunto formado por todas estas medidas.

As medida de Lebesque e de Dirac em RY sao exemplos de medidas de Radon. Entre-
tanto, a medida da contagem em um espacgo euclidiano nao satisfaz o segundo axioma da
definicao anterior.

Suponha que X seja um espaco topoldgico de Hausdorff. O conjunto formado por todas
as aplicagoes f : X — C continuas e de suporte compacto pode ser dotado de duas nogoes
de convergéncia que o tornam um espaco vetorial topoldgico. A primeira, e mais natural,
¢ a dada pela norma do supremo. J& para a segunda topologia, a nogao de convergéncia é

dada pelo

Teorema 3.1.3. Uma sequéncia f; : X — C, de funcgoes continuas e de suporte compacto,

converge a zero se, e somente se,
(1) existe um compacto K C X tal que supp(f;) C K, j=1,2,...;
(it) f; converge uniformemente a zero.

Deste ponto em diante, escreveremos C.(X) para indicar este espago munido da norma
do supremo e denotaremos por Dy(X) o mesmo conjunto, mas munido da segunda topolo-
gia.

Eventualmente, poderemos denotar por D(X, A) as fungoes de D(X) satisfazendo a
condicao adicional f(X) C A. O mesmo se aplica para C.(X) e C.(X, A).

Note que a identidade nao ¢ um homeomorfismo entre C.(X) e Dy(X). O contra-

exemplo ¢ dado pela sequéncia de aplicagoes abaixo f; : R — C

r T —j

J

. xejj+1]

T +— 2+)—x

; , tE€+1,7+2

0, caso contrario

\

que convergem para a fun¢ao nula em C.(R). Como estas aplicagoes nao admitem suporte
fixo, esta sequéncia nao converge em Dy(R).
Apesar deste pormenor, vale que Dy(X) C C.(X) topologicamente. A igualdade é

valida se X for um espago compacto.
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Se f é uma aplicagao continua entao f é mensuravel com respeito a o-algebra de Borel.
Se fixarmos m for uma medida de Radon em X e admitir que f esta suportada em um
compacto K entao f € L'(X). De fato,

[ 1s1am = [ 1f1dm < sup fm(K) < .
b's K X
Nestas condigoes, se m for uma medida de Radon em X entao a aplicagao

I: C(X)— C
fr— fodm.

fica bem definida
Observe que I é um funcional linear continuo. De fato, para cada compacto K de X

existe uma constante Mg tal que, se f € Dy(X) é uma aplicacdo suportada em K entdo

I(f) < My sup | f(x)].
Além de continuo, I é positivo no seguinte sentindo
Definigao 3.1.4. Um funcional linear A : Dy(X) — C é positivo se A(Dy(X,R;)) C R,.

Para prosseguirmos nossa andlise, vamos enunciar o conhecido Teorema de Represen-

tacao de Riesz.

Teorema 3.1.5. Sejam X um espaco topologico de Hausdorff localmente compacto e I um
funcional positivo em Dy(X). Nestas condigoes, exristem uma o-dlgebra B', contendo os

borelianos de X, e uma unica medida positiva m tal que

[ : Do(X)— C
fr— [y fdm.

que ainda satisfaz
(i) m(K) < oo para todo compacto K ;

(ii) Para todo E € B' temos que

m(E) =inf{m(V) : V € aberto e E C V};
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3.1. MEDIDAS DE RADON

(11i) A relagao
m(FE) = sup{m(K) : K é compacto e K C E}

¢ vdlida para todo conjunto aberto E e para todo conjunto E € B’ de medida m finita;
() Se E€ B, ACE em(E)=0 entio A € B'.

Para que possamos estabelecer uma equivaléncia entre os elementos de D} e as medidas

de Radon, vamos enunciar e demonstrar uma outra versao do Teorema de Representacao.

Defini¢ao 3.1.6. Uma funcao f : X — V C R™, definida em um espago localmente
compacto de Hausdorft, é dita se anular no infinito se para todo € > 0 existe um conjunto
compacto K C X tal que |f(z)| <esex € X —K. A classe das fungoes continuas definidas
em X que se anulam no infinito é denotado por Cy(X, V). Como de costume, se V = C

apenas escreveremos Cp(X).

E claro que C.(X) C Cy(X). A inclusdo contraria é verdadeira se X for compacto.
Além disto, a estrutura topolédgica de Cy(X) é dada de forma que este espago seja o

completamento, no sentido de espagos métricos, de C.(X).

Defini¢ao 3.1.7. Um funcional A : Cy(X) — C é dito limitado se existe uma constante
C >0 tal que
IAfI < Csup |f(z)].

Teorema 3.1.8. Se X é um espago de Hausdorff localmente compacto entao todo funcional
limitado ¢ em Cy(X) € representado por uwma tnica medida reqular, compleza e de Borel

W, de maneira que

o(f) = /X fdu

para toda f € Co(X). Seque, ainda, que a norma de ¢ € a variagdao total de p, isto é,

1911 = 11l (X).

Demonstracao. Vamos estabelecer, inicialmente, a unicidade da medida. Suponha que pu é

uma medida regular de Borel satisfazendo

/de,u:()
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3.1. MEDIDAS DE RADON

para toda f € Cy(X). Pelo Teorema de Decomposi¢ao Polar, existe uma fungao Borel-
mensuravel A com |h| =1 tal que du = hd|p|. Desta forma, para qualquer sequéncia (f;,)

em Cy(X) segue

m|<X>=/X1drur—o=/X|h\dmr—/Xfnduz/X@—fn)hdws/X\ﬁ—fnrdrm.

Pela densidade de Dy, {f,} pode ser tomada de forma que

/ 7o~ ful dlul — 0.
X

Isto implica que |u| = 0 e, consequentemente, = 0. Dado que a diferenga de medidas
regulares de Borel ainda é uma medida do mesmo tipo, segue a unicidade da medida.

Considere um funcional linear limitado ¢ em Cy(X). Vamos assumir, sem perda de
generalidade, que ||¢|| = 1. Caso contrario, considere ¢; = W%H e, evidentemente, o
resultado que provaremos para ¢; sera igualmente valido para ¢. Note que se ¢ for o
funcional nulo, o resultado é trivial.

Dada ¢ nas condic¢oes anteriores, defina a seguinte aplicacao:

At Do(X,RY) — R
fr—sup{[¢(h)| : h € Dy(X),|h| < f}.

Naturalmente, A(f) > 0 e ainda satisfaz, para f € Dy(X), a relacao

[o(H < ALFD < I

Das propriedades elementares do supremo, temos que se tomarmos fi, fo € Do(X,R™)
satisfazendo 0 < f; < fy segue que A(f;) < A(f;). Da mesma forma, se ¢ € Rt e
[ € Dy(X,RT) entao A(cf) = cA(f).

Vejamos agora que se f,g € Do(X,R) entao

A(f +9) = M) + Alg)-

Parae > 0 e f,g € Do(X,R") fixadas, existem hy e hy tal que |hy| < f, |ho| < g e
ainda
A(f) < [o(h)] +e,

Ag) < lo(ho)| +e.
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Considere numeros complexos «;, com |a;| = 1, satisfazendo o;p(h;) = |¢(h;)| para

1 =1,2. Desta forma,

AG) +Ag) < [6(h)] + [(ha)] + 22
= ¢(arhy + aghg) + 2¢
< |p(arhy + aghy)| + 2¢
< A(|anhy + aghgl) + 2¢
< A(lha] + [ho|) + 22
<A(f+9g) + 2,

o que conclui uma das desigualdades necessarias.

Considere uma fungao h € Dy(X) sujeita a condic¢do |h| < f + g. Seja

V=A{x: f(z)+g(z) > 0}.

Observe que o conjunto formado pelas aplicacoes nesta condi¢ao é nao vazio, dado que

a propria f e g satisfazem estas imposicoes. Neste contexto, defina

hl X — R
[ [(@)h(z)
[CETTE
r— X
| 0 sex &V,
hg X— R
( ohe)
I R CEY R
0 sex &V,

\

E claro que hy é continua em V. Se 2o € V entdo hy(z) = 0 e h(z) = 0. Como h é
continua e ainda |hy(z)| < |h(z)| para todo z € X, segue que xy também é um ponto de
continuidade de hy, isto é, hy € Dy(X). A mesma discussao se aplica a ho.

Como hy + hy = h, |hy| < f e ainda |hy| < g segue

[0(h)] = |¢(h1) + &(h2)| < |d(ha)| + |@(ha)| < A[ln]) + Allh2]) < A(S) + Alg)-

Tomando o supremo na desigualdade acima sobre todas as fungées h € Dy(X) sujeitas
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a condicao |h| < f + g, segue a igualdade desejada, isto é, se f,g € Dy(X,R") entao

A(f +9) = M) + Alg)-

A préxima etapa é estender a aplicacao A a Dy(X,R).

Se f € Dy(X,R), considere a decomposigao de f dada por

VB
2 b

fr=

==
Naturalmente, tanto f™ quanto f~ sao aplicacoes reais, continuas, de suporte compacto

e nao negativas, isto é, f7, fT € Dy(X,R"). Desta forma, é natural definir

A(f) = A(fT) = A(F7).

E claro que se f € Dy(X,RT) entao f = f* e f~ =0, o que nos garante se tratar de uma
a extensao.

Analogamente, a aplicacdo A admite uma extensao a Dy(X) através da relagao
A(u +iv) = A(u) + iA(v).

Operacoes algébricas elementares, que serao omitidas neste texto, nos garantem que a
aplicacao estendida A é, na verdade, um funcional linear positivo definido em Dy(X) que,
relembrando, para toda f € Dy(X) satisfaz

[o(N) < A(S]) < [I1]- (3.1)

Aplicando o teorema anterior a A, existe uma medida positiva m de Borel tal que m é

regular se m(X) < oco. Como
m(X) =sup{A(f) : 0 < f <1, f € Do(X)}

e dado que A(f) < 1se ||f|| <1 segue que m(X) < 1.

Deduzindo de (3.1), e utilizando a representacao do teorema anterior temos que

6(F)] < A(f]) = /X Fldm = || Il
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para toda f € Dy(X). Desta forma, fica estabelecido que ¢ é um funcional linear limitado
em Dy(X) de norma no maximo 1.
Estendendo este funcional para L'(m), existe uma fungao boreliana g, com |g| < 1,

satisfazendo

o(f) = /X fgdm, (3.2)

para toda f € Dy(X).
Como sabemos que m(X) < 1 entdo a féormula acima é continua em C.(X) e, conse-
quentemente, a equagao (3.2) é verificada para todas as aplicagoes f € Cy(X). Com isto,

obtemos a representacao desejada se definirmos p como
dp = gdm.

Dado que ||¢|| = 1, a relacdo (3.2) implica que

/X gldm > sup{|o(f)] : £ € Co(X),[IfI] < 1} = 1.

Como |g| < 1 entao segue que m(X) = 1 e ainda |g| = 1 q.t.p.(m). Desta forma,

d|u| = |g| dm = dm e, consequentemente,

[l(X) = m(X) =1 =||¢l].

]

Note que a medida p produzida pelo teorema anterior é de Radon, ja que u é regular,
estd definida nos borelianos e se K é um compacto entao |u|(K) < |u|(X) = 1. Desta
forma, fica provado um importante resultado que nos permite identificar duas classes de

objetos distintos.

Corolario 3.1.9. Se X ¢ um espaco topologico compacto de Hausdorff entdao
(Do) (X) = M(X).

Demonstracao. O resultado segue do teorema anterior aliado ao fato de que se X é com-
pacto entao C.(X) = Co(X) = Dy(X). O
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Corolario 3.1.10. Seja X € um espaco topoldgico de Hausdorff localmente compacto. Se

existir uma cadeia de compactos
KicKycCc..CK,...

satisfazendo
X =U;K;

entao

(Do) (X) = M(X).

Note que neste segundo caso, p ainda é uma medida de Radon. Entretanto, o espaco
X pode nao gozar da propriedade pu(X) < oc.

Quando estamos no caso unidimensional, podemos acrescentar um objeto a mais nesta
discussao: as fungoes de variacao limitada. Primeiramente, vamos estabelecer alguns fatos

e propriedades desta classe de funcoes.

3.2 Funcoes de Variacao Limitada

Seja f : R — R uma aplicacao continua. A nocao de variacao, neste caso especial,
¢ precisamente medir o percurso que o ponto (0, f(t)) realiza em R? a medida que o
parametro t varia em R. A hipdtese de continuidade, entretanto, nao é suficiente para
garantir que a variacao seja finita.

Nesta secao iremos estabelecer algumas propriedades elementares das fungoes de vari-

acao limitada e ainda estudar algumas equivaléncias uteis entre definigoes conhecidas.

Definigao 3.2.1. Sejam  C RY um aberto e f € L}(Q,R). Defina a variacio de f como

sendo
|Df|(Q) = Sup{/ fdivgdr: g€ Cy(QRY) e |g(x)| < 1Vz € Q}
Q

onde divg = >, 0¢;/0z; e CL(QL,RY) = CHQ,RY)NCo(Q,RY). Uma fungao f € L*(Q,R)
é dita possuir wvariagcdo limitada em 2 se |Df|(2) < oo. Denotaremos por BV (Q2) o

subconjunto de L'(£2,R) formado pelas fungoes de variacao limitada.

Existem varias defini¢oes de variacao de uma funcao, especialmente quando se olha o
caso unidimensional. O primeiro objetivo desta secao é estabelecer um paralelo entre a

defini¢do anterior e a proxima, que é classica em cursos de Andlise da Reta.
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Definigao 3.2.2. Suponha f: R — R e a < b ntimeros reais. Defina a variagao de f em

la, b] como

V;Ibf:sup{2|f(ti)—f(ti_1)| meNea=ty<t; <... <tm:b}.
i L=
Nestas condicgoes, a variacao de f é definida como

V(f) =supV;(f).

a<b
Finalmente, a funcao f é dita ter variagao limitada se V(f) < oo.

Evidentemente, as duas nocoes de variacao nao sao equivalentes, haja visto que a se-
gunda é sensivel a mudancas pontuais nos valores da funcao e, a primeira, nao. Um
contra-exemplo ilustrativo é dado pela funcao f = &jgy, isto é, f € a fungao caracteristica

da origem. Aplicando cada definicao em um intervalo contendo a origem temos que
IDFI(Q) =0e V(f) =2

A questao neste contra-exemplo, como veremos adiante, é a auséncia de continuidade
pela direita. Para prosseguirmos com o estudo, vamos introduzir uma nocao mais fraca de

continuidade.

Definigao 3.2.3. Seja A C R um conjunto mensuravel. Defina a densidade de A em x,

indicada por den,, A, pelo limite

ANB
deny, A = lim M)
t—0 | B(zo,1)]

quando este existir.

Segue imediatamente da defini¢ao que den,, é uma aplicacao nao-decrescente, isto é, se

A C B sao dois conjuntos mensuraveis entao den,, A < den,, B.

Definicao 3.2.4. Seja f : R — R mensuravel. Dizemos que f é aprorimadamente

continua em xq se, para todo € > 0,

den,, A = den,, R — f~'B(f(z0),¢) = 0.
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Observe que se f é mensuravel entao os pontos de continuidade de f sao pontos apro-
ximadamente continuos da funcao. De fato, seja xy um ponto de continuidade e £ > 0.

Nestas condicoes, existe um 0 > 0 satisfazendo a inclusao
R — f7'B(f(x0),e) C R — B(o, ).

Para concluirmos, resta verificar que den,, R — B(z¢,0) = 0. Este fato segue diretamente

de que, para t > 0 suficientemente pequeno, vale
(R - B<x07 5)) N B($0> t) = Q)a

o que conclui a demonstracao.

O conceito classico de continuidade requer que, dado € > 0, o conjunto A fique a
uma distancia positiva de x5. No caso de continuidade aproximada, esta é uma exigéncia
relaxada para “alguns pontos de A podem estar proximos de xy, mas nao muitos.”

Apesar do conceito de continuidade em xy, mediante mensurabilidade, ser suficiente
para garantir continuidade aproximada em x, nao é verdade que continuidade pela direita,
por exemplo, também seja suficiente. Para ilustrar este fenomeno, considere, h = 2 &g ).
E claro que h é continua pela direita na origem e, entretanto, para ¢ = 1 obtemos A =
R — f~'B(f(xg), ) = (—00,0), cujo densidade na origem é 1/2.

Mediante esta discussao, vamos introduzir uma nova nocao de variagao.

Definicao 3.2.5. Suponha f : R — R integravel e a < b nimeros reais. Defina a variacao

essencial de f em [a,b] como

essVabf:sup{Z|f(ti)—f(ti_1)|:mENea:t0<t1<...<tm:bcomti€]},
i=1

t,el

onde I é o conjunto de pontos nos quais f é aproximadamente continua. Nestas condigoes,

a varitagao essencial de f é definida como

ess V(f) = supess V2(f).

a<b

Finalmente, a fungao f é dita ter variagao essencial limitada se ess V(f) < co.

E possivel demonstrar que, para funcoes f : R — R integriveis vale a férmula
IDf|(R) = ess V(f)
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isto é, foi estabelecida a equivaléncia entre duas das trés definicbes disponiveis. Para
prosseguirmos o estudo destas equivaléncias, admita que f : R — R seja integravel e
continua pela direita.

Nestas condigoes, fixado a < b ntimeros reais, segue, da propriedade do supremo, que
a a
Vi'f =2 essVi'f,

j& que o conjunto das partigoes de [a, b] contém aquelas formadas apenas por pontos apro-
ximadamente continuos. Mediante este fato, segue que, se V' f = 0o entao ess V' f = oo e
a todas as equivaléncias ficam provadas neste caso particular.

Suponha agora V,*f < oco. Neste caso, a aplicacao f|[a,b] é de variagao limitada no
sentido usual e, consequentemente, ¢ descontinua apenas num conjunto enumeravel de
pontos. Seja e > 0 e P uma partigao de [a, b] tal que todos os pontos de P, com possivel
excessao de um t;, sejam aproximadamente continuos.

Considere {f; > t; tal que f seja continua em i; Note que este ponto pode ser tomado

arbitrariamente préximo de ¢;. Considerando uma nova partigao 13, onde P =P — {t;} U

ii‘ segue que
{ J}a gue q

S IF(t) = fltea)l = Do) = S|+ DD IFE) = Ftn) = SIS () = fltioa)

e, finalmente, tomando ¢; suficientemente proximo de ¢;, para usar a continuidade a direita

nas somma

[F(t5) = Fe)l + 1 () = Ft-0] = 1£(#5) = Ft-)] = [f(E) = F(tj)]

temos que
Viif <essVj'f +e.

Fica entao provado o

Lema 3.2.6. Seja f : R — R integravel e continua pela direita. Se a < b sao niumeros
reats entao
V' f =essVy'f.

Desta forma fica estabelecida a equivaléncia, sobre condigoes especiais, das trés defini-

¢oes de variacao.
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Suponha, por um instante, que f € C'(Q) N L'(Q) e g € C3(2, RY). Nestas condigoes
N

/fdlvgdm—/fzagl :Z;(— g?dx):—/ﬂgdivfdx.

Se tomarmos o supremo, com relacao a férmula acima, sobre todas as aplicagoes g €
C3 (9, RY) satisfazendo |g(x)| < 1 entdo, fica demonstrado que,

DfI© / | grad f|d,

onde grad f = (0f/0x1,...,0f/0xy). Observe que, com este grau de regularidade, a

equivaléncia entre as defini¢coes se torna bem mais simples de ser verificada, ja que para

f e CYR,R) vale
Vi = [ il
[a,b]
Facamos uma pequena discussao das propriedades fundamentais das fungoes reais de

variacao limitada definidas em um intervalo [a,b]. Vamos enunciar, e demonstrar, uma

caracterizagao central para estas funcoes.

Teorema 3.2.7. Seja f : [a,b] — R. Sdo equivalentes:

(i) V2(f) < oo

(i1) Ezistem fungoes reais V~ e V't definidas em [a,b], ndo decrescentes, satisfazendo
F=Vt_V-.

Demonstragao. Para cada P, particao de [a,b], considere P = {t; € P : f(t;_1) <
ft)}y e P- ={t; € P : f(ti.1) > f(t)}. Observe que, nestas condi¢oes, os pontos
extremos nao estao incluidos em nenhum destes subconjuntos e, ainda, vale a relacao
P=PtUP U{a}U{b}.

Defina

= f(t) = i),
Z f +f i— 1)

Finalmente, denote V2(f)* = sup V*(f, P) e V2(f)~ = supV~(f, P). Observe que os

supremos sao tomados sobre todas as particoes de [a, b].

67



3.2. FUNCOES DE VARIAGAO LIMITADA

Munidos desta notacao, vamos inicialmente verificar que

fla) = fla) = V()™ = V()™

De fato, se P é uma partigao de [a,z]| entdo VT (f,P) = V= (f,P) + f(x) — f(a).

Aplicando o supremo na equagao acima, segue que

V()T =V + f(@) = fla).

Dado que f tem variacao limitada, todos os termos acima sao finitos e, consequentemente,
segue a identidade desejada.

Suponha z < y nimeros reais e P seja uma parti¢ao de [a, z]. Se denotarmos por P, o
conjunto P U {y}, fica claro que P* C (P,)* ¢ P~ C (P,)~. Consequentemente, valem as
relagoes V*(f, P) < V*(f,P,) e V_(f,P) <V~ (f, P,). Em outras palavras: as aplicagoes

z— V()"
v — Vi(f)”
sao nao-decrescentes.
A demonstragao da reciproca serd omitida. [

Corolario 3.2.8. Se f : [a,b] — R satisfaz V'(f) < co entdo

(i) [ € continua a menos de um conjunto enumerdvel;
(ii) f admite limites laterais: pela esquerda em (a,b] e, pela direita, em |a,b);
(i1i) f € diferencidvel a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstragao. O corolario segue do fato de que estas propriedades valem para aplicagoes

monaotonas. O

A variagao de uma funcao, aplicagao definida em BV (), goza de uma espécie de semi-

continuidade. Isto é dado pelo

Lema 3.2.9. Seja Q C RY um aberto e {f;} uma sequéncia de funcoes em BV () que

1
loc

convergem para uma func¢ao f em L (). Nestas condigoes,

[DfI(§2) < liminf [ D f;|(€2).
j—00
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Demonstragio. Seja g € C3(Q,RY) tal que |g(z)| < 1. Nestas condigoes,

/fdivgdx = lim /fZ div gda < liminf |Df;|(€).
j—00 j—00

Se tomarmos o supremos sobre todas as aplicagoes ¢ nas condigoes acima, segue o

resultado. ]

Para finalizarmos esta primeira se¢ao, vamos caracterizar os aspectos algébrico-topolo-

gicos do espago das fungoes de variagao limitada.

Teorema 3.2.10. Seja Q C RY um aberto. A aplicacdo definida por

Hlsv = BV(Q) — R
fr—="lfller + D).

torna BV () um espago de Banach.

Demonstracao. A verificagdo de que || ||py é uma norma é simples e serd omitida neste
texto. Desta forma, nos resta verificar a completude do espaco.

Seja {f;} uma sequéncia de Cauchy em BV (). Pela definicao da norma, segue que
{f;} também é de Cauchy em L'(2) e consequentemente, pela completude de L', segue
que existe uma aplicacao f € LY(Q) tal que f; — f em L*().

Como { f;} é uma sequéncia de Cauchy em BV (€2) entao a sequéncia || f;|| sy ¢ limitada.
Utilizando o lema anterior, segue que f € BV (Q). Desta forma, produzimos um excelente
candidato a ser limite da sequéncia { f;} no espago das fungdes de variagao limitada. Como
j& temos a convergéncia em L'(Q), nos resta demonstrar que

lim |D(fi = f)I(2) = 0.

Suponha € > 0 e um inteiro n tal que
Jiok>n=|D(f; — fu)|(Q) <e.

Como fr, — f em L'(Q) entao f; — fr — f; — f em L'(Q) para todo indice j.

Finalmente, pelo lema anterior,

D5~ HIS) < liminf [D(f; ~ fi)l(©) < &
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3.3 Espacgos de Distribuigoes D,

Como o objetivo deste capitulo é estudar regularidade e unicidade para medidas, su-
pondo que os campos sao apenas continuos, entao se faz necessario analisar algumas dis-
tribuigoes com propriedades especificas. Particularmente, consideraremos aquelas obtidas
através de dualidade com espacos de fungoes-testes menos regulares. Por exemplo, aquelas
definidas através de medidas de Radon.

Nesta secao considere 2 C RY um aberto.

Definigao 3.3.1. Denotaremos por D(£2) o subconjunto das funcoes C*(2, C) e de suporte

compacto.

E possivel dotar Dy (Q2) de uma estrutura vetorial-topolégica, nao metrizével, onde a

noc¢ao de convergeéncia é a seguinte:

Teorema 3.3.2. Uma sequéncia (¢;) de fungoes em Dy, converge a zero se, e somente se,

(1) existe um compacto K C ) tal que supp(¢;) C K, j=1,2,---;

(i1) para todo inteiro positivo m < k, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem

uniformemente a zero.

Definicao 3.3.3. Espacos D), Um elemento do dual de Dg(€2) é um funcional linear con-
tinuo de Dy (£2). O espago vetorial destas aplicacoes ¢ denotado por D;(£2). Convenciona-
remos escrever (u, ¢) ao invés de u(¢). Denotaremos, eventualmente, D(£2) por D, (1) e,

consequentemente, D'(§2) por D._(Q).

Ora, mediante o conceito de “ordem de uma distribuicao” é possivel verificar também
que se u € Dj(£2) entao u é exatamente uma distribui¢ao de ordem no maximo k.
Assim como ocorre em Dy(2) é possivel dotar D'(€2) de uma estrutura vetorial-topolé-

gica onde a nocao de convergéncia é dada pelo

Teorema 3.3.4. Uma sequéncia (u;) de distribuicoes em D;, converge a u € D} (Q) se, e

somente se, (uj, @) converge para (u, ) em C para toda ¢ € Dy,.
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Demonstremos que todo elemento de Dj(£2) ¢ uma distribui¢do. Em outras palavras:
D,.(Q) C D'(Q).

Para esta verifica¢ao, suponha que u € D;(§2). Como D C Dy, u ¢ um funcional linear
definido em D. Para demonstrarmos a continuidade, é suficiente notar que se ¢; — 0 em
D(€2) entdo ¢; — 0 em Dy ().

Note que nao é verdade que D'(2) = UpD}.(€2). O contra-exemplo é dado pela distri-
buigao u € D'(R), onde ’

(w.6) = 3 T50).

1€EN

E claro que esta distribuigdo ndo pode pertencer a D; (R), j& que u depende de todas as
derivadas da funcao-teste.

Depois de verificarmos que D;.(§2) C D'(€2), conclui-se que todas as operagoes e cons-
trucgoes que foram introduzidas no primeiro capitulo deste texto se tornam validas para os
funcionais definidos em Dy (€2). Existe, apenas, um ponto a ser esclarecido: as operagoes

deixam de ser fechadas e o principal exemplo é dado pelo operador derivagao.
Proposigao 3.3.5. Se Q C R eu € D () entdo v’ € D) ,(9).

Demonstragao. Essencialmente, devemos verificar que, se ¢; — 0 em Dj1(€2) entdo
%qﬁj — 0 em Dg(2). Ora, o compacto que engloba os suportes permanece fixado. Ja

quanto & convergéncia, se ¢y — 0 uniformemente para i < k + 1 entao

d () A
(W) = ¢ —0
T

uniformemente para i < k. ]

O exemplo dado pelo operador derivacao é resultado de um fenomeno mais geral, con-

forme veremos abaixo.

Definicao 3.3.6. Sejam 0 < m < oo e L : D(Q) — D,,(2) uma aplicacao linear e
continua. Dizemos que a aplicacao L' : D;(€2) — Dy (€2), linear e continua, é o transposto
formal de L se [(Lp)ydx = [ ¢(L'y)) dx para quaisquer ¢, € D(1Q).

Proposicao 3.3.7. Sejam 0 < m < oo e L : D(Q) — D,,(2) um operador continuo
que admite um transposto formal L' : D;(Q) — Dy(2). Se u € D, () entao a aplicagao
Lu : Dj(Q) — C dada por Lu(¢) = (u,L'¢) ¢ uma distribui¢io em D}(2).
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A proposigao (3.3.5) pode ser redemonstrada utilizando o resultando anterior. Para

isto, considere as seguintes escolhas de operadores

L: D) — D)
fr— 1,

L/ . Dk+1 (Q) — Dk<Q)
f— =f
Fagamos uma pausa para identificarmos em qual espaco Dj(§2) algumas distribuigoes

se encontram.

1
loc

nota-se que Ly () C Dy(Q) C D'(Q), isto é, para cada f € L; (), é possivel associar,

loc loc

No primeiro capitulo, j& observamos que L;,.(2) C D’(€2) mas, de maneira mais precisa,

de modo continuo e injetivo, uma distribuicao 7 € D((2) pela formula

(Ty.6) = /Q Joda.

Com uma variacao da demonstracao do fato anterior, porém mais técnica, é possivel
constatar que se m € M(€)) entao é possivel associar, de modo continuo e injetivo, uma
distribuigao T,, € Dy(2), onde

(T, 6) = /Q pam.

Assim como foi mencionado no Capitulo 1, abandonaremos a notagao provisério T e
T,, e as identificacoes serao feitas sem maiores comentarios.

De posse do estudo sobre Medidas de Radon e Fungoes de Variacao Limitada, a proxima
etapa desta secao é estabelecer mais algumas identificagoes que serao tteis.

Seja f : R — R uma funcao nao-decrescente. Defina fir nos intervalos da reta pelas

formulas:

onde + e — representam, respectivamente, os limites laterais pela direita e pela esquerda.
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E interessante observar que estes casos precisam ser diferenciados dado as possiveis des-
continuidades de f.
Se A é um conjunto elementar da reta, isto é, A é uma reuniao finita e disjunta de

intervalos, entao ¢ possivel estender py para este conjunto pela férmula

pp(A) =" pp(I),
=1

onde A = nglli sendo que, I; s@o intervalos da reta tal que se p # ¢ entao I, N I, = 0.

E conhecido o fato de que a aplicacdo A — pus(A) é aditiva, regular, nao-negativa e
finita sobre todos os elementares da reta. Desta forma, sabe-se que é possivel estender 1 ¢
para uma medida regular, nao-negativa e definida nos borelianos.

Como toda aplicagao monétona admite limites laterais finitos, ¢ evidente que py ¢
uma medida de Radon. De fato, se K é um compacto entao existem numeros reais a, b

satisfazendo K C [a, b] e, consequentemente,

i (K) < J(b+) = fla—) < oo.

Com este procedimento fica definida a aplicagao f —— py, com imagem contida em
M(R) e definida nas fungdes nao-decrescentes. E interessante observar que esta aplicacao
nao ¢ injetiva, ja que as fungoes 2Xp+ e 2X( o) + X0y dao origem a mesma medida de
Radon: 20.

Lema 3.3.8. Se f : R — R ¢ uma fung¢ao nao-decrescente entao existe uma unica fung¢ao

g : R — R continua pela direta, nao-decrescente e um conjunto enumerdvel I, satisfazendo

flz)=g(x), sex & I.

Demonstracdao. Para a construcao da aplicacao g é suficiente considerar

g(x) = lim f(a) (3-3)

a—T+

e tomar I como sendo o conjunto de descontinuidades de f, que ja sabemos que é enumera-
vel. A unicidade segue do fato de que, se x ¢ I entao existe uma sequéncia x,, convergindo

para x com x, > T. O]

Da férmula (3.3), segue que py = 1, €, desta forma, a nova aplicagdo f —— iy definida
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nas fungoes nao-decrescentes e continuas pela direita é uma restricao da aplicagao anterior

e, desta vez, se trata de uma bijecao satisfazendo

/gb dup = — /fgb’ dz, para toda fungao-teste ¢. (3.4)

Em outras palavras,

d
pf = @f em D'(R). (3.5)

Para verificarmos a igualdade (3.4), é suficiente recordar que, se ¢ é uma aplicacao C*

Joar == [16.a

onde a primeira integral é de Riemann-Stieltjes e a integral do lado direito é uma integral

de suporte compacto entao

de Riemann.

Para exemplificarmos o que acabamos de estabelecer durante estas secoes, considere a
distribuigao 6 € Dy(R). A esta distribui¢do, podemos identificar uma medida de Radon
(também denotada por §) definida por

0(A) = #(AN{0}),

onde # indica cardinalidade. Assim como podemos associar a 0 uma funcao continua pela

direita e de variacao limitada, denotada por H, definida por
H = Xg-+.

Estes objetos estao unicamente dados pelas relagoes

<%H,¢>:(5,¢>=4¢duH=A¢d5'

Outro exemplo concreto do que acabamos de estabelecer é o da medida de Lebesgue.
Considere a distribui¢ao 1 € Lj,.(R) C Dj(R). Podemos identificar, a esta distribuigao, a

medida de Lebesgue. Ainda mais, podemos associar a 1 uma funcao continua pela direita

e de variagao limitada (em compactos), denotada por I e definida por

I(x) ==x.
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De forma analoga ao caso anterior, estes objetos estao vinculados pelas relacoes

<%L@:@@=4mmzé¢m

Nestes exemplos, tanto a funcao quanto a medida de Radon sao faceis de serem encon-
tradas mas, em geral, dada uma distribuicdo u € D{(§2) apenas garantiremos a existéncia
destes objetos.

Repare que, neste aspecto, a notacao devida a Leibniz é de muita utilidade. Se u €
Dj(R) entao existem, e sdo unicas, uma medida de Radon m e uma funcdo F' continua

pela direita e nao-decrescente tal que

d
(ge70) = twor= [ sdur= [ oam

Observe que, se denotarmos a medida pp por F', notagao usual na integral de Riemann-

(4:70) = oy = [ oar= [ oam.

Que pode ser reescrita utilizando a notacao formal

m@:A¢MM:A¢%FM:4¢MY

Dada esta vantagem operacional, iremos abandonar a notacao ps e utilizaremos, quando

Stieltjes, temos

nao houver risco de confusao, apenas f.
E claro que podemos estender esta discussao se f : R — R é continua pela direita e

de variacao limitada. J4 que existem funcoes V't e V~, nao-decrescentes, satisfazendo
f=Vt—-v-,
podemos, analogamente ao caso anterior, associar uma medida com sinal p; pela férmula
Hf = Hy+ — Hy—.

Para finalizar, considere {2 = @) x [ onde ) C R™ e I C R sao bolas abertas. Dada
¥ € D(Q) e ¢ € D(I) podemos associar a elas uma aplicacao 1) ® ¢ definida em ) dada
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pela seguinte equacao
YVRp: QxI— C
(@,1) — Y(z)o(t).
E importante observar que, para cada v fixada, a aplicacao ¢ — ¥ ® ¢ é linear. De
fato, se ¢1,¢2 € D(I) e A é um escalar entdo ¢ ® (¢1 + Ap2)(x,t) = ¥(x)(d1 + Ap2)(t) =
Y(@)P1(t) + Ap(2)da(t) = ¢ ® ¢1(x, 1) + M) ® ¢a(x, ).

Além desta propriedade de linearidade, segue que a aplicagao ¥ ® ¢ é uma funcgao-teste

em (). De fato, é simples verificar que

{(Z,) €eQx1: (Y @¢)(x,t) #0} ={r € Q :¢(x) #0} x {t € [ : §(t) # 0}

e consequentemente,
SUpp ¥ @ ¢ = supp ¥ X supp ¢
Fixados ¢ € D(Q) e u € D'(QQ) considere a funcao u, dada por
Uqp - D([) — C
pr— () ®¢).

Primeiramente, vamos estabelecer que nestas condi¢oes a aplicacao w, € Dj(I). Se
¢1, 02 € D(I) e A é um escalar entao

Uy (P1 + AP) = (U, @ (P1 + A)) = (U, Y @ P1 + M) @ @) = uy(P1) + Auy(dz).

Ja quanto a continuidade de u,, ¢ suficiente dizer que

[ (uy, &) | = [, ¥ @ @) | < Cu)|lh @ of|co < C'(w, ¥)|[o]]co-

3.4 Campos Vetoriais Continuos

Estamos interessados, nesta secao, em analisar campos vetoriais menos regulares do que
o exigido pelo Teorema de Aproximagao. Suponha que € := (9, F) seja uma variedade

diferencidvel de dimensao V.

Definicao 3.4.1. Se k € N entao dizemos que uma aplicacao f : Q@ — C é k-vezes
continuamente diferencidvel se, para todo par (U, r) € F, tém-se que a composicao fox~!

¢ C* em x(U). Denotaremos por C*(2) o conjunto destas aplicacoes.
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De maneira analoga ao caso das aplicacoes suaves. podemos induzir operagoes algébricas
em C*(Q) através das operacoes usuais de C.

E possivel verificar que se €2 for um aberto de RY entao as aplicacoes k-vezes continua-
mente diferencidveis definidas em ) sdo exatamente as aplicacoes de classe C* no sentindo
usual. Segue, deste fato, que

Ce(Q) = [ C*(Q).
keN
Definigao 3.4.2. Um campo vetorial complexo continuo (ou simplesmente campo vetorial
continuo) é uma aplicacao C-linear L : C'(Q) — C°(Q) satisfazendo a Regra de Leibniz,

isto é, L(fg) = L(f)g + L(g)f. Denotaremos por Xy(£2) o conjunto destas aplicagoes.

Fixada uma carta (U, x), a aplicacao 0; define um campo suave em U e que corresponde
a nocao usual de derivada parcial se 2 = R". Ora, lembrando do Capitulo 1 que a definicao
de 0; é a seguinte:
0;: C®U) — C>=(U)
fr—"0i(foax™h)ou,

onde o 9; no lado direito representa a i-ésima derivada parcial em R,

Observando a definicao do campo 9;, nota-se que ele também pode ser entendido como
um campo vetorial continuo, j& que se f € C*(U) entdao fox™! é uma aplicacio C! definida
em z(U) e, consequentemente, 9;(f o x~!) é uma aplicacao continua.

E possivel obter uma representacao local para os campos vetoriais continuos de maneira

andloga ao caso suave. Se (U, ) é uma carta local e L é um campo continuo entao vale

N
L(f) =) _(Lx;) 0if
j=1
para toda f € C*(U).
Se L € AXy(Q) entdo é possivel associar a ele um vetor tangente a €2 em p dado por
L,([f]) = L(f)p para toda [f] € C*(p). Também denotaremos, quando nao houver risco
de confusao, L, por L|p. Assim como no caso suave, visto no capitulo 1, ¢ possivel associar

a cada vetor tangente v um campo continuo L tal que L|p = v.

Definicao 3.4.3. Considere, para cada p € (2, um subespaco vetorial V,, C CT),(} satisfa-

zendo:
(i) dimV, = n para todo p € €;
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(il) Dado py € € existem abertos Uy contendo py e campos vetoriais continuos Ly, . . ., Ly,

€ X(Up) tais que {L1|p, ..., L,|p} geram V), para todo p € U.

Nestas condicoes, diremos que
v=v
peEN
é um subfibrado continuo do fibrado tangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado
tangente continuo. Definiremos n como o posto ou dimensao de V' e escreveremos dim V' =

n. O conjunto V, serd referido como a fibra de V' em p.

A segunda condi¢ao é menos exigente que a exigida pela defini¢ao de subfibrado tangente
dado no Capitulo 1. No préximo exemplo, construiremos um subfibrado tangente continuo
que nao satisfaz a condigao (1.3.10).

Para esta construcao, considere R? como uma variedade diferencidvel bidimensional e
alguma f : R? — R? continua e que nao se anula em nenhum ponto.

Em cada ponto p = (z,y) € R?, podemos definir um vetor tangente & R? em p pela

relacao
0

W[Q] = (grad g, f(p)),

para toda g € C*°(R?). Evidentemente, é preciso demonstrar que o ntimero {(grad g, f(p))
independe do representante do germe assim como é necessario verificar os axiomas de vetor
tangente. Estes cdlculos sao simples e serao omitidos aqui.

Para cada ponto p € R?, considere o seguinte subespago vetorial de CT,R?

Se denotarmos por V' o conjunto U,V,, segue que V ¢é um subfibrado tangente continuo

unidimensional, ja que

0
A p——
=35

onde L é um campo continuo tal que se g € C1(Q) entao
L(g): R2— C
p— (gradg, f(p)).

Observe que, essencialmente, nossa estrutura é escolhe, em cada ponto p, a derivada

direcional com relagao ao vetor f(p). E claro que, se f € C™ entdo além de continuo,
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nosso subfibrado seria suave — no sentido da definigao (1.3.10). E simples de constatar
que, se f € C° — O entao a estrutura associada satisfaz a definicao anterior mas nao ¢é

regular de acordo com (1.3.10).

Definigao 3.4.4. Denotaremos por R(€2) o dual do C°-médulo X(2) e nos referiremos
ao seus elementos como formas diferenciais continuas de grau um ou simplesmente formas

diferenciais continuas. Ou seja, uma forma diferencial continua em 2 é uma aplicacao

CY(Q)-linear w : X,(Q2) — C(Q).

Com esta defini¢ao tanto a representacao local, quanto o diferencial de uma aplicacao
de classe C'!, ficam bem definidas. Nestas condicoes, todas as operacoes vistas no capitulo
1 se estendem de maneira natural a este caso menos regular.

Para cada elemento w € Ro(£2) construiremos um elemento w, € CT;€) pela formula
wp(§) = w(L)(p), onde L € Xy(Q2) é tal que L, = £&. Também denotaremos, quando nao
houver risco de confusao, w, por w(p) ou w|p.

Foi também visto que, a uma estrutura tangente podiamos associar uma estrutura

cotangente. O procedimento é andlogo ao caso menos regular e é enunciado logo abaixo.

Definigao 3.4.5. Considere, para cada p € ), um subespago vetorial W, C CT7(2 satisfa-

zendo:
(i) dim W, = m para todo p € €;

(ii) Dado pg € Q existem abertos Uy contendo py e formas diferenciais continuas wy, . . .,

W, € R(Up) tais que {wi|p, . ..,wy|p} geram W, para todo p € Uj.

Nestas condigoes, diremos que
w=Jw,

pEQ
é um subfibrado continuo do fibrado cotangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado
cotangente continuo. Definiremos m como o posto ou dimensio de W e escreveremos

dim W = m. O conjunto W, serd referido como a fibra de W em p.

Teorema 3.4.6. Seja V =
p € 2, o conjunto

e Vo um subfibrado tangente de CT,8) e construa, para cada

VEi={AeCTiQ: A=0emV,}.

Nestas condicoes,
VL — UPGQ‘/pJ_
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¢ um subfibrado cotangente e ainda
dimV 4+ dim W = dim €.

Definicao 3.4.7. Um subfibrado tangente continuo V' de CT€2 é uma estrutura local-
mente integrdvel se, para todo ponto py € 2, existe uma vizinhanca Uy de pg e funcoes
Zi,..y Zm € CHUy), onde dimV +m = dimQ = N, tais que V;)L é gerado pelos diferenci-
ais dZ|p, . ..,dZ,|p, para todo p € Uy. O conjunto {Z;} é chamado de conjunto completo

de integrais primeiras.
Ou, equivalentemente,

Definicao 3.4.8. Um subfibrado tangente continuo V' é uma estrutura localmente integra-
vel se, para todo py € € e campos continuos L, ..., L, que geram V em uma vizinhanca
Uy de pg, existem uma vizinhanca Vo C Uy de py e fungoes continuamente diferenciaveis

Z, ..., Ly tais que:
(i) dZ1 A ... ANdZ,, # 0 em Vj;
(i) L;Zy=0,j=1,....nek=1,...,m.

Da mesma forma que ocorre com o caso suave, verificar se uma estrutura tangente
continua é localmente integravel é o mesmo que procurar por um conjunto maximal de so-
lugoes continuamente diferenciaveis, nao-triviais e independentes que satisfagam o sistema
de equacoes homogéneas determinadas pelas secoes de V.

Para finalizar esta secdo, vamos assumir que €2 é um aberto de R" e £ é um subfibrado
tangente continuo n-dimensional localmente integravel. Seja {Zi,...,Z,,} um conjunto
completo de integrais primeiras de classe C*.

Por simplicidade, suponha também que Ly, ..., L, sdo campos continuos que geram L
globalmente. Da representacao local, segue que os campos continuos L; : C*(Q) — CY(Q)
sao aplicagoes continuas. Ora, pelo resultado visto no teorema (1.3.4), que admite um
analogo para campos continuos, segue que L;(D(€2)) C Dy(12).

Desta forma, a funcao L; pode ser vista mediante uma restricao como uma aplicacao
continua L; : D(2) — Dy(£2). Em uma vizinhanca Uy, em torno de um ponto p arbitrério,
sabemos que L; admite um transposto formal, ja que nesta vizinhanca o campo L; é a
combinagao linear de derivadas parciais. Por simplicidade, assuma que L; admita um

transposto formal em todo o aberto €.
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Observe que o transposto de um campo nao é necessariamente um campo. O exemplo

mais simples é dado por
d

dx

que tem transposto
d

—xa - ]_.

Para contornarmos esta situacao, considere um campo L definido em €2 representado
em sua forma local e L' seu transposto formal. Utilizando integracao por partes, verifica-se
que existe uma aplicacao f : ) — C, cuja regularidade é no minimo um grau menor que
o de L, satisfazendo

L'=—L+f.

Desta forma, se existe uma aplicacao A : 2 — C suficientemente regular, que nao se
anula em nenhum ponto e que satisfaz L'A = LA = 0 entao L' = —L. Mediante este fato,
se existir uma aplicagao A tal que L'A = 0 entao verifica-se que tanto (AL) quanto (yL)*

sao campos satisfazendo
(7L)" = —9L.
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CAPITULO 4

Regularidade e Unicidade de Solugdes em D(((2)

4.1 Regra de Leibnitz para Solucoes

Como a natureza dos problemas que vamos estudar é local, é suficiente considerar A é
um aberto de RV e considerar £ uma subfibrado tangente continuo localmente integravel
em A de dimensao n < N, munido de um conjunto completo {Z;,...,Z,,} de integrais
primeiras de classe C*.

Como no caso suave, vamos considerar um sistema local de coordenadas com proprie-
dades especiais. Se p € A entao existem coordenadas definidas em uma vizinhanca €2 de
p, denotadas por x1,...,%Tm,t1,...,t,, de classe C', se anulando em p e onde o conjunto

completo de integrais primeiras é expresso por
Zj(x,t) = x; +ig(x,t)  j=1....m

com ¢; reais se anulando na origem. Pela continuidade, vamos assumir que as aplicagoes
¢; permanecem pequenas nesta vizinhanca.
Reduzindo €2 se necessario, vamos assumir que a matriz Z, é nao singular em todo

conjunto. Escreva Aj, como abaixo

Jk.fL't _—ZE ulk
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onde wuy, é dado como no capitulo anterior. Desta forma, segue que

aZ -
utall ZAJ’“ax 0, j=1,....n,el=1....m

0 que em outros termos, significa que os campos

0 - 0
— Aigk=— =20 =1,... 4.1

sao geradores locais de £ em (2.
Estes geradores, entretanto, ainda nao serao o que nés utilizaremos. Se tomarmos a

equacao (4.1) e a multiplicarmos por det Z,, temos um novo conjunto de geradores L;

B, 0
det Z, 3%, + det Z, ;Ajkam =0 (4.2)

com a vantagem de serem anti-simétrico, isto ¢, L;|D(£2) admitem um transposto dado por

—L;. Mais precisamente, temos que
/(Lju)vdxdt:—/uLjvdxdt, j=1,...,m e u,v € D(Q).
Suponha u € Dj(€?) satisfazendo o sistema de equagoes dada por
Liu=0, j=1,...,n. (4.3)

Ora, também sabemos que u é uma medida e, justamente por este fato, gostariamos de
encontrar uma nocao equivalente para o fato acima em termos da medida.

Antes de enunciarmos esta defini¢ao e estabelecermos a equivaléncia com (4.3), facamos
uma pausa para um comentario. Se w for uma N-forma de classe CV definida em um aberto

U C Q de suporte compacto entao existe uma aplicacao ¢ € Dy(12) satisfazendo a relagao
w=¢dr; A...Ndx,, Adt; A ... Adt,

e, neste caso, se u € M(Q) escreveremos (u,w) para indicar [ ¢ du. Note que, como nosso

sistema de coordenadas esta fixado, esta operacao fica bem definida.

Definigao 4.1.1. Dizemos que uma medida u € M(£2) é uma solugao homogénea de L se,
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dado p, existe um conjunto completo de integrais primeiras continuamente diferenciaveis

Z1y..., ZLm, definidas préoxima de p, satisfazendo
(u,dZy A ... NdZy, ANdw) =0

para toda (n — 1)-forma de classe C'' com suporte compacto. Denotaremos tal fato por
Lu = 0.

Observe que o simbolo Lu = 0 independe do conjunto de integrais primeiras escolhidas
para verificar que u é uma solucao homogénea. Desta forma, vamos verificar que se um
conjunto satisfaz a definicao anterior entao qualquer outro possui a mesma propriedade.

Seja Wi,...,W,, um outro conjunto de integrais primeiras de £ de classe C*. Pelo
Teorema de Aproximagao, existem fungdes holomorfas F’ k’ tal que para j = 1,...,n tem-se
que

W; = kliinw F,f(Zl, ..., Zy) na topologia de C*.

Consequentemente, dWiA. . .AdW,, = NdZA...AdZ,,, para alguma fun¢ao continua A,
que satisfaz, em Dy, A = limy__., Hi(Z1,. .., Zn), com Hy holomorfas. Como este processo
pode ser revertido, isto é, expressando dZ; A ... AdZ,, como multiplo de dW; A ... AdW,,,
temos que A # 0 em uma vizinhanga de p.

Desta forma, se w é uma (n — 1)-forma de classe C' de suporte compacto entao
Hy(Z)dZy N .. . NdZpy ANdw =dZy A ... ANdZ, ANA(Hi(Z)w),
onde Z = (Zy,...,Zy) e consequentemente

(u, dWi Ao ANAW Adw) = (u, AdZy A ... ANdZy,)
= (u,limy,__oo He(Z1, ..., Zp)dZy N ... ANAZ)
=limg_ oo (u, He(Z1, ..., Z) dZy N ..o ANAZ)
= limy oo (4, dZ1 A .. AdZyp A d(Hy(Z)w)) = 0.

Sendo a ultima igualdade verdadeira pelo fato de que (u,dZ; A ... AdZ,, A dw) = 0 para
toda (n — 1)-forma de classe C'' com suporte compacto.
Vamos nos direcionar para verificar que a definicao (4.1.1) é equivalente com (4.3).

Se definirmos, para v € D;(f2), a forma

w=vdty A AdG AL AL,
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onde o circunflexo indica a omissao do termo indicado, podemos expressar dv na seguinte
base dty,...,dt,,dZ,...,dZ,,. Para isto, vamos utilizar a representagao (2.1) do capitulo

anterior. Temos que

dv = i Elv dt; + i MyvdZ,

=1 k=1

onde L;, sao os campos canonicos definidos naquele capitulo.

Prosseguindo o célculo, temos que

dw = (=1 L A(db A A A AL + Y Mo dZe A(dE AL AdE AL AdE,)
k=1

e concluimos que

, 1
dZy A .. ANdZy Adw = (—1)]_1ijvle A ANAZy Adt AL dE,.

O que em termos da base canonica, se expressa como
dZy A .. ANAdZpy ANdw = (=1) ' Ljuday AL Ada, AdE AL AdE,. (4.4)

Mediante a férmula anterior, fica demonstrado a equivaléncia entre (4.1.1) e (4.3) para o

caso de uma distribuicao que também é uma medida de Radon.

Suponha, por ora, que n = 1 e que L seja localmente gerado pelo seguinte campo
continuo .
L=detZ, 2 4 det 2 DA 0
- x@t xk:l kaxk

Considere u € Dy(f) satisfazendo a condi¢ao Lu = 0.

A préxima etapa serd verificar que det Z,u pode ser identificado com uma funcao de
t com imagem em D'(Qr), para alguma bola Qi suficientemente pequena em R™. Como
nosso problema ¢é de natureza local, sera suficiente restringirmos nossa atencao para uma
vizinhanga Qx da forma Qz = Qg X I onde Igr = (—R,R) C R.

Fixada ¢ € D(Qr) e, utilizando a notagao dada no capitulo anterior, defina as distri-

buigoes em Dy(R) de acordo com as férmulas

V=V (u,9¢) = (det Zyu)y e
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W=W(u,¢) = — Z(det Zp Apl)y,
k=1

Vamos verificar que V' e W estao relacionados pela férmula

d
&V WemD(IR)

De fato, se tomarmos ¢ € D(Ig) entao segue que

(W, ¢) = <— > (et Zp M)y, ¢> = <u —det Z, > A (thy, ® ¢)>

k=1

Como Lu =0 e L' = —L temos que

< (detZ aa + det Z, ZAk k) (¢®¢)>

Usando os fato

d¢

8 d
ved=res o S@Wed=veT

3Ik ( Tk

segue que

(W, ) — <u _det Z, ® (§t¢)> _ <(dethu)w i‘f> _ <%V,¢>,

o que conclui a demonstracao da relacao.
Mediante as identificacoes que foram estabelecidas no capitulo anterior segue que, fixada

1, existe uma funcao fy, continua pela direita e de variagao limitada em Ig, tal que

(V) = / Fo(0)0(0) dt. (4.5)

Desta forma, fica estabelecida uma aplicacao ¢ —— fy que é continua e linear. A
verificacao destas afirmacoes é simples e decorrem do fato de que V' é uma distribuicao e
de que f, é unicamente determinada.

Mediante estes fatos, segue que para cada t € R a aplicacao ¢y — fy(¢) é uma distribui-
¢ao e sua imagem serd denotada por (f(t), ) para ¢ € Dj(Qr). Desta forma, entendemos

f como uma aplicacao definida em R com imagem nas distribuicoes.
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Esta notacao é particularmente 1til no caso em f é uma funcao de duas variaveis e,
neste caso, f(t) serd a distribui¢do associada a f|Qgr x {t}. Ora, se ainda B C D;(R) é
um conjunto limitado com a métrica do sup e ainda ¢t € [—R, R] entao a variacdo de fy é

limitada por um constante dependente de R e B. Desta forma,

(det Zou, ¢ ® ) = / GO0y o), &€ DIn), € D(Qn).

Suponha que, para certa n € D;({g), existam um natural p e fungdes ¢1,...,¢, €
Di(Ig) e Yn,..., ¢, € D1(Qr) satisfazendo

p
N=> 1 ® oy (4.6)
i=1
Nestas condicgoes, é verdade que
(det Zyu, ) — / (F () mlomsisy) d. (4.7)

De fato,
p

(det Zpu,n) = Z (det Zyu, ¢, @ ¢p) = Z/ )s Up) ¢p(1)

=1

Utilizando a identidade

p

Narxty = Z(wp ® Op)lQrxity = Z%ﬁp

i=1

segue que

/<f NlQexiny) dt = Z/ ); Updp(t)) dt = Z/ )s Up) Dp(t)

Como o conjunto das aplicagoes satisfazendo (4.6) é denso em D(€2) e ambos os lados

de (4.7) expressam aplicacoes continuas naquele espago, segue que

(et Zuun) = [(FOnlapein) dt. 7€ D) (43)
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Vamos verificar que a aplicacao F dada por

F(t) = <f(t)777|QR><{t}> = fﬁlQRx{t}(t>

determina uma distribuicgao.

De fato, sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que para toda n € C*(Q2g) vale
que |F(t)| < C||nl|cr. Também temos que F é de variacao limitada e, consequentemente,
mensuravel. Fica entao concluido que F' é localmente integravel e portanto determina uma
distribuicao.

Nosso préximo objetivo é estudar, com n € C1(Qg), a Regra de Leibnitz para

d d
o (F)nlonxin) = .

E salutar considerarmos um caso mais simples e que ja foi abordado neste texto. Considere
n € C(Qg) uma fungao que seja independente de ¢ e que satisfaga n(z,t) = () para

alguma 1 € D;1(Qr). Nestas condi¢oes, vamos verificar que
d
a‘fw =W em Dll([R>
De fato, se ¢ € D;(I) entao
d B do
<&f¢7¢> = <fwa _E>
d
— - [neFwa = - [0 So
dg do
= - f(t),w—(t)> dt = — <f(t), (m—) > dt
/ < dt / At/ \rxiny

= —<dethu,w®%> = —<(detZzu)w,%>
_ do\
- —(nE) - o

Como construimos f de modo que para cada t € R a imagem f(¢) seja uma distribuicao

em D} (2r), também escreveremos
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Vamos agora prosseguir nosso estudo analisando o caso em que 1 € D;(€2g) é dada por

n(x,t) = (x)e(t).

Neste caso especial, a Regra de Leibnitz é expressa por

) Mawein) = So0) (D), 0) + oW, (49)

De fato, é suficiente observar que

% (PO mlanxin) = 3 (F(0,) 6(1))

em seguida aplicar a Regra de Leibnitz para distribuicoes e concluir utilizando a identidade
que acabamos de verificar.

O objetivo é encontrar uma outra representacao para a equagao funcional (4.9) que nao
dependa das aplicagoes ¢ e ¥, mas apenas de 7. Isto é fundamental, ja esta nova férmula
poderé se mostrar verdadeira para quaisquer aplicagoes em D;(Q2g) e ser entao a Regra de
Leibniz que estamos querendo encontrar para F'.

Observe que, se n(z,t) = Y(x)o(t) e h € Dy(Ir) entao temos as seguintes relagoes

<(detZ u > /f¢ h(t) dt,

an o
<()\k det Z,u) — . h> <)\k det Z,u, ¢ h ax]>

Ora, estas relagoes sao suficientes para verificar que a equacao dada em (4.9) é equiva-

lente a relagao abaixo se n(x,t) = ¥ (x)p(t).

d - o)
= (F®):Mlguxiny) = (det Z,u) + S (e det Zyu agk (4.10)
k=1

A vantagem da representacao anterior é que ela pode ser verificada para uma aplicagao
n € Di(2g) qualquer. Na verdade, se aplicarmos a mesma técnica vista anteriormente,

isto é, validarmos (4.10) para aplicagoes da forma

77:21/)p®¢p
i=1
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e finalmente notarmos que ambos os lados da equacao sao continuas entao teremos que a
equagao funcional acima é, na verdade, a Regra de Leibniz procurada.

Observe que, particularmente, é possivel notar por (4.10) que F' é uma distribuigao
dada por uma medida de Radon e, consequentemente, ¢ — < f(t),nlox X{t}> é na verdade
uma funcao de variagao limitada.

Lembre-se que para ty € I, det Z,u admite um traco em t = ¢y, isto é, existe uma nocao
bem definida para a restricao daquela distribuicao. Deste ponto em diante, vamos indicar
este trago por (det Z,,)(x, to)u(x, ty). De acordo com as identificacoes ja estabelecidas, segue

que esta restri¢ao é dada por f(tg) e, consequentemente, satisfaz a continuidade lateral

lim f(to + ) = f(to).

4.2 Regularidade e Unicidade para Medidas

Facamos uma pausa para relembrar os operadores basicos usados na demonstragao do
Teorema de Aproximagao. Considerando v uma medida de Radon que satisfaz Lu = 0 e
7 > 0 defina

m/2 7 )12
Eru(z,t) = (Z> / e 2@ =20y (! 0)h(z") det Z,(2,0) da’,
™ m
T\™/? —rZ(xt)—Z (" )2, (o / / /
Grulz,t) = (_) e TE@D=Z@ 0Py (o $h(a') det Zo (2!, ) Ao,
s m

Rou(z,t) = Gru(z,t) — Eru(x,t).

Neste caso, ¢ importante observar que a escolha da func¢ao h, assim como os esclareci-
mentos sobre a notacao feitos no Capitulo 2, se aplicam de maneira idéntica ao nosso novo
caso.

No caso classico, quando L e Z eram suaves, o que foi feito foi verificar que R, u(x,t) —
0 quando 7 — o0 em uma vizinhanca da origem. Nosso objetivo é apresentar uma
modificacao do argumento que se mostre valido na situacao presente.

Para £ € C™ et € I escreva

éTu(f,t):/ e T2 Oy (2! ) h(a') det Zy (2, 1) Ao

m
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Mediante o que ja provamos, podemos também representar este operador por

Grul€,t) = (f(1), e 40P u(al h(a) )
ou seja, a aplicagao t —— éTu(g,t) é passivel de derivacao com a Regra de Leibnitz que
acabamos de construir. Considere também
Rou(€,t) = Grulé,t) — Grul€,0).
Desta forma, temos a seguinte relagao entre os operadores R, e ET

T m/2 ~
Rou(z,t) = (-) Rou(Z(x,1),1).
T
Suponha que F' : I — R é uma funcao de variacao limitada com derivada p. Neste

caso, temos que p ¢ uma medida de Radon satisfazendo a relagao

com —R<a<b<R.
Tomando F(t) = Gu(&, t) segue que,

Rou(€,t) = F(t) — F(0) = /0 t F'(t')dt,

onde o simbolo fO..t H dt’ deve ser entendido como f(o q Hdt' set > 0e — f(t 0l H dt' se

t < 0. Utilizando a Regra de Leibnitz vista para F', segue a identidade

~ 0 - 0
Ru(é,t) = / (det Zyu) S (', 1) + > (A det Zyu) D@ ), h ) at,
0.t ot 1 Oy
onde n(a/,t") = e TE-Z@P  Utilizando a representacio através do sinal de integral

obtemos a identidade
D 0 —Tr[e—Z (2" t'))? ! ! 14/
Roul6,t) = (det Zyu) = <e : h(w)) da’ dt
0.t JR™

" a P A
+Z/(; t /m ()\k det Zx/u) 8_3;2 (6 [£—Z(z't)] h($/)> do’ dt’
k=1 -
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Utilizando a Regra de Leibnitz para Aplicacoes segue que,

8 1 41\12
) — (-T2 )] / ! 4!
/O..t /m (det Zu) T <e ) h(z") dz" dt

—|—/ / (det Zx/u) 86’ (e—T[ﬁ—Z(x/,t’)F) h(x/) do’ dt’
0..t m k

(det Zyu Ak *T[E*Z(:v”t/)? da’ dt’
/Ot /m Z 3xk

Para que possamos trabalhar com a igualdade acima de maneira mais apropriada, lembre-

se que a aplicagao (2/,t') — e T2 anula o campo L, o que em outras palavras

significa

Z(x 2
(at' kZ: 2) Tlé=2="]" — .

Utilizando a identidade segue que,

/ / (det Zm,u> 2 <€*T[£*Z(x/,t’)]2) h(.];'/) dx/ dt/
0..t m
a 1 41\12
) — 7T[§7Z(.’E )] / / /
/Ot/m (det Z, 825( >h(:c)dxdt
e h(z
/ / (det Zyu) Zka ) e TE=Z@ P qof qp!
0..t m k=1 8xk’

Finalmente, para £ = Z(z,t), temos

Rou(z,t) = (%) N /0 / w(a' t') Lh(x',¢) e T @ED=2E0F qur gy (4.11)
.t m

que é uma extensao da expressao classica para R, u.

A préxima etapa é estudar o comportamento de R, quando 7 — oo. Para isto, escolha
5 > 0 tal que h(2') = 1 se |2'| < 2§. Para (z,t) suficientemente pequenos (com |z| < 1),
a exponencial em R,u pode ser majorada, para alguma constante ¢ > 0 apropriada, por
e~ . O que nos leva a concluir que R,u — 0 uniformemente em uma vizinhanca €2 da
origem. Por outro lado, ja sabemos que G,u — wu como distribuicao, acarretando que
E.u — u em D{(Q) quando 7 — o0.

Assuma, por um instante, que o trago det Z,(x,0)u(x,0) = 0. Neste caso, E,u = 0 e,
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consequentemente, u = 0 em (). Suponha agora que o limite lateral esquerdo seja nulo,
isto é, lim; - Z,(z,t)u(x,t) = 0. Neste caso, a férmula u([b,0)) = F(0—) — F'(b—) para
b < 0 implica que det Z,(x,0)u(x,b—) = 0.

Dado que F' é continua a menos de um conjunto enumeravel, segue que este b pode
ser escolhido arbitrariamente proximo da origem. Desta forma, segue que F' é continua
em b e, desta forma, conclui-se que det Z,(x, b)u(z,b) = 0. Ora, podemos usar o trago de
det Z,u em b para definir o operador E,u e, consequentemente, concluir que © = 0 em uma
vizinhanga da origem.

Esta discussao esclarece que uma funcao de variacao limitada f(t) satisfazendo

(det Zou, 6 © ) = / JO).)odt, & e DIn).t € DQn).

nao pode admitir um salto em ¢ = o a nao ser que f(to+)f(to—) # 0.
Vamos concluir esta segao enunciando e demonstrando o teorema central deste capitulo.
Sem perda de generalidade, dado um aberto U C RV~! e uma funcao f : U — R de
classe C', o conjunto X(f) = {(x,t) € U xR C RY : ¢t = f(z)} é uma hipersuperficie
de classe C' de RY. Se considerarmos um um ponto p = (z, f(z)) € X(f) e um campo

continuo L, definido em U x R, por
N
0
L= —
2"

entao diremos que Y(f) é nao-caracteristico com respeito a L em p se, e somente se,

=

-1

ak<p>§—jk<x> £ ax(p).

1

=
Il

Teorema 4.2.1. Sejam V uma variedade diferencidvel, L um subfibrado tangente continuo
localmente integravel de CT(V), u € M(V) satisfazendo Lu = 0 e ¥ uma hipersuperficie
de classe O, nao caracteristica com respeito a L.

Sepe X e N= N(p) € um vetor normal unitdirio com respeito a ¥ em p entdo existe

um func¢ao continua D, que nao se anula, definida em uma vizinhanca 2 de p satisfazendo:

(i) Du admite um traco T.(Du) definido em todas as transla¢ées (TN + X) N Q na
direcao de N;

(ZZ) limg_)0+ T(T+€)(Du) = TT(D’U,);
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(111) se To(Du) =0 em ¥ NQ entdo u é identicamente nula em uma vizinhanga de p.

Demonstracdao. Sejam x1,...,Tm,t1,...,t, coordenadas locais de classe C' definidas em
uma vizinhanca 2 de p e {Z,...,Z,,} um conjunto de integrais primeiras, também defi-

nidas em {2, continuamente diferenciaveis satisfazendo
(i) z;(p) =tk(p) =0, para 1 <j<m, 1 <k <n;
(ii) Zj(x,t) = z; +i¢j(x,t), para 1 < j < m;
(ili) 0¢;/0x,(0,0) =0, para 1 < j, k < m.

Sem perda de generalidade, assumamos que X N €2 é dado por t; = 0 e que a direcao
definida por N coincida com a dada pelo eixo t;.
Fixada estas coordenadas, segue que o teorema foi provado se n = dim £ = 1 tomando-

se D = det Z,. Desta forma, se n > 1 procederemos da seguinte forma: descarte os campos

Lo, ..., L, e considere novas coordenadas locais dadas por
t/ = t17
x, = xy, paral <k <m;
5’7/m+k = tgy1, paral <k <n-—1;

Considere também novas integrais primeiras dadas por

Zm+1 (Ila t/) = x;nJrlJ

Zern*l(x/v tl) = x;nJrnfl'

O conjunto de integrais primeiras {Z1, ..., Zm, Zmi1s - - - » Zmin—1} induz uma estrutura
localmente integravel £ de dimensao 1. Procedendo como anteriormente, segue o resultado

para L e finalmente conclui-se o resultado do teorema para L. [

Nota

Depois desta discussao, fica evidenciada a validade do Teorema de Aproximacao para

campos continuos. Uma leitura mais atenta da demonstracao dada na primeira parte deste
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texto nos leva a concluir que um ingrediente fundamental foi a definicao do trago da solucao,
fato que discutimos nesta secao.

Lembre-se que quando os campos sao apenas continuos entenderemos como possiveis
solugoes as medidas de Radon. Nestas condi¢oes, enunciaremos uma técnica para aproximar

medidas por solugoes mais suaves.

Teorema 4.2.2. Seja L um subfibrado tangente continuo localmente integrdvel de CTV .
Seja u € Dy uma medida de Radon tal que Lu = 0. Entao para cada p € V, existe uma
vizinhanga U e uma sequéncia de polinomios Py, tal que limy,__., ProZ = u, onde Z = (Z;)
constitue um conjunto de integrais primeiras continuamente diferencidveis e o lim ocorre

na topologia de D{(S2).
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