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A Fórmula de Aproximação de Baouendi-Treves

Paulo Antonio Liboni Filho

Dissertação apresentada ao
PPG-M da UFSCar como parte
dos requisitos para a obtenção
do t́ıtulo de Mestre em Mate-
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Resumo

Seja Ω uma variedade diferenciável de dimensão N . Consideremos uma estrutura local-

mente integrável L de CTΩ com fibra de dimensão 1 ≤ n < N e escrevamos m = N − n.

Dizemos que L é localmente integrável se, para todo ponto p ∈ Ω, existe uma vizinhança

Up no qual estão definidas m funções suaves Zj : U −→ C, 1 ≤ j ≤ m que satisfazem

1. Zj é anulado por toda seção suave de L;

2. dZ1(p) ∧ . . . ∧ dZm(p) 6= 0.

O principal resultado deste texto é o Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves, que

estabelece que qualquer distribuição u que seja solução das seções de L pode expressar-

se localmente como limite de uma sequência de soluções suaves da forma Pk ◦ Z, onde

Z = (Z1, . . . , Zm) e Pk é um polinômio em m-variáveis.



Abstract

Let Ω be a N -dimensional smooth manifold. Consider a locally integrable structure

L of CTΩ with fiber dimension 1 ≤ n < N and set m = N − n. We say that L is

locally integrable if, for every p ∈ Ω, there is a neiborhood Up and m smooth functions

Zj : U −→ C, 1 ≤ j ≤ m such that

1. Zj is anihilated by every local section of L;

2. dZ1(p) ∧ . . . ∧ dZm(p) 6= 0.

The main result in this text is the Baouendi-Treves Approximation Theorem, that states

that every distribution solution u of the sections of L is locally the limit of a sequence of

smooth solutions of the form Pk ◦ Z, where Z = (Z1, . . . , Zm) and Pk is a m-variable

polynomial.
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3.3 Espaços de Distribuições D′
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4 Campos Vetoriais Cont́ınuos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4 Regularidade e Unicidade de Soluções em D′
0(Ω) 82

4.1 Regra de Leibnitz para Soluções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.2 Regularidade e Unicidade para Medidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Referências Bibliográficas 96
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Introdução

Considere, em R
2, a Equação da Onda

�u =
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0.

Dizer que uma aplicação u ∈ C2 é solução clássica de �u = 0 é equivalente a encontrar

duas aplicações f, g tais que u(x, y) = f(x+ y) + g(x− y).

Ora, se tomarmos uma sequência (un) de soluções clássicas da Equação da Onda que

convergem uniformemente para uma aplicação u, é fácil de demonstrar que u(x, y) =

f(x+ y) + g(x− y) para certas f, g cont́ınuas. Consequentemente, as soluções clássicas de

�u = 0 não são invariantes com respeito a limites uniformes.

A Teoria das Distribuições, que surgiu justamente para contornar este tipo de situação

desagradável, é apresentada com certo detalhe no Caṕıtulo 1. Também apresentaremos

alguns tópicos sobre o Conjunto Frente de Ondas de uma distribuição u, conceito que

refina a informação apresentada pelo suporte singular e que, finalmente, nos fornecerá uma

condição suficiente para definir a restrição de uma distribuição de duas variáveis à sua

primeira componente.

Ainda nos preparativos para o estudo do Teorema de Aproximação, apresentaremos

o conceito de variedade diferenciável, que fornece um espaço de trabalho adequado e, ao

mesmo tempo, suficientemente geral para os estudos dos fenômenos diferenciais clássicos,

comumente vistos nos abertos euclidianos. Para concluir o primeiro caṕıtulo desta disser-
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tação, finalizaremos com tópicos sobre formas diferenciais e suas operações.

Já no Caṕıtulo 2, demonstraremos o Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves, que

estabelece que qualquer distribuição u que seja solução das seções de L pode expressar-se lo-

calmente como limite de uma sequência de soluções suaves da forma Pk◦Z. Primeiramente,

demonstraremos o teorema para u ∈ C∞. A demonstração, neste caso, é relativamente sim-

ples e depende da construção de um operador especial.

O restante do caṕıtulo é devotado, quase que exclusivamente, à convergência no espaço

das distribuições e, nos casos mais regulares, à convergência na topologia de Ck. Para

a primeira tarefa, estenderemos as etapas da demonstração anterior para as funções ge-

neralizadas. Também neste caṕıtulo, apresentaremos a definição dos Espaços de Sobolev

Lp,s(Rm) e Lp,s
loc

(Rm)

O Teorema de Aproximação, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das prin-

cipais ferramentas dispońıveis na teoria das estruturas localmente integráveis. Com este

resultado, é posśıvel estudar propagação de zeros de soluções homogêneas. A discussão

do Teorema de Aproximação se encerra quando enunciaremos versões para outros espaços

funcionais.

Na Parte II deste texto, alteraremos a regularidade dos objetos com os quais estávamos

trabalhando. Nosso principal objetivo é estudar um resultado de regularidade e unicidade

para medidas, que serão identificadas com o dual do espaço das funções cont́ınuas e de

suporte compacto.

Para estudarmos esta identificação, que será demonstrada com cuidado no Caṕıtulo 3,

introduziremos as noções de medida de Radon, espaços de distribuições D′
k e funções de

variação limitada. Utilizando uma das versões do Teorema da Representação de Riesz,

que também demonstraremos, estabeleceremos como estes três objetos se comportam. En-

quanto isso, adaptaremos o conceito de variedade diferenciável, formas e campos para um

caso menos regular.

No quarto caṕıtulo deste texto, demonstraremos um teorema para regularidade e uni-

cidade para medidas de Radon. O estudo será divido em duas etapas: primeiramente

estudaremos a Regra de Leibnitz para t 7−→ 〈f(t), φ(·, t)〉, onde f é uma aplicação com

imagem em D′
1(QR). Em um segundo momento, utilizaremos os operadores introduzidos

na demonstração do Teorema de Aproximação para concluir o nosso principal resultado

desta segunda parte.

Finalmente, encerraremos o texto enunciando uma versão do Teorema de Aproximação

para medidas, cuja demonstração é obtida através da noção de traço que estabeleceremos.

X



Parte I

A Fórmula de Aproximação de

Baouendi-Treves

1



CAṔITULO 1

Preliminares

O propósito deste caṕıtulo é apresentar, de forma sucinta, resultados cruciais para o

entendimento do texto que se inicia no próximo caṕıtulo. Apesar destes tópicos serem

clássicos da Análise Matemática, eles serão enunciados com o objetivo de estabelecer uma

notação e uma linguagem que se seguirá em todo o texto.

1.1 Tópicos de Teoria das Distribuições

Em Matemática, distribuições são objetos que estendem funções e suas operações. É

posśıvel, por exemplo, estender a noção de derivada a funções integráveis e portanto são

usadas como soluções mais gerais para equações diferenciais.

A idéia básica é identificar funções localmente integráveis com operadores lineares abs-

tratos em um espaço de funções não problemáticas e em seguida mover as operações no

espaço das distribuições para este espaço de funções regulares.

As distribuições foram introduzidas no final dos anos 40 por Laurent Schwartz, que

desenvolveu uma extensa teoria para as funções generalizadas.

Como referência para a apresentação das demonstrações dos principais fatos desta seção

recomendamos a leitura de [Hou79].

Nesta seção considere Ω ⊂ R
N um aberto.
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1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

Definição 1.1.1. Denotaremos por D(Ω) o espaço das funções-testes em Ω, isto é, o

conjunto das funções complexas indefinidamente diferenciáveis e de suporte compacto em

Ω.

É posśıvel dotar D(Ω) de uma estrutura vetorial-topológica, não metrizável, onde a

noção de convergência é a seguinte:

Teorema 1.1.2. Uma sequência (φj) de funções testes converge a zero se, e somente se,

(i) existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp(φj) ⊂ K, j = 1, 2, · · · ;

(ii) para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções φj convergem

uniformemente a zero.

Definição 1.1.3. Uma distribuição em Ω é um funcional linear cont́ınuo de D(Ω). O

espaço vetorial das distribuições é denotado por D′(Ω). Convencionaremos escrever 〈u, φ〉
ao invés de u(φ).

É claro que se f ∈ L1
loc

(Ω) então f não é uma distribuição – haja visto que são funções

com domı́nios diferentes. Entretanto o próximo teorema lança luz sobre este problema e

fará esta situação ser entendida de outro modo.

Teorema 1.1.4. Se f ∈ L1
loc(Ω) então a função Tf : D(Ω) −→ C dada por φ 7−→

∫
φf dx

é uma distribuição em Ω e ainda se Tf = Tg então f = g em L1
loc, ou seja, f(x) = g(x)

quase toda parte.

Munidos do resultado acima convencionaremos que L1
loc

(Ω) ⊂ D′(Ω) como espaço to-

pológico, isto é, existe uma aplicação J : L1
loc

(Ω) −→ D′(Ω) cont́ınua e injetora. Neste

sentido que as distribuições são chamadas de funções generalizadas.

É posśıvel dotar D′(Ω) de uma estrutura vetorial-topológica onde a noção de conver-

gência é a seguinte:

Teorema 1.1.5. Uma sequência (uj) de distribuições converge a u ∈ D′(Ω) se, e somente

se, 〈uj, φ〉 converge para 〈u, φ〉 em C para toda φ ∈ D.

Agora que já criamos objetos mais gerais que funções existe uma pergunta natural: é

posśıvel estender algumas operações que fazemos com funções-testes para as distribuições?

A resposta é sim e o procedimento geral é dado abaixo.

3



1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

Definição 1.1.6. Sejam L e L′ operadores lineares e cont́ınuos de D(Ω). Dizemos que L′

é o transposto formal de L se
∫

(Lφ)ψ dx =
∫
φ(L′ψ) dx para quaisquer φ, ψ ∈ D(Ω).

Analisemos um exemplo prático. Seja L o operador cont́ınuo dado por

L : D(R) −→ D(R)

φ 7−→ φ′

Se ψ ∈ D(R) então (ψφ)′ = ψ′φ + φ′ψ e portanto
∫

(ψφ)′ dx =
∫
ψ′φ + φ′ψ dx. Como∫

K
(ψφ)′ dx = 0 para um compacto K suficiente grande temos que

∫
ψ′φ dx = −

∫
φ′ψ dx.

Consequentemente L′ dado por

L′ : D(R) −→ D(R)

φ 7−→ −φ′

é o transposto formal de L.

O operador constrúıdo acima será utilizado em outras partes do texto e, deste ponto

em diante, será denotado por d
dx

. Observe que deste modo seu transposto formal é dado

por − d
dx

.

Mediante este exemplo fica claro da razão de considerar operações apenas com funções-

testes ao invés de funções C∞ em geral: o suporte compacto garante que os termos de

fronteira que surgem na integração por partes sejam nulos e consequentemente a expressão

do transposto formal surja de maneira natural.

É importante notar que nem todo operador cont́ınuo admite um transposto formal.

Para a construção deste exemplo fixe f ∈ D(RN) e considere

L : D(RN) −→ D(RN)

φ 7−→ φ(0)f

Suponha que L admita um transposto formal L′. Neste caso para φ, ψ ∈ D segue que

∫
φ(0)fψ dx =

∫
φ(L′ψ) dx.

Consequentemente para toda φ, ψ ∈ D tal que φ(0) = 0 temos que

∫
φ(L′ψ) dx = 0
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1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

o que significa que L′ψ = 0 quase toda parte e finalmente teŕıamos que L = 0.

Apesar do fato de que nem todos os operadores admitem um transposto formal é inte-

ressante observar que aqueles que o admitem possuem uma propriedade fundamental.

Teorema 1.1.7. Seja L um operador cont́ınuo em D(Ω) que admite um transposto formal

L′. Para cada u ∈ D′(Ω) a aplicação Lu : D(Ω) −→ C dada por Lu(φ) = 〈u, L′φ〉 é

uma distribuição e se ainda u = Tf para alguma f ∈ D(Ω) ⊂ L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω) então

Lu = TLf . Em outras palavras, se você conhece o transposto formal de um operador em

D(Ω) é posśıvel estendê-lo para um operador D′(Ω).

Deste ponto em diante todas as derivadas tomadas neste texto serão no sentindo das

distribuições, isto é, se Ω ⊂ R e f ∈ L1
loc

(Ω) então a derivada de f é a distribuição

d

dx
Tf ,

onde d
dx

é operador constrúıdo anteriormente. Observe que o mesmo vale para as derivadas

parciais. Naturalmente se f ∈ D(Ω) então o teorema nos garante que as duas noções são

equivalentes. Observe que isto ainda é verdadeiro no caso em que em que f é continuamente

diferenciável.

Nesta próxima etapa vamos introduzir a noção de suporte e suporte singular de uma

distribuição, que serão extremamente úteis no futuro.

Definição 1.1.8. Seja u ∈ D′(Ω) e A um aberto de Ω. Dizemos que u se anula em A

se 〈u, φ〉 = 0 para qualquer φ ∈ D(A) ⊂ D(Ω). Definimos o suporte de u, denotado por

suppu, como a intersecção de todos os fechados de Ω fora dos quais u é nula. O subconjunto

de D′(Ω) das distribuições de suporte compacto é denotado por E ′(Ω).

Definição 1.1.9. Seja u ∈ D′(Ω) e A um aberto de Ω. Dizemos que u é C∞ em A se

existe f ∈ C∞(A) tal que 〈u, φ〉 =
∫
fφ dx para qualquer φ ∈ D(A) ⊂ D(Ω). Definimos

o suporte singular de u, denotado por SSu, como a intersecção de todos os fechados de Ω

fora dos quais u é C∞.

Algumas distribuições possuem propriedades mais especiais que as outras. Os conceitos

definidos acima são úteis para identificar dois tipos destas distribuições. Se u ∈ D′(Ω) é

tal que SSu = ∅ então a própria u é uma função C∞(Ω). Já se u ∈ E ′(Ω) então ela pode

ser estendida, de maneira única, a um funcional cont́ınuo ũ de C∞(Ω). Para que a notação

seja consistente com este fato também escreveremos E(Ω) para representar C∞(Ω).
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1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

O próximo objetivo é definir e enunciar algumas propriedades da Transformada de

Fourier para distribuições.

A Transformada de Fourier para uma aplicação f surgiu da necessidade de se representar

a função na forma

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
ikx,

que surge naturalmente quando se aplica o método de separação de variáveis para resolver

equações diferenciais parciais. Isto inspira a

Definição 1.1.10. Se f ∈ L1(RN) a Transformada de Fourier de f se define por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x) dx

onde i é a unidade imaginária e x · ξ =
∑N

i=1 xiξi.

Introduziremos agora uma notação prática para o estudo da Transformada de Fourier.

Se α = (α1, · · · , αN) é um multi-́ındice, isto é, α ∈ N
N então a soma

∑N
i=1 αi é denotada

por |α| e o produto α1! · · ·αN ! por α!.

Se ainda x ∈ R
N então xα = x1

α1 · · ·xNαN . Além disto escreveremos Dj para represen-

tar o operador
1

i

∂

∂j

assim como Dα para o operador D1
α1 · · ·DN

αN .

O passo natural seria estender, por dualidade, a noção da Transformada de Fourier para

distribuições através da técnica vista anteriormente para operações em D′(RN). Neste caso

especial este procedimento não funciona já que se φ ∈ D(RN) e ainda φ̂ ∈ D(RN) então

φ ≡ 0.

O problema se reside em construir um conjunto que contenha D(RN) e que seja invari-

ante pela Transformada de Fourier, e então, estender aos funcionais deste espaço a noção

desta transformada.

Definição 1.1.11. Indicaremos por S(RN) o subespaço de C∞(RN) das funções φ de

decrescimento rápido, isto é, funções φ tais que

sup
x

|xαDβφ| <∞

com α e β ∈ N
N .
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1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

Dizer que uma função está em S(RN) é o mesmo que dizer que tanto a função quanto

suas derivadas decrescem mais rapidamente que qualquer potência negativa de |x|.
Note que S(RN) é invariante por derivação e multiplicação por polinômios e além disso

D(RN) ⊂ S(RN). Um exemplo de função em S(RN) −D(RN) é f(x) = e−|x|2 .

Dotaremos S(RN) com uma estrutura vetorial-topológica onde a noção de convergência

é dada pelo

Teorema 1.1.12. Uma sequência (φj) de funções em S(RN) converge a zero se, e somente

se, xαDβφ convergem a zero uniformemente quaisquer que sejam os multi-́ındices α e β.

Vejamos um teorema que justifica o estudo do espaço S(RN) como o domı́nio adequado

para a Transformada de Fourier.

Teorema 1.1.13. A Transformada de Fourier é um homeomorfismo de S(RN) em S(RN)

e ainda

F−1φ(x) =
1

(2π)N

∫
eix·ξφ(ξ) dξ.

E se ainda φ ∈ S(RN) valem as fórmulas:

(i) D̂αφ(ξ) = ξαφ̂(ξ);

(ii) F(xαφ(x))(ξ) = (−1)|α|Dαφ̂(ξ).

Para uma aplicação deste último resultado vamos usar um método indireto para calcular

a transformada de f(x) = e−|x|2 em R
N . Primeiramente observe que f̂(ξ) é um produto de

integrais unidimensionais e portanto resta calcular φ̂ onde φ(x) = e−x
2
.

Para o cálculo de φ̂ note que φ satisfaz

{
φ′(x) + xφ(x) = 0

φ(0) = 1

Como φ ∈ S(R) podemos aplicar as regras do teorema anterior e concluir que

0 = iξφ̂(ξ) =
1

i

dφ̂

dξ
(ξ) = i

(
dφ̂

dξ
+ ξφ̂(ξ)

)
.

Consequentemente φ̂ satisfaz a mesma equação diferencial de φ munida da condição

φ̂(0) =

∫
φ dx

7



1.1. Tópicos de Teoria das Distribuições

o que finalmente implica

f̂(ξ) = (2π)
N
2 exp

(−|ξ|2
2

)
.

Estamos, finalmente, em condições de estudar a Transformada de Fourier para distri-

buições.

Definição 1.1.14. Um funcional linear e cont́ınuo em S(RN) é dito uma distribuição

temperada. O espaço das distribuições temperadas se denota por S ′(RN).

Teorema 1.1.15 (Relações entre os espaços de distribuições). São verdadeiras as seguintes

afirmações:

(i) D(RN) ⊂ S(RN) ⊂ E(RN);

(ii) E ′(RN) ⊂ S ′(RN) ⊂ D′(RN);

(iii) D(Ω) é denso em E(Ω);

(iv) D(RN) é denso em S(RN).

Naturalmente a afirmação E ′(RN) ⊂ S ′(RN) ⊂ D′(RN) do teorema anterior é dada

considerando a restrição dos funcionais aos subespaços adequados e note que a inclusão é

bem definida dada a densidade de D(RN) em S(RN).

Definição 1.1.16. Se u ∈ S ′ então a sua Transformada de Fourier û de u se define pela

dualidade

〈û, φ〉 =
〈
u, φ̂
〉

para toda φ ∈ S.

Teorema 1.1.17. Se u ∈ S ′(RN) então û é uma distribuição temperada em S ′(RN) e

ainda valem as afirmações:

(i) Se f ∈ L1(RN) a transformada f̂ de f como distribuição temperada coincide, mediante

identificação, com a transformada de f no sentido clássico;

(ii) Se f ∈ L2(RN) então f̂ ∈ L2(RN) e ainda ||f ||22 = (2π)−N ||f̂ ||22;

(iii) Se u ∈ E ′(RN) então û é uma função C∞ e é dada por û(ξ) =
〈
u, e−ix·ξ

〉
;

(iv) D̂αu = ξαû;

8



1.2. Conjunto Frente de Ondas

(v) F(xαu) = (−1)|α|Dαû.

Naturalmente, a transformada inversa para uma distribuição temperada também se

define por dualidade.

Para finalizar esta seção vamos introduzir uma notação. Se φ ∈ X(Ω), onde X é um

espaço funcional e se u ∈ X ′(Ω) então definiremos
∫
φu dx como sendo 〈u, φ〉.

1.2 Conjunto Frente de Ondas

Se u for uma distribuição pouco regular, isto é, se u ∈ D′(Ω) − C0(Ω), então não é

sempre posśıvel avaliar u em um ponto p ∈ Ω. Desta forma, se u é pouco regular então

não será posśıvel, em geral, determinar a distribuição u|A onde A ⊂ Ω.

O objetivo desta seção é construir uma distribuição u|A. Observe que esta definição

deverá ser consistente, ou seja, é necessário verificar que se u ∈ C0(Ω) então a restrição de

u vista como função e como distribuição são equivalentes.

A tentativa natural para definir a restrição seria através de regularização. Diremos que

uma sequência (fn) de funções em C0(Ω) constitúı uma regularização de u ∈ D′(Ω) se

fn −→ u em D′(Ω). Suponha, por um instante, que a sequência (fn|A) seja uma regula-

rização de uma certa distribuição v e que ainda v independa da escolha da regularização

para u. Neste caso especial é simples verificar que a definição u|A = v é adequada.

A suposição de que v independe da escolha da regularização para u, infelizmente, é

falsa. Um exemplo simples de distribuição que sofre desta patologia é o Delta de Dirac –

indicado por δ e dada por 〈δ, φ〉 = φ(0). Para investigar este problema comecemos com

um resultado simples.

Lema 1.2.1. Seja Ω ⊂ R
N uma vizinhança da origem e I : C0

c (Ω) −→ C uma aplicação

linear satisfazendo as seguintes condições:

(i) Se φ ∈ C0
c então I(|φ|) ∈ R e ainda |I(φ)| ≤ I(|φ|);

(ii) Se φ, ψ ∈ C0
c são tais que |φ| ≤ |ψ| então I(|φ|) ≤ I(|ψ|).

E se ainda (ξn) é uma sequência de funções positivas em C0
c satisfazendo:

(i) I(ξn) = 1;

(ii) supp ξn ⊂ B(0, rn), com rn −→ 0.

9



1.2. Conjunto Frente de Ondas

Então para toda φ ∈ C0 têm-se que I(ξnφ) −→ φ(0).

Demonstração. Dado ε > 0 existe δ > 0 tais que se |x| < δ então |φ(x)− φ(0)| < ε. Como

rn −→ 0 então existe um k(ε) tal que se n > k então rn < δ.

Consequentemente |I(ξnφ)−φ(0)| = |I(ξnφ)−φ(0)I(ξn)| = |I(ξnφ−ξnφ(0))| ≤ I(ξn|φ−
φ(0)|).

Como ξn|φ− φ(0)| ≤ εξn se n > k então |I(ξnφ) − φ(0)| < ε.

É posśıvel verificar que tal funcional I é necessariamente representado por uma integral

contra uma medida de Radon positiva. Para ilustrar esta situação considere I(φ) = φ(0).

Neste caso temos que I(φ) =
∫
φ dx, onde x é a medida concentrada na origem.

Se tomarmos I como sendo a integral de Lebesgue em R
N então temos uma ferramenta

para gerar aproximações do Delta de Dirac. Para ilustrar o lema considere a sequência

ξn(x) =





4n2x, x ∈ [0, 1
2n

]

−4n2(x− 1
n
), x ∈ [ 1

2n
, 1
n
]

0, caso contrário

cujo representação se encontra na figura abaixo.

Figura 1.1: Gráficos da Aproximação

O lema anterior nos garante que, no sentindo das distribuições, ξn −→ δ.

Um fato interessante é observar que o último lema não esgota todas as possibilidades

para aproximar o Delta de Dirac. Um caso interessante é o da sequência de Gaussianas

δa(x) =
1

a
√
π
e−x

2/a2

.

É simples verificar que, no sentindo das distribuições, δ1/n(x) −→ δ. Fato que, geometri-

camente, pode ser representado pela Figura (1.2).
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1.2. Conjunto Frente de Ondas

Figura 1.2: Gráficos da Aproximação

Após estes dois exemplos é posśıvel concluir que a primeira tentativa para restringir

distribuições não funciona. Observe que ambos os casos constituem regularizações para δ

em D′(R) e, ainda assim, para a primeira sequência temos que ξn|{0} −→ 0 e já para a

segunda conclúımos que δ1/n|{0} −→ ∞. Neste caso não é posśıvel construir a distribuição

δ|{0}.
Vamos olhar, finalmente, a noção precisa de restrição para alguns elementos de D′(Ω)

para certos subconjuntos A, com A ⊂ Ω ⊂ R
N . Inicialmente vamos estabelecer uma

equivalência que será útil para o entendimento das definições que seguem.

Teorema 1.2.2. x0 6∈ SSu se, e somente se, existe φ ∈ D(Ω) com φ(x0) 6= 0 e ainda

F(φu)(ξ) = O(|ξ|−k) para k ∈ N e |ξ| ≥ 1, ou equivalentemente, para todo k ∈ N existe

uma constante Ck > 0 tal que |F(φu)(ξ)| ≤ Ck(1 + |ξ|)−k qualquer que seja ξ 6= 0.

Definição 1.2.3. Uma vizinhança cônica de p ∈ Ω na direção ξ0 ∈ R
N −{0} é um aberto

de Ω × R
N − {0} da forma U × Γ satisfazendo:

(i) U ⊂ Ω é uma vizinhança de x0;

(ii) Γ ⊂ R
N − {0} é uma vizinhança de ξ0;

(iii) Se ξ ∈ Γ então tξ ∈ Γ qualquer que seja t > 0.

O conjunto Γ é denominado cone contendo ξ0.

Definição 1.2.4. Dado (x0, ξ
0) ∈ Ω×R

N − {0} e u ∈ D′(Ω) diremos que (x0, ξ
0) 6∈ WF u

se existe uma φ ∈ D(Ω) e um cone aberto Γ contendo ξ0 satisfazendo:

(i) φ(x0) = 0;

(ii) F(φu)(ξ) = O(|ξ|−k), para quaisquer k ∈ N e ξ ∈ Γ com |ξ| ≥ 1.

O conjunto WFu é chamado de Conjunto Frente de Ondas.
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1.2. Conjunto Frente de Ondas

É interessante imaginarmos que o conjunto WFu não apenas nos revela onde a função

generalizada u não é suave (informação já revelada pelo suporte singular) mas assim como

a direção onde ela deixa de ser regular. O termo “Frente de Ondas” foi cunhado por Lars

Hörmander por volta de 1970.

Teorema 1.2.5. Se x0 6∈ SSu então (x0, ξ
0) 6∈ WFu qualquer que seja ξ0. Reciprocamente,

suponha que (x0, ξ
0) 6∈ WF u qualquer que seja ξ0 ∈ SN−1 então x0 6∈ SSu. Este fato é

expresso pela fórmula ΠΩ(WFu) = SSu = ΠΩ(WFu ∩ Ω × SN−1).

Para prosseguirmos nosso estudo considere R
N decomposto como R

N = R
m × R

n.

Indique v ∈ R
N por v = (x1, · · · , xm, t1, · · · , tn) onde x = (x1, · · · , xm) ∈ R

m e t =

(t1, · · · , tn) ∈ R
n. Se f está definida em R

N denote por f(x, t) a imagem de f do vetor v.

O próximo passo é restringir, sob certas condições, u ∈ E ′(RN) ao conjunto t = 0, isto

é, R
m × {0}.

Teorema 1.2.6. Se u ∈ E ′(RN) e ainda o WFu não contem pontos da forma (x, ξ) ∈
Ω × R

N − {0} com ξ = (0, τ) ∈ R
m × R

n então a aplicação

τ 7−→ Fu(ξ, τ)

é integrável e ainda

Wu(ξ) =
1

(2π)n

∫
Fu(ξ, τ) dτ

é uma distribuição temperada em R
m.

Definição 1.2.7. Se u ∈ E ′(RN) satisfaz as hipóteses do teorema anterior então definiremos

u|{t = 0} = u(·, 0) = F−1Wu.

Vale observar que a restrição u(·, t0) é obtida através de translações adequadas a partir

do ńıvel t = 0 visto na definição anterior. Note que u é suave no seguinte sentindo: se

ψ ∈ D({|x| < R}) então a aplicação t0 7−→ 〈u(·, t0), ψ〉 é uma aplicação infinitamente

diferenciável.

Conclui-se que se WF u ∩N = ∅, onde

N = {((x, t) , (0, τ)) ∈ R
N × R

N : |x|, |t| < R, τ 6= 0}

então u ∈ C∞ ({|t| ≤ R},D′({|x| < R})), isto é, estamos interpretando u como uma função
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suave (no sentido anteriormente mencionado) dada por

u : {|t| ≤ R} −→ D′({|x| < R})
t0 7−→ u(·, t0).

A condição suficiente para a restrição é que o WFu não pode interceptar, ponto-a-

ponto, o vetor normal da subvariedade definida por t = 0. No livro [Hör83, pag. 266]

pode-se verificar que este fenômeno é verdadeiro também em situações mais gerais.

1.3 Estruturas Localmente Integráveis

Carl Friedrich Gauss foi, provavelmente, o primeiro a usar espaços abstratos na Mate-

mática como objeto de estudo. Evidência deste fato é seu conhecido Teorema Egregium –

que nos fornece uma técnica para conhecermos a curvatura de uma superf́ıcie levando em

conta apenas suas propriedades intŕınsecas.

A noção de variedade diferenciável, elaborada por Hermann Weyl em 1912, é a definição

que traduz com precisão a noção intuitiva de um espaço que é localmente euclidiano e que

ainda permite a extensão de conceitos conhecidos, como de vetor tangente, de tal forma

que, localmente, ela possa ser entendido como o conceito euclidiano usual.

Para uma discussão mais detalhada e apresentação das demonstrações dos principais

fatos desta seção recomendamos a leitura de [Hou08].

Definição 1.3.1. Seja Ω um espaço topológico de Hausdorff com base enumerável e F =

{(U, x): onde U é um aberto de Ω e x : U −→ R
N é um homeomorfismo sobre o aberto

x(U)} satisfazendo:

(i)
⋃

(U,x)∈F U = Ω. O par (U, x) é eventualmente chamado de cartal local ou sistema

local de coordenadas;

(ii) A aplicação definida em x(U ∩U ′) −→ x′(U ∩U ′) dada por x′ ◦ x−1 é C∞ para todos

os pares (U, x) e (U ′, x′) em F tais que U ∩ U ′ 6= ∅;

(iii) A famı́lia F é maximal com respeito aos itens anteriores, isto é, sejam U um aberto

e x : U −→ R
n um homeomorfismo sobre sua imagem; se a aplicação definida em

x(U ∩ U ′) −→ x′(U ∩ U ′) é C∞ para todo par (U ′, x′) em F satisfazendo U ∩ U ′ 6= ∅
então (U, x) ∈ F .

Nestas condições o par (Ω,F) é dito ser uma variedade diferenciável de dimensão N .
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Figura 1.3: S2: Coordenadas Locais

O terceiro axioma de variedade diferenciável, apesar de parecer pouco natural à primeira

vista, é de extrema importância. Um exemplo simples: se certo par (U, x) ∈ F e se V ⊂ U

é um aberto então graças à maximalidade da famı́lia temos que (V, x|V ) ∈ F , ainda mais:

graças a este axioma também é posśıvel garantir que dado um ponto p ∈ Ω existe um

sistema de coordenadas tal que x(p) = 0.

Se uma famı́lia F∗ = {(U, x): onde U é um aberto de Ω e x : U −→ R
n é um

homeomorfismo sobre o aberto x(U)} satisfaz os dois primeiros axiomas é fácil verificar que

existe uma única famı́lia F tal que F∗ ⊂ F e ainda (Ω,F) é uma variedade diferenciável.

Apesar de uma estrutura diferenciável ser um par (Ω,F) faremos menção à famı́lia F
apenas quando houver risco de confusão e deste ponto em diante, salvo menção contrária,

estaremos considerando Ω como sendo uma variedade diferenciável de dimensão N .

O estudo de fenômenos locais é um dos cernes da Análise e por isso gostaŕıamos de

munir abertos arbitrariamente pequenos com uma estrutura diferenciável. Nesta direção

convencionaremos que se W ⊂ Ω é um aberto então tomaremos a famı́lia FW dada por

FW = {(W∩U, x|W∩U) : (U, x) ∈ F eW∩U 6= ∅} que tornaW uma estrutura diferenciável,

de mesma dimensão de Ω.

Definição 1.3.2. Uma aplicação f : Ω −→ C é dita suave se para todo par (U, x) ∈ F
têm-se que a composição f ◦ x−1 é C∞ em x(U). Denotaremos por C∞(Ω) o conjunto

destas aplicações.

Exemplos triviais de funções suaves são as projeções das funções coordenadas, isto é,

fixada um carta (U, x) a aplicação dada por Πi ◦ x : U −→ R ∈ C∞(U) onde i = 1, · · · , N .

Existem operações naturais definidas em C∞(Ω) que são, nada mais, aplicações indu-

zidas das operações definidas em C, a saber: multiplicação, soma, conjugação, etc.
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Se Ω ⊂ R
N então podemos tornar Ω uma estrutura diferenciável de dimensão N to-

mando F∗ = {(Ω, aplicação identidade)}. Nestas condições vale que

C∞(Ω) = {f : R
N −→ C : f é C∞}.

Ou seja, o conceito de aplicação suave para variedades diferenciáveis nada mais é do que

uma extensão do conceito usual.

Definição 1.3.3. Um campo vetorial complexo sobre Ω é uma aplicação C-linear L :

C∞(Ω) −→ C∞(Ω) satisfazendo a Regra de Leibniz, isto é, L(fg) = L(f)g+L(g)f . Deno-

taremos por X (Ω) o conjunto destas aplicações.

A definição acima encontrar uma maneira de caracterizar uma classe de operadores dife-

renciais independentemente do sistema de coordenadas escolhido. Nesta direção o próximo

resultado é bastante esclarecedor, já que ele indica que localmente é posśıvel representar

os campos vetoriais de uma maneira bastante natural.

Antes da discussão da representação local, vamos construir um exemplo e estabelecer

uma notação. Fixada uma carta (U, x) e dada uma aplicação f ∈ C∞(U) sabemos por

definição que a aplicação f̃ = f ◦ x−1 é C∞ em x(U) ⊂ R
N e, consequentemente, a i-ésima

derivada parcial ∂if̃ : x(U) −→ C está bem definida e ainda é uma aplicação C∞. Desta

forma a composição ∂if̃ ◦ x : U −→ C é uma aplicação suave, isto é, pertence à C∞(U).

Em suma, fixada uma carta (U, x) a aplicação ∂i dada por ∂i(f) = ∂f̃i ◦ x define um

campo suave em U que corresponde à noção usual de derivada parcial se Ω ⊂ R
N .

Teorema 1.3.4. Valem as seguintes afirmações a respeito de um campo vetorial complexo

L em Ω:

(i) Se f ∈ C∞(Ω) e f é constante então Lf = 0;

(ii) suppLf ⊂ supp f ;

(iii) Se (U, x) é uma carta local então

L(f) =
N∑

j=1

(Lxj) ∂if

para toda f ∈ C∞(U).
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Definição 1.3.5 (Estrutura Algébrica dos Campos). Podemos munir X (Ω) de uma estru-

tura de C∞-módulo procedendo da seguinte forma: dados g ∈ C∞(Ω) e L ∈ X (Ω) defina

gL ∈ X (Ω) por (gL)(f) = g · L(f) para toda f ∈ C∞(Ω).

Observe que, a partir dos resultados anteriores, temos como corolário que X (U) é um

C∞(U)-módulo munido de uma base livre {∂1, · · · , ∂N}.
Dado dois campos L,M ∈ X (Ω) definiremos seu comutador como um novo campo dado

por

[L,M ](f) = L(M(f)) −M(L(f))

para toda f ∈ C∞(Ω).

É simples verificar que as operações acima definem novos elementos em X (Ω).

Para finalizarmos a álgebra relativa aos campos considere L ∈ X (Ω) e defina seu conju-

gado L̄ pela associação f 7−→ L(f). A verificação de que L ainda é um elemento de X (Ω)

é trivial e dada esta noção convencionaremos que um campo L é real se L̄ = L.

Definição 1.3.6. Se p ∈ Ω denotaremos por Bp(Ω) o conjunto de todos os pares (V, f)

onde V é uma vizinhança de p em Ω e f ∈ C∞(Ω).

Em Bp(Ω) diremos que (V, f) está relacionado com (W, g) se

(i) V ∩W 6= ∅;

(ii) f |V ∩W = g|V ∩W .

É trivial checar que esta relação é de equivalência.

Definição 1.3.7. Um germe de uma função f ∈ C∞(Ω) no ponto p é a classe de equiva-

lência [f ] em Bp(Ω). O conjuntos dos germes será denotado por C∞(p).

Note que a aplicação avaliação [f ] 7−→ f(p) está bem definida e ainda é um C-

homomorfismo.

Definição 1.3.8. Um vetor tangente à Ω em p é uma aplicação C-linear v : C∞(p) −→ C

satisfazendo v([fg]) = f(p)v([g]) + g(p)v([f ]) para toda f, g ∈ C∞(Ω). O conjunto dos

vetores tangentes, denotado por CTpΩ, possui uma estrutura natural de espaço vetorial

sobre C.

Se v ∈ CTpΩ denotaremos seu conjugado [f ] 7−→ v([f ]) por v. Convenciona-se que

TpΩ = {v ∈ CTpΩ : v = v}.
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Se L ∈ X (Ω) então o exemplo natural de vetor tangente à Ω em p é dado por

Lp([f ]) = L(f)p

para toda [f ] ∈ C∞(p). Também denotaremos, quando não houver risco de confusão, Lp

por L|p. O próximo teorema nos garante que, na verdade, este exemplo é essencialmente

único.

Teorema 1.3.9. Dado v ∈ CTpΩ existe um campo L ∈ X (Ω) tal que Lp = v.

Demonstração. Seja (U, x) uma carta contendo o ponto p e {∂1, · · · , ∂N} uma base para

X (U). Defina L ∈ X (U) por

L = v([xi])
N∑

i=1

∂i

Dada f ∈ C∞(U) e escrevendo f ∗ = f ◦ x−1 podemos, usando o Teorema Fundamental do

Cálculo, representar f ∗ em uma vizinhança V de p por

f ∗(x1, · · · , xN) = f ∗(a1, · · · , aN) +
N∑

j=1

hj(x1, · · · , xN)(xj − aj)

onde hj ∈ C∞(x(V )), a = x(p) e hj(a) = ∂f∗

∂xj
(a). Aplicando a identidade acima em Lp e

v temos que Lp = v em V . Podemos, em seguida, estender L para Ω usando uma função

corte.

Não é posśıvel garantir a unicidade no resultado anterior, visto que para definir o campo

foi necessário apenas decidir seu comportamento em uma carta de p.

Conclui-se portanto que o espaço CTpU é gerado, no sentido de espaço vetorial, pelos

campos {∂x1|p, · · · , ∂xN |p}.

Definição 1.3.10. O fibrado tangente complexificado de Ω é definido como:

CTΩ =
⋃

p∈Ω

CTpΩ.

Analogamente, o fibrado tangente de Ω é definido como:

TΩ =
⋃

p∈Ω

TpΩ.

17



1.3. Estruturas Localmente Integráveis

Denotaremos, de maneira natural, o dual de CTpΩ por CT ∗
pΩ e o dual de TpΩ por T ∗

pΩ.

O próximo objetivo é definir um conceito de subestrutura para o fibrado tangente

complexificado. Este conceito é de suma importância e será utilizado em quase todo o

momento.

Definição 1.3.11. Considere, para cada p ∈ Ω, um subespaço vetorial Vp ⊂ CTpΩ satis-

fazendo:

(i) dimVp = n para todo p ∈ Ω;

(ii) Dado p0 ∈ Ω existem abertos U0 contendo p0 e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X (U0)

tais que {L1|p, . . . , Ln|p} geram Vp para todo p ∈ U0.

Nestas condições, diremos que

V =
⋃

p∈Ω

Vp

é um subfibrado do fibrado tangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado tangente.

Definiremos n como o posto ou dimensão de V e escreveremos dimV = n. O conjunto Vp

será referido como a fibra de V em p.

A segunda exigência é uma condição de suavidade, isto é, para cada ponto p ∈ Ω é

posśıvel escolher fibras Vp de mesma dimensão — mas esta escolha não pode ser aleatória.

Para ilustrar este conceito considere Ω = R
2 e considere, para cada ponto p, a seguinte

escolha de fibras unidimensionais:

(x, y) 7−→
{

∂
∂x
, y ≥ 0

∂
∂y
, caso contrário

Naturalmente, não existe nenhuma vizinhança em torno de qualquer ponto do eixo real

satisfazendo a segunda condição. Observe que o crucial é a ausência de continuidade nas

escolhas das fibra em torno da reta y = 0.

A próxima etapa é introduzir alguns dos principais objetos de nosso estudo.

Definição 1.3.12. Dado um subfibrado tangente V de CTPΩ uma seção local é um ele-

mento L de X (W ), com W aberto de Ω, tal que Lp ∈ Vp para todo p ∈ W .

É conveniente imaginar que uma seção de um subfibrado tangente nada mais é do que

uma das equações do sistema que se procura resolver.
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Definição 1.3.13. Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω é um subfibrado tan-

gente satisfazendo a condição involutiva, isto é, se L,M ∈ X (W ) são seções locais então

[L,M ] também será uma seção local em W .

1.4 Formas Diferenciais

Em Matemática, Formas Diferenciais é uma abordagem do Cálculo à Várias Variáveis

que permite um estudo dos fenômenos diferenciais que não se comprometa com o sistema

de coordenadas escolhido.

A noção moderna de Formas Diferenciais foi introduzida pelo matemático francês Élie

Cartan e possui inúmeras aplicações não só na Matemática.

Definição 1.4.1. Denotaremos por R(Ω) o dual do C∞(Ω)-módulo X (Ω) e nos refe-

riremos ao seus elementos como formas diferenciais de grau um ou simplesmente for-

mas diferenciais. Ou seja, uma forma diferencial em Ω é uma aplicação C∞(Ω)-linear

ω : X (Ω) −→ C∞(Ω).

Teorema 1.4.2. Seja ω ∈ R(Ω), L ∈ X (Ω) e suponha que Lp = 0. Nestas condições

ω(L)(p) = 0.

Dado ω ∈ R(Ω) e p ∈ Ω associaremos a estes objetos uma aplicação ωp ∈ CT ∗
pΩ dada

pela fórmula

ωp(ξ) = ω(L)(p),

onde L ∈ X (Ω) é tal que Lp = ξ. Também denotaremos, quando não houver risco de

confusão, ωp por ω(p) ou ω|p.
Analogamente ao resultado da seção anterior vale a igualdade:

Teorema 1.4.3. CT ∗
pΩ = {ωp, ω ∈ R(Ω)}.

Definição 1.4.4. Dada f ∈ C∞(Ω) definiremos df ∈ R(Ω) pela fórmula

df(L) = L(f), L ∈ X (Ω).

A aplicação df é chamada de diferencial de f .

Utilizando a representação local para um campo podemos deduzir a representação local

para diferenciais, isto é, em uma certa vizinhança U do ponto p valem as igualdades:
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df =
N∑

j=1

df

(
∂

∂xj

)
dxj =

N∑

j=1

∂f

∂xj
dxj.

Ou seja: temos que {dxj} é uma base para R(U).

Observe que, na fórmula acima, as aplicações xj são as funções coordenadas do atlas

(U, x) que contêm a vizinhança de p. Pela definição de variedade diferenciável, estas pro-

jeções também são aplicações C∞ desta vizinhança.

Vamos agora estabelecer a teoria das Formas Diferenciais de maior grau e suas opera-

ções. Para nossos propósitos é suficiente considerar uma carta local (U, x).

Comecemos com um conjunto I = {i1 < . . . < ir} ⊂ {1, . . . , N = dim Ω}. Se L1, . . . , Lr

são r campos definidos em U então, pela representação local, temos:

Lj =
N∑

i=1

aij
∂

∂xi
.

Denote por A a matriz N × r dada pelas funções (aij). Naturalmente, para cada escolha

de campos, temos uma nova matriz A.

Defina a aplicação

dxI : X (U)r −→ C∞(U)

(L1, . . . , Lr) 7−→ detAI ,

onde AI é a matriz r× r obtida de A selecionando-se as linhas cujos ı́ndices pertencem ao

conjunto I. É claro que detAI ainda é uma aplicação C∞(U).

Definição 1.4.5. Uma Forma Diferencial ω de grau r = degω nada mais é do que uma

combinação linear, com respeito às funções suaves, das aplicações dxI com I nas condições

acima. É comum denotar dxI por dxi1 ∧ . . . ∧ dxir . Escreveremos Ar quando quisermos

denotar o conjunto das r-formas diferenciais de grau r. Convencionaremos que as funções

definidas em U são formas de grau 0.

A álgebra de C∞(U) induz em Ar uma estrutura de espaço vetorial de dimensão CN,r.

Vamos estudar algumas operações algébricas com formas.

O śımbolo usado na definição anterior (∧) não tem significado próprio. Vamos agora

definir uma aplicação r-linear ∧̃ : R(U)r −→ Ar que é dada na base pela regra:

∧̃(dxi1 , . . . , dxir) =

{
0, se ip = iq, para algum p e q

σ(i1, . . . , ir) dxI(i1,...,ir), caso contrário
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onde σ(i1, . . . , ir) é o sinal da permutação 1 7−→ i1, . . . , r 7−→ ir e I(i1, . . . , ir) é uma r-lista

ordenando (i1, . . . , ir).

Com esta definição, fica evidente que a aplicação ∧̃, chamada de produto exterior , é um

extensão do śımbolo ∧ e portanto utilizaremos a convenção ∧̃(dxi1 , . . . , dxir) = dxi1 ∧ . . .∧
dxir .

Façamos uma pequena pausa para uma discussão importante. Quando escrevemos

o śımbolo (dxi1 ∧ dxi2) ∧ dxi3 ou dxi1 ∧ (dxi2 ∧ dxi3) você deve olhar a fórmula como

dxi1 ∧ dxi2 ∧ dxi3 . Desta forma fica definido o produto exterior de uma 2-forma por uma

1-forma, e assim por diante.

Antes de finalizarmos a noção de produto exterior, considere a

Definição 1.4.6. Dados ξ1, . . . , ξr ∈ CT ∗
pU e defina

ξ1 ∧ . . . ∧ ξr : (CTpU)r −→ C

(v1, . . . , vr) 7−→ (w1 ∧ . . . ∧ wr)(L1, . . . , Lr)(p).

onde wj ∈ R(U) e Lj ∈ X (U) são tais que wj|p = ξj e Lj|p = vj. É importante verificar

que esta função fica bem definida dado o primeiro teorema desta seção.

Passemos à outra operação importante.

Definição 1.4.7. Seja ω =
∑
aIdxI uma forma diferenciável de grau r em (U, x). A

diferencial exterior dw é a (r + 1)-forma

dw =
∑

I,j

∂aI
∂xj

dxj ∧ dxI .

Por motivos de consistência, é necessário observar que se ω ∈ C∞(U) então dω vista

como diferencial exterior de uma 0-forma e como a diferencial de uma função (vista na

seção anterior) coincidem.

Definição 1.4.8. Uma aplicação f : J ⊂ R −→ Ω é também dita suave se para todo par

(U, x) ∈ F têm-se que a composição x ◦ f é C∞ em f−1(U). Denotaremos por C∞(J,Ω)

o conjunto destas aplicações. No caso de aplicações definidas em R
N o conceito aplica-se

coordenada a coordenada.

Sejam (U, x) uma carta local de Ω, V um aberto, f ∈ C∞(V, U) e I = {i1 < . . . < ir} ⊂
{1, . . . , dim Ω}. Naturalmente, xik ◦ f : V −→ R é uma aplicação C∞ e portanto d(xik ◦ f)
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é uma 1-forma. Mediante este fato denotaremos por d(xI ◦ f) a r-forma d(xi1 ◦ f) ∧ . . . ∧
d(xir ◦ f).

Definição 1.4.9. Sejam V aberto, (U, x) um sistema de coordenadas e f ∈ C∞(V, U). Se

ω =
∑

I aI dxI é uma forma diferenciável defina seu pullback pela f , denotado por f ∗ω,

pela fórmula

f ∗ω =
∑

I

(aI ◦ f) d(xI ◦ f).

O objetivo do pullback é, literalmente, “transportar” uma forma diferencial definida em

um carta local de uma variedade para defini-la em um aberto do espaço euclidiano. Este

processo é fundamental para que a integral sobre formas esteja bem definida. Na verdade,

a tentativa natural de definir o pullback pela fórmula f ∗ω =
∑

I(aI ◦ f) dxI não é bem

sucedida porque neste caso a forma estaria fortemente ligada a cada escolha de coordenadas

– problema que não ocorre com a definição anterior.

Depois desta discussão sobre as principais ferramentas algébricas para formas, nos resta

enunciar um conhecido resultado que relaciona estas operações.

Teorema 1.4.10. Sejam V aberto, (U, x) um sistema de coordenadas, f ∈ C∞(V, U) e

ω, ω formas em U . Nestas condições são válidas as seguintes fórmulas:

(i) f ∗(ω + ω) = f ∗ω + f ∗ω;

(ii) d(ω + ω) = dω + dω;

(iii) f ∗(c ω) = cf ∗ω, c ∈ R;

(iv) d(c ω) = c dω, c ∈ R;

(v) f ∗(ω ∧ ω) = f ∗ω ∧ f ∗ω;

(vi) d(ω ∧ ω) = dω ∧ ω + (−1)degωω ∧ dω.

Definição 1.4.11. O fibrado cotangente complexificado de Ω é definido como:

CT ∗Ω =
⋃

p∈Ω

CT ∗
pΩ.

Analogamente, o fibrado cotangente de Ω é definido como:

T ∗Ω =
⋃

p∈Ω

T ∗
pΩ.
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Como foi feito anteriormente, o próximo passo é definir um conceito de subestrutura

para o fibrado cotangente complexificado.

Definição 1.4.12. Considere, para cada p ∈ Ω, um subespaço vetorial Wp ⊂ CT ∗
pΩ

satisfazendo:

(i) dimWp = m para todo p ∈ Ω;

(ii) Dado p0 ∈ Ω existem abertos U0 contendo p0 e formas diferenciais ω1, . . . , ωm ∈ R(U0)

tais que {ω1|p, . . . , ωn|p} geram Wp para todo p ∈ U0.

Nestas condições, diremos que

W =
⋃

p∈Ω

Wp

é um subfibrado do fibrado cotangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado cotan-

gente. Definiremos m como o posto ou dimensão de W e escreveremos dimW = m. O

conjunto Wp será referido como a fibra de W em p.

Depois desta discussão, existe uma pergunta natural a ser feita. Dado um subfibrado

tangente, é posśıvel construir um subfibrado cotangente e, que ainda se relacione, de certa

forma, com a estrutura original? A resposta é sim e é dada pelo teorema abaixo.

Teorema 1.4.13. Seja V =
⋃
p∈Ω Vp um subfibrado tangente de CTpΩ e construa, para

cada p ∈ Ω, o conjunto

V ⊥
p = {λ ∈ CT ∗

pΩ : λ = 0 em Vp}.

Nestas condições,

V ⊥ = ∪p∈ΩV
⊥
p

é um subfibrado cotangente e ainda

dimV + dimW = dim Ω.

A construção acima pode ser revertida de maneira natural e, com isto, dado um subfi-

brado cotangente W , é posśıvel encontrar um subfibrado tangente V tal que V ⊥ = W .

Estamos, finalmente, em condições de definir o principal objeto de estudo deste texto.

Definição 1.4.14. Um subfibrado tangente V de CTΩ é uma estrutura localmente inte-

grável se, para todo ponto p0 ∈ Ω, existe uma vizinhança U0 de p0 e funções Z1, . . . , Zm ∈
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C∞(U0), onde dimV +m = dim Ω = N , tais que V ⊥
p é gerado pelos diferenciais

dZ1|p, . . . , dZm|p,

para todo p ∈ U0. O conjunto {Zj} é chamado de conjunto completo de integrais primeiras.

Ou, equivalentemente,

Definição 1.4.15. Um subfibrado tangente V é uma estrutura localmente integrável se,

para todo p0 ∈ Ω e campos L1, . . . , Ln que geram V em uma vizinhança U0 de p0, existem

uma vizinhança V0 ⊂ U0 de p0 e funções suaves Z1, . . . , Zm ∈ C∞(V0) tais que:

(i) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm 6= 0 em V0;

(ii) LjZk = 0, j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m.

Em outras palavras: verificar se um subfibrado é localmente integrável é o mesmo que

procurar por um conjunto maximal de soluções não-triviais e independentes que satisfaçam

o sistema de equações homogêneas determinadas pelas seções de V .

Suponha Ω um aberto de R
N , L um subfibrado tangente localmente integrável de Ω e

L uma seção local de L. Seja p um ponto de Ω e U0 uma vizinhança de p em que L esteja

representado em coordenadas locais. Pelo resultado (1.3.4), podemos restringir L a uma

aplicação cont́ınua L : D(Ω) −→ D(Ω).

Desta forma, fica claro que L|U0 admite um transposto formal, já que o campo é a

combinação linear de derivadas parciais. Consequentemente, se u ∈ D′(Ω) então fica

definida a distribuição Lu ∈ D′(U0).

Para finalizar esta caṕıtulo, vamos introduzir um último conceito.

Definição 1.4.16. Seja V ⊂ CTΩ uma estrutura formalmente integrável sobre Ω. O

conjunto caracteŕıstico de V é o subconjunto de T ∗Ω definido por

V 0 = V ⊥ ∩ T ∗Ω.

Também escreveremos

V 0
p = V ⊥

p ∩ T ∗
pΩ.

Dado L ∈ X (Ω), o śımbolo do campo, denotado por σ(L), é o operador

σ(L) : T ∗Ω −→ C

ξ 7−→ ξ(Lp) se ξ ∈ T ∗
pΩ.
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Seja (U, x) uma carta local de Ω, p ∈ U , ξ ∈ T ∗
pΩ e L um campo. Utilizando a

representação local, segue que

ξ =
N∑

j=1

ξj dxjp

L =
N∑

j=1

aj
∂

∂xj

com ξj reais. Utilizando estas fórmulas, temos que o śımbolo do campo pode ser localmente

representado por

σ(L)(ξ) =
N∑

j=1

aj(p) ξj.
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CAṔITULO 2

O Teorema de Baouendi-Treves

O objetivo deste caṕıtulo é demonstrar o teorema que é, provavelmente, o mais impor-

tante da teoria das estruturas localmente integráveis. Intuitivamente, o resultado garante

que em uma vizinhança definida em uma variedade diferenciável é posśıvel aproximar uma

solução da equação Lu = 0 por uma sequência de polinômios.

2.1 O Teorema de Aproximação

A Fórmula de Aproximação é de natureza local e por isto iremos nos restringir à es-

truturas localmente integráveis definidas em um aberto Ω ⊂ R
N no qual L⊥ é gerado

pelos diferenciais dZ1, . . . , dZm de m funções suaves Zj ∈ C∞(Ω), j = 1, . . . ,m em cada

ponto p ∈ Ω. Nesta seção iremos apresentar o Teorema de Aproximação e abordar alguns

aspectos preparatórios para sua demonstração.

Dada uma distribuição u ∈ D′(Ω) dizemos que u é uma solução homogênea de L e

escrevemos Lu = 0 se Lu = 0 para cada seção local L de L.

Os exemplos mais simples de soluções homogêneas de qualquer operador são as funções

constantes e o próprio conjunto de integrais primeiras Zi. Utilizando a Regra de Leibniz

segue que qualquer polinômio nas variáveis Z1, . . . , Zm são também soluções do problema

homogêneo.

Teorema 2.1.1 (Bouendi-Treves). Seja L uma estrutura localmente integrável sobre Ω e
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assuma que dZ1, . . . , dZm gerem L⊥ em todos os pontos de Ω. Então, para qualquer ponto

p ∈ Ω, existem abertos U e W , tais que p ∈ U ⊂ U ⊂ W ⊂ Ω satisfazendo

(i) toda u ∈ D′(W ) satisfazendo Lu = 0 em W é o limite em D′(U) de uma sequência

de soluções polinomiais nas variáveis Z1, . . . , Zm;

(ii) se u ∈ Ck(W ) então a convergência ocorre na topologia de C1(U), k = 0, 1, . . . ,∞.

Alguns resultados bem conhecidos de aproximação são, na verdade, casos particulares

do teorema anterior. Para ilustrar esta situação considere Ω = C e L o operador de

Cauchy-Riemann

L =
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Nestas condições, uma distribuição que é solução de Lu = 0 nada mais é do que

uma função holomorfa e que, pelo resultado anterior, pode ser localmente aproximada por

polinômios na variável z = x+ iy.

Apresentaremos agora uma consequência interessante. Sejam Ω um aberto, u ∈ C0(Ω)

uma solução homogênea de L e Z(x, t) = (Z1(x, t), . . . , Zm(x, t)). Se dois pontos p, q ∈ U

são tais que Z(p) = Z(q) e P é um polinômio em m variáveis então (P ◦Z)(p) = (P ◦Z)(q)

e, pelo Teorema de Aproximação, segue que u(p) = u(q).

As fibras de Z são, por definição, as classes de equivalência dadas pela relação

p ≡ q ⇐⇒ Z(p) = Z(q).

Segue, pela discussão anterior, que u é constante nas fibras de Z. Este fato é equivalente

a dizer que existe uma aplicação û ∈ C0(Z(U)) tal que u = û ◦ Z.

Se considerarmos um outro conjunto {Z◦
1 , . . . , Z

◦
m} de integrais primeiras então a apli-

cação Z◦ = (Z◦
i ) é constante nas fibras de Z em U . Aplicando o teorema para Z◦, ao

invés de Z, obtemos uma outra vizinhança U◦ ⊂ U de p tal que Z é constante nas fibras

de Z◦ em U◦. Nestas condições, segue que as fibras de Z e Z◦ são idênticas em U◦. Esta

invariância das fibras, com relação a escolha das integrais primeiras, permite estabelecer o

conceito de germes em p das fibras de L.

Antes da demonstração, que será dividida em duas seções, vamos primeiro obter um

sistema local de coordenadas que será útil deste ponto em diante. Para isto comecemos

com um lema elementar cuja demonstração será omitida.

Lema 2.1.2. Seja V um subespaço complexo de C
N de dimensão m. Seja V0 = V ∩ R

N ,
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d = dimR V0, v = m− d. Seja também V1 ⊂ C
N um subespaço complexo tal que

(V0 ⊕ iV0) ⊕ V1 = V

e tome {ζ1, . . . , ζv} uma base para V1 e {ξv+1, . . . , ξm} uma base real para V0. Se escrever-

mos ζj = ξj + iηj, para j = 1, . . . , v então

{ζ1, . . . , ζv, ξv+1, . . . , ξm} é uma base para V ;

{ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ηv} é linearmente independente sobre R;

v +m ≤ N.

É claro que o lema continua verdadeiro se substituirmos os espaços em questão por

espaços isomorfos.

Seja p ∈ Ω e G1, . . . , Gm funções suaves definidas em uma vizinhança de p tal que

dG1, . . . , dGm gerem L⊥. Fazendo a escolha V = L⊥
p no lema anterior e assumindo que

V0 = L⊥
p ∩T ∗

pΩ temos que se {ζ1, . . . , ζv, ξv+1, . . . , ξm} é a base fornecida por aquele resultado

então existem (cjk) satisfazendo

m∑

k=1

cjk dGk(p) = ζj, j = 1, . . . , v,

m∑

k=1

cjk dGk(p) = ξj, j = v + 1, . . . ,m.

Se definirmos

Zj =
m∑

k=1

cjk{Ck − Ck(p)}, j = 1, . . . , v,

Wl =
m∑

k=1

cv+l,k{Ck − Ck(p)}, l = 1, . . . , d

fica claro que dZ1, . . . , dZv, dW1, . . . , dWd também geram L⊥ em uma vizinhança de p. Se

ainda escrevermos

xj = ReZj, yj = ℑZj, sl = ReWl

então a segunda conclusão do lema anterior nos garante que

dx1, . . . , dxv, dy1, . . . , dyv, ds1, . . . , dsd
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são linearmente independentes em p.

Estamos em condições de estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 2.1.3. Seja L uma estrutura localmente integrável definida sobre Ω. Seja p ∈ Ω

e d a dimensão real de L⊥
p ∩ T ∗

pΩ. Nestas condições existe um sistema de coordenadas

locais que se anula em p

{x1, . . . , xv, y1, . . . , yv, s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′}

e aplicações reais, suaves, φ1, . . . , φd definidas em uma vizinhança da origem satisfazendo

φk(0) = 0, dφk(0) = 0, k = 1, . . . , d

tais que os diferenciais da aplicações

Zj(x, t) = zj = xj + iyj, j = 1, . . . , v

Wk(x, y, s, t) = sk + iφk(z, s, t), k = 1, . . . , d

geram L⊥ em uma vizinhança da origem. Em particular, temos que v+ d = m, v+ n′ = n

e também que

L⊥
p ∩ T ∗

pΩ = span {ds1|0, . . . , dsd|0} .

Demonstração. A prova segue quase que imediatamente da discussão anterior. Para con-

cluirmos é suficiente encontrar aplicações reais e suaves t1, . . . , tn′ definidas em uma vizi-

nhança de p, se anulando neste ponto, de tal forma que

dx1, . . . , dxv, dy1, . . . , dyv, ds1, . . . , dsd, dt1, . . . , dtn′

são linearmente independentes. Note que como dWk(p) = ξv+k é real então dφk = 0 na

origem.

Neste texto não usaremos toda a precisão das informações levantadas pelo teorema

anterior, mas uma versão mais simples que se mostrará adequada.

Lema 2.1.4. Seja L uma estrutura localmente integrável definida em um aberto Ω ⊂ R
N .

Nestas condições existe um sistema local de coordenadas anulando-se em p

{x1, . . . , xm, t1, . . . , tn}
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e aplicações reais, suaves φ1, . . . , φm definidas em uma vizinhança da origem e satisfazendo

φk(0, 0) = 0 e dxφk(0, 0) = 0 para k = 1, . . . ,m tais que os diferenciais das funções

Zk(x, t) = xk + iφk(x, t), k = 1, . . . ,m

geram L⊥ em uma vizinhança da origem.

Para prosseguir a demonstração do Teorema de Aproximação considere R > 0 tal que

a conclusão do lema anterior ainda seja verdadeira em uma vizinhança de V onde

V = {q : |x(q)| < R, |t(q)| < R}.

Assuma também que em V

∣∣∣∣
∣∣∣∣
(
∂φj(x, t)

∂xk

)∣∣∣∣
∣∣∣∣ <

1

2
, (x, t) ∈ V .

onde || || é a norma da matriz (∂φj(x, t)/∂xk) vista como um operador linear em R
m. Esta

construção é posśıvel dada a continuidade das funções φj aliada ao fato de que φj(0, 0) = 0.

Multiplicando as funções φj por funções de corte convenientes é posśıvel, sem perda de

generalidade, assumir que que estas aplicações estão definidas em todo R
N e ainda que a

estimativa anterior seja válida para todo (x, t) ∈ R
N .

A partir desta modificação das aplicações φj temos que as funções Zj estão definidas

em todo R
N . Considerando as diferenciais destas aplicações temos um novo subfibrado

cotangente definido em todo R
N e, finalmente, um novo subfibrado tangente global. Natu-

ralmente, esta nova estrutura e a antiga não tem razão para serem as mesmas, entretanto,

em V , elas coincidem e com certeza se provarmos resultados sobre essa nova estrutura em

V eles serão verdadeiros para a estrutura original.

Se denotarmos por Zx a matriz (∂Zj/∂xk) então Zx(0, 0) é exatamente a matriz iden-

tidade m × m. Da continuidade do determinante conclui-se que Zx é invert́ıvel em uma

vizinhança da origem. Neste caso, se tomarmos por µkl as entradas da matriz inversa então

podemos introduzir os campos

Mk =
m∑

l=1

µkl(x, t)
∂

∂xl
, k = 1, . . . ,m
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2.1. O Teorema de Aproximação

que são caracterizados pela relação

MkZl = δkl, k, l = 1, . . . ,m

onde δ é o delta de Kronecker.

Consequentemente, os campos

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑

k=1

∂φk
∂tj

(x, t)Mk, j = 1, . . . , n

são linearmente independentes e satisfazem a relação LjZk = 0 para j = 1, . . . , n e k =

1, . . . ,m. Desta forma, os campos L1, . . . , Ln geram L em todo ponto enquanto os N

vetores

L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm

comutam dois a dois e geram CTPR
N . Como

dL1, . . . , dLn, dM1, . . . , dMm

geram o subfibrado cotangente e portante a diferencial dw de uma função w(x, t) ∈ C1

pode ser expressa nesta base. Mais precisamente

dw =
n∑

j=1

Ljw dtj +
m∑

k=1

Mkw dZk (2.1)

Se desejar uma discussão mais cuidadosa da comutatividade dos campos e da represen-

tação da aplicação dw na base acima consulte [Hou08, Cap. 1].

Para finalizar esta seção discutiremos algumas notações que serão utilizadas durante a

demonstração do teorema. Para ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ C
m defina [ξ]2 por ξ1

2 + . . . + ξm
2. É

claro que se A = (ai) e B = (bi) ∈ R
m então

[A+ iB]2 = [(a1 + ib1, . . . , am + ibm)]2

= a2
1 + 2ia1b1 − b21 + . . .+ a2

m + 2iambm − b2m

= a2
1 + . . .+ a2

m + 2i(a1b1 + . . .+ ambm) − (b21 + . . .+ b2m)

= |A|2 + 2i 〈A,B〉 − |B|2.
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2.2. Demonstração para u ∈ C∞(W )

o que nos permite concluir que, para τ > 0

|e−τ [A+iB]2| = |e−τ |A|2−2τi〈A,B〉+τ |B|2| = eτ(−|A|2+|B|2).

Denote por h uma função-teste satisfazendo

h(x) =





0, |x| ≥ R

1, em uma vizinhança de |x| ≤ R
2

0 ≤ h(x) ≤ 1, caso contrário

Desta forma se u está definida em V então o produto uh está definido em todo R
m,

tem a mesma regularidade de u e possui suporte compacto.

Depois desta preparação das ferramentas prossigamos para a demonstração do caso

clássico.

2.2 Demonstração para u ∈ C∞(W )

Seja W uma vizinhança fixada de V de Ω e u uma solução suave de Lu = 0 em W .

Nestas condições defina, para 0 < τ <∞, a função

Eτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0) dx′.

Inicialmente observe que, como Z1, . . . , Zm são soluções do sistema homogêneo deter-

minado pelas seções de L então [(Z1, . . . , Zm)]2 também é uma solução e finalmente, pela

regra da cadeia, ocorre o mesmo com e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 . Utilizando a regra de derivação sob

o sinal da integral segue que Eτu também o é.

A estratégia da demonstração está em verificar que em uma vizinhança adequada temos

que Eτu −→ u na topologia adequada e, portanto, é posśıvel aproximar a solução u por

polinômios nas componentes de Z(x, t). Note que isto é posśıvel devido a natureza anaĺıtica

da exponencial.

Para estudarmos a convergência Eτu −→ u temos que, inicialmente, considerar uma

pequena modificação deste operador, a saber

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t) dx′.

O que faremos agora é estabelecer a convergência Gτu −→ u. Esta demonstração
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2.2. Demonstração para u ∈ C∞(W )

independe do fato de que u é uma solução do problema. Esta hipótese, entretanto, será

crucial para verificarmos que a função diferença Rτu = Gτu − Eτu converge para zero e

consequentemente é necessária para concluirmos que Eτu −→ u.

Esta modificação foi introduzida já que a etapa surpreendente da demonstração ocorre

na verificação de Eτu −→ u. Ora, o operador Gτu admite essa convergência de maneira

natural, já que ele é próximo a uma aproximação da identidade e espera-se que Gτu −→ u

ocorra em muitos espaços funcionais.

Antes de prosseguirmos vamos enunciar um lema técnico cuja demonstração pode ser

obtida em [Hou08, pág. 57].

Lema 2.2.1. Seja B uma matriz m ×m de coeficientes reais e norma ||B|| < 1 se A =

I + iB onde I é a matriz identidade então

detA

∫

Rm

e−[Ax]2 dx = πm/2.

O lema anterior deve ser visto como uma extensão multidimensional da identidade∫
R
e−|x|2 dx = π1/2, já que esta pode ser obtida a partir do lema através dos parâmetros

B = 0 e m = 1.

Para simplificar a notação escreva v(x, t) = u(x, t)h(x) detZx(x, t). Para cada par (x, t)

a matriz Zx(x, t) = I + iφx(x, t) satisfaz as hipóteses do lema e, como consequência, segue

h(x)u(x, t) = π−m/2

∫

Rm

e−[Zx(x,t)x′]2v(x, t) dx′.

Aplicando a mudança de variáveis x′ 7−→ x+ τ−1/2x′ na integral Gτu temos

Gτu(x, t) = π−m/2

∫

Rm

e−[Z(x,t)−Z(x+τ−1/2x′,t)]2v(x+ τ−1/2x′, t) dx′.

Mediante as duas últimas identidades podemos representar a diferença Gτu−hu através

da decomposição

Gτu(x, t) − h(x)u(x, t) = Iτ + Jτ ,

onde

Iτ (x, t) = π−m/2

∫

Rm

e−[Zx(x,t)x′]2(v(x+ τ−1/2x′, t) − v(x, t)) dx′
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2.2. Demonstração para u ∈ C∞(W )

e

Jτ (x, t) = π−m/2

∫

Rm

(
e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−1/2x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2

)
v(x+ τ−1/2x′, t) dx′.

Para concluirmos nosso primeiro objetivo temos que majorar cada parcela da decom-

posição. Para estimar Iτ note primeiramente que

|e−[Zx(x,t)x′]2 | = e−[(I+iφx(x,t))x′]2

= e−[x′+iφx(x,t)x′]2

= e−|x′|2+|φx(x,t)x′|2

≤ e−3|x′|2/4.

Como v se anula para x suficientemente afastado da origem segue que | gradx v(x, t)| é

limitado em R
m × {|t| ≤ R}. Neste caso o Teorema do Valor Médio nos garante que

|Iτ (x, t)| ≤ Cτ−1/2

∫

Rm

e−3|x′|2/4|x′| dx′ ≤ C ′τ−1/2,

o que, por sua vez, implica que |Iτ (x, t)| −→ 0 a medida que τ −→ ∞ uniformemente em

R
m × {|t| ≤ R}.

Para estimar Jτ primeiramente note que se aplicarmos o Teorema do Valor Médio em

−Z(x, t) − Z(x+ τ−1/2x′, t) e utilizarmos a majoração que já verificamos para e−[Zx(x,t)x′]2

segue que

|e−τ [Z(x,t)−Z(x+τ−1/2x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2 | ≤ 2e−3|x′|2/4

,

o que finalmente implica

|Jτ (x, t)| ≤ C

∫

|x′|<K

|eτ [Z(x,t)−Z(x+τ−1/2x′,t)]2 − e−[Zx(x,t)x′]2 | dx′ + Ce−K
2/2.

Desta forma para verificar que |Jτ (x, t)| −→ 0 uniformemente precisamos apenas esti-

mar a integral para |x′| < K com K suficientemente grande. Quando |x′| ≤ K e |t| ≤ R,

o quociente de Leibniz ζ1 = (Z(x, t) − Z(x+ τ−1/2x′, t))/τ−1/2 converge uniformente em x

quando τ −→ ∞ para ζ2 = −Zx(x, t)x′, o que implica que Re[ζi]
2 ≥ 0. Como e−ζ é uma

função Lipschitiziana para Re ζ ≥ 0 e já que |[ζ1]2 − [ζ2]
2| ≤ Cτ−1/2 segue

|Jτ (x, t)| ≤ CKmτ−1/2 + C exp(−K2/2),
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2.2. Demonstração para u ∈ C∞(W )

o que implica que Jτ (x, t) −→ 0 uniformemente para x ∈ R
m e |t| ≤ R a medida que

τ −→ ∞ . Consequentemente, Gτu(x, t) −→ h(x)u(x, t) uniformemente e para |x| < R/2

ainda temos que h(x)u(x, t) = u(x, t).

Nosso próximo objetivo é estimar o resto Rτ = Gτ − Eτ em termos do Teorema de

Stokes. Observe que o fato de que u é solução do subfibrado tangente não foi utilizado

até agora. Esta hipótese, entretanto, é crucial deste ponto em diante. Para (x, t) ∈ R
N

considere a m-forma em R
N dada por

ω(x′, t′) = (τ/π)m/2e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′) dZ(x′, t′)

= v(x′, t′) dZ(x′, t′),

onde dZ = dZ1 ∧ . . . ∧ dZm. Desta forma podemos escrever, utilizando o Teorema de

Stokes, as seguintes equações

Gτu(x, t) =

∫

Rm×{t}

ω e Eτu(x, t) =

∫

Rm×{0}

ω.

Observando que o pullback de dZ para t = c é dado por detZx(x
′, c) dx1 ∧ . . . ∧ dxm e

notando que ω se anula para |x′| > R temos

Gτu(x, t) − Eτu(x, t) =

∫

Rm×[0,t]

dω,

onde [0, t] denota o segmento em R
n conectando a origem ao ponto t.

Para calcular dω vamos utilizar a representação através da base {dtj, dZk}. Como

dω = dv ∧ dZ segue que os termos da expansão que não se anulam são aqueles que não

contém dZj para j = 1, . . . ,m. Em outras palavras

dω =
n∑

j=1

Ljv dtj ∧ dZ.

Assim como u, v satisfaz o sistema homogêneo dado pelas seções de L e desta forma

obtemos a representação para o resto

Rτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 n∑

j=1

∫

Rm×[0,t]

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Ljh(x
′) dtj ∧ dZ(x′, t′).

Assuma, por hora, que |x| ≤ R/4 e |t| ≤ T , onde T será escolhido em breve. Para
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concluir que o resto converge uniformemente a zero, em uma vizinhança adequada, vamos

iniciar estimando o fator

|e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2 | = |e−τ [(x1−x′1+i(φ1(x,t)−φ1(x′,t′)),...,(xm−x′m+i(φm(x,t)−φm(x′,t′))]2 |
= |e−τ [A+iB]2 |, onde A = (xi − x′i) e B = (φi(x, t) − φi(x

′, t′))

= eτ(−|A|2+|B|2)

= eτ(|φ(x,t)−φ(x′,t′)|2−|x−x′|2),

onde φ(x, t) = (φi(x, t)), x = (xi) e x′ = (x′i). Como t′ ∈ [0, t] e |t| ≤ T então existe um

α ∈ [0, 1] tal que t′ = αt. Neste caso temos |t − t′| = |t − αt| = |t| |1 − α| ≤ |t| ≤ T .

Observando que as aplicações x −→ φ(x, t) e t −→ φ(x, t) satisfazem as hipóteses da

Desigualdade do Valor Médio segue que

|φ(x, t) − φ(x′, t′)| ≤ |φ(x, t) − φ(x′, t)| + |φ(x′, t) − φ(x′, t′)|

≤ 1

2
|x− x′| + C|t− t′|

≤ 1

2
|x− x′| + CT

Conclúı-se então

|φ(x, t) − φ(x′, t′)|2 − |x− x′|2 ≤ 1

4
|x− x′|2 + |x− x′|CT + C2T 2 − |x− x′|2

= −3

4
|x− x′|2 + |x− x′|CT + C2T 2

= −3

4
|x− x′|2 +

3

2
|x− x′|CT − 1

2
|x− x′|CT + C2T 2

= −1

4
(3|x− x′| + 2CT )(|x− x′| − 2CT )

Na identidade que representa o resto estamos apenas interessados em x′ satisfazendo

|x−x′| ≥ R/4, já que os campo Ljh se anulam para |x′| ≤ R/2. Desta forma se escolhermos
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T de modo que T < R/(8C) então

|x− x′| − 2CT ≤ |x− x′| − 2C
R

8C
= |x− x′| − R

4
≥ 0.

O que implica que, para |x− x′| ≥ R/4,

|φ(x, t) − φ(x′, t′)|2 − |x− x′|2 < 0.

Fica demonstrando então que quando τ −→ ∞ têm-se que

|Rτu(x, t)| −→ 0

uniformemente em {|x| ≤ R/4} × {|t| ≤ T}.
Desta forma verificamos que existe uma vizinhança U da origem tal que se u ∈ C∞ e

ainda Lu = 0 em W então Eτu −→ u em U . Com isto, conclúımos a primeira parte do

teorema para distribuições bastante regulares. Quanto à segunda parte faremos uma pausa

para estabelecer identidades para os comutadores [Mk, Gτ ] e [Lj, Gτ ].

Lema 2.2.2. Para u ∈ C1(W ) e k = 1, . . . ,m as seguintes identidades seguem

[Mk, Gτ ]u(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Mkh(x
′) detZx(x

′, t) dx′.

Demonstração. Se denotarmos por Mk(x
′, t, Dx′) o campo Mk agindo e diferenciando com

respeito às variáveis x′m e, analogamente, escrevermos Mk(x, t,Dx) para representar o

campo Mk atuando nas variáveis originais segue que

δjk = Mk(x
′, t, Dx)Zj(x

′, t)

= −Mk(x
′, t, Dx)(−Zj(x′, t))

= −Mk(x
′, t, Dx)(Zj(x, t) − Zj(x

′, t))

O que nos permite concluir que

Mk(x
′, t, Dx′)(Zj(x, t) − Zj(x

′, t)) = −Mk(x, t,Dx)(Zj(x, t) − Zj(x
′, t)).

Sejam F : C
m −→ C e G : U ⊂ R

N −→ C
m uma aplicação de classe C1. Utizando o

sistema de coordenadas {x1, . . . , xm, x1, . . . , xm} para R
2m temos, pela Regra da Cadeia,
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que
∂F ◦G
∂xi

=
m∑

l=1

∂F

∂xi

∂Gi

∂xl
.

Verifiquemos que se f(x, x′, t) = F (Z(x, t) − Z(x′, t)) então

Mk(x, t,Dx)f(x, x′, t) = −Mk(x
′, t, Dx′)f(x, x′, t′). (2.2)

De fato, se Mk =
∑m

l=1 µkl
∂
∂xl

então

Mk(x, t,Dx)f(x, x′, t) =
m∑

l=1

µkl
∂

∂xl
F (Z(x, t) − Z(x′, t))

=
m∑

l=1

µkl

(
m∑

i=1

∂F

∂xi

∂(Zi(x, t) − Zi(x
′, t))

∂xl

)

=
m∑

i=1

∂F

∂xi

(
m∑

l=1

µkl
∂(Zi(x, t) − Zi(x

′, t))

∂xl

)

= −
m∑

i=1

∂F

∂xi
Mk(x

′, t, Dx′)(Zi(x, t) − Zi(x
′, t))

= −Mk(x
′, t, Dx′)f(x, x′, t′).

Aplicando (2.2) no caso F (ζ) = e−τ [ζ]
2

e derivando sob o sinal da integração obtemos

MkGτu(x, t) = −
( τ
π

)m/2 ∫

Rm

Mk(x
′, t, Dx′)(e

−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2)u(x′, t)h(x′) dZ(x′, t). (2.3)

Para prosseguirmos, suponha que u,w são continuamente diferenciáveis com pelo menos

uma delas de suporte compacto. Considere a seguinte m-forma exata definida por

ωk = d(uv dZ1 ∧ . . . ∧ d̂Zk ∧ . . . ∧ dZm)

= d(uv) ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ d̂Zk ∧ . . . ∧ dZm,

onde o chapéu indica que o termo em destaque foi omitido. Como o pullback de ωk com

respeito ao conjunto {t} × R
m é exato, segue que
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∫

{t}×Rm

wk = 0.

Para representarmos d(uv) na base {dtj, dZk} é preciso notar que os termos contendo

os diferenciais de tj desaparecem, já que t permanece fixado. Neste caso, nós obtemos

ωk|{t}×Rm = (−1)k+1(vMku+ uMkv) dZ|{t}×Rm ,

Como
∫
{t}×Rm wk = 0 fica estabelecida a fórmula de “integração por partes”

∫

Rm

(Mkv)w dZ = −
∫

Rm

vMkw dZ

que, quando aplicada em (2.3) para as aplicações v = e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 e w = u(x′, t)h(x′)

obtêm-se que

MkGτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2 (Mku(x
′, t)h(x′) + u(x′, t)Mkh(x

′)) dZ(x′, t),

que conclui a demonstração do lema.

Conforme descrito anteriormente, a próxima etapa é estabelecer uma identidade para

o comutador [Lj, Gτ ].

Para j = 1, . . . , n e l = 1, . . . ,m fixados, considere

λjl = −i
m∑

k=1

∂φk
∂tj

µkl.

Munidos desta aplicação, a representação dos campos Lj pode ser simplificada para

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑

k=1

∂φk
∂tj

Mk

=
∂

∂tj
− i

m∑

k=1

∂φk
∂tj

(
m∑

l=1

µkl
∂

∂xl

)

=
∂

∂tj
+

m∑

l=1

λjl
∂

∂xl
.
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Um cálculo trivial verifica que o campos Lj admitem transposto formais Ltj dados por

−Ltj =
∂

∂tj
+

m∑

l=1

(
λjl

∂

∂xl
+
∂λjl
∂xl

)
.

Para prosseguirmos, vamos verificar que os campos (detZx)Lj são não-divergentes, isto

é, div((detZx)Lj) = 0. Equivalentemente, demonstraremos que detZx é uma solução dos

operadores Ltj.

Lema 2.2.3. Para j = 1, . . . , n segue que

0 = −Ltj detZx

=
∂ detZx
∂tj

+
m∑

l=1

(
λjl
∂ detZx
∂xl

+
∂λjl
∂xl

detZx

)

=
∂

∂tj
detZx +

m∑

k=1

∂

∂xk
(λjk detZx) = 0.

Demonstração. Seja v um função-teste e considere a forma associada

ωj = d(v dZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj . . . ∧ dtn)

= dv ∧ dZ ∧ dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj . . . ∧ dtn

= (−1)m+j−1Ljv dZ ∧ dt

= (−1)m+j−1Ljv(detZx) dx ∧ dt.

É claro que ωj é uma forma exata de suporte compacto e, consequentemente, admite

integral nula em R
N , isto é,

∫

RN

Ljv(detZx) dx dt = 0.

Como v é arbitrária e ainda

∫

RN

Ljv (detZx) dx dt =

∫

RN

v Ltj(detZx) dx dt

segue o resultado.
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Seja (ζ, t) ∈ C
m×R

n e suponha que g̃ : C
m×R

n −→ C é uma aplicação suave que seja

holomorfa com respeito a ζ. Se denotarmos

g(x, t) = g̃(Z(x, t), t)

então para as coordenadas {ζ1, . . . , ζm, ζ̄1, . . . , ζ̄m, t1, . . . , tn} em C
m × R

n obtemos, com

j = 1, . . . , n, a identidade

Lj g(x, t) =
∂g

∂tj
+

m∑

k=1

λjk
∂g

∂xl

=
m∑

i=1

∂g̃

∂yi

∂Zi
∂tj

+
n∑

l=1

∂g̃

∂ti
δij +

m∑

k=1

λjk

(
m∑

i=1

∂g̃

∂yi

∂Zi
∂xk

)

=
∂g̃

∂tj
+

m∑

i=1

LjZi

=
∂g̃

∂tj
(Z(x, t), t).

Iremos tirar vantagem deste fato na demonstração deste último lema desta seção, que

versa sobre a identidade para os comutadores [Lj, Gτ ].

Lema 2.2.4. Para u ∈ C1 e j = 1, . . . ,m a seguinte identidade segue

[Lj, Gτ ]u(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)Ljh(x
′) detZx(x

′, t) dx′.

Demonstração. Considere

Gτu(x, t) = (τ/π)m/2(G̃τu)(Z(x, t), t),

onde

G̃τu(ζ, t) =

∫

Rm

e−τ [ζ−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t) dx′.

Desta forma

LjGτu(x, t) =
(τ
π

)m
2 ∂G̃τu

∂tj
(Z(x, t), t).

Para que a notação não comprometa a legibilidade do texto, denotemos e−τ [ζ−Z(x′,t)]2 por
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2.2. Demonstração para u ∈ C∞(W )

eτ (ζ, x
′, t). Desta forma, note que

∂(eτuh detZx)

∂tj
=

∂(eτuh)

∂tj
detZx + eτuh

∂ detZx
∂tj

= detZxLj(eτuh) − detZx

m∑

k=1

λjk
∂

∂xk
(eτuh) + eτuh

∂ detZx
∂tj

.

Derivando sob o sinal da integral e utilizando a integração por partes

∫
− detZx

m∑

k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk
dx =

∫
eτuh

m∑

k=1

∂(λjk detZx)

∂xk
dx

conclúımos que

∂G̃τ

∂tj
=

∫

Rm

detZxLj(eτuh) dx+

∫

Rm

eτuh

(
∂ detZx
∂xk

+
m∑

k=1

∂λjk detZx
∂xk

)
dx.

Como, pelo lema anterior, div((detZx)Lj) = 0, segue que

∂G̃τ

∂tj
=

∫

Rm

detZx Lj(eτuh) dx.

Já que Lj(eτ ) = 0 então vale

detZx Lj(eτuh) = detZx Lj(eτ (uh))

= detZx eτLj(uh)

= detZx eτhLju+ detZx eτuLjh,

e portanto, para concluir a demonstração,

∂

∂tj
G̃τu(ζ, t) = G̃τLju(ζ, t) +

∫
eτ (ζ, x

′, t)(u(Ljh) detZx)(x
′, t) dx′.

Para concluirmos a demonstração da segunda conclusão do Teorema de Aproximação,

no caso suave, suponha que u ∈ C∞(W ) satisfaça Lu = 0. O objetivo é estabelecer que

Eτu −→ u em C∞(U).

Ora, já verificamos que Gτu −→ hu uniformemente em {|t| ≤ T} × R
m. Dada a
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2.3. Demonstração para u ∈ D′(W )

comutatividade entre os campos Lj e Mk obtemos que Mku também é uma solução suave

do sistema — o que implica, particularmente, que

GτMku −→ hMku

uniformemente em {|t| ≤ T} × R
m.

Observe que a expressão de [Mk, Gτ ]u é semelhante à deGτ , sendo que, a única diferença

consiste no fato de que h é substitúıda por Mkh e consequentemente

[Mk, Gτ ]u −→ (Mkh)u.

Restringindo nossa atenção ao conjunto U onde h ≡ 1 e Mkh = 0 conclúımos que

MkGτu = GτMku+ [Mk, Gτ ] −→Mku

uniformemente em U a medida que τ −→ ∞.

Utilizando uma variação do argumento acima, é posśıvel obter uma conclusão similar

para LjGτu, isto é, LjGτu −→ Lju uniformemente em U a medida que τ −→ ∞.

Ora, como qualquer derivada de primeira ordem D pode ser obtida como combinação

linear dos Mk ’s e Lj’s vemos que,

DGτu −→ Du

uniformemente em U . Isto nos garante que Gτu −→ u em C1. Iterando este argumento,

conclúımos que a convergência Gτu −→ u se dá em C∞. Com isto, conclúımos a demons-

tração do Teorema de Aproximação para distribuições extremamente regulares.

2.3 Demonstração para u ∈ D′(W )

Antes de prosseguirmos o estudo da demonstração, façamos uma pequena digressão

sobre os Espaços de Sobolev, que serão empregados na solução de alguns dos problemas

anteriores.

Existem muitos critérios para se discutir regularidade de uma distribuição: alguns mais

fracos, como o conceito de continuidade; outros mais sofisticados, como as funções de

classe Ck, C∞ e anaĺıticas. No século XX constatou-se que o melhor espaço funcional para

julgar regularidade das distribuições eram os espaços de Sobolev, que são aprimoramentos
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2.3. Demonstração para u ∈ D′(W )

modernos das classes de diferenciabilidade.

Definição 2.3.1. Dados 1 ≤ p ≤ ∞ e s ∈ R denotemos por Lp,s(Rm) o conjunto

{f ∈ S ′(Rm) : ||f ||p,s <∞},

onde

||f ||p,s = F−1
((

1 + |ξ|2
) s

2 (Ff)(ξ)
)
.

É posśıvel verificar que a aplicação f 7−→ ||f ||p,s torna Lp,s(RN) um espaço vetorial

normado.

O caso especial s = 2 é eventualmente denotado por Hs(Rm). Se ainda s ∈ Z+ e

1 < p <∞ obtêm-se que

Lp,s(Rm) = {f ∈ Lp(Rm) : Dαf ∈ Lp(RN), |α| ≤ k},

que pode ser equivalentemente normado com

||f ||p,s =
∑

|α|≤k

||Dαf ||p.

Assim como ocorre com os espaços de Lebesgue, é interessante formular uma definição

local para os Espaços de Sobolev. Este é o assunto da

Definição 2.3.2. Dados 1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ R e Ω um aberto de R
m denotemos por Lp,s

loc
(Ω)

o conjunto

{f ∈ D′(Ω) : ψf ∈ Lp,s(RN), ∀ψ ∈ D(Ω)}.

O espaço Lp,s
loc

(Ω) é considerado equipado com a topologia dada pelas semi-normas

f 7−→ ||ψf ||p,s.
Neste caso estamos em condições de enunciar o

Teorema 2.3.3. Valem as seguintes afirmações:

(i) Se ε > 0 e k ∈ Z
+ então H

m
2

+k+ε ⊂ Ck ;

(ii) E ′ ⊂ ∪sHs;

(iii) C∞ = ∩sHs;
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(iv) Se s, s′ são números reais tais que s′ < s então Hs ⊂ Hs′.

Depois desta pequena pausa, estamos em condições de prosseguir o nosso estudo sobre

o Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves.

A próxima etapa da demonstração consiste em verificar sua conclusão no caso mais

geral, isto é, considerar u ∈ D′(W ) tal que Lu = 0. Para isto, podemos nos inspirar na

técnica empregada na seção anterior e verificar que ela pode ser aplicada neste caso, ou

seja, devemos demonstrar que

(i) Eτu está bem definido para u ∈ D′(W );

(ii) Gτu está bem definido para u ∈ D′(W );

(iii) Gτu −→ u em D′(U) a medida que τ −→ ∞ para u ∈ D′(W );

(iv) Rτu = Gτu− Eτu −→ 0 em D′(U) a medida que τ −→ ∞ para u ∈ D′(W ).

Para lidarmos com os dois primeiros problemas, uma ferramenta essencial é o

Teorema 2.3.4. Se W é um aberto de R
N e u ∈ D′(W ) é tal que Lu = 0 então

WF u ⊂ L0.

Este resultado segue imediatamente de [Hör83, teo. 8.3.1] e, consequentemente, WFu

não intercepta o conjunto

N = {((x, t) , (0, τ)) ∈ R
N × R

N : |x|, |t| < R′, τ 6= 0}

para algum R′ > R. Desta forma, WFhu está contido no mesmo conjunto e, em particular,

u ∈ C∞ ({|t| ≤ R},D′({|x| < R})) .

Ora, como {|x| < R} × {|t| < R} é relativamente compacto então, para algum s ∈ R,

segue que

u ∈ C0
(
{|t| ≤ R}, L2,s

loc
(BR)

)
,

onde BR é bola, em R
m, de raio R e centro na origem.

Finalmente, interpretando os operadores por dualidade, como já foi discutido anterior-

mente, segue que os dois primeiros obstáculos já foram ultrapassados.
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Vamos alterar a ordem natural e verificar o último item. Neste caso é conveniente

expressar Rτu através de uma interpretação da fórmula para u suave. Verificaremos que

Rτu(x, t) =

∫

[0,t]

n∑

j=1

rj(x, t, t
′, τ) dt′j,

onde

rj(x, t, t
′, τ) =

( τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Ljh(x
′) detZx(x

′, t′) dx′

e [0, t] indica o segmento que conecta t a origem.

Para a verificação desta afirmação escreva, para ζ e τ fixados,

g(t′) = G̃τu(ζ, t
′) =

∫

Rm

e−τ [ζ−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)h(x′) detZx(x
′, t′) dx′.

Desta forma,

g(t) − g(0) =

∫

[0,t]

n∑

j=1

∂g

∂t′j
(t′) dt′j.

Para calcular as derivadas de g, escreva eτ (ζ, x
′, t) = e−τ [ζ−Z(x′,t)]2 , diferencie sob o sinal

de integração e lembre-se que

∂(eτuh detZx)

∂t′j
=

∂(eτuh)

∂t′j
detZx + eτuh

∂ detZx
∂t′j

= detZxLj(eτuh) − detZx

m∑

k=1

λjk
∂(eτuh)

∂xk
+ eτuh

∂ detZx
∂t′j

.

Utilizando a integração por partes

∫
− detZx

m∑

k=1

λjk
∂

∂xk
(eτuh) dx =

∫
eτuh

m∑

k=1

∂λjk detZx
∂xk

dx

e relembrando que div((detZx)Lj) = 0 e Lj(eτu) = 0 segue finalmente que

∂g

∂t′j
(t′) = r̃j(ζ, t

′, τ)
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onde

r̃j(ζ, t
′, τ) =

( τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [ζ−Z(x′,t′)]2u(x′, t′)Ljh(x
′) detZx(x

′, t′) dx′.

A vantagem desta formulação é que ela continua válida para distribuições. Desta forma

vamos verificar a

Proposição 2.3.5. Seja u ∈ D′(W ) solução de L. Então

Rτu(x, t) −→ 0 em C∞(U).

Demonstração. Já verificamos que a exponencial na expressão de rj pode ser majorada por

e−cτ para alguma constante positiva c > 0 para |x| < R/4, |x′| ≥ R/2, |t| < T e t′ ∈ [0, T ].

Seja ∆x o Laplaciano em R
m. Para k ∈ Z+ escreva

Ljh(x
′)u(x′, t′) detZx(x

′, t′) = χ(x′)(1 − ∆x′)
k(1 − ∆x′)

−k[Ljh(x
′)u(x′, t′) detZx(x

′, t′)],

onde χ é uma função corte suportada em |x′| ≤ R/4 tal que χ(x′)Ljh(x
′) = Ljh(x

′).

Se denotarmos vj(x
′, t′) = (1 − ∆x′)

−k[Ljh(x
′)u(x′, t′) detZx(x

′, t′)] então segue que

vj ∈ C0(V ) para alguma escolha apropriada de k. De fato, o operador (1−∆x′)
−k definido

em S(Rm) e dado por

(1 − ∆x′)
−kf(x) =

1

(2π)m

∫
eix·ξ(1 + |ξ|2)−kf̂(ξ) dξ

mapeia L2,s(Rm) continuamente em L2,s+2k(Rm). Utilizando o Teorema de Imersão de

Sobolev segue que para s+ 2k > m/2 vale que L2,s+2k(Rm) ⊂ L∞(Rm) ∩ C0(Rm).

Desta forma rj(x, t, t
′, τ) é cont́ınuo com respeito a t′ e converge a 0 uniformemente

para |x| ≤ R/2, |t′| ≤ |t| ≤ T , a medida que τ −→ ∞. Como as derivadas de (1 − ∆x′)
−k

produzem potências de τ que são igualmente dominadas por e−cτ então Rτu(x, t) −→ 0

uniformemente e finalmente derivando sob o sinal da integração segue o resultado.

Quanto à (3) a estratégia é a seguinte: para provar esta convergência no espaço de

distribuições é suficiente verificar que a convergência se dá para as distribuições que, para

algum inteiro k,

u ∈ C0
(
{|t| ≤ R}, L2,k

loc
(BR)

)
.

Para demonstrar a convergência para as demais distribuições, é suficiente tomar um inteiro

k cuja topologia seja mais restritiva que a topologia que queremos verificar.
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Iniciando com k = 0 e assumindo

u ∈ C0
(
{|t| ≤ R}, L2,k

loc
(BR′)

)
,

com R′ > R, gostaŕıamos de provar que

∫

|x|≤R/4

|Gτu(x, t) − u(x, t)|2 dx −→ 0 uniformemente em |t| ≤ T,

o que, para esta classe de distribuições, implica em (3)

Redefinindo u por zero no complementar de BR×R
n, assuma que u(·, t) ∈ L2(Rm) para

cada t fixado, com |t| ≤ T . Relembrando que a exponencial que define Gτu admite a cota

|e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2 | ≤ e−3τ |x−x′|2/4

e escrevendo

Fτ (x) = τm/2e−3τ |x|2/4

nós conclúımos que, para t fixado satisfazendo |t| ≤ R, obtemos

|Gτu(x, t)| ≤ C(Fτ ∗ |u|)(x, t)

onde a convolução é realizada na variável x.

Como ||Fτ ||L1 = C segue, da Desigualdade de Young para Convoluções, que

sup
|t|≤T

||Gτu(·, t)||L2(Rm) ≤ C sup
|t|≤T

||u(·, t)||L2(Rm). (2.4)

Para que possamos tirar vantagem da desigualdade anterior, demonstraremos o

Lema 2.3.6. Seja (X, || · ||X) um espaço vetorial normado e Y ⊂ X um subespaço denso.

Suponha uma famı́lia de aplicações lineares {fλ : X −→ X;λ ∈ R+} tal que

(i) ||fλ(v)||X ≤ C||v||X , para todo v em X;

(ii) limλ−→∞ fλ(v) −→ v, uniformemente em v, para todo v em Y .

Nestas condições, limλ−→∞ fλ(v) −→ v, uniformemente em v, para todo v em X.

Demonstração. Seja v ∈ X, vn −→ x uma sequência em Y e ε > 0. Nestas condições,

existem
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(i) n0 tal que, se n ≥ n0 então ||v − vn||X < min{ ε
3C
, ε

3
};

(ii) λ0 tal que, se λ ≥ λ0 então ||fλ(vn) − vn||X < ε
3
.

Para n ≥ n0 e λ ≥ λ0 segue que

||fλ(v) − v||X = ||fλ(v) − v + fλ(vn) − fλ(vn)||X

≤ ||fλ(v − vn)||X + ||fλ(vn) − v||X

≤ C||v − vn||X + ||fλ(vn) − vn||X + || − v + vn||X

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3

≤ ε,

o que conclui a demonstração.

Na seção anterior, estabelecemos que se u ∈ D(V ) então Gτu −→ u uniformemente

em U = BR/4 × {|t| < T}, o que implica convergência no espaço C0
(
{|t| ≤ T}, L2(BR/4)

)
.

Desta forma, o operador Gτ |U converge para operador u|U em um conjunto denso de

C0 ({|t| ≤ T}, L2(BR)) .

Como a famı́lia de operadores {Gτu|U} satisfaz (2.4) conclui-se, pelo lema

Gτu|U −→ u|U em todo o espaço C0
(
{|t| ≤ T}, L2(BR/4)

)
.

Prossigamos para o próximo inteiro k. Assuma que

u ∈ C0
(
{|t| ≤ T}, L2,1(BR′)

)

para R′ > R. Utilizando um função corte propriamente escolhida, assuma que u ∈
C0 ({|t| ≤ R}, L2,1(Rm)) e que u permanece inalterada para |x| < R. Desta forma, para

|t| ≤ T fixado, nós observamos que, tanto u como suas derivadas com respeito à xk e tj

estão em L2(Rm) para 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Como φ admite suporte compacto, os coeficientes de Lj e Mk são limitados, com deri-

vadas limitadas. Em particular Lju e Mku estão em L2(Rm), uniformemente para |t| ≤ T .
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Para obter o resultado desejado para k = 1 é necessário, para que possamos proceder

conforme o caso k = 0, provar a estimativa análoga à (2.4), isto é,

sup
|t|≤T

||Gτu(·, t)||L2,1(Rm) ≤ C sup
|t|≤T

||u(·, t)||L2,1(Rm). (2.5)

Já sabemos que qualquer derivada de primeira ordem, com respeito a x, é uma combi-

nação linear (com coeficientes limitados) dos Mk’s. Desta forma, é suficiente verificar que:

para |t| ≤ T , 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

sup
|t|≤T

||MkGτu(·, t)||L2(Rm) ≤ C sup
|t|≤T

||u(·, t)||L2,1(Rm). (2.6)

Para demonstrarmos esta desigualdade, observe que, como MkGτ = [Mk, Gτ ] + GτMk

nos resta estimar ||GτMku||L2 e ||[Mk, Gτ ]u||L2 . Utilizando (2.4), obtemos que,

||GτMku||L2 ≤ C||Mku||L2 ≤ C ′||u||L2,1 .

Como já sabemos que as aplicações Gτ e [Mk, Gτ ] são muito similares, então, vale uma

estimativa análoga à (2.4) utilizando [Mk, Gτ ]. Desta forma

||[Mk, Gτ ]u||L2 ≤ C||u||L2,1 ,

o que verifica (2.5) e consequentemente demonstra e desigualdade (2.6).

Esta construção ainda nos fornece um algoŕıtimo para os casos k = 2, 3, . . . e, conse-

quentemente, validamos a famı́lia de desigualdades

sup
|t|≤T

||Gτu(·, t)||L2,k(Rm) ≤ Ck sup
|t|≤T

||u(·, t)||L2,k(Rm), k = 1, 2, 3, . . . (2.7)

Nos resta verificar o caso em que k′ é um inteiro negativo, isto é, k′ = −k para algum

k ∈ N. Inicialmente, vamos introduzir uma pequena modificação do operadorGτ : considere

G′
τ = hGτ . É claro que G′

τ = Gτ em U , já que h|U = 1. Consequentemente, qualquer

conclusão válida para |x| ≤ R/4 com respeito ao operador G′
τ também será verdadeira para

Gτ .

A vantagem de considerarmos este novo operador é que ele se torna simétrico na variável
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x com respeito à medida dZ, isto é, se v, w ∈ D(Rm) então, para t fixado,

∫
G′
τv(x, t)w(x) detZx(x, t) dx =

∫
G′
τw(x, t)v(x) detZx(x, t) dx.

Desta forma,

||G′
τu(·, t)||L2,k′ (Rm) ≤ C sup

w∈D(Rm)

||w||
L2,k≤1

| 〈G′
τu(·, t), w〉 |

= C sup
w∈D(Rm)

||w||
L2,k≤1

| 〈u(·, t), G′
τw〉 |

≤ C sup
w∈D(Rm)

||w||
L2,k≤1

||u(·, t)||L2,k′ ||G′
τw||L2,k

≤ C||u(·, t)||L2,k′ .

Observe que, nesta sequência de desigualdades, utilizamos a majoração já verificada

para k ∈ N. Com isto fica provada a equicontinuidade de G′
τ nos espaços

C0
(
{|t| ≤ T}, L2,k(BR′)

)
, k ∈ Z

Juntamente com a convergência Gτu|U −→ u|U , que ocorre para u ∈ D(BR′ × {|t| ≤
T}) — que é denso em C0

(
{|t| ≤ T}, L2,k(BR′)

)
, fica demonstrado que Gτu −→ u em

C0
(
{|t| ≤ T}, L2,k(BR/4)

)
para qualquer u ∈ C0({|t| ≤ T}, L2,k(BR′)). Com isto, fica

conclúıda a primeira parte do Teorema de Aproximação.

Já quanto a segunda parte do teorema — que versa sobre a convergência nos espaços

Cj, é suficiente demonstrar a equicontinuidade de Gτ em

Cj
(
{|t| ≤ T}, Ck

b (R
m)
)
,

onde Ck
b (R

m) é o espaço das funções definidas em R
m, que admitem derivadas limitadas

de ordem ≤ k. O caso j, k = 0 é facilmente demonstrado observando que

|Gτu(x, t)| ≤ C(Fτ ∗ |u|)(x, t) ≤ C ′||u||C0({|t|≤T},C0
b (Rm)).

De maneira análoga ao que já foi feito, é posśıvel, através da inserção dos comutadores,
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reduzir o caso j, k ≤ 1 à análise da equicontinuidade com respeito à C0({|t| ≤ T}, C0
b (R

m)).

Iterando este argumento, conclúımos a demonstração do Teorema de Aproximação.

2.4 Convergência em Outros Espaços Funcionais

O Teorema de Baouendi-Treves pode ser verificado para vários espaços funcionais. A

estratégia, nesses casos, é utilizar o resultado provado na seção anterior: Rτu = Gτu −
Eτu −→ 0 em C∞(U), para qualquer distribuição u satisfazendo Lu = 0 em um aberto V ,

contendo U .

Mediante este resultado, o problema da convergência de Eτu −→ u em qualquer espaço

funcional, com topologia mais fina que a de C∞, fica reduzido a convergência de Gτu −→ u

ao mesmo espaço. Como já foi discutido, o operador Gτ é muito próximo, entendendo t

como um parâmetro, a uma convolução, na variável x, com a Gaussiana. Deste modo, é

esperado que a convergência Gτu −→ u em U ocorra em muitos espaços funcionais.

A abordagem das demonstrações da convergência Gτu −→ u será sempre a mesma. Se

quisermos verificar que o teorema é verdadeiro para um certo espaço de distribuições X(U),

temos que, primeiramente, tentar provar a equicontinuidade da famı́lia {Gτ} em X(RN)

e, em seguida, mostrar que a convergência ocorre em um subespaço denso de X(V ). Em

geral, o subconjunto denso será o das funções-testes, para o qual já sabemos, da segunda

seção deste caṕıtulo, que Gτu −→ u.

Em geral, esta abordagem funciona se

(i) X(V ) é um espaço normal de distribuições, isto é, D(V ) é denso em X(V );

(ii) existe uma aplicação J : C∞(U) −→ X(U) cont́ınua e injetora.

Este prinćıpio foi aplicado, nas seção anterior, com X(V ) = C0
(
{|t| ≤ R}, L2,k(BR)

)
.

Para concluir, vamos enunciar dois resultados que verificam o Teorema de Aproximação

para outros espaços funcionais. Primeiramente para convergência em Lp e, em seguida, para

os Espaços de Sobolev.

Teorema 2.4.1. Seja L uma estrutura localmente integrável sobre Ω e assuma que

dZ1, . . . , dZm

gerem L⊥ em todo ponto de Ω. Então, para qualquer z ∈ Ω, existem dois abertos U e W ,
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com z ∈ U ⊂ U ⊂ W ⊂ Ω, tal que para u ∈ Lploc(W ), 1 ≤ p ≤ ∞, satisfazendo Lu = 0,

lim
τ−→∞

Eτu(x, t) = u(x, t) q.t.p. em U.

Caso p seja finito, i.e., 1 ≤ p <∞, também temos

lim
τ−→∞

Eτu = u em Lp(U).

Teorema 2.4.2. Seja L uma estrutura localmente integrável sobre Ω com integrais pri-

meiras {Z1, . . . , Zm} definidas em uma vizinhança do fecho de W = Bx×Bt. Então existe

uma vizinhança U ⊂ W da origem tal que para toda u ∈ Lp,sloc(W ), 1 < p < ∞, s ∈ R,

satisfazendo Lu = 0,

lim
τ−→∞

Eτu = u em Lp,sloc(U).

É claro que, em ambos os casos, é posśıvel substituir o operador Eτ por uma sequência

apropriada de polinômios nas componentes de Z. Para as demonstrações omitidas, consulte

[Hou08, cap. II].
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Regularidade e Unicidade para

Medidas de Radon
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CAṔITULO 3

Preparativos

3.1 Medidas de Radon

Um problema interessante em Matemática é o de encontrar uma noção de medida

que seja, de certa forma, compat́ıvel com a topologia dada em um certo conjunto. A

tentativa mais natural seria a de considerar medidas definidas sobre os borelianos do espaço.

Entretanto, isto não é suficiente para que tais medidas tenham boas propriedades com

respeito a convergência uniforme de funções cont́ınuas. O objetivo desta seção é justamente

definir e estudar estas medidas.

Definição 3.1.1. Se X é um espaço topológico tal que todo ponto p ∈ X é ponto interior

de algum conjunto compacto Kp então diremos que X é localmente compacto.

Os exemplos cruciais, para este texto, de espaços de Hausdorff localmente compactos

são os espaços R
N , seus subconjuntos abertos e as variedades topológicas.

Definição 3.1.2. Seja X um espaço topológico de Hausdorff, B a σ-álgebra de Borel de

X e m uma medida definida em B satisfazendo

(i) m(B) = sup{m(K) : K ⊂ B e K é compacto};

(ii) m(K) <∞, para todo K compacto.
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Nestas condições, diremos que m é uma medida de Radon em X e denotaremos por M(X)

o conjunto formado por todas estas medidas.

As medida de Lebesque e de Dirac em R
N são exemplos de medidas de Radon. Entre-

tanto, a medida da contagem em um espaço euclidiano não satisfaz o segundo axioma da

definição anterior.

Suponha que X seja um espaço topológico de Hausdorff. O conjunto formado por todas

as aplicações f : X −→ C cont́ınuas e de suporte compacto pode ser dotado de duas noções

de convergência que o tornam um espaço vetorial topológico. A primeira, e mais natural,

é a dada pela norma do supremo. Já para a segunda topologia, a noção de convergência é

dada pelo

Teorema 3.1.3. Uma sequência fj : X −→ C, de funções cont́ınuas e de suporte compacto,

converge a zero se, e somente se,

(i) existe um compacto K ⊂ X tal que supp(fj) ⊂ K, j = 1, 2, . . .;

(ii) fj converge uniformemente a zero.

Deste ponto em diante, escreveremos Cc(X) para indicar este espaço munido da norma

do supremo e denotaremos por D0(X) o mesmo conjunto, mas munido da segunda topolo-

gia.

Eventualmente, poderemos denotar por D(X,A) as funções de D(X) satisfazendo a

condição adicional f(X) ⊂ A. O mesmo se aplica para Cc(X) e Cc(X,A).

Note que a identidade não é um homeomorfismo entre Cc(X) e D0(X). O contra-

exemplo é dado pela sequência de aplicações abaixo fj : R −→ C

x 7−→





x− j

j
, x ∈ [j, j + 1]

2 + j − x

j
, x ∈ [j + 1, j + 2]

0, caso contrário

que convergem para a função nula em Cc(R). Como estas aplicações não admitem suporte

fixo, esta sequência não converge em D0(R).

Apesar deste pormenor, vale que D0(X) ⊂ Cc(X) topologicamente. A igualdade é

válida se X for um espaço compacto.
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Se f é uma aplicação cont́ınua então f é mensurável com respeito a σ-álgebra de Borel.

Se fixarmos m for uma medida de Radon em X e admitir que f está suportada em um

compacto K então f ∈ L1(X). De fato,

∫

X

|f | dm =

∫

K

|f | dm ≤ sup
X

|f |m(K) <∞.

Nestas condições, se m for uma medida de Radon em X então a aplicação

I : Cc(X) −→ C

f 7−→
∫
X
f dm.

fica bem definida

Observe que I é um funcional linear cont́ınuo. De fato, para cada compacto K de X

existe uma constante MK tal que, se f ∈ D0(X) é uma aplicação suportada em K então

I(f) ≤Mk sup |f(x)|.

Além de cont́ınuo, I é positivo no seguinte sentindo

Definição 3.1.4. Um funcional linear λ : D0(X) −→ C é positivo se λ(D0(X,R+)) ⊂ R+.

Para prosseguirmos nossa análise, vamos enunciar o conhecido Teorema de Represen-

tação de Riesz.

Teorema 3.1.5. Sejam X um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto e I um

funcional positivo em D0(X). Nestas condições, existem uma σ-álgebra B′, contendo os

borelianos de X, e uma única medida positiva m tal que

I : D0(X) −→ C

f 7−→
∫
X
f dm.

que ainda satisfaz

(i) m(K) <∞ para todo compacto K;

(ii) Para todo E ∈ B′ temos que

m(E) = inf{m(V ) : V é aberto e E ⊂ V };
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(iii) A relação

m(E) = sup{m(K) : K é compacto e K ⊂ E}

é válida para todo conjunto aberto E e para todo conjunto E ∈ B′ de medida m finita;

(iv) Se E ∈ B′, A ⊂ E e m(E) = 0 então A ∈ B′.

Para que possamos estabelecer uma equivalência entre os elementos de D′
0 e as medidas

de Radon, vamos enunciar e demonstrar uma outra versão do Teorema de Representação.

Definição 3.1.6. Uma função f : X −→ V ⊂ R
m, definida em um espaço localmente

compacto de Hausdorff, é dita se anular no infinito se para todo ε > 0 existe um conjunto

compacto K ⊂ X tal que |f(x)| < ε se x ∈ X−K. A classe das funções cont́ınuas definidas

em X que se anulam no infinito é denotado por C0(X,V ). Como de costume, se V = C

apenas escreveremos C0(X).

É claro que Cc(X) ⊂ C0(X). A inclusão contrária é verdadeira se X for compacto.

Além disto, a estrutura topológica de C0(X) é dada de forma que este espaço seja o

completamento, no sentido de espaços métricos, de Cc(X).

Definição 3.1.7. Um funcional λ : C0(X) −→ C é dito limitado se existe uma constante

C ≥ 0 tal que

|λf | ≤ C sup |f(x)|.

Teorema 3.1.8. Se X é um espaço de Hausdorff localmente compacto então todo funcional

limitado φ em C0(X) é representado por uma única medida regular, complexa e de Borel

µ, de maneira que

φ(f) =

∫

X

f dµ

para toda f ∈ C0(X). Segue, ainda, que a norma de φ é a variação total de µ, isto é,

||φ|| = |µ|(X).

Demonstração. Vamos estabelecer, inicialmente, a unicidade da medida. Suponha que µ é

uma medida regular de Borel satisfazendo

∫

X

f dµ = 0
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para toda f ∈ C0(X). Pelo Teorema de Decomposição Polar, existe uma função Borel-

mensurável h com |h| = 1 tal que dµ = h d|µ|. Desta forma, para qualquer sequência (fn)

em C0(X) segue

|µ|(X) =

∫

X

1 d|µ| − 0 =

∫

X

|h| d|µ| −
∫

X

fn dµ =

∫

X

(h− fn)h d|µ| ≤
∫

X

|h− fn| d|µ|.

Pela densidade de D0, {fn} pode ser tomada de forma que

∫

X

|h− fn| d|µ| −→ 0.

Isto implica que |µ| = 0 e, consequentemente, µ = 0. Dado que a diferença de medidas

regulares de Borel ainda é uma medida do mesmo tipo, segue a unicidade da medida.

Considere um funcional linear limitado φ em C0(X). Vamos assumir, sem perda de

generalidade, que ||φ|| = 1. Caso contrário, considere φ1 = φ
||φ||

e, evidentemente, o

resultado que provaremos para φ1 será igualmente válido para φ. Note que se φ for o

funcional nulo, o resultado é trivial.

Dada φ nas condições anteriores, defina a seguinte aplicação:

Λ : D0(X,R
+) −→ R

f 7−→ sup{|φ(h)| : h ∈ D0(X), |h| ≤ f}.

Naturalmente, Λ(f) ≥ 0 e ainda satisfaz, para f ∈ D0(X), a relação

|φ(f)| ≤ Λ(|f |) ≤ ||f ||.

Das propriedades elementares do supremo, temos que se tomarmos f1, f2 ∈ D0(X,R
+)

satisfazendo 0 ≤ f1 ≤ f2 segue que Λ(f1) ≤ Λ(f2). Da mesma forma, se c ∈ R
+ e

f ∈ D0(X,R
+) então Λ(cf) = cΛ(f).

Vejamos agora que se f, g ∈ D0(X,R
+) então

Λ(f + g) = Λ(f) + Λ(g).

Para ε > 0 e f, g ∈ D0(X,R
+) fixadas, existem h1 e h2 tal que |h1| ≤ f , |h2| ≤ g e

ainda

Λ(f) ≤ |φ(h1)| + ε,

Λ(g) ≤ |φ(h2)| + ε.
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Considere números complexos αi, com |αi| = 1, satisfazendo αiφ(hi) = |φ(hi)| para

i = 1, 2. Desta forma,

Λ(f) + Λ(g) ≤ |φ(h1)| + |φ(h2)| + 2ε

= φ(α1h1 + α2h2) + 2ε

≤ |φ(α1h1 + α2h2)| + 2ε

≤ Λ(|α1h1 + α2h2|) + 2ε

≤ Λ(|h1| + |h2|) + 2ε

≤ Λ(f + g) + 2ε,

o que conclui uma das desigualdades necessárias.

Considere uma função h ∈ D0(X) sujeita à condição |h| ≤ f + g. Seja

V = {x : f(x) + g(x) > 0}.

Observe que o conjunto formado pelas aplicações nesta condição é não vazio, dado que

a própria f e g satisfazem estas imposições. Neste contexto, defina

h1 : X −→ R

x 7−→





f(x)h(x)

f(x) + g(x)
se x ∈ V

0 se x 6∈ V,

h2 : X −→ R

x 7−→





g(x)h(x)

f(x) + g(x)
se x ∈ V

0 se x 6∈ V,

É claro que h1 é cont́ınua em V . Se x0 6∈ V então h1(x0) = 0 e h(x) = 0. Como h é

cont́ınua e ainda |h1(x)| ≤ |h(x)| para todo x ∈ X, segue que x0 também é um ponto de

continuidade de h1, isto é, h1 ∈ D0(X). A mesma discussão se aplica a h2.

Como h1 + h2 = h, |h1| ≤ f e ainda |h2| ≤ g segue

|φ(h)| = |φ(h1) + φ(h2)| ≤ |φ(h1)| + |φ(h2)| ≤ Λ(|h1|) + Λ(|h2|) ≤ Λ(f) + Λ(g).

Tomando o supremo na desigualdade acima sobre todas as funções h ∈ D0(X) sujeitas
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à condição |h| ≤ f + g, segue a igualdade desejada, isto é, se f, g ∈ D0(X,R
+) então

Λ(f + g) = Λ(f) + Λ(g).

A próxima etapa é estender a aplicação Λ a D0(X,R).

Se f ∈ D0(X,R), considere a decomposição de f dada por

f+ =
|f | + f

2
,

f− = f+ − f.

Naturalmente, tanto f+ quanto f− são aplicações reais, cont́ınuas, de suporte compacto

e não negativas, isto é, f−, f+ ∈ D0(X,R
+). Desta forma, é natural definir

Λ(f) = Λ(f+) − Λ(f−).

É claro que se f ∈ D0(X,R
+) então f = f+ e f− = 0, o que nos garante se tratar de uma

a extensão.

Analogamente, a aplicação Λ admite uma extensão a D0(X) através da relação

Λ(u+ iv) = Λ(u) + iΛ(v).

Operações algébricas elementares, que serão omitidas neste texto, nos garantem que a

aplicação estendida Λ é, na verdade, um funcional linear positivo definido em D0(X) que,

relembrando, para toda f ∈ D0(X) satisfaz

|φ(f)| ≤ Λ(|f |) ≤ ||f ||. (3.1)

Aplicando o teorema anterior à Λ, existe uma medida positiva m de Borel tal que m é

regular se m(X) <∞. Como

m(X) = sup{Λ(f) : 0 ≤ f ≤ 1, f ∈ D0(X)}

e dado que Λ(f) ≤ 1 se ||f || ≤ 1 segue que m(X) ≤ 1.

Deduzindo de (3.1), e utilizando a representação do teorema anterior temos que

|φ(f)| ≤ Λ(|f |) =

∫

X

|f | dm = ||f ||L1(m)
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para toda f ∈ D0(X). Desta forma, fica estabelecido que φ é um funcional linear limitado

em D0(X) de norma no máximo 1.

Estendendo este funcional para L1(m), existe uma função boreliana g, com |g| ≤ 1,

satisfazendo

φ(f) =

∫

X

fg dm, (3.2)

para toda f ∈ D0(X).

Como sabemos que m(X) ≤ 1 então a fórmula acima é cont́ınua em Cc(X) e, conse-

quentemente, a equação (3.2) é verificada para todas as aplicações f ∈ C0(X). Com isto,

obtemos a representação desejada se definirmos µ como

dµ = g dm.

Dado que ||φ|| = 1, a relação (3.2) implica que

∫

X

|g| dm ≥ sup{|φ(f)| : f ∈ C0(X), ||f || ≤ 1} = 1.

Como |g| ≤ 1 então segue que m(X) = 1 e ainda |g| = 1 q.t.p.(m). Desta forma,

d|µ| = |g| dm = dm e, consequentemente,

|µ|(X) = m(X) = 1 = ||φ||.

Note que a medida µ produzida pelo teorema anterior é de Radon, já que µ é regular,

está definida nos borelianos e se K é um compacto então |µ|(K) ≤ |µ|(X) = 1. Desta

forma, fica provado um importante resultado que nos permite identificar duas classes de

objetos distintos.

Corolário 3.1.9. Se X é um espaço topológico compacto de Hausdorff então

(D0)
′(X) = M(X).

Demonstração. O resultado segue do teorema anterior aliado ao fato de que se X é com-

pacto então Cc(X) = C0(X) = D0(X).
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Corolário 3.1.10. Seja X é um espaço topológico de Hausdorff localmente compacto. Se

existir uma cadeia de compactos

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn . . .

satisfazendo

X = ∪iKi

então

(D0)
′(X) = M(X).

Note que neste segundo caso, µ ainda é uma medida de Radon. Entretanto, o espaço

X pode não gozar da propriedade µ(X) <∞.

Quando estamos no caso unidimensional, podemos acrescentar um objeto a mais nesta

discussão: as funções de variação limitada. Primeiramente, vamos estabelecer alguns fatos

e propriedades desta classe de funções.

3.2 Funções de Variação Limitada

Seja f : R −→ R uma aplicação cont́ınua. A noção de variação, neste caso especial,

é precisamente medir o percurso que o ponto (0, f(t)) realiza em R
2, a medida que o

parâmetro t varia em R. A hipótese de continuidade, entretanto, não é suficiente para

garantir que a variação seja finita.

Nesta seção iremos estabelecer algumas propriedades elementares das funções de vari-

ação limitada e ainda estudar algumas equivalências úteis entre definições conhecidas.

Definição 3.2.1. Sejam Ω ⊂ R
N um aberto e f ∈ L1(Ω,R). Defina a variação de f como

sendo

|Df |(Ω) = sup

{∫

Ω

f div g dx : g ∈ C1
0(Ω,RN) e |g(x)| ≤ 1∀x ∈ Ω

}
,

onde div g =
∑

i ∂gi/∂xi e C1
0(Ω,RN) = C1(Ω,RN)∩C0(Ω,R

N). Uma função f ∈ L1(Ω,R)

é dita possuir variação limitada em Ω se |Df |(Ω) < ∞. Denotaremos por BV (Ω) o

subconjunto de L1(Ω,R) formado pelas funções de variação limitada.

Existem várias definições de variação de uma função, especialmente quando se olha o

caso unidimensional. O primeiro objetivo desta seção é estabelecer um paralelo entre a

definição anterior e a próxima, que é clássica em cursos de Análise da Reta.
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Definição 3.2.2. Suponha f : R −→ R e a < b números reais. Defina a variação de f em

[a, b] como

V b
a f = sup

ti

{
m∑

i=1

|f(ti) − f(ti−1)| : m ∈ N e a = t0 < t1 < . . . < tm = b

}
.

Nestas condições, a variação de f é definida como

V (f) = sup
a<b

V b
a (f).

Finalmente, a função f é dita ter variação limitada se V (f) <∞.

Evidentemente, as duas noções de variação não são equivalentes, haja visto que a se-

gunda é senśıvel a mudanças pontuais nos valores da função e, a primeira, não. Um

contra-exemplo ilustrativo é dado pela função f = X{0}, isto é, f é a função caracteŕıstica

da origem. Aplicando cada definição em um intervalo contendo a origem temos que

|Df |(Ω) = 0 e V b
a (f) = 2.

A questão neste contra-exemplo, como veremos adiante, é a ausência de continuidade

pela direita. Para prosseguirmos com o estudo, vamos introduzir uma noção mais fraca de

continuidade.

Definição 3.2.3. Seja A ⊂ R um conjunto mensurável. Defina a densidade de A em x0,

indicada por denx0 A, pelo limite

denx0 A = lim
t−→0

|A ∩B(x0, t)|
|B(x0, t)|

,

quando este existir.

Segue imediatamente da definição que denx0 é uma aplicação não-decrescente, isto é, se

A ⊂ B são dois conjuntos mensuráveis então denx0 A ≤ denx0 B.

Definição 3.2.4. Seja f : R −→ R mensurável. Dizemos que f é aproximadamente

cont́ınua em x0 se, para todo ε > 0,

denx0 A = denx0 R − f−1B(f(x0), ε) = 0.
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Observe que se f é mensurável então os pontos de continuidade de f são pontos apro-

ximadamente cont́ınuos da função. De fato, seja x0 um ponto de continuidade e ε > 0.

Nestas condições, existe um δ > 0 satisfazendo a inclusão

R − f−1B(f(x0), ε) ⊂ R −B(x0, δ).

Para concluirmos, resta verificar que denx0 R − B(x0, δ) = 0. Este fato segue diretamente

de que, para t > 0 suficientemente pequeno, vale

(R −B(x0, δ)) ∩B(x0, t) = ∅,

o que conclui a demonstração.

O conceito clássico de continuidade requer que, dado ε > 0, o conjunto A fique a

uma distância positiva de x0. No caso de continuidade aproximada, esta é uma exigência

relaxada para “alguns pontos de A podem estar próximos de x0, mas não muitos.”

Apesar do conceito de continuidade em x0, mediante mensurabilidade, ser suficiente

para garantir continuidade aproximada em x0, não é verdade que continuidade pela direita,

por exemplo, também seja suficiente. Para ilustrar este fenômeno, considere, h = 2X[0,∞).

É claro que h é cont́ınua pela direita na origem e, entretanto, para ε = 1 obtemos A =

R − f−1B(f(x0), ε) = (−∞, 0), cujo densidade na origem é 1/2.

Mediante esta discussão, vamos introduzir uma nova noção de variação.

Definição 3.2.5. Suponha f : R −→ R integrável e a < b números reais. Defina a variação

essencial de f em [a, b] como

essV b
a f = sup

ti∈I

{
m∑

i=1

|f(ti) − f(ti−1)| : m ∈ N e a = t0 < t1 < . . . < tm = b com ti ∈ I

}
,

onde I é o conjunto de pontos nos quais f é aproximadamente cont́ınua. Nestas condições,

a variação essencial de f é definida como

essV (f) = sup
a<b

essV b
a (f).

Finalmente, a função f é dita ter variação essencial limitada se essV (f) <∞.

É posśıvel demonstrar que, para funções f : R −→ R integráveis vale a fórmula

|Df |(R) = essV (f)
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isto é, foi estabelecida a equivalência entre duas das três definições dispońıveis. Para

prosseguirmos o estudo destas equivalências, admita que f : R −→ R seja integrável e

cont́ınua pela direita.

Nestas condições, fixado a < b números reais, segue, da propriedade do supremo, que

V a
b f ≥ essV a

b f,

já que o conjunto das partições de [a, b] contém aquelas formadas apenas por pontos apro-

ximadamente cont́ınuos. Mediante este fato, segue que, se V a
b f = ∞ então essV a

b f = ∞ e

a todas as equivalências ficam provadas neste caso particular.

Suponha agora V a
b f < ∞. Neste caso, a aplicação f |[a, b] é de variação limitada no

sentido usual e, consequentemente, é descont́ınua apenas num conjunto enumerável de

pontos. Seja ε > 0 e P uma partição de [a, b] tal que todos os pontos de P , com posśıvel

excessão de um tj, sejam aproximadamente cont́ınuos.

Considere t̃j > tj tal que f seja cont́ınua em t̃j. Note que este ponto pode ser tomado

arbitrariamente próximo de tj. Considerando uma nova partição P̃ , onde P̃ = P − {tj} ∪
{t̃j}, segue que

∑

P

|f(ti) − f(ti−1)| =
∑

P

|f(ti) − f(ti−1)| +
∑

P̃

|f(ti) − f(ti−1)| −
∑

P̃

|f(ti) − f(ti−1)|

e, finalmente, tomando t̃j suficientemente próximo de tj, para usar a continuidade à direita

nas soma

|f(tj) − f(tj+1)| + |f(tj) − f(tj−1)| − |f(t̃j) − f(tj−1)| − |f(t̃j) − f(tj+1)|

temos que

V a
b f ≤ essV a

b f + ε.

Fica então provado o

Lema 3.2.6. Seja f : R −→ R integrável e cont́ınua pela direita. Se a < b são números

reais então

V a
b f = essV a

b f.

Desta forma fica estabelecida a equivalência, sobre condições especiais, das três defini-

ções de variação.
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Suponha, por um instante, que f ∈ C1(Ω) ∩ L1(Ω) e g ∈ C1
0(Ω,RN). Nestas condições

∫

Ω

f div g dx =

∫

Ω

f
N∑

i=1

∂gi
∂xi

dx =
N∑

i=1

(
−
∫

Ω

g
∂fi
∂xi

dx

)
= −

∫

Ω

g div f dx.

Se tomarmos o supremo, com relação à fórmula acima, sobre todas as aplicações g ∈
C1

0(Ω,RN) satisfazendo |g(x)| ≤ 1 então, fica demonstrado que,

|Df |(Ω) =

∫

Ω

| grad f | dx,

onde grad f = (∂f/∂x1, . . . , ∂f/∂xN). Observe que, com este grau de regularidade, a

equivalência entre as definições se torna bem mais simples de ser verificada, já que para

f ∈ C1(R,R) vale

V b
a (f) =

∫

[a,b]

|f ′(t)| dt.

Façamos uma pequena discussão das propriedades fundamentais das funções reais de

variação limitada definidas em um intervalo [a, b]. Vamos enunciar, e demonstrar, uma

caracterização central para estas funções.

Teorema 3.2.7. Seja f : [a, b] −→ R. São equivalentes:

(i) V b
a (f) <∞;

(ii) Existem funções reais V − e V +, definidas em [a, b], não decrescentes, satisfazendo

f = V + − V −.

Demonstração. Para cada P , partição de [a, b], considere P+ = {ti ∈ P : f(ti−1) ≤
f(ti)} e P− = {ti ∈ P : f(ti−1) > f(ti)}. Observe que, nestas condições, os pontos

extremos não estão inclúıdos em nenhum destes subconjuntos e, ainda, vale a relação

P = P+ ∪ P− ∪ {a} ∪ {b}.
Defina

V +(f, P ) =
∑

P+

f(ti) − f(ti−1),

V −(f, P ) =
∑

P−

−f(ti) + f(ti−1).

Finalmente, denote V b
a (f)+ = supV +(f, P ) e V b

a (f)− = supV −(f, P ). Observe que os

supremos são tomados sobre todas as partições de [a, b].
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Munidos desta notação, vamos inicialmente verificar que

f(x) − f(a) = V x
a (f)+ − V x

a (f)−.

De fato, se P é uma partição de [a, x] então V +(f, P ) = V −(f, P ) + f(x) − f(a).

Aplicando o supremo na equação acima, segue que

V x
a (f)+ = V x

a (f)− + f(x) − f(a).

Dado que f tem variação limitada, todos os termos acima são finitos e, consequentemente,

segue a identidade desejada.

Suponha x < y números reais e P seja uma partição de [a, x]. Se denotarmos por Py o

conjunto P ∪ {y}, fica claro que P+ ⊂ (Py)
+ e P− ⊂ (Py)

−. Consequentemente, valem as

relações V +(f, P ) ≤ V +(f, Py) e V −(f, P ) ≤ V −(f, Py). Em outras palavras: as aplicações

x −→ V x
a (f)+,

x −→ V x
a (f)−

são não-decrescentes.

A demonstração da rećıproca será omitida.

Corolário 3.2.8. Se f : [a, b] −→ R satisfaz V b
a (f) <∞ então

(i) f é cont́ınua a menos de um conjunto enumerável;

(ii) f admite limites laterais: pela esquerda em (a, b] e, pela direita, em [a, b);

(iii) f é diferenciável a menos de um conjunto de medida nula.

Demonstração. O corolário segue do fato de que estas propriedades valem para aplicações

monótonas.

A variação de uma função, aplicação definida em BV (Ω), goza de uma espécie de semi-

continuidade. Isto é dado pelo

Lema 3.2.9. Seja Ω ⊂ R
N um aberto e {fi} uma sequência de funções em BV (Ω) que

convergem para uma função f em L1
loc(Ω). Nestas condições,

|Df |(Ω) ≤ lim inf
j−→∞

|Dfi|(Ω).
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Demonstração. Seja g ∈ C1
0(Ω,RN) tal que |g(x)| ≤ 1. Nestas condições,

∫
f div g dx = lim

j−→∞

∫
fi div g dx ≤ lim inf

j−→∞
|Dfi|(Ω).

Se tomarmos o supremos sobre todas as aplicações g nas condições acima, segue o

resultado.

Para finalizarmos esta primeira seção, vamos caracterizar os aspectos algébrico-topoló-

gicos do espaço das funções de variação limitada.

Teorema 3.2.10. Seja Ω ⊂ R
N um aberto. A aplicação definida por

|| ||BV : BV (Ω) −→ R

f 7−→ ||f ||L1 + |Df |(Ω).

torna BV (Ω) um espaço de Banach.

Demonstração. A verificação de que || ||BV é uma norma é simples e será omitida neste

texto. Desta forma, nos resta verificar a completude do espaço.

Seja {fi} uma sequência de Cauchy em BV (Ω). Pela definição da norma, segue que

{fi} também é de Cauchy em L1(Ω) e consequentemente, pela completude de L1, segue

que existe uma aplicação f ∈ L1(Ω) tal que fi −→ f em L1(Ω).

Como {fi} é uma sequência de Cauchy em BV (Ω) então a sequência ||fi||BV é limitada.

Utilizando o lema anterior, segue que f ∈ BV (Ω). Desta forma, produzimos um excelente

candidato a ser limite da sequência {fi} no espaço das funções de variação limitada. Como

já temos a convergência em L1(Ω), nos resta demonstrar que

lim
i−→∞

|D(fi − f)|(Ω) = 0.

Suponha ε > 0 e um inteiro n tal que

j, k ≥ n =⇒ |D(fj − fk)|(Ω) < ε.

Como fk −→ f em L1(Ω) então fj − fk −→ fj − f em L1(Ω) para todo ı́ndice j.

Finalmente, pelo lema anterior,

|D(fj − f)|(Ω) ≤ lim inf
k−→∞

|D(fj − fk)|(Ω) ≤ ε.
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3.3 Espaços de Distribuições D′
k

Como o objetivo deste caṕıtulo é estudar regularidade e unicidade para medidas, su-

pondo que os campos são apenas cont́ınuos, então se faz necessário analisar algumas dis-

tribuições com propriedades espećıficas. Particularmente, consideraremos aquelas obtidas

através de dualidade com espaços de funções-testes menos regulares. Por exemplo, aquelas

definidas através de medidas de Radon.

Nesta seção considere Ω ⊂ R
N um aberto.

Definição 3.3.1. Denotaremos por Dk(Ω) o subconjunto das funções Ck(Ω,C) e de suporte

compacto.

É posśıvel dotar Dk(Ω) de uma estrutura vetorial-topológica, não metrizável, onde a

noção de convergência é a seguinte:

Teorema 3.3.2. Uma sequência (φj) de funções em Dk converge a zero se, e somente se,

(i) existe um compacto K ⊂ Ω tal que supp(φj) ⊂ K, j = 1, 2, · · · ;

(ii) para todo inteiro positivo m ≤ k, as derivadas de ordem m das funções φj convergem

uniformemente a zero.

Definição 3.3.3. Espaços D′
k Um elemento do dual de Dk(Ω) é um funcional linear con-

t́ınuo de Dk(Ω). O espaço vetorial destas aplicações é denotado por D′
k(Ω). Convenciona-

remos escrever 〈u, φ〉 ao invés de u(φ). Denotaremos, eventualmente, D(Ω) por D∞(Ω) e,

consequentemente, D′(Ω) por D′
∞(Ω).

Ora, mediante o conceito de “ordem de uma distribuição” é posśıvel verificar também

que se u ∈ D′
k(Ω) então u é exatamente uma distribuição de ordem no máximo k.

Assim como ocorre em Dk(Ω) é posśıvel dotar D′(Ω) de uma estrutura vetorial-topoló-

gica onde a noção de convergência é dada pelo

Teorema 3.3.4. Uma sequência (uj) de distribuições em D′
k converge a u ∈ D′

k(Ω) se, e

somente se, 〈uj, φ〉 converge para 〈u, φ〉 em C para toda φ ∈ Dk.
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Demonstremos que todo elemento de D′
k(Ω) é uma distribuição. Em outras palavras:

D′
k(Ω) ⊂ D′(Ω).

Para esta verificação, suponha que u ∈ D′
k(Ω). Como D ⊂ Dk, u é um funcional linear

definido em D. Para demonstrarmos a continuidade, é suficiente notar que se φj −→ 0 em

D(Ω) então φj −→ 0 em Dk(Ω).

Note que não é verdade que D′(Ω) = ∪kD′
k(Ω). O contra-exemplo é dado pela distri-

buição u ∈ D′(R), onde

〈u, φ〉 =
∑

i∈N

diφ

dxi
(i).

É claro que esta distribuição não pode pertencer a D′
k(R), já que u depende de todas as

derivadas da função-teste.

Depois de verificarmos que D′
k(Ω) ⊂ D′(Ω), conclui-se que todas as operações e cons-

truções que foram introduzidas no primeiro caṕıtulo deste texto se tornam válidas para os

funcionais definidos em Dk(Ω). Existe, apenas, um ponto a ser esclarecido: as operações

deixam de ser fechadas e o principal exemplo é dado pelo operador derivação.

Proposição 3.3.5. Se Ω ⊂ R e u ∈ D′
k(Ω) então u′ ∈ D′

k+1(Ω).

Demonstração. Essencialmente, devemos verificar que, se φj −→ 0 em Dk+1(Ω) então
d
dx
φj −→ 0 em Dk(Ω). Ora, o compacto que engloba os suportes permanece fixado. Já

quanto à convergência, se φ(i) −→ 0 uniformemente para i ≤ k + 1 então

(
d

dx
φ

)(i)

= φ(i+1) −→ 0

uniformemente para i ≤ k.

O exemplo dado pelo operador derivação é resultado de um fenômeno mais geral, con-

forme veremos abaixo.

Definição 3.3.6. Sejam 0 ≤ m ≤ ∞ e L : D(Ω) −→ Dm(Ω) uma aplicação linear e

cont́ınua. Dizemos que a aplicação L′ : Dj(Ω) −→ Dk(Ω), linear e cont́ınua, é o transposto

formal de L se
∫

(Lφ)ψ dx =
∫
φ(L′ψ) dx para quaisquer φ, ψ ∈ D(Ω).

Proposição 3.3.7. Sejam 0 ≤ m ≤ ∞ e L : D(Ω) −→ Dm(Ω) um operador cont́ınuo

que admite um transposto formal L′ : Dj(Ω) −→ Dk(Ω). Se u ∈ D′
k(Ω) então a aplicação

Lu : Dj(Ω) −→ C dada por Lu(φ) = 〈u, L′φ〉 é uma distribuição em D′
j(Ω).
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A proposição (3.3.5) pode ser redemonstrada utilizando o resultando anterior. Para

isto, considere as seguintes escolhas de operadores

L : D(Ω) −→ D(Ω)

f 7−→ f ′,

L′ : Dk+1(Ω) −→ Dk(Ω)

f 7−→ −f ′.

Façamos uma pausa para identificarmos em qual espaço D′
k(Ω) algumas distribuições

se encontram.

No primeiro caṕıtulo, já observamos que L1
loc

(Ω) ⊂ D′(Ω) mas, de maneira mais precisa,

nota-se que L1
loc

(Ω) ⊂ D′
0(Ω) ⊂ D′(Ω), isto é, para cada f ∈ L1

loc
(Ω), é posśıvel associar,

de modo cont́ınuo e injetivo, uma distribuição Tf ∈ D′
0(Ω) pela fórmula

〈Tf , φ〉 =

∫

Ω

fφ dx.

Com uma variação da demonstração do fato anterior, porém mais técnica, é posśıvel

constatar que se m ∈ M(Ω) então é posśıvel associar, de modo cont́ınuo e injetivo, uma

distribuição Tm ∈ D′
0(Ω), onde

〈Tm, φ〉 =

∫

Ω

φ dm.

Assim como foi mencionado no Caṕıtulo 1, abandonaremos a notação provisório Tf e

Tm e as identificações serão feitas sem maiores comentários.

De posse do estudo sobre Medidas de Radon e Funções de Variação Limitada, a próxima

etapa desta seção é estabelecer mais algumas identificações que serão úteis.

Seja f : R −→ R uma função não-decrescente. Defina µf nos intervalos da reta pelas

fórmulas:

µf ([a, b)) = f(b−) − f(a−),

µf ([a, b]) = f(b+) − f(a−),

µf ((a, b)) = f(b+) − f(a+),

µf ((a, b)) = f(b−) − f(a+),

onde + e − representam, respectivamente, os limites laterais pela direita e pela esquerda.
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É interessante observar que estes casos precisam ser diferenciados dado as posśıveis des-

continuidades de f .

Se A é um conjunto elementar da reta, isto é, A é uma reunião finita e disjunta de

intervalos, então é posśıvel estender µf para este conjunto pela fórmula

µf (A) =

j∑

l=1

µf (Il),

onde A = ∪ji=1Ii sendo que, Ii são intervalos da reta tal que se p 6= q então Ip ∩ Iq = ∅.
É conhecido o fato de que a aplicação A 7−→ µf (A) é aditiva, regular, não-negativa e

finita sobre todos os elementares da reta. Desta forma, sabe-se que é posśıvel estender µf

para uma medida regular, não-negativa e definida nos borelianos.

Como toda aplicação monótona admite limites laterais finitos, é evidente que µf é

uma medida de Radon. De fato, se K é um compacto então existem números reais a, b

satisfazendo K ⊂ [a, b] e, consequentemente,

µf (K) ≤ f(b+) − f(a−) <∞.

Com este procedimento fica definida a aplicação f 7−→ µf , com imagem contida em

M(R) e definida nas funções não-decrescentes. É interessante observar que esta aplicação

não é injetiva, já que as funções 2XR+ e 2X(0,∞) + X{0} dão origem à mesma medida de

Radon: 2δ.

Lema 3.3.8. Se f : R −→ R é uma função não-decrescente então existe uma única função

g : R −→ R cont́ınua pela direta, não-decrescente e um conjunto enumerável I, satisfazendo

f(x) = g(x), se x 6∈ I.

Demonstração. Para a construção da aplicação g é suficiente considerar

g(x) = lim
a−→x+

f(a) (3.3)

e tomar I como sendo o conjunto de descontinuidades de f , que já sabemos que é enumerá-

vel. A unicidade segue do fato de que, se x 6∈ I então existe uma sequência xn convergindo

para x com xn > x.

Da fórmula (3.3), segue que µf = µg e, desta forma, a nova aplicação f 7−→ µf definida
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nas funções não-decrescentes e cont́ınuas pela direita é uma restrição da aplicação anterior

e, desta vez, se trata de uma bijeção satisfazendo

∫
φ dµf = −

∫
fφ′ dx, para toda função-teste φ. (3.4)

Em outras palavras,

µf =
d

dx
f em D′(R). (3.5)

Para verificarmos a igualdade (3.4), é suficiente recordar que, se φ é uma aplicação C1

de suporte compacto então ∫
φ df = −

∫
fφ′, dx

onde a primeira integral é de Riemann-Stieltjes e a integral do lado direito é uma integral

de Riemann.

Para exemplificarmos o que acabamos de estabelecer durante estas seções, considere a

distribuição δ ∈ D′
0(R). A esta distribuição, podemos identificar uma medida de Radon

(também denotada por δ) definida por

δ(A) = #(A ∩ {0}),

onde # indica cardinalidade. Assim como podemos associar a δ uma função cont́ınua pela

direita e de variação limitada, denotada por H, definida por

H = XR+ .

Estes objetos estão unicamente dados pelas relações

〈
d

dx
H, φ

〉
= 〈δ, φ〉 =

∫

R

φ dµH =

∫

R

φ dδ.

Outro exemplo concreto do que acabamos de estabelecer é o da medida de Lebesgue.

Considere a distribuição 1 ∈ L1
loc

(R) ⊂ D′
0(R). Podemos identificar, a esta distribuição, a

medida de Lebesgue. Ainda mais, podemos associar a 1 uma função cont́ınua pela direita

e de variação limitada (em compactos), denotada por I e definida por

I(x) = x.
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De forma análoga ao caso anterior, estes objetos estão vinculados pelas relações

〈
d

dx
I, φ

〉
= 〈1, φ〉 =

∫

R

φ dµI =

∫

R

φ dx.

Nestes exemplos, tanto a função quanto a medida de Radon são fáceis de serem encon-

tradas mas, em geral, dada uma distribuição u ∈ D′
0(Ω) apenas garantiremos a existência

destes objetos.

Repare que, neste aspecto, a notação devida a Leibniz é de muita utilidade. Se u ∈
D′

0(R) então existem, e são únicas, uma medida de Radon m e uma função F cont́ınua

pela direita e não-decrescente tal que

〈
d

dx
F, φ

〉
= 〈u, φ〉 =

∫

R

φ dµF =

∫

R

φ dm.

Observe que, se denotarmos a medida µF por F , notação usual na integral de Riemann-

Stieltjes, temos 〈
d

dx
F, φ

〉
= 〈u, φ〉 =

∫

R

φ dF =

∫

R

φ dm.

Que pode ser reescrita utilizando a notação formal

〈u, φ〉 =

∫

R

φu dx =

∫

R

φ
d

dx
F dx =

∫

R

φ dF.

Dada esta vantagem operacional, iremos abandonar a notação µf e utilizaremos, quando

não houver risco de confusão, apenas f .

É claro que podemos estender esta discussão se f : R −→ R é cont́ınua pela direita e

de variação limitada. Já que existem funções V + e V −, não-decrescentes, satisfazendo

f = V + − V −.

podemos, analogamente ao caso anterior, associar uma medida com sinal µf pela fórmula

µf = µV + − µV − .

Para finalizar, considere Ω = Q × I onde Q ⊂ R
m e I ⊂ R são bolas abertas. Dada

ψ ∈ D(Q) e φ ∈ D(I) podemos associar a elas uma aplicação ψ ⊗ φ definida em Ω dada
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pela seguinte equação

ψ ⊗ φ : Q× I −→ C

(x, t) 7−→ ψ(x)φ(t).

É importante observar que, para cada ψ fixada, a aplicação φ −→ ψ ⊗ φ é linear. De

fato, se φ1, φ2 ∈ D(I) e λ é um escalar então ψ ⊗ (φ1 + λφ2)(x, t) = ψ(x)(φ1 + λφ2)(t) =

ψ(x)φ1(t) + λψ(x)φ2(t) = ψ ⊗ φ1(x, t) + λψ ⊗ φ2(x, t).

Além desta propriedade de linearidade, segue que a aplicação ψ⊗φ é uma função-teste

em Ω. De fato, é simples verificar que

{(x, t) ∈ Q× I : (ψ ⊗ φ)(x, t) 6= 0} = {x ∈ Q : ψ(x) 6= 0} × {t ∈ I : φ(t) 6= 0}

e consequentemente,

suppψ ⊗ φ = suppψ × suppφ.

Fixados ψ ∈ D(Q) e u ∈ D′(Ω) considere a função uψ dada por

uψ : D(I) −→ C

φ 7−→ 〈u, ψ ⊗ φ〉 .

Primeiramente, vamos estabelecer que nestas condições a aplicação uψ ∈ D′
0(I). Se

φ1, φ2 ∈ D(I) e λ é um escalar então

uψ(φ1 + λφ) = 〈u, ψ ⊗ (φ1 + λφ)〉 = 〈u, ψ ⊗ φ1 + λψ ⊗ φ〉 = uψ(φ1) + λuψ(φ2).

Já quanto à continuidade de uψ, é suficiente dizer que

| 〈uψ, φ〉 | = | 〈u, ψ ⊗ φ〉 | ≤ C(u)||ψ ⊗ φ||C0 ≤ C ′(u, ψ)||φ||C0 .

3.4 Campos Vetoriais Cont́ınuos

Estamos interessados, nesta seção, em analisar campos vetoriais menos regulares do que

o exigido pelo Teorema de Aproximação. Suponha que Ω := (Ω,F) seja uma variedade

diferenciável de dimensão N .

Definição 3.4.1. Se k ∈ N então dizemos que uma aplicação f : Ω −→ C é k-vezes

continuamente diferenciável se, para todo par (U, x) ∈ F , têm-se que a composição f ◦x−1

é Ck em x(U). Denotaremos por Ck(Ω) o conjunto destas aplicações.

76



3.4. Campos Vetoriais Cont́ınuos

De maneira análoga ao caso das aplicações suaves. podemos induzir operações algébricas

em Ck(Ω) através das operações usuais de C.

É posśıvel verificar que se Ω for um aberto de R
N então as aplicações k-vezes continua-

mente diferenciáveis definidas em Ω são exatamente as aplicações de classe Ck no sentindo

usual. Segue, deste fato, que

C∞(Ω) =
⋂

k∈N

Ck(Ω).

Definição 3.4.2. Um campo vetorial complexo cont́ınuo (ou simplesmente campo vetorial

cont́ınuo) é uma aplicação C-linear L : C1(Ω) −→ C0(Ω) satisfazendo a Regra de Leibniz,

isto é, L(fg) = L(f)g + L(g)f . Denotaremos por X0(Ω) o conjunto destas aplicações.

Fixada uma carta (U, x), a aplicação ∂i define um campo suave em U e que corresponde

à noção usual de derivada parcial se Ω = R
N . Ora, lembrando do Caṕıtulo 1 que a definição

de ∂i é a seguinte:

∂i : C∞(U) −→ C∞(U)

f 7−→ ∂i(f ◦ x−1) ◦ x,

onde o ∂i no lado direito representa a i-ésima derivada parcial em R
N .

Observando a definição do campo ∂i, nota-se que ele também pode ser entendido como

um campo vetorial cont́ınuo, já que se f ∈ C1(U) então f ◦x−1 é uma aplicação C1 definida

em x(U) e, consequentemente, ∂i(f ◦ x−1) é uma aplicação cont́ınua.

É posśıvel obter uma representação local para os campos vetoriais cont́ınuos de maneira

análoga ao caso suave. Se (U, x) é uma carta local e L é um campo cont́ınuo então vale

L(f) =
N∑

j=1

(Lxj) ∂if

para toda f ∈ C1(U).

Se L ∈ X0(Ω) então é posśıvel associar a ele um vetor tangente à Ω em p dado por

Lp([f ]) = L(f)p para toda [f ] ∈ C∞(p). Também denotaremos, quando não houver risco

de confusão, Lp por L|p. Assim como no caso suave, visto no caṕıtulo 1, é posśıvel associar

a cada vetor tangente v um campo cont́ınuo L tal que L|p = v.

Definição 3.4.3. Considere, para cada p ∈ Ω, um subespaço vetorial Vp ⊂ CTpΩ satisfa-

zendo:

(i) dimVp = n para todo p ∈ Ω;
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(ii) Dado p0 ∈ Ω existem abertos U0 contendo p0 e campos vetoriais cont́ınuos L1, . . . , Ln

∈ X (U0) tais que {L1|p, . . . , Ln|p} geram Vp para todo p ∈ U0.

Nestas condições, diremos que

V =
⋃

p∈Ω

Vp

é um subfibrado cont́ınuo do fibrado tangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado

tangente cont́ınuo. Definiremos n como o posto ou dimensão de V e escreveremos dimV =

n. O conjunto Vp será referido como a fibra de V em p.

A segunda condição é menos exigente que a exigida pela definição de subfibrado tangente

dado no Caṕıtulo 1. No próximo exemplo, construiremos um subfibrado tangente cont́ınuo

que não satisfaz a condição (1.3.10).

Para esta construção, considere R
2 como uma variedade diferenciável bidimensional e

alguma f : R
2 −→ R

2 cont́ınua e que não se anula em nenhum ponto.

Em cada ponto p = (x, y) ∈ R
2, podemos definir um vetor tangente à R

2 em p pela

relação
∂

∂f(p)
[g] = 〈grad g, f(p)〉 ,

para toda g ∈ C∞(R2). Evidentemente, é preciso demonstrar que o número 〈grad g, f(p)〉
independe do representante do germe assim como é necessário verificar os axiomas de vetor

tangente. Estes cálculos são simples e serão omitidos aqui.

Para cada ponto p ∈ R
2, considere o seguinte subespaço vetorial de CTpR

2

Vp = span

{
∂

∂f(p)

}
.

Se denotarmos por V o conjunto ∪pVp, segue que V é um subfibrado tangente cont́ınuo

unidimensional, já que

L|p =
∂

∂f(p)
,

onde L é um campo cont́ınuo tal que se g ∈ C1(Ω) então

L(g) : R
2 −→ C

p 7−→ 〈grad g, f(p)〉 .

Observe que, essencialmente, nossa estrutura é escolhe, em cada ponto p, a derivada

direcional com relação ao vetor f(p). É claro que, se f ∈ C∞ então além de cont́ınuo,
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3.4. Campos Vetoriais Cont́ınuos

nosso subfibrado seria suave — no sentido da definição (1.3.10). É simples de constatar

que, se f ∈ C0 − C∞ então a estrutura associada satisfaz a definição anterior mas não é

regular de acordo com (1.3.10).

Definição 3.4.4. Denotaremos por R0(Ω) o dual do C0-módulo X (Ω) e nos referiremos

ao seus elementos como formas diferenciais cont́ınuas de grau um ou simplesmente formas

diferenciais cont́ınuas. Ou seja, uma forma diferencial cont́ınua em Ω é uma aplicação

C0(Ω)-linear ω : X0(Ω) −→ C0(Ω).

Com esta definição tanto a representação local, quanto o diferencial de uma aplicação

de classe C1, ficam bem definidas. Nestas condições, todas as operações vistas no caṕıtulo

1 se estendem de maneira natural a este caso menos regular.

Para cada elemento ω ∈ R0(Ω) construiremos um elemento ωp ∈ CT ∗
pΩ pela fórmula

ωp(ξ) = ω(L)(p), onde L ∈ X0(Ω) é tal que Lp = ξ. Também denotaremos, quando não

houver risco de confusão, ωp por ω(p) ou ω|p.
Foi também visto que, a uma estrutura tangente pod́ıamos associar uma estrutura

cotangente. O procedimento é análogo ao caso menos regular e é enunciado logo abaixo.

Definição 3.4.5. Considere, para cada p ∈ Ω, um subespaço vetorial Wp ⊂ CT ∗
pΩ satisfa-

zendo:

(i) dimWp = m para todo p ∈ Ω;

(ii) Dado p0 ∈ Ω existem abertos U0 contendo p0 e formas diferenciais cont́ınuas ω1, . . . ,

ωm ∈ R(U0) tais que {ω1|p, . . . , ωn|p} geram Wp para todo p ∈ U0.

Nestas condições, diremos que

W =
⋃

p∈Ω

Wp

é um subfibrado cont́ınuo do fibrado cotangente complexificado, ou simplesmente, subfibrado

cotangente cont́ınuo. Definiremos m como o posto ou dimensão de W e escreveremos

dimW = m. O conjunto Wp será referido como a fibra de W em p.

Teorema 3.4.6. Seja V =
⋃
p∈Ω Vp um subfibrado tangente de CTpΩ e construa, para cada

p ∈ Ω, o conjunto

V ⊥
p = {λ ∈ CT ∗

pΩ : λ = 0 em Vp}.

Nestas condições,

V ⊥ = ∪p∈ΩV
⊥
p
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é um subfibrado cotangente e ainda

dimV + dimW = dim Ω.

Definição 3.4.7. Um subfibrado tangente cont́ınuo V de CTΩ é uma estrutura local-

mente integrável se, para todo ponto p0 ∈ Ω, existe uma vizinhança U0 de p0 e funções

Z1, . . . , Zm ∈ C1(U0), onde dimV +m = dim Ω = N , tais que V ⊥
p é gerado pelos diferenci-

ais dZ1|p, . . . , dZm|p, para todo p ∈ U0. O conjunto {Zj} é chamado de conjunto completo

de integrais primeiras.

Ou, equivalentemente,

Definição 3.4.8. Um subfibrado tangente cont́ınuo V é uma estrutura localmente integrá-

vel se, para todo p0 ∈ Ω e campos cont́ınuos L1, . . . , Ln que geram V em uma vizinhança

U0 de p0, existem uma vizinhança V0 ⊂ U0 de p0 e funções continuamente diferenciáveis

Z1, . . . , Zm tais que:

(i) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm 6= 0 em V0;

(ii) LjZk = 0, j = 1, . . . , n e k = 1, . . . ,m.

Da mesma forma que ocorre com o caso suave, verificar se uma estrutura tangente

cont́ınua é localmente integrável é o mesmo que procurar por um conjunto maximal de so-

luções continuamente diferenciáveis, não-triviais e independentes que satisfaçam o sistema

de equações homogêneas determinadas pelas seções de V .

Para finalizar esta seção, vamos assumir que Ω é um aberto de R
N e L é um subfibrado

tangente cont́ınuo n-dimensional localmente integrável. Seja {Z1, . . . , Zm} um conjunto

completo de integrais primeiras de classe C1.

Por simplicidade, suponha também que L1, . . . , Ln são campos cont́ınuos que geram L
globalmente. Da representação local, segue que os campos cont́ınuos Lj : C1(Ω) −→ C0(Ω)

são aplicações cont́ınuas. Ora, pelo resultado visto no teorema (1.3.4), que admite um

análogo para campos cont́ınuos, segue que Lj(D(Ω)) ⊂ D0(Ω).

Desta forma, a função Lj pode ser vista mediante uma restrição como uma aplicação

cont́ınua Lj : D(Ω) −→ D0(Ω). Em uma vizinhança U0, em torno de um ponto p arbitrário,

sabemos que Lj admite um transposto formal, já que nesta vizinhança o campo Lj é a

combinação linear de derivadas parciais. Por simplicidade, assuma que Lj admita um

transposto formal em todo o aberto Ω.

80



3.4. Campos Vetoriais Cont́ınuos

Observe que o transposto de um campo não é necessariamente um campo. O exemplo

mais simples é dado por

x
d

dx

que tem transposto

−x d

dx
− 1.

Para contornarmos esta situação, considere um campo L definido em Ω representado

em sua forma local e Lt seu transposto formal. Utilizando integração por partes, verifica-se

que existe uma aplicação f : Ω −→ C, cuja regularidade é no mı́nimo um grau menor que

o de L, satisfazendo

Lt = −L+ f.

Desta forma, se existe uma aplicação ∆ : Ω −→ C suficientemente regular, que não se

anula em nenhum ponto e que satisfaz Lt∆ = L∆ = 0 então Lt = −L. Mediante este fato,

se existir uma aplicação ∆ tal que Lt∆ = 0 então verifica-se que tanto (∆L) quanto (γL)t

são campos satisfazendo

(γL)t = −γL.
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CAṔITULO 4

Regularidade e Unicidade de Soluções em D′
0(Ω)

4.1 Regra de Leibnitz para Soluções

Como a natureza dos problemas que vamos estudar é local, é suficiente considerar Λ é

um aberto de R
N e considerar L uma subfibrado tangente cont́ınuo localmente integrável

em Λ de dimensão n < N , munido de um conjunto completo {Z1, . . . , Zm} de integrais

primeiras de classe C1.

Como no caso suave, vamos considerar um sistema local de coordenadas com proprie-

dades especiais. Se p ∈ Λ então existem coordenadas definidas em uma vizinhança Ω de

p, denotadas por x1, . . . , xm, t1, . . . , tn, de classe C1, se anulando em p e onde o conjunto

completo de integrais primeiras é expresso por

Zj(x, t) = xj + iφj(x, t) j = 1, . . . ,m

com φj reais se anulando na origem. Pela continuidade, vamos assumir que as aplicações

φj permanecem pequenas nesta vizinhança.

Reduzindo Ω se necessário, vamos assumir que a matriz Zx é não singular em todo

conjunto. Escreva λjk como abaixo

λjk(x, t) = −i
m∑

l=1

ulk
∂φl
∂tj

,
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4.1. Regra de Leibnitz para Soluções

onde ulk é dado como no caṕıtulo anterior. Desta forma, segue que

∂Zl
∂tj

+
m∑

k=1

λjk
∂Zl
∂xk

= 0, j = 1, . . . , n, e l = 1, . . . ,m

o que em outros termos, significa que os campos

∂

∂tj
+

m∑

k=1

λjk
∂

∂xk
= 0 j = 1, . . . , n (4.1)

são geradores locais de L em Ω.

Estes geradores, entretanto, ainda não serão o que nós utilizaremos. Se tomarmos a

equação (4.1) e a multiplicarmos por detZx, temos um novo conjunto de geradores Lj

detZx
∂

∂tj
+ detZx

m∑

k=1

λjk
∂

∂xk
= 0 (4.2)

com a vantagem de serem anti-simétrico, isto é, Lj|D(Ω) admitem um transposto dado por

−Lj. Mais precisamente, temos que

∫
(Lju) v dx dt = −

∫
uLjv dx dt, j = 1, . . . ,m e u, v ∈ D(Ω).

Suponha u ∈ D′
0(Ω) satisfazendo o sistema de equações dada por

Lju = 0, j = 1, . . . , n. (4.3)

Ora, também sabemos que u é uma medida e, justamente por este fato, gostaŕıamos de

encontrar uma noção equivalente para o fato acima em termos da medida.

Antes de enunciarmos esta definição e estabelecermos a equivalência com (4.3), façamos

uma pausa para um comentário. Se ω for uma N -forma de classe C0 definida em um aberto

U ⊂ Ω de suporte compacto então existe uma aplicação φ ∈ D0(Ω) satisfazendo a relação

w = φ dx1 ∧ . . . ∧ dxm ∧ dt1 ∧ . . . ∧ dtm

e, neste caso, se u ∈ M(Ω) escreveremos 〈u, ω〉 para indicar
∫
φ du. Note que, como nosso

sistema de coordenadas está fixado, esta operação fica bem definida.

Definição 4.1.1. Dizemos que uma medida u ∈ M(Ω) é uma solução homogênea de L se,
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dado p, existe um conjunto completo de integrais primeiras continuamente diferenciáveis

Z1, . . . , Zm, definidas próxima de p, satisfazendo

〈u, dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dω〉 = 0

para toda (n − 1)-forma de classe C1 com suporte compacto. Denotaremos tal fato por

Lu = 0.

Observe que o śımbolo Lu = 0 independe do conjunto de integrais primeiras escolhidas

para verificar que u é uma solução homogênea. Desta forma, vamos verificar que se um

conjunto satisfaz a definição anterior então qualquer outro possui a mesma propriedade.

Seja W1, . . . ,Wm um outro conjunto de integrais primeiras de L de classe C1. Pelo

Teorema de Aproximação, existem funções holomorfas F j
k tal que para j = 1, . . . , n tem-se

que

Wj = lim
k−→∞

F j
k (Z1, . . . , Zm) na topologia de C1.

Consequentemente, dW1∧. . .∧dWm = λ dZ1∧. . .∧dZm, para alguma função cont́ınua λ,

que satisfaz, em D0, λ = limk−→∞Hk(Z1, . . . , Zm), com Hk holomorfas. Como este processo

pode ser revertido, isto é, expressando dZ1 ∧ . . .∧dZm como múltiplo de dW1 ∧ . . .∧dWm,

temos que λ 6= 0 em uma vizinhança de p.

Desta forma, se ω é uma (n− 1)-forma de classe C1 de suporte compacto então

Hk(Z) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dω = dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ d(Hk(Z)ω),

onde Z = (Z1, . . . , Zm) e consequentemente

〈u, dW1 ∧ . . . ∧ dWm ∧ dω〉 = 〈u, λ dZ1 ∧ . . . ∧ dZm〉
= 〈u, limk−→∞Hk(Z1, . . . , Zm) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm〉
= limk−→∞ 〈u,Hk(Z1, . . . , Zm) dZ1 ∧ . . . ∧ dZm〉
= limk−→∞ 〈u, dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ d(Hk(Z)ω)〉 = 0.

Sendo a última igualdade verdadeira pelo fato de que 〈u, dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dω〉 = 0 para

toda (n− 1)-forma de classe C1 com suporte compacto.

Vamos nos direcionar para verificar que a definição (4.1.1) é equivalente com (4.3).

Se definirmos, para v ∈ D1(Ω), a forma

ω = v dt1 ∧ . . . ∧ d̂tj ∧ . . . ∧ dtn,
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onde o circunflexo indica a omissão do termo indicado, podemos expressar dv na seguinte

base dt1, . . . , dtn, dZ1, . . . , dZm. Para isto, vamos utilizar a representação (2.1) do caṕıtulo

anterior. Temos que

dv =
n∑

l=1

L̃lv dtl +
m∑

k=1

Mkv dZk

onde L̃l, são os campos canônicos definidos naquele caṕıtulo.

Prosseguindo o cálculo, temos que

dω = (−1)j−1L̃jv ∧ (dt1 ∧ . . .∧ dtj ∧ . . .∧ dtn) +
m∑

k=1

Mkv dZk ∧ (dt1 ∧ . . .∧ d̂tj ∧ . . .∧ dtn)

e conclúımos que

dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dω = (−1)j−1 1

detZx
Ljv dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dt1 ∧ . . . dtn.

O que em termos da base canônica, se expressa como

dZ1 ∧ . . . ∧ dZm ∧ dω = (−1)j−1Ljv dx1 ∧ . . . ∧ dxm ∧ dt1 ∧ . . . ∧ dtn. (4.4)

Mediante a fórmula anterior, fica demonstrado a equivalência entre (4.1.1) e (4.3) para o

caso de uma distribuição que também é uma medida de Radon.

Suponha, por ora, que n = 1 e que L seja localmente gerado pelo seguinte campo

cont́ınuo

L = detZx
∂

∂t
+ detZx

m∑

k=1

λk
∂

∂xk
.

Considere u ∈ D′
0(Ω) satisfazendo a condição Lu = 0.

A próxima etapa será verificar que detZxu pode ser identificado com uma função de

t com imagem em D′(QR), para alguma bola QR suficientemente pequena em R
m. Como

nosso problema é de natureza local, será suficiente restringirmos nossa atenção para uma

vizinhança ΩR da forma ΩR = QR × IR onde IR = (−R,R) ⊂ R.

Fixada ψ ∈ D(QR) e, utilizando a notação dada no caṕıtulo anterior, defina as distri-

buições em D′
0(R) de acordo com as fórmulas

V := V (u, ψ) = (detZxu)ψ e
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W := W (u, ψ) = −
m∑

k=1

(detZxλku)ψxj
.

Vamos verificar que V e W estão relacionados pela fórmula

d

dt
V = W em D′(IR).

De fato, se tomarmos φ ∈ D(IR) então segue que

〈W,φ〉 =

〈
−

m∑

k=1

(detZxλku)ψxj
, φ

〉
=

〈
u,− detZx

m∑

k=1

λk
(
ψxj

⊗ φ
)
〉

Como Lu = 0 e L′ = −L temos que

〈
u,−

(
detZx

∂

∂t
+ detZx

m∑

k=1

λk
∂

∂xk

)
(ψ ⊗ φ)

〉
= 0.

Usando os fato

∂

∂xk
(ψ ⊗ φ) =

∂ψ

∂xk
⊗ φ e

d

dt
(ψ ⊗ φ) = ψ ⊗ dφ

dt

segue que

〈W,φ〉 =

〈
u,− detZxψ ⊗

(
d

dt
φ

)〉
=

〈
(detZxu)ψ ,−

dφ

dt

〉
=

〈
d

dt
V, φ

〉
,

o que conclui a demonstração da relação.

Mediante as identificações que foram estabelecidas no caṕıtulo anterior segue que, fixada

ψ, existe uma função fψ, cont́ınua pela direita e de variação limitada em IR, tal que

〈V, φ〉 =

∫
fψ(t)φ(t) dt. (4.5)

Desta forma, fica estabelecida uma aplicação ψ 7−→ fψ que é cont́ınua e linear. A

verificação destas afirmações é simples e decorrem do fato de que V é uma distribuição e

de que fψ é unicamente determinada.

Mediante estes fatos, segue que para cada t ∈ R a aplicação ψ −→ fψ(t) é uma distribui-

ção e sua imagem será denotada por 〈f(t), ψ〉 para ψ ∈ D′
1(QR). Desta forma, entendemos

f como uma aplicação definida em R com imagem nas distribuições.
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Esta notação é particularmente útil no caso em f é uma função de duas variáveis e,

neste caso, f(t) será a distribuição associada a f |QR × {t}. Ora, se ainda B ⊂ D1(R) é

um conjunto limitado com a métrica do sup e ainda t ∈ [−R,R] então a variação de fψ é

limitada por um constante dependente de R e B. Desta forma,

〈detZxu, φ⊗ ψ〉 =

∫
〈f(t), ψ〉φ(t) dt, φ ∈ D(IR), ψ ∈ D(QR).

Suponha que, para certa η ∈ D1(ΩR), existam um natural p e funções φ1, . . . , φp ∈
D1(IR) e ψ1, . . . , ψp ∈ D1(QR) satisfazendo

η =

p∑

i=1

ψp ⊗ φp. (4.6)

Nestas condições, é verdade que

〈detZxu, η〉 =

∫ 〈
f(t), η|QR×{t}

〉
dt. (4.7)

De fato,

〈detZxu, η〉 =

p∑

i=1

〈detZxu, ψp ⊗ φp〉 =

p∑

i=1

∫
〈f(t), ψp〉φp(t) dt.

Utilizando a identidade

η|QR×{t} =

p∑

i=1

(ψp ⊗ φp)|QR×{t} =

p∑

i=1

ψpφp(t)

segue que

∫ 〈
f(t), η|QR×{t}

〉
dt =

p∑

i=1

∫
〈f(t), ψpφp(t)〉 dt =

p∑

i=1

∫
〈f(t), ψp〉φp(t) dt.

Como o conjunto das aplicações satisfazendo (4.6) é denso em D(ΩR) e ambos os lados

de (4.7) expressam aplicações cont́ınuas naquele espaço, segue que

〈detZxu, η〉 =

∫ 〈
f(t), η|QR×{t}

〉
dt, η ∈ D(ΩR). (4.8)

87



4.1. Regra de Leibnitz para Soluções

Vamos verificar que a aplicação F dada por

F (t) =
〈
f(t), η|QR×{t}

〉
= fη|QR×{t}

(t)

determina uma distribuição.

De fato, sabemos que existe uma constante C > 0 tal que para toda η ∈ C1(ΩR) vale

que |F (t)| ≤ C||η||C1 . Também temos que F é de variação limitada e, consequentemente,

mensurável. Fica então conclúıdo que F é localmente integrável e portanto determina uma

distribuição.

Nosso próximo objetivo é estudar, com η ∈ C1(ΩR), a Regra de Leibnitz para

d

dt

〈
f(t), η|QR×{t}

〉
=

d

dt
F (t).

É salutar considerarmos um caso mais simples e que já foi abordado neste texto. Considere

η ∈ C1(ΩR) uma função que seja independente de t e que satisfaça η(x, t) = ψ(x) para

alguma ψ ∈ D1(QR). Nestas condições, vamos verificar que

d

dt
fψ = W em D′

1(IR).

De fato, se φ ∈ D1(IR) então

〈
d

dt
fψ, φ

〉
=

〈
fψ,−

dφ

dt

〉

= −
∫
fψ(t)

dφ

dt
(t) dt = −

∫
〈f(t), ψ〉 dφ

dt
(t) dt

= −
∫ 〈

f(t), ψ
dφ

dt
(t)

〉
dt = −

∫ 〈
f(t),

(
ψ ⊗ dφ

dt

)

|QR×{t}

〉
dt

= −
〈

detZxu, ψ ⊗ dφ

dt

〉
= −

〈
(detZxu)ψ ,

dφ

dt

〉

= −
〈
V,

dφ

dt

〉
= 〈W,φ〉 .

Como constrúımos f de modo que para cada t ∈ R a imagem f(t) seja uma distribuição

em D′
1(ΩR), também escreveremos

W (t) := W (u, ψ, t) =
d

dt
〈f(t), ψ〉 .
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Vamos agora prosseguir nosso estudo analisando o caso em que η ∈ D1(ΩR) é dada por

η(x, t) = ψ(x)φ(t).

Neste caso especial, a Regra de Leibnitz é expressa por

d

dt

〈
f(t), η|QR×{t}

〉
=

dφ

dt
(t) 〈f(t), ψ〉 + φ(t)W. (4.9)

De fato, é suficiente observar que

d

dt

〈
f(t), η|QR×{t}

〉
=

d

dt
(〈f(t), ψ〉φ(t))

em seguida aplicar a Regra de Leibnitz para distribuições e concluir utilizando a identidade

que acabamos de verificar.

O objetivo é encontrar uma outra representação para a equação funcional (4.9) que não

dependa das aplicações φ e ψ, mas apenas de η. Isto é fundamental, já esta nova fórmula

poderá se mostrar verdadeira para quaisquer aplicações em D1(ΩR) e ser então a Regra de

Leibniz que estamos querendo encontrar para F .

Observe que, se η(x, t) = ψ(x)φ(t) e h ∈ D0(IR) então temos as seguintes relações

〈
(detZxu)

∂η

∂t
, h

〉
=

∫
fψ(t)

dφ

dt
(t)h(t) dt,

〈
(λk detZxu)

∂η

∂xk
, h

〉
=

〈
λk detZxu, φ h

∂ψ

∂xj

〉
.

Ora, estas relações são suficientes para verificar que a equação dada em (4.9) é equiva-

lente à relação abaixo se η(x, t) = ψ(x)φ(t).

d

dt

〈
f(t), η|QR×{t}

〉
= (detZxu)

∂η

∂t
+

m∑

k=1

(λk detZxu)
∂η

∂xk
. (4.10)

A vantagem da representação anterior é que ela pode ser verificada para uma aplicação

η ∈ D1(ΩR) qualquer. Na verdade, se aplicarmos a mesma técnica vista anteriormente,

isto é, validarmos (4.10) para aplicações da forma

η =

p∑

i=1

ψp ⊗ φp
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e finalmente notarmos que ambos os lados da equação são cont́ınuas então teremos que a

equação funcional acima é, na verdade, a Regra de Leibniz procurada.

Observe que, particularmente, é posśıvel notar por (4.10) que F é uma distribuição

dada por uma medida de Radon e, consequentemente, t 7−→
〈
f(t), η|QR×{t}

〉
é na verdade

uma função de variação limitada.

Lembre-se que para t0 ∈ IR, detZxu admite um traço em t = t0, isto é, existe uma noção

bem definida para a restrição daquela distribuição. Deste ponto em diante, vamos indicar

este traço por (detZx)(x, t0)u(x, t0). De acordo com as identificações já estabelecidas, segue

que esta restrição é dada por f(t0) e, consequentemente, satisfaz a continuidade lateral

lim
ε−→0+

f(t0 + ε) = f(t0).

4.2 Regularidade e Unicidade para Medidas

Façamos uma pausa para relembrar os operadores básicos usados na demonstração do

Teorema de Aproximação. Considerando u uma medida de Radon que satisfaz Lu = 0 e

τ > 0 defina

Eτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,0)]2u(x′, 0)h(x′) detZx(x
′, 0) dx′,

Gτu(x, t) =
(τ
π

)m/2 ∫

Rm

e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t) dx′,

Rτu(x, t) = Gτu(x, t) − Eτu(x, t).

Neste caso, é importante observar que a escolha da função h, assim como os esclareci-

mentos sobre a notação feitos no Caṕıtulo 2, se aplicam de maneira idêntica ao nosso novo

caso.

No caso clássico, quando L e Z eram suaves, o que foi feito foi verificar que Rτu(x, t) −→
0 quando τ −→ ∞ em uma vizinhança da origem. Nosso objetivo é apresentar uma

modificação do argumento que se mostre válido na situação presente.

Para ξ ∈ C
m e t ∈ IR escreva

G̃τu(ξ, t) =

∫

Rm

e−τ [ξ−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′) detZx(x
′, t) dx′,
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Mediante o que já provamos, podemos também representar este operador por

G̃τu(ξ, t) =
〈
f(t), e−τ [ξ−Z(x′,t)]2u(x′, t)h(x′)

〉
,

ou seja, a aplicação t 7−→ G̃τu(ξ, t) é pasśıvel de derivação com a Regra de Leibnitz que

acabamos de construir. Considere também

R̃τu(ξ, t) = G̃τu(ξ, t) − G̃τu(ξ, 0).

Desta forma, temos a seguinte relação entre os operadores Rτ e R̃τ

Rτu(x, t) =
( τ
π

)m/2
R̃τu(Z(x, t), t).

Suponha que F : IR −→ R é uma função de variação limitada com derivada µ. Neste

caso, temos que µ é uma medida de Radon satisfazendo a relação

µ((a, b]) = F (b+) − F (a+),

com −R < a < b < R.

Tomando F (t) = G̃τu(ξ, t) segue que,

R̃τu(ξ, t) = F (t) − F (0) =

∫

0..t

F ′(t′) dt′,

onde o śımbolo
∫

0..t
H dt′ deve ser entendido como

∫
(0,t]

H dt′ se t ≥ 0 e −
∫

(t,0]
H dt′ se

t < 0. Utilizando a Regra de Leibnitz vista para F , segue a identidade

R̃τu(ξ, t) =

∫

0..t

〈
(detZx′u)

∂η

∂t
(x′, t′) +

m∑

k=1

(λk detZx′u)
∂η

∂x′k
(x′, t′), h

〉
dt′,

onde η(x′, t′) = e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2 . Utilizando a representação através do sinal de integral

obtemos a identidade

R̃τu(ξ, t) =

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
∂

∂t

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2h(x′)

)
dx′ dt′

+
m∑

k=1

∫

0..t

∫

Rm

(λk detZx′u)
∂

∂x′k

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2h(x′)

)
dx′ dt′
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Utilizando a Regra de Leibnitz para Aplicações segue que,

R̃τu(ξ, t) =

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
∂

∂t

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2

)
h(x′) dx′ dt′

+

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
m∑

k=1

λk
∂

∂x′k

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2

)
h(x′) dx′ dt′

+

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
m∑

k=1

λk
∂h(x′)

∂x′k
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2 dx′ dt′

Para que possamos trabalhar com a igualdade acima de maneira mais apropriada, lembre-

se que a aplicação (x′, t′) 7−→ e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2 anula o campo L, o que em outras palavras

significa

(
∂

∂t′
+

m∑

k=1

λk
∂

∂x′k

)
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2 = 0.

Utilizando a identidade segue que,

R̃τu(ξ, t) =

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
∂

∂t

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2

)
h(x′) dx′ dt′

−
∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
∂

∂t′

(
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2

)
h(x′) dx′ dt′

+

∫

0..t

∫

Rm

(detZx′u)
m∑

k=1

λk
∂h(x′)

∂x′k
e−τ [ξ−Z(x′,t′)]2 dx′ dt′

Finalmente, para ξ = Z(x, t), temos

Rτu(x, t) =
( τ
π

)m
2

∫

0..t

∫

Rm

u(x′, t′)Lh(x′, t′) e−τ [Z(x,t)−Z(x′,t′)]2 dx′ dt′, (4.11)

que é uma extensão da expressão clássica para Rτu.

A próxima etapa é estudar o comportamento de Rτ quando τ −→ ∞. Para isto, escolha

δ > 0 tal que h(x′) = 1 se |x′| ≤ 2δ. Para (x, t) suficientemente pequenos (com |x| ≤ 1),

a exponencial em Rτu pode ser majorada, para alguma constante c > 0 apropriada, por

e−cτ . O que nos leva a concluir que Rτu −→ 0 uniformemente em uma vizinhança Ω da

origem. Por outro lado, já sabemos que Gτu −→ u como distribuição, acarretando que

Eτu −→ u em D′
0(Ω) quando τ −→ ∞.

Assuma, por um instante, que o traço detZx(x, 0)u(x, 0) = 0. Neste caso, Eτu ≡ 0 e,
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consequentemente, u ≡ 0 em Ω. Suponha agora que o limite lateral esquerdo seja nulo,

isto é, limt−→0− Zx(x, t)u(x, t) = 0. Neste caso, a fórmula u([b, 0)) = F (0−) − F (b−) para

b < 0 implica que detZx(x, 0)u(x, b−) = 0.

Dado que F é cont́ınua a menos de um conjunto enumerável, segue que este b pode

ser escolhido arbitrariamente próximo da origem. Desta forma, segue que F é cont́ınua

em b e, desta forma, conclui-se que detZx(x, b)u(x, b) = 0. Ora, podemos usar o traço de

detZxu em b para definir o operador Eτu e, consequentemente, concluir que u ≡ 0 em uma

vizinhança da origem.

Esta discussão esclarece que uma função de variação limitada f(t) satisfazendo

〈detZxu, φ⊗ ψ〉 =

∫
〈f(t), ψ〉φ dt, φ ∈ D(IR), ψ ∈ D(QR),

não pode admitir um salto em t = t0 a não ser que f(t0+)f(t0−) 6= 0.

Vamos concluir esta seção enunciando e demonstrando o teorema central deste caṕıtulo.

Sem perda de generalidade, dado um aberto U ⊂ R
N−1 e uma função f : U −→ R de

classe C1, o conjunto Σ(f) = {(x, t) ∈ U × R ⊂ R
N : t = f(x)} é uma hipersuperf́ıcie

de classe C1 de R
N . Se considerarmos um um ponto p = (x, f(x)) ∈ Σ(f) e um campo

cont́ınuo L, definido em U × R, por

L =
N∑

k=1

ak
∂

∂xk

então diremos que Σ(f) é não-caracteŕıstico com respeito a L em p se, e somente se,

N−1∑

k=1

ak(p)
∂f

∂xk
(x) 6= aN(p).

Teorema 4.2.1. Sejam V uma variedade diferenciável, L um subfibrado tangente cont́ınuo

localmente integrável de CT (V), u ∈ M(V) satisfazendo Lu = 0 e Σ uma hipersuperf́ıcie

de classe C1, não caracteŕıstica com respeito a L.

Se p ∈ Σ e N = N(p) é um vetor normal unitário com respeito à Σ em p então existe

um função cont́ınua D, que não se anula, definida em uma vizinhança Ω de p satisfazendo:

(i) Du admite um traço Tτ (Du) definido em todas as translações (τN + Σ) ∩ Ω na

direção de N ;

(ii) limε−→0+ T(τ+ε)(Du) = Tτ (Du);
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(iii) se T0(Du) = 0 em Σ ∩ Ω então u é identicamente nula em uma vizinhança de p.

Demonstração. Sejam x1, . . . , xm, t1, . . . , tn coordenadas locais de classe C1 definidas em

uma vizinhança Ω de p e {Z1, . . . , Zm} um conjunto de integrais primeiras, também defi-

nidas em Ω, continuamente diferenciáveis satisfazendo

(i) xj(p) = tk(p) = 0, para 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n;

(ii) Zj(x, t) = xj + iφj(x, t), para 1 ≤ j ≤ m;

(iii) ∂φj/∂xk(0, 0) = 0, para 1 ≤ j, k ≤ m.

Sem perda de generalidade, assumamos que Σ ∩ Ω é dado por t1 = 0 e que a direção

definida por N coincida com a dada pelo eixo t1.

Fixada estas coordenadas, segue que o teorema foi provado se n = dimL = 1 tomando-

se D = detZx. Desta forma, se n > 1 procederemos da seguinte forma: descarte os campos

L2, . . . , Ln e considere novas coordenadas locais dadas por

t′ = t1;

x′k = xk, para 1 ≤ k ≤ m;

x′m+k = tk+1, para 1 ≤ k ≤ n− 1;

Considere também novas integrais primeiras dadas por

Zm+1(x
′, t′) = x′m+1,

...

Zm+n−1(x
′, t′) = x′m+n−1.

O conjunto de integrais primeiras {Z1, . . . , Zm, Zm+1, . . . , Zm+n−1} induz uma estrutura

localmente integrável L̃ de dimensão 1. Procedendo como anteriormente, segue o resultado

para L̃ e finalmente conclui-se o resultado do teorema para L.

Nota

Depois desta discussão, fica evidenciada a validade do Teorema de Aproximação para

campos cont́ınuos. Uma leitura mais atenta da demonstração dada na primeira parte deste
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texto nos leva a concluir que um ingrediente fundamental foi a definição do traço da solução,

fato que discutimos nesta seção.

Lembre-se que quando os campos são apenas cont́ınuos entenderemos como posśıveis

soluções as medidas de Radon. Nestas condições, enunciaremos uma técnica para aproximar

medidas por soluções mais suaves.

Teorema 4.2.2. Seja L um subfibrado tangente cont́ınuo localmente integrável de CTV.

Seja u ∈ D′
0 uma medida de Radon tal que Lu = 0. Então para cada p ∈ V, existe uma

vizinhança U e uma sequência de polinômios Pk tal que limk−→∞ Pk ◦Z = u, onde Z = (Zi)

constitue um conjunto de integrais primeiras continuamente diferenciáveis e o lim ocorre

na topologia de D′
0(Ω).
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