UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CCET - CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM MATEMATICA

Teoria de Invariantes

de Formas Binarias

Aluno: Renato Fehlberg Junior

Orientador: Prof. Dr. Joao Nivaldo Tomazella

Sao Carlos - SP
Margo/2010



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CCET - CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS GRADUACAO EM MATEMATICA

Teoria de Invariantes

de Formas Binarias

Dissertagao apresentada ao Programa
de Poés-Graduagao em Matemética da
UFSCar, como parte dos requisitos
para obtencao do Titulo de Mestre em

Matemética.

Aluno: Renato Fehlberg Junior

Orientador: Prof. Dr. Joao Nivaldo Tomazella

Sao Carlos - SP
Margo/2010



Ficha catalografica elaborada pelo DePT da
Biblioteca Comunitaria da UFSCar

F296ti

Fehlberg Junior, Renato.
Teoria de invariantes de formas binarias / Renato

Fehlberg Janior. -- Sdo Carlos : UFSCar, 2010.
82 1.

Dissertacdo (Mestrado) -- Universidade Federal de S&o
Carlos, 2010.

1. Algebra. 2. Covariantes. 3. Operador umbral. 4. Formas
candnicas. I. Titulo.

CDD: 512 (207




Banca Examinadora:

o S—

/ 2

Pro(l)//Jo’a‘ IVéﬁllvaldo Tomazella

UFSCar

Wla Sl

Profa. Dra. Maria Aparecida Soares Ruas
ICMC - USP

O @ Ay Temcan

Prof. Dr. Eduardo Tengan
ICMC - USP




Agradecimentos

A Deus, por todas as ben¢aos em minha vida.

A minha familia por todo apoio e compreensio e em especial, aos meus pais, que
sempre colocam minha vida e meu futuro em primeiro lugar.

Ao meu orientador, por me guiar nestes dois anos de mestrado com competéncia.
A professora Cidinha, pelos varios seminarios que enriqueceram a dissertacao.

A Greciane, pela compreensdo e por sempre estar ao meu lado.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.

Aos meus amigos, pela companhia.

A todos, os meus sinceros agradecimentos.



Resumo

Neste trabalho, estudamos o artigo [6], que responde as seguintes pergun-
tas: como sao todos os covariantes de formas binarias? Quais sao e como encontrar
as formas candnicas das formas binarias de grau n? Existe um conjunto finito de
geradores para os covariantes de formas binérias de grau n? A primeira pergunta
sera respondida pelo primeiro teorema fundamental, que nos diz que todos os co-
variantes sao avaliagoes umbral de polinomios colchete, e vice-versa. A segunda
questao sera respondida usando-se as técnicas de apolaridade, e como aplicagao da
técnica, mostraremos o resultado para formas binérias de grau baixo. E finalmente,

a terceira pergunta sera respondida pelo Teorema de Finitude.



Abstract

In this work, we studied article [6], that answers the following questions:
how are all covariants of binary forms? What are and how to find the canonical
forms of the binary forms of degree n? Is there a finite generating set for the
convariants of binary forms of degree n? The first question will be answered by
the First Fundamental Theorem. The second question will be answered using the
techniques of apolarity. And for application, we will show the results for binary
forms of low degree. Finally, the third question will be answered by the Finiteness

Theorem.
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Introducao

Aqui apresentaremos resultados sobre formas binarias usando a velha Teo-
ria de Invariantes, desenvolvida por Hilbert, Boole, Young, Gordan, e outros. A
teoria de invariantes para formas binarias serd desenvolvida de modo construtivo,
de modo que o desenvolvimento da teoria ficard bem claro. Para isso, usaremos a
notacao umbral, que foi introduzida por Kung e Rota (ver [6]), no lugar da notagao
simbdlica, que pode ser encontrada em [3|. Uma discussao sobre essas notagdes pode
ser encontrada em [4]. A notac¢do umbral sera definida e exemplificada no capitulo
1, onde mostraremos rigorosamente como ¢é feito o calculo umbral. Neste capitulo
ainda, definiremos o que é um covariante e daremos varios exemplos do mesmo.
Na secao 2, ainda do capitulo 1, demonstraremos o Primeiro e o Segundo Teorema
Fundamental, sendo a demonstracao do Primeiro Teorema Fundamental, totalmente
construtiva, usando-se o algoritmo de ordenacgao, que é baseado em um syzygy. No
capitulo 2, definiremos a algebra de raizes homogeneizadas, onde obteremos outra
representacao dos covariantes através de um algoritmo que dara a representacao de
qualquer covariante em termos de raizes homogeneizadas. Além disso, definiremos os
termos diferenca simétrico que terao uma certa correspondéncia com os covariantes
homogéneos e isso sera usado na demonstracao do Teorema de Finitude, no capitulo
5. Na primeira secao do capitulo 3, apenas indicaremos alguns resultados dos capi-
tulos 1 e 2 que podem ser generalizados para covariantes de duas formas binarias,
que chamaremos de 2-covariante. A segunda secao é reservada para apresentarmos
o covariante apolar. Esta técnica de apolaridade serda usada para encontrar a forma
canodnica de uma forma binaria, que é basicamente uma forma mais simples de re-
presentar uma forma binaria. No capitulo 4, encontraremos as formas candnicas
das formas binarias de grau baixo. Finalmente, no capitulo 5 demonstraremos o
Teorema de Finitude, que diz que existe um conjunto finito que gera todos os co-
variantes de formas binarias de grau n, e além disso, explicitaremos um conjunto de
geradores para os covariantes das formas cubicas.

Em uma primeira leitura, recomendamos que na se¢ao 2.2, seja lido apenas

o Algoritmo 2.7. Além disso, a Se¢ao 3.1 (com excegao da definigdo de 2-covariante
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e do operador umbral para duplas de formas binarias), assim como a demonstragao
de todos os Lemas, exceto o Algoritmo de ordenacgao e o Lema de Hilbert, podem
ser deixados para uma segunda leitura. Quanto aos exemplos, eles estao distribuidos
em grande nimero ao longo do texto, para facilitar a visualizagao dos resultados e

definigoes.



Capitulo 1

Covariantes

1.1 Notacao Umbral

Nesta se¢ao, introduziremos a nocao de operador umbral, sua acao sobre o

espago umbral e varios exemplos de covariantes.

Defini¢ao 1.1. Uma forma bindria f(x,y) de grau n nas varidveis © e y € um
polindmio homogéneo de grau n nas varidveis x e y. Escrevemos

n

Fy) = (k) ara®y" ™",

k=0
Os ntmeros a; sao chamados coeficientes da forma binéria e pertencem a

um corpo de caracteristica zero, que denotaremos por K.

Definicao 1.2. Uma mudanga linear de varidveis (c;;) € uma transformagdao das
varidveis x e y dada por

Tr = CHE + Clgy

Y = + 22y
tal que o determinante das entradas, c11¢og — Co1¢12 # 0.
Observacgao 1.3. Uma forma bindria f(x,y) sob uma mudanga linear de varidveis,
mais uma expansao e reagrupamento de termos, € transformada em uma outra forma

bindria nas varidveis T ey, com coeficientes dependendo dos a; e ¢;;, que definiremos

por

fz.y) = Z (1) ar(en® + c129)* (enT + cooy)" "
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Definicao 1.4. Seja g um inteiro nao negativo. Um polindmio ndo constante
I(Ag, Aq, ..., An, X, Y) nas varidveis Ay, A, ..., An, X €Y, é um covariante de indice
g de formas bindrias de grau n se, para toda forma bindria f(z,y) de grau n e toda

mudanga linear de varidveis (c;;), temos que
I(Eo,al, ceey En, T, y) = (611622 — 021012)91(%, a1y .oy Qp, T, y)
Um covariante no qual as variaveis X e Y nao aparecem é um invariante.

Exemplo 1.5. Como primeiro exemplo de covariante, vamos considerar o covari-
ante 1(Ag, A1, X,Y) = A1 X — AgY de indice g = 0 de formas bindrias de grau
n = 1. Seja f(x,y) = a1x + apy wma forma bindria de grau um e, r = c|1T + €127
€Y = T + o0y, uma mudancga linear de varidveis, ambas tomadas de modo ar-
bitrdrio. Sendo f(Z,7), a forma bindria f(z,y) = ax + apy apds a mudanca de

varidveis, obtemos:
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Fazendo um pouco de conta, obtemos I(ay,ay,=,q) = I(ag, a1, z,y).

Defini¢ao 1.6. Um covariante I(Ag, Ay, ..., An, X, Y) € homogéneo se ele é homogé-
neo como polindémio tanto nas varidveis Ag, A1, ..., A, quanto nas varidveis X eY .
Se I é um covariante homogéneo, entenderemos por grau de I como o grau de I visto
como polinémio nas varidveis Ao, A1, ..., A,, e chamaremos de ordem de I como o

grav, de I visto como polindomio nas varidveis X eY .

Exemplo 1.7. Consideremos o discriminante D = D(Ag, A1, Ay) = AgAy — A3, de
formas quadrdticas bindrias. Seja x = c11T + 19y € Y = 1T + o0y, uma mudanca
linear de varidveis. Fazendo algumas contas, podemos chegar que D(ay,ay,as) =
(epac11 — C12€91)*D(ag, a1, as), ou seja, D é um invariante de grau 2, ordem 0, de

indice 2 de formas bindrias de grau 2.

Exemplo 1.8. O discriminante D(Ag, Ay, Ay, A3) = —9B?B2 — 54B,ByB3 By +
27B2B?2 + 108B3 By + 4B} B3 das formas cubicas bindrias é um invariante de grau 4

e indice 6.

Exemplo 1.9. Nos exemplos anteriores, apresentamos apenas covariantes homogé-
neos. Veremos agora o caso nao homogéneo. Consideremos (Ao, A1, Ay, X,Y) =
AZA XA (Ag A2+ 24, A7) XBY +3A0A1 A XY 2+ A2Ao X Y3+ AL Ap X2+ Ag Ay XY .
I é um covariante de indice 1 de formas bindrias de grau 2, e € nao homogéneo.
Além disso, se escrevermos I = Iy + I, onde I} = A3A; X4+ (AgA3+2A5A3) X3Y +
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3AgA I Ap X?Y2 + A2A2XY3 e I = A1 Ay X? + AgAs XY, veremos que estes sio co-
variantes homogéneos, de graus 4 e 2 respectivamente, de indice 1 de formas bindrias
de grau 2. Mostrar estas afirmagoes pela definicao pode ser muito cansativo, mas
logo veremos que mostrar que esses polindémios sdao de fato covariantes, serd uma

tarefa facil usando o Primeiro Teorema Fundamental.

Observacgao 1.10. Para mais exemplos de covariantes e invariantes cldssico, ver

[12], [3], [5] e [11].

Notemos que todo covariante pode ser escrito como uma combinacao linear
de covariantes homogéneos. Entenderemos por uma forma bindria simples, como

sendo uma n-ésima poténcia de uma forma linear, ou seja,

f(x,y) = (aax + agy)™.
Agora, definiremos o operador umbral e como é sua ac¢ao no espaco umbral.

Defini¢ao 1.11. Seja of = {«, 3,...,w,u} um alfabeto consistindo de uma quanti-
dade infinita de letras gregas, sequida de uma unica letra romana u. As letras em
' sao chamadas de letras umbral. Para cada letra umbral grega ¢ e a letra umbral
romana u, associaremos duas varidveis ¢, e (3. Temos entao as varidveis oy, o,
B1, Ba, ..., w1, W, Uy, us. O anel de todos os polindmios nestas varidveis serd um

espago vetorial de dimensao infinita chamado de espaco umbral U .

Definicao 1.12. Sejam n € N, & o0 espago de todos os polindmios nas varidveis
Ao, Ay, A, X e Y e Plag, ag, ...) um polindmio em % . Definiremos o operador
umbral

U:% — &~

para formas bindrias de grau n por:

<U ‘a’fag_k> = Ay para qualquer letra umbral grega «;

<U ‘a{a@ =0sej+k#n ea é qualquer letra umbral grega;

(U |u) = ()

<U ‘u§> = X*;

(U ‘aiaéﬁfﬁé...ufu@ = <U|a’ia§> (U|856%) .. (U [u]) (U |uf) (chamada
ler multiplicativa);

onde (U |P(ay,ag,...)) denota a a¢ao do operador U sobre P(ay, s, ...) € U.

Notemos que por linearidade, o operador umbral U é definido unicamente

pelas regras acima.
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Exemplo 1.13. Para ficar mais clara a a¢ao do operador umbral, sejam U o ope-

rador umbral para formas bindrias de grau 2 e
P = P(ay,an, 1, B U1, Uz) = araaus — Biul — Yaug + Yiasu u
= 1, Q25 91, P2, 71, V2, U1, U2) = Q1 QU, 1Up — Yo T Y QUL U2,

um polinémio no espago umbral % . Entio temos, (U|P) = A1 X? — A,Y?2 — 0 —
AsAgXY = A1 X2 — AY?2 — Ay Ao XY .

Definicao 1.14. Seja

n

flay) =) () ax®y"™
k=0

uma forma bindria de grau n. Definimos o funcional linear umbral U(f) associado
a f(x,y), como o funcional linear sobre %, avaliando o operador umbral U em:

Ai=a;, X=xeY =y, parai=0,1,...,n.

Observacao 1.15. Todo polinomio I1(Ag, A1, ..., An, X,Y) pode ser escrito como
(U|Q(a1, g, ...)), para algum Q(aq,as,...) € U (chamaremos o polindomio @ de
uma representa¢ao umbral de I, e I de uma avaliagdo umbral de QQ). De fato, por li-
nearidade basta considerarmos o caso em que I € um mondmio Al A% ... Adn X1y e

entao, pelas regras do operador umbral U obtemos

_ 0 n 0. .n gl cn—1 1 n—1 €2 el
I'= <U|?‘1 Qg -1 72/?1 037 ... € € /--~(_U1 ) ug'),
TV TV
dovezes divezes

onde as letras umbral o, ...,7,0,....,€, ... sao distintas. Notemos que em geral esta

representacao nao € Uunica.

Exemplo 1.16. Consideremos o polinémio I(Ag, A1, X,Y) = A1 X? — AY3X +

A1Ag. Temos que uma representacao umbral de I é

Q(ala g, ﬁlv 527 Uy, UZ) = a}a%ug + O{%U?UQ + 04%05622

Outra representagao umbral de I €
11,2 23 141, 2
Pla, ag, Br, B2, ur, u2) = aqanus + Byuyus + By Bras.

Daremos agora, uma notacao especial para mudanca de variaveis, que faci-
litaré nossa escrita e deixard mais clara a proposicao seguinte. Essa proposi¢ao nos
dard um método de calcular os coeficientes de um polinémio apdés uma mudanca de
variavel usando sua representacao umbral, além de ser usada como ferramenta para

provar outros resultados.
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Definicao 1.17. Seja (¢;;) uma mudanga linear de varidveis. Coloquemos
cy =c1 dy = cia,
1= —cy di = —ca.

Denotaremos essa mudancga de varidveis por (c,d). Se u = (uy,uz) e v =

(v1,v9) s@o dois vetores (de dimensao dois), definimos o colchete [u  v] por [u v] =

Uy v
U1Vy — UV = det )
U V2

Temos entao que [ (] = a10s — azf; e [ u| = ajus — asuy.

Proposicao 1.18. Sejam f(z,y) = > ,_, (Z) apz®y"* uma forma bindria de grau

n, (¢,d) uma mudanga de varidveis e I € &. Sejam entao, f(T,7) a forma bindria

obtida de f(x,y) por (Ca d) 6[(&0,0,1, ...,an,x,y) = <U(f> |P(O[1,042,ﬁ1,ﬁ2, .,.7U1,U,2>>

uma representacao umbral de I. Entdao

(@, @y, ..., @n, T,7) = (U(f) [P(cr, 2, B, Ba, ..., ua, uz) )
= (U(f)[P(lee o] d],[B ],[B d,...[u c/lc d,fu d/]c d)).

Demonstragao: Como o operador umbral é linear e vale a lei associativa, basta

provarmos as seguintes identidades:

(a) <U(f) )[a J’ o d]k> = (U(f) ‘a{a’§>, V letra umbral grega «;
(b) {U(H Il c/le d)=(Uf)lu)=-7
() N d/le d)=(Uf)lu)=7

Para provarmos (b) e (c), observemos que da mudanga de variaveis temos:

x B Co d2 T
y —c1 —dy 7))
e invertendo, obtemos
T . 1 —dl —dg T
y [c d] 1 C2 Yy ’

{f = (—diz — doy)/[c d]
7 = (az+toy)/lc d

ou seja,

Entao,
(U)[w d]) = U(f) [wids — uady) = —ydy — xdy =T [c d]
(U) [w o) = U(f) lurca = uger) = —yca — xey = =y le d
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e portanto temos:

U Nu d /e d)=7=U(f)|u);
TN /e d)=-7=U)|u).
Resta provarmos (a). Para isso, seja & uma letra umbral grega qualquer.

Usando a representacao umbral temos:

(U(f) [(aqug — aour)™) = <U(f) > () ()" Fafubay g k>

SR GUDSICIRIERER

= Z (%) (—1)"*k (U(f |041042 k> (U(f ’u2u1 k>

= > () ar(=1)" =yt
= Z(Z) apz®y" "
= f(x,y),
e portanto,
flx,y) =(U) e u]")
Como
@ o [u
de = la clu d—|u cla d
t<[a 0 d]> @ cJu d—[u dlo d
= [a ufle d],

e por definicio f(Z,7) = f(z,y), temos que:

f@y) = W)l o)
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Comparando o que obtemos com a expressio de f(z,y) = f(7,7), conclui-

mos que:

(U]l d'la d'*) =a = (UF) |akas™).

Se ocorrer j + k # n, temos que expandindo [  ¢]'[a  d)’, os monémios

sdo da forma ofad, onde p + g = j + k # n, e portanto,

<U(f) o ' [o d] >—<U ‘ozloz2>—0

Exemplo 1.19. Sejam f(x,y) = 2zy+2* e (c,d) uma mudanga linear de varidveis.
Neste caso temos: ag =0, a1 =1, a3 =1, c=(=1,2),d=(-1,1), 2 =2T+7 e
Yy=T+Yy.

Tomemos I € &, com I = 1(Ag, A1, Ay, X,Y) = 5A0A1 X + 2AY. Depois
da mudanga de varidveis, f se torna a forma bindria f(Z,7) = 8z% + 107y + 37°.
Além disso, seja P(aq, o, B1, Ba,x,y) = 5a3Bifaus — 202wy, uma representagao
umbral de I. Entao temos:

I(ag, a1, a2, T,y) = 59z — 43y.

Agora, se aplicarmos a Proposi¢ao anterior, temos:

1(@o,a1,a2,7,y) = (U()|P(le d,[a d],[6 d,[8 d,
[w /e d,lu d/lc d])).
Mas, notemos que [c¢ d] =1, entdo:
1@, 0,0,7,7) = (U()[5la d[8 d[B du d-2[a d'[u d)
= <U(f) ‘5(01612 - a2d1)2(ﬁ102 — Bac1)(Bidy — Pad)
(urds — uady) — 2(ancs — aner)*(urcs — uscy))
= (U(f) |5(ar + 22)*(261 + B2)(B1 + Ba) (ur + us)
—2(2a1 + a3)?(2uy + uQ)>
= (U(f) |5(a} + 20100 + a3) (26} + 35152 + B3) (u1 + u)
—2(203 +daqon + a3) (2w + u2))
= 59z — 43y,

como afirma a Proposi¢ao.

1.2 Teoremas Fundamentais.

Apresentaremos nesta secao, o Primeiro Teorema Fundamental, que nos
dard um método claro para obtermos covariantes e como representé-los umbral-

mente. Alguns polindémios no espago umbral que representam covariantes, podem
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ter muitos termos redundantes, mas representam o mesmo covariante. O Segundo
Teorema Fundamental mostrara que podemos fazer certas operagoes sobre esses

polinémios sem mudar suas avaliagoes umbral.

Definicao 1.20. Um mondémio colchete M no espaco umbral % ¢é um polinémio

nao-constante em % que pode ser escrito como um produto de colchetes, da forma
M=[a flla d]..[w u], para os colchetes [ (], [ d],...,[w u].

Definigao 1.21. Seja M um mondémio colchete. O indice de M € o numero de
colchetes em M contendo somente letras gregas. A ordem de M € o numero de
colchetes contendo a letra romana w. O tamanho de M € o niimero total de colchetes

que aparecem em M.

Entenderemos por um polindémio colchete, como uma combinacao linear de

monodmios colchete.

Exemplo 1.22. Qualquer monémio nao-constante em % nas varidveis o, oo, (31,
B2, ... , Uy, Uz nao € um mondmio colchete, e em particular nao é um polindmio

colchete.

Inspirados por este exemplo e pela proposicao anterior, definimos por 4, o
conjunto dos polinémios colchete, que é um subespago do espaco umbral %7. Além
disso, definimos o subespago %, de # gerado pelos monomios colchete de indice g.
Os elementos de %, sao chamados de polindmios colchete de indice g.

Antes de enunciar os Teoremas Fundamentais, provaremos alguns impor-
tantes resultados, sendo um destes, o Algoritmo de Ordenagao.

Seja o/ = {«, 3,7, ...} um alfabeto linearmente ordenado, ou seja, a < § <
v < .,esejaM =[a [lla ~v]..[0 € um mondémio colchete de tamanho h.

Escreveremos M como uma tabela, de altura h,
a B
a v

0 €

Definigao 1.23. Uma tabela € padrao, se as letras em cada linha estao de forma
crescente da esquerda para a direita, e as letras em cada coluna estao de forma nao-
decrescente do topo para baixo. Um mondmio colchete € padrao se, por permutacao
de colchetes ou trocando colchetes [ (] por —[B  «], puder ser escrito como uma

tabela padrao.
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Exemplo 1.24. Seja o = {a,3,7,0} tal que « < [ < v < 6. Notemos que
P=la ~l[6 0] € padrao. Porém, Q =[a 6|[F =] ndo é padrao.

Enunciaremos e demonstraremos agora trés lemas que nos ajudarao a

demonstrar o préximo teorema.

Lema 1.25. (O SYZYGY) Sejam «, 3,7, 9 letras do alfabeto o/ com o < f <y < 6.

Entao
[a 5]:_[a ﬁ]—i_[a 7]‘
3y v 6] |8

Demonstracao: Pela defini¢ao

_[O‘ ﬁ]+[& 7] = [a A6 A—la 1] F]

v 0 6 0

= (oufy — af1)(6172 — do1)

— (a172 — a2m) (0182 — 6231)
1020172 — 120271 — 2510172

o 10271 — 1720182 + aq B202m1

+ 4

2310172 — aaB10am
(04152 - 04251)(5172 - 5271)
= [a d][B ]

-[54] _

Notemos que o Syzygy acima vale sempre, porém incluimos uma ordenagao

nas letras por conveniéncia, para aplicarmos nos proximos resultados.

Dada uma tabela

5]
=",
0 €

associaremos a M, a linha sequéncia afary...0e. Definimos entdao, no conjunto de
todas as tabelas de uma mesma altura, uma relagao de ordem total dada por: dadas
as tabelas M e N, diremos que M >N se a linha sequéncia de M ¢é lexicograficamente

maior que a linha sequéncia de N. Temos entao o seguinte Lema:



Capitulo 1. Covariantes 10

Lema 1.26. (O Algoritmo de Ordenag¢ao) Qualquer mondémio colchete pode ser
escrito como uma combinacao linear com coeficientes inteiros de mondémios colchete

padrao.

Demonstragao: Seja M um monoémio colchete. Rescrevamos M como uma tabela
tal que as linhas s@o crescentes e a primeira coluna é nao-decrescente (notemos que
isso sempre ¢é possivel). Se a tabela resultante for padrao, acabou. Suponhamos
entao que a tabela resultante nao estd na forma padrao. Procuremos na segunda
coluna, de cima para baixo, a primeira violacao da padronizacao. Suponhamos que
isto ocorre nas i-ésima e ¢ + 1-ésima linhas. Na tabela, estas duas linhas correspon-

dem a

@ 9
o o

onde «, 3,7, d sao letras tais que a < 3 < v < J. Pelo Lema 1.25, nés temos:

=® R
2 &
=2 0
ST
= 9
S

Com isso, a linha sequéncia de ambas as tabelas na lado direito sao estri-
tamente lexicograficamente menor que a linha sequéncia de M. Se as duas tabelas
estao na forma padrao, acabou. Caso contrario, nos repetiremos o processo em
cada tabela que nao estiver na forma padrao. Notemos que este processo termina
em um numero finito de passos, pois, a partir das letras de M, temos apenas um
numero finito de tabelas de mesma altura. Entao, obtemos uma expressao de M
como combinagao linear, com coeficientes inteiros, de monoémios colchete padrao.

[ |

Como aplicagao do Algoritmo de Ordenagao, veja Exemplo 1.41.

Lema 1.27. Os mondémios colchete padrao formam um subconjunto linearmente

independente em AB.

Demonstragao:
Devemos mostrar que qualquer combinacao linear de mondmios colchete
padrao nula, resulta que os escalares sdo necessariamente nulos. Seja Y ,_, ¢ My =

0, uma combinacao linear nula, onde A; é um monoémio colchete padrao e c¢; ¢
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escalar nao-nulo, para 7 = 1,...,n, escolhida dentre todas as possiveis relacoes de

dependéncia linear, com as seguintes propriedades:
(a) o namero de letras distintas em cada M} é o menor possivel;
(b) sujeito a (a), a altura maxima de cada M}, é o menor possivel.

Sejam 0 e € as duas maiores letras ocorrendo nesta relagao, com relagao a
ordem de «7. Por (b), o colchete [0 €] ndo é um fator comum a todos os M}, pois
caso isso ocorresse, poderiamos reduzir a altura dos M. Trocando d por €, nem
todos os mondémios colchete se anularao, e estes que nao se anularem continuarao
padrao, pela escolha de § e e. Entao, nés obtemos uma combinacao linear nula, com
coeficientes nao-nulos, com um ntmero menor de letras distintas, o que contradiz
nossa escolha inicial.

De posse destes trés lemas temos o seguinte teorema:

Teorema 1.28. Os mondmios colchete padrao formam uma base para o espago dos

polindmios colchete.

Demonstragao:  Pelo Lema 1.27, resta mostrar que eles geram o espaco dos

polinémios colchete. Mas, do Lema 1.26, qualquer monémio colchete pode ser es-

crito como combinacao com coeficientes inteiros de mondémios colchete padrao, e
consequentemente, qualquer polindémio colchete.

[ |

Agora, estabeleceremos as bases para decidir quando dois polindmios no

espaco umbral tem mesma avaliagao umbral. Este resultado sera o Sequndo Teorema

Fundamental.

Definicao 1.29. Sejam P um polinémio no espa¢o umbral e € o conjunto de letras
umbrais gregas ocorrendo em P (nao-trivialmente). O polinémio P € irredundante
(para formas bindrias de grau n) se, para todo monémio N de P e toda letra umbral
grega o em €, o grau total das varidveis oy e ap € n. Caso exista um mondmio em
P, com uma letra umbral grega v, para o qual o grau total de v, e ¥5 nao é n ou é

0, esse monoémio (ou P) é redundante.

Pelo que foi apresentado na seg¢ao anterior, todo polinémio homogéneo
I(Ap, Ay, ..., Ay, X, Y) pode ser representado umbralmente por um polinémio irre-
dundante. De fato, sendo I homogéneo, temos que cada monémio N de I tem o
mesmo grau. Aplicando o que foi feito na Observacao 1.15, obtemos que a represen-

tacao umbral de I serd claramente um polinémio irredundante.
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Exemplo 1.30. Tomemos o polinomio I(Ag, A1, X,Y) = A2XY + A;AgX?. Uma
representagao umbral de I é I = (U|Q), onde Q = —a3B5uius + ajasfiu3. Clara-

mente () € um polinémio irredundante.

Exemplo 1.31. Como outro exemplo de polindmio irredundante, podemos conside-
rar P(ay, ag, Br, B2, ur, ug) = offfaur + a507ugus, onde € = {a,B}. Temos que
P é um polinomio irredundante para formas bindrias de grau 2. Jd o polindmio

P(ay, ag, B, B, ur, ug) = a1 81 Bouy + a3fBuqguy € redundante.

Nosso proximo resultado estabelecera quando a avaliagao umbral de um
polinémio irredundante ¢ identicamente nula. Mas antes disso, temos a seguinte

defini¢ao e exemplo:

Definicao 1.32. Sejam P um polinémio irredundante em %, € o conjunto de
letras umbrais gregas que ocorrem em P e d = #%. Se w é uma permutacao de €, o
polinémio w(P) € definido como o polinémio obtido de P, pela troca de cada letra -y
por sua imagem 7(7y), sob a permuta¢io w. A simetriza¢io S(P) do polinémio P é
o polinomio wrredundante definido por S(P) = 4 > _w(P), onde o somatdrio ocorre
sobre todas as permutagoes m de €. Se P = S(P), dizemos que P é um polinémio

simetrizado.

Exemplo 1.33. Consideremos o polinémio P(ay,as, 31, B2, U1, us) = 21 Buy +
a2f2. Temos que P € polinomio irredundante, com € = {«, 3}, #€ = 2 e {m, Id}
sendo as unicas permutagoes do conjunto €, onde m € dada por m(a) = [ en(f) = a.
Assim, S(P) = L[(a2f1Bour + 03f3) + (Bianasus + (B303)]. Se caso tivéssemos
P(ay, an, B, B, ur, us) = aranfBouy + o332, teriamos que S(P) = P, ou seja, P

ja seria um polindémio simetrizado.

Lema 1.34. (A Condi¢ao de Simetrizagcao) Seja P um polinémio irredundante em
U . Entao, (U|P)=0< S(P)=0em % .

Demonstragao:

Suponhamos que (U|P) = 0 e vamos mostrar que S(P) = 0 em %.
Seja € o conjunto das letras umbral grega que ocorrem em P. Primeiramente,
como P ¢ irredundante, temos que P, visto como polinémio em kfui, us], onde
k = Koy, as,...], tem seus coeficientes como uma combinagao linear de termos
da forma [], ., asal ™ (que por simplicidade escreveremos assim). Portanto,
a condigdo (U |P) = 0, nos diz que <U‘Hae% af(a)a;_e(a)> = 0. Mais ainda,
temos que <U(F) ’Hae% oﬁ(a)a;_e(a)> = 0, para toda forma binaria F' de grau n.

Como polinémio em k[uq, us], simetrizar P, é o mesmo que simetrizar cada um de
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seus coeficientes, portanto, para mostrarmos que S(P) = 0, basta mostrarmos que
ZW(HQG%ﬂ(a)f(a)w(a)gfe(a)) = 0. O que faremos agora ¢ definir uma F conve-
niente. Seja F'(z,y) = > cy A (112 — 729)", uma forma bindria de grau n, onde os
Ay, com y € €, sao novas variaveis.

Fazendo a expansao de cada binémio de F(z,y) e rearranjando os termos,
obtemos que o coeficiente de cada z'y" ™ & > e A yiqs =", Aplicando o funcional
umbral U(F) e comparando com a expansao acima, obtemos (U (F ‘ozl Y =a; =

> oew A Yie =t Pela lei multiplicativa,

<U<F> Il ai<a>a;€<a>> ~ [T A,

a€® a€¥ veF
Agora, vamos expandir o lado direito da expressao anterior e olha-lo como

um polindmio nas varidveis A,. O coeficiente de [] ., A, serd
e(a n e(a)
2 (I )
T a€?

onde o somatoério ocorre sobre todas as permutacoes m de €.

Pela definicao de simetrizacao,
Z H 7_‘_ e(a) n e(a) —d'S H 0-/1
T Q€% a€?
Entao, como (U |P) = 0, segue que (U(F)|P) = 0, portanto
Z H T e(a) n e(a)) _ 0,
T Q€T

e como queriamos, S(P) = 0.

Agora, suponhamos que S(P) = 0. Sabemos da defini¢ado do operador
umbral que (U |P) = (U |7(P)), V permutagao 7 de €.

Assim, d'(U [S(P)) = > (U|n(P)) =>_ (U|P) =d!(U|P), e portanto
({U1S(P)) =(U|P)

Entao, se S(P) =0, segue que (U|S(P)) =0= (U |P). [

Exemplo 1.35. Seja % o operador umbral para as ciubicas bindrias. Consideremos

o polinémio colchete irredundante [« B]. Como

a simetrizagio 1 ([ B2+ [3 «f®) de (o B]* € identicamente zero. Pelo Lema de

Simetrizagdo, a a avaliagao umbral de [ B]> € também identicamente zero.

Agora ja podemos enunciar e demonstrar os teoremas fundamentais.



Capitulo 1. Covariantes 14

Teorema 1.36. (Segundo Teorema Fundamental) Seja U o operador umbral de
formas bindrias de grau n e sejam P e () polindmios no espaco umbral % , tais que
(U|P) =(U|Q). Entao, P pode ser obtido de Q) por uma sequéncia de operagies

dos sequintes quatro tipos:
I- uma aplicag¢ao de axziomas de K-dlgebras em Koy, as, 51, Ba, ..., w1, us);
1I- adicionando um maultiplo escalar de um mondmio redundante;

III- trocando qualquer mondémio M por M', onde M’ € obtido de M por troca das
varidveis oy e o, para alguma letra umbral grega o ocorrendo em M, pelas

varidaveis 41 e 0z, onde & nao ocorre em M ;

IV- trocando qualquer mondémio M por w(M), onde m € uma permutacao do con-

jgunto de letras umbral ocorrendo em M.

Demonstragao: Primeiramente, podemos fazer algumas restri¢oes sobre P e @),
e ainda manter o mesmo grau de generalidade. Podemos considerar que P e @)
nao possuem nenhum monomio redundante, pois caso contréario, podemos aplicar
(IT) e eliminar esses mondmios redundantes. Além disso, podemos escrever P =
P+ P,+...4+ P,, onde cada P;, é um polinémio, formado por todos os mondémios em
P que tem a mesma quantidade ¢ de letras umbrais gregas distintas. Analogamente,
escrevemos () = Q1 + Q2 + ... + Q5. Observemos que para qualquer monoémio M,
o grau de (U |M) visto como polindmio em Koy, s, 81, B, ..., u1, us], é igual ao
ntimero de letras umbral grega distintas ocorrendo em M. Entao, como temos por
hipotese (U |P) = (U |Q), vale por igualdade de polinémio que (U |P;) = (U |Q;),
Vi=1,..,r. Claramente r = s. Resumindo, podemos considerar P e () como
sendo polindmios irredundantes, possuindo o mesmo ntumero de letras umbral grega
ocorrendo em cada um deles. Mais ainda, podemos aplicar (III), e assumir que as
letras umbrais gregas que ocorrem em P sao as mesmas que ocorrem em ().

Agora podemos de fato comegar a demonstra¢do. Temos que (U |P) =
(U1]Q), ou seja, (U|P—Q) = 0. Pelo Lema 1.34, a simetrizacao S(P — Q) =
S(P) — S(Q) = 0, e portanto, S(P) = S(Q). Agora, basta notarmos que P pode
ser obtido de S(P) aplicando (I) e (IV), pela propria defini¢ao de simetriza¢ao. E
o mesmo vale para (). Portanto, P pode ser obtido de ), usando-se (I),(II), (III) e
(IV).

Exemplo 1.37. Seja U o operador umbral de formas bindrias de grau 2 e sejam

P(%ﬁ%ﬁlﬁ%717’72>U1,U2) = 7%u%+ﬂ162041042ulu2 € Q(Oé1>062,51527’71,’72aU1>U2) =
2u? + aagyiYeuiug polinémios no espago umbral % . Observemos que (U |P) =
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(U|Q) = AY? — A2XY. Vamos agora aplicar o Sequndo Teorema Fundamental e
mostrar que podemos obter P a partir de Q. No mondémio $?u?, basta trocarmos
a varidvel (31, pela varidvel v; que nao ocorre nesse mondmio, usando (III), ou,

podemos usar (11). Para o mondmio cvyany1yaus s, podemos aplicar novamente (111).

Exemplo 1.38. Seja U o operador umbral para formas bindrias de grau 3. Sejam,

3. 29 2 3 2 2.3 2
P(ay, g, 71, Yo, wi, wa, U1, U2) = Y17V Uy — Y1 V2Wa U1 + QoW1 Ws Y, U U2

3. 22 2 .3 2 2.3 92
Q(a, g, 71, Y2, Wi, Wa, U1, Uz) = VWIWa Uy — WiWa Yol + Y1Y5W1Wy O U Us,
polinémios em U.

Notemos que (U |P) = (U |Q).Vamos agora mostrar que podemos obter P
a partir de @), usando o Sequndo Teorema Fundamental.

No primeiro monémio yiwiwius, podemos aplicar (I11) duas vezes: primeiro
trocamos 1 por ay, e depois wi, wy por vi,72. No sequndo mondémio —wiwyyauy,
nao podemos aplicar (II1), mas , como esse mondmio € redundante, pois a letra o

N d 2 3 b ; 2 3 bé ~ d
nao aparece, podemos somar wiwyYsuy € subtrair yiyawsui, que também sao redun-
dantes. Jd mo terceiro monémio, y1vswiwsaiuiug, podemos simplesmente trocd-lo
por m(1yswiwiaiudug), usando (IV), onde T troca a por vy, v por a e mantém w

fixo. Assim, obtemos o resultado desejado.

Teorema 1.39. (Primeiro Teorema Fundamental) Se P é um polindmio colchete
de indice g, entao (U |P) é um covariante de indice g. Reciprocamente, se I é um
covariante de indice g de formas bindrias de grau n, entao I = (U |P), para algum

polindomio colchete P de indice g.

Demonstragao: (=) Como o operador umbral ¢ linear, podemos supor que P é

um mondmio colchete. Pela demonstracao da Proposicao 1.18, sabemos que

a ¢
1-1 de
- t([a a [

o d [ d/lc d
1-2 de =|la u
(1-2) t([a q /e d]) o

Seja f(z,y) uma forma binaria qualquer e seja (¢, d) uma mudanga de va-

riaveis qualquer. Pela Proposi¢ao 1.18 e pela igualdade (1-1), temos:

(UMDl 8]) = (U)|arfe — azfr)
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Analogamente, pela Proposigao 1.18 e pela igualdade (1-2) temos:

(Ul ul) = Ul ul).

Portanto,

uinwey = Ol d°p)
= [e d*UNIP),

e assim, (U |P) é um covariante de indice g.

(<) Como todo covariante pode ser escrito como uma combinagao linear de
covariantes homogéneos, podemos supor que I é um covariante homogéneo de grau d,
ordem t e indice g. Como [ é, em particular, um polinomio homogéneo, ele tem uma
representagao umbral irredundante I = (U |P(aq, ag, B1, B2, ..., u1, ug) ). Além disso,
(U|P) = (U|S(P)), entao, pelo Segundo Teorema Fundamental podemos assumir
que P é um polinémio simetrizado. Além disso, o Segundo Teorema Fundamental
nos diz que o resultado independe da escolha que fazemos de P tal que (U |P) = I.

Seja f(z,y) = > p_o (k) axz*y™ % uma forma binaria de grau n e seja (c, d)

uma mudanca de varidveis. Como [ é covariante e pela Proposi¢ao 1.18, temos
[c d)’ I(ag,aq,...,an, x,y) = (G, @1, ..., Gp, T, Y) =

= (U P oo d,[6 d,[3 d,...[u d/lc d,fu d/[c d)).

Para eliminarmos as fragoes sob o lado direito, vamos multiplicar ambos os

lados da igualdade acima por [c d]t, e teremos a igualdade:

(1-3)

lc d'"" I(ag,ay, ..., an,z,y) =
=UN)[P(o d,[a d,[8 d,[B8 d,.. [u c,lu d)).

Notemos que ao removermos as fragoes, o polinomio P continua irredun-
dante e simetrizado. Além disso, (1-3) vale para toda mudanga de variavel (c,d),
entdo poderemos olhar (1-3) como uma igualdade de polinémios das variaveis
c1,Co,dy, ds.

Nosso objetivo agora, sera provar que

P(la o, d),[B ,[B d,..;Ju c,[u d)=]c d]g+tQ(a1,a2,...,u1,u2),
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onde () é um polinémio colchete de indice g nas variaveis aq, ao, ..., U1, Uy, NAO cON-
tendo as variaveis ¢y, ca, dy, ds. A partir disso, poderemos cancelar o fator [c d]g+t
de ambos os lados de (1-3), e obter o resultado desejado.

Sejam &/ = {c,d, a, 3, ... ,w,u} um alfabeto, com a ordenac¢ao ¢ < d < a <
B<..<w<u,e BT oespaco dos polindmios colchete nas letras em /. Consi-
deremos P([a ¢],[a d],[B d],[8 d],...,[u ¢],[u d])comoum polinémio em
PAB*. Pelo Algoritmo de Ordenacao, podemos escrever P, como uma combinagao

linear > by M}, de monémios colchete padrao distintos em %+, com by, # 0.

Afirmagao 1.40. O polinémio P(ay, g, ..., ui,us) pode ser escolhido de tal forma
que cada letra, ¢ e d, ocorram exatamente g+t vezes em cada um dos My, (ou seja,
o colchete [c  d] ocorre no mdzximo g+t vezes em cada Mjy,).

De fato. Seja w uma nova varidvel. Temos que

para qualquer letra . Em (1-8), troque ¢ por wey e co por wey, € teremos

wg+t [C d]9+t I((lo, Aty .- Qn, x?:y) = <U(f) ‘Zbkwdk)Mk> )

onde c(k) € o nimero de vezes que ¢ ocorre em My. Igualando os coeficientes de
wItt, nds obtemos [c d)**" I(ag, ar, ..., an,z,y) = (U(f) > bk My ), onde a linha
no somatorio indica que 0s unicos mondmios M, que aparecem sao aqueles tais que
c(k) = g+ t. Repita o processo para d e tome a interse¢cao dos indices tais que
clk) =g+t edlk) =g+t Finalmente, podemos trocar P(ay,as, ..., ui,us) pelo
polinémio obtido de Z' bi My, fazendo ¢y =1, co=0,d; =0, dy =1.

Escrevemos entao,

My =|c d]l(k) c B,

onde I(k) ¢ o namero de colchetes [¢  d] que aparecem em M. Seja i = min{l(k)}.
Direto da Afirmacao anterior, sai que [ < g + t.

Temos duas possibilidades. Se I = g + ¢, entdo My = [¢  d]""" M}, segue
novamente da Afirmagao que as letras ¢ e d ndo aparecem nos M, entdo tomemos
Q) = >_ b M]. Suponhamos que [ < g+t. Podemos escrever My, = [c d]l Mj, e entao,
voltar em (1-3), e obtermos [¢  d]?™"' I(ag, ay, ..., an, z,y) = (U(f) |>2 b ML), onde
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g+t —10>0 e existe pelo menos um monoémio colchete padrao M. J’ que nao contem
nenhum colchete [¢ d]. Notemos que a igualdade anterior vale para todo ¢, ¢a, dy
e dy em K, tais que [¢ d] # 0, e portanto, podemos olhé-la como uma igualdade
polinomial nestas varidveis. Facamos ¢; = d; e co = ds e teremos <U(f) ‘Z bk]\/4\k> =
0, onde os ]\/I\k sao mondmios colchete obtidos de M, fazendo ¢ = d. Pela ordem
estabelecida, apos a troca ¢ = d, os mondmios colchete que restarem continuam
padrao, mais ainda, » bk]\/ik continua simetrizado.

Pela condigao de simetrizagao, » bk]\/ik = (0. Como os mondémios colchete
padrao sao linearmente independentes, conseguiremos um subconjunto de indices F,
que contem o indice j (do monoémio M que ndo contem o colchete [c  d]), tal que
Y okeE bk]\//Tk = 0 ainda ocorre e My # M;, mas, ]\/Zk = ]\/4\] Vk € E. Como b; # 0,
existe pelo menos outro indice, digamos m # j em E. Do fato que M; é padrao,

segue que ele tem a forma

CcC *x

Cc x
—~ —~ C %
M; = M, = ,

k%

ko ok

k%

onde ¢ aparece como a primeira letra nas 2(g + ¢ — [) primeiras linhas, e os
representam letras umbral grega ou romana. Mas, notemos que M; e M, diferem

de ]\/4\3 e M\m somente pela troca de ¢ por d, e entao, pela Afirmacao anterior

c x
c *
d *
! !
]\4]-—]\/[m ,
d *
* ok
x %

onde ¢ aparece como a primeira letra nas g + ¢ — [ primeiras linhas, seguido de d
aparecendo nas g + ¢ — [ linhas seguintes. Isto contradiz M;, # Mj, e portanto

g+t > [ nao ocorre.



Capitulo 1. Covariantes 19

Exemplo 1.41. Vamos ver como a demonstracao do teorema anterior, nos dd
um algoritmo para expressar qualquer covariante como a avaliagao umbral de uma
combinagao linear de mondémios colchete padrao. Consideremos o discriminante
D = AygAy — A2, de formas bindrias quadrdticas. Tomando P(ay, s, 1, 52) =
a2 — B s, temos que (U |P(ay, o, B1,32)) € uma representagio umbral de
D. Simetrizando P, obtemos 3(a303; + aif3 — 2000001 52).

Agora, troquemos ay por [ |, ag por | d], By por |3 ] e By por [ d],

e escrevemos em forma de tabela, assim obtendo:

a d a ¢ o c
1 o d o C o d
- + -2
2 B c B d B c
B c g d B d

Pela ordem das letras, c < d < a < 3 < ..., devemos aplicar o Algoritmo de
Ordenacao para escrevermos cada um desses mondmios como uma combinacao linear
de monémios padrao (na verdade, aplicaremos aqui apenas o Syzygy nao olhando
para a ordenac¢ao, mas sim, para as tabelas que podem ser canceladas, e obteremos
assim o mesmo resultado). Além disso, podemos trocar a ordem das linhas, e inverter

o colchete, trocando o sinal. Fazendo esses passos, teremos a sequinte sequéncia de

wgualdades:

a d | [ o ¢ ] [ o ¢ ]

1 a d a c a d

- + -2

2 B c g d B c
B c| |8 d] | B d |
a d a ¢ | [ ¢ ] [ o ¢ ]

:1 a d B a [ N a d 5 a d
2 8 c d c 6 c 8 c
g c g d| | B d| | 8 d ]
[ ¢ ﬁ_ [ o ¢ ] [ ¢ B-

1 c d

1 gl oo, |5

2 d d c a c
i d | | B d | a d |
c f [ ¢ ﬁ— [ o ¢ ] [ ¢ ﬁ_

d d

_ 1 c « . c B a [ N 164
2 15} I6] d c a c
a d i d | | B d | a d |
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c 0 a ¢

1 c d a [

T2 d| |d e
la 5] LB d]

c d (¢ d ] [ o ¢

1 c « c d a

ElREEIN IR
a (3 la 8] LB d]

c d

1 c d

=5 o 8

a

Entao, podemos escrever o discriminante em termos de polinémios colchete

com a sequinte representa¢ao umbral:

D= (Ul3la A2).

Observacao 1.42. Diretamente do Primeiro Teorema Fundamental, se P nao é um
polindomio colchete de indice g, ou em particular nao é um mondmio colchete, entao
(U|P) ndo € um covariante. Portanto, o conjunto dos polindmios cuja avaliagdo
umbral € um covariante de indice g, € justamente o espago By, o subespaco do

espago dos polindmio colchete, gerado pelos mondmios colchete de indice g.

Observacao 1.43. Notemos que o Primeiro Teorema Fundamental nos dd um
método para encontrarmos exemplos de covariantes de indice g: basta considerarmos

um polinémio colchete de indice g e aplicarmos o operador umbral nesse polinémio.

Exemplo 1.44. Para exemplificar isso, voltemos ao exemplo 1.9. Nesse exem-
plo, tinhamos apenas afirmado que I era um covariante, mas agora, isso fica bem
claro se considerarmos o polinémio colchete P = [a Blla u][B ully u]* —
[ Blla w][B wu], de indice 1. Temos que I = (U |P), e portanto I é um covari-

ante de indice 1 de formas bindrias de grau 2, pelo Primeiro Teorema Fundamental.

Observagao 1.45. Um fato interessante que ocorre quando estamos trabalhando
com um covariante homogéneo de formas bindrias de grau n, é que podemos obter
uma expressao para o seu indice, a partir de seu grau, de sua ordem e de n, além
de outras relagoes. Vejamos como isso ocorre.

Seja I um covariante homogéneo de grau d, ordem t e indice g de formas

bindrias de graun. Seja I = (U |>_ bMy ), uma representa¢ao umbral irredundante
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de I, por uma combinacao linear de mondémios colchete, garantida pelo Primeiro
Teorema Fundamental. Como € uma representacao irredundante, o indice e a ordem
de cada My € o mesmo de I. Entao, todo My tem mesma altura h = g+t. Notemos
que d é o numero de letras umbrais gregas em cada My (e as mesmas em cada My,).
Como cada colchete tem duas letras, cada letra grega ocorre n vezes e a letra u
ocorre t vezes, entao dn = 2g+1t, e em particular, g = %(dn —t). Além disso, como

h =g+t, seqgue que 2h = dn +t.

Podemos ainda escrever o Primeiro e Segundo Teorema Fundamental, como

o seguinte teorema:

Teorema 1.46. Seja S[n,d,t] o espago vetorial (de dimensao finita) dos covari-
antes homogéneos de formas bindrias de grau n, com grau d, ordem t e indice g,
onde g = %(dn—t). Seja % [n,d,t] o subespago do espago B dos polinémios colchete
gerados pelos mondémios colchete de altura g+t formado com d letras umbrais gregas
distintas, cada uma ocorrendo n vezes e a letra romana u ocorrendo t vezes. Final-

mente, seja % °[n,d,t] o espago dos polinémios simetrizados em % [n,d,t]. Entdo
USn,d,t] = Fn,d,t],

onde o 1somorfismo € dado pelo operador umbral U de formas bindrias de grau n.
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Capitulo 2

Covariantes e Raizes.

Nosso objetivo aqui é estudar a algebra de raizes homogeneizadas e sua
relacao com o espago dos covariantes homogéneos. Na primeira secao deste capitulo,
daremos as definigbes bésicas e veremos quando um polinémio na algebra de raizes
homogeneizadas é escrito nas fungoes simétricas elementares. Na segunda secao, des-
creveremos um algoritmo para calcular a representacao de um covariante em termos
de raizes homogeneizadas. E finalmente, na secao trés, apresentaremos resultados

importantes para a demonstragao do Teorema de Finitude.

2.1 A Algebra de Raizes homogeneizadas.

A partir de agora, consideraremos K um corpo algebricamente fechado.
Seja f(z,y) =D 1y ( ) apz®y" %, uma forma binaria de grau n. Suponha
que a, # 0. Sejam Aj, Ag, ..., A,, as raizes do polinémio f(x,1). Podemos escrever
fl@,y) =30 (1) azby" ™% = an(z — My)(z — Aoy)...(z — A\uy). Expandindo o lado

esquerdo da igualdade, e igualando os coeficientes dos polinomios, obtemos:

(2-1) (1) an—i = (=1)Faner(A, .., M) = (=1)Fan 3 Ay Agys

onde a soma ocorre sobre todo subconjunto de {1,2,...,n} com k elementos. Pode-

mos ainda escrever (2-1) da seguinte forma:

(2-2) oty = (=) En — )0 N h, = (1R 30 A1) Arr)s

onde a soma ocorre sobre todas as permutagoes 7 de {1,2,...,n}.

A tltima igualdade em (2-2), sai do fato que dado qualquer subconjunto com
k elementos de {1,2,...,n}, existem k!(n — k)! permutagdes 7, tais que 7(S5) = S.
As fungoes ex (A1, ..., Ay), sdo as k-ésimas fungoes simétricas elementares.

A dlgebra de raizes, é o anel Kla,, A1, ..., A\p, z,y|, de todos os polindmios

nas variaveis an, Ai, ... , An, T € 4.
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Definicao 2.1. Definimos o homomorfismo de dlgebras
r:K[Ag, A1, ..., An, X, Y] — Klan, A1, ..o, A, 2, 9]
pelas regras:

A, — a,

Qn
An—k | — (—1)k Z)\W(I)Aﬂ'(k)

n!

X — z

~

> y
Se I(Ao, Ay, ..., A, X, Y) € um polindmio, a imagem de I sob r é chamado
de representacao de I em termos das raizes.

Para raizes homogeneizadas, podemos seguir a mesma linha de raciocinio.
Seja f(z,y) = > 1y (Z) apz®y" % um forma binéria de grau n. Podemos

expandi-la, nao univocamente, como o produto de n formas lineares:

f(@,y) = (e — v1y) (pex — vay)...(UnT — VpY),

onde p;, v;, sdo chamados raizes homogeneizadas de f(x,y). Analogamente, pode-

mos expandir a expressao acima e igualar os coeficientes, obtendo:

(=1)* 3
Ap— = T Vr@)---Vr(k) Hr(k+1) - Hr(n)
(—1)* 21 Un,
= ' peeplner(—, oy —),
n: M1 Hn

onde a soma ocorre sobre todas as permutagoes 7 de {1,2,...,n}.

Definimos também, a dlgebra de raizes homogeneizadas como sendo o anel
Klpe1y ooy fny V14 ooy Uy @, y, de todos os polindmios nas variaveis pig, ... , fin, V1, ... ,

Up, T €Y.
Definicao 2.2. Definimos o homomorfismo de dlgebras

h:K[Ag, A1y s Ap, XY — Kpg, ooy flny V14 ooy Ui, T, Y]

pelas regras:

(=D*

n!

Z Vr)+ Vr(k)Mm(k+1) -+ Hr(n)

™

Anfk A
X — =z
Y — vy

Se I(Ag, Ay, ..., A, X, Y) € um polindmio, a imagem de I sob h é chamado

de representacao de I em termos das raizes homogeneizadas.
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Definigao 2.3. Seja M = pf"pf2... oM 82 vbnaciy® | um mondmio nas raizes

homogeneizadas. Definimos a multiplicidade m; de 1 em M, como m; = a; +b;, para
i =1,....,n. Além disso, M € reqular de grau d, se my = mg = ... = m, =d. Um
polindomio nas raizes homogeneizadas € reqular de grau d, se todo mondmio nele é

reqular de mesmo grau d.

Denotaremos simplesmente por R(u;,v;, x,y), um elemento da algebra de

raizes homogeneizadas.

Definicao 2.4. Um polinémio R(u;,v;,x,y) na dlgebra de raizes homogeneizadas

¢ mutuamente simétrico, quando, para toda permuta¢ao ™ de {1,2,...,n} wvale

R(Nz; Vi, X, y) = R(MW(Z)> Vi), T, y)

Exemplo 2.5. Consideremos S = {1,2,...,n}. Entao, as fun¢des (chamadas de

fungées simétricas elementares) definidas por
,U/za Vz - ' Z Vr)-- Vn(k)Mr(k+1) -+ Hr(n),

onde a soma ocorre sobre todas as permutacoes m de S, sao mutuamente simétricas,

e mais, sao também regulares.

Veremos agora, que sob certas hipoteses, podemos escrever um polinémio
em K[, ..., fn, V1, .., Vn, x, Y], em termos das fungoes simétricas homogeneizadas,
ou seja, em termos de Ay, ..., A, em K[Ag, Ay, ..., A,, X, Y].

Proposicao 2.6. Seja R(u;,v;,x,y) um polindmio na dlgebra de raizes homo-
geneizadas. FEntao, R € expresso como um polindmio nas funcgoes simétricas ho-

mogeneizadas

k(i Vi) = ,Z Vr(1)-- E)Mr(k+1) -+ Hr(n);

(com coeficientes na dlgebra K[z, y|) se, e somente se, R é reqular e mutuamente

simétrico em ; e v;.

Demonstracao: (=) Notemos que cada ag(p;, ;) ¢ mutuamente simétrico e
regular pelo exemplo anterior. Além disso, essas propriedade sao preservadas sob
multiplicagao (por elementos de K[z, y]), e a regularidade se mantém na soma, pois
em cada a; o grau de regularidade é o mesmo, pela definicao dos a;. Portanto, R é
mutuamente simétrico e regular.

(<) Seja R regular de grau d. Entdo, podemos escrever R da seguinte

forma:

R(MM Vi, Z, y) = (Mla aﬂn)dﬁ(%’/ﬂi, z, y))
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onde R é um polinémio simétrico nas variaveis \; = v;/u;. Pelo Teorema Funda-
mental de Funcdes Simétricas (ver [9]), nos podemos escrever R como um polinémio
(), com coeficientes em K[z, y|, nas fungoes simétricas elementares e (v;/p1;). Multi-
plicando Q por (pi1, ..., f1,)¢ e distribuindo esses fatores sobre cada funcao elementar
ex(vi/pi), nos obtemos uma expressao de R em termos das fungdes simétricas ho-
mogeneizadas, como queriamos.

2.2 O Algoritmo

Sejam P um polinémio colchete no espago umbral % e U o operador umbral
para formas binérias de grau n. Entao, A((U |P)) é um polindmio na algebra de
raizes homogeneizadas. Nossa atengao estara voltada agora, em descrever a fungao
composta h o U. Nesta secao, apresentaremos o algoritmo que calcula essa repre-
sentacao, e demonstraremos que de fato esse algoritmo funciona. Além disso, varios

exemplos serao apresentados no decorrer desta secao.

Algoritmo 2.7. Sejam T um mondémio colchete no espago umbral % , U o operador
umbral de formas bindrias de grau n, </ o conjunto de todas letras umbrais gregas
que aparecem em T e d a cardinalidade de of. Nos assumiremos que toda letra em
o/ ocorre exatamente n vezes em T. Caso contrdrio, h((U |T')) = 0 e o algoritmo

termina.

Passo 1: Escrevemos T' como uma tabela, em alguma ordem fixa:

- =2 B
> @

w u

Agora, construiremos uma nova tabela a partir dessa particular tabela de T,
da seguinte forma: seja o uma letra umbral grega em /. Facamos uma
varredura na tabela, comecando pela primeira coluna, de cima para baixo, e
em seguida repetimos o processo para a segunda coluna, substituindo, a i-
ésima ocorréncia de « pelo inteiro 2. Repetimos esse processo para cada letra
umbral em /. Obtemos entao, uma tabela f, cujas entradas sao inteiros do

conjunto {1,...,n}. Em seguida, coloquemos as tabelas T e f, lado a lado,
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formando a chamada tabela dupla:

a [ 1]
oA
w u | p ou

Passo 2: Seja @, uma fungao de .7 para o conjunto de todas as permutagoes sobre
{1,2,...,n}. Definimos a tabela dupla

-2 R
ST
2
L
2
=
=

T[®] =

w u | Pw,p) u

onde ®(«, 1) é a imagem do inteiro ¢ pela permutacao ®(a).

Passo 3: Consideremos a tabela dupla

BT
>
<

T[®] =

w u | pou

Procederemos agora da seguinte forma: para a linha [a (]i j]| na tabela
T'[®], associamos o polinémio (u;v; — v;41;) nas raizes homogeneizadas, e para
a linha [« w|? wu], o polinomio (u;xz — v;y), para cada i,j € {1,2,...,n} e
a, 8 € o/. Os polinomios (p;v;—v;p;) e (x—1v,;y) sdo chamados de diferencas.

Construamos agora o polindémio
h
T[] = (parvye — vy ) (pwve = vigpr)--- (b — vpry),
que é o produto de todas as diferengas, assim obtidas.

Passo 4: Coloquemos
) (1)
AW T) = g S T'19)

onde a soma ocorre sobre todas as fungoes ® do conjunto de letras umbral
grega o/ no conjunto €2, das permutagoes de {1,2,...,n}, e g é o indice do
covariante (U |T'), que ¢ o numero de colchetes em 7' nao contendo a letra

romana u e d é a cardinalidade de <.
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Notemos que de fato esse algoritmo nos dara a representagao de (U |T'), em
termos de raizes homogeneizadas, e este serd nosso proximo resultado. Mas antes
disso, veremos um exemplo utilizando os passos do algoritmo e alguns resultados

que serao utilizados na demonstracao do principal teorema desta secao.

Exemplo 2.8. Seja D = AgA; — A3 o discriminante de uma forma quadrdtica
bindria. Sabemos que D é um invariante. Pelo que jd vimos, uma representa¢ao
umbral de D € 5 | B). Temos que o/ = {a, 3} e tem cardinalidade 2. Pelo Passo

1 do Algoritmo 2.7, temos apenas uma tabela dupla:

1[ apl|11
2 a B |2 2 |
Olhando para o passo 2: observemos que of = {a, [} e Qo = {id, 7}, onde
td € a identidade, e w leva 1 — 2 e 2 — 1. Entao, temos apenas quatro fungoes de

o em o Py que leva a na id e B em w, Py que leva o em w e B na id, P35 que

leva ambas na id e finalmente @4, que leva ambas em w. Temos entdo as tabelas:

a1 a2
lapl22 ] *lap|21]
laﬂ 2 1 laﬁ 2 2
*lapgl12 ]| | ap|1l1

Agora, pelo Passo 3 do algoritmo, temos os sequintes polindémios diferenca,

respectivamente:
1 1
0, §(M1V2 — vipi2)(Hav1 — Vopin), §(M2V1 — vopn) (e — v1pi2), 0;

que na verdade, sao apenas:

1 1
—5(,“17/2 - V1M2)2, —§(M1V2 - V1M2)2.

Finalmente, como g = d = n = 2, pelo Passo 4, temos que a represen-
tagcao do discriminante de formas bindrias quadrdticas, em termos de raizes homo-

geneizadas €:

WD) = h((U [1/200 BP)) =~ (m — nm)

A partir de agora, tudo que fizermos nesta se¢ao sera somente para demons-

trarmos o Teorema 2.18.

Definicao 2.9. Seja m o nimero de linhas no mondémio colchete T. Rotulemos as

linhas em T pelos inteiros {1,2,...,m}. Para cada letra umbral grega vy, ocorrendo
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em T, e cada subconjunto Z de {1,2,...,m}, definimos os subconjuntos de linhas

rotuladas

E\(v,Z) ={i:i€ Zeyé a primeira letra na i-ésima linha},

Ei(v,Z)={i:i ¢ Zevyé a sequnda letra na i-ésima linha},
Es(v,Z) ={i:i € Zevyé a sequnda letra na i-ésima linha},
Ey(v,Z)={i:i ¢ Zeyé a primeira letra na i-ésima linha},

e definimos também

61(77 Z) = |E1(77 Z)‘ + ‘E1(77 Z)’,
62(’% Z) = |E2(7a Z)| + |E2(7’ Z>|

Aqui, |.| representa a cardinalidade de um conjunto.

Por hipotese, cada letra umbral grega v, ocorre n vezes em T', entao

61(’}/, Z) + 62(77 Z) =n.
Analogamente, definimos os conjuntos Ey(u,Z), Ei(u,Z), E(u,Z) e

Ey(u, Z), e os niimeros e1(u, Z) e ey(u, Z).

Lema 2.10. Como um polindémio nas varidveis vy, Yo, U1, Uz, com y € &, a tabela

T pode ser expandida como

(2-3) T=3%,=0)"VM2),
onde

(H 761 v,Z) 62 (v, )> u(il(u,Z)ugg(u,Z)’

4
e a soma ocorre sobre todos os subconjuntos Z do conjunto das linhas rotuladas
{1,2,...,m}.

Demonstragao: Podemos olhar para a tabela 7', como um polin6mio nas variaveis

Y1, Y2, .-+, U1, Ug, € assim, teremos que 1" é o produto
[TAa-B)=> (-n)~“][A]]B
i=1 z i€z  j¢z
onde a soma ocorre sobre todo subconjunto Z de {1,2,...,m} e o termo A; — B;

representa a expansao do colchete da i-ésima linha de 7. Tomemos esse i-ésimo
termo, digamos [y ¢], e teremos que A; = Y105 € B; = 720;. Vamos entao olhar

para cada um dos termos da igualdade acima. Temos que:

HZGZ <H ’Yl > ol )ug(U)v
H]¢Z (H 'Yl ) T(“)UZ(“),
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onde, o segundo produto ocorre sobre todos os v no conjunto ./ em ambas as igual-

dade, e p(v) = |Ev(7, Z)I, a(v) = |E2(v, Z)], v(v) = [Ev(7, Z)] e s(7) = [Ea2(v, Z)].
Como p(y) +r(y) = e1(7, Z) e q() + s(v) = ea(7, Z)(analogamente para u), temos

e1(v,2) _e2(v,Z e1(u,2) ea(u,Z
HAiHBJ' = <H ’711(7 )”Y22(V )) u11( )U22( g
1€ i¢z yEA

Portanto:
m— e1(v,2) _ea(v,Z e1(u,Z) ea(u,Z
T = Z(_l) lZlHAiHBj _ (H ,yll(v )722(7 )) u11( )u22( ).
Z i€z  j¢z veoS
[ |
Exemplo 2.11. Seja
a f
T = U
6 u

A partir de T temos que: o/ = {o,0}, n =2, m =3 e Z C {1,2,3}.
Vamos entao, sequindo o Lema anterior, expandir T' nas varidveis i, Y, U1 € Ug,

onde v C o/ . Para isso, vamos ver qual a expressao de cada M(Z).

o Z ={1}. Temos:

Entao, M(Z) = ajazfB3u?.
o 7 ={2}. Temos, M(Z) = a3y faurus.
o 7 ={3}. Temos, M(Z) = a3[3ujus.
o 7 =1{1,2}. Temos, M(Z) = a?[3ujus.
o 7 ={1,3}. Temos, M(Z) = ajasfSauius.
o 7 ={2,3}. Temos, M(Z) = aya3?u3.

o 7 =1{1,2,3}. Temos, M(Z) = o231 5xu3.
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Substituindo em T, obtemos:

T = (—1)204105253U% + (—1)2061CK26152U1U2 + (—1)2a§ﬁfu1u2
+(—1)a2Furug + (—1) oo Bouyug + (—1)araBiui + (—1)°a? B Boul
= a1f5u] + aranB Baurug + adBiuug

_04%522711”2 — a1 Bauiug — 041042512@‘3 + a%ﬁlﬁfu%

Notemos que expandindo T do modo usual, obteremos a mesma expressao

acima, que € dada pelo Lema anterior.

Lema 2.12. ey(a, Z) +ex(3,Z) + ... + es(w, Z) + ex(u, Z) = m, onde m é o nimero
de colchetes em T e u, 3, ... ,w sao todas as letras de o (o conjunto das letras gregas

que aparecem em T') e Z C {1,2,....,m} qualquer.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que os Fy(7, Z) sao dois a dois disjuntos
pela propria definicao desse conjunto e pelas letras em &7 serem duas a duas nao

equivalentes. Entao, basta mostrarmos que
Ey(a, Z)U Ey(B,Z)U...U Ey(w, Z) U Ey(u, Z) = {1,2,...,m}.
Notemos ainda que a inclusao
Exy(o, Z)U Ey(B,Z) U ... U Ey(w, Z) U Eqy(u, Z) € {1,2,...,m},

¢ direta da definicdo dos conjuntos Fs(7,Z). Para a outra inclusao, seja i C
{1,2,...,m}. Se i € Z, entdao por defini¢do, i € Es(y,Z), e portanto v é a se-
gunda letra no colchete da i-ésima linha. Se i ¢ Z, entdo i ¢ Es(vy,Z), mas existe
uma letra ', tal que i € Fy(v',Z), onde ' é a primeira letra na i-ésima linha.
Portanto, i € {1,2,..., m} e o resultado segue.

[

Exemplo 2.13. Para verificarmos de perto o Lema 2.12, podemos voltar no exemplo
anterior. Nele, facilmente vemos que ex(c, Z) 4+ ex(3, Z) = 3, para todo subconjunto
Z C{1,2,3}. Além disso, os passos da demonstragcao desse Lema podem ser verifi-

cados nesse exemplo.

Definicao 2.14. Seja f, a tabela de inteiros construida a partir de T', no Passo
1, do Algoritmo 2.7. Seja Z C {1,2,..,m}. Definimos entio Dy(v,Z) =
{j : j estd na primeira entrada na i-ésima linha de f, para algum i € Ey(v,Z)}, ou
seja, D1(7y, Z) pode ser construido listando-se todas as linhas de f, cujas linhas rotu-

ladas estao em Ei(v,Z), e em sequida, extraimos a primeira entrada de cada linha.
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Notemos que Dy(7,Z) € um subconjunto de {1,2,...,m}. Analogamente, definimos

0s conjuntos

Di(v,Z) = {j:jestd na segunda entrada na i-ésima linha de
T, para algum i € Ey(y, Z)},

Dy(v,Z) = {j:jestd na sequnda entrada na i-ésima linha de
’_/F\, para algum i € Ey(~y, Z)},

Dy(v,Z) = {j:jestd na primeira entrada na i-ésima linha de

T\, para algum i € Ey(7y, Z)}.
Observacgao 2.15. Direto da defini¢io acima, obtemos que: | Dy (v, Z)UD; (v, Z)| =
61(’% Z) € |D2(’77 Z) Ub?(’ya Z)| = 62(77 Z)

Exemplo 2.16. Para esse exemplo, vamos usar a tabela T do Exemplo 2.11. Se-

gundo o primeiro passo do Algoritmo 2.7, temos

T=1|2u
1
Entao, se Z = {1,2} C{1,2,3} e a € & temos:

Di(a, Z) ={1,2}
Di(a,Z) =10
Dy(a, Z) =0
Dy(a, Z) =0

Além disso,

|Di(a, Z)U Dy (o, Z)| = 2 = es(a, Z),
|Dy(ar, Z) U Dy(a, Z)| = 0 = es(a, Z).

Lema 2.17. Seja ® uma fungao de <7/ para o conjunto das permutagoes sobre

{1,2,...,n}. Como um polinémio em p;,v;,x ey,
(2-4)

™) = Y (-n™ 7] 1T [0 (i)

Z €4 \i€D1(v,2)UD1(v,2)

« H V() 72 (u,2) yel (u,Z) :
jeD2(’YvZ)UEZ ('77Z)
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onde a soma ocorre sobre todos os subconjuntos Z de {1,2,...,m}.

Demonstragao: Seguiremos as ideias da demonstracao do Lema 2.10. Vamos

olhar T"[®], como um polinémio nas varidveis y;, v;, x e y, na forma

1 (A= B) =Y _(-1)" P TTA]] B

z i€z ¢z

Porém, olharemos o fator A; — B; como a troca do colchete duplo da ¢-ésima linha
de T"[®] pelo polinémio diferenca correspondente, segundo o Passo 3, do algoritmo
anterior. Se olharmos a i-¢sima linha como sendo [y §|®(v,p) P(d,q)], entdo,

escrevemos A; = ue (7, p)ve(d, q) e B; = pe(d,q)ve(y, p). Portanto,

T4 =] ra(v. p)va(s, gz y?™;

1€z 1€z
11 Bi =] #a (6, @valy, )y ;
i€z gz

onde q(u),p(u),s(u) e r(u), sdo como no Lema 2.10.

Entao,a
[TATLIB = ]wre(v.p)ve(6.9) ] e valy, p)atys?
i€z itz i€z itz

= H H M (~,5)

Y€+ \i€D1(v,2)UD1(v,2)

« H V() xeg(u,Z)yel(u,Z)
jEDQ (’sz)U52 (’Y?Z)

Teorema 2.18. O Algoritmo 2.7, calcula a representacao do covariante (U |T'), em

termos das raizes homogeneizadas.

Demonstragao: Aplicando o operador umbral na igualdade (2-3), do lema 2.10,

obtemos:
UITy = Y (-1 UiM(2))
Z
_ Z (_1)m—\Z| <U| (H ,ﬁl(%z),ygz(%z)> u?(u’z)u?(u’z)>.
Z yed

Entao temos:

(U[M(Z))

e1(v,2) _ea(v,Z e1(u,2) ez(u,Z
<U| (H ,yll(’Y )722(’7 )) ull( )u22( )>
yEA

yeES
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por aplicagao do operador umbral e uso da lei multiplicativa.
Agora, vamos calcular h ((U |M(Z))). Para isso, trocaremos os coeficientes

Ay pela respectiva funcao simétrica nas raizes homogeneizadas, ou seja,

h((UM(Z))) = }a 1))

X Z;uﬂ(l)--~M7‘r(62(a,Z))Vfr(eQ(a,Z)—i-l)---Vﬂ'(n)

X Z/‘U(l)"'Na(ez(ﬂz))Vo(ez(ﬁ,Z)Jrl)"-Vﬂ(n)

meg(u,Z) (_y)el(u,Z)

Y

lembrando que n—es(a, Z) = ey(a, Z), Yo € o7, ou seja, ao aplicarmos h, tomamos
k=eya,Z) em A,_j, ed=|d]|.

Fazendo o produto de todos os somatoérios, podemos rescrever a expressao
anterior em apenas um somatorio, que ocorrera sobre todas as d-uplas (7,0, ...) de
permutacoes de {1,2,...,m}, indexadas pelas letras umbrais gregas em 7. Sepa-
rando todos os sinais negativos, obtemos:

1
(U IM(2))) = (n,)d<—1>@2W”@“vZ)*--*e“%Z”“<"vz>

X Z Hr(1)--Hr(es(0,2))Vr(ea(a,Z2)+1) - -Vr(n)

(m,0,.--)

u,Z) , e1(u,Z) )

X (1) Ho(ea(8,2) Volea(8,2)+1) - Va(n) - T2 7 y

Para sabermos quanto vale (—1)c(@2)+e2(8.2)+.+ez(wZ)+e1(w.2) hasta olhar-
mos para es(a, Z) + ex(B,Z) + ... + e2(w, Z) + e1(u, Z) (mod(2)). Observemos que
do Lema 2.12, es(a, Z) +e2(5, Z) + ... + e2(w, Z) + e2(u, Z) = m, onde m é o nimero
de colchetes em T e &7 = {a, 3,...,w}. Seja t o ntumero de ocorréncias de u em T.

Entao,

e, Z)+exB,2)+ ...+ ea(w, Z) +er(u, Z) = m—es(u,Z)+e(u,2)
= m—eyu,Z) —e(u, Z) (mod(2)).
Mas, t = ey(u, Z) + es(u, Z) e m —t = g, onde g ¢ o indice do covariante
(U|T), pela Observagao 1.45. Entdo, (—1)c2(@2)te282)+ dex(w2)Fer(w2) — (_1)9,
Agora, podemos substituir cada expressao h ((U |M(Z))) em h ((U|T)), e

obtemos,

(2-5)

MUY = e S -y
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X Z M (1)--Hr(ez(a,2))Vr(ea(a,Z)+1) - -Vr(n)
(m,0,...)

. $eg(u,Z) e1(u,Z)

Yy .

Resta mostrarmos que o polindémio em (2-5), é igual ao polinémio dado pelo

Algoritmo 2.7, a dizer,

(2-6)
(=1)° h
(n!)d Z ).
@
Seja T a tabela de inteiros construida a partir de 7', no Passo 1 do Algoritmo
2.7.

Substituindo a expressao (2-4), dada pelo Lema 2.17 em (2-6), e teremos:

((7—1!1))5 2 T'el = ((:zil))dg > =y

1 | B |
Lo}

€A 1€Dy (77Z)Uﬁ1 (77Z)

% H Va(y.5) xez(u,Z)ym(u,Z)‘
j€D2(7,Z)UD2(v,Z)

Agora, vamos mostrar que o lado direito do polindémio acima e o polindémio
em (2-5) sao iguais.
Seja Z um subconjunto de {1,2,...,m} e seja ¥ uma func¢ao de & no

conjunto €2, das permutagoes sobre {1,2,...,n}, tal que para toda letra v em 7,
U(7y) leva:

{12, [Ex(y, Z)[} em Ds(v, Z);

{|E2(v, Z)| +1,... ,es(v, Z)} em Ds(v, Z);

{ea(,2) +1,...,ea(v, Z2) + [Ex(7, 2)|} em Di(y, 2);
{e2(7,2) + |Er(v, Z)| +1,...,n} em Di(v, Z).

Se ® ¢ uma funcdo de &7 para €, seja ¢’ dada por ®'(y) = ®(v) o ¥(vy),
onde o é a operagao de composi¢ao de permutagoes (lembremos que ¥(y) e ®() sao
permutagoes do conjunto {1,2,...,m}). Além disso, notemos que ® percorre todas

as funcoes de &7 para (2, entdo o mesmo ocorre com ' no somatorio. Entao,
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> o Hyede‘eDﬂ%Z)Uﬁl(fy,Z) Ha(yi) X HjeDg(%Z)Uﬁg(%Z) V<I>(w‘)} ey (w?)

- Zcp/ [HVEM HieDl(fy,Z)Uﬁl (y,2) Mo’ (~.5)

< 1ljena,2007:0,2) V‘P’(%j)] geale Dy )

Z’YEJM M(D('Yyl) /J/(I)(’Y,eg('yjz))I/@(,erz(,%Z)+1)
X - Vp(n) 3;'62(“7Z) yel(u,Z).

Assim, para obtermos a igualdade desejada, basta escrevermos cada ®, como

uma d-upla (®(«a), (F),...) = (7, 0,...), ou seja, teremos

ea(u,z) , e1(u,2)

Z He(y,1) Hd(v,e2(7,2) VO (v.e2(7,2)+1) X - Vo) T Y

ved
e 2 (0

X Z Hr(1)--- Hr(ez(a,Z))Vr(ea(a, Z)+1) -+ Vr(n)
(m,0,...)

X Ha(1)- Ho(ex(a,2))Vo(ea(a,2)+1) - Vo(n)

w,Z) , e1(u,2)

X Laewl)y

como queriamos.

2.3 Diferencas.

Vamos a partir de agora, voltar nossa aten¢ao para as relagoes entre covari-
antes e diferencas. Nos vimos que as fungoes simétricas de raizes homogeneizadas,
que representam covariantes, podem ser expressadas como polinémios nas diferengas
de raizes homogeneizadas, de acordo com o Algoritmo 2.7. Nosso interesse é mostrar

que vale a reciproca, como veremos a seguir.

Definicao 2.19. Sejam py, ..., fin, V1, ..., Vp as raizes homogeneizadas de uma forma
bindria de grau n. Lembremos que uma diferenca é um polindémio na dlgebra das
raizes homogeneizadas, que pode ser da forma p;v; — piv; ou p;x — v;y. Definimos o
monémio diferenca N, como o produto de diferencas. Se i € {1,2,...,n}, definimos
a multiplicidade m; de i no mondémio diferenca N, como o numero de diferencas em
N contendo v;. Definimos também, a ordem de N como o niumero de diferencas em
N contendo x, e o indice de N, o numero de diferencas em N que nao contem as
varidaveis x ou y. O monodmio diferenca N € reqular de grau d, se m; = mg = ... =

m, =d.
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Definicao 2.20. Sejam

N = (pivy — pve) (e = puvi) - (tp® = vpy) (He® = Vgy)---,

um monoémio diferenca reqular de indice g e m uma permuta¢ao de {1,2,...,n}.

Definimos

T(N) = (Un(iyVa() — Ha()Vr(i)) Ba(k)Va(t) = Ha()Va(k)) -+ (Ha(p)T = Va(p)Y)---

Chamaremos de termo diferenca simétrico, de indice g, o polinémio
Y. m(N), onde a soma ocorre sobre todas as permutagoes m de {1,2,...,n}. Ob-

servemos que o termo diferenca simétrico serd mutuamente simétrico nas varidveis
Hi € Vj.
Definicao 2.21. Obtemos 1 e U a partir de p e v por uma mudancga linear de
variavens.
Lema 2.22. Seja (¢,d) uma mudanga linear de varidveis, de x e y para T e .
vy — i = e dl(pv; — pvi)
BT = VY = (piz — viy).
Demonstragao: Temos que:
r = CQT‘F dzg,
Yy = —le—dly.

Entao:

wix — vy = pi(ceT + dofj) — vi(—a1T — diy)
= (pico +v;61)T — (—pidy — v3dr)y

Para mostramos a primeira igualdade, vamos usar o valor encontrado para

;e ;. Temos:

vy —mvi = (pica + vic))(—pydy — vidy) — (pica + vien)(—pada — vidy)
= —picevjdy — vicipdy + picavidy + vicyds
= o dl(pv; — pn).
[ |

Teorema 2.23. Seja R € Kluy, ..., fin, V1, -, U, 2, y|. Entao, R é a representagao
em termos de raizes homogeneizadas de um covariante I, de indice g de formas
bindrias de grau n se, e somente se, R € uma combinag¢ao linear de termos diferenca

simétricos, todos de mesmo indice g.
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Demonstracao: (=) Seja I um covariante, tal que R = h([). Como I pode ser
visto como uma avaliagao umbral de algum polindémio no espago umbral, podemos
supor, por linearidade, que I = (U |T'), onde T" é um mondémio colchete no espago
umbral. Nosso objetivo é mostrar que h(/) é uma combinagdo linear de termos
diferenga simétricos.

Sejam &/ o conjunto das letras umbrais gregas em T', d a cardinalidade de
o/ e g o indice de I. Pelo Algoritmo 2.7, nés temos h (U |T)) = 1 S TM®],

) &
onde a soma ocorre sobre todas as funcoes ® de &/ em (2, ou seja,(sobre todas as
d-uplas (®(a) : a € &) = (7, 0,...) em £, X £, X ... X £, o produto direto de d
copias de €2,. Consideremos €2, x 2, X ... X £, o produto direto de d copias do
grupo simétrico £2,,. Seja A o subgrupo consistindo de todas as d-uplas das forma
(m,m,...), onde ™ € §,, e seja C o conjunto de todos as classes de representantes a

direita de A em €2, x €, x ... x ©,,. Entao,

h({U|T))
= Z Z T"ro,nr,..].
(7r0 )€EC (m,m,...)EA
Seja (m,0,...) € C. Temos que T"[o,7,...] ¢ um mono6mio diferenca regular

de grau d pelo Passo 3 do Algoritmo 2.7. Como 7 percorre todo o conjunto 2,

temos:

h(UIT)) =

= Z Z T'ro, w7, ..]

(7‘('0', JEC (m,m,...)EA

—1)¢
— (n!))d Z ZTh[WU,WT,...]

( . )EC TEQ,

Sl D D SECACE )]

(7r 0,...)EC TEQ,

—~

e portanto, h ((U |T')) ¢ combinagao linear de termos diferenga simétricos.

(«<=) Podemos inicialmente supor que R é apenas um termo diferenga
simétrico, de indice g, simplesmente por linearidade. Mostraremos que R é a repre-
sentagao em termos de raizes homogeneizadas de um covariante /. Podemos expandir
R, como um polindmio nas variaveis u;, v;, © e y, e teremos que cada monoémio na
expansao de R ¢é regular e tem o mesmo grau, pela definicdo de R ( ver Definigoes
2.3,2.19 € 2.20 ). Entao, R é regular como um polindémio em y; e v;. Além disso,
por definicao, R é mutuamente simétrico em pu; e v;. Segue da Proposigao 2.6, que

existe I(ag, ..., ay, x,y) tal que R = I(ao(fi, v5), --s an(fti, v;), T, Y).
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Resta demostrarmos que I(Ay, ...A,, X,Y’) é covariante. Para isso, seja g o
nimero de diferencas do tipo j;v; — p;v; em um monoémio em . Como esse nimero

g ¢ 0o mesmo em cada mondmio, segue do Lema 2.22, que
R(ma I/_ja f) g) = [C d]gR(:uu Vja x, y)

Entao, para qualquer forma binéria f(z,y) = Y7, (1) arz*y" " com raizes

homogeneizadas p; e v;, e qualquer mudanga de variaveis (¢, d), temos:

(@, ..., @0, T,G) = (@ (f; V), o an(fi;; 75), T, )
= R(w;,7;,7.7)
= [c¢ dfR(ui,vj,2,y)
= e dI(ao(pi,vy), -, an(pis vj), 2, y)
= e dfI(ag,...,an,x,7y)

Notagao 2.24. Escrevemos [i  j| = v, — pv; e i u] = px — vy.

Definicao 2.25. Seja 7 a subalgebra gerada pelos colchetes dados acima, na dl-
gebra de raizes homogeneizadas. Definimos o operador simetriza¢ao S sobre ¥V
por (S|l jllk U..[p u]) =23 [n(@) =()][x(k) =0)]..[x(p) u], onde a soma
ocorre sobre todas as permutagoes m de {1,2,...,n}, e entio estendemos por lineari-

dade para polinémios.

Observacgao 2.26. Nesta notagao, um termo diferen¢a simétrico € a imagem de um
mondmio colchete, na dlgebra de raizes homogeneizadas, sob o operador simetriza-

cao.

A Proposi¢ao seguinte nos explicitard um importante isomorfismo, que nos
dard uma outra forma de vermos o espaco dos covariantes, e serd uns dos passos

principais na demonstragao do Teorema de Finitude.

Proposigao 2.27. Seja ¥°[n,d,t] o espago de todos os mondmios colchete
simetrizados formados com os n inteiros {1,2,...,n}, cada um ocorrendo d vezes

e a letra romana u ocorrendo t vezes. Entao,
Fn,d,t] = ¥5n,d, ],

onde o isomorfismo € dado pela restricao do homomorfismo h a Z[n,d,t], onde
Fn,d,t] € o espago dos covariantes de grau d e ordem t de formas bindrias de grau

n.
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Demonstragao: Notemos que a sobrejetividade sai direto da Observagao anterior.

Para mostrarmos a injetividade, seja I € .#[n, d, t] e suponhamos que h(I) = 0. Mas,
pela definicao de h, temos que ter necessariamente [ = 0.

[ |

Notemos que este resultado nos diz que a simetrizacao de um monoémio

diferenca M representa um covariante se, e somente se, M é regular. Esse resul-

tado podera ser estabelecido com a notagao de colchetes, como mostra a seguinte

proposicao:

Proposicao 2.28. Seja M um polinémio colchete nao-constante em ¥ . FEntao,
(S|M) € a representagiao em termos de raizes homogeneizadas de um covariante I
de grau d e ordem t de formas bindrias de grau n se, e somente se, as sequintes

condicoes sao satisfeitas: Sejam

m;; = mnudmero de ocorréncias do colchete[i jloulj ] emM,
ti = mnuamero de ocorréncias do colchete[i u]oulu ] em M.
Entao:

Para todo i e j, my; = mj; e my; = 0;
para todo i, t; +mi + Mo + ... + My, = d;

t1+t2++tn:t,

o o w »

a soma de todos os tis e mj;s € par.

Inversamente, qualquer covariante pode ser representado em termos de
raizes homogeneizadas, como uma combinacao linear de termos diferenca simétrico

(S|M), onde M satisfaz as condigdes anteriores.

Para um exemplo de aplicagao da proposicao anterior, vamos mostrar quais

sao todos os invariantes das cubicas binarias.

Exemplo 2.29. (/6] pdg. 58) Seja (S |M) um termo diferenga simétrico represen-
tando um invariante das cibicas bindrias. Entao, as entradas nao nulas m;;, com

i # 7 ei, 7 =1,2,3, satisfazem as sequintes equacoes diofantinas:
Mij = Myi,
Mg + M3 = Mgy + Mz = Mz1 + M3z = d,

M1z + Myz + Moy + Moz + Mgy + Mz = 2h.
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Resolvendo estas equagoes, obtemos:
Miz = My3 = Ma3.

Assim,

M=(1 21 32 3)F,

para algum inteiro positivo k.

Como,

(S|M) € zero se k € impar. Assim,
(SIM)=([1 2t 3][2 3"

onde k € par, sao os unicas termos diferenca simétricos nao nulos representado

muvariantes das cubicas.
Para k =2,

(021 3][2 3))?* = ((va — pava) (pavs — pavn) (pavs — psin))?,

que € um maltiplo constante do discriminante das ciubicas. Portanto, todo invari-
ante nao nulo das ciubicas bindrias € um mailtiplo constante de uma poténcia do

discriminante.

Para mostrar o quao fortes sao os resultados anteriores, daremos uma sim-

ples demonstracao da Lei de Reciprocidade de Hermite.

Teorema 2.30. (Lei de Reciprocidade de Hermite) Seja c¢(n,d,t) a dimensdo do
espago vetorial dos covariantes de grau d e ordem t de formas bindrias de grau n.
Entao

c(n,d,t) = c(d,n,t).

Demonstragao: Seja % °[n,d,t] o espaco vetorial gerado por todos os monémios
colchete simetrizados formado com d letras gregas distintas «, (3, ...,w, cada uma
ocorrendo n vezes e a letra romana u ocorrendo t vezes. Seja ainda, ¥°[d, n,t] o
espago vetorial gerado por todos os mondémios colchete simetrizados, formados com
os inteiros 1,2, ...,d, cada um ocorrendo n vezes e a letra romana u ocorrendo t
vezes.

Esta demonstragao é feita olhando-se para os covariantes de duas formas
diferentes: primeiro, representamos umbralmente os covariantes de grau d e ordem

t, de formas binérias de grau n. Segue entao do Teorema 1.46 que

c(n,d,t) = dim% °[n, d, ].
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Depois, podemos representar os covariantes por raizes homogeneizadas, e

teremos pela Proposicao 2.27 que
c(d,n,t) = dim?[d, n,1].
Agora, resta notarmos que vale
USn,d,t] = ¥5d,n,t],

usando a seguinte identificacao: a+— 1, f+— 2, ... , w—d. [ |
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Capitulo 3
Mutuamente Covariante

Neste capitulo mostraremos os principais resultados sobre covariantes de
varias formas binarias, chamados de mutuamente covariantes. Para nossos obje-
tivos, definiremos apenas covariantes de duas formas binérias, que chamaremos de

2-covariante. Um desses 2-covariantes, de grande importancia, é o covariante apolar.

3.1 2-Covariante

Aqui apresentaremos alguns resultados e defini¢oes para 2-covariantes e
deixaremos indicados quais resultados apresentados nas segoes anteriores, podem

ser generalizados para 2-covariante. Para mais detalhes, ver [6] e [3].

Definicao 3.1. Seja g um inteiro nao negativo. Um polindmio ndo constante
I(Avo, A1ty ooy Ay Aoy Aoty ooy Aoy, XUY) nas varidveis Ayg, Aqr, ..., A, Ao,
Aoy, ..., Ao, X e Y, € um 2-covariante de indice g de duplas de formas bindrias
fi(z,y) e fo(x,y) de graus n(1) e n(2) respectivamente se, para toda mudanga linear
de varidqveis (c,d) e toda dupla fi(z,y) e fo(z,y) de formas bindrias de graus n(1)

e n(2) respectivamente, valem
I(@10; - @1, G20, - A2, T, J) = (C11C22 — Ca1¢12) [ (a10; - ; Q1n, Q205 - 5 A2, T, Y).

Um 2-invariante de fi(x,y) e fo(z,y), € um 2-covariante no qual nao apare-

cem as varidveis X e Y.

Definigao 3.2. O operador umbral do espago das duplas fi(x,y) e fo(z,y) de graus
n(1) e n(2) respectivamente, € definido como seque: particionemos o conjunto das
letras umbrais gregas em 2 subconjuntos infinitos disjuntos ) e <y, e indiquemos
as letras umbrais gregas no i-ésimo subconjunto <7 para a i-ésima forma f;(x,y).

Se duas letras sao indicadas para a mesma forma f;(z,y), elas sao equivalentes. O
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operador umbral U € o operador linear definido do espagco umbral % para o espacgo
dos polinémios nas varidveis Ay, A11, ..., Ain, Ao, Ao1, ..., Ao, X e Y pelas regras:
<U|o/fo/;(i)_k> = Ay, se « estd em ;;
(U ‘a{a@ =0sej+k#n(i) ea estd em ;
(U Juf) = (=Y)%;
(7 ]uf) = %

e a lei multiplicativa estendida aqui, vale se as letras umbral sao atribuidas para

formas diferentes.

Observacao 3.3. Os dois teoremas fundamentais e suas demonstragoes sao de modo
direto estendidas para duas formas bindrias. As defini¢oes do inicio da Segdo 2-
1 e a Proposicao 2.6 sao também estendidos para duas formas bindrias, de modo

totalmente andlogo.
Um Corolario importante dos Teoremas Fundamentais é o seguinte:

Corolario 3.4. Seja I(Ag, A1, ..., An, X,Y) um polinémio homogéneo de grau d

e ordem . Entao, I(Ag, Ay, ..., Ay, X,Y) é um covariante de indice g de formas
bindrias de grau n se, e somente se, o polinomio I(Ag, Ay, ..., An, S, —=T), obtido
pondo-se X = S eY = =T, ¢ um 2-invariante de indice g + | de formas bindrias

de grau n e formas lineares tx + sy.

Agora, vamos mostrar uma extensao do Algoritmo 2.7 para duas formas
binarias. Sejam fi(x,y) e fa(x,y) formas binarias de graus n(1) e n(2) respectiva-

mente, e yt, ... ,ufl(i), Vi, Vfl(i) as raizes homogeneizadas de f;(z,y), 1 = 1,2.

Algoritmo 3.5. Seja 7 o conjunto das letras umbrais gregas pertencentes a f;(x,y)
aparecendo em T e seja d; a cardinalidade de <f;. Assumiremos que toda letra em

< ocorre exatamente n(i) vezes. Se nao, h({U|T)) = 0 e o algoritmo termina.

Passo 1: Construamos a tabela T repetindo o Passo 1 do Algoritmo 2.7 para <,
1=1,2;

Passo 2: seja ® uma funcao de & U.o# para o conjunto das permutacoes tais que se
a € o, entdao ®(«) é uma permutacao do conjunto {1,2,...,n(i)}. Definimos

entdo a tabela T'[®] como no Passo 2 do Algoritmo 2.7;

Passo 3: para cada linha de T[®], associamos um polindémio nas raizes homo-

geneizadas de acordo com as seguintes regras: se a € &7, e 3 € 4, entao
[a ﬁ|l ]] - MEP)VJ(Q) - Vi(p)uglJ);

o uli u] — pPz—vPy.
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O polindomio T"[®] ¢ o produto de todas as diferencas obtidas.

Passo 4: ponhamos

MU 1)) = ((—1)9/11 <n<z‘>!>‘“> > Tl

onde g ¢ o indice do covariante (U |T") e a soma ocorre sobre todas as fungoes
® do tipo definido no Passo 2.

Podemos também estender para duas formas binarias o conceito de diferen-

cas. Sejam fi(x,y) e fa(x,y) formas binarias de graus n(1) e n(2) respectivamente

(k) y-(k), com i = 1,2, ..., n(k), as raizes homogeneizadas da k-ésima forma

(k) I/(k), x,y| de raizes

i 27

e sejam [
binaria fx(z,y). Uma diferenga é um polinémio na algebra K[u

homogeneizadas, da forma,

WO — O ou P — 0,

e um monomio diferenca é o produto de diferencas. A multiplicidade mg ) de i
relativo a k-ésima forma binaria em um monomio diferenga N é o ntimero de dife-
(k

rencas em N contendo as variaveis p; ). Um monoémio diferenca é regular de grau
(dq,dy) se a multiplicidade de i relativa a k-ésima forma binaria sdo todas iguais
a d;. Com isso, podemos estender o Teorema 2.23 e a Proposicao 2.27 para duas

formas binérias.

Exemplo 3.6. Consideremos as formas bindrias

f(x,y) = agx® + 2a17y + agy?

g(x,y) = bsa® + 3box®y + 3b1wy* + boy®.

A partir delas, temos o polinémio conhecido como Resultante de Sylvester da
forma quadrdtica f e da forma cibica g, dado por: R(Ag, A1, Az, By, By, Bs, B3) =
B2A3—6ByA3ByAg+ 6By Ay B3 AgA1 — 6By A2 B3 A; —6A By A2By— 18 A1 B1 Ay Bo Ag+
9B3A2A5+12A2B B3 Ag+12A3By Ay By—8A3 B3 Bo+9Ag B A2—6A2 By Ay By + A3 B3,

O polinomio R € um 2-invariante.

Exemplo 3.7. Para criarmos mais exemplos de 2-covariantes, basta aplicarmos a
versao do Primeiro Teorema Fundamental para duas formas bindrias, de maneira
andloga feita para uma forma bindria. Um desses exemplos é o covariante apolar,

que serd apresentado na prorima segao. Qutros exemplos ainda podem ser encon-

trados em [12] e [5].
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3.2 Apolaridade

Nesta se¢ao, introduziremos a nogao de covariante apolar e alguns resultados
que servirao para classificar formas binarias, no sentido que queremos encontrar as
formas canoénicas para as formas binarias de um certo grau. Na Secdo 4.2, veremos
as formas canodnicas de formas binarias de grau baixo, que servirao como exemplo

da aplicacao de importantes resultados dessa secao.

Definicao 3.8. Consideremos duas formas bindrias

n

flay) =Y (1) ey = (U(f.9) o u]"),

k=0

m

g(x,y) =Y () beay™F = (U(f,9) 115 ™),

k=0
onde f(x,y) e g(z,y) tem graus respectivamente n e m, comn > m, e « é uma letra
umbral ocorrendo em f e (3 ocorrendo em g. Definimos umbralmente o covariante

apolar {f, g}, de f e g, como a forma bindria de grau n —m dada por

{f,9y=U.9)|le A" u*™).

Exemplo 3.9. Sejam f(z,y) = aoy® + 2a170y + asx® = (U(f,g9)|[a ul?) e
g(x,y) = boy+bix = (U(f,9)|[8 wu]) duas formas bindrias, de grausn =2 em =1
respectivamente. Entdo, o covariante da f e g € {f, g} = (U(f,9)|la PBlla u]) =
(boay —byay )z + (boas —brag)y. Notemos, apds fazer algumas contas, que o polinémio
I(Ap, A1, As, By, B1, X,Y) = (ByAs— B1 A1) X+ (BoA1— B1Ag)Y, € um 2-covariante

de indice g = 1 de formas bindrias quadrdticas e formas bindrias lineares.

Temos que a expressao geral do covariante apolar é dada por

o= (") S (1) () by gy

1=0 k=0
Observacao 3.10. Pelo Primeiro Teorema Fundamental, para 2-covariante, temos
que o polinomio I = I(A;, By, X,Y') definido por

n—m m

I = Z (n—lm> (—]_)m_k (7’,?) Bm—kAk—l—leYn_m_la

=0 k=0

é um 2-covariante de indice g = m de formas bindrias de graus n e m.

Lema 3.11. Seja %, o espago vetorial de todas as formas bindrias de graun. Entao,
o covariante apolar {f,g} € uma aplicacao bilinear de F,, X F,, para F,_., que é
2-covariante em f e g. Inversamente, qualquer aplica¢ao bilinear 2-covariante de

T X P paTQ Fp oy € um mailtiplo constante de {f, g}.
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Além dessas representacgoes do covariante apolar de f e g, podemos encon-

trar sua representa¢ao em termos de raizes homogeneizadas. Sejam
f(z,y) = alpz — v1y) (pox — vay)...(Hax — Vny),

g(x,y) = blerx — my)(e2x — n2y)...(€mT — Nmy)
a fatoracao de f(z,y) e g(x,y) em formas lineares. Diremos que duas formas p;x—v;y
e pu;x — vy na fatoracao de f(z,y) sdo distintas, se w;x — v,y # cpjx — v;y para
toda constante c. Pelo Algoritmo 3.5, obtemos a expressao de { f, g} em termos dos

coeficientes u;, v;, €; e n;, das formas lineares ocorrendo em ambas as fatoragoes,

que é:
{f, 9} = % Z (Mm)nau) — V7r(1)€o'(1))
(M (m) Mo (m) — Vi(m)€a(m))
X (ﬂﬂ'(erl)x - Vﬂ'(m«kl)y)-'-(,Uﬂ(n)aj - Vﬂ(n)y)7
onde a soma ocorre sobre todas as permutagoes 7w de {1,2,...,n} eco de {1,2,...,m},

g=n—med =dy=1.

Lema 3.12. Sejam f(x,y) uma forma bindria de graun, g(z,y) uma forma bindria

de grau my e h(zx,y) uma forma bindria de grau my, com my + my < n. FEntdo,
{f,ght ={{f. g} h}.

Demonstragao: E apenas uma questao de fazer contas, portanto, seréd omitida.
[ |

Como uma consequéncia direta do Lema anterior temos:

Corolario 3.13. Sob as mesmas hipdteses do Lema anterior, se {f,g} = 0, entao
{f,gh} =0.
A grande motivacao desta se¢ao é a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.14. Duas formas bindrias f(x,y) e g(x,y) sao apolares, se o covariante
apolar delas € a forma identicamente nula.

Exemplo 3.15. Consideremos as formas bindrias f(x,y) = 62%y + 2y> e g(z,y) =

22 —y?, de graus 3 e 2 respectivamente. Elas sao apolares.

A partir dessa defini¢ao, e sendo dada uma forma binaria de grau s e um
inteiro positivo ¢, queremos saber qual ¢ a dimensao do espaco vetorial de todas as
formas binarias de grau t apolares a dada forma binaria, e quem sabe encontrarmos
uma base para este espaco. Mais ainda, queremos saber o que essa informacao nos
diz sobre a forma binaria dada.

Precisaremos analisar dois casos:
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A. t>s;

B. t<s.
O caso A, é facilmente respondido pela:

Proposicao 3.16. Seja g(z,y) uma forma bindria nao-nula de grau m, e seja n
um inteiro positivo tal que n > m. Entao, a dimensao do espago vetorial de todas

as formas de grau n apolares a g(x,y) € igual a m. Mais precisamente, se

9(z,y) = a(uz — v1y)™ (pax — v2y)™ ... (Lpx — vpy)™
¢ a fatoragao de g(x,y) em formas lineares distintas, entao as formas bindrias

n—m;+1,.7, m;—j—1
(i — vy )"y ™

comi=1,2,...pej=0,1,....m; — 1, formam uma base para o espaco vetorial de

todas as formas de grau n apolares a g(x,y).

Demonstragao: Seja. g(z,y) = Yoty (%) brz®y™* uma forma bindria de
grau m. Se f(z,y) = >, (Z) aprFy"k & apolar a g, ou seja, {f, g} =
0, teremos usando a forma expandida de {f,g}, n — m + 1 equagdes linea-

res que tem que ser satisfeitas pelos coeficientes a, de f(x,y). Assim temos:

(0) bmao  — (T) bm—1ar + (%) bu—sas — ... £ () boan, =0
(761) bmafl - (T) bm—la2+ + (Tmn) bOam-l—l =0
(’SL) by G+ + (M) boa, = 0.

Como g(x,y) ¢ nao-nulo, estas equagoes lineares sdo linearmente indepen-
dentes. Além disso, observemos que existem n —m + 1 equacgoes e n + 1 incégnitas,
portanto, estas equacoes determinam um subespaco do espaco vetorial de todas as
formas binarias de grau n, de dimensao igual a (n+1) — (n —m+1) = m.

Suponhamos que g(z,y) = a(piz — 11y)™ (por — vay)™...(Hpx — VpY)™>.

)nfmﬂrlxjymi*j*l é apolar a g(x,y), além

Queremos mostrar que cada (u;x — vy
disso, que estas formas binarias sao linearmente independentes, e entao, concluirmos
que sao uma base. Para isso, seja u;r — vy, uma forma linear ocorrendo com
multiplicidade m; na fatoragao de g(z,y). Seja

n—mitl g, mi—j—1

h(z,y) = (pix — viy) y

Entao, pelo que foi feito anteriormente, temos

{h,g} = % Z (/‘iw(1)770(1) - )\w(l)fa(l))

0

~-~(/{7r(m)770'(m) - )\ﬂ(m)ga(m))
X("@r(m-{—l)x - /\7r(m+1)y)~'-("£7r(n)x - /\W(n)y)7
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onde k;, A; s@o os coeficientes das formas lineares na fatoracao de h(z, y) e &, n; sdo os
coeficientes das formas lineares na fatoragao de g(z,y). Observe que os coeficientes
1; € v; ocorrem com multiplicidade n —m; + 1 entre os k; e \;, e com multiplicidade
m; entre os & e n;. Como m;+(n—m;+1) = n+1 > n, e temos exatamente n fatores
em cada soma na igualdade anterior, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe um
fator da forma (;v; —v;p5), que é nulo em cada soma. Portanto, {h, g} = 0e h(z,y)

¢ apolar a g(z,y). Portanto, todas as formas

(i — vyy)" =™y
onde 1 = 1,2,....,pe 5 = 0,1,...,m; — 1, sao apolares a g. Como temos m =
mi + ... + m, destas formas e elas sao linearmente independentes, pela maneira
como foram definidas, elas formam uma base para o subespago (de dimensao m) das
formas binarias de grau n apolares a g(x,y). [
Para responder o caso B, nao temos um resultado direto como fizemos em
A e nem resolveremos todos os casos, porém, temos alguns importantes resultados

para alguns valores de t e s.

Proposicao 3.17. Seja f(z,y) uma forma bindria de grau n e seja m um inteiro
positiwo tal que 5 < m < n. Entao, o subespago de todas as formas bindrias de grau

m apolares a f(x,y) tem dimensio maior ou igual que 2m — n.

Demonstragdo: Seja dada uma forma binaria f(z,y) = >_p_ (x) axa®y™*. A
condigao {f, g} = 0, ou seja, f e g sdo apolares, onde g(z,y) = >, (%) bea"y™*,

produz n — m + 1 equagoes lineares sobre os coeficientes b;, de g(x,y), que é:

(8-1) Y1y (1) (%) agsibuus = 0,

onde [ =0,1,...,n —m. Notemos que estas equagoes podem ser linearmente depen-

dentes, assim, a dimensao do espago vetorial de todas as formas binarias de grau m

apolar a f, tem dimensdo no minimo m+ 1 — (n —m+ 1) = 2m — n, que é positivo
pela limitagao do valor de m.

[ |

Quando soubermos o posto do sistema (3-1), o seguinte corolario nos dara

precisamente a dimensao do espaco das formas binérias de grau m, apolares a forma

f de grau n dada.

Corolario 3.18. Sob as mesmas hipoteses da proposicao anterior, o espa¢o das
formas bindrias de grau m apolar a f(x,y) tem dimensio m —r + 1, onde r é o

posto do sistema (3-1) de equagoes lineares.
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Demonstragao: Se o sistema (3-1) tem posto r, entdo esse sistema nos da n —
m + 1 = r equagoes linearmente independentes. Assim, a dimensao do espaco de
todas as formas binarias de grau m apolares a f(z,y) é igual a m + 1 — r, como
queriamos.
[ |
A partir de agora, faremos certas restrigcoes sobre os valores de n e m.
Analizaremos os casos quando n é par ou impar, impondo ao mesmo tempo uma
restricao ainda maior ao valor de m. Comecaremos apresentando o Teorema de

Sylvester, que nos dara um importante e classico resultado quando n é impar.

Teorema 3.19. (Sylvester) Seja f(x,y) uma forma bindria de grau impar n =
2j + 1. Entao, existe uma forma nao-nula g(z,y) de grau m = j + 1 apolar a
f(x,y). Se, em adigao, existir uma tal forma g(x,y) com m fatores lineares distintos

P1T — V1Y, ooy @ — VY, entao existirao escalares c;, tais que

m
g C; ,sz — vy
i=1

Demonstragao: Segue diretamente da Proposi¢ao anterior, que o espago de todas
as formas de grau m apolares a f, tem dimensao no minimo 2m—n = 2(j+1)—(2j+
1) = 1, e portanto existe pelo menos uma forma binéria de grau m, digamos g(z,y),
apolar a f. Agora, suponhamos que essa forma, g(x,y), tem m fatores lineares
distintos, ou seja, g(z,y) = (1x — 11y)...(kmx — vyy). Entdo, pondo m; = 1 na

Proposicao 3.16, existirao constantes c¢; tais que,

m
E C; ,sz — vy
i=1

Exemplo 3.20. Consideremos as formas bindrias f(x,y) = 62%y + 2y> e g(z,y) =
22 —y?, de graus 3 e 2 respectivamente. Jd sabemos que f e g sdo apolares e como
g(z,y) = (x —y)(z +y), seque do Teorema de Sylvester que f(z,y) = c1(x —y)® +
ca(z +y)3, para algum ¢y e cy. Abrindo a expressio da [ e igualando, nds obtemos

quec; = —1 ecy =1.

Usando a Proposic¢ao 3.17 e a Proposicao 3.16, podemos enunciar o seguinte

teoremas:

Teorema 3.21. Seja f(x,y) uma forma bindria de grau impar n = 2j + 1 e seja

g(z,y) uma forma nao-nula de grau m = j + 1 apolar a f(x,y). Se

g(x,y) = (ir — v1y)™ (pex — voy)™ ... (ppx — vpy)™
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¢ a fatoracao de g(x,y) em p formas lineares distintas, entao existem formas h;(x,y)

de grau m; — 1 tais que

p
Fla,y) = hi(w,y) (par — vy)" "™
i=1
A demonstracao desse Teorema é feita observando-se que de fato existe uma
forma binaria g apolar a f, de grau j+ 1. Em seguida, aplicamos a Proposicao 3.16.
Quando o posto do sistema linear dado na Proposicao anterior é m, sabe-
remos como sao todas as formas binarias apolares a uma dada forma binaria. Mais
ainda, essas formas serao um multiplo de um covariante, como veremos no seguinte

Lema:

Lema 3.22. Seja f(z,y) = Yy (k) axz®y" ™" uma forma bindria de grau émpar

n=2j+1em=j+1. Seja J o covariante dado umbralmente por

6 ] u]>7

0<e é

J=<UU)

onde {a, B,...,w} € o conjunto de m letras umbrais linearmente ordenadas de f(x,y),

o primeiro produto € sobre todos os pares (0,¢€) de letras umbrais tais que § < €, e

o sequndo produto € sobre todas as letras umbrais 6. FEntao, J(ag,as, ..., an, x,y)
¢ apolar a f(x,y), e se J(ag,ai,...,a,,2,y) # 0, toda forma de grau m apolar a
f(z,y), € um maltiplo constante de J(ag, a1, ..., an, T, Yy).

Demonstragao: Seja

g(w,y) =

NE

(ZL) bkxkym_kv

b
Il

0

uma forma binaria de grau m apolar a f(z,y), ou seja, {f, g} = 0. Dessa igualdade
temos o seguinte sistema, onde os coeficientes b.s, o satisfazem:
(=1)™agbm + (—1)™ 7 (T) a1bm—1 + ... + ambo = 0
(—1)™a by, + (—1)™1 (T) asbyp—1 + ... + Qpp1bg = 0

(_1)mamflbm + (_1)m—1 (Tln) ambmfl + .+ @2m71b0 = 0.
Resolvemos este sistema para by, ..., b,,, usando a regra de Cramer, substi-

tuindo em g e reagrupando os termos em um determinante (notemos que os deno-

minadores dos b.s, quando usamos a regra de Cramer, serao cancelados). Obtemos:
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aw —(Ta (%) a2 a,
a = (7)a (3)as . @mpa
g(l’,y) — (_1>m a2 _(1)a3 (2)@4 e Qo
-1  — (T) Qm (T;) g1 - (o1
(P amly (P e L yr

Podemos expressar g(z,y) umbralmente por:

[}j(‘”m_k (7:)]

al ! a%ag 2 amay!
1 2 1 am—
BBy Giy BBy L BT ey
2 .n—2
Y172 71’72
X <U ()l . >
Wl w2 y
m m—1 m—2_ 2 m

onde «, 3, ...,w, sao m letras umbrais gregas de f(x,y) ordenadas linearmente tais

que a < f < ... < w. Seja A o determinante dentro da representagdo umbral de

g(x,y). Fatorando a primeira entrada de cada linha de A, nés obtemos:

A= oBBB ] g
1 aj/ay (ar/ag)? ... (ag/ag)™!
L Bi/Bs (B1/Ba)? (B1/B2)™~
y L m/7
1 wy/we
1 oug/ug (ug/ug)?® ..o (ug/ug)™ !

A menos de um fator, o determinante A é um determinante de Vandermonde

e n6s temos:

) U
= ay 3185~ 171273 2. w2 uy' H ( ) H <5_: - U_:>

6<e

Notemos que
51 _ €1 . 6162 — 5261 - [5 E]

52 €9 5262 5262 ’
e analogamente, fazemos para o segundo produto. Além disso, como temos m letras,

cada variavel v, e uy aparecerao m vezes no denominador apés substituirmos essa
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expressao em A. Assim, restarda em «s, por exemplo , o expoente n —m =25+ 1 —

(j+1) =7 =m— 1. Obtemos entao:

A=ap 3oy L1 A6 ul

6<e J

Vejamos ainda que A nao é um polinémio colchete, mas podemos usar a
simetrizacao, que vimos na Se¢cao 1.2, para contornarmos esse problema e obtermos
um polinémio colchete. Seja 7 uma permutagao do conjunto {«, 3, ... ,w}. Aplicando

7 em A, obtemos:
7(A) = m(@)y (BB r (i) @) [ 0) w7 6) .

Notemos que o produto [[s[0 wu], ndo é alterado apo6s aplicarmos uma
permutagao, mas o produto [[,_.[6 €] ¢ alterado. Para voltarmos a essa mesma
expressao, basta trocarmos a ordem de cada colchete que nao tiver suas duas letras
obedecendo a ordem dada. Fazendo isso, aparecerda em A um sgn(7), resultando na

seguinte expressao:

n(A) = sgn(m)m(@)s~ 7 (Bnm ()5 *a(y)in(1)y e w@)i T [[16 ][0 4l

o<e é

Como as letras a, 3, ... ,w sao todas equivalentes, no sentido que apés apli-

carmos o operador umbral obtemos o mesmo resultado, temos:

{U)Im(A)) ={UF)A).

Entao, aplicando o funcional linear umbral sobre todas as m! permutacoes

do conjunto {«, 3, ...,w}, obtemos:

ml(U(f)1A) = (U£)]D_ (D))
= ) (U Ir(A))

Mas, temos:
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m—1 m—2 m—1
a2 OélOé2 oo O[l
m—1 m—2 m—1
. 2 ﬂl 2 1
m—2 m—1
= [I6 4
o<e

Portanto,

g9(z,y) = ([H (—ym* (73)] Jm!) <U(f)

k=1

[I66 ] u]>,
5<e 5
ou seja, J = (U(f)|[Ts<. [0 €*TI;[6 u]) ¢ um maltiplo constante de g(z,y), e
portanto, apolar a f(z,y).

Agora, se J(ag, ay, ..., a,,x,y) # 0, entao um de seus coeficientes é nao nulo
e o sistema linear inicial é linearmente independente, ou seja, tem posto maximo
m. Entao, pelo Corolario 3.18, a dimensao do espago vetorial de todas as formas
binarias de grau m apolar a f(z,y) é m + 1 —m = 1, ou seja, toda forma de grau
m apolar a f(z,y), ¢ um multiplo constante de J(ag, a1, ..., an, z,y).
[ |

Veremos agora como tratar o caso de formas binarias de grau par.

Definigao 3.23. Seja f(z,y) = >, _, (Z) apz*y" % uma forma bindria de grau par

n=2j. O Cataleticante de f(x,y) € definido como o determinante

Qo aq (05} Q;

aq a9 as e Qg1
cat(f) =1 as a3 ay ... Qjio

a; Qjy1 Qjy2 ... A2j

Lema 3.24. O Cataleticante tem a representacao umbral

<U(f) rmlle 5]2>,

onde o/ ={«,[,...,w} € o conjunto das j+ 1 letras umbrais linearmente ordenadas

de f(x,y) e o produto ocorre sobre todos os pares (vy,d) de letras umbrais tais que

v < 9.

Demonstragao: Seguiremos os mesmos passos da demonstracao do Lema 3.22.

Podemos expressar o cataleticante umbralmente por:
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al alagl 2ol L add)

MByt BsyTE Byt L st
Cat(f)=<U(f)\ 00 S (oo A >

Wiw) Wt Wy
Seja A o determinante dentro da representacao umbral de cat(f). Fatorando

a primeira entrada de cada linha de A, obtemos:

A = apBify iR wlwd
1 041/042 (041042)2 (Oél/OCQ)j
L Bi/Ba (B1/B2)? .. (B1/B2)
X L /7
1 wl/w2 (wlwg)j

Novamente, a menos de um fator, temos um determinante de Vandermonde:

n— n— j g M 51
= ay 5105 17%72 2 - wiwy H <_ - _)-

s \ 72 02

Pelo mesmo argumento dado na demonstracao do Lema 3.22, temos:

= a2515j 17?72 W{ H [v 4]

<0

Seja m uma permutagdo do conjunto {a,f,...,w}, que tem j + 1 letras

umbrais gregas. Aplicando 7 em A, obtemos:

(A) = m(@)m (B (B)y m()in(1)y L m@)i [[ ey = (6],
e entdo,

m(A) = sgn(m)m (BB m(v)in(y)y @i [ [ v dl.

Como
(U(f) Im(A)) =U(f)|A),

temos,

G+DHUIA)Y = D (U Im(A))
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onde a soma ocorre sobre todas as permutagoes 7 do conjunto {«, 3, ... ,w}.

Entao,

> sgn(m)m(@)m(B)imw(B)y m(1)im(v)y 2 m(w)]

. - .
al aad L o

‘ ' ;
By BBy . B

W) wiwd ! wi
= [
<9

Portanto,

cat(f) = <U(f)

1 2
|

Teorema 3.25. Seja f(z,y) uma forma bindria de grau par n = 2j. Entao, eziste
uma forma nao-nula g(x,y) de grau j apolar a f(x,y) se, e somente se, o catale-
ticante de f(x,y) € zero. Além disso, se existir uma forma g(z,y) com j fatores
lineares distintos, v — 11y, ..., (4T — v;y, entao

j

flay) = cilpr —viy)™.

i=1
Demonstragao: Seja dada

n

flay) =) (¥) away™ ™",
k=0

uma forma binaria de grau n = 2j e seja g(z,y) = Y 1, (7;?) bpx*y™ % uma forma

binéaria qualquer de grau m = j. Seja r o posto do sistema linear de equacoes

zj: (1) (i:) aptibj—k = 0,

k=0

com [ =0,1,...,7. Notemos que esse é o posto da matriz

Qo aq a9 a;
aj as as v Qg
as as Qg e A2

a; ajy1 Gj42 ... Ay
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Além disso, o cataleticante de f é justamente o determinante dessa matriz.
Entao, r < 741 se, e somente se, o cataleticante de f é nulo. Mais ainda, r < j+1 se,
e somente se, o espago de todas as formas de grau j apolares a f(z,y) tem dimenséao
pelo menos 1, pelo Corolario 3.18. Portanto, cat(f) = 0 se, e somente se, 0 espago
de todas as formas binarias de grau j apolares a f(x,y) tem dim > 1, ou seja, existe
g de grau j apolar a f. Agora, suponha que g(z,y) = (tnx — 11y)... (ki — v;9),
com grau j. Tomando m; = 1 para ¢ = 1,...,7, segue da Proposicao 3.16 que
fla,y) = S, cilpar — viy)™. n
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Capitulo 4
Classificacao de Formas Binarias

A classificacao de objetos matematicos é um capitulo importante em varias
teorias, assim como na teoria de invariantes. Um problema cléssico em teoria de
invariantes é o chamado Waring’s Problem. Para formas binarias esse problema é:
dada uma forma binéria f de grau n, queremos saber qual é o nimero minimo s, tal
que podemos escrever f como a soma de s n-ésimas poténcias de formas lineares.
Esse problema foi resolvido explicitamente por Gundelfinger em 1885 para o caso
complexo. A classificacdo de formas binarias pode ser encontrada em |[6], de onde
extraimos a classifica¢do das ctibicas e quinticas; em [5] e [11], podemos encontrar a
classificagao das formas binarias de graus 2, 3 e 4; ou uma longa discussao sobre as
quarticas em [1|. Em [2] e [10], podemos encontrar alguns interessantes resultados
sobre classificacao de formas binarias, e também, resultados mais gerais para formas
com n variaveis. O que estamos propondo aqui, é apresentarmos a classificacao das
formas binarias de grau baixo, através da obtencao das possiveis formas candnicas
para o dado grau. Para essa classificacao, usaremos as técnicas de apolaridade, onde
analisaremos o espac¢o das formas binarias de um certo grau, apolares a forma dada.
Além disso, usaremos os invariantes e covariantes classicos das formas binérias. Para
saber as caracteristicas algébricas da classificagao das formas binarias de graus 2, 3
e 4, veja [5].

Antes disso, vamos apresentar a Hessiana de uma forma binaria, que é
um importante covariante de formas binarias. Serao mostrados também, alguns
resultados classicos sobre a Hessiana, que serao de grande ajuda na classificacao das
formas binéarias. Destacamos que neste capitulo continuaremos a trabalhar sobre

um corpo algebricamente fechado.
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4.1 A Hessiana

Definigao 4.1. A Hessiana H(xz,y) de uma forma bindria de grau n € definida

umbralmente por
1
Hw,y) = g0 =12 (U lo BPla w5 "),
onde « e (3 sao letras de f(x,y).

O Lema a seguir apresenta uma forma mais interessante de ver a Hessiana

(para fazer contas), que também pode ser encarada como uma defini¢ao.

9% f 9% f
2
H(z,y) = det ggf aagf}y .

0xdy  Oy?

Lema 4.2.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que valem as seguintes relagoes:

0 0

%UU):U(f)a_uQ
0 0
8yU(f) U(f)a—ul

Agora, vamos simplesmente aplicar as relagoes acima em f(z,y) =

({Uf) [y u]™), onde v é uma letra umbral de f. Temos entao:

o= (v |&h W) = W e d?),
2L = (U |l w") = (W) It~ Dby w2,
2= (un|&h wr) = U Int -8l W),

Substituindo temos:

det( gjxj{ a;é;) _ det( 88;2 Ul u™) 55 UWNIIB “]n>>

sty o axay (U)o u]> a7 (U ul)
= n*(n—1) <U(f ‘ — 10261 3,)
x Ja u]" 2B u]*” 2>

Como « e (3 sao letras umbrais em f, podemos trocar na expressao acima

BBla w23 W por He3F + a3B)a w]"[F u", pois tem a mesma
avaliacdo umbral. Notemos agora que, o233 + a33? — a8, = —[ G)?, e por
substituicao, obtemos a expressao desejada. [ |

Observacao 4.3. Notemos que a Hessiana é um covariante de indice 2, pelo

Primeiro Teorema Fundamental. Para mais detalhes, veja [12].
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Lema 4.4. A expressao da Hessiana em termos de raizes homogeneizadas p; e v; €
dada por:
Hi@,y) i )( Ve(o)
z,y = — A(Vo(1) — Mo(1)Vr N V() — i (2) Vi
W)= i m gy 2 W)Yo T HemVe) (a2 Vo@) T Ho)Vr(2)

(m,0)

< T (e = vy ) (Lo = Vo y).
=3

Demonstragao: Escrevamos

T = [a APla o' o'
_ 8
5
u
B a u
6 u
| 6 u

Como &/ = {a, #}, temos que as fungdes ¢ do conjunto {«, 5} para €2,
podem ser trocadas pelos pares de permutagoes (m,0) de Q, x €,. Entao, pelo

Algoritmo 2.7, temos

Hiz,y) = n?(n —1)%( ZTh

2n12

1
T 2(n—2)2 Z (Hr()Vo() = Ho()Vr)) (Hr(2)Vo(2) — Ho@2)Vr(2))

(m,0)

X H Mo (i) X — Vr( z)y)(ﬂa(z)f - Vo'(i)y)-
=3

A proposicao seguinte nos dard uma importante propriedade da Hessiana.

Proposicao 4.5. A Hessiana da forma bindria f(z,y) de grau n é identicamente

nula se, e somente se, a forma bindria € uma n-ésima poténcia de uma forma linear.

Demonstracao: (<) Se f(x,y) ¢ a n-ésima poténcia de uma forma linear, pelo

Lema 4.2 segue que H(z,y) = 0.
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(=) Suponhamos que H(z,y) = 0. Expandindo a representagdo da Hes-

siana dada pelo Lema 4.2 e igualando a zero, obtemos:
2

QpQp—o — a,_; =0,

Ap—30p — Ap—20p—1 = 07

(n — 3)anan_4 — (n—1)a_, + 2a,_1a, 3 =0,

Suponhamos que a, # 0. Escrevendo a, = a e a,_1 = a)\, segue que
an_o = aX?. Continuando esse processo, obtemos: a,_3 = aX3, ..., ag = a\".
Entao, f(x,y) = a(x + A\y)"™. Agora, suponha que a, = 0. Substituindo na primeira
igualdade, obtemos que a,_; = 0. Substituindo novamente na terceira igualdade,

obtemos que a,,_» = 0. Procedendo desta forma, obtemos que a,, = ... = a; = 0, ou

seja, f(x,y) = aoy™.
u

Exemplo 4.6. Consideremos a forma bindria
f(z,y) = 82° + 362%y + 5day® + 27y,

Vamos usar o Lema anterior para encontrar a expressao da Hessiana. Cal-

culando as derivadas parciais de f, obtemos que a Hessiana é:
H(f) = (487 + 72y)(108z + 162y) — (72x + 108y)* = 0.

Portanto, pela Proposicdo 4.5, f € uma poténcia de uma forma linear. De

fato, temos que f(x,y) = (2 + 3y)3.

Podemos finalmente, comegar a classificacao das formas binarias.

4.2 Formas Quadraticas Binarias

A classificacao das quadraticas é extremamente simples, como veremos a
seguir.

Consideremos a forma binaria quadratica
f(z,y) = agx® + 2a12y + aoy”.
Seja cat(f), o cataleticante da f, dado por:

ag Qi 2
= QpQ2 — Gy.

cat(f) =

ay Qg
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Neste caso, dizer que a Hessiana é nula, é dizer que cat(f) = 0 (ou que o
discriminante é nulo), entdo pelo Teorema 3.25, existe uma forma g(x,y) = puxr — vy
apolar a f, e portanto,

fla,y) = cluz —vy)*.
Se cat(f) # 0, podemos concluir que

f(z,y) = c1(pr — 11y)® + ca(paz — 1oy)>.

Para vermos isso, podemos proceder de duas maneiras: primeiro, notemos
que se f nao é apolar a nenhuma forma de grau 1, temos garantido que existe uma
forma binéria g de grau 2 apolar a f. Neste caso, temos necessariamente que g
tem dois fatores lineares distintos (ver [8], pag. 164, Proposigao 2.3), e portanto f
tem a forma candnica anterior. Outro modo, podemos usar o resultado conhecido
como Teorema de Gundelfinger (ver [7] e [8]), para concluir que f, neste caso, pode
ser escrita como soma de dois quadrados de formas lineares e nao como apenas o
quadrado de uma forma linear. A demonstragao do Teorema de Gundelfinger pode

ser encontrada em |8]. Isso termina a classificagdo das quadraticas.

4.3 Formas Cubicas Binarias

Consideremos a forma cubica binéria
f(z,y) = azx® + 3axx®y + 3ay7y* + agy®.
Seja H(z,y) a Hessiana da f. Se H é identicamente nula, segue da
Proposicao 4.5, que
flx,y) = (nx —vy)®.
Seja J = (U(f) |l BP*[a u][8 u]) um covariante de formas binérias de
grau 2. Pela definicao umbral da Hessiana, temos que a Hessiana da cibica f, é um

multiplo do covariante J. Entao, pelo Lema 3.22, H é apolar a f. Suponhamos que

H(x,y) #0. Se H(z,y) = (px — vy)?, entdo, pela Proposi¢io 3.16,

[z y) = (az + by) (px — vy)*.

Se H tem dois fatores lineares distintos p1z — 11y e psx — 15y, entao, nova-

mente pela Proposic¢ao 3.16, temos que

f(z,y) = alpmz — 1Y)’ + bpax — 1ay)°.

Notemos que ao invés de usar a Proposicao 3.16, poderiamos ter usado de
modo mais explicito o Teorema de Sylvester e o Teorema 3.21. E portanto, temos a

classificacao das ciibicas.
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4.4 Formas Quarticas Binarias

A classificacao das quérticas binarias, assim como os casos anteriores, é um
resultado cléssico, ja conhecido a muitas décadas, e podemos encontrar em [5], [11] e
[1], e é feita olhando-se para as raizes da forma binaria quértica ou para os seus prin-
cipais invariantes e covariantes. O que faremos aqui, é uma tentativa de encontrar
as formas candnicas das quérticas binarias usando a teoria de apolaridade descrita
na Secao 3.2. Pelas Proposigoes 3.17 e 3.16, temos que uma forma binaria quér-
tica sempre pode ser escrita como soma de trés quarta-poténcias de formas lineares,
mas isso nao ajuda muito na classificacao (veja [7]). O problema de simplesmente
olharmos para o espaco das cubicas apolares a quartica dada, é que esse espago tem
dimensao maior ou igual a dois, pela Proposicao 3.17, ou seja, nao temos uma tnica
forma canonica neste caso. O ideal, é que consigamos olhar para o espaco das formas
apolares & quéartica dada, sempre tendo dimensao 1. Neste caso das quarticas, fare-
mos mengao as raizes dela, para enxergarmos que de fato obtemos todas as formas
canonicas, e mais, que elas tem um significado geométrico. Outra coisa que faremos,
é usar as formas candnicas das binarias quadréaticas e cubicas.

A classificacao a seguir, foi uma tentativa de classificar as quarticas usando
a teoria de apolaridade. O grande problema do que seré feito a seguir, é que quando
supomos que o cataleticante é nao nulo, nao temos teoremas para trabalhar, e as-
sim, na tentativa de olharmos para as ctbicas, perdemos a unicidade, como ja foi
mencionado.

Consideremos a forma quartica binéria
f(z,y) = agx* + dasz®y + 6as2°y* + darzy® + aoy™.
Se H(z,y), a Hessiana de f, é identicamente nula, entdo,

flzy) = (px —vy)*,

pela Proposigao 4.5.

Se H(z,y) é nao nula, consideremos o cataleticante da f, a dizer cat(f). Se
cat(f) = 0, segue do Teorema 3.25 que existe uma forma binaria quadratica Q(z,y)
apolar a f. Se Q(z,y) = (u1x — 11y)(uox — 1Y), entao pela Proposi¢ao 3.16, segue
que

f(x,y) = a(paz — ny)* + b(pax — vay)*.

Caso Q(z,y) = (mz — v1y)?, segue da mesma Proposicao que

f(@,y) = (az + by) (px — ny)*.
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Agora, suponhamos cat(f) # 0. Neste caso, ndo temos uma ¢ de grau 1 ou

2, tal que {f,g} = 0. Mas, a Proposigao 2.6, garante que existe uma forma binaria

g, de grau 3, apolar a f. Se g(z,y) = (inz — v1y) (1w — vay) (57 — vay), entao,
f(z,y) = alpz — v1y)* + blpezr — 1oy)* + c(psz — v3y)*.

Se g(z,y) = (ux —v1y)* (12 — 15y), entdo, existe uma forma binaria linear

h(z,y) = ax + by, tal que

fl,y) = (az + by)(z — 11y)® + c(poz — vay)*.

Finalmente, se g(x,y) = (ux — vy)?, temos que existe uma forma binaria

quadratica h(z,y) = ax® + 2bxy + cy?, tal que

f(z,y) = (az® + 2bzy + cy?) (ux — vy)*.

O que propomos agora, é classificar as quarticas usando a classificagao das
quadréaticas e das ctibicas. O que destacaremos também, é que como na classificagao
classica, diremos qual a relagao da forma canénica com as raizes da forma quartica.

Para nao nos perdermos em coeficientes e seus indices, abreviaremos a no-
tacao das formas binarias.

Escrevamos f(z,y) = Q1Q2, onde Q1 e )y sdo duas formas binarias
quadraticas. Consideremos Dy e Dy os discriminantes de )1 e ()5 respectivamente.
Notemos que neste caso, das quadraticas, o discriminante coincide com o cataleti-
cante.

Primeiramente, suponhamos que Dy e D, sao ambos nao nulos e que f tem
quatro raizes distintas. Neste caso, pela classificacao das quadraticas, temos que
Q1 = ay L2+ oy L% e Qy = By L2+ (3, L3. Por uma transformacao linear, podemos levar
areta L nareta Ly e Ly na reta Lo. Entao, podemos considerar Qy = 31 L2 + (o L2.

Temos entao:

flz,y) = Q1Q2
= (enLi+asL3)(BiL] + GaL3)
= i L]+ aafaly + (e fa + aaf) Ll
= LI+ Ly+~L3L5
= L{+L3+6\LTLS
onde \ # i%, pela escolha inicial.

Assim,
f(z,y) = LT+ L3 + 6\L3L3.
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Agora, suponhamos que Dy # 0 e Dy = 0, e que f tem trés raizes distintas,
sendo uma de multiplicidade dois. Pela classificacao das quadraticas temos que
Q1 = a1 L2+ asL? e Qy = al?. Por uma transformagao linear, podemos fixar L, e

levar L em L;. Entdo temos:

f(l‘, y) = QIQQ
(L3 + apL3)(aL?)

= oal] + ayal?l

= Li+~LiL;.

Assim,
flw,y) = Ly + LIL3.

E finalmente, suponhamos que D; e Dy sao ambos nulos. Esse é o caso
quando temos duas raizes de multiplicidade 2. Novamente pela classificagao, temos

direto que:
flz,y) = LiL5.
Os trés casos acima, correspondem a f ter cataleticante nao nulo (exceto
quando A = 0). Resta-nos olhar mais dois casos.

O primeiro, é o caso da Hessiana nula. Esse é o caso quando temos apenas

uma raiz de multiplicidade quatro. Como foi feito anteriormente,

flz,y) = L.

Por ultimo, olharemos para o cataleticante sendo nulo. Aqui teremos o caso
de uma raiz de multiplicidade trés. Podemos simplesmente podemos considerar o
que foi feito anteriormente e assim ja teremos a classificacao, ou olhar da seguinte
forma: escreva f = Cl, onde | é uma forma binéria linear e C' ¢ uma forma binaria
cubica. Olharemos agora para a classificacao das ciibicas. Mas, como é esperado,
precisamos olhar apenas para o caso quando C' = L? e [ ndao é um miltiplo de L.

Os outros casos recaem no que ja foi feito anteriormente. Temos entao:

f(z,y) = LI

E isso encerra a classificacao das quarticas.

4.5 Formas Quinticas Binarias

Na classificagdo das quinticas, usaremos somente a teoria de apolaridade.

Notemos que quando olhamos para o sistema gerado por considerar uma forma
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linear, quadratica ou ctibica, apolar a quintica, o espaco dessas formas tem sempre
dimensao 1, ou seja, temos unicidade na representacao da forma binéria.

Consideremos a forma quintica binéria
f(z,y) = as2® + Sagxty + 10asz’y? + 10as2y® + Sarzy* + agy®,

com as # 0. Para encontramos todas as formas canonicas das quinticas, vamos olhar
para o espago de todas as cibicas binarias g(z,y) = bsx® + 3byx?y + 3b1ay? + boy?
apolares a f(x,y). Pela demonstracao do Lema 3.22, devemos resolver o seguinte

sistema linear nas indeterminadas by, b1, by € bs:

—a0b3 + 3@1[)2 — 3a2b1 + a3b0 =0
—CL1b3 + 3@21)2 — 3CL361 + CL4bO =0
—(Igbg + 3a3b2 — 3&4[)1 + a5b0 =0.

Se este sistema de equagoes lineares é linearmente independente, entao
todas as cubicas apolares a f sao um multiplo constante do covariante .J, onde
J = Jao, . as,2,y) = ({U(f)lla BPB APy affe w8 ully o), dado
pelo Lema 3.22. Se J tem trés fatores distintos iz — v1y, psx — oy € usr — vy,

entao pelo Teorema de Sylvester, segue que

f(@,y) = a(pz — v1y)® + buex — 1y)® + c(usz — vay)°.

Se J = (u1x — v1y)* (2 — vay), entdo pelo Teorema 3.21, segue que

f(@,y) = (ax + by) (z — ny)* + c(pax — 1oy)°.

E por ultimo, se J = (uz — vy)?3, segue novamente do Teorema 3.21 que

flz,y) = (aa® + bry + cy®) (pz — vy)*.

Suponhamos agora que o sistema anterior nao é linearmente independente.
Isto ocorre se, e somente se, J = 0. Vamos olhar para o posto do sistema.

Se o sistema tem posto 2, podemos por b3 = 0, e resolver o sistema para
by, b1 e by. Neste caso, podemos encontrar uma forma quadratica nao-nula Q(x,y),
unicamente determinada por um multiplo constante, apolar a f(z,y), da seguinte
maneira: montemos um outro sistema como se procurassemos uma forma quadrética
@ apolar a f. Chamaremos esse de sistema II. Como o sistema original tem posto
2, podemos eliminar uma das linhas desse sistema. Esse linha eliminada no sistema
original, também seré eliminada no sistema II, que ficard com apenas trés equagoes

e trés incognitas. O que precisamos concluir agora, para mostramos que existe
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uma tal @) quadratica (ndo-nula) apolar a f, é que o sistema II tenha posto 2 (isso
significa que teremos m —r + 1 = 3 —r = 1). Mas, isso é claro se lembrarmos
que como o sistema original tem posto 2, entao existe pelo menos um subsistema
de duas equagoes e duas incognitas que é linearmente independente e, além disso,
o sistema II, a menos de um miltiplo escalar, possui um desses subsistemas do
sistema original. Resta mostrarmos que o sistema II nao tem posto 3. Mas, olhando
novamente para o sistema original no comego, temos que todo subsistema 3z3 é
linearmente dependente, o que resulta, a menos de miltiplo, que o sistema II tem
todos seus subsistemas 3x3 também linearmente dependente. Portanto, juntando
essas duas informagoes, concluimos que o sistema II tem posto 2.

Vamos analisar a decomposigao da Q). Se Q(z,y) tem dois fatores lineares

distintos p1x — 11y e poxr — oy, entao, pela Proposicao 3.16,
fla,y) = a(ma — v1y)® + b(psx — vay)°.
Se caso, Q(x,y) = (uxr — vy)?, novamente pela Proposi¢ao 3.16,
f(x,y) = (ax + by) (mx — 11y)*.

Nosso ultimo caso, é quando o sistema acima tem posto 1. Quando isso
ocorre, podemos escolher b3 = by = 0 e resolver o sistema para b; e by, e de maneira
analoga a feita para o caso de posto 2, obtemos uma forma linear nao-nula [(x,y) =

pux — vy, apolar a f(z,y). Novamente pela Proposigao 3.16,

flx,y) = a(pe —vy)®.

Isso encerra a classificacao das quinticas.
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Capitulo 5
O Teorema de Finitude

Neste capitulo, mostraremos que existe um conjunto finito de covariantes
que gera o espago dos covariantes de formas binarias de grau n. Para mostrarmos este
resultado, conhecido como Teorema de Finitude, apresentaremos uma demonstracao
que usard O Algoritmo de Ordenacao Circular. Esta demonstragao nos dara um
método explicito de calcular um conjunto de geradores de covariantes. Existe uma
segunda demonstra¢ao usando o Lema de Gordan que pode ser encontrada em [6],

pag. 79, ou em [12|, pag.129, ou ainda em |[3], pag.101.

Definicao 5.1. Um conjunto . de covariantes de formas bindrias de grau n € um
conjunto de geradores se, para todo covariante I, existe um polinémio P(Xy, ..., X)
tal que I = P(CY,...,Cs), onde C4, ..., Cy sao covariantes em .

Teorema 5.2. (O Teorema de Finitude) Existe um conjunto finito de geradores

para os covariantes de formas bindrias de grau n.

5.1 A Demonstracao.

Para essa demonstracao, comegaremos com novas defini¢goes, como a de
polindmios colchete ciclicamente padrao, e apresentaremos resultados importantes,

como o Lema de Kempe e o Lema de Hilbert.

Definicao 5.3. Seja o7 = {«, 3,7,0, ...} um alfabeto. Uma ordem ciclica I sobre o
alfabeto o/ € uma relagao, denotada por o = [3, satisfazendo: para toda letra 3 € of
existe uma unica letra o € &7 tal que o = [ e uma unica v tal que 8 = . A letra

a € chamada de o predecessor de 3 e a letra v € chamada de sucessor de (3.

Podemos visualizar a ordem ciclica I' como um grafo direcionado, também

denotado por I', sobre o conjunto de vértices .« tal que existe uma linha direcionada
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de « para (3 se, e somente se, « = (. Este grafo direcionado é um ciclo direcionado
e existe um tnico caminho simples (que é um caminho sem qualquer repetigao de

vértices) de qualquer vértice a para qualquer outro vértice d.

Definicao 5.4. Diremos que (3 estd entre v e §, e escrevemos o — (3 — 0§, se 3 €
um vértice distinto, de o e 0, sobre um unico caminho simples de o para 6. Se o' é
um subcongunto de <7, a restrigao de I' a &/’ € a ordem ciclica definida por: o = (3

se toda letra entre o e 3 nao estd em /'.

Definigao 5.5. Seja % o espaco umbral formado com as letras do alfabeto <7 e
seja B o espaco dos mondmios colchete. Seja M um mondmio colchete em A.
Dois colchetes, [« ~] e [ 6] em M formam um par cruzado se « — 3 — v — 0.
Diremos que um mondmio colchete € ciclicamente padrao se ele € nao-nulo e nenhum

par de colchetes em M formam um par cruzado.

Se colocarmos as letras de ./ sobre um circulo, de acordo com a ordem
ciclica, e olharmos o colchete [ ] como uma linha ligando « e v, podemos ver a

definicao de par cruzado, como o cruzamento das linhas de dois colchetes.

Exemplo 5.6. Consideremos o alfabeto o = {«, 3,7,9,...} com a ordem ciclica
natural, ou seja, « — 3 — v — 6 — .... Notemos que o mondémio colchete M =

[ BB ]y 6] € um monémio colchete ciclicamente padrdo.

Lema 5.7. (O Algoritmo de Ordenacao Circular) Todo mondémio colchete pode ser
escrito como uma combinacao linear com coeficientes inteiros de mondmios ciclica-

mente padrao.

Demonstragao: Seja M um monomio colchete e seja % uma lista (com de-
vidas multiplicidades) dos pares cruzados de colchetes de M. O comprimento
|| de € ¢ chamado de nimero de cruzamento de M. Suponha que M nao é

ciclicamente padrao. Sejam [a 7] e [ 0], um par cruzado de M, e escreva
M =[a ~|[B 0]M'. Pelo Lema 1.25,

M=la A IM =[a By M +[a 33 ~IM"

Afirmamos que ambos os monomios colchete sobre o lado direito tem o
namero de cruzamentos estritamente menor que |%’|. De fato, sejam [ n]e[( w],
um par cruzado em [ Gy dM'. Se [§ n] e [( w] estdo ambos no monoémio
M’ entao o par, [ 7] e [( w], estd também em ¥, e temos o resultado. Se
€ n] = [@ p], entdo nos temos @« — ¢ — B — w. Neste caso, temos duas

possibilidade: se w esté entre 5 e d, entdo ( — 3 — w — 0 e portanto, [ ], [w 9],
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é um par cruzado de colchetes em %. Mas, se w = J ou w esta entre § e a, entao
( — 7 — w — «aeportanto, [( w|, [« =], &€ um par cruzado de colchetes em %
Analogamente, fazemos os mesmos argumentos para [ 7] = [y §]. Portanto, todo
par cruzado de colchetes no monémio colchete [a  [][y d]M’ esté associado, de
modo injetivo, a um par cruzado de colchetes em €. Entretanto, o par [a  7][5 J]
em %, nao esta associado com qualquer par cruzado em [« ][y J]M’. Portanto,
o namero cruzado de [ [S][y M’ é estritamente menor que |%|. Analogamente,
o namero cruzado de [a  d][3 ~]M' é estritamente menor que |%|.

Continuando esse processo, nés podemos escrever o monoémio colchete M
como uma combinagao linear (com coeficientes inteiros) de monémios colchete cujo

nimero cruzado sao zero, que é, um monoémio colchete ciclicamente padrao. [ |

Lema 5.8. Os mondmios colchete ciclicamente padrao formam um conjunto linear-

mente independente.

Demonstragao: Suponhamos que sao linearmente dependente. De todas as pos-
siveis relagoes de dependéncia linear nao-trivial entre mondmios colchete ciclica-

mente padrao, escolha uma, > )", ¢ My = 0, em que:
(a) ¢, # 0 para todo k;
(b) o namero de letras distintas é o menor possivel,

(c) sujeito a (b), o nimero maximo de colchetes em um mondémio My ocorrendo na

relacao linear é o menor possivel.

Seja o/’ o conjunto de todas as letras ocorrendo na relacgao linear, ciclica-
mente ordenado pela restrigao da ordem ciclica sobre 7. Seja d e € duas letras em
&/’ tais que § = € na ordem restrita. Pela condi¢do (c), o colchete [§ €] ndo é um
fator comum a todos os monémios colchete Mj. Assim, colocando ¢ igual a €, nem
todos os monomios M, se anularao. Pela escolha de 0 e €, os mon6mios restantes con-
tinuarao ciclicamente padrao. Obtemos assim, uma combinagao linear nao trivial
com uma quantidade estritamente menor de letras distintas, contradizendo nossa

escolha inicial. [}

Teorema 5.9. Os mondmios colchete ciclicamente padrao formam uwma base para

o espaco B dos polindmios colchete.
Demonstracgao: FEsse teorema sai diretamente dos Lemas 5.7 e 5.8. |

Definigao 5.10. Sejam « e € letras em <. Definimos o segmento (a,€) como o

congunto de todas as letras estritamente entre a e €, ou seja,

() ={y:a—7—e}
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Notemos que os segmentos («,¢€) e (€, ) sao distintos, pois & = (a,€) U
(e.a) U{e a}.

Defini¢ao 5.11. Seja M um mondmio colchete. Um colchete [y 6] é diagonal se
ambas as condi¢oes v = d e & = v nao ocorrem. Denotemos por <y, o conjunto
de todas as letras ocorrendo em M ordenadas ciclicamente pela restricao da ordem
ciclica sobre o7 . Além disso, um segmento nao-vazio («,€) em <y € um segmento
exterior de M se para toda letra vy em («,€), nao existem colchetes diagonais em M
contendo y. Um segmento exterior é mazimal se ele nao estd contido estritamente

em outro segmento exterior.

Exemplo 5.12. Seja o = {«, 3,7,0,0,€,w}, com a ordem ciclica natural. Sejam
M =[a dlyv €la € ey ={a,v,0d¢€}, com a ordem ciclica induzida. Temos
que (o 9) € um segmento exterior de M e (o €) é um segmento exterior maximal
de M.

Proposicao 5.13. Seja M um mondémio colchete ciclicamente padrao. Entao, M

nao tem colchetes diagonal ou existem no minimo dois segmentos exteriores maxi-
mais de M.

Demonstragao: Seja o7 o conjunto das letras ocorrendo em M. Vamos demon-
strar essa Proposigao, usando indugao sobre |&7|.

Suponhamos que M tem colchetes diagonais. Se [a €] é um colchete, en-
tenderemos como a distancia de [« €] pelo comprimento do menor caminho nao
direcionado entre « e € (o nimero de setas contadas no caminho entre as letras).
Agora, dentre todos os colchetes diagonais de M, escolhemos um, +[a €], para
o qual a distancia ¢ minima e ¢é alcancada pelo caminho direcionado de « para e.
Como M é ciclicamente padrao, entao M nao tem par cruzado de colchetes, o que
significa que (v, €) é um segmento exterior maximal. De fato, se existisse uma letra
v em (o, €) tal que 7y estivesse em algum colchete diagonal, digamos [y ], terfamos
que: se d € (o, ¢€), entdo £[a €] ndo seria minimal, o que contradiz nossa hipotese
inicial; caso § € (a,€), [« €| e [y 4] seria um par cruzado, o que ndo ocorre pois
M é ciclicamente padrao. Além disso, é maximal pois se («a,€) estivesse contido
estritamente em um segmento exterior, teriamos que « (ou €) seria uma letra nesse
segmento, que é uma letra do colchete diagonal [a €], o que seria um absurdo.

Resta agora encontrarmos o segundo segmento exterior maximal. Para isso,

vamos primeiro observar que os colchetes em M podem ser separados em 3 blocos:
e 0s colchetes contendo somente letras de {a, e} U (a,¢€);

e 0s colchetes iguais a [a  €];
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e 0s colchetes contendo somente letras de {«, €} U (€, o).

Consideremos o sub-monémio M’ de M, consistindo de todos os colchetes
em M do segundo e terceiro blocos. Como M ¢ ciclicamente padrao e |.<7},| < |%|,
por hipotese de indugao, M’ nao tem colchete diagonal, segundo a ordem ciclica
induzida da ordem de .7, ou M’ tem dois segmentos exterior maximais.

No primeiro caso, teremos que (€, ) sera segmento exterior maximal de M.
De fato, se caso existisse uma letra v em (€, &) que esta contido em algum colchete
diagonal, esse colchete teria, além da letra v, outra letra que pertenceria a @7, — 7,
digamos p, entdo o colchete [y | (ou —[y p]), seria um colchete diagonal de M,
e portanto, terfamos que +[y | e [ €] seria um par cruzado de M, o que é um
absurdo pois M é ciclicamente padrdo. A maximalidade de (¢, «), sai do fato de
que se isso nao ocorresse, teriamos que « (ou €) seria uma letra nesse segmento que
estaria contida no colchete diagonal [« €], o que seria um absurdo.

No segundo caso, temos que um dos segmentos exterior maximal de M’ nao
contem o subconjunto {«, e}. De fato, se caso os dois segmentos contivessem {c, €},
entao teriamos um absurdo pois [a €] é diagonal. Portanto, o segmento exterior
que nao contem o conjunto {a, €}, também é um segmento exterior maximal de
M. Seja (1,w) esse segmento exterior maximal de M’. De fato, por construgao,
esse segmento exterior ndo contém letras de (v, €), e portanto nao esta contido em
(ar,€). Como ele ndo contem o conjunto {a, €}, segue que esse segmento exterior
esta contido em (e, ). Agora, suponhamos que ele nao é exterior maximal de M.
Portanto, existe v € (¢,w), tal que [y n] é diagonal, com n € o). Se n € <,
absurdo pois (¢,w) é exterior em M'; se n € &/ — o, terfamos que n € (o, €), 0
que também é um absurdo pois («, €) é exterior e [y 7| é diagonal. Isto encerra a
demonstracao.

[ |

Exemplo 5.14. Para a proposi¢ao anterior ficar mais clara, vamos mostrd-la em
um exemplo. Sejam M = [a dl[a BB 0][6 ~lle o] um mondémio colchete
ciclicamente padrao e o/ = {«a,[3,7,0,€}, o conjunto das letras aparecendo em M
nao trivialmente. Consideremos em &/ a ordem ciclica padrao. Temos que M tem
dois colchetes diagonais, a dizer [ d] e [8 0]. Escolhemos o colchete [ 0], de
comprimento minimo. Temos que (3,0) € um segmento exterior, pois vy estd em
(8,0) e estd também em [B =], porém este colchete nao é diagonal. Mais ainda,
(8,0) € segmento exterior mazimal, pois (c,€), (B,€), (B,a) e (a,d), sao os unicos
segmentos na qual (3,9) estd contido estritamente, porém, nenhum deles é exterior.

Portanto, (3,0) € segmento exterior mazimal.
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Se fizéssemos os mesmo argumentos, poderiamos mostrar que (6,c) € um
segmento exterior maximal, porém, vamos fazer isso usando a Proposi¢ao anterior.
Vamos entdo procurar o sequndo segmento exterior maximal. Notemos que de fato
ele existe pela Proposicao anterior. Separando os colchetes de M nos 3 blocos,

sequndo a demonstracao da Proposi¢ao anterior, temos:

o B

e [c alja pBlla 4]

Assim, M' =[e a]la [][B d]la d]. Como M’ tem colchete diagonal, a
dizer [a  d], M’ tem dois segmentos exterior maximal, («, ) e (5, ). O segmento

(0, ) satisfaz o que queremos.

Vamos agora olhar para os monomios colchetes elementares e ver um dos
principais resultados desta se¢ao: o Lema de Kempe. Com ele, poderemos escrever
qualquer monoémio colchete regular como uma combinacao linear de produtos de

mondmios colchete elementares. Mas antes, algumas defini¢oes e exemplos.

Definicao 5.15. Seja # o espaco dos polinémios colchete formado com o alfabeto
o = A{a,[,...,e,u} consistindo de um nimero finito de letras gregas e uma letra
romana u. Lembremos que um mondmio colchete M ¢é reqular de grau d se para
toda letra umbral grega o em <f, o numero de ocorréncias de o em M € igual a
d; o niumero de ocorréncias da letra romana u € chamada de ordem de M, e nao
precisa ser igual a d. Definimos o mondémio colchete elementar como um mondmio
colchete regular de grau um, ou um mondmio colchete reqular de grau dois que nao

€ o produto de dois mondémios colchete reqular de grau um.

Exemplo 5.16. Seja o = {«,(3,7,0,e,u}. Os monémios [ B[y dlle wul,
[ By wl[o ulle u] e la BB Ally 00 €le «], sao todos monémios

colchete elementares.

Definig¢ao 5.17. Sejam of = {a, 3, ..., €,u} € & um outro alfabeto de letras gregas.
Seja e : & — of —{u} uma fungio. Duas letras & e n sdo equivalentes (a4 7y), se
e(§) = e(n) = . Um mondmio colchete M formado com letras de & U {u} é um
mondémio colchete com letras equivalentes. Seja M um mondmio colchete com letras
equivalentes, nds diremos que M ¢é regular, se o monémio colchete e(M), ou seja,
o monomio colchete M tomando a imagem de cada letra n de M pela funcgao e, é

reqular. Analogamente, definimos se M € ciclicamente padrao.
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Observagao 5.18. Os resultados que temos sobre mondmios colchete reqular (ou ci-
clicamente padrao), também valem para monémios colchete regqular (ou ciclicamente
padrao) com letras equivalentes, pois esses resultados sao todos provados exibindo-se

um algoritmo construtivo.

Proposicao 5.19. (Lema de Kempe) Todo mondmio colchete reqular formado com
o alfabeto o7 = {«,[,...,e,u} pode ser escrito como uma combinagao linear com

coeficientes inteiros de produtos de mondémios colchete elementares.

Demonstragao: A prova desse Lema sera apresentada da seguinte forma: primeiro
melhoraremos o enunciado, usando a Defini¢ao 5.17 e a Observagao 5.18, ou seja,
nao trabalharemos com monoémios colchete, mas sim, com monoémios colchete com
letras equivalentes. Entao, procederemos usando inducao sobre o nimero de letras
gregas de o7, ou seja, sobre |2/ — 1. Os trés primeiros casos serao feitos explici-
tamente, assim, poderemos tratar apenas do problema quando temos mais que trés
letras gregas. No passo indutivo, verificaremos que existem dois segmentos exterior
maximais em M. Existird entao uma letra grega em algum seguimento exterior, dai
entao analisaremos o caso quando o sucessor e o antecessor dessa letra grega sao
letras gregas, e o caso quando isso nao ocorre.

Vamos analisar o primeiro passo da indugao. Se |&/| — 1 = 1, temos que
o/ = {a,u}, e portanto temos apenas [« u] como mondmio colchete elementar,
e assim, claramente a afirmagao é verdadeira. Se |</| — 1 = 2, temos que &/ =
{a, B,u}, e portanto, temos somente dois monoémios colchete elementar (a menos de
permutacao das letras gregas ou inversao de alguns colchete), a dizer [a  u|[ u] e
[ (], ambos de grau 1. Neste caso, a afirmacao também é verdadeira. Para tltimo
caso particular, vamos analisar quando |&/| — 1 = 3, ou seja, & = {«, (3,7, u}. Aqui
temos, a menos de permutacao das letras gregas ou inversao de colchetes, os seguintes
monodmios colchete elementar: [« u][8 u][y u]ela B[y wu], ambos de grau 1
e, [a BB Ay o] ela BB Ay ulla u] sdo os de grau 2. Além disso,
notemos que de fato qualquer monomio colchete regular formado com o alfabeto
o = {a,3,7,u}, pode ser escrito como uma combinagao linear com coeficientes
inteiros dos mondémios colchete elementar que apresentamos.

Para o passo indutivo, assumiremos como hipotese de indugao, que exis-
te um algoritmo para escrevermos qualquer mondémio colchete regular com letras
equivalentes como uma combinacao linear com coeficientes inteiros de produtos de
monomios colchete elementar com letras equivalentes, se &/ tem n — 1 ou menos,
letras gregas.

Seja o/ um alfabeto consistindo de n letras gregas e uma letra romana wu,

com a ordem ciclica padrao. Seja ainda, M um monoémio colchete regular sobre o7
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e mais, suponhamos que M nao é elementar, pois caso contrario, nao ha o que fazer.
Como os monoémios colchete ciclicamente padrao formam uma base para o espago dos
polindémios colchete, podemos supor que M é ciclicamente padrao. Agora, como M
é ciclicamente padrao, temos pelo Teorema 5.13 que M nao tem colchetes diagonais
ou existem pelo menos dois segmentos exterior maximal de M. No primeiro caso, M
serd produto de poténcias de monomios colchete elementar. Vamos entao supor que
M tem pelo menos um colchete diagonal. Como existem dois segmentos exterior
maximal em M, temos que existe uma letra § em um segmento exterior. Temos

dois casos:

I. existe uma tal letra grega 3 tal que ambos, o predecessor a e o antecessor 7, sao

letras gregas;
II. para toda letra grega, o predecessor ou o antecessor ¢ a letra romana wu.

Para analisarmos o caso I, podemos trocar M por um mondémio mais es-

pecifico, que mostraremos na seguinte afirmagao:

Afirmacao 5.20. O mondémio colchete M pode ser escrito como uma combinacao
linear com coeficientes inteiros de monémios colchete N (que podem nao ser ciclica-
mente padrao) tais que 3 estd ainda em um segmento exterior e [« 7] nao aparece

como um colchete em N, isto €,
N=fa B AN
onde N' é um mondmio colchete que nao contém a letra B e o colchete [ac 7).

De fato, suponhamos que M tem grau d (de regularidade), ordem ¢ e con-
tenha r colchetes iguais a [« 7]. Como estamos no primeiro caso, ou seja, temos
que a = (3 e 8 = 7 ocorrem, e M tem um fator [« ~|", segue que ndo podemos
ter em M um colchete da forma [ x|, com x # « e x # 7, pois M ¢é ciclicamente
padrao. Portanto, temos em M, d colchetes da forma [z, com z = o ou x = 7.
Entao, tinhamos inicialmente 3d letras (o, 3 e ) e tiramos 2d letras, dos colchetes
[3  x], e mais 2r letras, dos colchetes [ v]. Restou assim, d — 2r letras, entre as
letras a e v, que nos darao exatamente d — 2r colchetes, pois a e v nao podem estar
mais em um mesmo colchete por suposicao. Portanto, temos d+r+d—2r =2d —r
colchetes contendo «, v ou 3. Pela Observagao 1.45, temos em M %dn—l— %t colchetes.
Portanto, existem idn + 1t — (2d — r) = r + 3t + 3d(n — 4) colchetes em M nao
contendo as letras «, v ou §. Como ja mostramos os casos paran = 1,2, 3, podemos
supor n > 4, e assim temos que existem pelo menos r colchetes em M nao contendo

as letras a, vy ou f3.
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Seja [0 €] um colchete em M néo contendo «, v ou 3. Pelo Syzygy (Lema
1.25), temos:

0 dla A=l dld A]-[o dle Al

Portanto, se escrevermos M = [0 €|l ~|M’, apos aplicar o Syzygy, temos
M=|a €06 vM —[a dlle M = M, — M,

onde M; e My sao monomios colchetes contendo r — 1 colchetes iguais a [ €] e
pelo menos r — 1 colchetes nao contendo «, v ou 3. Além disso, note que M; e M,
nao sao necessariamente ciclicamente padrao, porém, continuam sendo regulares de
mesmo grau d. Podemos entao continuar esse processo até que nao reste nenhum
mondmio colchete na expansao de M com o colchete [« ~]. Mais ainda, ao usar
o Syzygy, nés nao alteramos os colchetes contendo a letra (3, portanto, temos que
cada monomio colchete na expansao de M, pode ser escrito da forma que queremos.
Isto encerra a prova da nossa afirmagcao.

Podemos entao provar o resultado desse Lema, supondo que
M=N=[a B3 AN,

onde N’ nao contem colchetes da forma [« <] e nem a letra 3. Note ainda, que
como o grau de N é d, temos que o nimero total de ocorréncias de o e v em N’ é
exatamente d.

Definimos entao que « e 7 sao letras equivalentes a uma nova letra ¢, ou
seja, e(a) = e(y) = ¢, onde e é uma fungao que sai de & — {u} e chega em & — {u},
com & = (o —{a, B,7})U{(}. A partir disso, temos que N’ ¢ um monémio colchete
regular com letras equivalentes, para o alfabeto &. Como & tem n — 1 letras, segue

por hipétese de inducao, que podemos escrever N’ da forma
N'=> " bEjEn... By,

onde os b;s sd@o nimeros inteiros e E;; sdo mondmios colchete elementar com letras
equivalentes.

Portanto,
N:Zbi[a ﬁ]d_k[ﬁ V]kEilEﬂ-uEz‘k(z‘)-

Mas, noés queremos obter o resultado para mondémios colchete elementar
com letras no alfabeto <7, e nao com letras equivalentes. Para isso, vamos distribuir
os colchetes [« ] e [ 7] nos monémios E;;, de modo que isso ocorra.

A distribuicao sera feita do seguinte modo:
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I. se E;; ¢ de grau dois e contem duas ocorréncias de « (ou 7), entdo colocaremos
Eij =8 A]PEij (ou [a B]*Ejj);

II. se £;; ¢ de grau dois e contem uma ocorréncia cada de « e 7, entao colocaremos
Eij = [ BB ’Y]Ez'j;

III. se E;; é de grau um e contem uma ocorréncia de a (ou 7), entdo colocaremos
Ej=[8 By (oula PEy).
Como Ej; é elementar com letras equivalentes, ¢ facil ver que Eij é elementar,
pelo descrito em I, IT e III. Além disso, o nimero de colchetes [« f[] e [f 7] ¢ a
quantidade exata para tornar todos os F;; elementares, pela regularidade de N.

Portanto,

onde El-j sao mondmios colchete elementar.

Vamos agora tratar do caso II. Para isso, sem perda de generalidade, fixemos
que 3 = u.

Primeiramente, notemos que este caso s6 ocorre se existem exatamente dois
segmentos exterior maximal e eles sdo da forma (a, u) e (u, ). De fato, suponhamos
que um desses segmentos exterior maximal, digamos (u, ), é da forma (w,~y). Seja
d € (w,7), entdo, existe £ tal que [0 & é um colchete em M e, § = £ ou & = 4§,
ocorre. Suponhamos que ocorra § = &, sem perda de generalidade. Entao, £ € (w, ")
ou £ = v ocorre. Se £ € (w,7) ocorrer, entdo necessariamente temos £ = u, pois
qualquer outro caso ja é um absurdo, pela hipotese de que o sucessor ou o antecessor
de cada letra em um segmento exterior é u. Ora, u € (w,7) e (o, u) é segmento
exterior, entdo w € (o, u), pois caso contrario, (o, u) nado seria maximal. Absurdo,
pois temos que para w em (a,u), ndo ocorre w = u nem u = w. Agora, se ocorrer
¢ = v, entao necessariamente temos u = 9. Chegamos novamente em um absurdo,
seguindo o raciocinio anterior. O caso em que os dois segmentos exterior maximal
sao da forma (o, w) e (9,7), trivialmente nao ocorre.

Como os dois segmentos exterior maximal sdo da forma (o, u) e (u, ), entéo
cada um deles tem necessariamente apenas um elemento (a hipotese inicial prova
direto essa afirmagao), digamos (o, u) = {f} (pois § = u) e (u,y) = {0}. Assim,

noés temos a — 3 — u — v — 9, na ordem ciclica. Com isso, afirmamos o seguinte:

Afirmagao 5.21. Sob estas condigées, [(  u] é um colchete em M para toda letra

grega ¢ em o .

De fato, suponhamos que [ wu| ndo é um colchete em M, para algum

( € o/. Entao, pela ordem ciclica, ( # # e ( # 7. Como ( nao estd em um
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segmento exterior, pois caso contrario ele estaria em algum dos maximais, segue
que existe uma letra grega 7, tal que [( 7] é diagonal. Vamos escolher um 7 tal
que a distancia até ¢ seja minimal. Pela mesma ideia usada na demonstragao da
Proposigao 5.13, concluimos que o segmento ({,n) ou (7, (), é exterior. Suponhamos
(¢,m). Como, (¢,n) nao é maximal, pois ¢ diferente dos dois iniciais e s6 existem
dois segmento exterior maximal, temos que esse segmento esta contido em algum dos
maximais, e mais, sendo nao vazio, ele é necessariamente igual a um deles. Como
¢ # u, entao temos que ter ( = a e n = u, o que contradiz nossa suposic¢ao inicial.
E isso mostra nossa afirmacao.

Entao, direto dessa afirmacao, temos que

M=(]]K u)m.
ceo

Como []ec,, [¢ ] ¢ um mondémio colchete elementar de grau 1, entdao M’
é regular de grau d — 1, e portanto, podemos repetir esse processo inteiro para M’.

Obtemos assim o resultado desejado.
[ |
Antes de mostramos o tltimo resultado necessario para concluirmos o Teo-
rema de Finitude, vamos olhar para o que ja temos, para ver que de fato, o Lema
de Hilbert é de fato essencial. Pela Proposicao 2.27, todo covariante de formas
binéarias de grau n pode ser expresso como uma combinacao linear de termos dife-
renca simétricos (S |M ), onde M é um monoémio colchete regular, que é escrito no
alfabeto {1,2,...,n,u}. Se olharmos os nameros 1,2, ...,n como letras gregas, pode-
mos usar o Lema de Kempe para escrever M como uma combinacgao linear de pro-
dutos de mondmios colchete elementares, ou seja, o conjunto dos monoémios colchete
elementar ¢ um conjunto gerador para os mondmios colchete regular. Porém, as
simetrizagoes desses monomios colchetes elementares nao formam (exceto quando
n = 1) um conjunto de geradores para os termos diferenga simétricos. O Lema de

Hilbert nos dara esse conjunto de geradores.

Lema 5.22. (Hilbert) Seja r = n! e seja {Eh, ..., En} um conjunto de geradores
para o conjunto de mondmios colchete reqular sobre o alfabeto {1,2, ... ,n,u}. Entao

o conjunto de termos diferenca simétrico
(S|ET'Es*...ESm), 0<e; <r—1, e #0 para algum i;
(S|ET), 0<i<m,

€ um conjunto de geradores para o conjunto de termos diferenca simétrico.
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Demonstracao: Sejam 7 € Q, ¢ E; € {Ey,..., E,}. Vamos escrever o produto

de (S — w(E;)), para todo m € ,, e depois desenvolve-lo. Desse modo temos:
II (S—7(E)) =5 — ai(w(E))S"™ + aa(n(E))S™> + ... £ a,(w(Ey)),
7T€Qn

onde, a;(m(E;)) sao as fungdes simétricas elementares nos mondmios colchete 7(E;).
Como por construcao E; € raiz desse polinomio, temos a seguinte relagao,

ao substituirmos E; na expressao acima, e isolarmos o termo E:

B = CL1<7T(E,L'))E:71 — CLQ(’TF(EZ‘))E;iz + ... & ar(ﬂ'(Ei))

(2

Multiplicando a expressao anterior por k — r, para k > r, obtemos:

B = ) (n(E))EF" — aa(r(E))EF? + ..+ a,(v(E) B}

7

Lembrando que as fungoes simétricas elementares sao invariantes pelas per-

mutacoes 7 € €1, e sendo M um mondémio colchete, temos:

(S la;(m(E))M) = Y a;(n(E))m(M) = a;(n(E:) (S|M) .

Tl'EQn

Para k > r, obtemos entao:

(S|E . EFLE) = ai(w(Ey))(S|EY..EF LB
— . 2a,(n(E;)) (S |EP..Ef LB

Notemos que os expoente dos E; no lado direito da expressao acima, sao
estritamente menor que r. Repetindo esse processo, podemos reduzir o expoente

dos FE;, até ficarem estritamente menor que 7, e obtemos:

BV Ey BT
ZbElEﬁ E >

como uma combinagao linear de produtos de a;(w(E;)) e (S |b;Ef* E5?...ESm ) .

<5|M>=<5

Resta agora eliminarmos os a;(7(£;)), de modo a obtermos o resultado dese-
jado. Para isso, vamos trocar esses funcoes simétricas por outras fungoes simétricas
convenientes.

Relembremos que as funcoes simétricas elementares a;(m(E;)) podem ser

escritas em termos de soma de poténcias das fungdes simétricas h;(m(E;)), onde

hi(m(Ey)) = > w(B) = (S|E]).

TI'GQn
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Demonstracao: (Teorema de Finitude)

Pela Proposigao 2.27, basta encontrarmos um conjunto finito de geradores
para os termos diferenca simétricos. Mas, a existéncia de tal conjunto é garantida
pela Lema de Hilbert, e isso encerra a demonstragao.

[ |

O Teorema de Finitude pode ser escrito ainda, da seguinte forma mais
explicita, bastando aplicar o Lema de Hilbert para o conjunto dos monémios colchete

elementar, como segue:

Teorema 5.23. Seja {E1, ..., E,} o conjunto dos monémios colchete elementar for-
mados com o alfabeto {1,2, ... ,n,u}. O conjunto dos covariantes cuja representa¢ao

em termos de raizes homogeneizadas sao dadas por
(S|ET'ES*...ESm), 0<e; <nl—1, e #0 para algum i;
(S|EM), 0<i<m,

€ um conjunto de geradores finito para o conjunto dos covariantes de formas bindrias

de grau n.

5.2 Conjuntos de Geradores

Nesta secao, calcularemos explicitamente um conjunto de geradores para
os covariantes das cubicas binarias, como aplicacao do Teorema de Finitude, mais
ainda, explicitaremos um conjunto minimal de geradores. Para os invariantes de
cubicas binarias, temos uma solu¢ao mais simples. No Exemplo 2.29, é mostrado
que todos os invariantes nao-nulos das ciibicas binarias sao um miltiplo constante
de uma poténcia do discriminante das ctibicas binarias.

Vamos entao mostrar explicitamente esse conjunto. Considere o alfabeto
o ={1,2,3,u}.

Primeiramente, listaremos todos os mondémios colchetes elementares forma-
dos com esse alfabeto. Olhando para a ordem de cada mondémio, temos a seguinte

lista:
e ordem 0: [1 2][2 3|3 1];
e ordem 1: [1 2|[3 w], [1 3][2 wu],[2 3][1 wul;

e ordem 3: [1 w][2 w3 wl.
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Notemos que nao existem monomios colchete elementar de ordem 2, pois
os monomios colchete regulares de ordem 2, sdo da forma [1 2|2 3][3 wu|[l wu],
e eles sao produto de dois monomios colchete elementar de ordem 1. Além disso,
todos os monomios colchete regular de grau maior que 3, nao sao elementar.

A lista acima pode ser reduzida um pouco se observarmos que:
2 3|[1 wl=[1 3|2 ul—-[1 2][3 ul]

Temos entdo que: A = [1 2|2 3]3 1], B = [1 2|3 u], C =
1 3|[2 wleD=[1 wu][2 u|[3 ul,éum conjunto de geradores para os monémios
colchete regulares.

Pelo Lema de Hilbert, um conjunto de geradores para os covariantes das

cubicas é:
x) (S]A*B*C°D?), 0 < a,b,c,d <5,
(S|A%), (S|B%), (S|C®), (S|D°).

Porém, neste conjunto, existem elementos em excesso. Vamos mostrar
que podemos reduzir esse conjunto e deixd-lo com apenas quatro elementos.

Mostraremos que esses elementos sao:
=(S]4%), f=(S|D), —H =(S|B?), T = (S|B*C),

onde, A é o discriminante, f é a propria forma ctubica, H a Hessiana e T', o jacobiano
da fedaH.

Esses covariantes sao dados umbralmente por:

A = Ul Ao A8 Ak o),

f = <U‘a ul >,
H = 18(Ulla fPla uB ),
T = 18Ul APla B dly u).

Vamos mostrar que todos os termos diferenca simétricos em (x), podem ser
escritos em termos de A, f, H e T. Primeiramente, vamos fazer algumas obser-
vagoes. Temos que o mondmio colchete elementar D é invariante sob permutacoes

do conjunto {1, 2,3}, e entdo temos que
(U|DM) =Y Da(M)=D(U|M).
TEQ,

Entao, todo termo diferenga simétrico em (%), que tiver D como um fator,

exceto (U |D), pode ser descartado.
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Para A? podemos aplicar o mesmo raciocinio aplicado a D, e eliminar todos
dif imétri ti A? fator. Rest ta
os termos diferenca simétrico em (*) que tiverem A como fator. Restaram entao os

termos:
(S|A*B*C*), 0<bc<5e0<a<l,
(S14%), (S[B%), (S1C°), (S[D).

Vamos verificar os termos restantes. Para esses termos, a verificacao ¢é feita
caso a caso. Aqui, apenas indicaremos o que é feito, e daremos alguns exemplos de
como eliminamos alguns desses termos diferenca simétricos.

Comecaremos olhando os termos diferenca simétricos da forma <S ‘BbC’C>,
ou seja, a = 0. Desses termos separamos —H e T, e analisamos os termos restantes.
Para esses termos, temos duas possibilidades: eles sao nulos ou sao expressos em
termos de A, f, H e T. Como exemplos para os termos diferenca simétricos nulos
temos: (S |B), (S|B?), (S|B%), (S|B*C). Como exemplos de termos nao nulos que
sdo expressos em termos de A, f, H e T, temos: (S |BC) = —3H, (S|B*) = tH?,
(S|B%) = 5 H3+4Af?, (S|BC?) = T. Para os termos diferenca simétrico da forma
<S |ABbCC>, temos a mesma analise. Como exemplos desses termos que sao nulos
temos: (S|A), (S|AB) e (S|AC). Além disso temos: (S |AB2C) = 3A*f.

Isso encerra a verificagao.
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