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Resumo

Neste trabalho, estudamos o resultado de boa-colocacao para a equacao da onda cubica
Ou+u® = 0 em R3, devido a H. Bahouri e J.-Y. Chemin, no qual os dados de Cauchy estao
no espaco de Sobolev homogéneo H*4(R?) x H~'/4(R3). A prova utiliza um método de
interpolacao nao-linear, decomposi¢ao de Bony e desigualdade logaritmica de Strichartz,

todas formuladas na Teoria de Littlewood-Paley.

Palavras-Chave: Equacao da Onda Cubica. Teoria de Littlewood-Paley. Decomposi¢ao

de Bony. Estimativas de Strichartz.



Abstract

In this work, we study the result of well-posedness for the cubic wave equation

Ou + v® = 0 in R3, due to H. Bahouri e J.-Y. Chemin, where the Cauchy data is in
the Homogeneous Sobolev space H34(R3) x H~'/4(R3). The proof relies on nonlinear in-
terpolation method, the Bony’s decomposition and the logarithmic Strichartz estimates,

as formulated in the Littlewood-Paley Theory.

Keywords: Cubic Wave Equation. Littlewood-Paley Theory. Bony’s decomposition.

Strichartz estimates.
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Introducao

Consideremos o problema de Cauchy semilinear

Ou+u?=0em R x R3
u(0, ) = ug(x) (1)
Oyu(0, ) = uy(x)

onde [0 = 97 — A & o operador da onda.
Alguma hipotese de pequenez e/ou decaimento devem ser impostas nos dados de Cauchy

para que existam solucoes globais. Por exemplo, consideremos a EDO

u"(t) +ud(t) = 0
u(0) =0e w'(0) =
Ol seja, procuramos para solucoes independentes de x com valores iniciais constantes.

Multiplicando a EDO por /(t) teremos

d (“—@) ; “4@)) 0 2)

at\ 2 4

e, por integracao,
t

det [ dx
O =

Observemos que F' é uma funcao crescente, e a principio definida para v < 1. Como

T = fol \/1(6”7 ¢ finito, a funcdo u(t) = F~'(J5) ¢ solucdo vilida para t < 7. Também,
o limite de u(t) vale 1 quando t — T. Por conseguinte, a derivada de u em ¢ = T seria
igual a zero pela conservagao pontual de energia em . Assim, devemos ter u(t) =1 se
t>T.

Mas se u fosse de classe C? e solucdo da EDO de segunda ordem, a concavidade seria

voltada para baixo, impossibilitando de ser constante para ¢t > T. Consequentemente, u

nao pode ser C? para t > T. Este ¢ um fenémeno de explosido na segunda derivada.



Introducao 2

No que diz respeito a estas questoes, existe uma vasta bibliografia direcionada a existéncia
de singularidades para equagao hiperbolicas nao-lineares, revitalizadas nos trabalhos de
Fritz John (ver [16]).

Alguns resultados existentes na literatura mostram que o problema de Cauchy é glo-
balmente bem-posto quando (ug,u;) € H*(R?) x H*'(R?), para determinados valores
de s. Por exemplo, H. Lindblad e C. D. Sogge, em [19], provaram que a equacao (L)
admite existéncia e unicidade de solugdo para s = 1/2 com dados iniciais suficientemente
pequenos. Ja C. E. Kenig, G. Ponce e L. Vega, em [I7], obtiveram o resultado quando
s > 3/4, com a hipotese adicional de que uy € L?, mas sem a condigao de pequenez.

O préoximo (e natural) passo é investigar se 0 mesmo ocorre quando s = 3/4 (pois neste
caso, ug € L*, pelos teoremas de mergulho). O resultado apresentado por H. Bahouri e
J.-Y. Chemin em [2], o qual estudamos neste trabalho, responde a pergunta como caso

particular do seguinte

Teorema 1 Suponhamos que (ug, u;) € Bg{f X B;j/‘l tal que Soug pertence a L2. Entéo

existe uma tnica solugao global de (1)) no espago L .(R; L1).

A prova utiliza um método de interpolacao nao-linear, por meio da decomposicao de
Littlewood-Paley. Além disso, requer o uso das estimativas de Strichartz, especialmente
a desigualdade logaritmica, que relaciona normas de solucoes da equacao da onda livre
cujo suporte da Transformada de Fourier estd suportada em conjuntos diddicos.

O presente texto tem como objetivo expor algumas das ferramentas necessarias para a
compreensao da demonstracao deste resultado. No Capitulo 1, apresentamos os principais
topicos relacionados a Teoria das Distribuicoes e, através da Transformada de Fourier,
definimos os espacos de Sobolev.

No Capitulo 2, abordamos a decomposicao de Littlewood-Paley e introduzimos os Espacos
de Besov e a Decomposicao de Bony, como aplicacées. Finalmente, no terceiro capitulo,
deduzimos algumas propriedades a respeito da equacao da onda cibica e nos dedicamos

a prova do Teorema



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo destina-se a estabelecer a linguagem e os fatos basicos necessarios a com-
preensao dos capitulos subsequentes. Enunciamos os principais resultados a respeito da
Transformada de Fourier, definimos os espacos de Sobolev e exploramos algumas de suas

propriedades. As referéncias basicas sao [12], [14] e as notas de curso [5].

1.1 Terminologias e Notacoes

Consideremos o espaco euclidiano R? munido do produto interno canénico

d
Ty = Z ZiYi,
i=1

onde x = (x1,-+ ,24) e y = (Y1, -+ ,¥q) sao elementos de R?,
Assim, se | - | é a norma usual em R proveniente deste produto interno e 79,7 > 0,
indicamos por

B(zg,10) = {x € R |z — x| < ro}
a bola centrada em zq e raio rg e
C(xg,10,71) = {x e R 7y < |z — 20| < 7“1}

a coroa centrada em 1z, com raio menor ro e raio maior ry.
Se 2 ¢ um subconjunto aberto de R? e k um inteiro nao-negativo, a classe C*(£2) consiste
de todas as fungoes u : 2 — R que tem derivadas continuas de ordem menor ou igual que

k. Denotamos por C*(2) o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis.
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Usualmente escrevemos as derivadas de uma funcao f € C*°(Q2) de uma maneira concisa
por meio da notacao dos multi-indices. Um multi-indice é uma d-upla de inteiros nao-
negativos. Assim, dado (ay,--- ,a4) € N um multi-indice, sua ordem é dada por |a| =
a1+ -+ ag e dizemos que a < fse a; < [q,Vi=1,--- d.

Também, para x = (21, -+ ,z4) € R,

o o1 ,.Q02 g

Assim,
N olel f
= o

ou seja, g representa a derivada parcial sucessiva (cg-vezes) com respeito a varidvel ;.

— 9™ ...H%
—8:,:1 8%,

1.2 Espacos L*

Fixemos um espaco de medida (X, M, i), ou seja, X é um conjunto nao-vazio, M é uma,
o — algebra de subconjuntos de X e p : M — [0, 00] uma medida. Se f é uma fungao

mensuravel sobre X e 1 < p < 0o, definimos

1/p
1l = ( / |f|”du>

[fllzee = inf {a >0 p({z: |f(z)] > a}) = O}

Também, para p = oo,

com a convengao de que inf ) = co. Em alguns casos, || ||~ é chamado supremo essencial

de f e escrevemos
[f ||z = supess,e x| f(x)].

Definimos

LP(X, M, p)={f:X — C; fémensuravel e ||f||» < oo} .

Dizemos que duas func¢oes definem o mesmo elemento de LP quando elas sao iguais em
quase toda a parte. Mediante esta identificagao, temos que o espago LP(X, M, p), munido
da norma | - ||1», € um espago de Banach (para a prova, ver [2I], por exemplo).

Recordemos que dois niimeros reais p e p’ satisfazendo 1+}% =1, com p, p’ > 1 sao ditos

expoentes conjugados.
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Proposicao 1.2.1 (Desigualdade de Hdélder) Sejam 1 <p, p' < oo expoentes conju-

gados. Se f e g sao fungoes mensurdveis sobre X,

[fgllee < 17 llze lgll e (1.1)

Demonstragao: Ver [9], pag. 174. m

Sep=yp =2, é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.
No caso particular em que p é a medida da contagem sobre um conjunto A, é costume
denotar o espago LP correspondente por ¢?(A), ou simplesmente (*, se A é enumeravel.
Neste caso, um elemento de ¢ pode ser visto como uma sequéncia =z = (z;), j € A tal que
D gl < oo,
jeA
se p < 00, ou

sup |z;| < oo,
jeA

caso p = o0.

Proposicao 1.2.2 Se A é um conjunto e 0 < p < q < 00, entao (P(A) — (1(A), ou seja,

a aplicagdo inclusao é continua, e vale || fllea < ||f||ee-

Proposicao 1.2.3 (Desigualdade de Chebyshev) Se f € L? (1 < p < o0), entdo
para todo A > 0,

p({z [ f(z)] > A}) < <||f)|\!Lp>p

A prova destes dois resultados pode ser encontrada em [9], nas paginas 178 e 185, res-
pectivamente. Enunciamos a seguir uma caracterizagao para a norma em LP através de

integrais sobre [0, 00):
Teorema 1.2.1 Se p € [1,00), entdo para toda fun¢ao mensurdvel f sobre (X, M, ),

112 = p / T (e [f(@) > A}
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Demonstragao: Ver [9], pag. 191. m

Serd 1til, em algumas estimativas, a proposicao abaixo e seu respectivo coroldrio, que
) ) )
generaliza a idéia da integracdo com coordenadas polares para R?. Novamente, a prova

pode ser vista em [9)], na pagina 75.

Proposicao 1.2.4 Seja f € uma funcdo mensurdvel sobre R, ndao-negativa ou integrdvel

tal que f(x) = g(|z|), para alguma funcao g em (0,00). Entdo

fladds = o) [ gty tan
R 0
onde o(S971) expressa a medida da drea de S*1.

Corolario 1.2.1 Seja s € R. Se s > d/2, entdo

/ B S
re (1+€]2)8

Na proxima secao, para obtermos exemplos de distribuicoes, recordemos a seguinte

Definicao 1.2.1 Se f € uma funcdo complexa, Lebesgue mensurdvel definida no aberto

Q) C R? tal que, para cada compacto K C Q

[ 171z < o
K

dizemos que f é localmente integrdvel. Neste caso, escrevemos f € L},.(€).

p
loc

Podemos ainda estender esta defini¢ao definindo L (€2) para p > 1, que serd o espago

das fungoes mensuraveis cuja p-ésima poténcia é localmente integravel:

Definicao 1.2.2 Seja f € uma funcao complexa, Lebesque mensurdvel definida no aberto

Q C Re. Dizemos que f € L (Q) se, para cada compacto K C Q, f € LP(K).

loc

A sua topologia esta descrita via as semi-normas

fro /K Pz

onde K é um subconjunto compacto qualquer de Q.
No estudo de Equacdes Diferenciais Parciais, a varidvel "tempo" desempenha um papel
diferenciado na busca por solu¢oes. Seguindo [7], consideremos espagos normados de

fungoes que envolvem tempo com imagens em Espacos de Banach:
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Definicao 1.2.3 Seja (X, || - ||) um espago de Banach e J um subconjunto Lebesgue-

mensurdvel de R.

(1) O espagco LP(J, X) consiste de todas as fungoes mensurdveis u : J — X com

def 1/p
lull ooy ( [ o dt) .
J

para 1 < p < oo, e

def
]| oo (g x) = supess;cs||u(t)|| < oo.
ii espaco , compreende todas as funcgoes continuas u : J — X com
ii) O C(J, X de tod O /i J—= X
def
lullew,x) = sup [lu(t)|| < oo
teJ

p

e (J, X)) consiste de todas as fun¢oes mensuraveis v : J — X tal que,

De modo anélogo, L
para qualquer compacto K C J, u € LP(K, X).
Quando J for o intervalo [0, 7], para T' > 0, utilizamos a notacao L?([0,T], X) = L5.(X).

1.3 Distribuicoes

Seja 0 C R? aberto e ¢ : Q — C uma funcio continua. Definimos o suporte de ¢, o qual

denotaremos por S(¢), como sendo o fecho em €2 do conjunto {x € Q; ¢(z) # 0} .
Definicao 1.3.1 Seja ) um aberto de R™. O conjunto

CX(Q)={p: Q= C; ue C>® e S(¢) é compacto}
€ o espaco das funcoes testes.

Para a existéncia de fungoes testes nao-nulas, serd 1til a seguinte proposicao, cuja de-

monstra¢ao pode ser vista na pagina 7 de [12].

Proposicao 1.3.1 Seja K um subconjunto compacto de um aberto Q0 C RY. Ewiste 1) €
C2(Q) tal que 0 <Y <1 ey =1 numa vizinhanga de K.

O seguinte resultado relaciona o comportamento, com respeito a norma em L?, de funcoes

teste em C2°(Q2) e de suas derivadas, quando Q é limitado:
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Lema 1.3.1 (Lema de Poincaré) Seja Q um subconjunto aberto em R?, limitado em

alguma direcao, digamos @ C (—R, R) x R4™L. Entdo, para qualquer ¢ € C=(Q),
lpll7e < AR*)|0: ]2

Demonstragao: Ver [3], pag. 22. m

Temos que C°(Q2) ¢ um espago vetorial denso em LP(f2), com 1 < p < oo, por [2]].
Conforme [3], é possivel equipa-lo com uma estrutura de espago vetorial topologico,
nao-metrizavel, de modo que C2°(£2) torne-se um espago completo. Com esta estrutura
topologica, teremos que uma sequéncia (¢;);en de funcoes teste converge a zero em C2°(€2)
se existe um compacto K C 2 tal que S(¢;) C 2, Vj € N e, para todo inteiro positivo

m, as derivadas de ordem m converge uniformemente a zero quando j — oo.

Definicdo 1.3.2 Seja Q C RY aberto. Um funcional linear e continuo u : C2(Q) — C ¢é

dito uma distribuicao em Q. O espago das distribui¢oes em € se denota com D'(2).
Indicamos o valor da distribui¢ao u na fungao teste ¢ por (u, ).

Exemplo 1.3.1 Seja f € LL () e definamos o funcional linear

(Ty, 6) = / f(@)d(x)dr, ¢ € C=(Q) (1.2)

Se (¢;)jen € uma seqiiéncia convergindo a zero em C2°(2), seja K C Q compacto tal que

S(gb]) C K. Entao

(s, 65)] < /K 1 (@)]16(2)|dz
< sup o) /K (@) ldz =% 0

Portanto, a expressio (1.2)) define uma distribui¢io em Q . Também, se f,g € Ll (Q) e
(Ty, ) = (Ty, @), para toda ¢ € C°(Q), entdo f = g q.t.p (ver prova na pag. 11 de [12]).
Deste modo, a aplicacao injetiva f +— T nos permite considerar varios espacos de funcoes

como subespagos de D'(Q2). E comum escrever simplesmente (f, ¢) ao invés de (T}, ¢).
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Dizemos que uma distribui¢do u € D'(2) ¢é igual a zero num aberto U C € se (u, ¢) = 0,
para toda ¢ € C°(U). Definimos entao o suporte de u, e denotemos por S(u), como a
intersecao de todos os fechados de 2 fora dos quais u é nula. Denotamos com &'(2) o

subespago de D'(Q2) das distribui¢oes com suporte compacto.

Teorema 1.3.1 Seja u € D'(2). Entao S(u) é compacto se, e somente se, eriste um

funcional linear e continuo v em C*(Q) cuja restricao a CX(Q) € igual a u.

A prova deste Teorema se encontra na pagina 41 de [12]. Aqui, a nogao de sequencialmente
continua ¢ a seguinte: uma sequéncia de fungoes C'*°(£2) converge para zero se, para todo
compacto K e todo inteiro m, as derivadas de ordem m convergem uniformemente a zero

em K quando j — oo.

Definigao 1.3.3 Dizemos que uma sequéncia u; € D'(), j € N, converge a u € D'(Q)
se (u;, ¢) converge a (u,d), para toda ¢ € C(2).

Suponhamos que u,, n = 1,2, ... ¢ uma sequéncia de distribui¢des em D'(2) tal que wu, (o)
¢ convergente para cada ¢ € C°(Q). Se definirmos u(¢) = lim u,(¢), temos que u é um
n—oo

funcional linear. Mais ainda, u resulta continuo em C2°(2).

Teorema 1.3.2 Seja (uy)neny uma sequéncia de distribui¢ées em Q, e suponhamos que,
para toda ¢ € CX(Q), (u,, d) € uma sequéncia numérica de Cauchy. Entio (up)nen €

convergente em D' (Q2).

Demonstragao: Ver [12], pagina 56. ]

1.3.1 Operagoes com Distribuicoes

Seja u € C(2). Como u é localmente integravel, a expressao (1.2)) nos permite considera-

la como uma distribuicao em 2. Por integracao por partes, temos

ou B 0¢p
e (@)o(a)d = — / ) o (o)

para toda funcao teste ¢. Desta maneira, por dualidade, podemos definir a distribuicao

<a$ju7 ¢> = _<u7 aﬁﬁj¢>7
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para toda u € D’'(€2). Por inducdo em |,

<aau’ ¢> = (_1)|a|<u7 aa¢>

Pelo mesmo argumento, definimos a multiplicacdo por uma fungao f € C*°(Q2) como

sendo a distribuigao
(fu,¢) = (u, fo)

Agora, sejam f, g duas funcoes continuas em R? tal que uma delas tenha suporte compacto.

Entao a convolucao de f e g se define como
frg@) = [ 1= oy = [ Wt - vy
A fim de estender a definicdo acima para o contexto das distribuicoes, consideremos a

Definicao 1.3.4 Seja u € D'(2) e ¢ € C2(Q) (ouu € E'(Q) e p € C®(Q)). Definimos

a convolugcao de u e ¢, denotada por u * ¢, a funcao definida por
wk o) = (u,6,),

onde gzuﬁx(y) =o(x —y).

Valem as seguintes propriedades:

(i) u* ¢ € C=(Q) e suas derivadas sdo dadas por

O*(ux*¢) =0U*xp=ux0
(i) S(u=x¢) C S(u) + S(¢)
Teorema 1.3.3 C°(Q2) € denso em D'(Q).

Demonstragao: Ver [12], pag. 64. m
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1.4 Distribuicoes Temperadas e Transformada de Fourier

Se f € L*(RY), definimos a Transformada de Fourier de f por

FI© =) = [ p(a) do, ¢ e B
onde ¢ é a unidade imaginaria e z.£ ¢ o produto interno canoénico.
Segue diretamente da definicao que a aplicacao f — fdeﬁne uma transformacao linear

de L*(R%) em L*°(R%) satisfazendo

1l < II£ 5. (1.3)

Mais ainda, estd é uma aplicacio que leva L' no espaco das funcoes continuas que se

anulam no infinito.

Lema 1.4.1 (Riemann-Lebesgue) Seja f € LY(R?). Entdo f € uma funcdo continua

satisfazendo f(€) — 0 quando |§| — oc.

Demonstragao: Ver [12], pag. 75. m

Se ¢ é uma funcao teste, prova-se que sua transformada de Fourier é analitica complexa
C?. Assim, ¢ nio ters t t ja nul

em C” Assim, ¢ nao terd suporte compacto, a menos que ¢ seja nula, uma vez que o
junto d d funga lit] 1 ao-nul C? tem interi i

conjunto dos zeros de uma funcao analitica complexa nao-nula em em interior vazio.

Consideremos entao um espaco que contém as funcoes de suporte compacto e que seja

invariante pela Transformada de Fourier.

Definigao 1.4.1 (Espago de Schwartz) Denotamos por S o subespaco de C*°(R?) das
funcoes ¢ tais que

1]l 5.0 = sup (1 +[a])¥|0%¢| < o0 (1.4)

z€R4

para todo inteiro nao-negativo N e para todo oo € N%,

Tanto as fungoes de S quanto as suas derivadas decrescem no infinito mais rapidamente
do que qualquer poténcia negativa de |z|. Muniremos o espago de Schwartz S com a

topologia dada pela familia enumeravel de semi-normas em (|1.4)).
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Exemplo 1.4.1 O espaco das funcgoes-testes estd contido densamente em S, mas para
r € RY, ¢(x) = e lel? pertence a S, porém nao possui suporte compacto. Assim, C2° ¢ S.

Tendo em vista a Proposicao [1.2.4] segue que se ¢ € S,

1+ T n+1 1/1’
10°ll — ( / () Lt 12D dx)

1 + | |)n+1
< Csup (1+|2)7 [0%(2)é] < C[6]l v, (1.5)
r€R4
onde N ¢é um inteiro positivo maior que “=. Em particular, S < LP.

Teorema 1.4.1 A Transformada de Fourier F : S — S € um operador linear e continuo,

continuamente inversivel, cuja transformada inversa € dada por

F o) = o) = o [ eno(de, o€ S

()"

A prova deste resultado encontra-se na pagina 77 de [12]. Se ¢, ¢ € S, utilizando o

teorema anterior e as propriedades da convolucao, provam-se as seguintes igualdades:
(i) 0°6(¢) = (i6)°o(&)

(i) F(z6(2))(€) = il*l0°0(¢)

(iii) / oY dr = / o dx

(iv) 69 = o0

(v) ov = (2m)%px 0

(vi) @ = (2m) i, com (&) = u(—¢).

Também, pela continuidade da Transformada de Fourier, garantida pelo Teorema [1.4.1],
outras familias de semi-normas que podem ser usadas para definir a topologia em S sao

dadas por
1lles = sup (1+ [€))" [0°f ()], k € N

zeRrd

7= sup 1+ JED* " Fl©)l, b € N

¢erd
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Definicao 1.4.2 Um funcional linear e continuo em S € dito uma distribuicao temperada.

O espaco das distribuicoes temperadas se denota com S’.

Exemplo 1.4.2 Uma vez que toda distribuicao com suporte compacto se estende con-
tinuamente a C*°(R?), vale a inclusao £ C &'. Por restrigio a C®(R?), e como este é
denso em S, temos que 8’ C D'. Se f € LP, podemos identificd-la como uma distribuicao

temperada definindo, para cada ¢ € S,

(Ty. ¢) I/f(:c)<b(:c)d:c.

A linearidade é imediata e a integral acima é finita, pela desigualdade de Hdélder. Para

verificar a continuidade, se ¢ € S, segue de (1.5)) que

(T o) < Nl lioll
< Clflzelelna

Da estimativa acima, concluimos também que LP — S’

Teorema 1.4.2 (Desigualdade de Young) Se f € P e g € L%, entdo a convolu¢do
1 1 1

fxgeL”, com—-+1=—+—, ewvale
r p g

If * g

e < | fllzellgllze

Demonstragao: Ver [10], pag. 20. m

Definicao 1.4.3 Se u € §', a Transformada de Fourier u de u se define por
<a7 ¢> = <u> ¢>

Pelo Teorema [1.4.1] % estd bem definida e determina uma nova distribui¢ao temperada.

Mais ainda, F resulta continua e inversivel em S’
Proposigao 1.4.1 Seja f € S'(R?).

(i) Se f € LY(RY), a transformada ]/”\ de f como distribuicdo temperada e como func¢do

integravel coincidem.
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(i) Se f € E(RY), f é uma fungio de classe C* dada por
F(E) = (fare™™) (1.6)
(iii) Se f € L*(RY) entio f € LA(RY), e vale
1£1132 = (27T)_dHfH%2 (Identidade de Fourier-Plancherel)

Demonstragao: Ver [12], pag. 81. ]

Observagao 1.4.1 Consideremos uma distribuigdo v € &' tal que u € L'(RY). Pela
Proposicao a Transformada de Fourier de u é a funcao dada por

e

(&) = /e”'fﬂ(m‘)dm

Como 1 = (2m)%i, uma mudanca de varidveis nos da que

u(§) = (2;)11 /em‘gﬂ(x)dx

Assim, se u € L', podemos "recuperar" u pela formula de inversio dada pelo Teorema

1.4.1] Por argumento semelhante a demonstracao do Lema de Riemann-Lebesgue, obte-
mos que u € CJ(R?), ou seja, u ¢ continua e vai a zero quando |£] — oo,

Também, pela mesma expressao,
()] < (2m) a1,
para quase todo ¢ € R?, donde

lull oo < (2m) =[] . (1.7)

1.4.1 O Teorema de Paley-Wiener

Se u € &'(RY), pela Proposi¢ao @ é uma fungao C* dada pela expressao (1.6). De
uma maneira natural, podemos estender a funcao u(¢) de R a C%. Neste caso, conforme
[12], esta extensdo estara bem definida e serd uma fungao holomorfa (inteira ou analitica)

em C?, a qual se denomina Transformada de Fourier-Laplace de u.
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Definigao 1.4.4 Seja u € £'(R?). A funcgio inteira
u(¢) = (ug, e, ¢ e C?

¢ dita a transformada de Fourier-Laplace de u. Sua restricio a RY é a transformada de

Fourier de u.

A Transformada de Fourier-Laplace preserva propriedades analogas a de Fourier em re-
lacao a derivagao e convolucao, por exemplo. O resultado abaixo, cuja prova pode ser
encontrada em [12], d4 condigoes para que uma fung¢ao holomorfa em C? seja a transfor-

mada de Fourier-Laplace de uma distribuicao com suporte compacto.

Teorema 1.4.3 (Teorema de Paley-Wiener) Uma fungdo U(C) inteira em C? é a
transformada de Fourier-Laplace de uma distribui¢ao u € E'(R™), com S(u) C {x; |z| < R}

se, e somente se, existem constantes positivas C e N tais que

U] < C(1+ [¢))" exp(R[Im(]) (1.8)

1.5 Espacos de Sobolev

Neste texto, vamos nos restringir aos espacos de Sobolev modelados em L?. Estes espacos
desempenham um papel crucial no estudo de equacgoes diferenciais parciais, lineares ou

nao. O ponto de partida serd a Transformada de Fourier.

Definicao 1.5.1 Seja s um niumero real. Uma distribuicao temperada u pertence ao

espaco de Sobolev de indice s, denotado por H*(R?) se, e somente se,

0 € Li,(R?) e(€) € L*(RY, (1 + [¢]*)°d¢)

loc

Escrevemos

i = [ 1+ 6P Tate g

Proposicao 1.5.1 Para todo e qualquer s € R, o espago H® equipado com a norma ||- || gs

€ um espaco de Hilbert.
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Demonstracao: E imediato que a norma || - || gs provém do produto interno

(wohae = [ (1+ Py aETEE

Provemos entao que este espago é completo. Seja (u,)n,en uma sequéncia de Cauchy em
H?. Pela defini¢ao da norma, (U, ),ey ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(R?, (1+[£]?)%d€).
Como este é completo, existe @ € L*(R?, (1 4 |£|?)%d€) tal que

T (i, — |2 ga (141g2)0ae) = 0- (1.9)

Em particular, a sequéncia (u,) converge a @ em &'. Tomemos v = F 'u. Como a

Transformada de Fourier é um isomorfismo de &', segue que v € §’. Por fim, u,, — u em

H* devido a ({1.9). n

Notemos que os espacos de Sobolev formam uma familia decrescente de espacos, com
respeito ao indice s. De fato, s > s’ implica (1 + [¢]?)* < (1 4 |¢|?)*. Portanto, se uma

distribuicio temperada f ¢ tal que f € L} (RY), segue que
e = [ -+l e
< [+ P IRE dE = 11

Assim, H*(R%) C H*(R?) e tal inclusdo é continua.
Os teoremas que seguem tém como objetivo caracterizar os espagos de Sobolev para

determinados valores de s sem o uso explicito da Transformada de Fourier.

Teorema 1.5.1 Seja s um nimero inteiro ndao-negativo. O espaco H*(R?) € o espago

das fungoes u pertencentes a L* tal que, para todo o em N?, com |a| < s temos 0%u € L2

Demonstragao: Seja s € N. Pelo binémio de Newton, temos (1 + [£[*)* = E (S> €%
i
=0
Agora, fixado 0 <i < seu € L2,

EPAEP = (& + .. +&)aE)”
DR Il

=1

— Z CO[|8/(;?L|2,

=1
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pois @(5) = (i§)*u(§), pelo Teorema Assim,

Qe EaOr = 23 el

= > Glooul?

|o|<s
Integrando em ambos os membros e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel, segue

que

/ (1+ [Py [ae)Pds = / S ol

laf<s

= > (2n)%a)0%ullz:

laf<s

Tomando C; = min {(27)%,; |a| < s} e Cy = max {(27)%,; |a| < s}, obtemos

Cr Y 0%l < /(1 + [EP)a(€)Pde < Co Y [[0%ullzs (1.10)

lal<s lal<s

Corolario 1.5.1 S ¢ continuamente incluido em H® , Vs € R

Demonstracao: Tendo em vista a caracterizacao dada pelo Teorema anterior, junta-

mente com a desigualdade (|1.5]), se s € N,

e <C Y 0%l <O Y (16]7as

|laf<s laf<s

[[ul

para toda funcao u € §. Assim, S — H?, se s é natural.
Por fim, se s € R qualquer, denotando por [s] o menor inteiro positivo maior ou igual

que s, segue que S — HI*! < H* pela propriedade de encaixe. |

Proposicao 1.5.2 Seja s um nimero real no intervalo (0,1). Entdo o espago H® é o

espaco das funcoes v de L? tal que

/ ju(z +y) — u(2)]”

’y‘d+23

dxdy < oo
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Além disso, existe uma constante C > 0 tal que, para toda u € H?,

™l

(e +y) — ()P
b <l [ S dedy < Ol
X

Demonstracao: Notemos que, pela Transformada de Fourier,
Fru(z +y) —ulz) — u(€) (e —1).
e assim, pela Identidade de Fourier-Plancherel,
[ Juta )~ at) s = ) [ e = 1Pface) P
R R

Aplicando o Teorema de Fubini, temos

_ 2 a 1 9
/RdXRd |u(x +|yy|2l+281L(x)| dody — /(/ |6|y|d+28| ) (e Pdedy

- / F(&)[ale) e,

2y§_12d
(27) /Ie * dy

PENNDE

onde

Para cada £ # 0, consideramos z; = y.£ e tomamos a mudanga de variavel ortogonal com

jacobiano |¢|?. Deste modo, pelo Teorema de mudanca de varidveis para integrais,

|6'Lzl 1|2

P = () el [

A integral do lado direito independe de £ e, pela condicao sobre s, é finita. Assim,

F(&) = Al¢]*, com A > 0.

Portanto,
u(x +y) — u(x)]? . . s
o [ D8Oy~ [aerae+ [ amerieras
R x R4 Y|

¢ [+ g ras

A
IN=

—
AN

¢ [+ igpyia©pa
~ Cllul?

HS
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Na desigualdade (1), C' = max {1, A} e, em (2), o fato de que a funcao

14 (&%
(14 1¢%)°

¢ continua e limitada implica que existem constantes M;, My > 0 tal que My < p(§) < Mo,

p(§) =

para todo £ € RY.

A outra desigualdade se prova de modo anélogo. [

O exemplo abaixo ilustra o quao amplo é o espago vetorial topolégico U H®.
seR

Exemplo 1.5.1 Seja u € &'(R?). Como u € C®(R?), temos que u € L _(RY).

loc

Também, pela estimativa ((1.8) dada pelo Teorema de Paley-Wiener, existem C, N > 0
tal que
[a(e)] < C(1+ €)Y, vE e RY, (1.11)

e assim para s € R a ser escolhido, temos
[ aviepraers < o [ rigrajgpa
R R
= o[ e lepyrvag
Rd

Pela Proposicao _ se s satisfaz s < —2N — g, a integral acima ¢ finita. Consequente-

mente, u pertence ao espaco de Sobolev H®.

Teorema 1.5.2 Seja s um numero real qualquer.

(i) O espago C=(R?) ¢ denso em H*(RY)

(ii) A multiplicagao por uma func¢ao de S é uma aplicagao continua de H® em H®.
Demonstragao:

(i) Para a prova deste item, vamos utilizar a caracterizagdo de densidade devido ao

Corolario 12.3 da pagina 88 de [20]:

Propriedade: Seja N um espac¢o normado. Um subespaco X C N € denso em N se, e
somente se, o tinico elemento de N* (isto é, o conjunto das aplicagoes lineares e continuas

f: N — C) que se anula em X é o funcional nulo.
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Assim, como H® ¢ um espago de Hilbert, seja u € H® tal que, Vo € C(RY),
[ s+ leryiaerde =o

Uma vez C®(R?) é denso em S e S < H* entdo, Vf € S:
/Rd FE+ 1Py la©)dg = 0

Isto mostra que {(1+ |- |?)*a, f) = 0, Vf € S, o que implica que (1 + |- |*)*u = 0, no
sentido das distribuigées temperadas. Como a fungao p(¢) = (1 + |£[*)® nao se anula e F

¢ um isomorfismo, segue que u = 0.

(i) Sabemos que pu = (27) 7P * U, Yu € S. Entao:

louly = [ 1+ lgPyIgaPde

< e f ((1 +1e)t [ 1ate —n>|ra<n>|dn)2d5

Portanto, nosso objetivo é estudar a norma em L? da funcao definida por

U©) = (1+160)E [ 1t~ mllaenldn
Para isto, definimos
L(&) = {m; 2[ —nl < |nl}
1(&) = {n; 2[& —n| = Inl}

Podemos entao escrever U(§) = Uy (§) + Ua(€), onde
Uiy = e le)t [ Ee—mliamian, =12
I(¢
Iniciaremos estimando o termo correspondente a Ui (€).

Para tanto, observemos que se n € I;(§) entao
1 .@Q (2 3
— < < —In|.
Sl = 1€l = Sl
De fato, pela desigualdade triangular,

il

il =ln—E+€l < n— €+ Il < 1l = Slnl < e
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e, analogamente,

l

3
6 = 1€ =+l <l —nl+lnl < L+ [l = 1€ < Sinl

Também, para todo s € R, existe C' > 0 tal que, para a dupla (£, 7), com n € I,(§),
(1+[E7)° < C+ nf*)? (1.12)
Com efeito, para s > 0, pela desigualdade (2):

(L) = (1 < (§) s iy

>~ ©

9
L+[EP <1+ I <
Agora, utilizando (1) para s < 0:

1 1 1\*
L (€7 = 14 2l = 3 (1+ n*) = (1+ [¢) < (Z) (L+ )

Utilizando entéo a desigualdade (1.12)) em U; (), segue que
0O = (i) [ e mlanln
< ¢ [a+mp

@& = n)l[uln)|dn
Calculando a norma da funcao U; em L?, temos
LA AUAGTR
2
o [( fasmpiipe - wiaenian) ac

= C*gx (1 +]-P)al

IN

A
INx

ClNZ N +1- P)2a |12

C2|BII 1l
sendo que, em (x), utilizamos a desigualdade de Young. Extraindo a raiz, obtemos
1Lz < Clll| o |l s

De maneira semelhante ao que fizemos para provar (1.12), se (n,£) uma dupla tal que

n € Iy(&) e s > 0, existem constantes C1,Cy > 0 tal que

(IT+ P <Ci1+1E=n*)* e 1+ n*)* < Co(1+ |€ —nl*)
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Assim, podemos escrever

() = (1+[6P) / Bl

< (1+EP)7 / o [PE =m0+ %) (1+ |n*)3dn

< 0/ [B(& =L+ 1€ = 0L+ [nl*)2[a(n)|dn

(d+1)

< c / (14 1€ — 0~ “F2 (1 + In?) E o)

Na dltima desigualdade, usamos o fato de que, como ¢ € S, existe C' > 0 tal que

(d+1)

B(2)] SO+ [o)7 72 7, vz e R

Finalmente,
(d+1) 2
ool < o f ( Javie-apyas rn\2>2\a<n>\dn) i
( ) 5
— |- P (L] )RE)
_ (d+1) EDN
< A+ )T+ P sl
_ (d+1)
— A+ P e
ou ainda,

(d+1)

1U2llze < CIA+[- )72 [lzallul

HS.

O resultado a seguir descreve o dual topologico dos espacos de Sobolev, que nos permitira

identificar, a menos de um isomorfismo, o espaco H~* como o dual de H”.

Teorema 1.5.3 (O Dual de H®) A forma bilinear B definida por

B:SxS — C
() — Blug)= / u(e)p(x)dz

Rd

pode ser estendida para uma forma bilinear continua de H® x H—* para C. Além disso, a
aplicacao dp definida por
op: H”® — (H?)*
u = Op(u) o Blu, )

é linear e um isomorfismo isométrico (a menos de uma constante).
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Demonstracao: Para u,p € S, temos

Bluy) = [ ulehola)da
= / u(z) F(F o) (x)dx
G R EGICRDIGE
— n) [ a0p(-)de
Multiplicando e dividindo por (1 4 |£[?)*/? e tomando o moédulo, segue que
Bluy) < (0 [[a©le-d
= [ PRI+ )R-l
< en( [ariepriaera) " (fa+ierria-ope) "

= (2m) 7|l

ae [l

Portanto, a aplicacao B é uniformemente continua em H* x H~°. Mas § xS é denso neste
espaco, pelo teorema anterior. Logo, esta forma bilinear se estende a uma tnica funcao
continua de H* x H~® em C, também denotada por B.

Além disso, para cada u € H~* fixa, 0p(u) é um funcional linear e continuo em H”.
Resta mostrarmos que a aplicagdo dg é um isomorfismo.

A linearidade ¢ imediata. Quanto a injetividade, B(u, ¢) = 0 é equivalente a dizer que

para toda funcao ¢ € S, ou seja, u = 0 enquanto distribuicao temperada.
Para provar a sobrejetividade, se ¥ : H*(R?) — C é um elemento do dual topologico de
H*(R?), como este é um espago de Hilbert (Proposigao [1.5.1]), o Lema da Representagao

de Riesz nos diz que existe uma tnica h € H*(R?) tal que

¥(P) = (o = [ (1 P RORENE,

para toda ¢ € H°.
Seja u € S tal que G(¢) = (2m)4(1 + [€]2)h(=).
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Observemos que u € H*(R?), pois

= @m)* [ (1+[EP)[RE)PdE = (2m)||hl

Hs < 0O

/ 1+ laE)Pde = (2n)? / (L4 €2) (1 + ey h(—€)Pde

Assim, para ¢ € H®,

Portanto, dg(u) = ¥, como queriamos.

1.5.1 Mergulhos de Sobolev

O objetivo desta secao é o estudo das propriedades de mergulho dos espacos de Sobolev
H*(R%) nos espagos LP e assim obter resultados a respeito de regularidade para dis-

tribuicoes temperadas que pertencam a tais espacos.

Teorema 1.5.4 Se s é maior que d/2 entio o espaco H® pode ser imerso continuamente

no espaco das fungoes continuas que tendem a zero no infinito.

Demonstragao: Pela Observacao|1.4.1] é suficiente mostrarmos que o € L'. Para tanto,

comegalrnos escrevendo

[a(€)l = L+ 1e*) 72 1+ [¢*)2

u(§)l-

Integrando em ambos os membros e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz,

/ ae)|de = / (L4 6P) 3 (1+ J¢2)3[ae) e

< (fouera) (forenrmore)
B (/ (1+ \£|2>-8d5)é i

He (1.13)
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O fato de s ser maior que d/2 garante que a fungao
Err (L+ )7

pertence a L?. Portanto, u € L'.
Por fim, a continuidade da inclusdo segue combinando a desigualdade (1.13) com a ex-

pressao (1.7), donde deduzimos que

lullp < C27m)~|lul

Hs

Teorema 1.5.5 Se s é um numero real positivo menor que d/2, entdo o espaco H® é

continuamente mergulhado em LP, para p = % e temos
—48

flles < €I e RGIK

i com || f]

Demonstragao: Multiplicando f por um nimero real positivo, é suficiente provar a
desigualdade no caso em que || f||z. = 1.

Vamos calcular a norma de f em L? utilizando a caracterizacao dada pelo Teorema [1.2.1],
isto é,

112, = p / T tm({a s |f(@)] > A}dA, (1.14)

0

com m a medida de Lebesgue sobre R?. Para A > 0 a ser escolhido, escrevemos

~

f= flga=f Loausoa) = f 1o.a) + [ 1Be0,4)

onde 1x é a funcao caracteristica do conjunto X.

Aplicando a Transformada inversa de Fourier,

f:F_lf:;/T_I(J?lB(O,A))J‘f’;/T_I(f1BC(07A))J

-~ -~

fi1,a f2,A
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Como F(f1.4) esta suportada no conjunto compacto B(0, A) e por hipotese, f € L2 .(R?),

loc

segue que F(f1 4) pertence a L'. Entdo, pela estimativa (1.7) e a Proposigao [1.2.4]

Ifrallee < @m) 7Y frallz

— (2m) / €751 7€)l de
B(0,A)

< (2m) ( / » 15\2%5)2 17

s
A 3
= C’(/ r_2srd_ldr)
0
— ¢ A5
(d —2s)2
1\
Tomando A = A, o (%) ; segue que
ke
Wfialle < —S— | (A—29) _2e2
P = 2y 40 4= 2

e assim, pela definicao de supremo essencial,

m ({x c R% | fralz)] > %}) =0.

Por outro lado, pela desigualdade triangular,

@il > 2 < {mlfa@l > 5 b sl > 5},

2 2

e deste modo,

(i1 > 3) < m ({1l > 3 1.
Substituindo em (1.14)),

11 <o [~ 3 ({asl s> 5} ) (L15)

Ora, pela desigualdade de Chebyschev,

A
o ({milfeatol > 1) < gplfealie
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Também, pela Identidade de Fourier-Plancherel,
I foallze = @m) I ol
SR NGRS
{lel>Ax}
resultando em
A 4 —d Te)|2
m\ 2l f2al@)] > 50 | < 15(2m) |f(&)7de.
{I€1=Ax}
Aplicando esta ultima expressao em ((1.15):
I, < aptem [7 ] e
{lel=Ax}
= e [ e MOIFOPE (116)
R+ xRd
No entanto, pela escolha de Aj,
4C d def
f>Ave A< —[¢]r = Ce.
62 Ay o h < el G
Substituindo em ([1.16)) e utilizando o Teorema de Fubini, concluimos que
Ce ~
I < wen [ ([ Ap3dA)|f<s>|2dfs
cr?
S GO B HGIK
4p(2m d
(e
2 d—2s)2
B 4p (2m)~ d( )
p—2 d— 2s) > 7
2
pois 2s = ) =

1.5.2 Espacgos de Sobolev Homogéneo

Definicdo 1.5.2 Seja s um nidmero real. O espaco de Sobolev homogéneo H* ¢ o conjunto

das distribuicoes temperadas tais que u € L}, (R?) e

loc

2 _ 25|70 ) [2
o= [ JEPIREP ds < o0

i

(1.17)
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A norma || - || zs tem a propriedade de escala

[u(X)]

e = A2

fon (1.18)

como pode ser verificada através de uma mudanca de variaveis na expressao ([1.17]).

Enquanto que os espagos de Sobolev nao-homogéneos H® formam uma familia decrescente
de espagos (com respeito ao indice s), os espagos homogéneos nao sdo comparaveis entre
si. Porém, é imediato que se s é positivo, H® estd contido em Hs esesé negativo, H*

esta contido em H*.
Proposicao 1.5.3 Se s < d/2, entdo H* ¢ um espaco de Banach.

Demonstracao: Seja (u,),eny uma sequéncia de Cauchy em H*. Entao a sequéncia
(TWp)nen € de Cauchy em L?(R?\ {0}, [£]?*d€), que sabemos ser completo. Seja f este
limite, isto é,

Tim [Jtn, = fll 22 ga(oy.je2eag) = 0-
Mostremos que f € LL .(R?).

loc

Temos que f € LL.(R?\ {0}, |£[>d€); assim, se K C R%\ {0} é compacto,
[ s = [ el
K K
< [ lePise) d < .
K

pois a fungao p(¢) = [£]** é continua em K.
Resta estimarmos a integral de f em compactos que contém a origem. Para isto, é
suficiente observarmos que a integral de f sobre a bola unitaria B(0,1) é finita. Neste

caso,

L/ WM%::/ €116 de
B(0,1) B(0,1)

1/2 1/2
2s 2 d —2s d
< ( /B GREG! 5) ( /B L 5) < o0,

visto que p é integravel sobre o conjunto B(0, 1), pois s < d/2.
Portanto, f € LL.(R?).

Finalmente, tomando v = F 1 f, segue o resultado.
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Capitulo 2

Teoria de Littlewood-Paley

A partir da década de 80, métodos de Analise de Fourier tém sido de grande interesse
no estudo de equacoes diferenciais parciais. Em particular, técnicas baseadas na decom-
posicao de Littlewood-Paley e Calculo Paradiferencial, introduzidas por J.-M. Bony em
1982, mostram-se eficazes para o estudo de propagacao de singularidades em equacoes
hiperbolicas nao-lineares. O objetivo deste capitulo é abordar as propriedades béasicas da
Teoria de Littlewood-Paley e introduzir novos espacos caracterizados por meio da decom-
posi¢ao em anéis diadicos de espagos de frequéncia. As principais referéncias sao [4], [5] e

[6]-

2.1 Desigualdades de Bernstein

Pela decomposicao de Littlewood-Paley, escreveremos qualquer distribuicao temperada
como uma série de fungoes de classe C'*°, cujo suporte da Transformada de Fourier esté
em bolas ou coroas. O aspecto interessante desta técnica reside no comportamento de
distribuicoes, com respeito a diferenciacao, quando sua Transformada de Fourier estéi

compactamente suportada. Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.1.1 (Lema de Bernstein) Sejam C uma coroa e B uma bola em R?, centradas
na origem. FEziste uma constante C' > 0 tal que, para todo inteiro nao-negativo k, toda

dupla de nimeros reais p,q, com q > p > 1, e toda funcao u de L9, temos:

S(@) C AB = sup [0 < CHPAFIG=|ju| (2.1)
la|=k
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S(@) CAC = O N¥||ul|r < sup [|0%|zr < CFFINF|ul| Lo (2.2)
|a|=k

Demonstragao: Procedendo por mudanca de escala, podemos assumir que A = 1.
De fato, se u € L% é tal que S(u) C AB, defindo v = u(A™!-), temos que S(u) C B.
Assim, se (2.1)) vale para A = 1,

sup [|0°v]|» < CFFHH|v]| 1.
la|=k

Mas, pelo Teorema de mudanga de variaveis, ||v||» = Ab lullzr , 0%v(z) = AU (A 1)

e assim [|0%v||pe = /\(_|O‘|+%)H8°‘u||m. Deste modo,
d
sup |0%ule = sup A¥7D||6%) L4
|a|=k |a|=k

< CFFINED ]|

CHANFIGD lu| 1

obtendo (2.1)) para A qualquer. Em (2.2)), procedemos de maneira analoga.
Para a prova do lema, fixemos uma funcao suave ¢ compactamente suportada e tal que

¢ =1 em uma vizinhan¢a da bola B. Como S(u) C B,

Seja g = F1¢. Entao
Fluxg) =ug = up =1,

e dai u * g = u. Portanto, para todo multi-indice «,
0%u = 0% *u
Segue da desigualdade de Young que
[0%ulle < 10%g]|r[lull e,

1 1
com r € [1, 00| satisfazendo — + 1= — + — .
p roq
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Agora,

ol = (f raagu)vdw)”’”
(s i)

< O+ 1) 0%l
W)

< ClUd =20
@

< C*F

sendo que, em (1), utilizamos (1.3) e (2) segue do fato de que [[(Id — A)4((-)¥¢)]| 11
¢ estimada pela soma finita de integrais com termo tipico (-)*?9%¢, onde |3| < 2d,

limitada por

/ (@) Pp(x)dr < Cs / 12*#1|% ()
S(9) B(0,R)

< R" sup O)0°¢||r < CFL
|8]<2d

A segunda desigualdade de (2.2) segue aplicando-se (2.1). Para a prova da primeira
desigualdade, consideramos ¢ € C>°(R% {0}) valendo 1 perto da coroa C e definimos
G = FH((i€)*]€]72%)(€)). Temos a seguinte identidade algébrica

= Y g8

1<j1,,jr<d

= Y Ger(-iey

|a|=k

Logo, pelas propriedades da Transformada de Fourier a respeito de derivacao e convolugao,

temos
F(Y gaxoru) = > (=i6) g
o=k |oo|=k
= (&)™) |E T H(S)u(g)
o=k
= $(u&) =u(¢)

u= Z Ja * 0%u (2.3)
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Repetindo o argumento utilizando em (2), obtemos ||g,||z: < C*™. Entao, aplicando a

desigualdade de Young, segue que

lulle <) llga % 0 ull Ly

la|=k

< 3 Jgalmlouls
|a|=k

< O sup (0%l

|a|=k

2.2 Decomposicao de Littlewood-Paley

Inicialmente, vamos construir uma Particao Diddica da Unidade, que sera utilizada no

decorrer do texto e nos conduzird a decomposicao de Littlewood-Paley.

Teorema 2.2.1 Ezistem funcdes radiais ¢ e x de classe C*°(RY), com valores no inter-

valo [0,1], suportadas na coroa C = C(0, 32, g) e na bola B = B(0, %), respectivamente, tal
que
X(€) +) 927 =1, YR (24)
>0
> p(2779¢) =1, V& € R\ {0} (2.5)
jET

Demonstragao: Consideremos um niamero real « no intervalo (1, %), e denotamos por C’
a coroa C' = C(0,a !, 2a). Como C' C C, pela Proposigao existe uma funcao radial
0 € C(C) igual a 1 numa vizinhanca de C'.

Observemos que

J2c’ =r" {0} (2.6)

€z
De fato, se v € R? e |z| = r > 0, existe j € Z tal que 2/ < ra < 271 ou seja, 27! < |z
elz|=r <a™ 12T =2/(2a71) < 29(2a), pois ™! < 1 < a. Assim, z € 2/C’.
Uma propriedade fundamental a respeito desta cobertura é que se j,j’ € Z satisfazem
|7 — 7'l > 2 entdo
2CN2'C=0. (2.7)
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Com efeito, se 27C N27°C # 0 , com j > j', existe z tal que

232 <zl < 272 e QJE < |z| < 2j'§,
o que nos da 272 < 2j'§ ,isto é, 2777 < % < 4. Assim, j — 7' < 2.
Seja
RO =Y 0(277%).
jEZ
Por (2.7), esta soma & localmente finita em ¢ € R%\ {0}. Entao a funcdo R & de classe C*
neste espaco. Segue da escolha de 6 e da propriedade de cobertura que R assume
valores maiores ou iguais a 1 em R%\ {0}.
Assim, podemos definir a fungao de classe C'™
0
°= R
Como R nao se anula, S(p) C S(A). Logo, ¢ € C>(C) e, pela construcao de R, se
¢ € R\ {0},

D 2 =1

jEz

Por outro lado, a fungao 1 — Z ©(277¢€) & de classe C, por (2.7). Como o suporte de ¢
Jj=0
esta contido em C, para j < —1 temos que S(p(277+)) C 2/C C B. Deste modo, se £ € R?

4
é tal que |§’ Z §7

L= o7 =) »(27)

JEL j=0

Assim, definindo

X =1-) p(27)

320

resultard em x € C°(B, [0, 1]) satisfazendo (2.4]). m

Observacao 2.2.1 Algumas propriedades a respeito das func¢oes x e ¢ obtidas anterior-
mente serao tteis no desenvolvimento do texto e destacaremos abaixo.

Primeiramente, como S(p(277+)) C 2/C, entao se |j — j'| > 2,

S(p(279)) N S(p(27)) = 0. (2.8)
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3 _ 4 .
Também, se 7 > 1, como 2]1 > 3’ teremos B N 2/C = () e assim

SN S(e(27) =0.

Segue, juntamente com a propriedade , que para cada ¢ fixado, a expressao x (&) +
Z@(Q_jé’) reduz-se a no maximo trés termos, cuja soma ¢é igual a 1. Pelo método
(ji?)g. multiplicadores de Lagrange, mostra-se que para ntimeros positivos a, b, c tais que
a+b+c=1, asoma dos seus quadrados vale ao menos é Assim,

<X+’ (27).

>0

Wl =

Por outro lado, como as fungdes x e ¢ tem a sua imagem no intervalo [0, 1], temos

)+ P27 <x(©) + D w27 =1
320 j>0
Portanto, para todo ¢ € R?,

<O+ (27 <1 (2.9)

Jj=0

Wl =

De maneira semelhante, prova-se que

<) (27 < 1,¥¢ e RN\ {0} (2.10)

jez

DN | —

Desta secao em diante, fixemos duas funcoes ¢ e x satisfazendo as conclusoes do Teorema

2.2.1] Para u € §'(R?) e j € Z, definimos os operadores

def Fl(xu), se j=-1
Aju = )
F Y p(279)u), se j>0.
e Aju=0,sej <=2

Também, para cada j € Z,
Sju d:ef Z Aj/u.

J'<i—1

O principal objetivo desta secao é provar que, para toda distribuicao temperada u € &',
a sequéncia (Sju);ez converge a u no espaco S’. Deste modo, podemos representar u pela
série

u:ZAju

jez
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denominada a decomposicao de Littlewood-Paley de u.
Discutiremos inicialmente algumas propriedades referente aos operadores definidos ante-

riormente e que serao importantes para a obtencao de tal decomposicao.
Observagao 2.2.2 Para todau e 8" e f € S, (Aju, f) = (u, A, f)
Por definicao,

(Aju, f) = (F(Agu), f)
= (p(27)a, f)
= (u, Fle(27)f))

Como f € S,

flx) = 2r) % f(~2),Vz € R%

Deste modo,

¢

Flp@)PE) = /fe-“f¢x2-7x>f<x>dx

~

(277)d/em£g0(2jx)f(—x)dx

2m) ! [ (-2 i) fa)da
= (27r)_d/em§g0(2_jx)f(x)dx

~

FUe@7)N = A,

—
—
~—

—~
)
~

sendo que, em (1), fizemos uma mudanca linear de variaveis e, em (2), utilizamos o fato
de que ¢ é radial.
Quando 7 = —1, o procedimento é analogo.

Mostremos agora que, para toda distribuicao temperada u,

Siu=F (x(277)u), Vj >0 (2.11)
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Pela comutatividade dos operadores A;, garantida pela Observacao ¢ suficiente

verificar a igualdade para funcoes f € S. Neste caso,

(S, /)6 = Z Ay f) (€)

_ (X 1+ Y. we79)fe

- (- ZW 5 > #(2776)) (&)
- (1—§¢2 6) 1) o

- (1- ZW '29)) (&) = x27Of

Por esta nova caracterizacao, para cada u € S’, como o suporte da transformada de
Fourier dos operadores Aju e Sju é compacto, o Teorema [I.4.T| garante que Aju e Sju sao
funcoes de classe C*°. Pelas propriedades da convolucdo, para todo multi-indice o € N¢
eued

A;0% = 0%Aju.

Também, os operadores A; e S; mapeiam L” em LP continuamente. Mais ainda, existe

uma constante C' > 0, independente de j e de u para o qual
[Ajullr < CllAjullLe e [[Sjullr < CllAjullLe
De fato, para u € LP, j > 0, as convolugdes 2995 (2%.) xu e 270y (2%-) xu estao bem definidas
e satisfazem
F(2%p(2%) xu) = p(277-)u
F(2x2%) xu) = x(27)u
Dai, se u € LP, como Aju = 2743(2%) x u, segue da desigualdade de Young que Aju € LP

e vale a seguinte estimativa:
1Aulle < 1270 (2%) |2 lull s
= Cillullz,

onde C} = ||@||z1. De modo analogo, se 5 = —1, observando que A_ju = 279y (2%) x u e

aplicando novamente a desigualdade de Young,

[Ajul[zr < Collullre, com Cy = ||X][1.
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Tomando C' = max{C4, Cs}, segue a primeira desigualdade.

Para os operadores S}, procedemos de maneira andloga, pois Sju = 279y(2¢.) x u,Vj > 0.
Teorema 2.2.2 Seja u € S'(RY). Entdo, no sentido de convergéncia do espaco S'(RY),

u = lim Sju
j—00

Demonstracao: Por consequéncia da Observagao e da expressao (2.11) vale que,
para toda f € S,

(u-—-S}u,f} ::<uaj)_'5}f>'

Deste modo, é suficiente mostrarmos que no espago S, temos f—95;f — 0 quando j — oo.

Para este caso, é conveniente utilizarmos a familia de semi-normas

£l = sup (1+1¢])* 0 F©),

¢erd

Entao

I =Sifl = sup (14 )" 10°(F() = (S f) (€)
ccrd

-~

= sup (L+[¢]) 10°(F(€) — x(279€) f(&)] (2.12)

~ -~

Desenvolvendo a expressao 0%(f (&) — x(277€) f(€)) pela formula de Leibniz,

(L= X277 F(€) = (1= x(27€)0°F(€) + D Cap2770°x(277¢) 0* P f(¢)

0<f<a

Como x vale 1 numa vizinhanga de zero, a féormula de Taylor nos permite escrever

[1—x(279)] = x(277€) — x(0)]
/ X (0 +1277¢).(279¢) dt‘

< / S a6 6] d

011

< 27 Z &) < C279(1 + |€]) (2.13)

=1

sendo que, em (%), utilizamos o fato de que y e suas derivadas sao limitadas.
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Do mesmo modo,

S |Casziotneig or P o) < o2 Y | tRe] ey

0<B<La 0<BLa

Com as duas limitagoes obtidas em (2.13)) e (2.14), segue de (2.12) que
C27(1+ [¢]) <|80‘f| + 2 Ié‘“‘ﬁf|>]

0<p<«a

If=5Siflle < sup (1+1))"
ccrd

< 27 sup (14 [¢)* |0°F]
|| <k+1
¢erd

= C27| flle+a

2.3 Espacos de Besov
Com as notagoes da Secdo [2.2] consideremos

Definigao 2.3.1 Seja s um nidmero real e (p,r) € [1,00]. O espago de Besov nao-

homogéneo B, € o espago de todas as distribuigoes temperadas tal que

def

By, = <00 (2.15)

‘(QjSHAjUHLp)jeZ

Ju |
e (z)

O primeiro passo é verificar a invariancia com respeito a escolha da particao diaddica
da unidade utilizada na definicao anterior. Para isto, serd importante garantirmos a
convergéncia em S’ para séries em que a Transformada de Fourier de cada parcela esta

suportada em coroas.

Lema 2.3.1 Seja (u;)jen uma sequéncia de fungoes limitadas tal que a transformada de

Fourier de u; estd suportada em 2C, onde C é um anel dado. Suponhamos que
lujll e < C2¥

para constantes C, N > 0. Entao a série E u; € convergente em S'.
jEN
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Demonstracio: Consideremos ¢ € C°(R?\ {0}) identicamente 1 numa vizinhanca da

coroa C e, para k um inteiro a ser escolhido, definimos

g = F(()°1EI74(6)) » |l = k

Observemos que

Flga@ () = 275.(27%¢)
= 277 ((i€)" 1€l 6(9) )

Procedendo como na demonstracao de (2.3)), no lema de Bernstein obtemos que, para

cada j € N,
— 277k Z 299G, (27-) * 0%y,
la|=k
Assim, se ¢ € S,

(uj, 0) = 27783 (290 (27) * 0°uy, ¢)
|a|=k
= 275 3" (u;,207g,(2) + 9°9) (2.16)
la|=k

Logo

(ugo0)] < Y 27

laf=k

27wyl Y 1127Ga(2) % 0% 1

la|=k

o 3 |22 140

la|=k

= 027900 % 19|

|a|=k

/ )20 (29.) % 07 o(x) d

IN

IN

Escolhendo k£ > N, a sequéncia Z(uj, ¢) é convergente em R, para cada ¢ € S. Segue
jeN

do Teorema [1.3.2[ que Z u; é convergente em S’
JEN
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Teorema 2.3.1 Seja C' uma coroa em RY, s um nimero real e p,r > 1. Seja (u;)jen

uma sequéncia de fungoes suaves tais que

S(@;) C 2C" e [[(27%||uy]| 1) jen

o < 00

Entao

B, < O || (27 |luyllr) jen

u = Zuj € By, e lul

jeN

o
Demonstragdo: Por hipotese, existe C' > 0 tal que 277%||u;||7, < C, ou ainda,

Jujllpr < CHr27I8 (2.17)
Utilizando o Lema de Bernstein e a desigualdade temos que

lujllzee < Cllullze

< C(Qj)d/pQ—jscl/T < ('27(d/p—=s)

Pela Proposicao a série que define u é convergente em S’. E interessante entao
analizarmos o comportamento dos operadores A u.

Como C e C' sao duas coroas, existe um inteiro Ny > 0 tal que
j— 7> No=22CN27'C' =

Daia se |j _]I| Z NOJ
F(Aj/Uj) =0= Aj/’u]' =0.

Assim, podemos escrever

1Ajulle = | Ajuy
Jj>0 p
< C Y gl
j=>0
[5—3"|<Ng

Consequentemente,

2 Ajulle < CY 0 2 uylle

Jj=0
1i=3"I<Ng

< C ) Plul

j=0
13—3"1<Ng
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Deste modo obtemos que

27| Ajul e < ((cr)rez * (di)iez) (7)),

com ¢, = C 1j_n, o) (k) e dy = 152w ||». Como a sequéncia ¢, pertence a (1, utilizando

a propriedade cléssica da convolugao entre (*(Z) e ("(Z), segue que

| @12,

- [(cr)ller [|(27% sl v );

E’I"

isto é,

lull B, < Cs [[(27°[lugl| o) el -

O Teorema anterior implica diretamente o seguinte:

Corolario 2.3.1 O espaco B, independe da escolha das fungoes x e ¢ utilizadas na

definicao 2.5.1,

Vamos agora relacionar os espacos de Sobolev, definidos no capitulo anterior, com a
expansao de Littlewood-Paley, que nos indicard um importante exemplo de espacgo de

Besov.
Teorema 2.3.2 Os espagos H® e B;, sao iguais e suas normas satisfazem

Ol e < O Jul

B, < |lu| Bs

Demonstracao: Observemos que existe uma constante C' > 0 tal que

1

2 el Agullie < 18gullae < 2°CPH|Aul 12 (2.18)

De fato, para j > 0, como S(F(A;u)) C 27C, temos que

1Al = / I S (2.19)

Vamos supor que s > 0, pois a demonstragao para o caso s < 0 ¢ andloga.

Para & € 2/C,

(1+ ) < (1 + (2]’2)2)8 < 9% (1 + (2)2) = (oo
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(L4 €% > (1 - <2JZ>2)S > 97 (1 + G)Q)g — (5,

Substituindo em (2.19)) e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel, obtemos

I8 julfe < €2 [ 1Kjuftds = 02 Apulfs

e
Al > 02 [ | Euld = 027l
Para j = —1 repetimos o argumento, sendo que o supremo e o infimo de p(§) = (1+£]?)®

sao tomados sobre a bola B.

Agora, em posse de (2.19), combinado com a expressao (2.9),

2, = / (1+ ¢ [a(e)Pde

[l
< 3 / (1+ ¢ (xz(f) +> so?(zj&)) [a(6)[*de
j=>0
=3 (IIA—WII?{s +> HAjUH?{s>
Jj>0

< 3Ch (Z QQjSIIAjUIIiz)

j=>—1
— 3C¥lulfy,

A outra desigualdade é anéloga. n

Proposicao 2.3.1 O espaco 32,1 estda continuamente mergulhado em LP e o espaco LP

mergulha continuamente em B .

Demonstracao: Seja u € Bgl. Entao a série Z |Ajul| > converge. Isto implica que
J

Jj+a—1 )
%
1S 4qu = Sjullr < > 1Az ullr =0
=i

Portanto, a sequéncia (Sju);>o é de Cauchy em LP. Como LP é completo, existe v € LP
tal que S;u converge a v em LP. Mas L? — &', logo Sju — v em &'
Por outro lado, pela decomposicao de Littlewood-Paley, (S;u);>_1 ¢ uma sequéncia con-

vergindo a u em &’. Da unicidade do limite segue que u = v € LP.
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Agora, se u € LP, uma vez que, para todo j > —1, ||Ajul» < C|lul/ze, temos

sup [[Ajullze < Cllullze,
j>-1

isto &,

lullsg.., < Cllullze.

Teorema 2.3.3 Seja 1l < p; < ps <0 el <r; <ry <oo. Para todo numero real s, o

s—d( -1
espago By . € continuamente incluido em Bp%m(p1 ”).

Demonstragdo: Como S (F(A_ju)) C B, pelo Lema de Bernstein,
HA—IUHLW S CHA_ﬂLHLm. (220)
Do mesmo modo, para j > 0, como S(F(A;u)) C 27C,
1

18l < C2GE52) A yuf| o (2.21)

Utilizando as desigualdades (2.20) e (2.21)) e o fato de que ™ < (™ | obtemos

1/ra
) (Z 2”2<”<M)>|\Aju\|zz2)

j>—1

l/rz
< Z2m<s—d<;1—p;»yzod(pa—p;»HAjqum)
j>-1
I/TQ
= C ZQJ""”HAqum)
j>-1
1/m
< C Z2jrlsl\AjU\!21pl>
j>—1
= |ulls,,,

Uma propriedade topologica importante acerca dos Espagos de Besov é que a expressao

1} ¢ uma norma que torna o espago B, . completo, como especifica o seguinte resultado:
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Teorema 2.3.4 Se 1 < p,r < oo, 0 espago B, equipado com a norma || - || € um espago
de Banach satisfazendo a propriedade de Fatou: se (u,)nen € uma sequéncia limitada de

B, . que converge para u € §', entao u € B, e

[ullBs, < liminf [u,[|s;,

Demonstracao: Ver [6], pag. 16. m

Proposicao 2.3.2 O espago B, , € continuamente incluido em S'.

Demonstragao: Por definigao, B,, ¢ um subespago de §'. Para provarmos a con-
tinuidade, mostremos a existéncia de uma constante C' e um inteiro positivo M tal que,

para toda funcao ¢ em S,

[{u, @) < Cllul

B, 19llars.

Para isto, escolhemos um inteiro positivo N satisfazendo N > d/p—s. Pela relagao (2.16)),

uma vez que S(F(A;u)) C 27C, podemos escrever

(Aju, @) = 277NN (A ju, 29, (27:) % 070)

|a|=N+1

Deste modo,

(Aju, @) < 27927% % (1 Aullp]|27ga(27) * 9|

lal=N+1
< 2792 N | Agullee|2790(27) 111076
la|=N+1
< 0277 sup 27N Ajul| = sup  [|0%¢]|
i>-1 la|=N+1
= O27||ul| gy, sup |89 (2.22)
™ Jal=N+1

Pela escolha de N, segue do Teorema anterior que By, esta continuamente mergulhado

em B Y . Assim, existe C' > 0 tal que

lull o, < Cllul

S
Bor
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Também,

sup [[0%||pr = sup /|€9O‘gb(m)|d$

la|=N+1 |a|=N+1
(1 + [z)M 10 ()]
= sup / dx
la|=N+1 (1 + )N+
< ¢ swp [ (el orota) s
jal=N+1
= Cl|olln+1s
Substituindo em ([2.22), concluimos que
[(Aju, @) < C27 ||ullgs, [8lIn+1,s

Finalmente, utilizando a decomposicao de Littlewood-Paley,

[(w, o)l < D [(Au,9)

j>—1
<
j>—1
< Cllullss, 9lln+1,s

2.4 Decomposicao de Bony

Sejam u e v duas distribui¢oes temperadas. Pela decomposicao de Littlewood-Paley,

temos
u:g Aj/uevzg Au
J’ J

Formalmente, o produto, quando ele existe, pode ser representado pela expressao

uv = Z ANZIVANTY, (2.23)
7,3’
Nesta secao, veremos como a Decomposicao de Littlewood-Paley da condicoes para que

o produto de duas distribuicoes temperadas uv esteja definido, bem como resultados de

continuidade para a aplicagao (u,v) — uv.
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A idéia fundamental do Calculo Paradiferencial é distinguir trés parcelas no produto uv. A
primeira parte T,v corresponde aos termos Aju/ v quando j é pequeno em comparagao
com j’. Um segundo termo T,u é a contraparte simétrica de T, v e finalmente uma terceira

parte onde as frequéncias de u e v tém o mesmo tamanho.

Definicao 2.4.1 Definimos o paraproduto de u e v, e denotaremos por T,v o operador

bilinear

TuU d:efz Sj_l’LLAjU = Z Aj/UAjU

JEL J'<5—2

Também, definimos o Resto de u e v, e indicaremos por R(u,v) o operador

R(u,v) ) Z ANZTANT)

li—3"1<1

Segue de (2.23) que

wo = Tyv + Tyu + R(u,v)

A expressao acima é conhecida como a Decomposicao de Bony.
Como ilustracao desta técnica, vamos analisar como o produto age nos espacos de Besov.
Mais precisamente, mostraremos que o produto é uma forma bilinear continua no espago

L>*nNkB;

S quando s > 0.

Proposicao 2.4.1 Para todo nimero real s, existe uma constante C tal que, para toda

(p,r) € [1,00]?, temos

[T

53, < Cllullo=lo

p,r T

Bs, » V(u,v) € L™ x By,

Em outras palavras, se u € L™, o operador T, leva continuamente B . em Bj .

Demonstragao: Temos que
S(F(Sj-1udjv)) = S(F(Sj1u) x F(Ajv))
C S(F(Sj-1u)) + S(F(Ayv))
Cc 27'B4+9C=20¢C,

onde C = C(0, %, 13—0) Também, pela desigualdade de Hoélder e a continuidade dos opera-

dores S; em L7,

1S5—1uljvlle < |[Sj—1ullpe || Ajv]| e

N

Cllullze | A0l v
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Assim,
> @PSiud ) < Crllullie > 2 A[7
J J
= Cfully ol
Extraindo a r-ésima raiz, obtemos:
1/r
(Z (2js,\sj_1uAjU|yL,,)r> < Cllul|p=lv]ls;, < oo (2.24)
J
Pelo Lema [2.3.1} obtemos que T,,v € By, e assim, pela estimativa ([2.24)),
< Gl (2718 1udjvll o) ler
< Cllullz=llvll5
[

Para o estudo do comportamento do operador resto, vamos precisar considerar termos do

tipo AjuAjv. A Transformada de Fourier destes nao esta suportadas em coroas, mas em

bolas do tipo 2/ B. Precisamos entdo de uma versio do Teorema [2.3.1] que contorne esta

situacao:

Lema 2.4.1 Seja B uma bola, s > 0 e (p,r) € [1,00]%. Seja (u;)jen uma seqiéncia tal

que

S(@;) VB e || @7 |lusller);

< oQ.
YAl

Entao

U—ZUJGBS

JEN

‘KT

o1 (27 Jug | Lo ) jen

Demonstracao: Por hipdtese, existe C' > 0 tal que
2%lujllr < C = Jluyllpe < C277°

Entao
I+k I+k I+k

ST P WS Pyt
Jj=

= j=I+1
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Da completude de LP, segue que u = Z u; € LP. Também, existe Ny tal que
jEN

P>+ Ng=2'Cn2YB =10

Dai, se j' > j+ No, F(Aju;) = (277 )a; = 0, ou ainda, Aju; = 0. Assim,

1A ullr = ‘

[\ A\
i
_ T
£ 2
T

Deste modo,

2 Al < CY 202 |

J=j'=No

< ((er) * (i) (5

. =C 1[_]\/0700)(/{)) 27ks ¢ 1
dl = 2l5||ul||[,p el

onde

Aplicando a desigualdade de Young acima, obtemos que

lullgs, < llexlle

(27 lul|v); ,

-/
(27|l e ) ,

Proposicao 2.4.2 Sejam si, so numeros reais tal que sy + so > 0 . Entao existe uma

constante C tal que, para (py,pa,r1,79) € [1,00]%,

1 ger 1 1 1 1 ger 1
S e Sp Yo
p P1 D2 LS r

. s1 S9
tem-se, para quaisquer (u,v) € Byl X B2 .

|17 (u, v)]

o 0l
B B2 .

sy < Cllulls,,
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Demonstracao: Por definicao de operador resto,

1
R(u,v) = Z R;, com R; = Z A;_ulv
J

I=—1

Pela linearidade da Transformada de Fourier e o fato de que o suporte da convolucao esté
contido na soma dos suportes, temos S(F(R;)) C 2/B(0,8).
Por outro lado, pela desigualdade de Hoélder,
1
2D Ryl <Y 2| A ]| o1 2772 || A0 | s

I=—1

Deste modo,

1
o S 32 A il o 2752 | A e )

(22| Ry | 1), o (2.25)
I=—1
Para cada | = —1,0,1, como (2/5'||A;_jul|r)jez € €™ e (27%2||Ajv]|1r2)jez € 072, a
desigualdade de Holder e a estimativa (2.25) nos da que
1@ Ryl < Cllwllgsy ol
Como s; 4 s9 > 0, a demonstragao segue do Lema [2.4.1}
n

Corolario 2.4.1 Para todo s positivo, o espago L™ N By, € uma dlgebra. Além disso,

existe uma constante C' > 0 tal que

[wvlls;, < C(llullzelv]

p,r

By, + llullsg, v]lze)

s
P, BP»T

Demonstracao: De acordo com as Proposicoes e [2.4.1} temos

[ R(u, v)|

s < Cllul

p,r T

Bs .. |U|\Bgo,oo

HTuU‘

B, < Cllullze<|[v|

D —

s
BPy”“

[Toul

By, < Cllvllzellulls;,

Como L>® — BY

00,007

aplicando a decomposicao de Bony segue o resultado.

Ainda referente aos espacos de Besov, outras propriedades a respeito do produto sao

descritas na seguinte proposicao:
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Proposicao 2.4.3 Sejam 1 <p,r <o eseR.

1 1 1
(i) Seo>0el<r,ry <00 sdo tais que — = — + —, entao existe C' > 0 tal que
T T 9

C|s—a|+1

1Tl gyr < ———llullpz,, Vil

00,71 p,T2 ’

(ii) Seja (s1,80) €R%, 1 < py,pa < oo el <ry,my < oo tal que

1 1 1 1 1 1
51+85>0, - <—4+—<1le-<—+4 —<1,
p pP1 D2 T T &)

. . e . s o
Entao o operador resto € uma aplicagao bilinear e continua de B!, X B2, em

Bpy?, com 015 = 51+ 53 +d (}—17 — pil — p%)) e existe uma constante C' > 0 tal que
051+82+1
1B (u, v)]| g1z < m”lﬂ g, vlBz,
Demonstragao: Ver [0], pag. 22 e 23. m

2.5 Teoria Homogénea

Para o estudo de problemas que tenham alguma propriedade de invariancia por escala,
é desejavel considerarmos espacos de fungoes que admitam invariancia por dilatacao.
Espacos de Sobolev Homogéneo, como definidos na Secao possuem tal propriedade,
no sentido de que se f € H* entdo fy = f(a) € H#. Nosso objetivo nesta secao é obter
uma decomposi¢ao diddica que caracterize estes espagos. A referéncia adotada é [6].

Sejam (, @) como antes. Para u € S'(R?), definimos

Siu 204 (2. xu, VjeEL

Aju aof Sj+1u — Sju, V) eZ

Definigao 2.5.1 Denotamos por S}, o espago das distribuicoes temperadas tal que

lim Sju =0emS’
j——o0

Exemplo 2.5.1 Se uma distribuicao temperada u é tal que sua transformada de Fourier

u é localmente integravel perto de 0, entao u pertence a Sj.
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O lema abaixo caracteriza o conjunto S; mediante a decomposicao de Littlewood-Paley:

Lema 2.5.1 §; € o espago das distribuicées temperadas que satisfazem

u=> Aju (2.26)
JEL
Neste caso, a série acima é denominada a decomposicao de Littlewood-Paley homogénea

de w.

Demonstragao: Observemos que, para qualquer j > 0,
Aju = Sj+1u - Sju = Sj—i—lu — Sju = A]‘u

e, para j = —1,

A,lu == S()U - S,IU == A,lu - S,lu.

Entao, pela decomposicao de Littlewood-Paley,

Z Aju = Z A]’U + (A,1U — S71U) + Z Aju

JEL J=0 Jj<-1
N
= E Aju—S_qu+ Nl_igloo E (Sjt1u — Sju)
j>-1 j=—1

= u+ lim Syu
N——00

Assim, vale (2.26) se, e s6 se, lim Syu =0em &', ou seja, quando u € S,
N——o0

Em contraste com o caso nao-homogéneo, nao temos S;u = E Aju. No entanto, esta
J'<i-1
expressao se verifica para distribui¢oes em Sj.

Observacao 2.5.1 O espago S nado é um subespago fechado de &’ com a topologia da

convergéncia fraca. De fato, consideremos uma sequéncia ( f,)nen, com
x
fule) = £ (). £ €S tal que f(0) = 1.
Entdo, f converge para a fungdo constante 1 que nao pertence a S;.

De maneira analoga a abordagem da Secao [2.3] uma vez construida a decomposi¢ao de

Littlewood-Paley homogénea, podemos definir os Espacos de Besov homogéneo:
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Definicao 2.5.2 Se s € R e 1 < p,r < 00, 0 espaco de Besov homogéneo B;T € 0

congunto das distribuicoes u € S}, tais que ||u||g. € finito, com
p,T

lull g, = [| @145l 0)ez

‘Z"(Z)
Com a mesma técnica de demonstracao utilizada no caso nao-homogéneo, associado com
a desigualdade 1) prova-se que os espagos H® e Bj, coincidem.

A proposigao a seguir descreve a propriedade de invariancia por escala para B, ,:

Proposicao 2.5.1 Se u € B;

entao ||uy|

)7

ps € finito e temos
p,T

_d
luall sy = A llull, -

Demonstracao: Seja o um ntamero real positivo. Temos
F (i) (@) = o [ plate - y)ulu)dy.
Pela mudancga de variaveis z = Ay, segue que
F el Mm@ = a'h [ plar - ax2u(z)d:
= F Y p(a ) () (2.27)

Para j € 7Z, seja

v = F1 (90(2[1%2 Al—log, )\_j')a)\),

onde [m] indica a parte inteira de m.

Escolhendo o = 27198221\ na igualdade (2.27)), obtemos
vi(a) = F (20N )a) (M),

e assim,

_d, .
[illzr = A7 {128 ~progy ayul 2+

Ora, as quantidades A\~% e 271825 530 comparaveis. Assim,
. d . .
s ~ \S— = —[logy A])s
2% |0l o me AR 20 IR DAy [

Calculando a norma ¢" em ambos os membros, segue que

1/r
) s_d
(sz ijum) ~ 3l (2.25)

jEz
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Como S(v;) C 27C(0,2,18), temos

4
Aj/U)\ = E Aj/l)j.

li—3'1<2

Aplicando a norma de B;J, e a estimativa 1} segue o resultado.

Para distribuicoes u, v pertencentes a S;, definimos

ZsjluAveRuv ZA/UAU

JEZ li—3"1<1

Formalmente, temos a seguinte decomposicao de Bony homogénea
wv = Ty + Tyu + R(u,v)

As propriedades de continuidade do paraproduto e resto sobre espacos de Besov nao-
homogéneos, abordados na secao anterior, permanecem vélidas para o caso homogéneo,

desde que verificadas as condicoes adicionais:

(i) s<d/pous=d/per=1,no caso do Corolario 2.4.1}

(il) s—o<d/pous—o=d/per=1,item (i) da Proposicio [2.4.3}
(iii) 012 <d/pou o153 =d/per =1, item (ii) da Proposicao m

A prova destes resultados pode ser vista em ([6], pag. 35-36).
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Capitulo 3

A Equacao da Onda Cubica no R?

Neste capitulo, analisamos o problema de existéncia e unicidade de solucoes para a equacao
da onda ctbica em dimensao 3. Baseando-se em [2], publicado em 2006 por H. Bahouri e
J.-Y. Chemin, estudamos a boa-colocacao para dados iniciais em H3* x H-Y4. A prova,
motivada pela decomposicao de Littlewood-Paley, resgata um método de interpolacao

nao-linear utilizado anteriormente em equacoes de Navier-Stokes.

3.1 Introducao

A equacao da onda cubica foi introduzida na Teoria dos Campos e tém sido utilizada em

varias aplicagoes, como em Fisica Gravitacional. Esta se escreve como

Ou—+u®=0em R x R3
uli=o = U (3.1)

5tU’t:0 = w0

onde u ¢ uma fungao desconhecida com valores reais de (¢,z) € R x R3.

Do ponto de vista fisico, a dindmica das solugoes desta equacao pode ser vista como uma
competicao entre o laplaciano que tende a dispersar as ondas e a nao-linearidade, que
tende a concentrar as ondas.

Um resultado importante a respeito da Conservacao de FEnergia para a equagao da onda

cubica ¢ dado pela seguinte proposicao:
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Proposigao 3.1.1 Suponhamos que u seja uma solugio de (3.1) tal que ug € L* e
ou(0) = (0,u(0), 0yu(0)) pertence a L*. Entao, vale sequinte igualdade:

1 1 1 1
S10u(t) 32 + Zllu(®) e = S10u(O)]2: + 7 lu(O) (32)

Demonstragao: Por argumento de aproximacao, podemos assumir que u pertence ao
espaco de Schwartz S(R?) e ¢ de classe C™ com respeito ao tempo.
Seja

2

Derivando em relagao a t, temos

1 1
Et)== [ |0u(t,r)|*dx + —/ lu(t, z)|*dx
R3 4 R3

3
O E(t) :/ Z&t(ﬁxiu)ﬁxiu—k afuﬁtudx+/ u?Opudx (3.3)
RS 7 R3 R3

Integrando por partes, como u e suas derivadas tendem a zero no infinito,

3 3
/ Z 0y (0, 1) Oz, udx = —/ (Z &ciu) oyudx
RS =1 RS \i=1

Susbtituindo em ([3.3)), segue que 9, E(t) = 0, pois u satisfaz a equagao de (3.1). Assim, a

variagdo é igual a zero e a energia é constante, donde obtemos ({3.2)). [

Quanto a propriedades de escala, pela Regra da Cadeia para derivacao, é imediato que se

u € uma solugao de (3.1)), entao uy(t,z) = Au(At, Ax), com A\ > 0 também é solugao de

(3.1)), com dados iniciais
ug(z) = Mup(A\x)

up (z) = Nu(\x).

Seja so, s1 € R. Pela propriedade (1.18]), temos

H(U07ul))\‘ HsoxHs1T — Hu())\| fso + Hui\’ Hs1
N2 o oo + A2 | e
Para que
H(uO,m)A\ fooxira = |0, w) || o o »

devemos ter

So+1—3/2:0681+2—3/2:o,
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isto &, sg = 1/2 e s; = —1/2. Portanto, H'/? x H™'/2 é 0 espaco de Sobolev homogéneo
invariante por esta mudanca de escala.

Este fato sugere que, em algum sentido, s = 1/2 é um expoente critico para o problema,
de Cauchy . Neste caso, serd localmente e globalmente bem-posto para dados
pequenos. Em [19], H. Lindblad e C. D. Sogge provaram o seguinte

Teorema 3.1.1 Eziste uma constante c tal que, se v = du(0) € H2 e ||9||5-12 < ¢,

entio uma tinica solucao global de (3.1)) existe em L*(R x R3) satisfazendo

|’uHL4(R><R3) < C|’7|’H—1/2.

1/3

Além disso, se v pertencer a H™/°, entao a solucdao u satisfaz

[ull .oy < ClIVI =173,

para alguma constante C' > 0.

Surge o problema de investigar quando (3.1]) é globalmente bem-posto para dados iniciais
grandes. O seguinte Teorema foi provado por C. E. Kenig, G. Ponce e L. Vega, em [17]:

Teorema 3.1.2 Seja (ug,uy) em (H* N LY) x H™' para s maior que 3/4. Entdo existe

uma dnica solugao global de (3.1)) tal que

oue C(R;H* ') eue L (R; LY).

loc

Um método diferente para a prova do Teorema foi proposto por 1. Gallagher e G.
Planchon em [I1]. Seguindo esta técnica, juntamente com as estimativas logaritmicas
de Strichartz introduzidas por W. Klainerman e D. Tataru em [I8], H. Bahouri e J.-Y.
Chemin provaram em [2] a boa-colocacio quando (ug, uy) pertencem a H3/4 x H~1/4,

O resultado proposto em [2] é mais geral. Com as notag¢oes do Capitulo 2, temos
Teorema 3.1.3 Suponhamos que (ug,uy) € Bg’ff X B;jﬂl tal que Souy pertence a L2.

Entao existe uma tnica solugdo global u no espago Lj (R; L*).

Observemos que a aplicagao

SiRY) — (S(RY)1

u = Opu = (Opu,- - ,0p,u)
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é injetiva.

Caso contrario, se existirem duas distribui¢oes vy, ve € S, tal que 0,v1 = 0,v,, terfamos
v; — vy = c # 0, e assim a funcao constante c pertenceria a S;, contradizendo a definigao
Deste modo, ao invés de estudarmos o Problema de Cauchy (3.1), podemos considera-lo

como
Ou+u?=0

8'&(0) = (6$U0,U1)

(3.4)

3.2 A parte basica da prova

Para a prova do Teorema [3.1.3] utilizaremos um método de interpolacao nao-linear intro-
duzido nos trabalhos de 1. Gallagher e F. Planchon. Inicialmente, decompomos os dados

iniciais escrevendo, para cada inteiro .J,
¢ def . :
Y= (33;5JUO’SJU1)

A (B,(Id — Sy )uo, (Id — S))uy)

A parte de alta-frequéncia 7% sera pequena em HY2 ¢ entdo o Teorema nos dara
uma solugdo global. A parte de baixa frequéncia, referente a ~4, satisfaz uma equagao
da onda cibica modificada para o qual uma estimativa de energia, em nivel H' sera
feita. Entao, serd possivel escolhermos J tal que uma tnica solugao existe em um tempo

arbitrério.
Propriedade 3.2.1 Para cada 0 < —1/4,

W30 < Cas27 D o) s (35)

Prova da Propriedade |3.2.1: Observemos primeiramente como age o operador (Id — S)
para distribui¢oes em Sj.
Pela decomposicao de Littlewood-Paley homogénea temos, para toda u € Sy,

([d—SJ)u:ZAlu— Z AIU: Z Alu
l

1<J-1 >J-1
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Segue da propriedade (2.8 que
)
0,sek<J—1
. : ApApiu, se k=J—1
Ap(Id — Sy)u = e
AkAku + AkAkJrlu, sek=J
{ AkAk_lu + AkAku + AkAk+1u7 se k> J.
Neste caso, Ay(Id — S))u=0,se k<.J—1e, parak>J—1,
|AR(Id — S))ull2 < C||Agul| 2,
pela continuidade dos operadores Ay em L2.
Em particular, para 7%, teremos
1Al = Ak(Id = S7)puol 2 + |Ak(Id = Sy)ua| 2
< C(l|0zuol| 2 + [Jur ]| 2)
= Cllle
Assim, pela identificacdo H = ng,
V3. = D 2% AW
k
< C Y 2P Az
k>J—1
Multiplicando 277/27+1/2) em ambos os membros,
27J(20+1/2)H,YL}]LH%IU <C Z 2(20+1/2)(k7J)HAk,YH%227k/2 )
k>J—1
Seja '
272 Ayl
A
Byl
Entdo (cx)rez ¢ um elemento da esfera unitéaria de ¢%(Z) que nos fornece
—J(20+1/2) || b2 2 (20+1/2)(k—J)
2 4B, < Clhllgys 3 a2
k>J—1
< C||7||2B§f44 ISZUPl Ci+i Z 220 1/2)(k=7) (3.6)

k>J—-1

< O sup el
I>-1 2,4
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pois 0 < —1/4 garante a convergéncia da série em (3.6)).

Extraindo a raiz de ambos os membros, segue que

IWlle < g2 D)l

onde d% = sup ¢y ¢ tal que dy — 0 quando J — occ.
1>-1

Propriedade 3.2.2 Para todo J inteiro, v € L*.

Prova da Propriedade[3.2.2: Procedendo de modo andlogo a demonstragao da Propriedade
, temos que Ak(S]u) =0,sek>J+1e

1AR(Ssw)llze < CllAwul|z2,

se k< J-+1.

Em particular, para v obtemos
1A lze < Cll A 2.
Como L? = BY,,
2 = 27 A
k

< C ) 2R A2

k<J+1

= CHV”Z;/E Z 2=/

T k<J+1
S OH7”231/4 sSup Cj41 = Cd/!]?||"7||2371/4,
2,4 lSl 2,4
isto é,
1751l2 < 02‘]/4df1||ﬂ|32—i/4-

Pela Propriedade , visto que 7 € H~'/2 existe uma tnica solucio global v; de
(3.4), com dado inicial 2. E natural procurarmos uma solugdo global de (3.4) da forma

u=uy + vy, onde uy é a solucao da onda cubica modificada

Ouy + ud + 3uv; + 3uyv? =0
(R e (3.7)

é)UJ\tzo =7
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com 7 = 4. Como ~4 € L? (Propriedade [3.2.2)), uma tnica solugao local existe, como

descreve a seguinte Proposi¢ao provada em [11]:

Proposicao 3.2.1 Seja v; uma solugao de associado ao dado inicial ¥ e supon-
hamos que ¥ € L*. Entdo, existe um tempo positivo T tal que uma tnica solucdo local
uy do problema de Cauchy satisfazendo Ouy € C([0,T]; L?). Além disso, T pode ser
escolhido de modo que T > C||7|,3.

Para cada J, denotamos por 7 o tempo méaximo de existéncia de (3.7). Assim, o principal

objetivo serd mostrarmos que

limsup 77} = oo (3.8)

J—00

Para a prova de (3.8)), é suficiente obtermos uma estimativa a priori da energia da solugao
uy, que nos fornecerd um controle dos termos pertubativos pela energia de u;.

Definimos

def 1 1
&1 S110u50) 32 + L lus O)]1

Observemos que &; é finito quando J — oo. Mais precisamente, mostremos que para
J > 2, temos
EVP < Cd 27N, (3.9)

com
. 2
No = 1171l g + (luoll sy + 11 Sowollz2)

De fato, pela desigualdade triangular e o Lema de Bernstein,

1Ssuollze < ||Souol|ra + ||Ssuo — Souo]| L4

S C”SOUOHLZ + ||SJUO — S()U0||L4. (310)
Pelo Teorema m H?* mergulha continuamente em L*. Assim,

||SJUO — SOUOHL4 S CHSJUQ — SoU0||H3/4

< CY 2R A(Ssug — Souo)| 2. (3.11)
k
Notemos que, para J > 0e k € Z,

Ak(SJUO - Souo) = Aouo + Alu(] + -+ AJ71UO
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Entao, se k < —2ou k > J + 1, temos Ak(SJuO — Soug) = 0.
Segue entao de (3.11) que

”SJUO_SQUOH[/l S C Z 23k/4HAk’LL0HL2

—2<k<J+1
3/4 1/4
< C ( > 1) (Z 23k||Aku0||i2)
—2<k<J+1 keZ
= C(J+ 1>3/4HUOHB§’,/44
Substituindo em ({3.10)),
1S5 uoll e < € (|\SOUOHL2 + J3/4Hu0HB;2>,/44) . (3.12)

Mas duy(0) =+ e uy(0) = S jug, pois uy é dada pela Proposicio 1l Assim,

1/2
£j* < frmum 1Sl
) J/4 gt : 3/4 2
< Oy gy + (11 Sowollzz + T ol s )
2.4 2.4
. 2
< C27 |1yl juse + €277 <||50u0\|L2 + ||U0||B3/4>
2,4 2,4

C2J/4(di] + 27J/12)-/\/b7

= 9= x/12 3/4

onde, em (%), usamos que J > 2 e a func¢ao continua p(x) é limitada. Segue

a desigualdade ({3.9).

Seja
L, 1
T; = sup {T <T7; 5”8UJH%39(LQ) < QSJ} (3.13)
De acordo com [I, pagina 84, temos a seguinte igualdade de energia para a equacao da
onda
T
/ / (Ou)(Oyu)dxdt = E(T) — E(0), (3.14)
0 JRr3
com

E(T)= |Ou(z, T)|*dx.
R3

2

Assim, se T < T7,

1 1 T
100D = 5100OI: + [ @)@ (315)
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Multiplicando a equacao (3.7) por d;u; e integrando sobre x e t, obtemos

T T
/ / (Duy)(Opuy)dzdt = —/ / ulOpuydrdt — 3A(uy,vy)
0o Jmr3 0 Jr3

onde
T
Aluy,vy) :// (viuyOpu drdt + vyus0puy) dudt
0 Jrs

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

T 1 T
/ / WO ydrdt = = / O (uf)dtdzx
0 R3 4 R3J0

1

= 3 /RS (uj(T,z) — uj(0,2)) do

1 1
= Ll (Dllks = lus )L

Segue de (3.15)) que, para cada T' < T7,

1 1 1 1
S0us (D)2 + Zllus(Dlze = S10us (0)172 + Flws (070 = 3A(us, vs)

< &5+ 3[A(ug,vy)]
Tomando o supremo essencial com respeito a variavel t,
1
5”816]”[/39([/2) §8J+3‘A(UJ,UJ)| (316)
A seguinte Proposigao descreve o controle sobre o termo A(uy,vy):
Proposicao 3.2.2 FExiste uma funcao f localmente limitada tal que, para todo T < T,

T T
3 // v?uJatquxdtJr// vJug(’?tquxdt' < f(T)asEy,
0o Jmrs 0 Jrs

onde (ay) denota uma sequéncia tal que
liminfa; = 0.
J—o00

Vamos admitir, por um momento, que a Proposicao anterior seja valida e concluir a

demonstracao do Teorema |3.1.3]

Utilizando (3.16]) e a Proposicao [3.2.2] temos que para todo T < T,

1
10w 1) < (14 F(T)an)Es (3.17)
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Suponhamos, por contradi¢do, que (3.8) nao seja valido, ou seja, que exista 77 > 0

(associado a um inteiro J') de modo que

limsup7; =T" < .
J—+o00

Assim, existe um inteiro J > J' tal que
, 1
f@ar< g e Il <e

Aplicando a desigualdade (3.17) para T", obtemos

1 1

Logo, Ty > T", concluindo a prova.

3.3 Estimativas de Strichartz

Antes de apresentarmos a demonstragao da Proposigao vamos enunciar algumas
desigualdades a respeito da equacao da onda que serao utilizadas mais adiante.

Suponhamos que u seja uma solucao fraca do problema de Cauchy

Ou(t,z) = F(t,z), (t,x) €[0,T] x R?
U’(O? ) =/, 8tu<07 ) =9

(3.18)

para dados f, g, F' e tempo 0 < T < oo.

Definicao 3.3.1 Dizemos que o par de expoentes (q,1) € o-admissivel se q,r > 2,

(q,r,0) # (2,00,1) €
+

=19

<

Q=
| Q

Quando d > 2 e (q,r) € %-admissz’vel, o par (q,r) € dito wave-admissivel.
Em [15], M. Keel e T. Tao provaram a seguinte

Proposicao 3.3.1 Suponha que d > 2 e (q,7),(G,7) sejam pares wave-admissivel, com

r,7 < 0o. Fntao vale a sequinte estimativa

el g o+ ltlooriny + 10t coiayisy < C (I + lgll s + 1 F g o)) (3:19)
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sob a condicao da andlise dimensional

1d£l
q r 2

1
—’727/'1———2
q

Quando F' = 0, nos referimos a (3.18) por equacdo da onda livre. Neste caso, para
solucoes cujo suporte da Transformada de Fourier estd contido em coroas, vale o seguinte

resultado, devido a W. Klainerman e D. Tataru, em [I8]:

Lema 3.3.1 (Desigualdade logaritmica de Strichartz) Seja u uma solucdo da equacao
da onda livre tal que

S(u) c 2*¢n B,

onde C é uma coroa e B uma bola de raio h2*.

Entao, para todo T positivo,

lull 1y < C(hlog(e +2°T)) 2| 0u(0)]| 12

3.4 Prova da Proposicao [3.2.2]

Iniciaremos estimando o termo quadratico com respeito a v;.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

/ usduyde < 02wy |9l (3.20)
R3

Utilizando a desigualdade de Holder com os expoentes conjugados p = 3/2 e p’ = 3 para

o termo [[vFu,||3., temos

IRl = / o ()| g () Pl

< / \UJ(x)|4-3/2dx) . ( / |uJ<:c>|2'3dfv) h
- (/\UJ(x)|6dx>2/3 </\uJ(sc)|6d$> 1/3,

lwiusllze < lloslizelluslzs.

IA

e assim,
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Logo, para todo T' < T,

T
U?IuJatquxdt’ =< / lvs () Ze 1w ()] e[| Ores (8) | it
0

R3
T

< / o5 (1126 s (6) | s |Beus ()| 2t (3.21)
0

pois H' estd continuamente incluido em LS, pelo Mergulho de Sobolev. Agora, pela

caracterizacio da norma em H' dada no Teorema [1.5.1]

les @l < C (e @1 + [10:us(t)]172)

< C (T2 9hus (B)]3 + 10et0s (1) 32) (3.22)
< O (T0us g ) + 100125 1)
< 40(T* +1)&, (3.23)

onde, em (3.22), utilizamos o Lema de Poincaré para o conjunto [0,7] x R? e em (3.23)
vale a desigualdade (3.13)), pois T' < 7.

Deste modo,

[ws @)l 1Oy ()22 < % (s O + 10aus(t)]72)
< C((T*+ 1))+ [|0us(t)]72)
< O(T?+2)&y,
e assim, substituindo em (3.21]),
) vguJatquxdt‘ < (T + 208, /0 s (0 od. (3.24)

Por outro lado, pela desigualdade de Hoélder, temos que

T
A

T 2/3 T 1/3
([ veizea) ([ 2
0 0

= Tl/g”“J”%ga(m)-

IN

Como v, é a solugao proveniente do Teorema [3.1.1] fazendo 0 = —1/3 na desigualdade

(3.5), dada pela Propriedade obtemos

IN

ClVG Il iy-2rs
~T/12) 0l
2 ||’7”B27i/47

||"UJ||L§(L6)

AN
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e entao

2 1/39—J/6]| |2
||UJ||L2T(L6) < T2 ||7||B£i/4-

Segue de (3.24) que

U%U(}@tﬂjdlﬁdt‘ < C’é}”w“%z@s)
R3 g

< CTY3(T?+2)2 J/6||7||2_1/45J (3.25)

Para controlarmos o termo linear com respeito a vy, lembremos que v; satisfaz
3 _
Uvy+v3=0
_ ~h
dv;s(0) = 75
Podemos entao escrever
vy =vsr+ B(vs,vs,05),

onde vy satisfaz a equagao da onda livre Ovyp = 0 com Qv r(0) = ¥4 e B(vs,vs,v5) &
solugao da equagao da onda nao-homogénea JB(vy,vs,v;) = —v3 com dados de Cauchy
nulos.

Comecaremos estimando

T
// B(vy, vy, v;)u50usdxdt.
o JRs

Por simplicidade de notagao, escrevemos B(vy) = B(vy, vy, vy).

Novamente, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

T T
/ / Blos)u Oyt < / 1B ()2 g2l Oy | ot (3.26)
R 0

Pela desigualdade de Holder, com p = 3/2 e p' = 3,

1B = [ Bebds

1/3 2/3
(/|32 vy 3dx) (/|u§|3/2d:v)

= [ B(ws)lZelluslze

IN

Extraindo a raiz e substituindo em ({3.26)),
T T
/ / Bloy )2 duydedt < / 1B (o) Lol 125 |9rty | dt
0 R3 0

T
< C(T2+1)2£3/2/ 1B ()| ot
0
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onde na ultima desigualdade utilizamos ([3.23)).

[ isesa < ([ ||B<w>|ri6)l/3 ([ )

T2/3||B(UJ)||L%(L6)7

Porém,
2/3

e dai, para qualquer T' < T,

B(UJ)uiatquxdt’g CT*3(T? + 1)%Y|| B(vs) || s 1)- (3.27)

R3
Para estimar o termo | B(v,)| 13 (zs), notemos que o par de expoentes (3,6) ¢ wave-

admissivel. Para valer a desigualdade (3.19)), devemos ter

1 d 1 d
-+t-==-+- -2
q r q/ T./
isto &,
L I
(j/ P 6’

satisfeita pelo par (¢, 7) = (6/5,3/2).

Assim, pela Proposicao |3.3.1]
||B(UJ7 v, UJ) ||L:}(L6) < C||U§||L6T/5(L3/2) (328)

pois dB(v,)(0) = 0. Também, pela desigualdade de Hoélder,
315, = [ o) de

(fie )" (firea)”

3/2

IN

= Nvsllza llvsllzs
Extraindo a raiz 3/2 em ambos os membros, obtemos
w3 llzrz < HlvsllZa llvslze.
Deste modo,
6/5 ! 6/5
A A T R
g 6/5

< [ el o)

T
12/5 6/5
= /0 losll2° Nlosll5dt (3.29)

N
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Aplicando agora a desigualdade de Holder em ¢, com os expoentes p = 5/3 e p' = 5/2,
segue de (3.29) que

T 3/5 T 2/5

||v3||6/§;5L3/2) — ( / ||UJ||1Li/5-5/3dt) ( / ||vJ||%5'5/2dt)

0T 3/5 T ’ 2/5

= ([ twstear) ([ oslioar)
0 0
ou seja,

T 1/2 T 1/3

oo < ([ lostiae) ([ sl
1/2 ; 1/3

< ([ osttaae) ([ ostteat)

sl 05l ooy (3.30)

Como vy é uma solugdo dada pelo Teorema [3.1.1] fazendo 0 = —1/2 e 0 = —1/3 na
estimativa (3.5, segue que

losllzaaocesy < Cllili-ve < €27l o
losllzs@rey < Clill-s < C27 2|1yl v

e, aplicando em (3.30)),
||U3||L6T/5(L3/2)

< 2—J/22—J/12||,y||22_i/4.

Finalmente, substituindo em (3.28)) com a defini¢do de N,

- B(UJa'UJaUJ)UQJatUJdCUdt‘ < CcT*3 <2_7J/125}/2> ”’YHZ;M“:J

< COT*3d;2773 NZE;. (3.31)

Por (3.25)), a seguinte estimativa chave juntamente com ({3.31)) conclui a prova da Proposigao
B.2.2

Lema 3.4.1 Com as notagoes da Proposicdo

ijpugatUJd$dt‘ S f(T)/\/ganJ

R3
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Demonstracao do Lema O primeiro ingrediente é a decomposi¢ao de Bony, que
nos permite escrever
2 _ v 2 r
VypUy = TvJyFuJ + TU2JUJ7F,

com

T, uh =T, oul + R(vgp,ul) = Seya(vsr) Ar(u)
kEZ

Tu?]UJ,F = Z Sk—l(u?f)Ak(UJ,F)

keZ
Etapa 1: Estimativa para o termo || T, u7||L1 (2.

Pela desigualdade de Holder, temos

. . T . . 1/2
I8esavrr) by = [ ( / |sk+2<vJ,F>Ak<u3>|2dx) it
0 R3

T
< AL o / 1Ssn(vre) |t
0

T 1/2 T
< ||Ak(u3)||L§9(L2) (/ ”Sk-i-Q(UJ,F)H%wdt) (/ dt)
0 0

= T1/2HAk(u2J>HL%°(L2)HSkJrQ(UJ,F)HLQT(LOO) (3.32)

1/2

Pela lei do produto H' - H' < H'/? (ver Proposicio e Teorema [2.3.3), temos

AT < D25 Ak

keZ

= [ujll

IN

43312 < Clluslin.
Extraindo a raiz e utilizando o Lema de Poincaré, segue da expressao (3.23)) que

1Ae@)llzz < C27M2lus i

IA

C272)|0uy |2,

ou ainda,

1AR(u) |2y < C272(10us |0 1. (3.33)

Substituindo em (3.32]), obtemos

1Sk 2(0s0) A (i) |1y 22y < OT22742 (10|17 0 (12 | Sk (v, 22, (%) (3.34)
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Observemos que v p satisfaz
DUJ,F =0

vy r(0) = ’YSL
Mas, pela decomposicao de Littlewood-Paley homogénea,
VjF = Z Ak(UJ,F)
keZ
Entdo, cada Ay (v, r) satisfaz A, (vyp) = 0, pois o operador da onda comuta com os
operadores Ay e vale a unicidade da expansio acima.
Analogamente, pela condicao inicial,

9 (Z Ak<UJ,F)> (0) = vy p(0) =75 = Ay,

kEZ keZ

e assim

O(Ak(vs0))(0) = Apy.
Desta maneira, para todo inteiro k, Ak(vJ’F) é uma solucao da equacao da onda livre
com dados iniciais OA(v;r)(0) = Apy". Como a Transformada de Fourier de Ay (v, p)
esta suportada em 2°C, a Desigualdade Logaritmica de Strichartz aplicada com h = 1 nos

permite escrever

ISt2(var)lligmy < D 1Ak (sr) g

k' <k+1

< ¢ Y (logle +2°T)) 2| Aprhll e
E<k+1

< Cllogle+2"T)Y2 3" || Aps]le.

k'<k+1

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz para séries,

Do Al = 20 Y WA

k' <k+1 k' <k+1
1/2 1/2
< (3 awn) (5 )
K <k+1 k' <k+1

< CQk/gHV?HHﬂ/s
Portanto, verificamos que

18ks2(020)l| g ae) < Cllog(e +2°7)) 225 v
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Segue de (3.34)) que, para todo T' < T},

1T, il < ) ISke(vrr) Ac(ud)ll e

k>J—2

< Y OTY?(log(e +2°T)) 223 ||| 15272 (| 0us | e 1)
k>J—2

< CTYV2 |l g-as€s > (logle + 2°T)) /220

k>J-2

Assim,

1Ty, W3l os 2y < CTYV2 | goageEy 22770 ( > log(e+ 2t1)"/? 2_(k_‘])/6> £;°.
k>J—2

~~

(%)
Como estamos interessados em provar (3.8]), podemos supor, sem perda de generalidade,

que T < 27. Também, como J est4 fixado e k < J — 2, existe C' > 0 tal que 27 < C2*.

Vamos entdo analisar a série (x). Admitindo que T' < 27 < C2F,

e+ 2" < e+4 C2% < COe+2%)

IN

C(e + &)

IN

C(2e%F).
Uma vez que a fungao logaritmica é crescente,

log(e + 2"T) < log(C(2¢*")) = Ck. (3.35)
Logo,

> log (e 4 27) /2208 < ¢ S kgt

k>J-2 k>J-2

1o\ /2
— CJ1/2 Z (j) 27(k7J)/6

k>J-2

Observemos que, para J > 2 fixado e para todo k > J,

<k—J+1. (3.36)

Por conseguinte,

3 (5) e = () e () e S (5) )

k>J—-2 ( k>J

27Oy (k- T+ 1) 2—<k-J>/6> .

k>J
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Como a série anterior converge e independe de J, segue que

Z k1/22—(k—J)/6 < C«Jl/27
k>J-2
e assim,

[l

v, F

Willinaa < CTV2TV2E 2 €)™ (3.37)
Pela estimativa em (3.5)) e a defini¢ao de N,
W5 ll-1s < Cds27 2yl s < Cds27 NG (3.38)
2,4
Substituindo em (3.38)) e utilizando a expressao (3.9), deduzimos que

I

VJ,F

Willy ney < CTV A5 PNGES?

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

T T
/ /3 TéJ’FatU]dl'dt‘ S / HT;J,F ’LL2JHL2 HatUJHL2 dt
0 JR 0

< ouslleg Ty, Jullls e

< CTY*JVPA)NZE,

A

Como lim inf JY 2d3 = 0, concluimos a estimativa para a primeira integral.
J—o0

Etapa 2: Notemos que Aka’F =0 quando k£ < J — 2.
Com efeito, pela identidade (3.14]), a energia de solugoes da equagdo da onda livre é

constante no tempo. Em particular, para Aka,F,
10(Akvse) ()22 = | Ary] |l 22-
Entao, pela desigualdade de Bernstein,

1Akvsr @)l < C27H|0(Avsp) (1)l 2
C27 | Al 2 (3.39)

Na demonstragdo da Propriedade (3.2.1), pag. 57, verificamos que se k < J — 2, temos
|Axy4| 2 = 0. Segue da desigualdade acima que ||Agvyp(t)]|z2 = 0, quando k < J — 2.
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Assim, pela definicao do Paraproduto,

T T
/ / Tu3vJ’p8tquxdt = Z / / Sk—l (u%)Ak(vJ’F)(()tquxdt
0 JR3 0 JRr3

keZ
T
== Z // Z Ak/(u?])Ak(vJ,F)@tquxdt
k>J—27/0 IR g o
T . .
= > / / A (u2) Ay (v, p)Byuydadt (3.40)
S

Observemos que se u,v € Sy, utilizando a decomposigdo de Littlewood-Paley homogénea

e a propriedade (2.8), escrevemos

(Aku)v = AkuZAlv

leZ

= Aku (Ak_lv + Akl) + Ak+lv> .
Entao, pela Transformada de Fourier,

F <Ak;—lv + Akv + Ak:—l—lv) — @(Qk_l)i}\—f— @(Qk)i}\—{— g0(2/@-1—1){;\
= P2k )0 (3.41)
onde ¢(x) = p(2712) + p(x) + ¢(2'x), com = € R3.
Da forma como definimos, a funcao » € C°(R3\ {0}) e, por (2.5)), vale 1 numa vizinhanga

do suporte de ¢.
Segue de (3.41)) que, para quaisquer distribuigbes temperadas u,v € Sy,

(Agu)v = Apulo, (3.42)

onde A, é o operador de convolucao pela transformada de Fourier inversa de $(275-).
Aplicando a desigualdade de Young, temos que os operadores Ay também mapeiam LP

em LP, isto é, existe C' > 0 tal que

HAkUHLp S CHU”Lp (343)
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Voltando a identidade (3.40), segue de (3.42) que
T T
/ / Tu?]UJ7FatUJdl'dt = Z / / Ak/(UQJ)Ak(UJ7F)atUJdCL'dt
0 JR3 0 JRr3

K <k—2
k>J—2

- Z /O/RSAk’(U?J)Ak(UJ,F)Ak(atuj)dxdt

K/ <k—2
k>J—2

T
= Z // Ak/(UQJ)Ak/(Ak(UJ’F)Ak(atUJ))dCL’dt
K <k—2 V0 R3
k>J—2

Logo, podemos escrever

T
/ / T2 v5,rOpu dedt = Bgl) 4 Bt(]2),
0 Jmrs3

com
T
Bgl): Z // Ak/(u?])Ak/(Ak(UJ,F)Ak(atUJ))dIdt
o0
e

T
BSTZ) — Z / / Ak,/(uzj)Ak/(Ak(UJ7F)Ak(atUJ))dl‘dt
0<k!/<k—2 0 JR3

. . 1
Inicialmente, vamos estimar Bf, ),

Utilizando a desigualdade de Holder e a propriedade (3.43), temos:

T
B < ) / / Ak (W) 1A (A (vsr) A (Ogu)) drdlt
0 JR3

k'<0
k>J—2

T
Z ||Ak’(U3)||L%°(L°°)/O Ak (v r) L2l Ak(Orwg) || 2 dt

k'<0
E>J—2

T
> ||Ak’(U2J)||L°T°(L°°)||Ak(UJ,F)||L§9(L2)||Ak(atUJ)||L§9(L2)/0 di

k'<0
k>J—2

= T N Awud) g o) | Ak (vsr) g 22| Ak (Ot | 50 22) (3.44)

k' <0
k>J—2

IN

IN

Analizemos cada fator da expressao anterior separadamente.

Para o termo Ay (u?), aplicando o Lema de Bernstein e a estimativa 1) temos que
AR (i)l < C2%P2)| A (1) || 12
< 23k’/22—k’/2||auJ||L%O(L2)

C2M e,

IA
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e dai,

1Ak ()| =) < C27E;.

Novamente, como os operadores Ay, mapeiam L2 em L2, existe C' > 0 tal que
1Aksuslle < CllBeus |2 < CllOuy |l r2-
Assim, pela estimativa (3.13)),
1AKDytws || pee 2y < CEY2.
Para o termo restante, pela desigualdade , podemos escrever

25 Anvap)lze < 227 Arygllze

< C27M AL

< O 2 M A = Clhlly
kEZ ’

Extraindo a raiz quarta e tomando o supremo essencial na variavel temporal,
1Az < C2 4l 5

Substituindo em ([3.44),

1) 3/2 K o—3k/4
Bl <CET| D 2727 |l
P

Utilizando (3.9)), a definigdo de N e observando que

Z ok’ 9=3k/4 _ 9-3J/4 Z R 9=3(k=N)/4 < (19=87/4
k'<0 k' <0

k>J—2 k>J—2

pois a série é convergente, obtemos

IBYW| < CTd,27"PNZE,.

Etapa 3: Introduzimos uma familia finita de bolas de centro (£8%),¢s, ,, € raio 27, e
uma fungdo § € C>°(B(0,1)), constituindo uma partigdo da unidade da coroa 2*C, de

modo que

Y- =1, vee2tc (3.45)

VGAk,k’
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1 /
o < > PEE-gM) <G, Ve et (3.46)

VEA p1
Para u € S!, definimos o operador AY ,,u pela expressao
ho k.k

F(ALpu) 2 p27*e)0(27% (€ — e54))a.

Notemos que, para k' fixado,

Apu= > Afu.

VeAk,k’
De fato, aplicando a Transformada de Fourier em ambos os membros e utilizando (3.45)),

temos

Fl DY Apu] = > F(ALu)

VEA VEA
= Y e@*e (- )a

VEA
= p27hOu Y 02T (E-gr))

VEAk’k/

= (27" = F(Aw).
Assim, escrevemos

Ak/(Ak(UJ’F)Ak(atUJ)) = Ak/ Z szk/ (’U(LF)A]{(atu‘]).
UEAk’k/

Consideremos o operador

v def 1 (/o N
Ay pu=s F! (@(2 kg)lB(gﬁ’k,,CQ*k,)u) .

Como o suporte da Transformada de Fourier do produto esta contido na soma dos suportes

de cada Transformada de Fourier, obtemos

T
B = 5[] Aed)de @t Buou e

0<k/ <k—2
k>T-2
T ' i N
- Z // Z Ak'<u3)Ak’(AZ,k’(UJ,F)Ak(atUJ))dxdt
o<z 0 TR ven

T
0 JR:

0<k/<k—2 VEN, 11
k>J—2 ’
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A ultima igualdade segue tal como foi feito em (3.42)) ao utilizarmos a propriedade (2.8]).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que

T
BY < N / > 1A BN 2 AL g (s ()0 | A 4o By (£)) || 2t

0<k!<k—2 VEN, 1
k>J—2 ’

Seja .
2K 12 N p (uy(t))
10us 172
Repetindo o argumento da prova de , mostra-se que a sequéncia (¢ j(t))wez pertence

a (. Limitando ||Quy||3. por 4€; (desigualdade (3.13)), deduzimos que

o g (t) =

BY < T8,
com

T
Ti= ) 0 > 27 s OIAL k (war ()| | AY g (Grus (1))l 2dt. (3.47)

0<k/<k—2 VEA 11
k>J—2 ’

Agora, para k, k' fixado, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em v, obtemos

Y awaIAL p (wrrO)) = 1AL 4 (Bws ()] 12

VEA p
1/2 1/2
< | D I8 i)z~ | x| D s OIAL L (s (t))]1Z2
VGAk’k/ Z/EAk’k/

Substituindo em (3.47)), e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz com respeito a

variavel t, segue que

T
/0 Y 27 e s (OIAY (e ()| | AY o (Grus (1)) |2 dt

VGAk’k/
1/2 1/2
T T
v 2 2 AV 2
< [X It i) x| [0S OB @) d
0 VEAk,k’ 0 VeAk,k’
Recordemos que Akv J.F satisfaz
D(AkUJ,F):O

O(Avsr)(0) = Ayt
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Mas Ag(vyp) = Z A} j(vsr). Novamente, pela linearidade do operador da onda,
Z/EAk"k/
obtemos, para cada v € Ay, que A} vy satisfaz a equagao da onda livre, com dados

iniciais O(AY L vsr)(0) = AY 7"
Analizemos agora o suporte da transformada de Fourier de A} ,,v; p.

Por definicao,
F(ALwvar) = o270 (E = &) Flvsr)
J& sabemos que S(p(27%.)) C 2*C. Também, como a bola B(0,1) contém o suporte de 6,

temos S(A(27%-)) € 27% B(0,1). Dai,

SO (E—-¢€*)) < 2¥B

= ok okp
h B’

S / . .
onde B é uma bola centrada em %% de raio igual a 1.

Como o suporte do produto de fungoes esta contido na intersecao dos suportes, segue que
S(f(AZ,k/UJ,F)) c2kcn hB/,

com C uma coroa e B’ uma bola de raio 2*.
Recaimos nas hipoteses da desigualdade logaritmica de Strichartz, que nos permite con-
cluir

, vz
185 weap 3y < C (29 logle +2T)) AL S lae.

Desta maneira,

T

/0 SO 1AL (e @) dt = Y / JAY (0 (8)) 2 dt

VGAk,k’ VeAk,k’

= > IA )z )

I/EAk’k,/

C log(e +2T) 2°7% 3 [|AY )12

I/EAk’k/

CR2P™F N AL A (3.48)

VEAk’k/

IN

IN

onde, em ([3.48)), utilizamos a estimativa de controle linear para a parte logaritmica, dada

por ((3.35).
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Tendo em vista a Identidade de Plancherel e a propriedade (3.46), podemos obter a

propriedade de quasi-ortogonalidade

o ALl = Y IFALADIE

I/EAk,k/ I/EAk !

- /\90 )02 (€ — NP da

Z/EAk k!

= [ P Y R et do

I/EAk &/

< Co/( (2P da = Co (| A%
R3

Portanto,

/ D AL wapO)ie dt < CR2E M| Apyj1Z.

VEA p/

Aplicando a ultima desigualdade em (3.47)), segue que

1/2
T
T, <C Y KPR AW / Ga(6) Y 1ALk (Grus (2)]72dt (3.49)
0<k/<k—2 0 VEA 11
E>JT—2 )
Pelas propriedades da familia de bolas definida anteriormente,
DoAY G )I7: = > IF A G )72
VENL 1 VEAL 1
= [ X RO g o F OO
VEAL K/

< C / 1G(275E) 2| F (D) (€) [2de
I’iREI
= CllAk(Ouy)|7- < CE;.

Assim, somando em k’, obtemos

1/2

T
3 / Gt Y 1AL a2t | < eV S

o<k'<k \YO VEA 0<k'<k

1/2

(/OT ci,J(t)dt)
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Ainda, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz em £/,

T 1/2 T 1/2 1/2
> </ cz,yt,(t)dt) < (Z / céﬂ,(t)dt) (Z 1>
0 0<k/<k 0 0<k/<k

0<k'<k

YA\
Q
VR
é“‘w
~
QL
~
~__
g
(]
?TA
—
~~
no

Segue de (3.49) que
Ty < CTYV2EY® N k2782 At o

k>J-2
Mas
D R2IAG e = > k2 Al
b k>J—2
= ISl Y k2
k>J-2
onde

273 Ayl e

V3l 17

Cp —

¢ uma sequéncia pertencente a esfera unitaria de (%(Z).

Em virtude de (3.5) e (3.9)), obtemos

T, < CT'PNGd32"C Y k2 /0

k>J-2
< CT'PNGdST ) o (E) 9~ (k=06
J
k>J-2
< Y (k= J 4127 ¢ (3.50)

k>J—2

< COT'*NZd%é;J

onde, em ([3.50)), usamos (3.36)) para garantir a convergéncia da série e ¢; = sup 4.
1>-2

Como liminf d%¢;J = 0, concluimos a prova.
J—o0
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