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“Riemann brings to my mind an episode from Somerset Maugham’s novel The Moon and Sizpence,
inspired by the life of the painter Gauguin. Maugham’s hero, like Gauguin an artist, dies of leprosy
in a hut on a Pacific island, whiter he has fled to pursue his vision of art. Hearing that the man is
dying, a local doctor goes to his hut. It is a poor construction, shabby and dilapidated. When the
doctor steps inside, however, he is astonished to find the interior walls all painted from floor to
ceiling with brilliant, mysterious pictures. As with that hut, so it was with Riemann. Outwardly he

was pitiable; inwardly, he burned brighter than the sun.”

John Derbyshire, Prime Obsession
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Resumo

Em seu discurso de saida da presidéncia da Sociedade Americana de Matematica
em 1971, Zariski propos algumas questoes na Teoria de Singularidades. Uma delas diz
respeito a invariancia topoldgica da multiplicidade de hipersuperficies complexas. Em
termos mais precisos, Zariski perguntou: se duas hipersuperficies complexas sao home-
omorfas como variedades imersas, entao suas multiplicidades na origem sao as mesmas?
A multiplicidade de uma hipersuperficie complexa na origem é o niimero de pontos de
intersecao da hipersuperficie com uma reta complexa genérica passando proximo da ori-
gem, mas nao por ela. O problema permanece ainda sem solucao. Entretanto, existem
alguns casos especiais que foram respondidos afirmativamente, tais como o caso de hi-
persuperficies homeomorfas por um homeomorfismo bilipschitz. Este trabalho tem por
objetivo compreender os principais resultados estabelecidos para o problema. Na pre-
sente dissertacao, faremos um conceito preciso de multiplicidade de uma hipersuperficie
complexa e daremos énfase especial a C''-invariancia da multiplicidade, & invariancia bi-
lipschitz e as hipersuperficies quasehomogéneas. Além de terem grande importancia por
si s, estes casos trazem suas proprias interpretacoes de multiplicidade, ajudando-nos

a compreender melhor tal objeto.

Palavras chaves: hipersuperficie, multiplicidade, V-equivaléncia topoldgica



Abstract

In his retiring Presidential address to the American Mathematical Society in 1971,
Zariski proposed some questions in the Theory of Singularities. One of them con-
cerns the topological invariance of the multiplicity of complex hypersurfaces. In more
accurate terms, Zariski asked: if two complex hypersurfaces are homeomorphic as em-
bedded varieties, then are their multiplicities at the origin the same? The multiplicity
of a complex hypersurface at the origin is the number of points of intersection of the
hypersurface with a generic complex line passing close to the origin, but not through
it. The problem still remains unsolved. However, there are some special cases which
were answered affirmatively, such as the case of homeomorphic hypersurfaces by a bi-
lipschitz homeomorphism. This work aims at understanding the main results settled
for the problem. In the present dissertation, we will make a precise concept of mul-
tiplicity of a complex hypersurface and we will give special emphasis to C'-invariance
of the multiplicity, bilipschitz invariance and quasihomogeneous hypersurfaces. Besides
having great importance by themselves, these cases bring their own interpretations of

multiplicity helping us to understand better such an object.

Keywords: hypersurface, multiplicity, topological V-equivalence
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Introducao

Na década de 60, Zariski iniciou um programa de estudos em equisingularidade
com o objetivo de compreender as relagoes entre os invariantes de diferentes natureza
(topolégicos, diferenciais, numéricos e algébricos) de um germe singular.

Desde que a multiplicidade de um germe de hipersuperficie singular é um inva-
riante analitico, surge naturalmente a questao a respeito do seu comportamento sob
homeomorfismos.

Sendo f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fungao holomorfa na origem e V'(f)
seu germe de hipersuperficie, a multiplicidade de V'(f) na origem é o menor grau dos
polinomios homogéneos na expressao de f como uma série de poténcia convergente.

Geometricamente, a multiplicidade é o nimero de pontos em V(f) N L, onde L é
uma reta complexa genérica passando proximo da origem em C", mas nao por ela.

Para a questao proposta por Zariski, consideremos dois germes de fungoes holomor-
fas f,g : (C",0) — (C,0). Dizemos que f e g s@o topologicamente V-equivalentes se
existe um germe de homeomorfismo ¢ : (C*,0) — (C™,0) levando o germe de hipersu-

perficie V(f) no germe V(g), ou seja,

Neste caso, também dizemos que V(f) e V(g) tém o mesmo tipo topoldgico.
A questao que surge naturalmente apds essa definicao, conhecida como Conjectura

de Zariski para a Multiplicidade, ¢ a seguinte (cf. [42]).

Questao 1 Se V(f) e V(g) tém o mesmo tipo topoldgico, entao suas multiplicidades
na origem $ao iguais?
Para o caso real a resposta é negativa. Podemos verificar isso com os germes de

curvas definidos pelas fungoes f(z,y) = 2® + 9% e g(z,y) = v +1>. Os germes de curvas

V(f) e V(g) tém multiplicidades diferentes na origem. Por outro lado, o homeomorfismo

o(z,y) = (z°,y) é tal que f = gop. Logo, o(V(f)) =V(g).
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No caso complexo o problema permanece sem solugao no caso geral. Zariski mos-
tra em [43] que para dois germes de fungoes holomorfas f,g : (C?,0) — (C,0) com

multiplicidades m e my em 0 a conjectura ¢ verdadeira.

Teorema 1 (Zariski, [43]) Se f e g sdo topologicamente V -equivalentes, entao my =

mgy.

Nesse caso, o tipo topoldgico dos germes é completamente caracterizado pela mul-
tiplicidade e pelos expoentes de Puiseu.

Admitindo agora que o germe de homeomorfismo ¢ que leva V(f) em V(g) e seu
germe inverso possuam derivadas continuas no sentido real apenas, a conjectura de
Zariski também é respondida afirmativamente (cf. [5] e [34]).

Também ao considerarmos germes de homeomorfismos ¢ : (C*,0) — (C",0) e
¢ : (C,0) — (C,0) sendo aplicagoes lipschitzianas com inversas lipschitzianas, é possivel

resolver o problema de Zariski no caso em que o diagrama abaixo é comutativo (cf. [29]).

(c",0) L~ (C,0)

‘| |s

(Cnv O) g <C> 0)

A Questao 1 também pode ser formulada para uma familia (F}); no lugar de um
par (f,g). Consideremos f : (C",0) — (C,0) um germe de uma funcdo holomorfa com

V(f) tendo multiplicidade m; na origem. Seja

F:(C"xC,{0} xC) — (C,0)
(z,t) — F(z,t) = Fi(2)

uma deformacao de f, ou seja, F' é um germe de uma fun¢ao holomorfa tal que Fy = f.
Seja mp, a multiplicidade de V(F};) na origem.
Dizemos que (F}); é topologicamente V-constante se para todo ¢ préximo de 0, F; é

topologicamente V-equivalente a Fj = f.
Questao 2 Se F' = (F}); € topologicamente V -constante, entdo mp, = my para todo t
proximo de 07

No caso de uma familia (F});, o problema da invariancia da multiplicidade estd
relacionado com o nimero de Milnor de f (Definicao 1.14). A resposta a Questao 2

é positiva se a deformacdo F' = (F}); possui nimero de Milnor constante e se f é um
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germe quasehomogéneo ou semiquasehomogéneo (cf. [11] e [26]). Também responde-
se afirmativamente a Questao 2 se a deformacdo F' = (F}); possui nimero de Milnor
constante e se F}, para todo ¢t préximo de 0, tem uma parte principal Newton nao
degenerada (cf. [1] e [32]).

Para dois germes de conjuntos analiticos (X,0),(Y,0) C (C™,0) e um germe de
homeomorfismo ¢ : (C",0) — (C",0) tal que ¢(X) =Y, também podemos levantar a

seguinte questao.
Questao 3 As multiplicidades de X e Y na origem sdao iguais?

Foram obtidas para essa questao respostas afirmativas andlogas aos casos diferencial
(cf. [10]) e lipschitziano (cf. [3]) para germes de hipersuperficie. Um exemplo de [10]
mostra ainda que retirada a condicao de diferenciabilidade a resposta a Questao 3 pode
ser negativa.

De uma maneira geral as respostas positivas as questoes formuladas acima foram al-
cancadas através de caracterizagoes proprias de multiplicidade. Neste trabalho detalha-
mos algumas das caracterizagoes mais importantes bem como os respectivos resultados
obtidos.

Esta dissertacao estda dividida em sete capitulos, sendo os dois primeiros pré-
requisitos para os demais e os restantes totalmente independentes um do outro, con-
forme descrevemos a seguir.

No primeiro capitulo discutimos alguns tépicos essenciais para o compreensao dos
resultados posteriores. Os conceitos desse capitulo serao usados com frequéncia nos
demais, especialmente os conceitos de germes de funcoes holomorfas, germes de hiper-
superficie e conjuntos analiticos e cone tangente.

No capitulo seguinte definimos multiplicidade. Inicialmente usamos somente ele-
mentos algébricos para conceitua-la, apresentando em seguida algumas das varias inter-
pretagoes possiveis para ela. Encerramos esse capitulo mostrando que a multiplicidade,
tal como foi definida, é um invariante do tipo analitico de germes de hipersuperficies.

O terceiro capitulo aborda a invariancia da multiplicidade sob homeomorfismos de
classe C'. Veremos os resultados de Ephraim em [5] para germes de hipersuperficies e
de Gau e Lipman em [10] para germes de conjuntos analiticos de codimensao mais alta.

Em seguida, serao descritas algumas condig¢oes para a invariancia topoldgica da mul-
tiplicidade obtidas por Risler e Trotman em [29], que resultam na invariancia bilipschitz
da multiplicidade. Discutiremos também os resultados de Comte, Milman e Trotman
em [4] e de Comte em [3].
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No capitulo sobre Satélites de Rouché estudaremos condicoes necessarias e suficien-
tes dadas por Eyral e Gasparim em [9] para que dois germes de hipersuperficies tenham
a mesma multiplicidade na origem.

Definiremos germes quasehomogéneos de hipersupeficies no sexto capitulo e descre-
veremos os resultados de O’Shea em [26] e Greuel em [11] para deformagoes com nimero
de Milnor constante. Também comentamos os trabalhos de Saeki em [31] e de Xu e
Yau em [39] e [40] para superficies singulares em C3.

Concluimos este trabalho descrevendo brevemente no tultimo capitulo mais alguns

casos particulares da Conjectura de Zariski.



Capitulo 1
Preliminares

Este capitulo tem por objetivo estabelecer as ferramentas bésicas necessarias para

o nosso trabalho. Para mais detalhes, vide [12] e [38]

1.1 Dicionario Algébrico

Comecaremos introduzindo alguns conceitos algébricos que irao nos auxiliar no de-

senvolvimento da teoria.

Definicao 1.1 Um anel R é chamado de anel Noetheriano se dada uma sequéncia

crescente de ideais em R
LCLCI;C...
eristen € N tal que I, = I,y = [0 = . ...

Observemos que se I é um ideal de um anel Noetheriano R, entdo R/I também é
um anel Noetheriano.

Um exemplo importante de anel Noetheriano é o anel de polinémios C[x]. Também,
pela observagao acima, C[z]|/I é um anel Noetheriano para qualquer ideal I C C|x].

Outro conceito relevante que utilizaremos com frequéncia em nosso trabalho é o de

anel local.

Definicao 1.2 Um anel R € chamado de anel local se ele possui um unico ideal maxi-
mal. Escrevemos (R, m) para indicar que R é um anel local e seu tinico ideal mazimal
€ m.

Como exemplo de anel local temos o anel das séries de poténcias convergentes C{x},

cujo tnico ideal maximal é (z).
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1.2 O Anel O, ,, os Teoremas de Weierstrass e Con-

juntos Analiticos

Descreveremos inicialmente nesta secao alguns fatos relevantes sobre funcoes holo-
morfas de varias varidveis complexas.

Seja U um subconjunto aberto e conexo de C". Uma funcao f : U — C ¢é chamada
de diferencidvel no sentido complexo em um ponto p = (py, ..., p,) € U se existem uma
vizinhanca aberta V' C U de p e fungoes Ay, ...,A, : V — C continuas em p tais que

para todo z € V
£2) = £+ Y= pIAG2).

A funcao f é chamada de holomorfa em U se f é diferenciavel no sentido complexo
em todo p € U. As fungoes A; sao as derivadas parciais 0f/0z;.

Consideremos agora a = (a1, ..., o) € Z% . Denotaremos por || a soma aq+...+a,.
Para cada p em C", definimos a série de poténcias formal nas variaveis zq, ..., 2, centrada

em p por

Z aa(z —p)%,

|| 20

«

onde a, € Ce (z—p)* = (21 —p1)* - oo (20 — Pn)*"-

O conjunto formado pelas séries de poténcias convergentes em alguma vizinhanca
centrada em p é um anel que serd denotado por O, ,. Quando p = 0, escrevemos
também C{z1, ..., z,} ou simplesmente O,

Seja f € C{z, ..., 2, }, podemos escrever

f = fm + fm+1 + .y

onde cada f; é um polinébmio homogéneo de grau i em 2y, ..., z, € f,, # 0. O nimero m
¢ chamado de ordem de anulamento de f na origem (ou simplesmente ordem). Escre-

vemos ord(f) = m. Para quaisquer f,g € C{z, ..., 2z, }, vale o seguinte
ord(f - g) = ord(f)+ ord(g).

Dizemos que uma funcao f é analitica se para cada ponto de seu dominio existem
uma vizinhanca desse ponto e uma série de poténcias centrada no ponto que converge

naquela vizinhanca para f.
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E conhecido o fato de que funcoes de uma variavel complexa sao holomorfas se, e
somente se, elas podem ser representadas por suas séries de Taylor. O Lema de Osgood
nos fornece a generalizagao desse resultado para funcoes de vérias variaveis complexas.

A prova do lema pode ser encontrada em [12], Capitulo 3, Teorema 3.1.7.

Teorema 1.1 (Lema de Osgood) Sejam U um subconjunto aberto de C* e f : U —
C uma fungdo continua. As sequintes condi¢oes sao equivalentes.

(1) f € analitica;

(2) f € holomorfa;

(3) f € holomorfa em cada varidvel.

O Lema de Osgood nos diz entao que podemos identificar uma funcao holomorfa
num ponto com uma série de poténcias convergente centrada neste ponto.

Apresentamos agora duas defini¢coes que serao utilizadas a seguir.

Definigao 1.3 Um elemento f € C{z,...,z,} é chamado de reqular de ordem m em
zn S€ a série de poténcias na varidvel z,, definida por f(0,...,0, z,), possui um zero de

ordem m.

Definicao 1.4 Um elemento 2" + alzzz_l + ot am12n + am, a; € C{z1, ..., 2,1}, €

chamado de polinomio de Weierstrass se a;(0) = 0 para todo i =1, ...,m.

A seguir enunciamos o famoso Teorema da Divisao de Weierstrass e seu coroléario

o Teorema da Preparacao de Weierstrass. Para as demonstracoes e mais informacoes,
vide [12], Capitulo 3, Segao 3.2.

Teorema 1.2 (Teorema da Divisao de Weierstrass) Sejam f,g € C{z,...,z,}
e suponhamos que f seja reqular de ordem m em z,. Entdo existem unicos q €

C{z1, ..., zn} er € C{z1, ..., Zn_1}[2n] com grau menor que m em z, tais que

g=qf +r.

Teorema 1.3 (Teorema da Preparacao de Weierstrass) Seja f € C{zy,...,z,}
reqular de ordem m em z,. Entao existem uma unidade u € C{z,...,z,} e um po-

linomio de Weierstrass h de grau m tais que
f=uh.

Tais elementos sao unicamente determinados por f.
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Dizemos que um elemento u € C{z,...,2,} é uma unidade se u(0) # 0. Uma

consequéncia dos teoremas acima é a seguinte.
Corolario 1.1 C{zy, ..., z,} € um anel Noetheriano.

Sao utilizados mais alguns resultados para a demonstracao do corolario acima. To-
dos eles estao detalhados em [12], Capitulo 3, Segdes 3.2 e 3.3. O nosso coroldrio é o
Corolario 3.3.14 da pagina 99.

Para concluir essa se¢ao apresentaremos o conceito de conjunto analitico.

Definigao 1.5 Seja U um subconjunto aberto C*. Um subconjunto X C U é chamado
de subconjunto analitico de U se ele € fechado em U e para todo ponto p € X, existem
uma vizinhanca V' de p em C" e um numero finito de fungoes holomorfas fi,..., fs

definidas em V' tais que
XNV=A{zeV:fi(z)=..= fz) =0}

Exemplo 1.1 C" é um conjunto analitico, pois ele é o conjunto dos zeros da funcao

nula.

Exemplo 1.2 Sejam f € C{z1, ..., z,} e U uma vizinhanga aberta da origem em C" na
qual f convirja. O subconjunto V(f) = {z € U : f(z) = 0} de U é um subconjunto

analitico de U.

1.3 Germes

Sejam A e B subconjuntos de C" com interse¢ao nao vazia. Dizemos que A e B
sao equivalentes em um ponto p € A N B se existe uma vizinhanca aberta U de p tal
que AN U =B NU. Tal relagao é uma relagao de equivaléncia. Chamamos a classe
de equivaléncia de A em p de germe de A em p. O conjunto A é um representante do
germe. Escrevemos (A, p) para indicar o germe de A em p.

Supondo que (A,p) e (B,p) sao germes, dizemos que (A,p) C (B,p) se existem
representantes A de (A, p) e B de (B, p) tais que A C B. A igualdade (A,p) = (B, p)
ocorre se, e somente se, (4,p) C (B,p) e (B,p) C (A,p).

Definiremos agora germes de conjuntos analiticos.

Defini¢ao 1.6 Um germe de um conjunto analitico (X,p) é um germe em p de um

subconjunto analitico X de C".
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O primeiro exemplo de germe de um conjunto analitico é o germe (C",0). Um

segundo exemplo é apresentado a seguir na forma de defini¢ao.

Definicao 1.7 Sejam f € O,, e U uma vizinhanca aberta de p na qual f convirja.
Consideremos o subconjunto V(f) = {z € U : f(z) = 0} de U. Dizemos que o germe
(V(f),p) do subconjunto analitico V(f) em p é um germe de hipersuperficie.

Quando p = 0, por simplicidade denotaremos (V' (f),0) por apenas V(f).

Definicao 1.8 Seja I = (fy,..., fs) C On, um ideal. Definimos o germe do conjunto
analitico (V(I),p) por

S

(V(D),p) = NV (£).p)-

i=1

Esta definicao independe da escolha dos geradores f; de I.

Defini¢ao 1.9 Seja (X, p) um germe de um conjunto analitico. Definimos o ideal do

germe (X, p) por

I(X,p) ={f € Onp - (X,p) C (V(f),P)}-

Em outros termos, Z(X,p) é o conjunto das séries de poténcias convergentes cen-
tradas em p que se anulam em X.

Como no caso polinomial, também temos o Teorema dos Zeros de Hilbert.
Teorema 1.4 (Nullstellensatz) Z(V(I),p) = V1.

Sua prova ¢ similar ao caso de polinomios, sendo suficiente verificar sua validade
para ideais primos.

Seja agora f € C{z1, ..., z,}. Dizemos que f é irredutivel se ao escrevermos f = f fo,
com f1, fo € C{z, ..., 2, }, constatamos que f1(0) # 0 ou f2(0) # 0. Como C{zy, ..., z,}
¢ um dominio de fatoragao tnica, se f é irredutivel, entao (f) é primo.

Pela Definigao 1.8, segue que (V({f)),0) = (V(f),0). Logo, pelo Nullstellensatz,

uma vez que f é irredutivel e, portanto, (f) é primo.
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Defini¢ao 1.10 Seja (X,p) um germe de um conjunto analitico. Dizemos que (X, p)
¢ irredutivel se de (X,p) = (X1,p) U (Xa,p), com (X1,p) e (Xa,p) germes de conjuntos
analiticos, seque que ou (X, p) = (X1,p) ou (X, p) = (Xa,p).

Analogamente ao caso algébrico vale o seguinte.
Lema 1.1 (X,p) € irredutivel se, e somente se, Z(X,p) € um ideal primo.

Seja f € C{z,...,z,}, pelo Lema 1.1 e pelo que vimos acima, se f é irredutivel,
entao o germe V(f) também serd irredutivel.
Passaremos a seguir as definicoes de germes de aplicacoes continuas e funcoes

analiticas (ou holomorfas).

Defini¢ao 1.11 Sejam (X, p) e (Y, q) dois germes de espagos topoldgicos. Um germe de
uma aplicagao continua f: (X,p) — (Y,q) € definido como uma classe de equivaléncia
de aplicagoes [ : U — W, com f(p) = q e U e W representantes de (X,p) e (Y,q)
respectivamente. Duas tais aplicagoes f1 : Uy — W e fo : Uy — W sao chamadas de

equivalentes se elas sao iquais em uma vizinhanca aberta de p contida em U; N Us.

Defini¢ao 1.12 Seja (X, p) C (C*,p) um germe de um conjunto analitico. Um germe
de uma fungao analitica f: (X, p) — (C,q) € um germe de uma aplicag¢ao f: (X,p) —
(C,q) tal que algum representante € a restrigio a X de uma fun¢do analitica em uma

vizinhanga aberta de p em C™.

Os germes de fungoes analiticas definidos em (X, p) formam um anel (que também
é uma C-élgebra) denotado por Oy ,. Ele é chamado de anel das func¢ées holomorfas

em (X, p). Temos o seguinte lema.

Lema 1.2 Sejam (X,p) C (C",p) um germe de um conjunto analitico e Z(X,p) o ideal
de (X,p). Entio Ox, = O,,/Z(X,p).

Se X = C", entao Z(C",p) = {f € On, : (C",p) C (V(f),p)} = {0}.

Logo, pelo Lema 1.2, o anel O¢n j, ¢ igual a O, .

Portanto, se p = 0, podemos identificar o anel dos germes de funcoes holomorfas na
origem com o anel C{z, ..., 2z, }.

Agorase f € C{zy,...,z,} e f é irredutivel, entdao Z(V(f),0) = (f). Deste modo, se
(X,p) = (V(f),0), concluimos que
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Oxp = On/ (f)
Um germe de uma aplicacao analitica (ou simplesmente aplicagdo continua)

© = (P11 0m) : (X,p) = (Y,q) C (C™,q)

¢ definido similarmente. O germe ¢ : (X,p) — (Y,q) é chamado de isomorfismo
analitico (ou germe de bi-holomorfismo) se ¢ possui uma inversa a esquerda e a di-

reita ¥ : (Y, q) — (X, p) que também é um germe de aplicacao analitica.

Defini¢ao 1.13 Seja ¢ : (X, p) — (Y, q) um germe de uma aplicagcdo analitica. Defini-
mos o ‘pullback’ de p como sendo a aplicacao entre C-dlgebras induzida pela composicao

de ¢

QO* . Oy7q — OX,p
h— hoyp

Mais precisamente, ¢* é um homomorfismo de C-algebras.
Vale a seguinte propriedade: sejam ¢ : (X,p) — (Y,q) e ¥ : (Y,q) — (Z,r) germes
de aplicagoes analiticas. Entao (¢ o ¢)* = ¢* o ¢*.

Lema 1.3 Seja ¢ : (X,p) — (Y, q) um germe de uma aplicagdo analitica. Se ¢ € um

1somorfismo analitico, entao ©* € um isomorfismo entre C-dlgebras.

Um nimero importante associado a um germe de uma fungao holomorfa na origem

¢ o numero de Milnor.

Defini¢ao 1.14 Seja f € C{z,...,2,}. Definimos o nimero de Milnor de f por

p(f) = dime(Clz1, . 20}/ I (f)),

or o

onde J(f) = <(‘321"”’8z

> € o ideal Jacobiano de f.

Exemplo 1.3 Seja f(z1,22) = 27 + z3. Entao, J(f)(z21,22) = (221,222) = (21, 22).
Assim, C{z1, 22}/ (21, 22) = C. Portanto,

(C{Zl, 22} _

1.
<Zl722>

dimc

Definimos a dimensao de Krull de um germe de conjunto analitico a seguir.
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Definicao 1.15 A dimensao de Krull de (X,p) é o mdzimo comprimento k de cadeias

de ideais primos em Ox

Observemos que essa definicao também vale para todo anel Noetheriano. Outro
fato a ressaltar é que se f : (C",0) — (C,0) é um germe irredutivel de uma funcao
holomorfa na origem e V(f) é o seu germe de hipersuperficie, entdo a dimensao de
Krull de O,/ (f) é n — 1.

1.4 O Cone Tangente

Para encerrar essa parte preliminar, consideremos um conjunto analitico X C C" e

um ponto p € X. Definimos o cone tangente de (X, p) da seguinte forma.

Defini¢ao 1.16 O cone tangente C(X,p) € o conjunto de todos os vetores v tais que

existe um arco p : [0,e) — X com p(0) =p e

i PN =P _
A—0t

v.
Exemplo 1.4 Seja f(21,2) = 25 — 23. Consideremos entao X = V(f) e p = 0. Seja
p:[0,e) — X o arco definido por p(A) = (A, A%?). Vemos que p(0) = 0 e também

im 2 i (1, \2) = (1,0).

A—0t A—0t

Logo, o vetor (1,0) estd no cone tangente C'(V(f),0).
Observemos que o vetor (a,0) também estd no cone tangente C'(V(f),0) para todo
a € C. Basta considerarmos o arco p, : [0,€) — X dado por po(\) = a (A, \¥/2).

Portanto, os vetores com a dire¢ao de (1,0) estdo no cone tangente de V'(f).

Escrevendo f = fo + f3, onde fo(21,22) = 25 e f3(21,22) = —z}. Constatamos que
os pontos que anulam f; pertencem ao cone tangente C(V(f),0).

Mais geralmente, se f : (C",0) — (C,0) é um germe de uma fun¢ao holomorfa na
origem e f = f,, + fiui1+ ..., onde cada f; é um polinomio homogéneo de grau i, i > m,

entao

C(V(f),0)={veC": fn(v) =0}
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Com efeito, se v € C(V(f),0), entdo existe um arco p : [0,e) — V(f) tal que
p(0)=0e

. p(N)
lim 52 =,
)\L%lﬁ- A v

Podemos escrever entao p(A) = Av + o(\). E uma vez que p(A) € V(f), para todo
A €[0,¢), temos (f o p)(A\) =0, para todo A € [0,¢). Logo,

0= (fmop)N) + (fmt10p)A) + ... = fn(Avo 4+ 0(X)) + frnir(Av +0(A)) + ...

= \"fn (v + i;)) N N S (v + i)?)) + ...

Dividindo a equacao anterior por A", obtemos

Im <v+@> + At (U-'-OT/\)) +...=0.

Fazendo agora A — 0, concluimos que f,,(v) = 0.
Para completar essa caracterizacao de cone tangente, precisamos mostrar que se

v € C™ é tal que f,,(v) = 0, entdo existe um arco p : [0,e) — V(f) com p(0) =0 e

_p(A)
lim 52 =y,
Ai»%l+ A v

Essa demonstragao é bastante delicada e foge do escopo deste trabalho. Ela pode
ser encontrada em [38] no caso geral para germes de conjuntos analiticos (teorema

enunciado abaixo).

Teorema 1.5 Dado p € X C C", o cone tangente C(X,p) € o conjunto dos zeros de

todos os polinémios iniciais fy, de germes f € Z(X,p).

Considerando um germe de funcao holomorfa f como anteriormente, destacamos o

importante resultado que sera utilizado em varios pontos de nosso trabalho.

Proposicao 1.1 Seja L uma reta complexa passando pela origem em C™ ndo contida
em C(V(f),0). Entao 0 é um ponto isolado de V(f)N L e m € a ordem de anulamento

de fiL na origem.
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Prova: Primeiramente observemos que se v € C'(V(f),0), entdo Av € C(V(f),0), para
todo A € C, pois f,(Av) = A" f,,(v) = 0, desde que f,,(v) = 0.

Agora notemos que f|; ¢ uma funcao de uma varidvel complexa. Logo, ou fi, é
identicamente nula ou f|;, possui zeros isolados.

Suponhamos que f; seja identicamente nula. Desta maneira, L C V(f), uma vez
que todos os pontos de L anulam f.

Supondo que L seja descrita pela equacao paramétrica v, A € C, onde v é um vetor
nao nulo que dé a dire¢do de L, consideremos o arco p : [0,e) — V(f) definido por

p(A) = Av. Assim,

_ PN _
pO)=0e Jim ==

implicando em v € C(V(f),0). Portanto, A\v € C(V(f),0), para todo A € C. Conse-
quentemente, terfamos L C C'(V(f),0). Logo, fjr possui zeros isolados.

Assim concluimos que 0 é um ponto isolado de V(f) N L.

Agora uma vez que f,;, # 0, escrevendo fir, = fup + fn+1), + ..., constatamos que

o menor grau de fj, é m. Portanto, a ordem de anulamento de f; na origem ¢ m.
O

Como tltima observacao, é sempre possivel fazer uma mudanca de coordenadas
linear genérica de tal forma que uma dada reta L nao esteja contida no cone tangente
de V(f) na origem. Mais ainda, podemos sempre supor que o eixo z, ndo estd contido
em C(V(f),0), fazendo uma mudanga de coordenadas se necessaria. Logo, f(0, ..., z,)
terd ordem de anulamento m na origem. Consequentemente, existirao um polinomio
de Weierstrass h na variavel z, de grau m e uma unidade u € C{z1, ..., 2,} tais que
f=uh.



Capitulo 2

Multiplicidade

Neste capitulo introduziremos o conceito de multiplicidade de um germe de hiper-
superficie a partir do polinomio Hilbert-Samuel do seu anel local. Mais geralmente,
definiremos multiplicidade de um germe de um conjunto analitico.

Essa definicao de multiplicidade de um germe de hipersuperficie sera conveniente
para verificarmos que a multiplicidade é um invariante analitico do mesmo (Proposicao
2.1).

Antes porém veremos que tal definicao de multiplicidade é equivalente a definicao
que descrevemos na Introdugao. Feito isto, interpretaremos geometricamente a multi-
plicidade.

Na se¢ao seguinte estudaremos as interpretacoes homolégicas de multiplicidade de
um germe de hipersuperficie dadas por Ephraim em [5].

Encerrando as caracterizagoes de multiplicidade, verificaremos o resultado de Risler
e Trotman em [29] que a descreve como um expoente de Lojasiewicz. Também veremos
como Comte, Milman e Trotman caracterizam multiplicidade em [4].

Definiremos a seguir singularidades isoladas e tipos topoldgicos de singularidades
isoladas. Concluimos entao o capitulo, verificando a invariancia analitica da multipli-

cidade.

2.1 O Polinémio Hilbert-Samuel

As definicoes e resultados dessa secao podem ser encontrados com mais detalhes em

[12]. Definimos inicialmente a func¢ao Hilbert-Samuel de um anel Noetheriano local.

Defini¢ao 2.1 Seja (R, m) um anel Noetheriano local. A fun¢ao HSk : N — N defi-

11
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nida por
HSR(d) = dsz/m(R/md)
¢ chamada de fun¢ao Hilbert-Samuel de R.

Estamos particularmente interessados em estudar a funcao Hilbert-Samuel quando
R é o anel local de um germe de um conjunto analitico (X, p). Neste caso escrevemos

HSx , e dizemos que ela é fungao Hilbert-Samuel de (X, p). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1 Consideremos (X,p) = (C",0). Seu anel local R é O,. Logo, R/m¢ ¢
o espaco vetorial de todos os polindmios de grau menor que d em n variaveis. Vamos

calcular a dimensao desse espaco usando um argumento de analise combinatéria. Para

cada monomio 21" ...z5", com Y. «; < d, associamos um monémio de grau d — 1 em
n + 1 varidveis, a saber z5%21" ... 20", onde ap = d — 1 — >, ;. Basta agora verificar

quantos sao os monomios de grau d — 1 em n + 1 variaveis. Representaremos cada

g 01

monomio z,°z;" ...z através de circulos. Colocamos «y circulos vazios, em seguida

um circulo cheio, depois a; circulos vazios, um circulo cheio, etc. Obtemos

00..00000..00@ ...000..,.00
—_— — N——

%) a1 O

Mudando as posigoes dos circulos cheios, encontramos um monomio diferente. Entao
para conseguir um monomio como desejado acima, temos que escolher n circulos cheios

dentre n + d — 1 possibilidades. Portanto,

HSR(d)_(n—I—d—l )

Exemplo 2.2 Consideremos agoran = 2. Sejam f(21, 22) = 25—z} e (X, p) = (V(f),0).
Uma vez que f é irredutivel, seu anel local R é C{z1, 22}/ (23 — 23). Observemos que
um elemento ¢ pertencente a R possui grau no maximo 1 na varidvel z,. Logo, ¢ + m?
também possui grau no maximo 1 em z,. Porém g + m¢ possui grau no maximo d — 1
(grau total). Desta maneira, R/m? é o espago vetorial gerado pelos monomios 1, zf e
zf_1z2, k=1,..,d— 1. Portanto,

HSp(d)=1+d—1+d—1=2d—1.
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Notemos que a funcao Hilbert-Samuel do anel desse exemplo é um polinomio de
grau 1 = n—1. O teorema a seguir nos diz exatamente isso quando d ¢é suficientemente

grande.

Teorema 2.1 Seja (R, m) um anel Noetheriano local.

(1) Existe um polinomio HSPr € Q[t] tal que HSPg(d) = HSg(d) para d suficiente-
mente grande. Chamamos HS Pr de polinomio Hilbert-Samuel de R.

No caso de R ser o anel local de um germe de conjunto analitico (X,p), escrevemos
HSPx ,, para o polinomio Hilbert-Samuel de R e dizemos que ele € o polinomio Hilbert-
Samuel de (X, p).

(2) O(HSPg) = dim(R).

A dimensao do anel utilizada no item (2) é a dimensao de Krull. A demonstragao
do teorema acima pode ser encontrada na referéncia citada no inicio da secao. Nao
a faremos aqui por ser longa e fugir aos objetivos deste trabalho. Utilizaremos esse

resultado para definir multiplicidade de um anel.

Defini¢ao 2.2 Seja (R,m) um anel Noetheriano local de dimensdo e. FEscrevendo
HSPg(t) = > i oat®, ay € Q, definimos a multiplicidade de R por m(R) :=e!-a.. Se
R = 0Ox, € 0 anel local de (X, p), escrevemos m(X,p) no lugar de m(Ox,) e dizemos

que ela é a multiplicidade de X em p.

Exemplo 2.3 Consideremos novamente n = 2 e o anel local R = C{z1, 22}/ (23 — 23).
Entao, HSPg(t) = 2t—1. Portanto, a multiplicidade de V' (f) na origem é (2—1)!-2 = 2.

2.2 Ordem e Interpretacao Geométrica

Nesta secao, serao dadas algumas caracterizagoes de multiplicidade de um germe de

hipersuperficie. A principal delas é obtida a partir do teorema abaixo.

Teorema 2.2 Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fun¢do holomorfa na
origem, ord(f) =m e R= O,/ (f) o anel local de (V(f),0). Entdo

HSPR(d):i<”+d_j_1 )

i1 n—1

Em particular, a multiplicidade de V(f) na origem é m.
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Prova: O que faremos aqui é essencialmente uma generalizacao do Exemplo 2.2. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que f é um polinomio de Weierstrass em z,
de grau m = ord(f). Um elemento de R/m? é, portanto, um polinomio em z, de grau
no maximo m — 1 e de grau total no maximo d — 1. Assim, para d > m, uma base para

este espago vetorial ¢ B = U, B, onde
Bi={"ra,=j—1, ag+..+a,1 <d—j}.

De fato, By é o conjunto dos monomios de grau 0 em z,, By é o conjunto dos
monomios de grau 1 em z,, etc. A uniao destes conjuntos gera entdo R/m?. E essa
uniao ¢ linearmente independente. Logo, HSPr(d) é o nimero de elementos de B.

Para cada j, olhemos B; como a uniao dos monomios de grau d—j em n—1 variaveis
(quando o + ... + a1 = d — j) e dos monomios de grau d — j — 1 em n varidveis
(quando ay + ... + a,,—1 < d — j, dai fazemos a associagdo do Exemplo 2.1).

Entao, utilizando o Exemplo 2.1, o nimero de monomios em B; € igual a
n—24+d-j N n—-1-d—j—1}\
n—2 n—1
n+d—j—2 N n+d—j—2
n—2 n—1 '

Usando relagao de Stifel

L) ()=()

n+d—j—1

concluimos que B; tem < ) elementos.

n—1

- d—j—1
Portanto, HSPr(d) = Z ( n J )

, n—1
7=1
Para verificar a afirmagao sobre a multiplicidade de V' (f) na origem, observemos

inicialmente que

alb! ald!
(b+a) b+ (a—1))...(b+1)
a ’

<a+b> _(atb)!  (b+a)b+(a—1)... (b+ 1)

Fazendo agora para cada j, n — 1 =a e d — j = b, obtemos
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- )

<n+d—j—1)_(d—j+n—1)(d—j+(n—1—1))...(d—j+1)
n—1!

n—1

que possui n — 1 fatores no numerador.
1

(n—1)I
Logo, o coeficiente do termo lider do polinémio Hilbert-Samuel de R (que é igual a

fungao Hilbert-Samuel de R) é Sk
Portanto, m(V(f),0) = (n—l)!(n Tl)'

é o menor grau dos monomios de f quando a escrevemos como uma série de poténcias

O niimero que acompanha d”~ ! é
q p

, ou seja, a multiplicidade de V(f) na origem

convergente.

No Exemplo 2.2, n =2 e m = 2, logo

HSPR(d):Z<2+;Z:i_1>:Z<d_i+1>

J=1

como ja haviamos verificado.

Como consequéncia do Teorema 2.2, temos o seguinte.

Corolario 2.1 Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe irredutivel de uma fungdo ho-
lomorfa na origem de ordem m e V(f) seu germe de hipersuperficie. Entao, fazendo
uma mudanga de coordenadas se necessaria, a multiplicidade de V(f) na origem é o

nimero de geradores de O,/ (f) como C{z1, ..., z,—1 }-mddulo.

Prova: Uma vez que a ordem de f é m, podemos supor que a ordem de f em z,
também é m (fazemos uma mudanca de coordenadas se necessaria). Pelo Teorema da
Preparacao de Weierstrass, existem uma unidade u € C{z1, ..., z,} e um polindémio de

Weierstrass h de grau m tais que
f=uh.

Como (f) = (h), podemos supor que f é um polinomio de Weierstrass. Seja agora

g € C{z, ..., z,}. Usando o Teorema da Divisao de Weierstrass, obtemos
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g=qf +r,

onde q € C{zy,...,2,} e r é um polinémio em z, de grau menor que m com coeficientes
em C{z1,...,2p_1}.

Logo, g —r € (f). Consequentemente, o elemento g + (f) estd no C{zy, ..., 2,1}~
moédulo gerado por 1, 2y, ..., 2™ !

Agora uma vez que f ¢ irredutivel, o anel local de V(f) é O,/ (f) e, portanto, do te-
orema anterior concluimos que o nimero de geradores de O,,/ (f) como C{zy, ..., 2,1 }-

moédulo é a multiplicidade de V(f) na origem.
UJ

Para concluir essa se¢ao iremos agora exibir uma interpretacao geométrica da mul-
tiplicidade. Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fungao holomorfa na origem
e V = V(f) seu germe de hipersuperficie. Consideremos as n — 1 formas lineares

complexas ¢y, ..., gp—1 tais que o sistema linear

91(2) = ... = go1(2) =0

define uma reta complexa L passando pela origem.

A funcao fj; é agora de uma varidvel complexa. Seja m a multiplicidade de z = 0
como raiz da equacao fi.(z) = 0. Entao m > ord(f). A igualdade s6 ocorre quando
L nao estd contida no cone tangente de V. Em geral, podemos supor entao que m =
ord(f) (fazemos uma mudanga de coordenadas se necessaria).

As formas lineares g;, i = 1, ..., n, definem uma projecao m: V — C"!,

m(2) = (91(2), s Gn-1(2)).

A imagem inversa 7~ !(w) de qualquer ponto w préximo de 0, mas diferente de 0,
consiste de no maximo m pontos, sendo exatamente m quando a reta L nao esta contida
no cone tangente de V.

Mas, considerando 7 definida em C", 7~!(w) é uma reta complexa passando préximo
da origem, mas nao por ela.

Portanto, a multiplicidade de V' na origem é o ntimero de pontos de intersecao
proximos de 0 de V' com uma reta complexa genérica passando proximo da origem,
mas nao por ela.

Podemos raciocinar de maneira semelhante com um germe (X, p) de dimensao k.
Um plano (n—k)-dimensional genérico passando préximo de p, mas nao por p, intersepta

um representante X’ de (X, p) em exatamente m(X, p) pontos.
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2.3 Multiplicidade e Homologia

Ephraim exibe em [5] duas interpretagdes de multiplicidade de um germe de hipersu-
perficie em termos de homologia. Nesta secao pretendemos esbocar as ideias que levam
a tais interpretagoes.

Seja f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fun¢ao holomorfa. Suponhamos que
a multiplicidade de V(f) na origem seja m. Descrevemos a seguir a ideia da primeira

caracterizagao de multiplicidade feita por Ephraim.

PRIMEIRA INTERPRETACAO: Seja L C C" uma reta passando pela origem tal
que LN (C(V(f)),0) = {0}. Vimos na Secao 1.4 que a origem ¢ um ponto isolado de
LNV(f)eméaordem de anulamento de f;, na origem.

Portanto existe um disco aberto D C L centrado na origem de raio tao pequeno que
DNV(f)={0}. Assim quando consideramos fj, restrita a D — {0} sua imagem esta
contida em C — {0}.

Denotando por Hy(D — {0};Z) e H;(C — {0};Z) as primeiras classes de homologia
dos espagos topoldgicos D — {0} e C — {0}, respectivamente, sobre o anel dos inteiros,

obtemos a seguinte aplicacao
(fip)« : H1(D = {0}; Z) — Hy(C - {0}; Z).

Uma vez que podemos identificar Hy(D — {0};Z) e H;(C — {0};Z) com Z, se v é
um gerador de Hqy(D — {0};Z), ou seja, podemos pensar em 7 como sendo +1, entao
(fi)«(v) € Hi(C — {0}; Z) pode ser visto como um nimero inteiro v.

Tal niimero v é o nimero de voltas que (fi1)«(7) d4 em torno da origem (vista agora
como uma classe de homologia de C — {0}). Na verdade, esse nimero de voltas é m ou
—m, dependendo da escolha de v (+1 ou —1).

Consequentemente, (fiz).(7) representa a multiplicidade de V(f) na origem. Essa

¢ a primeira interpretacao da multiplicidade feita por Ephraim.

Passemos agora ao esbogo da segunda caracterizagao dada por Ephraim.
SEGUNDA INTERPRETACAO: Suponhamos que f seja irredutivel e que B, seja
uma bola aberta centrada na origem de raio t na qual f convirja. Ephraim mostra que

fo: Hi(B, = V(f);Z) — H,(C—{0};Z)

¢ um isomorfismo para todo r tal que 0 < r < t.

Fatoremos f: D — {0} — C — {0} como a composigao de
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i:D—-{0} - B, —-V(f) e f:B.—-V(f) =C—={0}, 0<r<t,
onde ¢ ¢ a inclusao. Logo,

(fi2)+(7) = fu(in(y)) € Hi(C —{0}; Z)

representa m.

Porém, uma vez que f. : Hi(B, — V(f);Z) — H,(C — {0};Z) ¢é um isomorfismo,
ix(y) € Hi(B, — V(f);Z) = Z' nos fornece outra interpretagao da multiplicidade de
V(f) na origem.

2.4 O Expoente de Lojasiewicz

Consideremos nesta se¢ao f : (C",0) — (C,0) como sendo um germe de uma fungao
holomorfa na origem e V(f) seu germe de hipersuperficie na origem. O expoente de

Lojasiewicz de f é o ntimero
Mo(f) = inf{o | dist(z,V(f))° < K|f(2)], para algum K >0 e ¥z prézimo de 0}.

Exemplo 2.5 Seja f : (C?,0) — (C,0) o germe definido por f(z) = z120. Logo,
V(f) é o conjunto formado pelos eixos coordenados. Uma vez que dist(z, V(f)) =
min{|z — w| : w € V(f)}, esse nimero é menor ou igual a distancia de z aos eixos

coordenados. Consequentemente,
dist(z,V(f)) < |z1| e dist(z,V(f)) < |zl

Multiplicando, obtemos dist(z, V(f))? < |z1]|22] = | f(2)]. Portanto, Ao(f) < 2.
Seja 0 < 2 e suponhamos que |z1]| < |z3]. Logo, dist(z,V(f)) = |z1|. Agora se

z = (z1,22), suponhamos que para todo z; préximo de 0 ocorra o seguinte
dist(z,V(f))’ < K|f(2)| = K|z1]||z2| = 2K|2|?, para algum K > 0.

Entdo |z°7? < 2K. Porém, como § < 2, |2|°~2 — oo quando || — 0. Logo, nio

existe K > 0 verificando a desigualdade acima. Portanto, Ao(f) = 2.

Lojasiewicz provou em [21] que toda fungao holomorfa satisfaz uma desigualdade
desse tipo, com o expoente e a constante dependendo da norma escolhida.

Risler e Trotman caracterizam em [29] a multiplicidade de um germe de hipersu-
perficie usando esse expoente. Para a caracterizacao de Risler e Trotman, considerare-

mos a norma euclideana e, sendo z,w € C", dist(z,w) = |z — w].

'Esta igualdade é provada no Teorema 2.6 de [5].
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Observacgao 2.1 A condicdo dist(z,V(f))° < K|f(2)| € equivalente a

dist(z, V(f))?
@ =

dist(z,V(f))°
| f(2)]

Consideremos f como sendo uma série de poténcias convergente centrada na origem

ou seja, o quociente ¢ limitado.

de ordem m. Fazendo uma mudanca de coordenadas se necessaria, podemos supor que
0 €ixo z, nao estd contido no cone tangente de V(f) em 0.

Entao, pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass, podemos escrever f = uh, com

u(0) £0e

R(21, ey 2) = 2™ + a1 2™ + L+ ag,
onde a; € C{z1, ..., 2,1} e a ordem de a; em 0 é no minimo .
Lema 2.1 Sob as condigoes acima, \o(f) = Ao(h).

Prova: Seja A = Ao(f). Entao para todo § > A, existe K > 0 tal que para todo z

proximo de 0
dist(z,V(h))’ = dist(z,V(f))’ < K|f(2)| = K|u(2)||h(2)].

Para z préximo de 0, u(z) € B(u(0), ), para algum £ > 0. Logo, u é limitada para

z préximo de 0. Seja entdao L > 0 tal que |u(z)| < L, para z préximo de 0. Assim
dist(z,V(h))? < KL|h(z)|

Dai concluimos que Ag(h) < §, para todo § > A. Esse fato implica que A\g(h) < A,

pela definicao de infimo de um conjunto.

Agora seja A = A\g(h). Entao para todo § > A, existe K > 0 tal que para todo z

proximo de 0
dist(z,V(f))’ = dist(z,V ()’ < K[h(z)| = K|f(2)|/|u(2)]-
Escolhamos € > 0 tal que

B(u(0),£) N B(0, [u(0)] — &) = 0.



CAPITULO 2. MULTIPLICIDADE 20

Assim |u(z)| > |u(0)] — e = M, o que implica em
dist(z,V(f))’ < K/M|f(2)|

Logo 0 > Ao(f). E portanto, A\g(f) < A, pela definigao de infimo de um conjunto.

Segue entao a conclusao de que A\o(f) = Ao(h).

O

No Exemplo 2.5 podemos ver que o expoente de Lojasiewicz é a multiplicidade do
germe de hipersuperficie na origem. Esse ¢ o resultado obtido por Risler e Trotman que

verificaremos a seguir.

Teorema 2.3 (Risler-Trotman, [29]) Considerando novamente as hipdteses anteri-

ores, temos \o(f) = m.

Prova: Tendo em vista o Lema 2.1, podemos supor que f é um polinomio de Weierstrass.
Inicialmente mostraremos que m < Ag(f).
Seja z pertencente ao eixo z,, logo z = (0, ..., z,) e f(z) = 2"

Seja agora w = (wy, ..., w,) € V(f), ou seja, f(w) = 0. Desta maneira

dist(z,w) = |z —w| = /w12 + ... + |w, — 2,2

O minimo de |z — w| ocorre quando wy = ... = w,—1 = 0 e |w, — z,| é 0o menor
valor possivel tal que w € V(f). Logo, concluimos que w = 0, ou seja, dist(z,V(f)) =

dist(z,0) = |z| = |z,|. Disso segue que para § > 0

dist(z, V(1) |zl® |z
FEI el Jealm

Obtemos entao os seguintes casos:

_ ‘Zn‘éfm'

(a) 6 > m: |2,/°"™ — 0, quando 2, — 0.
dist(z,V(f))°
£ (2)l

Logo, o quociente ¢é limitado para z, préximo de 0.

(b) § =m: |z,[°™ = 1.
dist(z,V(f))°
£ (2)]

(¢) § <m: |2,]°™ — oo, quando z, — 0.
dist(z,V(f))°
£ (2)]

Portanto, pela Observacao 2.1, para todo 6 > m existe K > 0 tal que

E portanto ¢ limitado para z, préximo de 0.

Logo, o quociente nao ¢ limitado para z, préximo de 0.
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dist(z,V(f))’ < K|f(2)|, para todo z, préximo de 0.
Consideremos agora os seguintes conjuntos

A= {5] dist(z,V(f))° < K|f(2)|, para algum K >0 e ¥z prézimo de 0}
B = {0] dist((0, ..., 2,), V(f))? < K|f(2)|, para algum K >0 e Vz, prézimo de 0}

Sabemos que \o(f) =infAem =infB.
dist(z,V(f))? %
e =

Além disso, A C B, pois se § € A, entao existe K > 0 tal que
para todo z proximo de 0.

Em particular, para z = (0, ..., z,) com z, préximo de 0 também vale a desigualdade.
Logo, 0 € B.

Disso resulta que infB < infA, ou seja, m < Ao(f).

Agora mostraremos que m > A\o(f).

Podemos escrever f(z) = (z, — 1) - ... - (2, — i), onde ay, ..., ay, s80 as raizes do
polinomio f para zi, ..., 2,1 fixados.

Como (21, ..., Zn—1, (21, ..., Zn—1)) € V(f), para todo i = 1, ..., m, decorre que
dist((z1, .y 2n), V(f)) < |2n — |, para todo i = 1, ...,m.
Logo,
dist(z, V()™ < |zn — 1] - oo |20 — am| = | f(2)].
E portanto \o(f) < m.
0

Em [4], Comte, Milman e Trotman dao outra interpretagao de multiplicidade de
germe de hipersuperficie (veja também [28], Proposigao 1.1).

Seja f : (C",0) — (C,0) um germe de uma func¢do holomorfa na origem, entao
escrevemos

|/ (2)

|2[°

6(f) =sup{ 0|

¢ limitada prozimo de 0}.

Denotando a multiplicidade do germe de hipersupeficie V(f) na origem por m, a

caracterizacao feita em [4] é a seguinte.
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Teorema 2.4 (Comte-Milman-Trotman, [4]) Assumindo as hipdteses acima, con-
clui-se que 0(f) = m.

Prova: Verificaremos inicialmente que m < §(f).

f(2)]

Seja 0 € R tal que 0 < m. Mostremos que ¢ limitada préximo de 0.

|21°
s - f)]
Para tanto, é suficiente provar que hl’I[l) ‘T = 0.
Z—> A
Escrevamos f(z) = Z ag2y " zpm onde a = (a, ., 0p) €ZYL, o) = o+ F o,
|a|>m
ea, € C. o .
. . n
E verifiquemos apenas que cada termo il L Gl — 0, quando z — 0.
z
Com efeito, 2720 _ 2 e < (mdz{|z| : 1<i<n})el
|2° |2° |2|°

Uma vez que as normas do méximo e euclideana sao equivalentes, existe uma cons-

tante £ > 0 tal que
maz{|z| : 1 <i<n} <kl
(mdz{|z| : 1<i<n})k klel| z |l

|2|° T
z— 0, pois |a| =6 >m —0 > 0.

= Elol|z|le=% - 0, quando

O que leva a

Logo, § < §(f),V § < m e portanto, pela definigao de supremo, m < 6(f).

Para mostrar que m > 6(f), seja § € R tal que § > m. Consideremos z = (21, ..., 2,)
tal que z; = ... = z,. Fazendo uma mudanca de coordenadas se necessaria, podemos

supor que z nao pertence ao cone tangente de V(f) na origem. Logo,

| f(2)] 1 o

1
= b2+ by 2T+,

= M ==
2|0 Vil |z |9 = “ Vnd|z |9
onde b; = Z g,
|a|=i
Dai segue que
z 27" _
’J|”Z<’5>| _ —{Zi‘i\bg T e e L S
bm+i

com b, =
N

Como m < 4, decorre que |z |19 — oo e |b) + b2 +...| — b} # 0, quando z; — 0,

[/ (2)

|2[°

o que implica que — 00, quando z — 0, ou seja, tal quociente nao ¢é limitado

proximo de 0.
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Desse modo § > §(f),V & > m e portanto 6(f) < m, pela defini¢ao de supremo.

Do que foi realizado acima concluimos que §(f) = m.

2.5 Singularidades Isoladas

Nesta secao, intoduziremos o conceito de singularidade isolada de um germe de
hipersuperficie.
Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fung¢ao holomorfa na origem, V'(f) seu

germe de hipersuperficie e m sua multiplicidade na origem.

Definicao 2.3 Dizemos que a origem é um ponto singular ou uma singularidade de

V(f) ou que V(f) possui uma singularidade na origem se m > 2.

Por abuso de linguagem, também sera empregada a frase: ‘f possui uma singulari-
dade na origem’, no lugar de V'(f).

Em geral, dizemos que f possui uma singularidade num ponto p € V(f) se

af of

9,0 = =5 ) =0

Quando p = 0, as defini¢oes sao equivalentes. Para verificacao, basta escrevermos f
como uma série de poténcias convergente centrada na origem.

Passaremos agora as defini¢oes de singularidade isolada e germe reduzido.

Defini¢ao 2.4 Dizemos que V(f) possui uma singularidade isolada na origem se existe
uma vizinhanga aberta U de 0 tal que nela a origem seja o unico ponto singular de V (f),
isto €,

{peU:g—gp):...:g—gp):o}:{m.

Definicao 2.5 Dizemos que um germe de uma fung¢dao holomorfa na origem € reduzido

se ele nao € uma poténcia de um outro germe de uma funcdao holomorfa.

Observemos que se f possui uma singularidade isolada na origem, entao f é reduzido.
De fato, suponhamos que f = ¢*, para algum germe ¢ e para algum k € N, entdo para

todo p € V(f), terfamos
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af
0zi

dg

(p) = /{:gk_l(p)g(p) =0,Vi=1,..,n,

o que implicaria que a origem nao seria uma singularidade isolada de V'(f).
Concluimos essa secao demonstrando o seguinte resultado sobre singularidades iso-

ladas.

Lema 2.2 Seja f : (C*,0) — (C,0) um germe de uma fun¢ao holomorfa na origem.
Se f possui uma singularidade isolada na origem, entao para todo i = 1,...,n, algum
monomio da forma z7"zy, para algum k = 1,...,n, aparece na expressao de f como série

de poténcias convergente.

Prova: Mostremos que se para algum ¢, 1 < ¢ < n, nao existe um monomio da forma
2" z1,, entao a singularidade néo ¢ isolada.
Primeiramente, a variavel z; sempre aparece na expressao de f como série de
poténcias, pois caso contrario todos os pontos do eixo z; seriam singularidades de f.
Dessa maneira, fixado tal i, escrevamos w = (21, ..., Zi_1, Zi+1, ---, 2n) € suponhamos

que f =g+ h, onde g ndo depende de z; e h = >_ 2w’ com |3] > 2. Logo,

0 0 oh
8—fj<z> = 5+ (o)

Para j = i, a primeira parcela é nula, pois ¢ nao depende de z; e a segunda
se anula no eixo z;, pois todos os seus monomios possuem alguma das variaveis
By eeey Ri—1y Ritly -oes "n-

Para j # i, a primeira parcela se anula no eixo z;, pois nao depende de z; e a segunda
também se anula nesse eixo, pois supomos |/3| > 2, entao seus monoémios ainda possuem
alguma das variaveis 2y, ..., 2i_1, Zit1, -+, Zn-

Portanto, todos os pontos do eixo z; sao singularidades. Desta forma a origem nao

¢ uma singularidade isolada de V'(f).

2.6 Tipos Topoldégicos de Singularidades Isoladas

Sejam f,g : (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fung¢oes holomorfas na origem e

V(f), V(g) seus respectivos germes de hipersuperficies.
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Defini¢ao 2.6 Se existe um germe de homeomorfismo ¢ : (C*,0) — (C™,0) tal que:
(1) o(V(f)) =V(g), dizemos que f e g sao topologicamente V -equivalentes;

(2) o(V(f)) =V(g) e p é um isomorfismo analitico, dizemos que f e g sao analitica-
mente equivalentes;

(3) f=¢ogop, com¢ : (C,0) — (C,0) germe de homeomorfismo, dizemos que f
e g sao topologicamente equivalentes a direita e a esquerda ou topologicamente R-L-
equivalentes;

(4) f = gop, dizemos que f e g sdo topologicamente equivalentes a direita ou topolo-

gicamente R-equivalentes.

Observemos que (2) = (1) e (4) = (3) = (1). A primeira implicacao é direta.
Também é imediato que equivaléncia topoldgica a direita implica equivaléncia topologica

a direita e a esquerda. Para verificar que (3) = (1), seja w € C". Logo,

w € e(V(f)) < w=p(z), para algum z e V(f)

)e f(z) =
Z)e(<bogw)(2) 0
)

)

=W = Z
S w =
z) e d((gow)(2)) =0
z) e g(p(2)) =0

z) € V()

King em [13] e Perron em [27] mostram que V-equivaléncia topoldgica é o mesmo

S w =

i
i
< w = p(
i
S w =

que R-L-equivaléncia topoldgica (King faz o caso n # 3 e Perron o caso n = 3). Outro
resultado de King em [13] diz que se dois germes f e g sdo topologicamente R-L-
equivalentes, entdo ¢ é topologicamente R-equivalente a f ou a f, o germe conjugado
de f, que tem a mesma multiplicidade de f.

Quanto a familias e deformacoes, temos as seguintes definigoes.

Definicao 2.7 Seja F' : (C" x C,{0} x C) — (C,0), (2,t) — F(z,t) = Fi(z), um
germe de uma func¢ao holomorfa na origem tal que Fy = f.

(1) Dizemos que (Fy); € topologicamente V -constante (respectivamente topologicamente
R-constante) se, para todo t prézimo de 0, F, € topologicamente V -equivalente (respec-
tivamente topologicamente R-equivalente) a Fy = f.

(2) Dizemos que (F}); € p-constante se, para todo t prozimo de 0, o nimero de Milnor

de Fy na origem € igual ao numero de Milnor de Fy = f na origem.

Devido a um teorema de Lé e Ramanujam em [17], se (F}); ¢ uma deformagao pu-

constante de um germe de fungao holomorfa f : (C",0) — (C,0) com singularidade
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isolada na origem em C", com n # 3, entao (F}); é topologicamente V-constante.

Por outro lado, é sabido que se dois germes reduzidos de fungoes holomorfas sao
topologicamente V-equivalentes, entao eles tém necessariamente o mesmo ntimero de
Milnor em 0.

Para um germe de func¢éo holomorfa f : (C*,0) — (C,0), com n # 3, King em [14]
prova que se f possui uma singularidade isolada na origem e se (F}); é topologicamente

V-constante ou u-constante, entao (Fy); é topologicamente R-constante.

2.7 A Multiplicidade como um Invariante

Estamos interessados em estudar como se comporta a multiplicidade de um germe
de hipersuperficie em relacao as equivaléncias descritas na secao anterior. O primeiro

resultado que veremos diz respeito a invariancia analitica da multiplicidade.

Proposicao 2.1 Sejam f,g: (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fungdes holomorfas
na origem e V(f),V(g) seus correspondentes germes de hipersuperficies. Se f e g sdo

analiticamente equivalentes, entao suas multiplicidades na origem sao iguais.

Prova: Seja ¢ : (C",0) — (C",0) um germe de isomorfismo analitico tal que
o(V(f)) = V(g). Sejam O,/ (f) e O,/ (g) os anéis locais de V(f) e V(g) respecti-

vamente. Consideremos o “pullback” de ¢

©" 2 On/{g) = On/ (f)
h+— hoy

Pelo Lema 1.3 do Capitulo 1, ¢* é um isomorfismo de C-algebras.
Agora vistos como anéis, R = O,/ {(g) e S = O,/ (f) também sao isomorfos. E
ainda, R/m e S/m sao isomorfos a C.

Para cada d € N, defininimos a seguinte aplicagao

T:R/m? — S/m?
h+m? — ¢*(h) + m?

A aplicacao T estd bem definida, pois se h € m?, entao ¢*(h) € m?. Nao é dificil
verificar que T' é um isomorfismo entre os espagos vetoriais R/m? e S/m¢. Logo, para

cada d € N, temos
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HSg(d) = dimp/m(R/m?) = dimg/m(S/m?) = HSs(d).

Portanto, HSPg(d) = HSPs(d), para todo d € N, o que conclui a demonstragao de

que as multiplicidades de V'(f) e V(g) na origem sao iguais.

0

Como ja mencionado na Introducao, o fato de a multiplicidade de um germe de
hipersuperficie ser um invariante analitico sugere a questao a respeito de outras possiveis
invariancias. Nos proximos capitulos, passaremos a estudar tais invariancias utilizando

as caracterizacoes de multiplicidade que relacionamos neste capitulo.



Capitulo 3
C! Invariancia da Multiplicidade

Ephraim em [5] e Trotman em [34] provam que a multiplicidade de um germe de
hipersuperficie na origem é invariante por um C'-difeomorfismo (Teorema 3.6). Ambos
utilizam ferramentas de homologia para alcangar o resultado. Entretanto, eles usam
diferentes interpretacoes de multiplicidade.

Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe reduzido de uma fungao holomorfa na origem,
V(f) seu germe de hipersuperficie e m sua multiplicidade na origem. Trotman faz o
seguinte em [34]: se L é uma reta passando pela origem em C" interseptando o cone
tangente de V'(f) apenas na origem, entao a multiplicidade m; é igual ao nimero de
intersegao em 0 de V' (f) com L tal como foi definido por Lefschetz em [19].

A demonstragao do Teorema 3.6 a ser vista neste capitulo é a realizada por Ephraim.
Sua caracterizacao de multiplicidade em termos de homologia ja foi discutida no capitulo
anterior.

A primeira secao traz algumas observacoes e ferramentas necessarias para a prova
do resultado, que sera realizada na secao posterior.

Sera apresentado na ultima secao um resultado devido a Gau e Lipman que ge-
neraliza o Teorema 3.6 para germes de conjuntos analiticos de codimensao mais alta
(Teorema 3.7).

3.1 Consideracoes Iniciais

Seja ¢ : C* — C" um homeomorfismo. Podemos enxergar ¢ como uma aplicacao
de R?" em R?". Se ¢ e ¢!, neste novo contexto, sdo aplicacoes de classe C*, dizemos

entao que ¢ é um C'-difeomorfismo.

28
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Observemos que um C'-difeomorfismo nao é um isomorfismo analitico, pois a
existéncia da derivada no sentido real nao garante a existéncia da derivada no sen-
tido complexo.

Podemos também estender o conceito de C'!-difeomorfismo para germes de homeo-
morfismos ¢ : (C*,0) — (C",0).

Enunciamos a seguir alguns resultados de [5] que sdo essenciais para a demonstragao
do Teorema 3.6. Em todos eles, H;(X;Z) denota a primeira classe de homologia do
espago topolégico X sobre o anel dos inteiros (tal conjunto é um Z-mdédulo). Indicamos

por B, a bola aberta contida em C™ de centro 0 e raio r.

Teorema 3.1 (Ephraim, [5]) Se o germe de um conjunto V' na origem é irredutivel
e V' € uma hipersuperficie, entao, existe t > 0 tal que para cada 0 < r < t, Hy(B, —
V,Z) =Z.

Neste teorema, o sinal de igual significa que H{(B, — V';Z) é isomorfo ao Z-mdédulo

7. Faremos essa identificacdo em outros resultados neste capitulo.

Teorema 3.2 (Ephraim, [5]) Seja V' uma hipersuperficie e suponhamos que o germe
de V' na origem seja irredutivel. Seja f uma fung¢ao holomorfa em B; que gera o ideal
de V' em todos os pontos de B;. Entdao f.: Hi(B, —V;Z) — H,(C —{0};Z) é um

isomorfismo para todo r, 0 < r < t.

O germe de V na origem é irredutivel se, e somente se, o ideal do germe de V' na
origem Z(V,0) é primo. Agora supondo que V = V(f), onde f é uma série de poténcias
convergente a uma funcdo holomorfa em By, e que f é irredutivel, o ideal (f) serd
primo. Portanto, pelo Nullstellensatz, Z(V,0) = /(f) = (f), ou seja, basta considerar
f irredutivel para garantirmos o resultado.

No proximo teorema, Uy e Us sao dois subconjuntos abertos de C*, V; e V5 sao duas

hipersuperficies contidas em C" e D, = {2z € C" : |z] <r}.

Teorema 3.3 (Ephraim, [5]) Sejam 0 € V), C Uy e 0 € Vo, C Uy e suponhamos que t
seja escolhido como no teorema anterior para servir para ambos Vi e Vo. Suponhamos
que ¢ : (U1, V1,0) — (Us, Va,0) seja um homeomorfismo. Escolhamos 0 <r <t e 0 <
s <t tais que D, C ¢(B;) e ¢(Bs) C B,.. Entio ¢, : Hi(Bs — V1;Z) — H(B, — Va; Z)

€ um isomorfismo.
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Estamos considerando aqui os subespacos Bs—V; e B, — V5 com a topologia induzida
de C™.

O 1ltimo resultado que destacamos de [5] é o seguinte.

Teorema 3.4 (Ephraim, [5]) Seja 0 € P C C" um subespago vetorial real de di-
mensao real 2. Seja h um polinomio homogéneo de grau k. Suponhamos que hjp se
anule somente em 0 € P. Entao h, : Hi(P — {0};Z) — H;(C — {0};Z) é a multi-
plicagcao por k' com |K'| < k. (O médulos Hi(P—{0};Z) e H(C—{0};Z) foram ambos
identificados com Z.)

Descreveremos a seguir alguns tépicos relacionados ao conceito de homotopia.

Comecaremos com a seguinte definigao.

Definicao 3.1 Sejam X eY dois espacos topologicos e f,g: X — Y funcgoes continuas
entre esses espacos. Dizemos que f € homotdpica a g se existe uma funcao F : X X
[0,1] =Y tal que F(x,0) = f(z) e F(x,1) = g(x), para todo z € X.

A funcao F é chamada de homotopia. Constatamos que toda funcao continua f
entre dois espacos topologicos ¢ homotopica a ela mesma. Basta considerar a homotopia

F(xz,\) = f(x) para todo A € [0, 1]. Vejamos outro exemplo.

Exemplo 3.1 Sejam X um espaco topoldgico qualquer e A um subconjunto convexo
de R™. Consideremos duas fungoes continuas f,g : X — A. Entao a fungdo F :
X x [0,1] — A, definida por F(z,A) = (1 —A)- f(x) + - g(z) é continua e, como A é
convexo, F'(X x [0,1]) C A, ou seja, F' estd bem definida.

Definicao 3.2 Sejam X e Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcgao continua.
Dizemos que f é uma equivaléncia de homotopia se existe uma fung¢do continua g :
Y - X tal que go f : X — X € homotopica a Idx e fog:Y — Y € homotdpica a
Idy .

Neste caso, g ¢ chamada de inversa homotdpica de f e dizemos que X e Y tém o

mesmo tipo de homotopia.

Exemplo 3.2 Sejam X = B(0,1) — {0} C R? onde B(0,1) denota a bola aberta
centrada na origem de raio 1 e Y = R? — {0}. Consideremos i : X — Y como sendo a
inclusao. Entao, ¢ é uma equivaléncia de homotopia. De fato, seja j : Y — X definida

por
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Jjlx,y) = M, para todo (z,y) € X.

1+ (@)l

Mostraremos que ioj é homotépica a Idy e joi é homotdpica a Idx. Para (z,y) € Y,

temos

<ioj><x,y>=@<j<x,y)>:¢( (z,y) ) (2,y)

L+ [(y)) 1T+

E para (z,y) € X, temos

(z,9)

(G oi)(z,y) = j(i(z,y)) = j(z,y) = [EaTERIE

Seja F': Y x [0,1] — Y dada por

Pl N = (1= 0 312 44 (a0)

Logo, F((z,y),0) = %, F((x,y),1) = (z,y) e para cada A € (0,1),
F((z,y),\) pertence ao segmento de reta que liga F'((z,y),0) a F((z,y),1). Uma vez
que os vetores F'((z,y),0) e F((x,y),1) possuem a mesma dire¢ao e o mesmo sentido,
o segmento que os une nao contém a origem, logo F' estd bem definida. Além disso, F’
é continua e, portanto, é a homotopia desejada.

Considerando a mesma funcao F, definida agora em X, verificamos também que

7 o1 é homotopica a Idx. Portanto, a inclusao ¢ é uma equivaléncia de homotopia.

O principal resultado que ressaltamos sobre homotopia é o importante Teorema da
Invariancia Homotépica. A notacao H,(X, R) indica a n-ésima classe de homologia do

espaco topolégico X sobre o anel R.

Teorema 3.5 (Teorema da Invaridncia Homotépica) Sejam X e Y espagos to-
pologicos e f,g : X — Y funcdoes continuas. Se f € homotdpica a g, entdo f, :
H,.(X;R) — H,(Y;R) € igual a g, : H,(X; R) — H,(Y; R), para todo n > 0.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [36], Capitulo 1, Teorema
1.10. Destacamos o fato de que se f : X — Y é uma equivaléncia de homotopia,
entdo f. : H,(X;R) — H,(Y;R) é um isomorfismo. Seu homomorfismo inverso é
gx : H,(Y; R) — H,(X; R), onde g é a inversa homotdpica de f.
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3.2 (! Invariancia

Esta secao destina-se a demonstrar a C! invariancia da multiplicidade de germes de
hipersuperficies. Sejam f, g : (C" 0) — (C,0) germes reduzidos de fungées holomorfas
na origem, V(f), V(g) seus correspondentes germes de hipersuperficies e C(V(f)),
C(V(g)) seus cones tangentes na origem respectivamente.

Recordemos que se L é uma reta em C" passando por 0 tal que LNC(V(f)) = {0},
D é um disco aberto centrado na origem de raio suficientemente pequeno e v é um
gerador de Hy(D — {0};Z), entao a primeira interpretagdo da multiplicidade my de f

na origem dada por Ephraim é a seguinte

(fi)«(7) = Emy.

Considerando a inclusao i : D — {0} — B, = V(f), 0 <r <t (com B,,0 <r <t,
dado pelo Teorema 3.2), temos (fir)«(v) = fi(ix(7)). Agora supondo f irredutivel, a

segunda interpretacao da multiplicidade my é
i () = £my.

A multiplicidade m, de g na origem ¢ caracterizada de modo andlogo.

Enunciamos o resultado de Ephraim e Trotman da seguinte maneira.

Teorema 3.6 (Ephraim, [5]; Trotman, [34]) Suponhamos que exista um germe de
C*-difeomorfismo ¢ : (C*,0) — (C",0) tal que o(V(f)) = V(g). Entdo as multiplici-

dades de f e g na origem sao iguais.

Prova: Dividiremos a prova em trés passos. O primeiro deles consiste em estabelecer
my em termos de g, e ¢, utilizando as caracterizacoes de multiplicidade dadas e os
resultados da primeira se¢ao. No segundo passo, veremos como se relacionam os cones
tangentes na origem de V(f) e V(g). No tltimo passo, usamos os resultados sobre
homotopia e o Teorema 3.4 para mostrar que my < m,. A demonstracao ¢ concluida

refazendo os passos com a inversa de .

12 Passo: Inicialmente podemos assumir que f e g sao irredutiveis. Consideremos t, s
e r como no Teorema 3.3 e B; como no Teorema 3.2.

Escolhamos uma reta complexa L tal que L N C(V(f)) = {0} e um disco aberto
D C L centrado na origem de raio § < s.

Sejam agora vy um gerador de Hy(D —{0};Z) ei: D—{0} — Bs—V(f) a inclusao.

Pelo Teorema 3.3,
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s o Hi(Bs = V(f); Z) — Hi(Br = V(9); Z)
¢ um isomorfismo. E pelo Teorema 3.2,
g« Hi(B, — V(9); Z) — Hi(C — {0}; Z)

também é um isomorfismo. Portanto, utilizando a segunda interpretacao de multiplici-
dade, g.(¢:(1(7))) € H1(C —{0}; Z) = Z representa my.

22 Passo: Uma vez que ¢ é de classe C!, podemos escrever

p(2) = A(2) + o(|2]),

onde A : C" — C™ é um isomorfismo linear real.
Seja agora v € C(V(f)), v # 0. Entao existe um arco p : [0,¢) — V(f), com
p(0) =0 e tal que
A
lim _p( ) =

A—0t A—0t A—0t

0
uma vez que lim =0-|v| = 0. Portanto,

e A ador O] A

elp) L AO)

A—0+ A A—0+ A

Agora observemos que

Alv) = A ( lim (—> = lim A (p(T)\> = lim AlpY) = lim SO(P)(\A)) € C(V(g)),
¥

A—0+ A—0+ A—0+ A A—0+

pois, desde que ¢(V(f)) = V(g),

)= op:[0,€) = V(g) é um arco com (¢ o p)(0) = 0.
Logo, A(C(V(f))) € C(V(g)). Mas tendo em vista que ¢ é inversivel, temos na

verdade

Consequentemente, se L N C(V(f)) = {0}, entao A(L) N C(V(g)) = {0}.

3¢ Passo: Sejam m, = k e h o polinomio homogéneo de menor grau na expansao de g

como série de poténcia convergente. Temos o seguinte.

9(p(2)) = h(A(2)) + w(2),
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onde w(z) = o(|z|%).
Desde que A(L)NC(V(g)) = {0}, existe uma constante M > 0 tal que
|h(A(2))] > M|z|*, para todo z € L.

Com efeito, supondo que nao existe M > 0 com a propriedade acima, entao para

algum z € L — {0} (pois 0 satisfaz a desigualdade) e para todo M > 0 temos

MAGDL _ g ACD o — o

h(A M| z|*
A < Mt = = o

Logo, A(z) € C(V(g)). Mas, A(L) N C(V(g)) = {0}. Portanto, tal constante M
existe.

Se o raio de D ¢ suficientemente pequeno, temos
Ih(A(2))] > |(2)], para = € D — {0}.

De fato,

ik e w(2) . w()]
w(z) =o(|z]%) & llil(l)W =0& llir(l] [

= 0.
Logo, desde que |h(A(z))] > M|z|¥, se o raio de D é suficientemente pequeno,

|T§;)’ <M< % = [h(A(2))] > |w(2)], para z € D — {0}.

Consideremos agora a aplicagdo F': (D — {0}) x [0,1] — (C — {0}) definida por
F(z,\) = h(A(2)) + Mw(2).
F' é uma homotopia de
hoAyoj:D—{0}—C—{0},
onde j: D — {0} — L — {0} é a inclusao, em
goywoi:D—{0} —C—{0}.
De fato, F' estd bem definida pois
F(z,A) = 0 h(A(2)) = —Aw(z) = [(A(2))] = Alw(z)].

Se |w(z)| # 0, entao
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A= g
Se |w(z)| = 0, entao

[h(A(2))] = 0= h(A(2)) = 0= A(z) € C(V(9g)).
Porém, z € D — {0} ¢ L — {0}. Logo,

2 ¢ C(V(f)) = Alz) ¢ C(V(9)).
Portanto, F' nao se anula em (D — {0}) x [0, 1].
F' é continua, pois é composta por fungoes continuas e

(hoAiLoj)(z) = (hoApL)(i(2)) = (hoAL)(2) = M(A(2)) = F(z,0)

e (gopoi)(z) = (gop)(2) = h(A(2)) + w(z) = F(z,1).
Logo, pelo Teorema da Invariancia Homotépica, temos
(hoALoj)e=(goyoi),.
Se 7 é um gerador de H;(D — {0};Z), entao

he((AiL)«(5+(7))) = 9+(:(ix(7))) = £my, pelo 12 passo.

A inclusao j: D — {0} — L — {0} é uma equivaléncia de homotopias. Para checar
isso, identificamos L com C que, por sua vez, ¢ identificado com R2. Agora basta refazer
o Exemplo 3.2, adaptando-o para o raio de D.

Desta maneira, j. : H;(D — {0};Z) — H,(L — {0};Z) é um isomorfismo.

Além disso, A, : L — {0} — A(L) — {0} é um homeomorfismo. Portanto,

(Ai)« + Hi(L = {0}, Z) — H1(A(L) — {0} Z)
também é um isomorfismo.

Logo, n = (Aj£)+(J«(7)) é um gerador de H,(A(L) — {0};Z).

Uma vez que A(L) é um subespaco vetorial real de dimensao real 2, pelo Teorema
3.4, ho(n) =k -n, com |[K| <k =m,.

Mas h.(n) = £my, logo ms = |k'| (pois ao identificar H;(A(L) — {0};Z) com Z,
concluimos que n = £1). Portanto, m; < m,.

Visto que a inversa de ¢ também é de classe C*, repetindo o que foi feito nos passos

com ¢!, obtemos mg < my, concluindo a demonstracao do teorema.
O

Ephraim observa ainda que a tnica condicao de diferenciabilidade utilizada na de-

monstragao do teorema foi a existéncia das derivadas D (0) e Deo~1(0).
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3.3 Uma Generalizacao

Gau e Lipman em [10] provam o seguinte teorema que generaliza o resultado de

Ephraim e Trotman para germes de conjuntos analiticos quaisquer.

Teorema 3.7 (Gau-Lipman, [10]) Sejam (X,0) e (Y,0) germes de subconjuntos
analiticos fechados em C". Suponhamos que exista um germe de homeomorfismo
¢ : (C"0) — (C™0) tal que (X)) =Y e p e ! (vistas agora como funcoes de

R em R?") sejam diferencidveis na origem. Entdo mx = myg.

A ideia da prova de Gau e Lipman é a seguinte. Inicialmente é mostrado que os
germes (X,0) e (Y,0) podem ser considerados como irredutiveis. Os autores usam os
cones tangentes C'(X,0) de (X,0) e C(Y,0) de (Y,0) como elementos intermedidrios.

A derivada de ¢ na origem aplica C(X,0) em C(Y,0). Eles mostram também
que ela aplica uma componente irredutivel C;(X,0) de C'(X,0) em uma componente
irredutivel C;(Y,0) de C(Y,0). Como a derivada ¢é linear real, eles deduzem de um
resultado de Ephraim (vide [6], Teorema 4.6) que C;(X,0) e C;(Y,0) possuem a mesma
multiplicidade na origem.

A multiplicidade de X em 0, em geral, nao ¢ igual a multiplicidade de C'(X,0)
em 0, que é igual a soma das multiplicidades das componentes irredutiveis C;(X,0).
Entretanto ela é igual a uma combinagao linear das multiplicidades dessas componentes,
com coeficientes e; definidos através de um conjunto S C R x C".

Sejam f; os coeficientes correspondentes de C'(Y,0), eles mostram entao que e; = f;.
Portanto, denotando as multiplicidades de C;(X, 0) e C;(Y, 0) na origem por m(C;(X, 0))

e m(C;(Y,0)) respectivamente, eles concluem que

mX70 = Z €; m(C’Z(X, O)) = Z fz . TTL(C’Z(YV7 O)) = my70.
Gau e Lipman observam ainda que, retirada a condicao de diferenciabilidade do
germe ¢, o Teorema 3.7 pode ser falso. Eles verificam isso através do seguinte exemplo.
Exemplo 3.3 (Gau-Lipman, [10]) Seja u : C* — C uma aplicacdo continua tal que

para t € C,

u(t?,43) = t, It <1
u(@®,£7) = t/]t], |t} >1
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Essa funcao u existe pelo Teorema da Extensao de Tietze!.

Seja ¢ : C3 — C3 a aplicacao continua dada por
@(217 292, Z3) = (Zl - u(’Z? + 2%7 23 + Z%)v 2o + Z%? Z3 + Z%)

Essa aplicagao é na verdade um homeomorfismo. Sua inversa é a aplicacao continua

Y C3 — C? definida por
Y(21, 22, 23) = (21 + u(29, 23), 22 — (21 + u(22, 23))2, 23 — (21 + u(za, 23))3)-

Sejam agora U = D3, onde D ¢é o disco unitdrio aberto centrado na origem em C,
X=UnN{zn=23=0}eY ={(0,27,23): 2, € D}.
Se (21,0,0) € X, entao

§0<Zla 07 0) = (Zl - U(Z%, Z%), Z%a Z%) = (0? Z%? Z%) ey.

Se (0,2%,23) € Y, entao

¢(07 Z%u Z%) - (O + U(Z%7 Z%), Z% - (0 + u(’Z%? Z%))za Zi)’ - (O + U(Z%7 Z%))?))
= (U<Z%7 Z%)) Z% - [U(Z%7 Z%)P’ Z? - [U(Z%, 2:13)]3)

= (21,21 — 21,20 — ) = (21,0,0) € X.
Logo, ¢(X) =Y e também ¢(0) = 0. Observemos também que os anéis locais de
(X,0) e (Y,0) sao respectivamente

_ C{Zh 22, Z3}

(22, 23)

C{21, 22, 23} _ C{z, 23}
(21,28 = 28) (s —2)

R ~C{zn} e S=

Um elemento em R/m¢ é constante em z, e 23 e possui grau no maximo d — 1 em
z1. Logo, R/m® é o espaco vetorial gerado pelos monémios 1, 21, ..., zf’l. Portanto,
HSPr(d) = d.

O polinémio Hilbert-Samuel de S é o mesmo do Exemplo 2.2, a saber HSPg(d) =
2d — 1.

Consequentemente, m(X,0) = 1!-1 e m(Y,0) = 1!- 2, ou seja, as multiplicidades de

X e Y na origem sao diferentes.

1O Teorema da Extensdo de Tietze diz que se X é um espaco topolégico normal e f : A — RF é
uma aplicacdo continua de um subconjunto fechado A de X em R¥ com a topologia usual, entdo existe

uma extensdo continua de f, F : X — RF.



Capitulo 4

Invariancia Bilipschitz da
Multiplicidade

Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe reduzido de uma fun¢ao holomorfa na ori-
gem e V(f) seu germe de hipersuperficie. Vimos no Capitulo 2 que Risler e Trotman

mostraram em [29] que a multiplicidade de V(f) na origem era dada por
MNo(f) = inf{d | dist(z,V(f))° < K|f(2)|, para algum K >0 e Vz prézimo de 0}.

Utilizando essa caracterizagao de multiplicidade, eles resolveram o problema de Za-
riski para uma classe de germes de homeomorfismos que incluem os germes de ho-
meomorfismos bilipschitz. O objetivo central deste capitulo é estudar esse resultado
(Proposigao 4.1).

Na primeira se¢ao, serao apresentadas as condigoes para a invariancia topolégica da
multiplicidade obtidas em [29]. Em seguida serd vista a demonstragao da Proposigao
4.1, que é essencialmente um corolario do Teorema 4.1.

Destacamos também neste capitulo um resultado devido a Comte, Milman e Trot-
man em [4] que d& outras condigbes para a invariancia topolégica da multiplicidade.
Comentaremos as diferencas entre essas condigoes e as anteriores no final da Segao 4.3.

Para concluir esse capitulo, na ultima secao enunciaremos um resultado de Comte
de [3] sobre invariancia bilipschitz para germes de conjuntos analiticos de codimensao

mais alta.

38
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4.1 Condicoes para Invariancia Topolégica da Mul-
tiplicidade

Sejam f,g : (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fun¢oes holomorfas na origem e
V(f), V(g) seus correspondentes germes de hipersuperficies. Suponhamos que existam
um germe de homeomorfismo ¢ : (C*,0) — (C",0) e vizinhangas abertas U ¢ V de 0

em C" tais que

(1) o(UNV(f) =V NVig);

(2) 1g/(f op™h)| ¢ limitada acima (respectivamente abaixo) por uma constante C' (res-

pectivamente C) no complementar de V(g) em V;

(3) |z —w|/|p(2) — @(w)] é limitada acima (respectivamente abaixo) por uma constante
L (respectivamente L;) para z € U — V(f),w € UNV(f).

Um exemplo de um germe de homeomorfismo satisfazendo essas condigoes sera visto

na préxima segao. Por hora, veremos o resultado que os autores de [29] obtiveram.

Teorema 4.1 (Risler-Trotman, [29]) Admitindo as hipdteses acima, temos \o(f) =
Ao(9)-

Prova: Seja A\o(g) = A. Primeiramente serd mostrado que Ao(f) < A.

Consideremos entao 6 > A e z € U — V(f). Logo,
dist(z,V(f)) < |z —w|, Yw e UNV(f).
Pela condicao (3),
dist(=, V() < Lg(2) — g(w)l, Yo € UN V().
Como Yw' € VNV (g), w = p(w), com w € UNV(f), vemos que
dist(z,V(f)) < Llp(z) —u'|, V' € VN V(g).
E uma vez que dist(¢(z),V(g)) = min{|e(z) —w'| : w' € VNV (g)}, obtemos
dist(z, V(f)) < Ldist(p(2),V(g)).
Deste modo,

dist(z,V(f)) < LKY?|g(p(2))]*/?, para algum K > 0.
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Pela condi¢ao (2), temos
dist(z,V(f)) < LK CYP|(f o o™ o) (2)|V/* = L(KC)?| f(2)]°.

Entao dist(z,V(f))’ < Ki|f(2)|, para todo z préximo de 0, onde K; = L°KC.
Portanto, Ao(f) < d e, pela defini¢do de infimo de um conjunto, \o(f) < A.
Seja agora A = \g(f). Para a desigualdade \g(g) < A, observemos que

(D) pUNV()=VNV(g) e e l(VNV(g)=UNV(f)

(2) Se 2 = ¢ (2), com 2’ € VNV (g), entdao 2 € UNV(f) e

9(z') S eV
C, < ‘—(fw_l)(zl> <O,V eV-V(g) &
(go)(z)
1o e oy
CS’(QO@O)(Z) s el Vi)

(3) Se w = ¢~ (w'), com w' € VNV(g), entao w € UNV(f) e

ngmgL,ZGU—V(f),wGUﬂV(f)<:)

E— <L, ZeV-V(),weVnV(i) <

1 1
= <—, ZeV-V(g), v eVnV(g).
LS @ = ) = I (9) (9)

E suficiente agora repetir o que foi feito para obter a primeira desigualdade.

temos.

Corolario 4.1 Com as mesmas hipdteses anteriores, as multiplicidades de V (f) eV (g)

na origem Sao iguais.

Como consequéncia da caracterizacao de multiplicidade feita por Risler e Trotman,

40
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4.2 Invariancia Bilipschitz da Multiplicidade

Veremos nessa secao que a multiplicidade de uma hipersuperficie complexa ¢é inva-
riante por um homeomorfismo bilipschitz. Uma aplicacao f entre dois espacos métricos

(X,dx) e (Y, dy) se diz lipschitziana se existe uma constante k& > 0 tal que
dy (f(x1), f(z2)) < k- dx(z1,72), para quaisquer x1, 13 € X.
Em tempo, apresentamos a seguir o conceito de homeomorfismo bilipschitz.

Definicao 4.1 Um homeomorfismo ¢ : C* — C" € chamado de homeomorfismo bilips-

chitz quando ¢ e =t sao aplicacoes lipschitzianas.
Exemplo 4.1 Seja ¢ : C" — C" a funcao definida por
©(2) = (ar121, -y Qnzn),

onde a; € C e a; # 0, para todo 7 = 1,...,n. Observemos que ¢ é linear, continua e

possui inversa

Logo, ¢ é um homeomorfismo. Consideremos ky = max{|a;| : i = 1,...,n}. Entao,

para todo z € C", temos

lp(2)] = (@121, oy anzn)| = V]a1P[21]2 + oo + |an 2202 < VE |21 2 + o+ K222

= k1|22 + .+ |22 = k2]
Portanto, para quaisquer z,w € C"
p(2) = p(w)] = lp(z — w)| < ki|z — w].
Escrevendo agora ko = max{|a;|™" : i =1,...,n}, é possivel verificar também que
o7 (2) — ¢ (w)] < ka|z — w|, para quaisquer z,w € C".

Logo, ¢ é um homeomorfismo bilipschitz.

Analogamente temos a Definicao 4.1 para germes de homeomorfismos. Outro con-

ceito importante é o seguinte.
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Defini¢ao 4.2 Sejam f,g : (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fun¢ées holomorfas
na origem. Dizemos que f e g sao topologicamente R-L-equivalentes por homeomorfis-

mos bilipschitz se existem germes de homeomorfismos bilipschitz ¢ : (C*,0) — (C™,0)

e¢:(C,0)— (C,0) tais que f = pogop.

O resultado obtido por Risler e Trotman sobre invariancia bilipschitz é a proposigao
enunciada a seguir. Em sintese, um homeomorfismo bilipschitz é um exemplo de um

homeomorfismo que satisfaz as trés condicoes da secao anterior.

Proposigao 4.1 (Risler-Trotman, [29]) Se dois germes reduzidos de fungoes holo-
morfas f,g : (C",0) — (C,0) sao topologicamente R-L-equivalentes por homeomorfis-

mos bilipschitz, entdo suas multiplicidades sao iguais.

Prova: Sejam ¢ : (C",0) — (C",0) e ¢ : (C,0) — (C,0) germes de homeomorfismos
bilipschitz tais que f = ¢ o g o . Consideremos as vizinhangas abertas U e V = ¢(U)
de 0 em C".

Mostraremos que o germe ¢ satisfaz as trés condicoes para invariancia topolégica

da multiplicidade.

(1) Seja z € UNV(f), entdo f(z) = 0. Logo,
(dogoyp)(z) =0=(dog)(p(2)) =0= () € (¢og)7(0).
Mas, (¢ 0 g)~'(0) = V(g), pois (¢ 0 g)~'(0) ={w € C": (pog)(w) =0} e
(@og)(w) =0 ¢(g(w)) =0« g(w) =0&weV(g).

Portanto, ¢(z) € V(g) e obtemos a inclusao (U NV (f)) Cc VNV (g).
Agora usando ¢! e ¢!, verificamos a outra inclusao.
Logo, p(UNV(f)) =V N V(g).

(2) Sejam [; e I, as constantes de lipschitz de ¢ e ¢! respectivamente. Entao,
(fop™H)(w) = (¢og)(w), Vw eV =V(g) = [d(g(w)) — ¢(9(0))| < lLlg(w)].
Mas como [¢(g(w)) — ¢(¢(0))| = |¢(g(w))| = |(f o ¢~")(w)], obtemos
‘ > 1/l =Cy, Yw eV — V().

Também vale que
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(67 0 f)(2) = (go9)(2), V2 € U =V (f) = [¢7(f(2)) — 67 (f(0)] < L2|f(2)I-
E uma vez que [¢7'(f(2)) — ¢~ (f(0))] = |(g 0 ¢)(2)|, temos

[(go@)(2)| < Llf(2)], V2 € U =V(f).

Agora se z = ¢t (w), w € V — V(g), entao

[(gopop™)(w)] < [(fop™)(w)
o que implica em

' g(w)
(fop™")(w)
9(2)
(fow™)(2)
(3) Sejam k; e ky as constantes de lipschitz de ¢ e ¢! respectivamente. Consideremos

zeU=V(f)eweUNV(f).

Como |¢(z) — p(w)| < k1]|z — w]|, temos o seguinte

‘SIQZC,VwGV—V(g).

Portanto, C; < ’ <CemV —V(g).

|2 — wl

o] ] 2 1k =L, z€U—-V(f),weUNV(f).

Sez=¢ 1(¢), 2 €V =V(g) ew=p ' (v), w €V NV(g), entdo,
2 —w| = [p7'(2) — 7 W)] < kol e — W' = kafp(2) — p(w)],

o que implica em

MZ:%QQZL,zeU—V(f)eweUmV(f).
|z —w|

Portanto, L; < <L, zeU-=V(f), weUNV(f).

|p(2) = p(w)]
Logo, utilizando o teorema da segao anterior, concluimos que Ao(f) = Ao(g). Ou

seja, as multiplicidades de V' (f) e V(g) na origem sao iguais.
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4.3 O Teorema de Comte, Milman e Trotman

Saeki estabeleceu em [30] que se f,g : (C*,0) — (C,0) sdo germes de fungoes
holomorfas topologicamente V-equivalentes, existe um germe de homeomorfismo ¢; :

(C™,0) — (C™,0) tal que
e1(V(f)) =V(g) e |p1(2)| = |z|, para todo z préximo de 0.

Também é verdade que se f e g sao topologicamente V-equivalentes, existe um

germe de homeomorfismo ¢, : (C*,0) — (C™,0) tal que

ea(V(f)) =V(g) e |(gows)(2)| =|f(2)|, para todo z préximo de 0.

Tal fato é devido a King [13] quando n # 3 e a Perron [27] quando n = 3.
Comte, Milman e Trotman em [4] combinam esses dois resultados para obter uma
condicao para invariancia topoldgica da multiplicidade. Como vimos no Capitulo 2, a

multiplicidade de f na origem é descrita em [4] como sendo o niimero

O(f) =sup {6: /()] ¢ limitada prozimo de 0}.

|2[°

Sejam my e m, as multiplicidades de f e g na origem respectivamente. A partir da

caracterizagao acima, verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 4.2 (Comte-Milman-Trotman, [4]) Se existe um germe de homeomor-
fismo ¢ : (C*,0) — (C™,0) com as propriedades de 1 e a3, entdo my = m,. Na
verdade, € suficiente que existam constantes positivas A, B, C' e D tais que:

(1) Alz| < |p(2)| < B|z|, para todo z prézimo de 0;

(2) Clf(2)] < |(gow)(z)|] < D|f(2)], para todo z prézimo de 0.

Prova: Verifiquemos que §(g) < d(f).

Sejam 0(g) =0, z # 0 em C" e 2/ = ¢(z) # 0. Logo o quociente

FE G e@F _ lgee)@)l B g B

20 el P T ¢ (x| C

¢ limitado préximo de 0.
Assim, usando a defini¢ao de 0(f), concluimos que 6 < §(f), ou seja, d(g) < o(f).
Analogamente, mostremos que §(f) < d(g) colocando 6(f) =0 e 2/ = ¢(z) em C"

com z # 0. Entao o quociente
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90 _ lgo@)2) _ lgop)@) IoI° _ [f(2)| D

|2'[° o (2)1° 22 el Tz A
¢ limitado préximo de 0.
Logo, 6(f) < d(g). Portanto, pela caracterizacao da multiplicidade dada em [4],

concluimos que my = m,,.
O

Risler e Trotman ressaltam que, devido aos resultados de King e Perron, podemos
considerar na Conjectura de Zariski germes f e g topologicamente R-equivalentes. Se
¢ é um germe de homeomorfismo tal que f = go ¢, entao ¢ satisfaz as duas primeiras
condigoes dadas na Secgao 4.1.

A primeira é satisfeita naturalmente. Para checar a segunda condicao, escrevamos

gop=¢ogoy,

onde ¢ é o germe identidade (homeomorfismo bilipschitz).

Na demonstracao da Proposicao 4.1 o fato de ¢ ser bilipschitz nao foi usado para
verificar a segunda condicao. Apenas foi necessario assumir que ¢ era um germe de um
homeomorfismo bilipschitz.

Portanto, para obter a invariancia topoldgica da multiplicidade resta saber se exis-
tem constantes L, L; > 0 tais que ¢ satisfaca

Ly < ezl <L,
|o(2) = w(w)]
para quaisquer z préoximo de 0 e w € V(f). Equivalentemente, a condicao se traduz na

existéncia de constantes positivas A e B tais que
Alz —w| < |p(2) — p(w)| < Blz —w|

para quaisquer z préximo de 0 e w € V(f).

Consequentemente, teremos uma resposta afirmativa a Conjectura de Zariski se
equivaléncia topolégica implicar na existéncia de um germe de homeomorfismo ¢ e
constantes positivas A e B satisfazendo a condigao acima.

Com o objetivo de melhorar esse argumento, Comte, Milman e Trotman enfraquecem
essa hipétese com a primeira condigao do Teorema 4.2 (eles consideram w = 0).

Pelo resultado de Saeki, a existéncia de um germe de homeomorfismo satisfazendo
essa condigao ¢ garantida. E nesta dire¢do que eles caminham em [4], pois existe um
germe de homeomorfismo satisfazendo a segunda hipotese do teorema, restando saber

se tal germe é o mesmo que satisfaz a primeira.
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4.4 Invariancia Bilipschitz para Germes de Codi-

mensao Mais Alta
Concluimos este capitulo com o resultado obtido por Comte em [3].

Teorema 4.3 (Comte, [3]) Sejam (X,0) e (Y,0) germes de subconjuntos analiticos
fechados d-dimensionais em C". Suponhamos que exista um germe de homeomorfismo
@ : (C",0) — (C",0) tal que p(X) =Y e ¢ e =t sejam aplicagées lipschitzianas com

constantes de lipschitz A e B, respectivamente, satisfazendo

1 1/2d
| < AB < (1 i ) |
Sup(mx,m mY,o)

Entao mx o = myyp.

Na verdade, Comte obtém um resultado mais geral. Ele nao assume que ¢ estd
definida em uma vizinhanca de 0 em C", mas apenas em uma vizinhanca de 0 em X
(vide [3], Teorema 1 e Observagao 1).

Comte também prova um resultado de equimultiplicidade para deformagoes bilips-

chitz de germes de conjuntos analiticos (Teorema 2 de [3]).



Capitulo 5

Multiplicidade e Satélites de
Rouché

Sejam f,g : (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fungoes holomorfas na origem.
Eyral e Gasparim exibem em [9] condigbes necessérias e suficientes para que f e g
tenham a mesma multiplicidade na origem. Para isso, eles introduzem o conceito de
satélite de Rouché.

No Teorema 5.2, é dada uma condicao suficiente para f e g terem a mesma multipli-
cidade na origem. Sera utilizado na demonstragao do resultado o Teorema de Rouché.
Este teorema é valido para funcgoes analiticas de uma varavel complexa definidas em
um subconjunto aberto U de C. Enunciamos o Teorema de Rouché a seguir e sua prova

pode ser encontrada com detalhes em [15].

Teorema 5.1 (Teorema de Rouché) Seja v um caminho fechado homdlogo a 0 em

Ul e suponhamos que v tenha interior. Sejam f,g funcoes analiticas em U e

1f(2) —9(2)| < [f(2)]
para todo z em . Entao f e g tém o mesmo niumero de zeros no interior de 7.

O Teorema 5.3 exibe uma condi¢ao necessaria para as multiplicidades de f e g na
origem serem as mesmas. FEssencialmente, a prova usa o Teorema da Preparacao de
Weierstrass.

Eyral e Gasparim concluem [9] aplicando esses resultados a Conjectura de Zariski e
obtendo uma resposta afirmativa a questao para uma classe especial de homeomorfismos

“pequenos” (Teoremas 5.5 e 5.6).

1
'Um caminho fechado v em U é homdlogo a 0 se / —— =0, paratodoa e C—-U.
2=

47
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5.1 Satélites de Rouché

Consideremos f,g : (C",0) — (C,0) germes reduzidos de fungoes holomorfas na
origem. Sejam V(f) e V(g) os correspondentes germes de hipersuperficies em C" e
my, m, as multiplicidades na origem de V(f) e V(g) respectivamente. Como f é um
germe reduzido, my é o menor grau na expansao de f em série de poténcias convergente
numa vizinhanga centrada na origem (o mesmo ocorre com g¢). Sejam ainda C(V(f)) e
C(V(g)) os respectivos cones tangentes na origem de V(f) e V(g).

Consideremos uma reta complexa L passando pela origem em C™ nao contida em
C(V(f))uC(V(g)). Entao 0 ¢ um ponto isolado de LNV (f) e LNV (g) e my ¢ a ordem
anulamento de f;, na origem e my, é a ordem de g.

Uma vez que a origem é um ponto isolado de LN V(f) e L N V(g), existe um
disco fechado D C L centrado na origem tal que, para qualquer disco fechado D' C D
centrado na origem, D' N (V(f)UV (g)) = {0}. Tal disco D serd chamado de disco bom
para f e para g.

Feitas essas observagoes, passaremos agora a definicao de satélite de Rouché.

Definicao 5.1 (Eyral-Gasparim, [9]) Dizemos que g é um satélite de Rouché de f
se existe um disco bom D para f e para g tal que f e g satisfazem uma desigualdade

de Rouché com respeito a fronteira 0D de D, ou seja,

1f(z) —g(2)| < |f(2)|,V z € 0D.

Exemplo 5.1 Consideremos os germes f, g : (C*,0) — (C,0) definidos por
f(21,20,23) =28+ 25+ 28+ 23 + 25 e g(z1,22,23) = 25 + 25 + 25 + 21 + 28§
Entao g é um satélite de Rouché de f. De fato, seja L = {(z1,0, 23) € C3: z; = 23}.

Logo,

V()N L ={(2,0,2) € C*: f(21,0,2) = 0} = {(0,0,0), (_%,o, _%)}

e V(g)NL={(2,0,21) € C?: g(21,0,21) =0} = {(0,0,0), (a,0,a),(a,0,a)},

onde a = (—1 —iv/3)/2 e a é o conjugado complexo de a.
Conseguiremos um disco bom para f e para g construindo um disco fechado centrado
em 0 com um raio menor que as normas de (—1/2,0,—1/2), (a,0,a) e (a,0,a). Deste

modo, visto que
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o disco fechado D = {(21,0,21) € L : |21| < 1/4} de raio /2/4 serd um disco bom para

f e para g.
Agora para todo z € 0D, z = (21,0, z1) e |z1| = 1/4. Logo,

[f(2) =g =121 + 220 — 2 — 2} — 21| = [} — 21| = |21 °[1 = =

1\* 1 5
<P + |21]) = (1) (”1) 5

Por outro lado,

1\? 1 2
P =1et + 28] = a1+ 22 2 P2 -2 = (5) (1-5) = 5

Portanto, para todo z € 9D, temos

1) —g(2)] < = < = < |f(2)].

Isso mostra que g é um satélite de Rouché de f.

Também é verdade que f é um satélite de Rouché de g. De fato, para todo z € 9D,
l9(2) = |21 + 20 + 21] = |11 + 21 + 27| 2 [aP(11] = |21 + 27))
> [z *(1 = |aa|[1 4+ z1]) 2 21?1 = [a1](11] + [21]))

(10D 0-) -

Consequentemente, para todo z € 0D,
5 11
7() = 9(2)l < 3 < 35 <loCe)]

Em geral, um germe g pode ser um satélite de Rouché de um germe f sem f ser
um satélite de Rouché de g. Como exemplo, consideremos g = f/2.

Por um lado,

1f(z) = 9(2) = |f(2) = f(z)/2] = (/2 < [F(2)],

para todo z na fronteira de qualquer disco bom para f e para g.

Mas por outro,
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£ (2) = 9()| = £ (2)|/2 = lg(2)],

para todo z na fronteira de qualquer disco bom para f e para g.
Cabe ainda ressaltar que as multiplicidades de V'(f) e V(g) na origem sao as mesmas.

Isso é exatamente o que nos diz o proximo teorema.

Teorema 5.2 (Eyral-Gasparim, [9]) Se g é um satélite de Rouché de f, entdo m, =

mf.

Prova: Seja L uma reta complexa passando pela origem em C" nao contida em
cV(f)uC(Vig)).

Consideremos D C L um disco bom para f e para g tal que

1fin(2) — gL (2)] < |fie(2)], ¥ 2z € OD.

Podemos supor que a reta L seja o eixo z, (se necessario, fazemos uma mudanga
de coordenadas), ou seja, essa reta contém os pontos da forma (0, ..., z,), com z, € C.
Assim fi, e g sao funcoes de uma varidvel complexa e a fronteira 0D de D ¢ um
caminho fechado homologo a 0.

Entao pelo teorema de Rouché, fi; e gz tém o mesmo nimero de zeros, contados
com multiplicidade, no interior de D.

Logo, uma vez que f|; e g|; se anulam apenas na origem em D), suas ordens sao
iguais.

Em termos de multiplicidade, m; = m,.
OJ

A reciproca do teorema acima nao é valida. Para ilustrar essa situacao, consideremos
dois germes f e g tais que g = —f. As multiplicidades de V(f) e V(g) na origem sao

as mesmas. Contudo,

1(2) = g(2)] = [f(2) + f(2)] = 2| F (=)l

para todo z na fronteira de qualquer disco bom para f e para g.

E também,

1£(2) = 9(2)| = 21f (2)] = 2| = 9(2)| = 2lg(2)],
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para todo z na fronteira de qualquer disco bom para f e para g.
Portanto, f nao é um satélite de Rouché de g nem g é um satélite de Rouché de f.

Esse problema é contornado com o seguinte teorema.

Teorema 5.3 (Eyral-Gasparim, [9]) Se m; = m,, entdao existem germes reduzidos

f" e g analiticamente equivalentes a [ e g respectivamente tais que ¢' é um satélite de
Rouché de f.

Prova: Facamos m = mjy = m,. Seja L uma reta complexa passando pela origem
em C". Suponhamos que L seja o eixo z,. Fazendo uma mudanca de coordenadas
se necessaria, podemos assumir que L nao estd contida nos cones tangentes C(V(f)),
C(V(g)). Logo f(0,...,2z,) # 0 e g(0, ..., z,) # 0 para todo z numa vizinhanga de 0.
Pelo Teorema da Preparacao de Weierstrass, para z proximo de 0, o germe f pode
ser representado como um produto f(z) = f'(2)f”(z), onde f” é uma unidade em O,

e f/ é um polindmio de Weierstrass de grau m, ou seja, f’ é da forma

f,<zla "'7271) = Z;n + Z;T_lfl(zla ) Zn71> + .+ fm(zla s anl)a

com f; € C{z1,..., 2,1}, fi(0) =0 e a ordem de f; em 0 é > i, para 1 <i < m.
De modo similar, g(z) = ¢'(2)¢"(2), onde ¢” é uma unidade em O, e ¢ é um

polinomio de Weierstrass de grau m, ou seja, ¢’ é da forma

9 (21,0 20) = 20+ 20 g1 (21, 0 20m1) o F G215 20m),

com g; € C{z1, ..., 21}, :(0) =0 e a ordem de g; em 0 é > i, para 1 < i < m.

Notemos que f" e ¢’ sao irredutiveis, logo sao reduzidos. E como V(f) = V(f') e
V(g) =V(4d'), f' e ¢’ sdo analiticamente equivalentes a f e g respectivamente, através
do isomorfismo analitico identidade.

Uma vez que my = my, = m, temos

f|/L<Z> = 9|/L(Z) =Zy -

Entao para qualquer disco fechado D C L centrado na origem (em particular para

um disco bom para [ e para ¢'),
£/ =™, ¥z € 0D,

onde r é o raio de D.

Assim concluimos que
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[f'(2) =g'(2)] =0 <r™ = |f(2)] #0, Vz€dD.
Portanto, ¢’ é um satélite de Rouché de f’.
O

Vimos na Sec¢ao 2.7 do Capitulo 2 que a multiplicidade é um invariante analitico,
deste modo os autores de [9] sumarizam os dois teoremas anteriores com o seguinte

resultado.

Teorema 5.4 (Eyral-Gasparim, [9]) As multiplicidades my e m, sao as mesmas
se, e somente se, existem germes reduzidos f' e g’ analiticamente equivalentes a f e g

respectivamente tais que g é satélite de Rouché de f'.

5.2 Aplicacao a Conjectura de Zariski

Nesta segao, veremos que se dois germes f,g : (C*,0) — (C,0) sdo topologica-
mente R-equivalentes via um homeomorfismo suficientemente “pequeno”, entao f e g
tém a mesma multiplicidade na origem. Essa ideia de homeomorfismo suficientemente
“pequeno” sera melhor entendida com a Definicao 5.2.

Suponhamos entao que f e g sejam topologicamente R-equivalentes. Entao existem
vizinhangas abertas da origem U, U’ C C", representantes f : U — Ceg: U CU — C
dos germes f e g respectivamente e um homeomorfismo ¢ : U — p(U’) C U tais que
p(0)=0eg=fo ¢

Como f é uniformemente continua em uma bola compacta B, C U’ de raio r

suficientemente pequeno centrada em 0, existe n > 0 tal que para quaisquer z,w € B,,

|z —w| <n=1[f(z) = flw)] <inf{[f(u)]: uedDc},

onde D¢ é um disco bom para f e para g = f o ¢ com raio £ < r/2.

[sso motiva a préxima definicao.

Defini¢ao 5.2 (Eyral-Gasparim, [9]) Dizemos que um homeomorfismo ¢ : U —

e(U") C U € f-small se existe uma tripla (r,£,n) como acima tal que para todo z € B,,

|2 = p(2)] <inf{n, &}
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Exemplo 5.2 Sejam f,g: (C?,0) — (C,0) germes de fungoes holomorfas na origem.
Considerando U e U’ vizinhancas abertas de 0, suponhamos que os representantes

f:U—Cdefeg:U CcU — C de g sejam respectivamente
f(21, 22) = (21 + SZQ)(€Z1 + 22) € g(zh 2’2) =21 %92,

onde 0 < £ < 1. Seja agora o homeomorfismo ¢ : U’ — ¢(U’) C U dado por ¢(z1, 29) =

(21 + €29,e21 + 22). Entao,
(gow)(z1,22) = g(p(21,22)) = g(z1 + 29,621 + 22) = (21 +e22) - (€21 + 22) = f(21, 22).

Portanto, os germes f e g sao topologicamente R-equivalentes.

Mostraremos que ¢ é f-small. Inicialmente encontraremos uma tripla (n,&,n) sa-
tisfazendo as condigoes acima.

Seja r > 0 tal que a bola compacta B, centrada na origem esteja inteiramente
contida em U’.

Se L = {(z1,20) € C?: 2y = 2}, entao LN (V(f)UV(g)) = {0}.

Logo, considerando § = r/2, o disco fechado D¢ C L centrado na origem ¢é um disco
bom para f e para g.

Para (21, 21) € D¢, temos

2
|f(z1,21)| = (1 + ez) (e + 21)| = || (A + ) (e + 1) = %(1 +e)’
Escrevamos

0(e) = inf{f (e, 20| (21,2) € 0D} = S (142,

entao como f é uniformemente continua em B, existe n = n(¢) > 0 tal que para (z1, 1),
(],25) € B,

(21, 22) = (21, 2) < m(e) = [f (21, 22) = [ (21, )| < o).

Entao nossa tripla serd (r,r/2,n(g)).

Para todo (21, 22) € B,, temos
|(21, 22) — @(21, 22)| = (21, 22) — (21 + €22,621 + 20)| = |(—€22, —€21)| = €|(21, 22)|.

Dessa forma, se ¢ < 1/2,
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(21, 22) = (21, 22)| = (21, ) < 1/2(21, 22)[ < 7/2 =&

Queremos agora encontrar ¢ tal que e|(z1, z)| < n(¢), para todo (z1,2) € B,. E
suficiente encontrar ¢ tal que e-r < n(e). A dificuldade aqui reside no fato de n depender

de . Para contornar isso observemos que existe ' > 0 tal que

2 2

(21, 22) — (21, 23)| <0 = | f(21,22) — f(21, 29)] < 5 <5 +e)?.

Assim basta escolher € < i/ - 7.
Logo, considerando a nova tripla (r,7/2,1'), se € <inf{1/2,7"-r}, temos para todo

(Zl, 22) € Br

(21, 22) — @(21, 22)| < inf{n', &}

Portanto, ¢ é f-small.

Com a definicao anterior, verifica-se o seguinte resultado.

Teorema 5.5 (Eyral-Gasparim, [9]) Se : U — ¢(U') CU € f-small, entaomy =

my.
Prova: Suponhamos que ¢ seja f-small. Logo para todo z € B,,

2 = ¢(2)] <infin &},

com a tripla (r,&,n) como anteriormente.

Agora suponhamos que z € 9D¢. Desse modo,
(D) =le(2) —z+2[ <[z —pF) + o] <€+ E<r/24+7/2 =7

Logo, ¢(z) € B,.

Uma vez que |z — ¢(z)| <1, obtemos

[f(2) = fo o) <inf{[f(u)]:ue dDe} <[f(2)|

Ou seja, g = f o ¢ é um satélite de Rouché de f. Portanto, pelo Teorema 5.2,

mf = mg.
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Eyral e Gasparim reformulam entao o problema da multipicidade de Zariski em

termos de satélites de Rouché da seguinte maneira.

Teorema 5.6 (Eyral-Gasparim, [9]) A resposta a questao da multiplicidade de Za-
riski € positiva se, e somente se, f e g topologicamente V -equivalentes implica a
existéncia de germes reduzidos f' e ¢ analiticamente equivalentes a f e g respecti-

vamente tais que g seja um satélite de Rouché de f.



Capitulo 6

Germes Quasehomogéneos de

Hipersuperficies

Neste capitulo, apresentaremos algumas respostas afirmativas a Conjectura de Za-
riski obtidas para germes quasehomogéneos de hipersuperficies. A grosso modo, um
germe quasehomogéneo de uma funcao holomorfa é um polindmio quasehomogéneo.

Dizemos que um polinomio é quasehomogéneo quando, atribuidos “pesos” as suas
variaveis, ele se torna homogéneo. Precisaremos este conceito, assim como o de germe
quasehomogéneo, na Segao 6.1.

Apo6s apresentarmos esses conceitos preliminares, estudaremos o resultado de Greuel
de [11] e O’Shea de [26] para deformagoes de um germe quasehomogéneo de uma fungao
holomorfa com nimero de Milnor constante (Teorema 6.2). Como observado por Eyral
em [8], esse resultado nos fornece a equimultiplicidade de deformagdes topologicamente
V-constantes.

A dltima segao deste capitulo aborda a invariancia topoldgica da multiplicidade
para germes quasehomogéneos de hipersuperficies em C? (com singularidade isolada na
origem). E importante ressaltar que esse resultado leva em consideracao a dimensao do

espago.

6.1 Germes Quasehomogéneos

Antes de comecarmos a discutir germes quasehomogéneos e resultados relativos a
eles, introduziremos o conceito de polinomio quasehomogéneo. Veremos a seguir como

germes e polinomios quasehomogéneos estao relacionados.

56
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. . - n .
Definicao 6.1 Seja w = (wy,...,w,) um vetor fivado em Q. Dizemos que um
monomio z{* - ... - z& tem w-grau d se Y, w;a; = d. Um polinomio f € Clz, ..., z,)
¢ chamado de quasehomogéneo com peso w e w-grau d se cada um de seus Mmonoémios

possui w-grav d.

Exemplo 6.1 Consideremos f(z1,29) = 22 — z2. Esse polinomio é quasehomogéneo
) 2 1

com peso w = (2,3) e w-grau 6, pois 3 Xx 2 =2 x 3 = 6.

Alternativamente, também podemos definir polinomio quasehomogéneo da seguinte

maneira.

Defini¢ao 6.2 Um polinomio f € Clzy, ..., z,] € chamado de quasehomogéneo de peso
w = (wi,...,wy), onde w € Q7 se ele puder ser escrito como wma combinagdio linear

NPT .
de monomios z{* - ... - 20" tais que > a;/w; = 1.

Exemplo 6.2 Consideremos novamente f(z1,29) = 23 — 23. Ele também é quaseho-
mogéneo segundo essa defini¢ao, porém seu peso agora é (3,2), pois 3/3=1e2/2 = 1.

Na verdade, as duas defini¢oes sao equivalentes. Definimos de duas maneiras dife-
rentes pelo fato de os autores dos resultados que estudaremos usarem as duas. Agora

definiremos germe quasehomogéneo.

Defini¢ao 6.3 Seja f : (C*,0) — (C,0) um germe de uma fung¢ao holomorfa na ori-

gem. Dizemos que f € quasehomogéneo se ele pertence ao ideal Jacabiano de f, ou

of of
f6<8—216—2n>

Conseguimos exemplos de germes quasehomogéneos utilizando a definicao de po-

seja,

linomio quasehomogéno e a regra da cadeia para mostrar o teorema enunciado a seguir.

Teorema 6.1 (Teorema de Euler) Se f € Clzy, ..., z,] € um polinémio quasehomo-

géneo com peso w = (wy, ..., w,) e w-grau d, entao

—~1 9
f(z) = Z Ewizia—j(z).
i=1 t
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Desta maneira, vemos que um germe de um polinémio quasehomogéneo é um germe
quasehomogéneo.

Saito provou em [33] que a Definigdo 6.3 é equivalente a dizer que f é analitica-
mente R-equivalente a um germe de um polinomio quasehomogéneo. Portanto, em
questoes que envolvam a multiplicidade de f (invariante analitico), podemos trabalhar
com germes de polinomios quasehomogéneos.

Considerando agora f : (C",0) — (C,0) um germe de uma func¢ao holomorfa na
origem, dizemos que o germe de hipersuperficie V(f) é quasehomogéneo se f for um
germe quasehomogéneo.

Utilizando a primeira definigao de polinomio quasehomogéneo, apresentamos a se-
guir o conceito de polinomio semiquasehomogéneo. Antes, porém, uma informacao
relevante: dado w = (wy, ..., w,) € Q%, dizemos que um polinémio f € Clzy, ..., z,] tem
w-ordem d se todos os seus monomios possuem w-grau maior ou igual a d e no minimo
um deles tem exatamente w-grau d.

Como exemplo, consideremos f(z1,22) = 23 - z5 e w = (1,1). Entao, f possui

w-ordem 6, pois seu inico monodmio tem w-grau 6.

Defini¢ao 6.4 Dizemos que um polinomio f € Clz, ..., z,] € semiquasehomogéneo com
peso w = (wy, ..., wy,) ew-graud se f € da forma f = f'+ f", onde f' € quasehomogéneo
com peso w e w-grau d tendo uma singularidade isolada na origem e f" é um polinémio

de w-ordem estritamente maior que d.

Exemplo 6.3 Seja f(21,22) = 27 + 25 + 23 - 25. Se escrevemos f = f' + f”, com
f'(21,22) = 20 + 25 e f"(21,29) = 2} - 23, constatamos que f’ é quasehomogéneo com
peso w = (1,1) e w-grau 5 (na verdade, f’ é homogéneo). Uma vez que

af’ af’

——(21,22) = =—(21,22) = 0& (21,22) =0,

82’1(1 2) 822(1 2) (1 2)

f! possui uma singularidade isolada na origem. E como vimos acima, f” tem w-ordem

6 > 5. Portanto, f é semiquasehomogéneo.

Um germe f : (C",0) — (C,0) é semiquasechomogéneo se ele é analiticamente R-
equivalente a um germe de um polinomio semiquasehomogéneo.
6.2 Deformacoes u-constante

Seja f : (C",0) — (C,0) um germe quasehomogéneo de uma fungao holomorfa.

Consideremos uma deformacao
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F:(C"xC,{0} xC) — (C,0)
(z,t) — F(z,t) = Fy(2)

de f,isto é, Fy = f e F;(0) = 0 para todo ¢ suficientemente préximo de 0.

Recordemos que o ntimero de Milnor de f é definido por

M(f) = dim@(c{zh s Zn}/‘](f>>7

0 0
onde J(f) = <a—i,,87f>

Para t € C fixado, denotaremos a multiplicidade de F; na origem por m; e o seu
nimero de Milnor por p;.

A deformacao (F}); é equimultipla (respectivamente u-constante) se mg = my (res-
pectivamente se g = p;) para todo t suficientemente préximo de 0.

Nesta secao, veremos que toda deformacao p-constante de um germe quaseho-
mogéneo com singularidade isolada na origem é equimtltipla. O resultado que enunci-

amos abaixo foi provado independentemente por Greuel em [11] e O’Shea em [26].

Teorema 6.2 (Greuel, [11]; O’Shea, [26]) Seja f : (C*,0) — (C,0) um germe qua-
sehomogéneo de uma funcao holomorfa com singularidade isolada na origem. Suponha-

mos que

F:(C"xC,{0} xC) — (C,0)
(z,t) — F(z,t) = Fy(2)

seja uma deformacao p-constante de f. Entdao ela é equimailtipla.

Greuel usa um teste avaliativo de Lé e Saito de [18], aplicando-o a singularidades
isoladas arbitrarias. O caso quasehomogéneo resulta de um teorema de Varchenko de
[35] sobre deformagoes com nimero de Milnor constante.

O’Shea também utiliza esse teorema de Varchenko, contudo seu argumento para
provar o Teorema 6.2 é diferente. Ele considera uma classe especial de deformacoes, cha-
madas de deformacoes “upper”, e mostra que toda deformacao “upper” é equimultipla.
Ele conclui entao o resultado com um corolario do teorema de Varchenko (Proposicao
6.2).

Aqui estudaremos a prova do Teorema 6.2 feita por O’Shea por ser mais simples
e curta. Lembremos que pelo resultado de Saito, podemos supor que o germe f é
um germe de um polinomio quasehomogéneo. Adotaremos a primeira definicao de

polinomio quasehomogéneo para introduzir o conceito de deformacao “upper”.
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Definicao 6.5 (O’Shea, [26]) Seja f: (C*,0) — (C,0) um germe de um polinémio
quasehomogéneo com peso w e w-grau d. Dizemos que uma deformagao F : (C"x C, 0 x

C) — (C,0) de f € “upper”’se a expansao
ety = J(2) + L)+ 2l + .

de F' em poténcias do parametro de deformacdo t € tal que cada fi(z) € uma combinacao

linear de monomios de w-grau maior ou tgual a d.

Exemplo 6.4 Seja f(21,22) = 2} + 25. Vimos na secio anterior que f ¢ um polinémio
quasehomogéneo de peso w = (1,1) e w-grau 5. Consideremos agora a aplicacao F :

(C"x C,0xC) — (C,0) dada por
F(z1,22,t) = 20 + 25 + tz} - 3.

Entao, F' é uma deformacgao de f, pois Fy = f e F;(0) = 0, para ¢ suficientemente
proximo de 0. Além disso F' é igual a sua expansao em série de poténcias com relacao
at. Se fi(z1,22) = 2} - 23, também sabemos que f; tem w-grau 6. Portanto, F' ¢ uma
deformacao “upper”de f.

Nesse exemplo, percebemos que a deformacao (F}); é equimultipla, pois m; = mgy =
5, para todo t suficientemente proximo de 0. Este é exatamente o resultado estabelecido
por O’Shea.

Proposicao 6.1 (O’Shea, [26]) Se f € um germe de um polinémio quasehomogéneo
com uma singularidade isolada na origem, entdo qualquer deformacdao “upper” de f é

equimultipla.

Prova: Sejam w o peso de f e d seu w-grau. Uma vez que f possui uma singularidade
isolada na origem, pelo Lema 2.2 do Capitulo 2, para cada ¢, 1 < ¢ < n, podemos
escolher 7; como sendo o menor k, 1 < k < n, tal que o monémio zfzk apareca na
expansao de f como uma combinagao linear de monomios.

Renumerando, podemos assumir que by < by < ... < b,.

Seja F': (C" x C,0 x C) — (C,0) uma deformagao “upper’de f. Para cada t € C

fixo, consideremos

F(z,t) = f(2) + tf1(2) + 2 fa(2) + ...
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Queremos mostrar que m; = myg, que é a multiplicidade de f. Sabemos que mg é
o menor grau dos monémios de f, portanto my < by + 1. Devemos entao provar que
todo monomio de f;, [ > 1, tem grau maior ou igual a myg, sendo suficiente, portanto,
verificar que o seu grau é maior ou igual a by + 1.

Seja entao z* = 2{" - ... - 2% um monomio de f; com w-grau maior ou igual a d.

Primeiramente, suponhamos que o w-grau de z® seja igual a d. Para cada 7, 1 <

i < n, temos b;w; + w;, = d. Multiplicando por a;, obtemos
al(bzwl + U)ji) = aid.

Escrevendo b; = by + ¢;, ¢; > 0 e considerando a soma sobre i, vemos que

n n

Z a,-(bl + Ci)wi + i a;wy, = Z (Iid.
=1

i=1 =1

Logo,

n n n n
b1 E a;w; + E a;c;w; + E a;Wwy;, — d E a; = 0.
i=1 i=1 i=1

=1

n
Mas como g a;w; = d, decorre que
i=1

n

n n
E uma vez que Zaiciwi >0e Zaiwji > 0, temos b; — Zai < 0.

i=1 =1 i=1
n

Logo, Zai =a > by, ou seja, a > by +1 > my.
i=1

Portanto, m; = my.
n

Se o w-grau de z® é maior que d, entao g a;w; =d+d, com d > 0.
i=1
E suficiente agora proceder da mesma maneira acima para concluir que m; = my.

O
A conclusao do Teorema 6.2 é obtida entao da seguinte proposicao.

Proposicao 6.2 (O’Shea, [26]) Qualquer deformacgao p-constante de um germe de

um polinomio quasehomogéneo com uma singularidade isolada na origem é “upper”.
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Como ja mencionado anteriormente, essa proposicao é uma consequéncia de um
teorema de Varchenko de [35].
Uma vez que o nimero de Milnor é um invariante do tipo topoldgico, o corolario

seguinte decorre imediatamente do Teorema 6.2.

Corolario 6.1 (Eyral, [8]) Seja f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fungdao ho-
lomorfa com uma singularidade isolada na origem. Suponhamos que f seja quaseho-

mogéneo. Se

F:(C"xC,0xC)— (C,0)
(z,t) — F(z,t) = Fy(z)

€ uma deformacao topologicamente V -constante de f, entdo ela € equimaltipla.

Para concluir essa se¢ao resta-nos saber como é o caso semiquasehomogéneo. Greuel
observa que no Teorema 6.2 (e no Corolario 6.1), podemos trocar a condigao quaseho-

mogéneo por semiquasehomogéneo, obtendo o mesmo resultado.

6.3 Superficies Singulares em C°

Sejam f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fung¢ao holomorfa na origem e V'(f) seu
germe de hipersuperficie na origem. Quando n = 3, dizemos que V(f) é uma superficie
em C3. Se f possui uma singularidade na origem, chamamos V (f) de superficie singular.

Consideremos agora f : (C?,0) — (C,0) um germe quasehomogéneo com uma
singularidade isolada na origem. Entao f é analiticamente R-equivalente a um germe
de um polinémio quasehomogéneo (Saito, [33]). No que faremos a seguir, estaremos
considerando a segunda definicao de polinomio quasehomogéneo.

Para um polinémio quasehomogéneo com peso w = (wq,wq, w3) e singularidade
isolada na origem, Saeki em [31] e Xu e Yau em [39] e [40] mostram que o peso w é um
invariante do tipo topoldgico de V(f). Como consequéncia, eles resolvem o problema

de Zariski para o caso particular enunciado a seguir.

Teorema 6.3 (Saeki, [31]; Xu-Yau, [39] e [40]) Sejam f,g: (C?0) — (C,0) ger-
mes quasehomogéneos de funcgoes holomorfas com singularidade isolada na origem e
V(f), V(g) seus respectivos germes de superficies em C3. Se f e g sdo topologicamente

V-equivalentes, entio V(f) e V(g) possuem a mesma multiplicidade na origem.
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Nao discutiremos aqui as demonstracoes dos autores para a invariancia topolégica
do peso de um polindomio quasehomogéneo com singularidade isolada na origem. Assu-

miremos verdadeiro o teorema seguinte.

Teorema 6.4 (Xu-Yau, [39] e [40]) Seja V(f) uma superficie quasehomogénea com
singularidade isolada na origem definida por um polinomio quasehomogéneo f com peso

w = (wy,ws, ws). Entdo o tipo topoldgico de V(f) determina e é determinado por w.

O lema a seguir € interessante nao apenas por ser valido para n # 3, mas também por
caracterizar a multiplicidade na origem de um germe quasehomogéneo de hipersuperficie

com singularidade isolada.

Lema 6.1 (Saeki, [31]) Seja f: (C",0) — (C,0) um germe quasehomogéneo de uma
fun¢ao holomorfa de peso w = (wy, ...,w,) com uma singularidade isolada na origem.

Se my denota a multiplicidade de f na origem, entao
my =min{m € Zy : m > k},
onde k = min{wy, ..., w,}.

Prova: Reordenando as variaveis zy, ..., 2, se necessario, podemos supor que k = wj.
Mostraremos que my > wy.

Seja 27" - ... - 29" 0 mondmio de menor grau de f. Entao

myp = a1+ ... + Q.

Pela Definicao 6.2, temos

o} o w

Mas wy/w; <1, j =1,...,n, pois w; = min{wy, ..., w,}. Logo,
w1 Sal—i—...—l—an:mf.

Portanto, se m' = min{m € Z, : m > w, }, concluimos que my > m/'.

Para estabelecer a desigualdade contraria, observemos que f possui uma singula-
ridade isolada na origem. Logo, pelo Lema 2.2 do Capitulo 2, existe um monoémio
da forma 27"z;, para algum j = 1,...,n, na expressao de f como série de poténcia
convergente.

Assim, usando novamente a definicao de polinomio quasehomogéneo, obtemos
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(e7] 1 w1 w1
—+—:1:>a1+—:w1:>a1:w1——.
w1 wj Y Wy

Vale também a desigualdade my < oy + 1. Consequentemente,

w
mfgwl—w—1+1<w1+1gm’+1:>mf<m’+1.
J

Portanto, my < m/, encerrando a prova.

64

Usando o Teorema 6.4 e o Lema 6.1, para o caso n = 3, obtemos o Teorema 6.3



Capitulo 7
Mais Alguns Resultados

Neste capitulo descrevemos brevemente mais alguns resultados obtidos sobre o pro-
blema da multiplicidadede Zariski. Uma vez que esses resultados nao foram estudados
com detalhes, eles estao listados aqui com o propdsito de servirem de referéncia para

estudos futuros.
SINGULARIDADES NEWTON NAO DEGENERADAS

Seja f : (C",0) — (C,0) um germe de uma fungao holomorfa na origem. Escrevamos

f(Z) = Zaazaa

onde a = (v, ...,0p) € Z7, aq € Ce 2% = 21" 4+ ... 4+ 207,
O Poliedro de Newton ' (f; z) de f em 0 com relagao as coordenadas z = (z1, ..., 2,

¢ o envoltério convexo em R’} do conjunto
n
U (a+R7Y).
aa#0

A fronteira de Newton T'(f;z) de f em 0 é a unido das faces compactas da fronteira

de ' (f;2). O polinomio
5 0
a€l'(f;2)

é chamado de parte principal de Newton de f em O.

Para cada face A € I'(f; z), definimos a fungao face fa por

falz) = Z Ao 2"

a€A

65
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Dizemos que f é nao degenerada em A se as equacoes

dfa Ofa
——(z)=...= =0
9, ) 9. %)
nao possuem solugao comum em 2; - ... - 2, # 0. Quando f é nao degenerada em cada

face A de I'(f; z), dizemos que f tem uma parte principal Newton nao degenerada com
relacao a z.

Abderrahmane em [1] e Saia e Tomazella em [32] provaram independentemente que
qualquer deformacao p-constante que tenha uma parte principal Newton nao degene-

rada é equimultipla.

Teorema 7.1 (Abderrahmane, [1]; Saia-Tomazella, [32]) Seja f : (C",0) —
(C,0) um germe de uma fun¢do holomorfa. Suponhamos que f possua uma singu-

laridade isolada na origem. Se

F:(C"xC,{0} xC)— (C,0)
(z,t) — F(z,t) = Fi(2)

¢ uma deformacao p-constante de f tal que, para todo t proximo de 0, o germe Fy tem

uma parte principal Newton nao degenerada com relagao a z, entdo (Fy), € equimiltipla.

MurtiPLICIDADE E GENERO ARITMETICO

Wagreich introduziu em [37] um invariante para singularidades chamado de género
aritmético que pode ser calculado através de um grafico de resolu¢ao. Yau em [41],
usando esse objeto (que também é um invariante do tipo topolégico), demonstra o

seguinte resultado para superficies singulares em C3.

Teorema 7.2 (Yau, [41]) Sejam f,g: (C?,0) — (C,0) germes de funcoes holomorfas
com singularidade isolada na origem e V(f), V(g) seus correspondentes germes de
superficies em C*. Suponhamos que f e g sejam topologicamente V -equivalentes. Se o
género aritmético de V() na origem é menor ou igual a 2, entdo as multiplicidades de

V(f) e V(g) na origem sao iguais.

SINGULARIDADES ALINHADAS

A nogao de singularidade alinhada foi introduzida por Massey em [22]. Singulari-
dades alinhadas generalizam singularidades isoladas e singularidades unidimensionais
suaves. Para a defini¢ao precisa, vide [22] ou [§].

Eyral mostra entao o seguinte em [7].
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Teorema 7.3 (Eyral, [7]) Seja F : (C" x C,{0} x C) — (C,0), (z,t) — F(z,t) =

Fi(z), um germe de uma fun¢ao holomorfa definido por
Fi(z1, .0y 2n) = G(21, ooy 2n1) + 22 H (21, ..oy 2n),

onde G : (C"!' x C,{0} x C) — (C,0), (z1,--,2n-1,t) — G(z1,..., 2n_1,1)
Gi(z1y .y 2n-1), € H : (C" x C,{0} x C) — (C,0), (21, ..., 2n,t) > H(21,..., 2p,t) =
Hi(z1,...,2n), s@o germes de fungoes holomorfas com n > 3. Suponhamos que, para
todo t proximo de 0, os germes F; e Gy sejam reduzidos e que Fy possua uma singulari-
dade alinhada em 0 s-dimensional. Suponhamos também que (Fy); seja topologicamente
V-constante. Seja (ty)r uma sequéncia infinita de pontos em C convegindo a 0. Supo-
nhamos que as coordenadas z = (z1, ..., z,), ou alguma permutacdo delas, formem um
conjunto de coordenadas na origem para Fy e para Fy, , para todo k € N. Finalmente,
suponhamos que no minimo uma das quatro condigcoes sequintes esteja satisfeita:
(i) para todo t préximo de 0, o germe G, € conveniente e tem uma parte principal
Newton nao degenerada com respeito as coordenadas z' = (z1, ..., Zn—1);
(ii) para todo t proximo de 0, o germe Gy é da forma Gy(Z') = a(Z') + 0(t)B(Z'), onde
a,B:(C"10) — (C,0) e : (C,0) — (C,0),0 # 0, sdao germes de fungoes holomorfas;
(iii) Go € um germe de um polinomio semiquasehomogéneo com relagio a z';
(iv) n = 3.

Entao (Gy); € equimaltipla. Em particular, se, além disso, para todo t prézimo de
0, a multiplicidade na origem do germe Gy é menor ou igual a ordem em 0 do germe

(nao reduzido) (21, ..., 2p) v 22 H(21, ..., 2,), entio (Fy); é equimiiltipla.

CAsos PARTICULARES
Navarro Aznar apresenta em [24] uma solugao parcial do problema de Zariski descrita

a seguir.

Teorema 7.4 (Navarro Aznar, [24]) Sejam f,g: (C?,0) — (C,0) germes reduzidos
de fungoes holomorfas e my, my suas multiplicidades na origem respectivamente. Su-

ponhamos que f e g sejam topologicamente V -equivalentes. Se my = 2, entdao my = 2.

Primeiramente, ele define o posto do germe de superficie V' (f) como sendo o posto

da matriz hessiana de f em 0. Ele entao observa o seguinte:

(1) Se o posto de V(f) é impar, entdao my = m.
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(2) Se o posto de V(f) é impar, entdo my < 2.

Com essas observacgoes ele obtém o Teorema 7.4.
Mendris e Némethi deram em [23] uma resposta afirmativa a Conjectura de Zariski
para superficies com singularidade isolada em C? do tipo f(z1, 22, 23) = f(21, 22) + 25,

onde f é irredutivel.

Teorema 7.5 (Mendris-Némethi, [23]) Sejam f : (C%0) — (C,0) um germe irre-
dutivel de uma funcgio holomorfa e f : (C3,0) — (C,0) uma suspensdo de f, isto é,
f(21, 20, 23) = fl21,20) + 28 para algum k > 2. Se g : (C3,0) — (C,0) € wm germe

reduzido de uma fun¢ao holomorfa topologicamente V -equivalente a f, enltao my = mj.

Observemos que a hipétese k > 2 implica que f tem no méximo uma singularidade

isolada na origem e, consequentemente, é reduzido.
Para concluir, enunciamos o seguinte resultado sobre germes nao singulares.
Teorema 7.6 (A’Campo, [2]; Lé, [16]) Sejam f,g : (C",0) — (C,0) germes redu-

zidos de funcoes holomorfas e my, my suas multiplicidades na origem respectivamente.

Suponhamos que f e g sejam topologicamente V -equivalentes. Semy = 1, entaom, = 1.
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