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Resumo

Neste trabalho, veremos que se o operador transposto de um campo vetorial real suave L
definido no toro N-dimensional, visto como um operador diferencial linear com coeficientes
em C(TY), for globalmente hipoeliptico, entdo existe um campo vetorial com coeficientes
constantes Ly tal que L e Ly sao C*°-conjugados, com tais constantes satisfazendo uma
condigdo chamada de Diofantina (x). Mostraremos também a reciproca deste fato, isto
é, se existir um sistema de coordenadas tal que, neste novo sitema L possui coeficientes
constantes com tais constantes satisfazendo a condi¢ao Diofantina (x) entao, seu transposto
L* é globalmente hipoeliptico. Veremos que a condi¢cao Diofantina implica que, os fluxos

gerados pelo campo, vistos como um sistema dinanico, sao minimais.

Palavras-chave: Hipoelipticidade, Distribuigoes periodicas, Espacos de Sobolev, Condicao

Diofantina, Sistemas minimais.






Abstract

In this work, we will see that if the transpose operator of a smooth real vector field L defined
on the N-dimensional torus, regarded as a linear differential operator with coefficients in
C>(T¥), is globally hypoelliptic, then there exists a vector field with constant coefficients
Lo such that L and Ly are C'*°-conjugated, with such constants satisfying a condition called
Diofantina (x). We will also show the converse of this fact, that is, if there is a coordinate
system such that in this new system L has constant coefficients with such constant satisfying
the Diophantine condition (%) then its transpose L* is globally hypoelliptic. We will see
that the Diophantine condition implies that the flow generated by the field, regarded as a

Dynamical system is minimal.

Keywords: Hypoellipticity, Periodic distributions, Sobolev spaces, Diophantine condition,

Minimal systems.
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Capitulo 1
Introducao

Um campo vetorial definido sobre uma variedade compacta, pode ser visto naturalmente
como um operador L agindo sobre o espago das fungoes suaves. Associado ao operador L,
temos o operador transposto L* agindo sobre o dual deste espaco, isto é, o espaco das dis-
tribuicoes. Nesta dissertagao estudaremos condi¢oes para a Hipoelipticidade Global dos
operadores L e L*. S. J. Greenfield e N. R. Wallach em [GW], consideraram campos
vetoriais hipoelipticos no toro T?, e provaram que, se L = \;(u,v)d, + Aao(u,v)d, onde,
A (u,v), Ao (u,v) € C(T?) é tal que seu transposto L* é hipoeliptico entdo, existe uma

transformagao suave 7 : (u,v) — (z,y) tal que
L = F(z,y) (0, + A0,), (1.0.1)

onde F € C™(T?), F(x,y) # 0, V(zr,y) € T? e a constante A satisfaz a seguinte condigao,
existem nameros positivos Cy e Ny tais que

Co
(k] + 2™

|k + A >

para quaisquer inteiros k e [.

Jorge Hounie também considerou em [HI| campos vetoriais hipoelipticos definidos no
toro T? e, mostrou que, se considerarmos o campo L dado por L = \j(u,v)d, + A2(u,v)d,
nas mesmas condicoes anteriores, e supormos que o sistema

du dv

= — = 1.0.2
dt )\1(“,'0), dt >\2(uav) ( 0 )

tem um conjunto minimal em T?, entdo existe uma transformagao suave 7 : (u,v) — (z,y)

tal que (1.0.1]) é valida.

As provas destes fatos dependem de um teorema de redugao, devido a Sternberg, para o

sistema (|1.0.2)).

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Sternberg em [S], mostrou que, quando o sistema ([1.0.2) tem uma integral invariante
w € C®(T?), w # 0 em T? invariante com respeito ao fluxo gerado pelo sistema, entao
podemos reescrever (|1.0.2)) da seguinte forma:

C;—:tc = F(x,y), d_y = AF(z,y). (1.0.3)

Devido ao fato de nao se conhecer até o momento, um teorema de reducao para dimensao
superior a 2, analogo ao dado por Sternberg quando N = 2, os métodos usados em [GW] e
[HI] ndo podem ser aplicados para o toro TV quando N > 3. Neste trabalho, estudaremos
um artigo de Chen Wenyi e M. Y. Chi [CC]|, que trata do caso N > 3, fornecendo uma
demonstracdo construtiva para este problema. O resultado principal contido em [CC| diz
que se L é um campo vetorial suave definido no toro TV entao o operador transposto L* é
globalmente hipoeliptico se, e somente se, existir um difeomorfismo 7, que conjuga o campo
a um campo vetorial com coeficientes constantes satisfazendo a condi¢ao Diofantina (x).
Mostraremos que tal condi¢ao Diofantina esta ligada com questoes oriundas da teoria dos
sistemas dinamicos tais como ergodicidade, recorréncia e minimalidade. Veremos que a
regularidade do transposto L* implica na existéncia de uma medida de probabilidade suave
que deixa invariante o fluxo gerado pelo campo vetorial L. Para alcancarmos o objetivo
principal que consiste na demonstragao do resultado de [CC| organizamos a dissertagao da
seguinte maneira. No Capitulo 2 estudamos algumas propriedades funcionais do espago
das medidas mostrando que o espago das medidas de probabilidade definidas sobre um
espago métrico compacto, quando dotado com a topologia fraca estrela, é metrizavel e
compacto. Definiremos o conceito de medida invariante e forneceremos um resultado de
caracterizagao de tais medidas. No Capitulo 3 faremos um estudo da Analise de Fourier,
distribuicoes periddicas e dos espagos de Sobolev definidos sobre o toro N-dimensional e
daremos a definicao de hipoelipticidade de um operador diferencial parcial linear de ordem
m. Mostraremos ainda que tal operador quando Globalmente Hipoeliptico satisfaz certas
desigualdades denominadas estimativas a priori. O Capitulo 4 serda dedicado ao estudo de
alguns resultados da teoria dos sistemas dinamicos e das propriedades de ergodicidade de
uma transformacao mensuravel definida sobre um espaco métrico compacto. Provaremos
o teorema de Krylov-Bogoliubov que garante que o espaco das medidas invariantes com
respeito a uma transformacao continua definida sobre um espago métrico compacto é nao-
vazio. No Capitulo 5 provaremos os principais resultados relacionados a hipoelipticidade

dos operadores L e L* e como as estimativas a priori implicam na resolubilidade da equacao
Lu = f em C>(TV).



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Resultados de Analise Funcional

A seguir segue a definicdo de semi-norma sobre um espaco vetorial.

Definicao 2.1.1. Seja E um espacgo vetorial sobre R, um funcional sublinear definido em

E € uma aplicagao p : E — R satisfazendo as sequintes condicoes:
1. p(x +y) <p(x)+p(y),Vo,y € E;
2. p(Ax) = Ap(x),Vx € E, ¥\ > 0.

Definigao 2.1.2. Sejam E um espago vetorial sobre o corpo F' e {pg}tr>1 uma familia de
semi-normas em E. Dizemos que {pi}i>1 separa pontos, se x € E for tal que pr(z) = 0,

Vk>1=x2=0.

Abaixo segue a versao real de um dos teoremas importantes no que diz respeito a exten-

soes de funcionais lineares em espacos vetoriais normados.

Teorema 2.1.1 (Hahn-Banach). Sejam E um espago vetorial real e E* seu dual, p: E — R
um funcional sublinear. Sejam G C E um subespago vetorial e g : G — R um funcional

linear tal que g(x) < p(x), Vo € G. Entao existe f € E* tal que
1. g(x) = f(z), Yz € G;
2. f(z) <p(x), Vz € E.

Demonstragao: Veja referéncia |[R] p.56. O

Seguem algumas consequéncias do teorema de Hahn-Banach e que serao tteis em resul-

tados posteriores.

13



14 CAPITULO 2. PRELIMINARES

Corolario 2.1.1. Seja G um subespaco vetorial de E onde, E € um espaco vetorial normado

o =sup {lg(x)] -z € G, [Jz]| <1}

eg: G — R uma aplicagao linear e continua de norma || g|

Entao, existe f € E* tal que ||f|

g = llgllg--

Demonstracao: Seja p : £ — R definida por p(z) = ||g]|s ||z]|. Note que, se z # 0,

v € G entio, hg(x) = g(=) < lo(=0)| < lgllg,, portanto, g(x) < lgllg, Izl = plz).
Logo, pelo teorema de Hahn-Banach segue que 3f € E* tal que g(z) = f(z) Vx € G e,

f(z) < p(x) = [lg]

| = IIf|

o o < |lgllg- A outra desigualdade é imediata. O

Corolario 2.1.2. Dado xy € E emiste f € E* tal que

LA

Ex = ||I0HE
2. {f, o) = ||zoll% -

Demonstragao: Seja G = {\zo: A € R} C F e defina g : G — R por g(tzg) = t||zo]|”.

Temos,
EN R
I9llg = sup [g(x)[ = sup |g(tzo)| = sup |g(txo)| = sup ————— = |[zol|.
Jel<1 ltwoll<1 Jezoll=1 i#0 [l
O
Corolario 2.1.3. Seja E um espaco vetorial normado, para todo x € E temos
[zl = sup |(f,2)|, f€E" talque |fllp <1
feE
Demonstracao: Claramente,
sup |f ()] < =]
feE*
- . « 2
Dado € E pelo corolario (2.1.2)), existe f € E* tal que ||f]|z. = ||z|lz e f(z) = ||=|"
Agora, defina f = ||| " f, x # 0 entdo, ||fillp, = ||| [ flp. =1
f(@)
file) = = = [l]]
]
O

Agora, apresentaremos um resultado técnico importante em Analise Funcional, o Teo-
rema da Aplicacao Aberta, devido & Banach. Numa de suas consequéncias, ele d4 condic¢oes
suficientes para que uma aplicagao linear entre espagos de Banach continua e invertivel tenha

inversa continua, em outras palavras, para que seja um homeomorfismo linear.
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Definicao 2.1.3. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicagao f : X — Y € dita
aberta se a imagem de todo subconjunto aberto de X é também um subconjunto aberto de

Y.

Teorema 2.1.2 (Aplicagdo Aberta). Sejam By, By espag¢os de Banach e T : By — Bs

aplicagao linear continua tal que ImgT = By, entao T é uma aplicacao aberta.

Demonstracao: Veja a referéncia [CR].

A seguir daremos a definicao de Espacos de Frechét, e em seguida, a versao do teorema

do grafico fechado para espacos de Frechét.

Definigao 2.1.4. Seja E um espaco vetorial e {pg}tr>1 uma familia enumerdvel de semi-

normas em E. Definimos uma aplicagao d : E x E — R, por,
— 1 pu(z—y)
d(z,y) = E —_ 2.1.1
(z9) = 281 + pi(a —y) (2.11)

O Lema a seguir afirma que a aplicagao d é uma métrica.

Lema 2.1.1. Seja E um espago vetorial e {py}r>1 uma familia enumerdvel de semi-normas
que separa pontos entdao, a aplicagao d definida em (2.1.1) € uma métrica em E invariante
por translagao. Além disso, o espago métrico (E,d) é um EVT (Espago Vetorial Topolégico).

Logo, x,, — 0 em E se, e somente se, lim pg(x,) =0, Vk > 1.

n—o0
Demonstragao: Veja a referéncia [L] O
Definigao 2.1.5. Uma sequéncia (x,)nen € de Cauchy em (E, d) se, e somente se, Yk > 1,
Ve > 0, AN tal que Ym,n > Ny implica pg(x;, — x,) < €.

Definigao 2.1.6. Sejam E um espaco vetorial e {py}r>1 uma familia enumerdvel de semi-
normas que separa pontos entao, quando o EVT, (E,d) é completo, dizemos que E € um

espaco de Frechét.

O proximo resultado nos dé4 uma versao do teorema do gréfico fechado para espacgos de

Frechét.

Teorema 2.1.3. Sejam E um espaco de Frechét e F espago de Banach, T : E — F uma

aplicacao linear, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. T ¢ continua.
2. O grifico G(T) = {(x,Tx) : x € E} € fechado em E x F.

Demonstragao: Veja a referéncia [L] O
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2.2 A Topologia fraca estrela
Seja F um espago de Banach e E* seu dual topologico dotado da norma dual

|fIl = sup (fz}|, = € E tal quellz| < 1.

Te

Seja E** o bidual de EF dotado com a norma

1€l = sup [, f)], f € E tal quel|f|| < 1.

feE*

Considere a inje¢ao canonica

J:E— E*
r— J(x): B — R

1. J é linear.
2. J ¢ isometria isto &, || Jz|| g = ||2|| 5

Com efeito, pelo corolario ([2.1.3))

7]

g = sup [(Jx, )] = sup |[(f,z)| = |||
HS! 111

Definigao 2.2.1. Dizemos que E € reflexivo quando J(E) = E**.

Definigao 2.2.2. A topologia fraca estrela denotada por o(E*, E) € a topologia menos fina

definida sobre E* que torna continuas todas as aplicagoes J(x) tal que x € E.

Proposicao 2.2.1. A topologia fraca estrela o(E*, E) é Hausdorff.

Demonstragao: Veja a referéncia |B| O

Teorema 2.2.1 (Banach-Alaoglu). O conjunto Bg- = {f € E*: ||f|| < 1} € compacto na
topologia fraca estrela o(E*, F).

Demonstracao: Veja a referéncia B O
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2.3 Elementos da Teoria da Medida

Definicao 2.3.1. Seja X wm conjunto nao-vazio, uma algebra de subconjuntos de X é

uma familia A C P(X) satisfazendo as sequintes condigoes:
i) Se E € A entio E°€ A
ii) Se By,..., B, € A entao Uj_ E; € A.

Sejam Ei,...,E, € A desde que N}_,F; = ( ;LZIE;)C temos que toda algebra A é
fechada sobre intersec¢oes finitas. Além disso, se A é uma 4lgebra, entdo ) € Ae X € A,

pois dado qualquer E € A, ) = ENE‘e X = EU E°.

Definicao 2.3.2. Uma dlgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de M se também for

fechada para unioes enumerdveis:
i) Se Ej € A, para todo j = 1,2,... entdo U, E; € A.
Definigao 2.3.3. Se A € uma o-dlgebra entao o par (X, A) € dito espago mensurdvel.

Proposigao 2.3.1. Seja A uma dlgebra e suponha que ela seja fechada sobre unides enu-

merdveis disjuntas entao, A € uma o-dlgebra.
Demonstracao: Seja {E;|j =1,2,...} C A. Defina

Fy=F, Fb=FEy,— F, Fy=FE3— (EyUEj),...,F,=E; —

k—1
UE
j=1

Entao Fy € A para todo k= 1,2, ..., sao disjuntos e U3, Fj = U2, Fj. 0

E trivial verificar que a interseccao de qualquer familia de o-algebras em X é também
uma o-algebra. Entao se £ C P(X) existe a menor o-algebra M(E) contendo &£, de forma
tnica, definida pela interseccao de todas as o-algebras que contém £. Dizemos entao que

M(E) é a o-algebra gerada por £.
Lema 2.3.1. Se £ C M(F), entao M(E) C M(F).

Se X é um espago métrico, ou mais geralmente um espago topolégico entao a o-algebra
gerada pela familia dos conjuntos abertos de X é chamada de o-algebra de Borel sobre X
e serd denotada By.

A o-algebra de Borel sobre R seré utilizada com fequéncia a seguir. Ela pode ser gerada

por um numero variado de subconjuntos:
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Proposicao 2.3.2. Br ¢ gerada por cada um dos sequintes subconjuntos:

a) os intervalos abertos: £ = {(a,b)|a < b}

b) os intervalos fechados: € = {[a,b] | a < b}

c) os intervalos semi-abertos: £ = {(a,b]|a < b} ou & = {[a,b) | a < b}

d) os raios abertos E5 = {(a,0) |a € R} ou & = {(—00,a) |a € R}

e) os raios fechados E; = {[a,00) |a € R} ou & = {(—o00,a] |a € R}.

U

Definigao 2.3.4. Uma cole¢ao € de subconjuntos de X é chamada sub-dlgebra se as trés

condigoes sequintes ocorrem.
i) 0eé
ii) Se A,B €& entio ANB €&
iii) Se A€ & entao X — A=U" | E; com E; € £ dois-a-dois disjuntos.

Dizemos também que £ define uma familia elementar de conjuntos.

Exemplo 2.3.1: A colec¢ao de todos os subintervalos de [0, 1] da forma [0, 5] e (a,b], com

0 <a < b <1 forma uma sub-algebra. No exemplo acima note que para qualquer b € (0, 1)

temos O = [0,b) N [b,1] € &.

Proposicao 2.3.3. Seja £ uma semi-dlgebra de conjuntos de X entio a cole¢io A dos
subconjuntos de X que podem ser escritos da forma E = Uj_F; onde cada E; € &€ sao

dois-a-dois disjuntos forma uma dlgebra sobre X, denominada dlgebra gerada por .

Demonstragao: Seja A ={F = U}_F;|E; € £ dois-a-dois disjuntos}. Por simplicidade
de notagao assumiremos que se E' € £ entao E° é a uniao disjunta de dois membros de &; a
prova do caso geral ¢ essencialmente a mesma. Sejam A, B € £ como B = C1UC, (C,C5 €
&, disjuntos) temos que AUB = (A—B)UB=(ANB)UB=(AN(C;UCy))UB =
(AN Cy) U (AN Cy)] U B sendo esta uniao disjunta de elementos de &, logo AU B € A.
Por indugao segue que se Ay,..., A, € £ entao U7_; A; € A. Segue da hipétese de indugao
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que U7_ 1 A; = (U?;llAj) UA, = (U E;)) UA, = U A, U E; sendo E; € € dois-a-dois
disjuntos. Como A, U E; = (A, — E;) UE; = (A, N C}) U (A, N C?) U E;. Logo,

Ul Ay = U (A, — E)) UE; = (A, NCHU (A, NC)UE)] € A

-1 é portanto fechado sobre uniodes finitas. Para ver que A é fechado sobre complemen-
tar, suponha que Ei,...,E, € £ sdo dois-a-dois disjuntos e Ef = B} U B}, (B}, B} €
&, disjuntos). Entao

(6) ﬁBluB2 =\ J{BF'n...nBk

j=1

kl,...,kgzl,Q}GA.
U

Definicao 2.3.5. Uma medida num espago mensurdvel (M,B) €é wuma fungdo
w:B— [0, 400] que satisfaz:

i) w(®) =0;

i) u(Usey) =07, u(A;)) para quaisquer A; € B disjuntos dois-a-dois.

A tripla (M, B, 1) é chamada espago de medida. Quando pu(M) = 1 dizemos que u é
uma medida de probabilidade e (M, B, ;1) é um espago de probabilidade.

A segunda propriedade na definicao de medida é chamada o-aditividade.

Definigao 2.3.6. Dizemos que a fungao p: B — [0,4+00] € finitamente aditiva se:

N N
n(() =D n(4y)
7j=1 7j=1
para qualquer familia finita Ay, ..., Ay € B de subconjuntos disjuntos dois-a-dois.

Note que toda medida o-finita é, automaticamente, finitamente aditiva.

Se (M, B, i) é um espago de medida, um conjunto E € B tal que p(E) = 0 é denominado
conjunto nulo. Se u(E) =0e F C F é tal que F' € B entdo por monotonicidade pu(F') = 0.
Em geral dado E € B pode nao ser verdade que F' € B. Por exemplo considere a medida

zero sobre a o-algebra {0, M}.

Definicao 2.3.7. Uma medida cujo dominio contém todos os subconjuntos de um conjunto

nulo € chamada completa.

As propriedades béasicas de uma medida podem ser resumidas no seguinte teorema.
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Teorema 2.3.1. Seja (M, B, i) um espago de medida.
a) (Monotonicidade) Se E,F € B e E C F entdo u(E) < u(F).
b) (Subaditividade) Se {E;}32, C B entio n(U;2, Ej) < > 272, n(E)).
¢) (Continuidade por baixo) Se {E;}32, C B e By C Ey C ..., entio pu(U2, Ej) =
i o0 ().
d) (Continuidade por cima) Se {E;}32, C B e E1 D Ey D ..., e u(E,) < oo para algum

n, entao (M52 Ej) = limy o0 p(Ej).

Demonstragao: (a) Se F C F entao de F' = EU(F — E) segue que u(F) = u(E) 4+ p(F —
E) > w(E).

(b) Seja F; = Ey e F}, = Ey — [Uf;ll Ej] para k > 1. Entao os F}’s sao disjuntos e
Use, Iy = U2, ;. Logo, por (a),

M(U Ey) = n(lJ F5) = Zu(Fj) < Zu(Ej)-
(c) Ponha Fy = ), temos
M(U E;) = M(U(Ej —Ej )= ZM(EJ‘ — Ej1)

n—oo

= lim Y p(E; — Ej) = lim u(E,).
j=1

(d) Seja F; = E, — Ej para j > n: logo F,11 C Fio C ... e u(E,) = p(F;) + pn(E))

para 7 > n. Note que
U?inHFj - U;?in+1<En —Ej)=E, - (m?inHEj) =By — (ﬂ?ilEj)'
Decorre de (c) que
p(En) = p (MG By) o+ lim p(Fy) = mu (M52, B5) + Tim (u(En) = ().

Como pu(E,) < oo, subtraindo em ambos os membros da expressdo anterior obtemos o

resultado desejado. O

Definigao 2.3.8. Seja X um conjunto nao-vazio, uma fungao p* : P — [0,00| € chamada

medida exterior se:
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(ii) se B C F entao p*(E) < p*(F),

(it}) se {E;}32, C P(M) entio u*(UE, Ey) < Y5, ().

Proposigao 2.3.4. Seja E C P(M) ep: E — [0,00] tal que h € €, X € &, e p(D) = 0.
Para cada A C X, seja

mf{Zp JIE; €&, e ACGE]}.
j=1

Entao p* € wma medida exterior.

Definigao 2.3.9. Se u* é uma medida exterior sobre M, um conjunto A C X € chamado

w-mensurdvel se
pw(E)=p (ENA)+pu (ENAS, paratodo E C M.

Teorema 2.3.2 (Carathéodory). Se p* é uma medida exterior sobre M, a colegao M dos

conjuntos p*-mensurdveis € uma o-dlgebra, e a restricao de p* a M € uma medida completa.

Demonstragao: Veja a referéncia |R] O

Aplicaremos o teorema de Carathéodory ao problema de estender medidas definidas

sobre algebras a o-algebras.

Definicao 2.3.10. Se A C P(X) ¢ uma dlgebra, uma fungao p: A — [0,00] é chamada

pré-medida se:

(ii) Se {E;}32, C A € uma colegio disjunta tal que U2, E; € A entio p(U2, Ej) =

Z]O'il u(Ey).

Se f1 ¢ uma pré-medida sobre A C P(X) entdo induz uma medida exterior sobre X, a

saber

lnf{Z/L )| E; € A, ECUE} (2.3.1)

7j=1

Proposigao 2.3.5. Se i € uma pré-medida sobre A e p* definida como em (m, entao

(i) p|A=p,
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(ii) cada conjunto E € A € p*- mensurdvel.
Demonstracao: Veja a referéncia |R] O

Teorema 2.3.3. Seja A C P(X) uma dlgebra, p uma pré-medida sobre A, e M a o-
dlgebra gerada por A. Entao existe uma medida i sobre M cuja restricio a A € u. Mais
precisamente, i = p*|M onde p* € dada por . Se v € outra medida definida sobre
M satisfazendo as mesmas condigds sobre fi, entao v(E) < a(E) para todo E € M, com a
igualdade ocorrendo quando i(E) < co. Se p € o-finita, entdo i € a unica extensao de i a

uma medida sobre M.
Demonstracao: Veja a referéncia |R] O

Definicao 2.3.11. Seja i uma medida de Borel em X e I C X boreliano. Dizemos que p

€ reqular exterior sobre E se
w(E) =inf{u(U) | E C U;Uaberto} (2.3.2)

e, reqular interior se

p(E) = sup{u(K)| K C E; Kcompacto} (2.3.3)

e dizemos que i € reqular se (2.3.2)) e (2.3.3) ocorrem.

Definicao 2.3.12. Uma medida de Radon sobre X, ¢ uma medida de Borel tal que:
i) p(K) < oo, VK C X compacto.
ii) Regular exterior sobre E C X VE boreliano.
iii) Regular interior sobre A C X ,YA aberto.
E, denotaremos o espago das medidas de Radon sobre X por R(X).

Definigao 2.3.13. Sejam U C X aberto, f € C.(X), dizemos que f estd subordinada a
U(f<U)se0< f<lesuppf CU.

Teorema 2.3.4 (Representacao de Riesz). Se I é um funcional linear positivo sobre C.(X),

entao existe uma unica medida de Radon p sobre X tal que

1(f) = /X f(2) dsVf € Cu(X).

Além disso, | satisfaz:
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1) wU) =sup{l(f): feCX);f<U}; VU C X aberto.

i) w(K)=inf{I(f): feCAX);f>xk}; VK C X compacto.
Demonstracao: Veja a referéncia [F| O

Definicao 2.3.14. Seja M um espago topoldgico, dizemos que M € localmente compacto
Hausdorff, e denotamos LCH, se M for Hausdorff e dado x € M existir uma vizinhaga
compacta V, tal que V, C M.

Definigao 2.3.15. Seja f € C(M), dizemos que f vai a zero no infinito se, dado qualquer
e >0 o conjunto {z : |f(x)| > €} € compacto. Denotaremos por Co(M) o espago da fungies

que tendem a zero no infinito.

Teorema 2.3.5. Seja M um espaco LCH. Para cada p € R(M) o funcional linear tal
que para cada f € Co(M), associa o mimero complexo I,(f) = [,, f(x)du(x) define um

isomorfismo isométrico de R(M) em Co(M)*.
Demonstragao: Veja a referéncia [F| O

Corolario 2.3.1. Se M ¢ um espaco de Hausdorff compacto, entao

R(M) = C(M)"

Demonstracao: Veja a referéncia [E] O

2.4 A Topologia fraca estrela no espaco das medidas

Nesta secao vamos introduzir uma topologia importante no conjunto M(M) das probabili-
dades borelianas do espago M onde, M é um espago métrico ou, mais geralmente, um espago

topologico, e tal topologia ¢ chamada topologia fraca™*.

Definigao 2.4.1. Dada uma medida p € M(M), um conjunto finito F = {¢1,...,¢n} de

funcgoes continuas ¢; : M — R, e um nimero € > 0, definimos

Vi Fre) = {n € M(M): ‘/cbjdn— [ ovin| < 6, € ).

Os conguntos V(u, Fy€), com F e € varidveis constituem uma base de vizinhangas da medida

1 na topologia fraca estrela.
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Lema 2.4.1. Uma sequéncia (jin),cn €m M(M) converge para uma medida p € M(M)

na topologia fraca estrela se, e somente se,

| éla)dinte) > [ otalduta) (241)
M M

para toda funcao continua ¢.

Demonstragao: De fato, primeiramente mostremos a parte "somente se", seja ¢ continua

e tome F' = {¢}. Por hipotese, p,, — p, temos que dado um e > 0 existe um indice ny tal

que, para todo n > ng p, € V(u, F,€). Mas isto significa que,

‘/cb ) djin( /¢ e

Vn > ny, e isto significa que a sequéncia fM o(x) dpn(x) = [, o(x)dp(x).

A reciproca afirma que se [,, ¢(x)dp,(x) — [, #(x)du(z), para toda fun¢do continua,
entao dado qualquer F' e € existe um indice a partir do qual tn € V(p, Fy€). Para ver isso,

escrevemos F' = {¢y,...,¢,} e, a hipotese garante que para cada 1 < j < N existe n; tal

‘/cb ) djin( /cb Jdpu(a

Tomando n® = maz {ny,...,ny}, temos que u, € V(u, F,€) para n > n°. O

que para todo n > n;,

Antes de mostrarmos as principais propriedades desta topologia, lembremos do seguinte
resultado cuja prova pode ser encontrada em |[R]. Como é usual, denotamos por C(M)

o espago das fungoes continuas ¢ : M — R, munido da norma da convergéncia uniforme
|61 — @2l = sup {[¢1(2) — da()| [z € M}.

Proposicao 2.4.1. Se M ¢é um espago métrico entao C (M) tem subconjuntos enumerdveis
densos.

Demonstracao: Veja a referéncia |R].

Teorema 2.4.1. O espago M(M) munido com a topologia fraca estrela é metrizdvel.

Demonstracao: Mostraremos que existe uma distancia d que gera a topologia fraca™*
em M(M). De fato, segue da proposi¢ao (2.4.1) que podemos escolher um subconjunto

enumeréavel F = {¢x | n € IN} denso na bola unitaria do espago C°(M). Defina

d(yin, o) 22N [ow = [ onane
N=

, (2.4.2)
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para qualquer par de medidas p; e p2. Note que d dada em ([2.4.2) esta bem definida pois,

como as fungoes ¢ estdo na bola unitaria de C°(M) temos que, sup |¢| < 1. E além disso,
as medidas pq, p2 sao de probabilidades o que garante a limitagao do termo geral da soma
por 27V Isto garante que a série em converge. O tinico passo nao trivial na prova
de que d é uma distancia é mostrar que se d(u1, 2) = 0 entdo, py = po. De fato, a hipotese
de que d(p1, po) = 0 significa que [ ¢;dur = [ ¢;dus, para toda ¢; € F. Agora, dada
qualquer ¢ na bola unitéaria de C°(M) podemos encontrar uma sequéncia de elementos de

F convergindo uniformemente para ¢. Como consequéncia, temos que:

/Mczﬁdm:/McbduQ. (2.4.3)

para toda ¢ na bola unitaria de C'(M). Como todo elemento de C'(M) tem algum miltiplo
na bola unitaria, isto implica que a igualdade ([2.4.3)) é verdadeira para toda func¢ao continua
¢. Isso quer dizer que p; = pp. Para provar que d gera a topologia fraca®, devemos mostrar
que toda bola B(u,d) = {n € M(M) : d(u,n) < 0} contém alguma vizinhanga V (i, F,€) e

reciprocamente. Dado § > 0 fixemos P > 1 suficientemente grande para que
o0
)
27N <« —
> >
N=P

e consideremos F' = {¢1,...,¢p} formado pelos primeiros P elementos do subconjunto
enumeravel denso. Além disso, consideremos € = g. Afirmamos que V(u, F,e) C B(u,0).

De fato, v € V(u, F, €) implica que U oy dp— [ on du‘ < ¢, paratodo 1 < N < P, o que

f:Q_N /qud,u—/ngdu < iZ_N6+§:22_N<5.
N=1 N=1 N=1

Reciprocamente, dado F' = {#1,...,1¥p} e € > 0, selecionemos elementos ¢n,, ..., ¢y, dis-

tintos de F tais que ||¢n, — 1]

implica

< ¢, para todo 1 < j < P. Fixemos 0 > 0 suficientemente

pequeno para que 277§ < £ para todo 1 < j < P. Afirmamos que B(p,d) C V(u, F,¢€). De

NizN [owin— [ owav

o que implica | [ ¢y, du — [ ¢n, dv| < 2Vid, para todo 1 < j < P, o que implica

‘/%W—/%W

fato, v € B(u,0) implica

<0,

<2M5+g<g
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para todo 1 < N < P, e isto prova nossa afirmacao. 0

Para demonstrarmos o proximo teorema, que nos diz que, o espago M (M) munido com
a topologia fraca estrela é compacto, faremos uso de um resultado classico, que diz que as
integrais sao os Unicos operadores lineares positivos no espago das func¢oes continuas. Uma

demostragao deste resultado pode ser encontrada em |R].

Teorema 2.4.2 (Riesz-Markov). Seja ® : C(M) — R qualquer operador linear positivo.

Entao existe uma unica medida boreliana pn em M tal que

O(p) = /gpd,u. (2.4.4)

para toda ¢ € C(M).
Demonstragao: Veja a referéncia |R].
Teorema 2.4.3. O espago M(M) munido com a topologia fraca estrela é compacto.

Demonstragao: Como ja sabemos que o espago M(M) é metrizavel, para provar que
M(M) é compacto, basta provar que toda sequéncia (fix),, em M(M) admite alguma
subsequéncia convergente na topologia fraca estrela. De fato, seja F = {¢ny : N € IN} um
subconjunto enumerével denso na bola unitaria de C°(M). Para cada N € IN, a sequéncia
de nimeros reais ( f ON duk) e © limitada por 1. Portanto, para cada N € IN existe uma
sequéncia (k:j»v)jG]N tal que, [ ¢n d,ukév converge para algum ntimero 5 € R quando j — oo.
Além disso, cada sequéncia (kJN +1)jE]N pode ser escolhida como subsequéncia da anterior

(kjv)je]N'

finito de termos, (Ej)jelN é uma subsequéncia de cada uma das (k;v)jE]N. Logo,

Definamos ¢; = kj para cada j € IN. Por construcao, a menos de um conjunto

/ngN dpe; — ®n para todo N € IN.

Daqui se deduz facilmente que

B(p) = tim [ ¢ d, (2.45)
J

existe, para toda fungao p € C(M). De fato, suponha primeiro que ¢ esta na bola unitaria

de C(M). Dado qualquer € > 0 podemos encontrar ¢ € F tal que ||¢ — ¢n|| < €. Entao,

’/soduej - /¢N die,

< e.
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para todo j € IN. Como [ ¢y dpe;, — @y, segue que

limsup/@dugj — liminf/@dugj < 2e.
J J

Como € ¢ arbitrario, concluimos que lim; f @ duy, existe. Isto prova quando a funcao
estd na bola unitaria. O caso geral reduz-se imediatamente a esse, substituindo ¢ por
¢/ ll¢ll. Finalmente, vemos que para toda funcao ¢ € C°(M) positiva em todo ponto,
®(p) > minp > 0. Além disso, ®(1) = 1 logo, pelo teorema de Riesz-Markov (2.4.2), existe
alguma probabilidade boreliana p em M tal que ®(¢) = | 1 @ du para toda fungao continua
. Reescrevendo a igualdade em temos

/gpd,u = lim/god,ugj para toda ¢ € C(M). (2.4.6)
J

Logo, gracas ao Lema [2.4.1| concluimos que a subsequéncia (,ugj)je]N converge para [/ na

topologia fraca estrela. O
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Capitulo 3

Analise de Fourier

3.1 Coeficientes de Fourier

O toro N-dimensional é definido pelo seguinte produto cartesiano

TN =5'x...xS'=R/Z x ... xR/Z.

N—vezes

Um dominio fundamental para RY /Z" ¢ o cubo unitario
C(N)={(zy,...,o5y) ERY|0<2; <1 para i=1,...,N}.

Para que C(N) de fato, represente o toro T™ devemos identificar as faces opostas de C'(NN),
assim o ponto (x1,...,2;_1,0,2;11,...,2xy) é identificado com o ponto (x1,...,x;_1, 1, T;11,
...,xy) para cada i € {1,..., N} fixo, uma vez que ambos representam o mesmo elemento
no grupo quociente.

A correspondéncia C(N) 3 (z1,...,zy) — (¥, ... €?™*N) estabelece um isomor-
fismo.

Funcoes definidas no toro TV sao fungoes f definidas em RY que satisfazem f(z+m) =
f(z)Vz € RN em € ZV. Tais fungoes sdo ditas periddicas de periodo 1 em cada coordenada.
Usaremos a medida de Haar no toro T¥, isto &, a restricao da medida de Lebesgue ao dominio
fundamental [0, 1]N e denotaremos tal medida simplesmente por dz, enquanto a medida de
Lebesgue de um subconjunto A C TV denotaremos por |A|. A invariAncia por translagao
da medida de Lebesgue e a periodicidade das funcoes definidas em TV implicam que para

toda funcao mensuravel f definida em TV tem-se

f(x)da = / f(2) de = / f() da,
™ [—1/2,1/2]1\] [al,a1+1]><[aN,aN+1}

29
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para quaisquer numeros reais a,...,ay € R.
Os elementos de Z" sao denotados por k = (ki,...,ky). Dado k € Z" definimos o seu
comprimento por |k| = (k% + ...+ k%)'/2. Para cada par de pontos x,y € R" definimos o

produto escalar usual -y = 1y + ... + TNYN-

Definicao 3.1.1. Dizemos que uma funcao f : TV — C mensurdvel Lebesque pertence ao
espago LP(TN), 0 < p < oo se
/ 1 (2)[P dr < oo,
"]TN
Além disso,

||f||12p(1rN) = /TN |f(z)|P dz

define uma norma no espago LP(TY) quando 1 < p < oo.

Definicao 3.1.2. Dizemos que uma funcio f : TV — C mensurdvel Lebesque pertence
ao espago L=(TYN), se existir 0 < B < oo tal que a medida de Lebesque do conjunto

{z € TV : |f(z)| > B} € nula, ou seja,
[{z e TV : |f(z)] > B}| =0.
Além disso, definimos a norma | ||, =inf{B >0: |{z € TV : |f(z)| > B}| = 0}.

Definigao 3.1.3. Denotamos por (P(ZN), 0 < p < oo 0 espaco das sequéncias a = {a,, |m €

ZNY} de niimeros complezos tais que

Z |am|? < oo.

meZN

Definigao 3.1.4. Denotamos por {>°(ZN) o espago das sequéncias a = {a,, |m € ZN} de
numeros complexos tais que

sup |am,| < oco.
mezZN

Definicao 3.1.5. Denotamos o espago das func¢ao 1-periddicas, m-vezes continuamente
diferencidveis por C™(TN). E definimos o espago das fungoes testes no toro TV por
Ce(T") = () C™(T").
mezZy
Para cada k € Z. a aplicacao pr(p) = > 4 < 0@ L(rv) define uma semi-norma de
C>(T") e o espago C°°(T?") munido com a topologia induzida por esta familia enumerével
de semi-normas é um espago de Frechét.

Vamos definir agora os coeficientes de Fourier de uma funcio f € LY(TY).
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Definigao 3.1.6. Sejam f € L*(TY) uma fungdo a valores complexos e € € ZV , definimos

o £-ésimo coeficiente de Fourier da fungao f por

f) = . fw)e ™ du (3.1.1)

Note que (3.1.1)) estd bem definida pois, a funcio x s e~ 2™

€ 1-periddica em cada coor-
denada.

~

Proposigao 3.1.1. Se f € L'(TY) entao, { (5)}£€ZN € (>°(ZN).

Demonstragao: De fato,

|9, = s 7@ < s [ el = 151 < o

gezN tezN

O

Definigao 3.1.7. Seja f € LY(TY), definimos a série de Fourier da funcio f como sendo

> F(g)eme, (3.1.2)

EezN

Nao estéa claro no presente momento em que sentido a série converge. O estudo da
convergéncia da série sera de principal importancia nesta se¢ao. Antes de entrarmos
na questao da convergéncia, daremos algumas propriedades elementares dos coeficientes de
Fourier.

Denotemos por f o conjugado da funcio f, por f(x) = f(—x) e por TV f(x) = f(x —y).

Deste modo escrevemos abaixo as propriedades fundamentais da transformada de Fourier.

Proposigao 3.1.2. Sejam f,g € LY(TV). Entdo para todo k € Z¥, X € C, y € TV e para

todo multindice o € ZN as sequintes propriedades sao verdadeiras:
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7. F(0) = [on f(2)dz,

~

8. sul?v 1f(E)] < HfHLl('IFN)’

Demonstragao: Ver [G]. O

Definicao 3.1.8. Um polinémio trigonométrico em TV ¢ uma funcao da forma

P(z) = Y ane”™m™" (3.1.3)

mezn

onde {am, |m € ZN} ¢ uma sequéncia finitamente suportada em ZN isto é, a, = 0 apenas
para um niimero finito de elementos m € ZN. O grau de P é o maior valor de |q|+. . .+|qn|
tal que ay # 0, onde ¢ = (q1,...,qn). Denotamos por P o espago formado pelos polinémios

trigonométricos.

Proposigao 3.1.3. Os polinémios trigonométricos sao densos em LP(TYN) para todo 1 <

p < 0.

Demonstragao: Veja a referéncia [G] O

~

Proposigao 3.1.4. Se f,g € LY(TV) satisfazem f(€) = g(€) para todo £ € ZN entdo f =g

em quase todo ponto.
Demonstracao: Veja a referéncia |G| O
Proposigao 3.1.5 (Formula de Inversio). Suponha que f € L*(TN) e que

> ()] < oo (3.1.4)

Entao,

fla) =" fe)erice (3.1.5)
gezN

para quase todo x € T. Deste modo, para quase todos os pontos de TV, f coincide com

uma fun¢ao continua.
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Demonstracao: Veja a referéncia |G| O

Definicao 3.1.9. Seja H um espaco de Hilbert separdvel dotado de um produto interno
complezxo (). Dizemos que um subconjunto E C H forma um sistema ortonormal completo

S€

(i) (f,g) =0 para toda f,g € E tais que f # g.
(ii) (f, f) =1 para toda f € E.
(i) Se g € H € tal que (f,g) =0 para toda f € E entio g = 0.

Proposicao 3.1.6. Seja H um espago de Hilbert separdvel e seja {¢x |k € Z} um sistema

ortonormal de H. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) {¢m|m € Z} € um sistema ortonormal completo.

(ii) Para cada f € H
1% = D Fsom) (3.1.6)

meZ
(iii) Para cada f € H
f=tm > (f om)em (3.1.7)

|m|<N
com o limite ocorrendo na norma de H.
Demonstracao: Veja a referéncia |G| O

Consideremos no espaco de Hilbert complexo L(T¥,dx) o produto interno usual

(f.9) = . f(x)g(x) d. (3.1.8)

Para cada m € Z" consideremos a fungio ¢,,(y) = e*™™¥. Segue da teoria de séries
de Fourier que a cole¢io {@,,(y)|m € Z"} define um sistema ortonormal completo de

L*(T¥, dz). Usaremos a seguinte notagao (f, ¢p,) = f(m)
Proposigao 3.1.7. Para cada f,g € L*(TY,dx) temos que

(i) (Identidade de Parseval.)

1oy = > 1F(m) [

mezZn
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Jim || — > Fm)eE™ | ay = 0.

Im|<n

(iii) (Identidade de Plancherel.)

| @@ de = 37 f(©70m).

[m|<N

~

(iv) A aplicagio f > {f(m)}mez~ € uma isometria de L*(TYN) sobre (2.

Teorema 3.1.1 (Paley-Wiener). h € C®(TY) se, e somente se, dado qualquer N € Z,

existe uma constante positiva Cy tal que

C

|h(m)| < W;

vm € Z~. (3.1.9)
Demonstracao: Veja a referéncia [RZ] O

Definigao 3.1.10. Seja {c¢}mezn uma sequéncia de nimeros complexos. Dizemos que €

rapidamente decrescente se para cada N € N dado, existir C = C(N) > 0 tal que,
lem| < Clm|™,  for all m € Z™\ {0}.

Teorema 3.1.2. Seja {¢y }mezn uma sequéncia rapidamente decrescente. Entao,

E Cm627rzm-x

mezZm™

2mim-x entao

converge em C®(TN) e se f(x) = Y mezn Cm€
Coy = f(x)e—%ri:um de,
TN

representa o m-ésimo coeficiente de Fourier de f.

Demonstracao: Veja a referéncia [RZ] O
Por outro lado temos o seguinte resultado

Teorema 3.1.3. Seja f € C=(TY). Entao,

~

fm) = [ fa)emm

forma uma sequéncia rapidamente decrescente de nimeros complexos e além disso,

converge em C>(TV).
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Demonstragao: Note que para todo N > 0 existe Cy > 0 tal que

~ CN

para todo m € Z~. Gracas a estimativa (3.1.10) vemos que a série de Fourier

Z J/c\(m) 627rim~z

meZN

(3.1.10)

~

converge uniformemente e absolutamente para uma fun¢do continua ®. Observe que f(m) =

®(m) para cada m € Z" pois, pelo Teorema da convergéncia uniforme

d(m) = /TN e MY (g) dw

_ —2miz-m : 7 2miz-C

= |

ANe lim > f(Q)e
[CI<k

-~

—1im 3 F(0) / e2miaC=m) g — Fm).

2mim-x

Mostraremos a seguir que f = ®. De fato, seja h = f — ®, e seja t(z) = Z Q€ um
|m|<M
polindémio trigonométrico. Como, f e ¢ possuem o mesmo coeficiente de Fourier segue que,

/ h(z)t(z)dx = 0. (3.1.11)

Agora, se € > 0 é dado, entao pelo teorema de Stone-Weierstrass existe um polindémio

trigonomeétrico t € P tal que ||h —¢|| < e. Entao, gracas a (3.1.11]) obtemos,

s = [ ot as| = | [ 16o) (W07 ]

Por Cauchy-Schwartz temos que

tANh@Q<FG§:7G§>dx

(3.1.12)

< [1pllz2llh = #l 2

< [[All2llh — Lo

< 52HhHL2-

Logo,
4

1
Bl < il < 5+ 5113,

Assim temos que

Al 22 < €

Consequentemente, ||h|| < e. Mas, como ¢ foi escolhido de forma arbitraria e h é continuo

concluimos que h = 0. l
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3.2 Distribuicoes Peri6dicas

Definiremos a seguir o espaco das funcoes teste sobre um aberto 2 de RV,

Definigao 3.2.1. Denotamos o espago das fungoes u € C*(Q2) com suporte

S(u)={w € O u(z) £ 0}
compacto, por C(2), e os elementos deste espago sao chamados de fungoes teste.

Podemos definir uma topologia no espago C'°(€2) cuja convergéncia coincide com a dada

a seguir
Definicao 3.2.2. Uma sequéncia (¢;) de fungoes em C°(S2) converge a zero em C°(2) se,
1. Eziste um compacto K C Q tal que S(¢;) C K, Vj € IN.

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem

uniformemente a zero quando j — o0.
A seguir daremos a definicao de distribuigao sobre um aberto €.

Definicao 3.2.3. Uma distribuicao u em Q € uma forma linear u : C°(Q2) — C tal que,

para cada compacto K C €, existem constantes C' > 0 e k > 0 tais que,

(1, 0)] < C ) sup|0°¢|, Vo € C*(Q). (3.2.1)

lal<k

e denotamos por D' (Q) o conjunto de todas as distribuicées em, €.

Exemplo 3.2.2: Se zy € Q entdo, (u,¢) = 0%¢(xy) define uma distribuigao em .
Demonstragao: De fato, esta afirmagcao segue da seguinte estimativa, |(u, ¢)| = |0%¢(z0)| <

sup [0%¢(x)], Vo € C°(Q).

Observacao 3.2.1: Entre as distribui¢oes do exemplo 3.2.2, merece destaque a Delta de

Dirac no ponto zg : 0,,(¢)=¢(x0), Vo € C>(Q).

Definigao 3.2.4. Uma Distribuicao periddica é um funcional linear e continuo sobre C°°(TY)

ou seja, satisfaz as sequintes condicoes:

1. (u, ¢1 + Ad2) = (u, ¢1) + Mu, ¢2)
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2. Sep; —0em C°(TY) = (u,¢;) - 0emC

Teorema 3.2.1. Seja u um funcional linear em C*(TY). As sequintes condigdes sio equiv-

alentes:

1. u € continuo.

2. Existe uma constante C' > 0, um inteiro positivo m tais que

(u,0)| < C ) sup|9°¢|, o € C(T™). (3.2.2)

laj<m

Demonstracao: Veja a referéncia [H] O
Como consequéncia imediata do teorema temos os seguinte exemplos de distribuigoes.
Exemplo 3.2.3: Se f € L'(T") entao, a aplicacio Ty(¢) = [pv f¢dr define uma dis-

tribuicao.

Exemplo 3.2.4: Se y € M(M) entdo, (u, ) = [,, ¢ du define uma distribuicao de ordem
0.

Seguem as defini¢oes de operador globalmente hipoeliptico, e resolavel.

Definicao 3.2.5. Seja
P(z,D) = Y an(x)D" (3.2.3)

la<m

sendo a, € C*(TVN) onde

1 0 \™ 1 0\
D¥=D" .. . DN = ——— U (RN
L N (i@:m) (iaxN) ’

um operador diferencial parcial de ordem m. Dizemos que P € globalmente hipoeliptico no
toro TV se as condigées, uw € D'(TN) e Pu € C*(TV) implicarem que u € C*(TV), isto ¢,
existe uma funcio f € C®(TY) tal que Ty = u em D'(TV).

Definicao 3.2.6. Um operador diferencial parcial linear de ordem m,

P(z,D) = Z aq(x) D

la|<m

¢ dito Resolivel em D'(TN) se, e somente se, dado f € C®(TY), Ju € D'(TV) tal que
Pu=f (3.2.4)

em C>(TN).
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Definigao 3.2.7. Seja P : C°°(TY) — C°(TY) um operador linear e continuo, definimos
o operador transposto formal de P, o operador linear continuo P’ : C*®(TN) — C°°(TY) tal

que
/TN(P@w dr= | G(P'p) dx, Vo, € C=(TV). (3.2.5)

Observagao 3.2.2: Neste caso, ¢ possivel estender o operador P a um operador P* :

D'(TN) — D'(TV). Com efeito, basta definir P* da seguinte forma,
(P*u,v) = (u, P), Yu e D'(TV) € C=(TV). (3.2.6)

Veja a referéncia [HJ.

3.3 Espacos de Sobolev

Definigao 3.3.1. Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev H*(TN) como sendo o espago
H*(TV) = {u e D(TY)| (1+[¢2)7 () e sz)} . (3.3.1)

Proposigao 3.3.1. Seja s € R. O espaco H*(TY) munido com o produto interno

(U, ) ey = Y (14 [E7) (€)D(E). (3.3.2)
cezN

¢ um espago de Hilbert. Assim, definimos a norma Sobolev de u por

1
2

lull, = [ Y @+ 1) [ae)”| (3.3.3)

cezN

Lema 3.3.1. Seja s um inteiro ndo-negativo. Entdo, existem constantes ¢ e ¢ , dependendo

apenas de s e N, tais que

cllell, < Y ID%l < ¢ lell, - (3.3.4)

|af=0

para todo ¢ € P polindmio trigonométrico.
Demonstragao: Veja a referéncia [W]

Lema 3.3.2. Set <s, entao ||ull, < ||ul,, isto €, H* C H".
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Demonstracao: Veja a referéncia [W]
Lema 3.3.3. P ¢ um subespaco denso de H®, para cada s.
Demonstragao: Veja a referéncia [W]

Lema 3.3.4 (Desigualdade de Schwartz). Se u € H5" e v € H5™!, entdo

[(w, 0) | < llull gy llolls— - (3.3.5)
Demonstragao: Veja a referéncia [W]

Lema 3.3.5. Para cada s € 7, o operador D* é um operador limitado de H**1®l em H?®,

ou seja,

[1D%ul|, < full (3.3.6)

s+laf

para todo u € Ho ¥l

Demonstragao: Veja a referéncia [W]

Lema 3.3.6 (Sobolev). Se t > [X] onde, [§] denota o maior inteiro menor ou igual a &

eu € H', entdo a série E u(&)e™ converge uniformemente.
cezZN

Demonstragao: Veja a referéncia [W]

Lema 3.3.7 (Rellich). Seja {u;} uma sequéncia de elementos de H' tais que ||u ||, < 1. Se

s < t, entdo existe uma subsequéncia de {u;} convergente em H®.

Demonstracgao: Por hipétese,

DA+ PG )P < 1. (3.3.7)

3

Para cada ¢ fixo, os elementos da sequéncia {|(1 + ey (e )|} sao limitados por 1, e

portanto, a sequéncia {\(1 +|E2)za; (€ )|} tem uma subsequéncia convergente em CV. Pelo
processo usual da diagonal, podemos escolher uma subsequéncia {uZ]} tal que a sequéncia

(1+1¢)? )2u, (€) converge em CV para cada ¢ fixo. Afirmamos que a sequéncia {u,ﬂ} ¢ uma



40 CAPITULO 3. ANALISE DE FOURIER

sequéncia de Cauchy, e portanto convergente, em H® se s < t. De fato, seja ¢ > 0 dado.

Temos que,

oas, — s = 37 (4 €24+ [€12) a5 (6) — @y ()P (3.3.9)
[E]<N

3 (W EP) L+ €)@ () — @ (©)) (3.3.9)
|E|I>N

A segunda soma em ([3.3.8|) é limitada por

N0 S (U 6P (€ + 20 (O )] + a3 ). (3:.10)

[§]=N

Segue de (3.3.7) que a expressdo em (3.3.10) fica limitada por 4N2=%. Como s —t < 0,
4N26-1) < 5 para N suficientemente grande, tome N = Ny grande. A primeira expressao

em (3.3.8) é entao limitada por

> (L IEP) () — @ (€)1

|€]<No

Como esta soma consiste de um ntmero finito de termos, e a sequéncia (1 + [§ \2)%@(5)

converge para cada § fixo, entao existe uma constante J > 0 tal que se i;,%; > J entao,

_— _— €
|€]<No
Portanto, para i;,4; > J, concluimos que HuZ] — quHi < €. 0

Para demonstrarmos o Teorema [5.1.1] adiante, que trata da resolubilidade do campo L,

precisaremos de alguns resultados auxiliares que trataremos agora.

Definigao 3.3.2. Sejam p € C°(TV), 7 =0,1,2,... er=...,—2,—1,0,1,2,... definimos

a norma sobolev

Il = 3 el = 2 [ vt

laf<j laf<j

e as semi-normas

el = I1Pell; + el -

onde, P é um operador liner continuo definido em C*°(TY), com coeficientes em C>(TY).
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Lema 3.3.8. Se P ¢ Globalmente Hipoeliptico no toro TV entio C*(TY), com a topologia
induzida pela familia de semi-normas {HHJT}, j=0,1,2,..., é um espago métrico completo

para qualquer r = ..., —2,—1,0,1,2,... fixo.

Demonstracao: Seja r € Z fixo. A partir da familia de semi-normas {Hng} . J =
g

0,1,2,..., podemos construir uma métrica em C*(T), definindo para cada par de funcoes
@, € C(TN):
=1 -2,
dy(p, ) = — DL (3.3.11
o) = 2 5 T o, )

Logo, (C’OO(’JI‘N ), dl) é um espaco métrico e provaremos, a seguir, que de fato é completo.

Seja ¢, uma sequéncia de Cauchy em (C’O"(']TN), dl) entao,

1+ [lon — ‘pmHj,r

=1
dy(@n, om) = Z % — 0, quando m,n — oo.
=0
Logo, para cada j fixo
lon = @mll;, — 0, quando m,n ~ oco. (3.3.12)

Como, |ln — @mll;, = [Pen — Pomll; + llon — ¢l entdo segue de (3.3.12)) que

|Pgn — Poml; — 0, quando m,n — oo. (3.3.13)

HQDTL - (per — 0. (3.3.14)

Sendo H(TN) e H"(TY) espacos de Hilbert, entdo segue de (3.3.13)) e (3.3.14) que
existem p € H"(TN), ¢; € HI(TY), tais que ¢, — ¢ € H(TV) e Py, — ¢; € HI(TV).
Tomando £ tal que j < ¢ seja 9, tal que Py, — ¢, € HY(TY). Usando o fato de que o

mergulho HY(TY) < HI(TY) é continuo, como Py, — 1; € HI(TY), temos que Py, —
Yy € HI(TV). Pela unicidade do limite em H?(T") concluimos que 1; = 1, para todo j < .
Analogamente, prova-se que ; = 1), para todo j > {. Assim, vemos que v; = 1, para todo
par j,¢ € Z,. Definindo ¢=¢; = 1y temos que ¢, — ¢ € D'(TV), Py, — ¢ € D'(TV).
Por outro lado, sendo P continuo em D' (TV) e ¢, — ¢ € D' (TV) segue que Py, — Py €

D'(TV), usando a unicidade do limite em D'(T") obtemos

Py = 1. (3.3.15)



42 CAPITULO 3. ANALISE DE FOURIER

Uma vez que ¢ € H/(TN),Vj € Z,, vemos que ¢p € C®(TY). Logo, como o operador P
¢ GH, concluimos que ¢ € C>(TV). Segue de (3.3.15), do fato de que Py, — ¢; = ¢ e
$n — Y que

lon = @l = 1Pon — Poll; + llon — ¢l
=[|Pon —Yl; + llon — ¢ll, — 0, sen — oco.
Logo, (C*(TY),d;) é completo.
Lema 3.3.9. O Espaco C°°(TY) munido com métrica induzida pela sequéncia de semi-
normas <||<p||]), j=0,1,2,... € um espaco métrico completo.

Lema 3.3.10. Se P ¢ Globalmente Hipoeliptico no toro TV entdo existem { € Zy e C >0

tais que

lelly < C (1Pl + llell_y) , Voo € C(TY). (3.3.16)

Demonstragao: Seja r € Z fixo. Para cada ¢ € Z, definimos k = max{m + ¢,r} onde
m € a ordem do operador P. Como ¢ < m+ (¢ < k, r < k, temos os seguintes mergulhos
continuos, H* — H™ < H' e H* — H". Logo,

lelle, = 1Pell, + llell, < Clielly, - (3.3.17)

Assim, segue de que a aplicacao Id : (C‘X’(TN),d) — (COO(TN),dl) ¢ continua.
Assim, sendo Id bijecao linear e continua, segue do Teorema da Aplicagao Aberta que
Id7': (C(T"),d;) = (C*°(TV),d) é continua. Desta forma, para cada p € Z. existem
(e Z, e C >0 tais que

lell, < C 1Pl + llell,) ¢ € C(TY). (3.3.18)
Logo, tomando p =0 e r = —1 segue de (3.3.18)) que

lelly < C (1Pl + llell_y) - € C=(TY).

O

Observacao 3.3.3: Note que, sendo P Globalmente Hipoeliptico em T temos que KerP C
C>=(TN).
Denotemos por V = (K erP)L o espago ortogonal de KerP em L*(TV).
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Lema 3.3.11. Suponhamos que P seja Globalmente Hipoeliptico no toro TV . Entdo existem

teZ, eC >0 tais que
lelly < CllPell, (3.3.19)

para todo p € V. N C=(TN),

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que (3.3.19) nao seja valida. Logo, V¢ € Z_,
vC = j, E'(,D? € VN C>®(TY) tais que HcngO > ||Pg0§||£, de onde concluimos que

Jie ) ’

J
1 —
Defina ¢ H:;]H . Logo, {gpﬁ} satisfaz
illo
1. ‘gpg =1

2 el -7 ()] -

Assim, sem perda de generalidade podemos supor que os elementos da sequéncia {gpﬁ}

Lo
P .0:—,.
= e 1Pl < 5 =5

satisfazem e . Agora, fazendo j — oo vemos que Pgo? — 0 em HYTY). Como

consequeéncia, segue que
P — 0 (3.3.20)

em D'(TV) quando j — 0. Segue do Lema de Rellich que a imersio i : H°(TV) —
H=Y(TN) ¢ L*(T") é compacta. Denotemos por B; a bola unitaria fechada de H°(TV).
Logo, segue de (1)) e do Lema de Rellich [3.3.7|que {¢}} C By e (¢}) € i(By) Ci(By) CC

L?*(TY). Assim, existe uma subsequéncia de {gofk}, a qual continuaremos denotando por

{goj} tal que
gof —uy € L*(TY), quando j — oo. (3.3.21)
De onde concluimos que
gpf —s ub € D(TY), quando j — oo. (3.3.22)
Sendo P continuo em D'(TV) temos

Py’ — Pug € D'(TY), quando j — oo. (3.3.23)
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Segue de ([3.3.20)), ¢ da unicidade do limite em D'(TV) que Puf = 0. Logo, u§ €
KerP.
Além disso, afirmamos que uJ' € (KerP)*. De fato, segue de (3.3.21) que

/ ug' (x)p(x)dr = lim ¢§(x)¢(x)dx =0, para toda funcao teste ¢ € KerP
TN

Jj—roo TN

mostrando assim que, u]' € V = (KerP)" e portanto u{' = 0.
Por outro lado como P é Globalmente C'° Hipoeliptico, segue do Lema (3.3.10)) que
dm € Z,, 3C > 0 tal que

= llerllo <€ (1Pl + el )
Fazendo j — o0 na desigualdade acima obtemos
1< Cllug'l|_y = ug #0

gerando assim uma contradicao, logo fica provada a desigualdade (3.3.19)). O



Capitulo 4
Sistemas Dinamicos e Teoria Ergodica

Definicao 4.0.3. Um sistema dindmico topologico f: X — X € chamado topologicamente
transitivo se existe um ponto x € X tal que a sua orbita O(x) = {f"(x)|n € Z} € densa

em X.

Definicao 4.0.4. Um sistema dindmico f : X — X € chamado minimal se a orbita de cada

r € X € densa em X.
Exemplo 4.0.5: Se o ¢ um numero irracional entao a rotagao R, ¢ minimal.

Proposicao 4.0.2. Se a translagao Ly, sobre um grupo topologico € topologicamente tran-

sitiva entao ela é minimal.

Demonstragao: Veja a referéncia [K]| O

4.1 Translacoes no Toro

As translacoes no Toro generalizam as rotagoes do circulo unitéario e constitui-se num caso
especial do grupo das translagoes. Este exemplo desempenha um papel importante na teoria
dos sistemas Hamiltonianos completamente integraveis.
Na notagao aditiva seja v = (y1,...,7n) € TV entao definimos a translagao 7., : TV —
TV pondo
T (x1,...,en) = (x1+7,...,2n +9n)( mod 1).

Quando todas as coordenadas do vetor vy sao nimeros racionais, entao 7, ¢ periodica

de periodo 1. Entretanto, a menos que estejamos no circulo, aperiodicidade nao implica

45
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minimalidade. Por exemplo, se n =2 e v = (,0) com « sendo um nimero irracional entao
o toro T? pode ser escrito como uma unido de circulos xo = const. e cada 6rbita permanece

contida num destes circulos o preenchendo de forma densa.

Proposicao 4.1.1. A translacao T, é minimal se, e somente se, os numeros v, ..., n, 1
sdo racionalmente independentes, ou seja, se (kyi,..., ky) € ZN € tal que sz\il kivi € Z
entao ki = ... =ky =0.

Antes de demonstrarmos esta proposicao estabeleceremos alguns critérios para que ocorra

a transitividade topologica.

Lema 4.1.1. Seja f : X — X uma aplicacao continua de um espaco métrico localmente
compacto separdvel X sobre X. FEntao a aplicacao f € topologicamente transitiva se, e

somente se, dados dois abertos nao-vazios U,V C X existir um nimero inteiro v =v(U,V)

tal que f*(U)NV # 0.
Demonstracao: Veja a referéncia [K]| O

Definigao 4.1.1. Sejam f : X — X e p : X — R. Dizemos que ¢ € f-invariante, se
o(f(x)) = p(x) para todo v € X.

Corolario 4.1.1. Uma aplicagio continua e aberta f de um espacgo localmente compacto
separdvel € topologicamente transitiva se, e somente se, nao existem dois conjuntos abertos

e disjuntos nao-vazios que sejam f-invariantes.
Demonstragao: Veja a referéncia [K]| O

Corolario 4.1.2. Se f : X — X ¢ topologicamente transitivo e p : X — R € f-invariante

entao p = const.

Demonstracao: Veja a referéncia [K]| O

Estamos agora em condigoes de demonstrar a proposigao.
Demonstragao da Proposicao Provaremos a necessidade por contradi¢ao, suponha
por absurdo que existam inteiros nao todos nulos k1, . . ., ky tais que sz\il kivi =0 € Z. Con-

sidere a fungdo nao constante p(z) = sen 277(21’]\;1 kix;). Afirmamos que ¢ é T -invariante.
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De fato,

(T, (x)) = sen 277(2 ki(xi + 7))

i=1
N

= sen (Z kix; +2ml) = o(x).
i=1

Gragas ao Corolério temos que 7', nao ¢ topologicamente transitiva.

Para a prova da suficiéncia admitamos que 7y, ...,7vn, 1 sejam racionalmente indepen-
dentes. Queremos mostrar que 7, ¢ minimal. Como 7', ¢ uma translagao de grupo segue da
Proposicao que basta provar que 7 é topologicamente transitiva. Supondo que 7%, nao
seja topologicamente transitiva entao segue do Corolario 4.1.1| que existem dois conjuntos
abertos disjuntos U,V com a propriedade de serem T’-invariantes. Seja x = xy a funcao

caracteristica do conjunto U. Como U ¢é T’ -invariante temos que

Considere agora a expansao em série de Fourier da funcao x
x(@) = Y7 R(k)m k) em L2(TV).
kezN
Por outro lado,

% Ti(SN ke (4
X(T'Y(x)) = Z X(k)eQ (ZJ:l k]( J+’Y,7))

kezZN

— Z 5(\(;{;)627”(Z§V:1 kiz;) 2mi( 7000 ki) e LQ(']I‘N).
kezZN

Assim, pela invariancia de y e a unicidade da representacao da expansao de Fourier

segue que para cada k € ZV
k) (1 — e2mi(0 k1)) = 0,

Deste modo, se k # 0 e pelo fato de que 7, ...,7vn, 1 serem racionalmente independentes,

temos que X(k) = 0. Usando novamente a expansao de Fourier temos

x(#) = X(0) = const,

para quase todo z € TV. Como y ¢ a fungao caracteristica de U temos que X(0) = 0. Assim,
0 = [ x(z)dz = |U|. Mas U sendo aberto ndo-vazio nao pode possuir medida de Lebesgue

nula, contradicao! Logo, o resultado esta provado. 0
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4.2 Teorema de Recorréncia de Poincaré

4.2.1 Versao Probabilistica
Sejam (X, A, ), (Y, B,v) espagos de medida.

Definicao 4.2.1. Dizemos que uma transformacao T : X — 'Y € mensurdvel se dado A € B
implica T~'(A) € A, e que € invertivel se é mensurdvel e existe S : Y — X mensurdvel tal

que TS(y) =y e ST(x) = x para q.t.p. v € X e qt.p. yeY.

Definigao 4.2.2. Dizemos que T : X — Y preserva a medida se € mensurdvel e
(T H(A)) = v(A)

para todo A € B.

Se (X, A, u) = (Y,B,v) se diz que p é T-invariante ou invariante sob 7" ou que 7' é um
automorfismo de (Y, B,v).

A seguir enunciaremos o teorema de recorréncia de Poincaré em sua versao probabilistica.

Teorema 4.2.1. Seja f um automorfismo no espago de probabilidade (M, B, i1). Entao para
todo A € B o conjunto Ay dos pontos x € A tais que f™(z) € A para infinitos valores n > 0
pertence a B e u(A) = u(Ap).

Demonstragao: Defina para todo n > 0 o conjunto
C,={rcAlfi(z) ¢ A paratodo j>n}.
Entao C,, = A — E,, onde E, = U2, f7(A). E facil ver que

AO = A—Uzozlcn

= AN (ﬁ En) . (4.2.1)

n=1
Note que se x € Aj entao segue de (4.2.1)) que existe uma sequéncia de nimeros naturais
0 <mny <mng <...taisque f"(x) € A. Portanto o teorema ficard demonstrado se provarmos

que C, € B e u(C,) =0 para todo n > 1. Observamos que:
Cpn=A—Ujsnf7(A)
prova que C, € B e além disso como

C,=A—FE,CFEy—F,
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temos u(Cy) < pu(Eo — En) < pu(Eo) — pw(Ey). A seguir mostraremos que p(FE,) = u(Ey)
para todo n > 0. De fato, observe que f~!(E,) = E,; pois

f(Bnr) = (U f(4)
= UZ, o f7(4)
= UL, f7(A4)
= F,.

Assim, usando a invariancia da medida temos u(E,) = p(f~'(E,)) = u(E,41) para todo
n > 0 e portanto u(F,) = u(FEy) provando que p(C,) = 0 para todo n. O

4.2.2 Versao Topolégica

Para enunciar a versao topolodgica do teorema de recorréncia de Poincaré precisamos da
defini¢do de w-limite de um ponto com respeito a uma transformagao. Seja M um espago
topologico e f : M <= uma transformacao. Definimos o w-limite de um ponto x € M como
o conjunto dos pontos y € M tais que para toda vizinhanca U de y a relacao f"(z) € U é
satisfeita para infinitos valores n > 0. Se M é métrico é equivalente a liIr_l> inf d(f"(x),y) = 0.
Logo, dado 7 > 0 existem infinitos indices n; tais que d(f" (z),y) <n rooou seja, fi(x) €
B.(y).

A seguir enunciaremos a versao topologica do teorema de recorréncia de Poincaré:

Teorema 4.2.2. Seja M um espaco métrico separdvel e f : X <= uma aplicacao mensu-
rdvel(isto €, tal que a pré-imagem de qualquer boreleano € um boreleano). Seja p uma medida
de probabilidade sobre os boreleanos de M invariante sob f. Entao u({zx |z ¢ w(x)}) = 0.

Ou seja, quase todo ponto € recorrente com respeito a medida .

Demonstragao: Seja {U, |n € Z, } uma base de abertos para a topologia tal que

lim diam(U,,) = 0.

n—0o0

Seja U, = {x € U, | fi(z) € U, para infinitos valores positivos de j}. Pelo teorema ante-

rior

Seja
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Como {U,, |n € Z,} é uma base de abertos, entao

Up? g Unom Up = X
para todo m > 0. Logo,

WX = X) = p(Un_oX — Mg Unzm Un)

ﬁ:U(UnZWUn - Uanﬁn)>

2 (Uﬁzo Uns>m (Un — (771)) =0.

IN

Entao, s6 precisamos mostrar que se x € X implica z € w(z), ou seja, que XcC {reX|ze
w(z)}, de onde concluimos que X — X D {z € X |z # w(x)} e portanto, u({zx € X |z #
w(z)}) < WX — X) = 0. Seja r > 0. Escolhemos m tal que diam(U,) < r/3 para todo
n > m. Como x € X segue que x € Uanﬁn para todo m > 0. Entao existe n > m tal que
z € U,. Como diam(U,) < r/3, resulta que U, C B,(z) o que implica que f7(z) € B, () se

fi(z) € U,. Mas, como z € U,, f(z) € U, para infinitos valores de j. Portanto z € w(x).

O
As conclusoes dos Teoremas (4.2.1)) e (4.2.2]) ndo sao verdadeiras, em geral, se omitimos

a hipotese de que a medida pu é finite.

Exemplo 4.2.6: Seja f : R — R a funcio f(z) = = + 1 para todo z € R. E facil ver que

f deixa invariante a medida de Lebesgue em R. Por outro lado nenhum ponto é recorrente
de f.

O seguinte resultado caracteriza quando uma medida é invariante. Antes considere o

seguinte Lema.

Lema 4.2.1. Toda funcio mensurdvel f : M — R é o limite pontual de wma sequéncia de

fungoes simples. Se f >0, a sequéncia pode ser tomada crescente.

Demonstragao: Se f > 0 entao para cada ntimero natural n fixoe 1 < j < n2", denotemos
por I]’? o conjunto dos pontos x € R tais que ]z;nl < f(z) < ;—n e defina a funcgao

n2™ .

j—1
falw) =) on X1b T WX{a | f(x)>n)

J=1
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e observe que f,,  f. Note que se f ¢é limitada superiormente, a convergéncia ¢ uniforme.

O caso geral recai no anterior desde que
f:f+_f_7ef+7f_ 20

O

Proposicao 4.2.1. Seja (M, B, 1) um espago de medida de probabilidade e f : M — M uma

transformacgao. Entao f preserva a medida pv se, e somente se, para toda func¢ao integravel

¢ M — R vale:
/M o) dys = /M o(f(x)) dp

Demonstracao: Assuma que f preserva a medida. Se ¢ é a fungao caracteristica de um con-
junto mensuravel A, digamos ¢ = x4, é imediato verificar que pu( f =/ y O(f () dp,
ja que X104y = ¢o f. Assim, fica provado que [, ¢(z)dp = [,, o(f du quando ¢ ¢ uma
funcao caracteristica. Segue diretamente da linearidade da mtegral que se ¢ é uma fungao
simples, entao a igualdade ainda vale. Finalmente, se ¢ ¢ uma funcao integravel, segue da

definicao de integral que

/M o) du = lim [ 00(f)) d

n—o0

onde ¢, é uma sequéncia de funcoes simples crescendo para ¢. Por outro lado, ¢, o f é uma

sequéncia de fungoes simples crescendo para ¢ o f. Logo,

[oet@n=tm [o.0f

Como [ ¢, dp = [ ¢y, 0 fdp, tomando o limite em ambos os lados, vem que

/aﬁduz/mfdu.

Reciprocamente, dado um boreliano A, tomando ¢ = y 4 temos que

pw(A) = pu(f*(A)) se e somente se,/gbdﬂ = /gbo fdp.

O

Proposicao 4.2.2. Sejam (X, A, ), (Y, B,v) espacos de medida o-finitos. SejaT : X —Y
uma transformagao mensurdvel. Se existe uma sub-dlgebra By C B que gera B e tal que

w(T=Y(A)) = v(A) para todo A € By, a transformagio T preserva medida.
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Demonstracao: Seja vy : B — R a medida definida por:

Se demonstrarmos que vy = v a proposi¢ao estara provada. Mas vy/By = v/By. De modo

que vy € uma extensao a B de v/By. Mas como tal extensdo ¢é unica segue que vy =v. [

Exemplo 4.2.7:[Transformagao de Gauss| Considere a transformagao ¢ : [0, 1] <= definida

o) =1~ |3

Cco1mo

Zz T

se z # 0 e p(0) =0, e [x] denota a parte inteira de um numero real z. Esta transformagao
denomina-se transformagao de Gauss e tem um papel importante na teoria das fracoes

continuas. Dado 0 < z < 1 temos

1
xr = n T
ni T
n2+n3+ T
. l -
nj+go~7 (z)
para todo 7 > 1. De fato pode-se provar que
) 1
xr = lim T
—00 _
J 711 ‘I’ n2+ i -
n3+

o que se expressa usualmente escrevendo:

1 o |
Tr = = |UiN1,N9, N3, ...|.
ot nz-&-il L
S
Se denotamos I, o intervalo (1/(n+1),1/n), a sequéncia ny, na, ng, . .. fica determinada pela

propriedade
¢(x)€l,,,, j=0,1,2,...

A transformagao ¢ tem a notavel propriedade de preservar a probabilidade u sobre os

boreleanos de [0, 1] definida por:

1 1
A)=— d
nA) ln2/41+xm

onde m denota a medida de Lebesgue. Ou seja, u(¢p~'(A)) = u(A) para todo boreleano

A C [0,1]. Note também que
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para todo mensuravel E C [0, 1]. De fato,

1 1 1
(E) = —/ dm < —— [ dm < (n2)"'m(E).
In2 /pl+4+2 In2 /g,

Por outro lado, seja E = [a, ]
b
m(E) = /XE(I> dm = / dm

b1 b 1
= / dm+/1—< >dm
o 1+ a 1+

< (m2u(e)+ [

dm

1+
1 b
< (1n2)u(E)+§/ xdm

= (In2)u(F) + }l(a +b)m(E) < (In2)u(E) + %m(E)

Deste modo, segue que

O

Definigao 4.2.3. Uma colegao S de subconjuntos de X € chamada sub-dlgebra se as trés

condigoes sequintes ocorrem.
i)0esS
ii) Se A,B€ S entto AUB €S

iii) Se A€ S entao X — A=U! | E; com E; €S dois-a-dois disjuntos.

Exemplo 4.2.8: A cole¢ao de todos os subintervalos de [0, 1] da forma [0,b] e (a,b], com

0 <a < b <1 forma uma sub-algebra.

Gragas a Proposigao temos que provar que (¢ ([0,0])) = u([0,8]) e p(e ™ ((a,b])) =

i((a, b]). Provaremos primeiramente que

90—1([0,5]):;]1{ L ﬂ (4.2.2)

b+n’

De fato, se z € ¢ *([0,b]) temos ¢(z) = L — [1] € [0,b] ou seja, 0 < L —n < b sendo

n = [%] € N. Logo, = € [b%n, %] para algum natural n e portanto x € |J~, [b%n, ﬂ Por
11
bfn’n

outro lato, suponha que z € | J~ [ ] entao existe um natural ngy tal que = € [ L1 } .

b+no’ no



54 CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS E TEORIA ERGODICA

Neste caso temos ng < % <ng+becomo0<b<1entaonyg= [ﬂ e portanto p(z) € [0, b]

e finalmente a igualdade (4.2.2) esta provada.
Sendo a uniao (4.2.2) disjunta

ule™(0.0) = ﬁiu(hingﬁﬂ)

n=1 n=1 b+n

1 & n-+1 n
- — n——— 1

ln2;<nb+n—l—1 nb—i—n)
—112—11+13—12+
T me |\ Mer2 T My "ox3 T Mey2) T
IS SR
T In2 140

1 /b1
- — | ——dm

In2 J, t+1
= u([0,0]).

A prova de u(¢~'((a,b])) = u((a,b]) ¢ analoga. Portanto, u(p~'(A)) = u(A) para todo

boreleano A do intervalo [0, 1].

4.3 O Teorema de Krylov-Bogoliubov

Teorema 4.3.1. Sejam ¥ a o-dlgebra de Borel sobre M e f : M — M wuma aplica¢ao
continua definida em um espagco métrico compacto M. FEntao, o espaco das medidas de

probabilidade invariantes é nao-vazio.

Demonstracao: Devemos exibir uma medida de probabilidade p € M(M) tal que
p(f~HE)) = n(E), VE € ¥. Defina f* : M(M) — M(M) por f*(v)(E) = v(f~(E)).
Para provar que u(f'(E)) = u(E) ¢ suficiente mostrarmos que a aplicagao f* possui
um ponto fixo isto é, que exista uma medida p tal que f*(u) = p. De fato, se F € X,
entao u(E) = f*(u)(E) = p(f~'(F)). Primeiramente, notemos que f* assim definida é
uma aplicacao continua relativamente a tologia fraca*. De fato, seja i, — p na topologia
fraca®™ de M(M), mostremos que f*(u,) — f*(u) em M(M) quando n — oco. Ou seja,
dado ¢ € C(M) arbitraria mostraremos que (f*(iu,),®) — (f*(u), ») ou equivalentemente,
Jop 0@)df*(pn) =[5, &(x)df*(p). Primeiramente mostraremos que a seguinte identidade

ocorre

Lema 4.3.1.
Aﬁ@mmmzéﬁummU (43.1)
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para cada ¢ € L*(M).

Demonstragao: De fato, mostremos (4.3.1) é valida para fungdes caracteristica e em
seguida, usando aproximacoes por funcgoes simples concluiremos o resultado. Assim seja

E um conjunto mensuravel e tome ¢ = x g logo,

/M () (v) = /M xa(@)df* (v) = /E df*(v) = f* () (B)=w(f(E))

— /f1(E)dy:/MXf_l(E)(x)dy:/MXE<f(x))dV'

Como o espago das fungoes simples é denso no espago das funcoes integraveis, podemos
aproximar ¢ por uma sequéncia de fungoes simples ¢,,. Por linearidade, a igualdade acima

se estende para funcoes simples ¢,,. Para finalizar, temos que pelo Teorema da Convergéncia

Dominada,
[o@ar)= [ im ou@irv) = lim_ [ o, o) -
=t [ ou(redv = [ o(rta))av
concluindo assim a prova do lema. 0

Seja v € M(M) uma medida de probabilidade qualquer em M, defina para cada n € N
fixo a medida de probabilidade

o = 5 S (0) (4.3.2)
Note que, (p,) C M(M) pois, usando segue que
(M) = - SV = 2 S0 ) = 1

onde, (f*)¥(v) é a imagem de v pelo iterado (f*)7. Afirmamos que (f*)/(v)(E) = v(f(E),
VE € Y. De fato, segue da definicao de f* que o resultado é imediato para j = 1, agora
suponha valido para j isto &, (f*)/(v)(E) = v(f~(F) e mostremos que vale para j+1. Com

efeito,

(YT @NE) = £ ((FY @) (B) = (fY ) (f1(B)) = (4.3.3)
=v(f7(UE) =v(fUTE). (4.3.4)
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Segue do Teorema de Riesz-Markov que M(M) = C(M)*. Assim aplicando o
Teorema de Banach-Alaoglu temos que M (M) é compacto na topologia fraca estrela
de C(M)*, logo existem p € M(M) e (u,,) uma subsequéncia de (u,) tal que g, — u,
quando k — oo isto é, p = limy_, n—lk ?igl(f*)J(l/) em M(M).

A seguir mostraremos que p é ponto fixo da aplicagao f*. De fato, seja F¥ um conjunto

Boreleano de M arbitrario. Como g, — p em M (M) segue da continuidade de f* que

FUE) = i (ni Z(f*)j(V)> (&)

- kh_r}n()()ﬂ-}{ [Z(f*)j(y) + (f)"™(v) —v| (E)
= p(E) + lim {(f*)"’;f:) - u} (5)

Assim, a prova da afirmacao estaréd completa se mostrarmos que limy_, [M] (E) =

Nk
0. De fato,

como queriamos demonstrar. [l

4.4 Fluxos sobre Variedades

Nesta secao estudaremos a agao de um grupo de Lie unidimensional numa variedade difer-
enciavel. Consideremos R o grupo de Lie aditivo dos niimeros reais e denotemos por M uma

variedade diferenciavel de dimensao N.

Definicao 4.4.1. Seja M um espaco topologico de Hausdorff, munido de uma base enu-
merdvel de conjuntos abertos. Uma FEstrutura Diferencidvel de dimensao N sobre M, é
uma colegao de pares F = {(U,x)}, onde U C M ¢é um aberto nao vazio, x : U — RN ¢
um homeomorfismo sobre o subconjunto aberto x(U) de RN e as sequintes propriedades sio

satisfeitas:

.Z. U(U,X) U - M;
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2. x(UNU") = X (UNU") é C= para qualquer par (U,x) (U/,X/) e FcomUNU" # 0;

3. F € maximal com respeito a e [, isto €, se 0 £V C M € aberto ey : V — y(V)
¢ um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de RN tal que, para qualquer par

(U,x) € F comUNU" # 0 a composta x(UNV) vt y(UNV) éC*, entao (V,y) € F.

Definicao 4.4.2. Uma Variedade Diferencidvel de dimensao N, é um espaco topologico
de Hausdorff M, munido de uma base enumerdvel e com uma estrutura diferencidvel de

dimensao N.

Observagao 4.4.4: Um elemento (U,x) € F sera referido como uma carta local ou um
sistema de coordenadas local. Se escrevermos x = (z1,...,zy) entdo, para p € U suas
coordenadas locais (com respeito a esta carta local) sao dadas por (z1(p),...,zn(p)). De
agora em diante, salvo indicacao em contrario, fixaremos uma variedade diferenciavel M de
dimensao N. Dizemos que uma fungio f : M — R é suave se para todo par (U,x) € F, a
composta fox ! ¢ C™ em x(U). Denotaremos por C*°(M) o conjunto de todas as fungoes

suaves sobre M.

Definicao 4.4.3. Um campo vetorial suave real sobre M ¢ uma aplicacao R-linear
L:C*(M)— C>®(M).

a qual satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f), f.g € C*(M). (4.4.1)
E, denotaremos por X(M) o conjunto de todos os campos vetoriais reais sobre M.

Definicao 4.4.4. Uma ac¢ao 6 de R sobre M é uma aplicacao 6 : R x M — M de classe

C* que satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Oo(p) = p para todo p € M,

(ii) 0, 0 O4(p) = Oy15(p) = b5 0 0,(p) para todop € M e s,t € R.

Exemplo 4.4.9: Seja M = R? e a = (a4, as, az) um ponto fixado. Para cada t € R podemos
definir a aplicacdo 6, : R — R por 0,(x1, 22, 13) = (a1, az, as) + t(x1, x2, v3). E facil ver que

0 define uma acao de R em R3.

Toda agao 0 : R x M — M define um campo vetorial X € X(M) denominado o gerador

infinitesimal de 6.
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Proposicao 4.4.1. Seja 0 : R x M — M uma agciao C*°. Para cada p € M definimos
X, : C*>(p) — R por
o1
X,f = lim - £(6,(p)) — /()] (4.42)
Entao, X € X(M).

Demonstracao: E facil ver que X, € linear e satisfaz a regra de Leibniz para todop € M. A
seguir, encontraremos a expressao de X em coordenadas locais. Seja (U, x) uma vizinhanga
coordenada em torno do ponto p € M. Segue da continuidade da agao a existéncia de um
aberto (0,p) € IsxV em Rx M, onde Is = {t € R|—§ <t <} e V uma vizinhanga aberta
de p em M tal que §(Is x V) C U. Em particular, V' = 6y(V') C U. Denotando por 0 a
expressao local da agdo 6 restrita ao aberto I5 x V' e recordando que (Id,x) : Rx U — Rx RN

temos que

~

0(t,x(q)) = x(0(t,9))
para todo ¢ € V. Ou seja, é\(t,xl(q), oxn(q) = (x1(60(t,q)), ..., xn(6(t,q)). Assim,
denotando por x = (x1,...,xy) as coordenadas de ¢ € V ey = (y1,...,yn) de 6,(q)
podemos escrever ¢ em coordenadas locais como y = h(t,x) = A(t,x). As fungoes h; € C*°
sobre Is x x(V') e aléem disso $(h) C x(U). O fato de 6y ser a identidade e ;5 = 0; o 6, se
refletem nas seguintes condic¢oes:
hi(0,x) =x; e hi(t+s,x) = hi(t, h(s,x))

~

para i = 1,...,N. Seja f € C*(p) e denotemos por f(zy,...,xy) sua expressao local,

entao

ou seja,
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O

Definicao 4.4.5. Se @ : Gx M — M € uma ag¢ao de um grupo G numa variedade M, entao
um campo vetorial X € X(M) € dito invariante sob a a¢do de G ou G-invariante se X for

invariante sob cada difeomorfismo 0, de M em M, i.e.,
dfy(X) = X.

Teorema 4.4.1. Se 0 : R x M — M ¢ uma ag¢ao C* de R em M, entdo o gerador

infinitesimal X € invariante sob esta agio, ou seja, dOy(X,) = Xg,(p) para todo t € R.

Demonstragao: Seja f € C*(0,(p)) para algum (¢t,p) € R x M fixo, provaremos que
dby(Xp) f = Xo,») f- De fato,

d0,(X,)f = Xp(fob)
= T L [£(6:(6, () — FO.(p))]

t—0 8§

— 1 L [f(0,0.0))) — £6:(p))]

t—0 8§

= X, f-
[l

Corolario 4.4.1. Se X, = 0 entao X, = 0 para todo q na orbita de p ou seja, nos pontos

de uma orbita o campo vetorial associado se anula identicamente ou nunca € zero.

Demonstracao: Por hipotese ¢ = 6,(p) para algum t € R. Logo, X, = Xo,(p) = db,(X),) =
df:(0) = 0 uma vez que df; é um isomorfismo de T, M sobre T, M. O

Teorema 4.4.2. A oJrbita de p ou € um ponto ou uma imersao de R em M pela aplica¢ao

t — 6,(p)

Demonstragao: A orbita de p é a imagem de R sob a aplicacdo C™, t — 0,(p) = F(t).
Sejaty € Re % base de T} R. Entao, I’ ser4 uma imersao se, e somente se, dF’ (%}t0> #0
para todo ty € R. De fato, seja f € C®(F(ty)) = C*(6;,(p)) e observe que

d d
dF | —
(dt

m)f = S(foF)(to)

O%Uoﬁwb+h)—foF@®]

zlqim%@mm—ﬂ%@m

— Xo /- (4.4.3)

li
h—
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Logo, segue do corolario que se X, # 0 entao F' é uma imersao. Caso contrario, se
X, =0 OJ

Definigao 4.4.6. Dado um campo vetorial X € X(M) dizemos que uma curva J > t —

F(t), sendo J um intervalo aberto de R, é uma curva integral de X se

dF
N e
dt F(t)

para cada t € J. Por definicao, uma curva integral é conexo.

O calculo feito em (4.4.3)) mostra que cada 6rbita de uma agao # é uma curva integral
de X, o gerador infinitesimal de 6, ou seja para cada p € M

d
70(t:p) = Xogp) (4.4.4)

para cada t € J.

Neste ponto surgem duas questoes a respeito de campos vetoriais e acoes de grupo a um
parametro:

Questao 1: Todo campo vatorial de classe C'™ é o gerador infinitesimal de alguma acao de
grupo?

Questao 2: Podem duas agoes diferentes de R em M definirem o mesmo campo vetorial
X como seu gerador infinitesimal?

Consideremos por exemplo o caso em que M = R2 e § : R x M — M seja definida
por O(t, (z,y)) = (z +t,y). E facil ver § define uma acdo de R em M e que o seu gerador
infinitesimal ¢ dado pelo campo X = 2. Seja agora My = R*\ {(0,0)}. Para a maioria dos
pontos 0; esta definida. Entretanto, # nao define uma acao de R em M, por restricao de ¢
ao conjunto R x My uma vez que os pontos do conjunto fechado F' = {(¢, (x,0)) |z +¢ = 0}

de R x M sao levados na origem (0,0) ¢ M. Seja W C R x M o conjunto aberto

W = (URX {(a:,y)}) U{teR|z(z+1t) >0} x{(z,0)}).

y#0

Entao 6 = 0|W aplica W em M, e ainda preserva as seguintes propriedades. Seja p =

(x,y) € My entao:
i) (0,p) € Web0,p)=p

ii) 05 060:(p) = bs14(p) = 6; 0 05(p)
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onde todos os termos estao definidos. Neste caso, o gerador infinitesimal continua sendo o
campo X = a% e as orbitas t — 6;(p) dadas pelas retas y = ¢ quando p = (z,y), y # 0
e quando p = (z,0) semiretas contidas no eixo x tendo a origem como um dos seus pontos
extremos.

Seja M uma variedade diferenciavel C° e W C R x M um aberto satisfazendo as
seguintes condigbes: Para cada p € M existem nimeros reais a(p) < 0 < B(p) tais que
W (R x {p}) ={(t.p)|alp) <t <SP}

Denotaremos por I(p) = {t € R|a(p) <t < B(p)} opor Is = {t € R||t| < d}. A
condicao acima implica que

w=J 1) x {p}.

peEM
Note que W é portanto conexo.

Definicao 4.4.7. Uma acao de grupo a um parametro local ou fluro sobre uma variedade
M ¢ uma aplicacao 0 - W — M, C* que satisfaz as sequintes condigoes:
i) Oy(p) = p para todo p € M.

ii) Se (s,p) € W, entio a(0s(p)) = ap) — s, B(0s(p)) = B(p) — s, e além disso para cada
t tal que a(p) — s <t < B(p) — s, O11s(p) estd definida e

0 00, (p) = Oy (p)

Teorema 4.4.3. Seja L um campo C" numa variedade M entao existe um tinico fluro C”,

(D, 0) em M tal que:
06
- (t, 1) = Lot ,0)-

ot
Quando M é compacta este fluzo € global.
Definicao 4.4.8. Um subconjunto M C TV ¢ dito invariante com respeito ao fluzo se

0, (M) C M, Vt.

Definicao 4.4.9. Um subconjunto M C TV ¢ dito minimal se for invariante com respeito

ao flurzo e nao existir subconjunto proprio de M invariante.

4.5 Sistemas Conservativos

Seja U um aberto de RN e f : U — U um difeomorfismo de classe C'. A formula de

mudanca de varidveis afirma que, para qualquer conjunto mensuravel B C U

vol (f(B)) = /B |det Df(x)| dz. (4.5.1)
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Lema 4.5.1. Um difeomorfismo f : M — M de classe C* deiza invariante o volume se e

somente se o valor absoluto |det D f| do seu jacobiano é constante igual a 1.

Demonstragao: Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual a 1 em todos

os pontos de M. Considere £ um conjunto mensuravel e seja B = f~}(F). Pela formula

temos
vol (E) = vol (f(B)) :/B|deth(x)|d:17:/B dz = vol (B) = vol (f '(E)).

Suponha por absurdo que f deixa invariante o volume e que exista x € M tal que | det D f(z)| >
1. Entao, como o jacobiano é continuo, existiria uma vizinhanca U de x e algum ntmero
o > 1 tais que

|det Df(y)| > 0, paratodo yeU.

Entao a formula ((5.0.3)) aplicada tomando B = U forneceria

vol (F(U7)) :/U]deth(x)]dm > o vol (U).

Denotando por E = f(U), isto implicaria que vol (E) > vol (f~'(E)) e portanto f nao
deixaria invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto do jacobiano

é menor que 1 em algum ponto entao f nao deixa invariante o volume. 0

Defini¢ao 4.5.1. Um fluzo (D, f) em uma variedade M preserva uma medida p definida

sobre os boreleanos de M se para todo T < 0 e todo boreleano A C D wvale:

p(f'(A)) = u(A)

para todo —T < t < T. Neste caso dizemos que p € f-invariante ou invariante sob f.

Quando (D, f) € gerado por um campo L dizemos que p é L-invariante ou invariante sob

L.

Suponhamos que o fluxo f* corresponde as trajetorias de um campo de vetores F : U —

U de classe C', quer dizer f(z) ¢ o valor no tempo ¢ da solu¢ao da equagao diferencial

dx
i F(z). (4.5.2)

A formula de Liouville exprime o jacobiano de f* em termos do divergente div F' do campo

de vetores F" .
det(Df*(z)) = exp (/0 div F(f*(x)) ds) . (4.5.3)

Considere o seguinte Lema:
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Lema 4.5.2. Seja A : I — M, (R") e & = A(t)x um sistema linear homogéneo. Seja P (t)
uma matriz n X n cujas colunas sao solucoes da equagao num intervalo I. Entao para todo
tel etyel fizo,
det ®(t) = det D(tg) e:x;p{/lt trago A(s) ds}.
to

Demonstragao: Basta mostrar que a fungao J(t) = det ®(¢) é solucao da equagdo & =
trago A(t)x. Escreva ®(t) = (p1(%), ..., vn(t)); como o determinante de uma matriz n x n é

uma func¢ao n-linear de suas colunas temos,
J(t) = ) det(pi(t),. ... g(t), ..., pnlt))
i=1
= > det(pi(t), .., AD)pilt), -, alt)).
i=1

E suficiente supor que ®(¢) é matriz fundamental da equacio, i.e., det ®(¢) # 0 para todo
t € I pois caso contrario a proposicao ja estaria satisfeita. Deste modo para cada t € [
o conjunto § = {¢1(t),...,v,(t)} é uma base de R". Denotemos por (a;;(t)) a matriz de

representagao do operador linear x — A(t)z com respeito a base [ entao
At)pi(t) =Y i (t)pilt).
j=1

Recorde que o trago de uma matriz nao depende da sua representacao matricial com respeito

a uma base qualquer logo,

Logo,

T = Y detl@nd) .Y ayOpilt), . pa®)
= Zaii(t)det(gpl(t),...,gpi(t),...,@n(t))
= t;agoA(t)j(t).

Finalmente,

j(t) _ j(to)eftto traQOA(S) ds.



64 CAPITULO 4. SISTEMAS DINAMICOS E TEORIA ERGODICA
Seja f'(x) = (p1(t, 2), ..., @a(t,x)) o fluxo associado a equagao (4.5.2). Entao,

d .
i) = Eile(t2), Vi =1, ....n. (4.5.4)

Derivando a expressao (4.5.4)) com respeito a variavel z, obtemos

d 0

"0 0
——; = —F; —_— =1,... =1,...,n. 4.5.
dt@xg%(t’@ ;ayk j(go(tax))axjgpk(ux)? j ) ,TL, € ) 7n ( 55)

Denotando por Dp(t, ) = D f*(x) a matriz jacobiana da transformagao (¢, 2) com respeito
a variavel = temos que a expressao (4.5.5) implica que as colunas da matriz Do(t, z) sao
soluges da equagdo © = DF(p(t,x))z ou seja & = DF(f'(x))x. Aplicando o Lema4.5.2

temos que tomando ty = 0 e usando as propriedades do fluxo segue que
t
det DF(f'(z)) = det DF(f"(x)) exp] / traco DF(f*(x)) ds}
to

t
= exp{/ div F(f*(z)) ds}.
0
Combinando os resultados acima obtemos:

Lema 4.5.3. O fluzo f! associado a um campo de vetores F' de classe C* deiza invariante

o volume se, e somente se, o divergente de F' € identicamente nulo.



Capitulo 5

Hipoelipticidade de Campos Vetoriais no

toro TV

Seja L um campo vetorial definido no toro TV entdo existem funcoes suaves periddicas em

o N
cada uma das variaveis tais que L = .7, a; (z)5>. Para cada ponto z° = (z1,...,zy)
J

consideremos no toro TV o seguinte problema de valor inicial

d
o= al), w0)=mn
d
= anly), yn(0) =

Seja ¢ : RxTY — T¥ o fluxo associado a resolucao do problema de valor inicial acima. Entao
existem N fungoes em C°(RxTY), tais que ¢(t, z) = (hi(t,x1,...,2n),. .., hn(t, 21, ..., 2N))

de tal modo que as seguintes propriedades sao satisfeitas.
1. h;(0,z) = z; ou equivalentemente ¢(0,z) = x;
2. hj(t+ s,x) = h;(t, h;(s,x)) ou equivalentemente ¢(t + s,z) = ¢(t, ¢(s, x));

3. Paracada t € R, ¢(t,-) € C(TN, TV) e define uma familia de difeomorfismos locais;

dh;

4, —
dt

= a;(h(t,z)) paracada j=1,...,n.

Por outro lado vamos calcular o gerador infinitesimal X, gerado pelos fluxos ¢;(z) = ¢(t, ),
e verificar que coincidem com L,. De fato, seja p = (z1,...,zy) € TV e f uma funcio em

C>=(TN). Por defini¢ao

Xp(f) = lim f((bt(p)) B f(p) — lim (f o h)(t7$) — (f ° h)(()’x) _ Q(f o h)(0,$)

10 t t—0 t ot

65
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Ou seja,

h (t, ZL’)l(OJ)

3 §f<h<o o) Za] = L) = Lo(f)

Proposigao 5.0.1. Seja L € X(M) um campo vetorial suave dado por

L= 5.0.1
Z aJ awj ( )
j=1
Entao, o operador transposto L* € dado por L* = —L — divL.

Demonstragao: Sejam ¢, € C*°(T") entao,

(Lo, v) =

— —(6,(L +divL)y).

Lema 5.0.4. Seja M C TV um subconjunto fechado e invariante com respeito ao fluzo
¢ gerado por um campo vetorial e suave L dado por (5.0.1), entao existe uma medida de
probabilidade definida sobre os borelianos tal que |1y Ln(x) du(z) = 0 para todan € C>=(TH)
e supp (u) C M.

Demonstragéo Denotemos por {¢; }er 0 fluxo gerado pelo campo real suave L. Gragas ao

Teorema existe p € M(TY) tal que {¢},.p ¢ p-invariante isto ¢, p(¢p_(E)) = p(E),
VE € ¥ e para todo t € R. Pela Proposigao (4.2.1} - temos que, se n € C(TV) entao,

[ e duo) = [ ate)duto) (5.0.2)
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Mostremos agora que (L*u,n) = 0, Vn € C>®°(TY). De fato, derivando em relagao a t a

expresssao em ((5.0.2) temos:

0= [ @du) =5 [ @@ dute) = [ ottt (e o) duta)

- [ X e e e

- /Zwt Skl )
TN
= [ ) duto)
TN
Sendo Ln uma fungao suave e aplicando novamente a Proposigao (4 obtemos

0= / (Ln)(61(a)) () = / (L)) di).

U
Corolario 5.0.1. Dado L € X(TY) existe uma medida de probabilidade pu tal que p € KerL*

Demonstracao: Pelo Lema anterior existe uma medida de probabilidade p tal que para

toda n € C°°(TY) a seguinte identidade ocorre
0= /TN L(x) du(x) = (p, L) = (L")

provando que L*p = 0 em D'(TY). O

Teorema 5.0.1. Se L* ¢ Globalmente Hipoeliptico em TV entdo, a equacdo
L'w=0 (5.0.3)
em D'(TN) tem solugao em C>®(TN) satisfazendo as sequintes propriedades.
(a) w(z) > 0 para todo x € TV;

(b) Quaisquer duas solugdes da equagao (5.0.3)) diferem por uma constante multiplicativa

real.

Demonstragao: Segue do Corolario (5.0.1)) que existe uma medida de probabilidade u tal

que L*p = 0 no sentido das distribui¢oes, uma vez que, o espaco das medidas de Borel esta
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imerso no espago das distribui¢oes de ordem zero. Sendo L* GH e L*u = 0, isto implica
€ C=(TVN) isto &, existe w € C°°(TY) tal que

[ =t = [ waina)d,
Ou seja, du = wdx para alguma w em C(TV).

Para a demonstracao da Propriedade (a) suponha por absurdo que w(zg) = 0 para algum
zo € TV. Defina M = {z € TV |w(z) = 0} entdo vemos que que M # @, M ¢é fechado
em TV, pois M = w™1({0}). Mostremos que M ¢é invariante com respeito ao fluxo i.e.,
d(M) C M, Vt € R. Para verificarmos isto tomemos ¢ € ¢;(M) entao ¢ = ¢;(p) com
w(p) = 0. Sabendo que ¢; ¢ um difeomorfismo local escolhemos um ¢ > 0 suficientemente
pequeno para que ¢; seja um difeomorfismo da bola B(p,d). Considere n € C°°(TY) tal que
S(n) € B(0,1) e [y n(z)dx = 1. Defina, n(z) = e Vi (£2),0 < € < . Com € tomado
suficientemente pequeno para que supp (n.) C B(p,d). Logo, pela invariancia da medida

temos que

/TN Ne (@) w(x)de = /TN Ne(x)w(x)dr = /B(M) eV (x ZP) w(z)dz.

Por mudanca de variaveis obtemos

/TN Ne (¢e()) w(r)dr = /B(O ; n(y)w(p + ey) dy.

Assim,

lim - (01(2)) w(z) dr = w(p).

Por outro lado,

[ netdenstaia = [ o

_ / oy 10 €O p+ )DO-(p + ey)]dy

Assim,

fim T (¢1(2)) w(z)dr = w(q)| Do (p)]-

Segue da unicidade do limite que w(q)|Dé—¢+(p)| = w(p). Como |Dé_+(p)] # 0 e w(p) =0
vemos que w(q) = 0. Como querfamos demonstrar.

Seja M1 C M conjunto minimal tal que ¢,(M;) C M;. Aplicando novamente o Lema
temos que existe p; € M(TV) tal que L*u; = 0 e supp (1) C M;. Sendo L* GH
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temos que existe uma fungao suave wy € C* (TN) tal que puy = T,,,. Deste modo, L*w; =0

com supp (w;) C M; onde, supp (w;) = {z € TV : wy(z) # 0} portanto,
{z € TV : wi(x) # 0} Csupp (wi) C M.

Implicando que intM; # (). Logo, pelo teorema de Tumarkin [NS| temos que M é aberto.
Por outro lado, M; é fechado e sendo TV conexo, segue que M; = M = TV fazendo com
que w(z) = 0, Vo € TV gerando assim uma contradigao, concluindo portanto a prova da
Propriedade (a).

Para a prova da Propriedade (b), seja G € D'(TV) tal que L*G = 0 em D'(TV) entdo
pela hipoelipticidade do operador L* e do fato de w(x) > 0 para todo x € T segue que
g =< € C=(TY). E facil ver que para toda g € C*(T") vale L*(gw) = wL(g). Assim,
0= L*(G) = L*(gw) = wL(g) mostrando que L(g)(z) = 0 para todo x € TV. Suponhamos,
por absurdo, que g nao seja equivalente a uma constante, entao existiria uma constante real
¢ tal que o conjunto g~!(c) seria um subconjunto invariante proprio de TV e invariante para
o fluxo ¢;. Repetindo o raciocinio anterior o conjunto g~*(c) teria um conjunto minimal
M com todos os seus pontos sendo pontos interiores. Por conexidade teriamos entao que

g = const. Deste modo, isto completa a prova do Teorema [5.0.1 0]

Corolario 5.0.2. dim¢ KerL* = 1.

5.1 Resolubilidade

Teorema 5.1.1. Suponha que L* seja GH entao, L é GH e a equagao
Lu=f (5.1.1)
é resolivel em C*(TYN) para f € C=(TN) se, e somente se,

- f(z)w(z)dz = 0. (5.1.2)

Demonstragao: Primeiro, mostremos que o campo L é Globalmente Hipoeliptico. De fato,
seja u € D'(TY) uma distribuicao tal que Lu = h onde, h € C*(TY). Defina ¢ = wu €

D'(TY), logo aplicando o operador L* em ¢ e usando o fato de que w € KerL* temos
L*¢ = L*(wu) = —wLu = —wh € C*°.

Sendo L* Hipoeliptico concluimos que ¢ € C*°(T"). E isto mostra que o campo L é GH.
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Mostraremos agora que a resolubilidade implica na condi¢ao de compatibilidade. De fato,
suponhamos que Lu = f seja resolivel em C°°(T%), entdo dada uma fungao f € C(TV),

existe u € C°(T") tal que Lu = f e como consequéncia
f(x)w(z)dr = (Lu,w) = (u, L*w) = 0.
TN

Consideremos a reciproca, isto é, suponhamos que L* seja GH e que vale a condicao de
compatibilidade , mostraremos entdo que existe u € D'(TV) tal que Lu = f. Sendo
L GH tal distribui¢ao é de fato uma funcao em C*°(T%).

Considere o subespago Y = {L*g|g € C*(T")} de H?(T"), munido com a norma
sobolev || - ||s para algum 8 € R e defina sobre Y o seguinte funcional Ay : Y — R pondo

A ()= [ Fgla)dr (5.1.3)

Note que o funcional linear A; esta bem definido pois, se g1, g2 € C(T%) sao tais que

L*gy = L* g9 entao existe C' € R, tal que g; — go = Cw. Assim,

. f(@) (g1(z) — go())dz = C | f(2)w(x)dz =0

TN
de onde concluimos que Ay esta bem definido.

Usaremos o Lema |3.3.11| para mostrar que Ay € (Hﬁ)*. De fato, seja L*g € Y e considere
a seguinte decomposicao, g = go + g1 com gy € C=(TN) N (KerL"‘)L e g1 € KerL*. Logo,

Ap(L7g) = - [ (@) (90(x) = g1(2)) dw = . f(@)go(x) de.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz vemos que

[Ap(L7g)l = | | f(x)go(x)dw
TN
< [ fllollgollo;
onde | - ||o denota a norma Sobolev para 5 = 0.

Gragas ao Lema [3.3.11] obtemos

IAs(Lg)] =< || fllollgollo
< C| fllollL*goll
= C||fllollL*g|s-

Segue do Teorema de Hahn-Banach que A; se estende continuamente ao espago H?(TV).

Assim, existe u € (H?(TN))* =2 H=A(TV) tal que

Ap(0) = (u, )
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para toda ¢ € HP. Deste modo, para toda g € C°°(T") tomando ¢ = L*g na igualdade

anterior temos
(,L'g) = Af(L°g) = | f(a)g(x) d.

Provando portanto que Lu = f em D'(TV). O

5.2 Condicao Diofantina

Definicao 5.2.1. Uma sequéncia de nimeros reais Ay, . .., A, satisfaz a condicao Diofantina

(x) se, e somente se, existirem constantes Ny > 0, Cy > 0 tais que

(1 + [m])™ (%)

para cada m = (my,...,m,) € Z" \ {0}.

Teorema 5.2.1. Seja L = Z;Ll Aj% um campo vetorial com coeficientes constantes.
- J

Entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) L é globalmente hipoeliptico;

(ii) Aq,..., A, satisfazem a condi¢ao Diofantina (x).

Demonstragao: Para mostrar que (i7) = (i) seja u € D'(TV) tal que Lu = f € C>(TV),
queremos mostrar que u € C*®(TY). Aplicando a transformada de Fourier em ambos os

membros da igualdade

obtemos

Gragas a condigao (x) existem constantes Cy > 0 e Ny > 0 tais que
[a(m)| < G [f(m)](L + |ml)™. (5.2.1)

Assim, usando o fato de f € C(T") dado N > 0 existe uma constante Cy > 0 tal que

|f(m)| < i (5.2.2)
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Logo, substituindo ((5.2.2)) em (5.2.1)) obtemos

Ci'tCy

[u(m)| < my

Logo, u € C*(T") como querfamos demonstrar.

Para mostrar que (i) = (i7) suponha por absurdo que a condigao (x) ndo ocorra, entao

existiriam m(l) = (my(l),...,m,(l)) € Z" tais que
Xn:mj(zmj F Y (5.2.3)
T+ @]

Sem perda de generalizades podemos assumir que |m(l)| > [. Defina

0, se m#m(l)oum =0

Z?:1 Aym;(1)
L+[m(D)?

Cpy = (5.2.4)

, se  m=m(l),m#0.
Mostraremos que C,, tem decaimento rapido. De fato, aplicando a condigao ([5.2.3]) obtemos

Z?:l Aymy(1) 1
L+ [m(DF  — 1+ m()])

|Comanl =

Logo, dado N > 0

1
A+ ImOD” Cominl < s <1

para todo m(l) > 1 > N. Seja M = max{(1 + [m())[)N|Ciay| tal que |m(l)] < N}.
Assim vemos que

(1 + [mO))N|Crny| < max{M, 1} = Cl.
Portanto, concluimos que dado qualquer N > 0 existe Cy > 0 tal que

Cn

Col < —r—rr
Ol < T ™

para todo m € Z". Logo, definindo f(x) = Z Cpe®™™7 segue que f € C(TV)
mezn
Por outro lado seja g € D'(TV) tal que Lg = f. Assim aplicando a transformada de

Fourier obtemos para cada m € Z" a seguinte expressao
N
> miA;g(m) = f(m).
j=1

Seja
H={leN[ Y m(l)A; =0},
j=1
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Assim, para m = m(() tal que | ¢ $ obtemos

g(m(l)) =

Fm@) 1
domami(DA; 1+ m(1)]?
Portanto, como as condicoes do Teorema nio se verificam temos que g ¢ C*(TV), o

que é uma contradi¢do. Logo, os nimeros Ay, ..., A, satisfazem a condi¢ao Diofantina (x).

O

5.3 Conjugagao-C>™

Daremos agora o resultado principal deste trabalho, que nos diz que, se o transposto L* de
um operador L for globalmente hipoeliptico, sempre ¢ possivel encontrarmos um sistema
de coordenas, de tal forma que, neste novo sistema L tem coeficientes constantes, com tais
constantes satisfazendo a condi¢do Diofantina (x). Como consequéncia deste fato, veremos
que as orbitas de pontos no toro TV sao densas no toro T%, isto é, os sistemas dinamicos

gerados por L sao minimais.

Teorema 5.3.1 (Resultado Central). Seja L € X(TY) um campo vetorial suave real. Entio
o operador transposto L* é Globalmente Hipoeliptico se, e somente se, existem um difeomor-
fismo global 7 : TN — TN, y = 7(x), e mimeros reais Ay, ..., Ay satisfazendo a condicao

Diofantina (%) tais que L se conjuga com o campo
N
Lo=)Y A0, (5.3.1)
j=1

Demonstragao: Para a prova da necessidade da condi¢do, sejam a; € C°(TV), j =

N
1,..., N tais que L = Zaj(m)ﬁa:j e defina

Jj=1

A= /’]I‘N aj(z)w(x) d, (5.3.2)

para j=1,... N.
Notemos que para cada j fixo a funcdo A; — a;(z) satisfaz a condigao de compatibilidade

(5.1.2). De fato,

/TN (A = aj(z)) w(z)de = A; /TN w(r)dw — /TN a;(2)w(z) dz = 0.
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Assim, pelo teorema de resolubilidade [5.1.1] para cada j € {1,..., N} fixo, existem
N-fungoes p; € C>(TV) tais que

Lyj(x) = A; — a;(z). (5.3.3)

Defina 7j(x) = z; + ¢;(z) entdo, é facil ver que 7; define uma funcéo quase-periodica no

toro TV tal que

Defina a aplicagao 7(z) = (71(x), ..., 7n(z))(mod 1). Entao gragas aos Lemas|5.3.2]

que serao provados adiante, como L* é globalmente hipoeliptico, 7 define um difeomorfismo

global. Além disso, se f € C(T¥) temos que se y = 7(x) entdo

Lf(x) = ZA% = Lof(y) (5.3.5)

sendo que f(y) = f(x).

Novamente, gragas ao Teorema [5.1.1] segue que, se L* é globalmente hipoeliptico entdo,
L é globalmente hipoeliptico e portanto, Ly é globalmente hipoeliptico. Logo aplicando
o Teorema para Lg, segue que os numeros reais Aj,..., Ay satisfazem a condigao
Diofantina ().

Reciprocamente, suponhamos que existam um difeomorfismo global 7 : TV — TV,
y = 7(x), e nameros reais Ay, ..., Ay satisfazendo a condi¢ao Diofantina (%) tais que L se

conjuga com O campo

N
Lo=)Y Ao, (5.3.6)
j=1

Logo, pelo Teorema temos que Lo é globalmente hipoeliptico, o que implica que L é
globalmente hipoeliptico. Queremos mostrar que L* é Globalmente Hipoeliptico. De fato,

recordemos que

L*(J(z)v(x)) = J () Lo(z)

para toda v € D'(TV). Agora, seja u € D'(TV) tal que L*u = f € C®(TV). Se u =

<l

temos pela relagao anterior que
L*(u) = L*(Ju) = J(z)L(w) € C>=(TY).
Segue da Hipoelipticidade de L que u € C*°(T"), de onde concluimos que u € C*°(TV).

O
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Lema 5.3.1. Se L* ¢ Globalmente Hipoeliptico entao,
N
> kil #0
j=1

para todo multi-indice K = (ky,..., ky) € ZN, K #0.

Demonstragao: Suponha que exista K = (ki,...,ky) € ZY, K # 0 tal que
> kA =0 (5.3.7)

Defina, ¢(x) = exp {2m’ Zjvzl k;; (x)}, temos que p(z) € C*°(TY) pois, como 7;(z + 1) =
rj+14+pjx+1)=x;+1+¢;x) =T7;(x) + 1 segue que,

gp(x—i—l):exp{QﬂiijTj(x—i-l)} —exp{2mZk] 7 (x —1—1)}

7=1 J=1

= exp {27?2’ Z kjrj(:c)} exp {2772’ Z kj}

J=1

Além disso,

k=1 k=1 j=1
N N or,
= 2mip(z Zak Zk]
k=1 j=1 (%r:k
N N
ot;(x)
arig) 3 St 2L

= 2mip(z) Z kjLt; = 2mip(x) Z kjA; = 0.

J=1 J=1

Assim, ¢ é solugao da equagao Ly = 0. A seguir mostraremos que L*(¢w) = 0. Com efeito,

L (pw) = Y 5 (ar(x)p(z)w(2))
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Pelo Corolario existe uma constante complexa ¢ = exp{2mi} € S! tal que ¢(z) = ¢

para todo € TV. Desta forma,

o(x) = exp {ZM Z ijj(x)} = exp {2mif}

j=1

ou seja, exp {27rz' {Zjvzl kjTi(x) — B}} = 1. Logo, Zjvzl kjTj(x) — B € Z mostrando que
Im (Zjvzl kjTj(x) — ﬁ) C Z. Assim, Zjvzl k;7j(z) = B(mod1). Como T & conexo, segue

existe um tnico nimero ¢ € Z tal que Zjvzl kjTj(x) = f +{ = ¢, de onde concluimos que

N N
Z k’jl’j =C— Z k,’]@](l’) (538)
i=1 i=1

Usando a periodicidade das aplicacoes ¢; em cada coordenada, isto ¢, paracada j =1,..., N
fixo temos que ¢;(z1,...,z; +1,...,2n5) = @j(21,...,2;,...,2n). Logo, segue de ([5.3.8)
que
N
ki + ...+ kj(zj+ 1)+ ...+ knay =c— Zk:jgoj(xl,...,xj +1,...,2n) (5.3.9)
j=1

Por outro lado,

N
]{311'1 + ... —I—l{?jZEj + ... —I—l{?NJZN = C— ij(,@j(lfl,...,xj,...,ZEN) (5310)

=1

Subtraindo as equacoes (5.3.9) e (5.3.10) vemos que k; = 0 para todo j = 1,..., N o que

gera uma contradi¢ao. Concluimos assim a prova do Lema. O

Lema 5.3.2. Suponha que L* seja Globalmente Hipoeliptico, entao

J(z) = w(z),Vz € TV, (5.3.11)
onde J(z) denota o determinante Jacobiano da fungio T(z) = (11(z), ... 75 (x)). Isto ¢,
ori(x) Ohmi(x) -+ Onmi(x)
J() = Oma(x) Ohme(x) -+ Onma(x)
Dirn(a) Bora(s) - Owra(a)

onde 0;7,(z) = g%’;(x).
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Demonstragao: Se mostrarmos que J(z) é solugdo da equagdo L*u = 0, teremos pelo
Teorema (5.0.1) que J(z) = cow(x) para alguma constante ¢y € R. Dai, s6 nos restara

mostrar que ¢y = 1. De fato,

L*J(z) = —

j=1

=— (N(@)J(x)). (5.3.12)

Dado que J(z)\;(x) = J;(z), onde J;(x) é o determinante da matriz que se obtém substituindo-
se a j-ésima coluna da matriz Jacobiana de 7(z) pelo vetor (A4,...,Ay)" temos que,

Z o Z (91’] (5.3.13)

Agora, usando o fato de que J; (as) ¢ uma forma N-linear alternada com respeito as colunas,

segue que
P N
k
a—xjjj(:c) = > ) (z) (5.3.14)
k=1,k#j]
onde, Jf(m) ¢ o determinante que se obtém derivando a k-ésima coluna com relacao a z;,
isto é,
617'1(37) 82T1($) cee 8j7’1(l’) R 8j8k7'1(l’) tee 8]\[7'1(33)
. Oima(z) Oomp(x) -+ Ojma(x) -+ 0;0kma(x) -+ OnT2(x)
Ji(r) =
817']\7(1’) 827']\[(.23) cee @-TN(@") cee 8j8kTN(9:) cee aNTN(.T)

Note que, J¥ + J/ = 0 pois, como
J k

oim(x) Oom(x) -+ OkOjm(z) --- Opm(x) --- OnTi(x)
Ji([[;) _ 817'2<£L'> 827'2(.1’) s 3k8j7'2(a:) s (9k72(a:) s 3N7'2(9c)
Otn(x) Ootn(x) -+ OkOjrn(z) -+ Opta(x) -+ OnTN(2)

trocando a k-ésima coluna de Jj (z) pela j-ésima coluna e usando Schwartz, concluimos que

Jj’? =—J = J]’? + J] = 0. Agora, substituindo (5.3.14) em (5.3.13) obtemos,

- Ji) (5.3.15)

j=1 k=1k#j

oo T+l (5.3.16)

1<j<k<N




78 CAPITULO 5. HIPOELIPTICIDADE DE CAMPOS VETORIAIS NO TORO TN

Usando agora o fato de que Jf + J,Z = 0, segue que L*J(z) = 0. Tudo que nos resta agora,
¢ mostrar que ¢y = 1. De fato, substituindo 0y7j(x) = dy; + Orp;(x) em J(x), obtemos a

seguinte igualdade

N
Jx) =1+ A (5.3.17)
k=1
onde cada A é a soma de todos os menores principais de ordem k do determinante
dipi(z) Oapr(z) -+ Ongr(z)
Oipa(x)  Oapa(x) -+ Onpa()
dien(z) Owpn(z) --+ Onen()

logo, ¢ suficiente mostrar que a integral de cada A no toro TV é nula. Porém mostraremos

que a integral do determinante acima ¢é nula, desde que a prova dos os outros casos sao
. . . t ~ . .

analogas. Para isso, considere ® = (p1,...,¢nN)", entao a integral do determinante tem a

seguinte forma,
/ |81(I>,82®,...,8N<I>|d1'. (5318)
TN
sendo ® periddica, integrando por partes com respeito a variavel x;, obtemos

/ |61®782¢),...78N@|d17: —/ |(I),8132(I),...78N(I)|df
TN TN

— / ]@,82<I>,8183<I>,...,8N®\dm
TN

— /N ’(I), 82(1), 83(1), R ,818N<I>| dx
T

N
= E I;.
Jj=2
agora, integrando por partes em relacao a zo concluimos que

[2:/ |82¢,81®,83®,...,8N(I>]dx
TN
—|—/ ](I),@l@,('?g@g(l),...,818N<I>]dx
TN

+ ...

+/ |CI),31@,33‘I>,...,826N<I>|dx
TN

N
TN r
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onde,

152/ |®, 01D, ..., 000,, ..., OND|dr.
'H‘N

Aplicando o mesmo procedimento para I; obetemos,

N
Ijz—/ (\81<I>,62<I>,83<I>,...,8N<I>|— > IJ’?> dr, (5.3.19)
TN

k=2,k#j

onde, [ Jk sao determinantes de ordem N com ® na primeira coluna, ;P na j-ésima

coluna, e 0;0,® na k-ésima coluna, etc. Como consequéncia, resulta que
IF+1=0,2<kj<N, k#j

substituindo em 77 segue que,

/ |81(I),62(1),...,6N(D|d$ = —(N— 1)/ |81(I>,82@,.. ,8N<I>|dx (5320)

TN TN
e isto garante que a integral é nula. Logo,
/ J(x)dz = 1.
TN

e portanto, ¢y = 1. ]

Observagao 5.3.5: O lema assegura que a aplicacdo 7 : TV — TV, y = 7(z) ¢ um
difeomorfismo local. Os lemas a seguir mostram mais que isso ou seja, mostraremos que 7

¢ um difeomorfismo global, isto é, globalmente injetiva e sobrejetiva.

Lema 5.3.3. Se o transposto L* é Globalmente C'* Hipoeliptico , entao a aplicagao T :

TN — TV definida por

T(2) = (21 + @i (2), ..., 2N + on(2)) (5.3.21)

¢ sobrejetora.

Demonstragao: Considere o seguinte problema de valor inicial,

( % = )\1, 1'1(0) = ZE(I)
Ay = Ny, 2s(0) = o
d

. gtN = Ay, an(0) =2y




80 CAPITULO 5. HIPOELIPTICIDADE DE CAMPOS VETORIAIS NO TORO TN

Seja x(t, o) a solugao do PVI acima, com xy = (29, ...,2%). Para yo = 7(x¢) defina
y(t,yo) = 7(2(t, 20)) = (Y1 (¢, %), - - -, yn (¢, %0)) (5.3.22)
onde y;(t,yo) = 7j(z1(t, 20), ..., zn(t,20)), j = 1,..., N. Derivando y; em relacdo a t, segue

da regra da cadeia que

N
% = ; %Tj(x(t, xo))% — L7i(z(t, ) = A, (5.3.23)
De onde concluimos que y(t,yo) = 7(x(t, x¢)) € solugao do PVI
(D = AL p(0,0) = o
o~ Ny yal0,90) = 8
{ d?j—tN = An, yn(0,%0) =y

Por outro lado, o PVI acima define um grupo a 1-pardmetro de translacoes {y} },.z onde,

para cada t € R

ya=y(t,yo) = yo + tA. (5.3.24)

vo = (y),..,9%), A = (A1,...,Ax). Segue de [5.3.22| e [5.3.24| que 7(z(t,z0) = yo + tA,
Yo = T(Io), vVt € R.

Dado y € TV queremos mostrar que existe z € TV tal que 7(x) = y. De fato,

segue do lema e da proposigao que a orbita pelo ponto yy, dado por O(yg) =

{yo +ntA|n € Z} ¢é densa no toro TV, isto &, O(yy) = O(yo) = TV. Assim, se y € TV
existe t € R tal que y = yo + tA = 7(x(f,79). O que conclui a sobrejetividade.

Lema 5.3.4. Se o transposto L* é Globalmente C* Hipoeliptico , entao a aplicacao T :

TN — TN ¢ globalmente injetiva.

Demonstracgao: Considere a seguinte fungao contagem

N(y) =#{z e TV|7(x) = y}.
Pelo lema [5.3.3} segue que N(y) > 1, Vy € TV. Sabemos, pelo lema que 7: TV — TV
define um difeomorfismo local e assim, N(y) é constante em alguma vizinhanga de y, Vy €
TV. Sendo T conexo, segue que N(y) é constante em TV isto é, N(y) = Ny. E suficiente

mostrarmos agora que Ny = 1. De fato, aplicando o lema|5.3.2e o teorema[5.0.1| & aplicacao

T obtemos,
1:/ J(m)dx:/ #{zer(y) T} dy = No.
TN TN

De onde concluimos que aplicacao 7 é globalmente injetiva.
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5.4 Analise Espectral

Consideremos agora o espaco de Hilbert complexo H = L*(T",w dx) munido com o produto

interno

()= [ F@igela) o (5:4.1)
- 0

Dado o campo vetorial suave L = Z aj(:c)g— definimos o operador D = (27i)~'L. E facil
x .
=1 !

ver que, para todo par f,g € C°°(TY)

(Df,g) = (f,Dg). (5.4.2)

Temos assim que D define um operador auto-adjunto. Veja que a relacao ((5.4.2)) ainda seria
valida tomando-se f,g € H'(TV).

O proximo Teorema trata das propriedades espectrais do operador D.

Teorema 5.4.1. Se L* é GH, entao o espectro do operador D consiste dos auto-valores da

forma
N
fom = Y M,
j=1
comm = (my,...,my) € ZN e das correspondentes auto-fungoes
©m(x) = exp(2mi Z m;7i(x)). (5.4.3)
j=1

Além disso, o auto-espaco associado a cada auto-valor € unidimensional. As auto-fungoes

em (5.4.3) formam um sistema ortonormal completo para H.

Demonstragao: Note que

Ipm (SC)
a.ij

= (2mi)~ fj a;(z) (2m'm- 8;;?) om(2)

= ()Y a0) (Z mﬁg;?)

Dipm(x) = (2m0) 7' ) a,(2)
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para todo m € ZY. A seguir, mostraremos que (., ¥x) = dx(delta de Kronecker). Vamos

estimar a seguinte expressao

(mon) = [ m(Tpnlata) da

Aplicando a mudanca de variavel y = 7(x) na integral acima e utilizando o resultado do
Lema [5.3.2] obtemos

(min) = [ on(olonl@nta) da

= | G (Y)Or(y) dy = dmie-

Para mostrarmos que {¢,,} define um sistema ortonormal completo resta provar que se

f € H étal que (f, ¢p) = 0 para todo m € Z" entao f = 0. Isto segue do seguinte fato
(From) = [ T@)elods
T

=/, S W) om () dy
)

Assim por uma proriedade da transformada de Fourier se f/o7'\—1 (m) = 0 para todo m € Z~
temos entao que f o7 ! =0 ou seja f = 0 como querfamos demonstrar. U

A seguir mostraremos que o difeomorfismo global 7 induz uma isometria entre os espagos
de Hilbert L*(TV,dy) e H = L*(TN,wdx). De fato, consideremos a aplicacio 7¢ definida
por 7#(f)(z) = f(r(z)). Uma vez provado que as sequéncias de fungoes {¢,, |m € ZV} e
{om |m € ZN} sdo bases ortonormais completas respectivamente dos espagos L?(TV dy) e

H = L*(TY,wdz), basta entdo mostrarmos que a aplicagao 7 leva base em base. De fato,

() () = O (T(2)) = exp(27i Z m;7;(z)) = om(z).

Jj=1

]
Se f € L*(TY,dy) vemos que
Fi§) = (rom) = [ )= ay
= [ S () da
TN
= (7' (f), m)- (5.4.4)

Consideremos entao o seguinte Teorema.
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Teorema 5.4.2. Se L* é GH, entio f € C®(TY) se, e somente, se dado qualquer constante

positiva N existe Cy > 0 tal que

Cn

i (5.4.5)

[(f em)| <

para todo m € ZN.

Demonstragao: Seja f € C°°(TV) entao aplicando a relagao (5.4.4) a fungao f o 77!

obtemos

[{f, om)l = [T (f o 771), o)

= for (m)
Logo, dado N existe Cy > 0 tal que
Cy
m < T N\N

como queriamos demonstrar. 0
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