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Resumo

Em 1989, H.Karcher elaborou um método para a construcao de superficies minimas,
denominada método de construgio reversa dado em [10]. Nesse trabalho foi reescrita a
teoria de funcoes eliticas utilizando uma abordagem mais geométrica do que analitica.
Desse modo, ele conseguiu controlar o comportamento e os valores imagens dessas fun-
¢oes, facilitando sua aplicacao em superficies minimas.

Neste trabalho de mestrado, apresentamos ferramentas basicas da teoria de fungoes
eliticas simétricas, descrevendo explicitamente a p-Weierstrafl simétrica e a fungao v, que
serao aplicadas no método de construgao reversa para um exemplo de superficie minima.
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Abstract

In 1989, H.Karcher elaborated a method for the construction of minimal surfaces,
denominated reverse construction method given in [10]. In that work it was rewritten
the theory of elliptic functions using an approach more geometrical than analytical. This
allows to better control the behavior and the image values of those functions, making it
easier his application in minimal surfaces.

In this master’s thesis, we will present basic tools of the theory of symmetric elliptic
functions, describing explicitly the symmetric p-Weierstraft and the function v, that will
be applied in the reverse construction method for an example of minimal surface.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho baseia-se no estudo do artigo intitulado Construction of minimal surfaces,
de H. Karcher que desenvolveu em 1989 um método para a construcao de Superficies Mi-
nimas, denominado método de construgao reversa [10]. Tal método consiste nos seguintes
passos:

Esbogo da Superficie Minima M;

Compactificacao M de M;

Hipoteses de Simetria;

Equacao Algébrica de M;

Obtencao dos Dados de Weierstrakde M;

Verificacdo das Involucdes de M segundo as hipoteses de simetria;
Analise dos Periodos;

Verificagao do Mergulho da Pega Fundamental.

XN DO W

Neste trabalho damos as ferramentas teéricas para a aplicagao deste método e cons-
truimos a superficie minima chamada campo de catendides. No Capitulo 2, estudamos a
teoria basica de Geometria Diferencial, Variaveis Complexas, Superficies de Riemann e
Minimas. No Capitulo 3, exploramos a teoria de fungoes eliticas segundo Karcher, com
uma abordagem mais geométrica do que analitica. No Capitulo 4, fazemos uma anélise
da funcao p-Weierstral Simétrica e no Capitulo 5 apresentamos a fungao vy via transfor-
macao de Mobius. Com estas fungoes, exibimos a equagao algébrica do toro. Finalmente,
no ultimo capitulo, construimos o campo de catenodides.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Algumas nocoes basicas

Neste capitulo apresentamos alguns resultados gerais de Variedades Diferenciaveis de di-
mensao 2. Exploramos nogoes basicas das superficies de Riemann e algumas proprieda-
des de aplicagoes holomorfas. Enfatizamos, a teoria de Superficies Minimas. Além disso,
apresentamos um resultado no qual parametros isotérmicos sao tuteis quando se deseja
trabalhar com tais superficies.

Definicao 2.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao 2, ou uma 2-variedade C°°,
é um espaco topologico M de Hausdorff com base enumeravel, munido de uma familia
S (M) = {(¢i,U;), de homeomorfismos ¢; : U; — V;}, onde U; é aberto de M, e V; aberto
do R?, tal que:

(1) U; Ui = M;

(2) Yi,j com UyU; =W #£0, p; 0 <pj’1 é de classe C*° em W;

(3) Dado um homeomorfismo ¢ : U — V', onde U é subconjunto aberto de M, V é
aberto em R? e {(p,U)} U > (M) satisfazendo (2), tem-se (o,U) € >.(M). Ou seja,
> (M) ¢é maximal.

Observagao 2.1. Os elementos de > (M) sao chamados cartas da variedade.

Definigao 2.2. Sejam M e N 2-variedades C*°. Uma fungao f : M — N ¢é dita dife-
rencidvel em M se @ o fo ¢! ¢ de classe C™, para toda carta (¢, U) de M e toda carta
(p,V) de N, tais que f(U) C V.

Uma fungio f : M — R tal que fo @t € C™, para toda carta (¢,U) de M ¢é
também dita diferenciavel, e o conjunto de todas as funcoes diferenciaveis neste sentido é
representado por F(M).

Mais adiante, introduziremos o conceito de superficie de Riemann, e neste caso o termo
fungao diferencidvel serd usado em um sentido mais particular.

2
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2.1.1 O Espago Tangente

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao 2 de classe C* e p um ponto de M.

Definigao 2.3. Uma curva C' por partes é uma aplicacao v : I — M, I intervalo
aberto, semi-aberto ou fechado de R, em que z oy é C' por partes, qualquer que seja
(z,U) € > (M) para a qual a composicao faz sentido.

Definimos
Co,={N:J— M, JCR contendo o 0: A(0) =p, A ¢é diferenciavel em 0}.

Se A€ C,e X : U — R?éuma carta de M, com p € U, pode acontecer que a
imagem A(J) ndo esteja contida em U. Em vista disto, toda vez que escrevemos X o A,
estamos admitindo que o dominio de X foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto
J', contendo 0, tal que A\(J') C U.

Dizemos que dois caminhos A, p € C, sao equivalentes, e escrevemos A ~ p, quando
existir uma carta X : U — R? em M, com p € U, tal que XoX:J — R%e Xopu: I — R?
tém o mesmo vetor velocidade em ¢ = 0, isto é (X o A)'(0) = (X o u)’(0).

Observemos que esta igualdade sera verdadeira para toda carta X : U — R? em M,
p € U. Disto resulta que A ~ p é, de fato, uma relagao de equivaléncia em C,,.

O vetor velocidade A de um caminho \ € C, ¢ a classe de equivaléncia de A. Isto é,

A={ueC,:u~A}
Portanto para, A\, p € C), tem-se
A=jie (X oN)(0) = (X op)(0), (2.1)

para alguma carta M. Entretanto, note que (2.1) independe da escolha da carta.
O conjunto quociente C,/.. = T,M € o espago tangente a variedade M no ponto p.
Podemos atribuir a 7,,M uma estrutura de espaco vetorial sobre R. Cada carta X :
U — R? em M, p € U, determina uma bijecio X = X(p) : T,M — R? definida por
X(\) = (Xo))(0). De fato, por (2.1) X é injetora. Mostremos agora que X é sobrejetora:
se v € R?, seja A € C, dado por A(t) = X~ 1(X(p) + tv). Entao

X(\) = (Xo)N(0)=v.

Damos a T,M uma estrutura de espago vetorial real, exigindo que a bijecio X :
T,M — R? seja um isomorfismo. Em outras palavras, as operagoes de soma e produto de
um vetor por um nimero real sao definidas pelas equacoes

A= (X)"HX () + X (1),

A= (X)"e- X(\).
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O fato crucial é que estas operagoes nao dependem da escolha da carta X. Com efeito,
dadaY :V —R?em M, comp € V, entio Y = (Y o X 1) o X : T,M — R2

Como (YoX 1) (X (p)) é um isomorfismo, as cartas X e Y originam a mesma estrutura
de espaco vetorial em T,M.

Dadas uma carta local X : U — R? em M e um ponto p € U, indicamos por

{%(ﬁ% %(p)},

a base de T,M que ¢ levada pelo isomorfismo X : T,M — R? sobre a base canonica
{e1, ea}. Também escrevemos % em lugar de %(p). O vetor basico % € T,M ¢ a
classe de equivaléncia de qualquer caminho A € C, tal que (X o \)'(0) = e;.

Definicao 2.4. Sejam M e N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacao
diferenciavel no ponto p € M. A diferencial de f no ponto p é a transformacao linear
df, : T,M — Ty M que associa a cada v = A € T,M o elemento df,(v) = %L:o (fo
A(t)) € Ty N, vetor velocidade do caminho fo A € Cy,) .

Observagao 2.2. Se y(ty) = p, entao '(ty) € T,M.
Definicao 2.5. O trago de 7 é o conjunto {v} = y({).

Definigao 2.6. Seja M uma 2-variedade. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Rie-
manniana) ¢ uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno
<,>,, isto ¢, uma forma bilinear simétrica, positiva definida, no espago tangente 7,,M,
que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se ¢ : U — V & uma carta local em
torno de p entao

35(0) = (500 (@) ¥ € U, g € (1.2}

sao funcoes diferenciaveis em U, isto é ¢;; € F(M).
As fungoes g;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana na carta .

Definigao 2.7. Um caminho em M é uma curva C' por partes v : I — M. Ele é dito
divergente se I = [0,b[, 0 < b < 00, e para cada compacto () C M existe ty € I tal que
~(t) ¢ @, para todo t €]ty,b[. Denotamos v : p ~ ¢ é um caminho em M ligando p a g,

isto ¢, Dom(y) = [z,y], v(z) =p e (y) = q.

Definicao 2.8. Uma 2-variedade diferenciavel M é completa com respeito a uma métrica
Riemanniana ds* se fob |7/ (t)|dt = oo para todo caminho divergente 7 : [0,b]— M, onde

Y (1)]? = ds*(7/ (1), (t)) = (/' (1), (1)).
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2.2 Superficies de Riemann

2.2.1 Cartas Complexas e Estruturas Complexas

A idéia basica de Superficie de Riemann é um espaco que localmente pode ser observado
como um conjunto aberto no plano complexo.

Definigao 2.9. (Cartas Complexas) Seja X um espago topologico. Uma carta complexa,
ou simplesmente uma carta sobre X, ¢ um homeomorfismo ¢ : U — V', onde U C X é um
conjunto aberto em X, e V' C C é um conjunto aberto no plano complexo. U é chamado
o dominio da carta ¢. A carta ¢ diz-se centrada em p se ¢(p) = 0.

Exemplo 2.1. Sejam X = R? e U qualquer subconjunto aberto de R?. Definimos
pulz,y) =z +1y

Exemplo 2.2. Para qualquer subconjunto U € R? definimos

T . Yy
+1 )
L+ a2 +y? 1+ o2+ 2

sendo sua inversa ¢y ' : ¢y (U) € B(0,1) — U, dada por

ou(r,y) =

b
o0 = o o it) = ()

(onde B(0,1) é a bola de centro 0 e raio 1).
Esta funcao ¢y também é carta complexa sobre R2.

Exemplo 2.3. Seja ¢ : U — V uma carta complexa sobre X. Suponha que U; C U é um
subconjunto aberto de U. Entao ¢y, : Uy — ¢(U;) é uma carta complexa sobre X. Esta
restricao de ¢ é chamada uma sub-carta de ¢.

Exemplo 2.4. Seja ¢ : U — V uma carta complexa sobre X. Suponha que ¢ : V. — W é
uma bije¢ao holomorfa entre dois conjuntos abertos do plano complexo. Entao a composta
Yog@:U — W é uma carta complexa sobre X.

Definicao 2.10. Seja ¢; : Uy — Vi e ¢ : Uy — V5 duas cartas complexas sobre X. Diz-se
que @1 e ¢ sao compativeis se Uy N Uy # ) e

pa0 ¢y 91Uy UUs) — (U UUs)
é holomorfa.

Exemplo 2.5. (Projegao Estereografica) Seja S? a esfera unitaria em R? centrada na
origem, isto &,
S? ={(z,y,w) e R®/2* + y* + v’ = 1}.
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Identificamos w = 0 com C por

C — {w=0}
r+iy — (2,9,0)

Se (x,y,w) € S?\ {(0,0,1)}, considere a reta:
L=A{(tx,ty, 1+ t(w—1))/ t € R},

passando por (0,0,1) e (z,y,w).
Fazendo a terceira componente de £ igual a 0, obtemos

Definimos a projegao estereogréfica de (z,y,w) € S%\ {(0,0,1)} sobre w = 0 por

¢ SAN{(0,0,1)} — C
(z,y,w) — 1§w+iﬁ

que ¢ continua.
A fim de obter a expressiao de ¢; ', consideremos

L ={(te,ty,1 —t)/ t € R}.
Como (tx,ty,1 —t) deve pertencer a S?, entao

(tz)? + (ty)* + (1—-t)? =1
t

|21%+1
com z = + 1y.
Como w =1 —t, entao
2" — 1
w=-—s—.
1z]"+1
Agora se z = x + iy,
r =
lzw
by = 1=
procuramos procuramos (a,b,w) € £’ N S%\ {(0,0,1)}
x = Re(z) = { ijfl) = a
2Im(z) b
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logo
o7t : C — S\ {(0,0,1)}

P 2Re(z) 2Im(z) |z]?>—1
' P41 [2P+1 7 2241

que é uma carta complexa.
Agora definimos da mesma forma:

¢y S\ {(0,0,-1)} — C
(z,y,w) — o0 ~ il
com inversa

¢2_1: C — SQ\{(O’Oa_D}

2Re(z) 2Im(z) 1—|z|2) .

S (\zl2+1’ EEESRAPERS
Os dominios comuns S?\ {£(0,0,—1)}, sdo aplicados por ¢; e ¢, bijetivamente sobre
C* = C\{0}. A composi¢do ¢» o ¢;" = L1 ¢ holomorfa. Portanto as duas cartas sdo

compativeis.

2.2.2 Atlas Complexo

Observemos que no exemplo 2.5, cada ponto da esfera esta em pelo menos uma das cartas
complexas.

Portanto, temos uma coordenada local complexa em cada ponto da esfera. é claro que
este é nosso ultimo objetivo.

Para X localmente, devemos ter cartas complexas ao redor de cada ponto de X. Mas
desejamos que estas cartas sejam compativeis. Esta é a nocao de atlas complexo.

Definicao 2.11. Um atlas complexo, ou simplesmente um atlas A sobre X é a colecao
A ={¢, : U, — V,} cartas complexas compativeis cujo dominio cobre X, isto é

X:Um
acA

Observe que as cartas definidas no exemplo 2.1 formam um atlas complexo sobre
R2, também as duas cartas definidas sobre a esfera S? no exemplo 2.5 definem um atlas
complexo sobre S2.

Exemplo 2.6. Se A = {¢, : U, — V,} é¢ um atlas sobre X, e Y C X é qualquer conjunto
aberto, a colecao de sub-cartas

-AY - {QbalYﬁUa YN Ua - Qba(Ym Ua)}a

¢ um atlas sobre Y.
De fato, pois YN U, C Y C X é aberto, e ¢o|yny, ¢ um homeomorfismo sobre
ba(YNUy) = ¢a(Y) NV, além disso |J, (YNU,) =YNU, U =YNX=Y.
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Pode ser que duas atlas diferentes brindem a nocao local de analise complexo, sobre
uma superficie de Riemann, esto sucede quando cada carta de um atlas é compativel com
cada carta de outro atlas. Esta no¢ao da uma relagao de equivaléncia sobre o atlas.

Definigao 2.12. Dois atlas A e B s@o equivalentes se cada carta de um é compativel com
cada carta do outro.

Observemos que dois atlas sao equivalentes se e somente se, sua uniao é um atlas, pela
propria definicao.

Um facil argumento do lema de Zorn mostra que qualquer atlas complexo esta contido
num unico atlas maximal complexo, além disso, dois atlas sao equivalentes, se e somente
se, eles estao contidos no mesmo atlas complexo.

Definicao 2.13. Uma estrutura complexa sobre X é uma atlas mazimal complexo sobre
X (ou equivalentemente, é uma classe de equivaléncia de atlas complexos sobre X).

Observemos que qualquer atlas sobre X determina uma tUnica estrutura complexa.
Esta é a maneira usual que uma estrutura complexa é definida: outorgando um atlas.

Definigao 2.14. (de Superficie de Riemann) A superficie de Riemann é um espago topo-
logico de Hausdorff com base enumeravel conexo, junto uma estrutura complexa.

Exemplo 2.7. Seja X = C, considerada topélogicamente como R?, com a estrutura
complexa induzida pelo atlas do exemplo 2.1. Esta superficie de Riemann é chamada o
plano complexo.

Defini¢ao 2.15. Seja X = 52, com a estrutura complexa dada pelas duas cartas do
Exemplo 2.5. Observe que a esfera é Hausdorff e conexa. Esta superficie de Riemann é
chamada Esfera de Riemann. Acrescentamos o simbolo “occ” para estender ¢; a S?%, ou
seja ¢1(0,0,1) = oo na projecao estereografica. A esfera de Riemann é frecuentemente
denotada por C ou C U oo

A esfera de Riemann é uma superficie de Riemann compacta.

Exemplo 2.8. Qualquer subconjunto aberto conexo de uma Superficie de Riemann, é
uma superficie de Riemann, para isto usamos o atlas sobre o subconjunto como descreve-
mos no exemplo 2.6.

2.2.3 Variedade 2-Real

Uma superficie de Riemann ¢é simplesmente uma variedade complexa conexra um dimen-
sional sobre C, mas ao logo deste trabalho uma superficie de Riemann sera considerada
como uma 2-variedade real.

Seja X um espago topolégico de Hausdorft.
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Definicao 2.16. Uma n dimensional carta real sobre X é um homeomorfismo ¢ : U — V,
onde U C X é um conjunto aberto em X, e V' C R” é um conjunto aberto em R".

Duas cartas reais ¢; e ¢o sao C*-compativeis se a intersecao de seus dominios sao
vazios ou

$20 ¢! o1 (U NUs) — ¢2(Uy N Ua),

¢ um C* difeomorfismo, isto é, este e sua inversa possuem derivadas parciais de todas as
ordens em cada ponto.

Um C* atlas sobre X é uma colecao de cartas reais sobre X, as quais sao C*-
compativeis, e cujos dominios cobrem X. Dois atlas sao equivalentes se a uniao deles
é um atlas.

Uma estrutura C* sobre X é uma classe de equivaléncia de C*-atlas.

Uma variedade real C>* é um espago X, conexo, Hausdorff, 2 enumeravel junto com
uma estrutura C.

Ja que aplicacoes holomorfas de uma variavel complexa z = x + iy sao C*> nas va-
ridveis reais x e y, imediatamente observamos que cada superficie de Riemann é uma
2-dimensional C* variedade real (a qual frequentemente abreviamos e referimos simples-
mente como uma 2-variedade).

2.2.4 O Geénero de uma Superficie Compacta

Para isto apelamos a classificacao das 2-variedades compactas orientaveis; cada uma destas
é uma g-al¢a toro para algum inteiro g > 0.

Quando g = 0, nao temos algas e a superficie é topologicamente a 2-esfera.

Quando g = 1, temos uma alca e a superficie é simplesmente um toro, topologicamente
homeomorfo a S x S1.

Para g > 2, a superficie é obtida por anexar g “al¢as” a esfera.

Estes inteiros sao chamados de género topoldgico de uma superficie de Riemann com-
pacta e é um invariante fundamental. Assim:

Proposicao 2.1. Cada superficie de Riemann é uma 2-variedade real C* orientdvel e
conexa. Cada Superficie de Riemann compacta € difeomorfa ao toro g-al¢a, para algum
unico nteiro g > 0.

Demonstragao. Vide [17]. O

Teorema 2.1. Toda superficie de Riemann compacta € homeomorfa a uma esfera ou a
uma soma conexa de um nudmero finito de toros.

Demonstragao. Vide [16]. O

Exemplo 2.9. Na definigao (2.15), vimos a esfera de Riemann que possui género topo-
logico 0.



10 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.2.5 Toro Complexo

Fixamos w; e wy dois niimeros complexos os quais sao linearmente independentes sobre
R. Definimos o reticulado

I' = Zw1 -+ ng = {m1w1 + mQU)Q/ mi, Mo € Z}

Seja X = C/T" o grupo quociente, com a aplicagao projecao 7 : C — X, via m podemos
associar uma topologia sobre X, assim um subconjunto U C X é aberto, se e somente
se, 7 1(U) é aberto em C. Esta definicao faz que 7 seja continua e sendo C conexo X
também é conexo.

Cada conjunto aberto de X é imagem por m de um conjunto aberto de C, pois se U é
aberto de X, (7~ 1U) = U.

Uma observagao mais forte é que m é uma aplicagao aberta, isto é, 7 leva qualquer
conjunto aberto de C sobre um conjunto aberto de X.

De fato, se V' é um conjunto aberto de C, entdo vemos que 7(V') é aberto em X, e
para isto devemos mostrar que 7 *(7(V')) é aberto sobre C mas

@ (V) = w+V),

¢ a uniao de translagoes de V', os quais sao abertos em C.
Definimos agora o paralelogramo fundamental

P = {)\121)1 + )\2w2/ )\z € [07 1]}

Observagao 2.3. Todo ponto de C é congruente moédulo I' a um ponto de P, isto &,
Vz € C existe p € P tais que z —p € I

De fato, seja z € C, sendo {wy,ws} base, temos que existem «,3 € R tais que
z = aw; + Pws;.

Seja my = [|a|], mo = [|B]], entao

a = mp; + )\1 s OS)\lgl
/Bzm2+)\270§>\2§1

z = (m1 + )\1)11)1 + <m2 + )\g)wg

z = anwl + Mows —1—\)\1101 + )\Qw%

g

el peEP

logo, z — p = mywy; + mowy € T'.

O reticulado I' ¢ um subconjunto discreto de C, assim existe um € > 0 tal que |w| > 2e,
para todo w # 0 € I,

Fixamos tal € > 0, e fixamos também um ponto 2z, € C. Consideremos o disco aberto
D = D(zp,€), esta escolha de € > 0, de tal modo que V a,b € D, a—b ¢ T, isto é, que
nenhum par de pontos sejam congruentes modulo I'.
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Queremos que para qualquer zy e para tal e > 0, a restricao da projecao 7 a um disco
aberto D aplica D homeomorficamente sobre um conjunto aberto 7(D).

Claramente, 7|p : D — (D) é sobrejetora, continua, e aberta (ja que 7 é aberta).

Portanto precisamos s6 mostrar que 7 seja 1 — 1, o qual segue da escolha de e.

Estamos portanto agora preparados para definir um atlas complexo sobre X.

Fixamos ¢ > 0 como antes. Para cada zy € C, seja D,, = D(zg,€), e defina ¢,, :
m(D) — D, a inversa da aplicagdo m|p, . Pelo feito anteriormente estas sio cartas
complexas sobre X.

Para finalizar a construcao, devemos verificar que estas cartas sejam compativeis.
Escolhemos dois pontos z; e 2o, e consideramos duas cartas

¢1 = ¢Z1 :W(D,Zj) - D217

G2 = ¢z, 1 T(Ds,) — D,
Seja U = w(D,,)N7w(D,,), se U é vazio, a prova esta feita. Suponhamos que U #, seja

T(z) = ¢2 0 ¢1 " (2) = do(7(2)),

para z € ¢1(U).
Devemos verificar que 7" seja um holomorfismo sobre ¢;(U).
Sendo

T(2) = ¢2 0 ¢y (2) = da(7(2)),

observe que 7(7'(z)) = m(z), para todo z € ¢;(U).

Assim T'(z) — z = a(z) € I, para todo z € ¢1(U)

Esta funcao o : ¢1(U) — I' é continua, e como I' é discreta portanto w é localmente
constante sobre ¢;(U).(é constante sobre as componentes conexas de U). Assim, local-
mente

T(z) =2+ w,

para algum w € I' fixo, e desta maneira holomorfa.

Portanto, as duas cartas ¢; e ¢ sdo compativeis, e a colegao de cartas {¢./ z € Z} é
um atlas complexo sobre X.

Assim, X é uma superficie de Riemann Compacta. Ja que, X é simplesmente homeo-
morfo a um toro.

De fato, seja S = {z € C: |z| = 1} um circulo unitario. A aplicacdo que associa a
cada ponto de X = C/I" representada por Aw; + fwy (A, 5 € R) pois o fato de [z] € X
implica

yex] & y—xel
& Y=+ mawy +me + Wo
S oy =Awy + Pwg, \,fER
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o ponto (2™ e2™0) € St x S ¢ um homeomorfismo de C/I, sobre o toro S x S1

C F Slel

Z = Amy + Bmy (e2miA i)

|

X = C/T

Definigao 2.17. Seja X uma superficie de Riemann e Y C X um subconjunto aberto.
Uma funcao f : Y — C é chamada holomorfa, se para cada carta ¢ : U — V sobre X a
funcao

foo t:p(UNY)— C,

é holomorfa no sentido usual sobre o conjunto aberto ¢(UNY) C C. O conjunto de todas
as fungoes holomorfas sobre Y sera denotado por O(Y).

Teorema 2.2. (Teorema de Riemann-Singularidade Removivel) Seja U um subconjunto
aberto de uma superficie de Riemann e seja a € U. Suponha que a fungao f € O(U\{a})
¢ limitado em alguma vizinhanc¢a de a. Entao [ pode ser estendido unicamente a fungao

feo).
Demonstragao. Vide [6]. O

Este resultado segue diretamente do Teorema de Riemann-Singularidade Removiveis
no caso do plano complexo.
Agora definimos aplicagao holomorfa entre superficies de Riemann.

Definicao 2.18. Sejam X e Y superficies de Riemann. Uma aplicacao continua f : X — Y
é chamado holomorfa (ou antiholomorfa), se para cada carta ¢; : Uy — V} sobre X e
¢ : Uy — V4 sobre Y com f(U;) C Us, a aplicagao

brofodr 1 Vi— T,
é holomorfa (ou antiholomorfa) no sentido usual.

Definicao 2.19. Uma aplicagao f : X — Y é chamado biholomorfa se é bijetiva e ambos
f:X—=Ye f!:Y — X sao holomorfas. Dois superficies de Riemann X e Y sao
chamados isomorfas se existe uma aplicacao biholomorfa f : X — Y.

Teorema 2.3. (Teorema da Identidade) Sejam X e Y superficies de Riemann e fi, fs :
X — Y sao duas aplicagoes holomortfas tal que coincidem em um conjunto A C U tendo
um ponto de acumulagdo a € X. Entao fi e fo sao identicamente iguais.

Demonstragao. Vide [6]. O
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Definicao 2.20. Seja X uma superficie de Riemann e Y um subconjunto aberto de X.
Uma fung¢dao meromorfa sobre Y é uma funcao holomorfa f : Y — C, onde Y C Y é um
subconjunto aberto, tal que satisfaz o seguinte:

i) Y\Y’ contem somente pontos isolados.

ii) Para cada ponto p € Y\Y’, temos lim | f(z)| = oc.
T—p

Os pontos de Y\ Y’ sao chamados os pdlosde f. O conjunto de todas as fun¢oes meromorfas
sobre Y seré denotado por M(Y).

Definigao 2.21. Seja X uma superficie de Riemann, Y uma subconjunto aberto de X e
z € Y (N). Para uma fungao meromorfa f € M(Y) e a € Y definimos

0, se foz"!¢éholomorfa e f(a) # 0,

k, se foz"!tem um zero de ordem k em a,
—k, se foz ! tem um polo de ordem k em a,
00, se f =0 numa vizinhancga de a.

2.2.6 Propriedades elementares de Aplicacoes Holomorfas

Em esta subsecao observamos algumas das propriedades topologicas elementares de apli-
cagoes holomorfas entre Superficies de Riemann.

Teorema 2.4. (Comportamento Local de Aplicagoes Holomorfas) Suponha que X e Y
sao superficies de Riemann e f : X — Y € uma aplicacao holomorfa nao-constante.
Suponha a € X e b= f(a). Entao existe um inteiro k > 1 e cartas ¢ : U — V sobre X e
U — V' sobre Y com as propriedades sequintes:

i) ac U, ¢la)=0;be U’ () =0.
i) f(U) C U
iti) A Aplicagdo F =1 o fo¢p ' :V — V' ¢ dada por F(z) = 2* para todo z € V.
Demonstragao. Vide [6]. O

Observacao 2.4. O numero k no teorema 2.4 pode ser caracterizado da sequinte maneira.
Para cada vizinhanga U de a existe uma vizinhanga U C Uy de a e W de b = f(a) tal que
o congunto f~Y(y) N U contem exatamente k elementos para cada ponto y € W, y # b.
Chamamos k a multiplicidade com a qual a aplicacao f toma o valor b no ponto a e
podemos dizer que f possut multiplicidade k no ponto a.

Corolario 2.1. Sejam X e Y superficies de Riemann e f : X — Y um aplicagao holomorfa
nao constante. Entao f € aberta, isto é a imagem de cada aberto por f € aberto.
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Demonstracao. Segue direto do Teorema 2.4, ja que se U é uma vizinhanca de um ponto
a € X entao f(U) é uma vizinhanga de um ponto f(a). Esto implica que f é aberta. [

Corolario 2.2. Seja X e Y superficies de f : X — Y um aplicagao holomorfa injetiva.
Entao f é uma aplicag¢io biholomorfa de X sobre f(X).

Demonstragao. Ja que f é injetiva, na descricao local de f dado no teorema 2.4, sempre
temos k = 1. Assim a aplicacao inversa f~1: f(X) — X é holomorfa. ]

Corolario 2.3. (Principio do Maximo) Suponhamos que X é uma Superficie de Riemann
e f: X — C uma funcao holomorfa nao constante. FEntao o valor absoluto de f nao
atinge seu mdximo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que existe um ponto a € X tal que

R =|f(a)] = sup{|f(z)| : = €X},

entao

X)) CK=2€C:|z|] <R,

ja que f(X) é aberto, este esta no interior de K. Esto contradiz a suposigao que f(a) €
oK. ]

Teorema 2.5. Sejam X e Y superficies de Riemann. Suponhamos que X € compacto e
f: X — Y uma aplicagao holomorfa nao constante. EntaoY € compacto e f € sobrejetiva.

Demonstracao. Pelo teorema 2.4 f(X) é aberto. Ja que X é compacto, f(X) e compacto
e assim fechado, logo sendo que os tnicos subconjuntos de um espaco topoldgico conexo
que sao abertos e fechados sdo o vazio e o proprio espago, segue que f(X) =Y.

Assim f é sobrejetiva e Y compacta. O

Corolario 2.4. Cada funcao holomorfa sobre uma superficie de Riemann compacta é
constante.

Definicao 2.22. Suponhamos que X e Y sao superficies de Riemann e p: Y — X é uma
aplicagao holomorfa nao constante. Um ponto y € Y é chamado um ponto de ramificagao
de p, se nao existe uma vizinhanca V de y tal que p|y é injetiva. A aplicacdo nao
ramificada se nao possui pontos de ramo. O conjunto de todos os pontos de ramificagao
de p é denotado por Ram(p).

Observagao 2.5. Se f ¢ nao-constante, Ram(f) é um conjunto de pontos isolados.

Teorema 2.6. Suponhamos que X e Y sao superficies de Riemann. Uma aplicagao ho-
lomorfa nao constante p : Y — X nao possui pontos de ramo, se e somente se, p € um
homeomorfismo local, isto €, cada ponto y € Y possui uma vizinhan¢a aberta V a qual €
aplicada homeomorficamente por p sobre um conjunto aberto U em X.
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Demonstracao. Suponhamos que p : Y — X nao possui pontos de ramo e seja y € Y
um ponto arbitrario, sendo que y nao é um ponto de ramo, entao existe uma vizinhanca
aberta V' de y tal que p|y € injetiva, j4 que p é uma aplicagao continua e aberta, p aplica
o conjunto V' homeomorficamente sobre o conjunto aberto U = p(V).

Inversamente, assumimos que p : Y — X é um homeomorfismo local, entao para
qualquer y € Y existe uma vizinhanca aberta V' de y a qual é aplicada homeomorficamente
por p sobre um conjunto aberto em X. Em particular, p|y é injetiva e y ndo é ponto de
ramo de p. [

2.3 Espacos de Recobrimento

Seguindo nosso trabalho apresentamos algumas nogoes sobre espacos de Recobrimento.

Definigao 2.23. Sendo X e Y espagos topoldgicos. Uma aplicagao p : Y — X é chamada
aplicagao de recobrimento se para todo z € X existe uma vizinhanga aberta U tal que sua
pré-imagem p~1(U) pode ser representada por

p o) =V

jedJ

onde os V;,7 € J, sao subconjuntos abertos e dois a dois disjuntos em Y, e todas as
aplicagoes ply, — U sao homeomorfismos.

O espaco Y chama-se um espaco de recobrimento de X e, para cada x € X, o conjunto
p~Y(z) chama-se a fibra sobre . as vezes, X chama-se de base.
Uma aplicacao de recobrimento p : Y — X é um homeomorfismo local de Y sobre X.

Exemplo 2.10. Consideramos a aplicagao r : R — S' dada por r(t) = (cos(2nt), sen(27t)),
temos que r é um difeomorfismo local sobrejetivo de classe C™ e se |a,b] C R é um inter-
valo aberto com b — a > 1 entao r(]a,b[) = S'. Agora, dado (z¢, 1) € S' seja ty € R tal
que 7(t,) = (29, 71). Se 0 < a < 1, entao V = r(Jty — o, tp + af) C S* ¢ um subconjunto
aberto, com (zg,21) € V. Alem disso 7~ (V) = Uyez lto — o+ k, to + o + k[ e a restrigao
Tk = Tjto—athtoratk : |to — @+ k,to + a + k[ — V é um difeomorfismo C'*.

Logo, para cada (z,y) € S' existe uma vizinhanca aberta U C S' tal que r—}(U) =
UiezUi, sendo que os subconjuntos U; C R sdo abertos com U; NU; = 0 sei # j e as
restrigoes r; = r(U;) : U; — U sdo difeomorfismos de classe C*°.

Agora temos os seguintes resultados:

Proposigao 2.2. Seja p : Y — X um recobrimento. Entio Ya,b € X, p~*(a) e p~(b)
tém a mesma cardinalidade. Deste modo, definimos o numero de folhas de p como sendo
a cardinalidade de p~'(x), x € X, que denotamos por #p.

Demonstragao. Vide [11]. O
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Definicao 2.24. Quando p : Y — X é um recobrimento, e Y é simplesmente conexo,
dizemos que (p,Y) é um recobrimento universal de X.

Definicao 2.25. Sejam X e Y superficies de Riemann dizemos que p : Y — X é um
recobrimento holomorfo ramificado se p é sobrejetora e p : Y\ Ram(p) — X\p(Ram(p))
¢ uma aplicagao de recobrimento. Também indicamos por #p o niimero de folhas deste
recobrimento.

Definicao 2.26. Uma aplicagao continua f : X — Y chama-se prdpria quando é fechada
e, para todo y € Y, a inversa f~!(y) é compacta.

Proposicao 2.3. Sejam X um espaco de Hausdorff e f : X — Y um homeomorfismo
local. Cada uma das afirmacgoes abaixo implica a sequinte:

1) Existe n € N tal que cada imagem inversa f~'(y),y € Y, possui n elementos.
2) f € propria e sobrejetiva.

3) f € uma aplicagdo de recobrimento cujas fibras f~'(y) sao finitas.
Se Y for conexo, entao as 3 afirmacoes sao equivalentes.

Demonstragao. Vide [11]. O

2.4 Levantamento de caminhos

Dizemos que uma aplicagao continua e sobrejetiva f : X — Y goza da propriedade de
levantamento de caminhos (plc) quando, dados arbitrariamente um caminho o« : J — Y,
com J = [sg, s1], e um ponto x € X tal que f(x) = a(sg), existe um caminho a : J — X
tal que a(sg) =z e foa=a.

Quando f for sobrejetora e, dados arbitrariamente um caminho o : J — Y e um
ponto x € X com f(z) = a(sp), existir um tnico caminho «a : J — X tal que a(sg) = =
e foa = a, dizemos que f : X — Y goza da propriedade de levantamento tinico de
caminhos (pluc).

Proposicao 2.4. Seja p : Y — X uma aplicagao de recobrimento. Dados um caminho
a:J =Y, J=]sy,s1] e um ponto T €Y tal que p(T) = a(so), eziste um unico caminho
a:J—=Y coma(sy) =T epoa=a. Isto é que p tem a pluc.

Demonstragao. Vide [11]. O

Proposicao 2.5. Seja f : X — Y wum homeomorfismo local com a pluc. Se X é conezo
por caminhos e Y € simplesmente conexo entao f € um homeomorfismo.

Demonstragao. Vide [11]. O

Observagao 2.6. No que seque, X e Y sao espacos topologicos de Hausdorff, conexos por
caminhos e localmente conexo por caminhos, isto €, dado um ponto p e uma vizinhanga
V' 2 p, existe um aberto conexo por caminhos U C'V tal que p € U.
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2.5 Superficies Minimas

Definigao 2.27. Uma superficie em R™ é um par (M, X) onde M é uma 2-variedade
diferenciavel e X : M — R™ ¢ uma imersao C™, isto é, X oo™ € C® e d(X o p7!) ¢
injetiva para toda (p,U) € > (M).

Como é mostrado abaixo, X induz uma métrica Riemanniana em M. Dizemos que uma
superficie S = (M, X) é completase M for completa, relativamente & métrica Riemanniana,
induzida por X sobre M.

Observagao 2.7. Sep € U e d(X o o7 ')(¢(p)) € injetiva para alguma carta (p,U) de
M, entdo d(X o= 1) (¢(p)) € também injetiva, onde (v, V) e S (M) epe V.

Considere u, v os parametros em ¢(U) C R2. De modo abreviado temos d(X o ™) =
(X, X,]. Portanto, G = [X, X,|' - [X, X,] é uma matriz 2 x 2 simétrica, e detG # 0.
Neste caso, se G = (g;5)-

Sendo a matriz da primeira forma fundamental:

G| ¥Xu X0 X,] _[EF
Tl XX, X,oX, | | F G|

e a matriz da segunda forma fundamental:

B(N):[‘;g:z ﬁ“}zv:{]i H (2.2)

Definigao 2.28. As curvaturas principais de uma superficie sao raizes da equagao
det(B(N) — \G) =0,

isto é

det(G'B(N) — Xd) = 0.
Expandindo esta equacao temos
N —trG'B(N) + det(G'B(N)) = 0,
sendo que, a curvatura media H(N) de S no ponto p, com respeito a N, é definida por

_ ki(N) + ko(N)
2 ;

H(N)

temos que

H(N) = . (2.3)

Ou equivalentemente, como
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entao
_ 1 G -F
G 1.B(N):—EG_F2{_F - H; g]
_ - 1 Ge—Ff Gf—-Fg
g 1'B(N)_EG—F2[—F6+Ef —Ff+Eg]’
daqui:
(G (BIN))) = g (Ge — Ff) ~ Ff + B,

< Xy Xo > Xy — 2 < Xy, Xy > X+ < Xy, Xo > Xy - N

(G (BV) = T ,

logo
922qu - 2912Xuv + gllev) -N
detG '

Segue de 2.2 que B(N) é linear em N e de 2.3 que H(N) é linear em N, VN € T,(S)*.
Assim existe um tnico vetor H € T,(S)*, tal que

HN) =

H(N)=H-N VYN €T,(S)". (2.4)

O vetor H assim definido é chamado vetor curvatura média de S. Considere {e1,- -+ , e, 2}
uma base ortonormal de T,,(S)*. Temos que o vetor H pode ser escrito como

H = T(H), (2.5)
k=1
em que I (H) é a projecao de H na sua k-ésima coordenada em relagao a base {e1,- -+ ,e,_2}.

Defini¢ao 2.29. Uma superficie S = (M, X) é uma superficie minima se seu vetor cur-
vatura média H for nulo em todos seus pontos.

Em virtude de (2.4) e (2.5), H = 0 se e somente se, H(N) = 0, para qualquer

i
N eT,(5).
Assim usando 2.3, as superficies minimas sao caracterizadas por:

ou equivalentemente

[< X’vaXv >qu_2 <Xu>Xv >Xuv+ <XuaXu >va] - N = 0.
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2.5.1 Parametros Isotérmicos

Ao escolhermos os parametros isotérmicos utilizados na definicao de superficie, devemos
usar aqueles cujas propriedades geométricas sejam refletidas no plano de parametrizacao.
Tal procedimento facilita o estudo de certas propriedades apresentadas pela superficie que
independem da parametrizacao.

Definigao 2.30. Os parametros u, v sao isotérmicos se gi1 = gz € g12 = 0 em p(U). Ou
G = A\21d,
onde A = A(u,v) > 0, e g;; sdo entradas da matriz G.

Observagao 2.8. Agora damos um resultado mais forte, cuja prova nao € tao elementar.
No entanto, ele nos permite concluir que toda 2-variedade C*° conexa M possui uma
colegio de cartas >.' C S (M) tal que os parametros em p(U) sdo isotérmicos, para toda

(o, U) €Y, e a familia Y verifica os itens (1) e (2) da Defini¢io 2.1.

Teorema 2.7. Dada uma 2-variedade M de classe C*°, para todo p € M existe uma
carta (¢, U) de M, com p € U, tal que os parametros em @(U) sao isotérmicos.

Demonstragao. Vide [8]. O

A seguir, apresentamos um lema que garante a reparametrizacao da superficie, usando
parametros isotérmicos, quando ela satisfaz, uma certa condicao.

Lema 2.1. Seja S = (M, X) uma superficie minima. Entao, para todo p € S, existe uma
carta (p,U) de M com p € X(U) tal que os pardmetros em p(U) sao isotérmicos.

Para a prova deste lema, fazemos uma escolha especial de parametro. Sejam S =
(M, X') uma superficie para algum (p,U) € >, u,v parametros de ¢(U) no plano R%. A
equacao

rp o Hu,v) = fr(u,v) k=3,4,---,n u,v e ), (2.7)

define uma superficie S em R™. Dizemos que uma superficie assim definida esta na forma
explicita ou nao paramétrica.
Este é um caso especial de Superficies que consideramos agora.

Lema 2.2. Seja S = (M, X) uma superficie, e p um ponto de S. Entao existe uma carta
(p,U) de M, com p € X(U), tal que X (U esta na forma nao paramétrica.

Demonstragao. Vide [21]. O

Precisamos da equagao 2.8 para a prova do lema.
O (141’ _ 9 (29
8171 w N 8272 %4 ’

i(zu) _ 0 (1+1ef
8561 |74 8;1:2 |74 ’

(2.8)
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Agora verificamos esta equagao, para isto assumimos que a superficie S = (M, X) esta
na forma nao paramétrica, podemos assumir que a superficie esta definida por

Tk = xR0 (21,22) = folw1,22) k=3,--- ,nonde (¢,U) € Z(M)a

ou equivalentemente

T = U, T2 = Uy, l’kExkOSﬁ_l(Ubuz)ka(u17u2), k=3,---,n
entao
OX _0Xop™ (1O Ofa
ou;  Owuy S\ Oy’ "Ouy )
8X:aXogpfl_ 01% %
Ous  Ous O\ Oy’ "Ouy )
e
g:|:EF:|:|:gll 912}
F G g21 922 |’
onde

n o 2
= 2 (Gn)

k=3
= Ofu Ofi
J12 = ;3(‘3U1 Oy’ (2-9)

" af,f)2
= 1+> ().
922 e <8u2

Superficie na forma nao paramétrica, consideramos

ap=xpo e (a,12) k=3,--,n
rr = f1(131,372),
To = fQ(:Cl)x?)v
e introduzimos a notacao f = (f3, -, fn), sendo
of of o2 f 0% f o*f
P=5—Hq=F7—T=75, §= , t=—.
8x1 8952 8x1 8x18x2 aZEg

Entao, a equacao de superficies minimas

(1 + |f12|2)f331$1 - 2<f$1 ) fm)leﬂcz + (1 + ’fx1|2)f:c2932 =0,
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pode ser escrita:

dp op  0Oq dq
1 H_= _(p- 4 = 1 HL =90 2.10
g~ 00 (24 gL ) +aslgt =0 @1
ou
(1+|g)r —2(p-q)s+ (1 +p|*)t =0, (2.11)
de 2.9 temos
g1 = 1+|P|27
gi2 = p-q,
o2 = 1+|Q|27
onde

detG = 1+ p|*+ g + [p[*la)* — (p- @)%,

W = Vdetg,

para superficies nao paramétricas.
Vamos agora supor que temos uma variagao em nossa superficie, tomando

fr="fe+ My k=3, n

onde A é um ntmero real e hy € C! no dominio de definicdio D dos f;,. Em notacao
vetorial, tomando h = (hg,--- , h,) temos

. oh oh
f=f+A, p=p+A—, ¢=q+ A,
81‘1 8([52
daqui . .
W2 = W24+ 20X + \?Y,
onde on on
X =11 2 — (p- L 1 Ng —(p- L
(14 1q]*)p — (» - ¢)q] o +[(1+[pl*)g — (- @)p] 92y’

e Y é continua em 1, x5. Segue que:

- X -
W2=W +\—X + \?Z
+ W + N7,

onde Z é novamente continua.

Agora considerando uma curva fechada I' num dominio de definigao de f(z1,z2), seja
A uma regiao limitada por I'.

Se a superficie xy = f(x1,x2) sobre A minimiza & area sobre todas as superficies com
a mesma fronteira, entao para cada escolha de h tal que h = 0 sobre I', temos:

//WdIldJIQZ//Wd.TleEQ,
A A
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J L

substituindo na anterior expressao para X, integrando por partes, e usando o fato que
h = 0 sobre I', encontramos

o [1+1¢* »p-q o [1+1p?  p-q]]
— _ hdz,dzy = 0.
//A [(%1 { T IR el T 2| | hdade 0

Assim

o qual é somente possivel se:

o |~ W W o | W T w

Uma vez encontrada esta equacgao, podemos escrever 2.12 como soma destes trés tér-
minos:

0 |1 2 . 0 |1 2 oq |
[ +|<I|p_p qq]+ { +lpPp ] _ o, (2.12)

Ltld®Op _p-a(0g  Oq\ 1+1pI° 9 N
w 81'1 W 8m1 8x1 w (91‘2

9 (14 ]q? o (p-q
o (1+1pf o (p-q
*{a;@( W 8$1<W>q

O primeiro termo desaparece por 2.10. Expandindo o segundo termo da soma, pode-

mos expressar-lo como:
0 (1+1g*\ 0 (p-q>
8%1 |74 61’2 W
1

= 37 [0 9a = (1 +1a)p] - [(1+1al*)r —2(p - @)s + (1 + )]

o qual por 2.11 é zero. Trocando p por ¢, e x1 por x5 temos da tltima parte da soma que:
o (1+[pP\ 0 (p-q)_o
81’2 W 8x1 %74 -
logo, temos que as equagoes dadas em 2.8
O (LY _ 0 (29
81’1 %74 N 8.1'2 %4 ’
9 (29) - 0 (1+]al
8561 |74 N 8372 |74 ’

sao satisfeitas por cada solucao da equacgao de superficie minima.
Agora podemos comecar a demonstragao do lema 2.1.
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Pelo lema 2.2, podemos encontrar uma vizinhanga do ponto p na qual S pode ser
representada na forma nao paramétrica. Entao temos que a equacao 2.8 é satisfeita em
algum disco

(1 —a1)* + (22 — ap)* < R%

Estas equagbes implicam a existéncia de fungoes F(z1,x9), G(x1,22) em este disco
satisfazendo

OF 1+ |p|? oF _p-q
8x1 N W ’ 8:162 N %74 ’
(2.13)
0G _p-q 0G _ 1+
81‘1 N w ’ 81‘2 N w '
Se colocarmos
& = x+ F(xy,22),
(2.14)

62 = $2+G($1,I2),

P(x1,22) = (§1(21,22), E2(71, 72))
= (¢1($1>$2)7¢2($1,$2))
= (51752),

P(£17£2) =Xo Qﬁil(gla 52)
P & uma reparametrizagao de X nos parametros (&1, &), ¢ € a aplicagdo reparametrizagao
ou aplicacao transicao.
Daqui, encontramos que:

& 1+ |[pf 9 _p-gq

6171_ w ’ @IQ—W7
% p-g & 14 |q?
3:1:1_W ’ ailfg_ W ’

logo
J — a(gbl(l'l,lé) — 51:171 61:)22
a(xlal?) 52351 §2$2
Lol 1+1pP | (gl + 1o+ plPlal®) (p : q)2

=1
J+W+W w2 w

Mas, W = /detG, entao

Y

W? =detG =1+ [p]” + |q|* + |p|*q]*— < p.q >,
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2+ |p)* +|q|?
W

Assim, a transformacao associada a 2.14 possui uma inversa local

J =2+ > 0.

(&1, &) N (71, 72)

e tomando xy = fi(z1,22), parak = 3, .-+ ,n, podemos representar a superficie em termos
dos parametros &1, &.
Assim, sendo que:

P(&1,6) = X 0 ¢ (&1, &) = X(21,22),

podemos encontrar:

dp(fl, 62)-(17 0)
dX (¢ (&, &))do™ (&1, &)(1,0),

g_g (517 62)

[2%(51,@] o Fllde N 6 6 en,
1
e também
9 (66) = dP(6,6).00,1)
= dX(¢_1(§1752))d¢_1(51,52)(0,1)7
[2%(51,@] — fo Follde M (6 6)] e
2

mas,

[dp(&1, )] = [dp(z1, 22)] * = { glxl ?IQ }
221 229

{ E2uy —flm}
_52:1:1 6111

[do~' (&1,&)] =

entdo, [do~1(&,6)] =

logo, para k =3,--- ,n

nxl
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Assim também temos, para k =3,--- ,n
; !
1, 14p?
[8_62(51752)] = <7+ JW > )
) 2
~(F e+ (35 |
isto é,
or  W+1+4gP 9P p-gq
o0& JW 08 JW
OB,  WH+1+1¢®  p-gq el .t
8§1 - JwW Pk Jqua — 4 s 10
8P1__p-q an_W+1+|p|2
0 JW' 0& JW
OP,  WH+1+p* p-g el . m
852 - JW qk Jka, — 4 y -

Segue que com respeito aos parametros &1, & temos

_ _‘GXQ_'0X2_W_ we
M| T o6 T T T AW 2 P [P
_<3_X 3_X>—0
d12 9, &, :

Assim, & e sao coordenadas isotérmicas.

Lema 2.3. Seja S uma superficie definida por X (U) onde uy, uy sao parametros isotér-
micos, e seja S uma reparametrizacio de S definida por um difeomorfismo u(u). Entao
w1, ug $ao também pardmetros isotérmicos se, e somente se, a aplicagao u(u) e conforme
ou anticonforme.

Demonstragao. Vide [21]. O

Considere uma superficie S = ((M,> (M)),X). Se excluirmos todas as cartas de
> (M), nas quais os parametros nao sao isotérmicos, obtemos uma nova superficie S’ =
(M,>"), X), onde as composi¢oes como em (2) na Definicio 1.1, sdo aplicagdes con-
formes ou anti-conformes (veja |[Osserman]- p 33). Nesta nova superficie, se existir um
subconjunto " de Y tal que (1) se verifica para >_", e em (2) as composi¢oes sdo todas
conformes, dizemos que S é orientdvel, e >." é uma estrutura conforme de M. Caso
contrario, S é dita nao-orientdvel.

Defini¢ao 2.31. Sejam u e v os parametros em R?, e U um subconjunto aberto do R2.
O operador de Laplace é a aplicagao A : F(R®) — R, dada por A = §%/0u? + 9% /0.
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Definigao 2.32. Seja M uma 2-variedade C'™ com estrutura conforme » . Uma fungao
f: M — R édita harménica se A(f o ™) =0 em p(U), para toda carta (¢, U) € Y.

Lema 2.4. Seja uma superficie S = (M, X) e u,v pardmetros isotérmicos. Entio, A(X o
0 1) =2M*H, para a carta (p,U) € Y. onde H é o vetor curvatura media.

Demonstracao. Temos que
<Xy, Xy>=< X,, X, >e
< Xy, Xy >=0,
diferenciando a primeira igualdade com respeito a u e a segunda com respeito a v temos
< Xy Xy > + < Xy, Xy >=< X, Xy > + < Xy, Xow >,
< Xy Xy >=< Xy, Xy >= — < Xy, Xy >,
< Xy, Xy >= — < Xy, Xy > .

Portanto, A(X op™1) - X, = 0.
De modo semelhante, diferenciando a primeira com respeito a v e a segunda com

respeito a u obtemos
A(Xop™H . X, =0.

Assim, A(X op™!) ¢ perpendicular ao plano tangente a S. Mas, N é um vetor normal
arbitrario a S, entao

<AXop ™), N>=< X,u, N >+ < X0, N >=trB(N),

logo de H(N) = ”f}g\[), assim

A(X oo™ - N = 2X?H(N).
Isto significa que A()§+“ﬁ ¢ um vetor normal que satisfaz a defini¢ao de B(N) = H-N
do vetor curvatura média H, e da unicidade

A(X o 1) =2)H.
[

Lema 2.5. Considere uma superficie S = (M, X) em R", X = (x1,--- ,2,) e M com
uma estrutura conforme Y. Entdo S € minima se, e somente se, xy € harmonica para

todo k.

Demonstracgao. Seja (¢, U) € >, como X ¢é imersao C®, x, 0o ! ¢ C® Vk. Se u e
v sdo parametros de R?, estes sao isotérmicos, pois > ¢ conforme. Considere A =
02 JOu® + 92 /0v* o operador de Laplace, e denote

AXop™)=(A(z10o9 ), Alzgoo™ ), ..., Az, 007 h)).
Usando o lema anterior A(Xop ™) =0 H =0 O
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Teorema 2.8. (Principio do Maximo para Fung¢bes Harmonicas) Sejam G um aberto
conexo de C e u : G — R uma fungdo harmoénica. Se existe a € G tal que u(a) > u(z),
para todo z € G, entio u = u(a) em G

Demonstragao. Vide [2]. O

Proposigao 2.6. Uma superficie minima nao pode ser compacta, isto é, se S = (M, X)
€ minima, entao M nao € compacto.

Demonstragao. Senao, as fungoes xj atingiriam um méaximo, portanto seriam constantes,
mas X é uma imersao. Quer dizer, se u: M — R é harmonica e M é compacto e conexo,
seja m o valor maximo de u. Os conjuntos A = {p € M : u(p) = m} e B ={p €
M : u(p) # m} sao ambos abertos e disjuntos, e M = AUB (unido disjunta). Entao
B =0. O



Capitulo 3

Funcoes Eliticas

Neste capitulo, damos defini¢coes e propriedades das Fungoes Eliticas, introduzindo, a
funcao P de Weierstrals e exibindo uma relagao entre as P de Weierstrafs classica e p-
Weierstraf simétrica.

Definicao 3.1. Um subconjunto I' C C é um reticulado se existem dois vetores W e W,
em C, linearmente independentes sobre R e geram I' como um grupo abeliano, isto é

['=ZW, + ZWy = {mW; +nWy;m,n € Z}.

Observacao 3.1. Dois nimeros complexos sao linearmente independentes sobre R se, e
somente se, nenhum deles € zero e seu quociente nao € real.

Definicao 3.2. Dizemos que F' : C — C ¢ uma funcgao elitica se ela for duplamente
periddica e meromorfa. Ou seja, em primeiro lugar, existe uma base {W7, W5} de C = R?,
como espago vetorial real, de modo que F(z + W;) = F(z + W) = F(z), Vz € C. Neste
sentido, subentende-se que Wy e W5 s@o os periodos de F', donde VW tal que F(-+W) = F
implica W = nW; + mW, para certos m,n € Z, isto ¢ W; e W5 sao “os menores” com
essa propriedade.

Na definicao acima, no caso das func¢oes constantes, nao é possivel estabelecer uma
base {W1, Ws}.

Em segundo lugar, os conjuntos A = F~'(C) e B = F~(C*) sdo ambos nao va-
zios, e desta forma exigimos que F|4 e 1/F|p sejam fungoes complexas analiticas. Essa
propriedade traduz o que quisemos dizer por “F meromorfa”.

Seja F' uma fungao elitica para o reticulado I'; se z,( € C, tais que z — ( € I', entao
temos F(z) = F({). Assim ¢é natural introduzir o grupo C/..

Quanto as fungoes constantes, vamos também considera-las eliticas por extensao. Po-
demos assim dizer que toda funcao elitica esta definida num toro.

De fato, dada uma base {W;, W5} de C, esta determina um reticulado I' = {nW; +
mWy : nym € Z} e arelagio z ~ ( < z — ( € WiZ + WLZ, é de equivaléncia. As
propriedades reflexiva e simétrica sao obvias, enquanto que z ~ ( ~ W = ( - W =

28
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NWy+ MWy, z — ¢ =nW; +mW,, donde z —w = (n+ N)W; + (m+ M)W, € I'. Com
isso temos as classes de equivaléncia

2] ={WeC;W—-2z€T}=2+4T,

onde z é sempre um representante qualquer, e o conjunto de tais classes é o toro T = C/ ..
A adi¢ao em C induz em C/..

(2] + [W] = [z + W].

Esta operacao nao depende da escolha representativa de z e W e é, portanto, uma
adigdo em C/ ., isto é, tem a estrutura de grupo abeliano.
Podemos entdo introduzir a fun¢io quociente p : C — C/., dada por p(z) = [z].

Observacao 3.2. Note uma sutileza: apesar de I' = WHZ + WoZ, usamos sempre W1Z +
WoZ na definicao das classes de equivaléncia. Com isso, os reticulados w + ', Vw € C,
sao todos distintos, mas definem exatamente o mesmo toro.

De acordo com a Definig¢ao 2.23 de aplicagao de recobrimento, dada no capitulo ante-
rior, vemos facilmente que p : C — T' é um recobrimento. Se F' é uma funcao elitica para
o reticulado I', entao existe uma tinica aplicacao

f:C/.—C,

tal que o diagrama
c_F

| A

T=CJ.

C

comuta. Assim, qualquer fungao elitica F' : C — C com periodos W pode ser vista
como f : T — C simplesmente por f([z]) = F(z), e é claro que isso inclui as fun¢oes
constantes.

Teorema 3.1. (Teorema de Liouville) Qualquer funcao elitica sem pdlos é constante.
Demonstragao. Vide [7]. O

Corolario 3.1. Seja F : C — C uma funcdo elitica. Se F(C) = @\ {c}, c € C, entio F
¢ constante, isto é, F =K #c¢, K € C

Demonstracao. De fato, basta tomar FL_C no Teorema 3.1. Assim,

1

F_C:(C—>(C

deste modo, FL_C = R, entao F' = }lz + ¢ = K constante. O
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3.1 Desenho Geométrico do Toro

Para qualquer ponto z € C existe um ponto do reticulado W € T', tal que z — W pertence
a regiao fundamental F

F={z=tW1+1t.Ws; 0<ty,t, <1},

isto ¢, cada ponto em C/. possui um representante na regiao F.

Dois pontos z, W € F induzem o mesmo ponto em C/., se e somente se, eles coinci-
dem ou ambos estao na fronteira de F em correspondéncia de lados “opostos”. Obtemos
um modelo geométrico de C/., por correspondéncia “colando” lados opostos de um para-
lelogramo fundamental (vide Figura 3.1).

w w, + w,

[J a N

=0

N 2 (] b

| Wz J

D
N

Q

Figura 3.1: Desenho Geométrico do Toro

Toda funcao elitica é a inversa de uma integral elitica, que se define como do tipo
fcx R(t,\/q(t))dt, onde R é funcao racional, ¢ ¢ um polinémio de grau 3 ou 4 sem raizes
miltiplas, e ¢ € uma constante.

)1+ (k% — 1))
1—1¢2
sentando o comprimento de arco da elipse com raios principais 1 e &.

dt, repre-

. R ARV
O exemplo que originou esta denominagao foi /
0

3.2 A funcao P de Weiertrafs

Uma das primeiras fungoes eliticas, cujo estudo encontramos com detalhes em vérias
literaturas de analise complexa, é a funcao “P de Weierstrals”, simbolizada por g. Entre-
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\4

i
N | S

Figura 3.2: Uma elipse com raios « e 1.

tanto, aqui reservamos este simbolo para a “P de Weierstrals simétrica”, a ser introduzida
no Capitulo 4. Quanto a “P de Weierstraf classica”, denotamos simplesmente por P. Sua
defini¢ao original é dada por uma soma sobre I'* =T"\ {0},

P(2) :%+ 3 {ﬁ—%} (3.1)

wel*

Temos que P satisfaz a equagao diferencial
P? =4P% —aP - 3,

onde «, 3 sdo complexos que dependem de W; /W5, Dada

(x)_/oo dt
W= i —al— 5

mostra-se ainda que x = P(y). Estes fatos deixamos aqui apenas como comentario, pois
percebe-se que a definicao de P é fortemente analitica, e de dificil manipulagao. No
Capitulo 4 vamos introduzir a fungdo p, cuja inversdo 1/p é apenas uma transformagao
linear afim de P, porém muito mais simples de ser estudada.

Proposicao 3.1. A funcao P de Weiertraf§ para o reticulado I'é uma funcao meromorfa
C — C. Todos seus polos possuem ordem dois e sao localizados exatamente em pontos do
reticulado. Assim, P € analitica em C/.. A fun¢ao P € par, isto é,

P(z) = P(—=2).
Demonstragao. Vide [7]. O

Lema 3.1. A derivada da funciao P de Weierstraf$ para o reticulado T,

P()=-2Y =0
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possui pdlos de ordem 3 em pontos do reticulado, e é analitica sobre C/... Como a derivada
de uma funcao par, P é impar,

P'(=z) = —P'(2).
Demonstracao. Vide [7]. O
A seguinte proposicdo mostra que a derivada P’ é uma funcao elitica de ordem trés.

Proposicao 3.2. A funciao P de Weierstraf$ para o reticulado I € uma func¢ao elitica de
ordem dois, e sua deriwvada P’ é uma funcao elitica de ordem trés.

Demonstracao. Vide [7]. O

Lema 3.2. (Caracterizagao invariante para os zeros de P’ em termos do reticulado) Um
ponto a € C € zero de P’ se, e somente se,

ag¢l e 2a€eTl.

Ezistem exatamente trés zeros no toro T = C/., todos eles simples.
Demonstragao. Vide [7]. O

Proposicao 3.3. Sejam z e W dois pontos arbitrarios em C. Entao

se, e somente se,
z~W ou z~—-W.

Demonstragio. Fixamos W, e consideramos a funcao elitica C — C, z — P(z) — P(W)
de ordem dois. Esta funcgao possui dois zeros modulo I', contando com a multiplicidade.
Estes sao, obviamente, z = W e 2z = —W moddulo ~. Neste caso, W e —W coincidem
modulo ~, entdo W é Wy, Wy ou Wy = (W, 4+W5)/2, e ja notamos que este é um zero duplo
para P(.) — P(W), isto ¢, o valor correspondente P(W) = P(W;) = e; possui ramificacao
de ordem dois. Se W e —W sao diferentes modulo ~, entao z = W e z = —W sao zeros
simples. [l

3.3 A relacao entre P e g

Para deduzir a relacao entre essas duas fungoes eliticas, é mais facil considerar a base
{W1,Ws} e o reticulado G = {(2n + 1)w; + (2m + 1)wy : n,m € Z}, onde w9 = W21’2.
Tomando I' = {nW; + mW, : n,m € 7}, as respectivas bases geram as mesmas classes
de equivaléncia em C, donde temos a igualdade entre esses “dois toros”, isto é o toro

independe do reticulado (consequéncia da Observagao 3.2).
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iR

Figura 3.3: O Toro T

A Figura 3.3 representa um paralelogramo fundamental do reticulado G. Ja vimos
que P tem um pdlo de ordem dois na origem e (3.1) implica que este é seu tnico p6lo no
toro. Assim, P(w;) = ey, P(ws) = e e P(w; + wy) = e3, todos pontos em C.

No Capitulo 4, veremos que p(0) = 0% e p(w; + ws) = 00?, sendo estes seus tnicos
zero e polo em T. Como P e p sao meromorfas, temos as seguintes séries de Laurent
numa vizinhanga da origem:

1
P(z):§+—+ao+a1z~l—a2z~l— e
1 b_ b_
— = 2 by bz by
plz) 2

Assim, a fun¢ao f = b_sP — 1/p é meromorfa no toro, mas talvez ndo possua nenhum
polo, o que chamamos de holomorfa. Neste caso, se f nao for constante, a teoria de analise
complexa garante que ela ¢ aberta. Mas sendo T' compacto, e f continua, entao f (T)#0
¢, a0 mesmo tempo, um aberto e um fechado de €, donde f(T) = C. Ou seja, f deveria
assumir polo. A tnica possibilidade é que seja um poélo simples na origem, donde

f&) = rataz+al+ (3.2)

ec1=boa_1—b_1#0. Pois, sendo f =b_oP — 1/p temos :

1 b_ b_
f=b_ (2+—+a0+alz+agz+ )——22——1—b0+b12—b222—---
z z z
b_2 b_QCL_l b_2 b_l

f:_+ - +b,2a0+b,2a1z+b,2a222———7—bo+blz—bzz2—«-~
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boa_1—0
f - % + b_QCL[) - b() + (b_2a1 - bl)Z + (b_QCLz — b2)22 + .-

c_
f= 71—|—Co+012+0222+"'
Agora usamos o seguinte resultado da Teoria de Superficies de Riemman:

Teorema 3.2. Seja f: T — C meromorfa nao constante. Entdo f~1(z) e f~Y(w) tém
sempre o mesmo numero de elementos, ¥ z,w € C, cada qual contando sua “multiplici-
dade”. Ou seja, tomando a correspondente ' : C — Ce ¢ € F(2), 2 €C, ¢ “a primeira
ordem m > 1 de derivacio F™ que ndo se anula em ¢” (para z = oo considera-se

(1/F)t™).

Chamamos grau de f a cardinalidade de f~!(z), V2 € C, que denotamos por deg(f).
Pelo Teorema 3.2, vemos que a f encontrada em (3.2) é uma bijegao de T' em @, pois
como f possui um podlo simples em zero f(0) = oo, aplicamos o teorema e obtemos que f é
injetora e em particular, continua. Como f é aberta, sua inversa é também continua. Ou
seja, f é um homeomorfismo entre T e C. Ocorre que Ceé simplesmente conexro, mas isso
nao vale para T'. Assim, chegamos a uma contradicao, que deveu-se ao fato de supormos
f nao-constante.

Entao, como f é uma constante, temos:

f:b,QP——:C,
Y
b QP:C+—
c 1
P=_— )
by  b_op

com a,be Cea#0.
Proposicao 3.4. Nao existe funcao elitica nao constante de grau 1.
Demonstracao. Se f nao constante tivesse grau 1, entao seria injetora, f é sobrejetora

pelo Corolario 3.1. Assim, f é um biholomorfismo entre um toro e uma esfera, o que é
impossivel (homeomorfismo preserva género). ]
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3.4 Uma observacao importante

Na introdugao deste capitulo, discutimos o que se entende por uma fungao F' “meromorfa’.
Mas este conceito também compreende o fato de que Dom(F') é um aberto de C e F pode
assumir o valor co. Quando o dominio é uma superficie compacta, ou se Im(F") C C, entédo
dizemos que é uma funcao holomorfa. Além disso, se existe a inversa F'~!, dizemos que é
biholomorfa. Todos esses termos admitem o prefixo anti- quando aplicados a conjugada
F. Por exemplo, F anti-holomorfa equivale a F' holomorfa, etc.



Capitulo 4

A Funcao p-Weierstrals Simétrica

4.1 Resultados basicos

Em comparacao com a P de Weierstrafs classica, a p-Weierstraf simétrica tem as seguintes
vantagens: ¢ muito facil de ser manipulada geometricamente, e também oferece mais
informagoes a respeito de seus valores-imagem ao longo do toro. Como acabamos de ver
na segao anterior, ambas guardam uma relagao algébrica muito simples: P = a/p+b com
a,be Cea#0.

Neste capitulo, trabalhamos com o conceito de superficie de Riemann apresentado no
Capitulo 2, que é um par (X, X), onde X é uma variedade 2-dimensional conexa e ¥ é uma,
estrutura complera em X. Além dos abertos conexos de @, no Capitulo 2 vimos também
o toro, que é exemplo de uma superficie de Riemann. De fato, como p : C — C/T" é
recobrimento, podemos induzir a estrutura complexa de C em 7' do seguinte modo: seja
V' C C um subconjunto aberto tal que quaisquer dois de seus pontos nao sao equivalentes
modulo I'. Entao U = p(V) é aberto e p|y : V' — U é um homeomorfismo. Sua inversa
local (p|y)™' : U — V é uma carta e a colegao de todas as cartas assim formadas constitui
a estrutura X de que falamos anteriormente.

Continuamos nosso estudo apresentando alguns resultados importantes que nao estao
estritamente relacionados a fungoes eliticas. Estes resultados constituem os argumentos
fundamentais para podermos analisar o comportamento das fungoes eliticas. Primeira-
mente, precisamos da seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1. Uma involucao é uma aplicacao continua [ : S — S que satisfaz [ol = id
(a identidade em S). Quando S é uma superficie compacta, a involugdo é chamada
hiperelitica se S/I é homeomorfa a S2.

Da definicao acima, é imediato ver que toda involucao é uma bijecao. No proximo
teorema, mencionamos as transformacoes de Mdobius, que sao aplicagoes T : C — C dadas

az+b
por T(z) = o

com a, b, c,d constantes em C e ad # bc.

36
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Um resultado conhecido da analise complexa é que todo biholomorfismo de Cem C
é caracterizado por uma transformacao de Mobius. Além disso, uma tal transformacgao
sempre leva circunferéncias em circunferéncias (de C).

Vejamos agora o que ocorre com as involugoes.

Teorema 4.1. Toda involucao holomorfa ou anti-holomorfa em C ¢ dada por uma trans-
formacao de Mdébius M ou sua conjugada M

Demonstracao. Tomamos uma involucao I : C—C. Seé holomorfa, entao é biholomorfa
e assim uma transformagao de Mobius. Se é anti-holomorfa, entao I é biholomorfa, logo
I é a conjugada de uma transformacao de Mobius. O]

Observacao 4.1. Notemos que a reciproca do teorema acima nao € vdlida, pois z — 2z
nao € uma tmvolucao.

Teorema 4.2. Sejam S e R superficies de Riemann, I : S — S uma involugio e f :
S — R uma func¢ao continua, aberta e sobrejetora. Entao, existe uma unica involu¢do
J: R — R tal que Jo f = fol se, e somente se, sempre que f(x) = f(y) temos

fol(x)=fol(y).

Demonstracao. As hipoteses do teorema foram formuladas para garantir a comutatividade
do diagrama:

Figura 4.1: Diagrama das involugoes I e J.

Comegamos assumindo que Jo f = fol. Se f(x) = f(y) entao

fol(x)=Jo f(x)=Jo f(y) = fol(y).

Suponhamos agora que f o I(x) = f o I(y) quando f(x) = f(y). Para cada z € R
definimos J(z) := f o I(z), para algum = € S tal que f(z) = z (este elemento existe pois
f é sobrejetora). Por hipotese J : R — R esta bem definida. Além disso, Jo f = fol. A
funcao J é continua por causa do seguinte argumento: para qualquer subconjunto aberto
U C R temos que I7'(f~}(U)) é aberto em S. Mas [7}(f~Y(U)) = f~YJYU)), e
conseqiientemente J ' (U) é aberto em R. Temos ainda

JoJof=Jofol=folol=Ff.
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Assim, J é uma involugao.

Para a unicidade apresentamos duas demonstragoes, a primeira na que usamos fer-
ramentas da teoria das superficies de Riemann e da anélise complexa e uma segunda
demonstragao mais simples.

Primeira Forma:

Consideramos um ponto p € S e o diagrama dado na figura 4.1, onde ¢ e 1 sao cartas
locais de S em p e de R em f(p), respetivamente. Vamos supor que exista outra involugao
J:R — R tal que Jo f=fol, istoé, Jo f = Jo f. Assim, temos a aplicagao

Yofolop™ U=V,

sendo que o ™! : U — S ¢ a inversa de uma carta local (também chamada de parame-
trizagao). Como o f: (o f)~H(V) C S — V é uma carta local e

fS) =R, (o ) (V)U T op " )(U) #0,
como S é uma superficie de Riemann
pofolop™: U=V,

¢ um difeomorfismo, logo f é um difeomorfismo local, assim f é holomorfo, e df # 0 pois
de ser zero f seria uma constante, o que contradiz o fato de ser sobrejetora, logo df tém
zeros isolados {p1,- - p,}. Fora de {p1,---p,} temos que f é localmente invertivel,

Tofo(f), =Tofo(f),

resultando assim que J=Jna vizinhanga de cada ponto ¢; € R logo J=Jem R pelo
Teorema da Identidade.

Segunda Forma:
Suponha que existe outra involu¢do J : R — R tal que Jof = fol = Jo f,
multiplicando por J
JoJof=Jofol=Jof=f

para cada z € R, existe z € S tal que z = f(x)
JoJof=flx)=JolJ(z)=
De maneira anéloga J o J(z) = z. Portanto J = .J~! = J. O

Observacao 4.2. Uma versaio mais geral do Teorema 2.2 ¢ a sequinte: Sejam S e R
superficies de Riemann, I : S — S um biholomorfismo e p,q : S — R recobrimentos.
Entao, (3! J : R — R biholomorfa tal que Jop = qol) & (gol(x) =qol(y) = p(z) =
p(y)).
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E imediato concluir que dado F' C R temos J(F) = F se, e somente se, I(f~}(F)) =
f~YF). De fato, se J(F) = F e J(z) = folI(z), para algum x € S tal que f(z) = z,
temos que f~'(F) C S. Como Jo f = fole fésobrejetora, entdo

Jof = fol

) = folI(f7(F))
J(F) = folI(f~(F))

F = folI(f7'(F))

) = [flofol(fH(F))
fHE) = 1),

Para a reciproca usamos a mesma idéia.

4.2 A funcao p-Weierstrald simétrica

Como vimos no Capitulo 2, qualquer toro 7" é o quociente de C por alguma base {2wy, 2w, }.

. : , ~ 1
Podemos descrever isto por meio de ntumeros complexos nao nulos wy e ws, com — ¢ R.

Wa
Assim, G ={(2n+ Dw; + 2m+ Dwy:n,m e Z} e T =C/ ..
iR
b
i
IJ IR
Figura 4.2: O Toro T
A rotacao de 180° graus em torno da origem, dada pela involugdo I(z) = —z no

toro T', tem exatamente quatro pontos fixos: 0,w;,ws € wy + ws, indicados na Figura
5.1. Considerando uma triangularizacao de T, sua caracteristica de Euler é dada por
X(T) =V — A+ F = 0. Podemos supor que os pontos 0, w;, ws e wy + wy da Figura 4.2
recaem exatamente nos vértices desta triangularizagao, e que esta é invariante por 1.

Ao efetuarmos o quociente de T' pela involugao I, obtemos uma nova superficie trian-
gularizada, mas com numero de arestas .4/2, de faces F /2. Mas com respeito aos vértices,
exceto por aqueles que sao fixados, seu ntiimero também é reduzido pela metade. Entao
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vale a seguinte igualdade:

V-4)-A+F
o/ = )2 T L 4i—0-244-2
pois no toro 7', temos V =4, A =12 e F = 8. Isto é usando a formula de Euler-Poincaré
obtemos: 1) 4
T/ =22+ 5 =2,

Logo, o género de T'/I & zero e pelo Teorema de Classificagao das Superficies Com-
pactas Teorema 2.1, esta é homeomorfa a uma esfera. Logo, T'/I é simplesmente conexa.
Agora, a estrutura conforme de C é induzida em 7'/I, mesmo considerando que a fungao
quociente é um recobrimento ramificado. De fato, para recobrimentos, as indugoes de es-
trutura sao imediatas. Assim, 7'/I é uma superficie de Riemann compacta, simplesmente
conexa.

Teorema 4.3. (Koebe) Seja S uma superficie de Riemann simplesmente conexa. Entdo
existe um biholomorfismo f: S — X, em que X € uma das sequintes superficies:

i) O disco aberto unitdrio.
it) O plano complexo C.
it A esfera de Riemann C
Demonstragao. Vide [7]. O

Assim, pelo teorema de Koebe existe um biholomorfismo B : T'//I — C. Agora como
todo biholomorfismo de C em C é dado por uma transformacao de Md&bius, e toda trans-
formacao de Mobius é determinada por trés pontos do dominio e trés da imagem, a menos
de uma transformacao de Mobius, a funcao B esta bem definida.

Definigao 4.2. A funcio o- Weierstraf§ simétrica ¢ a composta Bo (-/I) : T — C tal que

w1+w2)_i

o0) =0, plur+up) =00 e o]

Devido a fungao quociente -/I : T'— T/, é imediato concluir que p(—z) = p(z). De
fato
p(=2) = Bo (-/I)(—2) = B([—2]),
p(2) =Bo(-/I)(z) = B([z]).
Mas [z] = {2,1(2)} = {z,—2} = [z] = |—%], portanto B(—z) = B(z), para qual-

w1+ W
L

quer z € T Logo p( = 4. Além disso, deg(p)=2 e seus pontos de ramo sao

exatamente os quatro pontos fixos de I.
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Da Definigao 4.1 vemos que I ¢ hiperelitica, pois x(T/I) = x(5?) e daqui T/I ¢é
homeomorfo a S?. Vamos agora estudar outra funcao hiperelitica em 7', que ¢ dada por

H(z) = —z + wy + wy (rotagao de 180° em torno de it w2). Se

H(z) = —z+w +wy = 2,

entao
w1 + wWo

2

= Z.

w1 + Wo

2
4.2, H e p induzem outra involucio em C. De fato, sendo o : T — C, onde p = Bo (-/I)
como (-/I) é continua, aberta e sobrejetora e B &, biholomorfismo, entdo p é continua,
aberta e sobrejetora. Assim, g e H induzem uma involugao J : C — C, e como ambas
sao meromorfas, a involugao induzida também sera meromorfa

wy — w
Seu conjunto de pontos fixos é exatamente {:I: , £ : 5 2 } Do Teorema

J(z)=poH(z), z€T ,p(x)=

Do Teorema 4.1 esta involugao é uma transformagao de Mébius. Como H intercambia
w1 + W

0 e wy + wq e deixa fixo , se J é a induzida por p temos:

J(0) = J(p(0)) = p(H(0)) = p(w; + wq) = o0,
J(00) = J(p(w1 +w2)) = p(H (w1 + w2)) = p(0) =0,

T() = Jp(2)) = p(r(

w1 + Wa
2

)

o( ) =i.

Assim, a transformacao de Mobius associada é

1
o — ——. (4.1)
o
W1 — Wa 2
Uma vez que os pontos j:T permanecem fixos pela H, neles temos @° = —1,
pois
w1 — Wy Wy — W2
w1 — Wa
= plE—F—)
B 1
- w1 wy .’
plE——5—)
entao pQ(j:wl _ w2> —1.
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w1 + Wo
2

p(iw): i

Além disso, (4.1) implica que todo segmento em 7' com extremos p, ¢ e cujo centro é
um ponto fixo de H, satisfaz p(q) = —1/p(p). Veja a figura abaixo.

) # H(iu), temos

Como o deg(p) =2 e H(+ 5

Figura 4.3: p, ¢ diagonalmente opostos no sub-reticulado, p(q) = ———.

De fato, como J ¢é induzida de H pela p, temos

(poH)(p) = (Jop)(p) = —1/p(p).

Assim, basta mostrarmos que H(p) = ¢. Tomamos v um ponto fixo de H e p, q os extre-
mos de um segmento com ponto médio v. Os pontos p, ¢ e v satisfazem: |pg| = 2|vg|, donde
w1 —l—wz’iwl — Wy

2 2

No caso especial de um toro retangular, a menos de biholomorfismo ou anti-biholomorfismo
podemos assumir que w; € R, e wy € iR,. Algumas involugoes adicionais também vao

satisfazer as hipoteses do Teorema 4.2, a saber:

p = 2v—¢q. Como 2v—w; —ws € G, temos o resultado para v € < +

[1ZZ—>Z,

Iy z — —7Z,
I3: 2 — Z 4wy,
I4IZ—>—Z+UJ1.

Elas estao representadas na Figura 4.4.
Junto com g, elas induzem involugoes anti-holomorfas J; 234 em C que identificamos
com o auxilio do Teorema 4.2.
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iR

1, l, l, l,

Figura 4.4: As involugoes [ 234 no toro retangular 7.

Consideramos I e I. Elas fixam alguns pontos especiais como 0, w; + ws € intercam-
wi + Wy W — W2

e
2 2

biam . Uma vez que

9(0) =0, p(wr + wy) = oo,

P = ()
elas induzem a mesma involugao em (@, que fixa 0, 0o e intercambia ¢ com —i. Do Teorema
4.1, esta involucao é
=P
Em particular, isto significa que a imagem de g do conjunto dos pontos fixos de ;5 é
real. De fato, como J(p) = p(I;), i = 1,2 e z € T' é um ponto fixo

J(p(2)) = p(Li(x)),

J(p(x)) = p(z),
portanto p = @, isto ¢, Imp € R.

Assim, p(w;) = tan a para algum « € (—n/2,7/2)\{0}. Na Figura 4.4, w; e w sao os
w1 + Wo

extremos de um segmento com ponto médio , € concluimos que p(ws) = — cot a.

Como tana = — cot(a + 7/2), a menos de um anti-biholomorfismo podemos escolher o
nosso toro de modo que o > 0. Dessa forma, consideramos a € (0, 7/2).

A involugao I intercambia 0 com w; e w; + we com ws. Logo, se Jy for a involugao
induzida por p (de 1), ela serd uma transformagao de Mobius anti-holomorfa que satisfaz:

J1(0) = Ja(p(0)) =
Ja(00) = Ju(p(w

Iy( _)) p(wy) = tana,
Jy(—cota) = %

) = p(La(wr +ws)) = p(ws) = —cota,

o
+ wq
(w2)) = p(La(w2)) = (w1 + w2) = oo.
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Portanto J, é dada por

tana —p
S
l+tana-p

Os calculos para determinar a involugao induzida por I3 sao analogos.

I3: 2 — Z 4wy,

13(0) =

Ig(wg) = UJQ + Wy = —Wo + Wy = 0,

13(w1+w2) —w1+w2+w2 = W1 —w2+w2 = wq,
[3(101) =Wy + wy = wy + wo.

Assim, a involucao I3 intercambia 0 com wy e wy; + wo com w;. Logo, se J; for a
involugao induzida por @ (de I3), ela serd uma transformacao de Mdbius anti-holomorfa
que satisfaz:

J3(0) = J3(p(0)) = p(I5(0)) = p(w2) = —cota,
J3(00) = Js(p(wi + w2)) = p(I3(wr + w2)) = p(wy) = tana,
Js(tana) = J3(p(w1)) = p(I3(w1)) = p(wi + ws) = oco.

Portanto J3 é dada por
—cota—p

b l—cota-p

A seguir, determinamos o conjunto dos pontos fixos de J3
(z +cota)? + (y — 0)* = r?,

para i = (0,1), temos (cot a)? + 1 = r?, assim

=1+ cot?q,
logo
(z + cot a)* +y* = (1 + cot? a),

para y = 0 temos
r=—cota+ Veot?a+1,

obtemos desta maneiras:

r = —cota+ Veot?a+1

—cota + cse? a

-}
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r = —cota—Veotia+1

= —cota —cscwo
1

_tan(

= —cot(

N
ool

Da mesma forma como

(z +tana)® + (y — 0)* = r?,

para i = (0,1), temos (—tana)? + 1 = r?

r=+1+tan’q,

logo
(z —tana)® + 3> = (1 + tan® @),

para y = 0 temos
r =tano + Vtan?a + 1,

obtemos assim:

r = —tana+ Vtanla+1

= tano + sec o

t<7r a>
= cot|———=
4 2/’

r = —tana —Vtanfa +1

= tana —seca

‘ <7T a>
= —tan(———]).

4 2

Assim, a Figura 4.5 representa p(7') com as suas involugoes induzidas.

Usualmente escrevem-se os valores de @ sobre o toro, como na figura 4.6.

Agora estudamos o caso especial do toro rémbico. A menos de um biholomorfismo ou
anti-biholomorfismo podemos assumir que Arg(w;) € (0,7/2) e wy = —w;. As involugoes

definidas anteriormente /34 nao sao mais validas aqui, mas I; 5 e outras duas involugoes
ainda vao satisfazer as hipoteses do Teorema 4.1, a saber:
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iR

J4 ........... J3
“"x...--..-.,_:. “:‘.'l. %“‘
—Cot(x,": "‘-.tanoc JpJTz
— — T > R
—cot— —tan(n/—'a:'g i tans c t(l——j
4 27 |7 4 2

8
o
-------

Figura 4.5: A imagem p(7") com as involugoes induzidas.

Is . 2 — Z 4+ wy + wo,
Is: 2z — —Z +w; — ws.

Elas estao representadas na Figura 4.7.

Em C, [, » induzem a mesma involugao, a saber p — —p.

1122’—>z,
Ih:z— —7Z.

—j —tan(@ -9 i
........... a2 4t coym_a
T T a2
: 0? :
I I tana (2)
tan%; _ tan%
—tanX -9) :
........... a2 coym_a
it I )
| i 2
-cotd —cota(2) -cod ®©

Figura 4.6: Os valores de p no toro retangular 7.
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Figura 4.7: As involucoes I; 256 no toro rémbico 7.

Para estas involugoes

L(0) =0,

Ii(wy + wy) = (w1 + we) =W1 —wy = —wy — wy = Wy + Wy,
1,(0) =0,

Ig(wl + UJQ) = —(w1 + U)Q) = w1 + Ws.

Logo, I, e I fixam 0 e w; + ws. Além disto,

]l(wl—I—wz) — _(w1§w2>,

]1(w1*w2) — w1§wz7

[2(w1;w2) — w1-5w2 7

]2<w1—w2) — _(wl-&-wz),

2 2

w1 —w2

e fixa 5

assim, [; intercambia wl“"? com
Logo, se J; for a involucao mdumda or de 1), ela serd uma transformacao de
7 )

Mobius anti-holomorfa que satisfaz:

—(tuz) , mas a involuc¢do I, intercam-

= p(w; + wz) 0,
Ji(p(572)) = p(L(#572)) = p(—(*4*2)) =

mas se Jy for a involugdo induzida por p (de Iy), ela serd uma transformacao de Mo-
bius anti-holomorfa que satisfaz:

J2(0) = J2(p(0)) = p(12(0)) = p(0) =0,
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Ja(00) = Ja(p(wr +ws)) = p(L2 (w1 + w2)) = p(wi + w2) = 00,
) = Jo(p(52)) = p(Io(*™5*2)) = p(*5*2) =i.

O mesmo ocorre com [ que também induzem a mesma involugao: p — 1/p.

[5:z—>3+w1—|—w2,
Ig : 2z — —Z 4+ wy — wo,

para estas involugoes

15(0) = W1 -+ Wa,
]6(0) = W1 — Way.

Logo, I5 intercambia 0 com w; + ws, e Ig intercambia 0 com w; — ws. Além disto,

]5(w1+w2) — w142rw27
[6(w1—w2) — wl;w27

assim, Iy fixa 522 e [j fixa W52,

Logo, se J5 for a involu¢ao induzida por p (de I5), ela serd uma transformacao de
Moébius antiholomorfa que satisfaz:

J5(0) J5(@(0)) 9(15(0)) = p(w; + wy) = oo,
J5(00) = Js(p(wi +w2)) = p(I5(w1 + wa)) = p(0) = 0,
J5(1) = J5(p(42)) = p(I5(542)) = p(drz)) =,

mas se Jg for a involu¢do induzida por g (de Is), ela serd uma transformagao de Mo-
bius antiholomorfa que satisfaz:

°6

0) = B(p(0) = oh(0) = i —3) = gl +77) = 0
Jo(00) = Julluwn = w2)) = Ju(plwn + 7)) = plls(wr +71)) = 9(0) =0,
i) = Ja(o(2470)) = lla(245)) = p(247) = i

Uma consequéncia importante da involugao o — —p em Ce que a imagem pela p da
Wy — Wa

diagonal de T" é o eixo imaginéario. Como escolhemos @( ): —1 a imagem pela p

w1 + Wo
2

da diagonal horizontal de T" é iR _ e ja que p( >— 1, a imagem pela @ da diagonal

vertical de 7" é iR .
Da involugao p — 1/p em C, temos que a imagem do losango representado na Figura
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4.7 cobre S!. De fato, como J(p(2)) = p(I(2)), se wy = re?, 6 € (0,7/2), entao

Js(p(re”)) = p(Is(re”)) = p(re™ + wy + ws) = p(wy),

pela definigdo de J5 temos p(w;) = m, entao |p(w:)

que une w; com wq: (1 —t)wy + tws tal que t € [0, 1], temos que

| = 1. Para o segmento de reta

J5(p((1 — t)wy + twa) = p(I5(wy + t(wa —w1)) = p(wr + t(we — wy),

assim, J5(p((1 — t)w; + tws) = m, entao

lo((1 —t)wy + tw2]2 =1

um calculo analogo pode ser feito, para o resto dos segmentos de reta do losango na Figura
4.7.

Dessa forma, p(w;) = € (a anédlise feita anteriormente ¢ andloga para Jg) para al-
gum p € (—m/2,7/2). Similarmente ao caso do toro retangulo, sem perda de generali-
dade tomamos p > 0 e agora consideramos p € [0,7/2). Da Figura 4.7 concluimos que

pws) = —e™.

No caso particular do toro quadrado, que é simultaneamente réombico e retangular,
temos « = /4 e p = 0. A proxima figura descreve os valores de p diretamente sobre o
toro.

_e—lp(z) i .?ip(z)

S el A e

Figura 4.8: Os valores de p no toro rombico 7T'.

4.3 A equacao algébrica do toro

O teorema seguinte ¢ um dos resultados centrais da Teoria de Superficies de Riemman:

Teorema 4.4. Toda superficie de Riemann compacta X pode ser algebricamente descrita
por duas fungoes f,g: X — C que satisfazem uma equacao polinomial a duas indetermi-
nadas f e g, com coeficientes constantes em C. Reciprocamente, toda equacao polinomial
a duas indeterminadas f e g, com coeficientes constantes em C, admite uma superficie
de Riemann compacta X tal que f,g sao funcoes de X em C.
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Com base neste teorema, vamos deduzir uma equagao algébrica para o toro T' = C/G.
Na Figura 4.9(a), observe os tnicos pontos de ramo da ¢, marcados com e, onde = =
o(wy) € C*. Como deg(p) = 2, estes sao os tnicos pontos do toro em que p assume tais
valores.

iR iR
-1/X(2 0

X(2) 0
IR IR

(a) (b)

Figura 4.9: (a) valores de p; (b) valores de ¢'.

Na Figura 4.9(b), marcamos apenas os polos e zeros de ©’. Note que esta possui um
tnico polo (de ordem 3), sendo que seus zeros sao todos simples, uma vez que deg(p’) = 3.

Observe agora que a fungao f = p(p — z)(p + 1/x) tem exatamente os mesmos polos
e zeros que g = ¢'?. Numa vizinhanca de cada ponto e, considere os desenvolvimentos de
Laurent para f e g. Entdo vemos que f/g é uma func¢ao holomorfa de 7" em C, uma vez
que nao tem poélos. Pelo que ja discutimos no Capitulo 3, esta deve ser uma constante
c € C. Além disso, ¢ # 0 pois f # 0. Assim, obtemos uma equacgao algébrica para T' dada
por
O = cplp —x)(p+ 1/2). (4.2)
No caso particular do toro retangular, z = tana € R’ e (4.2) se reescreve como

0% = cp(p — tana)(p + cot a).

No caso particular do toro rémbico, z = € e (4.2) se reescreve como

/2

O =cplp—€e”)(p+e ™).

4.4 A constante c¢

. . . w1 . .
Comecamos observando que quaisquer dois toros com mesmo quociente — sao biholo-
Wa
. w1 wy ~ .
morfos, e reciprocamente. Basta vermos que se — = — entao existe g : C — C com
Wo w2
g(z) = az e a € C* tal que g(wy) = Wy e g(ws) = Ws.
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W)

Figura 4.10: A aplicacao g.

Do Teorema 4.2 temos que T é biholomorfo a T. A reciproca também é valida pois
C é simplesmente conexo, e da anélise complexa temos que todo biholomorfismo de C
em C é uma transformacao linear afim. Como podemos sempre tomar nossos reticulados
passando pela origem, ela é da forma z — az para algum a € C*.

Consideramos agora T = C/T e T'= C/T', onde 1, = aw; e 1, = aw; e g(z) = az
com a,b € C, a # 0, conforme a Figura 4.10. Sejam f(t) := t(w; +wy), 0 < t <
B =t +wy) +b=af(t)+b 0<t<1.

Entdo p(3(t)) ¢ uma curva que liga 0 a 0o e passa por i = p(6(3)). Logo, p(3(t))|

w
y € C*, sendo que y depende apenas de —L. Por outro lado,
wWa

P=vy = %(6(1/2)-8(1/2)] = ¢
= ci(i—2)(i+1/2) - (w; +wy)? =97,
y?/wi

B (14 wy/wy)?(x — 1/ — 2i)

[o(B())]

=

. ~ . wy L. .
Assim, a relag@o entre ¢ e o reticulado I' para cada u = — fixo é tnica, pois para
Wa

cada par (wy,ws), (01, Wse) com W™y temos:
Wo W9

C|(w1,w2) = C|(u~11,u~)2) < (U)l -+ w2)2 = (’(I)l + w2)2 < (’U)l, w2> = :l:(U~J1, 12)2),
que por sua vez define o mesmo reticulado I'.

Observagao 4.3. Suponhamos que wy € tal que |wi| = max{|wy|, |ws|} e tomemos a =
hj)“l'z, assim awy = }Uf} = 1. Agora, usando a reciproca do resultado que apresentamos
no comego desta se¢ao, a menos de um biholomorfismo podemos tomar w; = 1. Se

considerarmos a conjugag¢ao em C, como {wy,ws} € linearmente independente, a menos
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de anti-biholomorfismo temos wy € {z € C: |z| < 1, Re{z} > 0 < Im{z}}, conjunto este
representado na Figura 4.11.

Logo, a menos de um biholomorfismo ou anti-biholomorfismo, todos os toros estao
representados num quadrante de circulo, conforme a Figura 4.11.

Legenda:

e toro quadrado
— toro rombico
— toro retangular
[ 1 toro

Figura 4.11: Representagao dos tipos de toros.

De acordo com a Figura 4.2 o paralelogramo formado por wq, ws determina o toro 7.
Caso w; Lwsy, dizemos que T é retangular. Caso |w;| = |we|, dizemos que T é rémbico. O
toro quadrado é simultaneamente rombico e retangular. é claro que, num toro retangular,
existem involugoes anti-holomorfas cujo conjunto de pontos fixos tem exatamente duas
componentes, como podemos apreciar na Figura 4.4.

Num toro rémbico como o que temos na Figura 4.7, ha involucoes anti-holomorfas
cujo conjunto de pontos fixos tem exatamente uma componente. O fato é que valem as
reciprocas, como argumentamos a seguir.

Suponha que, dado um toro 7', ele apresente uma involucao antiholomorfa J cujo
conjunto de pontos fixos tem exatamente duas componentes. Esta induz uma involugao
antiholomorfa em C que preserva as de equivaléncia do toro. Em C, esta involucao é um
anti-biholomorfismo, e portanto da forma z — az 4+ b, onde a, b sao constantes complexas
com a # 0. Da observagao acima, sem perda de generalidade temos J([0]) = [0], e podemos
considerar b = 0. Agora, uma vez que as classes de equivaléncia sao preservadas, temos
la| = 1. De fato, temos uma involugdo. Assim, z +— aZ tem como conjunto de pontos
fixos a reta de R? dada por 7 : (1 —ay)z = agy, que equivale areta r : (1+a — 1)y = asz,
onde a; + tay = a.

Agora temos o seguinte: ao fazermos reflexao de I' por r para que a imagem coincida
com a rotacao de I' pelo nimero complexo unitario a, é preciso que a cédula fundamental
seja um retangulo. De fato, se r intersecta dois lados da cédula de I', nao passando por
nenhum vértice, entao deve fazé-lo ortogonalmente, e pontos médios, o que resulta num
retangulo.

Sem perda de generalidade, I' é invariante pela aplicagao antipoda. Entao, se r é
diagonal & cédula, esta deve ser um losango. Além disso, temos aw; = wy € aws = —wy,
o que implica a?> = —1. Ou seja, a rotacao ¢ de 90°, donde w; Lw,y. Neste caso, a cédula
é um quadrado, mas isso contradiz a hipotese de duas componentes.
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Portanto, T' é um toro retangular. Argumentos anélogos mostram que, se o toro
apresenta uma involucao anti-holomorfa cujo conjunto de pontos fixos tem exatamente
uma componente, entao ele é rombico.



Capitulo 5
A Funcao v

Apresentamos, neste capitulo, um exemplo de fungao elitica que pode ser obtido da fung¢ao
o de Weierstrass Simétrica através de uma transformagao de Mdbius adequada.
Nosso exemplo ¢ a fungao «. Para construi-la, considere a transformagao de Mdbius
0l — 2
dada por Q(z) = €—=, onde 0 € (0,7/2) serd determinado como funcio de a. Os

principais valores-imagem de v = () o  estao descritos na Figura 5.1.
Os pontos de ramificacao de 7 sao as pré-imagens pela g de 0, tan o, 00 e — cot a. Seus

valores-imagem sao, respectivamente, e, —e=% —¢? ¢ ¢7%.
—cota <6 L)

T i T .00 T Ie T le
| | | |

I b N IS S I S IO |
I I I I
I I I . I .
I I tan a | i0 | 516
: el . : - .
¥ - 0 ' o

7777777 I it B I et B e e i
l l l l
I I I I

Figura 5.1: a) valores de p; b) valores de 7.

Apresentamos, a seguir, um estudo detalhado da funcao v e de sua transformagao
de Mobius geradora. Neste estudo fazemos uso de propriedades geométricas do toro
retangular para determinar os valores esbocados na Figura 5.1(b).

Seguindo procedimento analogo ao explicado no Capitulo 4, podemos também definir
~ de modo que:

Wy + Wo

Y(0) =€, y(wn +wn) = =, (=) =0.
Além disso,
w1 + w wy + w )
YE—5—) = Qp(E———)) = Q1) =0,
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w1 — Wa

5—)

w1 — Wa

= QU+ 5) = Q=) = .

v(=+

A reflexao no eixo imaginario l»(z) = —z induz uma involuc¢ao anti-holomorfa de C
em C que fixa 7 = €? e intercambia os valores 0 e co. De fato

To(e") = T(3(0) = (1(0)) = 1(0) = .
D(0) = oy (2522)) = (I (2152)) = o (~15%2)
To(00) = Br(AE5)) = (I (£4512)) = (F 1) = 0.

N
(5

to

Logo, a involugao induzida J, é dada por p — 1/¢%. Com isto, observamos que os
pontos fixos de J, estao sob o circulo unitario S (inclusive os pontos y(wy),y(ws)).
De fato, se z é um ponto fixo de J5, como 7 é meromorfa e nao constante, se u € 7_1(2)

Jo(2) = Jo(y(u) = y(L2(u) = v(~1u) = v(u) = 2.

Assim,

Além disso,

B(e™?) = D(r(w) = by = Ay = e € 8,

(w1 e

Jo(—e —19) = Jy(y(ws)) o) ﬁ — _e 0 £ G,

w1 + Wa

|| =2

—=—

A rotagao de 180° em torno de
involucao induzida intercambia e com e~%, e fixa 0.
De fato,

¢ dada por H(z) = —z + (w1 + wy). A sua

Tr(€”) = Ju(7(0)) = y(H(0)) = y(wi +ws) = e,

lembre se que ‘H intercambia 0 com w; + wy e fixa %

(0 ) e’

Jn(—€?) = Tn(y(wy + ws)) = y(H(wy + ws)) J0

Jn(0) = Jr(y(#522)) = v(H(=542)) = y(*

w

Assim, ela corresponde a

Z— —Z.
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Consequentemente, y(w;) = —y(ws), ja que

Su(7(wr)) = y(H(wi)) = v(w2),

—y(w1) = y(w,).

Aplicando a involugao anti-holomorfa I3(z) = Z 4+ ws, reflexdo na reta que passa por

Wy . . .
z = 5 e é paralela ao eixo real, observamos que a sua induzida .J3 fixa os pontos v = 0

e 7 = oo e intercambia e com y(wy) = Q(— cot ).
De fato,
J3(0) = J(y(52) = A(s(5%2))

(=52 4 w)
<w1+w2 )
2

|
o2

Y

lembre se que (342 € [“1222]). Assim,

Ji(00) = Jy(y(£952)) = y(Ls(£742))
= 7( w1+w2 _|_w2)
= (*® 1+3“’2) com (+)
= (=52 +w)
= 7(‘“’1“”2)
Y(=#5*), com (—)

Y

também

J3(e?) = J3(7(0)) = 7(I5(0))

= 7(w2)
— Q[ cota),
J3(v(w2)) = y(L3(w2)) = (—w2+ws)=7(0)
= 7(0) = ¥
Como J3(2) = z, temos y(wy) = e ¥ e entdo y(w;) = —e ®. Assim, obtemos a

configuragao esbocada na Figura 5.1(b).
Para estabelecermos uma relagao entre os angulos « e 6, observamos que Q(tan«a) =
—if

e~ ", donde

gt —tana

e— e?(i —tana) = —e (i + tan )
tana - (e — ™) = i(e" 4 7
tana = cot 0
a=m/2—10

a+0=m/2.

te e 2
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Para determinarmos os valores de outros pontos do toro plano, observe que:

o 2 ¢ fixado pela involucao I e 7( 5 ) € S*. De fato,

Jo(V(w2/2)) = Y(Ia(w2/2)) = v(w2/2),

1
Y(ws/2) ~

V(w2/2).
2 . ~ Wz,
e — ¢ fixado pela involugao I3 e 7(?) é real. De fato,

J3(y(w2/2)) = y(Is(w2/2)) = 7(w2/2),

V(w2/2) = y(w2/2).
Portanto, temos y(w2/2) = £1. Uma vez que « € (0,7/2), entdo 6 € (0,7/2), pois
a+0=m/2,

0=n/2—a=0¢c(0,7/2),

donde y(wy/2) = 1. Esse valor também pode ser confirmado por Q(— tan(n/4—a/2)) =

Ccomo CoS o
tan(m/4 — /2) = ————
an(n/d - a/2) = ————,

temos

oS o S
0| i+tan(n/4 —a/2) ia ot "Tsena+1 _ - o tHE

“ten(n/d—aj2) ¢ G _gosaTC T T

i —ta sena + 1

Além disso, considere as involugoes anti-holomorfas I1(z) = Z (reflexdo no eixo real) e
_ ~ wy -, . -
I4(z) = —Z 4w, (reflex@o na reta que passa por z = - e paralela ao eixo imaginario).

Como I; induz uma involucao antiholomorfa que fixa e’ e intercambia 0 com oo,

J1(€?) = J1(7(0)) = v(11(0)) = 7(0) = €,
J1(0) = Jy(y(tfe Z}: (I (Ew2)) = 7(ourwz) — o0,

2
2)) = (I (£2522)) = y(£ 252 = 0,

logo, esta é

Jl (2) =

| =
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Também I induz uma involugao antiholomorfa que fixa os pontos y =0e v =00 e
intercambia —e com e~. De fato,

Ji(0) = Jy(y(52))

[
PR 222

|
g

Nl
5
+
S

S

como 3““; w2 ¢ [““;wQ] temos

J4(OO) — Jg(v(i%)) = [4(:|:w1;w2))
—(£2F2) 4 wy)
wl—ng +w1)
witw2) - com (4)

& ), com (—)

I
=4

£

\
g
]

I
22222
no

e também

Ji(—e?) = L(y(wi+wz)) = v

Ja(e™) = Ju(y(wz)) =

logo, esta é

Disto podemos inferir que:
w

. 71 é fixado por I; e 7(%) € S'. De fato,

S(v(wi/2)) = (L (wi/2)) = v(w1/2),

=)

e — & fixado por I, e ( 5 é imaginario puro. De fato

Ja(y(w1/2)) = y(L(w:1/2)) = y(w1/2),
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—(w1/2) = v(w1/2),

logo
F(w:/2) +v(w1/2)

=0.
2

Portanto, temos 'y(%) = +i. Uma vez que a € (0,7/2), entdao 6 € (0,7/2), donde

v(wy/2) = i. Esse valor também pode ser confirmado por

Y(wi/2) = Qlo(wi/2)) = Qltana/2) =1,

como
sen o
t N =
an(a/2) 1+ cosa’
temos
iH.M_ -_efm.i_coze(ilil . oia 14e>
z'—l—tan(a/Q) i+% 1 + e—ia

Devido a relagao de equivaléncia que define o toro, é possivel “translada-lo”, de forma
que seus pontos de ramo estejam no interior do retangulo, conforme a Figura 5.2.

- -

Figura 5.2: Diferentes maneiras de se representar o toro.

Dessa forma, é possivel representar os valores da fungao v : 7' — C sob o toro conforme
a Figura 5.3, descrita abaixo.

Vamos agora determinar uma equagao algébrica para este toro. Para os pontos de

ramo da funcao -, precisamente 7! ({£e*}), temos que expressao 72+~ 2 — ? — ¢~ 2
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0 1 e’} -1 0
I -8 - L6

= !,Q ,,,,,, 4 . <€ __ -

© :1 0 :—l ©
i . T

kl 777777 ‘797 777777 - *778 77777 |

0 1 o) -1 0

Figura 5.3: Valores da funcao 7.

se anula. Considerando-se também os polos e zeros de 7,7 e 7'/, descritos na Figura
5.4, obtemos a equacao

(v /7)? = co(v* + 77> — 2cos(26)), ¢y € C*.

[e¢] 0 00’ - [e¢] - ©
,,,,,,, S S A I T R O S S
0 3 © o? ; @ - ©
,,,,,,, PO S I I S S A B
a) b) ¢)

Figura 5.4: Polos e zeros de a) v; b) 7' e ¢) 7' /.

Observagao 5.1. No caso da Figura 5.4, observamos que os dominios usuais de ~y; '
e ' /v. foram “transladados” a causa do argumento mencionado na Figura 5.2, assim
podemos ver que os pontos “’1;“’2 e 3Witw2 G0 pontos de ramo de v a causa do que os
zeros e polos de ' e é+ o coincidem logo v = cl(% + @), onde ¢; € uma constante, daqui
que 0s pontos de ramo também coincidem, como o podemos observar na sequinte Figura
5.5.

Para uma curva (%) no toro que parametriza o eixo real do plano complexo quando é
aplicada a 7, ou seja, y(6(t)) =t € R, temos:

d d
Y (6(@))-9'(t) = = (3(5(1)) = () = L.
Portanto, v'(§(t))20'(¢)* = 1.
Por outro lado, como ¢ é uma parametrizagdo do eixo real do toro, segue-se que

§'(t) = h(t) € R. Deste modo, 7/(6(t))* =

MOE € R,, donde +'|5 € R.
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i IR i IR
@02 w2
T L T | T i T n
T B IO | B IO
| | 2 | | 2
: . : . : . : .
,,,,,,, LT S (U R I S S
| | IR | | IR
a) b)
Figura 5.5: Polos e zeros de a) v/ e b) L + ¢
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Figura 5.6: Polos e zeros de a) cotav + p e b) tana + 1/p.

Assim, (%)2|(5 eR, e (y*+v2—2co0s20)|s € R;, donde temos que ¢ é real positiva.
Assim, ¢y determina apenas uma dilatacdo do reticulado, e fixamos ¢y = 1. Logo, uma
equacao algébrica para T' é dada por

7\’
<—> =~% 4+ 472 —2cos 26.
~

Para finalizarmos este capitulo, apresentamos outra relacao muito usa- da entre as
funcgoes eliticas g e 7, mas que nao pode ser obtida pela transformacao de Mébius @), pois
agora transladamos o reticulado. Para obter a nova relacao, deduzimos da Figura 5.6 os
polos e zeros de

1 1 1
o — —+tanf —cotf = p — — + cotar —tana = (p + cot a) — (— + tana).
& © ©

Logo, ¢ imediato observar que os polos e zeros de (p — 1/p + tanf — cot #) ™! sao os
mesmos (e com a mesma ordem) de 7* (veja a Figura 5.3). Portanto, estas equagoes
coincidem a menos de uma constante de proporcionalidade, isto é,

2 2!

= , ¢ € C.
g p—1/p+tanf — cot 0 “




62

Mas para p = tan

temos

donde

CAPITULO 5. A FUNCAO ~

el

5 a fungao v assume o valor 7, e como tan § — cot § = —2cot «

B ga—%ﬂLtzm@—cot@7

Y (w/2) =% = —1

&1
1=
tan /2 — cot /2 + tanf — cot 6’

¢g = —(tana/2 — cota/2) —tan6 + cot
= —(—2cota) —tan# + cot 6
= —2cota —tanf + cotd
= —2tanf — tanf + cot 0
= tanf + cot
= cota+ tana,

5 cot o + tan «
T o—1/p+tanf —cot 6’




Capitulo 6

Aplicacoes

6.1 Resultados classicos

Neste capitulo damos uma aplicacao da teoria de fungoes eliticas, desenvolvida por Kar-
cher, na implementacao de seu método de construgao reversa; (re)criando um exemplo de
superficie minima. Comecamos por introduzir alguns resultados basicos sobre a teoria de
superficies minimas. Para maiores detalhes vide [10], [14], [15] [20], ou [21].

Teorema 6.1. Seja X : R — E uma imersao isométrica completa de uma superficie de
Riemann R sobre um espaco E “flat”, completo e tridimensional. Se X € minima e sua
curvatura Gaussiana total [ r KdA € finita, entio R € biholomorfa a uma superficie de
Riemann compacta R perfurada em um nimero finito de pontos {p1,pa, - , s}

Demonstragao. Vide [9]. O

Teorema 6.2. (Representagao de Weierstrall) Seja R uma superficie de Riemann, g e
dh funcao e 1-forma meromorfas em R, tais que os zeros de dh coincidem com os zeros
e polos de g. Suponhamos que X : R — E, dada por

P 1 y
X(p) = / (¢17¢27¢3)7 (¢17¢27¢3) = %(5 -9, g +Zga 2>dh7

esteja bem definida. Entao X € uma imersao minima conforme. Reciprocamente, toda
imersao minima conforme X : R — E pode ser expressa como acima para alguma fun¢ao
g e I-forma dh meromorfas.

Demonstragao. Vide [9]. O

Definicao 6.1. O par (g,dh) sao os dados de Weierstraf§ e ¢123 as formas de Weierstrafs
em R da imersao minima X : R — X(R) C E.

Teorema 6.3. Nas hipdteses dos Teoremas 6.1 e 6.2, os dados de Weierstrafs (g,dh) se
estendem meromdrficamente sobre R.

63
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Definigao 6.2. Um fim de R ¢ a imagem de uma vizinhanga perfurada V;, de um ponto
p € {p1,p2, -+ ,ps} tal que ({p1,p2, -+ ,ps} \p) NV, = 0. O fim é mergulhado se sua
imagem é mergulhada para uma vizinhanca de p suficientemente pequena.

Teorema 6.4. (Formula de Jorge-Meeks) Seja X : R — E uma superficie minima reqular
completa de curvatura total finita fR KdA. Se os fins de R sao mergulhados, entdo

deglg) =k +5 -1,
onde k € o género de R = R\ {p1,p2, -+ ,ps} € 5 € o niimero de fins.
Demonstragao. Vide [6]. O

Exemplo 6.1. O catendide € um exemplo de superficie minima, cujos dados de Weiers-
traf$ sao g = z, dh = dz/z, e a superficie de Riemann compacta é C. O catendide possui
dois fins, nos pontos pg =0 e p; = o0.

Um calculo simples mostra que a imersao minima do catenodide é dada por

X(x,y)z( G fp— 2+y,21n(\/m)>.

w?2+y? at+y

De fato,
2X(p) = Re ["(1—zL+4iz2)%&
Re{(= — z, = + iz, 2logz)}
(ﬁ — T, me Y 2ln(\/x% + y?)).
A func@o g é a projecio estereografica da aplicacao normal de Gauk N : R — S? da
imersao minima X, isto é,

N = W(ZRe{g}, 2Im{g}, lg* = 1).

Ela é um recobrimento (ramificado) de C. Além disso, [ KdA = —4mdeg(g).
O elemento de reta ds de X : R — E é dado por

1 1
ds = - +—) dh),
5 (14 ) an

e a curvatura Gaussiana é dada pela seguinte férmula:

b= ‘<|g| +21/|g|>4 i

dh
Teorema 6.5. Se o ¢ uma curva em X (R) entao vale:

2

i) o € assintdtica se, e somente se, %(0’) -dh(o’) € iR;
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ii) o € principal se, e somente se, %(0’) -dh(c’) € R.

Demonstragao. Vide [15]. O

Observagao 6.1. Se uma curva € invariante por isometria em uma superficie, entdo esta
curva € uma geodésica. Agora, suponha que em uma imersao minima F : @ — R3, Q C C,
com dados de Weierstrafy (g,dh) tenhamos uma curva o : I — Q com g o o meridiano
ou equador de @, e dh o o meridiano principal. Pelo Principio de Reflexdao de Schwarz
em C, temos que {a} = «(I) € arco de circunferéncia, ou segmento de reta. Assim,
reflexao por {a} mantém invariante a Primeira Forma Fundamental, donde € isometria
de S = F(Q),e portanto o € geodésica. Além disso,

d 'R
& dh e { ey
g R.

Finalmente, por um resultado cldsico da Teoria de Superficies Minimas, seque-se que:

(a) Nas condi¢oes do Teorema 6.5(1),temos « geodésica, se e somente se, a € reta;
(b) Nas condigoes do Teorema 6.5(ii),temos « geodésica, se e somente se, « € plana.

O teorema 6.5 nao exige que « seja geodésica.

Teorema 6.6. Seja 0 uma curva analitica em R tal que g(o) estd contida em wm meri-
diano ¢“R ou no equador S*, e dh(c') C R ou dh(c’) C iR. Entdo o é uma geodésica de
R e uma linha de simetria.

Demonstragao. Vide [9]. O

Teorema 6.7. (Principio da Reflexao de Schwarz) Toda linha reta (respectivamente, geo-
désica plana) numa superficie minima € uma linha de simetria rotacional(respectivamente,
simetria especular) da superficie.

Demonstragao. Vide [15]. O

6.2 Exemplo de superficie minima

Considere a superficie da Figura 6.1, que chamamos campo de catedides. Trata-se de uma
familia de superficies minimas duplamente peridédicas, cujos membros denotamos por M.

Apresentamos a seguir a construcao de M. Para a obtencao desta superficie, utilizamos
o método da construgdao reversa desenvolvido por Hermann Karcher na década de 80 (vide
[1]). Seu método consiste dos seguintes passos:

1. Esbogo da Superficie Minima M;
2. Compactificagao M de M,
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SN \ee

N

Figura 6.1: Um campo de catendides.

Hipoteses de Simetria;

Equacéo Algébrica de M:;

Obtencao dos Dados de Weierstrak de M;

Verificacao das Involucoes de M e das Simetrias das Hipoteses;
Analise dos Periodos;

Verificagao do Mergulho da Peca Fundamental.

O NSO W

Consideramos uma superficie topoldgica que admita uma estrutura Riemanniana e
seja isometricamente imersa em R3 com as seguintes propriedades: 1) a superficie imersa
é minima; 2) ela é gerada pela rota¢ao em torno de um segmento de reta junto com um
grupo de translacao horizontal, ambos aplicados sobre uma pec¢a fundamental P, onde P
é uma superficie com bordo e um fim catenoidal; 3) A projegdo de 0P ortogonalmente
sobre x3 = 0 consiste de um quadrado ) conforme a Figura 6.2(a).

Consideramos os eixos Oz; e Oxy conforme a Figura 6.2(b) e definimos z3 = x; A
T9. Podemos interpretar P como sendo a metade de um catenoide apoiado sobre um
quadrado. Observa-se que, para a superficie quocientada pelo seu grupo de translagao,
0 seu topo catenoidal e a sua base catenoidal nao se encontram no mesmo eixo. Esta
superficie duplamente periddica possui auto-intersec¢oes, mas elas ocorrem somente nos
fins catenoidais.

Considerando o quociente de M pelo seu grupo de translagoes, seguido da compacti-
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(a) (b)

Figura 6.2: a) o quadrado Q; b) a superficie compactificada M.

ficagao dos seus fins catenoidais (T'C' - catenoide topo e BC' - catenoide base), obtemos
uma superficie topolégica compacta, que denotamos M (vide Figura 6.2(b)). Desta figura
vemos facilmente que o género de M é 1, ou seja, M é um toro.

Até aqui, completamos os itens 1 e 2 do método de Karcher. Para o item 3, vamos
assumir que os trechos A — B formam as retas da superficie, enquanto que os caminhos
B —TC e A — BC estao contidos em planos paralelos ao plano x; = x5, e os caminhos
B — BC e A — TC estao em planos paralelos ao x1 = —x».

Uma vez que as rotagoes de 180° em torno dos trechos A < B fixam cada qual apenas
uma componente conexa de M, este toro é rombico. Note que o correspondente reticulado
I" de M ndo € paralelo aos eixos Oz 2, mas sim rotacionado de 45° em relagao a estes eixos.
Além disso, as reflexoes nos caminhos B — TC' — Be A — BC — A fixam estas duas
componentes conexas, donde temos que o toro também é retangular. Consequentemente,
M & um toro quadrado.

A
B 4 B L B 7C
BC TC BC 7C
[ ] [ J [ ]
BC
) B 4 B 4 A A
7C 5G 7C TC
[ ]
TC - TC
B A B A B X,
TC
°BC TC *B3C i
4 B A B A

Figura 6.3: Superficie compactificada M.

Argumentos analiticos também irao mostrar que trata-se de um toro quadrado.

Do Capitulo 5 vimos que existe uma funcao « definida no toro, que assume os valores
descritos na Figura 6.4(a). Seus pontos de ramo sao indicados por m, ¢ 6 € (0,7/2).
As retas pontilhadas cobrem S! € C. Observe que o toro é quadrado se, e somente se,
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0 1 =« -1 0 7C B C
-] *e*ie - {_ff _____ -

PR | (I 2 U DR 5 ,
R T LA e

0 Lo de L o o ’ .

(a) (b)

Figura 6.4: a) Valores de v; b) Correspondéncia de pontos de M no toro.

0 = w/4. Uma equacao algébrica para este toro é dada por

N
(l) = ¢y (72 +77% —2cos 29) , ¢ > 0.
fy

Tomando uma curva ((t) no toro que parametriza a diagonal do plano complexo
quando aplicada a v, ou seja, v(B(t)) = e™/4t, =1 € (—1,1), temos

d d . .
/ M-8 = = " _ 2 z7r/4t _ z7r/4‘
F(B(0) - 5 (0) = S ((50) = (/') = e
Portanto, +/(8(t))?5'(t)? = i.
Observe a proxima figura.
a) b)

Figura 6.5: a) Curva [ sobre o toro; b) imagem de (3 por 7.

Como f3(t) é uma parametrizacao de uma diagonal do toro, temos que 3'(t) = f(t)e~""/4
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onde f(t) é uma funcao real. Deste modo:

YAHBW) B =i e APB) - ) (—i) =

& A2(B() = f‘(lt) cR_

& (1) €iR.

Assim, (%)2|g(t) € iR, . De fato
7V(B(t) € iR = ~*(3(t)) € R,

Y(B(t) = ™1t = *(B()) = it?,

logo, (%)2|/5(t) € iRy. Mas (v + 72 — 2cos20)|5n € iR, se, e somente se, § = /4.
Dessa forma, o toro é quadrado.

Até aqui, completamos os itens 3 e 4 do método de Karcher. Vamos agora partir para
o item 5, que é a obtencao dos dados de Weierstraf de M. Como a aplicacdo ¢ é a projecio
estereogréfica da aplicagao de Gauls em M, observando a Figura 6.1 vemos que M possui
vetores normais unitarios verticais em A, B,TC ¢ BC. Se fixarmos g({BC,TC}) = 0
temos g({A, B}) = co. Como o género de M é 1 e o nimero de fins do quociente de M
pelo seu grupo de translagao é 2, pela formula de Jorge-Meeks temos

deg(g) =k+s—1=14+2-1=2,

e estes sao os Unicos polos e zeros da g, todos simples.

Figura 6.6: Vetores normais unitérios.

Como g e vy possuem exatamente os mesmos polos e zeros, entao g = ¢;y com ¢ € C*.

No caminho T'C' — B o vetor normal ¢ paralelo ao no plano z; = x9, logo ¢({7C —
B}) € €'iR, enquanto que 7 é real positiva neste caminho. Assim, uma equacio algébrica
para g é dada por

i /4

g=ce"'"y, c>0.
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Para determinarmos uma equacao da diferencial dh observamos que, do Teorema 6.2,
se M é a imersao minima completa de M \ {BC, TC}, entdo todos os zeros e pdlos de dh
sao determinados pelos polos e zeros da g dependendo dos pontos regulares e fins da M.
Com isso, observamos que dh({A, B}) =0 e dh({BC,TC}) = co. Como

—x(M) = deg(dh) = no. zeros — no. pélos,

a analise esta concluida. Agora, dvy/+' representa uma forma holomorfa no toro. Entao,
da Figura 6.7 obtemos
dh = Co l . d—fz/
v
Observamos que, como dh é uma forma e sendo dvy/+" uma forma holomorfa ela nao
possui zeros nem poélos a equacao anterior esta bem definida.
Agora para escolha de ¢y observemos que queremos que a imersao minima de 3(t) em
R3 seja uma reta horizontal, pois elas representam as retas onde a terceira coordenada da
imersao é zero. Deste modo, devemos ter Re fﬂ(t) dh = 0, ou seja, dh|g) € iR. Assim,
escolhemos a constante de proporg¢ao igual a 1, pois qualquer outro real s6 reescalonaria
a superficie, com ou sem inversao pela origem. Logo,

, C2 e C".

1 d
dh ==~ =1
Yy
T 0 T ®©
,,,,,,, *,,,,,,,,,,,,,,*,,,,,,,
: © 3 0
,,,,,,, A N

Figura 6.7: Zeros e polos de 1/7 e dh.

De posse destas informagoes, definimos M como a imersao minima completa em R3

de M \ v~ 1({0}), sendo que a equacao algébrica de M é dada por (v'/7)? =%+ 1/92, e
: d
os dados de Weierstraf da superficie estdao definidos por g = ce’™*~, ¢ > 0, e dh = l/
7Y

Estamos agora no item 6 do método de Karcher, a verificacao das hipoteses de simetria.
Para a curva ((t) vimos que dh|gy) € iR e g|gw) € iR. Do Teorema 6.6, temos que 3 ¢
uma geodésica e uma linha de simetria. Do Teorema 6.5, a imersao de ( representa uma
reta na superficie, pois d?gdh| 3t € iR,

De fato, v(3(t)) = e™/*, t=1 € (—1,1), como g = ce'™*y, ¢ > 0 e dh = %, mas
dh‘g(t) € ’LR

9(B(1)) = ce™ 1y (B(t)) = ce™ e/,
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9(B(1)) = ce'™?t = cit,

assim, dg = ct

1 e/ Adt ,
dhls) = cin/at v (B(1)) € R,
dg cl dt
“dh S —
g 0 = G S )

portanto %"dhm(t) € 1R.
Para o caminho A — T'C' tomemos p(t) = it,t € R. Se verifica que 7'| ;) € R pois:

Ap(t) = it,t € R,

d .
7V (1)) - P (1) = — (v(p(1))) = i,
portanto 7/ (p(t))? - p'(t)> = —1, por outro lado, como p é uma parametrizacao do eixo

imaginario do toro, temos
Pt)=s(t) €iR=s*(t) eR_,

assim /(p(1))? = 535 € R+, logo 7/(p(t)) € R.
Além disso, dh|,q) € R e g|,u = ice’™t. De fato,

dry 7 1
dh|ppy = — = — - € R,
O 9y ity (p(h))
e
g=ce™y ¢>0,

g(p(t)) = ce™*(p(t)) = ice™*, t € R,

donde temos um meridiano. Assim, p é uma geodésica e linha de simetria.

Como
g(p(t)) = ce'™it, t € R,
dg = ce'™ 4,
logo
dg ce'™ /4 1
—dh = ——7——dh = —dh € R,
9 |p(t) cein/4t ’p(t) P ‘p(t)

daqui a imersao ¢ uma curva plana (i.e uma geodésica de Reflexao).
Por argumentos analogos pode-se provar que todas as demais simetrias se verificam.
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Fazemos agora a analise para o caminho A — BC tomamos p(t) =t € R, se verifica
que ¥'|,) € R. De fato
p(t)) =t, tER,
1
V(1)) (1) = —(v(p(t))) = 1,
Portanto 7/ (p(t))?0'(t)? = 1.
Por outro lado, como p é uma parametriza¢ao do eixo real do toro, segue que p/(t) =

s(t) € R. Deste modo
1
/ t 2 - R
Y (p< )) S(t)2 € Ry,

donde /|, € R. Além disso dh|,u) € R, ja que

d 1 1
h_l_Ll_ g
oot Y(p(t))

e gy = ce™*(p(t)) = ce’™/*t, donde temos um meridiano.
Assim, p é uma geodésica e linha de simetria. Como

dh|p(t) =

glp(t)) = ce™*t, t € R,
dg = ce™*,
dg Ceifr/4
;dh|p(t) - mdhlp(w €R,
a imersao ¢ uma curva plana (i.e uma geodésica de reflexao).

Para toda curva fechada em M \ {BC,TC}, analisemos o vetor periodo Re § ¢;23,
item 7 do método de Karcher.

Tomando uma curva fechada simples em M \ {BC,TC} em torno de T'C, esta é
homotodpica a uma curva simétrica em relacao aos trechos A — T'C' e B — T'C. Portanto,
deve ser ortogonal a ambos os planos que contém estas curvas. Como estes planos sao
perpendiculares, temos que Re § ¢123 = 0 sobre esta curva. De forma analoga ¢ possivel
mostrar que Re ¢ ¢y 23 = 0 sobre curvas fechadas simples em M \ {BC,TC'} em torno de
BC. Para isto observamos a figura 6.8

Considere a curva ¢ homotoépica a B — TC — B, com desvio em TC', descrita na
Figura 6.9. Observe que o trecho B — A é simétrico pela geodésica planar BC' — T'C,
donde Re [,_, ¢13 = 0. Por outro lado, sendo que g = ce™™/*y, dh = f;—?y ey?=~"+1,
temos

ct + (et)™H)dt
t(tt —1)1/2

Re Oy = 2Re/ i(g! —|—g)dh|7(t):te_i% = :|:2/ (
B—A 1 1

70,

o que nos da um periodo na direcao de Ox.
Consideremos agora a curva ¢ homotopica a B — BC — B, com desvio em BC),
descrita na Figura 6.10, da mesma forma temos que o trecho A — B é simétrico pela
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plano de simetria
X(g.dh)

geodésica de reflegdo /\

- 0
O LK\N

vetor de periodo
/
/ )Z\V: 70 /
/

Figura 6.8: Planos de Simetria.

geodésica planar TC' — BC, donde Re [ g P23 = 0. Assim também temos um periodo
na direcao Ox.

Como provamos anteriormente que A — TC é uma geodésica de reflexdao, temos
|Re [, .51l = |Re [, , ¢2| = A. Portanto, |Re [, 0 p®12] = AW2 # 0. Por causa
das simetrias que provamos existir, também temos |Re || BpCcp P2l = 2.

Dessa forma, a superficie é duplamente periddica.

Finalmente, mostremos que a peca fundamental da imersao é mergulhada, ultimo item
do método de Karcher.

O objetivo é verificar que as auto-intersecoes de M ocorrem somente nos fins catenoi-
dais.

Considere a regiao R descrita na Figura 6.11. A imagem D desta regiao pela apli-
cagdo g é um setor do plano complexo descrito na Figura 6.12(a). Como g é a projegao
estereografica da normal de Gauf, temos que N(R) esté totalmente contida em um dos
hemisférios de S?. Da imagem D, concluimos que a restri¢ao de (3, z3) ao interior de R
¢ uma imersao, cuja imagem esté descrita na Figura 6.12(b).

Com mencionamos anteriormente, P é a peca fundamental de M. A regiao hachurada
na Figura 6.13(a) representa a imagem pela imersdo minima do dominio fundamental R,
descrito pela Figura 6.13(b).

Observe que o toro é dividido em 16 regioes que sao congruentes a R e, por sua vez, a
peca fundamental também possui 8 regides que s@o obtidas da regiao hachurada (Figura
6.13(a)) através de simetrias da superficie. Como o quociente de M pelo seu grupo de
translagao é gerado por P e a sua imagem por uma rotacao de 180°, também obtemos 16
subregices que formam este quociente.

Como ¢ ¢ uma aplicacdo aberta dada por g = ce™*, ¢ > 0, g aplica R na regido
descrita pela Figura 6.12(a). De fato, seja 14 (t) uma curva no toro que descreve o caminho
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,
N //
TC B R

TC B TC

Figura 6.9: Periodo ao longo da curva o.

TC — A. Logo, v(v(t)) = —it, t € R;. Aplicando esta curva em g obtemos
g (t)) = ce't (v (t)) = ce't - (—it) = ce i t.

Tomando 1v5(¢) uma curva no toro que descreve o caminho 7TC' — E, de modo que
Y(va(t)) = e7"it, t € [0,1], obtemos

g(1a(1)) = ce'T y(ry(t)) = ce't e it = ct.

Analogamente, se v3(t) descreve o caminho E — A, entdo v(v3(t)) = e~%9 ¢, t € [1, 00],
donde temos
g(vs(t)) = ce'T y(vs(t)) = ce't e it = ct.

Como g é aberta, mas tem grau 2, entdo g(R) s6 pode ser a regiao indicada na Figura
6.12(a). Assim, N(R) esta contido num hemisfério, ou seja, existe uma diregdo em que a
projecao ortogonal do dominio fundamental é uma imersao, e por conveniéncia tomamos
na diregao de Oxz;. Dessa forma, (z3,23) : R — R? é uma imersao quando restrita ao
interior de R.

A projecao do dominio fundamental no plano x; = 0 possui duas alternativas que
estao indicadas na Figura 6.15.

A curva TC' — A é convexa. De fato, apresentamos na Secao 1 deste capitulo a
formula da curvatura gaussiana para superficies minimas. Assim, K = 0 se, e somente se,
dg se anula em T'C' — A. Vemos que isto nao ocorre na curva 1'C' — A.

Basta observarmos que deg(dg) = —x;; = 0, e que dg possui dois polos com multipli-
cidade dois, logo o nimero de zeros de dg é quatro.
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TC B C B

e B Té """""" B

Figura 6.10: Periodo ao longo da curva o.

TC B TC
A C A Xy
X1

TC B TC

Figura 6.11: Dominio R.

Também, para o caminho 7C' — BC, além de ¢g({T'C, BC}) = 0 temos ¢g(TC —
BC) C e"iR,. Logo existe um ponto em 7'C' — BC com dg = 0. Pelas simetrias da
superficie, este ponto é aplicado sobre outros trés pontos que também sao zeros da dg.
Portanto, a curvatura em TC' — A nunca se anula, sendo esta curva convexa.

Como TC — A é uma geodésica planar e, portanto, uma linha de curvatura, os
contornos da Figura 6.15 estao coerentes. Uma vez que (x2, z3) é uma imersao, ela é uma
aplicacdo aberta e continua, logo s6 pode realizar o contorno da Figura 6.15(a).

Dessa forma, (x2, z3) é uma imersao cujo contorno é uma curva mondtona, ou seja, uma
curva C'! por partes tal que seu vetor tangente se anula apenas para um conjunto discreto
de pontos. Além disso, a regiao é simplesmente conexa. Assim, (z1,2,23) : D — R? ¢
um grafico e, consequentemente, ¢ um mergulho.

Assim, as reflexoes no dominio fundamental sob a superficie geram a pecga fundamental
P, que nao possui auto-intersecoes e, as interse¢oes de M s6 ocorrem nos fins catenoidais.
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(a)

(b)

Figura 6.12: a) imagem D = g(R); b) projecao (2, x3)|r.

Figura 6.14: N(R) contido em um hemisfério da esfera.
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N N
TC TC TC TC

N N
A E “x A E “x

(a) (b)

Figura 6.15: Possiveis proje¢oes do dominio fundamental em x; = 0.

Figura 6.16: Dominio fundamental.
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