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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é generalizar um artigo de Pedro Pergher,
especificamente o artigo A Z,-index homomorphism for Z,-spaces Houston J. Math.
31 (2005) N. 2 305-314 |7], trocando o grupo ciclico Z, por um abeliano finito
qualquer. No artigo em questao, P. Pergher construiu um homomorfismo indice as-
sociado a Z,-espacos, ou seja, espagos topoldgicos X equipados com acoes livres do
grupo ciclico Z,. Tal homomorfismo tem como dominio a homologia equivariante de
X com coeficientes em Z,, e tem valores em Z,. Nossa construcao estende a cons-
trugao de P. Pergher para grupos abelianos finitos arbitrarios GG, de tal sorte que, de
maneira similar, nosso homomorfismo tem como dominio a homologia equivariante
de X com coeficientes em G, e tem valores em G. Quando restrita a G = Z,,, nossa
construcao coincide com a de P. Pergher. Sera visto que tal homomorfismo possi-
bilita a obtencao de um resultado tipo Borsuk-Ulam, concernente a existéncia de
aplicagoes equivariantes conectando dois G-espacos submetidos a certas hipdteses
topologicas e homolégicas, quando o grupo G possui 2¢ elementos, com ¢ impar.

No tltimo capitulo do trabalho, detalhamos um resultado muito recente de
Ikumitsu Nagasaki, Tomohiro Kawakami, Yasuhiro Hara e Fumihiro Ushitaki, o qual
também prova nosso resultado tipo Borsuk-Ulam acima citado, usando a homologia

de Smith, e de tal sorte que todos os valores de p sao cobertos.



Abstract

The main objective of this work is to generalize an article of Pedro Pergher,
specifically the article A Z,, - index homomorphism for Z,-spaces - Houston J. Math.
- 81 - (2005) - N. 2 - 305-314 |7], replacing the cyclic group Z, by any finite abelian
group. In his article, P. Pergher constructed an index-homomorphism associated
to Z,-spaces, that is, topological spaces X equipped with free actions of the cyclic
group Z,. This homomorphism has as domain the equivariant homology of X with
Z,-coefficients, and Z, as target space. Our construction extends the construction
of P. Pergher for arbitrary finite abelian groups GG, in such a way that, similarly, our
homomorphism has the equivariant homology of X with G-coefficients as domain,
and G as target space. When restricted to G = Z,, our construction coincides
with the Pergher index. It will be seen that our homomorphism allows achieving
a Borsuk-Ulam result, concerning the existence of equivariant maps connecting two
G-spaces subject to certain topological and homological conditions, when G has 2q
elements with ¢ odd.

In the last chapter of the work, we detail a very recent result of Ikumitsu
Nagasaki, Tomohiro Kawakami, Yasuhiro Hara and Fumihiro Ushitaki, which also
proves our result of Borsuk-Ulam type above mentioned, using the Smith homology,

and in such a way that all values of p are covered.
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Introducao

Na literatura matemética, o termo “indice” aparece em vérios contextos, com
miultiplos significados. Em um deles, o “indice” configura-se como sendo algo associ-
ado a pares (X, ¢), onde X é um espago topologico e ¢ uma agao de um grupo G em
X. Especificamente nesse caso, o “indice” de uma agao (X, ¢) seria algum elemento
obtido através de algum functor algébrico associado a (X, ¢), de tal sorte a ser, em
algum sentido, invariante sob o efeito de aplicagoes G-equivariantes. Nessa direcgao,
um dos mais antigos trabalhos a tratar de tal conceito é “On the theorems of Borsuk-
Ulam, Yang, Kakutani - Yamabe - Yujobo and Dyson”, I - Annals of Math. - 1954,
de C. T. Yang [9]. Com o intuito de estudar certos teoremas tipo Borsuk-Ulam,
Yang introduziu nesse trabalho uma ferramenta dada por um certo homomorfismo
vix,r) © Ho(X,T) — Zy, onde X é um espaco topologico equipado com involucao
livte T : X — X, e H,(X,T) é a enésima homologia equivariante do par (X,7T); o
homomorfismo em questao é “invariante sob o efeito de aplicagoes equivariantes”, o
que significa neste caso que se (X, T) e (Y, S) sdo dois espagos com involugoes livres
e f:(X,T) = (Y,S) é uma aplicagdo equivariante, entdo v(y,s)(f«(§)) = vix.1)(§),
para todo £ € H,(X,T), aqui f, sendo a induzida por f na homologia equivariante.
O “indice” do par (X,T') é definido, entdo, como sendo o maior natural n tal que
vxa(Ha(X, T)) # 0.

No artigo “A Z,-index homomorphism for Z,-spaces” - Houston Journal of
Mathematics - 2005 [7], inspirado no trabalho acima de C. T. Yang, P. Pergher
estendeu a construcao do homomorfismo vy ) mencionado acima para pares (X, T),

onde X é um espago topologico e T : X — X é um homeomorfismo de grau p (ou
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seja, TP = Idx ), gerando uma agao livre de Z, em X. Especificamente, P. Pergher
construiu um homomorfismo v(x 1) : H,(X,T) — Z,, onde H,(X,T) é a enésima
homologia Z,-equivariante do par (X, T'), de tal maneira que, como no caso p = 2, se
[ (X, T) = (Y,S) ¢ uma aplicagao Z,-equivariante, entao v(y,s)(f«(£)) = vx.1)(§),
para todo £ € H,(X,T). No entanto, embora totalmente inspirada no caso p = 2,
a extensao da construgao de v(x,r) para p > 2 nao ¢ tao automaética a partir da
correspondente construcao para p = 2.

A construcao do referido Z,-indice possibilitou algumas aplicacoes. Uma delas

refere-se a mostrar que, sob certas circunstancias, a Z,-homologia singular do espago

X

7 ¢ nao nula. Especificamente, é conhecido o fato de que a Zjy-homologia

de oOrbitas
singular dos espagos projetivos reais RP(n) é nao nula até a dimensdo n. Com o
Z,-indice acima, foi possivel mostrar que, se p = 2¢, com ¢ impar, e se X tem Z,-
homologia singular nao nula até a dimensao n—1, entao % tem Z,-homologia singular
nao nula até a dimensao n. Outra aplicagao tem a ver com uma generalizagao do
tradicional teorema de Borsuk-Ulam. Uma das formulacoes deste é a seguinte: se
f 8™ — S™ é uma aplicacao continua e equivariante com respeito as antipodais,
entao m > n. Por outro lado, quando m é impar, é conhecido o fato de que a esfera
m-dimensional S™ pode ser equipada com um homeomorfismo padrao de grau p,
T:85m = 8™, o qual gera uma acao livre de Z, em S™. Neste contexto, surgem
naturalmente as seguintes questoes: ¢ possivel estender o teorema de Borsuk-Ulam
para p > 27 Até que ponto a geometria das esferas equipadas com as aplicagoes
acima é ou nao fundamental para o resultado(no sentido de substituir-se esferas por
espagos topologicos mais gerais equipados com agoes livres de Zj)?

Na linha acima, o Z,-indice possibilitou a obtengao de um teorema tipo Borsuk-
Ulam, concernente a existéncia de aplicagoes equivariantes entre espacos topologicos
X e Y, equipados com acoes livres de Z,, com p = 2q, ¢ impar, e sob certas
hipoteses topologicas e homologicas de X e Y, as quais situam o resultado como

uma generalizagao do Teorema de Borsuk-Ulam.

O objetivo desta dissertacao ¢ generalizar a construgao do Z,-indice de P.
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Pergher para grupos abelianos finitos arbitrarios, o que se caracteriza como um
resultado original. A construcao deste G-indice possibilita estender o resultado
acima, tipo Borsuk-Ulam, para o contexto de G-agoes livres, onde G é um grupo
abeliano finito arbitrario. Em linhas gerais, todos os resultados do artigo |7] de P.
Pergher relativos a Z, podem, como sera visto, ser obtidos para tais G-acoes. Nota-
se que no resultado tipo Borsuk-Ulam acima mencionado os valores abrangidos pelo
teorema sdo p = 2¢, com ¢ impar. O argumento usado em [10] e em nosso trabalho
nao possibilita a obtencao do resultado para outros valores de p.

Recentemente, tivemos acesso ao artigo “The Smith Homology and Borsuk-
Ulam Type Theorems” - Far East Jornal of Mathematical Sciences(FJMS) - 2010
de Tkumitsu Nagasaki, Tomohiro Kawakami, Yasuhiro Hara e Fumihiro Ushitaki [2],
onde o resultado tipo Borsuk-Ulam de P. Pergher é obtido usando outras ferramen-
tas, especificamente a homologia de Smith e inclusive, abrangendo os valores de p
nao cobertos pelo nosso trabalho. Nesta dissertacao explicaremos em detalhes tal
resultado de [2].

A redacao desta dissertacao esté organizada em 4 capitulos. No Capitulo 1,
juntamos o que julgamos ser os pré-requisitos necessarios para a compreensao do
texto. No Capitulo 2, damos a constru¢ao do homomorfismo Z,-indice j& mencio-
nado. No Capitulo 3, detalhamos a constru¢cao do homomorfismo G-indice menci-
onado e damos uma demonstragao para o resultado tipo Borsuk-Ulam no contexto
de G-agoes livres com G um grupo abeliano finito, e no capitulo 4, detalhamos as

construgoes do artigo [2].



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes, notagoes e alguns resultados neces-
sarios ao desenvolvimento deste trabalho, referentes ao conceito de acoes de grupos

em conjuntos. Também apresentaremos o Teorema Fundamental do Levantamento.

1.2 Acoes de grupos em conjuntos

O objetivo desta segao é definir o conceito de agoes de grupos sobre conjuntos

e apresentar algumas propriedades bésicas a esse respeito.

Definigao 1.2.1. Sejam (G, *) um grupo com elemento neutro e € G e X um
congunto qualquer. Uma acao de G em X € uma funcao ¢ : G x X — X, que a

cada para (g, ) associa o elemento ¢(g,x) € X satisfazendo, para qualquer x € X

eg,heq:
(i> ¢<€7 1‘) =
(ii) ¢(g,0(h, x)) = d(g * h, z).

Dizemos entao que X € um G-espaco a esquerda.

1



Definicao 1.2.2. Seja X um G-espaco, onde G é um grupo finito. Dizemos que G
atua livremente em X se ¢(g,z) # x para todo x € X e todo g € G, g # e.

Exemplo 1.2.3. Dado X um conjunto qualquer, consideremos uma aplicagao T :
X — X satisfazendo TP = Idx, onde p € um numero natural qualquer. Seja ¢ :
Zy, x X — X definida por ¢(n,z) = (T)*(x), para todon € Z, e v € X. Temos

entao que T dd origem a uma acao de Z, em X.

Exemplo 1.2.4. Consideremos X = S' x St = {(21,22) € C?/|z1| = |2o| = 1}.

Sejam wy,wy € S' elementos correspondentes, respectivamente, aos dngulos 2?” e

27”, ou seja, wy = COS(%F) + isen(%ﬁ) e wy = cos(%”) + isen(%”). Podemos observar
que wy e wy nduzem funcoes Ty, Ty : C* — C? dadas por Ti(z1,22) = (w121, 29)
e Ty(z1,22) = (21,we22), respectivamente. Observe que TV (z1,22) = Id(z1,22) e
T3 (21, 22) = Id(z1,22). Como |wiz] = |wi||z] =1 e |wez| = |wsl|z| = 1, temos que
Ti(S'x S1) € St x St e Ty (S x S1) € S x S. Portanto, T} : S' x ST — ST x St e
Ty : S'x St — S x St estio bem definidos. Note que T1oTy(21,22) = T1(21, wa29) =
(w121, wez29) = To(wyz1,29) = Ty 0 Ti(21, 22), e portanto Ty e Ty comutam. FEntao,
como no exemplo anterior, temos que Ty e Ty dao origem a uma agao de Z, ® Z,

em St x St

Este exemplo se generaliza. Sejam pq,ps,...,ps inteiros positivos nao neces-

27i

sariamente dois a dois distintos. Considere os ntimeros complexos w; = e? e as

funcoes T; : C* — C*, i =1,..., s, definidas por

Ti(xy, oo @iy ooy s) = (T1y oo T, Wiy, Tig 1y - - -, Ts)-
Assim, se z = (11, 2a,...,7s) € (S1)*, entao
Ti(2) = (T1, .., Ti1, Wiy, Tig1, - - ., T5) € (S1)°.
Deste modo, temos as fungoes T; : (S1)* — (S1)*,4 =1,...,s, com a proprie-

dade de que T}" = Id, Yie T;0T; = T; o T;, Vi,j. Segue entao que Ty, T, ..., T,
geram uma acao de Z,, & Zy,, ® - & Z,, em (S*)*

2



Exemplo 1.2.5. Seja p um nimero primo. Seja X espago topoldgico, e seja XP =
X x---x X (p copias).

Considere T : XP — XP, T(xy,x9,...,2,) = (X2,23,...,2p,21). Como TP =
Id eT" # Id para 1 < i <p—1, T induz uma agio de Z, em X e uma agao livre
de Z, em X —{(x,...,x),x € X}.

Observacao 1.2.6. Se um grupo (G,*,e) atua em um espago topoldgico X e H
for um subgrupo de G, temos que a restri¢io desta ag¢ao a - : H x X — X define

automaticamente uma acao de H em X.

Definicao 1.2.7. Sejam G um grupo e X,Y conjuntos equipados com as agoes
o Gx X =5 X eo: GxY — Y, respectivamente. Dizemos que uma fun¢ao
f: X =Y € equivariante com respeito a tais agoes se f(g-x) = go f(x), para todo

reXeged.

Observacao 1.2.8. Fizados espacgos topologicos X eY , ambos dotados de acoes de
um grupo G, temos o problema da existéncia de aplicacoes equivariantes f : X — Y.
O Teorema de Borsuk-Ulam é apenas um exemplo desse tipo de problema, sendo,
nesse caso, 0s dados particularizados para X = S™, Y = S", G = 7o, € a a¢do Zs

sendo a antipodal.

1.3 O grupo abeliano livre gerado por um conjunto

X com coeficientes em G

Para a definicao da homologia de um espaco topolégico X com coeficientes em
um grupo abeliano GG, necessitaremos da seguinte construcao algébrica geral.

Sejam G um grupo e X um conjunto.

Defini¢ao 1.3.1. Definimos F(X,G) como sendo o espago das fungoes f: X — G

tais que f(x) # e em apenas um subconjunto finito de X, onde e é o elemento neutro

de G.



A soma de fungoes usual em F(X, G), dada por (f+¢g)(z) = f(z)+g(x) torna
F(X,G) um grupo abeliano.
Todo elemento f € F(X.G) pode ser descrito por uma soma formal f =

g121 + goxo + - -+ + gsxs, onde xq1,x2,...,Ts SA0 08 Unicos pontos de X em que

f($>7é€ef($z):gz> 2.:17"'75'

1.4 O teorema fundamental do levantamento

Teorema 1.4.1. Sejam p : X = X um recobrimento, Y um espago conexo e local-
mente conexo por caminhos, yo € Y, Ty € X e xo = p(To) . Dada uma aplicagdo
continua f :'Y — X, com f(yo) = xo, existe um levantamento ]7: Y = X com

f(yo) = o se, e somente se,

f*(ﬂ—l(yv yO)) - p*(ﬂ-1<)~(a f{)))



Capitulo 2

O homomorfismo Zp—indice

Seja (X, T) um Z,-espago, isto é, um espago topologico X qualquer equipado
com uma aplicacao continua T : X — X de grau p, tal que a correspondente agao
de Z, em X seja livre. A finalidade principal deste capitulo sera a construcao de
um homomorfismo graduado J, : H.(X,T) — Z,, r > 0, o qual denominaremos
homomorfismo Z,-indice. Tal indice ¢ uma generalizagao para p qualquer do Zo-
indice de Yang introduzido em [9] para p = 2. Aqui, H,(X,T') é a r-ésima homologia
Zy-equivariante do par (X, 7). O termo “indice”, aqui utilizado, vem do fato de que o
homomorfismo em questao é invariante sob o efeito de homomorfismos induzidos por
aplicagoes equivariantes. O material desse capitulo é uma condensacao do artigo [7],
de P. Pergher, e sua apresentagao visa motivar a principal parte de nosso trabalho,
contida no Capitulo 3, onde a construcao de Pergher sera generalizada para G, um

grupo abeliano finito arbitrario.

2.1 A homologia Z,-equivariante associada ao Z,-

espago (X, T)



Seja X um espaco topolégico e suponhamos 7' : X — X uma aplicagao conti-

nua de grau p tal que a correspondente agao de Z, em X seja livre.

Tomando o complexo de cadeias singulares com coeficientes em Z,

e S (X,Z,) P 5(X,Z,) 2 S (X, Z) — -

Y

podemos entao considerar os homomorfismos induzidos a nivel de cadeia T : S, (X, Z,) —
Sn(X,Z,), o qual é definido nos geradores por Tx(¢) = T o ¢. A partir de entdo,
consideraremos um subconjunto especial de S, (X,Z,), de acordo com a seguinte

definicao:
Definicao 2.1.1. Definimos

Sn(X,T) ={a € 5u(X,Zy); Ty(a) = a} C Su(X,Zy).
Teorema 2.1.2. S,,(X,T) é um submddulo do Z,-mddulo S, (X,Z,).

Observacao 2.1.3. O submddulo S, (X,T) serd denominado de submodulo das

(T, n)-cadeias.

Teorema 2.1.4. Para qualquer n > 0, vale 0,(5,(X,T)) C S,—1(X,T), e portanto
{Sn(X,T), O} € um complezo de cadeias.

Definicao 2.1.5. Definimos
Zn(X,T) = {a € Su(X, Zp); On(r) =0}
como sendo o submoédulo dos (T, n)-ciclos e
Bu(X,T) = {a € Su(X,T); @ = 0n11(B), para algum 5 € S,11(X, T)}
como sendo o submodulo dos (T, n)-bordos.

A homologia do complexo de cadeias acima sera chamada homologia Z,-equivariante
associada ao Zy-espago (X, T) e sera denotada por H,(X,T). O enésimo modulo

Z.(X.T
de homologia de (X, T) é dado entao por H,(X,T) = %



Observagao 2.1.6. Observemos que Z,(X,T) = Z,(X,Z,) NS, (X, T); temos tam-
bém que B, (X,T) C B,(X,Z,) N S(X,T), mas nao necessariamente By, (X, Z,) N
Sn(X,T) C B,(X,T), pois se a € Sp(X,T) e a = Op11(f), com € S, (X,Z,),
pode ser que a nao seja imagem de uma (T,n + 1)-cadeia. Isso significa que
existe a possibilidade de Z,(X,Z,) = B,(X,Z,) e portanto H,(X,Z,) = 0, mas
B.(X,T) # Z,(X,T), e nesse caso teriamos H,(X,T) # 0.

Suponhamos que (X,T) e (Y, S) sejam Z,-espacos e f : (X,T) — (Y, 5) seja
uma aplicac@o continua equivariante, e consideremos fu : S, (X,Z,) = S,(Y.Z,).

Dado a € S, (X, T), temos

Su(fa(a)) = (So flu(a) = (foT)p(a) = fu(Ty(a)) = fu(a).
Deste modo, fu(S,(X,T)) C S,(Y,S) e, portanto, fu define o homomorfismo fy :
Sn(X,T) = S,(Y,S). Como os operadores bordo dos complexos de cadeias S.(X,T)
e 9.(Y,S) s@o restricoes dos operadores bordo usuais e fu : S, (X,T) = S,(Y,S5)
também ¢é uma restrigdo, temos que fu : S,(X,T) — S,(Y,S) continua sendo uma
aplicacao de cadeias. Em particular, temos a induzida em homologia Z,-equivariante

fe: Hy (X, T) — H,(Y,S) para todo n > 0.

Observagao 2.1.7. Podemos estender as idéias acima para pares (X, f), com X
espaco topologico e f : X — X func¢ao continua. De fato, considerando R um anel
comutativo com unidade e definindo S, (X, f,R) C Su(X,R) como S,(X, f,R) =

{a € S,(X,R); fu(a) =a}, temos entao os sequintes teoremas:
Teorema 2.1.8. S, (X, f, R) é um submddulo do R-mddulo S, (X, R).
Teorema 2.1.9. 0(S,(X, f,R)) C Spn-1(X, f, R).
Desta forma, temos um novo complexo de cadeias de R-mo6dulos
o= St (X, £, R) 25 S, (X, £, R) 2 S 1 (X, fLR) — -

A homologia deste complexo seré denotada por H, (X, f, R) e o n-ésimo modulo

Zn X7 I
de homologia de (X, f) é entao H,(X, f,R) = %7

Zn(X, [, R) = {a € Su(X, [, R); On(a) = 0}

onde
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Bn(X7 fv R) = {04 € Sn(Xu f7 R)7 o = an+1(5)7 para algum 6 S Sn-l—l(‘sv f’ R)}

Defini¢ao 2.1.10. Consideremos pares (X, f) e (Y, g), como acima mencionados.
Uma aplicagao continua h : (X, f) — (Y,g) € chamada “permissivel” se satisfizer
hof=goh.

Teorema 2.1.11. Se h : (X, f) — (Y,g) € permissivel, entao o homomorfismo

induzido hy @ Sp(X, R) = S,(Y, R) € tal que hy(S,(X, f,R)) C Sn.(Y, g, R).

Portanto, observamos que é possivel associar o functor homologia a categoria

formada por pares (X, f) e cujos morfismos sdo as aplica¢oes permissiveis.

2.2 O operador 6

Definicao 2.2.1. Dado o Z,-espago (X, T), definimos o operador
0:5,(X,Z,) = Su(X,Zy,)

por

0=TIdy + 1Ty + 175 +--- + 175"

Sendo cada T}, : S, (X, Z,) — Sn(X,Zp), 7=0,1,...,p— 1, uma aplicagao de
cadeias, segue que o operador 6 é uma aplicagao de cadeias, por ser uma combinagao

linear de aplicacoes de cadeias.

Observagao 2.2.2. A fim de simplificar a notagao, salvo quando houver perigo de
confusao com elementos do anel Z, omitiremos a barra dos elementos do anel Z,.
Sendo assim o operador 0 serd definido entao simplesmente por 0 = Idy + Ty +

p—1
T

O resultado a seguir serd crucial para o construcao do homomorfismo Z,-
indice. Ele simplesmente diz que as (T, n)-cadeias constituem exatamente a imagem

do operador 6 acima.



Teorema 2.2.3. 0(5,(X,Z,)) = S,(X,T)

Dem.:

Dado ¢ € S, (X, Z,) uma n-cadeia,

T4(6(c))

Ty(c+ Tu(c) + -+ T4 (c) + T ()
Ty(c) + T3 a(e)+ -+ Ti_l(c) +T%(c)
Ty(c) + T2 G(e)+ -+ Tf[l(c) + Idy(c)
(c)

b

ja que Ty tem grau p. Assim, 0(c) pertence a S,(X,T) e, portanto, Im () C
Sp(X,T).

Reciprocamente, seja a € S,(X,T). Usaremos a representagdo de a como
soma formal, o = r1¢y + ro¢o + - - - + 1y, onde 1; € Zy € ¢; € Cp(X).

Considere o conjunto A = {¢1,¢a,...,¢:}. A pode ser considerado como um
subconjunto de S, (X, Z,), e desta forma, tomaremos a restri¢ao de T : S, (X, Z,) —
Sn(X,Z,) a A.

Afirmamos que Tx(A) C A. Para isso, devemos mostrar que para cada 1 <

i <texiste 1 <j <ttal que Tx(¢;) = ¢;. De fato, Tx(«r) = o implica que
ri(To¢r) +ro(Toda) + - +r(Tod) =rids +radha+ - + iy

Em outras palavras, a funcao Ty () : C,,(X) — Z, é igual a funcdo a : C,, = Z,
considerada logo acima. Segue que para 1 < i <t, (T o ¢;) = r; # 0. Entretanto,
os tnicos elementos nao nulos de C,,(X) que sao levados por a em algum elemento
nao nulo de Z, sao os elementos de A. Portanto, T'o ¢; € A, isto ¢, T'o ¢; = ¢; para
algum 1 < j <¢. Logo, podemos concluir que T (A) C A.

Observe que o j acima é diferente de i, pois se T o ¢; = ¢;, para cada x € A,
terfamos T'(¢;(z)) = ¢;(z) e, portanto, a 6rbita de ¢;(x) correspondente a agao de
Z, em X s6 teria um ponto, contrariando o fato de que a agao ¢ livre.

Mostramos entao que 7% : A — A é uma func@o sem pontos fixos. Mais

ainda, (Tx)? = (IT?)4 = Idy e, desta forma, segue que T define uma acao de Z,

9



em A. Afirmamos que esta acdo é livre. De fato, se (T%)'(¢;) = (T4)’(¢;), entdo
(TH4(9:) = (T9)4(¢:), ou seja, T' o ¢; = T o ¢;. Tomando um ponto z € A,,, isso
significa que T'(¢(2)) = T9(¢;(2)). Como 0 < 1,j < p—1el# j, concluimos que a
orbita de ¢;(z) em X segundo T : X — X possui menos que p pontos, contrariando
o fato de que a agao gerada por 7' ¢é livre. Desta forma, T define uma acao livre de
Z, em A.

Denotemos por 71,7, ..., as orbitas desta acao. Afirmamos que se ¢; e ¢;
pertencem a mesma orbita 7, entao os correspondentes coeficientes r; e r; sao iguais;
em outras palavras, todos os simplexos de uma mesma o6rbita possuem o mesmo
coeficiente. De fato, Tgﬁ(oz) = « para todo 1 < j < p — 1. Consideremos entao a
orbita = {ds, T(e:), T4(di),--., TG (¢} Para 1 <j<p—1,Ty(a) = a
significa que as funcgoes T’ i(a), a: Ch(X) — Z, sao iguais. Em particular, para

qualquer j, 1 < 5 <p—1, vale que

a(Th(¢i) = Th(a)(Th(¢4))
= [MTh(1) + 12T5(60) + - + T4 (0:) + - + 1T (60))(T7 (¢1))
=Ty
uma vez que Ti(gﬁl),Ti(@), LT i(@) ¢ uma cole¢ao de elementos distintos de

Cn(X). Como a(¢;) = r;, segue que
a{es, Tu(di), ..., TH (di)} =14,

como queriamos.

Escolhamos entao, aleatoriamente, um elemento de cada 6rbita, digamos ¢;, €

Y, Giy, € V2,-..,¢;, € Y. Renomeando, se necessario, r;, = v1,15, = V2,...,75, = U,
e ¢y, = [h,,Pi, = Ha,...,0;, = . Pelas consideragoes acima, o pode ser reescrito
como:

a=vi(m +Ty(m) + -+ Ty () + valpa + Ty o) + -+ T4 (o))
oo+ Ty + -+ T5 ()
= 0(vip1 + vapio + - -+ Vi)

0 que prova o resultado.
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Observagao 2.2.4. Na prova do teorema anterior, o elemento d = vy + vapis +
o F oy € Sp(X,Zy) tal que 8(d) = «a foi obtido escolhendo-se aleatoriamente
[; € vy, e denotando-se o mesmo com o coeficiente comum correspondente a orbita
;. Portanto, tal d nao € nico, sendo que as outras possibilidades para d sao
obtidas substituindo-se cada p; por um outro elemento qualquer de v;, ou seja, [;

por Ty (1), 0 < by <p —1.

2.3 O homomorfismo Z,-indice

Nesta secao construiremos o homomorfismo
Jo H(X,T) — Zy,

o qual chamaremos de “homomorfismo Z,-indice”. Como dito na introdugao, a razao
deste nome seré o fato de que tal homomorfismo é invariante sob o efeito de homo-
morfismos induzidos por aplicagoes equivariantes. Ou seja, se f : (X, T) — (Y, 5)
¢ uma aplicacao equivariante entre Z,-espagos, entao teremos que a induzida em
homologia equivariante f, : H.(X,T) — H,.(Y,S) satisfara J.(f.(§)) = J.(§), para
e H(X,T).

A construgao do homomorfismo Z,-indice se dara da seguinte forma:

1. A construgao do homomorfismo .J, seré feita por inducao em 7.

2. J, sera construido inicialmente a nivel de (7', r)-ciclos, ou seja, J, : Z,.(X,T) —

. 3 . Z (X7T) A o 1
Zy; a seguir, mostraremos que J, : B:(X,T) — Zy, ¢ bem definido, ou seja,

J.(B.(X,T)) =0, o que possibilitara definir J,. a nivel de homologia.

Observemos ainda que J, seré construido explicitamente apenas no nivel 0,
ou seja, construiremos explicitamente somente o homomorfismo Jy : Zy(X,T) — Z,
satisfazendo Jy(By(X,T)) = {0}. Nos demais niveis, seré construido recursivamente.

Isso significa que, na pratica, para calcular explicitamente J,.(£), com ¢ € Z,.(X,T),
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serd necessario algum processo de “reducao” de dimensao até a dimensao zero onde
a computacao é explicita.

Construiremos, a seguir, o homomorfismo Jy : Ho(X,T) — Z,. Seja c €
Zo(X,T) = So(X,T). Pelo teorema 2.2.3, ¢ = 0(d), onde d = ayd; + asdy + -+ - +

asds € So(X,Z,), com a; € Z, e d; € X, parai=1,2,...,s. Definimos
Jo: Zo(X,T) — Zy por Jo(c) = > _a;.
i=1
Observemos que:

(i) Jo independe da escolha do representante ¢ = 6(d) no teorema 2.2.3.
(ii) Jo ¢ um homomorfismo.

(i) Jo(Bo(X,T)) = {0}

Logo, a construcao do homomorfismo Z,-indice Jy : Hy(X,T) — Z, no nivel 0
esta completa.

Para a construcgao recursiva de J,., r > 0, necessitaremos introduzir um novo
operador, que denotaremos por 1. Especificamente, o operador v : S,.(X,T) —

S, (X, T) sera dado por
b=Ty+2T5+ -+ (p— 1T .

Lembramos que tal homomorfismo é uma aplicagao de cadeias, por ser combi-
nacao linear de aplicagoes de cadeias.

As idéias que levam & defini¢ao de 1 serao descritas a seguir, o que sera tutil
quando da generalizagao desta construcao para grupos abelianos finitos.

Definido o homomorfismo Z,-indice até o nivel r, precisamos definir o que
seria J,41(c), para ¢ € Z,,1(X,T). Para tanto, precisamos transferir o problema
reduzindo-se um nivel do ciclo, isto é, necessitamos de um operador ¥ : S, (X, T) —
Sy(X,T) tal que ¥(c) € Z.(X,T). Como dc = 0, é razoéavel pensar em V(c) = 1)(0d),

onde o d é tal que ¢ = 6(d), como no teorema 2.2.3.

12



Precisamos entdo de um homomorfismo 1 tal que T (9d) = 1(0d).
p—1
Podemos supor ¢ = Z aiTL, a; € Z,, e uma primeira tentativa seria exigir
i=1
Tyt = 1. Mas entao esta equagao teria como solugao ¢ = afl com a € Z,, e entao

U(c) = ab(0d) = adf(d) = adc = 0, pois ¢ € Z,.1(X,T).
Como sabemos que #(0d) = 0, uma segunda tentativa serd Ty = ¢ — 6.
Esta equagao tem como solucao, tomando-se o valor inicial ay = 0, exatamente

=Ty +2T% + -+ (p— DT
Proposicao 2.3.1. (0d) € Z,.(X,T), se 0(d) € Z,.1(X,T).

Proposigao 2.3.2. A regra J,41 : Z,1(X,T) = Z,, dada por J,41(c) = J,.(¢(0d)),
onde ¢ = 0(d), independe da escolha de d no teorema 2.2.3.

Dem.:

Consideremos ¢ € Z,1(X,T), e suponhamos que ¢ = 0(u) = 0(u') com u, v’ €
Sr11(X,T), como no teorema 2.2.3. Provaremos que J,.(¥(0u)) = J,.(¢(0u)).

Como ¢ = O(u) = O(v'), podemos escrever u = ajc; + asco + -+ + ai¢ €
u = alT;,fcl + aQT;ch + -+ alT;;ﬁ ¢, onde os ¢;’s pertencem a oOrbitas disjuntas.

Existe uma sequéncia v = uy, us, . . ., u;, ur41 = u’ de r+ 1-cadeias com 6(u;) =
c. Para cada i, 2 <i <[+1, existem r+ l-cadeias A; e B; com d;,_1 = A;+ B; e d; =
A; + T (B;) (A; pode ser nula). Entao serd suficiente mostrar que se ¢ € Z,.(X,T)
satisfaz ¢ = 0(A+B) = 0(A+Tf(B)), entao J(¢(0(A+B))) = J(Y(I(A+TL(B)))).

Como pela hipotese de inducao J : Z,(X,T) — Z, é um homomorfismo, temos:

J((O(A+ B))) — J(W(I(A + T4(B)))) = J(W(I(A + B)) — (9(A + T4(B))))
= J(¥(0(A)+¢(9(B))—¥(0(A))—¢(0(T4B)))
= J(¥(0(B)) — ¥T4(0(B)))
= J(¥(0(B)) — (¥(3(B)) — kO(O(B))))
)



Como 0(0(B)) = 0(0(B)) € B.(X,T) e pela hipotese de inducdo J se anula
em B,(X,T), o resultado segue.
[

Assim, a regra J(c¢) = J((9(d))), onde ¢ = 0(d) nos d4 um homomorfismo
J 1 Z,11(X,T) = Z, bem definido. Se ¢ € Z,41(X,T) satisfaz ¢ = 9(a), com
a = 0(b), entdo ¢ = 6(9b) e portanto J(c) = J(¢(00(b))) = 0. Deste modo,
J([c]) = J([¢(9(d))]) &€ um homomorfismo bem definido J : H,1(X,T) — Z,, onde
[ ] denota a classe de homologia.

Este homomorfismo pode ser considerado um homomorfismo Z,-indice pela

seguinte proposicao:

Proposigao 2.3.3. Sejam (X,T) e (Y,S) Z,-espagos e f : (X,T) — (Y, S) uma
aplicagao equivariante. Entao, para todo (T,r)-ciclo ¢ € Z.(X,T), temos que

J(£[dD) = J([e])-

Dem.:

A prova deste resultado, vista em [7], segue o mesmo padrao da construgao de

J,. Prova-se inicialmente o fato para n = 0, e a seguir usa-se indugao finita.

Proposigao 2.3.4. Seja (X,T) um Z,-espago, com X conexo por caminhos. Para
um nimero natural n > 1, suponha que H,.(X,Z,) = 0 para todo 1 < r < n. Se

p = 2q com q impar, entao J(H.(X,T)) # 0 para todo 0 <r <n+ 1.

Dem.:

Para a prova deste resultado, necessitaremos introduzir também o operador
A = Idy — Ty. Necessitamos também dos fatos, que podem ser provados sem
dificuldades, de que Ao =0oA=0efof=0.

Provemos entao a proposicao. Escolha um ponto em X e chamemos de ¢
a (-cadeia correspondente a este ponto. Como X é conexo por caminhos, existe

um caminho ligando T'(¢g) a ¢p, € chamemos de ¢; a 1-cadeia correspondente a este
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caminho. Note que 9(c¢1) = A(c), e A(0(c1)) = O(A(co)) = 0, isto é, O(cy) € um 1-
ciclo. Como H;(X,Z,) = 0, existe uma 2-cadeia ¢, tais que 9(c2) = 6(c;). Podemos
proceder por indugao: suponha que para algum j, 2 < j < n, tenhamos construido
Co,C1,...,¢; tais que O(c;) = 6(cj_1) se j par e d(¢;) = A(cj—1) se j é impar.
Assim, se j é par temos que O(A(c¢j)) = A(f(cj—1)) = 0, e como H;(X,Z,) = 0,
existe uma (j + 1)-cadeia c¢;41 tal que J(cjy1) = A(c;). Analogamente, se j é
impar, 9(0(c;)) = 0(A(cj_1)) = 0, e portanto existe uma (j + 1)-cadeia ¢4 tal que
d(cjv1) = 0(c)).

Desse modo, obtemos j-cadeias ¢;, 0 < 7 < n+ 1, satisfazendo d(c;) = 6(c;j_1)
para j par e 0(¢;) = A(cj_1) se j é impar.

Como o =0e oA =0, temos que #(c;) é um j-ciclo, e entdo podemos
calcular J(6(c;)).

Provemos entao que J(6(c;)) # 0 para todo 0 < j <n+ 1.

Note que T 0 0 = 6. Assim,

p—1 p—1

pob=iThon=3 i=LP "y

: , 2
=1 =1

Como ¢ consiste de um tnico ponto, J(6(cg)) = 1 por definigdo. Segue que

J(0(c1)) = J(¥(9(cr))) = J(¥(Alco))) = J(0(co)) = 1.

Agora,
TO(e2)) = TW(D(en)) = TW(B(er)) = P2 sa(er)) = 2L
Como p = 2g, p(p;) = —2(1(2371) = q2¢—1) =2¢*—q¢ = —q¢ modp e

—q =q mod p. Entao J(0(c2)) = q # 0.
Suponha, por inducgo, que para algum j, 2 < j <n, J(6(¢;)) = ¢. Entao se j

¢ par, temos que
J(0(cj1)) = J((0(¢jsa))) = J(W(A(e))) = J(0(cy)) = q-
Por outro lado, se j é impar,

T(0(cs0)) = J@(cs)) = J00() = P2~ s, = ¢
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Como ¢ é impar, ¢*> = ¢ mod 2q, e entdao J(0(c;)) = g # 0 e o resultado esta

provado.

Observagao 2.3.5. Se p = 2q e q € par, o argumento acima serve para mostrar
que J(H;(X,T)) # 0 para 0 < j < 3, mas como ¢* =0 mod p neste caso, ele ndao
serve para mostrar que J(H;(X,T)) # 0 para j > 4.

p(p—1)

Sep éimpar, =5— =0 mod p, e entao o argumento acima serve para mostrar

que J(H(X,T)) # 0, mas nao mostra que J(H;(X,T)) # 0 para j > 2.
Os casos restantes estdo resolvidos em um artigo de 2010 de autoria de Iku-
mitsu Nagasaki, Tomohiro Kawakami, Yasuhiro Hara e Fumihiro Ushitaki, /2], e

serao tratados na parte final desta dissertacao.
Tais resultados exemplificam uma aplicacao do Z,-indice.

Proposigao 2.3.6. Seja (X,T) um Z,-espago, onde X ¢é de Hausdorff, conexo e
localmente conexo por caminhos. Entao H,(X,T) é isomorfo a H.(X/T,Zy,).

Dem.:

Considere I' : S,.(X,T) — S,(X/T,Z,) dado por I'(c) = mx(d), onde ¢ = 6(d)
em: X — X/T é a aplicacao quociente. Como 7o T = 7, I" independe da escolha
de d. I" é uma aplicacao de cadeias.

Provemos que I' é injetora. Para isto, precisamos primeiro provar o seguinte

lema:

Lema 2.3.7. Se o, € o r-simplexo padrao, e di,dy : 0, — X sdo r-simplexos
singulares, tais que ™o dy = 7o dy, entao existe um k, 0 < k < p — 1, tal que

dl :Tkodg.

Dem.:
Fixemos xy € o,. Entdo existeum k, 0 < k < p—1, tal que d; (z¢) = T*ody ().

Como X é de Hausdorff, 7 : X — X/T é um recobrimento de p folhas, com as folhas
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sobre os pontos de uma fibra sendo comutado por poténcias de T'. Dessa forma, o
conjunto {x € o,; di(z) = T o dy(x)} é um aberto nao vazio de o,. Como este
conjunto também é fechado e o, é conexo, segue o resultado.

]

Suponha ¢ € S,(X,T) uma (7, r)-cadeia ndo nula. Entdo ¢ = 6(d), onde d é
uma cadeia nao nula, como no teorema 2.2.3. Entao d = a1d; + asds + - - - + asds,
onde cada d; ¢ um r-simplexo singular com d; # d; para i # j, cada a; # 0 e tal
que d; e d; pertencem a orbitas disjuntas. Segue que 7d; # wd; se ¢ # j. Logo,

s

L(c) = Z a;(md;) é uma cadeia nao nula.
i=1
Seja agora ¢ : 0, — X/T um r-simplexo singular. Como 7 : X — X/T é um

recobrimento a p folhas com X conexo e localmente conexo por caminhos, e o, é
simplesmente conexo, temos pelo teorema do levantamento que existe ¢’ : o, — X
tal que m o ¢ = ¢, o que mostra que I' é sobrejetora. Consequentemente, I', :

H.(X,T)— H,(X/T,Z,) é um isomorfismo.

Corolario 2.3.8. Seja (X,T) seja um Z,-espago, onde X é de Hausdorff, conezo
e localmente conexo por caminhos. Para um nimero natural n > 1, suponha que
H.(X,Z,) =0 paral <r <mn. Sep=2q, com q impar, entao H.(X/T,Z,) # 0

para todor, 1 <r <n-+1.

Observacao 2.3.9. Pela observacao anterior, o coroldrio acima continua vdlido

quando p € par e 1 < r < 3, ou quando p € qualquer e r = 1.

Como visto acima, o Z,-indice de P. Pergher fornece uma ferramenta para
mostrar que a homologia singular com coeficientes em Z, de espacgos de orbitas de

agoes livres de Z,, sob certas condi¢oes homolégicas, sao nao nulos.
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2.4 Sobre a existéncia de aplicagoes Z,-equivariantes

Teorema 2.4.1. Sejam (X,T) e (Y,S) Z,-espagos com p = 2q e q impar. Se X €
conexo por caminhos eY ¢ de Hausdorff, conexo e localmente conexo por caminhos,
tal que para algum nimero natural n > 1, H,1(Y/S,Z,) =0 e f: (X,T) — (Y, 95)

¢ uma aplicag¢do equivariante, entao existe um r, 1 <r <mn, tal que H.(X,Z,) # 0.

Dem.:

Suponha, por absurdo, que H,(X,Z,) = 0 para 1 < r < n. Entao pela
proposicao 2.3.5, temos que J(H,11(X,T)) # 0. Consideremos o homomorfismo f, :
H,1(X,T) — H,1(Y,S). Pela proposigao 2.3.3, segue que J(f.(H,1(X,T))) # 0,
e entdo H,1(Y,S) # 0, o que é impossivel, pois pela proposi¢ao 2.3.8 H, (Y, 5) é
isomorfo a H,,41(Y/S,Z,) = 0.

0

Corolario 2.4.2. Sejam (X,T) e (Y, S) Z,-espagos com p = 2q e q impar. Suponha

que

(i) X € conexo por caminhos e Y € de Hausdorff, conezo e localmente conexo por

caminhos;
(ii) Para algum nimero natural n > 1, H;(X,Z,) = 0 para todo 0 < j < n;
(iii) H,1(Y/S,Z,) = 0.

Entao nao eziste aplicagao equivariante f: (X, T) — (Y, 5).

Corolario 2.4.3. Considere S™ e S™ equipadas com a agao padrao de Z,, com
p = 2q com q impar, onde m,n sao impares. Entao se m > n, nao existe aplicagao

equivariante de S™ em S".

Observagao 2.4.4. O coroldrio acima estd provado em [3], portanto o coroldrio

2.4.2 generaliza tal resultado para espag¢os mais gerais.
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Capitulo 3

Um homomorfismo indice associado
a acoes livres de grupos abelianos

finitos.

3.1 A homologia de um espago topolégico X com

coeficientes em um grupo abeliano G

A homologia de um espaco topologico X com coeficientes em um grupo abe-
liano G é um conceito amplamente conhecido na Topologia Algébrica. No entanto,
a abordagem abaixo para a introducao deste conceito nao ¢ usual no que se refere
a literatura padrao de Topologia Algébrica. Por outro lado, ela é extremamente
conveniente para os nossos propositos, ou seja, construir nosso G-indice.

Recordemos que o n-simplexo padrao, denotado por A, é dado por: A, =
{(xg, 21, ..., 2,) ER"H 3, =1ex; >0},

Sejam X um espago topologico e A,, o n-simplexo padrao. Seja C,,(X) = {f :
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A, — X; f continua }.

Definicao 3.1.1. Definimos S,.(X, G) como sendo o grupo F(C,(X),G) (Vide Cap.
0).

S, (X, G) é denominado o grupo abeliano das n-cadeias singulares de X. No-
temos que um elemento arbitrario de S, (X, G) ¢ da forma hi¢y + hada + - - - + hydy,
onde h; € G e ¢; € Cr.(X).

Lembremos que, da homologia usual, para cada ¢ =0,1,...,r, temos a defini-

¢ao do operador i-ésima face
0; 1 Cr(X) — Cr1(X)

caracterizado por 0;¢(x1, ..., xr—1) = &(T1,. .., =1, 0,2, ..., Tp1).

Podemos entao definir
&- : S,«(X, G) — Sr_l(X, G)

por 0;(325_, 9;65) = Si_, 9 06

Com isso em maos, podemos entao definir o operador
0:5.(X,G)— S,_1(X,G),

por O3, gjd5) = 351 0(g;85) = iy Yo (1) ;) Did.

De forma analoga & homologia usual, prova-se que d o 0 = 0.

De fato, a prova quando se trabalha com a homologia com coeficientes em um
anel R com unidade 1 € R consiste em mostrar que, para qualquer elemento basico
¢ € Cp(X), temos 00 d(¢) = 0. Portanto, verifica-se que 0o J(¢) consistira, a nivel
de cadeias, de uma soma de uma quantidade par de simplexos singulares, de tal
sorte que cada simplexo aparece exatamente 2 vezes, uma vez afetado por 1, outra
por —1 (aqui, —1 é o oposto aditivo do elemento unidade no anel R). No nosso
caso, o argumento é o mesmo, trocando-se ¢ por g¢, onde g € G (aqui nao temos

necessariamente elemento unidade 1 € G), 1 por g e —1 por —g, o oposto aditivo
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de g em G. Sendo G um grupo abeliano, ele é um Z-moédulo; assim, a maneira
padrao de se introduzir a homologia com coeficientes em Z, considerado como um
anel comutativo com unidade. A seguir, constroi-se um novo complexo de cadeias,
tensorializando-se o complexo de cadeias com coeficientes em 7Z, com o Z-modulo

G, e considerando-se 0 ® Id no lugar de 0

Definicao 3.1.2. Como na homologia usual, definimos:
Z(X,G) ={ce S (X,G); 0(c) =0}, o conjunto dos r-ciclos;
B,(X,G) ={0(c); c € S11(X,G)}, o conjunto dos r-bordos;
Z.(X, Q)

Podemos entao definir H.(X,G) = ————=, 0 r-ésimo grupo de homologia

B.(X,G)’
de X com coeficientes em G. Note que H.(X,G) € um grupo abeliano.

Seja f : X — Y uma funcao continua. Entao f induz um homomorfismo de

cadeias fu : S,.(X,G) = S, (Y, G), dado por

fe(higr + hata + -+ + hyty) := ha(f 0 1) + ha(f 0 d2) + - + ha(f o ¢)

para todo r, o que induz um homomorfismo
fe: HA(X,G) — H.(Y,G)

para cada 7.

3.2 A homologia G-equivariante

Sejam G um grupo abeliano e y : G x X — X uma acao livre e continua sobre
um espago topologico X.

Fixado g € G, a fungao x, : X — X dada por x,(z) = x(g,2) é um homeo-
morfismo. Assim, podemos considerar o homomorfismo induzido ¥, 4 S.(X,G) —

S, (X, G).

Definicao 3.2.1. Definimos S,(X,x) = {c € S(X,G); xgu(c) = c Vg € G} C
SH(X,G). Os elementos de S, (X, x) sdo chamados (x,r)-cadeias.
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Por simplicidade, denotaremos x4 4 também por y,.
Proposigao 3.2.2. S.(X, x) € um subgrupo de S,.(X,G) e
8(ST(X7 X)) - Srfl(X: X)

Dem.:

Sejam ¢, d € S,(X, x). Para cada g € G, como x, é um homomorfismo, temos
Xg(c+d) = x4(c) + x4(d) = c+d,

Xg(—€) = —=x4(c) = —c.
Logo, c+d € S.(X, x) e —c € S,(X, x). Portanto, S, (X, x) ¢ um subgrupo de
SH(X, G).

Também temos que

Xg(9¢) = 9(xy(c)) = 9(c).

Logo, 9(S,(X,x)) C Sr—1(X, x), e portanto S,(X, x) é um novo complexo de

cadeias, ou seja, um subcomplexo de S, (X, G).

Agora podemos definir
Z (X, x) ={c € S.(X,x); d(c) =0} o conjunto dos (x, r)-ciclos;
B,.(X,x) ={0(c); ¢ € S.11(X,x)} o conjunto dos (y,r)-bordos;

ao G-espago (X, x). Em outras palavras, H,(X, x) é a homologia do complexo de

o r-ésimo grupo de homologia G-equivariante associado

cadeias

T Sr-i—l(Xa X) i> S?"(X7 X) i> Sr—l(X7 X) —

Nosso G-indice sera obtido trabalhando-se em S, (X, x). No entanto, a carac-
terizagao acima dos elementos de S,.(X, x) ndo é adequada aos nossos propositos. A

caracterizacao que nos interessa seré dada pelo teorema abaixo.
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Teorema 3.2.3. Considere a aplicacio de cadeias g : S, (X,G) = S.(X,G), dada
por Og(c) = ng(c). Entao S.(X,x) = 0c(S,(X,Q)).

geG
Dem.:
Seja ¢ € S.(X,G). Mostremos que fg(c) € S,.(X,x), ou seja, que para todo
h € G, vale x3(0c(c)) = 0g(c).
Dado h € G, xno0e = Xno(D _ Xg) = D XX = D _ Xneg = D Xnsg = b
gelG geG geG hxgeG
Logo, 0(S-(X,G)) C Sp(X, x).

Provemos agora a inclusao contraria.

Seja ¢ € S,(X,x). Usaremos a representagao de ¢ como soma formal, ¢ =
gi1€1 + gaCa + -+ - + gsCs, com g; € G, ¢; 1 0, — X continua, 0 <@ < re ¢ # ¢ se
i # 7.

Mostraremos primeiro que x, induz acao livre de G sobre o conjunto A =
{c1,¢2,...,¢5}, dada por X/(g,¢;) = x4 0 G

Como a agao de G' em X ¢ livre e continua, x, ¢ homeomorfismo para todo
ge€a@q.

Dado g € G, como x, ¢ homeomorfismo, x, o ¢; # x4 0 ¢; para i # j.

Assim, como x,(c) = ¢,

> gici = c=xg(0) = xo(O_ gici) = Y gilxg 0 i),
i=1 i=1 i=1
e A={x,0ci;i=1,... s}
Logo, a funcdo x;, : A — A dada por xj(c;) = X, © ¢; estd bem definida para
todo g € G.
Como a acdo de G em X ¢é livre, fixado z € o,, temos que x,(c;(2)) # ¢;(2)
para todo g € G e ¢; € A. Logo, x induz uma acao livre x’ de G em A.
Temos entao [ orbitas [, 5a, ..., f; desta agao, onde p = |G| e pl = s.
Se ¢; e ¢j pertencem a mesma Orbita, mostraremos que g; = g;.
Como ¢; e ¢; pertencem a mesma Orbita, existe g € G tal que x;(c;) = ¢;.

Como x,(c) = ¢ e ¢; é o tGnico elemento de B que é levado em ¢; por Xy» Segue que
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gic; = Xgx(gici) = gi(xy © ¢i) = gic; o que implica que g; = g;.
Escolhemos um elemento de cada 6rbita, digamos ¢;1 € (1, ¢io € Pa, ..., ciy € [;.

Tomando d = gsici + gio + -+ - + gaca, teremos que

Cc = Qg<d),
!
pois Og(d) = Z Xg(d) = Z Z Xg(Gijci;) Z Z gij(xg 0 Cij) = c.
geG geG j=1 j=1 geqG

Assim, todo elemento de ¢ € S,(X, x) pode ser escrito na forma ¢ = (d),
onde d = g1dy + godo + - - - + gid; € S,.(X, G) e os d;’s pertencem a orbitas disjuntas.
[

Observagao 3.2.4. Lembramos que a representagio ¢ = Og(d) onde d = g1dy +
goda+ -+ qid; € S, (X, G) e os d;’s pertencem a drbitas disjuntas nao € inica, mas
pela demonstra¢ao da proposicao acima, temos que se d' € tal que ¢ = 0g(d’) onde
d' satisfaz as condigoes estabelecidas no teorema, entao d' = g1 xp, © d1 + gaXn, 0 da +

4 gixp od; onde h; € G, j=1,...,L

3.3 Construcao do homomorfismo G-indice

Nesta secao apresentamos a construcao do nosso G-indice, generalizando a
construgao de P. Pergher. A sistematica sera idéntica: inicialmente, o homomorfismo
G-indice J : H,.(X, x) — G seré construido a nivel de (x, r)-ciclos usando recorréncia
em 7, de tal forma que J(c) =0 se ¢ € B.(X, x).

Comegamos entdo definindo J para r = 0. Seja ¢ = 0(d) € Zy(X, x), com
d = q1dy + geds + -+ 4+ gid;, g; € G como no teorema 3.2.3. Definimos J(c) =
g1+g2+---+g.

Pela observacao 3.2.4, esta definicao é independente da escolha de d tal que

¢ = 0(d) como no teorema 3.2.3.
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Proposicao 3.3.1. A fun¢ao J : Zy(X,x) — G € um G-homomorfismo tal que
J(c) =0 para todo ¢ € By(X, ).

Dem.:

Provemos que J é homomorfismo.

Sejam ¢, d € Z,(X,X), c = 0(X, gic;) e d = 9(2;:1 h;d;).

Entéo representando ¢ +d como no teorema 3.2.3, c+d = 0(3_,_, a, f,), onde
nesta notacao esta englobado o caso em que eventualmente ¢; = d; para algum 4, 7,
e neste caso ¢; = d; = f, e a, = g; + h; para algum p.

Portanto, como G & abeliano, J(c+d) =Y °_ a, = g + (2321 hj) =
J(c) + J(d).

Vejamos agora que J(c) = 0 para todo ¢ € By(X, x).

De fato, se ¢ € Zy(X,x) satisfaz ¢ = dw, com w € S1(X, x), entao pelo
teorema 3.2.3 w = 0 (b) para algum b, e portanto ¢ = 05 (9(b)).

Se b = Zle gib;, onde b;, i = 1,...,k, representam caminhos em X, entao
b = Y"1, (gibi(1) — gibi(0)).

Isto implica que J(c) = J(6(9(d))) = J(@(Zle(gibi(l) — g:ib;(0)))) =
Sy J(0(gibi(1) — gibi(0))) = 0.

O

A conclusdo é que, por definir um homomorfismo J : Zy(X,x) — G, com

J(Bo(X,x)) =0, J define um homomorfismo J : % = Hy(X,x) = G.

Prosseguindo na construcao do nosso homomorfismo G-indice, suponha que
J: Z;j(X, x) = G esteja construido, para 0 < j < r, de tal sorte que J(B;(X, x)) =0
para 0 <7 <.

Para tornar as idéias mais claras, em certos momentos indexaremos .J por .J,
para expressar J no nivel r.

Como a construgao sera recursiva, para definir J : Z,,1(X,x) — G, a nossa
estratégia sera definir J(c),c € Z,,1(X, x) em termos de J : Z.(X, x) — G, e para

tanto construiremos um operador conveniente ¥ : Z,.1(X,x) — Z.(X,x) de tal
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maneira que nosso J no nivel r + 1 sera dado por J,1(c) = J,.(¢(c)).

Um candidato natural seria ¥ = 9, mas ¢ € Z,.(X, x), isto ¢, 9(c) = 0 e entao
J(¢) = J(0(c)) = J(0) = 0 para todo ¢, 0 que nao serve aos nossos propositos.
Nossa estratégia sera entdo definir ¥ em termos de 9(d), onde ¢ = 6(d) como no
teorema 3.2.3.

Para construir seu Zs-indice, C. T. Yang em [9] usou esta estratégia, notando
que se ¢ € Z,11(X,T), onde T é uma involugao livre, entdo ¢ = d + T'(d) (como
no teorema 3.2.3); entdo pode-se mostrar que d(d) € Z,.(X,T). Yang entdo definiu
Jri1(c) = J.(0(d)). Em seu artigo [7], P. Pergher também usou esta estratégia,
embora para Z,, p > 2, nao ocorre o mesmo fato que ocorre para p = 2; mais
precisamente, se 1" ¢ um homomorfismo de periodo p com p > 2, esec € Z,.1(X,T),
entdo também, como no teorema 3.2.3, ¢ = 6(d); no entanto, neste caso 9(d) nao
necessariamente pertence a S,.(X,T). A estratégia de P. Pergher foi entao modificar
o (r 4 1)-ciclo através de um operador ¥ : S, 1(X,T) — S,.(X,T) de tal sorte que
se ¢ € Z,11(X,T), entao ¥(c) esteja em Z.(X,T).

A forma do operador ¥ de P. Pergher ¢ ¥(c) = (T +2T* + --- + (p —
1)TP~1)(0(d)), conforme visto atras. Para definir nosso G-indice, usaremos esta
estratégia, e a dificuldade sera obter um analogo deste ¥ (para Z,) para grupos
abelianos finitos mais gerais. Mais precisamente, trabalharemos na direcao de obter
um operador ¢ : S.(X, x) = S,(X, x) de sorte que, se ¢ € Z,,1(X, x) com ¢ = 6(d),
entao ¥ (0(d)) € Z,.(X, x).

Abaixo daremos um sketch informal da argumentacao que nos leva a idéia de
construcao de nosso V.

Como nao exigimos nada de X, além de ser um espaco topologico em que GG
atua continuamente e livremente, e queremos que, para todo ¢ € Z,.(X,x), com
c = 0(d), valha x,(¥(9(d))) = ¢ (9d) para todo g € G, vamos supor que g seja da

forma g = Zagxg, onde a, € Z, pensando na acao usual de Z em grupos, no
geG
caso Z atuando no grupo Z,(X, x).

Lembremos que um grupo abeliano finito G pode ser decomposto de forma
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Gnica na forma G = G; & Gy, & - - - @ G, onde cada G; é um subgrupo ciclico de G
tais que |G| divide |G41| (vide por exemplo Algebra, Thomas W. Hungerford, pg
76) . Assim, se denotarmos |G;| = p;, a ordem de qualquer elemento de G divide ps,
e, consequentemente, p; ¢ um multiplo da ordem de qualquer elemento de S, (X, x).
Por isso, ao invés de supor a, € Z, podemos supor a, € Z, . Esta decomposicao
de GG e este fato subsequente serao cruciais na obtenc¢ao de nosso ¥; notaremos que
isto ¢ dispenséavel quando G = Z,,.

Como queremos x,(1(9(d))) = ¥ (9(d)) para todo g € G, uma primeira ten-
tativa seria exigir que x4 0% = v para todo g € G, o que é um fato mais forte que
o fato acima. Mas essa equag@o tem como conjunto solu¢ao {¢) = mb, m € Z,,}.
Assim, para ¢ = 0(d) € Z.(X,x), ¥(0(d)) = mb(0(d)) = mI(6(d)) = md(c) = 0,
que nao serve para Nossos propositos.

Inspirado nesse fracasso, propomos a seguinte modificagao ao sistema acima:

Xg(¥(0(d))) = ¢ (9(d)) = meb(0(d)), g€,

onde deveremos encontrar os valores convenientes de m, € Z,, em termos de g.

Dada a decomposicao G = G @ Gy & --- @ G, seja g; gerador de G, para
1 <i<s. Entaose g € G, temos g = ny1g; + n2ge + - - - + nsgs para certos n; € Zy,;
como p; divide p,, sem perda de generalidade podemos supor n; € Z,, .

Entéo

Xg(¥(0(d))) = X(nigi-+nags+-tnege) (¥ (0(d))) =
= (Xn1g1 © Xnaga © *** © Xnyg,) (¥(9(d))) =
= (Xnig1 © Xnags © """ © Xne_1g,—1) (Xnag, W (0(d))) =
= (Xnig1 © Xnaga © " © Xny_1g,1) (¥(9(d)) — nsmy, 0(9d)) =
= (0(d)) — (3271 nimy,)0(9(d)).

Assim, precisamos apenas definir os my,, i =1,...,s.

Como p;g; =0, para 1 <7 < s, teremos que

1d((¢(0a))) = Xe(¥(D(94))) = Xpig: (¥ ($(0a))) = ¥ (I(d)) — pimy,0(9(d)),
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e portanto deveremos ter p;my, = 0 em Z,,. Logo, m,, = ps/p;.

Temos entao o seguinte sistema de equacoes:
{Xgo¢:w—mg97 gEG7

onde my = (37 nimyg,) se g = nigy + nage + - - + Nygs.

Isto é, para cada g € G,

Z ArXgh = Z AnXnh — Z Mg Xn

e hed hed
ou seja,
E (an +mg)Xgn = E nXh
hed hed
isto é,

Qgrh = Qp + Mg = ag + My,
para todo g, h € G.
Tomando-se o valor inicial a, = 0, esse sistema tem como solugao tnica a, =
m, para todo g € G.

Temos entao que

wG’ = Z MgXg,

geG

com my € Zy, tal que se g = nig1 +noga+- - -+nsgs, entao m, = an% mod,,. [
j=1

(2

Resumindo: considere a decomposicao de G = G; & G2 @ --- P G, onde G, é
um subgrupo ciclico de G gerado por g¢;, com |G;| = p; para todo i = 1,2,...,s, e
Di divide Di+1-

Definimos ) := ngxg com mgy € Zy,, onde se g = n1g; +nags + - - -+ NsGs,
geG

)

¢(6<d)) S Zr—l(Xv X)

entao m, = Z ni& mod,,. Este homomorfismo W ¢é tal que, dado 6(d) € Z,.(X, x),
j=1

Exemplo 3.3.2. Por exemplo, seja G = Zy @ Zy. Vamos determinar 1.

P2
D2 ’
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1. (0,0) = 0(1,0) +0(0,1), e portanto, mpe =0-24+0-1=0 mod 4
2. (0,1) =0(1,0) 4+ 1(0,1), e portanto, mpsy=0-2+1-1=1 mod 4
3. (0,2) = 0(1,0) +2(0,1), e portanto, mpe =0-2+2-1=2 mod 4
4. (0,3) =0(1,0) + 1(0,3), e portanto, mps =0-2+3-1=3 mod 4
5. (1,0) = 1(1,0) 4+ 0(0, 1), e portanto, mpuo =1-24+0-1=2 mod 4
6. (1,1) =1(1,0) + 1(0,1), e portanto, mu 1y =1-2+1-1=3 mod 4
7. (1,2) = 1(1,0) + 2(0,1), e portanto, mu 2 =1-24+2-1=0 mod 4

8. (1,3) = 1(1,0) + 3(0,1), e portanto, mp 3 =1-2+3-1=1 mod 4

Logo, ¥ = 1x(0,1) + 2X(0,2) + 3X(0,3) + 2X(1,0) + 3Xx1,1) + 1X(1,3)-

Com a ajuda do operador ¢ acima, continuemos a construgao de J. Supondo
J definido até o nivel r, definimos J no nivel r + 1 da seguinte forma dado ¢ €
Zr11(X, x), com ¢ = 6(d) como na proposi¢ao 3.2.3, entao ¥(9(d)) € Z,.(X,x).

Portanto, podemos usar uma definigao recursiva: J(c) = J(¢(9(d))).

Proposicao 3.3.3. Se ¢ € Z,11(X,x), com ¢ = 0(d), entio J((0(d))) inde-
pende da escolha do representante d. Além do mais, J € o homomorfismo nulo

em B.(X,x).

Dem.:

Precisamos provar que, dado ¢ € Z.(X,x), se ¢ = 0(d) = 6(d') como no
teorema 3.2.3, pela observacao 3.2.4, temos que se d = gid; + gady + - -+ + gsds,
entao podemos escrever d' = g1 Xn,d1 + g2Xn, + -+ + gsXn,ds. Basta entao provar
que, se existem duas cadeias A, B € S,(X,G) tais que §(A + B) = 0(A+ x»B) €
Z (X, x), entéao J(Y(O(A+ B))) = J(Y(O(A+ xnB))), r > 1. De fato, existe uma
sequéncia finita de cadeias comecando em d e terminando em d’, de tal sorte que

duas consecutivas diferem por uma operagao do tipo A+ B — A + x,(B).
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Lembremos que ¥y, = x,¢ = ¥ — m,0. Assim,
J(W(9(A+ B))) — J(W(O(A+xnB))) = J(¢

pois supomos J bem definido em Z,_;(X, x) e J(B,_1(X,x)) = 0.
[l

A proposi¢ao mostra que J define um homomorfismo bem definido em H,.(X, x) =

Z(X, x)

B.(X,x)
Proposicao 3.3.4. Sejam (X, x), (Y,x') G-espagos e seja f : (X,x) — (Y, X)
uma aplicagdo equivariante. Entao para todo (x,r)-ciclo ¢ € Z,.(X,x), temos que

S+ ([e) = J([e)-

Dem.:
Para tanto, provaremos o resultado a nivel de (x, r)-ciclos por indugao em r.
Como f ¢ equivariante, temos que fuby = > o faXg = D caXof# = Oy f4
e f40y = dec fu(mgxy) = dea mgX/gf# = Uy [y
Parar =0, seja c = 0(d) € Zy(X, x), onde d = ayd; +azdy+- - ~+ascsls €omo no
teorema 3.2.3. Entio J(f(c)) = J(f4(0(d))) = JO(F4(d) = JO(Fp(3 ).
Note que podem ocorrer termos f(d;) = f(d;) com i # j. Denolt:;ndo A=
{1,2,...,s} e K; = {k € A; f(dy) = f(d;)}, temos que fu(d) = Zgjdj, onde

jeg
JCAétalquesei,j € Jcomi# j,entao f(d;) # f(d;), e g; = Z ay. Portanto,
keK,

JO(fe(d) =D g5 =) ai=J(c).

jeJ i=1
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Supondo o resultado valido para r > 0, provemos para r + 1

Dado ¢ =0(d) € Z,+1(X, x), calculemos J(6(d)).

J(f4(0))

)
J(f4(60(d)))
J(0(f4(d)))
=IO f4(d)))
(f#(w( (d))))

Como uma aplicagao do nosso G-indice, temos o seguinte teorema

Teorema 3.3.5. Seja X um G-espaco de Hausdorff conexo por caminhos e suponha

que |G| = 2q, com q impar. Se existe um inteiro positivo n tal que H,.(X,G) = 0

1 <r<n,entao H(X,x) #0,0<r<n+1

Antes de demostrar o teorema, necessitaremos do seguinte lema técnico
Lema 3.3.6. Temos
I) fox,=x400=0;

II) 600 =0;

III) 6o (Id—x,) = (Id— x,) 00 =0, ¥g € G.

= ZXg+h = ZXgO

Dem.:
Para provar I, note que 0y, = th oXg = thw
heG heG heG he@
Xp=xXg° (> xn) =Xg00exg00=> xgoXn=D Xgtn="0.
heG heG hed
Para provar 11, note que #of =6 o (ng) = Z@oxg = 29 = |Gl = 0.
geG geqG geqG

Para provar /11, note que (Id—x4)o8 = o(Id—x,) = fold—bHox, = 6—0 =0
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Prova do Teorema 3.3.5

Para provarmos o resultado, construiremos r-cadeias especiais ¢, € S,.(X, G),
0 <r <n+1, de modo anélogas as consideradas por T. Kobayashi em [3] e depois
por P. Pergher em [7].

Seja xo um ponto de X fixado. Representaremos por ¢q a O-cadeia g,z¢9. Como
X é conexo por caminhos, existe um caminho ligando x,,(cy) a ¢y, cuja 1-cadeia
correspondente sera denotada por c;.

Como d(0(gsc1)) = 0(gs9(c1)) = 0(gscr1(1) — g5¢1(0)) = 8(gsco — gsXg.(c0)) =
0o (Id— x4 )(co) =0, e H(X,G) = 0, segue que existe c; € S(X,G) tal que
d(ca) = 0(gsc1).

Prosseguindo por indugao, suponhamos que para algum j com 0 < j < n,
Co, C1, - .., ¢; estejam construidos de forma que d(¢;) = 0(c;—1) se j é par e d(¢;j) =
(Id — x4, )(cj—1) se j for impar.

Se j & par, temos que A((Td—yq, ) (¢)) = (Id=x,)(0(c;)) = (Id—x,.)(0(c;1))
0, e como H;(X,G) = 0, existe ¢j11 € Sj11(X, G) tal que O(cj+1) = (Id — Xy, )(¢))-

Analogamente, se j for impar, temos que 9(6(c;)) = 0(9(c;)) = 6((Id—x,,)(c;)) = 0,
e entao existe ¢;11 € S;41(X, G) tal que 0(¢j41) = 0(c;).

Desse modo, obtemos j-cadeias ¢;, 0 < j < n+ 1, satisfazendo 0(c;) = 0(c;_1)
se j é par e d(¢;) = (Id — x,.)(cj—1) se j é impar.

Nosso proximo passo serd mostrar que as j-cadeias ¢, 0 < j < n+ 1, sao tais

que J(0(c;)) #0, 0 < j <n+ 1. Para tanto, precisaremos dos seguintes resultados:
Lema 3.3.7. Se |G| = 2p, com p impar, e ps = 2q, com q impar, entio 6 o) = ¢b.

Dem.:

Temos 0 o) = Q(Z MgXg) = nge oXg = ngé’ = (Z my)0.
geG geG geqG geG
Por outro lado,

E my = E (nymq + nomg + + -+ + ngmy)
geG 0<n;<p;
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[Pl DY
a1
]:1 =1

i#]j
_ i pip2 - - -ps(pj - 1)
2
j=1

— ps(ps - 1)
=P1p2...Ps—1—
2

=pip2- .- Ps-19(2q — 1).

Como py,pa, ..., ps—1 sa0 impares, temos que

pip2. - Ps—19(2¢ — 1) = (2k + 1)g = ¢ mod p;
Portanto, 1 o 6 = ¢6.

Lema 3.3.8. ¢> = ¢ mod 2¢

Dem.:
Como ¢ ¢ impar, temos que ¢ = 2k+1 para algum k, e entao ¢> = (2k+1)q = ¢
mod 2gq.
O

Com estes resultados em maos, podemos completar a demonstragao do teorema

3.3.5. Para j =0,
J(0(co)) = J(0(gsw0)) = gs # e,

e portanto, Hy(X, x) # 0.

Para j =1,

J(0(c1)) = J(¥(0(c1))) = J(¥((Id = Xg-s)(c0))) = J(0(co)) = g5 # e,

e, portanto, Hy (X, x) # 0.

Para j = 2,

J(0(cr)) = J(¥(9(c2))) = J(¥(0(cr))) = J(qb(c1)) = qJ(0(c1)) = qgs # e,
e, portanto, Hy(X, x) # 0.
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Suponha, por indugado, que J(0(c;)) # e para0 < j < k, onde 2 < k < n e que
J(0(c;)) = qgs para j maior que 1.

Se k é impar,

J(0(cri1)) = J(©(0(ckr1))) = J(W((Id = Xg,)(ck))) = J(0(ck)) = qgs # e,

e, portanto, Hy.1(X, x) # 0.

Se k é par,

J(0(cra1)) = J(W(0(ces))) = J(@(0(ck))) = J(qer) = qJ (cx) = qlags) = ¢*gs = qgs # €,

e, portanto, Hy.1(X, x) # 0.
Logo, o resultado segue.

O

Como um corolério da aplicagao acima, temos o seguinte teorema tipo Borsuk-
Ulam, o qual generaliza o resultado tipo Borsuk-Ulam obtido por P. Pergher em [7],
concernente a Z,-aplicagoes, para o contexto mais geral de G-agoes com G abeliano

finito.

Teorema 3.3.9. Sejam (X, x) e (Y,x') G-espagos, com |G| = 2q e q impar. Supo-

nha que

1. X € conexo por caminhos e Y € de Hausdorff, conexo.
2. para algum n > 1, Hj(X,G) =0 para 0 < j < n,
3. Hy(Y/G,G) = 0.
Entao nao eziste aplicag¢io equivariante f: (X, x) = (Y, x').

Dem.:

Suponha, por absurdo, que exista uma aplicagdo equivariante f : (X, x) —

(Y.x'). Como H;(X,G) = 0 para 0 < j < n, do teorema 3.3.5, segue que
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J(H,+1(X, x)) # 0. Consideremos o homomorfismo induzido pela aplica¢ao equiva-
riante f, f. 1 H,11(X, x) = Hor1 (Y, X).

Usaremos agora o fato de que H,.(Y, x) é isomorfo a H,.(Y/G,G). Tal fato esta
provado para G = Z, em [7], e daremos uma prova disso para G abeliano finito logo
a frente.

Pela proposi¢ao 3.3.4, J(f.(H,+1(X,x))) # 0, e portanto H,.1(Y,x") # 0.
Mas isso ¢ impossivel, pois H,;1(Y, x’) ¢ isomorfo a H,1(Y/G,G) = 0.

Proposicao 3.3.10. Seja (X, x) um G-espago de Hausdorff conezo e localmente
conezo por caminhos. Entao H,.(X,x) € isomorfo a H.(X/x, G)

Dem.:

Considere I' : S,.(X, x) = S,(X/G,G) dado por I'(c) = mx(d), onde 7 : X —
X/G é a aplica¢ao quociente e ¢ = 6(d), tomado como no teorema 3.2.3.

Como 7o x, = m para todo g € G, I' independe da escolha de d. T" é uma
aplicacao de cadeias.

Provemos que I' é injetora. Para isto, precisamos primeiro provar o seguinte

lema:

Lema 3.3.11. Se o, € o r-simplexo padrao, e dy,dy : 0, — X sao r-simplexos

singulares, tais que md; = mdy, entao existe g € G tal que di = x4ds.

Dem.:

Seja p = |G]|.

Fixemos xy € o,. Entéo existe g € G tal que d;i(z¢) = x4(d2(0)).

Como X é um espago de Hausdorff, 7 : X — X/G é um recobrimento de p
folhas, com as folhas sobre os pontos de uma fibra sendo comutados pelos elementos
de A = {x,, g € G}. Dessa forma, o conjunto {x € o,; di(z) = x,da2(x)} ¢ um
aberto nao vazio de o,. Como este conjunto também é fechado e o, é conexo, o

resultado segue.
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Voltemos & prova da Proposigao 3.3.10. Suponha que ¢ € S,.(X, x) seja uma
(x,7)-cadeia nao nula. Entao ¢ = 6(d), onde d é uma cadeia ndo nula como no
teorema 3.2.3. Entao d = ayd; + asds + - - - + asds, onde cada d; é um r-simplexo
singular com d; # d; para i # j e a; # e, a;, € G, para i = 1,...,s; mais ainda,
d; e d; pertencem a oOrbitas disjuntas. Segue que mod; # mod; se i # j. Logo,

I'(c) = Z a;(m o d;) € uma cadeia nao nula.
i=1
Seja agora ¢ : 0, — X/G um r-simplexo singular. Como 7 : X — X/G ¢é

um recobrimento a p folhas com X conexo e localmente conexo por caminhos e o, é
simplesmente conexo, temos, pelo teorema do levantamento, que existe ¢’ : 0, — X
tal que ™o ¢ = ¢, o que mostra que I' é sobrejetora. Consequentemente, I', :

H.(X,x) — H.(X/G,G) é um isomorfismo.
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Capitulo 4

Um Teorema Tipo Borsuk-Ulam

Recente

4.1 Introducao

O Teorema 3.3.9, o qual foi uma generalizagao para grupos abelianos finitos
gerais G do resultado provado no artigo “A Z,-index homomorphism for Z, spaces”
[7] de P. Pergher quando G = Z,,, com p = 2q e ¢ impar, foi recentemente abordado
no artigo “The Smith homology and Borsuk-Ulam type theorems” [2| de I. Nagasaki,
T. Kawakami, Y. Hara e F. Ushitaki. No trabalho em questao os autores provaram
o mesmo resultado de P. Pergher de [7], mas também cobrindo os valores restantes
de p.

A técnica utilizada foi diferente, usando essencialmente a homologia de Smith.

Neste capitulo, detalharemos os argumentos desta nova prova.
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4.2 Um teorema tipo Borsuk-Ulam recente

Teorema 4.2.1. Sejam X um Z,-espago livre conexo por caminhos e Y um Z,-
espago livre de Hausdorff. Se existe um inteiro positivo n tal que H,(X;Z,) = 0
para 1 < r <n e H,1(Y/Z,,Z,) = 0, entao nao existe uma aplicagdo continua

equivariante de X — 'Y
Para provar esse teorema, recuperemos os operadores

O=1Id+T+ - +T"":S.(X,Z,) = S.(X,Zp)

A = Id —T: Sr(X, Zp) — ST‘<X7 Zp)?

definidos no Capitulo 2. Lembremos que T o =0oT =0efoA=Aof =0.
Como o conjunto imagem de homomorfismo de moédulos sao moédulos, temos
que 0(5,(X;7Z,)) e A(S,(X,Z,)) sao Z,-submoddulos de S,(X;Z,).
Seja 0 o operador bordo do complexo de cadeias {5, (X, Z,)},ez. Como #od =
JdofeNod=00A,{0(5(X;Zy))}rez € {A(S-(X;Z,))}rez sao subcomplexos de
{5:-(X5Zy) }ren

Lema 4.2.2. Para todo r, as sequintes sequéncias sao exatas:

0 — 0(5,(X;Z,)) —= S,(X;Z,) = A(S,(X;Z,)) — 0,

0 — A(S(X3Z,)) -1 S,(X:Z,) - 0(5,(X:Z,)) —> 0,

onde i,j denotam as inclusoes.

Dem.:

Como Aoi=0efoj=0,ImiC Ker AelmjC Ker 6.
p—1
Seja s € Ker A. Podemos representar s = Z ZnﬁTi o ¢;, de modo que se
j i=0
[#1"e0<i<p-—1,entao T o ¢ # ¢p. Como A(s) = 0, temos que para todo 7,
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aniTi o(Id—T)(¢;) =0, ou seja,

(njo —n pl?bj"'znﬂ_ ji—1)T" 0 ¢; = 0.

Isto implica que para cada j, njo = nj; = -+ = njg_1).
Seja nj; = njo. Assim, temos que s = an(ld + T+ -+ TN (g) =
J
0 (Z njgbj) € Im i. Logo, Ker A C Im 4, e portanto, Ker A = Im 1.
J
p—1
Seja agora s = ZaniTio@ € Ker 0. Como f(s) =0eT? 00 =00T7 =0,

j =0
6(s) = D _(mjo +mj1 + -+ njp)(Id+ T+ +T77)(g,) =
J
e portanto, njo + n;1 + -+ + njp-1) = 0 para todo j.

Entao

p—1
s = ZaniTi o @,
= Z Zl 0 ST o ¢; — (njo+nj+- -+ Njp—2)) TP 0 ¢;
=3 X (T =171 (¢)
=3 YT (Id = T)(Id + T + -+ + TP~27)(¢;)
= 2. (njo(Id = T) + (njo +nj))T(Id — T) + (njo + nji +nj2)T*(Id — T) +
co (njo +njy+ - npe) TP (1d = T))(65) € Im.j.
Assim, Ker § C Im j, e portanto Ker § = Im j.
O
Denotaremos por HY(X,Z,) e HMX, Z,) os grupos de homologia associados

aos complexos de cadeias {0(S,(X,Z e {A(S,(X,Z , respectivamente. Tais
p y Lap y Lap p

grupos de homologia sdo conhecidos como grupos de homologia de Smith.

Da teoria de algebra homolégica, sabemos que o lema 4.1.2 d& origem ao

seguinte lema:
Lema 4.2.3. As sequintes sequéncias longas sao exatas:
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o — HY(X,Z,) =5 H(X,Z,) 2 HMNX, Z,) 25 HY_ (X, Z,) — -

o HMX,Z,) 2 HA(X,Z,) 2 HY(X,Z,) 2 HY (X, Z,) — -

Em particular, se p =2, entao 0 = A e a sequinte sequéncia € exata:

o HY(X, Zo) -5 Ho(X,Zo) 25 HY(X,Zs) 25 H (X, Zs) — - --

Com tais ferramentas em maos, provaremos agora o resultado enunciado no
inicio do capitulo.

Suponha, por absurdo, que exista uma aplicagao continua f : X — Y Z,-
equivariante.

Como X ¢ conexo por caminhos, f(X) é conexo por caminhos. Entao f(X)
estd contido em uma componente conexa por caminhos de Y. Assim, é suficiente

considerar o caso em que Y é conexo por caminhos.

Provemos primeiro o caso p = 2.

Como f é uma aplicacao equivariante, temos que 0fy = f.0, pois:

fpol=fpo(ld+T+---+TP 1)
= fpold+ fypoT + -+ fypoTP?
=Idofy+Tofyu+---+T" o fy
={Id+T+ - +TP Yo fu=00 fyu

Para simplificar, suprimiremos o coeficiente Zs na homologia singular, isto é,

escreveremos H,.(X) ao invés de H,(X,Zs). Pela naturalidade do operador conec-

tante, o diagrama
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cujas linhas horizontais sao as sequéncias exatas acima descritas, é comutativo.

Notemos que, se X é conexo por caminhos, entdao (iX)g : HJ(X) — Hy(X) é
a fungdo nula. Isto vale porque um elemento de HY(X) pode ser escrito na forma
[0(c)] = [(c+ T(c))], o qual, apds aplicagdo da induzida da incluséo, se torna [c] +
[T(c)] = [c] + [¢] = 0 em Hy(X), que é isomorfo a Zs.

Como X e Y sdo conexos por caminhos, temos que (iX)y = 0 e (i¥)y = 0.
Como as linhas do diagrama acima sio exatas, segue que (6X)y : Ho(X) — HS(X)
e (0Y)o : Hy(Y) — HY(Y) sao isomorfismos; basta observar o trecho do diagrama

acima,

iX=0 60X

— H{(X) = Hy(X) ——= Hj(X) —=0

e e
QY

i¥ =0

— H{(Y) = Ho(Y) ——= Hj(Y) —0.
Por hipotese, Ho(X) = Z,. Entao Hy(X) = HY(X) = Z,. Analogamente,
Ho(Y) = HY(Y) & Zy.
Como X e Y s@o conexos por caminhos, (f.)o : Ho(X) — Ho(Y) é um isomor-

fismo. Como (6)y também ¢ um isomorfismo, pela comutatividade do trecho do

diagrama,
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temos que (67)o 0 (£.)o = (/%) 0 (8)s, e portanto (%) - HY(X) — H(X) & um
isomorfismo.

Como (i2¥)y = 0 e as linhas do diagrama sao exatas, temos que Im (9X); =
Ker (iX)y = HY(X). Como o diagrama é comutativo, temos que (9Y); o (f?); =
(%0 0 (0X)1 : HY(X) — HY(Y) é um homomorfismo nao nulo. Entdo (f?); :
HY(X) — H!(Y) ¢ um homomorfismo nio nulo.

Temos também que (9X), : HY(X) — HY ,(X) é um isomorfismo para todo
1 < r < n, pela exatidao da sequéncia:

0= Hy(X) S HY(X) —5= B, (X) —> Ho (X) =0

Provaremos entdo, por inducao, que (f?), : H*(X) — H?(Y) é um homomor-
fismo nao nulo para cada 0 < r < n.

O resultado estd provado para 7 = 0 e 7 = 1. Agora suponha que (f9), :
HY(X) — H?(Y) é um homomorfismo nao nulo para 1 < r < j < n. Considere o
trecho do diagrama:

0 oF 0
Hj+1(X)—>Hj(X)

PR
(

0 O 10

Da comutatividade do mesmo, temos que () );41 0 (f);51 = (f?); 0 (0);11.
Como por hipétese (92);,1 ¢ um isomorfismo e (f?); é nao nulo, segue que a com-

posta também ¢ um homomorfismo nao nulo. Portanto, temos que (f%);,; ¢ um

homomorfismo nao nulo.

Pela proposigao 2.3.6, HS, (V) = H,+1(Y/Z,) = 0. Considerando o trecho

0 oy 0 i e

Y

temos que (i¥), : H(Y) — H,(Y) é injetora, e como (f?),, ¢ um homomorfismo

nao nulo, (iX), o (f?), : HY(X) — H,(X) é um homomorfismo niao nulo. Tome

agora o trecho
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Como H,(X) = 0 e o diagrama é comutativo, temos que (i¥), o (f9), =

(fo)n o (iX), = 0. Esta contradi¢ao prova o teorema neste caso.

*
A seguir, provaremos o caso onde p > 2. Por comodidade, omitiremos o
coeficiente Z, na homologia singular. Novamente pela naturalidade do conectante,

temos os diagramas comutativos, com linhas horizontais exatas:

0 iy A A o 0
— Ho(X) —— Ho(X) — H (X) —= Hp, (X) — -

P A
Y

i AY aY

—— H)(Y) — H, (V) —— HMNY) == H (V) —>---

iX AX X iX AX

— H{(X) —— Hy(X) — H}X) — H{(X) —— Ho(X) — H(X) —

P A PR PR
Y Y

0¥ AY i AY
—— H{(Y) == H(Y) —= H}Y) —— H{(Y) —— Ho(Y) —= Hg(Y) —

06X X

- X
— Hjl (X)) = HNX) = Hp (X) = Hj(X) == H}_ (X)) — -

P P A

ay ay

(V) = HMY) L H, (V) —— HO(Y) ——> H) (V) —- -

Hn+1

3 X o 3

— H{(X) = Hi(X) —— H{(X) —— H§(X) —— Hy(X) — H{(X) —

Note que (iX)y = 0 e (i} )y = 0, pois X & conexo por caminhos, e entao [0(c)] =
[Zd(c)+T(c)+- - -+TPH(c)] = [c]+[T(c)]++ - -+ [T~ (¢)] =[] +[c] - - -+[c] = ple] = 0.
Entdo, da exatiddo das linhas do diagrama, (AX)y : Ho(X) — HMX) e AY :

*

Hy(Y) — HX(Y) sio isomorfismos; note os trechos
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iX=0 AX

HY(X) S22 Hy () 2 H (X) —0,

i¥ =0 AY

H{(Y') == Ho(Y) —— Hg'(Y') —=0.

Tome agora o trecho

AX

Hy(X) —— Hy (X)

jf* lff
(

AY

Ho(Y) —= HMY).

Como (f.)o : Ho(X) — Ho(Y) é um isomorfismo, (AY)g o (f.)o € um isomor-
fismo, e, pela comutatividade do diagrama, (AY)go (fi)o = (f?)o0 (AX)g, e portanto
(Mo HNX) — HYY) é um isomorfismo.

Usando o trecho

0y

Ho(Y) —— H{(Y)

e com o argumento similar, mostramos que (f%)y : HJ(X) — H§(Y) ¢ um isomor-
fismo.
Considere agora os trechos

AX iX=0

* B*X
0= H(X) = H}X) ——= H{(X) — Hy(X)
o 0 OX Ay 95 =0
0= Hy(X) = H{(X) — Hy (X) = Ho(X).
Como H,(X) =0e (iX)y = 0, o primeiro trecho nos da que (9X); : HMX) —
HY(X) é um isomorfismo.

Analogamente, usando o segundo trecho, concluimos que (9/%X); : HY(X) —
H}(X) é um isomorfismo.

Tome agora os trechos



Da comutatividade dos diagramas acima, (9 );0(f2); = (f?)o0(9X)1 e (0¥ )0
(fOr = (fMo 0 (8%)1. Como (7)o o (95)1 e (f)o o (9:%)1 sdo homomorfismos
nao nulos, segue que (f%); : HY(X) — HY(Y) e (M), : HI(X) — HMY) sao
homomorfismos nao nulos.

Por hipétese, H,(X) = 0 para 1 < r < n, e entdao temos que (9), : HY(X) —
H? | (X) éum isomorfismo para todo 1 < r < n, por causa da exatidao da sequéncia:

0= H,(X) s HI(X) 2 HY(X) —% H,,(X) = 0.

Por inducao, provaremos que (f?), : H*(X) — H!(Y) e fA : HMNX) — HX(Y)
sao homomorfismos nao nulos para cada 0 < r < n.

Lembrando que o resultado esta provado para » = 0 e r = 1, suponha que
(f9), : HY(X) — H’(Y) e (f}), : HY(X) — HA(Y) sao homomorfismos nao nulos
para todo 1 <r < j < n.

Considere os seguintes trechos do diagrama:

X 0
]+1(X)_>Hj(X)

e
or
H]AJrl(Y) - Hf(Y)

HA

HY (X) 25 HA(X)

|

1Y, () 2 HAY).

Da comutatividade dos diagramas, temos que (0¥ )41 0 (fM)1 = (f9); o
(0F)j+1 e (0)ju1 0 (f)j1 = (f)j 0 (07X)j41. Como por hipotese (9);41 e
9 sao isomorfismos e (f%); e (f1); sdo nao nulos, segue que as compostas

* *x /] * /)]

(0 )js1 0 (fM)jm = (f); 0 (0X)ju1 € (O )jur 0 (fD)j4a = (f); 0 (8F)j41 tam-
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bém sdo homomorfismos ndo nulos. Portanto, temos que (f?);11 e (f2);41 sdo
homomorfismos nao nulos.

Pela proposigao 2.3.6, HS, (V) = H,.1(Y/Z,) = 0. Considerando o trecho

0=H’

AN it
w1 (V) == Hp (V) —— Ho(Y),

temos que (5Y), : HMNY) — H,(Y) é injetora. Assim, (5Y), o (f*), é um homo-
morfismo nao nulo.

Por outro lado, considerando o trecho

temos que (jY), o (f2) = (f.) o (jX)n = 0 pois H,(X) = 0. Isto ¢ uma contradigao.

Assim, a prova esta completa.
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