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Resumo

No contexto da teoria de pontos fixos e coincidéncias de Nielsen, este trabalho destina-se
ao desenvolvimento de técnicas de minimizacao do conjunto de pontos fixos em homotopias
e do conjunto de coincidéncias em pares de homotopias.

As técnicas baseiam-se na construcao de Hopf para auto-aplicagoes de poliedros e nos
resultados apresentados por Helga Schirmer (1979) para homotopias finitamente fixadas.

Para pares de homotopias, criamos o conceito de finitamente coincidentes e provamos
que certos pares de homotopias podem ter seu conjunto de coincidéncias minimizados, a

fim de se tornarem finitamente coincidentes.



Abstract

In the area of the theory of fixed points and coincidences of Nielsen, this study aims
to develop techniques to minimize the set of fixed points in homotopies and the set of
coincidences in pairs of homotopies.

The techniques are based on Hopf construction for selfmaps of polyhedrons and on the
results presented by Helga Schirmer in context of fix-finite homotopies.

For pairs of homotopies, we created the concept of coincidences finite and we proved
that certain pairs of homotopies can have their set of coincidences minimized in order to

become coincidences finite.
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Introducao

Neste trabalho, mais que interessados na manipulacao do conjunto de pontos fixos
e coincidéncias de aplicacoes dadas dentro da sua classe de homotopias, estendemos a
definicao de pontos fixos e coincidéncias para homotopias e manipulamos tais conjuntos de
forma conveniente.

Tal estudo esta inserido na teoria de pontos fixos e coincidéncias de Nielsen, mais geral-
mente conhecida como Teoria de Ponto Fixo de Nielsen. A origem desta area ocorreu no
inicio do século XX, referenciada nos trabalhos de Brower, Lefschetz, Hopf e principalmente
de Jakob Nielsen.

A motivagao inicial deste trabalho é o conhecido resultado provado por H. Hopf [2], em
1929, que garante que qualquer auto-aplicacao f de um poliedro, pode ser deformada em
uma auto-aplicacao f’, arbitrariamente préxima da f, com uma quantidade finita de pontos
fixos e todos eles localizados na realizagao geométrica de simplexos maximais distintos.

A técnica utilizada para a construcao de tal f’ é chamada de construcao de Hopf e
servira como motivagao para a construcao de resultados similares, como veremos neste
trabalho.

Em 1979, Schirmer [7] provou que um similar resultado, em relagdo ao provado por
Hopf, poderia ser obtido para homotopias. Para tanto, ela criou o conceito de homotopia
finitamente fixada e questionou:

Duas auto-aplicagoes fj e fi de um poliedro | K| homotopicas e cada uma com conjuntos

de pontos fixos finitos, podem ser relacionadas por uma homotopia finitamente fixada e
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SUMARIO

arbitrariamente proxima da homotopia inicial?

Schirmer mostrou que isto é possivel, se todos os pontos fixos de fj e f; estao localizados
em simplexos maximais. Quanto a homotopia finitamente fixada, os pontos fixos ou estao
na realizacao geométrica de simplexos maximais ou no maximo, na realizagao geométrica
de hiperfaces (faces apenas de simplexos maximais) de K.

Neste presente trabalho, generalizamos os resultados de Schirmer para o contexto de
coincidéncias. Ou seja, primeiro adaptamos a técnica da construcao de Hopf para traba-
lharmos com coincidéncias e assim, provamos um resultado similar para coincidéncias em
homotopias.

Por fim, conseguimos mostrar que dados dois pares de aplicagoes homotopicas satis-
fazendo algumas condigoes, cada par pode ser relacionado por uma homotopia arbitraria-
mente proxima da inicial, de forma que o conjunto de coincidéncias dessas novas homotopias

sejam o que chamamos de finitamente coincidentes.
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CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo as principais referéncias bibliograficas utilizadas para a sua construgao

sao as referéncias [1] e [6].

1.1 Complexos Simpliciais

Definicao 1.1.1. Um complexo simplicial K ¢ uma colecdo finita de conjuntos finitos,
tal que se s ¢ um conjunto em K et é um subconjunto de s, entaot € K.

Se s € um conjunto em K et é um subconjunto de s, entao t € uma face de s e
denotamos t < s.

Se s € K es contém p+1 elementos, entao s é chamado de p-simplexo ou simplexo
de dimensao p de K.

Os 0-simplexos sao chamados de vértices de K, assim como os elementos de um

simplexo.

Definicao 1.1.2. Se L € uma subcolecao de K que contém todas as faces de seus elementos,

entdao L também é um complexo simplicial e é chamado de subcomplexo de K.

Um exemplo muito comum de um subcomplexo de K € a colecao de todos os simplexos

de K de dimensao menor ou igual a p (cada simplexo neste subcomplexo tem no mdximo



1.2. SUBDIVISAO BARICENTRICA

p+ 1 elementos). Tal subcomplexo é conhecido como o p-esqueleto de K e denotado por
K@

E comum denotar os vértices de K, como os elementos da colecio K©).

1.2 Subdivisao Baricéntrica

A partir de um complexo simplicial K, é possivel obter um novo complexo simplicial
K7, chamado de subdivisao baricéntrica de K.

Os vértices de K devem estar em correspondéncia um a um com os elementos de K.
Assim denotamos um vértice de K por v(s), onde s € K.

Os simplexos de K sao todos os conjuntos {v(sg),...,v(s,)} tais que Vi e Vj, temos

que ou s; C s; ou s; C 8;.

Exemplo 1.2.1. Seja K um complexo simplicial satisfazendo: K© = {{vo}, {v1}, {va2}}

e K = {sg = {w},s1 = {v1}, 82 = {2}, 83 = {wo,v2},51 = {v1,v2}, 85 = {vo,v1},86 =

{vo,v1,v2}}. Entao, KY = {{v(so)},{v(s1)},...,{v(s¢)}} € os simplexos de K, sio:
0-simplezxos: v(sg),v(s1), ..., v(S6)-

{v(s0), v(s5)}, {v(s0), v(s6)}, {v(s1), v(sa)},

{v(s2),v(s4)}, {v(s2), v(ss)}, {v(s2), v(s6)},

{v(ss), v(se)}-

1-simplezxos: {v(so),v(s )},
{v(s1),v(s5)}, {v(s0), v(s6) }
{ols8), 0(s6) 1, {0(sa), 0(s0)} {0(s5), (56

9 simplezos: {u(50), v(s5), v(s6)}, {v(s0), o(58), v(s5)},
{v(s1),v(s6), v(s5)}, {v(s1), v(sa), v(s6) }, {v(s4), v(s6), v(s2) },
{v(s2), v(s6),v(s3)}-

Como K; é um complexo simplicial, podemos também realizar sua subdivisao ba-
ricéntrica e em geral, definimos a r-subdivisao baricéntrica K, de K como sendo
KT = (Kr—l)l-

1.3 Realizacao Geométrica de um Complexo

Definicao 1.3.1. Seja K um complexo simplicial com vértices vy, vs,...,v,. Denote por

|K| o conjunto de todos os simbolos Y., r;v;, onde r; € R, satisfazendo:
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o {v,i=1,....,n;r; # 0} € um simplexo de K.

Uma métrica d pode ser definida em |K|, como seque:

Sex =73 " v ey=y. ., sy estao em |K|, entio

da,y) = (3 (i — 5)°)

O espago | K| com a topologia induzida pela métrica d € um espago métrico compacto
chamado de realizagao geométrica de K.

Para © = Z?Zl r;0;, 0S numeros r; sao chamados de coordenadas baricéntricas do
ponto x a respeito dos vértices v;.

Para um simplezo s € K, o conjunto de todos os pontosy ., rv; em |K| com a propri-
edade de que o conjunto {v;;r; # 0} € igual a s forma um subespago chamado realizagao
geométrica de s e ¢ denotado por |s|. Assim, trabalhamos com o conceito de simplexo

aberto.

Exemplo 1.3.2. A realizagdo geométrica do complexo simplicial K apresentado no exem-
plo 1.2.1 € o0 espaco | K| que pode ser representado pela figura 1.1. Enquanto que a realiza¢do

geométrica de sua subdivisao baricéntrica pode ser representada pela figura 1.2.

Viso)
Vo
V(s3) V(ss)
: & »y
Va2 Vi V(s2) V(s4) (s2]
Figura 1.1: Realizagao geométrica Figura 1.2: Realizacao geométrica da
do complexo simplicial. subdivisao baricéntrica.

Observacao 1.3.3. Salientamos que neste trabalho usamos o conceito de simplexo aberto

e nao fechado.



1.4. POLIEDROS

Definigao 1.3.4. Seja t € K um simplero. A unido da realizagio geométrica das faces
proprias de t (excluindo t) é chamada de bordo de t e denotado por bd |t|.
Notemos, que |t| = |t| U bd |t|.

Definicao 1.3.5. Seja t € K um simplexo, definimos a estrela de t, e denotamos por
st(t), a cole¢ao formada por st(t) ={s € K;t < s}.

Também definimos st(|t]) = {Ul|s|;t < s}. st(|t]) € um conjunto aberto, o que implica
que si([t]) = {Uls[;t < s}.

Um simplezo t € K € dito ser maximal, se |t| = st(|t|), ou seja, t ndo € face de nenhum
outro simplexo. Dizemos que t € K € uma hiperface, se t so € face de um simplexo que

seja maximal.

Definigao 1.3.6. Seja K um complexo simplicial. Para cada ponto x € |K|, a vizinhanga

stmplicial de x, Nk(x), € o conjunto dos simplexos Nk (z) = {t U st(t);z € |t|}

1.4 Poliedros

Definigao 1.4.1. Um espaco topologico X é um poliedro, se existe um complexo simplicial
K, tal que |K| é homeomorfo a X. Uma triangularizagao de um poliedro X é um par

T = (K,7), onde K é um complezo simplicial e T : |K| — X € um homeomorfismo.

Definigao 1.4.2. Sejam X um poliedro e K um complexo simplicial, tal que |K| é home-
omorfo a X. O comprimento dos simplexos de K, denotado por u(K), é o mdzximo

do conjunto {diam (7(|s|)),Vs € K}, em que 7 : |K| — X é um homeomorfismo.

Para K um complexo simplicial e K; sua subdivisao baricéntrica, existe um homeo-
morfismo 7 : |K;| — |K| que normalmente é definido da seguinte forma:

Seja v(s) um vértice de Ky, onde s = {vg, v1,...,v,} € K, entao defina

SN |
p+17
=P +

ni(v(s)) =

Agora, para x = »_.* r;0(s;) € K; um ponto qualquer, defina

7 (z) = Zrﬂl(v(si)) € |K|

A interagao de sucessivos homeomorfismos
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K, D Ko 5 B K D K

produz a r-ésima subdivisao baricéntrica 7, : |K,| — |K].
Seja T' = (K, 7) uma triangularizagdo de um poliedro X, entdo a triangularizagao

T, = (K,,7.) é chamada de r-ésima subdivisao baricéntrica de 7.

Definicao 1.4.3. Sejam |K| e |L| poliedros e f,g : |K| — |L| aplicagdes simpliciais.
Dizemos que f € relativamente préximade g, se existe t € L, tal que f(x),g(x) € st|t|
e portanto d(f,g) < 2u(L).

1.5 Teorema da Aproximacao Simplicial

Definicao 1.5.1. Sejam K e L complexos simpliciais. Dizemos que f : K — L é uma
fungao simplicial, se para quaisquer vy, vy, ..., v, vértices de K pertencentes a um mesmo
simplexo, se tenha que f(vy), f(v1),..., f(v,) também sdo vértices de um mesmo simplexo

de L. Desta forma, f pode ser estendida a uma funcao continua |f|: |K| — |L|, tal que

x = Ztm €Kl = [fl(z)= th’f(vi)

Chamamos | f| de realizagao geométrica da funcao simplicial f ou aplicagao sim-

plicial induzida pela funcao simplicial f.

Definicao 1.5.2. Seja h : |K| — |L| uma fun¢do continua. Dizemos que h satisfaz a
condicao estrela com respeito a K e L, se para cada vértice v € K, existe vértice w € L,

tal que
h(st(|v])) € st(Jw])

Lema 1.5.3. Seja h : |K| — |L| satisfazendo a condigdo estrela com respeito a K e L.
Escolha f : K — L, tal que para cada vértice v € K

h(st([v])) C st(|f(v)])

(tal construgdao é possivel de ser realizada, devido a condi¢ao estrela de h).
Dado 0 € K, escolha x € |o| e T € L, tal que h(x) € |7|. Entao, f aplica cada vértice
de o em um vértice de T, ou seja, f € uma funcao simplicial. Logo, f pode ser estendida

para uma aplica¢ao simplicial de |K| em |L].

bt



1.5. TEOREMA DA APROXIMAGCAO SIMPLICIAL

Demonstracao: Seja o0 = {vy,...,v,}. Entao x € st(|v;]) para cada i e portanto

h(z) € h(st([vi])) C st(|f(wi)])

Isto significa que h(z) tem coordenadas baricéntricas positivas com respeito a cada
vértice f(v;), parai =0,...,p. Como h(x) € |7|, por hipétese, estes vértices devem formar
um subconjunto de vértices de 7.

Assim, como f leva os vértices de o em vértices de um mesmo simplexo de L, a funcao

pode ser estendida para a aplicacdo simplicial |f] : |[K| — |L|.
U

Definig¢ao 1.5.4. Seja h : |K| — |L| uma fungdo continua. Se f: K — L é uma fungdo
simplicial, tal que

h(st(Jv])) < st(]f(v)])

para cada vértice v € K, entao f € chamada de aproximacao simplicial para h.

Lema 1.5.5. Seja f : K — L uma aprozimacdao simplicial para h : |K| — |L|. Dado
z € |K|, existe um simplezo T € L, tal que h(z) € |7| e |f|(z) € |7| (If] a realizagio
geométrica de f). Portanto, d(f,h) < p(L).

Demonstracao: Dado = € |o|, com 0 € K, existe 7 € L, tal que h(z) € |7|. De

acordo com o lema 1.5.3, temos que |f|(z) € |a|, com a C 7 e portanto, |f|(z) € |7|.
U

Teorema 1.5.6. Dado um poliedro |K| e € > 0, existe um N inteiro positivo, tal que cada
simplexo de Ky (N-ésima subdivisio baricéntrica de K ) tem diametro menor que €, ou

seja, p(Ky) < e.

Admitiremos este resultado sem a sua demonstracao, pois ela pode ser encontrada em
Munkres [6], pag. 80.

Teorema 1.5.7 (Teorema da Aproximacao Simplicial). Sejam K e L complezos simpli-
ciais. Dada uma fungao continua h : |K| — |L|, existe N inteiro positivo, tal que h tem

uma aprorimacao simplicial f: Ky — L.
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Demonstragao: Cubra |K| por conjuntos abertos h ™! (st(|Jw|)), para cada w vértice de
L. Agora para esta cobertura aberta, que chamaremos de A, existe um nimero A (nimero
de Lebesgue), tal que qualquer conjunto de diametro menor ou igual a A, estd contido em
um dos elementos de A.

Escolha N inteiro positivo, tal que u(Ky) < A/2. Assim cada estrela de um vértice em
Ky tem didmetro menor que A e portanto, estd4 em um dos conjuntos h~!(st(w)). Entao,
h:|Ky| — |L| satisfaz a condicao estrela e pelo lema 1.5.3, existe a aproximagao simplicial

como desejamos.
O

Observacao 1.5.8. Tal como € construida a aprorimacao simplicial f da funcdao continua

h, |f| e h sGdo homotdpicas, pois podem ser relacionadas por uma homotopia linear.

1.6 Construcao de Hopf

Primeiramente, iremos generalizar o conceito de subdivisao baricéntrica para o de Sub-
divisao Baricéntrica Relativa a um Subcomplexo.

Seja K um complexo simplicial e L um subcomplexo. Podemos obter um novo complexo
K1, chamado de a subdivisao baricéntrica de K relativa ao subcomplexo L.

Defina os vértices de K, com sendo os vértices de L e os elementos v(s), um para cada
simplexo s € K\ L.

Para p > 0, defina os p-simplexos como todas as (p+1)-uplas da forma {vg, vy, ..., v,
V(Sg11)s---,0(sp)} € {vo,...,v,} é um simplexo de L contido no simplexo s,+1 € K\L,
onde s; C s;41 parai=q+1,...,p— 1.

Ficam subentendidos os casos em que ¢+1 =0 e g = p. Quando L = (), entao K = K,

a subdivisao baricéntrica usual.

Exemplo 1.6.1. Seja K o mesmo complexo simplicial usado no exemplo 1.2.1, cuja a
realizagao geométrica € representada pela figura 1.3. Seja L um subcomplexo de K, que sa-
tisfaga L' = {{vo}, {vi}, {v2}}, L = {s0 = {vo}, 51 = {v1}, 52 = {v2}, 51 = {v1, 02}, 85 =
{vo,v1}} e sua realizagao geométrica representada pela figura 1.4.

Entao Kp, a subdivisdo baricéntrica de K relativa ao subcomplero L, satisfaz Kéo) =
{{vo}, {v1}, {va}, {v(s3)},{v(se)}} € os simplexos de K, sdo:

0-simplezos: vy, v1, V2, v(s3), v(Se).

1-simplezos: {U07 U1>}7 {U1>7 U2>}7 {U()? U<53)}7 {U2)7 U(S?))}v {U(83)7 U(SG)}>

7
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Vo
Vo
V2 ¥s Vz Vi
Figura 1.3: Realizacao geométrica Figura 1.4: Realizacdo geométrica
do complexo simplicial. do subcomplexo.

{vo,v(s6)}, {v2), v(s6)}, {v1,v(s6)}-
2-simplezos: {vo, v1,v(s6)}, {v1,v2,v(s6)}, {va), v(s3), v(se)},

{vo, v(ss), v(s6)}-

Por fim, a realizacdo geométrica de Ky, pode ser representada pela figura 1.5.

Viso)

V(s3)

viss V(s1)

Figura 1.5: Realizacao geométrica da subdivisao baricéntrica relativa.

Definicao 1.6.2. Se um complexo K’ € obtido de um complexo K por uma sucessao de

subdivisoes baricéntricas relativa a um subcomplexo, dizemos que K' é um refinamento

de K.

Existe um caminho natural para definir um homeomorfismo |7 | : [K| — |K]:



1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

Para um vértice v € L e assim de K, defina 7,(v) = v. Para v(s) um vértice de K7,
onde s = {vg,v1,...,0,} € K\L, defina 77,(v(s)) = 0% Iﬁvi. Depois, basta estender 77,
linearmente.

Assim, se K’ é um refinamento de K, existe um homeomorfismo 7 : |K'| — |K]|, onde

7 é uma composicao de homeomorfismos da forma 7, como o definido anteriormente.

Definicao 1.6.3. Sejam K wm complexo simplicial e |K®)| a realizacdo geométrica do seu
p-esqueleto. Para Ky, a subdivisao baricéntrica de K, considere o homeomorfismo natural

7 1 |Ky| — |K|. Chamamos um p-simplexo s € K, de p-esqueletal, se 71(|s|) C |[K®)|.

Exemplo 1.6.4. Sejam K e Ky, um complexo simplicial e sua subdivisdo baricéntrica,
respectivamente, como o0s usados no exemplo 1.2.1. Entdo o simplexo {v(so),v(s3)} € 1-

esqueletal, enquanto que o simplexo {v(so),v(s¢)} nao € 1-esqueletal.

V(so)

1l-esqueletal
¥ Nao e 1-esqueletal

\Y
V(s2) V(s2) (51)

Figura 1.6: Exemplo de simplexo 1-esqueletal.

Lema 1.6.5. Sejam K um complexo simplicial e s', s* (s' # s?) simplexos p-esqueletais

de K. Entao ndo existe simplezo de K, que contenha tanto s* como s2.

Demonstracao: Seja t = {v(so),v(s1),...,v(sy)} € Ky coms; € K,i=0,1,...,q¢
suponha que seus vértices estao ordenados de forma que s; C s;41 parai=0,...,q — 1.

Se m1(Ju(s;)|) € |[K®]|, entdo s; € KP. Se j < i, temos s; C s; e assim, s; € K?), o
que significa, 71 (Jv(s;)]) € |[K®).

e Ses; ¢ KW Vi=0,1,...,q, entdo 7y (|v(s;)]) ¢ |KP)|, Vi e assim, 7 (|t|) N|KP| = 0.

e Se 3i, com s; € KP entdo 71 (|v(s;)]) € |KP| e Vj < i,s; € KP. Logo 7 (|v(s;)]) €
IK®)| e assim 71 (]t]) N |[K®| = 7, (]]) para algum ' C ¢, onde ¢’ € K™, m < p.
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1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

Suponha que exista t € K; que contenha s' e s%, entao 7(|s!| U |s?]) C 7(]t']) para
algum t' € K™. Isto ocorre, pois sendo s e s* p-esqueletais e ambos pertencentes a t,
temos que 71 (|s'| U |s%]) € 7i(|t]) N |K®|. Mas s' e s? sdo ambos p-simplexos e assim

1

devemos ter que m = p e t' = s' = s2. Logo, um absurdo.

g

Seja K um complexo simplicial. Recordemos que um simplexo s € K é maximal se nao
existe outro simplexo de K (diferente de s), que contenha s.
A principal técnica usada na demonstracao do préximo resultado, é chamada de Cons-

trucao de Hopf.
Hipéteses para a realizagao da construcao de Hopf

Sejam K um complexo simplicial, K" um refinamento de K e |¢| : |K'| — |K| a realizagao
geométrica da fungao simplicial ¢ : K' — K. Suponha que ¢ é um p-simplexo nao maximal
de K, satisfazendo [t| C [¢|(|t]).

Como v é simplicial, 1(t) = s para algum g-simplexo s € K, onde ¢ < p.

Por outro lado, como [t| C |[¢|(|t]) = |s| e t é um p-simplexo por hipétese, entao devemos
ter que ¢ > p. Assim s é de fato um p-simplexo de K.

Seja t* € K’ um simplexo maximal contendo t. Como t por hipétese nao é maximal, ¢*
¢ um m-simplexo onde m > p.

Por |t*| ser aberto em |K’| e K’ ser um refinamento de K, entdo [t*| C |s*| para um
m-simplexo maximal s* € K.

Assim, |t| C |t*], o que implica |t| C |s*|. Como [t| C |s|, entdo temos que || C |s N s*|.

Agora o fato de que ¢t é um p-simplexo de K’, implica que s N s* é um p-simplexo de
K (pois dim s = p) e portanto, s C s*. Notemos que s* # s, pois s* é um m-simplexo, s é
um p-simplexo e m > p.

Portanto, |t| C |s| C |s*| e podemos redefinir a fungdo ¢ ainda mantendo-a simplicial e
evitando que |t| C |¢|(]t]). Vejamos como:

Seja L o subcomplexo de K’, refinamento de K, consistindo de todos os simplexos que
nao contém t e considere o complexo simplicial K (a subdivisao baricéntrica de K’ relativa
al).

Vamos definir ¢’ : K, — K nos vértices, como segue:
e Sev € L, defina ¢'(v) = ¥(v).

10



1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

e Set Ctjet#t;, defina ¢/'(v(t;)) como um elemento qualquer de s.

e Por fim, defina ¢/(v(t)) como um elemento qualquer de s*\s.
Assim, 1’ se estende a uma funcao simplicial ¢/ : K; — K e consequentemente a
aplicacao simplicial [¢'| : |K7| — | K].

Observagao 1.6.6. Se x € |K'| € ponto fizo de |¢|, ou seja, |Y|(x) = z, entdo como
x € |t| para algum t € K', temos que |t| C |Y|(|t]), pois |¢| é uma aplicagio simplicial e

K’ é um refinamento de K.

A construcao de ¢ a partir de ¢ e t € K’, quando [t| C |¢|(|t]), é o que nos referimos

como construgao de Hopf.

Observacao 1.6.7. Podemos entao concluir sobre a Construcao de Hopf:

1. [Y'|(x) # z,Vz € |t|, com t € K’ satisfazendo as hipdteses da construg¢ao de Hopf.
Podemos escrever |t| = U,_, [t'], onde t' € K ev(t) € t' parai=1,2,...,r.
Como '(v(t)) ¢ s, entao V' (t') = s' # s, onde s' é um k-simplexo de K, k < p.

Por outro lado, temos |t'| C |t| C |s| e, por defini¢io |s°| N |s| = 0, o que implica
[t N ([t]) = 0. Assim, se x € |t|, entao x € |t'| para algum i € {0,...,7} e como
1t N Y[(|E]) = 0, temos que ' (z) # x, como queriamos.

2. Sex e |K}J(p)| e [Y|(x) # x, entdo |Y'|(x) # x.

o Sex € |L|, entao |Y'|(x) = |¢|(z) por defini¢io.
e Sex ¢ |L|, entao x € si(|t]).

— Se x € |t|, pelo item anterior temos que |¢'|(x) # x.

— Sex €|t;| comt Ct;et#t;, entao dim(t;) > p. Como K' € refinamento
de K, existe s € K, tal que |t;| C |s| e portanto dim(t;) < dim(s), ou seja,
dim(s) > p.

Como x € |K’L(p)], entdo x € |r|, r € K'L(p) e portanto, dim(r) < p. Logo,
como Y € simplicial, temos V'(r) # s, o que implica |V'|(x) # x, pois
x € |s].

3. |Y'| € uma aplicagao relativamente proxima de |v).

Seja x € |K'|:

11



1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

e Sex € |L|, temos |Y|(x) = |¢'|(2).

o Sex € |t;| comt Ct;etF#t;, entao |¢|(x) € |s'|, onde s C &', pois P(t) = s
e ¢ € simplicial. Por outro lado, como ¢'(v(t;)) € s, entdo |¢'|(x) € |s"|, onde
s"e€e K es"Ns#0. Logo, s"Ns" # 0.

o Sex € |t|, entio |Y|(x) € |s| e [¢/|(x) € |s*|. Notando que |s*| contém |s|,
temos por construcao que ||(x) e |'|(z) pertencem a realiza¢ao geométrica de
simplezos diferentes, diga-se s' e s® pertencentes a K, respectivamente, e serd

vdlido que ou s* N s? # 0 ou s U s* C s*.

Definicao 1.6.8. Um poliedro X ¢é n-dimensional se para qualquer triangularizagao
(K,7) de X, K é um complexo simplicial n-dimensional, isto é, K contém um n-simplexo,

mas nao um m-simplexo para qualquer m > n.

Teorema 1.6.9. Sejam X um poliedro conexo n-dimensional comn > 1 e f: X — X

uma aplica¢ao. Dado € > 0, existe uma aplicacao f': X — X, tal que:

1. f" tem uma quantidade finita de pontos fizos.

2. Eziste uma triangulariza¢ao (K',7") de X, em que cada ponto fixo de [’ estd em um

conjunto distinto 7'(|s|), para algum simplexo mazimal s € K'.

3. d(f, f) <e.

Demonstracao: Seja T' = (K, 7) uma triangularizagao de X tal que, u(K) < €/4n.
Pelo teorema da aproximacao simplicial, existe ¥ : K, — K uma aproximacao simplicial
para f, onde K, é a r-ésima (r>0) subdivisao baricéntrica de K.

Se vg é um vértice de K,, com [¢|(|vg]) = |vg| e este vértice ndo é maximal, podemos
aplicar a construgao de Hopf para obter um refinamento K’ de K, (e assim de K) e uma
funcao simplicial ¢ : K/ — K.

Da definigao de ¢', se v é um vértice de K’ e |[¢'|(|v]) = |v|, entdo v deve corresponder
a um vértice de K, diferente de vy.

Repetindo a construgao de Hopf para cada vértice v € K, em que |¢|(|v]) = |v|, obtemos
um refinamento K’ de K e uma funcao simplicial ¢ : K/ — K, em que se v é um vértice
de K, entao [¢'|(|v]) # |v].

Se t € K’ é 1-simplexo e nao é maximal, com |t| C |[¢'[(]t|), aplicamos a construgao de

Hopf para ¢’ e t.
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1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

Continuamos repetindo a construcao de Hopf, primeiro para todos os 1-simplexos nao
maximais ¢ com || C |¢’|(]¢]), depois para todos 2-simplexos nao maximais que satisfagam
a mesma condicao e assim, por diante.

Na aplicacao da construcao de Hopf para um p-simplexo, pelo segundo item da obser-
vagao 1.6.7, falhard a solugao da equagao |¢'|(x) = z, a realizagdo geométrica de qualquer
simplexo de dimensao menor que p no refinamento.

Ou seja, trabalhando com os simplexos de dimensao a dimensao, estamos eliminando
todas as solugoes de [¢)|(z) = x, exceto na realizacao geométrica de simplexos de dimensao
maior, caso existam e nao satisfacam as hipéteses da construcao de Hopf.

Depois de um ntimero finito de aplicacoes da construcao de Hopf, temos um refinamento
K' de K e uma funcao simplicial ¢’ : K’ — K, em que se x € |K'| e x estd na realizagao
geométrica de um simplexo ndo maximal, entao |[¢'|(z) # .

Seja t € K’ um simplexo maximal e suponha z, 2’ € [t|, com |¢'|(x) =z e |[¢|(2") = 2.

Note que |¢| é linear em [t], entdo se para r € R, tem-se que [rz + (1 — 7)z’] € |t], entdo

|V |(re + (1 —r)a’) =ra+ (1 —r)a’

Mas de fato, existe r € R, tal que y = rz + (1 — )2’ € d|t| e J|t| = [t|\|t| é a unido da
realizacao geométrica de simplexos nao maximais.

Como nao podemos ter [¢'|(y) = y em que y pertenga a realizacdo geométrica de um
simplexo nao maximal, concluimos que [|t| contém no méximo um elemento x, tal que
[](x) = .

Triangularize X de forma a identificd-lo a K’ e seja f’ = |¢/|, entdo a segunda condigao
vale. Como K’ tem um nimero finito de simplexos maximais e provamos que cada um em
sua realizacdo geométrica tem no maximo uma solugao para f’(x) = x, a primeira condicao
também é verdadeira.

Resta verificar o ultimo item do Teorema. Notemos que a condigao |t| C [¢'||¢|, imposta
para a aplicacao da construcao de Hopf, automaticamente faz ¢ um p-esqueletal, ou seja,
necessariamente t € K’ satisfaz |t| C |t*|, para algum ¢* € K com mesma dimensao que ¢
(se t* é de dimensao maior, sendo ¢’ simplicial seria impossivel ter |¢t| C [¢'|(]¢])).

Como a construgao de Hopf move somente pontos em |¢;|, onde ¢ C ¢;, pelo lema 1.6.5 e
pela construcao de Hopf ser feita dimensao por dimensao, cada ponto é movido no méximo
uma vez em cada dimensao. Sendo os n-simplexos todos maximais, cada ponto é movido
no MAaximo n vezes.

Temos que para cada aplicacao da construcao de Hopf, pelo terceiro item da observacao
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1.6. CONSTRUGCAO DE HOPF

1.6.7, z € X nao move-se mais que 2u(K) < €/2n e entao

d([¢|(z), f'(x)) < nle/2n) = /2

Assim, d([¢], ') < €/2.
Como, 1 é uma aproximacao simplicial para f com respeito a triangularizacao 7', temos
d(f, 1)) < u(K) < /2 e portanto, d(f, f') < .
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CAPITULO 2

Homotopias Finitamente Fixadas

A principal referéncia bibliografica para este capitulo é o artigo da Schirmer [7]: Fix

Finite Homotopies.

2.1 Teorema Principal

Uma vez conhecido o resultado provado por H. Hopf (1929) [2] que garante que toda
auto-aplicacao de um poliedro pode ser deformada em uma auto-aplicacao f’ que tem um
numero finito de pontos fixos, arbitrariamente proxima da f e com todos os pontos fixos da
f" localizados na realiza¢do geométrica de simplexos maximais distintos, Schirmer (1979)
[7], questionou se um resultado similar poderia ser obtido para homotopias.

Para tanto, ela criou o conceito de homotopias finitamente fixadas:

Defini¢ao 2.1.1. Uma aplicagio F : |K| x I — |K| é uma homotopia finitamente
fixada, se a aplicagao f, - |K| — |K|, definida por fiy(x) = F(x,t) tem uma quantidade
finita de pontos fixos, ¥Vt € I.

Problema apresentado pela Schirmer:
Duas auto aplicagoes f; e fi de um poliedro |K| homotdpicas e com uma
quantidade finita de pontos fixos, podem ser relacionadas por uma homotopia

finitamente fixada e arbitrariamente préxima da original?
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2.2. UmA CONSTRUGAO DE HOPF PARA HOMOTOPIAS

A resposta é positiva se todos os pontos fixos de fy e fi estao contidos na realizacao
geométrica de simplexos maximais.

Na homotopia finitamente fixada construida, nao necessariamente tem-se que todos
os pontos fixos estao localizados em simplexos maximais de K, mas estes pontos estao
localizados na melhor forma possivel, ou seja, quando nao estao na realizacao geométrica

de simplexos maximais, estao na realizagao geométrica de simplexos que sao hiperfaces.

Teorema 2.1.2. Seja F' uma homotopia entre duas auto-aplicacoes fo e fi de um poliedro
|K|, em que fy e fi possuem uma quantidade finita de pontos fixos, com todos os pontos
fizos localizados na realizagdo geométrica de simplexos maximais. Dado € > 0, existe uma

homotopia F' de fy a f1, satisfazendo:

1. F' € finitamente fizada.

2. As projecoes de todos os pontos fixos de F' estdao contidos na realizacdo geométrica

ou de simplexos maximais ou de hiperfaces de K.
3. d(F, F') <.
Casos similares a este teorema foram anteriormente provados:

e Weier [10], construiu uma homotopia finitamente fixada satisfazendo a primeira con-
digao e algo relacionado a segunda, desde que |K| fosse uma pseudo variedade bi-

dimensional, satisfazendo uma determinada condicao de conexidade.

e Schirmer [8], construiu uma homotopia finitamente fixada, satisfazendo a primeira
e terceira condigoes, se |K| fosse uma variedade de dimensao finita triangularizdvel,

orientavel e sem bordo.

2.2 Uma Construcao de Hopf para Homotopias

Sejam K um complexo simplicial e |G| a realizagao de uma fungao simplicial G : P — K,
onde P é um complexo simplicial adequado que satisfaz |P| = |K| x I. Seja t um simplexo
de P.

A construcao de Hopf para homotopias que livra |G| de todos os pontos fixos em [t,
desde que G(t) nao seja maximal em K, é uma técnica extremamente necessiria para a

demonstracao do Teorema 2.1.2.
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Lema 2.2.1. Sejam K um complexo simplicial e P um complexo simplicial que satisfaca
|P| = |K| x I. Sejam |G| : |P| — |K| a realizagdo geométrica de uma fungao simplicial e

7 |P| = |K|, a proje¢io na primeira coordenada.

e Set éum simplexo de P, com w(|t|) contido na realizagcdo geométrica de um simplezo
se€ K' (K' é um refinamento de K );

e Se |t| N Fiz |G| # 0, onde Fiz |G| = {(x,t) € |P|;|G|(x,t) = w(x,t)};
e Se G(t) nao € maximal em K.

Entao, existe uma funcao simplicial G' : Po — K (Pg € a subdivisdo baricéntrica

relativa ao subcomplexo @), com Q = P\st(t), tal que:
1. |t|N Fix |G'| = 0.
2. |G| = |G| em |Q)|.
3. d(|G],1G"]) < 2u(K).
Demonstracgao: Seja s* um simplexo maximal de K’ com s < s* e r* um simplexo
maximal de K com |s*| C |r*|, entao:
m([t]) € |s| C [s*[ € Jr]

Se r = G(t), entdo w(|t]) N |r| # 0, pois |[t| N Fix |G| # @ e portanto, |r| N [r*] # @, o
que resulta r < r* (notemos que r # r*, pois r* ¢ maximal e r ndo). Também nao é dificil
ver que como |s| N |r| # 0 e s € K', refinamento de K e ambos sao realizagao geométrica
de simplexos abertos, entao |s| C |r| .

Fazendo () = P\st(t), seja Py a subdivisao baricéntrica de P relativa ao subcomplexo
Q.

Vamos definir G’ : Py — K uma fungao simplicial.
e Sewv € Q, seja G'(v) = G(v).

e Se t; € st(t)\t e v(t;) é o vértice de Py contido em |¢;], seja G'(v(t;)) um vértice

qualquer de 7.

e Se v(t) é o vértice de P, contido em [t], seja G'(v(t)) um vértice qualquer de r* que
(t) Q , 5€] qualq q

nao seja vértice de r.
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Verifiquemos que G’ assim definida satisfaz as trés condicoes do lema:

1. Para verificar que |t| N Fix |G'| = 0, primeiro notemos que [t| = J;_, |t'] em que
t'e Pypewv(t) et parai=1,2,...,n.
Como G'(v(t)) & r, entao G'(t') = r* # r, onde r* é um simplexo de K.

Por outro lado, temos que

ISl = w () < m(|t])

Como 7 (|t|) C |s|, temos m(|t*]) C |s|.
Se caso tivéssemos |G'|(|t']) N7 (|t]) # 0, entao, |G'|(|t*])N]s| # O ou seja, |r|N]s| # 0.
Mas como |s| C |r|, entdo terfamos que |r*| N |r| # 0, o que é um absurdo, pois por

construcao |rf| N |r| = 0. Portanto, |G'|(|t!]) N« (|t*]) = @, como queriamos.

2. Se x € |Q)|, entdo x € |s| para algum s € Q). Fazendo s = {vy,vs,...,0v,}, entdo

n .
r =) ., x;v; comxz; €R, assim

(@) =) @G (v) = Y a:G(vi) = |G| (x)
i=1 i=1
E portanto, |G| = |G| em |Q)].

3. Se z € |s| com s € @, pela condigdo 2 temos que |G|(z) = |G'|(x).
Sex € |s| e s ¢ Q, entdo s € st(t).

Se s = t, como G é simplicial e G(t) = r, com 7 < r*, entdo |G|(z) C |[r*| e por

construgao de G', também temos que |G’|(z) C |r*|.

Se s # t, entdo r’ simplexo maximal de K’, tal que G(s) C 7/, assim também por

construcao de G’, tanto |G|(z) como |G’|(z) estdao contidos em [r/].

Logo, em ambos os casos, temos d(|G|, |G'|) < 2u(K).

2.3 Demonstracao do Teorema 2.1.2
Passo 1
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Construcoes de aplicagoes simpliciais g;, com finitos pontos fixos que sao
homotdpicas (e estas homotopias sao finitamente fixadas) as aplicagoes f;
dadas.

Comecaremos a demonstracao com um lema simples.

Lema 2.3.1. Sejam K wum poliedro conexo e 0 € K, um simplero mazximal. Entao para
qualquer x € |o|, dado 6 > 0, existe y € |o| satisfazendo d(z,y) < & ey sempre pertencente

a realizagao geométrica de um simplexo mazximal em qualquer refinamento de K.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que como |K| é conexo, entao dim(c) = p >

Sendo K uma colegao finita de conjuntos finitos, o nimero de refinamentos em K é
enumeravel e portanto, o niimero de refinamento em o (subdivisdes baricéntricas relativas
ao complementar de o) também é enumerdvel.

Seja A o conjunto de todos os (p-1)-esqueletos de todos os refinamentos de o. Clara-
mente este conjunto satisfaz dim(A) = p — 1, pois é uma colegdo de conjuntos finitos que
contém no maximo p elementos.

Como dim(c) = p, entdo |o|\|A| # (). Para x € |o|, seja U(x,0) a bola aberta centrada
em z e raio . Como dim(K) > p, entdo U(z,0) N (|o|\|A|) # 0 e portanto existe y € |o],
tal que d(z,y) < d ey € |o]\|A].

Como y ¢ |A|, em qualquer refinamento de K y estara contido na realizagdo geométrica

de um simplexo que sera maximal.

Definigao 2.3.2. O dia@metro de uma homotopia H : |K| x I — |K| é

diam H = sup {d(H (x,t), H(z,t));x € |K|,t,t' € I}

Lema 2.3.3. Sejam f; : |[K| — |K|, i = 0,1 duas auto-aplicagées de um poliedro | K|,
n-dimensional, com uma quantidade finita de pontos fizos e com todos os pontos fixos

localizados na realizacdo geométrica de simplexos mazximais. Dado € > 0, existem:

e Um refinamento K' de K

e Refinamentos K!', i = 0,1 da primeira subdivisdo baricéntrica de K';
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o Aplicagoes simpliciais g; : |K]'| — |K'|, i =0,1;
e Homotopias H; de f; a g;, 1 =0,1.
Satisfazendo:

1. H; € finitamente fixada e a projecao de todos os seus pontos fixos estao localizados

na realizacao geométrica de simplexos mazrimais de K;

2. g; tem uma quantidade finita de pontos fixos que estao localizados em simplexos ma-

ximais distintos de K';
3. diam H; < €/4;
4o W(K') < 64(2:1+1)'

Demonstragao:

Parte 1

Assumiremos que |K| é conexo, pois caso nao seja, esta construcao pode ser feita
componente a componente.

Primeiro, vamos construir duas aplicagoes f/ : |K| — |K|, i = 0,1 e homotopias H de

fi a f!, satisfazendo:

e Todos os pontos fixos da f; estao localizados na realizagdo geométrica de simplexos

maximais em qualquer refinamento de K;

e A projegao de todos os pontos fixos de H] estao localizados na realiza¢ao geométrica

de simplexos maximais em K e diam H; < €/8.

Faremos tal construcao apenas para fy, pois a construcao da f; segue de maneira
analoga.

Seja Fix fo = {¢;}, o conjunto dos pontos fixos de fy. Como f é continua, podemos
escolher 3, com 0 < < €/16, tal que Ve; € Fix fo, as S-bolas abertas U(c;, ) sejam
disjuntas duas a duas e cada U(c;, ) esteja contido na realiza¢do geométrica do simplexo
de K que contém c; e que por hipdtese ¢ maximal.

Seja v, com 0 < v < /2 e satisfazendo d(z, fo(z)) < B/2, Vo € U{U(¢;,7);¢; €
Fix fo}. Notemos que tal escolha pode ser feita, pois f é continua e Fix fy é um conjunto

finito.
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De acordo com o lema 2.3.1, cada U(c;,y) por estar localizado na realizacao geométrica
de um simplexo maximal, contém um ponto c; que estd contido na realizagao geométrica
de um simplexo maximal em qualquer refinamento de K.

Seja z € U(c;,v)\{¢;}. Chamemos de y o ponto em que a semi-reta de ¢; a x intercepta

o bd U(ej,7) e z o ponto do segmento de ¢; a y que satisfaz

d<cjv y)
d(c}, y)

Um exemplo de tal construcao pode ser observado na figura 2.1.

d(cj, z) = A, )

77

U(ciy)

Figura 2.1: Construgao do ponto z.

Para definir uma aplicagdo fp; de U(cj,7) em Ulcj, B), como | K| é um espaco normado
compacto podemos considerar por % o vetor de a a b em U(c;, B), pois Ul(c;, 5) esta contido
na realizacao geométrica de um simplexo maximal.

Para € U(c;,7)\{¢}}, seja f§;(z) o ponto que satisfaz

@) = &a+ =fol)

e defina fg;(c}) = ¢}

21



2.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA 2.1.2

Esta construgao esta bem definida, pois Vo € U(c;, ), tem-se que:

d(fo;(2),¢;) < d(fo;(2),2) +d(z, c;)
d(fo(2),2) +d(z,c;)
< B/2+7

g

A\

Portanto, fo.(x) € U(cy, B).
Agora podemos definir f{ : |K| — |K|, da seguinte forma:

f(2) = foj(x), sex e U{U(c¢;,7); ¢; € Fix fo}
0 fo(z), mnos outros casos.

Tal como foi construida, f; ¢ continua, pois tanto fy como cada f;; sdo continuas e para

qualquer ¢; € Fix fy, se # € bd U(e;,7), entdo fo;(x) = fo(z). De fato, pela construgao

neste caso, teremos que y = z = x e portanto,

\
7

. N
¢ fo;(x) = i + xfo(:v§ = ¢ fo(x),

o que implica fo.(r) = fo(r).

Como nao existem pontos fixos fora de U(c;,7), o conjunto de pontos fixos de f} é
Fix fo = {c}} e vale destacar que todos eles estao localizados na realizagao geométrica de
simplexos que sao maximais em qualquer refinamento de K.

Agora vamos definir uma homotopia entre fy e f). Seja x € |K]|.

Se x ¢ U{U(cj,v);¢; € Fix fo}, entdao fi(z) = fo(z) e portanto podemos definir
Hy(a.t) = fola).

Se z € U{U(c;j,7); ¢; € Fix fy}, entdo denotemos por ¢;(t) o ponto do segmento de c;
a ¢}, para 0 <t < 1, reparametrizado pelo intervalo unitdrio.

Definimos Hy;(z,t) como o ponto em U(c;, 3) que é obtido de maneira andloga a fo, (),
mas usando c¢;(t), ao invés de ¢;. Notemos que ¢;(f) também estard em um simplexo

J

maximal de K, mas nao necessariamente em qualquer refinamento de K, como € o caso do

/
.
J
Defina Hy;(z,0) = fo(z). Entdo a homotopia Hj de fo a f; pode ser construida de Hy;
da mesma forma que f; foi construida de fq; e a continuidade de H segue de forma similar

a como foi provado para f.
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Para verificar o diam H{,, notemos que:

e Se x ¢ U{U(cj,v);¢c; € Fix fo}, entdao fj(x) = fo(x) e portanto Hj é a homotopia

constante.

e Se v € U{U(cj,7);¢; € Fix fo}, entdo fi(x) # fo(z) e assim, por construcio, o
conjunto {H|(z,t);0 <t < 1} estd contido em algum Ul(c;, ).

Portanto, diam Hj < 2/ < ¢/8.
A forma como H|, foi construida implica que a projegao de qualquer ponto fixo esta

contida na realizagao geométrica de um simplexo maximal de K.

A aplicagao f] e a homotopia H] de f; a f{ é obtida analogamente.

Parte 2

Agora vamos descrever a construgao das aplicagoes simpliciais ¢g; e homotopias H de
flag,i=0,1.

Escolha py, com 0 < py < €/64, de forma que cada ¢ € Fix fy, que estd contido
na realizagdo geométrica de um simplexo k; € K (maximal em todo refinamento de K),
satisfaca U (¢}, 4po) C |kj| e todos U(c}, 4po) sejam disjuntos.

Como f{ é continua, 36y com 0 < Jy < py satisfazendo

fé(U(C;7 60)) - U(C;aPO)v\V/C; € Fix f(l)

Além do mais, escolha 1y com 0 < 1y < py, tal que

d(z, Fix fo) = 6o = d(=, fo(x)) =m0

Determine py, 01,7, analogamente para f| e escolha um refinamento K’ de K, tal que

. 7o Uil
K" < 9o, 0
lu( ) mln{ 0 172n+172n+1}7

onde n é a dimensao de K.

Seja 1y uma aproximagao simplicial de f] que aplica um refinamento da primeira sub-

divisdo baricéntrica de K" em K’ e escolha go como uma aplicagao que é obtida de |t)y| por
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uma sucessao de construcoes de Hopf da mesma forma que f’ é obtida de 1 na demons-
tracao do Teorema 1.6.9.

Entao go : |K{| — |K’| é uma aplicagdo simplicial, onde K é um refinamento da
primeira subdivisao baricéntrica de K'.

Esta aplicacao tem uma quantidade finita de pontos fixos e eles estao localizados na
realizacdo geométrica de simplexos maximais distintos de K e d(|¢o], go) < 2nu(K’).

Como d(f§, |1o]) < u(K'), entao

d(fo,90) < 2n+1Du(K') <o

Agora iremos construir uma homotopia H{ de f} a go.

Se x ¢ ({U(c), 00); c; € Fix f}, entao d(z, Fixfy) > do = d(x, fo(x)) > no e portanto,
x e fli(x) estdo na realizagdo geométrica de simplexos distintos de K’ pois pu(K’) < 1.

Ao realizar a primeira subdivisao baricéntrica, antes de realizar os refinamentos para
obter a aproximacao simplicial ¢y de f}, também estamos garantindo que z e |1)y|(x) estao
na realizacao geométrica de simplexos diferentes. Assim, tal como foi feita na construcao
do teorema 1.6.9, temos que go(x) = |1)o|(z).

Como 7y é uma aproximacao simplicial de f{, é possivel definir H//(x,t) por

Hg(x,t) = tgo(z) + (1 — 1) fo(x)

De d(z, fi(z)) > no e d(f{, g0) < no, segue que H{(x,t) # z, V0 <t < 1.

Agora vamos definir a homotopia em (J{U(c},d); ¢; € Fix f;}. Para tanto, conside-
remos um dos conjuntos U(c}, do) (que esta contido na realizagdo geométrica de simplexo
maximal k; de K).

H{ ja foi definido no bd U(¢},d) x I e satisfaz:

d(c}, Hy(x,t)) < d(cj, fo(x)) + d(fy(x), Hy (1))
< d(¢;, fo(@)) + d(fo(), go())
< po+ 1o
< 2po

Faca H{/(x,0) = f(z) e Hj(z,1) = go(x), Yz € U(c}, dy).
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Entéo, H{ esté definido em bd(U(c},do) x I), tem valores em U(c},2po) € o conjunto
de seus pontos fixos é formado por ¢; x {0} e finitos pontos em U(c], dp) x {1}.

Para estender Hy sobre todo U(c},dg) x I, faremos o procedimento descrito a seguir.
Seja ¢; = (¢, 1/2), para cada ponto & = (z,t) € (U(c}, &) x 1)\{¢;}, tome § = (y, s) como

sendo o ponto da semi-reta de ¢; a ¥ que intercepta o bd(U(c},do) x I).

Um exemplo deste tipo de construcao pode ser observada na figura 2.2.

U(c’j, &) x|

~

/
(€5,1/2)

‘dz\

W

Figura 2.2: Construgao do ponto g = (y, s).

Sendo d a métrica produto em | K| x I, entdo defina HY(x,t) como o ponto que satisfaz

/ 1 /_> 1
c;H (x,t) = cir + AyH, (y,s)

onde \ = %

Por fim, defina Hy(c},1/2) = ¢}.

Notemos que tal como foi construido, o conjunto de pontos fixos de Hj em U(c;, do) X I é
o conjunto de pontos ¥ = (z,t) € U(c}, dy) x I que satisfazem ou & = (c},t) com 0 < ¢ < 1/2
ou g = (y,s) (associado a T na construcao de H(x,t)) ser um ponto fixo de Hf(x,t) em
U(d;,d0) x {1}.

De fato, por um lado temos que se 7 € U(c}, do) x I é ponto fixo, entdo Hj(z,t) = x e

pela forma como foi construido, implica que H{(y, s) = y. Ou seja, § = (y, s) ¢ um ponto
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fixo pertencente a bd(U(c},dp) x I). Mas como anteriormente foi observado, os tnicos
pontos fixos deste bordo sao (c},0) e finitos pontos em U(c},dp) x {1} e para o primeiro
caso, teremos que T = (¢}, t) para 0 <t < 1/2, serd um ponto fixo de Hy.

Por outro lado, se T = (z,t) € U(c},dy) x I satisfaz T = (¢}, t) para 0 <t < 1/2, entdo
§ = (c},0) e assim

N

—_— —
GH(. 1) = &, + MGHY(,0) = & Hy (& 0)

o que implica, Hy(c},t) = Hy(c},0) = c;.
Agora se § = (y, s) (associado a Z na construgao de H{/(x,t)) é um ponto fixo H{(x,t)
em U(c},dp) x {1}, entao

/ " /—> 1 ﬁ
ciHy(w,t) = c;x + \yHy (y,s) = cjx

J
o que implica, Hj(z,t) = x.
Desta forma, o conjunto de pontos fixos de H{ em U(c}, do) x I sdo segmentos e portanto,
também podem ser entendidos como poliedros uni-dimensionais (também denotados como
grafos).

Um exemplo do tipo de construcao descrita acima pode ser observada na figura 2.3.

U‘C'],Gﬁ]x'

A TN

(c5,1/2)

W

Figura 2.3: Exemplo do conjunto de pontos fixos que H|, pode ter em U(c}, do) X 1.
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Como d(c},x) <dge0< <1, entao

d(y, Hy(y,s)) < d(y.c;)+d(c;, H)(y,s))
< 0o+ 2p0
< 3po

e assim H{(z,t) € U(c},4po), pois

d(¢;, Hy(z,t)) < d(c}, x) + Md(y, H{(y,s))
< po+ 3p0
= 4po

Desta forma, podemos estender H{ sobre U{U(c},éo) x I;¢; € Fix fg}, gerando uma
homotopia Hf : |K| x I — |K| de f} a go, que ¢ finitamente fixada e a projegao de todos
os seus pontos fixos estao localizados na realizacao geométrica de simplexos maximais k;
de K.

Se z ¢ | J{U(c},60) x I;¢; € Fix [}, entdo

sup {d(Hg (1), Hy(z,)); 2z € [K] e t, 1" € I} < d(fg, 90) < no-

Se x € U(c},8), para algum ¢; € Fix fj, entao {H{(z,t),t € I} C U(c},4pg) e
portanto,
sup {d(Hy(z,t), Hy (x,t");z € |[K| e t,t' € T} < 8py.

Conclui-se entao, que diam H{ < ¢/8.

A construgao de HY : |K| x I — | K| segue de maneira andloga.

Parte 3

Vamos definir a homotopia H; de f; a g;, ¢ = 0,1 da seguinte forma:

Hi(z, 1) Hi(xz,2t), para 0<t<1/2
i\, =
H!(xz,2t — 1), para 1/2<t<1
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Entao,

diam H; < diam H!+ diam H]'
< €/8+¢/8
/4

A\

e portanto, Hy e H; satisfazem as hipoteses do lema, como queriamos.

Passo 2

Construcao de uma homotopia finitamente fixada entre duas aplicagoes

simpliciais com conjunto de pontos fixos finitos.

A ideia do Passo 2 é a construcao de uma homotopia finitamente fixada entre as apli-
cagoes ¢g;,1 = 0,1 originadas no Lema 2.3.3. Esta homotopia serd obtida com o auxilio da
construcao de Hopf para homotopias apresentada na secao anterior.

Neste propésito, para K um complexo simplicial fixado, serd necessario realizar | K| x [
como um complexo simplicial adequado P.

Se K', K e K{ sao os complexos obtidos no lema 2.3.3, entao desejamos que P seja

um complexo simplicial da forma |P| = |K| x I e que satisfaga as seguintes condigoes:

P1. K[ x {0} e K{ x {1} sejam subcomplexos de P.

P2. Set € Pen:|P| — |K| é a proje¢do na primeira coordenada, entao «(|7|) C |p|,
onde p € K'.

P pode ser obtido, primeiro considerando o complexo usualmente associado a |K| x I
e entao refinando-o via subdivisoes baricéntricas relativa ao complementar das vizinhancas
simpliciais dos simplexos em K’ x {0} e K’ x {1}, de forma a serem subdivididos em K

e K7, respectivamente.

Lema 2.3.4. Sejam K um complexo simplicial fizado e P um complexo simplicial que
satisfaga |P| = |K| x I e as condi¢oes P1 e P2. Sejam K' um refinamento de K, P' um
refinamento de P e G5 : P’ — K' uma funcgdao simplicial. Se T € P', tal que |T|NFiz |G| #

() e T nao € maximal, nem hiperface em P’, entio G4(7) nao € maximal em K'.
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Demonstracao: Seja G4(7) = o, onde o ¢ um simplexo de K’ e w(|7|) C |p|, onde
p € K’ (isso ocorre pela condi¢ao P2).

Como |7| N Fix |G| # 0, entao 7(|7]) N |o] # 0, logo |p| N |o| # 0 e assim, p = o e
dim p < dim 7.

Como por hipétese 7 nao é maximal, existe um simplexo 7* € P’, com 7 < 7" e

dim 7 < dim 7" — 2, por também nao ser hiperface. Logo,

dim p+1 < dim 7 — 1 < dim =(|77)

e entao 7(|7*]) Z |p|.
Mas 7(|7|) C |p|, entao (|7*]) N |p| # O e assim p ndo pode ser maximal em K'. Como

p = 0, G4(T) também nao pode ser maximal.
O

Antes de enunciar o préximo lema, assumiremos o seguinte teorema sem demonstragao
(Maunder [5], pag. 55).

Teorema 2.3.5. Sejam K e L complexos simpliciais, M um subcomplexo de K e f :
|K| = |L| uma fungao continua, tal que f|ar € simplicial. Entao, existe um inteiro v > 0

e uma apLicacao stmplicia . r — a ue = em .
plicagdo simplicial g : |K.| — |L|, tal que g = f em |M|

Lema 2.3.6. Sejam K', K" e g; : |K!| — |K'|, i = 0,1 como no lema 2.3.3. Se gy e g1
sao relacionados por uma homotopia G, entdo existe uma homotopia G’ relacionando-as e

satisfazendo:

e (' ¢é finitamente fixada;

e A projecao de todos os pontos fixos de G’ estao localizados na realizagao geométrica

de simplexos maximais ou hiperfaces de K;

e d(G,G") <¢€/2.

Demonstracao: Novamente assumiremos que |K| é conexo. Seja P um complexo
simplicial, tal que |P| = | K| x [ e satisfazendo (P1) e (P2).
Selecionemos como aproximacao simplicial de G, uma aplicagao G : |P'| — |K'|,

onde P’ é um refinamento de P, obtido por um numero finito de subdivisdes baricéntricas
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relativas aos subcomplexos em (K x {0}) U (K] x {1}), de forma que G; satisfaca G5 = G
em (|K{J| x {0}) U (|KY| x {1}) e d(G,Gs) < p(K'). A existéncia de G segue do teorema
2.3.5.

Se Zg = (o, tp) é um vértice de P’ com Gg(zg,ty) = o, entao zo é um vértice de K’ e
assim, nao é maximal.

Pelo lema 2.2.1, podemos realizar a construcao de Hopf para homotopias, que resulta
na aplicagao simplicial G, : |P"| — |K'|, onde P” refina P’, de forma que G’,(xo,to) # xo
e G = G5 em |P\{st(2p)}|

Assim, qualquer vértice Z € |P”|NFix G, também deve ser um vértice de P'\{Z}, pois
pela construcao de Hopf para homotopias, tanto Zy como os novos vértices criados em P”,
nao sao pontos fixos em G..

Podemos realizar a construcao de Hopf para homotopias em todos os vértices, até chegar
a uma aplicagao simplicial, ainda denotada por G’ : |P”| — |K'|, onde P” refina P’, que é
livre de pontos fixos em todos os vértices de P”.

Notemos que G é livre de pontos fixos nos vértices de (K x {0}) U (K] x {1}) (por
representarem, respectivamente, as aplicagoes go e g1, a qual sabemos ter todos os pontos
fixos localizados em simplexos maximais). Logo, G, = G, neste subcomplexo.

Depois de realizar uma sucessao de construcoes de Hopf para homotopias para todos
os simplexos uni-dimensionais 7 € P” com |7| N Fix |G| # 0 e G/(7) ndo maximal em K’
entao para todos os simplexos bi-dimensionais com a mesma propriedade é possivel realizar
o mesmo procedimento.

De acordo com P2, lemas 2.2.1 e 2.3.4, podemos continuar realizando a referida constru-
¢ao até obter uma aplicagao simplicial G, : |P"| — | K|, que é igual a G5 no subcomplexo
(K§ x{0}) U (KY x {1}) de P" e é livre de pontos fixos na realizagdo geométrica de todos
os simplexos de P”, desde que nao sejam nem maximais, nem hiperfaces.

Se 7 é uma hiperface de P” com |7|NFix G’ # (), entao tal como é verificado no teorema
1.6.9, pelo fato de G, ser linear em |7] e bd |7|NFix G, = (), G, tem no méximo um ponto
fixo em |7].

Agora considere um simplexo maximal 7 € P”, com |7| N Fix G, # 0, entao bd |7| N
Fix G, ou é vazio ou é um conjunto finito {Z;} (pois o bordo de um simplexo maximal,
contém simplexos que sao hiperfaces).

Seja 7; = (z;,t;) a notagao para os pontos fixos do bd |7| e selecionemos Zy = (o, o) €
7| com ty # t;,Vt;. Para qualquer & = (z,t) € [7|\{Zo}, seja § = (y,w) o ponto em que

a semi-reta de o a Z intercepta o bd |7|. Uma construcao semelhante pode ser observado
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na figura 2.4.

Figura 2.4: Construcao do ponto § = (y, w).

Modifiquemos G, para G, em |7|, definindo G'(z,t) como o ponto em |o| = G'(|7]) que

satisfaca

e —_—
120G (2, 1) = Tod + MG’ (y, w)

onde \ = %.

Por fim, defina G'(zy,ty) = 0.

Como 7(|7]) C |o| e |o] é convexo, entdo G'(z,t) € |o] e a aplicacio estd bem definida.

Temos assim, que |?|ﬂ Fix G’ ou é formado pela uniao de todos os segmentos de Zy a ©;
(quando bd \7| N Fix G’ # (), ou unicamente pelo ponto &, (quando bd H NFix G' = 0).

A figura 2.5 mostra como seria o conjunto de pontos fixos (um grafo) da figura 2.4.

Se realizarmos esta constru¢ao em todos os simplexos maximais de P” em que G’ tem
pontos fixos, obtemos entdo uma homotopia finitamente fixada G’ : |P”| — |K’|, onde P”
refina P’ e assim P.

Por construcao G'(x,0) = go(z) e G'(x,1) = g1(x),Vx € |K|. Se T = (z,t) € Fix G,
entao T estd contido ou em um simplexo maximal ou em uma hiperface de P” e portanto,
de P. Segue de P2 que z estd contido em um simplexo maximal ou hiperface de K’ e assim

de K.
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X2

Figura 2.5: O conjunto de pontos fixos da figura 2.4.

Cada ponto Z € | P| é movido durante a construgao de Hopf para homotopias no méximo
n vezes, onde n é a dimensao de K, e por uma distancia de no maximo 2u(K’) em cada
mudanca.

Durante a ultima mudanca de G’ para G', o ponto ¢ movido a uma distancia de no

méximo u(K'). Entao,

d(Gy, G < (2n+ V(K"

Assim, de acordo com o item 4 do lema 2.3.3

d(G, Q)

IN

d(G,G,) +d(G,, G)
(K’ + (20 + Du(K)

2(n + Du(K)
64
€/2

IN

IN

VANVAN

Assim, G’ satisfaz o Lema 2.3.6.

Passo 3

Construcao de uma homotopia finitamente fixada entre as aplicagoes dadas.
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Agora iremos juntar, de forma adequada, as homotopias construidas, afim de encontrar
uma homotopia F” satisfazendo o Teorema 2.1.2.

Dada F : |K|x I — |K| como nas hipdteses do teorema 2.1.2 e € > 0, podemos escolher
d com 0 <0 < 1, tal que d(F(x,t), F(z,t")) <e/4,Vr e |K|et,t' €I com |t —1t| <.

Usando as homotopias Hy e Hy, obtidas no Lema 2.3.3, vamos definir F” : |K|xI — | K],

como uma homotopia igual a HoH, ' FH, H; ", satisfazendo:

( Ho(z,2), se 0<t<4/2
Ho(z,2551),  se §/2<t<é
F'(z,t) = F(gc,1 25) se 0<t<1—-9¢
Hy(x, 5”5 ), se 1—-6<t<1-6/2
| Hi(z,0551), se 1-4§/2<t<1

Desejamos agora calcular d(F, F").

Notemos primeiramente que

max{d(F (z,t), Hy(z,%)), para 0 <t <4/2}
max{d(F(z,t), Hy(z,2%5)), para 0/2<t <4}
d(F, F") = max ¢ max{d(F(z,t), F(z, %)), para 06 <t<1-—4}
max{d(F(z,t), H(z,6*3)), para 1—-§<t<1-4§/2}
| max{d(F(z,t), Hi(z,65%)), para 1—4/2<t<1}

Como Hy(z,0) = F(z,0) e diam Hy < €/4, entao para qualquer (z,t) € |K| x I, com
0<t<4/2, temos

d(F(:L’,t),HO(.T,?)) < d(F(ZL’,t),F(q;,O)) +d(F(ZE,O),H0(£U,%))
< €/4+¢€/4
= €/2

Pois, |t — 0| < /2 e logo, d(F(xz,t), F(z,0)) < ¢/4.

De forma similar, verifica-se que

max {d(F(z,1), Ho(x. 2%)),para 5/2< <8} <e)2

Usando procedimento andlogo ao anterior, mas notando que Hy(z,1) = F(z,1) e
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diam H; < €/4, verifica-se que:

masc{d(F(z, ), Hy (x, W)),para L—6<t<1-08/2}<e/2
‘ 51— 1)

max{d(F(z,t), H(z, )),para 1 —4§/2 <t <1} <¢/2.

Por dltimo, resta calcular:

max{d(F(x,t), F(x, f;is)), para § <t <1-—¢}.
Temos que:
t—29 6(1 —2t)
_ = <t<l1l-o.
|t 1—25| |1_25|<5para5_t_1 4]
Logo,
max {d(F(z,¢), F(x, %)),para S<t<1-0)<e/d

E portanto, d(F, F") < €/2.
A homotopia G : |K| x I — |K|, definida por

G(x,t) = F"(x,t(1 = 6) +6/2),¥Y(z,t) € |[K| x I

¢ igual a Hjy 'FH,, a menos de uma mudanca de escala, e portanto, uma homotopia de go
a gi.

Substitua esta homotopia pela homotopia G’, que pode ser obtida de acordo com o
lema 2.3.6. Agora vamos definir F’: |K| x I — |K]|:

Ho(z, %), se 0<t<6/2
Fllz,t) = G'(2,522), se §/2<t<1-6/2
Hi(z,0%1), se 1-6/2<t<1.
Tal como F' foi construida, esta é uma homotopia que satisfaz o Teorema 2.1.2. Veri-
fiquemos que de fato d(F, F’) < e.
Notando que d(F,F') < d(F,F") + d(F",F') e sabendo que d(F,F") < €/2, resta
calcular d(F", F").
Pela definicao de F’, temos que:

A(F", F) = max {d(F"(x.1),G'(z, T22)), para 6/2 <t <1 6/2).

1—
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Como .5/
AP (w0). 0, L) <

d(F"(z,1), G(z, tl__ééz)) +d(G(x, tl_ _5{52), G'(, tl_ _522)),

sabendo que d(G,G") < €/2, entao precisamos calcular:

t—6/2
max {d(F"(z,t),G(z, N _é )) para 0/2 <t <1-¢/2}.
Mas da forma como G foi definida, temos que G(z, ti{f) = F"(z,1).
Portanto,
t—0/2

max {d(F"(z,t),G(z,

T ) parad/2 <t <1-6/2} <e/2.

Entao,

d(F,F') < d(F,F") +d(F",F') < ¢/2+¢/2 < €

como queriamos.
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CAPITULO 3

Construcao de Homotopias Finitamente Coincidentes

A principal referéncia bibliogréfica neste capitulo é o artigo da Schirmer [7]: Fix Finite

Homotopies.

3.1 Teorema Principal

Apoés conhecidos os resultados que foram provados por Schirmer para homotopias fi-
nitamente fixadas, verificamos que estes resultados poderiam ser feitos também para o
contexto de coincidéncias, desde que trabalhdssemos com hipoteses mais especificas sobre
os complexos simpliciais utilizados.

Neste sentido, primeiro adaptamos a construcao de Hopf original para coincidéncias,
ou seja, provamos que dadas duas aplicacoes fy e fi é possivel obter aplicacoes relativa-
mente proximas destas, com o conjunto de coincidéncias finito, de forma que cada uma das
coincidéncias esteja localizada na realizacao geométrica de um simplexo maximal distinto.

Neste capitulo s6 trabalharemos com variedades, sem bordo, triangularizdveis e n-
dimensionais com n > 0. Como as realizacoes geométricas dos complexos simpliciais
envolvidos sao variedades, estes complexos simplicias sao homogéneos, isto é, todos os

simplexos que sao maximais possuem mesma dimensao.

Definicao 3.1.1. Uma coincidéncia entre duas funcoes f1, fo : X =Y € um ponto x € X,

tal que fi(x) = fao(x). O congunto de coincidéncias entre estas duas aplicagdoes é denotado
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por Coin(f1, f2).

Seguindo os passos da Schirmer, definimos o conceito de homotopias finitamente coin-

cidentes.

Definicao 3.1.2. Dadas duas homotopias Fy : X x I — Y e Gy : X x I — Y, estas
homotopias sao finitamente coincidentes, se as aplicacoes f, g X — Y, com fi(x) =

F(z,t) e gi(x) = G(x,t), satisfazem Coin(f;, g;) ser finito, para cada t € I.

Nosso objetivo agora é provar a seguinte adaptagao do teorema 2.1.2 para o contexto

de coincidéncias:

Teorema 3.1.3. Sejam |K| e |L| variedades sem bordo, com K e L complexos simpliciais
n-dimensionais. Dadas as aplicagoes fo, f1 : |K| — |L| relacionadas por uma homotopia F'
e as aplicagoes go, g1 : | K| — |L| relacionadas por uma homotopia G. Suponha Coin(fo, go)
e Coin(f1,g1) ambos finitos e localizados na realiza¢io geométrica de simplexos mazimais.
Entao, dado € > 0, existem F' e G' homotopias de fo a fi1 e de gy a g1, respectivamente,

tais que:
1. F' e G’ sao finitamente coincidentes;

2. A projecao de todos os pontos de coincidéncias entre F' e G' estao contidos na rea-

lizacao geométrica ou de simplexos maximais ou hiperfaces de K;

3. d(F F') <eedGG) <e.

Para provar este teorema também utilizaremos as técnicas usadas na construgao de
Hopf, mas agora feitas para coincidéncias e coincidéncias em homotopias. Antes de realizar

a demonstracao do teorema, apresentaremos estas duas construcoes.
3.2 Construcao de Hopf para Coincidéncias

Hipéteses para a realizagao da construcao de Hopf para Coincidéncias

Sejam K e L complexos simpliciais, n-dimensionais com n > 0, L homogéneo, K’ um
refinamento de K e K” um refinamento de K’. Dadas as aplicagoes simpliciais |fo| :
|[K"| — |L| e |f1] : |K'| — |L|, suponha que exista to € K" um pg-simplexo ndo maximal
(po < n), que satisfaga [to| N Coin(] fol, | f1]) # 0.
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3.2. CONSTRUCAO DE HOPF PARA COINCIDENCIAS

Como K” é um refinamento de K', existe t; € K’ um p;-simplexo (py < p1), tal que
[to] € [ta]-

Por |fo| e | f1] serem aplicagoes simpliciais, temos que fo(to) = fi(t1) = s, onde s € L é
um g-simplexo satisfazendo ¢ < py < n. Portanto, s nao é um simplexo maximal e assim,
existe s* € L simplexo maximal, tal que s < s*.

Ainda notemos que para cada kg € K", tal que ky € st(to), existe k; € K’, tal que
|ko| C |k1|. Como |to| C |t1]| e to C ko, entdao t; C ky. Assim, para fi(k1) = s1, s1 € L,
temos que s C s1 e 57 C s*, onde s* é algum simplexo maximal de L.

Agora vamos redefinir fy, a fim de evitar coincidéncias entre |fo| e | f1| em |to].

Seja ) o subcomplexo de K", consistindo de todos os simplexos que nao contém t
(inclusive sem o tg) e considere o complexo simplicial K[}, a subdivisao baricéntrica de K"
relativa a Q).

Vamos definir uma fungao fj : K¢ — L nos vértices, como segue:

e Sev € @, defina fj(v) = fo(v).

e Se tg C ko, ko € K" ety # ko, seja s* um simplexo maximal de L que contenha
s1 = fi(k1) e defina fi(v(ko)), como um elemento qualquer de s*\s;. Se s; = s,

defina f{(v(ko)) como um elemento qualquer de s*.

e Por fim, seja s* um simplexo maximal de L que contenha s e defina fi(v(ty)) como

um elemento qualquer de s*\s.

Assim, f; se estende a uma fungao simplicial f; : K7 — L e consequentemente a

aplicagao simplicial | fo| : [Kg| — |L].

A construcao de f} a partir de fy e ty € K”, quando |to] N Coin(|fol, |f1]) # @ é o que

nos referimos como Construgao de Hopf para Coincidéncias.

Observacgao 3.2.1. Para tg € K" que satisfaca as hipdteses da construgao, podemos entao

concluir:

1 [fol(z) # [ fil(2), Va € [to].
De fato, podemos escrever |to| = U;_, [th|, onde tj € Kf e v(to) € t para i =
1,2,...,r.

Como f§(v(ty)) & s, entao fi(t) = s* # s, para todo i, onde s' € um k'-simplexo de

L, tal que k* < po. Assim, temos que |s'| N |s| = 0.
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Dado z € |ty|, entio x € |t§| para algum i, mas também x € |t;| para t; € K,

conforme visto na construc¢ao.
Como | fo|([t]) = |s'[, enquanto que | fi[(|ta]) = [s], seque que | f|(x) # | fil(x), pois
s N |s| = 0.

2. Sew € [Kg™| e |fol(x) # | Al(2), entao |f§|(x) # |fal(2).
De fato, se x € |Q|, entdo |fjl(x) = | fol(x) e por hipdtese temos que | fi|(z) # | f1](z).
Se x ¢ |Q|, entdo x € st(|ty]).
Se x € |to|, entdo pelo item anterior, temos que | fj|(x) # | f1](x).
Se x € |kol, com tg C ko e to # ko, entao |ko| = U;_; |kj|, com ki € K e v(ko) € kg,
i=1,...,r. Comozx € |Kg(p°)], entio = € |kj| para algum i e dim(k{) < po.
Por outro lado, como jd observado durante a construgdo, também temos que x € |k,
sendo ki um simplexo em K' com fi(k1) = s1 e s C s;.
Se sy € simplexo mazimal em K', entio dim(s1) = n e entao fi(ki) # f1(k1), pois
dim(ky) < po < n e portanto, | fg|(z) # | f1l(x).
Se s1 nao é mazimal, como por construgio, f{(v(ko)) & si, entao fi(ky) # s1 e
portanto, | f|(x) # [ f1l(x).

3. | fi| € uma aplicagao relativamente prézima de | fol.
De fato, seja x € |K"|.
Se x € |Q)|, entao |fo|(z) = |fil(x).

Se x € st(|to]), entao |fol(x)| e |fil(x) estdo contidos ambos em |s*|, s* algum sim-
plexo mazimal de L. Como por construgao |fo|(z)| e |fil(x) estdo na realizacao
geométrica de simplexos diferentes, diga-se s1 e sSo € L, entao serd vdlido que ou

51N sy # D ou sy Usy C s*.

Teorema 3.2.2. Sejam |K| e |L| poliedros conexos n-dimensionais com L homogéneo e

f,9:|K| — |L| aplicagées. Dado € > 0, existem aplicagoes |f'|,|dg'| : |K| — |L|, tais que:
1. Coin(|f'|,|d']) € finito.

2. Existe K" refinamento de K, tal que os elementos de Coin(|f’|, |d'|) estao localizados,

cada um, na realizacao geométrica de simplexos mazximais diferentes de K”.
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d(f,|f']) <eed(g,|gl) <e

Demonstracao: Suponha que L é um complexo simplicial que satisfaca pu(L) <
m. Caso contrario, ainda denote por L um refinamento de L que satisfaca tal condicao.

Usando o teorema da aproximacao simplicial, seja |¢}| : |K'| — |L| uma aproximagao
simplicial de g, onde K’ é um refinamento de K.

Uma vez obtido K’, seja |fi] : |K”| — |L| a realizagao geométrica de uma aproximacgao
simplicial de f, onde K” é um refinamento de K’ e consequentemente de K.

Notemos que Vt € K", existe t' € K, tal que |t| C |t| e dim(¢) < dim(#’). Assim, dado
t € K", desde que t ndo seja maximal e satisfaca as hipéteses da construcao de Hopf para
coincidéncias, podemos aplicar a construgao em | fi].

Assim, podemos realizar a construcao primeiro para todos os 0-simplexos nao maximais,
depois para todos os 1-simplexos nao maximais e assim por diante, ou seja, desde que o
simplexo nao seja maximal, realizamos a construgao para todos os simplexos de uma mesma
dimensao, dimensao a dimensao, aumentando uma dimensao por vez.

Notemos que realizando tal procedimento dimensao a dimensao, pelo item 2 da observa-
¢ao 3.2.1, se novas coincidéncias sao criadas quando aplicada a técnica, isto ocorre somente
para simplexos de dimensoes maiores e entao temos o porqué de iniciarmos o processo com
simplexos nao maximais de dimensao zero.

Apos realizada a construcao para todos os simplexos nao maximais que satisfazem as
hipéteses da construgao (um nimero finito de simplexos), obtemos um refinamento de K",
que ainda denotaremos K” e uma funcao simplicial f' : K” — L, em que se = € |[K"| e x
estd na realizagdo geométrica de um simplexo nao maximal, entdao |f'|(x) # |gi|(z). Por
fim, defina ¢’ : K’ — L como ¢’ = ¢].

Sejat € K" um simplexo maximal e suponha z, 2’ € |t|, com | f'|(z) = |¢'|(x) e |f'|(z") =

|g'|(z"). Como |f’| e |¢’| sdo lineares, entdo se para r € R, vale que [rz + (1 — r)2’] € |¢],

temos que

[flrz + (1 =r)a’) = r|f|(z)+ (1 —r)f])
= rlg'l(z) + (1 =7r)lg'l(«")
= |g'llrz+ (1 =r)a’)

Mas de fato, existe € R, tal que y = ra + (1 — )z’ € d|t| e d|t| = [t|\|t| é a unido da
realizacao geométrica de simplexos nao maximais.

Como nao podemos ter |f'|(y) = |¢'|(y) no caso em que y pertenga a realiza¢ao geomé-
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trica de um simplexo nao maximal, concluimos que |¢| deve conter no méximo um elemento
x, tal que |f’|(z) = |¢'|(x) e portanto, a primeira e a segunda afirmagdo do teorema sao
verdadeiras.

Verifiquemos a tltima afirmacao do Teorema.

Na construcao de Hopf para coincidéncias, diferente da construcao de Hopf original,
nao necessariamente os simplexos que possuem coincidéncias sao esqueletais.

Como para cada t simplexo nao maximal de K’ em que for aplicado a construcao de
Hopf para coincidéncias, somente sao movidos os pontos em |¢;| (todos ¢; € K”, tal que
t C t;), entdo como a construcao ¢ realizada dimensdo a dimensao por vez, cada ponto é
movido no maximo (n + 1)! vezes em cada dimensao.

Como os n-simplexos, se existem, sao todos maximais, cada ponto é movido no maximo
n(n + 1)! vezes.

Temos que para cada aplicagao da construgao de Hopf para coincidéncias, pelo terceiro
item da observacao 3.2.1, a imagem de cada z € | K| ndo move-se mais que 2(L) < 5 (

e
n(n+1)!
e entao

d(|fil(x), |f|(z)) < n(n+1)!

Assim, d(|fi], [f']) < /2.
Como, f] é uma aproximagao simplicial para f, temos que d(|f'|, |f|) < w(L) < €/2 e
portanto, d(f,|f'|) < e.

De forma ainda mais simplificada, também verifica-se que d(g, |¢'|) < e.

€
Y /9
2n(n +1)! e/

3.3 Construcao de Hopf para Coincidéncias em Ho-

motopias

Lema 3.3.1. Sejam K e L complexos simpliciais n-dimensionais com n>0 e P um com-
plexo que satisfaca |P| = |K| x I. Sejam |G| : |P'| — |L| e |F| : |P"| — |L| aplicagies

simpliciais, tais que P" € refinamento de P’ e P’ € refinamento de P.

e Set éum simplexo de P", tal que [t| N Coin (|F|,|G|) # 0;

e Se F(t) nao é maximal em L.
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s,

Entdo, existe uma fung¢do simplicial F' : Py — L (P € a subdivisdo baricéntrica

relativa ao subcomplexo @), com Q = P"\st(t), tal que:
1. |[t|n Coin (|F'|,|G]|) = 0.
2. [F| = |F'[ em [Q].
5. d(|F|,|F"]) < 2u(L).

Demonstracao: Seja t' € P’ tal que [t| C |t/| (existe, pois P” ¢ refinamento de
P’). Notemos que como [t| N Coin (|F|,|G|) # () e ambas aplicagoes sao simpliciais, entao
F(t) = G(t') = r, em que r é um simplexo ndo maximal em L, pois F(t) ndo é maximal
por hipétese. Assim, seja r* um simplexo maximal de L, tal que r < r*.

Ainda notemos que para cada t, € P”, tal que to € st(t), existe t; € P’, tal que
lto] C [t1|. Como |tg| C |t1] e t C tg, entdo t' C t;. Assim, para G(t;) = ri, 11 € L, temos
que r Cry ery Cr* onde r* é algum simplexo maximal de L.

Fazendo Q = P"\st(t), seja P, a subdivisao baricéntrica de P” relativa ao subcomplexo
Q.

Vamos definir F” : P — L uma funcdo simplicial primeiro no vértices, da seguinte

maneira:
e Se v € @) é um vértice, defina F'(v) = F(v).

o Set; €st(t)\t ev(t;) éovértice de P, que estd contido em [t;], seja r* um simplexo
maximal de L que contenha 7y e defina F”(v(¢;)), como um elemento qualquer de

r*\ry. Se r1 = r*, defina F'(v(t;)) como um elemento qualquer de r*.

e Se v(t) é o vértice de P contido em |[t[, entdo defina F'(v(t)) como um vértice

qualquer de r* que nao seja um vértice de r.

Verifiquemos que F’ assim definida satisfaz as trés condigdes do lema:

Para verificar que |t| N Coin (|F'],|G|) = 0, primeiro notemos que [¢t| = J, [¢'| em que
te Phewv(t) et parai=12,...,m.

Como F'(v(t)) ¢ r, entao F'(t') = r* # r, onde 7’ é um simplexo de L. Portanto,
7| N |r| = 0.

Assim, dado z € [t|, entdo x € |t!| para algum i = 1,2,...,m e portanto |F'|(z) € |r|.
Mas como [t| C ||, entdo = € || e portanto |G|(x) € |r|. Como |rf|N|r| = 0, temos
|F'|(z) # |G|(z) e assim, [t| N Coin (|F'|,|G|) = 0.

Os outros 2 itens seguem de maneira andloga a demonstragao realizada do lema 2.2.1.
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3.4 Demonstracao do Teorema 3.1.3
Passo 1

No Passo 1 iremos construir aplicagoes simpliciais f! e ¢/ com Coin(f/,g/) finito e
homotdpicas as aplicagoes iniciais do teorema 3.1.3 f; e g;, respectivamente para ¢ = 0, 1.

Para tanto, utilizaremos o lema 2.3.1 provado no capitulo anterior.

Lema 3.4.1. Sejam |K| e |L| variedades sem bordo em que K e L sdo complexos simplici-
ais, n-dimensionais. Dadas as aplicacoes f; : |K| — |L| e g; : |K| — |L|, i = 0,1, suponha
que Coin(f;, g;) € finito e possui todos os seus pontos localizados na realizagao geométrica

de simplexos maximais de K. Dado € > 0, existem:
e Um refinamento L' de L;
o Refinamentos K| de K e K], da primeira subdivisao baricéntrica de K, 1 =0,1;
o Aplicagoes simpliciais f!' : |[K!'| — |L'| e g/ : |K]| — |L'], i =0,1;
e Homotopias H; de f; a ' e G; de g; a g/, i=0,1.
Satisfazendo:

1. Coin(f!',g!) € finito e todos os seus pontos estio localizadas na realiza¢io geométrica

de simplexos mazimais distintos de K!';

2. H; e G; sao finitamente coincidentes e a projecao de todos os pontos de coincidéncia

estao localizados na realizacao geométrica de simplexos maximais de K;
3. diam H; < €/4 e diam G; < €/4;
4 ) < GEmmD-

Demonstragao:

Parte 1
Primeiro, vamos construir aplicagoes f/,¢g; : |K| — |L| e homotopias H], de f; a f, e

GY, de g; a g}, i = 0,1 satisfazendo:
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e Todos os pontos de Coin(f, gi) estao localizados na realizagdo geométrica de simple-

x0s maximais em qualquer refinamento de K;

e A projegao de todos os pontos de Coin(H/,G’) estao localizados na realizagao geo-

métrica de simplexos maximais de K;
o diam H} < ¢/8 e diam G} < ¢/8.

Faremos esta construgao apenas para f} e g(, pois a construgao de f| e ¢} segue de
maneira analoga.

Seja Coin (fo, go) = {¢;}. Como |L| é uma variedade, podemos escolher 5, com 0 < <
€/16, tal que Vc¢; € Coin (fy, g0), as f-bolas abertas U(fo(c;),8) = Ul(go(c;), B) estejam
inteiramente contidas em |L|.

Escolha v > 0 de forma que Ve; € Coin (fo, go), as y-bolas abertas U(c;, ) sejam pares
disjuntos, cada uma contida na realizagdo geométrica do simplexo de K que contém ¢; (que

por hipdtese é maximal) e Vo € U(c;, ), tenha-se que:

d(go(z), go(c;)) < B/2,
d(fo(z), fo(cs)) < B/2,
d(go(z), fo(x)) < B/2.

Tal v > 0 pode ser obtido pelo fato de Coin (fy, go) ser finito, fo(c;) = go(c;) e fo, 9o
serem continuas.

De acordo com o lema 2.3.1, cada U(c;, ) por estar localizada na realizacao geométrica
de um simplexo maximal, contém um ponto ¢}, que em qualquer refinamento de | K| esta
contido na realizacao geométrica de um simplexo maximal.

Seja z € U(c;,v)\{¢;}. Chamemos de y o ponto em que a semi-reta de ¢; a x intercepta

o bd U(ej,7) e z o ponto do segmento de ¢; a y que satisfaz
d(cj, y)
d(c: =219 d(c
(6:2) = gy 4

Um exemplo de tal construcao pode ser observado na figura 3.1.

Para definir uma aplicagao fj; de U(c;, ) em U(fo(c;), B), para qualquer z € U(c;,7)\{¢}},

seja fo;(r) o ponto que satisfaz
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U(ci,y)

Figura 3.1: Construgao do ponto z.

\
7

Folc)) £5(x) = folc})go(@) + g0(2) fo(2)

e defina fg;(c;) = go(c)).
Esta construgao esta bem definida, pois Vo € U(c;, ), tem-se que:

d(fo; (), fo(cs))

IN

d(fo;(x), go(x)) + d(go(x), fo(c;))
d(g0(2), fo(2)) + d(go(), go(c;))
B2+ 5/2

B.

VANVAN

Portanto, fo.(x) € U(fo(c;), B)-
Agora podemos definir f§ : |K| — |K|, da seguinte forma:

iy = { Tl ser €Ul )ies € Coim (o)
0 fo(z), mnos outros casos.
Tal como foi construida, f; é continua, pois tanto f, como cada fg; sdo continuas e
para qualquer ¢; € Coin (fy, go), se # € bd U(c;,7), entio fo;(x) = fo(z). De fato, pela
construcao neste caso, teremos que y = 2z = x e portanto,

\

o) fo,(2) = fo; () go(x) + go(x) folx) = fol(c)) fo(z)
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o que implica fo.(r) = fo(r).

Notemos que pela construgao, uma coincidéncia entre f{j e g{ s6 aconteceria se o z
obtido na construgdo satisfizesse go(2) = fy(2), mas como z € bd U(c;,7), entdo z # ¢; e
portanto, go(z) # fo(2).

Logo, o conjunto de coincidéncias entre fj e go é Coin (fy, go) = {c}} e vale destacar que
todos eles estarao localizados na realizacao geométrica de simplexos que serao maximais
em qualquer refinamento de K.

Agora vamos definir uma homotopia entre fy e f). Seja x € |K]|.

Se z ¢ U{U(c;,7); ¢; € Coin (fo,g0)}, entdo fi(x) = fo(x) e portanto podemos definir
Hyfa,t) = folx).

Se z € [J{U(c;,7); ¢; € Coin (fy,g0)}, entdo denotemos por ¢;(t) o ponto do segmento
de ¢; a ¢, para 0 <t < 1, reparametrizado pelo intervalo unitdrio.

Definimos Hg;(z,t) como o ponto em U(fo(c;), 3) que é obtido de maneira andloga a
fo; (%), mas usando ¢;(t), ao invés de ¢j. Notemos que c;(t) também estard em um simplexo
maximal de K, mas nao necessariamente em qualquer refinamento de K, como € o caso do
cj.

Defina Hy;(z,0) = fo(z). Entdo a homotopia Hj de fo a f; pode ser construida de Hy;
da mesma forma que f{ foi construida de fj; e a continuidade de Hy segue de forma similar

a como foi provado para f.

Para verificar o diam H{, notemos que:

e Sex & U{U(cj,);¢; € Coin (fy,90)}, entdo fi(z) = fo(x) e portanto H}, é a homo-

topia constante.

e Se x € U{U(cj,7);¢; € Coin (fo,90)}, entdo fi(x) # fo(z) e assim, por construcio,
o conjunto {Hj(x,t);0 <t <1} estd contido em algum U(fo(c;), 3).

Portanto, diam H < 20 < ¢/8.

Defina ¢g) = go e G|, como a homotopia constante de gy a g;. Temos entdao que
Coin( f§, gy) € finito e seus pontos estdo na realizagdo geométrica de simplexos maximais
para qualquer refinamento de K. Também por construgao, Coin(Hj, Gf) ¢ finitamente
coincidente e a projecao de todos os seus pontos estao contidos na realizacao geométrica

de simplexos maximais de K.

As aplicagoes f| e g; e as homotopias H; de f; a f| e G| de g1 a ¢} sao obtidas

analogamente.
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Parte 2

Agora vamos descrever a construgao das aplicagdes simpliciais f/’, ¢/ (citadas no lema)
e a construcao de homotopias H;' de f/ a f/' e G] de g, a g/, i =0, 1.

Escolha pg, com 0 < py < €/64, de forma que para cada c; € Coin(fy, g5), U(fo(c}), 4p0)
esteja inteiramente contido em |L|, usando o fato de |L| ser uma variedade.

Também escolha dy > 0, tal que para cada ¢; € Coin(fy, gp), U(c;-,éo) esteja inteira-

mente contido no simplexo que contém ¢; (e que por hipdtese é maximal), todos U(c}, do)

sejam disjuntos e

f(l)(U(C;7 do)) C U(fé(CQ),po)

e
QG(U(C} do)) C U(gé(cz-), Po)
Além do mais, escolha 1y com 0 < 1y < 2py, tal que
d(z, Coin(fy, g5)) = 60 = d(fo(x), go(x)) = mo
Determine pq,d1,7; analogamente para f| e g; e escolha um refinamento L’ de L, tal
que

. o B
L' < o, 0
p(E) < mingdo, 01, o NS T 1T £ 20

onde n é a dimensao de L.

Seja 79 uma aproximacao simplicial de g; que aplica um refinamento de K, diga-se
K{, em L' e 9y uma aproximacao simplicial de f{ que aplica um refinamento da primeira
subdivisdo baricéntrica de K, diga-se K{/, em L'.

Defina gj = || : |K{| — |L|. Podemos entao realizar uma sucessao de construgoes
de Hopf para coincidéncias entre g e 1o e assim obter fJ : |K{/| — |L'| uma aplicagao
simplicial, onde K| ainda denota um refinamento da primeira subdivisdo baricéntrica de
K.

Temos assim, que Coin(f{, gj) ¢ finito e cada um dos seus pontos estd localizado na
realizagao geométrica de simplexos maximais distintos de K. Além do mais, d(|1l, f) <
2n(n + DW(L’) e d(|mo], gf) < 2n(n+ 1)\u(L).
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Como d(fy, lto) < p(L') e d{gh, Irol) < p(L), entdo

d(fo, f5) < (2n(n + D!+ Du(L') < 1o/2
(g0, 90) < 2n(n + 1!+ (L) < no/2

Agora iremos construir as homotopias H{, de f} a fi, e G{j, de g a g(.
Se x ¢ (J{U(c},00);¢; € Coin(fy, gp)}, entdo como no lema 2.3.3 segue que fy(z) =
|Yo](x) e naturalmente, também temos que gj(x) = |1o|(x).
Como 1 e Ty sdo aproximagoes simpliciais de f e g, respectivamente, é possivel definir
H{(z,t) e Gij(z,t) por
Hg(x,t) = tfg(z) + (1 =) fo()

Go(x,t) = tgg(z) + (1 — t)go(x)

Como d(x,Coin(fl, g5)) > 0o, entao d(f}(z),gy(x)) > no e como d(fy, i) < no/2 e
d(g6, 90) < m0/2, segue que H{/(x,t) # Gj(z,t), VO <t < 1.

Agora vamos definir a homotopia em (J{U(c},d);¢; € Coin (fj, gy)}. Para tanto,
consideremos um dos conjuntos U(c;, 6).

H{ e Gy j foram definidos no bd U(c}, 6y) x I e satisfazem:

d(fo(ch), Hy(x,t)) < d(fo(c)), folz)) +d(fo(=), f5 (x))
< po+10/2
< 2po

d(go(ch), Go(x,t)) < d(gn(c]), go(x)) + d(go(2), g5 (2))
< po+10/2
< 2po

Assim, defina:
Hy(2,0) = fo(a) e Hy(x,1) = f§(x), Yz € U(c}, o).
Go(,0) = gy(x) e Gg(x,1) = gg(x), Vo € U(c}, &)
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Entéo, H{ e Gfj estao definidas no bd(U (¢}, §p) x I ), tem valores cada uma em U( f(¢}), 2po)
e U(gy(c}),2po), respectivamente, e o conjunto de coincidéncias destas duas homotopias ¢
formado por ¢; x {0} e finitos pontos em U(c}, dp) x {1}.

Para estender Hjj e G sobre todo U(c], dp) x I, faremos o procedimento a seguir.

Seja ¢; = (¢}, 1/2), para cada ponto ¥ = (,t) € (U(c},d) x I)\{¢;}, seja § = (y,s) o

ponto da semi-reta de ¢; a ¥ que intercepta o bd(U(c}, dg) x I).

Um exemplo deste tipo de construcao pode ser observada na figura 3.2.

U(c’j, &) x|

Pt

/
(€5,1/2)

‘tdz\

W

Figura 3.2: Construgao do ponto g = (y, s).

Sendo d a métrica produto em |K| x I, defina HY(z,t) e G4(z,t) por

\

fo(e Hy (,1) = fo(ch)gb(x) + Mg (y) Hy (y. s)

\ AN

90(5)Go(x, 1) = go(c})go(x) + Ago(y) GG (y, 5)

_ d(¢,%)
onde \ = 69"

Desta forma, o conjunto de coincidéncias entre Hy e G em U(c},dp) X I sdo segmen-

tos e portanto, também podem ser entendidos como poliedros uni-dimensionais (também
denotados como grafos).

Um exemplo do tipo de construgao descrita acima pode ser observada na figura 3.3.
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U(cj,80)x |

1N

(c,1/2)

W

Figura 3.3: Um exemplo do conjunto de coincidéncias entre H) e G} em U(c;, do) x I.

Por fim, defina H{(¢;) = Gj(¢;) = 96(03) = fé(CQ)

Tanto H{/(x,t) como Gf(x,t) estdao bem definidas, pois se (z,t) € bd(U(c},dy) x I),

entao (y,s) = (x,t) e assim

\ \
’

fo(ch) Hy (x,t) = fo(c))go(w) + Ago(w) Ho (w, 1) = fo(ch) Hy (. 1)

O mesmo se verifica para Gjj(x,t).
Notemos que como d(c},x) < dp e 0 < A < 1, entao para (y,s) € bd(U(c}, do) x 1)

d(go(y), Hy (y,5)) < d(go(y), 90(c))) 4+ d(fo(c5), Hy(y, s))
po + 2po

IN

IN

3P0

e assim, dado (z,t) € (U(c}, 8y) x I)\{¢;} obtemos um ponto H{/(x,t) € U(f}(c;), 4po),

pois

d(fo(ch), Hy(z, 1)) < d(fo(c)), go(x)) + Ad(go(y), Go(y, )
< po+3po
= 4po
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Portanto, Hy(x,t) € U(f(¢}),4po)-

De forma semelhante, também se verifica que para (z,t) € (U(c},do) x I)\{¢;}, tem-se
que Gi(z,1) € T(gh(c}), 4po)

Notemos que tal como foram construidas, o conjunto de coincidéncias entre Hy e Gfj em
U(c},80) x I ¢ o conjunto de pontos & = (z,t) € U(c},dp) x I que satisfazem ou & = (¢, 1)
com 0 <t<1/20uy=(y,s) (associado a  nas construgoes de H{(z,t) e Gj(z,t)) ser
uma coincidéncia entre Hj e Gf em U(c}, 6g) x {1}.

De fato, por um lado temos que se # € U(c},dp) x I é uma coincidéncia entre H{ e

0, entdo Hi(z,t) = Gj(x,t) e pela forma como as homotopias foram construidas, implica
que H{(y,s) = Gy(y,s). Ou seja, § = (y, s) é uma coincidéncia entre H) e G{ pertencente
a bd(U(c},d) x I). Mas como anteriormente foi observado, as tinicas coincidéncias deste
bordo sdo (c,0) e finitos pontos em U(c},dp) X {1} e para o primeiro caso, teremos que
para qualquer ¥ = (c},t), com 0 <t < 1/2 serd uma coincidéncia entre Hy e Gj.

Por outro lado, se T = (z,t) € U(c],dy) x I satisfaz T = (], t) para 0 <t < 1/2, entdo

§ = (c},0) e assim

o) Hy (¢, ) = fo(¢5)96(¢5) + Ago () Hy (¢}, 0) = g5 (c;) G (¢, 0)
o que implica, Hg(c},t) = Gg(c], 0).
Agora se § = (y, s) (associado a & na construcao de H{(x,t) e Gjj(x,t)) é uma coinci-
déncia entre H{(r,t) e Gi(x,t) em U(c),d0) x {1}, entdo

AN

folV Hy (x,1) = go(c}) G (1)

o que implica, H{(z,t) = Gi(x,t).
Desta forma, o conjunto de coincidéncias entre Hj) e G em U(c},6p) X I sao segmen-
tos e portanto, também podem ser entendidos como poliedros uni-dimensionais (também

denotados como grafos).

Uma vez H{ e G{j definido em U(c;-, do) % I, podemos estender H{ e G, sobre U{U(c;, dp) X
I; c; € Coin(fy, gy)}, gerando as homotopias Hy : [K|x1 — |L|, de fya fi, e Gg : |K|xT —
|L| de g; a gj, que satisfaz H{ e G{ serem finitamente coincidentes e com a projecao de to-

dos os pontos de coincidéncias localizados na realizacao geométrica de simplexos maximais

de K.

Se x & U{U(¢},00) x I;¢; € Coin(f}, gi)}, entdo
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sup {d(Hg(x,t), Hy(z,1));x € |[K| e t,1" € I} < d(f5, fo) < 1m0/2.

Se x € U(d}, ), para algum ¢; € Coin(fj, gy), entdao {H{(z,t);x € |K|et € I} C
U(f4(c}),4po) e portanto,

sup {d(H}(z,t), H)(z,t));z € |[K| e t,t' € I} < 8p.

Conclui-se entao, que diam H{f < ¢/8.
De forma semelhante, também se verifica que diam Gf < €/8.

As construgoes de f1, g{, H{ e G seguem de maneira analoga.

Parte 3
Por fim, vamos definir as homotopias H; de f; a f' e G; de g; e g
Defina:

Hi(z, 1) H(z,2t), para 0<t<1/2
i\T, =
H!(z,2t — 1), para 1/2<t<1

Entao,

diam H; < diam H] + diam H;'
< €/8+¢/8
< €/4

Da mesma forma define-se a homotopia G; de g; a g/, também satisfazendo diam G; <

€/4 e portanto, H; e G; satisfazem as hipéteses do lema, como queriamos.

Passo 2

No passo 2 iremos construir um par de homotopias finitamente coincidentes entre pares
de aplicacoes simpliciais que possuem o conjunto de coincidéncias finito.

Para tanto, precisaremos associar um complexo simplicial P conveniente para o poliedro
|K| x I. Assim, se K|, K|, K e K{ sao os complexos simpliciais obtidos no lema 3.4.1,
entdo seja P um complexo simplicial, tal que |P| = |K| x I e que satisfaga as seguintes

condicoes:
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P1. K| x {0} e K] x {1} sejam subcomplexos de P.

P2. Dado 7 € Per:|P| — |K|, a projecao na primeira coordenada, entao = (|7|) C |p|,
onde p € K.

Lema 3.4.2. Dados K e L complexos simpliciais, n-dimensionais e L homogéneo, seja
P um complexo simplicial, tal que |P| = |K| x I e satisfaca P1 e P2. Sejam P" um
refinamento de P, L' um refinamento de L e F, : P" — L' fun¢ao simplicial. Se 7 € P" e

T nao € mazimal, nem hiperface em P”, entao Fy(T) nao é maximal em L'.

Demonstracao: Notemos que dim 7 < n — 1, pelo fato de 7 nao ser maximal e nem
hiperface em P” e dim P = dim(K)+1. Como Fy é simplicial, entdo Fy(7) = 0 com o € L'

e dim o0 < dim 7 < n — 1. Portanto, ¢ nao é maximal, pois L’ é n-dimensional.
(]

Lema 3.4.3. Sejam L', K!, K, f!' . |K!| — |L'| eg! : |K!| — |[L'|, ¢ = 0,1 como no
lema 3.4.1. Se f e fi' sao relacionados por uma homotopia F" e g{ e ¢} relacionados por
uma homotopia G", entao existem homotopias F" e G", entre fj e f' e entre gj e gy,

respectivamente, satisfazendo:

e F" e G" sao finitamente coincidentes e a projecao dos pontos de coincidéncias estao

localizados na realizagao geométrica de simplexos maximais ou hiperfaces de K;
o d(F" F") <¢e/2ed(G",G") < ¢/2.

Demonstragao: Seja P um complexo simplicial que satisfaca P1 e P2.

Selecione como aproximacao simplicial de G”, uma aplicagao simplicial G7 : |P'| — |L/|,
onde P’ é um refinamento de P, obtido por um ntmero finito de subdivisdes baricéntricas
relativas ao subcomplexo (K x {0}) U (K] x {1}), de forma que G” satisfaga G = G” em
(|Kp| x {0 U (| K| x {1}) e d(G",G") < u(L'). A existéncia de G segue do teorema 2.3.5.

Como K[ e K{ sao refinamentos de K|, e K1, respectivamente, e P’ mantém os subcom-
plexos (K x {0}) e (K} x {1}), seja P* refinamento de P’ em que (K x {0}) e (K} x {1})
sao subcomplexos de P*.

Entao, seja F : |P"| — |L'|, a aproximagcao simplicial de F”, em que P” é um re-
finamento de P* obtido por um numero finito de subdivisoes baricéntricas relativas ao
subcomplexo (K x {0}) U (K} x {1}) de forma que F! satisfaca F! = F” em (|K[| X
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{0}) U (K| x {1}) e d(F",F)) < p(L'). A existéncia de Fy segue também do teorema
2.3.5.

Se T é um vértice de P” com Fy(%g) = G4(Zp), entdo Fy(Ty) também é um vértice de
L' e assim, nao maximal.

Pelo lema 3.3.1, podemos realizar a construcao de Hopf para coincidéncias em homo-
topias, que resulta na aplicagao simplicial F! : |P"| — |L'|, onde P" refina P”, de forma
que Fl(xy) # Gs(zo) e F. = Fy em |P"\{st(z)}|.

Assim, qualquer vértice & € |P”|NCoin(F), G) também deve ser um vértice de P"\{Z},
pois pela construcao de Hopf para coincidéncias em homotopias, tanto Ty como os novos
vértices criados em P, ndo sao coincidéncias entre F! e Gi.

Podemos realizar a construgao de Hopf para coincidéncias em homotopias em todos os
vértices, até chegar a uma aplicagao simplicial, ainda denotada por F! : |P"| — |L/|, onde
P" refina P” e é livre de coincidéncias em todos os vértices de P".

Notemos que Fy é livre de coincidéncias nos vértices de (K x {0}) U (K7 x {1})
(por representarem, respectivamente, as aplicagoes f) e f], a qual sabemos ter todas as
coincidéncias localizadas em simplexos maximais). Logo, F. = F; neste subcomplexo.

Depois de realizar uma sucessao de construcoes de Hopf para coincidéncias em homo-
topias para todos os simplexos uni-dimensionais 7 € P"” com |r| N Coin(F.,G,) # 0 e
F!(7) ndo maximal em L', entdo para todos os simplexos bi-dimensionais com a mesma
propriedade é possivel realizar o mesmo procedimento.

De acordo com os lemas 3.3.1 e 3.4.2, podemos continuar realizando a referida constru-
¢ao até obter uma aplicacdo simplicial F! : |P"| — |L’|, que é igual a F; no subcomplexo
(K§ x{0})U(KY x{1}) de P" e é livre de coincidéncias na realizagao geométrica de todos
os simplexos de P"”, desde que nao sejam nem maximais, nem hiperfaces.

Se 7 é uma hiperface de P” com || N Coin (F!,Gs) # (), entao tal como é verificado
no teorema 3.2.2, pelo fato de F! ser linear em |7| e bd |7| N Coin (F',G,) = 0, entdo F' e
G’ tem no méximo uma coincidéncia em |7|.

Agora considere um simplexo maximal 7 € P"”, com |7| N Coin(FY,Gs) # (), entao
(bd |7]) N Coin(F!,Gs) ou é vazio ou é um conjunto finito {Z;} (pois o bordo de um
simplexo maximal, contém simplexos que sao hiperfaces).

Se o (bd |7]) N Coin(F., Gs) é um conjunto finito {,}, faca ; = (x;,t;) e selecionemos
Zo = (g, 1) € || com ty # t; para cada j.

Para qualquer & = (z,t) € |[7|\{Zo}, seja § = (y,w) o ponto em que a semi-reta de i

a T intercepta o bd |7|. Uma construcao semelhante pode ser observado na figura 3.4.
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Figura 3.4: A construcao do ponto § = (y, w).

Agora modifiquemos F! para F’, em |7|, definindo F’(x,t) como o ponto em |o| = F'(|7|)

que satisfaca

\ \

Fl(20) F'(7) = Fl(T0)Ga(2) + AG(9)EL(3)

onde \ = &)
d(Z0,9)
Por fim, defina F'(Zo) = G4(Zo).
Tal construgao se justifica, pois dado 7 € P”, existe 7/ € P’, tal que |7] C |7
I7| N Coin(F!, Gy) # 0, entdao F!(|7]) = G4(|7]) = |o| que é convexo.

Temos assim, que |7'_| N Coin (F’,Gy) ou é formado pela uniao de todos os segmentos

'l. Como

de #o a 2; (quando bd |7] N Coin (F’,G,) # §), ou unicamente pelo ponto # (quando
bd |7] N Coin (F/, G,) = 0).

A figura 3.5 mostra como seria o conjunto de coincidéncias (um grafo) da figura 3.4.

Se realizarmos esta construcao em todos os simplexos maximais de P” em que existem
coincidéncias, obtemos entdo uma homotopia F' : |P”| — |L'|, onde Coin (F’,G) = 0.
Entao, defina G' = G.

Por construgao F'(z,0) = fi(x), F'(z,1) = fi(z), G'(z,0) = gj(z) e G'(z,1) =
g1(z),Yx € |K|. Se & = (z,t) € Coin (F',G"), entdo T estd contido ou em um simplexo
maximal ou em uma hiperface de P” e portanto, de P. Pela forma como P foi construido

segue que x esta contido na realizagao geométrica de um simplexo maximal ou hiperface

de K.
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X2

Figura 3.5: O conjunto de coincidéncias da figura 3.4.

Cada ponto & € |P| é movido durante a construgao de Hopf para coincidéncias em
homotopias no maximo n(n + 1)! vezes, onde n é a dimensao de K, e por uma distancia
de no méaximo 2u(L') em cada mudanga.

Durante a ultima mudanga de F! para F’, o ponto é movido a uma distancia de no

maximo p(L'). Entao,

d(Fs, F') < (2n(n+ 1)! + 1)u(L')

Assim, de acordo com o item 4 do lema 3.4.1

d(F,F) < d(F,F,)+d(F, F')
< L)+ 2n(n+ 1)+ (L)
< 2n(n+ D+ Du(L)
< €/2

De forma semelhante também se verifica que d(G, G’) < €/2.

Assim, F' e G’ satisfazem o Lema 3.4.3.

Passo 3
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O objetivo do Passo 3 é juntar, de forma adequada, as homotopias construidas nos
Passos 1 e 2, afim de obter homotopias F’ e G’ que satisfacam o Teorema 3.1.3.

Como o procedimento é andlogo ao Passo 3 da demonstracao do Teorema 2.1.2, para
cada uma das homotopias F” e G', tomaremos a liberdade de omitir este ltimo passo nessa
demonstracao, para que o texto nao fique muito repetitivo.

O importante é que uma vez realizado o procedimento analogo ao Passo 3 da demons-
tracao do Teorema 2.1.2, obteremos as homotopias F', G’ : |K| x I — |L| satisfazendo os

trés itens do Teorema 3.1.3.

3.5 Conclusoes

Fixemos como F” a homotopia obtida no teorema 2.1.2 e o par (F’,G") como as homo-
topias obtidas no teorema 3.1.3. Recordemos que Fix F’ é o conjunto de pontos fixos de
F' e Coin (F',G") é o conjunto de coincidéncias entre F”’ e G'.

Dada uma homotopia H : |K| x I — |L|, para cada t € I, definimos hy(z) = H(z,t)
para todo z € |K].

Assim, como consequéncias dos teoremas 2.1.2 e 3.1.3, demonstrados neste trabalho,

temos:

Proposicao 3.5.1. A homotopia F' e o par de homotopias (F',G') sdo construidas de
forma que Fix F' e Coin (F',G'), respectivamente, sao poliedros uni-dimensionais (grafo)

em |K| x I, sem arestas horizontais.

Uma aresta horizontal, significa uma aresta contida em uma segao | K| x {t} para algum
t € I fixado. Embora tanto Fix F’ como Coin (F”’, G"), sejam poliedros, cada um nao é um

subpoliedro de P, assim como as suas projecoes também nao sao.

Exemplo 3.5.2. Suponha que P é um complezo simplicial, que satisfaca |P| = |K| x I,
com K um complexo simplicial qualquer, e tenha a realizagao geométrica como o da figura
3.6.

Entao uma possivel forma para o conjunto de pontos fixos referente ao teorema 2.1.2

ou ao conjunto de coincidéncias referente ao teorema 3.1.3 pode ser expresso na figura 3.7.

Como Fix F’ e Coin (F',G") tem uma estrutura simples, algumas propriedades sao
simples de deduzir. As duas primeiras ocorrem como consequéncia imediata da propriedade

de invariancia homotopica e os axiomas de aditividade de indices.
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1P| |P]

Figura 3.7: Possivel conjunto de
Figura 3.6: Realizacao geométrica pontos fixos/coincidéncias apds apli-
de um complexo simplcial. cacao do teorema.

Proposicao 3.5.3. Seja e uma aresta de Fiz F' ou Coin (F',G"). Entao o indice de f!

ou os indices do par (f!,g.), respectivamente, ao longo de e é constante, isto é, i(f],x) =

i(fy) ou (i(ff,x) = i(fSy),ilgh ) = i(gsv)), se (x,1),(y,s) € e

Proposicao 3.5.4. Seja v = (x,t) um vértice de Fix F' ou Coin (F',G"). Entdo o indice
de f| em x ou indices do par (f],g;) em x é a soma dos indices de pontos fixos escolhidos
em todas as arestas de Fiz F' ou soma dos indices das coincidéncias em todas as arestas

de Coin (F',G'"), respectivamente, que sejam conduzidas ao longo de v, isto é

k
ou

(Z(ft,v'r) = Zl(ft,kvxk ) gta ZZ gtkaxk
k

k

onde todo (v, ty) estd nas arestas ey € st(v), com ey distintos e a soma é sobre todas
as arestas em st(v) N{|K| x [0,t)} (respectivamente em st(v) N {|K| x (t,1]}).

Proposicao 3.5.5. Para a homotopia F' e o par de homotopias (F',G'), existem nimeros
inteiros positivos My e My, respectivamente, tal que para cada t € I, o numero de pontos
fixos de f] é menor ou igual a My e o nimero de coincidéncias entre f| e g, é menor ou

wqual a M.

Demonstracao: Para o primeiro caso é suficiente escolher M; como o nimero de

arestas em Fix F’, enquanto que no segundo caso basta escolher M, como o nimero de
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arestas em Coin (F”,G"), pois em ambos os casos nenhuma sec¢ao |K| x {t}, conforme foi
construida, intercepta o fecho de uma aresta de Fix F’ ou Coin (£, G') mais do que uma

veZz.

3.6 Possiveis Desdobramentos

No contexto de teoria de pontos fixos e coincidéncias de Nielsen existem alguns trabalhos
que discutem que tipo de conjuntos podem ser realizados como conjuntos de pontos fixos
ou coincidéncias de homotopias, os conhecidos problemas de localizacao.

No projeto inicial deste trabalho irfamos trabalhar com estes tipos de problemas e
usariamos os resultados apresentados por Schirmer [9], que demonstra resultados similares
a propriedade da invariancia completa para o contexto de homotopias.

No decorrer deste trabalho, mudamos o projeto e optamos centralizar os estudos na
parte de minimizacao de conjuntos que podem ser realizados como conjuntos de pontos fixos
ou coincidéncias de homotopias e assim conseguimos estender os resultados de Schirmer
8], até entdo provados para pontos fixos, para coincidéncias em homotopias.

Encerramos este estudo, com a seguinte pergunta: Os resultados provados por Schirmer
[9] para localizacao de pontos fixos em homotopias podem ser estendidos para coincidéncias,
assim como fizemos para os resultados de minimizacao provados também por Schirmer em

[8]7 E sob quais condi¢oes podemos fazer esta extensao?
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