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"Der Zweck dieser Arbeit ist, folgende drei S&tze zu beweisen:
Satz I. Jede antipodentreue Abbildung von S, ist wesentlich.
Satz II. Ist f€ R™" (d. h. bildet f die Sphire S, auf einen
Teil von R" ab), so gibt es einen derartigen Punkt p € 5,, dass
f(p) = f(p") ist.

Satz III. Sind Ag, Ai,..., A, in sich kompakte Mengen von denen
keine zwei antipodische Punkte der Sphare S, enthdlt, so enthdlt

n
die Summe ZAi die Sphére S, nicht."
i=1

Karol Borsuk
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Resumo

Trabalhamos com T-espagos (X;T), em que X é um espago compacto e Haus-
dorff e T : X — X & uma involugao continua sem pontos fixos. Considerando a
esfera S™ com a aplicacao antipodal, destacamos trés teoremas classicos relativos ao
T-espago (S™; A): teorema de Borsuk-Ulam, teorema de Kakutani-Yamabe-Yujobo
e teorema de Dyson.

Esta dissertagao consiste em um estudo detalhado do artigo de C. T. Yang
(Annals of Math. 60, no. 2 (1954), 262-282) em que o autor introduz um conceito
de indice e apresenta, em certo sentido homologico, generalizagoes dos trés teoremas
citados acima, considerando T-espagos quaisquer.

Além das generalizagoes em si, construimos exemplos de calculo de indice de

alguns T-espacos e, ainda, exploramos um conceito de ortogonalidade em T-espagos.



Abstract

We work with T-spaces (X;T), where X is a Hausdorff compact space and
T : X — X is a continuous involution without fixed points. Considering the sphere
S™ with the antipodal map, we highlight three classical theorems relating to the
T-space S™; A): Borsuk-Ulam’s theorem, Kakutani-Yamabe-Yujobd’s theorem and
Dyson’s theorem.

This dissertation consists of a detailed study of the article fo C. T. Yang
(Annals of Math. 60, no. 2 (1954), 262-282) where the author introduces a concept of
the index and presents, in a sense homological, generalizations of the three theorems
cited above, considering any T-space.

Beyond the generalizations itself, we build examples of the index calculation

of some T-spaces and, still, we explore a concept of orthogonality in T-spaces.
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Introducao

Os objetos bésicos deste trabalho sao os pares (X;T'), em que X é um espago
Hausdorff compacto e T': X — X é uma involucao, em X, continua sem pontos
fixos (ou seja: para todo z € X, T(T(z)) = x e T(z) # ). Denominamos tais
objetos por T-espagos.

Como exemplo candnico de T-espaco, consideramos, para cada nimero natural
n, a esfera

Sn:{(xly-..,flin+1)ERn+l : x%++xi+1:1}

junto com a aplicagdo antipodal A : S™ — S™, dada por A(z) = —z. Sobre os
T-espagos (S™; A) destacamos trés teoremas cléassicos:
Teorema de Borsuk-Ulam. Seja f : S" — R" uma funcao continua. Entdo
existe x € S™, tal que f(z) = f(A(z)).
Teorema de Kakutani-Yamabe-Yujob6. Seja f : S™ — R uma funcdao conti-
nua. Entao existem n+ 1 pontos x1,...,x,11 € S™ tais que f(x1) = ... = f(xn11)
€ T1y...,Tnt1 SG0 mutuamente ortogonais.
Teorema de Dyson. Seja f : S — R uma fungdo continua. Entdo existem dois
pontos Ty, 1y € S? tais que f(x1) = f(xe) = f(A(z1)) = f(A(x2)) e 1,79 sio
ortogonais.

No artigo [2] de C.T. Yang, o autor obteve generalizagoes dos trés teoremas
acima. Grosso modo, considerando T-espagos (X;T') arbitrarios, C.T. Yang (em [2|)

apresentou uma homologia para (X;T), a qual se referiu como Homologia de C ech-



Smith, e introduziu, para cada natural p, o homomorfismo indice v : H,(X;T) — Zs,
definido no p-ésimo grupo de homologia de (X;7T'), com valores no grupo Zs de
ordem 2. Desse modo, ele definiu o indice de (X;T') sendo o (tinico) natural m tal
que v(H,(X;T)) = Zo e v(Hp1 (X;5T)) = 0.

Visto que (S™; A) é um T-espaco de indice n, o teorema a seguir (obtido em
[2]) ¢ uma generalizagdo do Teorema de Borsuk-Ulam.
Teorema. Se (X;T) é um T-espago de indice n, entao, para cada f : X — R”
continua, existe v € X tal que f(z) = f(T(x)).

Quanto ao Teorema de Kakutani-Yamabe-Yujob6 (com o devido respeito, abre-
viaremos para "Teorema K-Y-Y"), Yang propos uma extensao do conceito de orto-
gonalidade em um T-espaco qualquer. Mais precisamente, considerando o produto

interno usual (,) : R"™ x R"! — R restrito a S™ x S™, os conjuntos
E={(z,y) € 8" x 5" : (x,y) > 0},
F=A{(z,y) € S" x S": (x,y) < 0};

sao fechados tais que:

(i) EUF = " x "

(i) (v,y) e Ee (y,x) e E< (2,T(y) € F & (T(z),y) € F;

(t5t) D ={(z,z):x € S"} C E—F.

Além disso, dados x,y € S™ quaisquer, temos: = e y s@o ortogonais se, e
somente se, (z,y) € ENF.
Nesse sentido, Yang obteve a seguinte generalizagao do Teorema K-Y-Y:

Teorema. Seja (X;T) um T-espago de indice n e sejam E,F subespagos fechados

de X? = X x X tais que:
e FUF = X?
e (ry)eEw(y0)e B (T(x),y) € F e (2,T(y) e F.

x1



e D={(z,x):z€e X} CFE—-F.

Entao, para toda fungao f: X — R continua, existem n+ 1 pontos x1,...,T,41 de

X tais que f(x;) = f(x;), para todoi,j =1,...,n+1, e (z;,z;) € ENF parai # j.
Finalmente, combinando os dois teoremas anteriores, Yang provou uma gene-

ralizacao do Teorema de Dyson:

Teorema. Seja (X;T) um T-espago de indice n e sejam E,F subespagos fechados

de X? tais que:
e FUF =X?
e (ry)e b (y,0) e B (T(x),y) e F e (2, T(y) € F.

e D={(z,z):x e X} CE—-F.

Entao, para qualquer func¢ao continua f : X — R, existem n pontos x1,...,x, € X
tais que f(w1) = F(T(21)) = ... = f@a) = F(T(2)) ¢ (wi2;) € ENF parai £ j
,7=1,...,n.

Esta dissertagao consiste em um estudo detalhado do referido artigo de Yang.

O primeiro capitulo é dedicado a conceitos e resultados preliminares, necessa-
rios para a compreensao dos argumentos contidos em [2]. Consideramos que alguns
desses resultados nao sao "basicos", no contexto de um primeiro estudo em Topolo-
gia Algébrica; no entanto, como todos eles podem ser encontrados em livros classicos
(usamos [1], de Eilenberg e Steenrod, como principal referéncia), optamos por omitir
demonstragoes.

No segundo capitulo, introduzimos, conforme [2|, a Homologia de C'ech-Smith,
o indice de um T-espaco e suas principais propriedades. No final desse capitulo,
visando maior compreensao, construimos alguns exemplos de célculo de indice.

O capitulo 3 trata da generalizagao do Teorema de Borsuk-Ulam. Além disso,
sao apresentadas varias propriedades (topologicas) que sao satisfeitas por (S™; A) e

que se estendem para todo T-espago de indice n.

xii



No capitulo 4, que consideramos ser o mais técnico, é apresentada a versao do
Teorema K-Y-Y para 0-espacos simpliciais, em espagos euclidianos. Tal versao pode
ser vista como um lema para a generalizacao feita no capitulo seguinte, pois, em
certo sentido, a homologia de Cech-Smith é uma aproximacao simplicial.

Introduzimos o quinto capitulo procurando explorar o conceito de ortogonali-
dade em um T-espago qualquer (veja segao 5.1). Finalmente, estudamos as demons-
tragoes dos outros dois teoremas generalizados: de Kakutani-Yamabe-Yujobo e de
Dyson.

Vale mencionar que os conceitos, argumentos e resultados desenvolvidos por
Yang, estudados nesta dissertacao, foram publicados em 1954 e, desde entao, tem

sido referéncia para diversos trabalhos relevantes; veja, por exemplo: [3], (8], [9], [10]

e [11].
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo reunimos conceitos, ferramentas e resultados, necessarios para
o estudo e compreensao dos capitulos que seguem. O contetido das cinco primeiras
segoes esta detalhado em livros-textos de Topologia Algébrica; citamos [7], [5] e [1]

como principais referéncias.

1.1 Complexos Simpliciais e Aplicacoes Simpliciais

Definig¢ao 1.1. Um conjunto {ao,...,a,}, contido no espaco euclidiano R", é dito

ggometricamepnte independente se, para quaisquer escalares reais t;, as equagoes

Zti =0e Ztiai = 0 implicam em tp = ... =1¢, = 0.

i=0 i=0

Seja {ag,...,a,} C R™ um conjunto geometricamente independente. Defini-

mos o p-simplexo o = |ay, - . ., ap|, determinado por ay, . .., a,, sendo o conjunto dos
p p

pontos x € R™ tais que x = Ztiai, Zti =1 e cada t; > 0; os pontos ao,...,a,
i=0 i=0

sao chamados de vértices de 0. Um p-simplexo é dito ser um simplexo de dimensao



p. Todo simplexo determinado por um subconjunto de {ay,...,a,} é chamado de

face de o.

Definicao 1.2. Um complexo simplicial K em R™ é uma cole¢ao de simplexos de

R™ satisfazendo:
1. Toda face de um simplexo de K esta em K.
2. A intersecao de quaisquer dois simplexos de K é uma face de ambos.
Em nosso trabalho, consideraremos apenas complexos simpliciais finitos.

Definicao 1.3. Se K é um complexo simplicial e L C K satisfaz as condig¢oes
para ser um complexo simplicial, entao diremos que L é um subcomplexo de K.
Chamamos de p-esqueleto de K, denotado por K, o subcomplexo de K formado
por todos os simplexos de K com dimensio no maximo igual a p. Se o € K@, entéo
diremos que o é um vértice de K. A dimensao de K é a maior dimensao dentre as

dimensoes de todos os seus simplexos.

Definicao 1.4. Seja K um complexo simplicial em R". Consideremos a uniao dos
simplexos de K. Este subconjunto de R™, munido da topologia descrita abaixo, é

chamado de espago subjacente ( ou poliedro) de K e o denotaremos por |K]|.

Considera-se a topologia em |K| definida do seguinte modo: um conjunto A é
fechado em |K| se, e somente se, AN o é fechado em o, para todo simplexo o de K.
Como, neste trabalho, K sera sempre finito, temos que esta topologia coincide com

a topologia de subespaco de R".

Neste ponto, cabe observar alguns fatos que serao tteis no contexto da homo-
logia de Cech. Dado um complexo simplicial finito K, temos: |K| ¢ Hausdorff e

compacto; se L é um subcomplexo de K, entao |L| é um subespago fechado de |K].

Definigao 1.5. Sejam K e L dois complexos e seja f : K© — LO wma aplicagio.
Se, para todo conjunto de vértices {vy,...,v,} de K que determinam um simplexo

de K, os pontos f(vy),..., f(v,) sdo vértices de um simplexo de L, entdo a funcao

2



f pode ser estendida a fun¢do continua g : |K| — |L| dada por g (Z tivi) =

i=1
Z tif (vi).
i=1

Tal funcao g é chamada de aplicagcao simplicial induzida pela aplicacao de
vértices f. Por questao de simplificagao, diremos que g : K — L é uma aplicagao

simplicial.

Definicao 1.6. Seja K um complexo simplicial e s um simplexo de K com vértices

Vo, - ., Up. O baricentro de s, b, é o ponto de s definido por

1
bs = vo+ ...+
p+1"’

mvp.

Definicao 1.7. A primeira subdivisao baricéntrica de um complexo simplicial K
¢ um complexo simplicial denotado por sd K, definido como segue: seus vértices
sao os baricentros dos simplexos de K; para cada sequéncia sy, ..., s, de simplexos
de K tais que s; é uma face de s;11, a sequéncia dos baricentros correspondente
¢ o conjunto de vértices de um simplexo de sd K; apenas simplexos obtidos dessa

maneira sao simplexos de sd K.

Como sd K é um complexo simplicial, podemos obter sua primeira subdivisao
baricéntrica, que é denotada por sd? K, e seguindo esse procedimento obtemos sd” K

em geral. Se L é um subcomplexo de K, sd™(L) é um subcomplexo de sd"(K).

Definicao 1.8. Seja K um complexo simplicial. Se {vg,...,v,} sdo os vértices

de um simplexo ¢ de K, o interior de o é definido do seguinte modo: int o =

p p
{Z tivi € o Z t; =1 ecadat; > 0 ). Para cada vértice v de K, a estrela aberta
i=1 i=1
de v é o subconjunto aberto st(v) de K obtido pela unido dos interiores de todos

simplexos de K que tém v como vértice.

Definicao 1.9. Seja L um subcomplexo de K. O conjunto aberto N (L) = Ust(o),
onde a uniao é estendida para todo vértice o de L, é chamada vizinhanc¢a regular de

Lem K.



Definigao 1.10. Seja L um subcomplexo de K. A k-ésima vizinhanca reqular
Nk(L) de L é a imagem em K da vizinhanga regular N(sd*L), de sd*(L) em sd*(K),

sob a aplicacdo natural sd*K — K.

Teorema 1.11. Se L é um subcomplexo de K, entdo |L| é um retrato por deforma-
¢ao forte do fecho de N*(L). Mais especificamente, a homotopia h : N2(L) x I —

N2(L) dada por h(z,t) = th(z,1)+ (1 —1t)(x) € tal que, para todo t € I, h(z,t) = x,

para todo x € |L| .
Dem.: Vide [1], pagina 72.

Definicao 1.12. Um complexo simplicial abstrato é uma colecao F de conjuntos
nao-vazios e finitos tal que: se A € F, entao todo subconjunto de A é um elemento
de F. Cada elemento A de F é dito um simplero de F; se A € F é um conjunto
com exatamente p + 1 elementos, entao A é um p-simplero de F; cada subconjunto
nao-vazio de A é dito uma face de A. O conjunto de vértices V de F é o conjunto

de todos os elementos de F que sao conjuntos unitarios.

Dizemos que dois complexos abstratos F e T sao isomorfos se existe uma
aplicagao f : F — T bijetiva de tal maneira que f aplica o conjunto de vér-
tices de F no conjunto de vértices de 7 e "{aop,...,a,} € F se, e somente se,

{f(ag),..., flan)} € T".

Definicao 1.13. Sejam K um complexo simplicial e V' o conjunto de vértices de
K. Seja K a colegao de todos subconjuntos {ao,...,a,} de V tais que os vértices
aop, - . ., a, determinam um simplexo de K. A colecao K é chamada esquema de

vértices de K.

A colegao K acima é um exemplo de complexo simplicial abstrato importante
devido ao seguinte resultado: todo complexo simplicial abstrato é isomorfo ao es-

quema de vértices de um complexo simplicial K.

Definicao 1.14. Se um complexo abstrato F é isomorfo ao esquema de vértices do

complexo simplicial K, dizemos que K ¢é a realizagao geométrica de F.



1.2 Homologia Simplicial

Dado um complexo simplicial K, definiremos um complexo de cadeias e uma
homologia associados a K. Sempre usaremos o grupo aditivo dos inteiros modulo 2,

Zs ={0,1}, como o grupo de coeficientes.

Definicao 1.15. Seja K um complexo simplicial. Uma p-cadeia em K é uma funcao
¢ do conjunto dos p-simplexos de K em Zs tal que ¢ # 0 para um nimero finito de

p-simplexos de K.

Como tratamos s6 de complexos simpliciais finitos, a condi¢ao ¢ # 0 para um
numero finito de p-simplexos é redundante.
Dado um complexo simplicial K, denotamos por S,(K) o conjunto formado

pelas p-cadeias de K. Seja {o1,...,0,} o conjunto dos p-simplexos de K. Para
n

cada p-cadeia ¢, denotamos ¢ = Z a;0;, em que ¢(o;) = a;. Definimos em S,(K) a
i=1
operacao + do seguinte modo: dados ¢ = Z a;0; e d= Z bio; € S,(K), entao ¢+

=1 =1
t

d= Z(ai—i—bi)ai. Sec™'({1}) = {as, .. ., a;}, denotamos simplesmente ¢ = Z oy,
i=1 j=1
Sempre consideraremos S,(K) munido de tal operagao, a qual lhe da estrutura de

grupo (Zs-modulo). Se p > dim K, definimos S,(K’) sendo o grupo trivial.

Definicao 1.16. Seja ¢ um simplexo. Uma cadeia elementar ¢ correspondente a o

é a cadeia tal que ¢(0) =1 e ¢(p) = 0, para todo simplexo ¢ # o.

Usaremos o mesmo simbolo para denotar tanto o simplexo quanto a cadeia

elementar correspondente a esse simplexo.

Proposicao 1.17. O conjunto das p-cadeias elementares formam uma base para

Sp(K).

Definicao 1.18. Definimos o operador bordo, 0, : S,(K) — S,-1(K), da seguinte



maneira: se o = [vp, ..., v,] € Sp(K) é uma cadeia elementar, entao

p

0p(0) = N[ve, -, vp]) =D [vo, . i,y

i=0
e estendemos linearmente para todo elemento de S,(K’). O kernel do homomorfismo

0, € denotado por Z,(K) e um elemento de Z,(K) é chamado de p-ciclo. A imagem

de Op11 € denotada por B,(K) e um elemento de B,(K) é chamado de p-bordo.

Temos que
s Sy (K) -2 S,(K) -2 5, 4 (K) -2 -
) . . . Zy(K) .
¢ um complexo de cadeias. Entao, definimos H,(K) = B,(K) COMO O P-ESIMO grupo
p

de homologia de K.

Definicao 1.19. Diremos que duas cadeias ¢ e ¢, em S,(K), sdo homdlogas se

c+ ¢ = 0(d), para algum d € S, (K).

Definig¢ao 1.20. Para cada elemento ¢ = Z o; de Sp(K), com o;’s cadeias elemen-
i=1

tares, definimos o indice de ¢, In(c), como g 1=7n em Zs.
i=1

Temos que In : So(K) — Zg ¢ um homomorfismo e Inod = 0.
Seja f : K — L uma aplicacao simplicial. Entao, f define uma aplicacao de
cadeias fy : S,(K) — S,(L) dada da seguinte forma: para cada cadeia elementar

o =[vo,..., v € Sy(K),

[f(vo), ..., f(v,)] se f(vo),...,f(v,) sdo distintos 2-2,

0 caso contrario

Fa(lvo, - ) =

e estendemos linearmente para toda cadeia ¢ € S,(K). O homomorfismo fy induz

o homomorfismo f, : H,(K) — H,(L) dado por f.(c+ B,(K)) = fu(c) + B,(L).

Definicao 1.21. Sejam f,g: K — L aplicac¢oes simpliciais. Suponhamos que, para
cada p, temos um homomorfismo D, : S,(K) — S,41(L) satisfazendo a equagao
0D, + D, 10 = gx — fg. Entao, Dy = {D,},en ¢ dita uma homotopia de cadeias

entre fu e gu.



Teorema 1.22. Se existe uma homotopia de cadeias entre fu e gu, entao os ho-

momorfismos induzidos f, e g, sao iguais.

Definigao 1.23. Sejam f, g : K — L duas aplicagoes simpliciais. Se, para cada sim-
plexo 0 = {vy,...,v,} de K, os pontos f(vp),..., f(vp),g(vo), ..., g(v,) determinam

um simplexo ¢ de L, entao f e g sao ditas adjacentes.

Teorema 1.24. Se f,g: K — L sao aplicagoes simpliciais adjacentes, entdo existe

uma homotopia de cadeias entre fu e gu.

Dem.: Vide [7] pagina 67.

Teorema 1.25. Seja K um complexo simplicial. Considere Ky, K1 subcomplexos
de K tais que K = Ko U K. Seja A = KoN Ky. Entao existe uma sequéncia exata

s Hy(A) ) H(Ko) ® Hy(Ky) % H(K) — Hyo(A) — -

em que (i, Jx)(0) = (ix(0), j«(0)) e (ke + 1) (e, B) = ki) + L.(B), sendo iy, Ju, kx, L

as nduzidas das inclusoes.

A sequéncia do teorema acima é chamada sequéncia de Mayer-Vietoris de

(Ko, K7).

1.3 Homologia Relativa

Se Ky ¢ um subcomplexo de K, entao S,(Kp) ¢ um subgrupo de S,(K). Cha-
Sp(K)
Sp(KO)
Ky e o denotaremos por S,(K, Ky). O operador bordo 0 : S,(Ky) — Sp—1(Ko)

maremos O grupo quociente

de grupo das cadeias relativas de K modulo

¢ a restricdo do operador bordo em S,(K); este homomorfismo induz um homo-

morfimo S,(K, Ky) — S,_1(K,Ky) que também serd denotado por 0. Sejam:
Z,(K, K

Zy(K,Ko) = kerd, B,(K,K;) = Im 8 e H,(K, Ky) = oK, o)

B,(K, Ky)
sao chamados de grupo dos p-ciclos relativos, grupo dos p-bordos relativos e grupo

Estes grupos

da p-ésima homologia relativa, respectivamente.
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Sejam K ,L complexos e Kj,Ly subcomplexos de K e L, respectivamente. Se
f K — L éuma aplicacao simplicial que leva cada simplexo de Ky em um simplexo
de Ly, entao diremos que f : (K, Ko) — (L, Ly) é uma aplicagao simplicial.

Assim como na homologia simplicial, temos um homomorfismo induzido pela

aplicagao simplicial f : (K, Ko) — (L, Lo), f.: Hy(K, Ky) — H,(L, Ly), dado por
file+ Bp(K, Ko)) = fu(c) + Bp(L, Lo).

Teorema 1.26. (Teorema da Ezcisio). Sejam K um complexo e Ky um subcom-
plezo de K. Seja U um aberto contido em |Ky| tal que |K| — U € o poliedro de um
subcomplexo L de K. Seja Lo um subcomplezo de K cujo poliedro é |Ko|—U. Entao,
a aplicagdo inclusao induz um isomorfismo entre Hy(L, Ly) e H,(K, Ky) (vide [7],
pag.51).

Definigao 1.27. Sejam f, g : (K, Ky) — (L, Ly) duas aplicagdes simpliciais. Dire-
mos que f e g sdo adjacentes como aplicacoes de pares se para cada o = [vo, ..., V)
pertencente a K, os pontos f(vo),..., f(vp),g(vo),-..,9(v,) determinam um sim-
plexo de L e, além disso, se o € K, entao estes pontos determinam um simplexo de

L.

Teorema 1.28. Sejam f,g : (K, Ky) — (L, Lo) aplicagdes adjacentes de pares.
Entao, existe um homomorfismo D, : S,(K, Ko) — Sp+1(L, Lo), para todo p, tal que
8Dp + Dp_18 = g4 — f#.

Como uma consequéncia desse resultado, temos que os homomorfismos induzidos f,

€ Gx SO0 1gUALS.

Teorema 1.29. Sejam K um complexo simplicial e Ky um subcomplexo de K.

Entao, existe uma sequéncia exata longa

Tk T A
oo — Hy(Ky) — Hy(K,Ky) — Hy(K) — H,_1(Kp) — - -+

ondei: Ky — K en: (K,0) — (K, Kp) sao inclusoes e A é um homomorfismo

chamado homomorfismo conectante.



Definigao 1.30. Sejam X um espago topologico e A um subespago de X. Uma
triangularizac¢ao do par (X, A) é um par simplicial (K, K() e um homeomorfismo A :
(|K|,|Ko|) = (X, A). Se existe uma triangularizagao, dizemos que o par (X, A) é¢ um

par triangularizavel. Se A = (), entao dizemos que X é um espaco triangularizdvel.

Seja (X, A) um par triangularizavel. Definimos uma homologia simplicial
H,(X,A) deste par como segue. Considere a colecdo de todas as triangulariza-
goes de (X, A), essas sdo da forma: h, : (|K.|,|Ca|) = (X,A), onde C, é um
subcomplexo de K.

Para um p fixado, considere a unido disjunta dos grupos H,(K,, Cy),

U H,(K,,C,) x{a}, e tome a seguinte relacao de equivaléncia em U H,(K,,C,) X

{aoz}: se (z,a) € Hy(K,,Cy) x{a} e (y,0) € Hy(Kz,Cp) x {5}, entéo

(z,0) = (y,8) & (h5' 0 ha)s(x) =y.

Denotamos por H,(X,A) o conjunto das classes de equivaléncias. A aplicacao
H,(K,,C,) — H,(X,A) que leva cada elemento em sua classe de equivaléncia ¢é
bijetora. Fazemos H,(X, A) ser um grupo determinando que esta aplicagao seja um
isomorfismo (independente das escolhas de «).

A homologia simplicial sobre a classe de espacos triangularizaveis satisfaz os
axiomas de "teoria de homologia", no sentido de satisfazer os axiomas de Eilenberg-

Steenrod (vide [1]).

Para encerrarmos esta secao, faremos um breve comentario sobre categorias e

funtores.
Definicao 1.31. Uma categoria C consiste de:
1. uma classe de objetos;

2. para cada par ordenado (X,Y) de objetos de C, um conjunto hom(X,Y") de

morfismos f;



3. uma fungao, chamada composi¢ao de morfismos,
hom(X,Y) x hom(Y, Z) — hom(X, Z),
a qual ¢ definida para toda terna (X,Y, Z) de C.

A imagem do par (f,g) pela operacdo composi¢ao é denotada por fog. As

seguintes propriedades devem ser satisfeitas:

e Se f € hom(W,X), g € hom(X,Y) e h € hom(X,Y), entdo ho (go f) =
(hog)of.

e Se X ¢é um objeto de C, entao existe um elemento 1x € hom(X, X) tal que
lyof =fegoly =g, paratodo f € hom(W, X) e para todo g € hom(X,Y),

onde W e Y sao objetos arbitrarios.

Observamos que os complexos simplicias e as aplica¢oes simpliciais formam

uma categoria.

Defini¢ao 1.32. Um funtor (covariante) G de uma categoria C em uma categoria
D é uma fungao que associa a cada objeto X € C um objeto G(X) € D, e a cada
morfismo f : X — Y de C, um morfismo G(f) : G(X) — G(Y) de D, satisfazendo

as seguintes condigoes:
e G(lx) = lgx) para todo objeto X de C;
e G(go f)=Glg) o G(f).

Como exemplo de funtor, temos a correspondéncia K — S,(K) e f — fau.
Este é um funtor da categoria dos complexos simpliciais e aplicagdes simpliciais na
categoria de complexos de cadeias e aplicagoes de cadeias. Naturalmente, estabelecer
"bons" funtores entre categorias algébricas e topologicas é uma das ideias centrais

da Topologia Algébrica.
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1.4 Sistemas Inversos

Definigao 1.33. Dizemos que uma relacdo < em um conjunto M # () é de quase-
ordem se possui as propriedades reflexiva e transitiva; isto é, para todo a € M,
a < a, e para quaisquer «, 8, v € M tais que o« < f e f < 7, temos a < 7.
Um conjunto M ¢é dito direcionado se é um conjunto quase-ordenado e, dados «,
B € M, existe v € M com «, 8 < . Uma aplicagio ¢ : M — N entre conjuntos

direcionados € uma fung¢ao que preserva a quase-ordem (isto é, se « < 3 em M entao

¢(a) < ¢(f) em N).

Definicao 1.34. Um sistema inverso de grupos (ou modulos) {X, 7}, sobre um
conjunto direcionado M é uma funcdo que associa a cada a € M, um grupo (ou
modulo) X, e a cada par «, f € M, com o < §, um homomorfismo s : X5 — X,

satisfazendo:

® T,, = Ild, para todo a € M;

® B O Mgy = May, S€ v < 3 < 7.

As aplicagoes m,p sao chamadas projecoes do sistema.

Definigao 1.35. Sejam {X, 7}y, {X’, 7'} sistemas inversos de grupos sobre M
e M’, respectivamente. Uma aplica¢io entre sistemas inversos, ® : {X, 7}y —
{X', 7'} pp, consiste de uma aplicacao ¢ : M’ — M e, para cada o € M’', um
homomorfismo ¢n : Xy — X[, tal que: se o, € M’ com o' < ', entao o

diagrama abaixo comuta.

Xy — Xo(a)

sol l@

X,/BI L) X&/
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Definigao 1.36. Seja {X,7} um sistema inverso de grupos sobre um conjunto

direcionado M. O limite inverso X, de {X, 7} é o subgrupo de H X, (produto

aeM
direto de grupos) consistindo de todas as fun¢oes © = {z,} tais que: para quaisquer

a,f € M com a < f3, temos To5(25) = Zq.

Defini¢ao 1.37. Seja @ : {X, 7} — {X', 7'} uma aplicagao entre sistemas inversos
de grupos. O limite inverso @, de ® é a aplicacao Do, : Xoo — X/ definida da
seguinte maneira: se x € Xo e @ € M/, seja x, = Pp(Tpa)). Se a < B em M,
segue da comutatividade do diagrama da definigao 1.35, que 7, 4(2}) = o; além

disso, 2/ = {z/,} é um elemento de X! . Definimos, entao, ®..(z) = '
A aplicacao @, definida acima é um homomorfismo.

Definigao 1.38. Um sistema inverso de sequéncias, {S, 7}y, € uma fungao que
associa cada « pertecente a um conjunto direcionado M uma sequéncia S,. =
{Sap, Paptpen de grupos e homomorfismos ¢, , : Sap —> Sap-1 €, para cada
o, € M com o < 3, associa uma funcao m,s : Sg. — S tal que: m,, = Id;

se a < 3 < 1y, entao a3 0 My = Tqy; Sempre que o < 3, o diagrama abaixo comuta.

TapB,p
Sﬁyp i Sa,p

¥B.p Pa,p—1
St S
Para cada p fixado, os grupos e homomorfismos {S, ,, Tas,} formam um sis-
tema inverso, e seu limite serd denotado por {S.,}. Ainda para p fixado, con-
siderando a aplicacao identidade em M, os homomorfismos {¢,,} formam uma
aplicagao de sistemas inversos @, : {Sa.p, Tagp} — {Sap—1,Tapp-1}, 0 limite de @,
serd denotado por ® ,. A sequénca assim obtida ¢ chamada de limite inverso do

sistema {S, 7} e é denotada por Seex = {Sucps Poop }pen-

Teorema 1.39. Se cada sequéncia de uma sistema inverso de sequéncias € um

complexo de cadetas entao seu limite € um complexo de cadeias.
Dem.: Vide [1], pagina 224.
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Teorema 1.40. Seja {S, 7} um sistema inverso de sequéncas exatas sobre M, onde
todos 0s grupos e homomorfismos pertecem a categoria dos grupos compactos (ou per-
tecem a categoria dos espagos vetoriais sobre um corpo F' fixado). Entdo a sequéncia

limite Soos de {S, 7} € também exata.

Dem.: Vide [1], pagina 226.

1.5 Homologia de Cech

Conforme é verificado em [1], existem restricdes para que a homologia de Clech
satisfaca os axiomas de Eilenberg-Steenrod; no entanto, tais axiomas sao vélidos

para espagos compactos e Zy como grupo de coeficientes.

Definigao 1.41. Seja A uma cole¢ao de subconjuntos de um conjunto X. Defini-
mos o nervo de A como sendo o complexo simplicial abstrato cujos vértices sao os

elementos de A e os simplexos sao as subcolegoes finitas { Ay, ..., A,} de A tais que

Ain...NA, #0.

Até o final desta secao, estaremos considerando pares de espagos topologicos

(X, A) com X espago compacto, Hausdorff e A C X fechado.

Definigao 1.42. Sejam f : (X, A) — (Y, B) uma aplicac¢do de pares e § = (81, (2)
uma cobertura de (Y, B), isto é, f; = {V1,...,Vi} é uma cobertura de Y e 5 =
{Vi”,...,V}"} é uma cobertura de B, com cada V;” sendo um elemento de f;.
Definimos f~'(8) a cobertura o de (X, A) obtida da seguinte forma: se V; € f,
entao tome U; = f~1(V}); assim, a; = {U;,j = 1,...,k} é uma cobertura de X.
Analogamente, tome U = f~'(V}P); entdo, ap = {U{},...,U/"} € uma cobertura
de A. Dai, consideramos o = (1, ). Se f é continua e  é uma cobertura aberta,

entdao f~!(3) ¢ uma cobertura aberta de X.

A seguir, enunciaremos alguns resultados que sao necessarios para a construcao

da homologia de Cech.
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Proposicao 1.43. Sejam [ : (X, A) — (Y, B) uma aplicagio de pares, f uma
cobertura de (Y, B) e a = f~Y(3). Entao, o nervo de o, X,, € um subcomplezo do

nervo de B, Yp, e A, € um subcomplezxo de Bg.

Definigao 1.44. Sejam a = (a1, ) e = (f1, P2) coberturas de (X, A). Diremos
que  é um refinamento de « se todo elemento de (31 (respectivamente [35) estéa

contido em algum elemento de «; (respectivamente o).

Definigao 1.45. Sejam A e B duas cole¢oes de subconjuntos de um espago X tais
que B refina A. Defina uma aplicacdo p : B — A com p(B;) = A;, onde A; € A é
tal que B; C A;. Esta aplicacao induz uma aplicacao simplicial p : Xz — X 4. Tal

aplicagao simplicial p ¢ denominada uma proje¢ao.
Proposigao 1.46. A relagao "a < 8 < [ refina a” € uma relacao de quase-ordem.

Proposicao 1.47. Seja A o conjunto de todas as coberturas abertas finitas de

(X,A). A com a relagdo < acima é um conjunto direcionado.

Proposicao 1.48. Se «, 8 sao duas coberturas abertas do par (X, A), com a < f3,
entdo quaisquer duas proje¢oes p,p' 1 (Xg, Ag) — (Xa, Aa) sao aplicagoes adjacen-

tes.

Corolario 1.49. O homomorfismo H,(Xg, Ag) = H,(Xa, As), induzido por uma

projecio (Xg, Ag) = (Xa, Au), independe da escolha da projegao.

Agora estamos aptos para definir a homologia de Cech para um par (X, A)

(onde X ¢é compacto e Hausdorff e A C X é fechado).

Definigao 1.50. Seja A o conjunto de todas coberturas abertas e finitas de (X, A).
Para cada o € A, seja (X4, Ay) 0 nervo de a. Para cada o, § € A com a < 3, seja
Tape  Hp(Xp, Ag) = Hp(Xa, Aa) 0 homomorfismo induzido por qualquer projecao
(X3, A5) = (Xa, Aa). A colegdo {Hp(Xa, Au), Taps ta € chamada o p-ésimo sistema
da homologia de Cech de (X, A).
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Teorema 1.51. A colecio {H,(Xu, Au), Tape}a € um sistema inverso de grupos

(Zo-mddulos) sobre o conjunto direcionado A.
Dem.: Vide [1], pagina 237.

Definigao 1.52. O limite inverso do sistema {H,(X,, Aa), Tap« }a € denotado por
H,(X,A) e é chamado de p-ésimo grupo de homologia de Cech de (X, A).

Teorema 1.53. Sejam f : (X, A) — (Y,B) continua e A, T' os conjuntos das
coberturas abertas de (X, A) e (Y, B), respectivamente. Seja f~' : T — A a aplicagio
associada a essas coberturas. Considere a aplicagio inclusio i, : (Xo, Aar) —
(Yo, Ba), onde f~1(a) = o/. Entao, para todo o € T, o homomorfismo induzido
baw © Hy(Xor, Aw) = Hy(Ya, By) junto com = formam uma aplicagio ®(f) entre
os sistemas {Hy(Xo/, Aar), Torprs fa € {Hp(Ya, Ba), Tapsf-

Definicao 1.54. O limite da aplicacao
(I)(f) : {Hp<Xo/a Aa’); 7To/,b”*}A — {Hp(Yaa Ba); 7Ta,8*}F7

denotado por f. : Hy(X,A) — H,(Y, B), ¢ chamado de homomorfismo induzido por
f.

Sejam (X, A) um par triangularizavel e (h, K, Ky) uma triangularizagdo de
(X, A). Existe um isomorfismo natural entre H,(K, Ky) e H,(X,A) (vide [1] pag.
250).

Teorema 1.55. Seja X um espago compacto. Considere Xy, X1 subespacos fechados
de X tais que X = XogU X1. Seja A = Xy N X1. Como na homologia simplicial, a

sequéncia de Mayer-Vietoris
oo Hy(A) — Hy(Xo) ® Hy(X,) — Hy(X) — Hp_1(A) — -+

¢ exata. (Vide [1], pdginas 39 e 257.)
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1.6 Redes

O contetdo desta segao esta detalhado em [4] e insere-se no contexto de To-
pologia Geral. Os conceitos e resultados que enunciamos aqui sao usados no desen-

volvimento do capitulo 5.

Definicao 1.56. Seja X um espaco topoldgico. Uma rede em X é uma colegao
S = {S,,n € M} C X indexada em um conjunto direcionado M; isto &, S é a

imagem de uma fungao f: M — X.

Diremos que uma rede S em X esta eventualmente em um subconjunto A de

X, se existe um elemento m € M tal que: para todo n € M, com n > m, temos

S, € A.

Definicao 1.57. Uma rede S em X converge para um ponto s € X se S estéa

eventualmente em cada vizinhanga de s.

Uma rede pode ter varios pontos de convergéncia. O seguinte teorema nos da

condicoes para que a convergéncia, caso exista, seja unica.

Teorema 1.58. Seja X um espaco topoldgico. Entao: X é um espaco de Hausdorff

se, e somente se, cada rede em X converge para no mdrimo um ponto.

Definicao 1.59. Uma rede {7T},,m € N} ¢ uma sub-rede de uma rede {S,,n € M}

se exite uma funcao F' : N — M tal que:
o T; = Sp;) para todo i € N.

e Para cada m € M, existe um n € N com a seguinte propriedade: se p > n,

entao F'(p) > m.

Teorema 1.60. Se X ¢é um espaco compacto, entao toda rede em X admite uma

sub-rede convergente em X.
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Teorema 1.61. Sejam X e Y espacos topologicos. Se f: X — Y é uma funcao
continua em um ponto x entao: para cada rede S em X convergente para x, a rede

T, definida por T; = f(S;), converge para f(z).

17



Capitulo 2

A Homologia de Cech-Smith e o
Indice de Yang

Iniciaremos este capitulo apresentando os T-espacos e os T-espacos simpliciais,
que sao os objetos basicos do nosso trabalho. Exibiremos a construcao de uma
homologia para T-espagos, definiremos o indice de um T-espago (segundo Yang [2])

e apresentaremos alguns exemplos de calculo de indice.

Defini¢ao 2.1. Chamamos de T-espago todo par da forma (X;7T), onde X é um
espago Hausdorff compacto e T : X — X é uma involucdo em X (isto é, T? =
T oT = Idy) continua sem pontos fixos. Considere um T-espago (X;7T'); para
cada x € X, chamamos o conjunto {z,T(x)} de par de involu¢ao. Um T-par ¢ uma
terna (X, A;T), em que (X;T) é um T-espaco e A C X é fechado e T-invariante
(isto &, T(A) C A).

Na definigdo de T-par acima, observe que, como T é involugao, T(A) C A
implica A C T(A). Logo, um conjunto A ser T-invariante significa T'(A) = A.
Observe ainda que, como A C X é fechado e X é compacto, A é compacto. Assim,
se (X, A;T) ¢ um T-par entdo (A;T|4) ¢ um T-espago (aqui T4 : A — A ¢é dada
pela restri¢ao de T': X — X ao subespago A, ou seja, T'|a(x) = T(z)).
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Sejam (X, A;T') um T-par e [ o intervalo fechado [0, 1]. Logo, X x I é Hausdorff
compacto, A x I C X x [ é fechado e a fungao T' x Id: X x [ — X x I, dada por
(T x Id)(z,a) = (T(z),«), é uma involugdo continua sem pontos fixos. Assim, a
terna (X x 1, AxI;TxId) éum T-par e serd denotado por (X, A;T)xI. Se (Y, B;S)
e (X, A;T) sao T-pares com Y sendo um subespago de X, BC Ae T|y =S, entdo
denotaremos (Y, B; S) C (X, A;T).

Sejam (X, A;T) e (Y, B;S) T-pares. Uma aplicacio f entre T-pares é uma
fungdo f : X — Y continua com f(A) C B (isto é, f : (X,A) — (Y, B) é uma
aplicagao de pares) tal que foT = So f.

Com T-par e aplicacao entre T-pares bem definidos, podemos definir, de modo
natural, conceitos topologicos como: homotopia, retracao, retrato por deformagao

etc. Definiremos alguns como exemplos.

Definigao 2.2. Sejam f,g : (X, A;T) — (Y, B;S) aplicagoes de T-pares. Uma
homotopia entre f e g é uma aplicagdo de T-pares H : (X, A;T) x I — (Y, B; S) tal
que H : X x I — Y é uma homotopia entre f e g. Se existe uma homotopia entre

f e g dizemos que f e g sao homotdpicas.

Defini¢ao 2.3. Sejam (X, A;T) e (Y, B;S) C (X, A;T) T-pares. Uma aplicacao
de T-pares 7 : (X, A;T) — (Y, B; S) é uma retragdo se r|xy,p,s) = Idyv,p;s); isto &,
sendo i : (Y, B;S) = (X, A;T) a aplicagao inclusdo temos roi = Id(y,ps). Se existe
uma retragao r, dizemos que (Y, B;S) é um retrato de (X, A;T). Se além disso,
ior & uma aplicacao de T-pares homotopica a Id(x a7y dizemos que (Y, B;S) é um

retrato por deformacgao de (X, A;T).

2.1 Homologia de T-pares Simpliciais

Definigao 2.4. Um T-par (K, A;T) é chamado de T-par simplicial se K é um

complexo simplicial, A é um subcomplexo de K, e T' é uma aplicacao simplicial. No
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caso em que A = (), dizemos que (X, 0;T) = (X;T) é um T-espago simplicial.

Em varias situagoes, para simplificar as notagoes e os argumentos (quando nao
houver risco de confusdo) usaremos o mesmo simbolo para denotar um complexo
simplicial e seu espago subjacente. Observe que se (X, A;T) é um T-par simplicial,

a involugao T' permuta os simplexos de X. Mais precisamente, temos que:

1. Se o é um simplexo de X, de dimensao p, entao T'(c) é um simplexo de X de
dimensao p. Isso segue direto do fato de T' ser uma aplicagao simplicial e uma
bijegao.

2. Para cada simplexo o de X, 0 NT (o) = (). De fato, se c N T(0) = X # 0,

entao A é um simplexo de X T-invariante. Assim, T : A — )\ seria uma fungao

continua, sem pontos fixos, no simplexo A, o que sabemos ser absurdo.

Vamos agora construir a homologia de T-pares simpliciais. Durante toda esta
segao (X, A; T) sera um T-par simplicial qualquer. Vale lembrar que sempre usamos
Z5 como o grupo de coeficientes.

Como T': (X, A) — (X, A) é uma aplicacao simplicial, 7" define uma aplicacao
de cadeias Ty : S.(X,A) — S.(X,A). Uma p-cadeia ¢ ¢ dita T-invariante , ou
simplesmente uma (7, p)-cadeia, se T (c) = c.

Denotamos por C,(X, A;T) o conjunto {c € S,(X, A) : Tx(c) = c}.

Observamos que C,(X, A;T) é um subgrupo de S,(X,A). De fato: temos
0€ Cp(X, A, T); se c,d € Cp(X, A;T), entdo, Ty(c+d) = Tyu(c) + Tu(d) = c+d e,
portanto, ¢ +d € Cp(X, A; T).

Daremos outra caracterizacao para os elementos de C,(X, A;T’) que nos sera

bastante util.

Proposigao 2.5. Para cada ¢ € S,(X, A) tem-se: ¢ € Cy(X,A;T) se, e somente
se, existe d € Sy(X, A) tal que ¢ = d+ Tx(d).
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Dem.: (<) Seja ¢ = d + Ty(d). Logo Ty(c) = Ty(d + Ty (d)) = Ty(d) + T2(d) =

Ty(d) +d = ¢ (Em (*) usamos o fato de que 7% é também uma involugdo, pois
Id=1Idy = (T?)y = (Ty)*).

(=) Seja ¢ € Cp(X,A;T); entao Tiu(c) = ¢. Se ¢ = Zn:cri + Sp(A), com cada
o; ¢ Sp(A) sendo uma cadeia elementar, entdao n = 2k, kzzel N, pois caso contrario
terfamos 7'(0;) = o0, para algum 1 < j < n. Com isto temos que ¢ = o1 + S,(A) +
oo + 09 + Sp(A). Portanto, Tu(c) = Ty(or + Sp(A)) + ... + Tu(oo + Sp(A)) e,
dai, 0; + Sp(A) = Tu(o; + Sp(A)) para algum j # i. Reindexando se necessario,
considere os conjuntos {o1+S,(A),T(o1)+S,(A)}, ..., {ox+S,(A), T(ok)+S,(A)},
que formam uma particao de {o1+5,(A), ..., 0,+5,(A4)}. Tomando d = 01+5,(A)+

k

k
ot ok + Sp(A), temos d+ Ty(d) = Y o+ Sp(A) + > T(03) + 5p(A) =c. O
=1

i=1
Notamos que 9(C, (X, A;T)) C Cp_1(X, A; T') pois, para todo ¢ € Cp(X, A; T),
Ty (0c) = 0(Ty(c)) = Oc. Assim,

= Cot (X, AT -5 C(X, AT -5 Oy (X, AT) =

é um complexo de cadeias. Denotamos:
Z,(X, AiT) = {e € Cy(X, A;T), 0c = 0}
B,(X,A;T) = 0(Cpa (X, A; T))
Z,(X, A:T)

H (X, AT) =222~

P( s 41 ) Bp(X,A,T)
Definigcao 2.6. Os elementos de Z,(X,A;T), B,(X,A;T), H,(X,A;T) sdo cha-
mados de (T, p) - ciclos, (T, p) - bordos e (T,p)-classes de homologia de (X, A;T),

respectivamente.

Proposigao 2.7. Seja f : (X, A;T) — (Y, B; S) uma aplicagao simplicial de T-pares
simpliciais. Entao, f induz um homomorfismo f. nos (T, p)-grupos de homologia:

fe HY(X, A;T) — H,(Y, B; S) é dado por f.(c+By(X,A;T)) = fu(c)+B,(Y, B;S).

Dem.: Primeiramente, notamos que: se ¢ € Cp(X, A;T), fu(c) = fu(Tu(c)) =
Ty (fy(c)), entdo fu(c) € Cp(Y, B; S); ou seja, f4(Cp(X, A;T)) C Cy(Y, B; ). Por-
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tanto, f define uma aplicac@o de cadeias fu : C,(X, A;T) — C,(Y, B; S) e, conse-
quentemente, f induz o homomorfismo f, : H,(X,A;T) — H,(Y, B;S) dado por
fele+ By(X, A;T)) = fu(c) + Bp(Y, B; S). O

Como na homologia simplicial, temos um homomorfismo conectante

A:Hy(X,A;T)— H,_1(A; T), dado por:
A(c+ B,(X,A;T)) = 0(c) + Bp—1(A; T).

Definicao 2.8. Seja w um vértice de X. Definimos a estrela de u, sendo uniao
St, = U o;, onde {oy,...,0,} é o conjunto de todos os simplexos ¢ de X tais que
=1

u € 0. Se St, N Strw) = 0 entdo dizemos que (X, A;T) é um T-par simplicial

Proprio.
. o . . , X, A
Seja (X, A;T) um T-par simplicial proprio e considere X' = T A = T
definidos como segue. Em X(©) definimos a seguinte relacio de equivaléncia:
vRwev=wouv="T(w).
Para cada simplexo o € X, definimos & = [v;,,...,7;,], onde 75, ..., 7;, sS40 as

classes de equivaléncia dos vértices de 0. Observe que o = T'(0).
Defina X’ = {7 : 0 € X}. Vamos verificar que X’ é um complexo simplicial.

Seja s uma face de @ € X’; entdo os elementos de s sao classes de equivaléncia
de vértices de 0. Considerando a face t de o determinada por tais vértices, temos
s = t. Sejam a;, 7; simplexos de X' tais que 7; N7; # (). Entao uma das situagoes
abaixo ocorre:

° giﬂaj%@eT(ai)ﬂT(aj)#@

° aiﬂT(aj)%@eT(ai)ﬂaj%Q)

Supondo o;No; # 0, seja v um vértice de o;No;. Como T'(0;), T(0;) C Str(w),

temos 0; N T(0;) =0 ¢ 0; N T(0;) = 0. Afirmamos que o; No; = ; N7;. De fato,
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se T € 0;N0y, entao x € 0;MNo; ou T(x) € 0;Noj e, portanto, T € ;M 7;. A outra
inclusao é imediata.
Como a = 0; No; é um simplexo de X temos que @ é um simplexo de X,

assim &; N o; é um simplexo de X'

Supondo ¢;NT(0;) # (), analogamente mostramos que o;NT'(c;) = o; N T (0;).
Como a = 0; NT'(0;) é um simplexo de X temos que @ é um simplexo de X'; assim
EﬂTaj) ¢ um simplexo de X’. Mostramos entao que X’ é um complexo simplicial
e, repetindo a construgao para A’, temos que (X', A’) é um par simplicial.

Observe que v : (X,A) — (X', A’), dada por v(o) = @, é uma aplicagao
simplicial; entdo vy define uma aplicacdo de cadeias 7 : S,(X,A) — S,(X', A').
Defina

Yu  Cp(X, A;T) — Sp(X' AT,

dada por y4(d + T#(d)) = 7(d). Vamos verificar que vy estd bem definida. Seja
c€CX, AT), c=d+Ty(d) ec=d +Ty(d);d=> o+ Sp(A) e

i=1

n
d = Z G; + Sp(A), onde oy, d; sdo simplexos de X que nao estdo em A e 6; = o;
i=1

ou g; _ T(0;). Assim, v(o;) = v(6;) e entdo, (v)(d) = ()(d").
Afirmacao: 4 ¢ uma aplicacao de cadeias. De fato, sejam d + Tu(d),c+ T(c) €
Cp(X, A;T). Logo, vu(d + Ty(d) + ¢ + Ty(c)) = vu(d + c+ Ty(d) + Ty(c)) =
T+ e+ Ty(d + ) = 7(d +¢) = 7(d) +7(¢) = v4(d + Ty(d)) + (e + Ty(0))
daf 4 ¢ um homomorfismo.

Se 0 : S,(X', A') — S,_1(X’, A") é o operador bordo entdo resta mostrar que

0o V4 = Y4 0 0, isto ¢, o diagrama abaixo comuta.

Co(X,A;T) —2-Cp1 (X, A;T)

v#l ) lv#

SP(X/7 A/) S P—l(X/> A/)
Seja d+ Tu(d) € Cp(X, A;T),
Y4 0 9(d + Ty(d)) = 14(0(d) + 9(T(d))) = 14(9(d) + Ty (9(d))) = 7(0(d))-
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Como 7 : Sy (X, A) = S.(X', A’) é uma aplicacdo de cadeias entao,

7(9(d)) = 0(7(d)) = 0(v(d + Ty(d)) = 9 0 yu(d + Ty(d))-

Logo, 74 ¢ uma aplicacao de cadeias. Com isso temos que 74 induz um homomor-

fismo v : Hy(X, A;T) — H (X', A).

Proposigao 2.9. v. : H,(X, A;T) — H,(X', A") € um isomorfismo e comuta com
fe € Al

Dem.: Seja ZEZ' + S,(A") um elemento qualquer de S,(X’, A’) (com cada o;
i=1

sendo uma cadeia elementar de S,(X’)). Considere ¢ = Z o + Ty(o:) + Sp(A) €

=1

Cp(X, A;T). Entao yg(c (Z o + Sp( ) = ZE + S,(A"); portanto 74

i=1

é sobrejetora. Agora seja ¢ = Zai + Tu(0;) + Sp(A) tal que y4(c) = 0; entdo
i=1

zn:E-—i—Sp(A’) = 0, o que implica ZFZ- € S,(A') e, dai, z”: o; € Sp(A). Desse modo,
ﬁ;ostramos que vy € isomorfismo ig,l entao, concluimos Cilzlé Y~ € um isomorfismo.

Agora queremos verificar que v/, o f, = f, o y., onde v, : H,(Y,B;T) —
H,(Y',B') é o isomorfismo dado pela proposicio para o T-par (Y,B;S) e f,
H,(X',A") — H,(Y', B') é o homomorfismo induzido por f : (X', A") — (Y', B'),
dada por f(Z) = f(z) (f esta bem definida pois foT = S o f).

Primeiro, notamos que f# oYy = 7# o fu. De fato, se c € C, (X A;T), entao

g ovplc+ Ty(c) = f4(7 SeC—ZUﬁS ), entdo y(c) ZUZ—FS (A").

Assim,

FyTp(e) = T3 o+ 5,(4) =

= 3T + S,(B) =((0)) =

=Y (fy(c+ Ty(c))).
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Agora, seja ¢+ Ty (c) + B,(X, A;T) € Hy(X,A; T). Logo,

Jeonmle+ Ty(e) + By(X, A7) = Fo(ygle+ Ty(e) + By(X', A)) =
= fulc+Ty(c)) + B,(Y', B')) =
=7

ol

w(fulc+Ty(c))) + Bp(Y', B') =
Lo fule+ Tylc) + By(X, A;T)).

Resta verificar que 7. comuta com A. Seja ¢ + B,(X, A;T), ¢ € Z,(X,A;T) com
c=d+Ty(d) ede S,(X,A). Logo,

Y~ (A(e + By(X, A;T)))

1~(0(¢) + Bpa (A T)) = 14(9(c)) + Bpa(A) =
1#(0(d) + T4(9(d))) + Bp1 (A') =

=7(0(d)) + Bp-1(A) = 9(7(d)) + Bp-1(A')
A(y~(c+ Bp(X, A;T))) = A(yn(d+ Ty(d) + Bp(X, A;T)) =
= A(yg(d + Ty(d)) + Bp(X', A')) =
= A[(d) + By(X', A) = 9(7(d) + Bp1(A").
Portanto, v. comuta A. O

2.2 Homologia de T-pares Quaisquer

De forma analoga a construcéo da Homologia de Cech, a partir da Homologia
simplicial, construiremos a Homologia (de C’ech—Smith) de T-pares quaisquer, a
partir da Homologia de T-pares simpliciais.

Seja (X, A;T') um T-par arbitrario.

Uma cobertura de (X, A;T) é um par A = (Aq, Ag) tal que:

e )\; é uma cobertura aberta finita de X;

e )\, C A\ é uma cobertura de A;
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e Se um aberto U € \; entao T'(U) € \; , i =1,2;

e Sty N Strwy = 0 para todo U € \;, onde Sty = |JU;, considerando todos
U; € A\ com U; NU # ).

Denote por (X, Ax;T) a realizagdo geométrica do nervo da cobertura A. Note

que (Xy, Ax;T) é um T-par simplicial proprio. Seja
A ={X: X uma cobertura de (X, A;T)}.
Proposicao 2.10. Todo T-par (X, A;T) admite uma cobertura.

Dem.: Seja z € X. Como z # T(z) e X é Hausdorff, existem U,V abertos
comz € U T(x) € VeUNV = (. Pela normalidade de X, podemos, ainda,
tomar abertos U’, V' tais que: # € U' C U C U e T(z) € V' C V' C V. Sejam
V,=V'NnT(U") e U, =T(V,). Assim, para cada x € X, temos abertos U, e V, tais
que x € Uy, T(z) €V, Vo =T(U,) e U, NV, = 0.

Cubra o espago X com os abertos U, e T'(U,). Como X é compacto, essa
cobertura admite uma subcobertura finita {U,,, ..., U,, }, acrescentando as imagens
destes abertos temos que {U,,,...,U,,,T(Uy,),...,T(U,,)} € uma cobertura finita
e aberta de X. Denote U,, por U; e N ={Uy,...,U,, T(Uy),...,T(Uy,)}.

Se Sty N Stywy = 0 para todo U € X, entao temos a cobertura desejada. Se
Sty N Strwy # 0 para algum U, entao procedemos da forma a seguir: seja V € X
com V € Sty N Sty para algum U € X; entao VNU #0 e VNT(U) # (. Como
UnN m = (), existem vizinhancas Wy, Wrwy de U e T(U), respectivamente,
tais que U ¢ U C Wy, T(U) C W C Wrwy e Wy N Wy = 0. Considere
Vi=VNWy, Vs =V Wrey, Va=(UUT(U))NV. Observe que V. C ViUVaU V3
e, ainda, ViNU # 0, mas ViNT(U) = (VNWy)NT(U) C (VN Wy) Wy = 0.
Portanto Vi1 N T(U) = (). Como V3NT(U) # (), de mesma maneira, verificamos que
VsNU = e temos que VoNU =P e VoNT(U) = 0. Logo, "dividimos"o aberto
V em trés abertos Vi, V5, Vs com V; ¢ Sty N Sty para todo i = 1,2,3. Para todo
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par de abertos U;, T'(U;) com V' € Sty, N Stypw,) refaca o processo acima: "divida"
V em V}, V), Vi como feito anteriormente. Como A’ ¢ finita, existe uma quantidade
finita de abertos Uy, ..., Uy, T(U1), ..., T(Ug) com V € Sty, N Strw,), logo existirao
VEVE Ve i =1,2,...,ktaisque V C VUV UVY para todo i e V;’ ¢ Sty, N Strw,).

Agora tome um aberto, e somente um, V]’ de cada "divisao" de V e faga a

intersecao desses abertos. Fazendo todas as combinacoes possiveis com os abertos V]Z

3k
temos 3 abertos que serdo denotados por A;. Logo, V C U AjeA; ¢ Sty,NStrw,
j=1
para todoi=1,...,k e paratodo j =1,...,3F.
Finalmente, substitua V' por Aj,..., Asx, de forma correspondente, suas ima-

gens; refazendo este processo para todo aberto V' tal que V' € Sty, N Stpy,) para

algum U; € X' temos a cobertura desejada. O]

Consideramos a seguinte relagao < em A: A < < p refina .

Vamos verificar que A com < é um conjunto direcionado. Temos a < «
para todo a € A. Sejam «a, 8,7y € A com a < fe [ <7, se a < [ entao para
todo U € q;, existe V € [; tal que U C V e 8 < ~, logo para todo V € f;,
existe W € ~; tal que V. C W. Dai, para todo U € «,, existe W € ~; tal que
U c W, portanto a < 7. Considere 6; = {UNV,U € o e V € [;} e tome
d = (01,02). Se W € §;, entao W = U; NV, com U; € oy e Vj, € B;. Logo,
TW)=TU;NVy) =T(U;)NT(V}), como T(U;) € o; e T'(V},) € B;, dai T (W) € 0;.
Seja Stw = | Wi e Sty = | T(Wi). Como Sty N Sty C Sty, N Strw,) =10,
concluimos (31:116 0 € A, d refina ambas o e B, logo 0 é um limitante superior de « e
B. Portanto A com < é um conjunto direcionado.

Para cada A € A. Considere (X, Ax;T) o nervo de A\. Note que 7' é uma
aplicagdo bem definida pois: U € X se, e somente se, T(U) € A. Se A < u, defina
T - (X, Ay T) — (X, Ay;T) uma projecao, que nao é tnica. Mas sabemos
que se Ty, T, (X, A T) — (X, Ay; T) sao projecoes, entao sao adjacentes e,
portanto, induzem o mesmo homomorfismo nas homologias. Com isso temos que

T - Hp(X,, Ay T) — Hp(X), Ax; T') independente da projecao escolhida.
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Observamos que {H,(Xy, Ax;T), T} forma um sistema inverso sobre A. De
fato, resta mostrar que mxy. = Id ese A\, pr,y € A com A < p1 < 7y, entao Ty O My =
Ty Aqui Id - Hy(Xy, Ax;T) — Hy(X, Ax; T) € a funcao identidade.

T = Id pois a fungao id : (X, Ax;T) — (X, Ax;T) é uma projecao e
T = tdy = Id

Como 7y, 07, € uma projecao, isto €, mx, Oy = Tay, ENLAO Truw O T s = Trys;
logo {H, (X, Ax; T), mau } forma um sistema inverso e seu grupo limite é o p-ésimo
grupo de T-homologia de (X, A;T) e sera denotado por H,(X, A;T).

Temos que uma aplicacdo f : (X, A;T) — (Y, B;T) de T-pares induz um
homomorfismo f, : Hy(X, A;T) — H,(Y, B;T) e, para cada T-par (X, A;T), existe
um homomorfismo conectante A : H,(X, A;T) — H,_1(A;T).

Dado um T-par (X, A;T), denote por (X', A’) o par obtido da identifica-
¢ao de todo ponto de X com sua imagem pela T', como foi feito anteriormente.
Considerando em X’ a topologia quociente, seja Hp(X ' A’) a p-ésima homologia
de Cech de (X', A"). Entdo, para todo T-par (X, A;T), temos um isomorfismo
Yot Hy(X, A;T) — H,y(X', A') comutativo com f, e A.

Seja S™ an-esferae A : S — S™ a aplicac¢do antipodal, logo (S™; A) é um T-par
e através do isomorfismo citado acima podemos calcular sua homologia: H,(S™; A)
é isomorfo a F[p(%) = H,(RP") = H,(RP"), onde RP" ¢ o espaco projetivo n-
dimensional; logo, H,(S™ A) = Lo se D<psn

0 se p>n.
Observacao 2.11. Assim como nas homologias de Cech e simplicial usuais, para
um 7T-par (X, A;T), sendo uma triangularizagdo do T-par simplicial (K, L; T,
também temos um isomorfismo entre H,(X,A;T) e H,(K, L;T), para todo p.
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2.3 Homomorfismo Indice de T-Espacos Simpliciais

Seja (X;T) um T-espaco simplicial.

Primeiramente, vamos definir o homomorfismo v : Zy(X;7T) — Zs: se z =
c+Tyu(c) € Zo(X;T), com ¢ = i ¢i, (sendo cada ¢; uma cadeia elementar), entao
v(z) = In(c) =n € Zy (vide f:210) Verifiquemos que v esta bem definida e que
v(Bo(X;T)) = 0.

Seja z = +Ty() =c+Ty(c) € Zo(X;T). Entao,

vic+Ty(c)) +v(d 4+ Ty(d)) = In(c) + In(c") = In(c+ ).

k
Mas, ¢ + ¢’ é uma (T, 0)-cadeia; logo, existe d = Z ©; € So(X) tal que
i=1

ct+d =d+Ty(d) = Zk;goi + Zk;T#(@i),
e In(c+ ¢) = 2k = 0. Portanto, _ _
v(c+ Ty(c)) = v(d + Tu(d)).
Se z € By(X;T), entio z = 9(d + T(d)). Logo,
v(2) = v(9(d + Ty(d)) = In(d(d)) = 0.

Para p > 0, definimos v : Z,(X;T) — Zy por recorréncia sobre p: se z =
c+Tyu(e) € Z,(X;T), entao v(z) = v(d(c)). Obervamos que d(c) € Z, 1(X;T),
pois 0 = 0(z) = 9(c) + Tix(0(c)) implica Tx(9(c)) = O(c). Vamos verificar, por
indugao sobre p, que v estd bem definida, ¢ um homomorfismo e v(B,(X;T)) = 0.

Seja z € Z,(X;T) com z = c+Ty(c) =  +Tyx(c); entdo c+c = Ty(c+c), ou
seja, c+c € Cp(X;T) e d(c+) € Bp_1(X;T). Agora, v(c+Ty(c))+v(d+Tx(d)) =
v(0(c)) +v(0(c)) =v(d(c+ )) = 0. Assim,

vic+Ty(c)) = v(d 4+ Ty(d)).
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Além disso, se ¢+ Tu(c) e d+ Ty(d) € C,(X;T), entdo
vic+Ty(c) +d+Ty(d) =v(d(c+d) =v(0(c+d)) =
= v(0(c) +0(d)) = v(9(c)) + v(9(d)) =

=v(c+Ty(c)) +v(d+ Ty(d));

logo, v é um homomorfismo, como querfamos. Finalmente, se z € B,(X;T), existe
d+Ty(d) € Cppa(X;T) tal que z = 9(d + Tx(d)). Dai, v(z) = v(0(d + Tx(d)) =
v(0(0(d))) = v(0) = 0 e, portanto,

v(B,(X;T)) = 0.
Agora estamos aptos para definir o homomorfismo indice.
Definicao 2.12. Definimos o homomorfismo indice v : H,(X;T) — Zy por
via+ By(X;T)) = v(a).
Tal homomorfismo ¢ bem definido pois v(B,(X;T)) = 0.

Proposicao 2.13. Se f: (X;T) — (Y;5) € uma aplicagao simplicial, entao
v(fi(0)) = v(o), para qualquer o € H,(X;T).

Dem.: Basta mostrarmos que, para z € Z,(X;T), v(fs(z)) = v(z). Note que: se

z = c+ Ty(c), entao

fu(2) = fulc+Ty(c)) = falc) + fu(Ty(c)) = fulc) + Syfyu(c).

Mostremos por indugao sobre p.

k
Para p = 0, temos o seguinte: se z = c¢+T(c), com ¢ = Z ¢; € So(X), sendo
i=1

k
cada ¢; uma cadeia elementar, entdo v(z) = In(c) = k e fy4(c) = Z f(#i), logo

v(f(2) = In(fy(c)) = k =v(2).



Suponhamos que, para todo z € Z, 1(X;T) (p > 1), v(z) = v(fg(z)). Se

2 = e+ Ty(e), entio v(z) = w((e)) e ¥([4(2)) = O((c))) = V(f4(3(c))). Como
d(c) € Z,—1(X;T) temos, por hipétese de indugao, que

v(9(c)) = v(f4(9(c))).

Entao, v(z) = v(fx(z)) e, portanto,

v(o) =v(f.(0)),

para todo o € H,(X;T). O

2.4 Homomorfismo Indice de T-Espacos Quaisquer

Seja (X;7T) um T-espago arbitrario.

Consideremos a familia ¢ = {o,} € H,(X;T) e A = {\ : X cobertura de
(X;T)}. Sejam Ay, Ay € A e tome p € A com A\j, Ay < p. Entdo, pela proposigao
9.13,

V(o) = V(s (0u)) = v(on) e v(ou) = V(T (o) = v(0x,)-

Logo, (A1) = v()A2) e, portanto, (o)) independe da escolha de A.

Definigao 2.14. Seja (X;T) um T-espago arbitrario. Definimos o homomorfismo
indice v : Hy(X;T) — Zy por

v(o) = v(on),
considerando A € A = {\ : X cobertura de (X;T')} arbitrario.

Proposicao 2.15. Seja f : (X;T) — (Y;S) uma aplicagiao de T-espagos. Entao,
v(fi(o)) =v(o), para qualquer o € H,(X;T).

Dem.: Seja o = {0\} € H,(X;T). Temos que f induz um homomorfismo f, :
H,(X;T) — H,(Y;S). Se f7'(N) = X (conforme 1.42), entao fy.(on) = oy,
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onde fy, : Hy(X\;T) — H,p(Yy;S) é o homomorfismo definido na segdo 1. Pela
proposicao 2.13, v(fy, (o)) = v(oxn) e, por defini¢io, v(o) = v(oy). Logo, v(o) =
v(fil(o))- 0

O lema a seguir serd de grande importancia para a generalizacao do teorema

de Borsuk-Ulam, feita no proximo capitulo.

Lema 2.16. Sejam (X;T) um T-espaco, F um subespaco fechado de X, tal que
FUT(F)=X e A= FNT(F). Entao, para p > 0, existe um homomorfismo

A Hy(X;T)— H, 1(A;T)
tal que v(o) = v(A(0)), para todo o € H,(X;T).

Dem.: Observe que A é fechado e T-invariante. Inicialmente, assumimos que
(X, A;T) é um T-par simplicial. Seja 0 € H,(X;T) e consideremos um represen-
tante da classe 0, z = ¢ + Ty(c), com ¢ € S,(F). Entao, temos 0z = dc + 0T4(c).
Mas, 0z = 0, o que resulta em Jc = Tx(dc). Logo, dc € Z, 1(X;T) e ainda,
Oc € Cy_1(A;T). Portanto, dc € Z, 1(A;T). Definimos entdao A : H,(X;T) —
H, 1(A;T) por

A(z+ By(X;T)) = 0c+ By—1(A; T).

Mostraremos que A é bem definida. Para tal, é suficiente verificarmos que a aplica-

¢io A : Z,(X;T) — H, 1(A;T), dada por

A(z) = dc+ B, 1(A;T),

¢ bem definida, é um homomorfismo e B,(X;T) C ker(A).

Seja z = c+Tu(c) = +Tu(d) € Z,(X;T) com ¢, € S,(F). Precisamos
mostrar que d(c) + B,—1(A;T) = 0(¢) + B,—1(A;T). Para isso, basta notar que,
c+d =Ty(c+ ) com c+ ¢ € S,(F) e, portanto, d(c+ ') € B,_1(A;T).

/

Agora mostraremos que A é um homomorfismo. Sejam z = ¢ + Ty(c)ez =

d+ Ty(d) elementos de Z,(X;T), com ¢,d € S,(F). Temos que
242 =c+Tylc) +d+Ty(d) =c+d+ Ty(c+d).
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Entao, pela definicao de A, temos

A(z+2) = O(c+d)+ B, 1(A; T) = dc+ By 1 (A; T)+0d+B,_1(A; T) = A(2)+A(2).

Tomemos z € B,(X;T) qualquer. Logo, existe 2’ € Cp11(X;T) tal que 0z’ =
z. Se 2/ =d+ Ty(d) com d € Sp+1(F), entao

02 = dd + 0T (d) = dd + T (9d)

e, usando a defini¢ao de A,

A(2) = A(02') = 8(dd) + B,_1(A; T) = 0,

o que implica z € Ker (A). Logo, B,_1(X;T) C Ker (A).
Concluimos entdo que A : Hy(X;T) — H, 1(A;T) é um homomorfismo bem
definido. Seja 0 € Hy(X;T), 0 = z+ B,(X;T), 2 = ¢ + Ty(c), com ¢ € S,(F);

entao, pelas defini¢oes de A e v, temos:
v(o) =v(z) =v(dc) = v(A(0)).

Logo, v(o) = v(A(o)) para todo o € H,(X;T).

Finalmente, consideramos (X, A;T) um T-par arbitrario. Considere A =
(A1, A2) o conjunto das coberturas de (X, A;T'). Entao {H,(Xx;T), Tau }aueh; »
{Hp—1(Ax; T'), Trps b ruen, S0 sistemas inversos sobre A e Ao, respectivamente, para
todo p. Afirmamos que, para cada p, a inclusdo i : Ay — Ay e Ay 1 Hy(X;T) —
H, 1(Ax;T) (definidos como A do caso simplicial) é uma aplicacao entre esses sis-
temas. De fato, sejam A\, € Ay com A < p. Se 0 = ¢+ Ty(c) + By(X,,;T) €
Hy(X,,;T), com ¢ € S,(F), entdo A, (o) = 9(c) + Bp_1(A,; T). Logo,

T © Du(0) = T (0() + Bp-1(A; 1)) =
= M (0(0)) + Bpo1(Ax; T) =
= O(mu(c)) + Bp-1(Ax T).
Por outro lado,
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Ay 0 Taus(0) = Ax(ap(c + T (c) + By(X,; T))) =
= A\(ma (e + Ti(c)) + By(Xx; 1)) =
= An(maps(€) + T (T (c)) + By(Xy: T)) =
= Ax(maup (¢) + Ty (maup(c) + Bp(Xa; T)) =
= Oz (€)) + Bp-a (Ax; T).

Portanto, temos uma aplicacao

{H,(X\;T), maps baues = {Hp—1(Ax; T), Taps Fauen

entre sistema inversos e sua fungdo limite é a fungao A : H,(X;T) — H,_1(A;T)
desejada: para cada {on} € H,(X:;T), v(A({or}rer,)) = v({Ax(oa)}ren,) =

v(Ax(o5)) = v(ox5) = v({oa}trer), onde A é um elemento qualquer de Ay C A;. [
Observagao 2.17. Uma consequéncia imediata do lema anterior é: se
v(H,(X;T)) =Zy (n>0), entao v(Hy(X;T)) = Zs, para cada p com 0 < p < n.

De fato, basta tomarmos F' = X; logo, T(F) = X e A = X. Seja 0 €
H,(X;T). Assim, se A : H,(X;T) — H,_1(X;T) é o homomorfismo dado pelo lema
2.16 e v(0) = 1, entao v(A(0)) = 1. Recursivamente, temos que v(H,(X;T)) = Zo,

para todo 0 < p <mn.

2.5 Indice de Yang

A seguinte proposi¢ao nos da a motivacao para definirmos o indice (de Yang)

de (X;T).
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Proposigao 2.18. Para qualquer T-espago (X;T), X # 0, existe um inteiro n tal

que

L, se 0<p<n,
v(Hy(X;T)) =

0, se p>n.

Dem.: Primeiro, mostraremos que v(Hy(X;T)) = Zs. Seja x € X e considere o
subconjunto X° = {z, T(x)} C X; o qual ¢ compacto e T-invariante. Assim obtemos
o T-espago (X°;T). Considere a 0-cadeia © + Ty (z) € Co(X%T) = Zo(X% T); logo
v(z + Ty(z)) = In(z) = 1. Agora considere a aplicacdo i : (X T) — (X;T); i ¢
uma aplicagao de T-espagos e, portanto, induz um homomorfismo i, : Hy(X%T) —
Ho(X;T). Se 0 = x+ Ty(x) + Bo(X;T) € Ho(X%T), entdo 1 = v(o) = v(i.(0))
(vide prop. 2.15). Portanto, existe um elemento i,(c) € Hyo(X;T) com v(i.(0)) # 0.
Logo, v(Ho(X;T)) = Zs. Pela observacao 2.17, resta provarmos que v(H,(X;T)) =
0, para algum p.

Seja A uma cobertura de (X;7) e suponha que a dimensao de X seja p — 1.
Assim, H,(X;T) = 0. Tomemos o € H,(X;T) qualquer, 0 = {0,}. Como v(o) =
v(oy) =0, v(H,(X;T)) =0, para tal p. O

Definicao 2.19. O inteiro n, dado pela proposicao 2.18, é definido como indice de
(X;T).

Proposicao 2.20. Se eziste f : (X;T) — (YV;S) aplicagao de T-espagos, entao
indice de (Y;S) > indice (X;T).

Dem.: Se f: (X;T) — (Y;5) é uma aplicacao de T-pares, entao f induz um
homomorfismo f, : H,(X;T) — H,(Y;S) (para todo p € N). Se o indice de (X;T)
¢ n, entao existe 0 € H,(X;T), com v(c) # 0. Como 0 # v(o) = v(f.(0)), pela
proposigao 2.15, v(H,(Y;S)) # 0 e, portanto, indice de (Y;S) > n. ]

Proposigao 2.21. v : H,(S™; A) — Zy é um isomorfismo para p =0,1,2,....n
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Dem.: Sabemos que H,(S™; A) = Zy, parap=0,1,...,n, e pela proposi¢ao 2.18,
basta mostrarmos que v(H,(S™; A)) = Zy. Faremos isso usando processo de indu¢ao

sobre n.

Para n = 0, o resultado segue da demonstragao da proposigao 2.18.

Suponhamos n > 0 e v(H,_1(S"; A)) = Z,. Seja
F={(z1,...,2p01) € S": xpy1 >0}
Entao, A(F) = {(z1,...,2n41) € S™ tal que z,41 <0} e
FNAF)={(z1,...,2,41) € 5" tal que 7,4, =0} = 5",

Afirmagao: A : H,(S™ A) — H, 1(S"1; A), construido no lema 2.16 é um iso-
morfismo.

De fato, como S™ é triangularizavel entao as homologias simpliciais e a de
Cech-Smith coincidem, portanto consideraremos o caso simplicial.

Vamos mostrar que A : (S A) — (S"; A) ¢ um isomorfismo e, para isso, ¢
suficiente verificarmos que a aplicacio A : Z,(S™; A) — H,_1(S"'; A), definida na
demonstracao do lema 2.16, é sobrejetora.

Seja o € H,_1(S"1; A) e d um representante da classe o,
d=> ¢
i=1
com ¢; = [qzﬁ(()i), o ,gbff)_l], 1 <4 < s; consideremos o n-simplexo
¢; = [qbg)a e 7¢S)—17N]7
onde N é o polo norte da esfera S™. Agora, seja d' € C,(S™; A),
d'=73 ¢+ Ay (Z¢2> -
i=1 i=1
Temos que
od = 04} + Ay (Zaqs;) =d+d=0.
i=1 i=1
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Logo, d' € Z,(S™; A). Além disso,

Awq:a<§:¢>+B%¢W¢¢@:d+BWwW1u®:a

i=1
Portanto, A’ é sobrejetora e, com isso, temos A é um isomorfismo.
Pela hipotese de indugao, temos que existe a € H,,_1(S"'; A) tal que v(a) #

0. Como A ¢ um isomorfismo, existe o € H,(5S"; A) com A(a/) = a. Assim,

e, portanto, v(H,(S™; A)) = Zo. O

Corolario 2.22. (5™, T') possui indice n.

Corolario 2.23. Seja 0 € H,(X;T). Entao, v(o) # 0 se, e somente se, f.(o) # 0,
para toda aplicagao f: (X;T) — (Y3 9).

Dem.: (=) Se v(o) # 0 entdo, para qualquer f : (X;T) — (YV;95),
v(fu(0)) = v(o) #0.

Logo, como v é um homomorfismo, f.(c) # 0;

(<) Suponha v(o) = 0. Sejam {Uy,...,U,} uma cobertura aberta de X com

U;NT(U;) = 0 para todo ¢ = 0,...,n. Vamos construir 2n + 2 fungdes continuas,
for- ooy fns 9o, gn - X = R, que satisfagam, para todo i = 0,1, ..., n, as seguintes
propriedades:

L. gi= fioT;

2. fi(x) =0, para todo x € X — Uj;
3.0< fi < 1

4 B+ .+ 242+ +g:=1
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Como {Uy,...,U,} é uma cobertura de X entdo, pela partigdo da unidade,
existem n + 1 fungdes continuas ¢q,..., ¢, : X — [0,1] com ¢;(X — U;) = {0},
Ogign,eZqﬁi:l. Defina, para 0 < i < n,

i=0
20
fi= 0
Assim,
n n 2 n
2 200\ 1 1
>ri-3 (50 -5 (e -
=0 =0 =0
Como ¢g; = f;oT,
2 2, 2 o 1 1
f0+...—|—fn+go—|—...+gn—2+2—1.

Notemos que, para cada i =0,1,...,n, se f;(x) # 0, entdo g;(x) = 0. Logo,

\/<f0($) —go(2))?+ ...+ (fulz) — gn(2))? =

=V fi(@) = 2fo(x)go(z) + g5 () + ... + f2(2) — 2ful2)gn(2) + g2(2) =

= V3@ + .+ @) + g (@) + .+ i) = VI=
Considerando tais f;’s e g;’s, definimos
f@) = (folx) = go(), ..., fu(z) = gn(2)).

Pelo que foi verificado acima, f(X) C S™. Mostremos que f é uma aplicagao entre

os T-espagos (X;7) e (S™; A). De fato,

f(T(x) = (fo(T(x)) = go(T(2)), .., [n(T(2)) — gn(T'(x))) = A(f(z)).

Assim, f: (X;T) — (S™; A) é uma aplicacdo de T-pares e temos o homomorfismo
induzido f, : H,(X;T) — H,(S"; A). Se p > n, entdo f.(o) = 0 pois H,(S™; A) = 0.
Se p <n, como 0 =v(0) =v(fi(0o)) ev: H,(S™;T) — Zy é um isomorfismo, entdo

fe(o) =0. O
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Consequéncia do corolario 2.23: O indice é o maior ntimero inteiro n tal que
[«(H.(X;T)) # 0, para toda f: (X;T) — (V3 5).

De fato, seja n o indice de (X;T'). Entao, paracada 0 < p <n, v(H,(X;T)) =
Zy e, portanto, existe o € H,(X;T) tal que v(o) # 0. Pelo corolario 2.23, segue
que f.(o) # 0, para qualquer f, : H,(X;T) — H,(Y;S) (sendo (Y;S) um T-espaco
arbitrario). Por sua vez, para cada p > n, v(c) = 0, para todo 0 € H,(X;T), e
considerando a funcao f : (X;7) — (S™; A) construida na demonstragao do corolario

2.23 temos f.(H,(X;T)) =0. O

Encerraremos este capitulo, apresentando alguns exemplos de célculo de indice.

Exemplo 1: Seja (X;7T) um T-espago de indice n. Para qualquer espago Y com-
pacto e Hausdorff, considere o espago X XY com a involugao T'xId : X xY — X xY,
dada por (T x Id)(z,y) = (T(x),y). Como X x Y é Hausdorff compacto e T" x Id
é uma involugao continua e sem pontos fixos, (X x Y, T x Id) é um T-espago. Veri-
ficaremos que (X x Y;T x Id) também possui indice n.

Sejai: X — X xY, dada pori(z) = (x,y0); yo € Y fixado. Como i é continua
e i(T(z)) = (T(x),y0) = (T x Id)((x,y0)) = (T x Id) o i(x), i € uma aplicacao de
T-pares; logo, pela proposi¢ao 2.20, indice de (X x Y;T x Id) > n.

Seja ™ : X xY — X a projecao na primeira coordenada. 7w é continua e
7(T x Id((z,y)) = n(T'(x),y) = T'(z) = T(n((z,y))); logo m & uma aplicagdo de
T-pares e, pela proposi¢ao 2.20 novamente, n > indice de (X xY; T x Id). Portanto,

o indice de (X;T) é igual ao indice de (X x Y;T x Id), como queriamos.

Exemplo 2: Como um caso particular do exemplo acima, temos o seguinte exemplo:
seja X = S x S§% (X é a unido disjunta de dois circulos) e considere a involugao
AxId,em X: (Ax Id)(z,y) = (A(z),y). Logo, (X; A x Id) é um T-espaco e, pelo
exemplo acima, possui mesmo indice de (S'; A) que ¢ igual a 1. Ou seja, o indice

de (X;A x Id) é 1. Agora considere o mesmo espago X com a seguinte involugao:
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(Id x A)(z,y) = (x,A(y)). Assim, (X;Id x A) também é um T-espaco e, pelo
exemplo acima novamente, indice de (X; Id x A) = indice de (S°; A) = 0.
Este exemplo mostra a relevancia da involugao para o valor do indice, isto é,

destaca que o indice depende tanto do espaco quanto da involugao que o acompanha.

Exemplo 3: Calcularemos o indice do toro 72 C R?® com a aplicacao "antipodal"
A. Considere a aplicacao inclusao i : (S'; A) — (1% A); i é uma aplicagao de T-
espagos, portanto, indice de (7T?; A) > indice de (S'; A) = 1. Vamos verificar que o
indice de (T?% A) ¢ 1.

Suponha que indice de (T?; A) > 1. Entéo, existe um elemento oy € Hy(T?; A)
tal que v(op) # 0. Considere S' ~ S C T? de tal forma que S N A(S) = 0. Seja
F C T? um fechado com fronteira SUA(S), T? = FUA(F) e FNA(F) = SUA(S).
Pelo lema 2.16, existe um homomorfismo A : Hy(T?% A) — H (S U A(S); A) com
v(o) = v(A(o)) para todo o € Hy(T?* A). Dai, v(A(oy)) € Hi(SU A(S); A) e
v(A(op)) # 0. Absurdo, pois indice de (S U A(S); A) = 0. Logo, concluimos que
indice de (T% A) = 1.

Exemplo 4: Calcularemos o indice do bitoro com a involucao "antipodal". Consi-

dere a figura abaixo que representa uma triangularizagao do bitoro X:

3 ? _

10 -2 &

Figura 2.1: Bitoro triangularizado.
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Cada ponto marcado na figura é um vértice de X. Considere a aplicagao
simplicial " : X — X, dada por T'(i) = —i para cada i vértice de X e, dali,
estendida linearmente para todo X.

Seja A = [1,8,7 U [1,8,2] U[8,3,2] U [8,3,5] U[1,5,7 U]IL,5,3 U[9,5,8 U
[9,5,6]U[8,10,7]/N[8,10,9]U[7,6,10]U[7,6,5]U[—1,10,9]U[-1, 10, —2]U[—1,6,4]U
[—1,6,9]U[4,10,6]U[4,10,—2]U[1,4,3]U[1,4, —2]U[2,4,3]U[2,4, —1]. Dai (—A) =

U [—a, —b, —c]. Portanto, X = AU (—A).

la,b,c]eA

Calcularemos o indice de (X;7T) pela definicdo de v. Considere ¢ = Za.

g€eA

Observe que ¢ + Tu(p) € Zy(X;T), pois ,
690 = [172] + [27 _1] + [_17 _2] + [17 _2];

dai,
[1,2] + [2,—1] + Tx([1,2] + [2, —1]) = T (0p).

Se U = [1,2] + [2, —1] entdo dp = ¥ + Ty (T). Logo,
OV = [1] + [-1] = [1] + Ty ([1]).
Usando a definicio do homomorfismo indice temos v([1]) = 1. Portanto,
v(p+Ty(p) =v(0¢) =v(0¥) =v(1) = 1.

Desse modo, mostramos que existe um elemento o em Hy(X;T) com v(o) # 0.

Como H,(X;T) =0 para p > 2, concluimos que o indice de (X;7T) ¢ 2.
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Capitulo 3

O Teorema de Borsuk-Ulam

Generalizado

O teorema de Borsuk-Ulam diz que: "para cada fun¢ao continua f : S™ — R”,
existe um par de pontos antipodais que possuem a mesma imagem, isto é, existe
z € S" com f(z) = f(—=x)".

Usando o conceito de indice definido no capitulo anterior (e lembrando que o
indice de (S™; A) é n), a generalizagdo apresentada neste capitulo serd no seguinte
sentido: "se (X;T) é um T-espago de indice n, entdo, para cada funcdo continua
f X — R existe x € X tal que f(x) = f(T(x))". Também apresentaremos

outras versoes equivalentes a generalizagao feita.

Teorema 3.1. Seja (X;T) um T-espago de indice n e seja f: X —RE, 0 <k <n.
Entao Xy ={z: z € X, f(x) = f(T(x))} éT-invariante, compacto e (Xy;T) é de

indice > n — k.

Dem.: O cason = 0 ¢ trivial, pois R® = {ponto} e, portanto, f é constante. Note
que cada X C X é compacto (pois é fechado) e X}, é T-invariante pois: se x € X},
entdo f(x) = f(T(x)); logo f(T*(z)) = f(T(z)) e com isso T'(z) € Xj.

Seja f: X — R* f=(f1,..., fr), com cada f; : X — R continua. Considere
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Xo= X e, para cada 1 < j < k, defina

X,={r:zeX, filx)=fi(T(z)), i=1,2,...,5}

Fy={z: e X, filz) < f;(T(x))}.

Temos que F; é fechado em X, ; e, como T'(F;) = {y : 3 = € F; tal que
T() =y} = {y vy € X, tal que f5(T() < L)} X0 = F UT(E) o
Xj = F;nT(E).

Pelo lema 2.16, temos A : H,(Xy;T) — H,_1(X1;T) homomorfismo tal que,
para todo o € H,(Xo;T), v(o) = v(A(o)). Como (X;T) tem indice n > 0, existe
a € H,(Xp;T) com v(a) # 0; logo v(A(wr)) # 0. Assim, indice de (X;T) > n — 1.
Suponha que para 1 < r < k existe um elemento o € H, .(X,;T) com v(o) #
0. Como v(A(0)) = v(o) # 0, onde A : H, (X;;T) = Hp i1y (Xoq;T) € 0
homomorfismo do lema 2.16, concluimos que indice de (X,;11;7) > n — (r + 1).

Portanto, pelo processo de indugao finita, mostramos que indice de (Xy;7T) > n —

k. ]

Corolario 3.2. Se (X;T) é um T-espago de indice n, entdo, para cada f : X — R"
continua, existe x € X tal que f(x) = f(T'(z)).

Dem.: Pelo teorema anterior temos que X,, = {x € X : f(z) = f(T(z))} é T-
invariante, compacto e de indice > n —n = 0; ou seja, v(Hy(X,;T)) = Zy. Dai,

Ho(X,;T) # 0, logo X,, # () e, portanto, existe x € X tal que f(z) = f(T(x)).

Corolario 3.3. Para cada f : S" — R* (0 < k <n), o T-espago ({x € S™: f(z) =
f(A(x))}; A) tem indice > n — k, onde A € a aplica¢ao antipodal.

Ambos os coroléarios acima generalizam o teorema de Borsuk-Ulam.

O lema a seguir nos da outras propriedades satisfeitas por (S"; A) e que tam-

bém sao validas para todos T-espacgos de indice n.
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Lema 3.4. Seja (X;T) um T-espago. As sequintes condigdes sao equivalentes:
(1) Toda f: X — R"™ continua leva algum par de involugao em um unico ponto.

(2) Nao eziste aplicagao f: (X;T) — (S"71; A).
n+1

(3) Sejam Fi,...,F,i1 C X fechados. Se U(Fl UT(F;)) = X, mas nenhum dos

i=1
n+1

F!s possui um par de involugao, entao ﬂ F;, #0
i=1

(4) Se Fy,...,F, C X sao fechados e U(E UT(F;)) =X entao ao menos um dos
i=1
F!s contém um par de involug¢ao.
Dem.: ((1) = (2)) Suponha que exista f : (X;T) — (S" 1 A). Sei: S" 1 — R”
¢ a aplicagdo inclusdo; entao i(f(z)) # i(A(f(z))). Como f é uma aplicagdo de

T-pares, f(T(z)) = A(f(x)) = —f(z). Logoio f(T(x)) # iOf(xlepara todo z € X.

((2) = (3)) Sejam Fy,...,F,11 C X tais que F;,NT(F;) =0e U(E UT(F))=X
i=1
n+1

e suponha que ﬂ F; = (). Vamos verificar que existem abertos Uy, ..., U, tais que
i=1

n+1
i=1

Como F; NT(F;) = (), para todo i = 1,2,...,n + 1, pela normalidade de X,
existem abertos A; e B; tais que F; C A;, T(F;) C B; e A;N B; = (). Podemos tomar
A; e B; de tal sorte que B; = T'(4;).

n+1
Pela suposicao de que ﬂ F, = 0, isto &, F; N (ﬂ Fj) = () e, usando a

i=1 i#j
normalidade novamente, obtemos abertos C;’s de tal maneira que F; C C; e C; N

(ﬂ FJ> = () para todo 7. Tome V; = C; N A;, isto é, V; é um aberto tal que F; C Vj
i#]j

e VN (ﬂ Fj) = (). Considere B; = T(V}).
i#]
Tome U; C V; um aberto com Fy C U; e U; C Vi; entdo U; é um aberto

talque F; CU e UUNF,N...NFy1 =0. Como [N (U NFsN...NF, ) =
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(), existe um aberto Dy com Fo C Dy e DoNU; N F3N...N F,.1 = 0. Tome
Ey = Dy NV, e considere Uy C E, um aberto com Fy, C Uy e Uy C E,. Logo
UiNUyNF3N...NF,.1 = 0. Suponha, por inducdo, que existem abertos Uy, ..., Uy
tais que UiN. . .ﬂUkﬂFkHﬂ- -*NF,41 = 0. Tome D1 um aberto com Fy 1 C Dyyq
e D NUNUN...NUrNFrpoN...NF,iq =0, e considere By, = Dy N Vi1,
Considere Uy 1 C Fyyq1 um aberto tal que Fj 1 C Upiq e Ukﬂ C FEjiy1. Logo, temos

F, cU;parats =1,2,....k+1 €U1 ﬂUgm...ﬂUk_HﬂFk+2ﬂ...ﬂFn+1 = 0.
n+1

Portanto, existem Uy, ..., U, 1 abertos tais que F; C U; e ﬂ U, =1.
i=1

Para cadai =1,...,n+ 1, considere fi: X = I=10,1 com f;(F;) = {1},

ioT -
fi(X = U;) = 0 e denote g; = —fieT) . Entdo g = (g1,...,9nt1) €
n 2
j=
uma aplicacao entre os T-pares (X : A). De fato, primeiramente note que,

n+1
para 1000 & € X, VI F g (0 = || ST T,

entao g(X) C S™. Ainda temos, para cadai=1,...,n+ 1,

fi(T(x)) = fi(x) fi(z) = fi(T(x))

gl(T(:c)) = 1 1 =A ot 1 = A(gi(m))a
(Z(fj(T(m)) - fj($))2> (Z(fz( ) — fz(T(x))2>

n+1
e, entao go T = Ao g; logo g é uma aplicacao de T-pares. Como m U; = 0,

i=1
temos, para cada z € X, v € X — U; para algum i. Logo, fi(z) = 0 e g;(z) < 0.
Por isso a = (a,...,a) com a = ﬁ é tal que a ¢ g(X) e a € S". Considere
St = SN {(xy,...,2p1) € R™™ 2,0 = 0}. Note que —a ¢ g(X), pois se isso
ocorresse existiria y € X tal que ¢g(y) = —a, A(g(y)) = a e, com isso, g(T(y)) = a,
o que implicaria a € g(X); que é uma contradigao.

Logo, a,—a ¢ g(X). A menos de rotagao, tome a = N (polo norte da S™) e
—a =S (polosul da S™). Seja h : S"—{a, —a} — S" ! dada por h((z1,...,Tns1)) =
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(x1,...,2p,0)
(1, 20, 0)]|

T — (91<T(x))a"'7gn(T<x))7O) _ (_gl(aj)?""_gn(x)v()) _ T
M) = oy @@). 0T @) O~ @), —gala).0)]] I

com isso, h o g € uma aplicagao de T-pares.

Tome hog: X — S" ! e seja x € X. Portanto,

((3) = (4)) Assuma (3). Sejam Fi, ..., F, C X fechados tais que LnJ(FZ UT(F)) =
X. Se F; nao possui um par de involucao, para todo i =1,2,... ,Til:,lentéo
Fi,...,F,, T(F,) satisfaz (3). Logo FiN...NE,NT(F,) # 0. Entao F,NT(F,) # 0
e, dai, existe z € X tal que z,T(x) € F),, o que é uma contradigao.

((4) = (1)) Suponha que exista f: X — R" tal que f(z) # f(T(x)) para todo x €
X. Considere f = (f1,..., fn). Definac = 1nf f max |fi(z)—fi(T(z))|. Como f(x) #
F(T()) para todo z € X, [fi(z) — H{T(x))] # 0 para algum i: logo max|fi(z) —
fi(T(z))| # 0. Como X é compacto, existe g € X tal que a = | f;(xo) — fi(T(z0)];
logo @ # 0. Seja F; = {x € X : fi(z) — fi(T(x)) > %} Note que F; é fechado.

n

Vamos mostrar que F; NT(F;) =0 e U(E UT(F;))=X. Sey € F,NT(F;), entdao

=1

f( )= Fi(T(y)) = 5 e existe a € Fy tal que y = T(x). Logo, fi(T(x)) - fi(T*(x)) =
Si dai f(T() — fi(e) = 5, 0 que implica fi(z) = fi(T(2)) < 5 (absurdo).
Portanto, F; N T(F;) = 0.

Observe que T(F}) = {z € X : fi(T(2)) — fi(z) < _%}. Agora, seja = € X.
Como f(z) # f(T(z)) para todo « € X, existe i tal que | fi(z) — fi(T(z))| = a. Se
fi(z) = fi(T(x)) > 0 entao fi(x)—fi(T(x)) > %- Logo z € Fi; se fi(x)— fi(T(x)) <0
entdo fi(z) — f,(T(x)) > —%. Logo, = € T(F;). Portanto, O(Fi UT(F))=X. O

i=1

Q

Lema 3.5. As condigoes do lema anterior também sdao equivalentes as sequintes

condicoes:

(5) Se f: X — S™ € continua e, para todo v € X, f(x) # f(T(z)), entdao f €

sobrejetora.
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n+2 n+2
6) Se X = FE; com cada F; fechado e F;, =0 e para todo x € Fj,
(
i=1 i=1
f(x) # f(T(x)) para todo i = 1,2,...,n + 2, entdo qualquer interse¢io de
n+1 F!s € diferente de vazia.

n+2
(7) Se X = U F;, com cada F; fechado, entdo ao menos um dos Fs possui um
i=1
par de involugao.

Dem.: ((1) = (5)) Assuma (1). Suponha que exista f : X — S™ continua, com
f(x) # f(T(x)) para todo = € X e que f nao é sobrejetora. Entao, existe y € S™ tal
que para todo z € X, f(z) #y. Tome f: X — S"—{y}esejah:S"—{y} > R"a
projecao estereografica; ho f : X — R™ é uma aplicacao continua e se x € X, entao
F(w) # F(T(x)). Logo h(f(x)) # h(f(T(x))), o que contradiz (1)

((5) = (2)) Assuma (5). Suponha que exista f : (X;7T) — (S™; A) e considere
i1 S" 1 — 8" a aplicacao inclusao. Entdo i o f é uma aplicacao de X em S™.
Observe que f(T(z)) = —f(x) # f(x) eio f nao é sobrejetora, o que contradiz (5).

((3) = (6)) Assuma (3). Suponha que existem Fi,..., F, o fechados, tais que
n+2 n+1

UF X, F,NT(F;) = 0 para todo i = 2...,n+200mﬂE:®(podemos

i=1 i=1
n+1

reordenar os F]s para ficar de tal forma). Como ﬂ F; = 0, entao por (3) existe

i=1
n+1

1 <ig <n+1tal que Fyy NT(F,) # 0 ou | J(F;NT(F)) # X. Mas F;NT(F;) = §

=1
n+1

paratodoi=1,...,n+1; logo U (F;NT(F;)) # X. Portanto, existe x € X tal que

=1
xr ¢ F,UT(F;) para todoi=1,...,n+1; o que implica z € F,, ;5. Como F; UT(F;)

¢ T-invariante, T'(z) ¢ F; UT(F;) parai = 1,...,n+ 1; T(x) € F, 9, com isso

Foi2oNT(F,12) # 0, o que contradiz a hipotese.
n+1 n+1

((6) = (7)) Suponha que X = U F, e F;NT(F;) =0, entdo T(Fy) N ﬂ F;)

=1
n+1

e UF Dai, T(F))NFyN...NF, # 0, logo T(Fy) N F, # 0.
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((7) = (4)) Suponha que existem F7, ..., F, fechados tais que X = U (F;UT(F)).
Para todo 7 = 1,...,n, considere um aberto U; tal que F; C U; e U ﬂ T(U;) = 0.

Seja G; =U;,i=1,....,ne Gy = (ﬂ Uf). Observe que G; é fechado para
i=1
n+1

todoi = 1,...,n + 1. Vamos verificar que UGi =X e G NT(G;) = 0 para
i=1
todoi = 1,...,n+ 1. De fato, seja € X e x ¢ U; para todo i = 1,...,n, dai
n+1

x € U: C Uf para todo ¢; entao = € ﬂ U; e, portanto, UGi = X. Agora, como
i=1
U; NT(U;) = () para todo i = 1,...,n resta mostrar que Gy NT(Gpy1) = 0.

Gri1 NT(Grpr) (ﬂ Uc> N (ﬁ T(Uf)) =

- (UU)m (gm))C (U w.uTw )

Como U(UZ uT(ly)) = X, (U(Ul U T(Uz))> = (). Portanto G; NT(G;) = ) para
i=1 i=1

todo 1. O

Teorema 3.6. Seja (X;T) um T-espago de indice n. Entao (X;T) possui as pro-

priedades (1) — (7) dos dois lemas anteriores.

Dem.: Pelo teorema 3.1, (X;T') possui a propriedade (1). O
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Capitulo 4

Generalizacao do Teorema K-Y-Y

em um Espaco Euclidiano

O Teorema de Kakutani-Yamabe-Yujobo (Teorema K-Y-Y) diz que: "se f :
S™ — R é uma funcao continua, entao existem n + 1 pontos, que sao vetores mutu-
amente ortogonais, com a mesma imagem pela f".

Para compreender a generalizacao que apresentaremos desse teorema, convém,
inicialmente, estabelecer algumas notagoes e nomenclaturas. Durante todo este

capitulo estaremos sempre em um espaco euclidiano R™.

Definigao 4.1. Um k-plano A é um subespaco vetorial de R” com dim A = k. Dado

um (k-1)-plano B C A, diremos que B separa o k-plano A em dois k-semiplanos.

Denotaremos também por A a aplicagio simetria em relagdo ao k-plano A.
Se a ¢ A denotamos por Aa o (k + 1)-plano determinado por A e a, e por Aa o
(k 4+ 1)-semiplano em Aa que possui fronteira A e a € Aa.

Diremos que um 7T-espago (X;60) é um 6-espago em R™ se X é um compacto

de R™ e 6 é a aplicacao simetria em relagao ao k-plano 6.

Definigao 4.2. Sejam A um k-plano e B um s-plano interceptando-se em um ¢-

plano C' com t < min(k,s). A e B sao ditos ortogonais em C se existem k + s —t
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retas 71, ..., Tris¢ MUtuamente ortogonais tais que: rq, ..., 7 estdo contidas em A
€ Thal_t,---,Tkrs—¢ €stao contidas em B. Se k = s =t + 1 e as retas | € rgis ¢
interceptam-se em um angulo 6, entao diremos que A e B interceptam-se em um

angulo 6.

Neste capitulo serd dada uma generalizacao do Teorema K-Y-Y no seguinte

sentido:

Teorema 4.3. Seja (X;0) um 0-espago em R™ de indice n e seja f: X — R uma
fungao continua. Entao existem n+ 1 pontos x1,...,x,11 € X tais que f(xq) =

= ... = f(xps1) € 0s (t + 1)-planos Oz, ...,0x,,1 sao mutuamente ortogonais em

6.

Observe que o caso particular (S™; A) (visto como um 6-espago em R™! com

0 sendo o 0-plano) é o Teorema K-Y-Y cléssico.

4.1 Preliminares Técnicos

Vamos introduzir algumas notagoes, construir uma funcao especial e apresentar
alguns resultados que nos serao bastante tteis na préxima secao.

Sejam 6 um t-plano fixado em R™ (¢t < m — 2) e ab um segmento de reta tal

que fa # 0b (logo 0 N ab = ().

Os planos A™': Para cada c € ab, obteremos um (m — 1)-plano A™~! contendo

0 e ortogonal a fc em 6.

Considere {vy, ..., v;} uma base ortonormal de 6 (denotaremos 0 = [vy, ..., v])
¢

e Vg, Uy tais que: {vy,..., v, v,} é uma base ortogonal de fa, com a = v, + E o;0;,
i=1

t
e {v1,...,v.0} € uma base ortogonal de 0b, com b = v, + Z Bivi, (ay, Bi € R).
i=1
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Note que v,, vy sao linearmente independentes, pois fa # 0b.

Para cada ¢ € ab, existe tinico s € I tal que ¢ = sb+ (1 — s)a, dai fc C fab
e, como ¢ ¢ 6, considerando v, = sv, + (1 — s)v,, temos que {vy,..., v, v} € uma
t
base ortogonal de ¢ com ¢ = v, + Z viv; (i € R).
Observe que existe um homeé:rrllorﬁsmo natural h : I — [ tal que: se v, =
sup + (1 — $)v,, entdo o angulo (convexo) entre v, ¢ v, ¢ h(s)f, sendo 5 o angulo

entre v, € vp.

Va

[19al|
Assim, {ug, U, } € uma base ortonormal de [v,, vp] €, para cada ¢ = sb+ (1 —s)a

. (¥ ~ ~
Considere u, = HU—GH, U = Vp — (Vg, Up)Uq = Vp — ||Up]|(cos B)u, € U, =
a

(s € I), consideraremos:
ue = cos(h(s)B)u, + sen(h(s)B)iy,

. = —sen(h(s)B)u, + cos(f(h(s)B)i.
Dai, {v1,...,v,u.} é uma base ortonormal de Oc e {vy,..., v, ue, 4.} € uma base
ortonormal de fab.

Logo, existem wyyq, ..., w,_o € R™ tais que, para cada c € ab,

{Ul, vy Uty Uy Uey Weg 1y - - - >wm72}

¢ uma base ortonormal de R™.

Portanto, o (m — 1)-plano gerado por {v1, ..., vy, Wi, ..., W2, Ue} € 0 plano
A1 desejado.

Note que A™ ¢ = sb+ (1 — s)a, s € I, é obtido pela rotagao do plano A™~!
em torno do plano [vy, ..., v, Wi1, .., Wino] = AT LN A1 com angulo de h(s)S.

Notagao: Denotaremos por Q) = U Aml = U AZ(ZS_)I, onde c(s) indica ¢ € ab com

ccab sel
c=h"'(s)b+ (1 —h7'(s))a (considerando o homeomorfismo h definido anterior-
mente). Denotaremos A™=2 = Am=1n A1,
Considere ¢ : A"~ x [ — @Q definida por

t m—2 t m—2
o(v,s) = (Z a;v; + Z a;w; + ki, s) = Z a;v; + Z a;w; + Kie(s)
i=1 =1

j=t+1 t+1
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(ou seja: (v, s) — projam-2(v) + proja, (v)(—sen(sf)u, + cos(sB)iuy,)).
Note que ¢ é continua e sobrejetora e p : (A1 — A" 2) x [ - Q — A™ 2 ¢

bijetora.

Construgao de \: Seja B™ ! um (m — 1)-plano qualquer e ® C B™ ! um ¢-plano.
Seja Ao : B™! — A™! um isometria linear sobrejetora com \o(®) = 6 e denote
B2 = )\j1(A™2).

Defina A : B™ ! x I — Q da seguinte forma: A(u,s) = p(A\g(u), s).

AoxId
Bmlx [ 25A ¢

Sk

Q

Note que, se u € B™ 2, entao A(u, s) = p(Ao(u,s)) = Xo(u).

Geometricamente, podemos dar a seguinte interpretacao para a fungao \. Ob-
serve que se ¢ pertence ao segmento %, entao A(T_l rotaciona em torno de A™ 2 a
medida que c varia. Dai, cada ponto x € A™~! — A™~2 traga um arco circular 7,z
com pontos terminais x, € T, em Azn_l e Ag”_l, respectivamente. Entao observe
que se: u € B™ 2 \(u,s) = \g(u); se u € B™ ! — B™ 2 considerando z, = A\o(u),
existe um arco circular Z,2,, com z, € A?‘l, tendo sua interse¢ao com AZ’ZS_)I igual
a A(u, s).

Considere B™! x R 2 R™, o (t + 1)-plano § x R, e B" ! x [ ¢ B™ ! x R.
Vamos verificar que A leva pontos simétricos em relacao a & x R em pontos simétricos
em relagdo a 0. De fato, considere B = {v1,..., 04 Wii1, .., W2, Uqg, Ug} & base

ortonormal de R™ obtida na construgao de A™! e seja e ¢ B™! tal que
B = {)‘al(vl)v ) A(;l(vt)’ )‘al(wt-‘rl)? s 7/\(;1(wm—2)7 )‘(;1(&@)7 6}

é uma base ortonormal de B™~! x R = R™. Assim, {\;'(v1),..., A\ (v;)} é uma
base ortonormal para ®. Logo, ® x R = [A\;'(v1),..., Ay " (ve), €].

Seja u = (a1,...,am_2,k,s) € B™ ! x R. Entao,
(P X R)(u) = (ar,..., a1, =1y .oy =2, —k, 8)p.
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Portanto,

)\((‘:I) X R)(U)) = )\((&1, ey Oy = Qg1 — A2, —k‘, S)B/) =
= (a1, .., G4, —Qs1y- -, — o, —k cos(sf), ksen(sf))g =
=0(a1,...,G4, 011, ,Qn_2,kcos(sf), —ksen(sf)z) =

=0(Nay,...,at, ..., am_2,k,5)g) = (A (uw)).

Assim, mostramos que A leva pontos simétricos em relagao a ® x R em pontos

simétricos em relacao a #, como queriamos.

Proposigao 4.4. Seja (X;0) um 0-espaco simplicial em Q e seja E = X N A™ 2,
Denote Y = \"H(X) e F = \"Y(E). Entio, N : (Y,F;® xR) — (X, E;0), definida
por A, induz um isomorfismo de H,(Y, F;® x R) em H,(X, E;0).

Dem.: Seja M = N2?(E) (fecho da segunda vizinhanca regular de £ em X) e
seja N = A\~1(M); portanto, existe uma retragao por deformacao forte g : (M;0) x
I — (M;0) de M em E tal que g(z,t) = tgi(z) + (1 — t)z, onde ¢1(x) = g(x,1)
(vide 1.11). Porisso h : (N;® x R) x I — (N;® x R) definida por h((u,a),t) =
tA (g1 (M(u, @))) + (1 — t)(u, @) é uma retracdo por deformagao forte de N em F.
De fato, primeiramente mostraremos que Ay *(g1(A(u, @))) é uma retraciao de N em
F. Tome (u,«a) € F; entdo ANu, ) = v’ € E. Como ¢;(x) é uma retracdo de M
em E, temos que g;(v') = u'. Logo, A\;'(u') = (u, ) e, portanto, A\;' (g1 (\(u, @)
¢ uma retracao de N em F'. Pela sua defini¢ao, h ja é uma homotopia entre idy e
hi(u, ) o i, onde hi(u,a) = h((u,),1). Agora, tome ty € I e (u,) € F’; entao,
h((u, @), to) = toA™ (g1 (M (u, )+ (1—t0) (u, @) = to(u, o) —to(u, @)+ (u, @) = (u, @).
Dai h é uma retagao por deformacao forte. Portanto, H,(X, E;0) = H,(X, M;0) e
H,(Y,F;® x R) = H,(Y,N;® x R).

Seja U um aberto f-invariante tal que E C U C U C N2?(E) eseja V = A"1(U)

(V contido no interior de N). Logo, pelo axioma da excisdo, temos
H,(X—-UM-U;0) = H,(X,M;0) e H(Y —=V,N=V;® xR) = H,(Y,N; ® xR).
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Mais ainda, a aplicacdo (Y —V,N —=V;® xR) — (X — U, M — U, 0) definida por A
¢ um homeomorfismo; logo temos um isomorfismo entre H,(Y —V, N —V;® xR) e
H,(X —U,M — U;0). Combinando esses resultados temos que H,(Y, F'; ® x R) =
H,(X, E;0). Resta verificar que X, é este isomorfismo. Considere o diagrama abaixo:
1MKF@nyZJMKM@xRp:?MY—MM—w®xm
Al

Hy(X —U,N —U;0)

H,(X, E;0)——~H,(X,N;0)

*

onde 1y, J4, Ly, ks sa0 os homomorfismos induzidos pelas inclusoes que determinam os
isomorfismos citados acima. Sejac € H,(Y, F'; ®xR) entao i.(c) = ¢ € Hy(Y, M; ®x
R); como [, é um isomorfismo, entao existe ¢ € H,(Y =V, M —V;®xR). Logo ¢’ = ¢
e, dai, ce H,(Y —V,M —V;® xR). Portanto A|.(c) € H,(X —U,N —U;#0), o que
acarreta k.(A|.(c)) = A«(c), e como j, é um isomorfismo, existe um d € H,(X, E;0)
tal que j.(d) = A|«(c). Concluimos, entao, que d = A|.(c). Assim, o isomorfismo

encontrado é realmente \,. O

Notagao: Para cada o € I, denoteY,, = YN (B™ 'x{a}), X, = XﬂAZZ;)l = \Ya)
e seja A : Yo — X, definida por A.
Entao, cada A\, é uma isometria linear sobrejetora; logo A, ¢ um homeomor-

fismo e, ainda, A\, o (® X R) = 6o \,.

Notagao: Se i : (X, A;T) — (Y,B;T) é a aplicagdo inclusdo, entdo para cada
o€ Hy(X,A;T) escreveremos o|(Y, B) em vez de i,(0).

Lema 4.5. Nas condigoes da proposi¢cao anterior, se E é de dimensao < p—1, entao,
para oy € Hy(Xo,0) e o1 € Hy(X1;0) com 00|l X = 01| X, temos (A (00))|Y =
(AL (an))]Y

Dem.: Considere o diagrama abaixo:
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H,(F;® x R) H,(Y;® x R) H,(Y,F;® x R)

H,(Yy; ® x R) H,(Y;; @ x R)
)\;” )\O*l A;/rt i)\l* /\;
Hp(XQ, 9) Hp(Xl,Q)
H,(E;0) H,(X;0) H,(X,E;0)

onde os homomorfismos sao os induzidos por inclusoes ou por aplicagoes definidas
por A como feito anteriormente.

Como E tem dimensao < p—1, temos H,(E;6) = 0; com isso, concluimos que
a aplicacdo H,(X;0) — H,(X, E;0) ¢ injetora. Seja h: (F;®xR) — (ExI;6x Id)
definida por h(u,t) = (Ag(u),t); entdo h é um homeomorfismo entre (F;® x R) e
(ExI;0x1Id). Como (F;0)e (ExI;0xId)tem o mesmo tipo de homotopia, (£;0)
tem o mesmo tipo de homotopia de (F; ® x R); entao H,(F;® xR) = H,(X;0) = 0.
De maneira analoga, concluimos que a aplicagdo H,(Y,® x R) — H,(Y, F;® x R)
é injetora. Pela proposi¢ao anterior, A’ é um isomorfismo e, observando que o

diagrama

H,(Y;® x R) — H,(Y, F; ® x R)

vl I

H,(X;0) H,(X,E;0)

comuta, mostraremos que A, é injetora. De fato, sejam i, : H,(X;60) — H,(X, E;0),
Je + Hy(Y,® x R) — Hy(Y,F;® x R) as aplicacoes do diagrama. Sejam o, €
H,(Y,® x R) tais que N/(«) = N/(B); logo i,(N"(«)) = i.(N/(B)) e, portanto,
N (J«(a)) = N.(J«(B)). Assim o = 3, pois ambas X, e j, sdo injetoras.

Pela comutatividade dos diagramas

Hy(Yo; ® x R) — H,(Y: ® x R)

AO*\L \LA;’

HP(ES 0) Hp(XS 0)
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H,(Y;;® x R) — H,(Y;® x R)
Al*i lA
H,(X1;0) H,(X;0)
temos A{((Ag, (00))[Y) = 00X e M (A7 (01)[Y) = o1]X. Logo, M/((Aq, (00))|Y —
(AL (@)]Y) = XA (00)[Y) = ML (@)[Y)) = 00X — 1] X = 0 (a -
tima igualdade segue da hipétese). Portanto, Ay, (c0)[Y — Ap(1)|Y = 0; ou seja,
Aox (00Y) = A ()Y O

Proposicao 4.6. Sejam ® C R™ um plano e (X;0) um 0-espago em R™. Cada

aplicagio f: X = R™ com fo@ = ® o f possui uma extensao f : R™ — 6 — R™

Dem.: Primeiro observe que, como 6 : X — X nao possui pontos fixos, X N6 = ().
A extensao de f sera construida por inducao.

Seja § = At C AL c ... c A" C R™ uma sequéncia de planos em que a
dimensao de A* ¢ k.

Seja H**! um (k + 1)-semiplano contido em A**! e com fronteira igual a A*.

Vamos estender f para uma fungao fi,1 : X U (A" —6) — R™. Considere
fl (XN HTYU (A" — 0) — R™ definida pela f, isto é, se f = (f',..., f™) com
cada f': X — R, entao f/ = (f/',..., f{™), onde cada f/': X N H! — R ¢ dada
por fi'(z) = f'(x)

Observe que, como X é compacto, X N H'™' = X N (H'"™! — 0) é fechado
em H'' — @. Portanto, pelo teorema de extensao de Tietze, cada f/' possui uma
extensdo continua gi : H*' —§ — R. Assim, ¢, = (g/,...,9) é uma extensao
continua de f;.

Defina f;1; : X U (A" — ) — R™ do seguinte modo:

f(z), se xeX
fer(w) =S gi(2), se xe€ HT -0
D(g(0(x))), se ze€O(HT)—0

Notamos que f;11 é continua, pois o é em cada componente conexa de X U

(A1 —0), e que para todo x € X U (A" = 0), fi11(0(x)) = ®(fira(z)). De fato:
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se z € X, por hipotese, temos que fi,1(0(z)) = ®(fiy1(x)); se v € H — 0, entao
fen (0(z)) = (9:(0(0(x)))) = (g1(x)) = ©(fi41(2)); finalmente, se z € H(H™) -0
temos f,(0(x)) = gr41(0(x)) = ®((9:(0(x)))) = ®(fr41(2)) como querfamos.
Suponha f estendida a uma fungao f : X U (AF — 6) — R™. De maneira
andloga ao que fizemos anteriormente, obtemos fi,; : X U (A* —0) — R™ com:
f(z), se xeX
fer1(@) = ¢ gr(2), se r € HH -0
D(gr(0(x))), se x € O(HM) -0

Observe que firy1 ¢ continua em cada parte. Como H*™ — @ e §(H*!) — 6
sao fechados e f;1 esta bem definida em (H*™! —0) N (9(H*1) — 6), pelo lema da
colagem, fr.1 é continua e analogamente mostramos que fyi1 060 = ®o fr 1.

Assim, pelo processo de inducdo finita, construimos f : R™ —6 — R™ extensao

continua de f com fof =do f. O]

4.2 Demonstracao do Teorema 4.3

Lema 4.7. Seja (X;0) um 0-espago de R™ de indice n e seja f uma fungio de
X em R tal que, para todo x € X, f(x) = f(0(x)). Entao existem n + 1 pontos
T1, ..o Tnp1 de X tais que f(z1) = ... = f(zn1) = f(0(z1)) = ... = f(0(zn41)) €

osn+1 (t+1)-planos Oxy,...,0x,1 sao mutuamente ortogonais em 6.

Dem.: Paran = 0, o lema ¢ trivial, pois estamos sob a hipotese X # (). Vamos
proceder por indugdo, isto é, assumimos o lema valido para n — 1 (n > 0).

Com o intuito de maior clareza no encadeamento dos argumentos, dividiremos
a demonstracao em etapas.

Etapa 1: Afirmamos que ¢é suficiente mostrar o lema sob as hipoteses de que X é

conexo, n-dimensional e (X;#) ¢ simplicial.
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De fato: seja (X;60) um #-espaco de R™ de indice n. Para ¢ > 0 (e suficiente-
mente pequeno), considere U = {z € R™ : d(z, X) < €}. Seja (X,,0) um #-espago
simplicial tal que X € X, C U. Como (X;0) é de indice n, existe o € H,(X;0) tal
que v(o) # 0.

Considere agora a aplicagao inclusao i : (X;60) — (X;6) e a induzida i, :
H,(X;0) — H,(X.6). Seja z € Z,(X,;6) um representante da classe o|X.. Pelo

proposigao 2.15, temos v(z) # 0.
k k
Escrevendo z = g o,; com cada o; sendo um n-simplexo, considere zZ = U o;.

i=1 =1
S

Podemos escrever Z como unidao das suas Componentes conexas, isto e zZ = U_

=1
onde cada z; é uma componente conexa de z. Como 6 é uma involugao continua

e 0(Z) = Z, temos, para cada i, 0(%;) = z;, para algum j; dai podemos escrever

k k
zZ= <U Z) U (U 9(2)) , onde cada Z; ¢ uma componente conexa de Z (e conse-

i=1 =
quentemente, (Z;) também o ¢). Suponha que z; N 6(z;) = 0 para todo i; como z =

k k k
Z zi + 29#(%), temos 0 = 0z =0 (Z Zz) +0 (Z 9#(zi)> e, entao, dz; = 0,
i—1 =1 i—1 i—1

para todo i, pois dz; estd na mesma componente conexa de z;. Desse modo, con-

k k k
cluimos que v(z) = v <Z 2 + Z 9#(,22)) =v (5’ (Z zl>> = 0, o que contraria
i=1 i=1

i=1
a hipotese v(z) # 0. Logo, pelo menos uma componente conexa de z é 6- invariante.
u

Podemos entao escrever o (6, n)-ciclo z da forma z = Z 2i + 04 (2) + Z z:; onde
i=1 j=1

s 20, 0(Z0), .., 0(Z0), 24, ..., 2] sdo as componentes conexas de z. Desse modo,
u

0 # v(z) = 3 wlei+ 04(z)) + Z () = vl + Z - 3w,

i=1 j=1 i=1 j=1
Portanto existe 2 conexo, n-dimensional, com (z};0) ¢ de 1ndlce n. Assim, por

nossa hipotese, temos n + 1 pontos z1(€),...,z,11(€) em z; C Z C X, tais que
fa(e)) = . = f@na(€)) = [(O(21()) = ... = [(B(zn41(€))), e 0s ( + 1)-planos
Oxq(€),...,0x,,1(€) sdo mutuamente ortogonais em 6.

Agora, tome {e;} uma sequéncia de ntmeros reais com ¢, — 0. Para cada

k € N, considere Uy = {z € R™ : d(z,X) < €} e (X,;0) um complexo simplicial
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de tal forma que (X;6) C (X.;0) e X C X, C Uy (como feito anteriormente).
Logo, para cada k € N, existem z1(€g), ..., Tni1(€x) € (X, ;0) tais que f(z1(ex)) =
o= flap(er)) = f(O(x1(er))) = ... = f(O(xny1(ex))) € Ozq(€r), ..., 0T,41 (k) sao
mutuamente ortogonais em . Como ¢, — 0 as sequéncias {x1(eg)}, ..., {Tni1(er)}
convergem e z;(€;) — x; com d(z;, X) = 0. Como X é compacto, logo é fechado,
r; € X paratodoi=1,...,n+ 1.

Além disso, f e 0 sdo continuas, temos: f(z;(ex)) — f(x;) , f(0(zi(ex))) —
f(0(x;)) para todo i = 1,...,n+ 1. Mas f(z;(e)) = f(x;(ex)) para todo i,j =
1,...,n+ 1. Portanto, f(x;) = f(z;) = f(0(z;)) = f(0(x;)) para todo 7,5 =
1,....,n+ 1

Sendo o produto interno (,) : R™ x R™ — R uma funcdo continua e

(xi(ex), xj(€ex)) = (wi, x;), temos também
(ziler), zj(en)) = (wi, 25).

Mas (z;(ex), z(€;)) = 0 para todo k € N. Portanto, (z;, z;) = 0. Como as escolhas
de i, j foram arbitrarias, (z;,z;) = 0 para quaisquer 4, j. Logo, x1,...,T,41 s80 0s

pontos desejados e assim provamos a afirmacao.

Resta ent@o provar o lema para X conexo, n-dimensional e (X;6) um 6-espago

simplicial.

Etapa 2. Consideramos pontos a/,b" em X tais que f(a’) = max{f(z) : z € X}
e f(') = min{f(x) : x € X}. Tais pontos existem visto que X é compacto e f ¢é
continua. .

Seja L = Um a poligonal em X ligando os pontos a’ e V' (ag = d’ e
ar =10'). Para c;g; ¢ € L considere A™! 0 (m — 1)-plano contendo 6 e ortogonal a

fc em 6, conforme secao anterior. Iremos abreviar Ag’j_l para A1 i =0,... k.

Vamos assumir que A7 ;' N A" intercepta X em um complexo simplicial de
dimensao < n —2 e, entao, mostraremos que existem n pontos x1,...,z, de X e um

ponto 1 de L que satisfazem o desejado. Caso nio tenhamos que A*7' N A"~
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intercepta X em um conjunto de dimensao < n — 2, tomamos uma poligonal L' =
k

U b;_1b; em R™ (ndo necessariamente em X)) tal que cada b; est4 em uma vizinhanga
i=1
de a; e cada B/";' N B""! intercepta X em um conjunto de dimensdo < n — 2,

(onde B"™' é o (m — 1)-plano contendo # e ortogonal a #b; em §). Como no
primeiro caso, obtemos n pontos yi,...,y, de X e um ponto y,,; de L' tais que

f) =...= f(yn) = f(Yns1) e 0s (t+1)-planos Oy, . . ., 0y, Oy, +1 sdo mutuamente

ortogonais em #. Dai usando um processo limite conseguimos o resultado desejado.

Etapa 3. Construiremos uma funcao A : AJ""' x [0,k] — R™ por inducio; para
isso, usaremos a funcao A definida na se¢ao anterior.

Tome A : A7 x {0} — R™, A(u,0) = u, e considere Ag : A7"* — R™ como
Ao(u) = A(u,0). Entdo, definimos A : A7""! x [0,1] — R™ como sendo ) da secdo
anterior, considerando a := ag, b := a; e \g := Ag. Assim, temos A (A1) = AP
onde Aq(u) = Au, 1).

Agora suponha que tenhamos definida A : A7""' x [0,i — 1] — R™, com
A (A1) = A™'. Considere A da secio anterior fazendo a = a; 1, b = a;,
[0,1] := [i — 1,4], Ao := A;_1 e, assim, definimos A : A7 x [0,4] — R™.

Observe que:

e A funcdo [0,k] — L, @ — c(a), &€ um homeomorfismo tal que c(i) = a;;

i=1,...k

e Para cada o € [0, k], A define uma isometria linear de A7"! x {a} em AZZ;;.

Etapa 4. Considere os conjuntos
Y=A'X), Vi=YNn(Ay ' x{i}), Y=Y N(A " x[i —1,i);
_ m—1 _ m—1
Xi=XNA', Xia= | (Xnaglh).

i—1<a<i

Afirmamos que A(Y;) = X; e A(Y;_1,;) = Xi1,.
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De fato, vamos verificar que A(Y;) C X;. Se y € A(Y;), entdo existe z € Y] tal
que A(x) =y. Comox €Y ex € A x {i}, A(x) € X e A(A7" x {i}), temos
y € XﬂAZ(Lijl = X;; logo A(Y;) C X;. Agora verificaremos que X; C A(Y;). Sejay €
Xi;logoy e X ﬂAZ(‘Z._)l. Como A : Ap ! x {i} — AZZZ._)I ¢ um homeomorfismo, existe
tinico x € A7 tal que A(x) =y e, ainda, x € Y pois x € A"} (y) C A7H(X) =Y.
Dai, x € Y N Aj*! e, portanto, y € A(Y N A7), Logo X; C A(Y;) e concluimos
que A(Y;) = X;. A outra igualdade segue de maneira anéloga.

Com isso, A define uma aplicagao (que também sera denominada por A) A :

(Y;0 xR) — (X;0) e cada A; : (V;;0 x R) — (X;;60) € um homeomorfismo.

Etapa 5. Para cada i € {0,...,k}, seja B; = {v1, ..., 04, Wity -, W2, Uq,, Ug, }
a base ortonormal de R™ obtida na secio anterior. Note que A"~' divide R™
em dois m-semiplanos, H;' e H; ; em que H;” = {w € R™ : (w,u,,) > 0} e
H ={weR"™: (w,u,) <0}. Considere Q;_1,; = U A:Z;)l.

i—1<a<i

Afirmamos que Q;_1,;, = (H;" N H; )U(H,_, N H,").

11—

De fato: seja v € QQ;_1,. Entao v € AZ(L;)l para algum & € [0, 1] e, portanto,
(U, Ug; 1) = (Brvr + ...+ ko + krwe + .o KWy o + Em-10ca), Vi 4) =

= (k1or, g, )+ A (kv ta, ) (R wigs g, )+ A (k2 Wmn, o, )+ (km—1lic@)) =
= km—1<ac(07)7 uai71>'

Como 1iyg) = —sen(h(s)B)uq + cos(h(s)B)tq,
Em—1(te(a), Ya,_y) = Kkm—1(—sen(h(s)B)va + cos(h(s)B)ta, Ua) = —km—_15en(h(s)s)

e, analogamente, temos (v, uq,) = kyn_1sen((1 — h(s))B). Logo (v, uq,){(v,Uq, ,) =
—t?sen(h(s)B)sen((1 — h(s))B) < 0. Desse modo, concluimos que v € (H;"; N H;)U
(HiZy NHT).

Para provar a inclusao contréria, tome v € (H;" |NH; JU(H,_;NH,") qualquer; entdo

(V,Uq, ) {(V,Uq,) < 0. Vamos mostrar que existe @ € [ — 1,4] tal que (v, uq@q)) = 0.

Considere g : [i—1,47 — R dada por g(a) = (v, u()). Observe que g é continua com:
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g1 —1) = (v, Uq;_,), 9(7) = (v, uqg,). Como g(i—1) <0< g(i)oug(i) <0< g(i—1),
Assim, existe & € [ — 1,4] tal que g(@) = 0. Portanto, (v,u.m)) = 0, o que implica

m—1
v E Ac(a) )

Denotamos: X;" = X N H' e X; = X N H,, paracada i = 0,..., k. Obser-
vamos que X;_1; = (X;", N X)) U (X, NX,"), pois:

Xi1i = U (XN A:};)l) =XNQi—1,; =

i—1<a<t
=(XNH " NH)YUXNH_NH') =
=(XNH " ' NXNH )UXNH,_,NXNH) =
= (XL NXD) U X nX).

Como (X;0) é de indice n, existe o € H,(X;60) com v(o) # 0. Agora note que
X;=X"NX;, X = X, UX; e X, ¢ f-invariante. Considere entdao o homomorfismo
A, Hy(X;0) — H,—1(X;;6) dado pelo lema 2.16 e seja 0, = A;(0).

Etapa 6: Provaremos que, para cada i =0, ..., k, 0;-1|Xi—1,;, = 04| Xi_1,

Como X = (X, ;N X )U(X;" , nXHUu(X_,nX;")U(X,_,NX,) podemos
tomar um (0, n)-ciclo z, representante da classe o, e escrevé-lo da forma z = ¢ +
o + ¢3 + ¢4, onde ¢y, ¢a, ¢3, ¢4 830 n-cadeias em X, N X, , X;" N X X~ NXF
X", N X, respectivamente; assim, pela forma com que o ciclo z foi decomposto,
temos que Ox(c1) = co € Ou(c3) = 4.

Note que X, ; = (X,_

11—

XU

iNX) e XiT ) = (XL NXU(XENX).
Escrevendo z = d + 64 (d), com d = ¢; + ¢3 € Sp(X,_), 0x(d) = ca + ¢4 e, portanto,
J(c1 + ¢3) € um representante da classe 0;_1 (vide defini¢ao de o;). Usando o mesmo
argumento obtemos que 9d(c; + ¢4) é um representante da classe ;. Assim, c3+ ¢y é
uma (6, n)-cadeia de X;_; ; com 0(cg+c4) = O(c1+cz+c1+cq) = O(c1+c3)+0(c1+-ca).

Desse modo, temos que os (n — 1)-ciclos, d(c; + ¢3) e d(¢1 + ¢4) sao -homologos.

Portanto Ui—1|Xi—1,i = Ui|X'—1,i-

62



Considere Ay, : Hy(Yie;0 X R) = H, (X5 0) esejae; = A (o),i=1,...,k.
Como 0;_1|X;-1; = 04| X;-1,, segue do lema 4.5, que e;_1|Y;—1; = e;|Yi_1,, para

i=1,...,k eentdo e;_1|Y = ¢;]Y. Portanto, eg|Y = e;|Y.

Etapa 7. Seja g : Y — R definida por g(u,a) = f(A(u,a)) — f(c(a)) e sejam
Yt ={yeY:g(y) =0}
Y= ={yeY gy <0},

Y=Y"NnY ={yeY:g(y) =0}

Mostraremos que:
1. Para todo (u,a) €Y, g(u,a) = g((0 x R)(u, @)).
2. Y*,Y™,Y sio (0 x R)-invariantes.

3.YpCY eY,CY™.

De fato:

1. Se (u,«) € Y, entao g((0 x R)(u,)) = fNM(O X R)(u,))) — fle(a)) =
FOA(u, @))) = f(c(@)). Como A(u, @) € X, f(O(A(u, @))) = f(A(u, @)). Logo,
9((0 x R)(u, @) = f(A(u, @) = fc(@)) = g(u, @).

2. Segue de 1.
3. Yo =YN(AP ' x{0}) = YN(A™ 1 x{0}). Como f(a) = sup f(z) e c(0) = a’,
reX

para todo (u,a) € Yy, temos g(u, @) = f(A(u,a)) — f(c(a)) = f(A(u,a)) <O.

Logo, Yy C Y. Analogamente, mostramos que Y;, C Y.

Etapa 8. Considere a sequéncia de Mayer-Vietoris
o — Hy (Y30 X R) — Hy (Y30 xR) x Hy (Y0 x R) — H,_1(Y;0 x
R)— ...

Mostraremos que existe e € H,_1(Y;0xR) com e|Y ™ = |V~ ee|VT = e,V .
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Sejam (iy,7,) : Ho(Y,0 x R) = H,(Y ;0 x R) x H,(Y*:0 x R), k, + 1, :
H,Y ;0 xR)x H,(Y*;0 xR) — H,(Y;0 x R) os homomorfismos da sequéncia de
Mayer-Vietoris. Como eg|Y = ex|Y entdo o par (eg,er) € Ker(k, + L.). Como esta
sequéncia é exata, existe um elemento e € H,_1(Y;0 x R) tal que (i.(e), j.(e)) =

(eo|Y,ex]Y). Logo e = ep|Y e e = e]Y.

Seja [ : Y — R definida por [(u,a) = a. Logo I(u,a) = 1(8 x R(u,®)) para
todo (u,a) € Y. Como e € H, 1(Y;0 xR) e v(e) = vie]Y™) = v(e|V™) =
vieg) = v(\gt(00)) = v(oo) = v(o) # 0, (Y;0 x R) é um 6 x R- espaco de indice
> n — 1. Logo, pela hipotese de indugao, existem n pontos yi,...,y, de Y tais
que (Y1), ---,1(yn) = 6 e os (t+2)-planos (6 X R)yq, ..., (0 x R)y, sdo mutuamente
ortogonais em 6 x R.

Sejam z; = A(y;), i = 1,...,n e 2,41 = ¢(§). Como y; € Y N (A~ x {6})
para todoi = 1,...,n entao g(y;) = 0 (vide etapa 7). Logo f(x;) — f(zn+1) = 0 para
todoi =1,...,n,ouseja, f(x1),..., f(x,s1). Mais ainda, como (0 x {6}y, ..., (0%
{6})y,, sdo mutuamente ortogonais em 6 x {6} e A : AJ~! x {§} — Az&_)l preserva
angulos, 0z, ..., 60x, sao mutamente ortogonais em 6. Por construgao, #x, ., tam-

bém é ortogonal a A%—)l

em 0 e, como Oz; C A;’E‘(S_)l para todo ¢ = 1,...,n, temos

que Ozq,...,0x,,; sao mutuamente ortogonais em €. Desse modo, encerramos a

demonstracao do lema. O
Voltemos entao ao Teorema 4.3, enunciado no inicio deste capitulo.

Teorema 4.3. Seja (X;0) um 0-espago em R™ de indice n e seja f uma fungdo

f X — R continua. Entao existem n + 1 pontos xq,...,xp11 € X tais que
f(z1) = ... = f(xnt1) € 0s (t+1)-planos Oz, . .., 0x, 1 sao mutuamente ortogonais
em 0.

Dem.: Considere g : X — R, g(x) = max{f(z), f(6(x))}. Note que g é continua

e que, para todo = € X, g(x) = g(f(x)). Assim, pelo lema anterior, existem
Yi,-- Yot € X tais que g(y1) = ... = g(Ynt1) = 9(0(y1)) = ... = 9(0(yns1)) €
Oy1, . .., 0y, sdo mutuamente ortogonais. Logo, existem xy, ..., 2,1 € X (1; = y;
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ou z; = 0(y;)), tais que, para todo i = 1,....n+ 1, f(z1) = ... = f(xu1) €

Oxq,...,0x,,1 sao mutuamente ortogonais. O
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Capitulo 5

Teoremas Generalizados

Neste tltimo capitulo, conforme anunciamos na Introducao, estudaremos as ge-
neralizagoes dos teoremas de Kakutani-Yamabe-Yujobd e de Dyson, para T-espagos

quaisquer.

5.1 Ortogonalidade em T-Espacos

Seja (X;T) = (S™; A). Considere, entdao, em X? = X x X, os seguintes
conjuntos:

E={(z,y) € X*: (z,y) > 0},
F={(z,y) € X*: (x,y) <0}.

(em que (,) denota o produto interno usual).
Conforme ja observamos, E e F sdo subconjuntos fechados de X? com as

seguintes propriedades:
(1)) EUF = X%

(i) (z,y) eE= (y,0) € B (2,T(y) € F & (T'(2),y) € F}
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(i) D={(z,z):2€e X} CE—F.

Além disso, dados z,y € X quaisquer, temos: x e y sao ortogonais se, e
somente se, (z,y) € ENF.
Com isso em mente, apresentamos uma certa generalizacao do "conceito de

ortogonalidade" para um T-espago qualquer:

Definigao 5.1. Seja (X;7) um T-espago e sejam F,F subespacos fechados de
X? = X x X tais que:

(i) FUF = X7
(%) (ry) eEe (y.2) e Es (1, T(y) € F'e (T(x),y) € I}
(t3t1) D={(z,z):x€e X} CE—-F.

Dados z,y pontos quaisquer de X, diremos que x e y sao T-(E, F')-ortogonais se, e

somente se, (z,y) € ENF.

Nesse contexto, o teorema a seguir, cuja demonstracao ¢ o principal objetivo

deste capitulo, pode ser visto como uma generalizacao do Teorema K-Y-Y.

Teorema 5.2. Seja (X;T) um T-espago de indice n e sejam E,F subespagos fecha-
dos de X? tais que:

e FUF = X?
e (r,y) e E< (y,2)e E< (T(x),y) € F < (2,T(y)) € F.
e D={(z,z):x e X} CE—-F.

Entao, para toda fungao f: X — R continua, existem n + 1 pontos xq,...,T,4q de
X tais que f(x;) = f(x;), para todoi,j=1,...,n+1, e (x;,x;) € ENF parai # j

(em outras palavras, x1,...,Tyy1 SGo mutuamente T-(E, F)-ortogonais).

Nesse ponto, cabe a pergunta: qualquer T-espaco (X;7T') admite fechados E, F'
satisfazendo as condigoes da definicao 5.17 A resposta é dada pela proposicao a

seguir.
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Proposicao 5.3. Seja (X;T) um T-espaco qualquer. Entao, existem E, F subespa-
¢os fechados de X satisfazendo as condigoes (i), (i), (i) da defini¢ao 5.1.

Dem.: Considere as seguintes involucoes em X2: hy = T'xId : X? — X2, dada por
hi((z,y)) = (T(2),y), e hy = Id x T : X* — X?, dada por hy((z,y)) = (z,T(y)).
Observe que cada h; é continua e nao possui pontos fixos.

Suponha que (z,z) € DNhy(D); logo, hi((z,z)) = (y,y), dai (T'(z),z) = (y,y)
e, portanto, T'(x) = y = x, contradizendo nossa hipotese de (X;T') ser um T-espago.
Assim, D N hy(D) = 0 (analogamente, mostra-se que ho(D) N D = ().

Como D e h;(D) sao fechados disjuntos e X? é um espago normal, existem
abertos V1, Vo, W C X? tais que D C W, hy(D) C Vie WNV, =0 (i = 1,2).
Considere U' = WNhy(V1)Nhy(V3). Seja U = twist(U')NU’. Desse modo, o aberto
U C X? foi construido de tal forma que: D C U, hy(U)NU =0 (i =1,2) e U &
twist-invariante.

Defina E = (hi(U) U ho(U))¢ e F = hy(F) U hy(E). Note que E e F sao
fechados. Vamos verificar que E e F' satisfazem todas as propriedades desejadas.

Seja (z,y) € X? com (z,y) ¢ E. Entao, (z,y) € hi(U) ou (z,y) € ho(U).
Como U C E, (z,y) € hi(E)Uhy(FE). Portanto, (z,y) € F. Desse modo, verificamos
que X2 =FUF.

Seja (x,y) € E e suponha que (y,z) ¢ E. Entao (y,x) € F = hi(E) U ha(E).
Sem perda de generalidade, supomos que (y,z) € hi(U); logo existe (a,b) € U
com hy((a,b)) = (y,z), isto &, (y,z) = (T'(a),b), o que implica T'(a) = y e x = b.
Entao, temos (a,z) € U. Como U é twist-invariante, (z,a) € U. Dai, hs((x,a)) =
(x,T(a)) = (x,y) e, portanto, (x,y) € ha(U), o que contradiz a hipdtese (x,y) € E.
Desse modo, mostramos que: (z,y) € £ < (y,x) € E.

Se (z,y) € E, entdo (z,7(y)) = hi((z,y)) € F; da mesma maneira vemos
que se (z,y) € E, entao (T(z),y) € F. Agora, suponha que (z,T(y)) € F. Entao
(x,y) € Eou (T(z),T(y)) € E. Se (z,y) € E nada ha a fazer. Se (T'(x),T(y)) € FE,
entdo (T(x),y) ¢ U e (z,T(y)) € U; dai, como (T'(z),y) = hi((z,y)) e (z,T(y)) =
hao((z,9)), temos hy((x,y)), ha((z,y)) ¢ U, de onde segue que (z,y) € E. Desse
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modo mostramos que (z,y) € B < (x,T(y)) € F < (T'(z),y) € F.

Suponha que exista (z,z) € DNF. Entao, existe (a,b) € E tal que hy((a,b)) =
(x,z) ou hy((a,b)) = (z,z). Dai, (T'(a),b) = (z,z) ou (a,T(b)) = (x,z). Se
(T'(a),b) = (z,z), entéao T(a) = b, com (a,T(a)) € E e, entdo, hi((a,T(a)) =
(T'(a),T(a)) ¢ U, contradizendo o fato de que (T'(a),T(a)) € D C U. Portanto,
concluimos que D N F = (), como queriamos. [l

Outra pergunta natural é a seguinte: considerando um T-espago (X;7T) qual-
quer e B, F C X, nas condigoes da definigao 5.1, sempre teremos ENF # () (ou seja,
sempre existirdao pontos T-(F, F')-ortogonais)? Um exemplo simples mostra que,
em geral, a resposta é negativa. Basta considerar (S% A), E = {(1,1),(-1,-1)},
F={(1,-1),(-1,1)} € S° x S° No entanto, se (X;T) possui indice maior do que

zero, mostraremos que a resposta a essa pergunta é sempre afirmativa.

Proposicao 5.4. Seja (X;T) um T-espago de indice n > 1. Entao, para quaisquer
fechados E, F C X, nas condi¢oes da definigao 5.1, tem-se ENF # (.

Dem.: Observe que isso é um corolario do teorema 5.2. Apresentaremos uma

outra demonstracao aqui, usando argumentos mais elementares.

Conforme vimos no exemplo 1, pag. 44, temos: indice de (X x X;T x Id) =
indice de (X;7T)=n > 1.

Argumentaremos por reducao ao absurdo.

Suponha F N F = (). Usaremos o lema 3.4, considerando o T-espaco (X X
X;T x 1d).

Considere F} = (Id x T)(E) e Fy = ... = F,y1 = E. Temos (T x Id)(F}) =

(T'xT)E)e (T x Id)(F;) = (T x Id)(F), para todo i = 2,...,n+ 1. Além disso,
como F = (T x Id)(E) U (Id x T)(E), | J F, U (T x Id)(F,) > EU (T x Id)(E) U

i=1
n+1

(Id x T)(E) = EUF = X?. Ou seja, terfamos: X? = U F; U (T x Id)(F;) com

i=1
n+1

() F =IdxT)(E)nE C FNE = {. Entdo, como EN(T x Id)(E) C FNE =,
i=1
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segue do item (3) do lema 3.4, que F; possui um par de involugdo. Seja (x,y) €
Fin(T x Id)(Fy) = (IdxT)(E)N (T x T)(F). Entao: (x,y) = (T(a), T(b)) com
(a,b) € E; dai, (T(a),b) € F. Por outro lado, (z,y) = (T(a),T(b)) € (Id x T)(F)
implica que (T'(a),b) € E. Desse modo, chegamos a um absurdo, pois supomos

ENnF=0. ]

5.2 Demonstracao do Teorema 5.2

Sejam (X;T) um T-espago de indice n e E,F subespacos fechados de X? tais

que:
e FUF = X?
e (ry)eEe (y2) e E (T(x),y) e F e (1,T(y) € F.
e D={(z,z):z e X} CE—-F.

Sendo f : X — R uma fungao continua qualquer, precisamos mostrar que
existem n + 1 pontos x1,...,z,41 de X tais que: f(z;) = f(z;), para todo i,j =
L,...,n+1,e(x;z;) € ENF parai# j.

Optamos por dividir a demonstracao em etapas como no capitulo anterior.

Etapa 1. Vamos mostrar que existe um aberto G tal que ENF C G C X? — D e,
para qualquer (z,y) € G, (y,z),(T(x),y), (z, T(y)) € G.

Primeiro observamos que, se (z,y) € EN F, entao
(y,2), (T(2),y), (@, T(y)), (y,T(x)), (T(y),z), (T'(x), T(y)), (T'(y),z) € ENF.
De fato:

o (r,y) e ENF = (z,y) € Fe(x,y) € F= (T(x),y) € Fe(T(x),y) € E=
(T'(x),y) € ENF.

o (x,y) e ENF = (y,z) € Ee (T(x),y) € E= (y,T(x)) € Fe(y,T(x)) €
E= (y,T(z)) e ENF.
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o (z,y) e ENF = (y,x) € Ee (T(y),z) € E= (y,z) € Ee (y,x) € F =
(y,z) € ENF.

e (x,y) e ENF = (y,T(x)) € Fe (T(x), Tly)) € F = (T(y),T(x)) € Ee
(T(z),T(y) € "= (T(x),T(y)) € Ee (T'(x), T(y) € F = (T(z),T(y)) €
ENF.

e (r,y) € ENF = (y,T(x)) € Ee (T(y), T(x)) € E= (T(y),T(z)) € Fe
(T(y), T(x)) € F = (T(y), T(x)) € ENF.

e (z,y) € ENF = (T(x),T(y)) € Fe (2,T(y) € E = (,T(y)) € E e
(x,T(y)) € F = (z,T(y)) € ENF.

e (r,y) e ENF = (2,T(y)) € Ee (T(y),z) € F= (T(y),z) € Ee (T(y),x) €
F= (T(y),z)e ENF.

Como (EN F)N D = (), existe um aberto U tal que ENF Cc U C X? — D.

Considere os seguintes abertos:

Uy ={(y,x): (z,y) € U}

Uy ={(2,T(y)) : (z,y) € U}
Us ={(T(x),y) : (z,y) € U}
Us={(T(y),2) : (z,y) € U}
Us = {(y, T(2)) : (w,y) € U}
Us = {(T(x), T(y)) : (z,y) € U}
Ur = {(T(y),T(x)) : (x,y) € U}

Observe que cada aberto U; pode ser visto como a imagem de U por uma das
seguintes involugoes sobre X?2: hy(z,y) = (y,z), ho(z,y) = (T(x),y) e hs(z,y) =
(x,T(y)), ou como imagem de U das composigoes destas mesmas.

Como E N F é invariante por cada involucao h;, também é invariante por cada

7
composigao da forma h;oh;, logo ENF C U; para cada i. Dai, ENF C UN (m Ui).
i=1
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7
Seja G =UnN (ﬂUl) Logo, ENF C G C X? — D; se (z,y) € G, entao

i=1
hi(hj(z,y)) € G, dai (z,T(y)), (y,z), (T(z),y) € G, como queriamos.

Etapa 2. Seja G a colegao de todos os abertos GG nas condi¢oes da etapa 1. Observe

que G é um conjunto direcionado com a relagao de inclusao. Vamos verificar que

(1G=ENF.
Geg

Denotemos H = ﬂ G. A inclusio EN F C H é trivial. Suponha que exista

Geg
€ H, comx ¢ ENF. Considere um aberto V tal que ENFCV cV Cc X?—D

com x ¢ V. Usando o procedimento feito na etapa 1, para o aberto V, obtemos um
aberto W € G com = ¢ W, o que é absurdo. Logo H = EN F.

Para as etapas 3,4 e 5 a seguir, sejam G € G e k € N* fixados.
Etapa 3. Construiremos uma certa cobertura A = {Wy,..., W,, T(Wy),..., T(W,)}
de (X;T) que tera propriedades convenientes.

Para cada x € X, e cada y € X, o par (z,y) pertence a E — F,F — E ou
ENF (lembrando que FU F = X?); logo, existem vizinhangas U(z,y),V (z,y) de
x,y, respectivamente, tais que U(x,y) X V(z,y) estd contido em F — F, F — E ou

G.

Para cada = € X, considere a colegao {V(z,y) : y € X}. Essa colegdo ¢ uma

cobertura aberta de X, logo admite uma subcobertura finita,

Ve ={V(z,y;) :j=1,....tx)}.

t(x)

Defina U(x) = ﬂ U(x,y;). Entdao {U(x) : + € X} é uma cobertura aberta de X,
j=1

logo também admite uma subcobertura finita,

U={U(z;):i=1,...,s}.

Considere as coberturas U, V,,,...,V,,. Vamos construir uma cobertura A de

(X;T) tal que:
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1. X seja um refinamento-estrela de U, V,,, ..., V,, (um refinamento-estrela v de
uma cobertura § é um refinamento de 3, em que, para cada W € v, Sty C V,

para algum V € 3);

2. se W/ W"” € X com W NW" # (), entdo, para quaisquer =’ € W', 2" € W”,
1
7))~ fa)] < 7

Seja A’ um refinamento de U, V,,, ..., V,, e suponha que para algum W € \|
Sty nao estd contida em algum membro de uma das coberturas U, V,,,..., V...
Como X é um refinamento de U, V,,,...,V,,, W esta contido em algum membro

A; de cada cobertura U, V,,,...,V,,. Seja V € Sty tal que V ¢ A;. Considere
V'=VNA eV’ =VNW, dai substitua V por V', V", e de forma correspondente,
suas imagens, e repetindo este processo para todo aberto V € Sty tal que V ¢ A,
temos que Sty C A;. Refazendo este processo sempre que necessario temos que
é um refinamento-estrela de U, V,,, ..., V...

Para cada = € X, seja y = f(z) e considere f~*(B(y,)). Como f é con-
tinua, f~'(B(y,7;)) ¢ um aberto em X. Assim, a colecao {f~'(B(y, ) : y =
f(z),z € X} é uma cobertura aberta de X, logo admite uma subcobertura finita
N = {7 By, )i =1,...,t}. Seja N ={UNV,U € N,V € X'}. Entao,
A" é um refinamento-estrela de U, V,,,...,V,,. Além disso, se W/, W" € X" com
W' N W” # (0, para quaisquer ' € W' e 2" € W”, temos f(2') € B(yi,ﬁ) e
F(a") € By, &) com Blyi, &) 0 Blys, &) # 0 logo, |£() — F(a”)| < 1.

Considere A = {Wy,...,W,, T(Wy),...,T(W,)} o refinamento de A" obtido
da forma descrita no capitulo 2 (pag.25).

Observagao 5.5. Sejam W' W' € X e W™, W" suas respectivas estrelas, entao
W xW"™ C E—F,F—FE ouG. De fato, pela constru¢ao, W™ C U(x;) para algum

i, com isso, para este i, W" C V(z;,y;) para algum j.

Etapa 4. Considere {W;,..., W,} C X /(\0). Daremos uma realizagao geométrica de

X, em RP? de tal forma que:
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1. hoT =60 h, onde h é o isomorfismo no qual se da a realizacao geométrica e

0 ¢é a "aplicacao simetria em relagao a origem 6".
2. h(Wy) = (Tat,- - Tap), COM Taai1 = ... =Top =0;a=1,...,p.
3. h(Wh),..., h(W,) sao linearmente independentes.

4. Para quaisquer a, f = 1,...,p, com a # [, (h(W,),h(Wp)) = eqp, onde
€a,s = 1,0 ou —1 de acordo com W, x Wj esteja contido em E — F,G ou

F — E, respectivamente.

Vamos definir h : X, — RP por recorréncia e provar, por indugao, que h
satisfaz (2), (3), (4).

Definimos h(W;) = (1,0,...,0) e h(W3) = (e21,1,0...,0). Note que h(W;)
satisfaz (2),(3) e (4). Suponha (hipotese de indugao) h(W,) definida para o =
1,...,r, com r < p, satisfazendo (2),(3),(4). Considere o sistema abaixo (nas

incognitas uq, ..., u,):

(
T11U1 = €411

To1U1 + Lol = €r412

L TrUy + .o+ Tpply = Erilr-

Pela hipotese de indugao (3), este sistema possui solugao tnica, digamos (ug, . . ., @y).
Definimos entao h(W,.1) = (u1,...,4,, 1,0,...,0). Portanto, h(W7),..., h(W,11)
satisfazem (2),(3),(4). Assim, por inducdo, definimos h(W;),..., h(WW,) satisfa-
zendo (2), (3), (4). Para satisfazer (1) basta definirmos h(T(W,)) = —h(W,,).
Desse modo, identificamos (X;T') com o f-espago simplicial (X;6) em R? (6
sendo a origem). Denotamos W, =T(W,,), paratodo o =1,...,p, e ag = h(Wj),

para todo 8 =1,...,2p; temos Xio) ={a,... a2} CRP com —a; = a,.
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Etapa 5. Para cada a = 1,...,2p, tome b, € W,. Defina uma fungao continua
g : X\ C R?” - R de tal forma que g(a,) = f(bs), para todo a« = 1,...,2p, e g é
linear em todo simplexo de X,.

Como (X;T) é de indice n, entao (X,;T') é de indice > n. Logo, pelo teorema
4.3, existem n+ 1 pontos y1, ..., Yn+1 € X tais que g(y1) = ... = g(yny1) € as retas
0y1, ..., 0y, 1 sao mutuamente ortogonais.

Para cada 7+ = 1,...,n + 1, tome um vértice a,(; do simplexo o; de menor
dimensao que contém y;, e denote ¢; = b,(;). Entao, parai # j, 4,7 = 1,...,n+ 1,

temos:

L 1f(e) ~ el < 2.
2. (ci,¢5) €G.
3 lo(w) — f(e)] < -

De fato, para provar (1), assuma (3). Entao,

(i) = fei)l = [f(ei) = g(yi) + 9(y;) = flej)] <

< 17(e) = 9ln)| + o) = F(e) < £+ = ¢

S

Para provar (3), seja y; = thaj (reordenando os vértices de o; se preciso)

7=1
com th = 1. Entao g(y;) = thf(bj). Como aquy € a; (j = 1,...,s) sao
j=1

j=1
vértices de um mesmo simplexo, temos que Wy ;) NW; # 0 (para todo j =1,...,s)

e baiy = ¢i € Wag), bj € W;. Logo, pela forma com que construimos A (vide etapa
1
3) temos |f(b;) — f(c)] < 7 bara todo j. Portanto,

l9(yi) — f(ci)| =

>_tif () = fle)

Z tif(b;) — Z tif(ci)
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= lf(by) = fle)| < Ztﬂ% B %
j=1 =

Para provar (2), considere um par (c;,¢;). Sejam aq1,...,aqs 05 Vértices de o;
e agi,...,ap os vértices de o;. Suponha que, para cada aqi, (@a:,agj) é sempre
positivo ou sempre negativo para todo agj, j = 1,...,t. Se (aq;, ag;) > 0 para todos

T t

i,j, entao (y;,y;) = (Ztiaai,leam) > 0, mas (y;,y;) = 0. Do mesmo modo
i=1 j=1

vemos que ndo podemos ter (aq;, ag;) < 0 para todos i,j. Portanto, existem a,, a,

vértices de o; e ag vértice de o tais que (aq, ag) > 0 e (a,,ag) <O0.
Logo, Wy x Ws & F — E e W, x Wg ¢ E — F. Dai, como ¢; € Wy NW} e

cj € Wj, segue da observagao 5.5 que (c;,¢;) € Wi x Wi C G.

Etapa 6. Finalmente, usaremos o que foi desenvolvido nas etapas anteriores para
concluir a demonstracao do teorema 5.2. Considere (cq, ..., ¢,41) como um ponto de
X" com cada ¢; definido na etapa 2. Observe que cada ¢; é dependente da escolha
de G e k, por isso denotaremos esse ponto por z(G, k) = (c1(G, k), ..., ci1(G, k)).

Seja H = {(G,k) : G € G e k € N*} e considere a seguinte relagao > em H:
(G' k") = (G, k) se, e somente se, G' C G e k' > k.

Notemos que H com > é um conjunto direcionado. De fato: (G,k) = (G, k)
para todo (G,k) € H; se (G,k),(G',K),(G", k") € H com (G,k) = (G'. k) e
(G" k) = (G" k") entao G C G' e G' C G”, logo, G C G”, e ainda, k' > k e
E'" >k, dai k" > k7; se (G, k), (G', k') € H, tome G" = G'NG e k" = max{k, k'},
logo (G", k") = (G, k) e (G", k") = (G', k).

Considere a rede {z(G, k) }gryen (veja secao 1.6). Como X" é compacto, a
rede {z(G, k)}(aren possui uma sub-rede convergente {z(G, k)} g pen em X"
isto ¢, existe um ponto x = (z1,...,T,11) € X" satisfazendo: para toda vizi-
nhanca U de x, existe um elemento (G, k) € H' tal que, (G, k') € U, para todo
(G' k') € H com (G', k') » (G, k).

Vamos verificar que (z;,z;) € ENF para ¢ # j. Suponha que (z;,x;) ¢ ENF.

Entdo existe um G € G e uma vizinhanga U de (z;,z;) € U, com Gy NU = 0,
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pois ENF = ﬂ G pela etapa 2. Como {(¢;(G, k), c;(G, k))}Gren converge para
Geg

(x;,x;), existe (G, k') € H' tal que: se (G,k) € H' e (G,k) = (G',F), entdo
(ci(G,k),c;j(G,k)) € U. Considere G € G e k € N* tais que G2 C Gy, (Go,ks) >
(G, ') e (G2, ke) € H'. Logo, temos

(Ci(GQ, k?g), Cj(Gg7 ]{32)) € U
Mas para quaisquer (G, k) € H, temos (¢;(Ga, k2), ¢j(G2, k) € G2 C Gy (veja (2)
da etapa 4), o que contraria o fato de que Gy N U = ().

Agora vamos mostrar que f(z;) = f(z;). Para cada (G, k), temos:
|f (i) = flaz)| =
= |f(z:) = f(ci(G, k) + f(ci(G k) — fej(G.k)) + f(e;(G, k) — flay)] <
< |f(@i) = fel G R+ 1S (eil G, k) = fei (G R+ 1f (e (G k) = fa))l-

Como a rede {f(¢;(G, k))}G.ken converge para f(z;), dado um e > 0 arbitra-
rio, existe (G', k') € H' tal que para todo (G, k) = (G', k'), | f(c;(G,k)) — f(z;)| < e.
Pelo mesmo argumento, existe (G”, k") € H tal que para todo (G,k) >~ (G", k")
temos |f(c;(G,k)) — f(x;)| < e. Considere (G, k1) = (G',k'),(G", k"), dai,
|f@i) = flzj)] <
< |f (@) = fei(Gry k)| + [ f(ei(Gr, k) = fle(Gh, k)l +
2
Hfei(Gr k) = flag)] < 2e+ o

Pela arbitrariedade de € e k, concluimos que |f(x;) — f(z;)| = 0. Desse modo,
mostramos que f(x;) = f(x;) para quaisquer ¢,j = 1,...n+ 1, i # j, encerrando a

demonstracao do Teorema 5.2.

5.3 Generalizacao do Teorema de Dyson

Combinando os teoremas 5.2 e 3.1 provaremos o
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Teorema 5.6. Sob as hipdteses do teorema 5.2, se f : X - R¥ (k<n)eg:RF - R

sao funcoes continuas, entao existem r =n — k + 1 pontos x1,...,x, € X tais que:
o f(x;))=f(T(xy)),i=1,...,r
® goflz))=...=go f(z)
o (v;,x;)) € ENF parai#j,i,j=1,...,r.
Dem.: Seja A = {z:2 € X, f(z) = f(T(z))}; entdo por 3.1, temos que A ¢
T-invariante, compacto e (A;T) ¢ de indice > n — k. Observe que, se (z,y) € A?,
entao (y, ), (T(2),y), (z,T(y)) € A%

Seja B' = ENA? e F' = FnN A% Considere h = go f : A — R, logo h ¢é
uma funcao continua e E', F' C A? sao fechados tais que satisfazem as hipoteses do
teorema 5.2, logo existem zq,...,z, € A C X tais que f(x;) = f(T(x;)), h(z;) =
- =h(x,) e (x;,x;) € E'NF', logo (x;,x;) € ENF. O

Se k=1 e g é a fungao identidade, entao o teorema 5.6 se reduz ao

Teorema 5.7. Seja (X;T) um T-espago de indice n e sejam E,F subespagos fecha-
dos de X? tais que:

e FUF = X?
o (r,y) e E< (y,2)e E< (T(x),y) € F < (x,T(y)) € F.

e D={(v,z):x e X} CE—-F.

Entao, para qualquer fungao continua f : X — R, existem n pontos x1,...,x, € X
tais que f(1) = F(T(21)) = ... = f(@a) = f(T(x2)) ¢ (w2;) € ENF parai £ j
,j=1,...,n.

Corolario 5.8. Para toda fungdo f :S™ — R continua, existem n pontos
T1,...,T, € S” tais que (z;,x;) =0,4,5 =1,...,n (i # j) e f(x1) = f(—x1) =
= flzn) = f(=a).

Em particular, para n = 2, o corolario acima é o Teorema de Dyson como

enunciado na Introducao.
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