UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

A Influéncia da Geometria do Dominio
Sobre a Existéncia de Equilibrios
Estaveis Nao-Constantes Para Alguns
Sistemas Parabdlicos

Gustavo Ferron Madeira

Orientador: Prof. Dr. Arnaldo Simal do Nascimento

Sao Carlos - SP
Abril de 2004



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

A Influéncia da Geometria do Dominio Sobre a
Existéncia de Equilibrios Estaveis
Nao-Constantes Para Alguns Sistemas
Parabdlicos

Gustavo Ferron Madeira

Orientador: Prof. Dr. Arnaldo Simal do Nascimento

Dissertagao apresentada ao Programa
de Pés-Graduacao em Matematica da
UFSCar como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Mestre em

Matematica

Sao Carlos - SP
Abril de 2004



Ficha catalografica elaborada pelo DePT da
Biblioteca Comunitaria da UFSCar

M181ig

Madeira, Gustavo Ferron.

A influéncia da geometria do dominio sobre a existéncia
de equilibrios estaveis ndo-constantes para alguns sistemas
parabdlicos / Gustavo Ferron Madeira. -- Sdo Carlos :
UFSCar, 2004.

65 p.

Dissertagdo (Mestrado) -- Universidade Federal de Sao
Carlos, 2004.

1. Equacgoes diferenciais parciais. 2. Sistemas de reagéo-
difusdo. 3. Instabilidade de equilibrios. 4. Dominios
convexos. 5. Sistema de Ginzburg-Landau. 6. Sistema de
Landau-Lifshitz. I. Titulo.

CDD: 515.353(20%)




Orientador

Prof. Dr. Arnaldo Simal do Nascimento



Dedico este trabalho a minha avé Edmea Fortes Madeira,
com carinho e admiracdo, sempre na esperanca de que

Deus esta conosco.



Agradecimentos

A Deus Pai, Filho e Espirito Santo: Criador, Redentor e Santificador. Au-
tor e mantenedor da vida; sempre presente e atuante. Meu profundo louvor e
gratidao.

Ao Prof. Dr. Arnaldo Simal do Nascimento pela orientagao, disponibili-
dade, exemplo e por ser um formador.

A meus mais amados, minha familia: a meu pai Claudio, minha mae Tere-
zinha e minha irma Claudia. Por toda forca, presenca e acolhida. Amo voces.

A Angela, minha namorada, por todo incentivo, interesse e confianca com
0s uais sempre me agraciou.

A todos os meus familiares. Em especial, as tias Vania, Lourdes e Sandra,
tio Paulo, v6 Amélia e vo Pio.

Aos amigos da Paréquia N. Sra. do Carmo, em especial: Paula, Jaque, Cris,
Daiane, Gustavo, Patricia, Walace, Seu Julio e D. Rita.

Aos amigos e frequentadores de republica, em especial: Bruno, Hercules,
Dharana, Marquito, Miky e Th.

Aos amigos do GPP-Sao Carlos e do GOU.

Aos amigos e colegas do DM, que fazem o ambiente de trabalho ser sempre
um ambiente de amplo crescimento. Em particular, a Ana, Ricardo (Valdir) e
Hoffman pela amizade mais proxima.

A Célia, por ser sempre amiga e batalhadora pela nossa causa.

A todos os professores do PPGM e em particular: Arnaldo, César R., Ruidi-

val, Salvador e Joao Sampaio.



As amigas Jurema, Lola e a todos os amigos do Xiquerinho.

As amigas do quiosque Aninha e Marisa.

A “galera do Recanto”: Marcelo, Bruno, Rodrigo, Dimas, Brunin, Diego,
Paraguai, Odilon, X4, Maneco, P. Hubiratan, Samuel, Marquinho e a todos os
amigos e amigas de Cachoeiro.

As minhas orientadoras de iniciacao cientifica, Prof*. Dra. Claudia Buttarel-
lo Gentile e Prof*. Dra. Margareth da Silva Alves.

Aos professores e funcionarios do DMA /UFV. Em especial ao Olimpio, pelo
grande exemplo, Margareth, Paulo Tadeu, Marinés, Valéria Mattos, Simone e ao
Seu Jair e Valéria.

A todos os amigos de Vigosa; do alojamento, da RCC, do PUR, da Capela
e do Imaculado. Vocés estao sempre no meu coragao.

Aos grandes amigos de Campinas: Laercio, Lucy e Julio.

Aos quimicos vigosenses de Sao Carlos: Elivelton, Eddy Murphy, Mério e
Rodrigo, pela importante ajuda logo que aqui cheguei.

Ao CNPq pelo auxilio financeiro.



Resumo

Neste trabalho estudamos o problema da existéncia de equilibrios estaveis
nao-constantes de alguns sistemas parabdlicos, sendo eles o sistema de Ginzburg-
Landau, o sistema de Landau-Lifshitz e sistemas de reacao-difusao com estrutura
anti-gradiente. Em todos os casos, evidencia-se que a geometria do dominio tem
um papel fundamental para uma resposta ao problema: se o dominio tem fron-
teira suave e é convexo, entao nao existem solugoes de equilibrio nao-constantes

estaveis, ou seja, todo equilibrio nao-constante é instavel.



Abstract

In this work we study the problem of existence of non-constant stable equi-
libria to some parabolic systems. Specifically, the Ginzburg-Landau system, the
Landau-Lifshitz system and systems with skew-gradient structure. In all cases,
we note that the geometry of the domain has a fundamental role in the problem
above: if the domain has a smooth boundary and is convex, then there are no
non-constant stable equilibrium solutions, that is, every non-constant equilibrium

is unstable.
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Introducao

A questao da existéncia de solucées de equilibrio, ou equilibrios, estdveis de
equacoes de reacao e difusao comecou a ser estudada fortemente na década de
setenta. Em particular, as equagoes de reagao e difusao semilineares foram alvos
muito visados.

Os estudos pioneiros do problema de existéncia de equilibrios estaveis nao -
constantes de equagoes parabdlicas semilineares foram de Richard G. Casten e
Charles J. Holland em 1978, e Hiroshi Matano em 1979. Na realidade, os dois
trabalhos estabelecem condigoes sobre a geometria do dominio de forma que nao
existam tais solucoes.

Casten e Holland abordaram brevemente o caso de sistemas, mas a parte mais
substancial de seu artigo [2] é a discussao do problema no caso escalar. Matano
estudou, entre outros assuntos, o mesmo problema escalar em [16].

Tanto em [2] quanto em [16] estuda-se a equagao parabdlica semilinear escalar,
com condicao de fronteira de Neumann homogénea em um dominio limitado

Q2 C R™ com fronteira 0f) suave, dada por

)
Ou =Au+ f(u) em QxR
ot
w(0,2) = ug(x) em € (0.0.1)
u _ 0 em O00xIRT,

\ Jv

sendo v o vetor normal exterior a 9Q e f € C*(R). As solugoes de equilibrio ou
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equilibrios de (0.0.1) sao solugoes do problema eliptico associado

Au+ f(u) =0 em €,
(0.0.2)
ou

Casten e Holland e Matano observaram que ao problema de existéncia de solucgoes
de equilibrio estaveis nao-constantes era possivel dar uma resposta de carater

essencialmente geométrico. Tal resposta é o seguinte resultado:

“Se 2 C R™ é um dominio convexo com fronteira suave e u € C*(§2) € um equilibrio

ndo-constante de (0.0.1), entdo u é instavel.”

Este resultado mostra que a convexidade de um dominio 2 C R™ com fronteira
suave é uma condicao suficiente para a nao-existéncia de equilibrios estaveis nao-
constantes de (0.0.1).

No entanto, convexidade nao é uma condicao necessaria. Matano mostrou que
em dominios anelares - dominios limitados por duas esferas concéntricas - nao
existe solugdo de equilibrio nao-constante de (0.0.1) que seja estavel. Outra
contribuicao relevante de Matano foi mostrar em dominios nao-convexos tipo
“dumbell-shaped”e sob determinadas hipdteses sobre f a existéncia de solugao
de equilibrio estavel nao-constante de (0.0.1).

Nosso trabalho se concentra no estudo do mesmo problema abordado por Casten e
Holland e Matano, a questao da existéncia de equilibrios estaveis nao-constantes,
para o caso de sistemas, sendo eles o sistema de Ginzburg-Landau, uma classe
de sistemas do tipo Landau-Lifshitz e sistemas de reagao-difusao com estrutura
anti-gradiente.

O Capitulo 1 é dedicado a conceitos e resultados basicos. Ele contém a definicao
de alguns espacos de funcoes, os espagos L? (1 < p < o0o) e os espagos WHP
(k inteiro positivo, 1 < p < co) de Sobolev, alguns conceitos e resultados gerais
de Geometria, principalmente referentes as curvaturas principais de superficies
n-dimensionais e sobre a Segunda Forma Fundamental, além de lemas extraidos
e alguns adaptados de [2], [16] e [9].

No Capitulo 2 consideramos o sistema de Ginzburg-Landau, um sistema que surge
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por exemplo em teoria de supercondutividade, o qual suplementado com condicao

de fronteira de Neumann homogénea e desconsiderando-se os efeitos magnéticos

é dado por
oU
B =AU+1—-|UPHU em QxR"
(0.0.3)
a—U =0 em O0QxIRRT,
ov
com
U=(uv), |U=(@+e?)?,

Q um dominio limitado em R" com fronteira 92 de classe C® e v o vetor normal
unitario exterior a 0f).

Essa equacao de evolugao apareceu tratada como exemplo em [3] em 1977, no qual
foi mostrado que as solugoes de (0.0.3) sdo atraidas para o conjunto {(u,v) ;u®+
v? < 1}. Em 1981, K. J. Brown, P. C. Dunne e R. A. Gardner provaram em [1]
que o conjunto w-limite de qualquer solugao de (0.0.3) esté contido no conjunto

das solugdes de equilibrio de (0.0.3), dadas por

AV+(1—|VPHV =0 em Q,
(0.0.4)
oV

5 =0 c1m 8(2,

ou seja, que as solugoes de (0.0.3) se aproximam do conjunto das solucoes de
(0.0.4).

Em 1994, Shuichi Jimbo e Yoshihisa Morita trataram de (0.0.3) em [9] motivados
principalmente pelos resultados em [2] e [16]. Jimbo e Morita conseguiram esten-
der os resultados de Casten e Holland e Matano para o caso do sistema (0.0.3),

provando o seguinte:

“Se 2 € R™ é um dominio convexo com fronteira 992 € C?, entdo qualquer solucio

ndo-constante de (0.0.4) é um equilibrio instavel de (0.0.3).”

Na verdade, eles demonstraram o mesmo resultado para uma classe de sistemas

parabodlicos semilineares com estrutura gradiente e N equagoes (N > 1) que tem
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(0.0.3) como caso particular.
No Capitulo 3 estudamos com a mesma perspectiva uma classe de sistemas do
tipo Landau-Lifshitz, derivada do problema ferro-magnético, que com condigao

de fronteira de Neumann homogénea é dada por

ou = Au+ |Vul> —{W, — (W, -uw)u} em QxR

Ju n
= (U, Uy, ..., Uy) €S

sendo 2 C R” um dominio limitado com fronteira 99 de classe C*, W € C3(R™),
W(u) >0 para u € S™ ' (m >2) e W, = (0, W, 0,W,..., 0, W)".

Esta classe de sistemas foi estudada por Shuichi Jimbo e Jian Zhai em [10] em
2003.

O principal resultado obtido diante do problema de existéncia de solugoes de
equilibrio estaveis nao-constantes de (0.0.5) é o mesmo obtido para a equagao
de Ginzburg-Landau por Casten e Holland e Matano no caso escalar e Jimbo e

Morita no caso de sistemas gradientes:

“Se () C R™ é um dominio convexo com fronteira 92 € C?, entio qualquer equilibrio

ndo-constante de (0.0.5) é instdvel.”

No Capitulo 4, estudamos sistemas de reacao-difusao com estrutura anti-gradiente,
que sao sistemas do tipo ativador-inibidor consistindo de dois sistemas gradientes
acoplados de modo anti-simétrico, ou seja, sao sistemas com m + n componentes

da forma

Su; = CAu+ f(u,v) em QxIRT,

Tv; = DAv + g(u,v) em QxRT, (0.0.6)
ou ov n
\ % =0= % em 0N xR ,

sendo u(z,t) = (ug, - ,um) e v(z,t) = (v1, -+ ,v,)", Q um dominio limitado em
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RY com fronteira suave, a derivada normal exterior em 02, S e C' matrizes

0
ov
de ordem m simétricas positivas definidas, T' e D matrizes de ordem n simétricas
positivas definidas e de modo que os termos nao-lineares f = (f1, -+, fm)" :

R™" — R™ e g= (g1, ,gn)" : R — R" 530 expressos por

flu,v) =+V, H(u,v) e g(u,v)=-V, H(u,v)

para alguma funcao H : R™™ — R de classe C3, sendo V, e V, operadores

gradiente com relacao a u e v, respectivamente, isto é,

0 o\ 0 o\
vu-_(a_mf"a%)a VU_(a_Ul”a_Un)

Tal classe de sistemas foi estudada por Yanagida em [21] em 2002.

Quando nos deparamos com o problema de existéncia de solugoes de equilibrio
estaveis nao-constantes - ou espacialmente nao-homogeéneas - de (0.0.6) obtemos
uma resposta idéntica aquelas obtidas ao considerarmos o mesmo problema para

os sistemas (0.0.1), (0.0.3) e (0.0.5):

“Seja  C RY um dominio convexo com fronteira C3. Se (p,v) é um equilibrio
de (0.0.6) espacialmente ndo-homogéneo, entdo (p,1)) é um equilibrio instavel de

(0.0.6) no sentido de Lyapunov para certas S e T."

Ao final do trabalho fazemos um apéndice no qual exibimos solugoes de equilibrio
nao-constantes de (0.0.3) que sdo instaveis em quaisquer dominios 2 C R", inde-

pendentemente de suas propriedades geométricas.



Capitulo 1

Conceiltos e Resultados Basicos

Neste capitulo consideraremos alguns conceitos e resultados gerais que servirao

de alicerce para os resultados contidos nos capitulos seguintes.

1.1 Espacos de funcoes

Tendo em vista os propdsitos deste trabalho, definiremos alguns espagos de fungoes
reais em subconjuntos de R™, muito embora seja possivel consideréd-los em espagcos
bem mais gerais.

Um dominio 2 C R™ é um conjunto aberto e conexo. Uma funcao mensuravel
em () significarda uma classe de equivaléncia de fungoes mensuraveis em {2 que

diferem apenas em um conjunto de medida zero.

Definigao 1.1.1 Se 1 < p < o0, 0 espago LP(S2) € espaco das fung¢oes u men-

surdveis em ) que sdo p-integrdaveis, isto €, que satisfazem

1
P
lullorey = Ilully = ( / |u\ﬁdx) ‘o

Se p = 00, 0 espago L>®(Q) € o espago das fungdes u mensurdveis em € que
sao essencialmente limitadas, ou seja, que satisfazem |u(z)| < k, q.t.p. em Q,
e o infimo do conjunto de tais constantes k, chamado supremo essencial de u e

denotado por esssup |u|, € finito.
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Assim, u € L*(£2) se, e somente se,

lu] Lo (@) = [|u|oo = esssup |u| < oo

Definimos também o espago das fungoes localmente p-integréaveis

LP

loc

(Q):={u:Q—R | ue LP(V) para cada V CC Q},

sendo que V CC Q quando V é um aberto contido em € e tal que V C €, com
1% compacto.

Também podemos considerar o espaco
(LP(Q)N == LP(Q) x -+ x LP(Q) (N vezes),

1 < p < 00, munido da norma

(

=

P

N
(Z ||ukHI[),P(Q)> , S€ ]- S p < 0,
k=1

||UH(LP(Q))N =

N
S lluglloe s se p= o0,
k=1

para u = (uy,...,uy) € (LP(Q))V.

Denotamos por C2°(£2) o espago das fungoes teste, ou seja, das fungoes ¢ : Q@ — R

tendo suporte, definido como sendo o conjunto {z € Q | ¢(z) # 0}, compacto.
Agora vamos definir os espagos de Sobolev e para isso necessitamos do conceito
de derivada no sentido fraco ou derivada generalizada de uma funcao.

Definigao 1.1.2 Suponha u,v € L}, (Q) e seja a um multi-indice. Dizemos que

v € a - ésima derivada parcial fraca de u, denotada por D“u, se a igualdade

/QuDo‘¢ dr = (—1)'a|/9v¢ dx

se verifica para toda fun¢do teste ¢ € C°(S2).
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Definicao 1.1.3 Sejam 1 < p < oo e k um inteiro positivo. O espaco de
Sobolev W*?(Q) é o espaco de todas as fungoes localmente integrdveisu : Q@ — R
tais que para cada multi-indice a, com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e

pertence a LP(€).

Quando p = 2, escrevemos
HP(Q) := WH(Q).

Definicao 1.1.4 A norma de uma funcio u em W*P(Q) é definida por

se 1< p<oo,

Z/|Do‘u|p dx
Q

|| <k
[ullkp.o = |[ullwer@) =
Z esssup |D%u| , se p= 0.
\ lal<k
Se escrevermos também ||u|yxp ) = Z || D%u||,, obtemos uma norma equiva-
o] <k

lente a da Defini¢ao (1.1.4).
Os espagos W*P(Q) sdo espacos de Banach e os espagos H¥(2) sdo espacos de

Hilbert sob o produto escalar

(U, V) vy = Z /DauDo‘v dx.
Q

lal<k

Consideraremos também o espaco de Hilbert
(H*()" = H¥Q) x -+ x H*Q) (N vezes)

munido do produto escalar

sendo u = (uy,...,uyn), v = (v1,...,0n), u,v € (H*(Q))N.
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1.2 Preliminares de Geometria

Veremos nesta secao alguns conceitos e resultados de Geometria Diferencial que

podem ser encontrados em [20], [15] e [13].

Definicao 1.2.1 Seja Q2 C R™ um conjunto aberto. Dizemos que 0S) é de classe
C*, o que denotamos por Q) € C*, quando para cada ponto xy € 9 pudemos

encontrar uma funcgdo p de classe C* em uma vizinhanca W de xq tal que

p(zo) =0, Vp(zo) #0 e

QNW={zeW | p(z) <0}

Definigao 1.2.2 Um conjunto S C R™™! € chamado superficie n-dimensional
ou superficie diferencidvel (de classe C*) quando € localmente o grdfico de uma

fungio de n varidveis diferencidvel (de classe C*).

Em outras palavras, S C R™™! é uma superficie quando cada ponto p de S
pertence a um aberto V C R™"*! tal que VNS é o grafico de uma funcao de classe

C* definida num aberto do espaco R™.

Definicao 1.2.3 Uma superficie S C R*™! de classe C* é compacta quando é

um subconjunto fechado e limitado de R™"*!.

Definicao 1.2.4 Seja S C R™™! wma superficie diferencidvel. Dado p € S,
o conjunto de todos os vetores velocidade o (ty) das curvas aw : 1 C R — S
contidas em S, diferencidveis no ponto ty do aberto I C R e tais que a(ty) = p, €

chamado espaco tangente a S em p, denotado por T,S.

O nome espaco tangente dado a 7,5 tem sua justificativa no préximo teorema,

cuja prova pode ser encontrada em [13], Teorema 6, p. 166.

Teorema 1.2.1 Se a superficie S C R"* ¢ diferencidvel, entao para cada p € S

o conjunto T,S é um subespago n-dimensional de R™*.
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Definigao 1.2.5 Um campo vetorial normal a uma superficie S C R"** é chama-
do uma orientacao em S. Uma superficie a qual estd associada uma orientacdo €

chamada superficie orientada.

Definicao 1.2.6 Seja S uma superficie em R com orientacdo dada por um
campo normal unitdrio N .
(i) A aplicagao de Weingarten L, : 1,5 — 1,5 entre os espagos tangentes

a S emp € a aplicacdo dada por

0
L,(v) = —%N(p), vel,S.

(i) Quando |v| =1, o nimero

é chamado curvatura normal de S em p na dire¢ao v.

(111) Os autovalores k1(p),...,kn(p) da aplicagio de Weingarten L, em p € S
sao chamados curvaturas principais de S em p e 0s autovetores unitdrios cor-

respondentes sao chamados diregoes principais de S em p.

A aplicacdo de Weingarten é bem definida (cf. [20], p. 55) e possui algumas
propriedades dadas no proximo teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada

em [20], Teorema 1, p. 57 e Teorema 2, p. 58.

Teorema 1.2.2 Seja S uma superficie em R™™! orientada por um campo normal

unitario N. Entao,

(1) Dados p € S e v € T,S, para qualquer curva parametrizada oo : 1 C R — S

com a(ty) = p e tal que &(ty) = v para algum ty € 1, vale
Ly(v) - v = dfto) - N(p).
(ii) A aplicagao de Weingarten L, em p € S € auto-adjunta, isto é,

L,(v) -w=Ly(w)-v, VuvweTl,S.
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Definicao 1.2.7 Seja V' um espaco vetorial real com produto interno - e de di-
mensao finita. Uma funcdo S : V — R € chamada forma quadratica quando
existe uma forma bilinear § : V. x V. — R (isto €, ((u,v) € linear em cada
varidvel) tal que

S(v) = B(v,v),

para todo v € V.

Note que se L : V. — V é um operador auto-adjunto, a funcao S : V.— R
dada por
Sv)=L(w)-v, wvev,

¢ uma forma quadratica pois a fun¢ao §: V x V' — R definida por f(u,v) =
L(u) - v, para u,v € V, é uma forma bilinear.

Neste caso especial, chamamos S de forma quadratica associada a L.

Definicao 1.2.8 Uma forma quadrdtica S : V — R €
(i) positiva definida, se S(v) > 0 para todo V 3 v # 0;
(i1) negativa definida, se S(v) < 0 para todo V' 3 v # 0;

(iii) definida, se € positiva ou negativa definida.

Definicao 1.2.9 A forma quadrdtica associada a aplicacao de Weingarten L,
num ponto p de uma superficie orientada S C R™! € chamada Segunda Forma

Fundamental de S em p e é denotada por S,. Assim,
Sp(v) := Lp(v) - v = d(to) - N(p),

sendo a : 1 C R — S qualquer curva parametrizada em S com a(ty) = p e tal

que &(ty) = .

Vamos enunciar o conhecido Teorema do Multiplicador de Lagrange, que nos sera
util na demonstragao do resultado mais importante desta segao sobre a Segunda
Forma Fundamental de uma superficie compacta, orientavel e sem bordo, e cuja

prova pode ser encontrada em [13], p. 171.

Lembremos que se f : 2 — R é uma funcao diferenciavel no aberto 2 C R”, um
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nimero ¢ € R é chamado valor regular de f quando nao existem pontos criticos

no nivel ¢, isto é, se f(x) = ¢ entdo V f(z) # 0.

Teorema 1.2.3 (Teorema do multiplicador de Lagrange)

Sejam f : Q@ — R uma funcio de classe C* (k > 1) no aberto Q@ C R" e
S = ¢~ (c) uma superficie contida em ), imagem inversa do valor reqular ¢ por
uma funcao ¢ : Q — R de classe C*. Um ponto p € S é ponto critico de f|s se,

e somente se, existe A € R tal que
Vf(p) = AVe(p).

O préximo teorema € o principal resultado desta secao.

Teorema 1.2.4 Seja S uma superficie em R™ compacta, orientdvel e sem bor-

do. Entao existe um ponto no qual a Sequnda Forma Fundamental é definida.

A idéia da prova é colocar S em uma esfera suficientemente grande e depois
encolhé-la até que ela toque S. O ponto de contato é um ponto que realiza a tese

do teorema.

Prova do Teorema (1.2.4). Defina g : R""! — R pondo g(x1,...,Tp1) =
s IR Y

Como S é compacta, existe um ponto p € S onde o maximo de g em S se realiza.
Sendo S uma superficie, é localmente gréafico de fungao de modo que existem uma

vizinhanca W de p em R e uma funcio f : W — R tal que
M:=SnWwW=f10),
com Vf #0em M.

Assim, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, existe A € R tal que

Vg(p) = AV f(p) = uN(p),

com pu = £AVf(p)| e N(p) o vetor normal a S em p.
O sinal de u depende da orientacao de S; suponhamos que p > 0, isto é, que S

estd orientada pelo campo normal exterior. Entao,

p=lu| = |uN(p)| = [Vg(p)| = 2|pl,
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de modo que

N(p) = %Vg(p) = ‘%’ 2

Agora, para v € T,M, o espaco tangente a M em p, seja a : I C R — M uma
curva com «(tg) = p e tal que &(ty) = v.
Como p é o ponto de maximo global de g em S, temos que g o a(ty) > g o a(t)

para todo t € I, de forma que

02 gp| ew) = G| Vele®)-a)
d do ) 9 .
= | 2000 G = 2060+ a) )

= 2[la(to)]” +p-dlto)] = 2[lalto)]” + [pl N(p) - d(to)]

= 2[Ja(to)]* + [p| Lp(v) -] .

Logo,
|o]?
Sp(v) = Ly(v)-v < r <0, Vu#0,
p
o que significa que a Segunda forma Fundamental em p é negativa definida. OJ

Observe que se S estivesse orientada pelo campo normal interior concluirifamos
que a Segunda Forma Fundamental em p seria positiva definida, o que justifica o
enunciado do teorema.

O teorema anterior é valido sob panorama mais geral, ao considerarmos S uma

variedade compacta sem bordo e sem a hipdtese da orientabilidade.
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1.3 Alguns resultados gerais

Esta se¢ao contém resultados béasicos de Anélise e lemas diretamente relacionados

com os resultados principais deste trabalho.

1.3.1 Fatos basicos de Analise

Teorema 1.3.1 (Férmula da integracao por partes) Sejam Q C R" um
dominio limitado com 00 € C', g € HY(Q) e F = (f1,--, fa) € [HY(Q)|™
Entao

/gdidex:—/F-ngx—i-/ g (F-v) do,
Q Q a9

sendo g e as componentes f; de F' na integral sobre 0S) os tragos de g e f;, para
cada i =1,...,n.

Em particular, se F =V f para alguma f € H*(Q), temos

/gAfdw:—/Vf-ngx—I—/ ggda.
Q Q oa OV

A demonstracao da Férmula da integracao por partes pode ser encontrada, por

exemplo, em [17].

Teorema 1.3.2 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange)

Sejam Q C R™ um aberto, a € Q e f : Q@ — R de classe C*. Suponha que o
segmento [a,a+v| estd contido em Q e f é k+ 1 vezes diferencidvel no segmento
aberto (a,a +v). Entao, existe 0 € (0,1) tal que

1

(@) - o (),

f(a—i—v):f(a)+df(a)-v—|—%d2f(a).v2_|_...+

com
1

rk(U) = md(k+l)f(a + (91)) . U(k—H).

A demonstragao da Formula de Taylor com resto de Lagrange pode ser encontrada

em [13], p. 150.



Capitulo 1: Conceitos e Resultados Basicos 15

Teorema 1.3.3 Seja 2 C R™ aberto e convexo.
(i) Se f: Q — R ¢ diferencidvel e conveza, entao para x, x + v € ) quaisquer

tem-se

flz+v) > f(x)+df(z) - v.

(ii) Se f: Q — R € de classe C? e convera, entio para cada x € Q), d*f(x) é

uma forma quadrdtica nao-negativa, isto €,

"L 0%f §
Z axax(x)vlvﬂ Z 07 \V/U = (?}17 o avn) € R"™.
j=1 "t

Prova. (i) Sejam z € Q e v € R" tais que x + v € Q. Defina ¢ pondo ¢(t) =
f(z +tv), t €[0,1]. Note que ¢ estd bem definida pois, como z,z +v € Q e
é convexo, entdo (1 —t)z + t(x +v) € Q, ou seja, x + tv € ), qualquer que seja
t € [0,1]. Ainda, da convexidade de 2 e da diferenciabilidade de f em 2, segue

que ¢ é diferenciavel em [0,1]. Como f é convexa, temos:
olt) = f(s+t0) = flattvtto—ta) < (1=0) f(2) +f (r+0) = (1=1)p(0)-+t(D).

Dai,
p(t) —(0) < tlp(1) —p(0)], Vitel0,1]. (1.3.1)

Sendo ¢ continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1), pelo Teorema do Valor Médio

existe o € (0, 1) tal que

p(1) = ¢(0) = ¢'() (1.3.2)

ou seja,

[l +v) = fz) +df (z) - v,
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como queriamos demonstrar.
(11) Suponha que existe z €  tal que d?f(z) nao é nao-negativa. Entao, existe
w € R tal que d*f(x) - w? < 0. Tome « € (0,1) de modo que x + aw € 2. Pela

Férmula de Taylor com resto de Lagrange, existe 6 € (0, 1) tal que
flz+aw) = f(z) +df (z) - (aw) + ri(aw),

com
ry(aw) = % &z + 0(aw)) - (aw)?.
Dai,

item (%)

LI+ (o)) - (aw)’ = o+ aw) — f() — df(x) - (aw) =0

e assim
o2
5 d*f(x + 0(aw)) - w* > 0,

donde
&’ f(x + 0(aw)) - w* > 0.

Fazendo o — 0, como f é de classe C?, obtemos
d*f(z) - w? >0,

0 que é uma contradicao com o suposto inicialmente.

Portanto, d? f(x) é uma forma quadritica nao-negativa para todo z € 2, isto é,

"L 0% f m
8x~8x~(x)vivj >0, Vv=(v1, - ,v,) € R
0. B
e a proposicao esta provada. O

Vale observar que as reciprocas dos itens (i) e (ii) da Proposigao (1.3.3) também

sao verdadeiras.
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1.3.2 Um problema eliptico semilinear escalar

Consideremos o seguinte problema eliptico nao-linear

Au+ f(u) =0 em €,
(1.3.3)
ou

5:0 em O,

sendo 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave e f € C'. Uma funcao
uy € C?(Q) N CH(Q) chama-se super-solugao de (1.3.3) se ug satisfaz

Auo + f(ug) <0 em 9,

% S0 em 90
ov

Analogamente, vy chama-se sub-solugao de (1.3.3) se vy satisfaz
AUO + f(UO) >0 em Q7

% <0 em 09,
ov

O préximo teorema que vamos enunciar é um teorema do tipo comparacao de

solugoes que nos serd 1til no apéndice ao final deste trabalho.

Teorema 1.3.4 Suponha que uy e vy sao super e sub solugoes de (1.5.3), com

up > vg em ). Entao, existe uma solug¢ao u de (1.3.3) tal que

uo(x) > u(z) > vo(x),

para todo x € €.

Para a demonstracao do teorema anterior, veja [19], Teorema 10.3, p. 96 e veja

também p. 99.



Capitulo 1: Conceitos e Resultados Basicos 18

1.3.3 Lemas fundamentais

Lema 1.3.1 Seja Q C R™ um dominio limitado com O de classe C® e seja

u € C3(Q). Se Q € convezo e

ou
— = Q
5 0 em 09,

entao

QVzﬂgo em Of).
ay’ |

Prova. Como
10
2 0v

D (D () 0 (o
T \aw Oxy )’ " Ov \ Oz, ’

para demonstrarmos o lema é suficiente provarmos que

Vul? = Vu - EVU, em 052,
v

sendo

Vu(z) - %Vu(x) <0, Vze o
Seja x € 0f). Sem perda de generalidade, podemos assumir que = é a origem
de um sistema de coordenadas e, gracgas a regularidade de OS2, supor que z, =
g(xy,++ ,x,_1) é uma fungao C? convexa cujo grafico descreve a fronteira de
em alguma vizinhanca da origem. Além disso, podemos também supor que na

origem o eixo —x,, esta na direcao normal exterior a 0f2.

Entao, v(0) = (0,---,0,—1) e como
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segue que

n—1
ou 0*u
= —Zl oy (0) Ton (0) (1.3.4)

Agora, sabemos que se x,, = g(r1, -+, %, 1) em uma vizinhanga V, entao v =
(gxl(xb T axn—l)a R ($17 e ’xn—1)7 _1) em V.

Dai, 0,u = 0 é equivalente a

Zuwi(xla o, Tp—1, g(x1>“' 7xn71)) gzi(xly"' 7xn71)

- Ug, (Ila s T, g(xly" ’ 7xn—1)) = 0. (135)

Diferenciando (1.3.5) com relagao a x; na origem, 1 < j <n — 1, obtemos

Zuzi(o)gmj(m — Uy, (0) =0, (1.3.6)

pois como g é convexa e ) é convexo a origem é ponto de minimo de g, de modo
que g,,(0) =0, i =1,...,n — 1. Substituindo a expressao (1.3.6) para s, (0)
m (1.3.4) segue que

Vu(0) - ﬁvu Z Gae; (0)z; (), (0). (1.3.7)

7,7=1

Pela Teorema (1.3.3)- (%), o lado direito de (1.3.7) é nao-positivo, o que implica

que

Vu(0) - %VU(O) 0.

Como x € 0N foi arbitrario, concluimos que

Vu(y) - %Vu( ) <0, YyeoQ,
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e o lema esta provado. O
O resultado anterior também é vélido no caso vetorial:

Lema 1.3.2 Seja Q C R™ um dominio limitado com 9 de classe C3 e seja

u € C3(Q,R™). Se Q) é convero e

ou
Em =0 em 01,

entao

QVzﬂgO em Of).
ov

0 Ju;
Prova. Suponha que 8_u = 0 em 0f). Entao, % =0em 09, para 1 < j < m.
v v
Pelo Lema (1.3.1),

2Vu'2§0 em 0,
ov 7

para todo 1 < 5 < m. Logo,

§U|Vu|2 = Z %|Vuj|2 <0 em 0f. O

j=1

Lema 1.3.3 Seja P € 00 e u € C2(QNW), com W uma vizinhanca de P. Se

nenhuma curvatura principal de 02 se anula em P e u satisfaz

@ =0 em O0QNW,
ov
(1.3.8)
0 ou
— | =—)(P)= 1< <
5 (Ge)m=o n<i<w,
entao
Vu(P) = 0.
Prova. Inicialmente, escolhemos um sistema local de coordenadas x = (z1, -+ ,z,)

em W tal que {x,, =0} N W = 9QNW, isto é, ®(IQNW) = {x, = 0} NW, com
¢ : W — &(W) um difeomorfismo.
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Por uma rotacao de coordenadas podemos assumir que o eixo x,, esta na direcao
v(P). Por uma rotacao adicional, podemos assumir que o0s €ixos Xy, -+ , T, 1
estao nas diregoes principais correspondentes & Ky, - -+ , k,_1, as curvaturas prin-
cipais de 02 em P, respectivamente.

Assim, com relacao ao sistema de curvaturas principais em P € 02 N W,

sabemos que

8%
= Ri0;j, ,j=1,---,n—1, 1.3.9
6$j J J ( )
sendo 0;; o delta de Kronecker e v; a i-ésima componente de v, 1 <i <n — 1.
Agora, estendamos o campo vetorial v(z) fora de 92 suavemente. Aplicando 0,

para 1 < j <n —1 a primeira equacao de (1.3.8) em = = P, obtemos

ov

a_xj(p).vu(p) +,/(p).v(au) (P)=0, 1<j<n-1. (1.3.10)

Oz

Usando a segunda equagao de (1.3.8) em (1.3.10), segue que

ov

—(P)-Vu(P)=0, 1<j<n-1. (1.3.11)
81']‘
Note que como o campo v € unitario, a—y pertence ao espaco tangente a 0f) em
L
P paracadal <j7<n-—1,ecomo
v oy OVp_1
—(P = —(P), -+, P), 0
(1.3.9) 0, -+, Kj, 0, ---, 0),

com k; na j-ésima posicao, para 1 < j < n — 1, segue da hipdtese sobre as cur-
vaturas principais nao se anularem em P que os n — 1 vetores
ov ov v
—(P), —(P), -+, —(P 1.3.12
(P 52(P). e, 5= (P) (13.12)

geram o espago tangente a 02 em P.

Por outro lado, da primeira equagao de (1.3.8) segue que Vu(P) é tangente a 0f.
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Deste fato e (1.3.11), concluimos que Vu(P) é o vetor nulo, ou seja,

Vu(P) = 0. O

O lema anterior tem uma versao no caso vetorial. Vamos enuncia-la de acordo

com o nosso interesse em utilizé-la no Capitulo 3.

Lema 1.3.4 Seja Q C R™ um dominio limitado com fronteira OQ de classe C? e
seja u € C*(Q,R™). Suponha que existe um conjunto relativamente aberto I' em

0N) tal que nenhuma curvatura principal de OS2 se anula em I' e que

@ =0 e

o |r

0 ou

— - =0 1< <

v (a%‘) r D
Entao,

Vu=0 em T,

1sto €,

Vup,=0 em I', Vk=1--- ,m.

Prova. Como I' é relativamente aberto em 0f2, existe VW aberto de R" tal que
=00nNnwWw.
Seja P € I'. Entao, por hipdtese, nenhuma curvatura principal de 9€) se anula

em P. Além disso,

ul Lo e 2 o vi<k<m,

o |p ov |

9 (9u — 0 e 9 (Ouk =0, V1<k<m, 1<j<n
ov \0x;/ |p ov \0z; ) |n

Logo, aplicando o Lema(1.3.3) a uy, para cada 1 < k < m, obtemos

Vug(P)=0 em I', Vk=1,--- m.
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Como P € I' é arbitrario, vemos que

Vu,=0 em I'y Vk=1,--- ,m,

ou seja,

Vu=0 em I. O

Lema 1.3.5 Suponha 9S) de classe C? e sejam uy,--- ,uy funcoes em C*(Q)

satisfazendo

N
Aup+ Y ag(z)uy(x) =0 em Q@ (1<k<N), (1.3.13)
7j=1

com ay; € C(2). Se existe um ponto P € 0 e uma vizinhanga W de P tal que

up(x) = 0, redNW (1<k<N),
(1.3.14)
auk
Entao,
ug(z) =0, VaoeQ (1<k<N).

O lema anterior deriva do Teorema da Continuacao Unica de Calderén. Sua

demonstracao pode ser encontrada em [18], Capitulo 6.



Capitulo 2

O Sistema de Ginzburg-Landau

O sistema de Ginzburg-Landau surge como um modelo matematico que
descreve um fenomeno de transicao de fase em vérios campos como supercon-
dutividade, reacoes quimicas e mecanica de fluidos. Ele é oriundo do sistema
fundamental Ginzburg-Landau ao se ignorar o efeito magnético e, suplementado

com a condi¢ao de fronteira de Neumann homogénea, é dado por

%—[jzmnu— URU em O xR*
(2.0.1)
a—U =0 em 0QxIRT,
ov
com
U= (u,v), ]U|:(u2+vz)%.

Aqui  é um dominio limitado em R™ com fronteira 92 de classe C? e v é o vetor
normal unitario exterior a 0.
Em um espago de fase adequado X, (2.0.1) define um sistema dinamico. Além

disso, (2.0.1) possui uma fungao de Lyapunov
1oy 1o, 1.
EWU) = —|\VU|” = Z|U —|U|" ¢ d
)= [{3iv0r - jop+ Jot i

o que permitiu que em [1] fosse provado que qualquer solucao de (2.0.1) se aproxi-

ma do conjunto das solucoes de equilibrio.

24
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Definicao 2.0.1 Uma solugao de equilibrio ou um equilibrio do problema

(2.0.1) é uma solugao do problema eliptico associado

AV+ 1 —|VHV =0 em 9,
(2.0.2)
ov

E:O em Of).

Neste capitulo, nosso interesse se concentra no problema da existéncia de solugoes
de equilibrio estdveis nao-constantes do problema (2.0.1), sendo o conceito de

estabilidade no sentido de Lyapunov, segundo a definicao seguinte:

Definicao 2.0.2 Uma solugio V' de (2.0.2) é estavel quando, dada qualquer
vizinhanca W de V. em X, existe uma vizinhanca W' de V tal que qualquer
solugdo U(t,.) de (2.0.1) com U(0,.) € W', satisfaz U(t,.) € W (¥t > 0).

Uma solucao instavel € uma solucao que nao € estdvel.

Defini¢ao 2.0.3 Uma solug¢io V' de (2.0.2) é assintoticamente estavel se ¢
estdvel e existe uma vizinhanca U de V em X tal que qualquer solugcao U(t,.) de

(2.0.1) com U(0,.) € U satisfaz

i [U(1,) = V][x = 0.

Uma pergunta ulterior que podemos responder inicialmente é a seguinte: “ Eziste
alguma solugao de equilibrio de (2.0.1) assintoticamente estavel?” O préximo

teorema responde esta pergunta.

Teorema 2.0.5 Nao existe solu¢ao de equilibrio de (2.0.1) que seja assintotica-

mente estdvel.

Prova. Primeiramente, note que (2.0.1) e (2.0.2) sdo invariantes por rotagoes,

isto é, sao invariantes sob a transformacao

U — R,
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cosy —sinvy
siny  cosvy

cosy —sinvy U U Ccosy — vsiny
siny  cosvy v wsiny + v cos 7y

com

2(ucosv—vsinfy) O
) ot cosy —sinvy ot
9 ) = -

a, . siny  cosvy v

&(usmv—l-vcosy) 5

oUu

A(ucosy —vsinvy) cosy —sin~y Au
ARMU) = = _

A(usiny + v cos~y) iy o8 Av

= R(y)AU,

(1= RMUP?) R(MU =

U Ccosy — vsiny
= (1 — [(wcosy — vsiny)* + (usiny + vcosy)ﬂ)

usiny + v cosy

cos7y —sin u
= (1 — [u2(0082 v + sin? ) + v?(sin® v + cos? 7)}) 7 i

siny cosvy v

= (1-|UP) R(NU.

Logo,
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%WWW) = ARMU) + (1= [RUP)IR(NU
— %;:AU+Ufww%M

ou seja, U é solucao de (2.0.1) se, e somente se, R(y)U também o é. O mesmo
vale para (2.0.2). Isto implica que para cada equilibrio V' de (2.0.1) existe um

continuo de solugoes associado

ROV ; vep,2m}.

Desta invariancia decorre a afirmacao do teorema. De fato, dados V' uma solucgao
de (2.0.2) e W uma vizinhanca de V em X, tomando v > 0 suficientemente pe-
queno de forma que £(7)V € W, temos que R(y)V é solugao de (2.0.2), portanto
solugao de (2.0.1), tal que

lim [[R()V =Vl x = [R(MV = Vx>0

t—-4o00

Portanto, nao existe solugdo de equilibrio de (2.0.1) que seja assintoticamente

estavel. O

Para atacar nosso problema inicial, a questao da existéncia de solucoes de equilibrio
estaveis nao-constantes de (2.0.1), vamos considerar a seguinte classe de sistemas

parabdlicos semilineares

ou oF
a—::Auk—i—a—uk(Uly“'auN)a em QxR*

(2.0.3)
%:0’ em aQXIR+7 (k:177N)7

com F € C3 (RN, R) (N >1).

Note que (2.0.1) é um caso particular de (2.0.3), se consideramos N =2 e

F(uy,up) = % (ui +u3) — i (u? +ud)®.
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Definicao 2.0.4 Uma solugao de equilibrio ou um equilibrio do problema

(2.0.3) é uma solugao do problema eliptico associado

Auk+g—i(u1,~-,u]\,):0 em

(2.0.4)
%:O em 0Q (k=1,---,N)
ov oo

O principal resultado deste capitulo é o préximo teorema.

Teorema 2.0.6 Suponha que F' é uma funcao de classe C° e que 0 € C3. Se
Q € convezxo, entdo toda solug¢do nao-constante de (2.0.4) € um equilibrio instdvel

de (2.0.3).

Corolario 2.0.1 Suponha a mesma condicao em 0). Se Q é convexo, entdo

qualquer solug¢do ndao-constante de (2.0.2) é um equilibrio instdvel de (2.0.1).

O resultado que responde o nosso problema inicial é o Corolario (2.0.1), isto é, se

) é convexo, nao existe equilibrio nao-constante estavel de (2.0.1).

Prova do Teorema (2.0.6). Seja U = (uy,- -+ ,uxn) uma solugao nao-constante
de (2.0.4). Vamos considerar o problema de autovalores linearizado em torno de

U

LY+ p ¥ =0
com
£ : DKL) c (LX) — (L2()"
dado por
4 N 82F
[LV], = Agy + Z uge UVt (LSESN),
9 N ov
D(£) = {we (HH@)" | T =0 em 90f, W= (1, ).
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Temos que £ é auto-adjunto com resolvente compacto, de forma que o espectro
de L é formado somente por autovalores reais.

Para inferirmos sobre a estabilidade de U, vamos analisar o espectro de £: como
queremos demonstrar que U é instavel, é suficiente mostrarmos que o primeiro
autovalor u; é negativo (cf. [8], Teorema 5.1.3, p. 102).

Defina

N -
/{ZWW > au 8u z/zkwl}dx, ||W||=<Z||¢k||%z<m>
k=1

1<k,IKN

Como L ¢ auto-adjunto, sabemos (veja por exemplo [5]) que p; é caracterizado

por
= inf . 2.0.5
i we(m(m)N{H‘I’HQ ( )
W
Seja
oU N
U; oz, (H'())

LW £ 0, 1§j§n}. (2.0.6)

2 . N 82F U 6uk 8ul } de
) aUkaUZ ij (9xj

N o 833 8V j

Q k=1

_ Z/ auk‘ % do
B 99 81:] ov Oz,

Lema (1.3.1)

N
1 0
= —/ —|Vu|’de < 0. (2.0.7)
2 10} al/
k=1

Z / ZZZ’; 5 (Auk gi (U)) dx

=1 k=
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Assim, por (2.0.6) e por (2.0.7) concluimos que p; < 0, pois

H\I}j‘|2 o < IC<\I/J'), Vlfjgn

(2.0.8)
n n (2.0.7)
= > [P < > K(T;) < 0.

j=1 j=1
Se 11 < 0, o teorema esta provado. Suponha que p; = 0.
De (2.0.8) obtemos K(V¥;) > 0 e, com isso,

0<> K(U;)<0

j=1

o que implica IC(V;) = 0 para j = 1,...,n. Logo, os ¥;’s nao-nulos realizam

(2.0.5) e pelo Teorema (2.0.7) do Apéndice ao final deste capitulo, sdo autofuncoes
correspondendo ao primeiro autovalor p; = 0 de L e satisfazem a condicao de
fronteira de Neumann.
Como os V¥,’s identicamente nulos satisfazem a condicao de fronteira de Neumann
homogénea trivialmente, segue que
ov; 0 (8U
ov ov

— | — | = Q 1< 7<n). 2.0.
axj) 0 em 0O (1<j<n) (2.0.9)

Agora, como ¢ um dominio limitado com fronteira C?® em R", 92 é uma su-
perficie (n — 1)-dimensional compacta orientavel e sem bordo. Entao, pelo Teo-
rema (1.2.4) existe um ponto P € Jf tal que a Segunda Forma Fundamental Sp
¢ definida em P.

Por continuidade, existe uma vizinhanca V de P em R” tal que Sp é uma forma
definida em 92 NV, de modo que seus autovalores, as curvaturas principais, tem
o mesmo sinal de Sp em 92N V. Assim, qualquer curvatura principal é nao nula
em 0Q) N V.

Em virtude das condigoes de fronteira de Neumann de U e por (2.0.9), podemos

aplicar o Lema (1.3.3) para obtermos

Vup,=0 em 90QNV. (2.0.10)
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Combinando as informagoes obtidas, temos que para cada j =1,...,n, V = U,

satisfaz o seguinte problema

LV =0 em £,

V=0,—=0, em 00NV,
ov
isto é, % satisfaz
8Ij
( N
ouy, (9Uz
=0 Q
((%J) ; aukaul o e ’
Ok o em 00NV, (2.0.11)
3%
8 f)uk
—[(=—1)=0 o0nN 1<k<N
[ Ov (8£Cj) e £ (I<k<N),

para cada 1 < j < n. Aplicando o Lema (1.3.5) a (2.0.11), obtemos

)
Th)y=0, VreQ, (1<j<n 1<k<N)

Como €2 é aberto e conexo, concluimos que uq,--- ,uy sao constantes em €2, o
que é uma contradi¢ao com o suposto inicialmente.

Portanto, ; < 0 e o teorema esta provado. [l
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Apéndice

Na demonstrac¢ao do Teorema (2.0.6) consideramos U = (uy, - - - , uy) uma solucao

nao-constante de (2.0.4) e o problema de autovalores linearizado em torno de U

LY+ p¥ =0
com
£ : D) c (LX) — (L))"
dado por
( 2
[LV], A¢k+28uk8ul Uy (1<k<N),
q (2.0.12)
2 N | OV
| Do) = {we (12(9) ] = =0 em 00}, W= (Yy, ).
Pondo

2

N N
=/Q{k2_;|wk!2— o wwz} ]| = <k2_;||wk||3),

1<k,JI<N

temos que esse problema de autovalores estd intimamente ligado a um problema

variacional. Isto é o conteudo do teorema que demonstraremos neste apéndice.

Teorema 2.0.7 Se © = (0,--- ,0y) € uma fun¢do na qual

p= inf {@} (2.0.13)

we(ri@)™ | [[¥]]?
W0

é atingido, entao © é uma autofuncao de L associada ao autovalor p e satisfaz a

condi¢ao de fronteira de Neumann homogénea.

Prova. Defina a forma bilinear

A (HY(Q)Y x (H(Q)Y — R
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dada por

v- [ {Zwk O g

k=1

K©)

Sejam © uma funcdo que realiza (2.0.13), u =

Se ¢ € R é uma constante arbitraria tal que ||© + ¢®|| # 0, temos

K(© 4 c®) > p||© + c®]|*.

Por outro lado,

KO +cd) = /Q

0*F
(S war - 300 ) oo

k=1 k=1
= K(O) + AK(®) + 2cA(0, D).

Assim,

p||© + e®|> < K(0 + @) = K(O) + 2K(P) + 2¢A(0, )
e como K(0) = u||O][?, obtemos
1101 + 2606, @) sy + l18I] < HIOI + K@) + 2eA(6, 3)

e dai

2C/J<@, CI’)([Q(Q))N + C2MHCI)||2 < C2IC(CI)> + QCA(@, CI)),

ou seja,



Capitulo 2: O Sistema de Ginzburg-Landau 34

ElK@) - M||<1>||2] + 2 [A(@, ®) — (O, ¢>(L2(9))N] >0, (2.0.14)
Se K(®) — p||®||> = 0, da arbitrariedade de ¢ segue que
A(©, @) = (O, @) (r2(q))~-

Agora, se K(®) — p||®|]? # 0 (e assim K(®) — p||®|]* > 0 por (2.0.13)), o lado

esquerdo (2.0.14) ¢ um polindémio na varidvel ¢ cujas raizes sao

AO, V) — D) (12
e 0 o e 9 ( (©,¥) — (O, >(§ (Q))N)
K(®) — pl|@|

Como este polinomio é nao-negativo e K(®) — u||®||> > 0, ¢ = 0 ¢ a tinica raiz o

que implica

A(@a @) = ,LL(@, cI)>(L2(Q))Na

que é equivalente a

/ {Zvek Vo - Z aum em}dx— S o d

Q p=1

Integrando por partes, obtemos

/ Z — Ay drda+ / Z—gbkda /Q Z 8uk3ul U\ rda M/ Zekqbkdx

Qp=1

que equivale a

[

ou

N N
00, B
{A@k + g 8uk8ul 91}¢kd$ + /Q kgl Eébkda = ,u/Q kgl Ordrdr,

k=1

= . 06, il
/Q — ;[ﬁ@]k¢kdm + /8Q ; . Ordo = “/Q ;Okd)kdx. (2.0.15)

Tomando ® = (0,---,0,¢;,0,---,0) € (HY(Q))", 1 <i < N, sendo ¢; a i-ésima
componente de ® e tal que ¢; € C=°(Q2), obtemos por (2.0.15)
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/[E@]Z- Qidr = /(—,ué’z-)(bidx, V¢, € C(Q), paracada i=1,...,N.
Q Q
Logo,
[£LO); = —pb; qt.p. em Q  paracada i=1,...,N, (2.0.16)

donde segue que

LO4+u©® =0 qt.p. em Q.

Da regularidade dos coeficientes de £ temos que O é regular e, assim,

LO+ 0 =0 em ().

Ainda, tendo em vista (2.0.16), (2.0.15) se reduz a

N
/ > %@da =0 (2.0.17)
Clo R ov

e escolhendo agora ®" = (0,---,0,¢,,0,---,0) € (HY(Q))Y, 1 <r < N, sendo
¢, a r-ésima componente de ®" e tal que ¢, € C*(Q), obtemos por (2.0.17)

90, —
/ E%dOZO, Vo, € C(R), paracada r=1,...,N,
)

o que produz

0,
0 =0 qtp. em 092 Vr=1,...,N.
ov
Portanto,
8_@ =0 q.t.p. em 09
ov

e, pela regularidade de ©, obtemos

00

E—O €1 Q.
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1
Agora, se ||© 4 ¢®|| = 0 com ¢ # 0, entao © + ¢® = 0, ou seja, & = ——0O.
c

Dai, sendo © solugao de (2.0.12) segue que ¢ também o é e, como

k@ K(- :©) _K(©) _
H@P‘H_qu‘uav‘”
C

(2.0.13) também ¢ atingido em ®, o teorema esta provado. U

36
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Sistema tipo Landau-Lifshitz

O sistema de Landau-Lifshitz foi derivado do problema ferro-magnético por
Landau e Lifshitz em 1935. A teoria ferro-magnética afirma que abaixo de uma
temperatura critica, um corpo ferro-magnético suficientemente largo se quebra
em pequenas regioes uniformemente magnetizadas, separadas por estreitas ca-

madas de transigoes.

O sistema que vamos considerar, suplementado com a condi¢ao de fronteira de

Neumann homogénea, é dado por:

ou = Au+ |Vul> —{W, — (W, -uw)u} em QxIRT,

Ju n
= (U, Uy, ..., Uy) €S

sendo 2 C R” um dominio limitado com fronteira 99 de classe C*, W € C3(R™),
W(u) >0 parau € S™ ! (m>2)e

t

Wy = (0 W, 0u,W, ..., 8 W)".

Um

O sistema (3.0.1) se reduz ao sistema de Landau-Lifshitz para corpos homogéneos

num certo sentido e quando consideramos u € S2.

37
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(3.0.1) tem o seguinte funcional energia:
1
E(u) = / (§|Vu|2 + W(u)> dz. (3.0.2)
Q

s

Definicao 3.0.5 Uma solugao de equilibrio ou um equilibrio de (5.0.1) é

uma solucdao do sistema eliptico associado

Au+|Vul*> = {W, — (W, -u)u} =0 em Q,

ou
= (U, Uy, ... Uy) €S

O principal resultado deste capitulo afirma que qualquer solucao de equilibrio
nao-constante de (3.0.1) é instdvel quando € é convexo. Este é o conteudo do

seguinte

Teorema 3.0.8 Se €2 é convexo, entao qualquer solug¢ao suave nao-constante de

(3.0.3) € um equilibrio instavel de (3.0.1).

Prova. Suponha que u : Q — S™ ! C R™ ¢ uma soluciao suave nao-constante
de (3.0.3). Vamos provar que existe uma fungao teste tal que a segunda variacao
do funcional energia (3.0.2) em u toma um valor minimo. Isto é, u é instével.

Para qualquer ¢ € C* (ﬁ, Rm), defina

Assim, v, = (v

'Ui: Uz+580z i:l...m
T Ju(z) +ep(a)] o

d .
Calculando d—vz para cada 1 < ¢ < m, obtemos
€

pilu+ el — (u; + e)|u + | ! (Z(uj + 6%)%)

de °© |u+ ep|?
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Avaliando em ¢ = 0 e usando o fato de u € S™ !, ou seja, |u(z)] = 1 qualquer

que seja x € (), segue que

d T
—v = Qi — U Y Up;
de 5520 jzl R}
= i —u; (p-u),
para cada ¢ = 1,--- ,m. Dal,
d d d .,
— = | —w .., =0
de °|._, de °|._, Tde T |,
- (901 — U ((10 U), y Pm — Um (90 U))
= p—u(p-u)

Procedendo analogamente, temos

d2

V| = —lo|*u = 2(p - u)p + 3(p - u)u.

e=0

Também por cdlculos diretos, obtemos a segunda variacao K(¢) do funcional

energia (3.0.2), que é definida por

2

Aplicando jg a (3.0.2), obtemos

i
- Vol

d? | d
R = —
de? (ve) = /Q {i:l d

& d \(d , oW d*
4 P )k Y g
Z aulauk ( €v€> (dsvs) * Z Ouy, (v )d€21)5 ‘

k=1 k=1

2 . a2 .
+ ; V'UE : V<EU8)

Nesta demonstragao vamos usar as particulares fungoes teste:

p € C°((LR™), com ¢-u=0. (3.0.5)
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Para qualquer ¢ neste conjunto, a segunda variagao do funcional energia (3.0.2)

tem uma versao mais simplificada, dada por

d2

PR

= [ (190 = o7 + - W~ W) ) i

e=0

De fato, vamos avaliar (3.0.4) em € = 0. Lembrando que v € S™ !, o que significa

que Zui =1, segue que u - g—u = ( para cada j = 1,--- ,n. Entao,
:L‘.
k=1 J
d S dg e i &
]~ 05 Gl S+ 5 () w35 )
€ =1 €= =1 £=
E’”: W 0l _) d rd o] \"
— —
by '« Ouuy =07 \de °|__, de .,
L OW ?
kZ 0 (UE‘EZO)(d QUE) 5—0} o /
mas

I
AS)
a3
=
AN
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= oW 2 () ow )
d Z O (Ua\ao)(@ 5) » = Za—uk(u)(— o] uk)
k=1 € k=1
oW
= —\<P|228—uk(u)uk
k=1
= —|plWulu) - u

Y
£e=

. . d [ o' d? .
Em (1), (1), () e (x*x) computamos diretamente Ué‘e:ov de(@f)' ’ @vg
J e=0

usamos que ¢ - u = 0 e, além destes fatos, lancamos mao em (1) da relagao

Zwkax] N Zukﬁxj’
k=1 k=1
obtida ao aplicarmos — em ¢ - u = 0.
8xj
Logo,
d2
Klp) =75 E(ve) :/Q (IVel* = lelPIVul? + ¢ - W (u)p — oW (u) - u) dz.
e=0

Queremos encontrar uma fungao teste ¥ satisfazendo K(¥) < 0.
Para isto, vamos considerar o problema de autovalores para o operador linearizado

(auto-adjunto) em torno de u

LY = AV +2(Vu - VO)u+ [Vul’T = > 0, (u)
=1

m

+ ) (W W, () u+ (W () - ©)u+ (W (u) - u) T,

Lj=1
com U = (Uy,...,U,,). Isto é,

LY +pl =0 em ()

(3.0.6)

8_\If =0, V.-u=0, We(H Q)™
o |4q
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Sabemos (veja por exemplo [5]) que o método alternativo de caracterizar o primeiro

autovalor uy de (3.0.6) é o seguinte problema de minimizagao:

K(¥
(L2()m

Como, por hipétese, u é nao-constante, existe j tal que

Op,uZ0 em (3.0.8)

Note que u - d,,u = 0 (pois u € S™ '), podemos tomar entao
U = O, u
como funcao teste em (3.0.7). Dai, obtemos

()

M) (3.0.9)
11Ty

1 <

para qualquer ¥/ = 0.

Do fato que u - 9,;u = 0, seguem as seguintes relagoes
(1) Op,u - O, (|VulPu) = [Vul?|0y,ul?;

(i) Op,u- Op {(Wy - wu} = (Wy, - u)|0y,ul*;

(1) Y W, Ot = O, W,
=1
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Com efeito,

(i) Opu - Oy, (|Vulu) Z(%Jur %(ZZ(&IUS)QUT)

s=1 [=1

m n

- i axgur Z Z 2 8961“8 Up + axlus) axjuT}

s=1 1=1

n

= i i Z [2 a:cjurasmus U + <8$ju7’>2(amlus)2}

r=1 s=1 [=1

m n m

= 9 ZZ&;I%Z@ Uy UT+ZZ O, Us) 2 ml &CJUT

s=1 [=1 s=1 [=1

= Z Vug|* (0, ur)* = |Vul?0y,ul,

(ii) Opu- Op {(Wy - w)u} = Z Dyt O, (W - w)uty ]

_ Za%ur{ W, ), + (Wi, |

m

= Op;(Wy - u) Z@mjur Uy + i &Ejur

r=1 r=1

= (Wu-u)(105,ul* = (W - u)|[ W%,

(i) Op,Way, = 0,00, W =Y Wiy, 01

Usaremos as relagoes anteriores no seguinte calculo direto:
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E:KGW):

> / <\W‘|2 — VP 4> W W8] — (W, u>|\w‘|2) dr =
j=1

k=1
Z/ \Ifj-éyllljda—Z/{\I/j-A\I/j—k V|| 07 |?
j=1+09 j=179

= > W W + (W, - u>rW} d

k=1

- 1
-3 [, 5 ol

— Z Z/ {c%juk O, (Auk + | VulPup — W, + (W, - u)uk)} dx
Q

=1 k=1
1 2
— [ 28,8, uldo. (3.0.10)
a0 2 !

Aplicando o Lema (1.3.2) em (3.0.10), obtemos Z K(¥7) < 0 donde, juntamente
j=1
com (3.0.8) e (3.0.9), concluimos que p; < 0, pois

W71 < K(W7), V1<j<n,

— S P < ST K@) <o.
j=1 j=1

Se 11 < 0 o teorema esta provado. Suponhamos p; = 0.
Entéo, ¥/ = @, u, com W/ # 0, é um minimizante em (3.0.7), ji que ¥/ -u =0 e
p1 = 0 implica C(¥7) = 0. Ainda, ¥/ # 0 é uma solucao da equagao (3.0.6) com

u =0, isto é, satisfaz

LU =0 em
(3.0.11)
9,0 =0 em ON.

Observe que (3.0.11) também é satisfeita por ¥/ = 0. De (3.0.3) e (3.0.11), temos
que

du=0, 0,/Vu*=0 em 0.
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Defina

I'={z € 9Q | nenhuma curvatura principal de 02 se anula em z}.

Afirmacgao: T' é nao-vazio e relativamente aberto em 0.

De fato, como Q é um dominio limitado com fronteira C3 em R", 0 é uma
superficie (n — 1)-dimensional compacta orientdvel e sem bordo. Entao, pelo
Teorema (1.2.4) existe um ponto P € 052 tal que a Segunda Forma Fundamental
Sp é definida em P, ou seja, as curvaturas principais de 02 sao nao-nulas em P
donde vemos que I' é nao vazio.

Por continuidade, existe uma vizinhanca V de P em R" tal que Sp é uma forma
definida em 02 NV, de modo que seus autovalores, as curvaturas principais, tem
o mesmo sinal de Sp em Q2 N V. Assim, qualquer curvatura principal de 0f) é
nao nula em 9N NV, isto é, 92NV C I' e é um aberto de 02, provando que I" é
relativamente aberto em 0f).

Aplicando o Lema (1.3.4) a u, obtemos
Vu=0 em I'C 00

Usando o Teorema da Continuacdo Unica de Calderén (cf. [18], Capitulo 6) a

Oz;u, com 1 < j < n repetidamente, obtemos
IVu|=0 em Q.

Logo, u ¢é constante, contradizendo o suposto inicialmente. Portanto, u; < 0 e o

teorema esta provado. O



Capitulo 4

Sistemas de Reacao-Difusao com

Estrutura Anti-gradiente

Um sistema de reacao-difusao com estrutura anti-gradiente é um tipo de sistema
ativador-inibidor que consiste de dois sistemas gradientes acoplados de modo anti-
simétrico. Exemplos de tais sistemas sao o sistema difusivo de FitzHugh-Nagumo

e o sistema de Gierer-Meinhardt.

Considere os sistemas de reagao-difusao com m + n componentes da forma

Su; = CAu+ f(u,v) em QxIRT,

Tv; = DAv + g(u,v) em Qx RT, (4.0.1)
ou ov n
\ % =0= % em 00 xR ;
sendo u(z,t) = (ug, - ,um) e v(z,t) = (v1,- -+ ,v,)", Q um dominio limitado em

RY com fronteira suave, a derivada normal exterior em 02, S e C' matrizes

ov
de ordem m simétricas positivas definidas, T" e D matrizes de ordem n simétricas
positivas definidas.

Assumimos que os termos nao-lineares f = (f1, -+, fm)' : R™™ — R™ ¢ g =

(g1, ,gn)t : R™T™ — R" s30 expressos por

46
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flu,v) =+V, H(u,v) e g(u,v)=-V, H(u,v)

para alguma funcao H : R™"" — R de classe C3, sendo V, e V, operadores

gradiente com relacao a u e v, respectivamente, isto é,

J o\ 0 0\
Vu-_(a_ul?”'aﬂ>a VU_(a_Ul”a_Un)

Neste caso, dizemos que o sistema (4.0.1) tem estrutura anti-gradiente.

Definicao 4.0.6 Uma solugao de equilibrio ou um equilibrio

(u,v) = (p(z),¥(z)) de (4.0.1) € uma solugdo do sistema eliptico associado

(

CAp+ f(p,) =0 em €,

DAY +g(p, ) =0 em (), (4.0.2)
dp 8_1/1
kau—o—ay em  Of).

Quando v é substituida por ¥ (z) e fixada na primeira equacao de (4.0.1), temos

o sistema para u

Su; = CAu+ f(u,p) em QxR
(4.0.3)
ou

— =0 em O00xR".
ov

Analogamente, quando u é substituida por ¢(x) e fixada na segunda equagao de

(4.0.1), temos o sistema para v

Tv; = DAv + g(p,v) em QxIRT,
(4.0.4)
Jv

— =0 em O00xR".
ov

O operador linearizado em torno de ¢ associado a (4.0.3) definido em [H*(Q)]™ é

A:=CA+ f,, (4.0.5)
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sendo f, = fu(p,¥) a matriz simétrica m x m dada por

of; 0*H .

Da mesma forma, o operador linearizado em torno de v associado a (4.0.4)
definido em [H(Q)]" é
B := DA + g, (4.0.6)

sendo g, = g,(¢, 1) a matriz simétrica n x n dada por

o vv g ((%j) ( 8%87@) ’ =hi=n

O problema de autovalores linearizado em torno de ¢ associado a (4.0.3) é

Au=ASu em €
4.0.7
ou ( )

%:O em Of),

e o problema de autovalores linearizado em torno de 1 associado a (4.0.4) é

Bv=ANlv em

(4.0.8)
ov
— =0 em Of.
ov

Algumas propriedades dos problemas (4.0.7) e (4.0.8) sdo dadas no préximo teo-
rema e suas demonstragdes podem ser encontradas em [21].

Introduzimos as seguintes notagoes

<CVU, VU> = Z cz-jVu,» . VU]'

3,7=1

(DVv, Vo) = Z di;Vv; - Vv,

ij=1
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Teorema 4.0.9 (i) Os autovalores de (4.0.7) sao reais. Além disso, existe um

autovalor maximal \* com multiplicidade finita que € caracterizado por

/ {— (CVu,Vu) + f, uu} dx
A= su £
p

uelH (] / Su - u dx 7
Q

e o supremo € atingido por uma autofuncdao de (4.0.7) associada a \".

(ii) Os autovalores de (4.0.8) sao reais. Além disso, existe um autovalor maxi-

mal AU com multiplicidade finita que é caracterizado por

/ {— (DVv,Vv) 4+ g, v - v} dx
AU = Q
= sup

velHH Q)] / To v de ’
Q

e o supremo € atingido por uma autofuncdo de (4.0.8) associada a \°.

Note que A" depende de S mas seu sinal nao e, similarmente, A\¥ depende de T

mas seu sinal nao, pois S e T' sao matrizes simétricas positivas definidas, o que

garanteque/Su-udw>0e/TU-vda:>0.
Q Q

Defini¢ao 4.0.7 (i) Dizemos que uma solugcdo de equilibrio u = ¢ de (4.0.3)

¢ linearmente estavel se \* < 0 e linearmente instavel se A\* > 0.

(ii) Dizemos que uma solu¢ao de equilibrio v = 1 de (4.0.4) € linearmente

estavel se \V < 0 e linearmente instavel se \? > 0.

Seja (p,1) uma solugao de (4.0.2). Sabemos que a estabilidade de (u,v) =
(, 1) como solugao de equilibrio de (4.0.1) pode ser determinada pela andlise do

problema de autovalores

CAu+ f, u+ f, v=ASu
(4.0.9)

DAv+ g, u+ g, v=NTv
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em () sob condicoes de fronteira de Neumann homogénea, com f,, fo, Gu, 9o,
calculadas em (¢, 1)).
Vamos reescrever (4.0.9) na forma

Au+ f, v = ASu
(4.0.10)

Bv + g, u= \Tv

sendo A e B definidos por (4.0.5) e (4.0.6) e f, = fu(p,¥) e gu = gulp, ).
Note que o autovalor A pode ser complexo e a autofuncao (i, 1) pode ter valores

complexos, devido ao fato de problema (4.0.10) nao ser auto-adjunto.

Defini¢ao 4.0.8 Dizemos que (u,v) = (p,1) € linearmente estavel como
solugdo de equilibrio de (4.0.1) se para algum § > 0, os autovalores de (4.0.10)
satisfazem Re(\) < =0, isto €, tém partes reais estritamente menores que —9,
para algum § > 0.

A solugao de equilibrio (u,v) = (p,1) € linearmente instavel se existe algum

autovalor de (4.0.10) com parte real positiva.

Um fato conhecido é que solugdes de equilibrio linearmente estaveis (resp. in-

staveis) sao estdveis (resp. instaveis) no sentido de Lyapunov (veja por exemplo
[11]).

Observagao 4.0.1 Yanagida demonstrou em [21] que se (@, 1)) € uma solugao de
(4.0.2) e uw = ¢ € uma solugao de (4.0.3) linearmente instdvel (ou seja, se \* > 0),
entao para cada S fizada, se ||T~|| € suficientemente pequeno, (u,v) = (p,1) é
uma solugdo de equilibrio linearmente instdvel de (4.0.1). O mesmo vale mutatis

mutandis para v = 1.

No Capitulo 2 (cf. também [9] e [14]), vimos que sistemas de reac¢ao-difusdo com
estrutura gradiente em dominios convexos tem a propriedade que qualquer solucao
de equilibrio espacialmente nao-homogeénea, isto é, nao constante é linearmente
instavel. A mesma propriedade se verifica para sistemas de reagao-difusao com
estrutura anti-gradiente em dominios convexos, o que ¢ a parte principal deste

capitulo e passamos a ver agora.
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Teorema 4.0.10 Seja Q@ C RN um dominio convexo com fronteira C2. Se (o, 1))

¢ uma solucao de (4.0.2) espacialmente nao-homogénea, entao \* > 0 ou AV > 0.

Prova. Para u € [H(Q)]™ e v € [H(Q)]", defina

Temos que

J“(pa;)

S (a;)

De fato,

J4(u) :/Q{— (CVu, V) + f, uu} dz

J(v) = /Q {— (DVv,Vv) + g, v- v} dzx.

/Q{_ <Cv901’j7v90fvj> + fu Pa; 'QOzJ} dx

0
. iy 0 J J J
(4.0.11)

/g; {_ <Dvwm]~, Viﬂx]) + gv|¢x]~’2} d

0
- / Dy, - Ly do + / (DAG, + guitn,) - o, do.
o0 7 Ov Q ‘ ‘

(4.0.12)
/—(C’Vgowj,v%j) dr = /— (Z cingoij -V@ij) dx
Q Q i k=1
S ik 9 i &
- Z Cik Apy, o, dr — oy Pz P do
ik=1 & o0 oV

Como

_ ) 7 k o ) i k
= /Q E CiApy, Py, dv /a . g Cikzy > Py P do.
ik=1 ik=1



Capitulo 4: Sistemas de Reacao-Difusao com Estrutura Anti-gradiente 52

/Q Z CikASOij sﬁfcj dr = /Q ZZcikAgoij (p];j dr

i k=1 k=1 i=1

C & simétrica Z <Z crilAp’ j) @];j dx

@ p=1 \i=1

= [ crvs v da
Q

e
i k=1
entao
/—(CVgoxj,Vgpxj> dx:/CAcpr On; da / Cpa, Pu, do,
0 Q a0 0
donde

0
Ju(@z]) = /QCAQOQJJ CPx; — /6(2 C(p:rj : %901] do +/qu Pr; P, dx

0
59 i op T q J J J

o que prova (4.0.11). De forma inteiramente andloga prova-se (4.0.12).

Agora, (4.0.2) ¢é equivalente a

( m
> b+ filp) =0 em Q  (1<i<m)
k=1
(4.0.13)

ZleAquLgl(gp,@b):O em () (1<1<n).
r=1

0
Aplicando — na primeira equagao de (4.0.13), pela Regra da Cadeia obtemos

3xj
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5]2 89% =~ 0 f; O
= ik A ;
=S eusd + 3 B 4 3 22
= CASOm]- + fU(907 1/’)90%- + fv(Qpa 1/))¢mj>
. 0 .
e, analogamente, aplicando 7. na segunda equagao de (4.0.13), segue que
Zj
DAYy, + gu(0, V) pa; + Gu(p; V) Ya; = 0,
ou seja,
CApy, + fube; + Johz; =0 em €,
(4.0.14)
Dwa] + GuPx; + gv¢xj =0 em £
Dali,
(CASDJ:] + fugpw]) * Pa; + (DAT/J% + g”lﬂvaj) ’ ,QZ)J:J- = _fv¢xj Py — Gufx; - ¢xj =0

em 09, ja que f, = —g’. Logo,

() + I (V) = /Q {(CAtpzj + fua;) * Pa, + (DAY, + guths,) ~2/1xj} dz

0 0
— o —Qp. + DUy - —, » do.
/BQ {OSOZ'J ay@xj + ¢$] ayw.l‘ﬂ} o

0 0
S 2 4Dy, Ly, L do
/8 . {C(px] e Pz; + Dhg; ayw%} do

Somando em 7,

N

. 9 9
; {J (prj) +J (d@)} = _/BQZ {C(pwj ’ 5903:]' +D¢x]~ ’ 5%} do.

J=1

Mas, como
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N 0 N m m 9
_21/89 OSOxj . %‘Pocj do = —/ ZZ (Zcrsgpij)%SO;j do
j=

e de modo semelhante
N
~> | Dy, 83%], do = —% §<Dv¢, V) do,
=1 Jon v oq oV
vemos que
al 1 0
Z {J“(goxj)—l—J”(wxj)} =3 /asz 5{((]ch, V)+{(DV, Vi) } do. (4.0.15)
j=1

Da convexidade de €2 e da condicao de fronteira Neumann homogénea, segue que

(cf. [21))

g(CVgO,V@ <0 e §<Dw,v¢> <0 em Of). (4.0.16)
v v

Suponha que A* < 0 e A" < 0. Entao, para ¢, # 0 e 9, # 0, pelo Teorema
(4.0.9)(i),(i7) temos

/Sgom] ' QOQ:]- dx /S@m] ' ¢mj dx
Q Q

T(e) /Q{ PV, V) 90 Oy '%} " <AV <0

[ 700, da [ 70, o

)
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o que implica que

pois S e T sao matrizes simétricas positivas definidas, o que garante

/Sapxj-gpzj dx>0e/T@/ij-1/1xj dz > 0.
Q Q

Logo,

Jpe) <0 e J(4,) <0,  Vj=1,--- N. (4.0.17)

Mas (4.0.16) implica que o lado direito de (4.0.15) é ndo-negativo e langando méao

de (4.0.17) vemos que
J"(pz;) =0 e J'(y) =0, VYj=1,---,N.

Assuma que ¢,; Z 0 para algum j.
Ju(@:ﬁj)

/ Sgpx] : (pxj dx
Q

Como = 0, entao ., maximiza o problema

. /Q{— (CVu,Vu) + f, u- u} dx

uelH (@)™ / Su - u dx
Q

e assim, pelo Teorema (4.0.9)(¢), u = ¢,, ¢ uma autofungao de (4.0.7) associada

(pfﬂj

£y = (0 em 0f).

ao autovalor \* = 0, de modo que ¢, satisfaz

Agora, como € é um dominio limitado com fronteira C® em RY, 0Q ¢é uma
superficie (N — 1)-dimensional compacta orientavel e sem bordo. Entao, pelo
Teorema (1.2.4) existe um ponto P € 052 tal que a Segunda Forma Fundamental
Sp é definida em P.

Por continuidade, existe uma vizinhanca V de P em R¥ tal que Sp é uma forma
definida em 92 N}V, de modo que seus autovalores, as curvaturas principais, tem

o mesmo sinal de Sp em 02N V. Assim, qualquer curvatura principal é nao nula
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em 0QQN V.
Temos

0r; =0 em 9NV,

3gox,:O em 002NV,
ov’™™

e pelo Lema (1.3.2) vemos que
Ver =0 em 00NV, 1<k<m.

Combinando estes fatos juntamente a (4.0.7) com A = 0, segue que

(

CApy, + fupe; =0 em

0z, =0 em 90NV,

0P,
\ 81/

=0 em 00NV.

Assim, pelo Teorema da Continuagao Unica de Calderén (cf. [18], Capitulo 6),
obtemos ¢, = 0 em (2, uma contradicao.

Assim, provamos que se A* <0 e A\” <0, entao ¢,; =0 paracada j=1,---, N,
ou seja, ¢ ¢é constante.

Procedendo da mesma forma, podemos concluir que ¥ tem que ser constante se
supusermos A\* < 0 e A\’ < 0.

Portanto, se (p,1)) é espacialmente nao-homogénea entdo A* > 0 ou A > 0 e o

teorema esta provado. O

Corolério 4.0.2 Seja Q2 C RY um dominio convexo com fronteira C3. Se (o, 1) é
uma solugao de (4.0.2) espacialmente nao-homogénea, entdo (p, ) € um equilibrio

instavel de (4.0.1) no sentido de Lyapunov para certas S e T.

Prova. Suponha que (¢, 1) é uma solugao de (4.0.2) espacialmente nao-homogénea.
Entao, pelo Teorema (4.0.10) temos A* > 0 ou AV > 0 e, pela Observagao (4.0.1),

segue que (g, 1) ¢ uma solugao de equilibrio linearmente instavel de (4.0.1) para
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certas S e T satisfazendo ||[S™!|| e ||T~!|| suficientemente pequenos.
Portanto, (¢,%) é um equilibrio instavel de (4.0.1) no sentido de Lyapunov para

tais S, T, e o corolario esta provado. ([l



Apeéendice A

Solucoes Instaveis em Quaisquer

Dominios

Sabemos que as fungoes dadas por

cos 7y
U= ( ) w(x), 0<~vy<2m, (1.0.1)

sin 7y
com w(x) solugdo da equacao de reagao e difusao escalar

Aw+(1—w )w=0 em Q,
(1.0.2)
ow

520 em 0f),

sao solugoes de (2.0.2).

De fato,

AU + (1 . |U|2)U

o8
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_ C'OS”y Aw(z) (- W) Cf)sv w(x)
siny Aw(x) siny w(z)

siny Aw(zx) + siny w(z) — w’(z) siny

)

cos 7y (Aw(m) + [1 — w?(z)]w

)

cosy Aw(z) + cosy w(z) — cos*y)

sin 7y (Aw(x) + [1 —w?(x)]w
qualquer que seja x € 2 e

o [ cosy w(x) v
v siny w(x) : 0 0
para todo x € 0f).

Matano foi o primeiro a demonstrar em espacos de dimensoes elevadas a existéncia

de solugoes estaveis nao-constantes de

% =Aw+(1-wHw em QxR",
(1.0.3)
ow +
=0 em OJ0OxR",
v

em dominios nao-convexos, por exemplo, em dominios do tipo “ dumbbell-shaped”
ou “ osso de cachorro” (cf. [16]).

No entanto, quando se trata de sistemas, isto pode nao ocorrer. Vamos demons-
trar que as solugoes do sistema (2.0.2) dadas por (1.0.1) e (1.0.2) sao instaveis
em qualquer dominio €2 C R” com fronteira suave, isto é, as solucoes dadas por

(1.0.1) e (1.0.2) sao instaveis independentemente da geometria de €.
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Teorema A.0.11 Seja 2 C R™ um dominio com fronteira suave. Entao, qual-
quer solu¢ao nao-constante de (2.0.2) dada por (1.0.1) e (1.0.2) é um equilibrio
instdvel de (2.0.1).

Prova. Seja

Cos 7y
U= w(x), 0<~vy<2m, (1.0.4)
sin 7y

uma solugdo nao-constante dada por (1.0.1) e (1.0.2).

O operador linearizado em torno de U é dado por

2 cOS 7y sin
LP = AP+ (1 —w’(@))P — 20%(z)| 7 TR p

) cosysiny  sin?xy (1.0.5)

P:(p,q)tED(L):{PG[HQ(Q)]Q ‘ %P:O em 89}.

\
Através da transformacao

~ ~ cos —sin ~
P+—— P:=R(y)P = i v P

9

siny  cosvy

o problema de autovalores

LP+ AP =0

é equivalente ao problema de autovalores dado por
LP+ AP =0,

com

LP = AP + (1 — w*(2))P — 2u*(x) P,

De fato, por (1.0.5),
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L(R(71)P) = AR(Y)P) + (1 —w(x))R(7)P

cos2y  cos7ysiny -

— 2u?(x) R(v)P,
coS 7y sin 7y sin2 v
donde
~ ~ ) ~ ) cosy 0 |~
LR P) = R(VAP) + (1 —w(2))R() P — 2w(x) :
siny 0
e assim
~ ~ ) ~ ) 10|~
R LR()P) = AP) + (1 — w?(2)) P — 2w’ () P
0 0
Dai, definindo LP = [R(7)]~! L(R(y)P), obtemos
- - 1 0 |~
LP = AP + (1 — w?(x))P — 2w*(z) P,
0 0
\ D(L) = D(L)
LP ainda pode ser escrito na forma
- Lip AD + (1 = 3w?*(z))p
I R B (1 —3w*(z))p (1.06)

Loi A+ (1 —w(z))q

Agora, como w(z) nao-constante satisfaz (1.0.2), P = (0, w(z))" é um autovetor
correspondente ao autovalor zero de L e, com isso, w(z) é um autovetor corre-
spondente ao autovalor zero de L,. Mas sabemos que o menor autovalor de Lo

¢ simples e tem uma autofuncao correspondente positiva (cf. argumentos em [7],
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Teorema 8.38, p. 214).

Assim, se zero nao é o menor autovalor de Lo, entao existe um autovalor A < 0
de Ly e, desta forma, existe § £ 0 tal que Log + Ag = 0. Isto implica que (0,7)"
é um autovetor associado a A < 0, de modo que A é um autovalor de L negativo
o que implica que U ¢ instavel (cf. [8], Teorema 5.1.3, p. 102) e o teorema fica
provado.

Logo, se zero é o menor autovalor de Ly entao w é positiva.
Afirmacao: A tnica solugao positiva de (1.0.2) é w = 1.

Com efeito, vemos em [3] que qualquer solugao de (1.0.3) com dado inicial L>

permanece assintoticamente em
By = {(u,v) € L] | wd(z) +v*(x) <1, Vae Q}

ou seja, qualquer solucao z de (1.0.2) satisfaz |z(x)| < 1, para todo = € Q.

Seja w solugao de (1.0.2) com 0 < w(x) < 1. Considere z = ¢, com 0 < £ <

mingeq w(z). Temos:

AU+ (11— )w=0 em Q,
Ac+(1—-€%e>0 em Q
ow=0 em 01,
Oe=0 em O

Assim, comparando w e €, pelo Teorema (1.3.4) segue que
w<e¢ em ).

Dai, se w # 1, existe xy € €2 tal que w(zg) < 1 e, deste modo,

sy < s
glelgrzlw(x) <w(xg) <e < I§1€1§121w($),

o que é um absurdo. Logo, w = 1, isto é, a tnica solucao positiva de (1.0.2) é

w = 1 e a afirmacao esta provada.
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Combinando os fatos acima vemos que w = 1, o que contradiz a hipdtese de U
ser nao-constante.
Portanto, qualquer solu¢ao nao-constante de (2.0.2) dada por (1.0.1) e (1.0.2) é

uma solugao de equilibrio instavel de (2.0.1) e o teorema esta provado. 4
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