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Resumo

Considere duas superficies fechadas, conexas, X e Y, inteiros n > 0 e d > 2,
e para ¢ = 1,...,n uma parti¢do (d;;)j=1,..m, de d. A 5-upla (X,Y,n,d, (d;;)) é o
dado de ramificacao de um candidato a recobrimento ramificado.

Em muitos trabalhos discute-se quando um dado de ramificacao pode ser re-
alizado por um recobrimento ramificado f : X — Y de grau d, com n pontos de
ramificacao e graus locais na pré-imagem dos pontos de ramificagao dados por d;;.

Hurwitz estabeleceu uma equivaléncia algébrica para este problema geomé-
trico, esta equivaléncia tem sido utilizada para tratar do tema. Neste trabalho
apresentamos a definicao de dessin d’enfant, um grafo na superficie X, relacionado
com um recobrimento ramificado e utilizamos esta ferramenta para obter condigoes
que estabelecem quando um dado de ramifica¢do é excepcional (ndo pode ser re-
alizado). Abordamos também uma versao alternativa para a definicdo de dessin

d’enfant, mais completa.



Abstract

Given closed connected surfaces X and Y, integers n > 0 and d > 2, and for

i =1,...,n partitions (d;;)j=1,..m; of d. The 5-tuple (X,Y,n,d, (d;;)) is called the

branch datum of a candidate branched covering.

Many works discuss when a given branch datum can be realized by a branched
covering f : X — Y of degree d, with n branching points and local degree in the
pre-images of branching points given by d;;.

Hurwitz has established an algebraic equivalence to this geometric problem,
this equivalence has been used to treat the subject. In this dissertation we define
dessin d’enfant, a graph on the surface X, related to a branched covering and use
this tool to obtain conditions for a given branch datum be exceptional (i.e. can
not be realized). We also define an alternative and more explicit version for the

definition of dessin d’enfant.
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Introducao

Considere duas superficies fechadas, conexas, X e Y, inteirosn >0ed > 2, e
parad = 1,...,n uma particao (di;)j=1,..m, de d. A 5-upla (X,Y,n,d, (d;;)) é o dado
de ramificacao de um candidato a recobrimento ramificado. Para a existéncia de
tal recobrimento, existem algumas condigoes necesséarias em termos de y(X), x(Y),
orientabilidade, grau total e grau local dos pontos de ramificacao.

O Problema de Existéncia de Hurwitz é um problema classico que questiona
quando essas condicoes também sao suficientes. Existem varias maneiras equiva-
lentes de se formular esse problema bem como varias técnicas desenvolvidas, com o
passar do tempo, para tentar soluciona-lo. O tnico caso que ainda permanece em
aberto é quando Y é a esfera e é neste caso também que aparecem as excegoes.

Hurwitz reformulou o problema em termos de permutacoes e esta é a fer-
ramenta classica para a abordagem do mesmo. Uma outra técnica recentemente
abordada por [7], é a no¢ao de dessin d’enfant. Ela foi introduzida dentro do estudo
de aplicacoes algébricas entre superficies Riemannianas e remonta a Grothendieck.
Essa ¢ uma técnica que nao havia sido empregada diretamente antes pra resolver o
problema em si.

Neste trabalho apresentamos a definicao de dessin d’enfant e nos utilizamos
desta ferramenta para obter condicoes que estabelecem quando um dado de rami-
ficagdo é excepcional (ndo pode ser realizado). Abordamos também uma versao
alternativa para a definicao de dessin d’enfant, mais completa.

O desenvolvimento dos capitulos deste trabaho é feita do seguinte modo:

No primeiro capitulo apresentamos as defini¢oes bésicas, notagoes e exemplos

vii



das ferramentas que utilizaremos.

O capitulo 2 é composto de resultados previamente conhecidos e que sao en-
contrados em [2] e [5]. Em [4] o autor também trabalha com resultados semelhantes.
Em particular, é neste capitulo que aparece o Teorema de Hurwitz.

Por fim, no capitulo 3 apresentamos resultados baseados em |7] e [3| que forne-
cem condicoes para dizer quando um dado compativel é realizavel por algum recobri-

mento ramificado. Outros trabalhos que tratam de realizabilidade de recobrimentos

ramificados sao [1], [8] e [9].

viil



Capitulo 1
Pré-requisitos

Neste capitulo apresentamos as definicoes bésicas, notacoes e exemplos das

ferramentas que utilizaremos durante todo o trabalho.

1.1 Recobrimentos Ramificados

Definicao 1.1.1. Um recobrimento ¢ uma aplicacao f : X — Y, onde X e Y sao
espacos topoldgicos, f € sobrejetora e, para cada p € Y, existe uma vizinhanga aberta
de p, U, C Y, tal que f~1(U,) pode ser escrita como unido disjunta de conjuntos
abertos V, C X e a restrigao de f a V, € um homeomorfismo de V, em U,.

X € chamado de espaco de recobrimento e Y de espaco base.



Exemplo 1.1.2.
f: R - St

t = e27rit

Figura 1.1: Recobrimento tendo como espago de recobrimento a reta real, R, e como

espaco base a esfera, S'; observe que cada p € S! possui infinitas pré-imagens.

Neste trabalho, sempre que nos referirmos a um recobrimento f : X — Y,
faremos uso da Defini¢ao 1.1.1 colocando X e Y como sendo superficies fechadas

(isto &, compactas e sem bordo) e conexas.

Exemplo 1.1.3. [T — K

-~

»
Figura 1.2: Recobrimento tendo como espac¢o de recobrimento o toro, 7', e como

espaco base a garrafa de Klein, K’; observe que cada p € K possui duas pré-imagens.

Definicao 1.1.4. Um recobrimento ramificado € uma aplicacao f : X — Y, onde

X eY sao superficies fechadas conexas, tal que, para cada v € X, existe um aberto



U, com x € U, de modo que a restricao de f a U, se comporta localmente como a

aplicagcio C > 2+ 2F € C para algum k € Z, k > 1.

Exemplo 1.1.5. Seja f : S? — S? e considere a esfera S* centrada na origem
0 € R3. Geometricamente, podemos descrever f como a aplicacdo que associa cada
curva que dd uma volta num circulo da S* de altura no ponto (0,0,t),t € (—=1,1), a

uma curva que dd trés voltas no mesmo circulo da S®.

Figura 1.3: Recobrimento ramificado tendo como espago de recobrimento e espaco

base a esfera, S2.

Observemos que a aplicacao f : S? — S? do exemplo 1.1.5 é um recobrimento
ramificado pois os polos, PN e PS, nao possuem trés pré-imagens como todos os
outros pontos da esfera. Se considerarmos f : S?\ {PN, PS} — S?\ {PN, PS}

teremos um recobrimento nao-ramificado.

Definicao 1.1.6. Considere k € Z como na Defini¢ao 1.1.4. Se x € X € tal que
k > 1, dizemos que f(x) é um ponto de ramificagcdo e o inteiro k é o grau local do

recobrimento.

Notemos que cada z € f~'(z;), onde z; é ponto de ramifica¢ao, ¢ isolado.

Deste modo, cada ponto de ramificagao também ¢é isolado e temos um nimero finito,



que denotaremos por n, de tais pontos.

Defini¢ao 1.1.7. Consideremos o conjunto R = {x; € Y;x; é ponto de ramifica¢ao}.
= flxy-1ry: X\ (R) = Y\ R € um recobrimento e o numero de pré-imagens

€ constante e finito, denotado por d e chamado grauw do recobrimento.

Com essa definicao, vemos que o Exemplo 1.1.3 é um recobrimento de grau 2

e o Exemplo 1.1.5 é um recobrimento de grau 3.

Definicao 1.1.8. Se o i-ésimo ponto de ramificacao em Y possui m; pré-imagens,

os graus locais (dij)j=1,..m; desse ponto nos dao uma parti¢io de d, com d;; > 1 e
m;

> di;=d.

j=1

Definicao 1.1.9. Suponhamos dados as superficies fechadas conexas X eY, inteiros
n>0ed>2ce parai = 1,...,n, uma particao (d;;)j=1,..m, de d. A 5-upla
(X,Y,n,d,(d;;)) serd chamada dado de ramifica¢do ou dado de recobrimento de um
candidato a recobrimento ramificado.

Para tal dado, sempre associaremos o inteiro n =mq + ...+ m,.

Exemplo 1.1.10. (T,RP? 5,8, (4,4);(3,1,4);(5,3);(2,2,2,2):(2,3,3)) € um dado
de ramificacao de um candidato a recobrimento ramificado do toro, T, no plano
projetivo, RP?, que possui n = 5 pontos de ramificacio, grau d = 8 e . = 2+ 3 +
2444 3.

1.2 Problema de Existéncia de Hurwitz

A seguir apresentamos uma definicao que nos diz quando um dado de ramifi-
cagao é compativel. A maioria dos itens desta definicao decorrem do fato de que se
tirarmos os pontos de ramifica¢ao e suas respectivas pré-imagens de um recobrimento

ramificado, o resultado ainda serd um recobrimento, porém nao-ramificado.

Definicao 1.2.1. Um dado de ramificacao é compativel se as sequintes condigoes

sao satisfeitas:



(1) x(X) =n=d.(x(Y) = n);

(2) n.d—n € par;

(8) SeY € orientdvel, entao X € também orientdvel;

(4) SeY € nao-orientdvel e d € impar, entao X € também nao-orientdvel;

(5) Se Y € nao-orientdvel mas X € orientdvel, entao cada particao (d;j)i=1,.. m,

de d refina a parti¢ao (d/2,d/2). (Note que d é par pela condigcao (4).)

Definicao 1.2.2. Um dado (X,Y,n,d, (d;;)) € realizdvel se existir um recobrimento

ramificado tendo-o como dado de ramificagao.

Definic¢ao 1.2.3. Um dado de ramificacao € excepcional se ele for compativel, mas

nao for realizavel por nenhum recobrimento ramificado.

Surge assim, uma questao: quando um dado de ramificacao compativel é rea-
lizavel por algum recobrimento ramificado?

Essa pergunta é conhecida como o Problema de Existéncia de Hurwitz. Exis-
tem varias maneiras equivalentes de se formular esse problema bem como varias
técnicas desenvolvidas, com o passar do tempo, para tentar soluciona-lo. A ferra-
menta cléssica foi o proprio Hurwitz quem introduziu, reformulando algebricamente
um problema geométrico em termos de permutacoes.

No capitulo 3 apresentaremos alguns resultados que respondem geometrica-

mente & essa questao para certos casos especificos.

1.3 Dessins d’Enfants

Definicao 1.3.1. Um dessin d’enfant em uma superficie fechada conexa X € um

grafo D C X onde:

(1) Para algumn > 3, o conjunto de vértices de D se decompde como ViLI. . .UV,

e o conjunto de arestas de D se decompoe como Fy U ... U FE, o;



(2) Parai=1,...,n—2 cada aresta em E; une um vértice de V; a um de Vi41;

(8) Para i = 2,...,n — 2, cada vértice de V; possui grau par e ao redor dele se

encontram, alternadamente, arestas de E;_1 e arestas de E;;

(4) X \ D consiste de discos abertos.

Definicao 1.3.2. O comprimento dos discos em X \ D € o nimero de arestas que

delimitam a fronteira dos discos (com multiplicidade).

Exemplo 1.3.3. .

<

V12

\

Figura 1.4: Dessin d’enfant no toro. (Este dessin d’enfant seré, mais adiante, asso-

ciado ao dado de ramificagao (T, 5%, 3,8,(2,2,2,2),(3,5), (5,3))).

v
v

Definicao 1.3.4. Um dessin d’enfant completo em uma superficie fechada coneza

X éum grafo D C X, onde:



(1) Para algum n > 3, o conjunto de vértices de D se decompoe como ViU. ..UV,

e o conjunto de arestas de D se decompoe como Ey U ... UFE, _1;
(2) Parai=1,...,n—1 cada aresta em E; une um vértice de V; a um de Vi41;

(3) Para i = 2,...,n — 1, cada vértice de V; possui grau par e ao redor dele se

encontram, alternadamente, arestas de F;_1 e arestas de F;;

(4) X \ D consiste de discos abertos.

Exemplo 1.3.5. .

=

& & ©

Figura 1.5: Dessin d’enfant completo no toro. (Este dessin d’enfant
completo também serd, mais adiante, associado ao dado de ramificagao

(T,5%3,8,(2,2,2,2),(3,5), (5, 3))).



Capitulo 2

De Dessins d’Enfants para

Permutacoes e Vice-Versa

Neste capitulo introduzimos alguns resultados basicos que sao demonstrados
em [2] e [5]. Como concentramos nosso trabalho em dessins d’enfants, optamos por

nao demonstra-los.

Seja (X, Y, n,d, (d;;)) um dado de ramificagdo de um recobrimento ramificado
f,onde Y = Y UB é uma superficie conexa e localmente conexa por caminhos (logo
conexa por caminhos), Y é uma superficie sem bordo e as componentes conexas de B,
o bordo de Y, sao homeomorfas a S! ou a R; X & uma superficie nao necessariamente
conexa; R = {x; € Y;z; é ponto de ramificac¢ao}, Y =Y \R,i=1,....,.nej =
1,...,m;. Considere V,, uma vizinhanca de z; tal que f restrita as componentes
conexas de f~1(V,,) é do tipo z — 2%i; V, = V,, \ R.

Seja z € Y. Como Y & conexo por caminhos, existe um caminho v; que une 2
a r;, onde z; € \A/xl Seja o, um lago em \A/xl com ponto base Z; e considere {v/} a
classe de homotopia do caminho v} = v;.a,,.v;*. Considere também {w;} a classe
de homotopia do caminho w} = w,.{C}.w; ", onde w, é um caminho em Y e é tal
que wy(0) = 2, wy(1) = 2, (¥, € CY € B, C'9 componente conexa de B homeomorfa

a S, e para todo t € (0,1) temos w,(t) € Y.



Com as notagoes acima, temos:

Teorema 2.0.6 (Hurwitz). ' Um dado de ramificagio (X,Y,n,d, (d;;)) € realizdvel

se, e somente se, € possivel definir o homomorfismo

Uom(Y,2) — Sy
{viy = on
{w:;} = A
onde o conjunto dos comprimentos dos ciclos dados pela decomposicao unica das

permutacoes 0., e N\, decrevem a ramificagcao sobre x; e C9, respectivamente.

Mais ainda, X € conexo se, e somente se, a acao que corresponde a ¥ €

transitiva.

Observacao 2.0.7. Dado um dessin d’enfant D, com notacdao como na defini¢cao
1.3.1, correspondendo a realizagao de um dado de ramificagio (X, S? n,d, (d;;)),

podemos construir permutagoes correspondendo a mesma realiza¢ao, como seque:

o @

o Enumere as arestas de I; comoe; . .. , comegando de um modo arbitrdrio

para Eq e de modo que para v > 2, ao redor de cada vértice de V;, cada aresta

e ¢ sequida pel ta e i :
i gU’L a pe a aresta €i_1 cCom O mesmo numero 5

e Parai < n—2cek € {l,...,d} selecione o vértice de V; no qual el(-k) estd
(%)

ligado e defina 7;(k) como sendo h tal que o prézimo e;”’ ao redor do vértice é

RON

1 )

e Para k € {1,...,d} selecione o vértice de V,_1 no qual eik_)Q estd ligado e

(*) (h)

defina 7,_1(k) como sendo h tal que o prézimo e, , ao redor do vértice € e, .

Lembremos que X estd orientada e observemos que os sequintes fatos sobre
(h)

a aresta e;’ sao necessdrios para definir 7;(k): para i = 1, esta aresta vem logo

depois de egk), enquanto que para 1 =2,...,n— 2, existe a aresta eglj)l situada entre

elas. Observemos também que a aresta 6,(1}22 quando usada na defini¢io de 7,—1(k)

. k
novamente vem logo depois da eg_)Q.

Wer 2] e [5]



Para descrever a correspondéncia oposta, dados Ty, ..., T,—1 € Sq, construimos

um grafo D(7y,...,Tn_1) com vértices Vi U ... U V,_1, onde V; é o conjunto dos
ciclos de 1;, eparat=1,...,n—2 e k=1,...,d uma aresta egk) une os ciclos de
T; € Tir1 0 qual contém k. Observe que D(1y,...,T,_1) € conexo se, e somenle se,
< Ti,...,Tn_1 > € transitivo. Deste modo, usaremos as permutacoes para construir

lacos que garantem a conexidade do grafo. Estes lacos sao construidos da sequinte
Maneirae:
_y . . ) (k
Comegamos com algum vértice de Vi e sequimos o caminho ey’ ,... e, .
Tendo assim chegado a um vértice de V,,_1, nos sequimos o caminho:

eirfgl(k»’ eggzr,:wc))’ . eérgl---qil(k))’ eyglr;l---rgil(k))

o qual nos leva a um vértice de Vi. De ld, nos procedemos do mesmo modo come-
cando de erlT{ngl'”T’:l(k)) até encontrarmos a aresta egk) novamente.

Deste modo, temos que, dados 11, ...,T,_1 € Sy correspondendo a uma realiza-
¢ao de um dado de ramificagio (X, S? n,d, (d;;)), o espago obtido de D(7y, ..., Tp_1)

anezando discos aos ciclos distintos descritos anteriormente é X, e D(7y,...,7T,—1) C

X € um dessin d’enfant correspondente a mesma realizacao do dado de ramificagao.

Observemos que colocando n no lugar de n — 1 no procedimento acima, cons-
truimos o grafo D(7,...,7,) C X o qual é o dessin d’enfant completo correspon-

dente & mesma realizagao do dado de ramificagao.

Exemplo 2.0.8. Construcao do recobrimento ramificado, do dessin d’enfant e do

dessin d’enfant completo dadas as permutagoes:
7 = (12)(34)(56)(78)
Ty = (135)(27468)

(16327)(485).

73
Para comegar, temos que:

Vi ={(12),(34), (56), (78)} = {v11, V12, V13, V14 }
Vo = {(135), (27468)} = {va1, v2a}

10



‘/3 = {(16327)(485)} = {Ugl, Ugg}
Apenas olhando para esses conjuntos, podemos dizer que d = 8, n = 3,

(dlj)jZI,...A = (27 27 27 2)7 (d2j)j:1,2 = (37 5) e (d3j)j:1,2 = (57 3)

; (k)
Vamos agora construir as arestas e;

. Devemos observar que na construgao
do dessin d’enfant completo aparece um conjunto de arestas a mais se compararmos
com a construcao do dessin d’enfant cldssico.

Faremos primeiramente o grafo D(7,T9) e em sequida o grafo D(1y, T, T3).

O conjunto de arestas do primeiro grafo é £y = {e1 ,e1 ,e1 ,e§42 ef’E e§62 69 e&g)},
onde:

ey’ une os ciclos 135) € 1;

ey une os ciclos €1 e (27468) € 1o;

(12) e e (13

(12) (

e;” une os ciclos (34) € 1 e (135) € To;

ey une os ciclos (34) € T e (27468) € To;
(56) (
(56) (
(78) (
(78) (

S
ef’) une 0s ciclos (56) € T e (135) € 1o;
e&G) une 0s ciclos (56) € T e (27468) € Ty;
657) une os ciclos (78) € 71 e (27468) € T;
e§8) une os ciclos (78) € 1 e (27468) € 1.

Os lagos do grafo D(1,T2) € construido como seque:

. . . 1
Comecamos com o vértice vi; € V] e sequimos o caminho e o qual nos leva
1

5
ao vértice vo; € Vo. Desse vértice, nos sequimos o caminho e( 2 (1) = eg ) o qual nos

—1
L. I 1 6
leva ao vértice vi3 € Vi. Devemos agora sequir o caminho e( rr (W) eg ) que nos

- , 6
leva ao vértice vy € Vs e sequir por eg 2 ) _

—-1_—-1
T, T 6 3
agora por €§ 172 (0) = €§) que nos leva a Vo1 € ‘/2,' passamos novamente por

. —1_-1
e§T2 @) — egl) chegando em vy, € Vi e sequimos por eYl ERRE (2) que nos leva

(') _ ®

chegcmdo em vip € V4. Sequimos

chegando em vy € V1. Daqui sequimos pelo caminho

—1
que chega em vyy € Vo e, por dltimo, seguimos eﬁ“ ™ = ef’ que

a vy € V5 e pore
—1
6&7—1 75 (2)) _ eg?)

finalmente completa o lago chegando em v1; € Vi, jd que o prozimo caminho seria

—1_-1
(M) )

11



Temos, portanto, o laco Ly : v11 — Vg1 — V13 — Vg — V19 — Vg — V1] — V9o — V14 —

Voo — V11.

Procedendo do mesmo modo como feito acima para os vértices via, v13,v14 € V4

obtemos, respectivamente, os lacos:
Ly 1 19 — U1 — V11 — V22 — V14 — Va2 — V11 — V21 — V13 — U2 — V12,
Lj : 013 — g1 — V12 — Va2 — V14 — Va2 — V13,

Ly 014 — vy — V11 — Va1 — V13 — Vg — V12 — V21 — V11 — V22 — V14.

Como Ly, Ly e Ly correspondem ao mesmo laco, consideramos apenas um de-

les, digamos L.

Vite oV,
Vaz e o V5

Vo ® ® Vo

Figura 2.1: Lacos L; e L3 que tornam o grafo conexo visto como poligonos.

Como existem arestas em comum a ambos os lagcos, podemos identificar
e e®)
arestas vog > Vg > Voo, € oblemos:

12
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220 oV,

1 o Vy

Figura 2.2: Poligono correspondente aos lagos L; e L3 depois da primeira identifi-

cacao das arestas.

(4) (3)

. €1 €1 .-
Identificando as arestas voy <—> V19 <—> V91 obtemos o cilindro:

v21 v21

130 oV, Vije oVig

22 v22

Figura 2.3: Poligono correspondente aos lacos Ly e L3 depois da segunda identifica-

¢ao das arestas.

o) eV e RO

. . 1 1
Por fim, identificamos as arestas vogs <— vy 4 Vg1 > V13 ¢ Vgg €

obtemos o toro.

Deste modo, obtemos que o espago de recobrimento € o toro. Fazendo o cdlculo
de compatibilidade, obtemos que x(Y) = 2 e, portanto, o espago base € a esfera S*.

Para termos uma idéia geométrica, vamos desenhar os la¢os no toro.

13



Figura 2.4: No desenho da esquerda temos uma outra representacao dos dois lagos

Ly e Lz; no desenho da direita, quando colocados no toro.

Figura 2.5: Desmembramento dos lacos L; e Ls.

14



Por fim, obtemos o dessin d’enfant cldssico:

N\
77

&

A WA N
77

Figura 2.6: Dessin d’enfant ressaltando suas duas componentes conexas.

15



Para o dessin d’enfant completo, temos dois conjuntos de arestas

3) (4) (b 6 3) (4) (b 6 7) (8
By = (o) e el e} ¢ By = (o) el el e,

es’ une os ciclos (135) € T e (16327) € 73;
eéz) une os ciclos (27468) € 75 e (16327) € 3;
135) € 75 e (16327) € T3;

ey une os ciclos

654) une os ciclos (27468) € 1o e (485) € 73;

(
(
(13
(
ey’ une os ciclos (135) € e (485) € 13;
egﬁ) une os ciclos (27468) € 1o e (16327) € 3;
eg) une os ciclos (27468) € 1o e (16327) € 3;
658) une os ciclos (27468) € 1, e (485) € 73.
e o conjunto Ey € o mesmo utilizado na construgcao anterior.
Construindo os lagos do grafo D(m1,Te,73) de modo andlogo ao feito anterior-
mente, obteremos os lacos:
Iy = v11 — v21 — v31 — V22 — U1y,
ly = vig — Vo1 — U31 — V22 — V12,
l3 = v13 — V21 — U3z — Vg — V13,
ly = v1g — V22 — V31 — Vg — V4.

O dessin d’enfant completo é entao:

16



v
v

<

& ©

Viz

\

LAY
77
Figura 2.7: Dessin d’enfant completo ressaltando os lacos que o tornam conexo.

Concluimos assim, que o dado de ramificacao possui a forma:

(T,5%,3,8,(2,2,2,2),(3,5), (5,3)).

17



Capitulo 3

Excecoes via Dessin d’Enfant

Neste capitulo apresentamos resultados baseados em [3] e [7] que fornecem con-
digoes para dizer quando um dado compativel é realizavel por algum recobrimento

ramificado.

Proposig¢ao 3.0.9. Um dado de ramificagao (X, S% n,d,(d;;)) € realizdvel se, e
somente se, existe um dessin d’enfant D C X com o conjunto de vértices decomposto

como Vi,...,V,_1 tal que:

(i) Para i =1 ei=mn—1, os vértices em V; possuem graw (di;)j=1,. .m:;

(it) Parai=2,...,n— 2, n> 3, os vértices em V; possuem graw (2d;;)j=1,..m;:
(iii) Os discos em X \ D possuem comprimento (2(n — 2)dy,;)j=1,.. m.,-

Dem.:

Para a primeira implicacao, suponhamos que exista um recobrimento ramifi-
cado f : X — 5? com pontos de ramificacio x1,...,2, que realiza o dado
(X, 5% n,d,(d;)), e vamos construir um dessin d’enfant D C X que satisfaca (i),
(i) e (iii).

Para i =1,...,n — 2 escolha um arco simples «; que une x; a z;11. Suponha

que os «;’s se encontram apenas em suas extremidades e que nao passam por x,.

18



n—2
Considere o = U Q.

i=1

Oy a"-f,

S 2 e ’
XX, X1 /

Figura 3.1: Construgao da curva a.

Defina D = f~1(a) e coloque V; = f~1(2;) e E; = f~1(ay).

Observemos que pelo modo que D foi construido, as condigoes (1), (2), (3) da
definigao de dessin d’enfant e os itens (i) e (ii) da proposicao estao satisfeitos. Deste
modo, falta apenas provarmos os dois fatos sobre as componentes de X \ D.

S?\ a é um disco aberto e, ao restringirmos f a qualquer componente de X \ D,
teremos um recobrimento sobre esse disco com um tnico ponto de ramificacao, o x,,.
Tal recobrimento é sempre modelado no recobrimento z — 2% do disco unitario
aberto nele mesmo. Assim, as componentes de X \ D sao discos abertos e a condigao
(4) da defini¢ao de dessin d’enfant esta satisfeita.

Para ser mais preciso, existe um desses discos para cada elemento de f~!(x,)

e 0 j-ésimo possui o comprimento desejado: (2(n — 2)dp;)j=1...m,-
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G)
,\x ;

LT e
x0. ?xo, /
g
O
/ N
f \_
x,f X, ;an
\ /
\ 4
by /

e

Figura 3.2: j-ésimo disco de comprimento (2(n — 2)d,;)j=1,...mn

Para a reciproca, suponhamos dados S? como superficie base e D C X o dessin

d’enfant com o conjunto de vértices decomposto como Vi,
condigoes (i), (ii) e (iii).

Observemos

.., Vi,_1 satisfazendo as

que com essas informacoes

conseguimos obter o dado
(X, S?,n,d, (d;)); para mostrar que é realizavel, vamos construir um recobrimento

ramificado f : X — S? que tenha este dado como dado de ramificacao.
Escolha n pontos distintos x4,

., T, na esfera e n—2 arcos simples oy,

e, Op_9
tal que o; une r; a r;41 € de modo que se encontrem apenas em seus extremos e nao
passem por r,.

Denotemos:
Vi={aP eX;j=1,....m},i=1,....n—1.

E;, = {'yf’j 0,1 — X; 'yf,j(O) = argj) e 72%(1) = xﬂl, comj=1,...,m I
..,mi+1},i:1...,n—2.

n—2
o = U (678
i=1

Definamos f : D — S? colocando f(xgj))

20



e f(O,() =ai(t),i=1,....n—=2,j=1,...,m;, [ =1,... ,mip.

Resta definir f em X \ D.

Notemos que X \ D consiste, a menos de homeomorfismo, de m,, discos abertos
Ci,g=1,...,m,.

Vamos entao definir f em cada Cj, j =1,...,m,.

Observemos que S? \ a ¢ homeomorfo a um disco aberto U cuja fronteira ¢
composta pelas curvas a;’s e que as fronteiras dos discos abertos C; sao compostas
pelas curvas 7} ;.

52+ D* = U homeomorfismo

Assim, existe uma aplicacao ¥ : D? — S% com ¥
de modo que, a correspondéncia contraria de U seria “cortar” a esfera S? em «
abrindo-a num disco cuja fronteira sao duas copias de a: a1 e as. Ou seja, ¥

identifica a; e ag “fechando” o disco em « e transformando-o na esfera.

o
: N\
_ _ \

\ f - /
o« =y NE» T ST

A

Figura 3.3: Descricao geométrica da aplicacao V.

Vamos olhar o que acontece nas fronteiras das componentes de X \ D, ou seja,
a menos de homeomorfismo, nas fronteiras dos discos C’s.

Para manter a conexidade do grafo, a fronteira de C}, paracada j = 1,...,m,,
deve conter pontos das pré-imagens de todos os pontos de ramificacao, exceto x,,
pois 0s pontos xg) de f~1(z,) estarao no interior de C;.

Vamos definir f': C; — D? de modo que, para cada arco da fronteira de C,
que se inicia em um vértice de Vj e termina no vértice de V,,_; (o primeiro que
aparece depois de V}), seu correspondente pela f’ seja aq; e o arco seguinte que

se inicia nesse mesmo vértice de V,,_; e termina no préximo vértice V; tenha como
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correspondente, pela f’, o arco «s.

Lembremos que existem d,,; de ambos os arcos citados.

o,
G
X :

L ) S 0.)
xg{,] ) " f:

: ; y - ') )_
Ll ) — 7 o — g
X " T\\ x" /

o

Figura 3.4: Descricao geométrica da aplicacao f’.

Vamos exigir também que f’(xg)) =7, € D? com U(T,) = xp.
Deste modo, resta definir f’ nos pontos de éj \ {177(5)}
Dado y € é'j \ {xg)}, como C} é estrelado, podemos parametrizar o segmento

de reta que comega em 2y € C}, passa por y e termina em %J(tl) =y, € 0C}, para

algum ¢, € [0, 1]. Assim, y = (1 — ty)x,(f) + tyYn, para algum t, € [0, 1].

Defina f'(y) = (1 — t,)%Tn + t,f"(yn). (Observemos que f’(y,) ja esta definido
ja que y, € 9C};).

Portanto, podemos definir f : C; — S? colocando f = W o f.

Como Cj é arbitrario, f esta bem definida em cada C; e, portanto, em X \ D.
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X y
x("'”:l) / “
o Y
M| %
o
Sy
a,
//’_\\\\\
/ NS0
/ -
| o\
[ | B B x,{ = 2 X,
‘ o 1 X /
~—— e N
WX X, X, \\ /
\ \\\ ///
~__—
(5}

Figura 3.5: Descri¢ao geométrica da aplicagao f = W o f'.

|
Como uma consequéncia da demonstracao da proposicao anterior, podemos
enunciar o seguinte

Corolario 3.0.10. A cada realizagao de um dado de ramificagao (X, S% n,d, (d;;))

corresponde um dessin d’enfant D C X.

Se usarmos a Defini¢ao 1.3.4 ao invés da Defini¢ao 1.3.1 na proposi¢ao acima,

teremos o seguinte resultado:
Proposicdo 3.0.9.° As realizagoes de um dado de ramificagio (X, 5% n,d, (d;;))
correspondem aos dessins d’enfants D C X com o conjunto de vértices decomposto

como Vi,...,V, tal que:
(i) Para i =1 ei=n, os vértices em V; possuem grau (d;;)j=1,. .m:;
(it) Para i =2,...,n—1, os vértices em V; possuem grau (2d;;)j=1,..m:;
(1ii) Os discos em X \ D possuem comprimento constante 2(n — 1).

O corolario seguinte ¢ uma consequéncia direta do Teorema 2.0.6.
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Corolario 3.0.11. As realizagoes de um dado de ramificagio (X,S? n,d, (d;;))

correspondem as escolhas de 7, = V(v;) em Sy para i = 1,...,n — 1 tal que
. . -1 1 .

< Tiy...y,Tao1 > € transitivo e, colocando 7, = 7,11 , a classe de conjuga-

¢ao de ; € dada por (dij)j=1,..m;, ondei=1,... n.

Proposigao 3.0.12. Um dado de ramificagcio D = (S%Y,3,d, (x,d — x),(2,...,2),

(2,...,2)), com d par, € realizdvel se, e somente se, © = 3

Dem.:

Suponhamos que D seja realizivel. Entao (S2,Y,3,d,(2,...,2),(2,...,2),
(x,d—x)) é também realizavel e, pela Proposi¢ao 3.0.9, ele corresponde a um dessin
d’enfant D C S? com o conjunto de vértices decomposto como V; LI V5 tal que os
vértices em V; possuem grau 2 e os vértices em V5 possuem grau z e d — x.

Na demonstracao da Proposicao 3.0.9, vemos que devemos ter o vértice de
grau x em uma componente de S?\ D e o outro vértice, de grau d — x, em outra
componente. Como todas as componentes devem conter um elemento da pré-imagem
de z3, concluimos que temos apenas duas componentes, o que mostra que D é uma
curva simples fechada imersa em S? e portanto, os discos em S?\ D possuem mesmo
comprimento, ou seja, 2(3 — 2)z = 2(3 — 2)(d — ), logo, © = d — x e, assim, © = g.

Reciprocamente, suponhamos que z = 5 e mostremos que D = (S52,Y,3,d,
(d/2,d/2),(2,...,2),(2,...,2)) é realizavel. Para isso, vamos construir um dessin
d’enfant, D, que corresponda a realizagao desse dado de ramificacao.

Consideremos o dado (S2,Y,3,d, (2,...,2),(2,...,2),(d/2,d/2)) e observemos
que, sendo (2,...,2),(2,...,2),(d/2,d/2) parti¢des de d, teremos m; = k = mao,
para algum k € Z e dy; = 2 = dyj para todo j = 1,...,m;. Portanto, o tinico dessin
que corresponde & essas caracteristicas é o ilustrado na figura 3.6, onde os pontos

ilustrados na primeira fileira correspondem a pré-imagem de x; e os da segunda

fileira a de x,.
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Figura 3.6: Dessin d’enfant que realiza 0 dado

(S2,Y.3,d,(2,...,2),(2,...,2),(d/2,d/2)).

Observe que D satisfaz todas as propriedades da Definicao 1.3.1 e da Pro-

posicao 3.0.9. Além disso, ressaltamos o fato de ter duas componentes conexas

d d
como exigido pela particao <§, 5) e o comprimento dos discos em S? \ D ser
d
2k:d:2(3—2)§.

Portanto, D é realizavel.

Proposigao 3.0.13. Seja (X,5%3,d,(2,...,2),(5,3,2,...,2),(ds;)j=1...ms) um dado

-----

de ramificacao compativel com d > 8 par.

o Se X =T, o toro, e mg = 2, entao o dado € realizdvel se, e somente se,

(ds1,ds2) # (d/2,d/2).

o Se X = 5? emy =4, entao o dado € realizdvel se, e somente se, (dz;)j=1, 4 7

<k:, k, g — k, g — k:) para algum k > 0, ou (dsj)j=1..4 # (d/2,d/6,d/6,d/6)

.....

para d multiplo de 6.

Dem.:
Primeiramente faremos uso de algumas observacoes.

Um dessin d’enfant classico D correspondendo as duas primeiras parti¢oes do

dado de ramificagao da hipotese visto como um grafo abstrato, é homeomorfo a um
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dos grafos A e B mostrados na figura 3.7, com os dois vértices visiveis pertencentes

a Vs.
B

A
¥ B
: e
a a 5
o)

Figura 3.7: Os dois grafos com vértices de graus 5 e 3.

Para obter D devemos entao inserir em cada aresta de A ou B um ntimero
impar de vértices pertencentes a Vi e V5 alternadamente. Com um leve abuso de
notacao, suponhamos que adicionamos 2o+ 1 vértices em «, depois 20 4+ 1 em [, e
assim por diante. Usando o fato que V; possui d/2 vértices, vemos que a+[+v+3 =
5~ 4, e esta é a Unica restricao sobre o, 3,7 e 0.

A menos de simetria, as possiveis opcoes de A e B para superficies orientaveis

com bordo sao as descritas nas figuras abaixo.

A
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A2
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Figura 3.8: Possibilidades para A e B.



As superficies fechadas X associadas e os respectivos semi-comprimentos dos
discos sao os seguintes:

A S? (a+1,y+ 1,0+ 1, a+28+v+06+5)

Ay : 2 (a+1,v+1,v+0+2,a+28+0+4)

As: T (a+1,a+28+2y+25+7)

Bi:S% (a+1,8+v+2,7v+d+2,a+ B+ +3)

By: T, (a+1,a+20+2y+26+7)

Bs:T,(B+7+2,2a+8+v+20+6)

By:T,(a+B8+v+3,a++~v+25+5).

Vamos entao determinar todos os valores possiveis que podem ser realizados
pelos A;’s e B;’s quando «, 3,7 e ¢ variam nos inteiros nao-negativos sob a restricao
a+ﬁ+7+5:g—4

2
Comecando a demonstracao com X = T', consideraremos os casos As, Bo, B3 e

By.

Suponhamos que (d/2,d/2) seja realizavel. Assim,

o Se (a+1,a+28+2y+20+7)=(d/2,d/2), entdo 26 +2v+26+6+d/2 =
d/2=0+~v+5+3=0= 5+~v+0=—3 o0 que nao pode acontecer ji que
57775624-'

o Se (B+7+2,2a+[+7+20+6) = (d/2,d/2), entdo 2a+20+4 = 0 = a+6 = —2.
Absurdo!

o Se (a+fB+v+3,a+L+v+20+5) = (d/2,d/2), entao 20+2=0= 6 = —1.
Absurdo!

Portanto, (ds1, ds2) # (d/2,d/2).
Para a reciproca, tomando 1 < k£ < g — 3, temos que (5 +k, g — k) é realizavel
usandoB4coma:g—B—k,ﬁ:fy:Oeézk—l.
dAlém disso, (d — 1,1) é realizavel usando Az com o« =d—2, 3 =~v=0c¢e

d
525—46(d—2,2)érealizéwelusandoBgcoma:§—4e5:7:5:().
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Como essas partigoes cobrem todas as possibilidades para (ds;, ds2) # (d/2,d/2),

temos que o dado é realizavel. E o primeiro item esta terminado.
Para X = S?, vamos comecar com o caso Bj.

Vamos denotar os elementos de (ds;);=1, 4 (ndo necessariamente na mesma

ordem) por z,y,z,w = d —x —y — z e resolver o sistema abaixo nas incognitas

a, B,y ed:

r = a+1 a = z—1

y = B+7+2 g = df2—xz—2z-1

z = y+06+2 v = z+y+z—1-d/2
w = a+pB+0+3 b = df2 —x—y—1.

\ \
Esse sistema possui solucao se, e somente se, «, 3,y e § sao todos nao-negativos,

ou seja, se

r+y < d/2-1
(*) r+z < d/2-1

r+y+z > d/2+1
Logo, um dado de ramificacdo com X = S? é realizavel usando o caso B; se,
e somente se, é possivel extrair de (ds;);=1,. 4 inteiros z,y, z satistazendo (*).

Denotaremos por | o maior dos ds;’s e provaremos os seguintes fatos:

Afirmagao 1: Sel > d/2, entao o dado de ramificacao nao pode ser realizado

usando Bj.

Afirmagao 2: Sel < d/2, entao o dado de ramifica¢ao pode ser realizado usando

d d
By se, e somente se, (ds;j)j=1,..4 ndo tem a forma (k, k, = —k, = — k).

2 2
Afirmacao 3: Sel > d/2, entio o dado de ramifica¢io pode ser realizado usando

Ay ou Ay se, e somente se, (dsj);j=1...4 nao tem a forma (d/2,d/6,d/6,d]/6).
d

Afirmacao 4: Nenhum dado de ramificagcao com (dsj)j=1,..4 da forma (k,k, 3~

k, 5~ k) pode ser realizado usando Ay ou As.
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Observemos que as afirmagoes (1) e (3) provam a proposigao para X = S? para
o caso da particao (d/2,d/6,d/6,d/6) e | > d/2, e as afirmagoes (2) e (4) provam
para o caso da partigao (k, k,g — k,g — k) e l < d/2 e, portanto, a demonstragao
do caso X = S? estara completa.

Pois bem,

Demonstracao da Afirmagao 1: Nao podemos escolher x,y ou z como sendo [ pois,
caso contrario, uma das duas primeiras condi¢oes em (*) seriam violadas. Portanto
w=1leassim,z+y+z=d—1<d—d/2=d/2, o que contradiz a tultima condigao

em (%),

d d
Demonstrac¢ao da Afirmagao 2: Claramente nao podemos extrair de (k, k, B —k, 5~
k) inteiros x,y, z satisfazendo (*).

Para a reciproca, escolha z,y, 2z e w em ordem crescente, isto é,
r<y<z<w=l=d—-x—y—2z<d/2.

Logo, d—x—y—z < d/2 implicaem x+y+2z > d/2, ou seja, x+y+z > d/2+1
o que implica na altima condigao de (*).

Como y < z, temos que a segunda condi¢ao em (*) implica na primeira. Se a
segunda condigao é violada, ou seja, se x + z > d/2 — 1, entao x + z > d /2.

Além disso, de z < [ < d/2 obtemos z < d/2 e entao existe t € N tal que
z=4d/2—teexiste s € N tal que [=d/2 —s.

Também, substituindo os valores de z e [ em x +y + z + [ = d, obtemos
r+y=t+s.

Assim,

x 4+ >d:>x+d t>d:>:1:>t

Z p— —_ — p—

-2 2 -2 -
t+ty<z+y=t+s=y<s

<l:>d t<d =t>
z < 5 =5 S > 8.
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Esses fatos implicam que x < y < s <t < z. Chamando de k£ o valor comum,

d d
temos que (z,y, z, w) possui a forma (k, k, §—k, §—k), o que encerra a demonstracao

da segunda afirmacao.

Demonstragao da Afirmagao 3: Novamente vamos denotar os ds;’s por x,y,z,w e

escolhé-los em ordem crescente, isto é,
r<y<z<w=l=d—-z—y— =z

Sendo [ > d/2, temos que d —z —y — z = | > d/2 implica em = +y + 2z <
d—d/2=d/2.
Se queremos realizar o dado usando A;, forcamos a seguinte escolha, a menos

de simetria:

r = a+1 a = z—1

y = v+1 B = d2—xz—y—2z-1
< =

z = 0+1 v = y—1

w = a+28+7+d6+5 § = z—1.

3 0

Essa solugao é aceitavel, exceto se x +y + z = d/2.

Logo, se A; realizar o dado para [ > d/2, entdo devemos ter (ds;)j=1,.4 #
(d/2,z,y, z).

Como A; nao realiza o dado para o caso z + y + z = d/2, vamos entao tentar
realizar usando As. Nesse caso nos temos que = + y + z = d/2 implica que [ = d/2
e, portanto, r+y+z=1[ouseja, s <y<z<l=z+y+ 2.

Primeiramente resolvemos:

y = 7+1 o= y-1
=
z = v+0+2 v o= y—1
| Tty +z = a+260+0+4 \ 0 = z—y—1.
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Cuja solucao é aceitavel somente se z > y.
Trabalharemos agora com o caso r <y = z <[ = x + 2y usando As.

Teremos entao que

y = a+1 a = y—1
r = v+1 g = x—1
=
y = 7+0+2 v = x—1
\x—|—2y = a+260+0+4 \5 = y—x—1.

Cuja solucao é aceitavel somente para y > .

Logo, realizando o dado de ramificagdo com A; ou A,, devemos ter x < y <
z<louzx <y<z<le, portanto, (ds;)j=1..4 # (d/2,d/6,d/6,d/6).

Reciprocamente, se (ds;)j=1,..4 = (d/2,d/6,d/6,d/6), entao o dado de ramifi-

cacao nao pode ser realizado utilizando A; nem A, pois nao satisfaz os sistemas.

Demonstracao da Afirmacao 4: Vamos comecar usando As.
Comovy+1<y+d+2ea+1<a+28+0+4, s6 ha uma tentativa a ser

feita:

( (
k = a+1 a = k-1
E = v+1 s = -1
= <
d/2—k = ~v+d5+2 v = k-1
\d/Q—k: = a+20+0+4 \5 = d/2—-2k—-1

a qual nao é aceitavel ja que  deve ser um inteiro nao-negativo.
Vamos entao tentar usar A;. A menos de simetria, novamente existe apenas

um Caso:
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k = a+1 a = k-1
k= ~v+1 6 = —k—1
= <
dj2—k = 6+1 v = k-1
\d/Q—k: = a+206+7v+d+5 \5 = d/2—-k-1

o qual também nao é aceitavel pelo mesmo motivo anterior.
Isso encerra a demonstracao da afirmacao 4 e, portanto, a demonstracao da

proposicao. |

Proposicdo 3.0.14. Seja (52, 52,3,d, (d;;)) um dado de ramificagao compativel com
d par e (dij) = (2,...,2). Se (dy;) = (3,3,2,...,2) ou (dgj) = (3,2,...,2,1), entao

o dado € realizdvel se, e somente se, d3; # d/2.

Dem.:

Suponhamos, primeiramente, que (dy;) = (3,3,2,...,2).

Um dessin d’enfant classico D correspondendo as duas primeiras parti¢oes do
dado de ramificacao da hipotese visto como um grafo abstrato, ¢ homeomorfo a um

dos grafos A e B mostrados na figura 3.9, com os dois vértices visiveis pertencentes

a Vs.

A B
a

S e

= P 5 N

Figura 3.9: Os dois grafos com vértices de grau 3.

Para obter D, devemos inserir em cada aresta de A ou B um ntmero impar
de vértices pertencentes a Vi e V5 alternadamente. Com um leve abuso de notagao,
suponha que adicionamos 2a + 1 vértices em «, depois 23 + 1 vértices em [ e por

fim, 2y + 1 vértices em 7.
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Usando o fato que V; possui d/2 vértices, vemos que a+1+5+1+vy+1 = d/2,
ou seja, « + f+ v =d/2 — 3 e esta é a unica restricao sobre «, 5 e .

Os semi-comprimentos dos discos associados a A e B sao:

A:(a+1,v+ 1, a+28+v+4)

B:(a+B+2,a+y+2,8+7+2).

Vamos exigir que «, [ e v variem nos inteiros nao-negativos sob a restri¢ao
a+fB+~v=d/2-3.

Suponhamos que d3; = d/2.

Considerando A,

Se d3; = a+1=4d/2, ou seja, « = d/2 — 1 entao:

d
atB+y+pB+4 = -3+5+4

d
g lHBFy+B+4 = S+B+1
B+y+3 =1
Bty = 2

cuja solucao nao é aceitavel, pois B,y € Z.
Se d3; =+ 1=4d/2, ouseja, y =d/2 — 1 entao:
d

a+B+y+B8+4 = - —-3+8+4
a+ﬁ+g—1+ﬁ+4::§+ﬂ+1
a+pB+3 =1
a+p = =2

cuja solucao nao é aceitavel, pois a, 8 € Z, .

Sedsy =a+28+v+4=d/2, ouseja, a+ [ +v=d/2 — [ — 4 entdo:

d d

5 a+ B+ 5 B
g = —-443 = -1

cuja solucao nao é aceitavel, pois 8 € Z,.

Considerando agora B,
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Sedsy =a+ +2=d/2, ouseja, « =d/2 — [ — 2 entado:

d
atf+2 = Z
a+B+v+2 = - +v
d gy o 8,
2 — 27
v = —1
cuja solucao nao é aceitavel, pois v € Z, .
Se d3; = a+ v+ 2 =d/2, entao:
d
atfB+y+2 = 2 +
d
——342 = -
2 + 2 +5
B = -1
cuja solucao nao é aceitavel, pois 8 € Z,.
Se d3; = [+ v+ 2 =d/2, entao:
d
a+6+7+2=:g+a
d
——34+2 = =
5 + 5 + «
a = —1
cuja solucao nao é aceitavel, pois o € Z.
Logo, o dado nao é realizavel com (dy;) = (3,3,2,...,2).
Para a reciproca, observemos primeiramente que, como (dy;) = (3,3,2,...,2),

entao d > 8.
Trabalharemos primeiro com o caso A : (a+ 1,7+ 1, a4+ 25+ v +4).
Vamos denotar os elementos de (ds;);=1,. 3 (ndo necessariamente na mesma

ordem) por z,y,z = d — x — y e resolver o sistema abaixo nas incognitas a, e ~:

r = a+1 a = x—1
y = v+1 = f = d/2—xz—y—1
2 = a+20+y+4 v = y—1
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Esse sistema possui solucao se, e somente se, «, 8 e v sao todos nao-negativos,

ou seja, se

v

1
1

A
(*) y
r+y < d/2-1.

v

Logo, o dado de ramificacao é realizavel usando o caso A se, e somente se, é

possivel extrair de (ds;);=1,.3 inteiros z,y satisfazendo (*).

Observemos que:

d d
Se x =d/2, entao y < 5~ 1 — - = —1 o que contraria y > 1.

2
d
Se y =d/2, entao z < 5—1—5 = —1 o que contraria z > 1.
. d d , d
Se z =d/2, entaox+y:d—z:d—§:§0quecontrar1ax+y§§—1.

Assim, (dgl) % d/2
Procedendo do mesmo modo para o caso B : (a+ 8+ 2, a+v+2,5+7+2),

obtemos:

r = a+p+2 a = r4+y—d/2 -1
y = at+vy+2 = g = d/2 —y—1
z = B+v+2 v = df2—xz—-1

Esse sistema possui solucao se, e somente se, «, 8 e v sao todos nao-negativos,

ou seja, se

x dj2—1
(*) Y d/2—1
r+y > d/2+1.

IN

IA

Logo, o dado de ramificagao é realizavel usando o caso B se, e somente se, é

possivel extrair de (ds;);=1,.3 inteiros z,y satisfazendo (*).

Observe que a primeira e segunda condi¢oes de (*) implicam em z # d/2 e

y # d/2, respectivamente.
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Agora, se z =d/2, entao x +y =d—z=d — 5= g contrariando a terceira
condigao de (*).

Portanto ds; # d/2 e a demonstracdo para o caso (dg;) = (3,3,2,...,2) estd
terminada.

Vamos supor agora, que (dg;) = (3,2,...,2,1).

Um dessin d’enfant classico D correspondendo as duas primeiras parti¢oes do

dado de ramificacao da hipotese visto como um grafo abstrato, ¢ homeomorfo ao

grafo A mostrado na figura 3.10, com os dois vértices visiveis pertencentes a V5.

A

—_

B

Figura 3.10: Grafo com vértices de graus 1 e 3.

Para obter D, devemos inserir em cada aresta de A um nimero impar de
vértices pertencentes a V) e V5 alternadamente. Com um leve abuso de notagao,

suponha que adicionamos 2« + 1 vértices em « e 253 + 1 vértices em .
Usando o fato que V; possui d/2 vértices, vemos que o+ 5 = d/2 — 2 e esta é
a Unica restricao sobre o e 3.
Os semi-comprimentos dos discos associados a A sdo (8 + 1,2a+ 5+ 3).
Suponhamos que d3; = d/2.
Se d3; = 4+ 1=d/2, ou seja, f =d/2 — 1 entao:

d
20 +6+3 = a+-—2+3
d
2 ——1 = —+1
a+2 +3 a+2+
a = —1

cuja solucao nao é aceitavel, pois o € Z..
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Se d3; = 2a+ 4+ 3 =d/2, ou seja, B =d/2 — 3 — 2« entao:

B+1 = d 5 200+ 1
a+p+1 = % —2—-a
g -2+1 = 2 -2«
a = —1
cuja solucao nao é aceitavel, pois o € Z .
Logo, o dado nao é realizavel com (dy;) = (3,2,...,2,1).
Para a reciproca, observemos primeiramente que, como (dgj) = (3,2,...,2,1),

entao d > 0.

(d/2,d/2) nao pode ser realizado usando A pois, caso contrario, teriamos o =
—1. O que nao pode acontecer.

Tomando 1 < k < d/2 — 1, temos que (d/2 — k,d/2 + k) é realizavel por A
coma=*k—1ef =d/2—1—k e estas parti¢oes cobrem todas as possibilidades

para (ds;, ds2). Como por hipotese o dado de ramificacao é realizével, provamos que

ds3; # d/2. [ |

Lema 3.0.15. Suponha que d = kh com k,h > 2. Sejam (s;)j=1..p, (tj)j=1.. .4
partigoes de h com p,q > 2 ep+q > h+2. Entao para todo 1 <r < (p+q—h),

sen=p+q—1r—h-+2, o sequinte dado de ramificacao € excepcional:
(S3S%n,d,(ks1,... ksp),(ktr,. ... kty),(h+7r1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,1,...,1)).

Dem.:

Para mostrarmos que o dado de ramificacao é excepcional, devemos mostrar

que ele é compativel, mas nao é realizavel.

Comecaremos mostrando que o dado é compativel e, para isso, vamos mostrar

que satisfaz as cinco condicoes da definicao:

(1) x(S%) —n=d.(x(S?) —n)
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De fato, temos que x(S*) =2, d=khen=p+q—1r—h+2.

Para calcularmos n, vamos precisar saber quantos elementos cada particao
(d;;) possui.

Observemos que o nimero de 1's da terceira partigdo é d — (h+r) e da quarta
partigdo em diante é d—2. Além disso, observemos que temos (n—3) partigoes

da forma (2,1,...,1).

Portanto,
n = p+tqg+d—(h+r)+1+(n—-3)(d-2+1)
= p+q+kh—h—r+1+(n—-3)(kh—1)
= p+q+kh—h—r+14+kh(p+q—r—h+2)—p—q+7r+h—2-3kh+3
= kh(p+q—r—nh)+2.
E, assim,
d.(x(8*)—=n) = kh(2—(p+q—r—h+2))
= 2kh—kh(p+q—1r—h+2)
= —kh(p+qg—7r—h)
= 2—kh(p+q—r—h)—2
— 2 (kh(p g —h)+2)
= x(5%) — 7.
n.d —n é par.
De fato,
nd—n=(p+q—r—h+2)kh—kh(p+q—r—h)—2 = 2kh—2 = 2(kh—1) =

—2(d—1).

Se Y é orientavel, entao X também é orientavel.

Claramente satisfeito ja que X =Y = S2

As condigoes (4) e (5) ndo se aplicam, ja que Y = S? é orientével.

Temos, portanto, que o dado é compativel.
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Mostraremos agora que o dado nao é realizavel, e o faremos por inducao em n.

Primeiramente, observemos que n=p+q—r—h+2>p+q—(p+q—h)—h+2=2,
logo a base da indugao é n = 3. Além disso, quando n = 3, o dado nao contém as
parti¢oes da forma (2,1,...,1).

Para demonstrarmos o lema para o caso n = 3, faremos uma inducao sobre h.

Se h = 2, entdo temos p = q = 2 e (t1,t3) = (s1,52) = (1,1). Além disso,
como 1 <r < (p+q—h), entdo 1 < r < 2, ou seja, r = 1. Logo ficamos com o
dado da forma (52,52, 3,2k, (k,k),(k,k),(3,1,...,1)) onde aparecem (2k — 3) 1’s
na terceira particao.

Suponhamos que exista uma realizacao f deste dado e consideremos o des-
sin d’enfant D associado & essa realizacao construido como na demonstracao da
Proposicao 3.0.9.

Como as duas primeiras particoes sao iguais, as pré-imagens do primeiro e do
segundo pontos de ramificagao, as quais denotaremos por x11, 12, T21 € Too, tém grau
k cada uma e, sendo D conexo, temos que as arestas que comecam em z1; devem
terminar em ambos x9; e x99, pois, caso contrario, o grafo se torna desconexo. O
ImMesmo ocorre com o vértice xys.

Assim, existe um disco de X \ D cuja fronteira é formada por: uma aresta que
sai de x1; e chega em z91; uma aresta que sai de x1; e chega em z99; uma aresta que
sai de 1o e chega em x51; € uma aresta que sai de x5 e chega em x55; 0 que nos da
um disco de comprimento 4. Como pela demonstracao da Proposicao 3.0.9 devemos
ter um vértice de V3 em cada disco, existe pelo menos um ponto da pré-imagem do

terceiro ponto de ramificacao com grau 2, o que é um absurdo.
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Figura 3.11: Grafo destacando o disco de comprimento 4 contendo um ponto da

pré-imagem do terceiro ponto de ramificacao com grau 2.

Portanto, para n = 3 e h = 2, o dado nao é realizavel.

Se h > 3, entao temos dois casos:
(i) Uma das particoes (s;)j=1,..p € (tj)j=1,..4 possui a forma (1,1,...,1).
(ii) Nenhuma das duas parti¢oes possuem a forma (1,1,...,1).

A afirmacao abaixo ird provar que, para n = 3 e o caso (i) acima, o dado é
excepcional.

Notemos que, nesse caso, temos 1 <r <p+q—h =p-+h—h = p, ou seja,
1 <r<p e portanto, 1 <r <p—1.

Afirmacao: Suponha que k,h > 2. Seja (s;)j=1..., uma particio de h com p > 2.
Entao o dado de ramificagao(S? S% 3, kh, (ksy, ..., ks,),(k,..., k),(h+p—1,1,...,1))
€ excepcional.

De fato, primeiramente observemos que o namero de 1’s da terceira particao
ékh—h—p+1=(k—1)h—p+1.

Tomemos 7,72 € Sk, arbitrarios com estruturas ciclicas (ksi,...,ks,) e
(k,...,k) tal que < 7,7 > seja transitivo e consideremos o grafo D(1,7s) as-
sociado a essas permutagoes.

Se 11, Ty realizam o dado de ramificacdo, entao 7y - 7, possui (k — 1)h —p+1
pontos fixos. Mais que isso, cada ponto fixo estd contido numa componente conexa,
de D(m,7) a qual é delimitada por dois vértices e um par de arestas unindo esses

vértices.
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Figura 3.12: Componente conexa de D(71y,7) contendo um ponto fixo, delimitada

por dois vértices e um par de arestas.

Dados dois vértices, vamos denotar por £ o conjunto de todas as arestas que
unem esses dois vértices.

Observe que o conjunto £ pode ter uma aresta e, para cada par de vértices, o
conjunto £ é alterado.

Denotaremos por #£ o nimero de arestas que £ possui. Vamos ilustrar:

Figura 3.13:

Em (a) temos #€ = 1 e nenhum ponto fixo; em (b) temos #€ = 2 e dois pontos fixos,
em (c) temos #€ = 3 e trés pontos fixos e em (d) temos dois conjuntos £’'s, um com

#&£ = 1 e nenhum ponto fixo e outro com #&£ = 3 e trés pontos fixos.

Assim, vemos que cada conjunto £ da origem a no méaximo #& pontos fixos de
T1 - T9, € todos os pontos fixos aparecem desse modo.

O caso #& pontos fixos, na verdade, ocorre somente se 7, e 7o contém ciclos que

sao inversos um do outro, o que contraria a hipotese da afirmacao pois, nesse caso,
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devemos ter p = 1 (Ja que p > 1 daria contradi¢do no grau local correspondente a
terceira particdo).

Logo, cada conjunto £ contribui com, no méximo, (#£ — 1) pontos fixos.

Concluimos assim, que o nimero total de pontos fixos do grafo é¢, no maximo,
a soma das cardinalidades de todos os conjuntos &£, o qual nos da d = kh, menos o
ntimero de conjuntos £ nao-vazios.

Vamos estimar, agora, o nimero de conjuntos .

Por defini¢ao de D(71,7), o conjunto de vértices se decompoe como V; U Vs,
onde V; consiste de p vértices de grau ks;,...,ks, e V, consiste de h vértices de
grau k. Isso implica que no j-ésimo vértice de V; temos, no minimo, s; conjuntos
& unidos a ele. Mas, se existirem exatamente s; conjuntos & ligados a esse vértice,
entao estaremos desconectando o grafo D(1,72), 0 que nos obriga, para manter a
conexidade, a termos p = 1 e este caso é desconsiderado. Portanto existem, no

minimo, s; + 1 conjuntos £ unidos ao j-ésimo vértice de V; e assim, existe um total

p
de, no minimo, E (sj +1) = h + p conjuntos &.
i=1
Pelo que fizemos no paragrafo anterior, obtemos que 7 - 75 possui, no méaximo,

kh — (h + p) = (k — 1)h — p pontos fixos. Mas isso implica que 71,72 nao podem
realizar o dado de ramificacao, pois, como ja dissemos anteriormente, para que 7y, To
realizassem o dado deveriamos ter (kK — 1)h — p + 1 pontos fixos.

Isso encerra a demonstracao da afirmacao.

Voltando ao lema, lembremos que ainda falta considerar item (ii) no caso h > 3
en=3.

Assim, consideraremos agora que nenhuma das particoes de h possui a forma
(1,1,...,1), ou seja, ambas as parti¢des (s;)j=1,..p € (tj)j=1,..q contém pelo menos
uma entrada maior do que 1, o que nos da p,q < h — 1 e, considerando que p+ q >
h + 2, temos:

p>h+2-q¢>h+2—-(h—-1)=3

¢>h+2—-p>h+2—-(h—-1)=3.
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Suponhamos que um dado como nas hipoteses do lema (e sob as hipoteses
que estamos considerando agora) seja realizavel e consideremos o dessin d’enfant D
construido como na demonstracao da Proposigao 3.0.9.

Afirmacao: D contém vértices v e u tal que todas as arestas de D incidentes em v
unem v a u.

De fato, observemos que S?\ D consiste de alguns poligonos de dois lados e um
poligono de 2(p 4+ ¢ — 1) lados, pois (dn;)j=1,..m, = (d3;)j=1,..ms = (R +7,1,...,1)
e, como 3 =n=p+q—1r—h+ 2 implicaem r = p+q— h — 1, temos que
h+r=h+p+q—h—-1=p+qg—1.

Logo, o comprimento dos discos de S? \ D é (2(3 — 2)ds;);=1...ms, OU S€]a,
(2d3;)j=1....ms 0 que nos da ms—1 poligonos de dois lados e um poligono de 2(p+qg—1)
lados correspondente ao ds;.

Comprimindo sucessivamente cada poligono de dois lados em uma tnica aresta
(como na figura abaixo), obtemos um grafo D mergulhado em S? com os mesmos
vértices de D, cujo complemento consiste de um tnico disco. Como D é uma arvore
e nao um ponto, ele contém vértices de grau 1, e qualquer um desses vértices ¢ o

vértice v que tem unido a ele o vértice u e estes possuem a propriedade desejada.

/
\
\|/

e}

Figura 3.14: Passagem de D para D.
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Considere agora o grafo D’ obtido de D deletando v e todas as arestas inci-
dentes nele.

D’ ainda é um dessin d’enfant, pois, como tiramos um vértice de algum V;,
1 = 1,2 e nao o conjunto V; todo e tiramos algumas arestas de E; e nao o conjunto
todo (lembrando que ainda temos n = 3), a condigao (1) da defini¢do nao se altera.
O mesmo acontece com a condi¢ao (2) pois as arestas restantes ja cumpriam essa
condi¢ao em D. Além disso, tendo apenas um conjunto de arestas, a condigao (3)
permanece sendo satisfeita e, por fim, S? \ D’ ainda consiste de discos abertos.

Observemos que se tirarmos um vértice de V7, passamos a ter p’ = p—1 vértices
ou, se tirarmos um vértice de V5, passamos a ter ¢ = ¢ — 1 vértices. De qualquer
modo, passamos a ter 3 =n = p'+¢ —r—h+2 = (p+q—r—h+2)—1 = p+q—r—h+1,
ouseja, r=p+q—h—2eh+r=p+q— 2. Assim, continuamos tendo mz — 1
poligonos de dois lados e passamos a ter um poligono de 2(p+q—2) lados em S?\ D',

Sem perda de generalidade, vamos assumir que v € V5 e u € V;. Se o grau de
vem D é kt, e o de u é ks, entao o grau de uw em D" é k(s, — t,) e esse nimero
é positivo pois, caso contrario, para que o grafo nao fique desconexo, devemos ter
p =q =1 que é um caso desconsiderado. Assim, D’ realiza um dado de ramificacao
como nas hipoteses, comn =3, k' =k, ' =h—t,, p =p, ¢ = ¢— 1, uma particao
(s7) de h" obtida de (s;) substituindo s, por s, —t, e reordenando, e a outra partigao
(t;) de R’ obtida de (t;) tirando t,.

Resta ainda mostrar que &/, p, ¢ >2ep +q¢ > h' + 2.

Como k' =k e p’ = p, temos que k', p" > 2.

Comog>3eqd =q—1,entao¢d =q—1>3—-1=2.

Observemos que, do mesmo modo que obtemos p,q < h — 1, também temos
P, <h'—1e, assim,h/ >¢ +1>2+1=23.

Agora, " = h—t, < h—1,ouseja, h > h'+1ep+q > h-+2. Assim,
P+¢d=p+q—1>h+2—1=h+1>n+2.

Logo obtemos um dessin d’enfant D" que realiza o dado com b’ = h —t, < h

e isso contraria a hipotese indutiva sobre h.
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Portanto, o caso n = 3 esta terminado.

Suponhamos agora que n>4. Logo a tltima parti¢ao possui a forma (2,1,...,1).

Além disso, n =p+q—r—h+2>4=p+q—h>r+2>1+2=3, e como
p,q < h,temos p>3—q+h>3—h+h=3e, do mesmo modo, g > 3.

Vamos supor, por absurdo, que o dado seja realizavel por uma aplicacao f.
Seja y; o ponto de ramificacao correspondendo a i-ésima particao e consideremos
o dessin d’enfant D construido como na demonstracao da Proposi¢ao 3.0.9 com
Tp_g = Y2, Tn_1 = Ypn € T, = Y1 (0s outros x;’s correspondem aos demais y;’s e nao
importa a ordem).

Em particular, D contém f~(a,_2 U, 3), onde a, o € a,_3 unem ¥, a ys e
Yo a algum outro y;, respectivamente. Lembremos que V; = f~1(z;), assim, V,,_; =
fHyn) € Voo = f~Y(y2). Considerando os graus, concluimos que existem apenas
duas possibilidades para f~'(a,_oUa/,_;), onde a/,_5 ¢ a metade de a,,_3 incidente
em yo. Essas possibilidades estao mostradas na figura 3.15, onde os elementos de
V,_1 sao representados como os pontos pretos e os de V,,_5 sao representados como

os pontos brancos.
/\ :>v/\'

N

Figura 3.15: As duas possibilidades de f~!(a,_2 Ual,_3).

48



@ e e(jlz as arestas com ponto final no vértice preto de grau 2.

Sejam e,’, e e,

Suponhamos que estamos no caso mostrado a esquerda na figura 3.15, isto é,

(@) ()

que e,_, e e, 5 sejam incidentes em dois vértices brancos distintos, o qual denotare-

mos por v’ e v”. Entao, removemos todos os vértices pretos de grau 1 junto com as

0 e

respectivas arestas adjacentes, e contraimos o conjunto e,’, Ue;”,

em um ponto, o
qual passa a ser um novo ponto branco, v”’. Isso nos d4 um novo dessin d’enfant D’
(pois, como tiramos todos os pontos pretos, ou seja, o conjunto V,,_1, ainda ficamos
com Vi U...UV, 2e E;U...UFE,_3e, tendo agora n — 1 no lugar de n, isso nao
altera as condigbes da defini¢do de dessin d’enfant) e podemos analisar qual dado
ele realiza.

Com a renomeacao feita, passamos do dado inicial:

(82,82 n,d, (ksy,. .., ksp), (kty, ... kty),(h4+r1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,1,...,1))

para o dado:

(82,82 n,d, (htr,1,...,1), (2,1, 1)y (2,1, 1), (Kt tg), (2,1, .00, 1), (ks ...y ksy)).

Observemos que como v’ e v” foram contraidos num tunico ponto v”, temos
que este ultimo tem como grau a soma dos graus de v’ e v”. Assim, se v’ possui grau
kt; e v" possui grau kt;, entao v" possui grau k(t; +t;). Além disso, o nimero de
vértices em V,,_o é decrescido em 1.

Logo, o novo dado, depois de feitas as alteracoes e renomeando : =1 e j = 2,

sera:

(8%,8% n—1,d, (h+r,1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,1,...,1), (k(ti+t2), kts, ..., kty), (ksi, ..., ksp)).

Agora, vamos calcular o comprimento dos discos desse novo dessin:

Sabemos que os discos do dessin original, D, tinham comprimentos
(2(n — 2)dp;)j=1,..m,- A alteracdo feita foi retirar o conjunto V,,_y e E,,_5 e, como
todas as arestas do conjunto FE,_, eram terminais (exceto as duas que foram com-
primidas num ponto branco), vemos que tiramos 2ks; arestas (contando multiplici-
dade) desses discos, logo, os novos discos terao comprimento (2(n —2)ks;) — 2ks; =

2(n — 3)ks;.
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Assim, temos um dessin d’enfant D’ que realiza o dado (a menos de reordena-
¢ao)

(S52%,5%, n—1,d, (ks1,...,ksp), (k(t1+t2), kts, ..., kty), (h+r,1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,1,...,1))

que tem a mesma forma do dado do enunciado, s6 que com n — 1 no lugar de n.

Logo, temos uma contradi¢ao da hipotese indutiva.
Vamos considerar agora o caso do lado direito da figura 3.15. Lembrando que

o dado inicial depois da renomeacao feita é

(S%,8% n,d, (h+7r,1,... 1), (2,1, .0 1), (2,1, 1), (Rt Kty), (2,100, 1), (Kse, -, ksp)),

1% Va Vn—s V-2 Vi1 Vn

vamos remover V,_; e todas as arestas incidentes aos seus vértices.

Observemos que como temos um vétice de V,, em cada componente conexa
do dessin d’enfant de grau ks;, quando retiramos o conjunto V,_; e suas arestas
incidentes, temos que dois discos sao mesclados num so6 e, assim, temos a contracao
de dois dos vértices de V,, num tnico ponto, que passa a ter grau ks; +ks;. E o novo

dado fica (colocando i =1 e j = 2):

(82,8, n—1,d, (h+r,1,...,1),(2,1,..., 1), ..., (2,1,..., 1), (kt1, ..., kty), (k(s1+s2), ks3, ..., ksp)).

O novo disco, depois de contraidos os vértices de V,,, terd comprimento
2(n—3)(k(s;+s;)), pois houve a unido das componentes conexas do dessin e a remo-
¢ao das arestas incidentes em V,,_1, ou seja, 2(n—2)ks; +2(n—2)ks; —2ks; —2ks; =
2(n —3)ks; +2(n — 3)ks; = 2(n — 3)k(s; + s;).

Logo, temos um dessin d’enfant que realiza o dado

(52%,5% n—1,d, (k(s1+s2), ks3, ..., ksp), (kt1, ..., kty), (h+r,1,...,1),(2,1,...,1),...,(2,1,...,1))

(a menos de reordenacdo). O que, novamente, contraria a hipotese indutiva.

Portanto, o lema esta provado para todos os casos. [ |

Teorema 3.0.16. Suponha que d e todos os d;; para it = 1,2 sao multiplos de algum
k com 1 <k <d. Se o dado de ramificagio (S?, 5% n,d, (d;;)) € realizdvel, entio

dij <d/k parai=3,...,n e para todo j.

50



Dem.:
Vamos assumir que n > 3, caso contrario, o teorema é vazio.

Afirmacao: my,my > 2.
De fato, suponhamos que dy; = d, todos o0s dy;’s sao miultiplos de k, e d3; > d/k.
Entéomlzl,mggd/k,mggd—%emigd—lparaizél.

Define-se Formula de Riemann-Hurwitz & igualdade v(D) = d.x(Y) — x(X).!

Temos que v(D) = Z(d —m;) = nd — (my +mg + ...+ m,), assim, pela
i=1
Formula de Riemann-Hurwitz, dn — (m; + ms + ... + m,) = d.2 — 2, ou seja,

mi+me+...+m, =dn—2d+2=d(n—2)+2.
d d
Portanto, (n —2)d+2=my+me+...+m, <1+—-+(d——)+(n—-3)(d—1)

k k
implica que n < 2. Temos entao um absurdo!

Suponhamos agora que exista um dado realizavel da forma

(S%,5%,n,d, (ks1, ..., ksp), (kt1,... kty), (d/k + r dsa, ..., d3ms), (dij)j=1...m;)
comr>1lep,qg>2.

Pelo Corolario 3.0.11 podemos encontrar permutacoes 71, ..., 7, tal que a es-
trutura ciclica de 7; é dada pela i-ésima particao e 7y75-- -7, = 1.

Obviamente, podemos escrever 73 como o produto de um ciclo 745 de compri-

mento d/k + r e uma permutagio 75 de estrutura ciclica (1,...,1,ds, ..., d3m,)-
n

Observemos que 7 - - - 7, pode ser obtido como o produto de Z(d—mi) trans-

1=1
n

posigoes, e usando a Formula de Riemann-Hurwitz, temos que Z(d—mi) =v(D) =
i=1
2(d —1). Assim, 7{7y - - - 7, pode ser obtido como o produto de

(- (s 1)) 4 30— m) = 2d = 1) — (d = p) — (d— )

d d
(Cr1)= B |
(k+r )=p+q-—T -

'Define-se defeito do recobrimento como v(D) = > v((d;;)), onde D = {(d;;)} e v((dij)) € o

defeito do ponto x; e representa a quantidade de pontos que fazem falta na pré-imagem de x; para
que nao seja imagem de um ponto de ramificacdo, ou seja, se xx ndo é um ponto de ramificagio,

entdo v((dk;)) =0, pois (di;) = (1,...,1).
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transposicoes.
- L . , )
A colecao dessas transposi¢oes junto com as permutagoes 7p, T2, 75 nos da a

realizacao do dado
(8%, 8% p+q—r—d/k+2,d,(ksy,...,ksp), (kt1,... kty),(d/k+r1,...,1),
(2,1,...,1),...,(2,1,...,1)),

o qual nao é realizavel pelo Lema 3.0.15.

Portanto d;; < d/k, para i = 3,...,n e para todo j. [ |
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