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Resumo
Considere duas superfí
ies fe
hadas, 
onexas, X e Y , inteiros n ≥ 0 e d ≥ 2,e para i = 1, . . . , n uma partição (dij)j=1,...,mi

de d. A 5-upla (X, Y, n, d, (dij)) é odado de rami�
ação de um 
andidato a re
obrimento rami�
ado.Em muitos trabalhos dis
ute-se quando um dado de rami�
ação pode ser re-alizado por um re
obrimento rami�
ado f : X → Y de grau d, 
om n pontos derami�
ação e graus lo
ais na pré-imagem dos pontos de rami�
ação dados por dij.Hurwitz estabele
eu uma equivalên
ia algébri
a para este problema geomé-tri
o, esta equivalên
ia tem sido utilizada para tratar do tema. Neste trabalhoapresentamos a de�nição de dessin d'enfant, um grafo na superfí
ie X , rela
ionado
om um re
obrimento rami�
ado e utilizamos esta ferramenta para obter 
ondiçõesque estabele
em quando um dado de rami�
ação é ex
ep
ional (não pode ser re-alizado). Abordamos também uma versão alternativa para a de�nição de dessind'enfant, mais 
ompleta.



Abstra
t
Given 
losed 
onne
ted surfa
es X and Y , integers n ≥ 0 and d ≥ 2, and for

i = 1, . . . , n partitions (dij)j=1,...,mi
of d. The 5-tuple (X, Y, n, d, (dij)) is 
alled thebran
h datum of a 
andidate bran
hed 
overing.Many works dis
uss when a given bran
h datum 
an be realized by a bran
hed
overing f : X → Y of degree d, with n bran
hing points and lo
al degree in thepre-images of bran
hing points given by dij.Hurwitz has established an algebrai
 equivalen
e to this geometri
 problem,this equivalen
e has been used to treat the subje
t. In this dissertation we de�nedessin d'enfant, a graph on the surfa
e X , related to a bran
hed 
overing and usethis tool to obtain 
onditions for a given bran
h datum be ex
eptional (i.e. 
annot be realized). We also de�ne an alternative and more expli
it version for thede�nition of dessin d'enfant.
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Introdução
Considere duas superfí
ies fe
hadas, 
onexas, X e Y , inteiros n ≥ 0 e d ≥ 2, epara i = 1, . . . , n uma partição (dij)j=1,...,mi

de d. A 5-upla (X, Y, n, d, (dij)) é o dadode rami�
ação de um 
andidato a re
obrimento rami�
ado. Para a existên
ia detal re
obrimento, existem algumas 
ondições ne
essárias em termos de χ(X), χ(Y ),orientabilidade, grau total e grau lo
al dos pontos de rami�
ação.O Problema de Existên
ia de Hurwitz é um problema 
lássi
o que questionaquando essas 
ondições também são su�
ientes. Existem várias maneiras equiva-lentes de se formular esse problema bem 
omo várias té
ni
as desenvolvidas, 
om opassar do tempo, para tentar solu
ioná-lo. O úni
o 
aso que ainda permane
e emaberto é quando Y é a esfera e é neste 
aso também que apare
em as ex
eções.Hurwitz reformulou o problema em termos de permutações e esta é a fer-ramenta 
lássi
a para a abordagem do mesmo. Uma outra té
ni
a re
entementeabordada por [7℄, é a noção de dessin d'enfant. Ela foi introduzida dentro do estudode apli
ações algébri
as entre superfí
ies Riemannianas e remonta à Grothendie
k.Essa é uma té
ni
a que não havia sido empregada diretamente antes pra resolver oproblema em si.Neste trabalho apresentamos a de�nição de dessin d'enfant e nos utilizamosdesta ferramenta para obter 
ondições que estabele
em quando um dado de rami-�
ação é ex
ep
ional (não pode ser realizado). Abordamos também uma versãoalternativa para a de�nição de dessin d'enfant, mais 
ompleta.O desenvolvimento dos 
apítulos deste trabaho é feita do seguinte modo:No primeiro 
apítulo apresentamos as de�nições bási
as, notações e exemplosvii



das ferramentas que utilizaremos.O 
apítulo 2 é 
omposto de resultados previamente 
onhe
idos e que são en-
ontrados em [2℄ e [5℄. Em [4℄ o autor também trabalha 
om resultados semelhantes.Em parti
ular, é neste 
apítulo que apare
e o Teorema de Hurwitz.Por �m, no 
apítulo 3 apresentamos resultados baseados em [7℄ e [3℄ que forne-
em 
ondições para dizer quando um dado 
ompatível é realizável por algum re
obri-mento rami�
ado. Outros trabalhos que tratam de realizabilidade de re
obrimentosrami�
ados são [1℄, [8℄ e [9℄.
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Capítulo 1
Pré-requisitos

Neste 
apítulo apresentamos as de�nições bási
as, notações e exemplos dasferramentas que utilizaremos durante todo o trabalho.1.1 Re
obrimentos Rami�
adosDe�nição 1.1.1. Um re
obrimento é uma apli
ação f : X → Y , onde X e Y sãoespaços topológi
os, f é sobrejetora e, para 
ada p ∈ Y , existe uma vizinhança abertade p, Up ⊂ Y , tal que f−1(Up) pode ser es
rita 
omo união disjunta de 
onjuntosabertos Vα ⊂ X e a restrição de f à Vα é um homeomor�smo de Vα em Up.
X é 
hamado de espaço de re
obrimento e Y de espaço base.

1



Exemplo 1.1.2.
f : R → S1

t 7→ e2πit

Figura 1.1: Re
obrimento tendo 
omo espaço de re
obrimento a reta real, R, e 
omoespaço base a esfera, S1; observe que 
ada p ∈ S1 possui in�nitas pré-imagens.Neste trabalho, sempre que nos referirmos a um re
obrimento f : X → Y ,faremos uso da De�nição 1.1.1 
olo
ando X e Y 
omo sendo superfí
ies fe
hadas(isto é, 
ompa
tas e sem bordo) e 
onexas.Exemplo 1.1.3. f : T → K

Figura 1.2: Re
obrimento tendo 
omo espaço de re
obrimento o toro, T , e 
omoespaço base a garrafa de Klein, K; observe que 
ada p ∈ K possui duas pré-imagens.De�nição 1.1.4. Um re
obrimento rami�
ado é uma apli
ação f : X → Y , onde
X e Y são superfí
ies fe
hadas 
onexas, tal que, para 
ada x ∈ X, existe um aberto2



Ux 
om x ∈ Ux de modo que a restrição de f a Ux se 
omporta lo
almente 
omo aapli
ação C ∋ z 7→ zk ∈ C para algum k ∈ Z, k ≥ 1.Exemplo 1.1.5. Seja f : S2 → S2 e 
onsidere a esfera S2 
entrada na origem
0 ∈ R3. Geometri
amente, podemos des
rever f 
omo a apli
ação que asso
ia 
ada
urva que dá uma volta num 
ír
ulo da S2 de altura no ponto (0, 0, t), t ∈ (−1, 1), auma 
urva que dá três voltas no mesmo 
ír
ulo da S2.

Figura 1.3: Re
obrimento rami�
ado tendo 
omo espaço de re
obrimento e espaçobase a esfera, S2.Observemos que a apli
ação f : S2 → S2 do exemplo 1.1.5 é um re
obrimentorami�
ado pois os pólos, PN e PS, não possuem três pré-imagens 
omo todos osoutros pontos da esfera. Se 
onsiderarmos f : S2 \ {PN, PS} → S2 \ {PN, PS}teremos um re
obrimento não-rami�
ado.De�nição 1.1.6. Considere k ∈ Z 
omo na De�nição 1.1.4. Se x ∈ X é tal que
k > 1, dizemos que f(x) é um ponto de rami�
ação e o inteiro k é o grau lo
al dore
obrimento.Notemos que 
ada x ∈ f−1(xj), onde xj é ponto de rami�
ação, é isolado.Deste modo, 
ada ponto de rami�
ação também é isolado e temos um número �nito,3



que denotaremos por n, de tais pontos.De�nição 1.1.7. Consideremos o 
onjunto R = {xi ∈ Y ; xi é ponto de rami�
ação}.
f ′ = f |X\f−1(R): X \f

−1(R)→ Y \R é um re
obrimento e o número de pré-imagensé 
onstante e �nito, denotado por d e 
hamado grau do re
obrimento.Com essa de�nição, vemos que o Exemplo 1.1.3 é um re
obrimento de grau 2e o Exemplo 1.1.5 é um re
obrimento de grau 3.De�nição 1.1.8. Se o i-ésimo ponto de rami�
ação em Y possui mi pré-imagens,os graus lo
ais (dij)j=1,...,mi
desse ponto nos dão uma partição de d, 
om dij ≥ 1 e

mi∑

j=1

dij = d.De�nição 1.1.9. Suponhamos dados as superfí
ies fe
hadas 
onexas X e Y , inteiros
n ≥ 0 e d ≥ 2 e, para i = 1, . . . , n, uma partição (dij)j=1,...,mi

de d. A 5-upla
(X, Y, n, d, (dij)) será 
hamada dado de rami�
ação ou dado de re
obrimento de um
andidato a re
obrimento rami�
ado.Para tal dado, sempre asso
iaremos o inteiro ñ = m1 + . . .+mn.Exemplo 1.1.10. (T,RP2, 5, 8, (4, 4); (3, 1, 4); (5, 3); (2, 2, 2, 2); (2, 3, 3)) é um dadode rami�
ação de um 
andidato à re
obrimento rami�
ado do toro, T , no planoprojetivo, RP2, que possui n = 5 pontos de rami�
ação, grau d = 8 e ñ = 2 + 3 +

2 + 4 + 3.1.2 Problema de Existên
ia de HurwitzA seguir apresentamos uma de�nição que nos diz quando um dado de rami�-
ação é 
ompatível. A maioria dos itens desta de�nição de
orrem do fato de que setirarmos os pontos de rami�
ação e suas respe
tivas pré-imagens de um re
obrimentorami�
ado, o resultado ainda será um re
obrimento, porém não-rami�
ado.De�nição 1.2.1. Um dado de rami�
ação é 
ompatível se as seguintes 
ondiçõessão satisfeitas: 4



(1) χ(X)− ñ = d.(χ(Y )− n);(2) n.d− ñ é par;(3) Se Y é orientável, então X é também orientável;(4) Se Y é não-orientável e d é ímpar, então X é também não-orientável;(5) Se Y é não-orientável mas X é orientável, então 
ada partição (dij)j=1,...,mide d re�na a partição (d/2, d/2). (Note que d é par pela 
ondição (4).)De�nição 1.2.2. Um dado (X, Y, n, d, (dij)) é realizável se existir um re
obrimentorami�
ado tendo-o 
omo dado de rami�
ação.De�nição 1.2.3. Um dado de rami�
ação é ex
ep
ional se ele for 
ompatível, masnão for realizável por nenhum re
obrimento rami�
ado.Surge assim, uma questão: quando um dado de rami�
ação 
ompatível é rea-lizável por algum re
obrimento rami�
ado?Essa pergunta é 
onhe
ida 
omo o Problema de Existên
ia de Hurwitz. Exis-tem várias maneiras equivalentes de se formular esse problema bem 
omo váriasté
ni
as desenvolvidas, 
om o passar do tempo, para tentar solu
ioná-lo. A ferra-menta 
lássi
a foi o próprio Hurwitz quem introduziu, reformulando algebri
amenteum problema geométri
o em termos de permutações.No 
apítulo 3 apresentaremos alguns resultados que respondem geometri
a-mente à essa questão para 
ertos 
asos espe
í�
os.1.3 Dessins d'EnfantsDe�nição 1.3.1. Um dessin d'enfant em uma superfí
ie fe
hada 
onexa X é umgrafo D ⊂ X onde:(1) Para algum n ≥ 3, o 
onjunto de vérti
es de D se de
ompõe 
omo V1⊔. . .⊔Vn−1e o 
onjunto de arestas de D se de
ompõe 
omo E1 ⊔ . . . ⊔ En−2;5



(2) Para i = 1, . . . , n− 2 
ada aresta em Ei une um vérti
e de Vi a um de Vi+1;(3) Para i = 2, . . . , n − 2, 
ada vérti
e de Vi possui grau par e ao redor dele seen
ontram, alternadamente, arestas de Ei−1 e arestas de Ei;(4) X \D 
onsiste de dis
os abertos.De�nição 1.3.2. O 
omprimento dos dis
os em X \D é o número de arestas quedelimitam a fronteira dos dis
os (
om multipli
idade).Exemplo 1.3.3. .

Figura 1.4: Dessin d'enfant no toro. (Este dessin d'enfant será, mais adiante, asso-
iado ao dado de rami�
ação (T, S2, 3, 8, (2, 2, 2, 2), (3, 5), (5, 3))).De�nição 1.3.4. Um dessin d'enfant 
ompleto em uma superfí
ie fe
hada 
onexa
X é um grafo D ⊂ X, onde: 6



(1) Para algum n ≥ 3, o 
onjunto de vérti
es de D se de
ompõe 
omo V1⊔ . . .⊔Vne o 
onjunto de arestas de D se de
ompõe 
omo E1 ⊔ . . . ⊔ En−1;(2) Para i = 1, . . . , n− 1 
ada aresta em Ei une um vérti
e de Vi a um de Vi+1;(3) Para i = 2, . . . , n − 1, 
ada vérti
e de Vi possui grau par e ao redor dele seen
ontram, alternadamente, arestas de Ei−1 e arestas de Ei;(4) X \D 
onsiste de dis
os abertos.Exemplo 1.3.5. .

Figura 1.5: Dessin d'enfant 
ompleto no toro. (Este dessin d'enfant
ompleto também será, mais adiante, asso
iado ao dado de rami�
ação
(T, S2, 3, 8, (2, 2, 2, 2), (3, 5), (5, 3))).

7



Capítulo 2
De Dessins d'Enfants paraPermutações e Vi
e-Versa

Neste 
apítulo introduzimos alguns resultados bási
os que são demonstradosem [2℄ e [5℄. Como 
on
entramos nosso trabalho em dessins d'enfants, optamos pornão demonstrá-los.Seja (X, Y, n, d, (dij)) um dado de rami�
ação de um re
obrimento rami�
ado
f , onde Y = Ỹ ∪B é uma superfí
ie 
onexa e lo
almente 
onexa por 
aminhos (logo
onexa por 
aminhos), Ỹ é uma superfí
ie sem bordo e as 
omponentes 
onexas de B,o bordo de Y , são homeomorfas a S1 ou a R; X é uma superfí
ie não ne
essariamente
onexa; R = {xi ∈ Y ; xi é ponto de rami�
ação}, Ŷ = Y \ R, i = 1, . . . , n e j =

1, . . . , mi. Considere Vxi
uma vizinhança de xi tal que f restrita às 
omponentes
onexas de f−1(Vxi

) é do tipo z 7→ zdij ; V̂xi
= Vxi

\R.Seja ẑ ∈ Ŷ . Como Ŷ é 
onexo por 
aminhos, existe um 
aminho vi que une ẑa x̂i, onde x̂i ∈ V̂xi
. Seja αxi

um laço em V̂xi

om ponto base x̂i e 
onsidere {v∗i } a
lasse de homotopia do 
aminho v∗i = vi.αxi

.v−1
i . Considere também {w∗

q} a 
lassede homotopia do 
aminho w∗
q = wq.{C

q}.w−1
q , onde wq é um 
aminho em Ŷ e é talque wq(0) = ẑ, wq(1) = x̂q (x̂q ∈ Cq ∈ B, Cq 
omponente 
onexa de B homeomorfaà S1), e para todo t ∈ (0, 1) temos wq(t) ∈ Ỹ .8



Com as notações a
ima, temos:Teorema 2.0.6 (Hurwitz). 1 Um dado de rami�
ação (X, Y, n, d, (dij)) é realizávelse, e somente se, é possível de�nir o homomor�smo
Ψ : π1(Ŷ , ẑ) → Sd

{v∗i } 7→ σxi

{w∗
q} 7→ λqonde o 
onjunto dos 
omprimentos dos 
i
los dados pela de
omposição úni
a daspermutações σxi

e λq de
revem a rami�
ação sobre xi e Cq, respe
tivamente.Mais ainda, X é 
onexo se, e somente se, a ação que 
orresponde a Ψ étransitiva.Observação 2.0.7. Dado um dessin d'enfant D, 
om notação 
omo na de�nição1.3.1, 
orrespondendo à realização de um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij)),podemos 
onstruir permutações 
orrespondendo à mesma realização, 
omo segue:
• Enumere as arestas de Ei 
omo e(1)i , . . . , e

(d)
i , 
omeçando de um modo arbitráriopara E1 e de modo que para i ≥ 2, ao redor de 
ada vérti
e de Vi, 
ada aresta

e
(k)
i é seguida pela aresta e

(k)
i−1 
om o mesmo número k;

• Para i ≤ n − 2 e k ∈ {1, . . . , d} sele
ione o vérti
e de Vi no qual e(k)i estáligado e de�na τi(k) 
omo sendo h tal que o próximo e
(∗)
i ao redor do vérti
e é

e
(h)
i ;

• Para k ∈ {1, . . . , d} sele
ione o vérti
e de Vn−1 no qual e(k)n−2 está ligado ede�na τn−1(k) 
omo sendo h tal que o próximo e
(∗)
n−2 ao redor do vérti
e é e(h)n−2.Lembremos que X está orientada e observemos que os seguintes fatos sobrea aresta e

(h)
i são ne
essários para de�nir τi(k): para i = 1, esta aresta vem logodepois de e
(k)
i , enquanto que para i = 2, . . . , n− 2, existe a aresta e

(k)
i−1 situada entreelas. Observemos também que a aresta e

(h)
n−2 quando usada na de�nição de τn−1(k)novamente vem logo depois da e

(k)
n−2.1Ver [2℄ e [5℄ 9



Para des
rever a 
orrespondên
ia oposta, dados τ1, . . . , τn−1 ∈ Sd, 
onstruímosum grafo D(τ1, . . . , τn−1) 
om vérti
es V1 ⊔ . . . ⊔ Vn−1, onde Vi é o 
onjunto dos
i
los de τi, e para i = 1, . . . , n− 2 e k = 1, . . . , d uma aresta e
(k)
i une os 
i
los de

τi e τi+1 o qual 
ontém k. Observe que D(τ1, . . . , τn−1) é 
onexo se, e somente se,
< τ1, . . . , τn−1 > é transitivo. Deste modo, usaremos as permutações para 
onstruirlaços que garantem a 
onexidade do grafo. Estes laços são 
onstruídos da seguintemaneira:Começamos 
om algum vérti
e de V1 e seguimos o 
aminho e

(k)
1 , . . . , e

(k)
n−2.Tendo assim 
hegado a um vérti
e de Vn−1, nós seguimos o 
aminho:

e
(τ−1

n−1(k))

n−2 , e
(τ−1

n−2τ
−1
n−1(k))

n−3 , . . . , e
(τ−1

3 ...τ−1
n−1(k))

2 , e
(τ−1

2 τ−1
3 ...τ−1

n−1(k))

1o qual nos leva a um vérti
e de V1. De lá, nós pro
edemos do mesmo modo 
ome-çando de e
(τ−1

1 τ−1
2 τ−1

3 ...τ−1
n−1(k))

1 até en
ontrarmos a aresta e
(k)
1 novamente.Deste modo, temos que, dados τ1, . . . , τn−1 ∈ Sd 
orrespondendo à uma realiza-ção de um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij)), o espaço obtido de D(τ1, . . . , τn−1)anexando dis
os aos 
i
los distintos des
ritos anteriormente é X, e D(τ1, . . . , τn−1) ⊂

X é um dessin d'enfant 
orrespondente à mesma realização do dado de rami�
ação.Observemos que 
olo
ando n no lugar de n− 1 no pro
edimento a
ima, 
ons-truímos o grafo D(τ1, . . . , τn) ⊂ X o qual é o dessin d'enfant 
ompleto 
orrespon-dente à mesma realização do dado de rami�
ação.Exemplo 2.0.8. Construção do re
obrimento rami�
ado, do dessin d'enfant e dodessin d'enfant 
ompleto dadas as permutações:
τ1 = (12)(34)(56)(78)

τ2 = (135)(27468)

τ3 = (16327)(485).Para 
omeçar, temos que:
V1 = {(12), (34), (56), (78)} = {v11, v12, v13, v14}

V2 = {(135), (27468)} = {v21, v22} 10



V3 = {(16327)(485)} = {v31, v32}Apenas olhando para esses 
onjuntos, podemos dizer que d = 8, n = 3,
(d1j)j=1,...,4 = (2, 2, 2, 2), (d2j)j=1,2 = (3, 5) e (d3j)j=1,2 = (5, 3).Vamos agora 
onstruir as arestas e

(k)
i . Devemos observar que na 
onstruçãodo dessin d'enfant 
ompleto apare
e um 
onjunto de arestas a mais se 
ompararmos
om a 
onstrução do dessin d'enfant 
lássi
o.Faremos primeiramente o grafo D(τ1, τ2) e em seguida o grafo D(τ1, τ2, τ3).O 
onjunto de arestas do primeiro grafo é E1 = {e

(1)
1 , e

(2)
1 , e

(3)
1 , e

(4)
1 , e

(5)
1 , e

(6)
1 , e

(7)
1 , e

(8)
1 },onde:

e
(1)
1 une os 
i
los (12) ∈ τ1 e (135) ∈ τ2;
e
(2)
1 une os 
i
los (12) ∈ τ1 e (27468) ∈ τ2;
e
(3)
1 une os 
i
los (34) ∈ τ1 e (135) ∈ τ2;
e
(4)
1 une os 
i
los (34) ∈ τ1 e (27468) ∈ τ2;
e
(5)
1 une os 
i
los (56) ∈ τ1 e (135) ∈ τ2;
e
(6)
1 une os 
i
los (56) ∈ τ1 e (27468) ∈ τ2;
e
(7)
1 une os 
i
los (78) ∈ τ1 e (27468) ∈ τ2;
e
(8)
1 une os 
i
los (78) ∈ τ1 e (27468) ∈ τ2.Os laços do grafo D(τ1, τ2) é 
onstruído 
omo segue:Começamos 
om o vérti
e v11 ∈ V1 e seguimos o 
aminho e

(1)
1 o qual nos levaao vérti
e v21 ∈ V2. Desse vérti
e, nós seguimos o 
aminho e

(τ−1
2 (1))

1 = e
(5)
1 o qual nosleva ao vérti
e v13 ∈ V1. Devemos agora seguir o 
aminho e

(τ−1
1 τ−1

2 (1))
1 = e

(6)
1 que nosleva ao vérti
e v22 ∈ V2 e seguir por e(τ−1

2 (6))
1 = e

(4)
1 
hegando em v12 ∈ V1. Seguimosagora por e

(τ−1
1 τ−1

2 (6))
1 = e

(3)
1 que nos leva a v21 ∈ V2; passamos novamente por

e
(τ−1

2 (3))
1 = e

(1)
1 
hegando em v11 ∈ V1 e seguimos por e

(τ−1
1 τ−1

2 (3))
1 = e

(2)
1 que nos levaa v22 ∈ V2 e por e(τ−1

2 (2))
1 = e

(8)
1 
hegando em v14 ∈ V1. Daqui seguimos pelo 
aminho

e
(τ−1

1 τ−1
2 (2))

1 = e
(7)
1 que 
hega em v22 ∈ V2 e, por último, seguimos e(τ−1

2 (7))
1 = e

(2)
1 que�nalmente 
ompleta o laço 
hegando em v11 ∈ V1, já que o próximo 
aminho seria

e
(τ−1

1 τ−1
2 (7))

1 = e
(1)
1 . 11



Temos, portanto, o laço L1 : v11− v21− v13− v22− v12− v21− v11− v22− v14−

v22 − v11.Pro
edendo do mesmo modo 
omo feito a
ima para os vérti
es v12, v13, v14 ∈ V1obtemos, respe
tivamente, os laços:
L2 : v12 − v21 − v11 − v22 − v14 − v22 − v11 − v21 − v13 − v22 − v12,
L3 : v13 − v21 − v12 − v22 − v14 − v22 − v13,
L4 : v14 − v22 − v11 − v21 − v13 − v22 − v12 − v21 − v11 − v22 − v14.Como L1, L2 e L4 
orrespondem ao mesmo laço, 
onsideramos apenas um de-les, digamos L1.

Figura 2.1: Laços L1 e L3 que tornam o grafo 
onexo visto 
omo polígonos.Como existem arestas em 
omum a ambos os laços, podemos identi�
ar asarestas v22 e
(7)
1←→ v14

e
(8)
1←→ v22, e obtemos:

12



Figura 2.2: Polígono 
orrespondente aos laços L1 e L3 depois da primeira identi�-
ação das arestas.Identi�
ando as arestas v22 e
(4)
1←→ v12

e
(3)
1←→ v21 obtemos o 
ilindro:

Figura 2.3: Polígono 
orrespondente aos laços L1 e L3 depois da segunda identi�
a-ção das arestas.Por �m, identi�
amos as arestas v22
e
(2)
1←→ v11

e
(1)
1←→ v21

e
(5)
1←→ v13

e
(6)
1←→ v22 eobtemos o toro.Deste modo, obtemos que o espaço de re
obrimento é o toro. Fazendo o 
ál
ulode 
ompatibilidade, obtemos que χ(Y ) = 2 e, portanto, o espaço base é a esfera S2.Para termos uma idéia geométri
a, vamos desenhar os laços no toro.

13
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12Figura 2.4: No desenho da esquerda temos uma outra representação dos dois laços
L1 e L3; no desenho da direita, quando 
olo
ados no toro..

Figura 2.5: Desmembramento dos laços L1 e L3.
14



Por �m, obtemos o dessin d'enfant 
lássi
o:

Figura 2.6: Dessin d'enfant ressaltando suas duas 
omponentes 
onexas.

15



Para o dessin d'enfant 
ompleto, temos dois 
onjuntos de arestas
E1 = {e

(1)
1 , e

(2)
1 , e

(3)
1 , e

(4)
1 , e

(5)
1 , e

(6)
1 , e

(7)
1 , e

(8)
1 } e E2 = {e

(1)
2 , e

(2)
2 , e

(3)
2 , e

(4)
2 , e

(5)
2 , e

(6)
2 , e

(7)
2 , e

(8)
2 },onde:

e
(1)
2 une os 
i
los (135) ∈ τ2 e (16327) ∈ τ3;
e
(2)
2 une os 
i
los (27468) ∈ τ2 e (16327) ∈ τ3;
e
(3)
2 une os 
i
los (135) ∈ τ2 e (16327) ∈ τ3;
e
(4)
2 une os 
i
los (27468) ∈ τ2 e (485) ∈ τ3;
e
(5)
2 une os 
i
los (135) ∈ τ2 e (485) ∈ τ3;
e
(6)
2 une os 
i
los (27468) ∈ τ2 e (16327) ∈ τ3;
e
(7)
2 une os 
i
los (27468) ∈ τ2 e (16327) ∈ τ3;
e
(8)
2 une os 
i
los (27468) ∈ τ2 e (485) ∈ τ3.e o 
onjunto E1 é o mesmo utilizado na 
onstrução anterior.Construindo os laços do grafo D(τ1, τ2, τ3) de modo análogo ao feito anterior-mente, obteremos os laços:
l1 = v11 − v21 − v31 − v22 − v11,
l2 = v12 − v21 − v31 − v22 − v12,
l3 = v13 − v21 − v32 − v22 − v13,
l4 = v14 − v22 − v31 − v22 − v14.O dessin d'enfant 
ompleto é então:

16



Figura 2.7: Dessin d'enfant 
ompleto ressaltando os laços que o tornam 
onexo.Con
luímos assim, que o dado de rami�
ação possui a forma:
(T, S2, 3, 8, (2, 2, 2, 2), (3, 5), (5, 3)).
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Capítulo 3
Ex
eções via Dessin d'Enfant

Neste 
apítulo apresentamos resultados baseados em [3℄ e [7℄ que forne
em 
on-dições para dizer quando um dado 
ompatível é realizável por algum re
obrimentorami�
ado.Proposição 3.0.9. Um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij)) é realizável se, esomente se, existe um dessin d'enfant D ⊂ X 
om o 
onjunto de vérti
es de
omposto
omo V1, . . . , Vn−1 tal que:(i) Para i = 1 e i = n− 1, os vérti
es em Vi possuem grau (dij)j=1,...,mi
;(ii) Para i = 2, . . . , n− 2, n > 3, os vérti
es em Vi possuem grau (2dij)j=1,...,mi

;(iii) Os dis
os em X \D possuem 
omprimento (2(n− 2)dnj)j=1,...,mn
.Dem.:Para a primeira impli
ação, suponhamos que exista um re
obrimento rami�-
ado f : X → S2 
om pontos de rami�
ação x1, . . . , xn que realiza o dado

(X,S2, n, d, (dij)), e vamos 
onstruir um dessin d'enfant D ⊂ X que satisfaça (i),(ii) e (iii).Para i = 1, . . . , n− 2 es
olha um ar
o simples αi que une xi a xi+1. Suponhaque os αi's se en
ontram apenas em suas extremidades e que não passam por xn.18



Considere α =

n−2⋃

i=1

αi.

Figura 3.1: Construção da 
urva α.De�na D = f−1(α) e 
oloque Vi = f−1(xi) e Ei = f−1(αi).Observemos que pelo modo que D foi 
onstruído, as 
ondições (1), (2), (3) dade�nição de dessin d'enfant e os itens (i) e (ii) da proposição estão satisfeitos. Destemodo, falta apenas provarmos os dois fatos sobre as 
omponentes de X \D.
S2\α é um dis
o aberto e, ao restringirmos f a qualquer 
omponente de X \D,teremos um re
obrimento sobre esse dis
o 
om um úni
o ponto de rami�
ação, o xn.Tal re
obrimento é sempre modelado no re
obrimento z 7→ zdnj do dis
o unitárioaberto nele mesmo. Assim, as 
omponentes de X \D são dis
os abertos e a 
ondição(4) da de�nição de dessin d'enfant está satisfeita.Para ser mais pre
iso, existe um desses dis
os para 
ada elemento de f−1(xn)e o j-ésimo possui o 
omprimento desejado: (2(n− 2)dnj)j=1,...,mn

.
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Figura 3.2: j-ésimo dis
o de 
omprimento (2(n− 2)dnj)j=1,...,mn
.Para a re
ípro
a, suponhamos dados S2 
omo superfí
ie base e D ⊂ X o dessind'enfant 
om o 
onjunto de vérti
es de
omposto 
omo V1, . . . , Vn−1 satisfazendo as
ondições (i), (ii) e (iii).Observemos que 
om essas informações 
onseguimos obter o dado

(X,S2, n, d, (dij)); para mostrar que é realizável, vamos 
onstruir um re
obrimentorami�
ado f : X → S2 que tenha este dado 
omo dado de rami�
ação.Es
olha n pontos distintos x1, . . . , xn na esfera e n−2 ar
os simples α1, . . . , αn−2tal que αi une xi a xi+1 e de modo que se en
ontrem apenas em seus extremos e nãopassem por xn.Denotemos:
Vi = {x

(j)
i ∈ X ; j = 1, . . . , mi}, i = 1, . . . , n− 1.

Ei = {γ
l
i,j : [0, 1] → X ; γl

i,j(0) = x
(j)
i e γl

i,j(1) = x
(l)
i+1, 
om j = 1, . . . , mi, l =

1, . . . , mi+1}, i = 1 . . . , n− 2.
α =

n−2⋃

i=1

αi.De�namos f : D → S2 
olo
ando f(x
(j)
i ) = xi, j = 1, . . . , mi, i = 1, . . . , n− 120



e f(γl
i,j(t)) = αi(t), i = 1, . . . , n− 2, j = 1, . . . , mi, l = 1, . . . , mi+1.Resta de�nir f em X \D.Notemos que X \D 
onsiste, a menos de homeomor�smo, de mn dis
os abertos

Cj, j = 1, . . . , mn.Vamos então de�nir f em 
ada Cj, j = 1, . . . , mn.Observemos que S2 \ α é homeomorfo a um dis
o aberto U 
uja fronteira é
omposta pelas 
urvas αi's e que as fronteiras dos dis
os abertos Cj são 
ompostaspelas 
urvas γl
i,j.Assim, existe uma apli
ação Ψ : D2 → S2 
om Ψ|

D̊2 : D̊2 → U homeomor�smode modo que, a 
orrespondên
ia 
ontrária de Ψ seria �
ortar� a esfera S2 em αabrindo-a num dis
o 
uja fronteira são duas 
ópias de α: α1 e α2. Ou seja, Ψidenti�
a α1 e α2 �fe
hando� o dis
o em α e transformando-o na esfera.

Figura 3.3: Des
rição geométri
a da apli
ação Ψ.Vamos olhar o que a
onte
e nas fronteiras das 
omponentes de X \D, ou seja,a menos de homeomor�smo, nas fronteiras dos dis
os Cj's.Para manter a 
onexidade do grafo, a fronteira de Cj, para 
ada j = 1, . . . , mn,deve 
onter pontos das pré-imagens de todos os pontos de rami�
ação, ex
eto xn,pois os pontos x(j)
n de f−1(xn) estarão no interior de Cj .Vamos de�nir f ′ : Cj → D2 de modo que, para 
ada ar
o da fronteira de Cjque se ini
ia em um vérti
e de V1 e termina no vérti
e de Vn−1 (o primeiro queapare
e depois de V1), seu 
orrespondente pela f ′ seja α1; e o ar
o seguinte quese ini
ia nesse mesmo vérti
e de Vn−1 e termina no próximo vérti
e V1 tenha 
omo21




orrespondente, pela f ′, o ar
o α2.Lembremos que existem dnj de ambos os ar
os 
itados.

Figura 3.4: Des
rição geométri
a da apli
ação f ′.Vamos exigir também que f ′(x
(j)
n ) = xn ∈ D̊2 
om Ψ(xn) = xn.Deste modo, resta de�nir f ′ nos pontos de C̊j \ {x

(j)
n }.Dado y ∈ C̊j \ {x

(j)
n }, 
omo Cj é estrelado, podemos parametrizar o segmentode reta que 
omeça em x

(j)
n ∈ Cj, passa por y e termina em γl

i,j(t1) = yn ∈ ∂Cj , paraalgum t1 ∈ [0, 1]. Assim, y = (1− ty)x
(j)
n + tyyn, para algum ty ∈ [0, 1].De�na f ′(y) = (1 − ty)xn + tyf

′(yn). (Observemos que f ′(yn) já está de�nidojá que yn ∈ ∂Cj).Portanto, podemos de�nir f : Cj → S2 
olo
ando f = Ψ ◦ f ′.Como Cj é arbitrário, f está bem de�nida em 
ada Cj e, portanto, em X \D.
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Figura 3.5: Des
rição geométri
a da apli
ação f = Ψ ◦ f ′.
Como uma 
onsequên
ia da demonstração da proposição anterior, podemosenun
iar o seguinteCorolário 3.0.10. A 
ada realização de um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij))
orresponde um dessin d'enfant D ⊂ X.Se usarmos a De�nição 1.3.4 ao invés da De�nição 1.3.1 na proposição a
ima,teremos o seguinte resultado:Proposição 3.0.9.' As realizações de um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij))
orrespondem aos dessins d'enfants D ⊂ X 
om o 
onjunto de vérti
es de
omposto
omo V1, . . . , Vn tal que:(i) Para i = 1 e i = n, os vérti
es em Vi possuem grau (dij)j=1,...,mi

;(ii) Para i = 2, . . . , n− 1, os vérti
es em Vi possuem grau (2dij)j=1,...,mi
;(iii) Os dis
os em X \D possuem 
omprimento 
onstante 2(n− 1).O 
orolário seguinte é uma 
onsequên
ia direta do Teorema 2.0.6.23



Corolário 3.0.11. As realizações de um dado de rami�
ação (X,S2, n, d, (dij))
orrespondem às es
olhas de τi = Ψ(vi) em Sd para i = 1, . . . , n − 1 tal que
< τ1, . . . , τn−1 > é transitivo e, 
olo
ando τn = τ−1

n−1 · · · τ
−1
1 , a 
lasse de 
onjuga-ção de τi é dada por (dij)j=1,...,mi

, onde i = 1, . . . , n.Proposição 3.0.12. Um dado de rami�
ação D = (S2, Y, 3, d, (x, d− x), (2, . . . , 2),

(2, . . . , 2)), 
om d par, é realizável se, e somente se, x =
d

2
.Dem.:Suponhamos que D seja realizável. Então (S2, Y, 3, d, (2, . . . , 2), (2, . . . , 2),

(x, d−x)) é também realizável e, pela Proposição 3.0.9, ele 
orresponde a um dessind'enfant D ⊂ S2 
om o 
onjunto de vérti
es de
omposto 
omo V1 ⊔ V2 tal que osvérti
es em V1 possuem grau 2 e os vérti
es em V2 possuem grau x e d− x.Na demonstração da Proposição 3.0.9, vemos que devemos ter o vérti
e degrau x em uma 
omponente de S2 \ D e o outro vérti
e, de grau d − x, em outra
omponente. Como todas as 
omponentes devem 
onter um elemento da pré-imagemde x3, 
on
luímos que temos apenas duas 
omponentes, o que mostra que D é uma
urva simples fe
hada imersa em S2 e portanto, os dis
os em S2 \D possuem mesmo
omprimento, ou seja, 2(3− 2)x = 2(3− 2)(d− x), logo, x = d− x e, assim, x = d
2
.Re
ipro
amente, suponhamos que x =

d

2
e mostremos que D = (S2, Y, 3, d,

(d/2, d/2), (2, . . . , 2), (2, . . . , 2)) é realizável. Para isso, vamos 
onstruir um dessind'enfant, D, que 
orresponda à realização desse dado de rami�
ação.Consideremos o dado (S2, Y, 3, d, (2, . . . , 2), (2, . . . , 2), (d/2, d/2)) e observemosque, sendo (2, . . . , 2), (2, . . . , 2), (d/2, d/2) partições de d, teremos m1 = k = m2,para algum k ∈ Z e d1j = 2 = d2j para todo j = 1, . . . , m1. Portanto, o úni
o dessinque 
orresponde à essas 
ara
terísti
as é o ilustrado na �gura 3.6, onde os pontosilustrados na primeira �leira 
orrespondem a pré-imagem de x1 e os da segunda�leira a de x2.
24



Figura 3.6: Dessin d'enfant que realiza o dado
(S2, Y, 3, d, (2, . . . , 2), (2, . . . , 2), (d/2, d/2)).Observe que D satisfaz todas as propriedades da De�nição 1.3.1 e da Pro-posição 3.0.9. Além disso, ressaltamos o fato de ter duas 
omponentes 
onexas
omo exigido pela partição (

d

2
,
d

2

) e o 
omprimento dos dis
os em S2 \ D ser
2k = d = 2(3− 2)

d

2
.Portanto, D é realizável.

Proposição 3.0.13. Seja (X,S2, 3, d, (2, . . . , 2), (5, 3, 2, . . . , 2), (d3j)j=1,...,m3) um dadode rami�
ação 
ompatível 
om d ≥ 8 par.
• Se X = T , o toro, e m3 = 2, então o dado é realizável se, e somente se,
(d31, d32) 6= (d/2, d/2).
• Se X = S2 e m3 = 4, então o dado é realizável se, e somente se, (d3j)j=1,...,4 6=(

k, k,
d

2
− k,

d

2
− k

) para algum k > 0, ou (d3j)j=1,...,4 6= (d/2, d/6, d/6, d/6)para d múltiplo de 6.Dem.:Primeiramente faremos uso de algumas observações.Um dessin d'enfant 
lássi
o D 
orrespondendo às duas primeiras partições dodado de rami�
ação da hipótese visto 
omo um grafo abstrato, é homeomorfo a um25



dos grafos A e B mostrados na �gura 3.7, 
om os dois vérti
es visíveis perten
entesa V2.
Figura 3.7: Os dois grafos 
om vérti
es de graus 5 e 3.Para obter D devemos então inserir em 
ada aresta de A ou B um númeroímpar de vérti
es perten
entes a V1 e V2 alternadamente. Com um leve abuso denotação, suponhamos que adi
ionamos 2α+ 1 vérti
es em α, depois 2β + 1 em β, eassim por diante. Usando o fato que V1 possui d/2 vérti
es, vemos que α+β+γ+δ =

d

2
− 4, e esta é a úni
a restrição sobre α, β, γ e δ.A menos de simetria, as possíveis opções de A e B para superfí
ies orientáveis
om bordo são as des
ritas nas �guras abaixo.
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Figura 3.8: Possibilidades para A e B..
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As superfí
ies fe
hadas X asso
iadas e os respe
tivos semi-
omprimentos dosdis
os são os seguintes:
A1 : S

2, (α + 1, γ + 1, δ + 1, α+ 2β + γ + δ + 5)

A2 : S
2, (α + 1, γ + 1, γ + δ + 2, α+ 2β + δ + 4)

A3 : T, (α + 1, α+ 2β + 2γ + 2δ + 7)

B1 : S
2, (α + 1, β + γ + 2, γ + δ + 2, α+ β + δ + 3)

B2 : T, (α + 1, α+ 2β + 2γ + 2δ + 7)

B3 : T, (β + γ + 2, 2α+ β + γ + 2δ + 6)

B4 : T, (α + β + γ + 3, α+ β + γ + 2δ + 5).Vamos então determinar todos os valores possíveis que podem ser realizadospelos Ai's e Bi's quando α, β, γ e δ variam nos inteiros não-negativos sob a restrição
α + β + γ + δ =

d

2
− 4.Começando a demonstração 
om X = T , 
onsideraremos os 
asos A3, B2, B3 e

B4. Suponhamos que (d/2, d/2) seja realizável. Assim,
• Se (α+ 1, α+ 2β + 2γ + 2δ + 7) = (d/2, d/2), então 2β + 2γ + 2δ + 6+ d/2 =

d/2⇒ β + γ + δ + 3 = 0⇒ β + γ + δ = −3 o que não pode a
onte
er já que
β, γ, δ ∈ Z+.
• Se (β+γ+2, 2α+β+γ+2δ+6) = (d/2, d/2), então 2α+2δ+4 = 0⇒ α+δ = −2.Absurdo!
• Se (α+β+γ+3, α+β+γ+2δ+5) = (d/2, d/2), então 2δ+2 = 0⇒ δ = −1.Absurdo!Portanto, (d31, d32) 6= (d/2, d/2).Para a re
ípro
a, tomando 1 ≤ k ≤

d

2
−3, temos que (d

2
+k,

d

2
−k) é realizávelusando B4 
om α =

d

2
− 3− k, β = γ = 0 e δ = k − 1.Além disso, (d − 1, 1) é realizável usando A3 
om α = d − 2, β = γ = 0 e

δ =
d

2
− 4 e (d− 2, 2) é realizável usando B3 
om α =

d

2
− 4 e β = γ = δ = 0.30



Como essas partições 
obrem todas as possibilidades para (d31, d32) 6= (d/2, d/2),temos que o dado é realizável. E o primeiro item está terminado.Para X = S2, vamos 
omeçar 
om o 
aso B1.Vamos denotar os elementos de (d3j)j=1,...,4 (não ne
essariamente na mesmaordem) por x, y, z, w = d − x − y − z e resolver o sistema abaixo nas in
ógnitas
α, β, γ e δ:







x = α + 1

y = β + γ + 2

z = γ + δ + 2

w = α + β + δ + 3

⇒







α = x− 1

β = d/2 − x− z − 1

γ = x+ y + z − 1− d/2

δ = d/2 − x− y − 1.Esse sistema possui solução se, e somente se, α, β, γ e δ são todos não-negativos,ou seja, se
(∗)







x+ y ≤ d/2− 1

x+ z ≤ d/2− 1

x+ y + z ≥ d/2 + 1.Logo, um dado de rami�
ação 
om X = S2 é realizável usando o 
aso B1 se,e somente se, é possível extrair de (d3j)j=1,...,4 inteiros x, y, z satisfazendo (*).Denotaremos por l o maior dos d3j 's e provaremos os seguintes fatos:A�rmação 1: Se l ≥ d/2, então o dado de rami�
ação não pode ser realizadousando B1.A�rmação 2: Se l < d/2, então o dado de rami�
ação pode ser realizado usando
B1 se, e somente se, (d3j)j=1,...,4 não tem a forma (k, k,

d

2
− k,

d

2
− k).A�rmação 3: Se l ≥ d/2, então o dado de rami�
ação pode ser realizado usando

A1 ou A2 se, e somente se, (d3j)j=1,...,4 não tem a forma (d/2, d/6, d/6, d/6).A�rmação 4: Nenhum dado de rami�
ação 
om (d3j)j=1,...,4 da forma (k, k,
d

2
−

k,
d

2
− k) pode ser realizado usando A1 ou A2.31



Observemos que as a�rmações (1) e (3) provam a proposição paraX = S2 parao 
aso da partição (d/2, d/6, d/6, d/6) e l ≥ d/2, e as a�rmações (2) e (4) provampara o 
aso da partição (k, k,
d

2
− k,

d

2
− k) e l < d/2 e, portanto, a demonstraçãodo 
aso X = S2 estará 
ompleta.Pois bem,Demonstração da A�rmação 1: Não podemos es
olher x, y ou z 
omo sendo l pois,
aso 
ontrário, uma das duas primeiras 
ondições em (*) seriam violadas. Portanto

w = l e assim, x+ y+ z = d− l ≤ d− d/2 = d/2, o que 
ontradiz a última 
ondiçãoem (*).Demonstração da A�rmação 2: Claramente não podemos extrair de (k, k, d
2
−k,

d

2
−

k) inteiros x, y, z satisfazendo (*).Para a re
ípro
a, es
olha x, y, z e w em ordem 
res
ente, isto é,
x ≤ y ≤ z ≤ w = l = d− x− y − z < d/2.Logo, d−x−y−z < d/2 impli
a em x+y+z > d/2, ou seja, x+y+z ≥ d/2+1o que impli
a na última 
ondição de (*).Como y ≤ z, temos que a segunda 
ondição em (*) impli
a na primeira. Se asegunda 
ondição é violada, ou seja, se x+ z > d/2− 1, então x+ z ≥ d/2.Além disso, de z < l < d/2 obtemos z < d/2 e então existe t ∈ N tal que

z = d/2− t e existe s ∈ N tal que l = d/2− s.Também, substituindo os valores de z e l em x + y + z + l = d, obtemos
x+ y = t+ s.Assim,

x+ z ≥
d

2
⇒ x+

d

2
− t ≥

d

2
⇒ x ≥ t

t+ y ≤ x+ y = t+ s⇒ y ≤ s

z ≤ l⇒ d

2
− t ≤

d

2
− s⇒ t ≥ s.32



Esses fatos impli
am que x ≤ y ≤ s ≤ t ≤ x. Chamando de k o valor 
omum,temos que (x, y, z, w) possui a forma (k, k, d
2
−k,

d

2
−k), o que en
erra a demonstraçãoda segunda a�rmação.Demonstração da A�rmação 3: Novamente vamos denotar os d3j 's por x, y, z, w ees
olhê-los em ordem 
res
ente, isto é,

x ≤ y ≤ z < w = l = d− x− y − z.Sendo l ≥ d/2, temos que d − x − y − z = l ≥ d/2 impli
a em x + y + z ≤

d− d/2 = d/2.Se queremos realizar o dado usando A1, forçamos a seguinte es
olha, a menosde simetria:






x = α + 1

y = γ + 1

z = δ + 1

w = α + 2β + γ + δ + 5

⇒







α = x− 1

β = d/2 − x− y − z − 1

γ = y − 1

δ = z − 1.Essa solução é a
eitável, ex
eto se x+ y + z = d/2.Logo, se A1 realizar o dado para l ≥ d/2, então devemos ter (d3j)j=1,...,4 6=

(d/2, x, y, z).Como A1 não realiza o dado para o 
aso x+ y + z = d/2, vamos então tentarrealizar usando A2. Nesse 
aso nós temos que x+ y + z = d/2 impli
a que l = d/2e, portanto, x+ y + z = l, ou seja, x ≤ y ≤ z < l = x+ y + z.Primeiramente resolvemos:






x = α + 1

y = γ + 1

z = γ + δ + 2

x+ y + z = α + 2β + δ + 4

⇒







α = x− 1

β = y − 1

γ = y − 1

δ = z − y − 1.33



Cuja solução é a
eitável somente se z > y.Trabalharemos agora 
om o 
aso x ≤ y = z < l = x+ 2y usando A2.Teremos então que






y = α + 1

x = γ + 1

y = γ + δ + 2

x+ 2y = α + 2β + δ + 4

⇒







α = y − 1

β = x− 1

γ = x− 1

δ = y − x− 1.Cuja solução é a
eitável somente para y > x.Logo, realizando o dado de rami�
ação 
om A1 ou A2, devemos ter x < y ≤

z < l ou x ≤ y < z < l e, portanto, (d3j)j=1,...,4 6= (d/2, d/6, d/6, d/6).Re
ipro
amente, se (d3j)j=1,...,4 = (d/2, d/6, d/6, d/6), então o dado de rami�-
ação não pode ser realizado utilizando A1 nem A2 pois não satisfaz os sistemas.Demonstração da A�rmação 4: Vamos 
omeçar usando A2.Como γ + 1 < γ + δ + 2 e α + 1 < α + 2β + δ + 4, só há uma tentativa a serfeita:






k = α+ 1

k = γ + 1

d/2− k = γ + δ + 2

d/2− k = α+ 2β + δ + 4

⇒







α = k − 1

β = −1

γ = k − 1

δ = d/2− 2k − 1a qual não é a
eitável já que β deve ser um inteiro não-negativo.Vamos então tentar usar A1. A menos de simetria, novamente existe apenasum 
aso:
34









k = α + 1

k = γ + 1

d/2− k = δ + 1

d/2− k = α + 2β + γ + δ + 5

⇒







α = k − 1

β = −k − 1

γ = k − 1

δ = d/2− k − 1o qual também não é a
eitável pelo mesmo motivo anterior.Isso en
erra a demonstração da a�rmação 4 e, portanto, a demonstração daproposição.Proposição 3.0.14. Seja (S2, S2, 3, d, (dij)) um dado de rami�
ação 
ompatível 
om
d par e (d1j) = (2, . . . , 2). Se (d2j) = (3, 3, 2, . . . , 2) ou (d2j) = (3, 2, . . . , 2, 1), entãoo dado é realizável se, e somente se, d31 6= d/2.Dem.:Suponhamos, primeiramente, que (d2j) = (3, 3, 2, . . . , 2).Um dessin d'enfant 
lássi
o D 
orrespondendo às duas primeiras partições dodado de rami�
ação da hipótese visto 
omo um grafo abstrato, é homeomorfo a umdos grafos A e B mostrados na �gura 3.9, 
om os dois vérti
es visíveis perten
entesa V2.

Figura 3.9: Os dois grafos 
om vérti
es de grau 3.Para obter D, devemos inserir em 
ada aresta de A ou B um número ímparde vérti
es perten
entes a V1 e V2 alternadamente. Com um leve abuso de notação,suponha que adi
ionamos 2α + 1 vérti
es em α, depois 2β + 1 vérti
es em β e por�m, 2γ + 1 vérti
es em γ. 35



Usando o fato que V1 possui d/2 vérti
es, vemos que α+1+β+1+γ+1 = d/2,ou seja, α + β + γ = d/2− 3 e esta é a úni
a restrição sobre α, β e γ.Os semi-
omprimentos dos dis
os asso
iados a A e B são:
A : (α+ 1, γ + 1, α+ 2β + γ + 4)

B : (α+ β + 2, α+ γ + 2, β + γ + 2).Vamos exigir que α, β e γ variem nos inteiros não-negativos sob a restrição
α + β + γ = d/2− 3.Suponhamos que d31 = d/2.Considerando A,Se d31 = α+ 1 = d/2, ou seja, α = d/2 − 1 então:

α+ β + γ + β + 4 =
d

2
− 3 + β + 4

d

2
− 1 + β + γ + β + 4 =

d

2
+ β + 1

β + γ + 3 = 1

β + γ = −2
uja solução não é a
eitável, pois β, γ ∈ Z+.Se d31 = γ + 1 = d/2, ou seja, γ = d/2 − 1 então:
α + β + γ + β + 4 =

d

2
− 3 + β + 4

α + β +
d

2
− 1 + β + 4 =

d

2
+ β + 1

α + β + 3 = 1

α + β = −2
uja solução não é a
eitável, pois α, β ∈ Z+.Se d31 = α+ 2β + γ + 4 = d/2, ou seja, α + β + γ = d/2 − β − 4 então:
d

2
− 3 = α + β + γ =

d

2
− β − 4

β = −4 + 3 = −1
uja solução não é a
eitável, pois β ∈ Z+.Considerando agora B, 36



Se d31 = α+ β + 2 = d/2, ou seja, α = d/2 − β − 2 então:
α + β + 2 =

d

2

α + β + γ + 2 =
d

2
+ γ

d

2
− 3 + 2 =

d

2
+ γ

γ = −1
uja solução não é a
eitável, pois γ ∈ Z+.Se d31 = α+ γ + 2 = d/2, então:
α+ β + γ + 2 =

d

2
+ β

d

2
− 3 + 2 =

d

2
+ β

β = −1
uja solução não é a
eitável, pois β ∈ Z+.Se d31 = β + γ + 2 = d/2, então:
α + β + γ + 2 =

d

2
+ α

d

2
− 3 + 2 =

d

2
+ α

α = −1
uja solução não é a
eitável, pois α ∈ Z+.Logo, o dado não é realizável 
om (d2j) = (3, 3, 2, . . . , 2).Para a re
ípro
a, observemos primeiramente que, 
omo (d2j) = (3, 3, 2, . . . , 2),então d ≥ 8.Trabalharemos primeiro 
om o 
aso A : (α + 1, γ + 1, α + 2β + γ + 4).Vamos denotar os elementos de (d3j)j=1,...,3 (não ne
essariamente na mesmaordem) por x, y, z = d− x− y e resolver o sistema abaixo nas in
ógnitas α, β e γ:






x = α+ 1

y = γ + 1

z = α+ 2β + γ + 4

⇒







α = x− 1

β = d/2 − x− y − 1

γ = y − 137



Esse sistema possui solução se, e somente se, α, β e γ são todos não-negativos,ou seja, se
(∗)







x ≥ 1

y ≥ 1

x+ y ≤ d/2− 1.Logo, o dado de rami�
ação é realizável usando o 
aso A se, e somente se, épossível extrair de (d3j)j=1,...,3 inteiros x, y satisfazendo (*).Observemos que:Se x = d/2, então y ≤
d

2
− 1−

d

2
= −1 o que 
ontraria y ≥ 1.Se y = d/2, então x ≤

d

2
− 1−

d

2
= −1 o que 
ontraria x ≥ 1.Se z = d/2, então x+ y = d− z = d−

d

2
=

d

2
o que 
ontraria x+ y ≤

d

2
− 1.Assim, (d31) 6= d/2.Pro
edendo do mesmo modo para o 
aso B : (α+ β + 2, α+ γ + 2, β + γ + 2),obtemos:







x = α + β + 2

y = α + γ + 2

z = β + γ + 2

⇒







α = x+ y − d/2 − 1

β = d/2 − y − 1

γ = d/2− x− 1Esse sistema possui solução se, e somente se, α, β e γ são todos não-negativos,ou seja, se
(∗)







x ≤ d/2− 1

y ≤ d/2− 1

x+ y ≥ d/2 + 1.Logo, o dado de rami�
ação é realizável usando o 
aso B se, e somente se, épossível extrair de (d3j)j=1,...,3 inteiros x, y satisfazendo (*).Observe que a primeira e segunda 
ondições de (*) impli
am em x 6= d/2 e
y 6= d/2, respe
tivamente. 38



Agora, se z = d/2, então x + y = d − z = d −
d

2
=

d

2

ontrariando a ter
eira
ondição de (*).Portanto d31 6= d/2 e a demonstração para o 
aso (d2j) = (3, 3, 2, . . . , 2) estáterminada.Vamos supor agora, que (d2j) = (3, 2, . . . , 2, 1).Um dessin d'enfant 
lássi
o D 
orrespondendo às duas primeiras partições dodado de rami�
ação da hipótese visto 
omo um grafo abstrato, é homeomorfo aografo A mostrado na �gura 3.10, 
om os dois vérti
es visíveis perten
entes a V2.

Figura 3.10: Grafo 
om vérti
es de graus 1 e 3.Para obter D, devemos inserir em 
ada aresta de A um número ímpar devérti
es perten
entes a V1 e V2 alternadamente. Com um leve abuso de notação,suponha que adi
ionamos 2α + 1 vérti
es em α e 2β + 1 vérti
es em β.Usando o fato que V1 possui d/2 vérti
es, vemos que α+ β = d/2− 2 e esta éa úni
a restrição sobre α e β.Os semi-
omprimentos dos dis
os asso
iados a A são (β + 1, 2α+ β + 3).Suponhamos que d31 = d/2.Se d31 = β + 1 = d/2, ou seja, β = d/2 − 1 então:
2α+ β + 3 = α +

d

2
− 2 + 3

2α +
d

2
− 1 + 3 = α +

d

2
+ 1

α = −1
uja solução não é a
eitável, pois α ∈ Z+.
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Se d31 = 2α+ β + 3 = d/2, ou seja, β = d/2 − 3− 2α então:
β + 1 =

d

2
− 3− 2α+ 1

α+ β + 1 =
d

2
− 2− α

d

2
− 2 + 1 =

d

2
− 2− α

α = −1
uja solução não é a
eitável, pois α ∈ Z+.Logo, o dado não é realizável 
om (d2j) = (3, 2, . . . , 2, 1).Para a re
ípro
a, observemos primeiramente que, 
omo (d2j) = (3, 2, . . . , 2, 1),então d ≥ 6.
(d/2, d/2) não pode ser realizado usando A pois, 
aso 
ontrário, teríamos α =

−1. O que não pode a
onte
er.Tomando 1 ≤ k ≤ d/2 − 1, temos que (d/2 − k, d/2 + k) é realizável por A
om α = k − 1 e β = d/2 − 1 − k e estas partições 
obrem todas as possibilidadespara (d31, d32). Como por hipótese o dado de rami�
ação é realizável, provamos que
d31 6= d/2.Lema 3.0.15. Suponha que d = kh 
om k, h ≥ 2. Sejam (sj)j=1,...,p, (tj)j=1,...,qpartições de h 
om p, q ≥ 2 e p + q ≥ h + 2. Então para todo 1 ≤ r < (p + q − h),se n = p+ q − r − h+ 2, o seguinte dado de rami�
ação é ex
ep
ional:
(S2, S2, n, d,(ks1, . . . , ksp),(kt1, . . . , ktq),(h+ r, 1, . . . , 1),(2, 1, . . . , 1), . . . ,(2, 1, . . . , 1)).Dem.:Para mostrarmos que o dado de rami�
ação é ex
ep
ional, devemos mostrarque ele é 
ompatível, mas não é realizável.Começaremos mostrando que o dado é 
ompatível e, para isso, vamos mostrarque satisfaz as 
in
o 
ondições da de�nição:(1) χ(S2)− ñ = d.(χ(S2)− n) 40



De fato, temos que χ(S2) = 2, d = kh e n = p+ q − r − h+ 2.Para 
al
ularmos ñ, vamos pre
isar saber quantos elementos 
ada partição
(dij) possui.Observemos que o número de 1′s da ter
eira partição é d− (h+ r) e da quartapartição em diante é d−2. Além disso, observemos que temos (n−3) partiçõesda forma (2, 1, . . . , 1).Portanto,
ñ = p+ q + d− (h+ r) + 1 + (n− 3)(d− 2 + 1)

= p+ q + kh− h− r + 1 + (n− 3)(kh− 1)

= p+ q + kh−h−r+1+kh(p+ q−r−h + 2)−p−q + r + h−2−3kh+3

= kh(p + q − r − h) + 2.E, assim,
d.(χ(S2)− n) = kh(2− (p+ q − r − h+ 2))

= 2kh− kh(p+ q − r − h+ 2)

= −kh(p + q − r − h)

= 2− kh(p + q − r − h)− 2

= 2− (kh(p + q − r − h) + 2)

= χ(S2)− ñ.(2) n.d− ñ é par.De fato,
n.d− ñ = (p+ q− r−h+2)kh−kh(p+ q− r−h)−2 = 2kh−2 = 2(kh−1) =

= 2(d− 1).(3) Se Y é orientável, então X também é orientável.Claramente satisfeito já que X = Y = S2.As 
ondições (4) e (5) não se apli
am, já que Y = S2 é orientável.Temos, portanto, que o dado é 
ompatível.41



Mostraremos agora que o dado não é realizável, e o faremos por indução em n.Primeiramente, observemos que n=p+q−r−h+2>p+q−(p+q−h)−h+2=2,logo a base da indução é n = 3. Além disso, quando n = 3, o dado não 
ontém aspartições da forma (2, 1, . . . , 1).Para demonstrarmos o lema para o 
aso n = 3, faremos uma indução sobre h.Se h = 2, então temos p = q = 2 e (t1, t2) = (s1, s2) = (1, 1). Além disso,
omo 1 ≤ r < (p + q − h), então 1 ≤ r < 2, ou seja, r = 1. Logo �
amos 
om odado da forma (S2, S2, 3, 2k, (k, k), (k, k), (3, 1, . . . , 1)) onde apare
em (2k − 3) 1′sna ter
eira partição.Suponhamos que exista uma realização f deste dado e 
onsideremos o des-sin d'enfant D asso
iado à essa realização 
onstruído 
omo na demonstração daProposição 3.0.9.Como as duas primeiras partições são iguais, as pré-imagens do primeiro e dosegundo pontos de rami�
ação, as quais denotaremos por x11, x12, x21 e x22, têm grau
k 
ada uma e, sendo D 
onexo, temos que as arestas que 
omeçam em x11 devemterminar em ambos x21 e x22, pois, 
aso 
ontrário, o grafo se torna des
onexo. Omesmo o
orre 
om o vérti
e x12.Assim, existe um dis
o de X \D 
uja fronteira é formada por: uma aresta quesai de x11 e 
hega em x21; uma aresta que sai de x11 e 
hega em x22; uma aresta quesai de x12 e 
hega em x21; e uma aresta que sai de x12 e 
hega em x22; o que nos dáum dis
o de 
omprimento 4. Como pela demonstração da Proposição 3.0.9 devemoster um vérti
e de V3 em 
ada dis
o, existe pelo menos um ponto da pré-imagem doter
eiro ponto de rami�
ação 
om grau 2, o que é um absurdo.
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Figura 3.11: Grafo desta
ando o dis
o de 
omprimento 4 
ontendo um ponto dapré-imagem do ter
eiro ponto de rami�
ação 
om grau 2.Portanto, para n = 3 e h = 2, o dado não é realizável.Se h ≥ 3, então temos dois 
asos:(i) Uma das partições (sj)j=1,...,p e (tj)j=1,...,q possui a forma (1, 1, . . . , 1).(ii) Nenhuma das duas partições possuem a forma (1, 1, . . . , 1).A a�rmação abaixo irá provar que, para n = 3 e o 
aso (i) a
ima, o dado éex
ep
ional.Notemos que, nesse 
aso, temos 1 ≤ r < p + q − h = p + h − h = p, ou seja,
1 ≤ r < p e, portanto, 1 ≤ r ≤ p− 1.A�rmação: Suponha que k, h ≥ 2. Seja (sj)j=1,...,p uma partição de h 
om p ≥ 2.Então o dado de rami�
ação(S2, S2, 3, kh, (ks1, . . . , ksp),(k, . . . , k),(h+p−1, 1, . . . , 1))é ex
ep
ional.De fato, primeiramente observemos que o número de 1′s da ter
eira partiçãoé kh− h− p+ 1 = (k − 1)h− p+ 1.Tomemos τ1, τ2 ∈ Skh arbitrários 
om estruturas 
í
li
as (ks1, . . . , ksp) e
(k, . . . , k) tal que < τ1, τ2 > seja transitivo e 
onsideremos o grafo D(τ1, τ2) as-so
iado à essas permutações.Se τ1, τ2 realizam o dado de rami�
ação, então τ1 · τ2 possui (k − 1)h− p + 1pontos �xos. Mais que isso, 
ada ponto �xo está 
ontido numa 
omponente 
onexade D(τ1, τ2) a qual é delimitada por dois vérti
es e um par de arestas unindo essesvérti
es. 43



Figura 3.12: Componente 
onexa de D(τ1, τ2) 
ontendo um ponto �xo, delimitadapor dois vérti
es e um par de arestas.Dados dois vérti
es, vamos denotar por E o 
onjunto de todas as arestas queunem esses dois vérti
es.Observe que o 
onjunto E pode ter uma aresta e, para 
ada par de vérti
es, o
onjunto E é alterado.Denotaremos por #E o número de arestas que E possui. Vamos ilustrar:

Figura 3.13:Em (a) temos #E = 1 e nenhum ponto �xo; em (b) temos #E = 2 e dois pontos �xos,em (
) temos #E = 3 e três pontos �xos e em (d) temos dois 
onjuntos E ′s, um 
om#E = 1 e nenhum ponto �xo e outro 
om #E = 3 e três pontos �xos.Assim, vemos que 
ada 
onjunto E dá origem a no máximo #E pontos �xos de
τ1 · τ2, e todos os pontos �xos apare
em desse modo.O 
aso #E pontos �xos, na verdade, o
orre somente se τ1 e τ2 
ontém 
i
los quesão inversos um do outro, o que 
ontraria a hipótese da a�rmação pois, nesse 
aso,44



devemos ter p = 1 (Já que p > 1 daria 
ontradição no grau lo
al 
orrespondente àter
eira partição).Logo, 
ada 
onjunto E 
ontribui 
om, no máximo, (#E − 1) pontos �xos.Con
luímos assim, que o número total de pontos �xos do grafo é, no máximo,a soma das 
ardinalidades de todos os 
onjuntos E , o qual nos dá d = kh, menos onúmero de 
onjuntos E não-vazios.Vamos estimar, agora, o número de 
onjuntos E .Por de�nição de D(τ1, τ2), o 
onjunto de vérti
es se de
ompõe 
omo V1 ⊔ V2,onde V1 
onsiste de p vérti
es de grau ks1, . . . , ksp e V2 
onsiste de h vérti
es degrau k. Isso impli
a que no j-ésimo vérti
e de V1 temos, no mínimo, sj 
onjuntos
E unidos à ele. Mas, se existirem exatamente sj 
onjuntos E ligados à esse vérti
e,então estaremos des
one
tando o grafo D(τ1, τ2), o que nos obriga, para manter a
onexidade, a termos p = 1 e este 
aso é des
onsiderado. Portanto existem, nomínimo, sj + 1 
onjuntos E unidos ao j-ésimo vérti
e de V1 e assim, existe um totalde, no mínimo, p

∑

j=1

(sj + 1) = h+ p 
onjuntos E .Pelo que �zemos no parágrafo anterior, obtemos que τ1 · τ2 possui, no máximo,
kh − (h + p) = (k − 1)h − p pontos �xos. Mas isso impli
a que τ1, τ2 não podemrealizar o dado de rami�
ação, pois, 
omo já dissemos anteriormente, para que τ1, τ2realizassem o dado deveríamos ter (k − 1)h− p+ 1 pontos �xos.Isso en
erra a demonstração da a�rmação.Voltando ao lema, lembremos que ainda falta 
onsiderar item (ii) no 
aso h ≥ 3e n = 3.Assim, 
onsideraremos agora que nenhuma das partições de h possui a forma
(1, 1, . . . , 1), ou seja, ambas as partições (sj)j=1,...,p e (tj)j=1,...,q 
ontém pelo menosuma entrada maior do que 1, o que nos dá p, q ≤ h− 1 e, 
onsiderando que p+ q ≥

h+ 2, temos:
p ≥ h + 2− q ≥ h+ 2− (h− 1) = 3

q ≥ h+ 2− p ≥ h + 2− (h− 1) = 3.45



Suponhamos que um dado 
omo nas hipóteses do lema (e sob as hipótesesque estamos 
onsiderando agora) seja realizável e 
onsideremos o dessin d'enfant D
onstruído 
omo na demonstração da Proposição 3.0.9.A�rmação: D 
ontém vérti
es v e u tal que todas as arestas de D in
identes em vunem v a u.De fato, observemos que S2\D 
onsiste de alguns polígonos de dois lados e umpolígono de 2(p + q − 1) lados, pois (dnj)j=1,...,mn
= (d3j)j=1,...,m3 = (h + r, 1, . . . , 1)e, 
omo 3 = n = p + q − r − h + 2 impli
a em r = p + q − h − 1, temos que

h+ r = h+ p+ q − h− 1 = p+ q − 1.Logo, o 
omprimento dos dis
os de S2 \ D é (2(3 − 2)d3j)j=1,...,m3 , ou seja,
(2d3j)j=1,...,m3 o que nos dám3−1 polígonos de dois lados e um polígono de 2(p+q−1)lados 
orrespondente ao d31.Comprimindo su
essivamente 
ada polígono de dois lados em uma úni
a aresta(
omo na �gura abaixo), obtemos um grafo D mergulhado em S2 
om os mesmosvérti
es de D, 
ujo 
omplemento 
onsiste de um úni
o dis
o. Como D é uma árvoree não um ponto, ele 
ontém vérti
es de grau 1, e qualquer um desses vérti
es é ovérti
e v que tem unido à ele o vérti
e u e estes possuem a propriedade desejada.

Figura 3.14: Passagem de D para D.
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Considere agora o grafo D' obtido de D deletando v e todas as arestas in
i-dentes nele.
D' ainda é um dessin d'enfant, pois, 
omo tiramos um vérti
e de algum Vi,

i = 1, 2 e não o 
onjunto Vi todo e tiramos algumas arestas de E1 e não o 
onjuntotodo (lembrando que ainda temos n = 3), a 
ondição (1) da de�nição não se altera.O mesmo a
onte
e 
om a 
ondição (2) pois as arestas restantes já 
umpriam essa
ondição em D. Além disso, tendo apenas um 
onjunto de arestas, a 
ondição (3)permane
e sendo satisfeita e, por �m, S2 \D' ainda 
onsiste de dis
os abertos.Observemos que se tirarmos um vérti
e de V1, passamos a ter p′ = p−1 vérti
esou, se tirarmos um vérti
e de V2, passamos a ter q′ = q − 1 vérti
es. De qualquermodo, passamos a ter 3 = n = p′+q′−r−h+2 = (p+q−r−h+2)−1 = p+q−r−h+1,ou seja, r = p + q − h − 2 e h + r = p + q − 2. Assim, 
ontinuamos tendo m3 − 1polígonos de dois lados e passamos a ter um polígono de 2(p+q−2) lados em S2\D′.Sem perda de generalidade, vamos assumir que v ∈ V2 e u ∈ V1. Se o grau de
v em D é kta e o de u é ksb, então o grau de u em D′ é k(sb − ta) e esse númeroé positivo pois, 
aso 
ontrário, para que o grafo não �que des
onexo, devemos ter
p = q = 1 que é um 
aso des
onsiderado. Assim, D′ realiza um dado de rami�
ação
omo nas hipóteses, 
om n = 3, k′ = k, h′ = h− ta, p′ = p, q′ = q− 1, uma partição
(s′j) de h′ obtida de (sj) substituindo sb por sb− ta e reordenando, e a outra partição
(t′j) de h′ obtida de (tj) tirando ta.Resta ainda mostrar que k′, p′, q′ ≥ 2 e p′ + q′ ≥ h′ + 2.Como k′ = k e p′ = p, temos que k′, p′ ≥ 2.Como q ≥ 3 e q′ = q − 1, então q′ = q − 1 ≥ 3− 1 = 2.Observemos que, do mesmo modo que obtemos p, q ≤ h − 1, também temos
p′, q′ ≤ h′ − 1 e, assim, h′ ≥ q′ + 1 ≥ 2 + 1 = 3.Agora, h′ = h − ta ≤ h − 1, ou seja, h ≥ h′ + 1 e p + q ≥ h + 2. Assim,
p′ + q′ = p+ q − 1 ≥ h+ 2− 1 = h+ 1 ≥ h′ + 2.Logo obtemos um dessin d'enfant D′ que realiza o dado 
om h′ = h − ta < he isso 
ontraria a hipótese indutiva sobre h.47



Portanto, o 
aso n = 3 está terminado.Suponhamos agora que n≥4. Logo a última partição possui a forma (2, 1, . . . ,1).Além disso, n = p+ q− r−h+2 ≥ 4⇒ p+ q−h ≥ r+2 ≥ 1+2 = 3, e 
omo
p, q ≤ h, temos p ≥ 3− q + h ≥ 3− h+ h = 3 e, do mesmo modo, q ≥ 3.Vamos supor, por absurdo, que o dado seja realizável por uma apli
ação f .Seja yi o ponto de rami�
ação 
orrespondendo à i-ésima partição e 
onsideremoso dessin d'enfant D 
onstruído 
omo na demonstração da Proposição 3.0.9 
om
xn−2 = y2, xn−1 = yn e xn = y1 (os outros xj 's 
orrespondem aos demais yj's e nãoimporta a ordem).Em parti
ular, D 
ontém f−1(αn−2 ∪ αn−3), onde αn−2 e αn−3 unem yn a y2 e
y2 a algum outro yj, respe
tivamente. Lembremos que Vi = f−1(xi), assim, Vn−1 =

f−1(yn) e Vn−2 = f−1(y2). Considerando os graus, 
on
luímos que existem apenasduas possibilidades para f−1(αn−2 ∪ α
′
n−3), onde α′

n−3 é a metade de αn−3 in
identeem y2. Essas possibilidades estão mostradas na �gura 3.15, onde os elementos de
Vn−1 são representados 
omo os pontos pretos e os de Vn−2 são representados 
omoos pontos bran
os.

Figura 3.15: As duas possibilidades de f−1(αn−2 ∪ α′
n−3).48



Sejam e
(i)
n−2 e e

(j)
n−2 as arestas 
om ponto �nal no vérti
e preto de grau 2.Suponhamos que estamos no 
aso mostrado à esquerda na �gura 3.15, isto é,que e(i)n−2 e e(j)n−2 sejam in
identes em dois vérti
es bran
os distintos, o qual denotare-mos por v′ e v′′. Então, removemos todos os vérti
es pretos de grau 1 junto 
om asrespe
tivas arestas adja
entes, e 
ontraímos o 
onjunto e

(i)
n−2 ∪ e

(j)
n−2 em um ponto, oqual passa a ser um novo ponto bran
o, v′′′. Isso nos dá um novo dessin d'enfant D′(pois, 
omo tiramos todos os pontos pretos, ou seja, o 
onjunto Vn−1, ainda �
amos
om V1 ⊔ . . . ⊔ Vn−2 e E1 ⊔ . . . ⊔ En−3 e, tendo agora n − 1 no lugar de n, isso nãoaltera as 
ondições da de�nição de dessin d'enfant) e podemos analisar qual dadoele realiza.Com a renomeação feita, passamos do dado ini
ial:

(S2, S2, n, d, (ks1, . . . , ksp), (kt1, . . . , ktq), (h+ r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1))para o dado:
(S2, S2, n, d, (h+r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1), (kt1, . . . , ktq), (2, 1, . . . , 1), (ks1, . . . , ksp)).Observemos que 
omo v′ e v′′ foram 
ontraídos num úni
o ponto v′′′, temosque este último tem 
omo grau a soma dos graus de v′ e v′′. Assim, se v′ possui grau
kti e v′′ possui grau ktj , então v′′′ possui grau k(ti + tj). Além disso, o número devérti
es em Vn−2 é de
res
ido em 1.Logo, o novo dado, depois de feitas as alterações e renomeando i = 1 e j = 2,será:
(S2, S2, n−1, d, (h+r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1), (k(t1+t2), kt3, . . . , ktq), (ks1, . . . , ksp)).Agora, vamos 
al
ular o 
omprimento dos dis
os desse novo dessin:Sabemos que os dis
os do dessin original, D, tinham 
omprimentos
(2(n − 2)dnj)j=1,...,mn

. A alteração feita foi retirar o 
onjunto Vn−1 e En−2 e, 
omotodas as arestas do 
onjunto En−2 eram terminais (ex
eto as duas que foram 
om-primidas num ponto bran
o), vemos que tiramos 2ksj arestas (
ontando multipli
i-dade) desses dis
os, logo, os novos dis
os terão 
omprimento (2(n− 2)ksj)− 2ksj =

2(n− 3)ksj . 49



Assim, temos um dessin d'enfant D′ que realiza o dado (a menos de reordena-ção)
(S2, S2, n−1, d, (ks1, . . . , ksp), (k(t1+t2), kt3, . . . , ktq), (h+r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1))que tem a mesma forma do dado do enun
iado, só que 
om n − 1 no lugar de n.Logo, temos uma 
ontradição da hipótese indutiva.Vamos 
onsiderar agora o 
aso do lado direito da �gura 3.15. Lembrando queo dado ini
ial depois da renomeação feita é
(S2, S2, n, d, (h+ r, 1, . . . , 1)

︸ ︷︷ ︸

V1

, (2, 1, . . . , 1)
︸ ︷︷ ︸

V2

, . . . , (2, 1, . . . , 1)
︸ ︷︷ ︸

Vn−3

, (kt1, . . . , ktq)
︸ ︷︷ ︸

Vn−2

, (2, 1, . . . , 1)
︸ ︷︷ ︸

Vn−1

, (ks1, . . . , ksp)
︸ ︷︷ ︸

Vn

),vamos remover Vn−1 e todas as arestas in
identes aos seus vérti
es.Observemos que 
omo temos um véti
e de Vn em 
ada 
omponente 
onexado dessin d'enfant de grau ksi, quando retiramos o 
onjunto Vn−1 e suas arestasin
identes, temos que dois dis
os são mes
lados num só e, assim, temos a 
ontraçãode dois dos vérti
es de Vn num úni
o ponto, que passa a ter grau ksi+ksj. E o novodado �
a (
olo
ando i = 1 e j = 2):
(S2, S2, n−1, d, (h+r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1), (kt1, . . . , ktq), (k(s1+s2), ks3, . . . , ksp)).O novo dis
o, depois de 
ontraídos os vérti
es de Vn, terá 
omprimento
2(n−3)(k(si+sj)), pois houve a união das 
omponentes 
onexas do dessin e a remo-ção das arestas in
identes em Vn−1, ou seja, 2(n−2)ksi+2(n−2)ksj−2ksi−2ksj =

2(n− 3)ksi + 2(n− 3)ksj = 2(n− 3)k(si + sj).Logo, temos um dessin d'enfant que realiza o dado
(S2, S2, n−1, d, (k(s1+s2), ks3, . . . , ksp), (kt1, . . . , ktq), (h+r, 1, . . . , 1), (2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1))(a menos de reordenação). O que, novamente, 
ontraria a hipótese indutiva.Portanto, o lema está provado para todos os 
asos.Teorema 3.0.16. Suponha que d e todos os dij para i = 1, 2 são múltiplos de algum
k 
om 1 < k < d. Se o dado de rami�
ação (S2, S2, n, d, (dij)) é realizável, então
dij ≤ d/k para i = 3, . . . , n e para todo j.50



Dem.:Vamos assumir que n ≥ 3, 
aso 
ontrário, o teorema é vazio.A�rmação: m1, m2 ≥ 2.De fato, suponhamos que d11 = d, todos os d2j 's são múltiplos de k, e d31 > d/k.Então m1 = 1, m2 ≤ d/k, m3 ≤ d−
d

k
e mi ≤ d− 1 para i ≥ 4.De�ne-se Fórmula de Riemann-Hurwitz à igualdade ν(D) = d.χ(Y )− χ(X).1Temos que ν(D) =

n∑

i=1

(d − mi) = nd − (m1 + m2 + . . . + mn), assim, pelaFórmula de Riemann-Hurwitz, dn − (m1 + m2 + . . . + mn) = d.2 − 2, ou seja,
m1 +m2 + . . .+mn = dn− 2d+ 2 = d(n− 2) + 2.Portanto, (n−2)d+2 = m1+m2+ . . .+mn ≤ 1+

d

k
+(d−

d

k
)+(n−3)(d−1)impli
a que n ≤ 2. Temos então um absurdo!Suponhamos agora que exista um dado realizável da forma

(S2, S2, n, d, (ks1, . . . , ksp), (kt1, . . . , ktq), (d/k + r, d32, . . . , d3m3), (dij)j=1,...,mi
)
om r ≥ 1 e p, q ≥ 2.Pelo Corolário 3.0.11 podemos en
ontrar permutações τ1, . . . , τn tal que a es-trutura 
í
li
a de τi é dada pela i-ésima partição e τ1τ2 · · · τn = 1.Obviamente, podemos es
rever τ3 
omo o produto de um 
i
lo τ ′3 de 
ompri-mento d/k + r e uma permutação τ ′′3 de estrutura 
í
li
a (1, . . . , 1, d32, . . . , d3m3).Observemos que τ1 · · · τn pode ser obtido 
omo o produto de n∑

i=1

(d−mi) trans-posições, e usando a Fórmula de Riemann-Hurwitz, temos que n∑

i=1

(d−mi) = ν(D) =

2(d− 1). Assim, τ ′′3 τ4 · · · τn pode ser obtido 
omo o produto de
(d32 + . . .+ d3m3 − (m3 − 1)) +

n∑

i=4

(d−mi) = 2(d− 1)− (d− p)− (d− q)−

−(
d

k
+ r − 1) = p+ q − r −

d

k
− 11De�ne-se defeito do re
obrimento 
omo ν(D) =

∑
ν((dij)), onde D = {(dij)} e ν((dij)) é odefeito do ponto xi e representa a quantidade de pontos que fazem falta na pré-imagem de xi paraque não seja imagem de um ponto de rami�
ação, ou seja, se xk não é um ponto de rami�
ação,então ν((dkj)) = 0, pois (dkj) = (1, . . . , 1). 51



transposições.A 
oleção dessas transposições junto 
om as permutações τ1, τ2, τ
′
3 nos dá arealização do dado

(S2, S2, p+ q − r− d/k + 2, d, (ks1, . . . , ksp), (kt1, . . . , ktq), (d/k + r, 1, . . . , 1),

(2, 1, . . . , 1), . . . , (2, 1, . . . , 1)),o qual não é realizável pelo Lema 3.0.15.Portanto dij ≤ d/k, para i = 3, . . . , n e para todo j.
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