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Ainda que eu falasse as linguas dos homens e dos
anjos, e nao tiwesse amor, seria como o metal que
soa ou como o sino que tine. E ainda que tivesse
o dom de profecia, e conhecesse todos 0s mistérios
e toda a ciéncia, e ainda que tivesse toda a fé, de
maneira tal que transportasse os montes, e nao
tivesse amor, nada seria. E ainda que distribuisse
toda a minha fortuna para sustento dos pobres,
e ainda que entregasse o meu corpo para Ser
queimado, e nao tivesse amor, nada disso me
aproveitaria.

O amor € sofredor, € benigno; o amor ndao €
mvejoso; o amor nao trata com leviandade, nao
se ensoberbece.

Nao se porta com indecéncia, nao busca os seus
interesses, nao se irrita, nao suspeita mal;

Nao folga com a injustica, mas folga com a
verdade;

Tudo sofre, tudo cré, tudo espera, tudo suporta.

O amor nunca falha; mas havendo profecias, serao
aniquiladas; havendo linguas, cessarao; havendo
ciéncia, desaparecerd;

Porque, em parte, conhecemos, e em parte profe-
tizamos;

Mas, quando vier o que € perfeito, entao o que o
€ em parte serd aniquilado.

Quando eu era menino, falava como menino,
sentia como menino, discorria como menino,
mas, logo que chequei a ser homem, acabei com as
cotsas de menino.

Porque agora vemos por espelho em enigma, mas
entao wveremos face a face; agora conheco em
parte, mas entao conhecerei como também sou
conhecido.

Agora, pois, permanecem a fé, a esperanca e o
amor, estes trés, mas o maior destes € o amor.

1 Corintios 13.1-13
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Resumo

Neste trabalho, nés estudamos o problema:

" { dpuy — Apu, =0, (0,00) x RY
1

up(0,2) = g(z), {t=0}x R

00 > p > d+ 1, no caso em que o dado inicial u,(0,x) = g(x) é Lipschitz continuo, ndo negativo
e com suporte compacto. As solugoes deste problema fornecem um modelo rudimentar para o
“colapso de pilhas de areia com uma configuracao inicialmente instavel”. Tomando o limite de u,
quando p — oo obtemos uma solugao para o problema de transferéncia de massa “instantanea”
governado pela Teoria de Monge-Kantorovich.

Como exemplo de aplicacao estudamos o caso d = 1, para o qual obtemos solugoes explicitas.

Palavras-chave: p-laplaciano, Teoria de Monge-Kantorovich, Operadores Mon6tonos.



Abstract

We study the problem:
o) { dpuy — Apu, =0, (0,00) x RY
2
up(0,2) = g(z), {t =0} x RA

00 > p > d+ 1, where the initial data u,(0,z) = g(z) are Lipschitz continuous, non-negative and
it have compact support. Solutions of this problem provide a simplistic model for “ collapse of an
initially unstable sandpile”. We regard the limit u, when p — oo as a solution for instantaneous
mass transfer problem governed by Monge-Kantorovich theory.

We study the case d = 1 for which we obtain explicit solutions.

Keywords: p-laplacian, Monge-Kantorovich Theory, Monotone operator theory.
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0.1 Introducao

O tema deste trabalho é o limite em p, quando p tende a infinito, do semigrupo gerado pelo
operador maximal monoénotono p-laplaciano num espago de fungoes continuas e com suporte
compacto em R%, d > 1. Parte do interesse no problema justifica-se pelos cuidados que tal limite
merece, uma vez que, se o parametro p é o que varia, ja nao é mais possivel apelar para os
métodos de compacidade usualmente associados a esta classe de problemas, os quais se apoiam
na imersao compacta de VVO1 P em L2. Além disso, de acordo com [12], tal limite prové uma
solucdo de um modelo que descreve de forma rudimentar, com base na teoria de transferéncia
de massa de Monge- Kantorovich, a dindmica do desmoronamento de uma pilha de areia com
configuracao inicialmente instavel.

Abaixo apresentamos uma breve introducao acerca da construcao da solugao do problema de
Monge-Kantorovich de transferéncia de massa . Seja f : RY — R uma funcio mensuravel com
suporte compacto, escreveremos f = fT — f~, onde f* é a densidade de massa que queremos
transportar , com o menor custo, para preencher uma escava¢ao (ou densidade de massa) f—,

supondo-se uma condi¢ao que chamamos de “condicao de balanco de massa”’, descrita por

) | rrae=[ ran

O problema de Monge consiste basicamente em encontrar a “melhor maneira” de se transpor-
tar uma distribuicao de massa na outra, o que se traduz em determinar, entre os mapeamentos
que transferem a medida ™ = f dx para = = f~ dy, aquele que minimiza o trabalho total da
transferéncia. Assim, se r : R — R? & uma aplicacio suave e injetiva, preservando orientacao,

o que se requer é que r transfira ™ em p~, ou seja
(4) fT(x) = f~(r(x))|det Dr(z)|, z € R,

Nos denotaremos por &7 a classe admissivel de funges suaves, injetivas r satisfazendo (4). Pro-

curamos um plano de transferéncia de massa s € &7 que seja 6timo no seguinte sentido:

Ils] = min I[r],

onde

1= [ o= r@If* @z = [ o= r@ldu®.

Essa é uma forma do problema de Monge, “deblais” e “remblais”, que data do inicio de 1780. A
interpretagao fisica é que nos é dada uma pilha de areia (o “deblais”), com densidade de massa
1, que desejamos transportar para uma escavagao (o “remblais”), com densidade de massa f~.
Para um transporte r, a condigao (4) é a conservagao de massa. Além disso, como cada parti
cula do solo se move uma distancia |z — r(x)|, podemos interpretar I[r] como o trabalho total

envolvido. Consequentemente, estamos procurando uma maneira de reorganizar pu* = ftdz
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para u~ = f~dy, com o minimo de trabalho.

Monge considerou que o plano de transporte s(x) deve ser determinado por um potencial u.
Através de argumentos heuristicos geométricos, verificou que se um plano ideal s existe, entao
existe uma funcao potencial escalar u tal que

W8 V() @ € supp(f)

———— = —Vu(x) x € supp

|s(x) — x|
Na década de 40 do século passado, Kantorovich reformulou o problema de Monge, introduzindo
um problema de maximizacao dual, que comentamos brevemente no Apéncice deste trabalho.

Nesta nova abordagem, a questao se reduz a determinar um potencial u : R — R maximizando

) H(w = [ ulr® = s
entre todas as fungoes satisfazendo
(6) Vu| <1 qt.p. em R%

E neste ponto que o problema de transferéncia 6tima tangencia uma teoria envolvendo subdife-
renciais. Veja que uma fungao u sujeita a condi¢do (6) maximiza a expressao (5) se e somente

Se

fr—f €0l
ou equivalentemente,
Ll = Il 2 [ (7= 1€ —uds, Ve € LPRY,

onde 9l [u] denota a subdiferencial da fun¢ao convexa

0, welkK,
Iow] =

o0, caso contrario,

com K = {w € L*(R?) : [Vw| < 1 q.t.p}.
De fato, f* — f~ € 0l[u] se e somente se Io(&) — Ino(u) > (fT — f7,& — u) para todo
¢ € L*>(R%). Agora notemos que basta considerarmos & € K pois caso contrario Io,(£) = oo e a

desigualdade segue trivialmente. Entao
/ (ff—f)E—u)dz <0, V€ K(z)/ (ff — ) dz S/ (ff —fudz, VE€EK.
R4 Rd R4

Portanto u ¢ um maximizador de J#(-) em (5) se e somente se fT — f~ € Il [ul.
Neste trabalho, descrevemos parcialmente o que foi feito em [12], onde os autores apresen-
tam uma estratégia para construir uma aplicagdo de transporte 6timo, envolvendo solugoes de

equacoes diferenciais homogénenas governadas pelo p-laplaciano, conforme descreveremos sus-
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cintamente abaixo.

A questao matematica é entender o comportamento da solucao do problema de valor inicial

™) { Oyup — Apup, =0, (0,00) x RY

up(0,2) = g(z), {t=0}x R

onde —Apu, = —div(|Vuy|P~2Vu,) é o operador p-laplaciano e Vu, denota o gradiente de wu,
com relagdo as variaveis z = (1, 2, -+ ,74). O termo |Vu,|P~2 é entendido como um coeficiente

de difusao nao linear, que é grande na regiao {|Vu,| > 1+ d} (para qualquer § > 0) e é pequeno
na regiao {|Vu,| <1 —4d}.
Assumiremos que a func¢ao inicial g : R? — R tem suporte compacto, é nao negativa e

Lipschitz continua, com

Tal funcao g devera representar nas aplicagoes a configuracao inicial de uma pilha de areia que
desmorona. A condi¢do em Vg esta relacionada com a instabilidade inicial da pilha, ja que é
razoével esperarmos que para tempos muito pequenos, ||Vuy|[ecgay > 1, 0 que garantiria uma
rapida movimentacao de u,. Mais especificiamente, esperamos que existam para p grande e
tempos pequenos t > 0, certas regioes de difusao muito rapida, dentro do qual a solucao wu,
muda rapidamente, diminuindo assim |Vu,|.

A existéncia e unicidade da solugao é estabelecida a diferenca de [12]|, por meio da Teoria de
Operadores Mono6tonos.

Na verdade, provaremos que para cada tempo t > 0,

9) up(t,-) — wu(-) uniformemente quando p — oo,
onde u é independente do tempo ¢ e satisfaz

(10) 19l ey < 1.
Nosso proposito é entender a transformacao

(11) g—u

Assim, estudamos um problema de equagoes diferenciais parciais de difusao “rapida/lenta”, que
serd interpretado como uma modelagem do colapso de uma pilha de areia de uma configuragao
inicialmente instavel.

Uma vez que uy,(t, ) — u quando p — oo para cada tempo fixo ¢t > 0, assumimos a existéncia

de uma curta camada inicial no tempo durante a qual existe um vai-e-vem de transferéncia de
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massa e, redimensionando essa camada, introduzimos uma nova funcao

(12 oplt, ) = tu (t)

p—1
(x € RY ¢ > 0).
No6s deduzimos que v, — v quando p — oo, sendo v a solugao da equacao de evolugao nao
autdénoma
v d
— = € 0 [v], (1,00) xR
(13) t

v="h, {t=71}xR?

onde =L 'eh=rg.

Da transformagao acima, resulta que
(14) u=uv(1).

O texto a seguir estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 enunciamos diversos
resultados de Analise Funcional, Espacos de Sobolev e de Teoria de Operadores Mono6tonos. No
Capitulo 2 estudamos a existéncia e unicidade de solucao da equacgao parabdlica nao linear via a
Teoria de Operadores Mono6tonos. No Capitulo 3 obtemos estimativas uniformes independentes
de p e descrevemos o limite de u,, com p — oo. Finalmente no Capitulo 4, nés abordamos esse
problema para o caso d = 1, e demonstramos que, se a altura inicial g consiste de varios cones
com inclinagao L > 1, entao, u igualmente consiste de cones com inclinacao 1. Para demonstrar
isso, construiremos explicitamente a solu¢ao de (13) sob a forma de cones que se deslocam, cuja
altura e centro da base mudam. Anexamos ao final um pequeno apéndice, no qual discorremos

muito brevemente sobre a teoria de Monge e a teoria dual de Kantorovich.



Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos as defini¢oes e principais resultados do Analise Funcional que
serao usados para compreender os capitulos seguintes. Para mais referéncias o leitor podera
consultar [4], [25], 5]

1.1 Topologia Fraca e Fraca *

Nesta secao E é um espaco de Banach. Denotaremos por E’ o espaco dual topologico de F,
e seja f € E'. Denotamos por ¢ : E — R a aplicacao definida por ¢¢(z) = (f, ). Quando f

percorre B’ obtemos uma familia {¢¢}rcpr de aplicagoes de E em R.

Defini¢ao 1.1.1. A topologia fraca em F denotada por o(E, E’) é a topologia menos fina em

E que torna continua todas as aplicacoes {¢f}repr.
Proposicao 1.1.2. (/4, Proposi¢ao I11.3, p.35]) A topologia fraca o(E, E') € separada.

Observagao 1.1.3. Dada uma sequéncia {x,},en em E, denotaremos por z, — x a conver-
géncia de z,, a = na topologia fraca o(E, E'). No caso de convergéncia forte usaremos a notagao,

Ty — X.

Teorema 1.1.4. Seja E um espag¢o de Banach reflexivo. Seja K C E um subconjunto convexo,

fechado e limitado. Entio K € compacto na topologia fraca o(E, E").

Proposicao 1.1.5. (/4, Proposi¢ao I11.5, p.35]) Seja {xpn}nen uma sequéncia em E. Entao:
(i) ¢, =~ x emo(E, E') < (f, xn) — (f,z) ,Vf € E.
(ii) Se x, — x fortemente em E, entao x,, — x fracamente em E.

(iii) Se x, — x fracamente em E, entao ||z,| € limitada e ||z| < 1,?525 |-

() Se x, — x fracamente em E e se f, — [ fortemente em E' (i.e., || fn — fller — 0),
entao (fn, Tn) — (f,x).
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Vamos definir agora uma topologia em E’: a topologia fraca x denotada por o(E’, E). Para
cada x € E consideramos a aplicagao ¢, : B/ — R definida por f +— ¢, (f) = (f,z). Quando x

percorre E obtém-se uma familia aplicagoes {¢;}, de E' em R.

Definigao 1.1.6. A topologia fraca * o(E’, E) é a topologia menos fina em E’ que faz continuas

a todas as aplicagoes {@z tzeE-

Observagao 1.1.7. Dada uma sequéncia { f,, }neny em E’ denotaremos com f;, X f a convergéncia

de f, a f na topologia fraca , o(F’, F).
Proposigao 1.1.8. ([4, Proposi¢io I11.12, p.40]) Seja { fn}nen uma sequéncia em E'. Entao:
(i) fa=>f emo(E, E) & (fp,x) — (f, 2) Vz € E.

(ii) Se fn — f, entio f, — f em o(E', E"). Se f, — f em o(E', E"), entio f,— f em
o(F', E).

(i1i) Se fn—f em o(E', E) entdo || fa|| ¢ limitado e ||f|| < liminf || f,]|.
n——~oo
(iv) Se fn=f em o(E', E) e se x, — x fortemente em E, entio (fn, x,) — (f, ).

Teorema 1.1.9. (/4, Teorema II1.27, p.50]) Seja E um espa¢o de Banach reflexivo e seja
{Zn}nen uma sequéncia limitada em E. Entao existe uma subsequéncia {n, }ren que converge

na topologia o(E, E").
A reciproca do teorema anterior é também valida. Mais exatamente tem-se

Teorema 1.1.10. (Eberlein-Smulian) ([4, Teorema II1.28, p.50]) Seja E um espago de Banach
tal que toda sequéncia limitada {xy, }nen possui uma subsequéncia {xp, tren convergente na to-

pologia o(E, E'). Entao E ¢ reflexivo.

Teorema 1.1.11. (Banach-Alaoglu-Bourbaki)([4, Teorema II1.15, P.42]) Seja E um espaco de
Banach separdvel e E' seu espago dual topoldgico. Entdo o conjunto Bpr = {f € E' . ||f|| < 1}

é compacto na topologia fraca x o(E', E).

1.2 Os Espacgos LP()
Em todo o que segue, 2 é um dominio nao vazio de R%.

Definigao 1.2.1. Para p € [1, 00|, dizemos que f € LP(Q2) se f é mensuréavel e |f|P é integravel.

Munimos este espaco da norma seguinte:

1 fllLr @) = </Q !f(a?)]pdx>;.
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Dizemos que f € L*>(Q) se f é mensuravel e 3C > 0 tal que |f(z)| < C q.t.p em Q. O espago

L*>°(€Q2) é munido da norma seguinte:

HfHLoo(Q) =inf{C: |f(z)| < C q.t.p em Q}.

O espago (LP(Q), || || Lr(n)) € um espago de Banach e além disso ¢ um espago de Hilbert se p = 2.
Reflexividade, Separabilidade e Dualidade de LP((Q2)

Observagao 1.2.2. Seja 1 < p < oo; denotaremos por p’ o expoente conjugado de p, i.e.
% + Z% = 1. Na seguinte tabela resumimos algumas das principais propriedades dos espacos

LP(Q) de acordo com a variavel p.

Reflexivo | Separavel Espaco Dual
P, 1<p<oo SIM SIM v
Lt NAO SIM L>®
L™ NAO NAO Contém estritamente a L'

Teorema 1.2.3. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque ) ([4, Teorema IV.2, p.54])

Seja { fn}nen uma sequéncia de fungoes de L'(Q). Suponhamos que:
(a) fn(x) — f(x) g.t.p em Q,

(b) Eziste uma funcio g € LY () tal que para cada n, |f,(z)] < g(x) ¢.t.p em Q.
Entao f € LYQ) e || fn — fllLr) — 0.
Lema 1.2.4. (Lema de Fatou) ([4, Lema IV.1, p.55]) Seja { fn}nen uma sequéncia de fungoes
em LY(Q) tal que:

(1) Para cada n, fp(x) >0 ¢.t.p em Q.

(2) sup/fn < 00. Para cada x € Q defina-se f(x) = lim il)lf falx). BEntdo f € LYQ), [ f <

lim inf / fn-
n—oo

Proposicao 1.2.5. (Desigualdade de Minkowski) ([1, 2.8, p.25]) Sejam 1 < p < o0, e f,g €
LP(Q2), entdo
If + gllze) < I fllze) + 19l e @)-

Proposicao 1.2.6. (Desigualdade de Holder') ([4, Proposicio IV.6 p.56]) Sejam f € LP(Q) e
g€ L) com 1 <p<oo tal que 1% + % =1. Entdo f-g € LY(Q) e temos a desigualdade

/Q ol < Il llgl Lo

'Ernst Hélder mateméatico alem&o, 1901-1990. Ele trabalhou em Leipzig, ¢ em Johannes Gutenberg-
Universitat, Mainz, Alemanha.
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Proposigao 1.2.7. (Teorema de Representagio de Riesz®) ([4, Proposicio IV.11, p.61]) Sejam
/ 1 1 /
1 <p<oo,pe (LP(Q) com -+ — =1. Entdao existe uma unica w € LV (Q), tal que
p D

(i, v) = /QU(:U)U(:L”)dﬂc Vo e LP(Q) e ull Ly gy = llvllze@)y-

Quando p = oo, temos:
Proposigao 1.2.8. ( /4, Proposicio IV.14, p.63]) Seja o € (L*(Q))'. Entdo existe uma tinica
u € L*(Q), tal que

(o, v) = /Q w(@yo(z)de Yo e INQ) e full e = llellziy-

Teorema 1.2.9. (Egoroff)([4, Teorema IV.28 p.75]) Suponhamos que |2 < oo. Seja { fn}nen

uma seqiiencia de fungoes mensurdveis de €2 em R tal que

fa(z) — f(x) qtp. em Q (com |f(z)]<oo gq.t.p).
Entao
Ve>0 dACQ mensurdvel tal que

|Q\A| <€ e f,— [ wuniformemente em A.

Definicao 1.2.10. Uma funcio u :  — R é Lipschitz® continua se
u(z) —u(y)| < Clz —y|
para alguma constante C' > 0 e para todo z,y € (). Escrevemos

. |u(z) — u(y)|
Lip|u] := sup —_—
[ ] :E,yGQI#y |x - y|

Definigao 1.2.11. Seja X um espago de Banach, com norma | - ||, dizemos que uma fungao

f:]0,T] — X & absolutamente continua se para todo € > 0, existe > 0 tal que para toda
n

sequéncia de intervalos I; =|a;, 3;[C [0,T] (: = 1,...,n) dois a dois disjuntos Z(”BZ —a;) <17
=1

implica que » | f(es) — f(Bi) < €.
=1

Teorema 1.2.12. (/3, Teorema 3.1, p.10]) Seja X um espago de Banach reflexivo. Entdo toda

2Foi F. Riesz quem introduziu os espacos L para 1 < p < oc.
3Rudolf Otto Sigismund Lipshitz, matemaético alemao, 1832-1903. Ele trabalhou em Breslau (entdo na Alema-
nha, agora Wroclaw, Polonia) e em Bonn, Alemanha.
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fungao x : [a,b] — X absolutamente continua € diferencidvel q.t.p em [a,b] e

z(t) = z(a) +/ %x(s) ds, VYt € |a,b]

onde dx/dt : [a,b] — X € a derivada de x,i.e.,

Definigao 1.2.13. Seja . uma colecao de fungoes complexas em um espago métrico com métrica
p.

Dizemos que .# ¢é equicontinua se para todo € > 0 existe um § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < €
qualquer que seja f € F e para todo par z,y € X com p(x,y) < d. (Em particular, todo f € .7
¢ entao uniformemente continuo).

Dizemos que .# ¢é pontualmente limitada se para todo z € X existe M (z) < oo tal que |f(z)| <
M (x) para todo f € Z.

Teorema 1.2.14. (Arzela*-Ascoli®)[19, Teorema 11.28, p.279] Suponha que .F é uma colegio
pontualmente limitada e equicontinua de fungdes compleras em um espaco métrico X, e que X
contém um subconjunto enumerdvel E. Toda { fp}nen em F tem uma subsequéncia que converge

uniformemente em todo subconjunto compacto de X.

Porém este resultado pode ser modificado da seguinte maneira, de fato a versao mais til

para obter resultados. Pelo teorema anterior obtemos o seguinte

Corolario 1.2.15. Seja Q C R™ e f, : Q@ — R!, uma sequéncia de funcées continuas em 0 (néio
precisam ser limitadas) equicontinua e pontualmente limitada. Entao existe uma subsequéncia de
{fn}tnen que converge uniformemente em cada subconjunto compacto de 2. Ou seja, existe uma
subsequéncia { fn, }ken € uma funcao continua f:Q — R! tal que, para cada compacto E C §,
{fm} — f em E(E,R).

1.3 Funcoes Teste

Definicao 1.3.1. Seja Q C R? aberto. Se G C R? nio vazio, denotaremos por G o fecho de G
em R?. Escreveremos G CC RY se G C Q é compacto (isto ¢, fechado e limitado) subconjunto
de RY,

Definicao 1.3.2. Seja u: Q € R — R, uma funcio continua, onde 2 é um aberto, definimos

o suporte de v como o conjunto

supp(u) = {z € Q:u(x) # O}Q.

1Cesare Arzela , matematico italiano, 1847-1912. Ele trabalhou em Palermo, ¢ em Bolonha, Itélia.
®Giulio Ascoli, matematico italiano, 1843-1896. Ele trabalhou em Milano (Mildo) Itélia.
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Diremos que u tem suporte compacto em € se supp(u) CC .

Ou seja o suporte da funcao u é o menor subconjunto fechado de €2 tal que u = 0 em seu

complementar.

Definicao 1.3.3. 65°(€2) ¢ o espago vetorial das fungoes continuas e infinitamente diferenciaveis

em (), com suporte compacto em (2.
() ={u: Q —RueE*(Q) e supp(u)é compacto em Q}

Exemplo 1.3.4. Dados zg € R%, e 7 > 0, denotaremos por B,(xg) a bola aberta de centro xq e
raio 7, isto &, B,(zo) = {x € R ||z — x| < r}. Se B.(x0) C €, define-se ¢ : Q — R por

2
-
exp <> se ||z — x| <y

(1.1) o(z) = |z — zol[* — 72

0 se |lz—zo >r

Neste exemplo, verifica-se que supp(yp) = By(zg) é um compacto e que 6;°(£2) é nao vazio.

1.3.1 Distribuigoes

Nesta secao apresentamos uma breve revisao de alguns conceitos que serao necessarios no

desenvolvimento do trabalho.

Defini¢ao 1.3.5. Seja Q um aberto de RY. Uma sequéncia {¢;}jen C 65°(S2) converge para ¢

em 65° () quando forem satisfeitas as seguintes condigdes:
) Existe um conjunto compacto K CC 2 tal que supp(p; — ¢) C K para todo j =1,2,..., e
1) D%p; — D%p uniformemente em K para todo multi-indice o.

O espaco vetorial €5°(€2) munido da nogao de convergéncia definida acima, seré representado
por Z () e denominado espago das fungoes testes, para mais detalhes o leitor pode consultar
[15, capitulo 9, p.259].

Observacao 1.3.6. Sendo 2 limitado, obtém-se Z(§2) — LP(Q2), Vp tal que 1 < p < oo, com

imersao continua e densa.

Definigao 1.3.7. (Distribuigao). Seja Q@ C R? um aberto. O espago dual 2/'(Q) de 2(Q) ¢
chamado espago de distribuigoes sobre €2. Ou seja, denomina-se uma distribuicdo a toda forma

linear 7' : 2 (2) — R continua com respeito a topologia de Z (12).
P'(Q) ={T : 65°(Q) — R; T ¢ linear e continua}.

Isto significa que T satisfaz as seguintes condigoes:
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i) T(ap+ py) = aT(p) + BT (¥), Vo, ¢ € (), Va, 5 € R.

ii) T é continua, isto &, se {¢;j}jen é uma sequéncia em €5°(Q2) tal que ¢; — ¢ quando
Jj — o0 em 65°(Q), entao T'(p;) — T(p) em R.

O valor da distribuigdo 7' na fungao teste ¢ seré representado por (T, ¢).

Definigao 1.3.8. (Limite de Distribui¢ao) Diremos que a sequéncia {Tj}jeN converge para T
em 2'(€), quando a sequéncia {(T},¢)},en converge para (T, ¢) em R para toda ¢ € 2(Q), i.e,
lim (Tj,0) = (T}, ), Y € ().

j—ro0
As distribuicoes que aparecem com mais freqiiéncia sao aquelas definidas a partir de fungoes

localmente integraveis.

Definigao 1.3.9. Seja u :  — R uma fungao Lebesgue mensuravel, dizemos que u é localmente
integravel em €2, quando u é Lebesgue integravel em todo compacto K C €. O espago das

fungdes localmente integraveis é denotado por Lj,.(2). Em simbolos tem-se

1
loc

u € L, () <:>/ |u(z)|dx < oo para todo compacto K C Q
K

Proposigao 1.3.10. (Lema de Du Bois Raymond)(|16], Proposicio 1, p.8) Seja u € L}, ()

entao T,, = 0, se e somente se, u =0 quase sempre em ().

Exemplo 1.3.11. Seja u € L, () e definamos T,, : 2(2) — R por

(T ) = /Q u(a)p(x)dz

Nestas condigoes 1), é uma distribuicao sobre 2. De fato, nao é dificil mostrar a linearidade
de T, pois segue da linearidade da integral. Resta mostrar que T, é continua.
Seja uma sequéncia {p;}jen de funcoes testes sobre Q convergindo em Z(2) para uma fungao

teste ¢, entao

|<Tw(pj> - <TUa(p>| = ‘(TUa<Pj - 90>’ =

/ (@) (p; — o) (x)dz

Q

/ (@) (5 — ) (@)|de
0

IN

< suplp; — ol / () dz — 0.
K Q

pois supp(yp; — ¢) C K para algum compacto K C Q e ¢; — ¢ uniformemente em K. A
distribuicao 7T, assim definida é chamada de distribuicao "gerada pela fun¢@o localmente inte-
gravel u" e, usando o Lema de Du Bois Raymond, tem-se que T ¢ unicamente determinada por

u, no seguinte sentido: T, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em ). Neste sentido
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1

1oe(€2) das fungoes localmente integraveis pode

identificamos u com a distribuicao T, e o espago L
ser visto como parte do espago das distribui¢oes 2’(€2). Com essa nogao de convergéncia, 2’ (Q)

é um espago vetorial topologico e tem-se as seguintes cadeias de imersoes continuas e densas.
P (Q) = LP(Q) — L}, (Q) — Z'(Q) para 1<p < oo.

Definicao 1.3.12. (Derivagao em 2’(€2)) Dada uma distribui¢ao 7" em 2’ (2) e dado um multi-
indice « € N, a = (a1, 0, -+ - , ) € N | definimos || = a1 +ag+- - -+ ay,. Define-se a derivada
distribucional de ordem « de T como sendo a forma linear e continua DT : 7 (2) — R dada
por

(DT, ) = (—1)'0‘| (T, D“p) para todo ¢ € Z(Q).

Segue da definicao acima que cada distribuicao 7" sobre {2 possui derivadas de todas as ordens.

1

1oc(€2) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das distribuicoes.

Assim as funcgoes de L

Teorema 1.3.13. Seja {Tj}jen uma sequéncia tal que T; — T em 2'(Q). Entao para todo
multi-indice o € N" fizo, temos que DT; — D*T.

Demonstragao. Para toda funcao ¢ € 2(Q2) temos

(DT}, @) = (—1)I*N(Ty, D*¢) — (=1)\°KT, D*p) = (DT, ).

1.4 Abertos Regulares
d—1
Dado # € R? escrevemos = = (2/, 14) com 2’ = (z1,--- ,24_1) € R¥L |2/| = z2.
i=1
Denotemos por
RY = {z = (2/,24) € R?: 24 > 0} Q={z=(a,2q) eRL: 2| <1el|xyg <1},

Qr=QnR%

Qoz{xz(x’,a:d)ERd: \x’]<1exd:0}_

Defini¢ao 1.4.1. ([4, Definigao I1X.6, p.181]) Seja © C RY um subconjunto aberto. Dizemos
que 2 é de classe C",m > 1 se, para todo = € I' = 912, existe uma vizinhanca U de x e uma

aplicacao bijetiva

H:Q —Utalque He C™(Q), H'e 0™U), HQy)=UNQ, HQy) =UNT.
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Dizemos que €2 é de classe C*° se é de classe C" para todo m.

1.5 Espacos de Sobolev

Se u € LP(§2) sabemos que u possui derivadas de todas as ordens no sentido das distribuigoes,
mas nao é verdade, em geral, que D%u seja uma distribui¢ao definida por uma fungao de LP(€2).
Quando D%u ¢ definida por uma funcao de LP(2) define-se um novo espago denominado espago
de Sobolev.

Definicao 1.5.1. Seja Q um aberto de R% Seja a € N* e 1 < p < co. Entao o espaco de
Sobolev, denotado por W™P(Q) é definido como

WmP(Q)={feLP(Q): D*f € LP(Q), Va € N"; |a] < m}.

Onde o = (a1, -+ ,a,) € N® é o multi-indice com |a| = a1 +ag+ -+ a, e DYf = D31 Dg2 -
-+ -D2n f. Por convengao, W P(Q2) = LP((2). Nesta defini¢do, as derivadas parciais de f sdo no

sentido das distribui¢oes. Para cada uw € W™ P(Q) define-se a norma de u por:

p

ooy i= | 3 [ 1Dz | (1<p<oc)
laj<m 2
(§
HUHWWOO(Q) = Z sup essgzeq |Dul.
loe|<m

Proposicao 1.5.2. (/4, Proposicio IX.1, p.150]) O espago de Soboler® W™ P(Q) é um espaco
de Banach, para 1 < p < co. W™P(Q) € reflexivo para 1 < p < oo e separdvel para 1 < p < 0.

1.6 O Espago W,""(Q)
Defini¢ao 1.6.1. Seja 1 < p < oo. Denotamos por Wy *(Q) o fecho de 6§°(Q) em W™P((Q),
ou seja

m o W)
Wy P(Q) = €5°(Q)

O espago Wy ?(2) munido da norma induzida por W™P(Q) é um espago de Banach sepa-

ravel.

Observacgao 1.6.2. ([4, Nota 18, p.171]) Como %4 (R?) ¢ denso em W1P(RY), tem-se

Wy P(RY) = WhP(RY).

5Sergei L’vovich Sobolev, matematico russo, 1908-1989. Ele trabalhou em Leningrado, em Moscou, e em
Novosibirsk, na Rissia.
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Lema 1.6.3. (/4, Lema IX.5, p.171]) Seja u € W1P(Q),1 < p < oo, com supp (u) compacto
incluido em Q, entdo u € WP ().

Proposicao 1.6.4. ([4, Propoposicio.2, p.172]) Suponhamos que Q € de classe C'. Seja u €

LP(Q) com 1 < p < o0, onde % + 1% = 1. As sequintes propriedades sio equivalentes.
(i) ue WyP(Q).

(ii) Eziste uma constante C tal que

I

) .
af- dv| < Cllelpw )y Ve €bIRY) Vi=12,.. . .d

(11i) A fungao
- u(z), emQ
0, emQ°

Lp(Rd 00 _ Ou
pertence a WHP(R?). Neste caso or. = b,

Corolario 1.6.5. (Desigualdade de Poincaré”) ([4, Coroldrio IX.19, p 174]) Suponha que Q é

um aberto limitado de R?. Entio existe uma constante C(2,p) > 0 tal que

| wl|r@)< C(2 p)[Vull Lo ().

para todo u € W&’p(Q), com 1 < p < oo. Em particular a expressio || Vu ||1pq) € uma norma

em WaP(Q , que € equivalente a norma ||ullyyip(q). Assim temos a norma em WiP(Q) :
0 Wlp(Q) 0

lllytn gy = IVl oo,

Teorema 1.6.6. (Rellich - Kondrachov) ([4, Teorema IX.16, p 169]) Suponhamos Q@ C R? aberto

limitado de classe C1. Tem-se:

1 1 1
(a) Sep < d entao, WP(Q) C LUQ), Vg € [Lp'[ onde -2 = — ==,

(b) Se p=d entdo, WHP(Q) C LI(Q), Vq € [1, 0],

(c) Sep>d entio, WHP(Q) C € (),

com injecoes compactas.

Em particular segue do Teorema de Rellich® - Kondrachov? que WP () esta compactamente
imerso em LP(Q) para todo p. Denotaremos por W~"4(f2) o espago dual de W;"*(Q2), 1 <p <

"Jules Henri Poincaré, mateméatico francés, 1854-1912. Ele trabalhou em Paris, France. No Institut Henri
Poincaré (IHP), dedicado & matemética e fisica teorica, parte do Université Paris VI (Pierre et Marie Curie),
Paris, France.

8Franz Rellich, mateméatico alem&o, 1906-1955. Ele trabalhou na Georg- August-Universitat, Gottingen, na
Alemanha.

9Vladimir Iosifovich Kondrasov, matematico russo 1909-1971
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1 1

o0 e ¢ satisfazendo a relacdo — + — = 1.
P q

e Se 0 aberto  C R? ¢ limitado temos:

Wy P(Q) CLAHQ) CWh9(Q) se ——— <p< o,

com imersoes continuas e densas.

e Se o0 aberto Q C R? nio ¢ limitado temos

2d

W, P() C LA Q) C W HYQ)  se 773 <

p<2.

Teorema 1.6.7. (Caracterizagcio de W >°(Q)) ([10, Teorema 4, sec 5.8, p 279]) Seja Q C RY
um aberto limitado, com 0 de classe C*. Entdo u:  — R € Lipschitz continua se e somente
se u € WHo(RY).

Definigdo 1.6.8. (Tripla de Gelfand!'® - Hilbert) Nés chamaremos uma Tripla de Evolucdo
“V C H C V" se verifica-se:
(i) V é um espago real, separavel, reflexivo.
(ii) H é um espago de Hilbert, separével real.
(iii) A imersao V C H é continua , i.e., [[v|[|[g < C | v |y, Vv €V eV é denso em H.

Seja © uma regido limitada de RY com d > 1, V.= Wy"P(Q2), H=L*(Q) com 2<p< oo
e m>1. Entao V C H C V' é uma tripla de evolucao.

Teorema 1.6.9. (Fdrmula Generalizada de Green)([7], Teorema 3.43, p.138) Seja 2 um aberto
de classe C* em R, Sejam U em WIP(Q), e ¢ € 2(R%RY). Entio :

/VU(:U)QO(:U) d$+/ U(z)div p(x) dl‘:/ YU (s)p(s) 71 (s) do(s),
Q Q o2
onde do € a densidade superficial em 0S) e T ¢ a normal exterior unitdria a 9K, os termos

VU(x)p(z) e ¢(s)T (s) sao produtos escalares de vetores em R? e a divergéncia de o € definida
, d
por div p(x) = 375 Oi(pi)(x).

1.7 Funcgoes com valores em um espaco de Banach

Seja I um intervalo, (finito ou infinito) em R. Descreveremos a integral para fungoes que
tomam valores em um espaco de Banach F e com dominio I. Para mais detalhes o leitor pode
consultar [17], [24].

Comegamos com a defini¢ao de integral de Bochner. Seja .# a classe de todos os conjuntos

Lebesgue mensuraveis em I, e denotemos a medida de Lebesgue de A € .# por m(A).

10Tzrail Moiseevic Gelfand, nascido na Rissia matemético, nascido em 1913. ele recebeu o Prémio Wolf em
1978. Ele trabalhou em Moscou, na Russia e na Rutgers University, Piscataway, NJ.
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Definigao 1.7.1. Uma fungao s : I — E é chamada func¢ao simples se existe um ntimero
enumeravel de conjuntos A, € .#(n = 1,2,...) mutuamente disjuntos tais que I = U;~ A, e s

é constante em cada A,,.
Definigao 1.7.2. Dada a fungdo s : [ — E :

(i) Se existe uma sequéncia de fung¢oes simples {s, }nen tal que s(t) = lim s,(t) q.t.p t € I,
n—-—ao0
entao diremos que s(t) é fortemente mensuravel. Conseqilientemente, uma fungao simples

¢é fortemente mensuravel.

(ii) Dado s : I — E, se s'(s(t)) é uma fungao real ou complexa mensuravel para toda s’ € E’

(espago dual de E), entao dizemos que s é fracamente mensuravel.

Segue da definigdo que se s(t) é fortemente mensuravel, entao s é fracamente mensuravel e

||s(t)]] € uma fungao real mensuravel.

Teorema 1.7.3. Seja E um espaco de Banach separdvel. Entao, uma condi¢do necessdria e

suficiente para s : I — E ser fortemente mensurdvel é que s seja fracamente mensurdvel.

Observagao 1.7.4. A combinagao linear de fungoes fortemente mensuréveis é fortemente men-

suravel, e o limite fraco de uma sequéncia de fungoes fortemente mensuréveis é mensuravel.

Definicao 1.7.5. Seja s : I — FE uma funcao simples. Entao pela definicdo existe uma
sequéncia {s}neny C F e uma sequéncia de conjuntos mensuraveis mutuamente disjuntos A,
tais que s(t) = s, (t € Ap) e I = Up2 Ay Se ||s(t)|| € Lebesgue integravel em I, dizemos que s

é Bochner integravel em [ e definimos a integral de Bochner por

/s(t)dm = anm(An).
I n=1

Definigao 1.7.6. Seja s : I — E. Se existir uma sequéncia { s, },en de fungoes simples Bochner
integraveis em [ tal que
lim s,(t) =s(t) qt.pt

n——aoo

li — =
Jim [ () = s(0)am = o
entao dizemos que s é Bochner integravel em I. Definimos a integral de Bochner de s por

/s(t)dm = lim [ s,(t)dm.
I

n—-~oQ I

Teorema 1.7.7. Uma condi¢do necessdria e suficiente para s : I — FE ser Bochner integrdvel

em I é s ser fortemente mensurdvel e também ||s(t)|| ser Lebesgue integravel em I.

Denotamos o conjunto de todas as fungdes Bochner integraveis em I por L'(I; E). Os se-

guintes items valem como no caso Lebesgue integravel:
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(@) [ s(t)dm|| < [} lIs(t)] dm.

o
(i) Se s; € LY(I; E) e a; € R (C), com i = 1,2,..., entdo Z%‘Si € LNI;E) e
i=1

/Igai&'(t) dm = gai/ISi(t) dm.

(iii) (Teorema Convergéncia Dominada) Seja {s;}neny uma sequéncia de fungoes em LY(I; E).

Suponha que:
a. sp(t) — s(t) q.t.p I,

b. Existe uma fungao Lebesgue integravel g tal que para cada n, ||s,(t)|| < g(t) q.t.p em

I. Entdo s € LY(I;E) e lim /sn(t)dm = /s(t)dm.

(iv) Definimos |[s||p1(r.5) = [7[Is(t)|| dm para s € L'(I; E). Entdao, L'(I; E) é¢ um espago de

Banach com norma ||s|[1(7,z)-
(v) Seja s € L'(I; E); entdo para t q.t.p em I,

li 1
im —
h—s0h

t+h
m ! /t s(T)dr = s(t)

lim —
h1—>0h

t+h
/t Is(r) — s(t)]| dr = 0

e logo

1.8 O Espacgo LP(I; F)

Definigao 1.8.1. Seja E espago de Banach, I intervalo de R e p € [1,00]. Denotaremos por
LP(I; E) o conjunto de (classes de equivaléncia de) fungoes mensuraveis f : I — FE tais que
t— || f(t)||e pertence a LP(I). Para f € LP(I; E), definimos a norma

1
p
B (/ Hf\l%dt) 56 p < 003
1 fllze(r;E) = I

supessicr|| fllg, se p= oc.

Teorema 1.8.2. (/8, Teorema 8.20.5, p.607]) Se 1 < p < oo e se E € reflexivo ou se E' ¢é
1 1 /
separdvel, onde — + — =1, entao (LP(I; E))' = LV (I; E'). Além disso, se 1 <p < oo ese ¢
p

reflexivo, entao LP(I; E) é reflexivo.

Definigao 1.8.3. Denotemos por € (I; FE) o conjunto de fungdes continuas limitadas de I em F,

¢(I;E)={f:1 CR— E;f continua limitada }
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munido da seguinte norma

C(IE) = SUP 1) £-

Lema 1.8.4. (/21, Lema 3.1, p.118]) Seja F : G x (0,T) — R uma fungao e suponhamos
que F(-,t) € LYG) para t € [0,T), F(x,-) € absolutamente continua q.t.p v € G e OF €
LY(G x (0,T)). Entdo a fungio t — [, F(t,z)dz é absolutamente continua e

d
T txdm-/@t (t,z)d

Demonstracdo. Pelo Teorema de Fubini temos

/Ot (/GatF(x,T) dm) de/G(/OtatF(x,r) m) d:cz/G(F(f,@—F(m’O))d”E

e assim o resultado segue imediatamente. O

1.9 Distribuicoes Vetoriais

Definigao 1.9.1. (|13, Defini¢ao 1.4.25, p.10]) Seja E um espago de Banach, I intervalo de
R. Denotaremos por Z'(I; E) o espago linear de fun¢oes continuas de Z(I) com valores em F,

denominado espaco das distribuicoes vetoriais sobre I com valores em FE:
P'(I;E)={T : 2(I) — E, T linear continua }

isto significa que T satisfaz as seguintes condigoes:
(i) A fungao ¢ € Z(I) = (T, ) 9/(1;E),2(1) ¢ linear,

(ii) Para toda sequéncia {p;}jen C Z(I) tal que ¢; — ¢ em Z(I), entao (T, p;) — (T, ¢)

em F.

Definic¢ao 1.9.2. Uma sequéncia {T}}jen C 2'(I; E) converge no sentido das distribuicoes para
T € 2'(I; E) se, para todo ¢ € Z(I), se cumpre:

(Tj, ) (1.8),2(1) — (T, 0)r(1,5),2() em E.

Definicao 1.9.3. (|13, Definigao 1.4.29, p.10]) A derivada de uma distribuicao 7' € Z'(I; E) é
a distribuicao T" € 2'(I; E) definida por (T", ) 9/ (1,5),9(1) = —{T:¢") 9 (1;8),9(1)-
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1.10 Operadores Maximais Mon6tonos em Espacos de Hilbert

1.11 Introducao

A Teoria de Operadores Mondtonos tem muitas aplicagoes em varias areas da matemética, por
exemplo, as Equacoes Diferencias Parciais e a Teoria de Otimizacao. Nesta se¢do introduziremos
os principais elementos desta teoria e seguiremos o livro de H. Brezis, [5].

Seja M um conjunto dotado de uma relagao de ordem <. Seja N subconjunto de M.

Definigao 1.11.1. Dizemos que um subconjunto N C M é totalmente ordenado se V a,b € N

vale ao menos, uma das duas relagoes seguintes:
a=<b ou b=<a.

Definigcao 1.11.2. Dizemos que ¢ € M é uma cota superior de N se Va € N, a = c.

Definigcao 1.11.3. Dizemos que o elemento m € M é um elemento maximal de M se x € M e

m = x, implica necessariamente m = x.

Definigao 1.11.4. Dizemos que o conjunto M é indutivo se todo subconjunto totalmente orde-

nado de M admite uma cota superior.

Lema 1.11.5. (Kuratowski-Zorn'') Todo conjunto ordenado, indutivo e nio vazio admite um

elemento maximal.

Definigao 1.11.6. Dizemos que uma funcao ¢ : H — (—o0, 00] é semicontinua inferiormente
(s.c.i), se Vo € H tem-se
p(z) < liminf o(y).

Yy—>rx

1.12 Operadores Monétonos

t12 sobre R munido de um produto interno (-, -).

Definigao 1.12.1. Seja H um espago de Hilber
Um operador multivoco A em H, é uma aplicaggo A : H — Z(H). O dominio de A ¢ o

conjunto D(A) = {x € H: Az # (0} e a imagem de A é o conjunto R(A) = |J Az.
reH
Identificaremos A com seu grafico em H x H, isto 6, A = {(x,y) : y € Axz}. O operador

A~ ¢ aquele cujo grafico é simétrico ao de A, isto ¢, y € A7z < x € Ay. Evidentemente
R(A) = D(A™1). Se para todo x € H o conjunto Az contém no maximo um elemento, dizemos

que A é univoco.

HMax August ZORN, matematico alemao, 1906-1993. Ele trabalhou em UCLA (Universidade da Califérnia
em Los Angeles), Los Angeles, CA, e na Universidade de Indiana, Bloomington.

12David Hilbert, matematico aleméo, 1862-1943. Ele trabalhou na Koénigsberg (entao na Alemanha, atualmente
Kaliningrado, Riussia) e no Gootingen na Alemanha. O espago de Hilbert termo cunhado por seu aluno Von
Neumann, quando trabalhada na fundagdo matemaética da mecéanica quantica
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O conjunto dos operadores de H é parcialmente ordenado pela inclusao dos graficos: A C B

se e somente se para todo xz € H Ax C Bux.

Definigao 1.12.2. Dizemos que um operador A em H é monotono se para todo x1, 9 € D(A),

dados y; € Azy e yo € Az, (Y1 — Y2, 1 — x2) > 0.

Proposigao 1.12.3. O conjunto de operadores mondtonos € indutivo e nao vazio, por rela¢ao

de inclusao de grdficos.

Demonstragao. i) Seja Z = {A;}ie; um subconjunto totalmente ordenado de operadores mono-

tonos. Provemos que A = U;crA; é um operador mondtono. Sejam
y1 € Ary = 1 € Asz1, para algum i € 1,

Y2 € Awy = Yo € Ajxa, para algum j € l.

Como Z ¢é totalmente ordenado, A; C A; (por exemplo), logo:
Y1 € Ajﬂ?l Yo € AjIEQ.

Portanto, (y1 — y2, 21 — x2) > 0 pois A; é mondtono. Evidentemente, A é um majorante de Z.

ii) Z é nao vazio, pois o operador identidade é monétono. De fato,
y1 € [ry = y1 = 11,

Yo € Ixg = Y2 = 9,
portanto, (y1 — y2,x1 — 2) = |lz1 — 22> > 0. O

Exemplo 1.12.4. Seja ¢ uma fungao convexa e propria sobre H, ou seja, uma aplicagao de H

em | — 00, 0], tal que ¢ #Z +oo e

otz + (1 —t)y) < tp(z) + (1 —t)p(y),

para todo x,y € H e para todo t € (0, 1). O dominio da fungao ¢, D(y), é dado por
D(p) ={z € H: p(x) < co}. A subdiferencial d¢ de ¢, definida por

y € 0p(xr) < ¢(&) = ¢(x) + (y, £ — ), para todo £ € H.
Se Op é subdiferencial de uma fungio convexa ¢, dados y; € dp(z1) e y2 € Op(x2), entdo
p(r1) = ¢(x2) + (Y2, 21 — x2)

p(z2) > @(w1) + (y1, 72 — 71)
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somando as desigualdades temos que,
(Y2 — y1, 22 — 1) > 0,

portanto dp é um operador mondtono em H.

Observagao 1.12.5. Note que dp é um operador multivoco, em relacao a H x H, e evidentemente
D(0¢) C D(¢p).

Proposicao 1.12.6. Seu € H € tal que p(u) = inf,e g ¢(v), entao 0 € dp(u), e reciprocamente.

Demonstracao. ¢(u) = inf,cp p(v) se e somente se p(u) < p(§), V€ € H e por, conseguinte,

©(§) — p(u) 2 0,V€ € H,
90(5) - (P(u) > <0,§—’U,> = 07v€ € H:
logo 0 € dp(u). O

Exemplo 1.12.7. Seja H um espago de Hilbert real e C' C H um conjunto nao vazio, fechado,

convexo, definimos a fungao indicatriz de C

Lo(x) 0,sexeC,
oo\ T) =
oo,sex € H\C.

E claro que a fungao indicatriz é convexa se somente se C' é convexo. Por suporte funcional para

C no ponto x entendemos um funcional 2’ em H tal que

(1.2) (z',y —x)g <0,Vy € C.
A equacao
(1.3) (o' y—x)y =0,y € H,

descreve um hiperplano fechado P em H passando por z. Assim, a relagao (1.2) significa que o
conjunto C' encontra-se em um lado do hiperplano P. De acordo com a defini¢gao de subdiferencial,

obtemos:
{z/eH: (d,y—z)<0,Vyel}, se zeC,

8[00(1'):{
0, se xzeH\C

e D(01y) =C.
De fato, seja x € C, se temos y € C, essa desigualdade é nada mais do que (1.2). Por outro lado,

sex € H\ C, entao I(x) = 0o e, portanto, 01 (z) = 0 pela definigdo. E temos as seguintes
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implicagoes:

(1.4) { reC=0¢edl(x),

x € intC = 0l (x) = {0}.

De fato, para x € C a desigualdade (2/,y — z) < 0,Vy € H é cumprida quando ' = 0. Se
z € intC, entao segue-se que 7' € Ol (x), e que 2’ = 0. Como z € intC ha um r € RT e
B, (x) C C. Assim, temos para todos w € H com ||w| = 1, que y := x + 5w € C. A partir de

(1.2) segue entao

0< <:1:’,x — (z+ %w)) = —g<x’,w>.

Substituimos w por—w obtemos 0 < Z(z’,w). Segue-se que 0 = (2',w) para todo w € H com

|lw|| =1 e, portanto, ' = 0.

Definigao 1.12.8. O operador monétono A de H é maximal mono6tono se ele nao esta propria-
mente contido em qualquer outro operador monétono de H. Em outras palavras, A ¢ maximal

mono6tono se e somente se A é mondtono e, se (x,y) € H x H for tal que

para todo (§,7n) € A, entdo (z,y) € A.

Exemplo 1.12.9. Todo operador monétono hemicontinuo é maximal monétono.

Lembremos que um operador A : H — H ¢é hemicontinuo se D(A) = H, univoco, e Vx,{ € H
A(x +t€) — Az quando t — 0.

De fato, seja (z,y) € H x H tal que :
(A€ —y.6—a) >0 Ve € D(A) = H

Entao :
V¢ e H Wt € (0,1), (Alx + t(y — Ax)] —y,x + t(y — Axz) —z) > 0.

obtemos que

como A ¢ hemicontinuo, tomando limite quando t — 0: (Az —y,y — Az) > 0.
Portanto y = Ax.

Lema 1.12.10. Seja f: R — R uma fungdo mondtona crescente continua, entdo f é mazximal

monotona.

Demonstragao. Seja (u,u*) € R x R e suponha que para todo v € R

(u” = f(v)(u—v) 20,
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temos que mostrar que u* = f(u), u € R = D(f). Para u > v temos que u* — f(u) > 0, ou
seja u* > f(v). Escolhemos agora v = u,, uma sequéncia {u,}nen C R tal que u, 1 u, pela
continuidade de f temos u* > f(u). Para u < v segue-se u* < f(v), escolhemos a sequéncia

W = Up, Uy | u, pela continuidade u* > f(u), i.e, u* = f(u). O
Para um contra exemplo, considere a fungao monotona crescente descontinua

z, x <0,
f(z) =
r+1,z>0,

f nao é maximal monotona. Para provar isso, escolhemos (u,u*) = (0,1/2) € R xR e mostramos
que vale para todo v € R, —(3 — f(v))v > 0. No caso v > 0, temos —(3 — (v+1))v = (v+3) > 0,
e no caso v < 0 temos (v — 5)v > 0 mas f(0) =0 # 1/2.

Uma importante caracterizagao de operadores maximais mondtonos é a seguinte proposigao:

Proposicao 1.12.11. (/5, Propoposi¢ao 2.2, p.23]) Seja A um operador de H. As sequintes

propriedades sao equivalentes:
1. A é mazximal mondtono.
2. A é mondtono e R(I + A) = H.
3. Para todo X\ > 0, (I + AA)~! € uma contragdo definida sobre todo H.

Exemplo 1.12.12. (|5, Exemplo 2.3.3, p.25]) Seja ¢ uma fungao convexa e propria sobre H. Se

¢ é semi-continua inferiormente entao dyp é maximal monétona.

Exemplo 1.12.13. [5, Exemplo 2.3.7, p.26] Seja V um espago de Banach reflexivo e V'’ seu
espago dual com V' C H C V' injegoes continuas ¢ densas. Seja A : V — V'’ um operador
univoco definido em todo V, hemicontinuo é coercivo. Entao o operador Ay, realizacao de A a
H definido por

D(Apg)={veV: :Ave H}

e Ay = A é um operador maximal monotono em H.

Exemplo 1.12.14. Seja F': R — R uma func¢ao mondtona. Entao é continua, exceto em um
namero enumeravel de pontos. Seja F~(x) = lim, .- F(y), F*(z) =lim, .+ F(y), assim

F* =F~ qt.p em dom(F). Definimos entao

(1.5) o(z) = /x F(s)ds / F*(s) ds,

onde zg € dom(F') C dom(p) C R. Entao a subdiferencial é caracterizada por

13
ye&p(fc)@y(&—w)é/ F-(s)ds £€R

xT
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Para ver isto, note primeiro que se y < F7(x) entdo x < £ implica y(§ — x) < ff Ft(s)ds, e se
y > F~ () entao ¢ < x implica f; F~(s)ds < y(x — &), o qual implica o acima.
Por isso, y € [F~(x), F(x)] implica y € dp(x). Reciprocamente, desde que F~ ¢ continua a

esquerda e '™ é continua a direita, assim
dp(z) = [F~(2), F*(z)] z€R.

Proposicao 1.12.15. ([5, Proposicao 2.11, p.39/). Seja ¢ uma func¢ao s.c.i., propria. Seja

A = 0yp, entao D(A) C D(p) C D(p) = D(A).

Definigao 1.12.16. Seja ¢ : U — R onde U é um aberto de um espago de Banach X. O

funcional ¢ é Gateaux-diferenciavel em u € U se existe f € X', tal que para todo h € X,

o £+ Hh) = () = (fth)

t—0 t

=0.

Se o limite existe, ele é tnico e a derivada de Gateaux em u sera denotada ¢'(u), dada por

(¢ (), ) = i Lo+ th) — g(w)].

t—0

O funcional ¢ tem derivada de Fréchet f € X’ em u e

rle(u +th) — e(u) = (f, )] = 0.

lim
1m
w2 Tl

O funcional ¢ € €1 (U, R) se ¢ possui derivada de Fréchet e esta ¢ continua em U.

Exemplo 1.12.17. Mostremos que a fungao
JWyP(Q) — R
1
U / |Vu(x)|P dx
PJa
é Gateaux-diferenciavel com:

(J'(u),v) :/Q\Vu]p2Vu-Vvdx.

De fato, sejat € R tal que 0 < [t| < 1lewu,v € Wol’p(Q). Definimos a funcao :

¢:0,1] — R

1
o(s) = Z;]Vu +s-tVolP.
Note que, pela Regra da Cadeia, temos

¢'(s) = |Vu+ s - tVo|P72(Vu + s - tVu)tVo.
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Como ¢ ¢ continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio existe
6 € (0,1) tal que:

ie.,
1 1
Z—)\Vu + tVoulP — 5|Vu]p = t|Vu + 0tVo|P~2(Vu + 6t Vo) Vo.
Assim,
1/1 1
n (p]Vu +tVoulP — p\Vu|p> = |Vu + 0tVo[P~3(Vu + 0t Vo) Vo.
Logo,
lim ! <1]Vu +tVulP — 1\Vu]p> = |VulP2VuVv. qtp em €.
t—0 1 \ p p
e

1/1 1
’ <p|Vu + tVou|P — p|Vu|p) < (|Vu| + |Vv\)p_1 Vo),

t

onde (|Vu|+ [Vo|)P~1|Vu| € LY(9). Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

1/1 1
lim [ - <|Vu + tVoulP — |Vu|p> dx = / \Vu|P2VuVu dz.
ot \p P Q

t—0

Portanto,
() () = lim J(u+tv) — J(u)
t—0 t
1/1 1
= lim [ - <|Vu+th|p - Vu|p> dx
t—0 Jo T \D P
= / |VulP2VuVu dz.
Q
ie.,
(1.6) J (u)(v) = / \Vu|P2VuVvds, Yo € Wol’p(Q).
Q

Proposigao 1.12.18. Seja f: H — R um funcional no espaco de Hilbert H. Entao:

(a) Se f € convexa e se é Gateaur-diferencidvel em u entdo

(L.7) Of (u) = {f'(u)}.

~

(b) Inversamente, se 0f : H — H' = H € uniwoco e hemicontinuo, entao f é Gateaux-
diferencidvel em H e (1.7) € valido para todo v € H.

Demonstragao. (a) Seja h € H. Definimos ¢(t) = f(u+th), ¢ : R — R é uma fun¢io convexa,
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devido a convexidade de f, V7 € [0, 1].

o(l=7)t+7s)=f((1—=7)+7)u+ (1 — 7)th + Tsh)
<A =7)f(u+th)+7f(u+sh)=(1—7)p(t) + Tp(s)

como [ & Gateaux diferenciavel , ¢'(0) existe. Pela convexidade de ¢, temos
te(1) + (1 = 1)p(0) — »(0)

J0) = tm PD=PO — (1) — (0),

t—s0+ t T t—0+ t

usando a definigao de f ser Gateaux diferenciavel, isto é Vh € H
fluth) = flu) = (f'(w), h), Vh € H,

isto &, f'(u) € df(u).

Reciprocamente, se u* € df(u), entao
flu+th) — f(u) > (u*, th),Vth € H, t > 0,

que podemos reescrever como

flu+th) — f(u)
t

> (u*,h) Vhe H

tomando ¢t — 0
(f'(u), h) > (u*, h),Vh € H.
Substituimos h por —h, e demonstramos que u* = f’(u). Segue-se df(u) = {f'(u)}.
(b) Sejat >0ehe H
flutth) — f(u) = (9f (u), th),
f(u) = f(u+th) > —(0f(u+th), th).

Obtemos
(0 (u), h) < lim int flut tht) — f(u)
< lim sup flu+th) — f(u)
t—0 t
<(9f(u),h),
para todo h € H, ie., f'(u) = 9f(u). =

1.13 O Operador nao linear p-Laplaciano

Nesta secao, apresentaremos um operador muito importante no estudo de equacgoes de evo-
lucao, que surge em numerosos dominios em ciéncias experimentais: problemas nao lineares de

reagao-difusao, dindmica de populagoes, fluidos nao newtonianos, glaciologia, etc.
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Se V & um espaco de Banach reflexivo, V' o seu espaco dual, e H um espaco de Hilbert, com
V C H C V' imersoes continuas e densas, A : V — V’ & um operador mondtono, univoco,

definido em todo V', hemicontinuo e coercivo, entao o operador

D(Ap)={ueV: Aue H},
AH(U) = A(u), (RS D(AH)

¢ maximal mondtono em H, exemplo 1.12.13. Com este resultado é possivel mostrar que, quando
multiplicado por (—1), o operador p-laplaciano, ¢ maximal monotono em L%(Q), onde Q € R? é
um dominio limitado com fronteira suave, p > 2.

Consideremos V' = Wol’p(Q), H = L*(Q), p > 2. Entdo V é um espaco de Banach reflexivo, com

1 1
espaco dual V' = W~=19(Q) onde p, g satisfazem ~ + — = 1.

p q
Agora definimos o operador p-laplaciano.

Consideremos o operador A definido em VVO1 P(Q) que a cada elemento de u € VVO1 P(Q) associa o
elemento de W~14(Q) dado por,

d
A — _Apu _ —dZU(|VU’p 2vu Z <|v ‘p 25“) .
T

O operador p-laplaciano é tal que a sua realizacio Ay, H = L?(2) é maximal mondtona em
L*(Q). Neste texto vamos denotar por —A,, o operador Ag.
O operador —A,u esta bem definido, para cada v € Wol’p(ﬂ) :

—Apu(v) / —Apu-vdz
—/ —div(|[VuP~2Vu) - v dx
Q
:/ |Vu|P2Vu - Vo da
Q

< ’/ |Vu|P2Vu - Vo da
Q

</ |Vu|P~2|Vu||Vo| dx
Q
:/ |Vu|P~ | Vo da
Q
</(Vu|p o) qu) </ \Vvlpah)
1Vl oy IVl

e como |Vu|, |Vv| € LP(Q), segue-se que —Apu(v) < co. Portanto —Ap,u esta bem definido.

Lema 1.13.1. (Desigualdade de Tartar) (Lema 4.4, p. 13, [6]). Seja p > 2. Entao para todo
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a,beR% d eN temos
<|a]p*2a — ]b[pﬂb, a—b) > vyla—0blP,

onde 7y € positivo e depende apenas de p e de d.

Se 1 < p <2 entio para todo a,b € R? temos
(JlalP~%a — [bP~%b,a — b) < yila — P,

onde 1 depende apenas de p e de d.

1.14 Propriedades do Operador p-laplaciano

Agora vejamos outras importantes propriedades acerca do operador p-laplaciano:

(1) —A, é limitado
Mostramos que se u € Wol’p(Q), entdo —Ayu € W=14(Q). De fato, ja que —A,u estd bem

definido, para cada u, entao falta mostrar que —A,u é linear e limitado. A linearidade

segue-se da definicao de —Apu e por propriedades da integral. Agora provemos que —A,u

¢é limitado.
| — APUHW*M(Q) = sup K_Apu? v)W*L(I(Q) Wl*p(Q)‘
1,p Vo
veEW P (Q), [Jv]<1
= sup | = Apu(v)]
veW, P (Q),|lv]|<1
-1
< s IVl Vol
vEW, P(Q),[|v]|<1
= sup HUHWLP Q Hv”wlvp Q
vEW, P (), [|v]|<1 . 0
-1
< lull?

Wy (@)
Portanto —A,u ¢ limitado.

(2) —A, é Monétono
De fato, Vu, v € Wol’p(Q) e pela Desigualdade de Tartar:

(=Apu — (=Ap), u—v) = —(div(|VulP?Vu — |Vo[P"2Vv), u —v)
= /(Vu|p_2Vu — |VoP~2V0)(Vu — Vo) dx
Q

= /(Vu|p2Vu — |Vo|P~2Vu, Vu — Vo) dz
Q

v

vo/Q V= Vol de = 50[[Vu = Vo7, ) > 0

dai segue, que o operador p-laplaciano é monétono
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(3) —A, é Hemicontinuo.

Observe que o operador p-laplaciano pode-se escrever como:

49 Au 19
Au=—Aju = — g oz <lvu\p_28wi> == E 8xigi(vu)
i=1 =1

onde
g:(gl,...,gn):Rd—>Rd

¢ [CP¢
9:(¢) = [¢IP2¢.

Agora mostremos que o operador p-laplaciano é hemicontinuo, dados u,v € VVO1 P(Q), isto
é
A((1 =tu+tv) — Au

quando t — 0. De fato

d d
0 0
A((L = t)u+tv) = — E %Qiﬂv((l —tu+tv)]) — — E %gz(‘VUD
i=1 " i=1 "
quando t —» 0, o que acontece pelo seguinte fato, para i =1,...,d e ¢ € R? temos
dgi 4
= (p—2)|¢|P GG
S8 = (=2l

e 0g;(¢) é continua, e portanto como o operador ¢ hemicontinuo como conseqiiéncia do

exemplo 1.12.9 o operador p-laplaciano é maximal mondétono em L2(Q).

(4) —A, é Coercivo

. —-A
E dizer, lim M = 0.
lully1.py =00 llul

Com efeito,

<—Apu,u>:/ﬂ—div(|Vu(a:)]pZVu(x))da:
- /Q (Vu(@)]P2Vu(z)) Vu(z) do

= [ IVu@P dz = [Vulfy g,

Agora, pela Desigualdade de Poincaré, 3C > 0 tal que

IVullzo @) = Cllullyrq)
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Logo,

(ZApu,u) , IVullp , CPllull” _

ool g

lim

llly 1.0 —oo |ul]

—roo lull Tl

Portanto —A,, é coercivo.

—A, é do tipo subdiferencial,—A,u = 0p(u).

Definimos
¢ L*() — RU{o0}

o) = LIVull, g, e WyP(Q)
0o,  LAQ\WyP(Q)

¢ é uma aplicagado convexa s.c.i, propria, mostremos que dy(u) é maximal mondtono em
L?(Q2) como conseqiiéncia do exemplo 1.12.12. De fato, a convexidade de ¢ segue da
convexidade de [|[Vul|P, assim basta provar a convexidade de |[Vul[.

Com efeito a fungao sP, s > 0 é convexa e o operador gradiente ¢ linear,

IV (tu+ (1 =)o) [P < @[ Vul + (1 =) Vol))?
< HVull” + (1 = 1) Vol
< HVul]” + (1 =) Vol[P.

Por outro lado,

1 p
(1.8) o(tu+ (1= 1)) = p/Q\V(tu—i—(l—t)v)] do

1 p p x
(1.9) < [t [ vu dx—l—(l—t)/Q|Vv| d]
(1.10) = to(u)+ (1 —1t)p(v).

Assim ¢ é convexa.

Note que se v ou v nao pertencem a VVO1 "P(Q) entdo o resultado é trivial.
Também ¢ # oo, pois como u € Wy P(Q) entdo |[Vu| € LP(Q).

Logo

1 1
u) = — VulP = =||Vul|l? < .
() p/Q| P = IVl

Portanto ¢ é propria. Agora vejamos que ¢ é s.ci em L%(Q), i.e., p(u) < liminfo(u,)
n—o0
sempre que u, — u em L?(Q). De fato, seja u,, — u em L?(Q). Se liminfp(u,) = 400
n—oo

o resultado é trivial. Se liminfo(u,) = a < oo, entdo existe uma subseqiiéncia {u,, }ren
n—oo

1
satisfazendo kl;rgow(unk) = q, ie, klggoz;HunkHa/&p = a. Logo HunkHWg,p(Q) é uma

(@)

sequéncia limitada, e como VVO1 'P(Q) ¢ um espago reflexivo pelo Teorema de Eberlein-
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Smullian existe uma subsequéncia {Unkj }jen tal que Uny, — v para algum v € VVO1 P(Q).
Como p > 2, deve ser igual a u, pois Wol’p(Q) C L?(Q) continuamente, e entdo pela
unicidade do limite segue-se que u = v. Portanto Hu||W01,p(Q) < liqlnig.}f||un\|wg,p(g) e pela
defini¢ao de ¢, p(u) < ligri}icgfgo(un) entdao ¢ é s.ci. Com o qual concluimos que dp é
maximal monétono em L?(€2).
Agora provemos um resultado muito importante para os paragrafos seguintes, verifiquemos
que o operador p-laplaciano ¢ do tipo subdiferencial isto é, —Apu = dp(u). Pelo exemplo
1.12.12, como ambos sao maximais monétonos basta provar s6 uma das inclusoes.
Mostremos que —Apu C dp(u).
Seja u € D(—A, |g) e v =—Apu, entdo

(0,6 —u) = (=Apu,§ —u)

:/ —div(|VulP2Vu) (€ — u) dx

Q

= / (|VulP~2Vu)(VE — Vu)dz
Q

:/(|Vu|p_2Vu)V§da:—/ \VulP dz.
Q Q

entao, usando a desigualdade de Hélder,
(—Apu, & —u) +/ |VulP de = /(]Vu\p_2Vu)V§ dx
Q Q

1 1
< / |Vu|pdx—|—/ |VEP d.
q4.Ja b Ja

logo
1 1
(—Apu, &€ —u) + / |Vul|P de < / |VEP de,
P Ja D Ja

logo,
(v, € —u) + p(u) < p(€), VE € Wy P(Q).

Agora, no caso § € LQ(Q)\W&’Z’(Q) entao p(§) = oo o resultado segue. Assim,
(v, € —u) + p(u) < p(€), V€ € L*(Q),

portanto v € Jyp(u).

Como —A, e J¢ sao maximais mondtonos segue que —A, = dyp.

(5) O Fecho de Wy'*(Q) em L2(1)
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Pela densidade de 65°(2) em L*(Q),

o (Q) = L(9),

e temos as seguintes imersoes continuas e densas no sentido topologico e algébrico.

WP (Q) C 65°(Q) C LA(9),

tomando o fecho na topologia de L*(Q),

2

2@ L)
@ cwir) T c Q).

17(9) = ()

portanto,
WaP(Q) = L*(Q).

Por outro lado, o operador p-laplaciano é densamente definido. De fato, como
D(=4p) € WyP(Q) € D(=4,),
tomando fecho na topologia L?(£2), entao

D(-A,) = L*().

o(—Au(t), w(t)) = 3 & lu(®)]?
De fato

_ / "(—div(| Vu P2 V), un)6(t) dt

//pdt|Vu|p2Vu Vu)6(t) dt dx
Q

{/|Vu|c9 /|Vu|p9’ dt}
:—//|Vu]p(9'

< ;| Vul”,0)

onde % é a derivada distribucional em D’(0,7), para cada 6 € D(0, ).
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1.15 Equacgoes de Evolugao Associadas a Operadores Monétonos

Seja H um espaco de Hilbert, e A um operador maximal monétono definido em H, nesta

secao consideraremos o problema de valor inicial;

du
(1‘11) { E‘FAUBO,

u(0) =z,

onde z € Z(A) e A C H x H é possivelmente multivoco.
Seja T' > 0. Dizemos que a aplicagdo u : [0,7] — H é uma solugdo do P.V.I (1.11) se

satisfaz a seguintes condicoes:
(i) we €(0,T]; H) e u(0) = x.
(ii) w é Lipschitz continua em [0, T7].
(iii) A equagao (1.11) é satisfeita q.t.p em [0, 77, i.e., existe v(t) € A q.t.p e du/dt + v = 0.

Observagao 1.15.1. Em um espago de Hilbert (de fato em um espago de Banach reflexivo mais
geralmente) a condigao (i) implica que u é absolutamente continuo conforme o Teorema 3.1, [3]

e portanto u é diferenciavel q.t.p e u é a integral de sua derivada.

Proposicao 1.15.2. ([18, Proposi¢ao 5.1]) Seja A um operador mondtono. Entao o P.V.I

du
(1.12) { E‘FAUBO,

u(0) = =z,
tem no mdximo uma solugao.

Demonstra¢ao. Sejam u,v duas solugoes tais que u(0) = z e v(0) = y.
Entao existem 7(t) € A(t) e {(t) € A(t) tal que

d d
£+n:0 d—?—i—(:O gtp em [0,00).

Fazendo a diferenca, temos

du dv
1.13 —_— — —(C=0.
(1.13) pri i S

Fazendo o produto interno em (1.13) com u — v, e usando a bilinearidade do produto interno

du  dv
<dt - dt,u—v> +{n—Cu—v)=0, q¢tp em [0,00).
Como A ¢é monotono e n(t) € A(t) e ((t) € A(t), entao

1d

5@”71’_1)”2 <0, gtp em [0,00)
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Integrando de 0 a ¢, temos
(1.14) [u(t) —v(@®)] < [z —yll.

Assim, se © = y, entdo u(t) = v(t) para qualquer ¢ > 0. Portanto, se A é mono6tono, temos que

o problema tem no maximo uma solugao. O

Corolario 1.15.3. ([18, Corolario 5.2]) Seja A um operador mondtono. Suponha u solug¢ao do

(1.12). Entio a aplicacio t — ||%|| ¢ néo crescente.

Teorema 1.15.4. ([18, Teorema 5.4]) Seja A um operador mondtono. Dado T > 0, para cada
x e DA)

(1.15) du 4 Au >0,
u(0) = =z,

tem uma solugao em [0,T].

1.16 O Semigrupo Gerado por um Conjunto Maximal Monétono

Definigao 1.16.1. Seja C' um subconjunto fechado de um espago de Hilbert H. Um semigrupo
continuo de contragoes em C' ¢ uma familia {S(¢) : ¢ > 0} de aplicagbes de C em C com as

propriedades:
(i) S(0)z ==z, Vz € C.
(ii) S(t+ s)x = S(t)S(s)x, Vt,s > 0, Vz € C.
(iii) Para todo z € C, a funcao t — S(t)x é continua em [0;00).

(iv) [[S@)z = SOyl <z —yll, vt = 0, Va,y € C.

Mais geralmente, se em vez de (iv) temos

(v) ||S(t)x — Sty < e“t||lx — y||, Vt > 0, Va,y € C. Dizemos que S(t) é um semigrupo

continuo w-quase-contrativo em C.

Seja A maximal monotono e © € Z(A) pelo Teorema 1.15.4, existe uma solugdo u €
¢ ([0, T);H) do P.V.I

(1.16)

S(t)x =u(t), para cada t>0,
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onde u é solu¢ao do P.V.I (1.16). A unicidade da solugao de (1.16), pela Proposi¢ao 1.15.2, afirma
que esta familia de aplicag¢oes forma um semigrupo, e esta é continua desde que u € € ([0,T]; H).
De (1.14) temos que,

(1.17) 1S@)z = SOyl < llu(t) =@ < llz =yl

assim {S(¢) : ¢ > 0} forma um semigrupo de contracoes em Z(A). Podemos estender o semi-grupo

13

de contragoes a Z(A) (a qual é convexa)™”. Se x € Z(A)\Z(A), entao existe uma sequéncia

{Zn}nen € Z(A) tal que x, — x em H. Definimos,

S(t)x = lm S(t)zp,

n—-~aoQ

este limite existe desde que {S(t)x,, : t > 0} forma uma sequéncia de Cauchy:
1S@)2n = SE)2ml < l2n — 2mll;

e como {z,}neny € de Cauchy pois é convergente, segue-se que {S(t)z, : ¢ > 0} forma uma
sequéncia de Cauchy. Note que quando estendemos a todo Z(A), o semigrupo e ainda continuo
em t, e ¢ um semigrupo de contragoes. Concluimos: Que para todo conjunto maximal mondtono

A, em um espago de Hilbert H, existe um semi-grupo {S(t) : ¢ > 0} contragoes definidos em

Z(A): Dizemos que o semi-grupo {S(t) : t > 0} ¢ gerado por —A.

Teorema 1.16.2. (/5, Teorema 3.1, p.54]). Seja A um operador maximal mondtono univoco em

H. Para todo uy € P(A), existe uma fungao u : [0,00[— H, inica, tal que
(i) u(t) € 2(A) para todo t > 0.
(i) u(t) € Lipschitz em [0,00[, i.e. Cull—? € L>(0,+00;H) (no sentido das distribuigoes) e
H%”LOO(O,'FOO;H) < |Aug.
(111 %(t) + Au(t) =0 (i.e — %(t) = Au(t) ¢.t.p em ]0,00]).
(iv) u(0) = up.
(v) w admite em todo t € [0,00[ derivada a direita e %(t) + Au(t) = 0 para todo t € [0, 00].

(vi) A fungao t — Au(t) é continua a direita e a fungao t — |Au(t)| é decrescente.

Efeito Regularizante

O seguinte resultado, é conhecido como efeito regularizante, foi obtido por H. Brezis em 1971.

Teorema 1.16.3. (/5, Teorema 3.2, p.57]) Seja ¢ uma fungao convexa s.c.i propria em H, seja

A = 0y operador univoco e seja S(t) o semigrupo gerado por —A em Z(A). Entao S(t)ug € Z(A)

Y3 Teorema(Minty-Rockafellar) 2.2,[5]
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para todo uy € P(A) e todo t > 0. Ou seja, para todo ug € P(A), existe uma unica fungao
u € 6([0,+o0l; H) tal que u(0) = up.

(i) u(t) € 2(A), para todo t > 0.
(i) u(t) é Lipschitz em [§, o0].
(111) w admite t > 0 uma derivada a direita e

dr
%u(t) + Au(t) =0, Vit¢>0.

1.17 Resolucao da Equacao 2 + Au > f,u(0) = ug

Definigao 1.17.1. ([5, Defini¢ao 3.1, p.64]) Seja A um operador de H e f € L'(0,T; H). Uma
du
dt
em todo compacto de (0,7") verificando: u(t) € Z(A) e

solucao forte da equacao + Au > f é toda funcdo u € ¥([0,T]; H), absolutamente continua
du

dt

du
que u € €([0,T]; H), é uma solugao fraca da equagao a + Au > f se existem sequéncias

d
fn € LY0,T;H) e u, € €([0,T]; H) tal que u, é solucio forte da equacio % + Auy, O fy,
fn — fem LY(0,T; H) e u,, — u uniformemente em [0, 7).

+ Au > f qt.pt € (0,T). Dizemos

Teorema 1.17.2. ([5, Teorema 3.4, p.65]) Seja A um operador mazimal mondtono de H. Para
- d
todo f € L'(0,T; H) e todo ug € Z(A), existe uma tinica solucdo fraca u da equacdo d—?—l—Au >5f

tal que u(0) = ug.

Caso A = dyp

No caso particular quando A é a subdiferencial de uma fun¢ao convexa, as solugoes fracas da

equagao % + Au > f sdo de fato solugoes fortes desde que f € L?(0,T; H).

Teorema 1.17.3. ([4, Teorema 3.6, p.72]) Seja f € L*(0,T; H), entio toda solucio de equacio

C(% + Au > f é uma solugao forte e \/f%(t) € L*(0,T;H). Além disso, se o dado inicial,

d
up € D(p), entdo d—? c L*(0,T; H).

1.18 Teoremas de Existéncia para Equacoes Diferenciais Ordina-
rias
Nesta se¢ao, para as demonstragoes o leitor pode consultar [20]. Seja F um espago de

Banach. Devido ao Teorema Fundamental do Célculo, qualquer equacao da forma % = f(t,x) ;

x(tg) = xo, com f: D — E, continua no aberto D C R x E tem uma correspondente equagao
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integral, isto é, ¢ é solugdo do problema de Cauchy

(1.18) { @ = [t

l‘(to) = Xy,

definida em certo intervalo [to — a, to + ], se e somente se o grafico de ¢ esta contido no dominio
de f e
t
p(t) =zo+ [ f(s,0(s))ds, Vi € [to — o, to + a].
to

Teorema 1.18.1. (Ascoli-Peano)([14, Teorema 1.1, p.14]) Seja (to,z¢) € D e sejam a > 0 e
b >0 tal que € = {|t — to| < a, ||z — xo|| < b} estd incluido em D. Denotemos

M = sup Hf(t?x)HE e o= min(a7 7)a
(t,x)ee M

entao existe (ao menos) uma solugcao ¢ do problema de Cauchy (1.18) no intervalo [to—«, to+a.

Definigao 1.18.2. (Solu¢ao maximal) Dada uma EDO & = f(¢,x), uma solugao ¢ : J — E é
dita maximal se para toda soluc¢ao ¢ : J; — E com J; D J e ©|; = ¢, tem-se J; = J. Nesse

caso, J é dito intervalo maximal de ¢.

Proposigao 1.18.3. Suponha E um espago de Banach com dimensao finita. Seja f : D C
R x E — E continua e limitada no aberto D. Se I = (wy,w_) € o intervalo mazimal, e w4

(respectivamente w_ ) € finito, entao existe limy__,.,, ¢ (respectivamente lim;__,,,_ )

Demonstragao. Suponha sem perda de generalidade que wy < co. Entao, Vs, t € (w4, w_) temos,

le(t) — @)l = <M -[t—s],

[ st du

onde || f|| £ M em D. Portanto, se t; — w4, temos ||¢(t;) —@(tm)|| < M|t; —tm| — 0, quando

J,m — 00, logo {¢(;)}jen € de Cauchy; como ¢; é arbitrario segue-se que existe lim; ., . [

Teorema 1.18.4. Seja f continua num aberto D de Rx E. Se ¢ € uma solugdo maxima inica de
' = f(t,x) definida em (w—,wy), entdo a aplicagao g(t) = (t,o(t)) tende a 0D quando t — wy.
Isto é, para todo compacto K C D existe uma vizinhanga V' de wy tal que g(t) ¢ K parat € V.

Corolario 1.18.5. Se D’ ¢ limitado e D = (¢,d) x D', entio wy = d ou p(t) — dD' quando
t—wi eouw_ =coup(t)— D quandot — w_.



Capitulo

2

Existéncia de Solucoes

2.1 Introducao

Este capitulo, é dedicado a obtencao dos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia

continua da equacao parabdlica nao degenerada.

(2.1) { Opup(t, x) — Apu(t, ) =0 (0,00) x Q

up(0,2) =g(xz) {t=0} x Q.

d+1 < p < oo. A demonstragao da existéncia da solu¢ao do problema (2.1) seré feita pelo

argumento introduzido por Brezis, [5].

2.2 Existéncia e Unicidade da Solucao

Neste capitulo, as seguintes hipoteses sobre a fungao g sao consideradas:
(H1) ¢g:RY — R nao negativa, Lipschitz continua, com suporte compacto.
(H2) [[Vgllpeogay =L > 1.

Observagao 2.2.1. Pela hipotese (H1), g tem suporte compacto K = supp(g). Assim, seja
Q c R? aberto, convexo e limitado com fronteira suave tal que K CC Q. Como g é Lipschitz
continua entdo pelo Teorema 1.6.7 temos que g € W1>(Q) ¢ WP(Q) e pelo Lema 1.6.3, como
Q & regular, temos que g € W&’p(Q).

Teorema 2.2.2. Seja T' > 0 un nimero real arbitrdario. Assumindo (H1),(H2), se g = ug €
Wol’p(Q), entdo existe uma unica solugdo forte u, : Q — R, Q = (0,T) x Q, de (2.1) satisfa-

zendo:

(i) wp € LP(0,T; Wy ™ (2)) N 6 ([0, T]; L*(2)).
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(i) Oy, € L2(0,T; L2(Q)).

(iii) uy(t) € Wy P(Q) qtp te(0,T) e

dup — Apup =0 em  L*(Q), qtp te(0,7).

() upo = up(0) = g().

Demonstracdo. Unicidade:

Sejam wy, v, solucoes fortes de (2.1). Entao wy(t) := u,(t) — vp(t) satisfaz
(2.2) Oywp(t) — Apup(t) — (—Apup(t)) =0 qt.pt € (0,7).

multiplicando (2.2) por wy(t) e usando a monoticidade do operador p-laplaciano, temos

1 1
(2.3) §|wp(t)]%2(m - ilwp(())liz(m = 0 para todo t € [0,T7,

e como wy(0) = 0 de (2.3) a unicidade segue.

Existéncia:

Observagao 2.2.3. Ao longo de toda esta se¢do quando nao houver risco de confusao fixaremos

p e assim escreveremos indistintamente wu, , = up.

A verificagao da existéncia seré feita em trés etapas.

1) Aproximacao:

Primeiro consideremos a aproximacao do problema em H = L?(Q) para o problema de

Cauchy. Como g € VVO1 P(Q) C L?(Q) = 2(0yp), entdo existe uma sequéncia g, = ug, em
L3(Q

P(0¢) tal que ugy, —(>) uy =g € W(} P(Q2). Consideremos o problema de Cauchy, para p

fixo:

(2.4) { Dyun(t) = Apun(t) =0, L*(Q),0 <t <T,

Un(0) = gn = uon t=0.

A existéncia e unicidade da solugao u, forte do problema (2.4), é garantida pelo Teorema

1.17.3. A fim de investigar a convergéncia de u,, precisamos de algumas estimativas.

2) Estimativas uniformes:

Com a observagao feita no inicio desta segao, multipliquemos (2.4) por uy,(t), temos

1d

5&”“11@)”%2(9) + (= Apun(t), un(t)) 2()x22(0) =0
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gt.p. t€(0,T), ecomo —Apun(t) = 0p(uy(t)) e 0 € D(p), pela definicao de subdiferen-
cial, temos que
p(un(t)) < <_Apun(t)7un(t)>L2(Q) +¢(0)

entao

1d d
5@\\%(’5)”%2(9) + @(un(t)) < £Hun(t)ui2(9) + (=Apun(t), un(t))r2(0) + (0) =0,

N

qgt.p. te€(0,7T). Integrando de 0 a T,

T
Jan Oy + [ un(®) < a0 2o

mas {||un(0)| z2(q)tnen € limitado pois u,(0) — up em L?(Q). Entdo deduzimos

sup |lun ()l r2() < C,
t€[0,T]

onde C' é uma constante independente de t e n € N. Assim,

(2.5) {tn }nen € limitada em €(0,T; L*(9)),
(2.6) {0(tn () nen € limitada em L'(0,T).
Convergéncia de u,:

Sejam (n,m) € N x N e consideremos os seguintes sistemas:

27 Oun(t) — Apun(t) =0, L*(Q),0<t<T,
' un(0) = gn = uon t=0,

28) D (1) — Apum(t) =0, L*(Q),0<t < T,
' U (0) = gm = Uom t=0,

Multiplicando (2.7) - (2.8) por u, — u,, e usando que o operador p-laplaciano é monétono,

temos

(Orun — Oy, Up — Um)LQ(Q) + <Apun - (_Apun)7 Up — Um>L2(Q) =0,

Ccomo 1d
(Orun(t), un(t)) L2() = 5 1 un(t) I72(q)
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e pela Desigualdade de Tartar que existe uma constante g tal que

1d

5%”“71 - um”%%ﬂ)""m”vun - v“mHip(Q)

< <8tun — atuma Un — Um>L2(Q) +

(Aptn — Aptin, Un — Um) r2(q) = 0

Integrando de 0 a t temos

t
nun—wwﬂﬁqg)+270[;HVunv>—<mmxfn&MQyﬁ-sngn—gmn;“n

Como {gn}nen é uma sequéncia convergente em L2(€)), portanto de Cauchy, fazendo
n,m —s oo, ||gn — gmH%Q(Q) — 0.

Assim temos que
(2.9) {1, (t) }nen ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(Q),Vt € (0,7)

e {un }nen é uma sequéncia de Cauchy em ([0, T); L?(92)). Portanto existe u, € € ([0, T]; L?(£2))
tal que u, — u, em ([0, 7]; L*(Q)).

Além disso, temos que,
(2.10) {Vup}nen € uma sequéncia de Cauchy em LP(0,T; LP(Q)),

e {Ou,} é limitado em L?(0,T;L?(2))
Multiplicando a equagao (2.4) por Oru, e como (Jpun(t), —Apun(t))r2() = Op(un(t)),
temos:

||8tun||%2(m + Opp(un) =0 q.t.p. te(0,7)

integrando de 0 a ¢, t € [0,T], e como ug € Wy P()

t 1 1
AH@%vwamm=www—m%u»:Mwwmmn—ﬂv%@wmn

1
< Z;HVUOHip(Q) <C

onde C' é uma constante independente de ¢ e n portanto {9y, }nen é limitada em L2(0, T'; L?(€2)).

Em resumo, para todo T' > 0, para cada t € [0, T], temos:

(2.11) {1, (t) Ypen é de Cauchy em L2(Q),

(2.12) {tp }nen € de Cauchy em ([0, T]; L*(Q)),
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(2.13) {tn }nen € de Cauchy em LP(0,T; Wy P(Q)),

(2.14) {04ty }nen € limitada em L2(0,T; L*(Q)).

LP(0,T;WE(Q
Como, {uptnen C LP(0,T; Wol’p(Q)) ¢ de Cauchy, existe w tal que u, ( —>0( ))w na

topologia forte de LP(0,T; WE(2)). Em particular

(2.15) O

Por outro lado de (2.14) segue que existe uma subsequéncia de {Oyuy}nen, a qual serd

denotada por , {Oiuy, }nen tal que

L2(0,T5L2(9)

(2.16) Ay V.

Mostraremos que w = u, € ¥ = Opuy,.

A convergéncia (2.15) significa que :

(ns ) oo mwdr @)y x 1w’ (0mw =10/ () ~ W V) Lo () <1 (0,1 (@)

para todo v € L¥ (0, T; W~ (Q)). Portanto, qualquer que seja v € L¥' (0, 7; W1 (Q))

T T
/0 <un(t)7 U(t)>W01’p(Q)><WO_1’p/(Q) dt — /0 <’LU(t), U(t)>W01’p(Q)><WO_1’pI(Q) dt.

Agora vejamos que u,, — u, na topologia fraca de LP(0,T’; Wol’p(Q)) : Por (2.15) temos que

(217) uy O

w.

Pela imersdo LP(0,T; W, P(Q)) € L2(0,T; W, P(R2)), resulta que

Sabemos que u, "—5 u, em €([0,T]; L*(Q)). Como €([0,T); L*(Q)) C L*(0,T; L*(Q))
entdo u, — u, em L?(0,T; L?(Q)). Em particular, u, — u, em L*(0,T; L*(Q)). Além disso

temos as imersoes,

LP(0,T; WE(Q)) € L2(0,T5 L2(R) € LY (0,75 W7 ().
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Logo, para v € L2(0,T; L*(2))
/un(x)v(x)d:v—>/ w(z)v(z)de,Yv € L*(0,T; L*(Q))
Q Q

e como u, — u, em L?(0,T; L?()), pela unicidade do limite temos que u, = w.

Por outro lado por (1.1.5), temos

pll oo 2wy (@) < B [l oo rawor ) < €
Logo
(2.18) u, € LP(0,T; Wy P(Q)).
A convergéncia (2.16) significa que :
(Ortn, V) 12(0,1:2(Q))x L2(0,T3L2(2)) — V5 V) L2(0,13L2(Q)) x L2(0,T;L2(€2))
para todo v € L?(0,T; L*(2)). Portanto,

T T
/0<atun(t)vU(t)>L2(Q)><L2(Q)dt—>/0 (®(t),v(t) L2(Q)xL2(0) dt.

A Seguir mostraremos que w = aup‘ Com efeito) €COmo U, — up em L2 (O’ T’ LQ(Q)) — L2(Q),
(Q=(0,T) x Q) tem-se que

(Un, V) 12(Q) — (Up,V)12(Q), Vv € L*(Q).
Portanto, qualquer que seja v € L?(Q),
(2.19) /Qun(t, x)v(t, ) dtdw—>/Qup(t,x)v(t,a:) dtdz, Yve L*(Q).
Como, L*(Q) C 2'(Q), dado v € L*(Q) definimos a distribui¢io T, dada por

(Ton) = [ vlt.antemydedr, € D@)
dai, de (2.19) temos

(T, ,m) = /QunndtdxH/Qupndtdx = (Tu,,n) VYneD(Q).

Portanto, T, — T, Pela continuidade da derivacdo em 2(Q), temos que Ty,u, — To,u,,-

Analogamente, temos que Tp,,, — Ty, pela unicidade do limite temos que, Ty,,, = Ty.

Logo pelo Lema de Du Bois Raymond 1.3.10, que Gyu, = 9.
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Para completar a prova do Teorema, é suficiente mostrar que dyu,(t) = Apu,(t) q.t.p. t € (0,7).
Sejam [v, h] € 0p = —A,,.

Multiplicamos a equagao (2.4) por u,(t) — v, temos

1d

integrando em (s,t), 0 < s <t < T, e usando a monoticidade do operador p-laplaciano, temos
1 2 2 !
5 lun(®) = vlizai) = lunls) = vli2(q)) < / (=h,un(7) = v) r2(0) dT
S
Vs,t € [0,T], s < t, equivalentemente podemos escrever,
1 t
(2.20) §<un(t) — Un(8), Un(t) + un(s) — 20) 2(q) < / (=h,un(T) = V) 2(q) dT
S

(u—w, u+w)r2Q)
2

para todo s,t € [0,7], s < t. Como, (u — w, w)r2q) < , NIOSSO Caso

tomamos: u = uy(t)/2 — v, w=uy(t)/2 + uy(s) — v, e deduzimos

<u"(t)_u”(5), un(s) — U> <

¢
" / (—h, up(1) —v)dr, Vs, te[0,T],

t—s
quando n — 00, u, — uy, em C([0,T]; L*(Q)) e up, — up, em LP(0, T Wol’p(Q))

<Up(t) — up(s)

t—s

t
, Up(s) — v> < / (—h,up(1) —v)ydr, Vs, te[0,T],s<t,

t—s

fazendo s — ¢,
(Opup(t) + h, up(t) —v) <0 q.t.pte (0,7).

Assim pela arbitrariedade de [v, h] € Op e como dp é maximal mondtono, entao uy(t) € D(0y)

e Opup(t) = —0p(up(t)) = Apuy(t) q.t.p (0,T), portanto o problema esta bem posto. O
Observacgao 2.2.4. Podemos estender a solucio a todo R%:

dpu, — Apuy, = 0, (0,00) x RY
(2.21) {tp pUp ( )

up(0,2) = g(x), x € R?

d+1 < p < o0, onde g satisfaz as mesmas condigoes (H1, H2) e |[Vg|| = L > 1.

Definimos a prolongacao de u,, ¢ denotamos por wy:

- up(x), x € Q,
up(fr) = b d
0, x e R\ Q,
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u, claramente é solugao do problema (2.21) no sentido do Teorema 2.2.2, entao pela proposicao
1.6.4 U,(t) € WhP(RY) = Wy P(RY) e

HﬂpHWOLP(Rd) = HUPHWOLP(Rd) = ”upHWl’P(Rd)

e assim por (2.21) segue-se u, € LP(0,T; WhHP(R%)).

e Oy, € L?(0,T; L2(RY)).

De fato [[0ctp| 20,2 (rey) = [10supllL2(0,7522(0)) < T inf || Opun | L2(0,7522(0)) < 00

Assim temos a solucao do problema 2.21.

Dependéncia Continua

Como up0 € m, tal que ug, — upo em H = LQ(Q), e como sabemos u,, ¢ solucao forte

da equagao

Opun(t) — Apun(t) =0, L3*(Q),0<t<T,
(2.22) (cpnyd () = Bpun(t) @)
un(o):gnZUOn t:()a

lembre-se que ao fazer a diferenca (Cpn) — (Cpm) e utilizando a monoticidade do operador
p-laplaciano
[un(t) — um @) < [[uon — uoml|, ¥Vt € [0,T].

Assim, {up}neny € uma sequéncia de Cauchy, convergindo uniformemente a fungdo continua
up, € €([0,T],H), em particular u,(0) — u,(0), portanto pela unicidade do limite, segue-se

que up o = up(0).

Observacao 2.2.5. De agora em adiante denotaremos indistintamente por u, ou u, pelo pro-

cesso de prolongacao feito.



Capitulo

3

Estimativas Uniformes

3.1 Introducao

Consideremos o problema

Oy, — Apuy, = 0, (0, x 0
(3.1) { tUp pUp (0,00)

up(0,7) = g(z), v € R?

d+1 < p < 00, onde g satisfaz as mesmas condigdes do Capitulo 2 (H1, H2) e [|[Vg|| (o) = L > 1.
No capitulo anterior demonstramos a existéncia e unicidade da solugao da equagao parabolica

nao degenerada (3.1), via a Teoria de Operadores Mono6tonos. Nosso interesse é entender o que

acontece com (3.1) quando p — oo, para sequéncias de fungoes {up}p>aq41. Isto é motivado

pelos trabalhos de [9] e [2]. Entao precisamos obter estimativas uniformes independentes de p

para a sequéncia de funcoes {up}p>q+1. Comecamos com o seguinte resultado.
Lema 3.1.1. Seja u, a solucio de (3.1). Entao temos que

(i) Dado T > 0, para todo d+ 1 < p < oo, existe uma constante C' > 0 independente de p tal

que:
T
a) / /]Vup\pda;dTSC,
0 JQ

b) sup |u,| <C,
[0,7]x$2
¢) IVuplr=o) < C.
(ii) Existe um raio R > 0 tal que

supp(up) N ([0, T] x RY)  [0,T] x B(0, R),

para d+1 < p < 0.
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(iii) Existe uma constante C' > 0 independente de p tal que

|Opup(t, z)| < ¢.t.p. (t,x) € (0,00) x €.

C
(p—2)t
Demonstracao (i)

a) Multipliquemos a equacao (3.1) por u,, e integremos de 0 a 7. Entao,

1d
/0 27 Hup||L2 dT—i—/ /|Vupr(Q drdr = 0.

1 T 1
sllTa)lsy+ [ [ 1Vl dodr = Sl
Portanto segue das hipoteses de (3.1) que existe uma constante C' > 0 independente de p

T
tal que / / |Vup|P dedr < C.
Q

0
Contragao do Semigrupo gerado pelo p-Laplaciano

logo,

Para a proxima estimativa primeiro provaremos que o fluxo gerado pelo p-laplaciano é uma

contragao em todos os espagos L4(2), ¢ > 2. Para ver isto, seja a fungao

B:R — R

r — |z|?
(3.2) B (x) = qla|9x,

B"(z) = q(|z|"2 - 2)" = q[(jx|"?)'z + |2|*7?]
[(q = 2)[e]"™ 2 2 + |2[777]

(3.3) q
q(q — 2)|z|"*2® + 2|77 > 0.

Considere, agora, dois dados inicias g e g e as respectivas solugoes u, e v, do problema

(3.1). Pela Regra da Cadeia, e pelo Teorema generalizado de Green,

= | A= whdo = [ = 0,) (0= ),
= [ B = ) (=B, = (Ao
/ B (up — vp)div(|Vup P2V, — |Vu,|P~2Vu,)da
- /R (V| 7~25u, — [V [2V0,) (8 (uy — ) d

- /Q »BN(“p - ”p)(|v“p|p_2vup - |va|p_2va)(Vup - va)dx
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)

por outro lado pela Desigualdade de Tartar, temos:
(|VuplP 2V, — |V P2V u,) (Vauy, — V) > 40|V, — Vo, [P

como " > 0, segue-se que

B (up — Up)(\VupPD_QVup - ]VUp|p_2va)(Vup = Vup) = B (up — vp) 70| Vp — V|?

de onde segue-se
/Q " (up = Up)(|vup|p_2v“p - |va|p_2VUp)(Vup — Vup)dz <
< =% /Q B (up — vp)|Vuy, — Vo, |[Pdz < 0

portanto

d
dT/Q |up (T, ) — vp(7, z)|%dx < 0.

trd
/ <d/ lup (7, ) — vp(T, x)\qu) dr <0,
0 T JQ

/Q lup(t, ) — vp(t, x)|%dx < /Q |up(z,0) — vp(z,0)|%dz.

Integrando de 0 a t;

Portanto

up(t, ) —vp(t, M ra) < g — Gllza)
e portanto,
(3.4) [up(t,-) —vp(t, ) zee) < 119 — gl oo ()-

Em (3.4), tomamos v,(t,z) = 0, entao

[up(®) Loy < llgllze@) < C
portanto
sup |up| < C.

[0,7]x$2

Agora vejamos a estimativa que precisamos ||Vuy|| o) < C.

Como a solucdo é uma contracio na norma do sup', e ¢ a funcao inicial é Lipschitz continua,

sto segue do fato que se uma funcéo f : A — E é continua e limitada, do aberto A no espaco de Banach E
entao || f||ze(a;m) = ||fllc(am) neste caso A = RY, B =R
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temos
lu(t,z + he;) —u(t,z)| < [g(x + he;) — g(z)| < Clh

onde e; é o vetor unitario canénico de R, fazendo h — 0,

Ouy,

C,i=1,....d
axl < 7Z Y )

entao

V| oy < C.

(ii) Segue-se diretamente do fato de g ter suporte compacto incluido em 2 (efeito regularizante

Teorema 1.16.3), que existe R > 0 tal que
supp(up) C [0,T] x B(0, R).
(iii) Seja A > 1 e definamos u,(t,z) = )\P%?up(/\t, z), (x € Q,t > 0), entdo uy(t,z) é a Gnica

solucao da equagao

(3.5) {ﬂp(t, r) — Apuy(t,r) = 0, qtp. (0,00) %,

up(0,2) = g, qtp. {t=0}xQ.

Como o semigrupo gerado pelo p-laplaciano é uma contragao (3.4) na norma do sup, temos

up(t, ) —up(t, ) o) < 119 — gl ()
para cada t > 0. Em particular
(3.6) A2y @) =t 2)| < A2 = 1]l o)
para todo t > 0 e z q.t.p em . Dividindo (3.6) por A — 1 e passando ao limite A\ — 17

1
‘k»ﬁ

)\pii?u()\t,x) —u(At,z) | u(At, @) — u(t,x)
+ ST ||g||L°°(Q)

A—1 A—1

e, Como 8tup(t, x) é continua com respeito ao tempo

u(t,z) + t@tu(t,x)’ < HgHLOOQ(Q)
=

’p -2
entao,
C
(p—2)t
Observagao 3.1.2. Quando nao houver risco de confusdo, pelo Lema 3.1.1 (ii), escreveremos
L7(0,T;R%) por L7(0,T;9Q), onde d + 1 < r < oo.

|Orup(t, )| <
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3.2 O Limite Quando p — o0

Pelas estimativas obtidas no Lema 3.1.1, e pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, existe

uma subsequéncia de {up}p>44+1 a qual serd denotada por {up}p>4+1 € uma funcao Lipschitz u

tal que

(3.7) up —> v uniformemente em subconjuntos compactos de (0,7") x RY,
(3.8) Vau, > Vu  L®((0,T) x RY),

(3.9) dyup =y L°((0,T) x RY).

e u, — u uniformemente em subconjuntos compactos de (0, 00) x R?

De fato, pelas estimativas obtidas do Lema 3.1.1, temos que {up},>4+1 € uniformemente limitada

em €([0,T];92), e {up}p>a+1 ¢ uma sequéncia de funcoes equicontinuas. De fato, dado § > 0
para 6 <t <T, dM > 0 tal que

|duy(t, )| = [Opup(t, )| + [Or1up(t, )| + - - - + [Oqup(t, )| < M,
onde M = dC' + ﬁ, e pela desigualdade do Valor Médio, temos
(310)  Jup(ta) — up(t, )| < MI(t,3) — (¢,2)], V(La), (¢,a') € [5,T] x O,

portanto {up},>4+1 ¢ uma sequéncia de fungoes equicontinuas, e como {up}p>a+1 ¢ uniforme-
mente limitada, entdo pelo Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia de {up}p>d4+1 a
qual sera denotada por {u,} e uma fungao continua u (Lipschitz continua, isto se obtém tomando

limite p — oo em (3.10), tal que u, —> u uniformemente em cada compacto de (0,7) x R

ediu, >0 em L((0,T) x RY)

De fato, pela estimativa (3.1.1), segue-se pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que
pup — & em L2((0,T) x RY), serd mostrado que & = dyu.

Como dyuy — dyu em L¥((0,T) x R?) | entdo dyu, — & em 2'((0,T) x RY), por outro lado
como u, — u em €([0,T] x R?) entdo dyu, — Gpu em 2'((0,T) x RY), pela unicidade do

limite segue dyu = &.

e Vu, >Vu em [L®((0,T) x R%)]?

De fato, pela estimativa (3.1.1), segue-se pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, que
Vu, v em [L®((0,T) x R)]? serd mostrado que v = Vu.

Como Vu, =v em [L®((0,T) x RH]? entdo Vu, — v em [2'((0,T) x RH)]% Por outro
lado como u, — u em %([0,T] x RY), entdo u, — w em 2'((0,T) x R?) portanto Vu, — Vu
em [2'((0,T) x R%)]?, pela unicidade do limite segue Vu = v.

~ ~ . . *
Observagao 3.2.1. Note que da segunda convergéncia acima, dyu, — dyu e como {0sup}jen em
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L>=(0,T;RY) e limitado, [0¢ul| oo (0,7mey < lirginfﬂatupHLoo(o rray = 0, entdo, du(t,z) = 0,
) ) p o0 I’ )

portanto u ¢ independente da variavel temporal ¢, isto é u(t, z) = u(x).
Lema 3.2.2. Temos a sequinte estimativa tipo gradiente, ||[Vul| oo (o 7)ma) < 1.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.1, temos

T 1/p
( / / |V, P dt dx) <cYr,
0 Rd

onde C > 0 é uma constante independente de p. Fixado n > 0, definimos o conjunto

Ay ={(t,x) € [0,T] x R? - |Vuy(t,z)] > 1+ n},

entao
|A,,|(1+17)=// (1+n)dtdm§liminf// Y (t, o)\ dtdz
Ay P00 Ay
Desigualdade de Holder pie1 T v
< liminf |A,| » </ / |Vup(t,x)|pdtdx>
p—>00 0 Rd
.. 1

< lim inf |4, |C7 = 4,

entao,

U‘An| <0

portanto |A,| = 0 entdo |Vu(t,x)| <1 gq.t.p [0,T] x R?
0

Desde que u, = g em t = 0, hé claramente uma camada inicial, ao longo do tempo u, muda de
estar perto de g a estar perto de u # g. Precisamos uma estimativa que aproxime o comprimento

desta camada.
Lema 3.2.3. .

(1) Seja 0 <t, < % para alguma constante firada C' > 0. Entado
(3.11) Up(tp,) — g uniformemente quando p— oo.
Além disso,

(i)

(3.12) Up(—,) —u uniformemente quando p — 0.
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Demonstrag¢ao. (i) Multiplicamos a equagao (3.1) por Ou, e integrando de 0 a t,, temos :

ty 1 1
(3.13) | 100yt + IOy = 2 1Vl

lembre-se que 2 é um dominio suave e limitado dentro do qual est& contido o suporte de g

e, conseqiientemente, o suporte de u,, segue-se que

(3.14) /0 JoruE2ay @t < 110

Assim, existe K > 0 tal que

tp tl/sz/Q
2

onde ||[Vg|[re(q) = L > 1 e desde que t, < Lp, finalmente temos a estimativa
3.15) [ [ 1ot arie <
15 uy(t, z)| dtde < —=-
0 JQ 8 p/?

Portanto, como
tp

tp
up(ty,7) ~ 9(x) = | " Oy(t, w)t < /0 vy (2, )] dt,

tp C
| lusltyna) = gl < /R/O vt 0)] dt o <~

entao uy(ty,:) — g em L'(R%) quando p — oo, entdo up(tp,-) — g q.t.p. x. Pelo

por (3.15)

Teorema de Egoroff, dado € > 0, existe um subconjunto mensuravel £ C €, com |E| < 35
tal que

€
sup [up (1) — g(2)| < 5
rzeke

Seja x € Q qualquer. Existe 7 € E° tal que |z — 7| < 35. Além disso, como {Vup},>q11 €

uniformemente limitado por C' > 0, entao
(3.16) |up(tp, £1) = up(tp, 22)| < Clay — 22].

Assim,

€

(@) = 9(@)| < luplty: @) = wplty D) + lup(ty ) = 9@)| +9(@) — g(@)] < 5+ 5 + 5
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Assim concluimos que
up(tp, z) — g(x), p—> o0 uniformemente em (.
(ii) Por (3.7) sabemos que uy(1,z) — u(z) uniformemente quando p — oo, pelo Lema

1 1 C
/1 |8tup(t)|dt§/l T

p—1 p—1

(3.17) = p(_jQ <1n1 —In <pil>>
C

Assim

3.1.1, (iii) segue que

wit) =, (25)| < [ ol ae

p—1

e como u,(1,z) — u(x) uniformemente, o resultado segue.

3.3 Reescalamento

Nesta secao definimos a fungao,

1
(3.18) vp(t,x) = tup(il,x), (xeRLO<t<1) para j=1,2,....
=

De acordo com o Lema 3.2.3 , se fixamos

1
T=T (L =1Vl peomay > 1)
entao
(3.19)
1 1 1
vp(T,2) = Zup(m,x) — Zg(m) = h(z), wuniformemente em R% p— oc.

Além disso,

1
(3.20) vp(l,z) = up(r,x) —s u(z) uniformemente em RY,  p— occ.

-1

Note que a fungao v, (¢, z) é solugdo do problema,

Oy — Apup(t,x) = Ut—p em (7,1) x R%
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Se definimos

o problema
dw — Apw = f(t) em (1,1) x R?
1’
w(0) = bup(gpipr. #)(€ D(-A,) € WiP(9) € LA(Q),
tem uma tnica solucao, pelo Teorema 1.16.2, portanto, w = v,. Assim v, resolve a equacao de
evolucgao
Orvp — Apvp = U?p em (7,1) x R?
(3.21) 1
UP<T) = Eup( (p — 1)Lp_1 ) .73),

o problema de evolugao (3.21), pode interpretar-se como

2 — Jvp = Dpplvy], T <t <1

(3.22) . )

up(T) = fup((pfl)Lpflax)a
onde

1

/ |VolP, ve L2(RY),|Vo| € LP(RY)
(3.23) oplv] = ¢ P JRre

+00, caso contrario,

como consequéncia do Lema 3.1.1, obtemos as seguintes estimativas:

Estimativa A

sup |vp| = sup
[T,1]xR"™ [T, 1] xR™
< sup |u x
<k | \p—1’
<C.

Estimativa B

9rvy ( = ) o, (L
sup hop| = sup  |up | ——,x | +F O < ,x>‘
[7,1] xR™ P [1,1]xRn ! p—1 ! p—1
tpfl 1 tpfl
< sup |up < ,:L') ’ + sup |tPT 0wy, < ,$>‘
[r,1]xRn p—1 [r,1]xR" p—1
< C/I
" o__ c .
onde C" =C + =)
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Estimativa C

tp1
sup |Vu,|= sup |V (tup <, x))‘
[r,1] xR [r,1] xR p—1

Pl
= sup [tVu, <, x)‘
[r,1] xR p—1

tr—1
< sup Vup< :r)‘

[7,1]xR™

<C.

Pelas estimativas obtidas, passando a uma subsequéncia, se for necessario, seguindo o mesmo

processo anterior feito para {v,} obtemos,
vp(t, ) — v(t, ) uniformemente [7,1] x R"

Observagao 3.3.1. Com as estimativas A,B,C conseguimos uma estimativa tipo gradiente

V]| oo (7,1;me) < 1. De fato, pela estimativa C, segue que

1 1/p
< / / VP dz dt> <l
T R4

onde C' > 0 constante independente de p. Fixado v > 0, definimos o conjunto

Z, ={(t,x) € [1,1] x RY: |V, (t,z)| > 1+ v}

entao
|Z,|(1+v // (1+v) dtd:c<hm1nf// |V (t, x)|dtdx
g p—>r00
Desigualdade de Hélder
< 11m1nf|Z | </ / |Vup(t, x |pdtdx>
< liminf |Z,|C7 = |Z,|
p—>00

temos,

v|Z, <0
portanto | Z,| = 0 entdao |[Vou(t,x)| <1 q.t.p. [1,1] x R%.

A funcao limite v satisfaz o problema de evolucao,

E—ﬁtveﬁfoo[v] ,T<t<1
(3.24) t

v:h ,t:T
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onde h tem suporte compacto, OI[] é entendida como a subdiferencial da funcao indicatriz

0 velkK,
o vé¢K,

Io[v] =

do conjunto K = {v € L*(R?) : |Vv| < 1,q.t.p. R¥} c L2(R%). Como v(7) € D(0l(K)) C
D(01(K)), pelo Teorema 1.17.2, o problema de evolugao (3.24) tem uma tnica solugao fraca v

que de fato é forte conforme ao Teorema 1.17.3.

Observagao 3.3.2. Interpretamos a inclusao diferencial (3.24), de acordo com a definigao

Inle] 2 Tl + |

Rd

(l)(ttx) — Ot f)) (€ —v(t,z)) dz

para cada & € L?(R?).

Agora, verifiquemos que a fungao v, satisfaz a equagao de evolugao (3.24).

Note que, se £ € K€ entao I[£] = +00 e o resultado segue. Se £ € K, entao

v
<?p — Oyvp, § — Up> = (=Apvp,§ — vp)
= / |V, P2V, (VE — V) do
Rd

= /R d\wp\prvgdx— /R Vol de

1 1 1 1
(/—1) / |va|pdx—|—/ |VEPdr com —+ — =1
p R4 P JRrd p p

+

IN - IA
= Q
SRR

Portanto, segue das estimativas de {v,}, que dyv, — 0w em L%(7,1; L2(R%)) e tomando p — oo

na desigualdade de acima, temos

<% —8tv,§—v> <0.

entdao ¥ — Oyv € 0l [v], e como

vp(T, ) = %up <(p — 11)Lp_1’$> proo v(1) = h(x)

portanto v é solu¢ao do problema de evolugao (3.24).

Por (3.20), vy(1,2) = u, (ﬁ,x) — u(z). Entdo u(z) = v(1,x), = € R% Consequente-
mente, para calcular o perfil do desmoronamento primeiro devemos definir 7 = L™, h = 7¢, logo

resolvendo (3.24) podemos concluir que u = v(1,-). Desde que uma solugao de (3.24) é tnica,
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p—1
concluimos que de fato v(t,z) = lim tu, <, x) (r € R?e 1 <t <1). Em particular
p—00 p—1

existe para cada t > 0. Podemos reinterpretar (3.24) pelo estabelecimento

1 tr1 d
. S — 1 R <t<

(3.25) w(t, x) tv(t,x) plggoup <p_1,x>,xeR T <t<1,
entao,

—wy € O Jw] ,7 <t <1,
- € 0L, [u]

w =g , 0=,

0 weL*RY, |Vw|<iqtp.

onde [;jw] = (R, | = ¢ 40P

o0 outro caso.
A evolugdo (3.26) ¢ o fluxo em L?(R?) governado pela subdiferencial da fungio indicador do
conjunto convexo

1
Ky ={we L*RY) : |[Vuw| < n q.t.p}.

3.4 Interpretacao do Problema Transferéncia de Massa de Monge-

Kantorovich

Pretendemos na secao a seguir resolver explicitamente o modelo para o desmoronamento de
u no caso d = 1. A idéia principal serd a de interpretar a equagao de evolugao (3.24) como um
problema de transferéncia de massa de Monge-Kantorovich para quase todo ¢ > 7. Lembrando

a Teoria de Monge-Kantorovich [11][Capitulo 2, p.16], notamos que a inclusao

(3.27) M) gt ) € OLelo(r, )

significa que v(t,-) é o potencial de Monge-Kantorovich correspondente para o problema de

+ _ v(ta)
- t

desmorona "instantaneamente” na direcao —Vv, de tal maneira que a taxa de aumento da

mover otimamente a massa dx para pu~ = Oyw(t,y)dy. Nesta interpretacao, a areia

altura 0yv, satisfaz as relagoes de balango de massa com respeito ao . Estas relagoes de balango

por sua vez podem ser utilizadas para calcular 0;v explicitamente em determinadas situagoes.



Capitulo

4

APLICACAO

Neste capitulo trataremos uma aplicacao da teoria desenvolvida anteriormente. Estamos
interessados no colapso de uma pilha de areia instavel. Ou seja consideramos uma pilha de areia
com uma configuragao inicial instavel. Uma pergunta natural é qual o estado final de repouso
da pilha de areia depois de varias avalanches.

Nos tornaremos explicitos os resultados anteriores para d = 1. Em particular obteremos um
sistema acoplado de E.D.O., cuja solu¢ao permite calcular o desmoronamento u, assumindo que

o dado inicial ou configuracao inicial g tem a forma explicita
(4.1) g(x) = max{0,w; — L|x — dy|,ws — L|x — da|, ..., wn, — L|z — din|}, (z € R)
onde L >1ewg,dp € R, wp, > 0,1 <k <m.

Assim tomaremos g como o contorno superior da unido de m cones (tridngulos isosceles)
onde cada cone representa uma pilha de areia. O k-ésimo cone tem sua base centrado em dj, com
altura wy, e inclinagao +L.

Explicitaremos uma solucao do problema de evolugao

(4.2) { Y — v € 0L o], (r <t <),

v =h,

onde 7 = LY h = 19.

Observe primeiramente que

(4.3) h(z) = max{0,z; — |[x — di|,22 — |z — da|,..., z2m — |z — dnl|}, (x € R),
para
(4.4) =k 1<k <m).



59

Figura 4.1: Configuracao inicial g; inclinagao = +L

Motivados pelo trabalho [9], nossa hipotese é que a solugao v tem a forma
(45)  v(ta) = max{0,51(8) — [z — di (O], 22(8) — [@ — da(B)] .., 2m(t) — & — dm(D)]},

para v € R e 7 <t < 1, onde as alturas z,(t) e os centros de base di(t) serdo determinados.
Fisicamente isto significa que ao longo do desmoronamento, a configuragao das pilhas de areia
continuara sendo na forma do contorno de uma reuniao de cones isésceles com inclinagao +1.
Determinagao da E.D.O para as alturas

Fixemos o tempo 7 <t < 1, e para 1 < k < m, definimos o conjunto Dy(t) :

Di(t) ={zx € R: z(t) — |z — di(t)| > lrgg);{o, zi(t) — |z — di(t)]}.
£k

Dy (t) # 0 se e somente se z — z; > —|dj, — d;, além disso o conjunto Dy (t) é um intervalo em R
(pois as zg, dg, x sao continuas) sobre o qual o k-ésimo triangulo determina v (-, t). Subdividiremos

Dy.(t) nos intervalos a esquerda e a direita de dg(t) :

(46) { Dy, (1) = Di(t) 11 (o0, dy (1)
| DY (t) = Dy(t) N [dy(1). +o).

Em seguida invocamos a relagao detalhada do balango de massa da Teoria de Monge-Kantorovich,

transportando @ para v(t, x) em D,f(t) :

t
fD;(t) ”(tt’x) —v(t,x)dx = 0.

i Jog “52) = it ) =0,

Como v tem a forma (4.5), temos

(4.8) v(t,x) = 2 (t) — |z — di(t)], em D,jg:(t),
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de onde segue diretamente que

e (t) — di(t), D; (t
o) ity = | 30— 0. D)
Zk(t) + dk(t), Dk (t)
onde ” -7 denota a derivada com respeito a t. Portanto por (4.7) para D,j (t) implica que
t) — dy(t .
/ {Zk:() @ + di (1) — %(t) — dp(t)| dz =0,
Df (1) t
entao,
1 . .
(4.10) i ] a0 1o - duolde = (® + d@)IDE 0,
D (t)

analogamente, para D, (t) temos

(111) P e e = Galo) — @)D ),

€I resumo,

(412) { 3 20 = & = de(®)] dz = (z(t) + du(8)| D (1)),

L o () = | = di(1)| dr = (24(t) — de(t))| D ()],

Assim, por (4.10) e (4.11), temos

(113 { et - %}Dko&m = (alt) — da(0),
t 2 .

e assim somando e subtraindo respectivamente, obtemos o sistemas acoplado de E.D.O.

sy Al 1
(410 .k(t) : 4175(
i) - L4001 - D3 0.

1Dy (O] + 1Dy ()])

para 1 <k <m,7 <t <1, com condi¢Oes iniciais

(4.15) Zk(T) = Zk,dk(T) = dk, (1 < k < m)

onde zj, = F&.

Interpretagao da E.D.O
A equagao (4.14) descreve um sistema acoplado de E.D.O., para z(t) = (21(t), ..., zm(t)), d(t) =
(d1(t), ..., dm(t)). O acoplamento da E.D.O., se da através dos termos \Dz,[(t)| Para mostrar com
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maior claridade, introduziremos a Funcdo Area, definida por:
(4.16) W (21, ooy Zmy A1y ooy di) = / max{0,z1 — |z — di|, ..., 2m — |z — dp| }d.
R

Observe que para 1 < k <m

(4.17) W, (215 ooy Zm, i,y ooy din) = |Di(t)| = | D (8)| 4 | Dy (2)]
(S
(418) de(zl, ...,Zm,dl, ,dm) = ‘Dl—;‘ — ’D];’

De fato, observe que

an (D)5 (8)] dat . + / () —|1—dom ()|

k m

de(zl, ey Zm, d1, ...,dm) = / zl(t)—|x—d1(t)| dx+.. .—|—/
Dy

entao,
8W(zlv"'7zmad17"'7dm) = lim Rk — ’x_(dk+h)| _Zk+|$_dk| dr
adk h—0 Jr h
I / zk—x+dk+h—zk+x—dkd
= |1m X
(4.19) he0 D} h
—l-/ Zk+$_dk_h_zk_x+dkd$ :|D]:r|—|D];|,
Dy h
entao,
(4.20) Wa, (21, 2nydi, ... dn) = | D | — | Dy |,
analogamente,

W, (21, 2n,di, ... dn) = | D | + | Dy |
e dai podemos reescrever (4.14) como o sistema,

t 1
Zk(t> = Zk( ) —*Wzk(ZI,...,Zm,dl,...,dm),

(4.21) t 41t
dk(t) = —Zthk(Zl,...,Zm,dl,...,dm>.
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para 1 < k <m,7 <t < 1. Em particular pela Regra da Cadeia temos,

%W(zl() Zn(t), dy (t), Z i+ Wa, dy,

=S (o 1+ 1oy N — L) + 107 10)
k=1
D]~ 105 ODG1D; 0] - 1D 0D

=*(DF (0] + 1DF () ~ 1 (DF O +21DF O]l D5 (0 + 1D ()
~ 5 UDF P = 21Df (1IDg ()] + D (1))

2 (1Df )]+ D |(5) — 4%(2IDZ(®|2 +2|D (1))

t
m + (42 —(t)]2
S ool - PO 1 o )ty - 200
k=1
020 0, ),

por (4.5), concluimos
1
4 v(t,z)dx = / v(t, z)dx
t Ju t Ja

e assim w = } satisfaz a condigao de conservagao de massa

i (/Rw(t,x) dw) ~0.

De fato,
d B d v(t,x)
dt(/Rw(t,x)dx>—<Rdt ” d)
v
AL
_ 1 v _
—t/R<v—t)da:—0
Assim,
4 / (ta)dz ) = 0
o Rw ,x)de | =

Note também a seguinte interpretagao fisica da E.D.O. (4.14). Consideremos um tipico cone com
|D;f (1) > | Dy, (t)], como na figura 4.2.
Portanto a altura aumenta mais rapido a esquerda, (figura 4.3) isto é consistente com a segunda

equacao (4.14).
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(i (£), 2 (£))

“+
Dy (1) Dy (£)

Figura 4.2: Gréafico de v(t,-), pendente = +1

J,’fﬂ}(— (dp(£), 2 (£))

—p ﬁ!k
Dy (@) Dy (t)

Figura 4.3:

Resolvendo a E.D.O.

Para resolver a E D.O., primeiro provemos que as aplicagoes :

@Z}k 0 —R
(z,d) — W, (2,d)

Q2 — R
(z,d) = Wy, (2,d)

sao continuas no conjunto
Q={(z,d) €R¥ : 2. >0, |z — 2| <|dp — dy|,1 <k, 1 <m <, 1#k}

) é o conjunto das alturas e pontos centralizado tais que cada ponto esta exposto. Consequen-
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temente, o dado inicial (z,d) € €2, o problema de valor inicial (4.14)-(4.15) tem pelo menos uma
solugao.

Verifiquemos a continuidade da funcao .

Seja (z0,dp) € Q, dado € > 0 existe § > 0 tal que |(h,r)| < 4, entdo

|¢k(20 + h,dy + 7“) — wk(ZO, d0)| = ‘Wzk (Z() + h,dy + T‘) — Wzk(ZO,dgﬂ
= 7(h) (Dy ()] + 7, (Dy; ()] = (1DF (8)| + | Dy (1)]) < e.

onde 7(j, ;) € a transformagao translagao, i.e.,

i h.d = dp).
(h7r)£}n(070)7/1k(20+ ,do + 1) = Yr(20,do)

portanto ¢ é continua em 2. Analogamente, obtemos a continuidade ¢j. Lembremos que o

sistema (4.14)-(4.15) equivale ao sistema acoplado.

. 2k (t 1
. 4(t) = ’“t( ) ~ W (21, s 2y s s )
1.22) | 1

dk(t) = _Zthk(Zla"'7Zmad17"'7dm)‘

onde z = &,

Reescrevemos a equagao (4.22) em forma matricial, para dar a forma de um problema de Cauchy,

denote-se:
21(t) 21(1)
2(t) (1)
Xt)=1| za(t) [ XO=| zn) |:
da () dy (t)

dm'(t) dg(t)
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t
zlt( ) _ iWZ1 2
t
z2t( ) _ %W@ 29
F(t’ X) — Zk;t(t) iwzm ; X(T) — Zm ;
— =Wy, di
Ly, d
" dm m
comT=L"1 2z =% k=1,...m

4.24
( ) X(T) = Xo.

onde F : [1,1] x R?™ — R?™,

A fungdo F é continua pois se provou que as aplicagoes ¥ e . sao continuas, k = 1,...,m no
conjunto aberto €2, conclui-se, assim, que o problema de Cauchy satisfaz as condigoes do Teorema
de Peano 1.18.1 o0 P.V.I (4.24) tem pelo menos uma solugao (z(t),d(t)) existindo em um intervalo

maximal [7,t*), onde 7 = L~!. Entdo temos os seguintes casos :
(i) t* > 1 nossa solugao existe em |7, 1] conforme exigido.
(ii) 7 < t* < 1. Como a parte direita de (4.14) ¢ limitado, entao

existem os seguintes limites

lim z(t) =z2"=(27,...,2,)
>t

lim d(t) =d* = (dj,...,d},)
st

Claramente pela Proposi¢ao 1.18.3, (*,d*) € 5.
Agora como tan(a) =1 (fig. 4.4), entao zx(t) > |D2,[(t)|, por (4.14) seguimos que 2 (t) > 0,

para 1 < k < m. Em conseqiiéncia temos
(4.25) |z — 2| =dj, —df >0

pelo menos para um par de indices k,l € {1,2..,m}, k # [. Isto ocorre se um de os cones cresce
sobre outro (fig. 4.5). Nossa intencao é reiniciar a E.D.O., dissociando os indices correspondentes
aos tridngulos menores, i.e., se

2 — 2 =di—df >0,

como no desenho (fig. 4.5), se elimina o indice [. Caso contrario
2 —zp=d; —dj, >0,
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Figura 4.4:

eliminamos o indice k. Consideremos todos os pares k, [ satisfazendo (4.25) e, como acabamos de
descrever, eliminamos os indices correspondentes aos tridngulos pequenos. Para voltar a indexar
os indices, obtém-se um numero inteiro m* < m de modo que (z*,d*) € Q*, onde Q* é o conjunto

de pontos
O ={(2,d) = (21, -2, d1, =) €RP™ 2 2. >0, |2f—2| < |di—di|, (k,l=1,.m"), k #1}

Assim consideremos a E.D.O.

(4.26) () = Zk,g(t) —%(!Dz(t)H!D;i(t)D
dy,(t) = —4%(|D,;(t)y — D @)]).
1<k<m*e
(4.27) alt) = =
| de(t) = 0(m* <k<m)

(4.28) { 2k (t7) - z*

para t* < t < 1. Novamente pelo Teorema de Peano como no caso anterior, este sistema tem
uma solugao valida para algum intervalo maximal [t*, ).

Se t** > 1 paramos o processo; caso contrario, continuamos com o mesmo processo de acima.
Depois de finitas repeti¢oes desse processo chegamos a uma solugdo existente no intervalo de

tempo integral [7, 1].
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(zic, di)

Figura 4.5: .
Verificacao e Unicidade
Fica por demonstrar que
(4.29) v(t,z) = max{0, z1(t) — |z — di(t)], ..., zm(t) — |z — dm ()|}
para x € R, 7 <t <1, satisfaz:
(4.30) T €0lv], T<t<L1
. v =h, t=r.

Para verificar (4.30) temos que demonstrar para ¢.t.p 7 <t < 1 e para cada w € L*(R) que

u(t, )
t

(4.31) Io[v(t, )] + < —u(t, ), w —v(t, )> < oo |w]

onde o produto interno é tomado em L?(R).

e Se I[w] = oo, o resultado segue, e assim podemos supor
|lwz] <1 q.t.p.em R

como |vg| <1 q.t.p. em R, Io[v] = 0 e assim por (4.31), temos

(4.32) /R (”“””) - vt(t,x)) (w(z) — v(t,z)) dz < 0.

t
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Escrevemos,

1

V) ko = v(t,x)der = ——— o(t,x)de (k=1,2,..., m
o 7@3@( VEZIDED)] Jpr "I :

denota a fungao média de v(-,t) sobre Dif(t). Entao pelo sistema

. a= 28 Lo+ ipf o)
A=~ (D0~ DEO).
@34) nlt,2) = {ék(t) +di(t), D ()
’ u(t) — di(t), Dy (1).

1<k<m,7<t<1.

Afirmamos que,

U(t’x)—v z) ) (w(z) —v(t,x Jr::1 v(t,x) — (V) e ) (w(z) — v(t, z)) do
Lo (57 it o) —wtmae = [ 0t~ @) 0te) vt

De fato,
Zk(t)_(l“—dk(t))_ Zk(t)—l Y w(z) —v(t,x))dr =
/D,j(@( t t { P 2t‘Dk (ﬂ@)( (x) —v(t,z))d
1 1
=3 [ (30—t =[50 5102 0] ) o) ot 2
(4.35) = % /D;(t) v(t, ) dr — /D;j(t) 21 (t) do — ;|D,j(t)|> (w(zx) —v(t,z)) dx

| =
N N /N
S
+ =%+

el

[ st - aeDf )] - ;|D,:<t>|2) (w(x) = v(t, 7)) d
D (1)

S

1
v(t,z)dr —

0 CROP T dx) e

Analogamente temos o mesmo resultado para D, (t).
Agora reescrevemos (4.32),t > 7 >0
(4.36)

v(t,7) _ ! ; v(t,x) — (v w(z) —v(t,z)) dx
[ (M2~ uiew) <w<x>_v<t,x>>dx_t<kz:1 / o 00) = W) 0(a) = (20

>/

k=1 k

. (v(t,x) — (v)Df(t))(fw(x) —v(t,x)) dx) <0

k
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as somas sao tomadas quando |Df€E (t)] # 0.
Verifica-se (4.36), ao mostrar que cada termo da soma é nao positivo. Basta portanto para

mostrar
4.37 / v — (V) H+ wdwﬁ/ v — (V) pt )2 da
( ) Df(t)( ( )Dk (t)) Dki(t)( ( )Dk (t))

para cada k. Tomando o sinal +, podemos assumir D} (t) = [0, 21], v(t, z) — (U)D+(t) = | —z pois,
k

v=1z,—x, (v) =5 02l(zk —x)dx = z, — [, entao

(4.38) D,f:[O,2l],v—(v)D;(t):zk—m—zk—i—l:l—x

entao, como |wy| <1 q.t.p., calculamos,

2l x2 21 J/’Q
/ (lm)wdacz(l:v)wgl/ <l$>wxdm
0 2 0 2
4l2 2l 2
:5(21)—2—/0 (m-é) wy dx

2 2 2 3
2

g/ v dmz/(l—x>2=l-
0 0 3

lx — —
2
Lembrando a notagao (4.38), vemos que (4.37) é provado para o sinal +. A prova para o sinal —

¢ similar. Em consequencia, temos verificado (4.32) e assim mostramos que v definida por (4.29)
resolve a equagao (4.30). Finalmente, tenha em conta que qualquer solucao (z(t),d(t)) da E.D.O.
¢ gerada através de uma solucao de (4.30). Como (4.30) tem uma tunica solugao, deduzimos que

(4.14), tem solugao unica também.
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Apéndice

O problema de Monge de transporte 6timo consiste em transportar uma quantidade de massa
de um estado inicial x, a um estado final y com um custo de transporte dado por uma funcao
custo mensuravel c¢(x,y) em X x Y. O objetivo é realizar o transporte com o menor custo
possivel. O problema de Kantorovich, é um poco mais simples, a diferenca entre o problema
do Monge e Kantorovich, é que no primeiro a massa nao pode ser dividida, isso é, a massa em
estado inicial é transportada para um mesmo estado final, no caso do problema de Kantorovich
ndo existe restricao a respeito da divisdo da massa. E por isso que o problema de Kantorovich é
considerado como uma versao relaxada do problema original de Monge, o problema de Monge é
um caso particular do problema de Kantorovich.

Formulacdo do Problema de Transporte Otimo

Assumindo que temos uma pilha de areia e um buraco de mesmo volume onde ela seréa colocada,
e considerando a massa da pilha igual a 1 modelamos ambos com duas medidas de probabilidade
i, v, definidas sobre os espacos de medida X e Y, respectivamente. Se A e B sao subconjuntos
mensuraveis de X e Y, entao pu[A] é a medida da quantidade da areia em A, e v[B] é a quantidade
colocada em B.

Como para mover a areia é necessario trabalho, o qual é modelado através de uma funcgao
de custo ¢ definida sobre X X Y, ¢(x,y) serd o custo de transportar uma unidade de massa
do lugar x ao lugar y. Assumimos que ¢ é mensuravel e nao negativa. Assim, é possivel que
c(z,y) = oo, e assim ¢ deveré ser considerada uma aplicagao de X x Y a R U {co}. Agora,
nos procuramos transportar a areia de um lugar para outro a um custo minimo ou (um plano
de transporte). Assim, modelamos este transporte como uma medida de probabilidade 7 sobre
o espaco X X Y, dr(z,y) mede a quantidade de massa transferida de = a y, e é possivel que
alguma massa localizada no ponto x seja colocada em diferentes destinos y. Para que um plano
de transferencia m € P(X x Y') fazer sentido, é necessario que a massa total que sai de x seja

igual & massa total que pode ser extraida de x, isso ¢, du(x), e que a massa total transferida a
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y coincida com a massa total que pode ser colocada em y, com dv(y), isto significa

[ dnte) =dnta) e [ dnloy) = dvty).
Y X

Mais rigorosamente, requeremos que

(5.1) m[A X Y] = p[A] e n[X x B] = v[B]

para todos os subconjuntos mensuraveis A de X e B de Y. As medidas de probabilidade 7 que
satisfazem (5.1), diz-se que tém marginais p e v, e serao as que realizam o transporte procurado.
O conjunto destas medidas de probabilidade com marginais p e v sera denotado por II(u, ), ou

seja,
I(p,v) ={m € P(X xY); tal que (5.1) vale para todos subconjuntos mensuréveis A, B}.

O problema de Monge consiste em minimizar a fungao custo de transporte total:
Ml = [ cla)dnay)
XxY
onde 7 € II(i, v). O custo total de transporte 6timo é:

TC(M’ V) B WEI.I_[I%/E v) I[TF]

conhecido como o problema de transporte 6timo de Kantorovich. Quando existir uma proba-
bilidade em II(v, ) que satisfaz I[r] = Y.(u,v), tal probabilidade sera denominada um plano
de transporte 6timo. Entao, neste problema é procurada uma medida de probabilidade 7 tal
que o transporte de A a B seja feito a um custo minimo. Uma expressao equivalente a (5.1),
com ¢ € L'(1) e ¢» € L' (v) representa o espaco de fungdes mensuraveis que sdo integraveis com

respeito a medida u sera

(5.2) waw+wmwmw=4pwwm+ﬂwwww.

Se considerarmos o caso particular no qual a cada x corresponde uma tnica y, definimos uma

aplicagao T': X — Y tal que T'(z) = y, entao
dr(x,y) = drr(z,y) = dpu()0y—1(2))»

e se ¢ é uma fun¢@o nao negativa mensuravel sobre X x Y, tem-se

(5.3) ‘[;X},<<x,y>dWT<m,y>~—L[;<rx,zxa»>du<x>
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Em particular, o custo total do transporte associado é

I[WT]:/Xc(x,T(x))du(x).

Para que 7y € II(p, v), mp deve verificar (5.2). Mas, de (5.3), com ((z,y) = ¢(z) + ¥ (y), tem-se

/X (@) + ¥ o T(@)|du(x) = /X (@) dpu(z) + /Y b(y)dv(y),

entao

(5.4) /X (4 0 T)dp = /Y pav,

onde 1) € L'(v). Se B C 'Y é mensuravel e 1) = xp, tem-se

/ (x o T)(y)du(y) —/ xB(y)dv(y)
T-1(B) B

/ x5 (T (@))du(x) = / Xr ) @)du(x) = w(T~1(B)),
X X

entao

(5.5) W(T1(B)) = v(B).

Quando T verifica (5.4) ou (5.5), dizemos que 7" transporta p em v. Equivalentemente 111, v)

é caracterizado pela condigao,
para todo subconjunto mensuravel B C Y,v(B) = u[T ' (B)]

diremos que v é a imagem mensuravel de p por T', ou que 1" transporta u para v e escrevemos
Tty = v.

5.1 Dualidade de Kantorovich

No contexto do transporte 6timo de massa, que foi introduzido por Kantorovich em 1942, ele
estava preocupado no caso particular quando a fungao custo é uma distancia: c(z,y) = d(z,y),
mas na realidade o Teorema de Dualidade tem generalidade consideravel, como em espagcos
topologicos ou inclusive nao topoldgicos, mas nao entraremos em mais detalhes acerca disto,

para mais detalhes o leitor pode consultar [23].

Teorema 5.1.1. (Dualidade de Kantorovich)[23, Teorema 1.3 p.19]. Sejam X e Y espagos
Polish (espago métrico completo separdvel ), up € P(X) ev € P(Y), esejac: XxY — RTU{oo}

uma funcao custo semicontinua inferiormente.
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Quando m € P(X xY) e (p,1) € LY(du) x L*(dv), definimos

M= [ dendran). e Jew)= [ odur [ v

Definimos I1(u,v) como o conjunto de todas as medidas de probabilidade Borel m em X x'Y tal

que para todos subconjuntos mensurdveis AC X e B CY,
m[Ax Y] =uld], =X x B]=v[B],

e defina ¢ = {(¢, ) € L' (du)x LY (dv) : p(z)+¢(2) < c(x,y) dp gqtp. =z, dv qtp. y}

entao

(5.6) inf I[r] =supJ(p,?).
H(p,v) be

Além disso, o infimo no lado esquerdo de (5.6) é atingido.

Proposicao 5.1.2. Sob as mesma hipdteses do Teorema anterior

(5.7) sup J(p,9) < sup J(p,¢) < inf I[nx]
dcNChy peNLL (p,v)

onde Cy é o conjunto de funcoes continuas limitadas.

Demonstracido. A desigualdade da izquerda de (5.7) é trivial pois C, x C, C L'(du) x L*(dv).
So falta provar a segunda desigualdade.
Sejam (¢, 1)) € ¢ N LY, e seja 7 € I(p, ). Entdo por definicao de II,

o) = [odu+ [var= [ fota) + o] dray)
A desigualdade

(5.8) p(z) +P(x) < c(z,y)

vale dm(z,y) q.t.p. X xY . De fato, sejam Nx e Ny conjuntos mensuraveis tais que u[Nx] =0
e V[Ny] = 0 e a desigualdade (5.8) vale para todo (z,y) € N§ x Ny. Como 7 tem marginais
e v, podemos escrever m[Nx X Y] = pu[Nx] =0, 7[X x Ny| = v[Ny] =0, e dai

7[(N§ x N&)9| < n[Nx x Y] + 7[X x Ny = 0.

Logo p(z) + ¥ (y) < ¢(x,y) dr q.t.p. X XY | em consequencia,

ﬂ%wzéwmw+wwmgé e, y)dn(z,y) = I[x].

XY
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Entao, tomando supremo

Portanto,

sup J(p, ) < I[n],Vr € Iy, v).

peNL

sup J(p,v) < inf I[r].
beNL1 II(p,v)
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