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Resumo

Apresentamos um estudo introdutoério de Variedades Suaves, Fibrados e Clas-
ses de Stiefel-Whitney (de fibrados vetorias reais).

Explicamos que, dada uma certa variedade suave m-dimensional, as classes
de Stiefel-Whitney do seu fibrado tangente podem ser usadas para garantir que tal
variedade nao imerge (suavemente) em certos espagos Euclidianos R?. Nesse sentido,
consideramos a variedade Grassmanniana Gy ,,, variedade dos 2-subespagos de R" 2]
e realizamos um estudo detalhado do seguinte teorema de nao imersao, provado por
V. Oproiu [Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 1977]:

"Seja n > 1 um natural e considere s = 2" tal que s < 2n < 2s. Sen # s — 1,

entdao Gg, ndo imerge em R*73 se n = s — 1, entao Gy, ndo imerge em R373."



Abstract

We present an introductory study of smooth manifolds, bundles and Stiefel-
Whitney classes (of real vector bundles).

We explained that, given a certain smooth m-dimensional manifold, the Stiefel-
Whitney classes of its tangent bundle can be used to ensure that such a manifold
does not immerse (smoothly) in certain Euclidean spaces R/. In this sense, we
consider the Grassmann manifold Ga,, of the 2-subspaces of R"2 and we carry
out a detailed study of the following non-immersion theorem, proved by V. Oproiu
[Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 1977]:

"Let n > 1 be a natural number and consider s = 2" such that s < 2n < 2s.
If n = s — 1, then Gy, does not immerse in R*73; if n = s — 1, then Gs,, does not

immerse in R3573."
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3.5 Demonstragao do Teorema 3.4.1



Introducao

Nesta dissertacao realizamos, essencialmente, um estudo introdutoério sobre
duas teorias "sofisticadas"e "modernas": fibrados e classes de Stiefel-Whitney.
Além de seu valor intrinseco, essas duas teorias ja estao consolidadas, pela lite-
ratura, como ferramentas tuteis na abordagem de problemas diversos em Geometria
e Topologia.
Em particular, abordamos, neste trabalho, a estratégia de utilizar classes de
!

Stiefel-Whitney nos chamados "resultados de nao imersao”. Tais resultados estao

inseridos no contexto do teorema classico de imersao de Whitney:

Teorema. Se M € uma variedade diferencidvel suave de dimensao n > 1, entao

existe uma imersao ¢ : M — R*1. [12]

Observe que, se uma variedade pode ser imersa no espaco euclidiano R™, entao
ela pode ser imersa em R’ para todo j > m.

Neste ponto, cabe a pergunta: dada uma variedade fechada M™, n-dimensional,
especifica, ela pode ser imersa em R com k < n — 1?

O enunciado da questao acima é puramente geométrico; no entanto, como pre-
tendemos explicar ao longo deste trabalho, uma resposta negativa pode ser garantida
ao investigarmos certo elemento do anel de Cohomologia (com coeficientes em Z,)
da variedade M™ considerada; tal elemento especial é a classe de Stiefel-Whitney do
fibrado tangente de M™.

Como exemplo candnico, na Se¢ao 3.2, utilizaremos essa estratégia para mos-

trar que M" = RP? (espaco projetivo real de dimensido n = 2") nio pode ser imerso



em R"* com k < n—1; ou seja, para esta variedade fechada especifica, a codimensao
de imersao garantida pelo Teorema de Whitney é a melhor possivel.

Seguindo essa linha, Oproiu provou em [14] resultados de nao imersao para as
variedades Grassmannianas M?" = Gy, (espago dos 2-subespagos de R""?). Mais

precisamente, ele provou o seguinte

Teorema. Seja n > 1 um natural e considere s = 2" tal que s < 2n < 2s. Entao:
1. Gy, nao imerge em R2573 paran # s — 1;
2. Gas—1 nao imerge em R3s—3,

Nosso principal objetivo, neste trabalho, é desenvolver os requisitos necessarios
para apresentar um estudo detalhado da demonstracao do teorema acima.

Observe que: para o caso particular n = 2", esse teorema garante que G, nao
imerge em R?*"~3; dai, pelo teorema de imersao de Whitney, o problema de imersao
s6 continua "aberto"para R?" 2,

A seguir, indicamos o modo com que esta dissertacao esta organizada.

No capitulo 1, Preliminares, reunimos conceitos e resultados de Cohomologia
singular (e celular) basicos para o que segue; além disso, desenvolvemos um estudo
introdutoério sobre variedades suaves.

O capitulo 2, Fibrados, é dedicado ao conceito de Fibrado em um enfoque
mais amplo, conforme Steenrood [8], e, em especial, ao conceito de Fibrado Vetorial
(real).

No terceiro e ultimo capitulo, intitulado "Classes de Stiefel-Whitney e re-
sultados de nao imersao", definimos axiomaticamente classes de Stiefel-Whitney e
discorremos sobre alguns resultados relevantes. Apresentamos, em seguida, alguns
resultados conhecidos sobre o anel de Cohomologia de G ,,, conforme [15] (em ter-
mos dos cociclos de Schubert). Finalmente, na Se¢do 3.4, realizamos nosso principal

estudo: a demonstracao do teorema de Oproiu enunciado anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo estabelecemos notagoes, definicoes e resultados elementares
para a compreensao dos capitulos que seguem. Admitimos que o leitor tenha fa-
miliaridade com tépicos bésicos de Topologia Geral e de Topologia Algébrica (em
especial com Homologia e Cohomologia Singulares). Nesse contexto, usamos e indi-

camos [7], [4] e [6] como principais referéncias.

1.1 Variedades Suaves

Definicao 1.1.1. Um espaco topologico X € dito ser uma variedade topologica
de dimensao n se X é um espaco de Hausdorff com base enumerdvel e localmente
n-FEuclidiano, isto €, para cada p € X existe uma vizinhanca U de p homeomarfa

a um aberto de R".

Lema 1.1.2. Seja X wuma variedade topologica de dimensao n. Entao X € local-

mente conexo, localmente compacto, reqular e metrizavel.

Dem.: Sejam p € X, U uma vizinhanca de p homeomorfa a U’ (aberto de R") e
¢ : U — U’ homeomorfismo. Entao dado V uma vizinhanca de p temos que existe
um aberto W, com W C UNV, e (W) = B.(é(p)) (bola aberta centrada em ¢(p)
de raio €) com ¢(W) = Bc(o(p)) C U’
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Assim, W é conexo e W é compacto e, portanto, X é localmente compacto e
localmente conexo. Como X é de Hausdorff, segue que também é regular. Assim,

pelo Teorema de metrizacao de Urysohn, concluimos que X é metrizavel. [ |

Sabemos que todo espago métrico é paracompacto (Teorema de Stone); assim,

pelo Lema anterior, toda variedade topologica é um espaco paracompacto.

Exemplo 1.1.3. Todo subconjunto aberto de R™ € uma variedade topoldgica de

dimensdo n.

Exemplo 1.1.4. Seja S® C R*"™!, o esfera n-dimensional. Entio S™ ¢ uma
variedade topoldgica n-dimensional. De fato: S™ € um espaco de Hausdorff com

base enumerdvel e, além disso, todo ponto p € S™ pertence a um dos conjuntos

H+ :{(Il"'wxn—i-l) E]Rna'rl >0}

)

H :{(ZL‘l,...,Jin+1) € R"; x; <0},

)

1 €1,...,n4+ 1. Mas cada um desses conjuntos € homeomorfo a bola aberta centrada
em 0 e raio 1, By(0) de R™ (basta considerar ¢7 : HX — B,(0), dada por ¢ (z) =

(T1, . oy T 1, Tix1, - - - Tna1)). Logo S™ € localmente n-Euclidiano.

Definicao 1.1.5. Seja X um espaco topologico. Um atlas C*° de dimensiao n € N
para X é uma colegio A = {(Uy, do)} de cartas, isto é, pares da forma (Uy, ¢o)
com U, C X aberto de X e ¢ : Uy —> ¢o(Uy) homeomorfismo sobre um aberto

0a(Uy) de R™, tal que:
1. A cole¢io {U,} cobre X;

2. SeU,NUg # O entao gbaogbgl : 9p(UaNUg) — ¢o(UsNUp) € um difeomorfismo

de classe C™ (isto é, as cartas sGo C*°-compativeis).

Um atlas A é maximal se toda carta (U,, ¢,) de X que é C*°-compativel com

qualquer carta de A estd em A.
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Lema 1.1.6. Seja X um espaco topoldgico e A um atlas C*> de dimensao n € N

para X. Entao existe um unico atlas mazximal A" para X que contém A.

Dem.: Basta considerar A'= {(U, ¢); (U, ¢) é uma carta C*°-compativel com todas

as cartas de A }. E facil verificar que A’ é atlas maximal de X e comtém A.

Definicao 1.1.7. Uma variedade diferencidvel suave n-dimensional ou, sim-
plesmente, uma variedade diferencidvel n-dimensional (M, A) é um par for-
mado por um espaco topoldgico Hausdorff com base enumerdvel M e A um atlas

mazimal C*° de dimensao n.

Se, além disso, M ¢é compacto entao M ¢é chamado de variedade fechada.

Denotaremos por M™ uma variedade diferenciével suave (M, A) de dimensao

Como toda variedade diferenciavel (M, A) é também variedade topologica, se-
gue, pelo Lema 1.1.2, que M é localmente compacto, localmente conexo e metrizével

(e portanto paracompacto).

Exemplo 1.1.8. O espaco Euclidiano R"™ é uma variedade diferencidvel de dimensao
n, pois € claramente Hausdorff, possui base enumerdvel e o atlas maximal conside-
rado € o que contém o atlas {idg~}. De forma geral, qualquer subconjunto aberto A
de R™ ¢ uma variedade diferencidvel de dimensao n, quando consideramos o atlas

mazximal que contém {i : A — R™}, onde i € a func¢ao inclusao.

Exemplo 1.1.9. Sejam as funcées ¢F : HX — By(0) como no Exemplo 1.1.4.
Entio {¢F : HE — B1(0)} ¢ um atlas C™ para S™ e assim S™ possui estrutura de

variedade diferencidvel n-dimensional.

Exemplo 1.1.10. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Vamos definir um
atlas de dimensao m + n no espagco produto M x N, considerando a colecao de

todos 0s homeomorfismos da forma x x y : U x V — R com (x,U) e (y,V)
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cartas de M e N respectivamente, definidos por (x x y)(z,w) = (z(z),y(w)). Como
(1 xy1)o(z xy)™ = (xy0x7l) x (yy oy™t), seque que tal colecao é atlas para
M x N e este espaco € variedade diferencidvel de dimensao m + n.

Podemos generalizar tal resultado considerando r variedades V™, ... V' e obtemos,

analogamente, uma estrutura de variedade diferencidvel para Vi x ... x V., com

dimensdo ny + ...+ n,

1.1.1 Funcoes diferenciaveis e Plano Tangente

Definicao 1.1.11. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e f : M — N funcao
de M em N. Entao f é diferencidvel em py € M, se existem uma carta (U, x) de
M e (U',y) carta de N tais que: po € U , f(U) CU' eyo fox™! é diferencidvel de
classe C*> em x(po).

Se [ € diferencidvel em todos os pontos de M, entao dizemos que f € dife-
rencidvel.

Se para cadap € M existem (U, x) e (U',y) cartas de M e N respectivamente,
tais que y o f ox~t € diferencidvel e de classe C*,1 < k < oo, entdo f € dita ser

uma funcdo de classe C*.

A aplicacao yo fox™!, definida acima, é a expressao de f nas coordenadas
x e y, e serd denotada por f .

Neste trabalho, ao falarmos "func¢ao diferenciavel” fica subentendido ser dife-
renciadvel de classe C'°.

Sejam X variedade de dimensao n e p € X. Considere C, = {f:J — X; J &
intervalo aberto de R, 0 € J e f é diferenciavel em 0 com f(0) = p}. Considere uma
carta (U,z) de X, p € U. Entao para toda curva f € C,, existe um aberto J' C J
tal que f(J') C U e xo f|; é uma curva diferenciavel em 0. Além disso (xo f|;)'(0)
nao depende de J’, assim denotaremos tal curva, simplesmente por x o f.

Definimos uma relac¢ao de equivaléncia em C), dada por: f ~ g se, somente se,

(z o £)'(0) = (z 0 g)'(0), para certa carta (U, z) de X. E facil ver que, isto implica

13



(yo £)(0) = (yog)(0), para toda carta (V,y) de X e portanto ~ ¢ uma relacdo de
equivaléncia. O espago quociente C,/.. ¢ o plano tangente de X passando por p,
e serd denotado por T, X.

Para cada (U, x) carta de X, p € U, a funcao ¥y : T,X — R" |, Uy ([f]) =
(xof)'(0) esta bem definida, ¢ bijetora e assim 7, X tem naturalmente uma estrutura
de espaco vetorial de dimensao n e ¥y é um isomorfismo. As operacoes de adicao e

multiplicacao por escalar sao dadas respectivamente por:

o [f]+1g] =95 (Pu(lf]) + Pu(lg). Vf. g € Cp;
o aff] =¥, (a¥y([f]),Va € R Vf € C,.

As operagoes definidas acima independem da escolha da carta (U, z).
Suponha f : M™ — N™ diferenciavel e p € M. Sejam (U, x) e (V,y) cartas
de M™ e N™ respectivamente, tais que f(U) C V. Entao o diagrama abaixo comuta

f'(p)
TpM - Tf(:D)N

wl lw

m n
- >

f2,y((p))

De fato: para todo [A] € T, M, temos que:
Wy o f'(p)([A]) = v ([foA]) = (yo foN)(0) =

= (fay © (x0X))(0) = f,(x(p)) o Wi ([A]).

Definicao 1.1.12. Se f : M — N ¢é uma funcao diferencidvel, entao para cada
pe M, f(p) : T,M — Ty N, dada por f'(p)lg] = [f ogl], € a transformacgdo
derivada de f no ponto p. Tal aplicacao estd bem definida e € linear.

Se f'(p) € injetora para todo p em M, entao [ € dita ser uma imersédo, e
se, além disso, f é um homeomorfismo sobre a imagem, entao f é chamada de

mergulho.
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Como o diagrama anterior comuta, temos que se f ¢ uma imersao entao
»y(x(p)) é injetora, para todo p € U C M, (U,z) carta de M, (V,y) carta de
N, tais que f(U) C V.

Os dois principais resultados que enunciaremos neste capitulo sao os famosos

teoremas de imersao e mergulho de Whitney:

Teorema 1.1.13 (Teorema de imersao de Whitney.). Se M ¢é uma variedade dife-

rencidvel suave de dimensio n > 1, entdo existe uma imersao ¢ : M — R?" 1,

Teorema 1.1.14 (Teorema de mergulho de Whitney.). Se M é uma variedade

diferencidvel suave de dimensdo n, entdo existe um mergulho ¢ : M — R?*",

Para a demonstracao destes teoremas vide [12].

Uma superficie de dimensao n é um subespago topologico S de R™ (n < m)
tal que para todo ponto p € S existe uma vizinhaca V' de p e um homeomorfismo
diferenciavel v : U — V, de U aberto de R", de tal forma que a transformacao
derivada +/(z) : R — R™ é injetora para todo = € U.

Pelo Teorema de Mergulho de Whitney, temos que toda variedade X™ é mergu-
lhada em R?"™!, Considere f um tal mergulho. Entao X e f(X) sdao homeomorfos e
f(X) é uma superficie de dimensao n, pois dado p € f(X), escolha (U, ¢) carta de X
de tal forma que p € f(U) (f(U) é aberto em f(X), pois f é homeomorfismo sobre
a imagem), entdao fo ¢! : ¢(U) — f(U) é diferenciavel e (f o ¢)(w) é injetora
para todo w € ¢(U), pois f é imersao.

Portanto, toda variedade pode ser identificada com uma superficie de mesma
dimensao.

Nosso objetivo sera estudar certas variedades (as Grassmannianas G, € Ga.,,),
que serao apresentadas na subsecao seguinte, e encontrar condi¢oes necessarias para

a imersao destas variedades em R™.
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1.1.2 As variedades Grassmannianas Gy,

Seja Gy, o conjunto de todos os subespagos vetoriais de R*™ de dimensao k.
Vamos definir uma estrutura diferenciavel de tal forma que Gy ,, seja uma variedade
fechada de dimensao kn, que sao chamadas de variedades Grassmannianas Gy, ,,.

Para isto, vamos utilizar o

Teorema 1.1.15. Considere X um conjunto. Suponha que exista uma colecio A =

{(Ui,¢:),1 € J}, Uy C X e ¢; : Ug — R™ fungoes injetoras, tais que :
1. ¢;(U;) € aberto em R™, para todo i € J;
2. | Jui = x;

8. Se U;NU; # 0 entao ¢;(U; NU;) e ¢;(U; NU;) sao abertos de R, tais que
¢; 0 gzﬁj_l 19U, NU;) — ¢;(U; N U;) € um difeomorfismo de classe C™.

Entao, existe uma unica topologia para X tal que A € um atlas de dimensdo n.
Tal topologia é Hausdorff se, e somente se, para todo U; e U;, nao disjuntos, nao
existe uma sequéncia de pontos (z,), em ¢;(U; NU;), com z, — z € ¢;(U; — U;) e

(bj o gﬁ;l(zn) — e ¢j(Uj — Ul)

Dem.: Defina 7= {4 C X;¢;(ANU;) é aberto em R",Vi € J}. E facil ver que 7
é topologia para X.

Seja U; subconjunto de X. Entdo, para todo j € J, temos que ¢;(U; NU;) é
aberto de R™, assim cada U; é um aberto de (X, 7). Além disso, se A C U; é aberto,
entdao ¢;(A) = ¢;(ANU;) é aberto de ¢;(U;), logo ¢; é aplicacdo aberta.

Se C' C R™ ¢ aberto entdo, ¢;(¢; ' (C) NU;) = (¢; 0 ¢; 1 (C)) N ¢;(U;), para
todo j € J, desse modo ¢; é continua. Logo, A é um atlas de dimensao n para X.

Suponha que exista outra topologia para X, 7" de tal modo que A é um atlas
para X. Entao cada U; pertence a 7' ese U € 7 entao UNU; € 7' e ¢,(UNU;) &

aberto em R", assim 7/ C 7.
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Suponha que A C X, ¢;(ANU;) é aberto em R™ para todo j € J. Entao, como

A= U ¢ (p(ANUj)), segue que 7 C 7', e portanto tal topologia é tnica.
J

Para o restante da demonstragao vide [1, p.115]. |

Para cada Y € Gy, k-subespago de R"™* associamos uma certa matriz M &
M,k x(R), tal que as colunas desta matriz formam uma base para Y. Esta matriz
M ¢é chamada de matriz de coordenadas homogéneas de Y.

Sabemos que qualquer outra matriz M’ € M, x(R) nestas condicoes ¢ da
forma M’ = M A, com A € GLg(R) (grupo das matrizes reais inversiveis de ordem

Dado um subconjunto o C {1,2,...,n+k},a = {i; <iy < ... < i}, deno-
taremos por «(M) a matriz de ordem k formada pelas linhas iy, is,... i, de M e
pelas colunas de M.

Indicamos por o* o complementar de o com relagao a {1,2,...,n+ k}.

Verifica-se que a(YA) = a(Y)A e a*(YA) = a*(Y)A, para toda matriz Y €
M,k x(R) e toda matriz A inversivel de ordem k.

Para cada o C {1,2,...,n+ k}, definimos o conjunto U, € G, formado

pelos subespagos H, tais que p, : R™™ — [e;,€5,...,¢€;,], projegao ortogonal
sobre [e;,, €y, ...,¢€;,] leva H sobre a imagem. Isto equivale a dizer que a(Y) ¢é
inversivel.

Definiremos bijecdes z, : U, — R™, para cada o = {i; < iy < ... < i}
Identificamos R** com M, 1(R). Pomos z,(H) = o*Ya(Y) ™), VH € U, e Y
matriz de coordenadas homogeneas de H. Tal funcdo estd bem definida, pois se
Y' =Y A, entao o*(YAa(YA)™) = a*(Y)AA (V) = 2,(H).

Também temos que z, € bijetora. Dado H € M,, ;(R), defina M € M, x(R),
tal que a(M) = Idy e a*(M) = H, entao Y, gerado pelas colunas de M é elemento
de U, e z,(Y) = H, e portanto z, é sobrejetora.

Se X,Y € G}, entao sempre podemos escolher matrizes M e N que repre-

sentam Y e X respectivamente, tais que a(M) = a(N) = Id; e 2,(Y) = 24(X) =
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a*(M)=a*(N). Logo M =Ne X =Y.

Sabemos também que {U,} cobre X, pois todo Y € Gy, tem matriz de coor-
denadas homogeneas H com posto r. Assim, existe a« C {1,2,...,n+k}, a(H) é
invertivel.

Agora suponha «, 5 subconjuntos de {1,2,....,n+ k}, U, e U ndo disjuntos.
As aplicacoes a : My, x(R) — M, x(R) tal que a*(a(W)) =W e a(a(W)) = Id,
e f: Myirr(R) — Mi(R),W — (W) sao continuas. Verifica-se que
To(UsNUg) = (Boa) Y (GLg), logo é aberto em R™. Além disso

zgox, (W)= pB"(a(W)BaW)) ",

! s3o polindomios e, portanto,

o que mostra que as fungoes coordenadas de zg o x
sao de classe C'™°.

Assim, pelo teorema anterior, existe uma topologia para Gy ,, tal que {(U, o)}
é atlas C'°°. Tal topologia tem base enumeravel, pois cada U, tem base enumeréavel
e existem apenas um ndmero finito destes abertos U,. Também temos que G, é
Hausdorff, pois se a # e (W;) é uma sequéncia em z, (U, NUs) (considerado como
subconjunto de M, x(R)), com W; — W, W € z,(U, — Uj), entao S(a(WW)) nao é
inversivel e, desse modo, [8(a(W;))]* nao pode convergir, e xg oz, (W;) diverge.
Assim, se considerarmos o atlas maximal que contém {(U, x,)}, segue que Gy, &
variedade diferenciavel de dimensao kn.

Para ver que Gy, ¢ compacto, considere Vi (R"™), o cojunto das matrizes
(n+ k) x k cuja as colunas sdo linearmente independentes, e ¢ : Vi (R""F) — Gy,
tal que ¥(H) é o subespago gerado pelas colunas de H. Provemos que v é continua.
Para cada a = {i; < iy < ... <ix} C {1,...,n + k}, denotamos por V,, o conjunto
Y~1(U,) formado por todas as matrizes Y € V3 (R"**); tais que a(Y) é invertivel.
Como «a : Vix(R*"*) — M;(R) ¢é continua e o conjunto das matrizes inversiveis é
aberto, segue que V,, é aberto.

Portanto, para provar a continuidade da funcdo 1, basta provar que ¥|y, :

Vo — U, € continua para todo o = {iy3 < i <...<ix} C {1,...,n+ k}. Mas
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v, (Y) = a*a(Y)™! para todo Y € V. Assim, x, o 9|y, ¢ continua, o que

Lo O Y

implica na continuidade de |y, pois z, é homeomorfismo.

Considere F, o conjunto de todas as matrizes de V3 (R"**) em que suas colunas

formam um conjunto ortonormal. Entao F' é compacto, pois se considerarmos o

homeomorfismo:

D Mgy i(R) — RFEF?)
dado por ®([c1,...,ck]) = (c1,...,¢x), onde [eq,...,¢cx] denota a matriz cuja as
colunas sdo ¢y, ..., cp. Temos que ®(F') é fechado e limitado pois ||(c1,...,c)|| < k
para toda matriz [cy,...,¢;] € F. Portanto F' é compacto e como todo subespagco

em Gy, possui base ortonormal, segue que Gy, = ¥(F) e assim é compacto.

Note que, quando k£ =1, Gy, = RP" é o n-espago projetivo real.

1.2 Cohomologia com coeficientes em Z,

Lembramos que o anel de cohomologia singular de um espaco topologico

B, com coeficientes no anel Zs dos inteiros modulo 2, é o anel graduado
H*(B) = @ H'(B),
i=0

a soma direta dos Zo-modulos de cohomologia (singular) de B, H'(B), munido do

produto cup e com unidade 1 € H°(B). Os elementos de H*(B) sao da forma
W= Wy + Wy + ...+ Wy,

com w; € H'(B).

Se v € H(B) e y € H/(B), entdao o produto cup de z e y serd denotado por
ry € H*(B).

Se f : B — B’ é uma funcao continua entre dois espacos topologicos B e
B’, entao, para cada inteiro n > 0, o homomorfismo induzido em cohomo-

logia é denotado por f* : H"(B') — H"(B). Tais homomorfismos definem um
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homomorfismo de anéis f*: H*(B') — H*(B) dado por:
[ (wo+wi + ... +wy) = fi(wo) + fr(wr) + ...+ fr(w,),

com f*(1) = 1.
Observe que, para qualquer espaco topologico X, H*(X) é um anel comutativo,
pois:

se v € H(X,Z,) e y € H (X, Zy), entdo
zy = (=1)"Myz = yr.
Além disso, temos o seguinte

Lema 1.2.1. Todo elemento w € H*(B) com wg = 1 tem inverso multiplicativo.

Denotaremos tal elemento por w, isto é: ww = ww = 1.

Dem.: Considere wy = 1, w; = w; e defina recursivamente w, por:

n—1

Wy, = WiWp—;) + Wy, N > 1.
> ) + wn,
i=1

Entdo w € H*(B,Zs), (ww)y =1 e (ww); = wy + w; = 0. Se n > 1 entdo

n+1 n
(W) py1 = Z(ijn+1—j) T Wpy1 = Z(wg‘wnﬂ—j) + Wpy1 + Wpg1 =
j=1 j=1

= Wp41 + Wpt1 = 0.

Assim (ww); =0 Vi > 1. Logo ww = 1. |

Como consequéncia desse Lema, obtemos que o subconjunto de H*(B) formado
por elementos w € H*(B) tais que wy = 1, munido do produto cup, é um grupo
abeliano.

Para os nossos propositos, vale lembrar a estrutura do anel de cohomologia

H*(RP", Zs) (vide [7]):

. Zo, se<i<n
H'(RP", Zs) =
0, sei>n
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Denotando por a o elemento nao nulo de H'(RP", Z,) temos que a' = a...a
(produto cup de i fatores iguais a a) é o elemento nao nulo de H'(RP",Z,) para
todo 1 <7 <n.

Sendo M" variedade conexa, sabemos que: H"(M" Zy) = Zy ¢ H'(M", Zy) =
0 sei>n (vide [4]).

Agora, faremos uma breve recordagao sobre Homologia e Cohomologia celular
com coeficientes em Zs.

Uma n-célula aberta e é um espago topologico homeomorfo a bola aberta
B™(0,1) = {z € R™, ||z|| < 1}, para certo inteiro n > 0.

Um C-W complexo é um par (X, {e,}), formado por um espago topologico

X e uma colegdo {e,} de células abertas contidas em X tal que:
1. Uea = X;

2. Para cada «, existe uma funcdo continua f, : D"(0,1) — X, (D™(0,1) ¢ o
fecho de B™(0,1) em R™), tal que a restricao fo|pn(0,1) ¢ homeomorfismo sobre
a imagem e,, n-célula, e f(S""1) esta contido em uma unido finita de r-células

com r < n;

3. Se FFC X e FFNe, é fechado em ¢, para cada e, entao, F' é fechado em X.

Denotaremos por X" a uniao de todas as r-células de e, com r < n; X" é o
n-esqueleto do C-W complexo X.

Dado C-W complexo X, associamos um complexo de cadeias, denotado por

Cy(X):

; Oi—1
o C(X) 2 O (X)) 2 Oy (X)) —— .

onde C;(X) = H;(X*, X"™!) para todo i > 0 e C;(X) = 0se i < 0. Os elementos de
C;(X) sao chamados de cadeias em X.
O homomorfismo J; é definido pela composi¢ao dos homomorfismos ja conhe-

cidos
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Hi<Xi’Xi—1) Ox i71<Xz‘—1) T i,l(Xi_l,Xi_Q)

onde 7, ¢ 0 homomorfismo induzido de 7 : X! — (X1 X*=2) dado por (z) = x
e 0, ¢ o homomorfismo conectante definido de tal forma que

o Hi(X) =T Hy(X, X)) 2 Hy (XY T H (X X2)

é sequéncia exata.

O complexo de cadeias Cy(X) é chamado de complexo de cadeias celular
do C-W complexo X.

E conhecido que C,,(X) ~ @ Hi(en,a—pa) = EB Zs, onde cada p, é ponto

ea€N ea€EN
de cada célula e, e N & o conjunto de todas as n-células de X (vide [2| pagina 261).

Assim, C,(X) ¢ um Zs-espaco vetorial de dimensao igual a cardinalidade de
N e cada célula e, pode ser identificada como uma cadeia de X (€})jen com €} = e,
se j = e, e € =0 para j # e,.

O n-ésimo Zy-modulo de homologia do complexo de cadeias C,(X) é definido
por H.,(X) = Z,/B,, onde Z, = ker(0,) (o nacleo de 0,) ¢ o médulo dos ciclos
de X e B" = Im(0,4+1) (a imagem de 0,41). O modulo H.,(X) é a n-ésima
homologia celular de X

Definimos C"(X) = C,,(X)*, espaco dual de C,,(X) = H;(X*, X*~!). Obtemos,
entdo, um complexo de cocadeias, denotado por C*(X):

6i+1

= O(X) 2 0 (X)) 2 O (X)) ——

onde 0* & 0 homomorfismo dual de 8;, isto ¢, §°(f) = f 0 O;41.

O complexo de cocadeias C*(X) é chamado de complexo de cocadeias ce-
lular de X e os elementos de C(X) sdao chamados de cocadeias de X.

O n-ésimo Zo-modulo de cohomologia do complexo de cocadeias C*(X) é de-
finido por H*(X) = Z"/B", onde Z" = ker(d™) (o nicleo de ™) é o modulo dos
cociclos de X e B" = Im(6"') (a imagem de 6"').0O médulo H?(X) é a n-ésima

cohomologia celular de X.
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Para relacionar homologia (resp., cohomologia) celular com homologia (resp.,

cohomologia) singular, fazemos uso do

Teorema 1.2.2. Seja X um C-W complexo. O n-ésimo Zo-modulo de homolo-
gia do complexo C.(X) € isomorfo a n-ésima homologia (singular) de X, H,(X).

Analogamente, H™(X) € isomorfo 4 n-ésima cohomologia (singular) de X, H"(X).

Dem.: |[2]| pagina 263.
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Capitulo 2

Fibrados

Neste capitulo apresentaremos a defini¢ao de fibrado e suas principais propri-

edades.
Definig¢ao 2.0.3. Um fibrado n = (E, B, p, F') € formado por:

1. trés espagos topoldgicos: E (espago total), B (espago base) ¢ F' (espago
fibra);

2. uma funcao continua e sobrejetiva p : E — B;

tais que: eriste uma cobertura de abertos de B, {U;} onde cada U; € um aberto

ieJs
localmente trivial do fibrado n, isto é, existe um homeomorfismo v; : p~*(U;) —

U; X F de tal forma que o diagrama abaizo é comutativo:

U U) -2 Uy x F

ou seja: w1 o Y;(x) = p(x),Vo € p~(U;), com m : U; x F — U; sendo a projecio

usual na primeira coordenada.

Sejam 1 = (F, B,p, F) um fibrado, {Uj}jeJ uma, cobertura de abertos local-

mente triviais de 7 com homeomorfismos ¢; : p~1(U;) — U; x F e ¢; : p~1(U;) —
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U; x F tais que 71 0 ¢;(z) = p(z), para todo z € p~1(U;) e m o ¢;(2') = p(a’), para
todo 2’ € p~1(Uj;), como na defini¢do acima.

Entéao, como p~'(U; NU;) = p~1(U;) Np~'(U;) e utilizando as propriedades de
V; e ¥ segue que Y;(p~ (U;NU;)) = (U;NU;) x F e ;(p~ (U;NU;)) = (U;NU;) x F.
Além disso, o diagrama abaixo comuta:

1 )
(UiNUy) x FY e p (U0 Uy) —2 (Ui N Uy) % F

\ lp /
T 1
U, NU;

De fato: m (¢;(x)) = p(x), para todo = € p~*(U;NU;) e, dado z € (U;NU;) x F,
temos poyy; ' (2) = m(i(v; ' (2))) = mi(2). Assimm(¢jor; ' (2)) = movjory ' (2) =
7T1(Z>,VZ c (UZ ﬂUj) x F. Entao ij O@D{l : (Uzﬁ Uj> X F — (Uz N U]) x F é da
forma 1, o ;1 (x,y) = (v, g;i(z)(y)) para certa funcio g;;.

Para cada x € U;N U, defina p, : F — (U;NU;) x F dada por p,(y) = (x,y),

funcao continua. Temos entao:

gji(x) =m0 0 Yt op,

Proposicao 2.0.4. Sejam n = (E, B,p, F') um fibrado, {Uj}jeJ uma cobertura for-

mada por abertos localmente triviais de n. Entao:
1. gii(z) =idp, Ve € U; ei € J;
2. gij(x) = gji(x)*l,Vx ceU;NU;;
3. gij(z) o gju(x) = gir(x), Ve € U; N U; N U
Dem.:

1. Temos g;;(z)(y) =m0 hih; ' op,(y) =y,Vy € F. !

!Em alguns trechos, por simplicidade de notacdo e sem risco de confusdo, omitiremos o sinal

de composicao usual de fungoes.
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2. (9i(x) 0 gji(2))(y) = w2 0 hith; " 0 Py 0 i1 0 paly)
= T2 0 wzw;l o pxﬂ'2<iji_l(x7 y)) =Y.

Analogamente temos (g;i(x) o gi;(2))(y) = y. Logo g;(z) = gji(x) ™.

3. Sejam U;, U;, Uy e x € U; NU;NUy. Entéo: (gi;(x) 0 gjr(x))(y) = (mpotpsah; ' o
Pe) 0 (M2 0 Ytht 0 pp)(y) = my 0 hitd; " o pema (Vb (,y)) = a0 Yyt o
Vit (2,y) = gin(z) (y).

2.1 Fibrado coordenada

Lembramos que um grupo topolégico (G, 7) é um par formado por um grupo

G e uma topologia 7 para G tal que as aplicagoes (z,y) — xy e x — z~! sdo

continuas.
Sejam G um grupo topologico e F' um espaco topolégico. Uma acao & :

G x FF — F & uma funcgao continua, tal que, para todo f € F, e g,h € G tem-se:

®(eq, f) = f (eq é o elemento neutro emG);

®(g, ®(h, f)) = ®(gh, f)).

Se ® : G — H(F), (H(F) conjunto dos homeomorfismos de F), ®(g) = ®,,
¢ injetora (onde ®, : FF — F' ¢ definida por ©,(f) = ®(g, f)), dizemos que é uma

acao efetiva de G em F.

Definicao 2.1.1. Sejam E, B, F espacos topoldgicos e ® : G X F — F uma acao.
Um fibrado coordenada n = (E, B,p, F,®,G,{U;, ¢;}:) € formado por:

1. Uma func¢ao continua p : E — B sobrejetora chamada de fun¢cao projecao;

2. Uma acao ® : G x F — F efetiva;
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3. Uma familia {U;,;};, formada por abertos U; de B, com {U;}; cobertura
aberta de B, e homeomorfismos ¢; : p~(U;) — U; x F, tais que o diagrama
abaizo € comutativo:

N U) LUy x F

Além disso, para todo par (U;,U;) de abertos, tais que U;NV; # 0, e para todo

z € U; NUj, temos que o homeomorfismo w0 ®, 0 &1 o p, pertence a ®(G).

Cada par (U, ;) como no item 3 da defini¢ao acima é chamado de sistema
de coordenadas local do fibrado 7.
Para cada par (i, j) de indices, tais que U;NV; # 0, as fungoes g;; - U;NU; —

G definidas de tal forma que g;;(x) € o unico elemento em G tal que

Ty 0 5 07 0 pu(y) = B(gi;(2),y), Yy € F,
sao continuas. Tais fungoes sao chamadas de funcoes de transicao.

Dado um fibrado £, denotamos por E(§) e B(§) os espagos total e base, res-

pectivamente, do fibrado £ e p¢ sua fungao projecao.

Definicao 2.1.2. Sejam n e & dois fibrados com o mesmo espaco base B, mesma
fibra F, mesmo grupo topoldgico G e mesma agao efetiva ®. Entao, dizemos que tais

fibrados sao equivalentes se existe um homeomorfismo f : E(n) — E(&) tal que:

1. peo f = py;

2. Dados (U;, ;) e (V}, a ) sistemas locais do fibrados n e &, respectivamente, tais
que U; NV, € nao vazio, temos que o homeomorfismo m o W; 0 f o ozj_l 0 Pa

pertence o ®(G).
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2.1.1 Construcao de fibrados a partir das funcoes de transi-
cao
Dado um fibrado 7 com sistemas de coordenadas locais {U;},.,. Construimos

as fungoes g;; : U; NU; — H(F), para cada par (i,7) € J?, tal que U; N U; # 0,

satisfazendo as propriedades:
L g”(ZE) = ’LdF,\V/Z S J,Vl’ S Ul,
e gii(x)ogir(z) = gi(x),Vi,j, k € J,Vr € U;NU; N U,

Teorema 2.1.3. Dados: B e F espagos topoldgicos, {U;},., cobertura aberta de B,
G um grupo topoldgico, ® uma acao efetiva de G em F e, para cada par (i,7) € J*
com U;NU; # 0, g;; - UyNU; — G fungdes continuas tais que gi(z) o gri(z) =
gij(x),Yz € U;NU; NUy. Entao, existe um fibrado n = (E, B,p, F,®,G,{U;, ¢;}:),

de tal forma que suas fungoes de transicao sao gi.

Dem.: Considere £/ = |_| U; x F' a unido disjunta da familia de espagos topologicos
{U; x F'}. A topologia ZieeJE’ ¢ formada por conjuntos O tais que pj_l(O) ¢ aberto
para todo j € J, com p;l : U;j x F' — E' definida por p;(z) = (z,j). Em E’, defina
a seguinte relacao: ((z,y),7) ~ ((2',v'),j) & = = 2’ e g;i(x)y = y'. Tal relacao é
de equivalencia, de fato: Temos que ((z,y),7) ~ ((x,y),7), pois g;(x)y = y. Além
disso, se ((x,y),7) ~ ((¢/,v'),]) entdo 2’ = x, gj;(x)y = y'. Assim: g;;(x)g;i(x)y =
9i5()y = gij(x)y’ = y. Logo, ((',4/), 1) ~ ((x,y),9).

Também temos que: se ((z,y),7) ~ ((z',y'),7) e ((«',¢),]) ~ ((z,w), k), entdo
=2, @)y = o7 = 2 ¢ gy (2)y’ = w. Logo z = 2 e gia(x)y = giy(x)(g:(2)y) =
grj(x)y" = w. Portanto ((z,y),7) ~ ((z,w), k).

Defina E = E’/ ~, espaco quociente, e considere ¢ : E' — F, fung¢ao continua
dada por ¢((z,y),i) = [((z,y),7)]. O espago E sera o espaco total do fibrado e a
fungao projegao p é definida por p([((x,y),7)]) = z. Tal aplicacido é bem definida,

pois se [((z,v),7)] = [((«,y),7)] entdo z = 2’ e além disso p é continua. De fato:
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sabemos que p é continua se, e somente se, poq : £/ — B ¢é continua. E tal
aplicagao é continua se, e somente se, p o g o p; é continua.

Como p o qop;(z,y) = x segue que p é continua. Para cada j € J, defina
U, :U; x F — E, defina por V;(z,y) = [((z,v),7)]. ¥, é continua pois ¥; = gop;.
Além disso U;(U; x F) = p~}(U;). De fato: se [((z,y),i)] € V;(U; x F) entao
((,9),0)] = Wy, f)ue Uy e f € F

Assim

[((z,9),0)] = [((u, ), 9)],
p([((z,9),0)]) = & = u € Uj.

Logo [((z,y),1)] € p~"(U)).

Se z € p~1(Uj;) entdo z = [((«/,¢), k)] com p(z) =2’ € U;. Assim x € Uy N U;
e (2, g;k(x")y) € U; x F com V;(2', gjp(2)y) = [((«, gjx(2")y),j)] = 2. ¥, é
injetora, pois se ¥;(z,y) = ¥;(2',y') com 2',x € U; e y,y' € F. Entao [((z,y),])] =
[((z",y),7)] e assim « = 2’ e gj;(z)y = v/, donde obtemos y = v/, e (z,y) = (¢/,¥).

Portanto ¥; é uma aplicagio continua e bijetora sobre p~(U;). E facil verificar
que V; é uma aplica¢do aberta e portanto um homeomorfismo.

Também temos que p o V;(z,y) = p([((z,v),7)]) = v = m(z,y) logo p =
0 \I/j_l. Assim, cada (Uj, \Ifj_l) é um sistema de coordenadas local.

Resta mostrar que as aplicacoes de transi¢ao deste fibrado sao as g;;.

Dados € U; N Uj. Seja my 0 ¢); 09, " 0 py.

Vamos provar que m o ¢; 0 ;' o py(y) = gi(x)y,Vy € F. De fato, m o
Yoyt o pu(y) =m0ty oy (x,y) = mo([((z.y),5)]). Masx € UinUje
[((z,9),0)] = [((, gi;(x)y), 7)].

Assim 3 0 ¥i([((2, ), 7)]) = m2 0 Pi([((2, g3 (2)y), 1)]) = gi3(x)y, Yy € F.

Lema 2.1.4. Dados dois fibrados (E,p, B, F,G) e (E',p', B, F,G) com a mesma

agao efetiva ® : FxG — G e com coberturas localmente triviais {U;},.; e {U]’-}jej,
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respectivamente e com funcoes de transi¢io {g;} e {9}1}- Entao, tais fibrados sao
equivalenles se, e somente se, eristem fungoes continuas Hj; : Uy N U; — G tais

que:
o Hji(v) = Hyp(x)gri(x),Vi,k € J,Vj € J eVx € UyNU;NUy;
o Hyy(v) = Hyp(®)gpm(x),Vl,p € J',Ym € J e Vo € U NU,, NU,,.

Dem.: [8] paginas 11 e 12. |

Lema 2.1.5. Dados dois fibrados (E,p, B, F,G,{Ui},.;) e (E',p', B, F,G,{U;},.,)
com a mesma acgdao efetiva ® 1 F x G — G. Sejam {gu} e {g;l}as respectivas
funcoes de transicao. Entao, tais fibrados sao equivalentes se, e somente se, existem

fungoes continuas \; : U; — G, de tal modo que:
gij(x) = A;l(x)gl'-j(x))\j(xLVx e U;NUj.

Dem.: Suponha que os fibrados sejam equivalentes. Entao, pelo lema anterior,
temos que existem fungdes continuas Hy; : Uy N U; — G, para cada (i, j) € J?, tal
que:

Hy () = g1, (2) Hy (), Y € Uy 0 Uy, N U,

Defina \; : U; — G dada por \;(z) = H;;(z)~t. Entao \;(z) g (2)\;(z) =
Hii(w)gij(w) Hj(2) ™" = Hyj(x) Hyj(x) ™! = gj;(2) Hyj(2) Hyj(x) ™" = gi;(x), para todo
x € U;NU;. Reciprocamente, se existe \; : V; — G continua, defina H,;(x) =

Ai(x)gij(x). Entao
H;j(x)gi(x) = Ni(®)gij(x)gjn(x) = Hip(x)

gZp(x)Hpm(x) = Hlp(x))‘p(x)gpm(x) = Hlm(x)-
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Corolario 2.1.6. Sejam fibrados como no Lema acima com g;j(v) = g;;(z),Vr €
U;NU; (isto €, com as mesmas fungoes de transi¢io), entao tais fibrados sio equi-

valentes.

Dem.: Basta tomar \; : U; — G, dada por \;(z) = eg. |

Assim, o fibrado construido no Teorema 2.1.3 é inico, a menos de equivaléncia.

Exemplo 2.1.7. Se X = U1 UUs,, A e B abertos de espagco X, nao disjuntos. Entao
dada uma fun¢ao continua gio : Uy N Us — G, definimos gi1(x) = gao(z) = eg e

-1

921(x) = g1a(x) ™" e desse modo, obtemos um unico fibrado, a menos de equivalencia,

com as fungoées de transicao {911, 912, 921, 922 } -

Dados um fibrado n, com p : £ — B, e uma funcao continua f : X — B.
Construiremos um fibrado sobre X a partir deste fibrado e desta fungao continua.
Para isso, definimos as func¢oes de transicao a patir da cobertura aberta W; = f~1(U;)
com {U;} cobertura formada por abertos localmente triviais de 7.

Considere g;; : U; N U; — G as fungoes de transi¢ao do fibrado 7. Defina
bi; - W; N W; — G dada por b;j(x) = g;j 0 f(z). Dado x € W; N W, N W}, entao
bij(x)bjk(x) = gij 0 f(x)gjr o f(x) = gi(f(z)) = bi(z). Assim, existe um fibrado
(tnico), cujas fungdes de transi¢ao sdo b;;.

Definicao 2.1.8. O fibrado coordenada acima construido chama-se pull back de

n com respeito a f e serd denotado por f'n.

2.2 Fibrados Vetoriais

Nesta secao, apresentaremos as principais propriedades de fibrados vetoriais.

Definigao 2.2.1. Sejam E, B espagos topoldgicos. Um fibrado vetorial (real), &,

de dimensao n com espaco total E e espaco base B € formado por:

1. Uma funcao continua e sobrejetora p : E — B, chamada de func¢ao proje-

cao do fibrado;
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2. Uma estrutura de espago vetorial real em p~t(x), para cada x € B. O espago

vetorial p~*(x) é chamado de fibra em = do fibrado &.

Além disso, para cada x € B, existem U C B, wizinhanca aberta de x, e ¢ :

U x R" — p1(U) tais que o diagrama abaizo comuta:

U x R* 2 p=1(U)

Xl”

U

A fungao ¥, : R" — p~Y(U) dada por V,(y) = ¥(z,y) € um isomorfismo entre 0s

espacos vetoriais R™ e p~!(x), para cada x € U.

Assim, como na defini¢ao de fibrado coordenada, o par (U, 1)) satisfazendo tal
propriedade é chamado de sistema de coordenadas local do fibrado £. Temos
que o espago p~ () é sempre um espago vetorial de dimensio n e serd denotado por
£ ().

Observamos, a seguir, como a definicao de fibrado vetorial esté relacionada
com a definicao de fibrado coordenada.

Seja n = (E,p, B,G,R", ® {U;, ¢;}ic;) um fibrado coordenada com fibra R",
grupo topologico G formado por todos os isomorfismos lineares de R™, com a opera-
¢ao de composigao, topologia usual (topologia proveniente da norma de isomorfismos
lineares) e agao efetiva ® : G x R" — R", definida por ®(f,v) = f(v) (a transfor-
magao evaluagao).

Entao, p~!(z) tem uma estrutura de espago vetorial real; de fato: sejam U; e
¢ : p~H(U;) — U; x R com z em U;. A aplicagio de my, o ¢, : p~'(x) — R™,
com 7y, : {r} x R" — R", dada por 7, (z,y) =y, é bijetiva.

Assim, existe uma tnica estrutura de espago vetorial no conjunto p~!(z) de tal
modo que my, o ¢;, ¢é isomorfismo. Tal estrutura nao depende da escolha do sistema
de coordenadas (U, ¢;), pois se (Uj, ¢;) € outro sistema de coordenadas local, tal

que z € U; entao como my, o ¢;, o ¢;, o p, ¢ isomorfismo de R", vide o diagrama
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abaixo:
-1

op ;
(UZ N UJ) x R™ ;>p_1<Uz N U]) & (Uz N U]) x R™
| -
R" R?

temos que para todo z,w € p1(z) e a € R :
(9, © ¢5,) 0 (Mg, 0 ¢5,) (M, 85, (p) + 72,05, (p)) =

= T2, 0i, . D2(T2, 0}, (P) + T2, 0}, () = T2, &5, (D) + T2, Ps, (D)

(m2, 0 ¢j,) 0 (ma, 0 ;) (a(ma, ¢, (p))) = (T2, dj,(p))-

Portanto (m, o ¢;,) " (72,05, (p) + 72,65, (p)) = (w2, © ¢1,) ™ (72,05, (p) + 72,65, (p))
e (m, 0 ¢5,)  (a(me, ¢4, () = (72, © ¢;,) (T2, ¢4 (p)))-
Temos também que o diagrama abaixo ¢ comutativo, e ¢, L'R* — R" &
isomorfismo.
U x R" 2 p= (1)

\L”

U

Assim (Uj, ;') é um sistema de coordenadas local para o fibrado sobre B com

espaco total E e funcao projecao p. Logo, o fibrado n é um fibrado vetorial.
Reciprocamente, se € é fibrado vetorial sobre B com funcao projecao p, po-

demos escolher uma familia {(U;, ¢;) }ics de pares formados por abertos U; de B e

homeomorfismos ¢; : P~1(U;) — U; x R™, de tal forma que
6, = <E7p7 B7 G7 Rna (I)a {(Uza ¢z)}l€.])

¢ um fibrado coordenada com G, grupo topolélogico formado pelos isomorfismos

lineares de R, fibra R™ e acao efetiva ® a transformacao evaluacao.

Definicao 2.2.2. Dados dois fibrados vetoriais € e n com mesmo espaco base B.
Dizemos que € e n sao fibrados 1somorfos, e denotamos por € = n, se existe um
homeomorfismo

h:E(e) — E(n)
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tal que h(Fy(€)) C Fy(n) e h|r o : Fy(e) — Fy(n) € isomorfismo, para cada b € B.

Definicao 2.2.3. O fibrado vetorial € € dito ser trivial, se € possivel escolher como

sistema de coordenadas local o par (B,h), onde B € o espaco base de € e
h:BxR"— p 1(B)
€ homeomorfismo.

Exemplo 2.2.4. O fibrado trivial com espaco total B x R™, sobre B, com fung¢ao
projecio m: B x R" — B dada por w(b,x) = b e com estrutura de espago vetorial

em cada fibra 71 (b) = {(b,x)/x € R"}, definida por:
1. (byx) + (byy) :== (byx +y),Vz,y € R™;
2. a(b,z) = (b,ar),Vr € R" e Va € R™.

serd denotado por €.

Suponha que € seja um fibrado trivial n-dimensional sobre B. Entao existe um
homeomorfismo ¢ : B x R" — FE(¢), tal que para cada b € B a correspondéncia
(b, x) — ¢(b, ) é isomorfismo entre os espacos {b} x R™ com as operagoes definidas
no exemplo acima, e Fy(€). Logo € = €.

Reciprocamente, temos que se € = €%, com e fibrado n-dimensional sobre B,
entao existe um homeomorfismo ¢ : B x R” — FE(¢), tal que para todo b € B, a
correspondéncia x — ¢(b, x) é isomorfismo entre R™ e Fy(¢) e portanto € é trivial.

Assim temos o seguinte

Lema 2.2.5. Seja € um fibrado n-dimensional sobre B. Entao € € trivial se, e

somente se, € = €.

Considere X uma variedade diferencidvel C*° de dimensao n, com atlas A =
{(Ui, ¢4) Yies-

Para cada par (i, j) € J* tal que U;NU; # (), defina a funcao continua g;; : U;N
U; — G, G grupo dos isomorfismos de R", definida por g;;(z) = D(gbioqﬁj-_l)(gzﬁj(x))
onde D(¢; 0 ¢;')(¢;(x)) é a transformagao derivada de ¢; 0 ¢; ' em ¢;(x)
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Temos entao que se x € U; N U; N Uy, entao:
9i5(2) g5k (x) = D(¢i 0 ¢; ) (;(x)) 0 D(¢; 0 ¢ ) (¢ ()) =

= D(¢io (b;l o ¢jo ¢1§1)(¢k(f’5)) = D(¢i o ¢El)(¢k($>) = gir(T).

Assim, pelo Teorema 2.1.3, existe um fibrado coordenada com fungoes de transicao
gij € com espaco base X. Como visto anteriormente, tal fibrado pode ser considerado
como fibrao vetorial n-dimensional sobre X, chamado de fibrado tangente de X,

e sera denotado por 7(X).

2.3 O fibrado candnico sobre Gy,

Considere E = {(X,v) € Gy, x R™™ v € X} subespago topoldgico de Gy, x
Rk a fungdo 7 : E — Gy, dada por m(X,v) = X e com estrutura de espago
vetorial definida em 71(X) = {(X,v) |v € X} da seguinte forma: dados v,w € X
eteR

(X,v) + (X,w) = (X,v+w);
t(X,v) = (X, tv).
Para cada X, € Gy, considere U, vizinhanca aberta de X em G}, formado por
todos os subespacos Y, k-dimensionais de R tais que Y N X3 = 0 (espago nulo).

Defina T(Y) : Xy — X, transformagdo linear tal que para todo x € Xj,
T(Y)x é o tnico vetor de Xj de tal forma que T(Y)x +x € Y, T(Y) esta bem
definida pois R"™ = X &Y

Seja h : U x Xy — 7 1(U), definida por h(Y,z) = (Y,T(Y)z + z). Temos
que h é bijetiva, com h™1 : 77 (U) — U x Xy, h= 1Y, p(y)), onde p : R**F — X
¢ a proje¢ao ortogonal sobre X .

Tanto h como h~! sdo continuas e portanto h é homeomorfismo. Se escolhermos
um isomorfismo linear de f : R" — X, entdo (U, 1), b’ : U x R" — U x X,

definida por h'(u,v) = (u, f(v)) é um sistema de coordenadas local para o fibrado
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vetorial k-dimensional sobre G, com espaco total E e funcao projecao m, chamado
de fibrado canénico sobre Gy, e sera denotado por *(R"™*).
Um fibrado vetorial de dimensao 1 é chamado de fibrado linha, assim

v (R™*1) ¢ o fibrado linha canénico sobre RP".

Definicao 2.3.1. Uma se¢cao cruzada de um fibrado vetorial € sobre B € uma
fungao continua s : B — E(e€), tal que s(b) € Fy(€) para todo b € B, isto €, o

diagrama abaixo comuta:

B —"= FE(e)
idp lp
B

Uma se¢do cruzada € ndo nula se, para todo b € B, s(b) é um vetor nao nulo de

Fb<€).

Definigao 2.3.2. Se sy, ..., s, sao secoes cruzadas de &, tais que s1(b), ..., s,(b) sdo
linearmentes independentes para todo b € B, B espaco base de &, entao dizemos que
S1,...,5, Sa0 secoes cruzadas linearmente independentes em todo lugar, ou

simplesmente, l.1..

Lema 2.3.3. Sejam & e n fibrados vetoriais sobre B e f : E(§) — E(n) uma
fungao continua tal que f|r,e) : Fy(§) — Fiy(n) € isomorfismo para todo b € B.

Entao f € homeomorfismo e £ = n.

Dem.: Dado by € B, escolha sistemas de coordenadas locais (U, g) de £ e (V) h)
de n, tais que by € U NV.

Vamos mostrar que a fungdo h™lo fog: (UNV)xR* — (UNV) x R" é
homeomorfismo. Assim, como h~! e ¢ sao homeomorfismos, segue que f também é.

Por hipotese, a fungdo v — h™' o f o g(b,y) para cada b € U NV fixo, é
isomorfismo linear de R™. Seja A = [A;;(b)] a matriz inversivel desta transformacao

linear relativamente & base canodnica de R™.

Desse modo h™o fog(b, (z1,...,2,)) = (b, (Y1,...,yn)) com y; = Z Aii(b)z;
j=1
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A funcdo que associa a cada b € B o ntimero real A;;(b), para cada par (i, j),

¢ continua.

Seja [A;;'(b)] a matriz inversa de A. Temos entdo que

g_l o f_l oh(b, (Y1, --,yn)) = (b, (x1,...,2,))

coI1
> AL 0y
j=1

Como a inversdo de matrizes é continua, segue que g~! o f~' o h é continua.

Logo h™lo fog. [ |

Definicao 2.3.4. Um fibrado vetorial Euclidiano £ é um fibrado vetorial munido
de uma funcao continua p: E(§) — R, chamada de métrica FEuclidiana tal que

PlEy e - Fo(§) — R € uma transformagao positiva definida e quadrdtica; isto €, para

todo v € Fy(§), temos pu(v) = Z Li(v)L(v), para certos funcionais lineares L; e L}
i=1

-2

5 () > 0, para todo w # 0 em F,(€).

p(v+w) — p(v) — p(w)
2

definidos em F,(&) e p(2w)

Desse modo, v.w =

cada fibra F,(§).

define um produto interno em

E possivel mostrar que todo fibrado vetorial sobre um espaco paracompacto

possui uma métrica Euclidiana (vide [12]).

Exemplo 2.3.5. O fibrado trivial €}y tem métrica Fuclidiana definida por:

m

M(bvx) = Zx127

i=1

para todo (b,x) € B x R™,

Exemplo 2.3.6. O fibrado tangente 7(X) de uma variedade diferencidvel X é um

fibrado Euclidiano, pois X € paracompacto.

Lema 2.3.7. Sejam & fibrado Euclidiano e n fibrado vetorial equivalente a . Entao

n também € Euclidiano.
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Dem.: Se n = ¢ entdo existe um homeomorfismo ¢ : E(n) — E(£), tal que
Vlp,m)  Fo(n) — F(€) é isomorfismo para todo b € B, espaco base dos fibrados 7
eé.

Seja i : E(§) — R a métrica Euclidiana de . Entao pov : E(n) — R é
continua e 0 Y|p, ) € quadratica definida e positiva pois ¥|p, ) € linear e pu|p, () é
quadratica definida e positiva.

Portanto ¥ = p 09 é métrica Euclidiana para n e (n, ¥) é fibrado Euclidiano.

2.4 O Pull-Back e a Soma de Whitney

Seja & um fibrado vetorial sobre B com func¢do proje¢do 7 : E(§) — B.
Considere B C B subespaco de B e E = 7~ (B).

Entdo, 7| : E — B & continua e assim obtemos um novo fibrado vetotrial de
mesma dimensdo que &, com espaco base B, fungdo projecio 7|z e com fibra Fy(€).
Tal fibrado ¢ chamado de fibrado restricio de ¢ sobre B e sera denotado por
3J:2

Observe que se (U, ¢) é um sistema de coordenadas local de &, entdo (UNDB, ¢),
com ¢ : (UN B) x R* — 771 5(U N B) é um sistema de coordenadas local para
3):2

Considere ¢ fibrado vetorial, de dimensao n, sobre B e f : B® — B uma
funca@o continua. Sejam E = {(b,e) € B’ x E(£)|f(b) = pe(e)} e p: E — B dada
por p(b,e) = b.

Entdo se f : E — E(¢) é definida por f(b,e) = e, segue que o diagrama
abaixo comuta:

B B

=

123

/ﬁ-
BfB
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Defina em F,(&) as operagoes:

L (be)+ (b, f) = (be+ f), Vf e € Frp(&);

2. a(be) = (b,ae), Ve € Frpy (&) e a € R.

Se (U,¢) é um sistema de coordenadas local para £, entdo considere (U, ¢)
tal que U = f72(U) e ¢ : U x R* — p~1(U) & dada por ¢(b,x) = (b, h(f(b),x)).
Temos que ¢ é homeomorfismo e, desse modo, obtemos um novo fibrado vetorial,
de dimensdao n, com espago total E sobre B, com fungao projegao p e p~!(b) espago
vetorial (cujas operagoes sao definidas em 1. e 2. acima).

Os pares (U, ¢) formam, assim, um sistema de coordenadas local para este
fibrado. Tal fibrado é chamado de o pull-back de £ com relacao a f, e sera
denotado por f'(£).

Observe que f : B — E(£) leva cada fibra Fy(f'(€)) isomorficamente em

Fry(€). Assim f ¢ aplicacdo de fibrados (veja defini¢ao abaixo).

Definicao 2.4.1. Uma aplicagao de fibrados é uma func¢ao continua f : E(n) —
E(&), onde n e & sao fibrados vetoriais sobre B e B’ respectivamente, tal que para
cada b € B, existe V' € B, 1inico, com f(Fy(n)) = Fy (&) e flr,wm @ Fo(n) — Fy (&)

€ isomorfismo.

Dada uma aplicagao de fibrados f : F(n) — E(&) existe uma tnica aplicagao

f: B — B, tal que o diagrama abaixo comuta:

E(n) —~ Ei@
B — B’
f

Basta definir f(b) = b’ tal que f(Fy(n)) = Fy(£).

Assim, dado = € E(n), temos que x € F, )(n) e f(F,, @) (1) = Fy(§), para
certo b € B'. Entao fop,(z) = f(p,(x)) =b. Mas f(z) € Fy(£), assim pe(f(x)) =
V'; logo fop,(x) = pe(f(x)).
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Se h é uma aplicacao h : B — B’ tal que

E(n) 1> E(¢)
pnl @) Lpg
B - B’

entao dados b € B e 0 € Fy(n) (o vetor nulo), temos que
h(b) = h(py(0)) = pe(f(0)) =/

donde f(Fy(n)) = Fy ().
Assim h = f, provando a unicidade de f.
A aplicacdo descrita acima, f, é dita ser coberta pela aplicacdo de fibrado

f, ou dizemos que f cobre f.

Proposicao 2.4.2. Seja & um fibrado vetorial. Entdao pe, a aplicagao projecao de

&, € aberta.

Dem.: Seja (U, ¢) um sistema de coordenadas local de £. E suficiente mostrar que
Pe :pgl(U) — U é aberta.

Temos o seguinte diagrama comutativo:
n_ ¢ —1
UxR'"—p (V)

N

Entao se A C p~1(U) ¢ aberto, segue que ¢~ 1(A) e m (¢~ (A)) sdo abertos pois ¢ é
homeomorfismo e 7, ¢ aplicacao aberta.

Como pe(U) = ¢(m1(A)) temos que pg :pgl(U) — U & aberta. [ |

Corolario 2.4.3. Se f é coberta por uma aplicacio de fibrados f : E(n) — E(€),

entao f € continua.
Dem.: Basta notar que

J(A) = py(f (e (A)))
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para todo conjunto aberto A C B’, B’ espago base de £. [ |

Lema 2.4.4. Seja f : B(n) — B(&) uma aplicacdo continua coberta pela aplicagdo
de fibrados f : E(n) — E(&). Entdo, n = f'(€).

Dem.: Defina ¢ : E(n) — E(f(¢)), dada por ¢(x) = (p,(z), f(x)), funcio
continua.

Se z € Fy(n), entdo
o(z) = (py(2), f(2)) = (b, f(2)) € Fy(f'(€))-
Além disso, se a € R e 2,y € Fy(n), entdio
dlaz+y) = (b, faz+y)) = (b, af(x)+f(y)) = (b, af (2))+(b, f(y) = ad(z)+¢(y).

Como flpm : Fu(n) — F(§) é isomorfismo, segue que ¢|g, ;) também é
isomorfismo entre as fibras I, (n) e Fy(f'(€)).
Assim pelo Lema 2.3.3, n = f'(¢). [ ]

Sejam 1, e 1, dois fibrados vetoriais sobre B; e B; respectivamente.
O fibrado produto cartesiano 7; x 1, é formado pelo espaco total E(n; x

n2) = E(m) X E(ny), com espago base By X By e funcao projecao:
p:E(mxnz)—>leBg

dada por p(z,y) = (py, (%), Py (y))-
Cada fibra p~1(b1, bs) = Fy, (m1) X Fp,(n2) tem as seguintes operagoes de espago

veotorial real:
1. (v,w)+ (VW) = v+, w+w), Y(v,w), (v, w) € Fy (n) X Fy(n2);
2. a(v,w) = (av,aw),Y(v,w) € Fy (m) X Fp,(1n2) e Ya € R.

Assim, a fibra p~1(by, bs) é a soma direta Fy, (1) D Fy, (12) dos espagos vetoriais
Fbl (771) € sz (772)
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Se (U, ¢) e (V, 1) sao sistemas de coordenadas locais de 7, e 1o respectivamente,

entao (U x V,¢ x ¢), onde ¢ x ¢ : (U x V) x R — p~ (U x V) é definida por

Qb X 1?((6% b),U) = ((;5(@, (Ulv ce >UTL))7 w<b7 (Un+1a s 7Un+m)))

¢ um sistema de coordenadas local para 7, X ns.

Definicao 2.4.5. Considere & e n dois fibrados vetoriais sobre B. Seja d : B —»
B x B, a aplicagao diagonal d(b) = (b, b).

O fibrado pull-back d'(¢ x n) sobre B é chamado de soma de Whitney de
¢ en e serd denotado por € & .

Note que cada fibra F,(§ @& n) é isomorfa a soma direta Fy(&) & Fy(n).

Além disso, o espaco total da soma de Whitney & & n é o conjunto

E(@n) = {0, (v, w))|(v,w) € F(&) ® Fy(n)}

e sua funcdo projecao p: E — B ¢é dada por p(b, (v,w)) = b.

2.5 O fibrado normal de uma imersao

Definicao 2.5.1. Dizemos que o fibrado & € subfibrado den e denotamos por & C n,

se:
1. £ en tém o mesmo espacgo base B;
2. E(€) C E(n);
3. Para todo b € B, temos F,(§) € subespaco de Fy(n).

Lema 2.5.2. Sejam s1,...,s, secoes cruzadas de um fibrado € e oy, ..., 0, : B —

R fungdes continuas. Entao a func¢ao ¢ : B — E(&) dada por c¢(b) = Z a;(b)s;(b)

i=1
¢ continua.

Além disso, m : Rx E(§) — E(§), dada por m(r,x) = rx também € continua.

(rx é a multiplicagio por escalar de v por x em Fp,(4)(§))
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Dem.: Sejam by € B e (U, h) um sistema de coordenadas local de £ com by € U e

h:UxR™ — p; ' (U) e h='(b) = (b, hy ' (b)).Entao

c(b) = h(b, Zoq(b)h;l(sz-(b)))

m(r,b) = h(b,mhy (b))

para todo b € U e todo r € R.

Assim c|y e m|gxy s@o continuas, donde segue o resultado. [ |

Corolario 2.5.3. Se s, v sao segoes cruzadas de um fibrado Euclidiano & com
métrica Euclidiana v entdo o : E(§) — R, dada por

pls(x) +o(r)) = pls(x)) — p(o(z))

alz) = s(x)v(z) = 5

€ continua.

Seja &}, fibrado trivial n-dimensional sobre B, com E({}) = B x R™ e fungao
projecao p(b, z) = b.

Defina para cada ¢ = 1,...,n, a aplicacao s; : B — B x R" dada por
si(b) = (b, e;) (e; é o i-ésimo vetor da base canonica de R™). Claramente, sy,..., s,
sao secoes cruzadas linearmente independentes de {3.

Consequentemente, todo fibrado trivial n-dimensional admite n segoes cru-
zadas linearmente independentes. Como todo fibrado trivial ¢ Euclidiano, dadas
S1,...,5, secoes cruzadas l.i, podemos aplicar o processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt em {s;(b),...,s,(b)} para cade b, obtendo uma nova sequéncia de

segoes cruzadas s),..., s, de tal forma que {s{(b),...,s/ (b)} é conjunto ortogonal,

ren

/

., sao segoes cruzadas ortogonais.

para todo b. Neste caso, dizemos que s}, ...,s

Lema 2.5.4. Se & e & sao subfibrados de n, tal que Fy(n) = Fy(&1) @ Fi(&2), entao
n=6 @&
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Dem.: Defina ¢ : E(& & &) — E(n) dada por ¢(b, (v,w)) = v + w fungdo
continua tal que ¢|p, ¢ a¢,) € isomorfismo entre as fibras passando por b de & @ &, e

7. Pelo Lema 2.3.3 segue o resultado. [ |

Seja n um fibrado Euclidiano n-dimensional sobre B e £ C 7 subfibrado m-
dimensional de 7.

Construiremos um novo fibrado, denotado por ¢+, chamado de complemento
ortogonal de ¢ em 7 de tal forma que £ ® & = 0.

Para isto, considere E(¢4) = U Fy(€F), onde cada F,(€4) é o subespaco de

beB
Fy(n) formado pelos vetores w € Fy(n), tais que w.v = 0, para todo v € Fy(§), isto

é, [,(&€1) é o complemento ortogonal do subespago F(€). A fungao projecao de £+
& pe|p, assim as fibras de £ sdo exatamente o espago complemento ortogonal de
Fy(€), logo tal fibrado tem dimensdo n —m. Para mostrar a existéncia dos sistemas

de coordenadas locais temos o seguinte

Teorema 2.5.5. Para cada by € B exitem V wvizinhanca aberta de by e
h:VxR"™™ — p (V)
homeomorfismo.

Dem.: Seja by € B. Escolha um aberto A de B tal que by € A, £|4 e 1|4 sejam

fibrados triviais.

Considere s1, ..., s, se¢oes cruzadas ortogonais de &[4 e vy, ..., v, segdes cru-

zadas ortogonais de 7|4. Seja
A = [si(bo) v (bo)}is-

Entdo as linhas de A, L; = (s;(bo).vj(bo)); sdo linearmente independentes, pois

ag,...o, €ERe ZaiLi = 0 entao obtemos que

=1

(i aisi(bo)) ;=0
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n
para todo j, o que implica em Z%’Si(bo) = 0 e assim oy,...q, = 0, jA que
s1(bo), - - -, sm(bo) s30 Li. -

Desse modo A tem posto m, e podemos reenumerar, se necessario, as segoes
cruzadas v;, de tal forma que as m primeiras colunas de A sejam 1.i.

Como cada componente de A(b), s;(b).v;(b) é continua em b, segue que existe
V C A, aberto, tal que by € V' e para todo b € V' as m primeiras colunas de A(b)
sao Li.

Assim s1(D), ... 8m(b), Uma1(b), ..., v,(b) sdo n vetores linearmente indepen-
dentes para todo b € V, pois caso contrario, existe b’ tal que as m linhas da
submatriz de A(V) formada pelas linhas de A(d') e pelas m primeiras colunas de
A(Y'), seriam linearmente dependentes o que nao é possivel pois suas m colunas

sao l.i. Aplicando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para os veto-

res $1(0), ... S$m(b), U1 (D), ..., v,(b) para cada b, obtemos uma nova sequéncia de

/

secoes cruzadas ortogonais sy, ... Sm, Uy, 1, -, Uy,

Defina b : V x R"™™ — p, }(V) por
h(b,z) = x1v), (D), ..., Tp_mv,(b)

com inversa dada por

h=He) = (pyle), (evn 1 (py(e)), -, e-vn(py(e))))

ambas funcoes continuas em vista do Lema 2.5.2. [ |

Sejam f : M™ — N™ uma imersao entre duas variedades diferenciaveis M™
e N" e (M) e 7(IN) os respectivos fibrados tangentes.

Usando o fato de que f’(p) é injetora, para todo p € M, podemos considerar
cada fibra F,(7(M)) como um subespaco de Fy(f'(7(N))) de tal modo que o fibrado
tangente de M se realiza como subfibrado do pull-back do fibrado tangente de N
por f. Como f'(7(N)) é Euclidiano, pois M ¢é paracompacto, podemos definir o
complemento ortogonal de 7(M) em f'(7(N)). Tal fibrado é chamado de o fibrado

normal da imersao f e serd denotado por vy.
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Note que 7(M) ® vy = f'(1(N)).



Capitulo 3

Classes de Stiefel-Whitney e

resultados de nao 1mersao

Iniciaremos este capitulo apresentando, axiomaticamente, as classes de

Stiefel-Whitney dos fibrados vetoriais sobre espacos base paracompactos.

3.1 Classes de Stiefel-Whitney

Para cada fibrado vetorial £ sobre um espaco base paracompacto B, existe um
tnico elemento em H*(B) (anel de cohomologia singular de B com coeficientes em

Zs) denotado por W (¢), chamado de classe total de Stiefel-Whitney do fibrado

&, satisfazendo as seguintes quatro propriedades:

1. Se £ é um fibrado vetorial de dimensao n, entao
W (&) = wo(§) +wi(§) + ... +wn(§) € H'(B),

com wy = 1, unidade do anel de cohomologia H*(B) e w;(§) =0, Vi > n.

Cada w;(&) é chamado de classe de Stiefel-Whitney de grau .

2. Seja f : By — B, uma aplicacdo continua coberta pela aplicacao de fibrados

f: E() — E(n), £ e n fibrados vetoriais sobre B; e B, respectivamente.
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Entao:

W(g) = f*(W(n)).

3. Se & e n sao fibrados vetoriais com mesmo espaco base, entao:
W(E@n) =W(EWn).

4. A classe total de Stiefel-Whitney do fibrado linha canénico 7} sobre RP' = G ;
& W (1) =1+ a, onde a é o elemento nio nulo de H'(RP').

Vejamos algumas consequéncias de tal defini¢ao.
Lema 3.1.1. Se £ = n entao W (&) = W(n).

Dem.: Sejam ¢ : E(¢) & Ben : E(n) 7 B. Se ¢ 2 n entdo existe um

homeomorfismo f : F({) — E(n) tal que o diagrama abaixo é comutativo:

1)

(
X

Assim, pelo Axioma 2, temos que W (&) = id*(W(n)) = W(n). |

iS]

B

idp

Lema 3.1.2. Se f : By — B € uma fungdo continua e n é um fibrado sobre B

entao:

Dem.: Defina w: E(f'(n)) — E(n), por (b, ) = b. Entdo 7 é uma aplicacio de

fibrados, e temos o seguinte diagrama comutativo:

Assim f é coberta por 7 e pelo axioma 2. obtemos W (f'(n)) = f*(W(n)). [ |
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Lema 3.1.3. Se ¢ € o fibrado trivial sobre B, entao W (e) = 1.

Dem.: Vamos mostrar que W (e}) = 1.
Considere o fibrado « : {0} x R* 3 {0} o fibrado trivial de dimensdo n com espago
base {0}.

Defina ¢ : B — {0}, funcio constante. Entao ¢'(a) = 7, assim

Mas como W(a) € H*({0}) = Zy e W(a) # 0, segue que W (n) = 1. |

A classe total de Stiefel-Withney de qualquer fibrado vetorial £ é inversivel (no
anel H*(B(€))). O elemento inverso de W (&) serda chamado de a classe dual de
Stiefel-Whitney de ¢ e sera denotado por W ().

Lema 3.1.4. Seja v} o fibrado linha candnico sobre RP". Entio W(y!) =1+ a,
com a # 0, a € H'(RP").

Dem.: Considere a funcdo j : RP' — RP", dado por j([z]) = i([z]), onde x € R?
vetor nao nulo e 7 : R? — R"™ j(z,y) = (x,y,0). Temos que i([z]) é uma reta
passando por 0 em R™"! pois i é uma transfomagao linear injetiva e [z] ¢ subespago
de R? unidimensional.

Defina f : E(y') — E(v}) por f(X,v) = (j(X),i(v)). Assim temos que f é

aplicacao de fibrados e cobre j, pois

f
E(y'")——E(,)
pwll @ lpwlL

RP! — = RP"

Portanto W (") = W (j'(7,)) = 75 (W (7,))- e assim w1 (v") = j*(wi (7)) # 0.
Logo W (7)) =1+ a. |

Observacao 3.1.5. Seja R*® o espaco vetorial formado por todas as sequéncias
r=(21,...,Tpn,...)
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de numeros reais tais que: existe um numero inteiro k > 0 com x; = 0 para todo
1> k.

Dado um inteiro n > 1 o subespaco de R* formado por todas as sequéncias
x=(x1,...,2,,0,0,...)

¢ isomorfo a R™, e desse modo podemos identificar R™ com tal subespaco e assim
R"™ C R*.

Considere G,(R*), o conjunto de todos os subespagos n-dimensionais de R>.
E fdcil ver que G, (R"™*) C G,,(R*®) para todo k > 1.

Em G, (R*®) defina a topologia formada por todos os subconjuntos Y de
G (R®) tais que Y NG, (R"F) € aberto em G,,(R™*) para todo k. O espaco G,,(R*)
€ chamado de espaco de Grassmann infinito.

E possivel construir um fibrado vetorial sobre G,(R*®), chamado de fibrado
universal, denotado por ", com espago total E(v") = {(Y,v) € G, (R*®) x R>®|v €
Y} com funcgao projecao m : E(y") — G, (R*>) dada por 7(Y,v) =Y e cujas fibras

71 (v) possuem estrutura de espago vetorial herdadas de Y.

Teorema 3.1.6. Para cada fibrado vetorial n-dimensional n sobre um espago para-
compacto B, existe

f: B — G,(R™),

[a¥)

aplicagio continua com f'(y") = .
Se f,g : B — Gn(R*>) sao cobertas por uma aplicagcao de fibrados de E(n)

em E(y") entdo f'(") = g'(v").

A demonstragio deste "Teorema de classificacdo” pode ser vista em [2].

Com este Teorema é possivel "definir"as classes de Stiefel-Whitney conforme feito

em [12].
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3.2 Resultados de nao imersao

Sejam M™ uma variedade e f : M" — R™* uma imersdo. Entdo, v; &
7(X) = ¢"** (fibrado trivial), pois o fibrado tangente de R™™* ¢ trivial. Assim
W(r(M)) = W(vg), donde w;(1(M)) = 0 Vi > k. Desse modo, para mostrar que
uma determinada variedade M" nao imerge em R"** para certo k& > 0, basta
mostrar que w;(7(M)) # 0 para certo j > k.

Esta técnica para decidir se M™ ndo imerge em R"™™* sera utilizada com

frequéncia nos proximos resultados.

1

Teorema 3.2.1. Sejam 7 o fibrado tangente de RP" = G, ,,, €' o fibrado linha trivial

sobre RP"™ e 4! o fibrado linha canénico sobre RP". Entdo:
T@e = (n+ 1)y,

Dem.: |[2] pagina 45

Corolario 3.2.2. W(r) = (1 +a)"™!

Dem.: Temos 7@ €' = (n+ 1)7}, o que implica em

W(r@e)=W(n+1)y,) = W) eW)=WH)"" = W) =1+a"""

|

Teorema 3.2.3. Se RP*, r > 0, pode ser imerso em R¥* %, para certo k, entdo

k>2"—1.

Dem.: Seja vy o fibrado normal da imersdo f : RP? — R2"*+F,
Como 7(R?*%) ¢ trivial, segue que v;&7(RP?) = ¢"+* (fibrado trivial). Assim

W(r(RP?")) = W(v;). Além disso
W(RP?) = (14+a)**' =(1+a)” (14a) =
=(1+ad)1+a)=1+a+a” +a* " =1+a+a”.
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Assim W(T(RP?*)) = 14a+...+a* ' pois(1+a+...+a> N1 +a+a®) =1
Como a dimensdo do fibrado vy ¢ k, W(vy) = 1+a+... +a* ted #0,

Vi=1,...,2" — 1, segue que devemos ter k > 2" — 1. [ |

. . r ~ . .
O Teorema acima nos diz que RP? ndo pode imergir em R* ** para 0 < k <
2" — 1. Por sua vez, Whitney mostrou que toda variedade suave com dimensao n
maior que 1 pode ser imersa em R?*"*1. Logo 2"*! — 1 é a menor dimensiao m, tal

que RP? imerge em R™.

3.3 Sobre H*(Gj,)

Nesta secao, reunimos alguns resultados sobre o anel de cohomologia da varie-
dade Grassmaniana G, com coeficientes em Z, utilizando os simbolos de Schu-
bert (vide [10]).

Defina, para cada i = 1,...,n+ k, o subespago R’ = [ey, ..., e;] C R™™* onde
{e1,...,ensk} € a base canonica de R"*,

Dada uma sequéncia de nimeros inteiros

considere o conjunto C'(ay, ..., ax) = {X € Gi,|dim(X NRY ) >, Vi=1,...,k}.

O conjunto C'(ay, .. .,ar)\0C(ay,. .., a;) forma uma célula aberta de dimensao
k

Z a; em Gy, (vide [2] para maiores detalhes). Munido da cole¢do dessas células,
i:;in é um C-W complexo.

Além disso, toda cadeia em Gy, (com tal estrutura celular) ¢ homologa a
uma combinacao linear dessas células, quando consideradas como cadeias, que serao
denotadas por [ai,...,ax], isto é, dada qualquer cadeia ¢ € C,(Gy,,) temos ¢ —

> lay, ..., ax) = 0(c") para certa cadeia .

Tais cadeias sao chamadas de cadeias de Schubert.
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Denotaremos por (ag, ..., ax) a cocadeia tal que:

(a1,...,ap)|[as,...,a ] =1
e

(ay,...,a1)[r1,..., 2] =0,
para toda cadeia [z1, ..., x| # [a1, ..., ax].

Como mencionado em [10], Ehresmann provou que as cadeias de Schubert

(cocadias de Schubert) sao ciclos (cociclos). Deste resultado segue que o conjunto

de todos os cociclos de Schubert (ai,...,a;), 0 < a; < ... < ap < n forma uma
k

base para o Zs-espago vetorial H: (G, Zs), com s = Zai. Usando certo isomor-
i=1

fismo de H:(Gyn,Zs) € H*(Gyp, ZLs), tazemos a identificacdo de HS (G, Z2) com
H*(Ggn,Zs) e usamos a mesma notagao para os cociclos de Schubert.
S.S. Chern determinou, em [10] e [11], a seguinte férmula de multiplicagao dos

cociclos de Schubert no anel de cohomologia H*(G, , Zs):

(a1~ ak)(0,...,0,h) =Y (br,..., by),

onde Z (by,...,br) ¢ a soma de todos os cociclos de Schubert da forma (by, ..., bx)

tais que:
0<bh <...<b.<n
a; S bl S CLZ‘+1,Vi = ]_, c. ,k?, onde Ag+1 = N.
k k
Sath=Yb
i=1 i=1
Chern também observou que, sendo wq, ..., wy as classes de Stiefel-Whitney

do fibrado canoénico sobre Gj,, tem-se

w; =(0,...,0,1,...,1),1 <i<kew =(0,...,0,9).

Y
3
Se a sequéncia de inteiros aq, . .., a; nao satisfaz a relacao 0 < a1 < ... < a; <
n, entdo convencionamos que (ag,...,ax) representard 0 no anel de cohomologia

H*(Gyp, Zs).
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3.4 Resultados de nao imersao de G,

Conforme anunciamos na Introducao, apresentaremos um estudo detalhado de

um resultado provado por V. Oproiu em [14]:

Teorema 3.4.1. Seja n > 1 um natural e considere s = 2" tal que s < 2n < 2s.

Entao:
1. Gop nao imerge em R2573 paran # s — 1;
2. Gas—1 nao imerge em R3s73,
Lema 3.4.2. (ay,...,a;) = det[(0,...,0,a; +i—j)i, 1 <i,5 <k.
Dem.: Provemos o caso k = 2 (o caso geral pode ser feito por indugao em k).

(0,ay) (0,a; — 1)
(0,as + 1) (0, az)

(a1,as) =

Sea; —1<0ouay>nentao a; =0 ou ay = n. Assim

(0,a1)  (0,a1 — 1)
(O,CLQ + ]_) (O,CLQ)

= (0,a1)(0, az).

Caso a; = 0, temos (0, a;)(0,a2) = (0,0)(0,az2) = (0,as) = (ay, as).
Caso as = n entao (0,a1)(0,aq) = Z (b,k +a; —b) = (ar1,n) = (a1, az).
0<b<ay
k4a1—b<n

Logo, a formula é valida para os casos particulares a; = 0 e as = n.
Para os outros casos temos:

(O, CL1> (0, a; — 1)

(0,a2+1)  (0,a9)
Y artar—b)— > (bar+az—b) = (a1,0z).

0<b<ay 0<b<ai—1

=(0,a1)(0,a2) — (0,a; — 1)(0,as + 1) =

Logo
(O, Cbl) (0,@1 — 1)

(a1,a2) =
(0,a2 + 1) (0, as)
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De agora em diante, v denotara o fibrado canonico 2-dimensional sobre G,

7 denotara o fibrado tangente 7(Gy,,) e W(y) =1+ wy + ws.

Lema 3.4.3. Para todo h > 0, temos:
1. wy = (1,1)" = (h, h);

2wl =01 = Y (h“)(z',h—z');

1
0<2i<h

h—k
3wy, = Z ( 2 )wgw?—%‘

0<2k<h
Dem.: Demonstraremos os dois primeiros itens usando indugao em h.
_ 0 1 — 5 —
1. Para h =0, w) =1 =wy = (0,0).

Suponha que w? = (1,1)" = (h, h). Entdo

(0,1) (0,0)
(0,2) (0,1)

wh™ = (1,1)(h, h) =

(0,1)2(h, h) — (0,2)(h, h) = (h+1, A+ 1)+ (h h+2)— (h, h+2) = (h+1,h+1).

Portanto w} = (1,1)" = (h, h).

h+1
?

2. Para h =0, wh = (0,1)" = ) (

0<2i<h

)(i,h—z):(o,o):1:w2.

]

Suponha que w} = (0,1)" = Z (h + 1) (i, h —1).

0<2i<h
Como (0,1)(i,h — 1) = Z (b,b—1), temos
0<b<h—1
h+1 . :
att =t = 3 ("7 0nin-.

0<2i<h

Mas, pela formula de multiplicagao (0,1)(i,h—i) = (i,n+1—1i)+(i+1,n—1).

Entao
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Z:(hjl)wJXLh—D: E:(?ji)«@n+1—ﬁ+{p+Ln_@):

0<2i<h 0<2i<h

_ E:(hj#y@n+1—@+ 3 Cﬁ4)@+Ln—@:

0<2i<h 0<2i<h—1
h+1\,. : h+1\,. :
— Z ( . )(z,n+1—z)+ Z (i_l)(z,n—i—l—z) =
0<2i<h 2<2i<h+1
h+2
= ) <_f)@m+1—n.
0<2i<htl N
h+1
Logo w! = (0,1)" = Z ( + >(z,h—z’),‘v’h20.
oszen\

h—k
. Para h = 0, temos Z ( )wlgwi’_% = wgw? =1.

0<2k<h

h—1—k
Suponha w;,_; = Z ( i )wlgw?_l_zk e

0<2k<h—1

wp, = Z (h ; k) whw =2 h > 1.

0<2k<h

Pelo Lema 1.2.1, obtemos que

Wht1 = W1 Wp, + Wollp—1 =

h—1—k
< 2 )wgw? 2k+1+ E ( I )wlflw?_l_% =
<2k<h

0<2k<h—1
h—
< )wgwi‘ 2k+1 + Z (k i} 1)w§w’f 2k+1 _
2<2k<h+1
h+1—-k
- Z ( B )wlgwi‘“_%.
0<2k<h+1
h—Fk
Portanto vale w,, = Z < i )wlgwf_%.
0<2k<h
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Observacao 3.4.4. Sejam & e n dois fibrados vetoriais sobre B. O fibrado dual

de n, denotado por n*, tem como espaco total a uniao disjunta E = |_| Fy(n)*, onde
beB
Fy(n)* € o dual do espago vetorial Fy(n), sua funcao projecio é p : E — B dada

por p(b,z) = b e cada fibra p~1(b) = F,(n)* (vista como espago vetorial).

A topologia em E e a construgcao de um sistema de coordenadas local para n*
pode ser vista em [2].

Analogamente o fibrado produto tensorial £ @n é um fibrado no qual E(§®
n) = |_| (Fb(ﬁ) ® Fb(n)) ep: E — B dada por p(b,x) = b sua fungdo projecio.

beB

Também € possivel definir uma topologia em E(§ @ n) e construir um sistema de

coordenadas local para & @ 1, vide [2].

O fibrado tangente 7(Gs,,) pode ser obtido através dos fibrados vy e v* a partir
da formula
TO(Y®Y)=(2+n)7,
demonstrada em [9],[15] e [13].
Desta formula obtemos que W (7)W (y®v*) = W (y)"*2, donde, usando o fato
de que W(y ®v*) = (1 + w;)? chegamos a equagio

W(r)(1+w)? = (1 +w; +wy)" 2.

Seja r o inteiro tal que 2" < 2n < 2"+, Entao

2r+1 2r+1

(1"‘11]1 +w2)2T+1:1+w1 + ws -1
pOiS w%’“+1 & H2r+1 (GQVn, ZQ) _ O o wgrﬂ e H2T+2(G27n,22) _ O, Também temos:
WL+ w)? = (L+ w4 wo)™ = W)L+ ) (14w +w)” 772 =1

Assim W(7) = (1 +w1)2(1 + wy + wy)? =2,

r

Neste ponto, convém enunciar o Teorema de Lucas: Sejam n = E n;2" e
i=0

S
m = Zmﬂ] dois numeros inteiros positivos com 0 < n;,m; < 1. Entao ( ) é
m
j=0
impar se, e somente se, {b;27 | j=0,...,s} C{a;2" |1=0,...,r}
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Assim, temos pelo Lema 3.4.3 que:

s—1—k
- k, s—1—2k -1
We_1 = g ( i )waf =wj ,

0<2k<s—1

—1—1 2N —1—14 1+... 4271 —4
pois pelo Teorema de Lucas (S , Z>:( , Z):( * + Z)Z

i i i
0, j& que nenhum termo da expansao diddica de 7 ocorre em 1+ ...+ 2"~ — i para

O<e<s—1.

1 2" +1
Além disso wf = Z <S+ >(z’,h—z’):(0,s)+(1,s—1),pois( + ):0
i

7
0<2i<h
para 0 < < s.

3.5 Demonstracao do Teorema 3.4.1

Suponha que 2" ' <n<s—lep=s—n. Entdol <p<2"len=s5—p.

Das se¢oes anteriores obtemos que:

W(Gap) = (1+w)*(14+wy +we)®* ™2 = (1 +w)* (1 +wy +wy)P 72 =

= (1 + w1)2(1 + w1 + wg)p_Q(l —+ w1 + wg)s.

De acordo com Lema 3.4.3 wj = (0,s) e wy = (1,s —1). Comon < s — 1,
segue que wi = wj =0 e (1 +w; +wy)® =1, donde
W(Ggm) = (1 + w1)2(1 + wy + w2)p’2.
Mas

W (Gan) = (14 wp)*((1 +wy) +wa)P ™2 = (p - 2) (1 4wy P2ud 277 =

j=0 J
p—2 247 . p—2 243 .
p—2 247\ i poj P—=2\(247\ i po2j
S () = () (B
j=0 J i=0 j=0 i=0 J

O termo wsy,_2(G2,,) aparece no somatorio acima quando 2p—4—2j+i = 2p—2,

istoéi=2(j+1), mas como 0 <i <2+ j, segue que j =0ei=2.
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. -2 2 _ _
Assim wsg,—2(Gap) = (p 0 > (2) wfwg 2 = wfwg 2 = (0, 1)2(p —2,p—2).

Pelas formulas de multiplicacao dos cociclos de Schubert temos
(0,1)*(p—2,p-2) = (0,1)((0,1)(p — 2,p— 2)) =

pois 0 < p—1 <27t <n. Portanto, G5, ndo pode imergir em R?" 2773 = R%73 o
que mostra o item 1.

Suponha n = s — 1. Entao

W(Gzn) == W(G27S_1) = (1 -+ w1)2(1 + w1 + wg)s_l =

s—1
~1
+w122(8 ) (1 + wy) s~

h=0

2" —1
Pelo Teorema de Lucas, temos ( ) ( h ) = 1(mod 2), para todo

0 < h <s—1, assim, segue que

s—1 s—1
s—1
(1+ wl)QZ ( B )(1 —|—w1)hw§ 1=h Z(l + wy )h+2w§ I=h —

h=0 h=0

s—1 h+2 s—1 s+1—:
zz(h”)wlwg Yy (1wt

h=0 j=0 i=

M

Para cada 0 <7 < s —1, o termo homogéneo w{w% do somatorio
s+1—1 s+ 1—34 i
St
=0 J
atinge grau k (0 < k < 2n =2(s—1)) quando j = k — 2i, mas como j > 0, devemos
ter que 0 <7 < g
Assim temos:
— s+1-— k—2i i
Wi (Ga,s-1) = Z ( L9 >w1 Wy,
0<2i<k

s+1—1

onde, por convencao, ,
P ¢ ( k—2i

):Osek—2i>s+1—i.

29



Em particular, para k£ = s, temos

- sS+1—1\ 9
ws(Gas-1) = Z ( < — 9 )wl 2w2.

0<2:<s

o s+1—1 s+1—1 s+1—1
omo = = segue que
5 — 2 s+1—i—(i+1) i1 ) eEied

_ s+1—1\ 9 s SHL—=a) o i
Wy (G2s1) = Z ( i1 )wl 2w2:w1+ Z ( i1 )w1 2w2:

0<2i<s 2<2i<s

1—i .
=05+ (Ls—1)+ Y (5+ Z)w‘f‘z’w;:

1+1
2<2i<s +

S _ s+1—1 T
:(1,5—1)+(2)wf wy Y ( i )w‘f 2yl =

2<i<s
s+1—1 o
=(1,s—1)+ Z ( it )wf Zaps,
2<i<s
s
pois (2> =0 (ja que devemos ter s > 2) e (0,s) =0, poisn=s—1 < s.

Observe que (1,5 — 1) # 0 e pelas formulas de multiplicagao, os elementos
wi M wh = wi*(i,4) (para 1 < i < £) é uma soma, onde s6 pode ocorrer termos da
forma(j, s — j) com j > 1. Assim wg # 0.

Portanto, G ,_; ndo pode imergir em R*~2Ts~1 = R3573 o que mostra o item

2. |

Observacao 3.5.1. O resultado obtido no item 2 do Teorema 3.4.1 é o melhor
possivel utilizando apenas as Classes de Stiefel-Whitney, isto é
Wi(Gas-1) =0, para todo s < k <2(s—1) = 2n.

Suponha k > s =2" com k = s+ 1+ p, para certo p, tal que 0 < p < s — 3.
Entao

B s+1—1 9
Wi (Gos-1) = Z ( L — 9 )wf 2wy

0<2i<k
s+1—1 o
_ ( 1+ 2_)wi+1+p 2y
0<dicariap 5T L TP T
s+1—1 s 9
" ( 1 2') wit
2p<2i<s+1+p stl+p—=2u
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s+1—1

018, se 21 < 2p seque que ,
P P segueq (5+1+p—22

> =0. Assim

_ S + 1 —Z —2
Wi (Gos 1) = Z ( )wi—&-l—&-’p 2

; 1—p
2p<2i<s+1+p
s+l—p—i 1—p—2i  pti
-2 ( ' wy TP
i
0<2i<s+1—p
s+1—p—i 1—p—2i_ i
= wh E ( , wi T TP )
i
0<2i<s+1—p

= wWhsi1-p = (p,p)(0,s+1—p) =0
pois (p,p)(0,s+1—p)=(p,s+1) =0, jd que, neste caso, s+ 1 > n.

Observacio 3.5.2. E possivel mostrar que se X é wma variedade fechada de di-
mensdo n e f : X — R"* ¢ um mergulho entio a classe de Stiefel-Whitney de
grau k do fibrado normal do mergulho f, wy(vy), € zero, vide [2].

Assim, pelo fato de que Wap_2(Gay) # 0 € Ws(Gas—1) # 0 e Ga,, € variedade
fechada de dimensao 2n, seque que G, nio mergulha em R*"2P~2 = R*72 ¢ Gy, 4

nao mergulha em R?572+s = R3572,
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