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Resumo

Neste trabalho estudamos a dindmica assintética ndo linear de problemas parabdlicos se-
milineares do tipo reagcdo-difusdo considerando que o coeficiente de difusdo torna-se grande em
uma sub-regido Qg que € interior ao dominio fisico Q. Obtemos, sob determinadas hipdteses,

que a familia de atratores se comporta continuamente com relacdo a uma taxa de atragdo.






Abstract

In this work we study the nonlinear asymptotical dynamics of a semilinear reaction-
diffusion equation of parabolic type, when the diffusion coefficient becomes very large in a
subregion o which is interior to the physical domain 2. We obtain, under suitable assumpti-

ons, that the family of attractors behave continuously with respect to a rate of attraction.
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Introducao

Nos modelos de conducdo de calor em materiais compostos o coeficiente de difusio
comporta-se de modo bastante irregular, fazendo, por exemplo, com que o calor seja conduzido
mais rapidamente em algumas regides e mais lentamente em outras. Analisar tal estado singular
para prever o seu comportamento ao longo do tempo € uma das razdes da andlise assintética das
equagdes diferenciais.

Neste trabalho iremos considerar problemas de reagdo-difusdo semilineares para os quais
o coeficiente de difusdo torna-se muito grande em um subconjunto que estd no interior do domi-
nio fisico da equacao diferencial e mostrar como sua dindmica assintética (atrator) se comporta
continuamente com respeito a variagdo da difusdo. Formalmente, sejam €2 um dominio limitado
e suave de R”, € um pardmetro positivo, m um inteiro positivo e ¢ = UL ;o ; um subconjunto
suave no interior de €, onde £ ; sdo sub-dominios suaves de £ com ﬁo,i 0507 j =0, para
i # j. Denotemos Q| = Q\ Q) e notemos que dQ; = IQU IQy. Assumimos que 0s coe-
ficientes de difusdo sdo fungdes suaves em Q, satisfazendo 0 < mg < pg(x) < Mg, para todo
xeQel<e<g. Também assumimos que a difusdo € grande em Q(y quando € — 0, mais

precisamente,

(0 9 po(x), uniformemente em Q com pg € C*(Q1, (0,))
PelX

oo, uniformemente em subconjuntos compactos de €2

Com esta terminologia, consideramos a seguinte familia de equagdes parabdlicas

(uf —div(pe(x)Vu®) + Au® = f(u®) em Q

dut
pg(x)% =0 em 0Q (D
() =



Introducgao

e € (0,&), & >0, >0, fcE*R).

Uma vez que difusibilidade grande implica uma rapida redistribui¢do das ndo homoge-
neidades espaciais, € natural esperar que para valores pequenos de €, a solu¢do do problema (1)
seja aproximadamente (espacialmente) constante em (. Por esta razdo, suponhamos por um
momento que u® convirja, em algum sentido, para uma fun¢do u = u(t,x) que assume o valor
constante ugq, (¢) sobre €.

Como mostrado em [2]], o problema limite de (I]), quando € — 0, toma a forma

u(t) — div(po(x)Vu) + Au= f(u), emQ

u|907i = uQOJ’ cm 907”12 1,“.,m
S 2% 4612 Flug, ), i=1 .
X = u L= u ), i=1,..m
|QO,I‘ 8907,» pO 872 QO,[ QO.[

po(x)? =0, emdQ

qu,i

—

u(0) = uop.

\

Quando o parametro € — 0, a difusdo p, torna-se muito grande em €2y, que € interior
ao dominio Q, e seu limite em Qy é uma EDO. E importante observar que o problema (1)
¢ uma perturbagdo singular do problema (2)) onde o coeficiente de difusdo é feito grande em
sub-regides do dominio.

O problema em questdo foi considerado em trabalhos anteriores, dentre os quais des-
tacamos [2]] e [15]. Com algumas hipéteses sobre a ndo-linearidade f, os problemas (1)) e (2))
possuem solucdes globalmente definidas e possuem atratores globais nos espagos de fase H! (Q)
e Hglzo(Q) = {uc H'(Q) : Vu = 0em Qq}, respectivamente.

O estudo do comportamento da familia de atratores associada foi iniciado em [2], onde
os autores obtiveram sua semicontinuidade superior em € = 0. A semicontinuidade inferior
foi estabelecida em [15]], e em [7] com condicdes de fronteira ndo-lineares. Recentemente foi
considerado em [4] um problema de reacdo-difusdo com variagdo no coeficiente de difusao,
ressaltando a uniformidade (em €) da convergéncia dos atratores, bem como algumas taxas
para tal convergéncia. A diferenca ||pe — pol| foi tomada como pardmetro, sem, entretanto,
assumir que a difusdo torna-se muito grande em uma sub-regido interior ao dominio fisico.
Nosso objetivo € estender alguns resultados de taxa de convergéncia obtidos em [4] para o caso

especifico de problemas com difusdo grande localizada.

Consideramos {7 (t);t > 0}, € € [0, &], os semigrupos ndo lineares associados aos pro-

2



Introdugao

blemas (1)) e (2) e <% seus atratores globais. Sem nos preocuparmos com os detalhes, apresen-

tamos as seguir os principais resultados obtidos neste trabalho.

@

(i)

(111)

(iv)

v)

1
Sejam 6 € (0,3) e {u®}eejo,¢,) uma familia com u® € X¢, € € [0,&)]. Entdo existem

constantes positivas C e L tais que
_1_
ITe (0)u® = To(0)u || 1 < CeH17270 [ =l 1 + (Il pe = poll=()) +Je)°], 120, (3)

onde J¢ €290 ¢ esté relacionado com a decomposicio de H'(Q) em fungio do subespago
Hf, ().

Suponha que o conjunto &y = {ug’l , ...,ug’k} dos pontos de equilibrio de (2) seja cons-

tituido de pontos de equilibrios hiperbdlicos (portanto existe um nimero finito deles).
Entdo existe € € (0, &) tal que o conjunto & dos pontos de equilibrio de (I) € tal que

& =S, .Y, e € (0,8, e

b =2l 30, i= 1k
X¢

Os atratores globais dos semigrupos ndo lineares associados aos problemas (1)) e (2) sao
k

dados por &% = U W ("), onde W (uf) denota a variedade instavel de u€. Além disso,
i=1

para cada vizinhanga B(u%,6) de uf, se u® € B(uf,§), entdo existem y,M > 0 indepen-

dentes de ¢, tais que

dist(Te (1)u® ,W"(uf)) < Me™" 4)
durante o tempo em que a 6rbita T (f)u® permanece em B(uf, §).

A familia {o% }¢ € continua em € = 0 e tal continuidade pode ser estimada por

Y

. , N | 1
disty (e, ) + disty (0, e ) < C|[([[pe — Polli=(q,) +Je)? WAL

onde C,7 e L sio constantes positivas, 8 € (0, %), disty denota a semidistancia de Haus-
dorff e Z¢ €29 () estd relacionado com a decomposicio de L?() em fungio do subespago

L%zo (Q) = {u € L*(Q); u é constante q.s. em Qg ;}.

Estamos em uma situagdo particular de [5], assim 7 é homeomorfo a um subconjunto

de R? para algum p apropriado, mais ainda, 7% pode ser projetado injetivamente em

3



Introducgao

um espaco de dimensdo finita, sendo assim, podemos entendé-lo como um objeto de

dimensao finita. Isto é, <7 é um atrator exponencial fractal.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Capitulo 1 reunimos defini¢des, estabelece-
mos notagdes e resultados preliminares que serdo utilizados no decorrer dos demais capitulos.
Definimos os espacos de Sobolev e fazemos um resumo sobre a teoria de semigrupos e atra-
tores, em seguida obtemos condi¢des para existéncia e unicidade de solug¢des globais para o
problema de Cauchy parabdlico e apresentamos as no¢des de continuidade de atratores, taxa de
atracdo e de convergéncia compacta. Com o objetivo de uma leitura rdpida, as demonstragdes
foram omitidas.

O Capitulo 2 € dedicado ao estudo de uma equagao de reagao-difusdo com difusdo grande
localizada em uma regido interior ao dominio fisico da equagdo. Escrevemos o problema em
um formato semilinear parabdlico apropriado e demonstramos propriedades dos operadores. As
principais propriedades sdo a setorialidade e a estrutura gradiente dos semigrupos nado lineares
associados. Na sequéncia estimamos a convergéncia compacta dos operadores resolventes, a
continuidade dos semigrupos lineares e ndo lineares, obtendo assim a taxa de atragéo (||pe —
poll =)t Jg)% + Z¢. Para tanto € necessario um estudo detalhado de determinados problemas
elipticos.

Reservamos o Capitulo 3 para tratarmos da continuidade dos conjuntos de equilibrio e
da continuidade dos atratores. Obtivemos que as variedades instdveis sdo dadas localmente
como gréfico de uma aplicacdo Lipschitz, do que resulta a atracdo exponencial dos atratores.
Utilizamos os resultados obtidos no capitulo anterior para estimar a continuidade dos atratores
pela taxa de atracdo.

No apéndice A apresentamos uma estimativa para a dimensao fractal dos atratores asso-
ciados aos problemas (I)) e (2) e garantimos que, sob certas condi¢des, os atratores podem ser

vistos como objetos de dimensao finita.




Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo reunimos defini¢des, estabelecemos notacdes e resultados preliminares que
serdo utilizados nos capitulos seguintes. Comeg¢amos com os espacos de Sobolev e a teoria de
semigrupos e atratores, obtemos condi¢des para existéncia e unicidade de solugdes globais para
o problema de Cauchy parabdlico e apresentamos a nocdo de continuidade de atratores. Con-
cluimos com a convergéncia compacta, uma ferramenta bdsica para compararmos problemas

definidos em espacos diferentes. As principais referéncias sao [6} 9, 10, 11} [12] e [[13].

1.1 Espacos de Sobolev

Definicao 1.1.1. Sejam Q um subconjunto aberto de R" e 1 < p < oo. Definimos o espaco de

Sobolev WP (Q) por

whrP(Q) = {u e LP(Q);3g1,...,8n € LP(Q) tais que

X oo .
| uSEax =~ [ gipdx. Vo e CT(@.i=1..n}.

0
Denotamos a_u =g e W2(Q) = H'(Q). Se m > 2, definimos
Xi

WP (Q) = {u € LP(Q):;V|a| < m, Igq € LP(Q) tal que

[ uppds= (-1 [ gapax. vo e @)},
Q Q
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. ool
onde @ = (o, ...,0,) com o € NU{0}, i=1,...n, |ot| =) + ... + oy e D¥ = a;xl—(gx%
1 n

Denotamos D%u = g e W2(Q) = H™(Q).

Consideramos W!”(Q) munido da norma

u

el =l + 32 5

Lr’

H'(Q) com o produto interno

du 9 du 9
<“’V>H‘:<““2+Z<aj a:> /”Vd”z/ a;ta: !

o qual induz a norma

ol = (1l

‘I

que € equivalente 2 norma de H'(Q). Também consideramos W () munido da norma

8x,

lllwme =} 1D%ulr,

0<|a|<m

e H™(Q) com o produto interno

(U, v) gm = Z (D%, D%V),»,
0<|at|<m

o qual induz a norma
1

n u 2 2
= (X |[55],)

que € equivalente a norma de H"(Q).

Observacao 1.1.2. Com as respectivas normas, W7 ¢ um espago de Banach e H” € um espago
de Hilbert param > 1e 1 < p <oo. Além disso, WP, m > 1, é reflexivo para 1 < p < oo.
Note que D*u estd unicamente definida quase sempre e coincide com a derivada usual caso
u seja derivdvel e esta derivada esteja em L”(Q). As regras de derivagdo tais como derivagdo
do produto, regra da cadeia e integracdo por partes possuem correspondentes versdes para os
espacos de Sobolev. Se Q é limitado, entio C! (Q) C W!»(Q). Reciprocamente, se u € W7 (Q)
egi= 3—; € C(Q), paratodo i = 1,..,n, entdo u = ii q.s., onde if € C! (Q). Se Q € de classe cl,

entdo a norma de W7, m > 2, é equivalente a norma [[ul|r+ )  ||D%ul|z» € 0 espago CZ°(R")
la|l=m




1.1 Espacos de Sobolev

restrito a © é um subespaco denso em W7 (Q) para 1 < p < oo. Para detalhes indicamos [6]].

Estamos interessados nos teoremas de imersdes de Sobolev, sobretudo quando p = 2. Tais
imersdes dependem da dimensao do espago bem como de propriedades de regularidade de €.
Por exemplo, se n = 1, entdo WP (Q) < L(Q) continuamente, para 1 < p < oo, mas, se n > 2,

tal resultado s6 vale para p > n.

Teorema 1.1.3 (Rellich-Kondrachov). Suponhamos que Q C R” seja aberto, limitado de classe

C'. Entio temos as seguintes imersdes compactas
g p
1 I 1
(i) WhP(Q) < L1,Vq € [1,p*),onde — > — ——se p <nm;
p p n
(i) WIP(Q) — L1, Yq € [1,) se p=n;
(i) WP (Q) — C(Q), se p > n.
Em particular W!?(Q) < LP(Q) compactamente para todo p.

Observacio 1.1.4. Observamos que H'(Q) < L?(Q) compactamente quando Q é limitado e
suave. Além disso, | Vul|;2 + ||u||;2 é uma norma equivalente 2 norma de H'(Q) e, se ||Vu|| ;1 =

0 em Q, entdo u é constante em cada componente conexa de Q.

Denotamos, para 1 < p < oo, Wol’p(Q) = C=(Q) em WP(Q). Em particular, H} (Q) =
C=(Q) em H'(Q) que munido da norma de H'(Q) é um espago de Hilbert. Informalmente, as

fungdes em H (Q) sdo aquelas que se anulam em 9Q.

Teorema 1.1.5. Suponha que Q C R” seja aberto de classe C'. Sejau € WP (Q)NC(Q) com

1 < p < . Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(1) u=0em Q.
(i) ue W, 7 (Q).

Lema 1.1.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1 < p < oo e seja Q C R" aberto e limi-

tado. Existe uma constante C (dependendo de |Q| e p) tal que
luller < ClIVuller, VueWy"(Q).

Em particular |Vu||z» é uma norma em Wl’p(Q), equivalente & norma |ul|y1,. Em H}(Q), a

Jdu dv

expressao dx ¢ um produto interno que induz a norma ||Vul|,;2, que € equivalente
a L4>
xl

a norma HuHH1
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Denotamos por H~!(Q) o espaco dual topoldgico de H'(Q). Existe uma imersio cand-
nica T : (L*(Q))* — H~'(Q), que é simplesmente a restricio a H'(Q) dos funcionais lineares

continuos @ em L?(), ou seja,

<T§07V>1-1—‘,H‘ = <¢’v>(L2)*,L2 .

Também, ||T@[|y-1 < C||@||(;2)- para alguma constante C > 0, T € injetora (mas pode ndo ser
sobrejetora) e a imagem de T é densa em H~!(Q). Assim, identificando L?(Q) com (L*(Q))*

e usando a imersao T, obtemos
HY(Q) = [2(Q) = (L*(Q)* = H (Q).

Concluimos esta secdo enunciando o Teorema de Lax-Milgram, o qual utilizaremos no

proximo capitulo para obter propriedades de certos operadores e resolver problemas elipticos.

Teorema 1.1.7. Suponha que a(u, v) seja uma forma bilinear continua e coerciv em um espago

de Hilbert H. Entao, para qualquer ¢ € H*, existe um tnico u € H tal que
a(u,v)={(@,v), VveH.

Além disso, se a € simétrica, u é caracterizado por

ucH
%a(w) —(Q.u) = rvgi;}{%aw V)= (o) }

1.2 Semigrupos

No que segue X denotard um espaco de Banach e K o corpo dos nimeros reais ou com-
plexos. Consideramos .Z(X) o espago dos operadores lineares limitados e X* = .Z(X,K) o

dual topolégico de X, munidos das respectivas normas

1T 2x) = sup||Tullx, VT e ZL(X).
ueX

flull<1

'Uma forma bilinear a(u,v) em um espago de Hilbert H é continua quando existe uma constante C > 0 tal que
la(u,v)| < ||u]|||v| e coerciva se existe uma constante & > 0 tal que a(u,u) > o||u|*, u,v € H.




1.2 Semigrupos

|u*||x= = supRe (u*,u), Vu*eX,
2

onde (u*,u) denota o valor de u* em u. Denotamos .# (X) o subespaco fechado de .Z(X)

constituido de operadores compactos.

Definicao 1.2.1. Seja X um espago de Banach. Dizemos que uma familia de operadores lineares

limitados {7'(r) : X — X ;¢ € [0,00)} é um semigrupo quando satisfaz as seguintes condi¢des:
(i) T(0)=1,
() T(t+s)=T()T(s), Vt,s€][0,00).

Dizemos que o semigrupo € uniformemente continuo quando:

—0"

t
(i) |7(t) =1l 2x) — 0;
e fortemente continuo ou um Cy-semigrupo quando
. t—07
) ||IT(H)u—ullx — 0, VYueX.

Dizemos que uma familia {T'(¢);t € R} C £ (X) é um Cyp-grupo quando satisfaz (i), (ii) acima

e IT(Ou—ullx =20, Vuex.

Definicdo 1.2.2. Seja {T'(¢);t > 0} C .£(X) um Cp-semigrupo. Definimos seu gerador infini-

tesimal como o operador linear A : D(A) C X — X, onde

T(t)u— T(t)u—
(t)u—u existe} e Au= lim M
t—0t t

D(A) = {u € X; lim

—0t
A seguir destacamos algumas propriedades dos Cp-semigrupos.

Teorema 1.2.3. Seja {T'(¢),r > 0} um Cp-semigrupo. Entdo existem constantes A > 0e M > 1
tais que

IT (@)l 2x) < MM, 1>0.

Denotamos A € G(M,A) quando A é gerador de um Cy-semigrupo satisfazendo

IT(0)]| 2 (x) < Me™
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Teorema 1.2.4. Sejam {7 (¢),t > 0} um Cp-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo sdo

validas as seguintes propriedades:

(i) Paratodo u € X, a aplicagdo t — T'(t)u é continua para ¢t > 0.

(i1) Paratodo u € X,
1 rith
lim — T ds=T(t)u.
lim - z (s)uds (t)u

(i11) Paratodo u € X,

t

/OIT(s)udsED(A) e A</0 T(s)uds):T(z)u_u'

(iv) A é densamente definido, fechado e, para todo u € D(A), t — T(t)u é continuamente

diferenciavel e
dT (t)u
dt

=AT () u=T(t)Au, Vt>O0.

(v) Paratodo u € D(A),
T(t)u—T(s)u = /t T(h)Audh.

(vi) ﬂ D(Ak) € denso em X. Em particular, D(Ak) é densoem X, Vk € N.
k=1

Dado um operador linear A, denotaremos por p(A) e R(A) o conjunto resolvente e a

imagem do operador A, respectivamente.
Teorema 1.2.5 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Sdo equivalentes:

(i) A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo satisfazendo

IT(0)|lgx) <€, A>0, Vi>0.

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido, (A1,00) C p(A),A >0e

I —A) " gx < Vu>A.

=2l

Observacdo 1.2.6. Se u € C é tal que Reyt > A, entdo u € p(A) e

(,u—A)luz/O e HT(udt, VueX.

10
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Definicdo 1.2.7. Dizemos que um Cp-semigrupo {7'(¢);¢ > 0} é um Cyp-semigrupo de contra-

¢oes quando || T ()| #(xy < 1, para todo ¢ > 0.

Seja X um espago de Banach. Denotamos a aplicacdo dualidade por F : X — P(X™),
onde

F(u) = {u" € X"1Re (u",u) = Jullg, u"|lx- = [lullx}.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que F(u) # 0, para todo u € X. Dizemos que um opera-
dor linear A : D(A) C X — X é dissipativo se, para cada u € D(A), existe u* € F(u) tal que

Re (u*,Au) < 0. Temos A dissipativo, se e somente se,
I~ Ayl > plullx, VueDA), V>0,

Teorema 1.2.8 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear densamente definido.

(i) Se A é o gerador infinitesimal de um Cyp-semigrupo de contragdes, entdo temos Re (1™, Au) <
0 para todo u* € F(u) e, para todo u € D(A). Além disso, R(u —A) = X para todo u > 0.

Em particular, A € dissipativo.

(ii) Se A é dissipativo e R(p —A) = X para algum py > 0, entdo A é o gerador infinitesimal

de um Cp-semigrupo de contragdes.

Corolario 1.2.9. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se A e A* sdo

dissipativos, entdo A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes.

Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Denotamos sua imagem numérica por
W(A) ={({u*,Au) ;u € D(A), ||lul|x = L,u" € X", ||u*||x- =1, (u",u) = 1}.
Quando X € um espaco de Hilbert, temos
W(A) = {{Au,u)y s u € D(A), [|ullx =1}

Teorema 1.2.10. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente definido.

Se u € C\W(A) entdo u — A é injetor, R(u — A) é fechadoem X e

(= A)ullx > dist(u, W (A))l|ullx, VuecD(A).

11



Preliminares

Além disso, se £ é um dominio em C\W(A) tal que p(A)NX # 0, entdo X C p(A) e

(s =A) "l 20y Vuex.

= Gst (WA’

No que segue denotaremos por {e’;¢ > 0} 0 C-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A.
Para uma perturbagcdo de um Cp-semigrupo por um operador linear limitado, temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.2.11. Seja {e*’;r > 0} um Cy-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A. Se B €
Z(X), entdo A+ B : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {eA+8);r >

0}. Se HeAt||g(x) < Me, para todo 1 > 0, entdo

AsBY| < M MIBL),

Z(X)

e

para todo ¢ > 0. Além disso, {e(AJrB)t ;¢ > 0} é solugdo da seguinte equacdo integral:
eATB)y — Ay 4 /teA(ts)Be(*HB)suds, VueX.
0

Teorema 1.2.12. Sejam A,A; € G(M,A), k € N. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalen-

tes:

k—so0

(i) Para quaisquer u € X e € C com Rept > A, (U —Ay) " lu—= (u—A)"u.
(i) Para quaisquer u € X et >0, ey % Ay,
Além disso, a convergéncia em (ii) € uniforme para ¢ em intervalos limitados.

Para (Ag)reny € G(M,A) e u € C com Rept > A definimos o operador linear

S(u)u = lim (1 —Ag) " 'u.

k—ro0

O préximo teorema assegura que a convergéncia de uma sequéncia de geradores infinitesi-
mais Ay € G(M,A) equivale a convergéncia dos Cp-semigrupos correspondentes. Observamos
que como tais semigrupos e geradores estdo definidos nos mesmos espagos base, a nocao de
convergéncia (pontual) é natural. Este teorema motiva a abordagem que faremos futuramente
onde consideraremos operadores definidos em espacgos distintos, quando evidentemente uma

nova nocao de convergéncia serd necessaria.
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1.3 Operadores setoriais, poténcias fraciondrias e problema de Cauchy parabdlico

Teorema 1.2.13 (Trotter-Kato). Seja (Ax)reny € G(M,A). Suponha que exista yy € C com

Reply > A satisfazendo
() (to—Ax) 'u ey S(uo)u, paratodou € X e
(ii) A imagem de S(Lo) é densa em X.

Entéio existe um operador A € G(M, A) tal que S(to) = (tto—A)~". Além disso, ey =% Aty

para todo u € X, e a convergéncia é uniforme para ¢ em subconjuntos limitados de [0, o).

1.3 Operadores setoriais, poténcias fracionarias e problema

de Cauchy parabdlico

Definicao 1.3.1. Dizemos que o operador linear A é um operador setorial se A é fechado, den-

samente definido e existem constantes ¢ € (0,7), M > 1 e A € R tais que

Zoe={ueClagu+A)<m—9,u#1}

¢ um subconjunto de p(—A) e

I +A4)" 2 <

v
A

S

Figura 1.1: Operador setorial
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Observagdo 1.3.2. £_, , Cp(—A)e | (u +A)_1||$(X) < |HA4/'I7L|’ Vi €X_) 4 se, e somente
M
se,Xp 9 ={HeC;¢ <larg(u—2A)|<mu#a}cpAel(u—A)" g < Al Ve

L)

Teorema 1.3.3. Seja A um operador linear setorial. Entdao —A € o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo {e~4’;¢ > 0}, onde

1
—At: ut A —ld
e —zm/rle (L+A)" " du,

onde I'y ¢ a fronteira de X_, ,,\{u € C;|u +A| < r} para algum r pequeno e v € (¢,7),

A ge estende

orientada no sentido da parte imagindria crescente. Além disso, a aplicacdo f — e~
a uma aplicacdo analitica em uma regido contendo o eixo real positivo e existem constantes

K,K; > 0 tais que

el <K, e g < KuTleM, Wiz 0

de—Al
dt

:Ae_A’, Ve >0.

Dizemos que um operador fechado A, com p(A) # 0, possui resolvente compacto se, para
algum (e consequentemente todo) u € p(A), (u —A)~! € #(X). Quando o Cyp-semigrupo é

gerado por um operador —A tal que A € setorial, temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.3.4. Se A € um operador linear setorial com resolvente compacto, entdo o semi-

grupo {e~4";t > 0} é constituido de operadores compactos.

Teorema 1.3.5. Sejam A um operador setorial e B um operador linear tais que:
D(A)CD(B) e |Bullx < é&l|Aullx +K[ulx, VueD(A),

para algum € > 0 e alguma constante K. Entdo o operador A + B é setorial, D(A+B) = D(A) e

A+B)t

{e=(A+B). 1t > 0} é um Cy-semigrupo tal que 7 — e~ se estende a um aplicag@o analitica

em uma regido contendo o eixo real positivo.

Defini¢do 1.3.6. Para um operador setorial A satisfazendo Re(c(A)) = {Reu;u € 6(A)} C

(0,00), onde o(A) = C\p(A) denota o espectro de A e para & > 0, definimos o operador potén-

14



1.3 Operadores setoriais, poténcias fraciondrias e problema de Cauchy parabdlico

cia fraciondria associado a A por

1 (o]
A'=] e A%= —/ 1% e A gy,
I'(a)Jo

onde I' é a fungio Gama e {e~4';t > 0} é o Cy-semigrupo gerado por —A.

Temos A~% € Z(X) injetor, logo D(A~%) = X e sendo assim, definimos A% = (A=%)~1,

para o > 0. Sdo validas as seguintes propriedades:
Teorema 1.3.7.

(i) A% é um operador linear fechado, densamente definido com D(A%) = R(A™%).
(ii) Se o> B >0, entido D(A%) C D(AP).
(iii) Para o, € Re y=max{a,B,a+ B}, A% Py = A%APy, para todo u € D(AY).
(iv) Paratodo u € X, e 4'u € D(A%), a > 0.

(v) Paratodo u € D(A%), e AMAYY = A% Ay o > 0.
(vi) A% A e L(X) e |A% || px) < Kot %9t >0, K, constante.

(vil) Se 0 < a < 1, entdo

_ senmwol [ _ _
- /0 W%+ A dp.

Definicdo 1.3.8. Seja A um operador linear satisfazendo Re(o(A)) C (0,e0). Definimos o es-
pago de poténcia fraciondria associado a A por X% = D(A%), munido da norma do gréfico

||| x« = ||[A%u||x. Entendemos X° = X.

Teorema 1.3.9. Seja A : D(A) C X — X um operador setorial satisfazendo Re(c(A)) C (0,eo).

Entao:
1) (X% -|lxa), &« > 0, é um espaco de Banach.
(ii) Se A tem resolvente compacto, entdo para & > 3 > 0 temos X% < X B compactamente.

Lema 1.3.10 (Desigualdade do Momento). Para quaisquer B < a < 7, se u € D(AY), vale:
a—p =2
IA%ullx < CllAYull 7 (APl ",

onde C > 0 € constante.
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Teorema 1.3.11. Seja A : D(A) C X — X um operador setorial tal que para algum o € R,

o(—A)N{u € C; Reu = a} = 0. Definimos o operador projecdo espectral Q : X — X, por

B 1
2mi

0 /y (h+A) " du,

onde 7y é uma curva fechada, retificivel e simples que envolve 6(A)N{u € C; Rept > at} e
Q = 0 se esta intersecao € vazia. Entdo Q é uma projecdo continua , 0> =Qe Qe 4 =4,
para todo t > 0. Se Xy = Ker(Q) e X_ = R(Q), entdo e |y, € L(X}), e Y|y € L(X_)e
existem constantes M > 1 e 6 > 0 tais que

le™ |x, [l x,) < Mel*, 1 >0.

—At|X

Também, {e ; 1 >0} se estende a um Cy-grupo definindo e At Ix. = e A1) |x_,parat <0,

€

le ™ |x_ |l ) < Mel*T) 1 <0.

Além disso, temos a decomposi¢do X = X, & X_ e, se X_ tem dimensdo finita, entdo A|x_
ee My = e Al possuem representacdo matricial com relagdo a qualquer base de X_. Os

elementos de X_ sdo autovetores ou autovetores generalizados de —A.

SejaA : D(A) C X — X um operador setorial satisfazendo Re(o(A)) C (0, ). Considera-
mos X% com a norma do gréfico, f : U — X com U aberto em R x X% e o problema de Cauchy
parabdlico

u+Au= f(t,u), t>rn
(1.1)

u(ty) = up.
Definicao 1.3.12. Uma solucdo de (I.1) em [tp, T) € uma fung@o u : [tp,T) — X que € diferen-
cidvel em (9, T) com u(tg) = ug e tal que (¢,u(t)) € U e u(t) € D(A) parat € [to, T ), além disso

t — Au(t) é continua e (I.1]) estd satisfeita.
Se para cada (t;,u;) € U existe uma vizinhanga V C U de (1, u;) tal que, para quaisquer
(t,u),(s,v) €V
() = f(s.v)lxe < LIt = 1% + [l —vlxe),

onde 0 e L sdo constantes positivas, dizemos que f é localmente Holder continua na varidvel t

e localmente Lipchitz continua na varidvel x.
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1.4 Atratores globais para semigrupos ndo lineares

Lema 1.3.13. Se f ¢ localmente Holder continua na varidvel ¢ e localmente Lipchitz continua

na varidvel x, entdo u € solugao de (1.1) se, e somente se,

1
u(t) = e A0y + [ e AU £ u(s)) ds.
fo
Teorema 1.3.14. Sejam A um operador setorial, 0 < o < 1, U abertoem Rx X% e f: U — X
localmente Holder continua na varidvel ¢ e localmente Lipchitz continua na varidvel x. Entdo,
para cada (fp,up) € U, existe uma unica solucdo u : [ty,7) — X% definida em um intervalo

[to,T). Além disso, se u é maximal e para todo B C U limitado, f(B) C X ¢ limitada, entdo ou

: A koo o : k—o0
T = oo ou existe uma sequéncia fy —= T~ de tal maneira que (1, u(f)) — OU.

Corolario 1.3.15. Sob as mesmas hipdteses do Teorema|1.3.14} se U = (7,0) x X% e também
| f(t,u)||x < k(t)(1+||u||xe) para todo (¢,u) € U, onde k(t) é continua em (7,c0), entdo, para

to > T e up € X%, atinica solugdo de (I.T)) passando por (7, u) existe para todo ¢ > .

Observacao 1.3.16. Se f ¢ independente de 7 e globalmente Lipschitz, limitada, continuamente

L/ (u)]x

diferencidvel e, para u solucao de (1.1J),
1+ [|ul|xe

€ limitada, entdo u é globalmente definida.

1.4 Atratores globais para semigrupos nao lineares

Sejam X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador setorial com resolvente

compacto tal que Re(o(A)) C (0,e0). Temos o seguinte:

Lema 1.4.1. Existe uma constante 6 > 0 tal que
le ™|l i xpy <Mt* Pe™®, B>a>0. (1.2)
Para a € (0, 1) fixado, consideramos o problema de Cauchy parabdlico

u+Au = f(u) (1.3)

u(0) =up € X%,

onde f: X% — X é globalmente Lipschitz, limitada e Fréchet continuamente diferencidvel.

Conforme a Observagdo [[.3.16] o problema (1.3)) possui uma solugdo definida para todo ¢ > 0.
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Tal solucao é dada por

u(t) :=u(t,up) = e uy+ /OteA(ts)f(u(s))ds,

onde {e~4,+ > 0} é o semigrupo analitico gerado por —A. Definimos, para ug € X* et >0, o

operador T'(¢) : X* — X% pela relag@o T (t)ug = u(t,up), isto é,
1
T(t)up = eAtuo—i—/ e A=) fu(s,ug))ds, 1> 0. (1.4)
0

Deste modo, {7'(¢);t > 0} C Z(X%) é uma familia de operadores (ndo lineares), satisfazendo:
() T(0)=1
() T(t+s)=T@)T(s), Vit,s €[0,00);
(iii) a aplicacdo (z,up) € [0,00) x X% — T (t)up € X* é continua.

Definicao 1.4.2. Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores (ndo lineares)
{T(t);t >0} C Z(X) satisfazendo (i), (ii) e (iii) acima é denominada um semigrupo ndo linear.

Neste caso, diremos apenas que {7'(¢);¢ > 0} é um semigrupo.
Definicdo 1.4.3. Sejam {7'(r);r > 0} C .Z(X%) um semigrupo e up € X*. Definimos
(i) Y™ (uo) = {T(t)ug;t > 0} a drbita positiva por uy;

(ii) uma drbita negativa por uy como sendo uma aplicagdo continua @ : (—oo,0] — X% tal que

©(0) =up e paratodo s <0, T(¢)p(s) = @(t+s), para todo 7 € [0, —s];

(iii) uma drbita completa por ug como sendo uma aplicacdo continua ¢ : R — X% tal que

¢©(0) =ug e paratodo s € R, T(¢)@(s) = @(t +s), para todo ¢ > 0.

A existéncia de uma 6rbita negativa ou completa por ug estd condicionada a X e a certas
restri¢des sobre ug, além disso, se tal érbita negativa ou completa existe, ela pode nao ser tnica.

Denotamos
H(t,up) = {u € X*; existe uma 6rbita negativa ¢ por u tal que @(—t) = u};
epara E CX* T(t)E ={T(t)u;ucE}e

H(t,E)={u e X%, Yuy € E, existe uma 6rbita negativa ¢ por u tal que ¢(—t) = u}.
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Assim definimos, quando possivel

(iv) 7 (up) = U H (t,uo) a orbita negativa por uy;
t>0

(v) Y(uo) = v (uo) Uy (uo) a drbita completa por uy;

(vi) YT ( U v (up) a drbita positiva por E;
upcek
(vii) Y~ ( U Y (up) a drbita negativa por E;
upek
(viii) y(E U Y(uo) a érbita completa por E;
upcE
(ix) o(E ﬂ U T (t)E o conjunto ®-limite de E;
s>0t>s
(x) a(E ﬂ UH (t,E) o conjunto a-limite de E.
s>0t>s

Até o fim desta sec@o consideramos {7'(¢);¢ > 0} o semigrupo associado a (1.3), ou seja,

o semigrupo dado por (I.4).
Lema 1.4.4. Seja E C X%*. Temos

(i) u € o(E) se, e somente se, existem sequéncias (f;); C [0,00) e (u)r C E com t — oo €

T(tk)uk tﬂ; u.

(ii) u € a(E) se, e somente se, existem sequéncias () C [0,00) e (uy ) C E com t, — oo tais

que, para cada k € N existe ¢ : (—oo, 0] — X% uma 6rbita negativa por uy e @(—1#;) .
(iii) se E ¢é limitado, entdo y* (E) é limitada e T'(¢)y* (E) € compacto, para todo ¢ > 0.

Definicio 1.4.5. Dizemos que um subconjunto E C X% é invariante sob o semigrupo {T (t);t >

0} quando T (¢)E = E, para todo ¢ > 0.

Lema 1.4.6. Um subconjunto E C X% é invariante sob {7 (¢);¢ > 0} se, e somente se, para cada

ug € E existe uma 6rbita completa y(ug) por ug e y(up) C E.

Definicdo 1.4.7. Sejam A, B C X*. Definimos a semidistdncia de Hausdorff de A até B por

disty (A, B) = supinf ||u — v||xe.
ucAveEB
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Observamos que a semidistincia de Hausdorff ndo é simétricae A C B < disty (A,B) = 0.

Definicao 1.4.8. Sejam E e F subconjuntos de X*. Dizemos que E atrai F sob o semigrupo

{T(t);t >0} se tli_>m disty (T (t)F,E) = 0.

Lema 1.4.9. Para todo up € X%, @(up) = @({uo}) é ndo vazio, conexo, compacto, invariante e
atrai {up} sob {T'(¢);t > 0}. Em geral, se E C X* é limitado e conexo, entdo @(E) é ndo vazio,

conexo, compacto, invariante e atrai E sob {7'(¢);¢ > 0}.

Lema 1.4.10. Suponha que uy € X% seja tal que existe uma Orbita negativa ¢ : (—oo,0] — X

por ug tal que @((—o0,0]) é compacto. Entdo

ap (o) = {v € X% 3 (1) C [0,00) com 15 — w0 & (1) "= v} (1.5)

é ndo vazio, conexo, compacto e invariante sob {7'(¢);z > 0}. Em geral, se E C X% é limitado e
Y~ (E) é ndo vazio e compacto, entdo &¢(E) é ndo vazio, compacto e invariante sob {7 (¢);z > 0}.

Definicao 1.4.11. Dizemos que um subconjunto nao vazio </ C X% é um atrator global para o
semigrupo {7'(z);t > 0} se &7 é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X% sob

{T(t);t > 0}.

Observacao 1.4.12. Se E é um subconjunto limitado de X% e invariante sob o semigrupo
{T(t);t >0}, entdo E C <7, ou seja, um atrator global para {7'(¢);¢ > 0} é um conjunto maximal

limitado invariante para {T'(¢);z > 0}, logo tinico. Também caracterizamos
o/ = {u € X%, existe uma solugdo global limitada por u}.
Lema 1.4.13. Para todo subconjunto limitado £ C X%, existem N > 0 e T > 0 tais que
sup sup ||v|lxe <N. (1.6)
1>2TveT(t)E

Além disso,

sup  sup ||v||xe <N. (1.7)
ECX* vew(E)
E limitado

Teorema 1.4.14. Sejam N como em (I.6) e By = {u € X%;||u||x« < N}. Entdo @(By) é um

atrator global para {7'(r);t > 0}.
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Consideramos a equagao

ur+Au= f(u). (1.8)
Definicdo 1.4.15. Dizemos que uma fungdo constante u(t) = u, € X%, para todo 7 € R, é uma
solugdo de equilibrio ou estaciondria de (1.8)) quando
Au, — f(uy,) =0.
Defini¢do 1.4.16. Dizemos que uma solugdo de equilibrio u, de (I.8) é hiperbdlica se o (A —
f'(uy)) é disjunto do eixo imagindrio.

Note que Au — f(u) =0 < T(t)u = u, onde {T(t);t > 0} é o semigrupo dado por (1.4).
Denotamos & = {u € X%, Au— f(u) =0} ={u € X%, T(t)u = u}.

Lema 1.4.17. Suponha que todos as solu¢des de equilibrio de sejam hiperbdlicas. Entdo

& € um conjunto finito, e assim cada solu¢do de equilibrio ¢ isolada.

Definicio 1.4.18. Dizemos que o semigrupo {7'(¢);¢ > 0} é gradiente se existe uma funcéo (de

Lyapunov) V : X* — R satisfazendo:
(1) V € continua;
(ii) a aplicagdior € [0,00) — V(T (f)u) € R € ndo crescente para todo u € X%;
(i) ue X*ue &< V(T(t)u)=V(u),Vt > 0.

No que segue supomos que {7(¢);¢ > 0} dado por (I.4)) é gradiente e & € constituido de

solugdes hiperbdlicas.

Lema 1.4.19. Para todo u° € X%, @(u°) = {u?} para algum u! € &. Consequentemente

Lema 1.4.20. Suponha que u” € X% seja tal que existe uma 6rbita negativa ¢ por u® com

@((—o0,0]) compacto. Entdo existe u) € & tal que otp(u®) = {u’} onde &ty é como em (T3).

Consequentemente, @(7) '— 0.

Definicdo 1.4.21. Seja u? € &, definimos

() avariedade instdvel de u® como
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W) = {u® € X%; u(t,u) esté definido para todo r < 0 e u(z,u®) '==" u’};
(ii) avariedade estdvel de u° como
W) = {1 € X% u(t,u®) =3 u°}.

Lema 1.4.22. Seja E um subconjunto relativamente compacto e invariante de X% sob {7 (¢);t >
0}. Se u € E, entdo existem u;,u, € & tais que u € W*(u;") NW*(uy ).
Teorema 1.4.23. Seja o/ o atrator de {T'(¢);¢ > 0}. Entdo .o/ = U W (u?).

we&

1.5 Continuidade de atratores e taxa de atracao

Na secdo anterior tratamos de semigrupos niao lineares dados pela férmula da variagdo das
constantes. Nesta secdo faremos uma abordagem mais geral, na qual os semigrupos independem
de um problema semilinear parabdlico. Continuaremos denotando X% como um espago de

Banach onde estdo definidos os semigrupos.

Defini¢éio 1.5.1. Seja {Ug }¢co,1] uma familia de subconjuntos de X*. Dizemos que {Ug }¢co,1]

é
(i) semicontinua superiormente em € = 0 se

e—0

disty (Ue,Up) = sup dist(ue,Uy) — 0;
MgEUg
(ii) semicontinua inferiormente em € = 0 se
disty (Uo, Ue) = sup dist(u, Ug) =23 0;

ucly

(ii1) continua em € = 0 se é semicontinua inferior e superiormente em € = 0.
Lema 1.5.2. Seja {Up }¢c|o,1) uma familia de subconjuntos de X “.

. N k—ro0 . ~ .
(i) Se toda sequéncia (ug, )ren, com ug, € Ug, € & — 0, possui uma subsequéncia com

limite pertencendo a Uy, entdo {Up }¢c[o,1) € semicontinua superiormente em € = 0.

(i) Se Up é compacto e para todo u € Uy, existe uma sequéncia (ug, )xen com ug, € Ug, k €N,

k—roo k—e0 ~ . . . . .
& — 0 e ug, — u, entdo {Ug }¢co,] € semicontinua inferiormente em € = 0.
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Proposi¢ao 1.5.3. Seja {T¢(t);t > O}ecpo, ) uma familia de semigrupos (ndo lineares) em X*
tais que, para cada € € [0, 1], o semigrupo {7¢(¢);¢ > 0} possua um atrator global <7%. Assuma

. T . 0 0
que o conjunto U ¢ seja compacto e que, para ug 7% ug, vale || Te (1) ue — To(t ) uo|| x £2%0,
€€[0,1]
para todo ¢t > 0. Ento a familia de atratores {A; } ec[o,1] € semicontinua superiormente em € = 0.

Teorema 1.5.4. Seja {T¢(t);t > O}cpo,1] uma familia de semigrupos em X tais que, para cada

€ €[0,1], o semigrupo {7¢(r);t > 0} possua um atrator global ;. Suponhamos que

£e—0

() & = {u',...,u""} paratodo & € [0,1] e [|ul” — u"||xa &5 0;

(i) Existe 8 > 0 tal que {W*(u5") N Bxa (u®',8)} ec(0,1] € semicontinua inferiormente em 0;

(i) ||Te(t)u — To(t)ul|x £29 0 uniformemente para u em subconjuntos compactos de X%,

para todo ¢t > 0;

k
(iv) o = U W (u),
i=1

Entéo {7 }¢c|o,1) € semicontinua inferiormente em € = 0 e existe € € (0, 1] tal que para todo

k
£ (0,8, o = | JW"(u).
i=1

A seguir definiremos o conceito de semigrupo gradiente-like, que generaliza o conceito
de semigrupo gradiente. A vantagem de considerarmos semigrupos gradiente-like é que os
mesmos sao estaveis sob perturbagdes e, em geral, verificar a defini¢ao de gradiente-like € mais

simples do que exibir uma fun¢do de Lyapunov para um determinado semigrupo.

Definicdo 1.5.5. Sejam {T'(¢);¢ > 0} um semigrupo com um ndmero finito de solu¢des estaci-
ondrias & = {v!, ...V} e

8 == min |v. —vl|[xe > 0.

Sejam &y < &y, u, € & e € € (0,&)). Uma e-cadeia de u* para u* é um subconjunto {v/, ...vi”} C
&, p < k, juntamente com um subconjunto {v1 ,..vP} C X% e constantes sy, ...,5p,1, tais que
0<s; <t parai=1I,..,p, tais que ||vi—vii||xa <egparai=1,...p+1, vi"“ = vl = u¥,
dist(T (s;))V',&) > ep e | T(t;)V' —viTl||x« < €,i=1,.., p. Diremos que u, € & é recorrente por

cadeias, se existe & > 0 e uma g-cadeia de u, para u, para cada € € (0,&).
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Figura 1.2: g-cadeias

Definicao 1.5.6. Seja {7'(¢); t > 0} um semigrupo com um nimero finito de solugdes estaciona-
rias & = {vl,...,v%} e suponha que ele possui um atrator global .Z. Dizemos que {T'(¢);¢ >0}

€ um semigrupo gradiente-like se as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(i) Dada uma solugdo global @ : R — X% em 7, existem i, j € {1,...,k}, tais que

: Vi e — : v llve = 0
[E@w||¢(t) Villxe =0 e tgfjle(P(l) Vi [l xe = 0;

(ii) & = {vl,...,v%} ndo contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

Observacao 1.5.7. Todo semigrupo gradiente é gradiente-like e uma perturbacdo de um semi-

grupo gradiente € um semigrupo gradiente-like.

Definicdo 1.5.8. Dizemos que um semigrupo {7(¢);¢ > 0} é assintoticamente compacto se
para cada fechado, limitado e ndo vazio B C X% com T (¢)B C B, existe um conjunto compacto

K = K(B) C B que atrai B.
Teorema 1.5.9. Suponha que as seguintes condi¢des sejam validas:

(i) O semigrupo {T'(t);t > 0} é gradiente-like e assintoticamente compacto com Orbitas

limitadas de conjuntos limitados e & = {u!,...,u*};

(i) & = {ul,...,u*} atrai pontos de X%;
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(iii) O semigrupo {7'(r);¢ > 0} satisfaz uma condic@o de Lipschitz da forma
HT(I)Wl—T(I)WzHXa gCeLtle—wsza, (1.9)

para todo B C X limitado € wi,w, € B, onde C, L sdo contantes positivas;

(iv) Cada ul € & verifica a propriedade: existem constantes positivas Cp, & € Po, tais que
* prop p q

dist(T (1 )uo, Wi, (1)) < Coe ™", (1.10)

sempre que uo pertence a uma dyp-vizinhanca de u), e a Orbita por uy permanece nesta

vizinhancga para ¢t > 0.

Entdo o semigrupo {7'(¢);¢ > 0} é exponencialmente limitado dissipativo. De fato, existe uma

atrator global &7 que atrai exponencialmente da seguinte forma: existem ¥ > 0 e K > 0 tais que
disty (T (t)B, /) < Ke ", t>0, (1.11)

para todo B C X% limitado.
Para semigrupos compactos, vale o seguinte resultado.

Teorema 1.5.10. Suponha que {7'(¢);t > 0} seja um semigrupo gradiente-like compacto para
t >ty > 0 que satisfaca a seguinte condicao de Lipschitz: dado qualquer vy € X, existe uma

bola By, tal que ¥ (By,) é limitado e, para constantes positivas Cy e Lo, temos
|7 (1)wy — T (t)wa||x < Coe™ ||wy —wallx, >0, (1.12)

para todos wy,wy € ¥+ (B,,). Suponha também que & = {u!,...,u*} atraia pontos de X% e que

cada i’ € & verifique a propriedade
dist(T (¢)ug, W (u')) < Ce PV, (1.13)
loc\*"x

sempre que o pertence a uma &y-vizinhanca de i’ e a érbita por uy permanece nesta vizinhanga
para ¢ > 0. Entdo o semigrupo {7'(¢); ¢t > 0} é exponencialmente limitado dissipativo. De fato,

existe uma atrator global 2/ que atrai exponencialmente da seguinte forma: existem ¥y > 0 e

25



Preliminares

K > 0 tais que
disty (T (t)B, ) < Ke ", t>0, (1.14)

para todo B C X% limitado.

Defini¢dio 1.5.11. Dizemos que a familia de semigrupos {7 (#); > O}ecjo,1] € coletivamente
assintoticamente compacta se, dada uma sequéncia (&)x C [0, 1] com & — 0, uma sequéncia
limitada (u*); C X% e uma sequéncia (f; )i C [0,0), temos { T, (# )u* } relativamente compacto

em X%,

Teorema 1.5.12. Seja {T¢(t);t > O}¢cpo,1) uma familia de semigrupos coletivamente assintoti-

camente compactos definidos em X%. Suponha que :
(i) Paracada € € [0,1], {T¢(r);t > 0} possui um atrator global .<7;

. el £k . . . .
(ii) & = {uy,...,uy" } atrai pontos de X% e se comportam semicontinuamente superior e

inferiormente quado € — 0;

(iil) ||Te(t)u — To(t)u||x £29 0 uniformemente para u em subconjuntos compactos de X%,

para todo ¢t > 0;

(iv) Existem 0 > 0 e & € (0, 1] tais que, se € € (0,&)], * : R — X% é uma solucdo global

em e, e || QF(1) — ul'||xe < 8, paratodo t <0, (||@€(r) — ul'||x« < &, para todo ¢ > 0),

entdo || Q€ (1) — uf||xe "==57 0 (|| @ (1) — u ||y =3 0);

(v) {To(t);t > 0} é gradiente-like.

Entdo existe & € (0,1] tal que, para todo € € (0,€&)], {Tz(¢);t > O}¢cpp,) € um semigrupo

gradiente-like. Consequentemente,
k .
de = JWHul"), €€ (0,g).
i=1

Corolario 1.5.13. Assumindo as hipéteses dos Teoremas e|[1.5.12| para cada € € [0, 1],
temos que para todo conjunto limitado B C X%, existem & € (0, 1] e constantes positivas y e

K = K(B), independentes de &, tais que

disty (Tz (t)u, ) <Ke ", VueB,ec|0,€et>1.
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Teorema 1.5.14. Seja {T¢();t > O}¢co,1] uma familia de semigrupos em X* tais que, para cada
€ €[0,1], o semigrupo {T¢(¢);t > 0} possua um atrator global <%. Suponhamos que existam

€ € (0, 1] e um subconjunto limitado U C X%, tais que U /e C U e, para todo subconjunto
e<[0,&]
limitado B C X%, existem ¥ > 0 e K := K(B) > 0, tais que

dist(T¢(t)B, %) < Ke ", Veecl|0,g] e t>1. (1.15)
Suponhamos também que existam constantes positivas C e L tais que
|1Te()u—To(e)v]|xex < Ce([lu—vllxa +1(€)), VuveU, eel0,e] e t>1,

onde /() £290. Entdo,

Y

dist(.oZg, o) + dist(Ay, ) < Cl(e) 7K,

para alguma constante C > 0.

Observacdo 1.5.15. A fungdo /(€) no Teorema [1.5.14] funciona como uma taxa de atragdo
para os semigrupos que possuem o decaimento exponencial (I.13), o importante aqui é que a

continuidade dos atratores na métrica de Hausdorﬂﬂ pode ser estimada por tal taxa de atracao.

1.6 Convergéncia compacta

Seja {Xg}ge[()’ 1] uma familia de espagos de Banach e suponha que exista uma familia de

operadores {E¢ }ec(o,1] C £ (Xo,Xe), 0s quais chamamos de extensdes, satisfazendo

0 e=0 .0 0
el 3 s ¥ € Xo.
Defini¢iio 1.6.1. Dizemos que a familia {u®}qc( 1), com u® € X¢ para todo € € (0,1], E-
0 e
converge para u° € Xy quando £ — 0 se ||uf — Eeu®||x, == 0. Denotamos tal convergéncia
E

por uf — u°.

. o~ . s k—boo .
Definicao 1.6.2. Dizemos que uma sequéncia (uk) keN, com uk € X, & € (0,1] e & %0, é

! "
E-relativamente compacta se toda subsequéncia (¢ ) C (u*) admite uma subsequéncia (u* )

’Distancia de Hausdorff de A até B = disty (A, B) +disty (B,A).
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convergente para um elemento u” € Xy. Dizemos que a familia {u® }ee(0,1)> com u® € Xe para
) . A k—o0
todo € € (0, 1] é E-relativamente compacta se cada sequéncia (uX);cy C {uf }ee(o,1) com & =%

0, € E-relativamente compacta.

Defini¢éio 1.6.3. Dizemos que a familia de operadores {B¢ }¢c(0,1) C £ (X) EE-converge para
By € Z(Xo) quando € — 0 se Beu® N Bou® sempre que uf £, 1. Denotamos tal convergén-

. EE
cia por B — By.

Defini¢éio 1.6.4. Dizemos que a familia de operadores {Be }¢c(o,1) C £ (X) converge compac-
tamente para By € # (Xp) quando € — 0 se Be EE, By e para toda familia {u®}¢, com u® € X,
e ||u®||x, = 1, a familia {Beu®} ¢ o) € E-relativamente compacta. Denotamos tal convergéncia

por B¢ RN By.

Lema 1.6.5. Seja {Be}ec(o,) C £ (X) tal que Be o Bye 2 (X). Entdo sdo vilidas as se-

guintes afirmagdes:
(i) [|Bell.#(x) < C, para alguma constante C > 0 independente de € € (0, 1].

(ii) se Ker(I+ By) = {0}, entdo existem & > 0 e M > 0 tais que
I(I+Be) gy <M,  €€]0,8].

A convergéncia compacta serd uma ferramenta fundamental para estudar o comporta-
mento dos operadores resolvente, associados a um problema de reacdo difusdo que introduzi-
remos no proximo capitulo. Na ocasido, o espaco Xy serd um subespaco fechado de X, e as
extensdes serdo as aplicagoes identidades. Também nos depararemos com a situagdo onde os
operadores sdo fechados, densamente definidos com resolvente compacto e portanto faremos a

seguinte hipdtese:

(CC) Consideremos a familia de operadores {A¢ : D(A¢) C X — Xg}ee[(m e suponhamos que
Ag seja fechado, densamente definido, possua resolvente compacto, 0 € p(Ag) e A, ! RN

—1
Ayl

No que segue suporemos que {A¢} ecfo,1] ¢ uma familia de operadores satisfazendo a hi-

potese (CC).
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Teorema 1.6.6. Para cada u € p(—Ay), existe &, > 0 tal que i € p(—Ag) para todo € € [0, &,]

€

sup [[(1+Ae) " Lz, < oo
£€(0,gy]

Além disso, (1 +Ag) ! converge compactamente para (i +Ag) ! quando £ — 0.

Teorema 1.6.7. Seja K um subconjunto compacto de p(—Ay). Entéo existe e € (0, 1] tal que

K C p(—A¢) para€ € [0,ex] e

sup sup [|(u+Ae) " 2x,) < oo
ec(0,ex] LEK

Além disso, para u € Xy, temos

_ _ 0
SUEH(N+A6) "Eeu— Ee(1L+Ag) IMHX(XE) =5 0.
ue

O proximo resultado assegura que, para € se aproximando de zero, o espectro de —A¢
aproxima-se do espectro de —Agp. Note que como os operadores A possuem resolvente com-
pacto e 0 € p(Ag), 0s espectros 6(—Ag) consistem apenas de um nimero finito de autovalores

isolados de multiplicidade finita.
Teorema 1.6.8. Sao vilidas as seguintes afirmacoes:

(i) Se (&)ren C (0,1] é uma sequéncia convergindo para zero, (U, )xen ¢ uma sequéncia em

C com ug, € 0(—Ag,), paratodo k € N, e g, i Uo, entdo Uy € 6(—Ap).

(ii) Para todo Uy € o(—Ap), existem sequéncias (&)ren C (0, 1] convergindo para zero e

(e, )keny em C com g, € 0(—Ag, ), para todo k € N, tais que L, e Uo-

Seja g € 6(—Ap) e 6 >0taisque {z€ C; [z— | <8} No(—Agp) ={Ho}. Consideramos
a projecdo espectral Qo (o) : Xo — Xo, dada por

27
|z—wo|=6

QO(HO):L. / (z4+Ag) dz.

Como K = {z€ C;|z— to| = 0} é compacto contido em p(—Ay), pelo Teorema |1.6.7, existe

ek tal que K C p(—Ag), para todo € € (0, &k, assim definimos a projegdo espectral Q¢ (Ho) :
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Xe = X¢, por

2mi
|z—o|=6

Qe (Uo) = L / (z+A¢) ldz.

Definimos o auto-espaco generalizado associado a g por W (o, —Ag) = QeXe.

Observacdo 1.6.9. A projecio espectral Q¢ (L), € € [0, €], € um operador compacto e o auto

espaco W (o, —A¢) é um subespaco de dimensao finita.
Lema 1.6.10. Paratodo u € K, Q¢ () LN Qo(u).
Teorema 1.6.11. Sio validas as seguintes afirmacdes:
(i) Existe & > 0 tal que dimW (i, —Ag) = dimW (u, —Aop), para todo € € (0, &), e u € K.

(ii) Para todo u® € W (o, —Ao), existe uma familia {1}, com u® € W(ug, —Ae), tal que

u® — u".

(iii) Toda sequéncia (u¥)ieny com uk € W (o, —Ag,), & “F0e ||uk||X€k = 1, admite uma

subsequéncia E-convergente para um elemento u® € W (g, —Ao).
Lema 1.6.12. Seja {Ve}ecio.r] C -Z(Xe) tal que Ve 2 Vp. Entdo

A7V 55 AW

No que segue, supomos que 0 ¢ 6(Ag+ Vp). Observamos que Ay + Vp possui resolvente
compacto.
Proposi¢ao 1.6.13. Seja {Ve}ecpo,1) C £ (Xe) tal que Ve LE, V. Entdo existe & > 0 tal que

0¢ o(Ae+Ve)e |(Ae+Ve)! | #(x,) < o para todo € € [0,&)]. Além disso,

(Ae+Ve) 15 (A9 + Vo)L
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Capitulo

2

Equacoes de reacdo-difusao

Na modelagem de problemas fisicos, quando lidamos com materiais que possuem pro-
priedades fisicas distintas em suas componentes, € frequente encontrarmos sistemas com com-
portamento diferente em certas regides. Como consequéncia, as leis que constituem o sistema,
embora obedecam uma formulacdo geral, possuem diferencgas significativas dependendo em
qual regido do sistema estamos trabalhando. Isto, por sua vez, implica que a equagdo diferen-
cial que descreve o comportamento do sistema pode também possuir propriedades diferentes
ao longo do sistema. Considerando que alguns dos parametros do problema em questdo sdo

variaveis, ¢ também frequente a situagdo em que devemos estudar algum problema limite.

Tal dinamica, por exemplo, ocorre quando a difusdo do calor é muito grande em certas
partes do material e, neste caso, o problema limite pode ser considerado como um processo
descrevendo a transicdo de solidificacdo do material. Nesta situa¢do, levando em consideragdo
que grande difusdo proporciona uma répida redistribuicdo das nao homogeneidades espaciais do
sistema, esperamos que em uma determinada regido € interior ao dominio fisico da equacao,
a solugdo do problema tende a ser espacialmente homogénea e satisfaca uma EDO, enquanto
que em outra regido, também interior ao dominio do problema, tal solu¢do satisfaca uma EDP.
Neste trabalho consideraremos um problema de reacdo-difusdao com difusdo grande localizada
e seu problema limite, e relacionaremos as dinamicas de tais problemas relativamente a uma
"taxa de atragdo". Tal abordagem foi, por exemplo, considerada em [4] para uma equacdo de
reacdo-difusdo com variagdo no coeficiente de difusdo, sem a hipdtese de a difusdo ser grande

em certas regioes.
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Equagodes de reagdo-difusio

2.1 Introducao

Consideramos o problema:

(

uf (1,x) —div(pe(x)Vul (t,x)) + Au(t,x) = f(u®(t,x)), x € Q,t >0,

€
pe(x) 5= =0, x€IQ, 2.1)

uf(0,x) = uf(x), x€Q,
\

para o qual assumimos as seguintes hipdteses:

e £ (0,g) para & >0, A > 0 e a ndo linearidade f € C?(R) satisfaz certas condicdes de

crescimento, dissipatividade e hiperbolicidade que vamos impor posteriormente;

e Q ¢é um dominio suave e limitado em R”;

€ au&‘

u . . 2, — - 7 coz0
° e denota a derivada conormal de u¢, isto é, Fr Vu® -, onde 7 é o vetor unitario
n n

normal interior a Q na fronteira dQ;

m

o Q= U o ; € um aberto no interior de €2, onde £ ; sd0 dominios suaves em £ tais que
i=1

Qo ;N ;=0 parai# j,i,j=1,..,m. Denotamos Q; = Q\€y. Note que a fronteira

dQ = JdQUIQy, com dQNIQy = 0;
e os coeficientes de difusdo pe : Q — (0,0), € € (0, &), sdo tais que

(i) pe €C*(Q);
(i) 0 <mp < pe(x) <M, Vxe

e 0 | Po(x), uniformemente em Q; com py € C*(Q1, (0,0))

(i) pe(x) —
oo, uniformemente em subconjuntos compactos de €2
Assumiremos por um momento que m = 1, ou seja, que £y seja conexo, e que as solugdes
u® de (2.1) existam e convirjam, em algum sentido, para uma fung¢do u(z,x) que é espacialmente
constante em £, com u(t,x) = ugq,(t) para todo x € £y. Uma vez que difusibilidade grande
implica uma rdpida redistribuicdo das ndo homogeneidades espaciais, é natural esperar que

para valores pequenos de €, a solu¢do do problema (2.1)) seja aproximadamente espacialmente

32



2.1 Introdugao

Figura 2.1: Dominio Q

constante em €2y. Assim, quando € — 0, esperamos que em £, u verifique

u (t,x) — div(po(x)Vu(t,x)) + Au(t,x) = f(u(t,x)), x € Q1,1 >0,

po(x)% =0, x€dQ.

Integrando em ) a primeira equacéo em (2.1]), supondo u® constante em Q e usando a

Primeira Identidade de Green, obtemos

Jdut

/uf(t,x)dx+/ pe)Gedo+ [ Autex)dv= [ fc(r,)dx,
Q 29 7 Q Q

onde do é a medida de superficie em d€ e 7i é o vetor unitdrio normal interior a ( na fronteira

dQy. Fazendo € — 0 e dividindo por |Qg|, obtemos a equacdo diferencial ordinaria

1 du

(1) + o [ pole) 5 40+ Qi (1) = g 1),

Observamos que tal equagdo relaciona o fluxo total de calor de €1 para g através da
fronteira d€y com o calor total em Q. Também relaciona o valor de ug, com o valor de u em

Q, através da integral sobre dQ).

Desta forma, tendo em mente [[14], o problema limite de (2.1)) quando € — 0 deve ser
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u (t,x) — div(po(x)Vu(t,x)) + Au(t,x) = f(u(t,x)), x€Q,t>0,

”|Qo,i(t7x) = ”Qovi(f), x€Qp;,i=1,...,m,
du

+ ’QO,i‘ 390, ( )an do-+2‘u-QO ( ) f(ugovi(t))v l: 1,...,m, (22)

)
du

Po(X)ﬁ =0, x€dQ,t>0,
)

A seguir, escreveremos (2.1) e (2.2) em um formato semilinear parabdlico apropriado e
concluiremos que tais problemas estdo bem postos. Para tal, consideraremos, para cada € €

(0, €], 0 operador A¢ : D(A¢) C L*(Q) — L*(Q) definido por

D(Ag) = {u e H'(Q); —div(pe(x)Vu) € L2(Q) e 22 =0 em ag};

on
Agu = —div(pe(x)Vu)+Au, Yu € D(Ag).

Denotamos
2 _ 200\ 1 & .
Lo, (Q) = {u € L“(Q); u é constante q.s. em cada componente conexa de Qo},

Hglzo(g) = {u e H' (Q); Vu=0em Qo},

e definimos o operador Ag : D(Ag) C ngo (Q) — Léo (Q) por

D(Ao) = {u € Hp, (Q); —div(po(x)Vu) € L2(Q)) e % —0em ag}

. L du
o= (o (V) + 2z, + (L [ ol Gedo + A, )10,

para todo u € D(Ay).

Mostraremos, na préxima se¢io, que para € € [0, &), os operadores A sdo setoriais, auto-
adjuntos, positivos com resolventes compactos e 0 € p(A¢). Logo, Re(c(Ag)) C (0,00). Con-

1 1
sideramos os espagos de poténcias fracionériaX > =H'(Q) para € € (0,&)] e X; = Hglzo(Q)

1
!Quando necessario denotaremos X (Q).
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munidos dos respectivos produtos internos

1
(9, v) =/Qpe(x)V<prdx+7t/Q<pwdx, Yo,y eXg,

1
X2

quando € € (0, &) e

1
(o, v) :/Q po(x)VWwdxH/Q(pwdx, Vo, yeXy.
1

5
XO

Tais produtos internos induzem normas equivalentes 2 norma de H'(Q). Sendo assim, temos

1 1
que X; é um subespaco fechado de X¢ e ||u|| | 9 [|ul| 1 Além disso, segue do Lema|l.4.1}
X

X2 p
coma=0ef = %, que o semigrupo analitico {e~4¢’ ;¢ > 0} gerado por —A, verifica

<Ct e ™, g€ (0,8); (2.3)

e | <Gt 2.4)

onde C € uma constante positiva independente de €.
Observamos que o problema (2.1)) é uma perturbagio singular do problema (2.2) e quando
o parametro € — 0, o coeficiente de difusdo p, torna-se muito grande em €. Considerando os

operadores Ag, € € [0, &), reescrevemos tais problemas na seguinte forma abstrata:

i A" = ), (2.5)

1
uf(0) =uf € X¢, €€|0,&),
1
onde f¢: X7 — L*(Q) é o operador de Nemitskii associado a f, isto &, f°(u)(x) = f(u(x)),
para x € Q. Prova-se que f¢ é Fréchet continuamente diferencidvel e, devido a condi¢do de
dissipatividade que admitiremos a seguir, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f¢
¢é globalmente Lipschitz e globalmente limitada. No que segue, usaremos a mesma notacao f

para f¢ e f. Assumimos a seguinte condi¢ao de crescimento:

(C) Sen =2, paratodo n > 0, existe uma constante Cp, > 0 tal que
p n n q

1F() = FO0)] < Co (e 4PN u—v],  Vu,veR,

e, se n > 3, existe uma constante C > 0 tal que
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F) = FO)] < Clu—v|(jul7 +[v[72 +1), Vv €R.

Sob estas condigdes, segue de [3] que o problema (2.5) estd localmente bem posto. Para
obtermos que as solugdes estdo globalmente definidas e a existéncia de atratores globais, assu-

miremos a seguinte condi¢do de dissipatividade:

(D)
f(u)

limsup —= < 0.
ul oo H

Segue como em [l1] que estd globalmente bem posto. Posteriormente, faremos mais uma
hipétese, de hiperbolicidade, sobre f.

Nosso objetivo é estudar o comportamento da familia de semigrupos ndo lineares as-
sociados ao problema (2.5)), bem como o comportamento de seus atratores globais quando o

pardmetro € — 0, tomando como referéncia o valor

1
([lpe = Pollz=(e,) +Je)? +Ze, (2.6)

onde J; estd relacionado com a solug¢@o de um problema eliptico associado ao problema (2.5)) e
1 1

com a decomposicao do espago Xg em fungdo do subespago X7, € Z, possui uma interpretacao

andloga, porém relacionado com a decomposicio do espaco L?>(Q) em funco do subespago

LéO(Q). Nos referiremos a (2.6) como taxa de atragdo. Visamos estender alguns resultados

obtidos em [4] considerando o caso especifico de problemas com difusdo grande localizada, ou

seja, com

e—0 | Po(x) uniformemente em

pe(x) —
oo uniformemente em subconjuntos compactos de €

2.2 Propriedades e existéncia de atratores

Nesta se¢do, mostraremos que para cada € € [0, &) fixado, o operador A, € setorial, posi-
tivo, auto-adjunto, possui resolvente compacto e 0 € p(A¢). Nas linhas da Segéo obteremos
que os semigrupos associados aos problemas (2.1)) e (2.2) possuem estrutura gradiente e con-

cluiremos a existéncia de atratores globais para tais semigrupos.
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Teorema 2.2.1. Para cada € € [0, &), o operador A¢ associado ao problema (2.5) é positivo,

auto-adjunto, possui resolvente compacto e 0 € p(Ag).
Demonstra¢do. Supomos inicialmente € € (0, &]. Consideramos a seguinte forma bilinear:
ag(u,v) = / pg(x)Vqudx—i-?L/ wvdx, Yu,veH(Q).
Q Q

Afirmamos que a é coerciva e continua. De fato, para u € H'(Q), temos

ag(u,u):/pg(x)VuVudx-i—l/ uudx
Q Q
:/pg(x)|Vu|2dx+/l/ |u|? dx
Q Q
Zmo/ |Vu|2dx+?L/ |u|? dx
Q Q
zmin{mo,l}</ |Vu|2dx-|-/ )
Q Q

= min{moal}””H%{l(Q)‘

e parau,v € H'(Q),

ag(u,v):/ng(x)Vqudx—i—l/qudx
< Me|[Vull20) VY 2(0) + Alull 20 IV Il2 @)

< max{Me, A }|[ull @) VIl 11 ()
Consideramos o operador B : H' (Q) — H~!(Q), definido pela relago
aE(uvv) = <B€u7v>71,1 9

onde (-,-)_; ; denota o produto de dualidade entre os espagos H(Q)e (H'(Q)" :=H Q).
Assim definido, B¢ é continuo e injetor, pois (Bgu, ”>—1,1 = 0 implica u = 0 e, pelo Teorema de

Lax-Milgram, qualquer que seja ¢ € H~'(Q), existe um tinico u € H'(Q) tal que
<B€uﬂv>—1,l = ag(u,v) = <(P7v>—171 , Vve HI(Q‘)7

ou seja, Beu = ¢, 0 que mostra que B € sobrejetor. Logo B é um isomorfismo. Consideramos
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agora o operador A : D(A¢) C L*(Q) — L*(Q) definido por

- du
D(Ag) = {u € H'(Q); Beu € L(Q) e 3= = Oem asz}
Agu= —div(pe(x)Vu) +Au, Vu e D(Ag).
Afirmamos que D(A;) = {u cH*(Q); zﬁ =0em 89} De fato, seja u € D(A¢), entdo
Beu € L?(Q) e, para todo ¢ € H'(Q), temos

/pg(x)VuV(pdx—kl/ u(pdx:/Bgungx,
Q Q Q

ou seja, u € solugdo fraca do problema de Neumann

—div(pe(x)Vu) + Au = Beu em Q

Pe(x )3 =0 em dQ

n

d du
Logo u € H>(Q) e a—ﬁ = 0em dQ. Por outro lado, se u € H>(Q) e 5 = = 0em JQ,
entiou € H'(Q) e Beu € H'(Q) — L*(Q). Agora, utilizando a Primeira Identidade de Gree

pOdeOS escrever

(Beu,v) 11—/p8( )Vqudx+?L/ uvdx

—/ —div(pe(x)Vu)vdx — / Peoa vdG—i—l/uvdx
:/ —div(pg(x)Vu)vdx+7L/ uvdx

Q Q
= (—div(pe(x)Vu) + Au,v) 12

= <A8”7V>L2(Q)

Como u € L*(Q), segue que Beu € L*(Q) < —div(pe(x)Vu) € L*(Q). Logo D(A;) = {u €

du ~
H'(Q); ~div(pe(x)Vu) € (@) e 3= = Oem ag} D(Ae) € Ag = Ap. Assim, ag(u,v) =
(Agu,v) 12(Q) de onde segue que Ag € positivo, simétrico e como Ag € sobrejetor, obtemos
Ag auto-adjunto. Resta mostrar que Ag possui resolvente compacto. Sendo Ag bijetor e fe-

chado, temos que Agl ¢ fechado e, portanto, segue do Teorema do Grafico Fechado que Agl S

250 g—%vdc = Jo VuVvdx+ [ovAudx, onde 7j € o vetor normal exterior.
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Z(L*(Q)). Logo 0 € p(Ag). Para mostrarmos que Az ' é compacto, seja {ge}e C L*(Q) tal

que ||ge|l;2 < 1. Temos para v¢ = Ag ! g,

/ng(x)|Vv£|2dx+?L/Q]v£|2dx:a£(v£7v£):<A£v£,v£)Lz(Q) :/Qggvgdx.

E assim, tomando C; = min{mg, A}, C; a constante de imersido de H'(Q) em L?(Q) e 0 < § <

2C
—21, temos, utilizando a Desigualdade de Youn

2

ClIV o) < [ pe) V¥ Par+ 4 [ P
8’1)8‘2
2

2
€ < ’g&"
< [ leelllax< [ Eo
B ||g8||L2(_Q_) n 5||V8||L2(Q)
28 2
1 8C?
§%+_2|| 8”%;1

dx

logo

1 85C3\ -1
€112 _ 9%
[v¥[131g) < 3 onde €3 = = (c1 - ) > 0. 2.7

Portanto, existe M > 0 tal que
Az ' (Br2(q)(0,1)) C By () (0,M).

Como H'(Q) — L?(Q) compactamente, segue que Az | € 7 (L*(Q)).
Finalmente, para o caso € =0, a demonstracdo segue os passos do caso anterior, utilizando

a forma bilinear
ao(u,v) = / po(x)Vqudx+l/ uvdx, Yu,ve H}ZO(Q),
Q Q
para obter um isomorfismo By entre Hgl20 (Q) e seu dual (Hglzo (Q))*. O

Teorema 2.2.2. Para cada € € [0, &, o operador A¢ associado ao problema (2.3) é setorial com

(1t +Ae) 2200y <

, YueX_ 4 €€(0,8]);
<Al u ) (0, &

Sa,b>0,¥8 > 0= ab < & + 92,
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M
lw+Al

(1 +A40)~" H,Z(Léo(ﬂ)) < VHEL 2y,

para alguma constante M > 1 independente de €, onde X_ 4 = {1t € C; |arg(u+A)|<7m—¢}

é um setor com 0 < ¢ < 7.

Y ae

Figura 2.2: Setor X_ ,

Demonstra¢do. Supomos inicialmente € € (0, &]. Segue da defini¢do de A¢ e da Primeira Iden-
tidade de Green que (Agu,u);2 > A (u,u);2, assim o operador —A, € dissipativo satisfazendo

(—Agu,u);» < —A (u,u);2, paratodo u € D(Ag). Assim, temos que W (—Ag) C (0, —A], onde
W(—Ae) = {{-Aeu,u) 2 ;u € D(Ae), [[ul| 2 = 1}

¢ aimagem numérica de —A,. Desta forma, R = C\ (—e, —A] C C\W(—A¢) é aberto e conexo.
Temos ainda que 0 € RNP(—Ag). Se 4 €RNEI_, 4, entdo u ¢ W(—Ag) e, do Teorema|l.2.10,
segue que C\(—oo,—A] C p(—A¢) €

B 1
(= (=4e) N0 < Gomrwiany:

Mas,

dist(u, W(—Ag¢)) = dist(p, (=0, —A]) = [+ A[sen(m —arg(u+ 1))

> |u+Alsen,
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2.2 Propriedades e existéncia de atratores

€ obtemos assim,

M
Ae) ! < Vuex
(1 +Ae)" | 222(0)) < PEwIE LEX 54,
I .
onde M = independe de €.
sen ¢
O caso € = 0 segue as mesmas linhas acima. [

1
Vimos anteriormente que para qualquer uj € X, € € [0,&), a solugdo u®(z,uf) de 2.5)
1
comegando em uf; estd definida para todo r > 0 e, como na Segdo podemos definir em Xg
o semigrupo nio linear {7 (¢);t > 0} associado a (2.3)) por T¢(t)uf§ = u®(t,u§),t > 0, ou seja, o

semigrupo dado por
Te(t)ug = e~ **'uf + / (u®(s,u))ds, t>0. (2.8)

Teorema 2.2.3. Os semigrupos (2.8)) associados aos problemas (2.1) e (2.2)) possuem estrutura

gradiente.

1
Demonstra¢do. Suponhamos inicialmente € € (0,&]. Consideramos a aplicacdo Ve : X¢ — R

definida por

1 1 1
Ve9) =5 [ pe0IVoPdr+3 [ A¢dr— [ F(p)av, ¥oeXi,

onde F é uma primitiva de f. Temos V; continua e, para u® solugdo de (2.1]), segue que

iV(ug):/pe(x)Vu£Vufdx+/lueufdx—/f(us)ufdx
Q

dt
:_/ag ()aaj“tdc /le pe(x)Vu® u,dx+//1u8ufdx /f Yut dx
:/Q[—div(pg(x)vbt )+ Au€ — f(u)]uf dx
:/ — (uf)2dx < 0.
Q

Logo, Ve é uma fungdo de Lyapunov para {T¢(r); 1 > 0}.

1
Para o caso € = 0, consideramos a aplicacdo Vp : X; — R definida por

1 1 1
Vo(@) =5 [ po)IVoPds+ [ 2g2dx— [ Flg)ar, VoeX;,
2 Jo, 2o Q
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e procedemos como anteriormente. [

Teorema 2.2.4. O semigrupo {T¢(t);t > 0}, € € [0,&], associado a (2.5)) possui um atrator
1
global @7 em X . Além disso,

sup sup [[w| 1 <eo
£€[0,e9] wELe X7
e
sup sup. wl-() < o
e€0,gy] we e
Demonstragdo. Segao[l.4] [1] e [3]. O

2.3 Problema eliptico com condi¢cao de Neumann homogénea

Devido a hipétese sobre os coeficientes de difusdo pg, vimos na se¢io anterior que os ope-
radores A, para € € (0, &) e Ag sdo substancialmente diferentes, nos fornecendo assim espagos
bases Xé, para € € (0,g), e Xo% diferentes. Sendo assim, podemos considerar ||pe — po||r=
somente em €. Para obtermos uma taxa de atragc@o para os atratores dos semigrupos dos pro-
blemas (2.3), estudaremos os problemas elipticos associados aos operadores resolventes.

Para ge € L*(Q), € € (0,&)],e go € L%zo (Q), consideramos o problema

Agus :gg cm Q,

€
8% =0 emdQ, ¢€¢c]0,g).
an

(2.9)

Para ¢ € (0, &), multiplicamos a primeira equacio por v € H'(Q) e integramos em Q, obtendo

/QpEVMEVvdx+/Qlu£vdx:/Qggvdx. (2.10)

Definiciio 2.3.1. Dizemos que u® € H'(Q), € € (0,&), é solucdo fraca de [2.9) se satisfaz
(2.10), para todo v € H' (Q).

Para € = 0, assumimos, por simplicidade, m = 1, e assim

. a 0
Aol = (—div(po(x) V) + 2u®) xq, + ( PO(x)a_L;ldG +)W?20>%QO'

Q0] Jog,
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea

Multiplicando a primeira equagio em (2.9) por v € Hgl20 (Q) e integrando em €, obtemos

/ govdx
Q

ou®
= —div(po(x)Vu° vdx-l—/ )uuovdx—l—/ X fvd6+/ Aud, vdx
[ —aiv(m(vatyart | [ o Gvdot | 2y,
0 ou’ 0
= [ po(x)Vu Vvdx+/ po(x)==vdo+ [ Au'vdx
Q4 09 an Q
+ ( )8u0 d(7+/ Aud vdx
X) ==V
aQOPO on Q Qo
ou® ou®
= X VuOVvdx—i-/ X __,Vdc_/ X)—==vdo + Aulvdx
Q Pol) agpo( ) o agopo( >3n Q
+ ( )auo dG~|—/ Audy vdx
X) ==V
aQOpo an o, &
= po(x)VuOVvdx+/ Aulvdx,
Q Q

ou seja,

/ po(x)VMOVvdx+/ /luovdx:/govdx. (2.11)
Q4 Q Q

Definiciio 2.3.2. Dizemos que u° € Hgl20 (Q) é solugdo fraca de (2.9) com € = 0, se satisfaz
(2.11), para todo v € Hgl20 (Q).

1
Defini¢fio 2.3.3. Dizemos que a familia {u®}ec(o¢,, u° € X¢, E-converge fracamente para

1
u® € X¢ quando € — 0, se

1
/pg(x)Vu8V(pdx+/7Lu£(pdxﬂ/ po(x)VMOVq)dx+/ Aul @ dx, VoeX;.
Q Q Q Q

Proposicio 2.3.4. Para € € [0, &), existe uma dnica solugio fraca u® de (2.9) caracterizada por

1 1
- x Vuezdx—k—/luszdx—/ u® dx
> | etV Pax 3 [ auePax- [ o

_ : 1 2 1 2
_verg}l(]m{z/gpg(x)ww dx—}—z/ﬂ/l|v| dx—/ﬂgvdx}, (2.12)

para € € (0,&)] e

1 02 1 02 0
x)|Vu"|“dx+ //lu dx / u dx
2/1170( )] | ) | 8

1 1
= min {—/ po(x)|Vv|2dx+—/l|v|2dx—/gvdx}. (2.13)
2 Jo, 2J)a Q

veHgl20 (Q)
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Demonstracdo. Supomos € = 0. Temos que Hglzo(Q) € um espaco de Hilbert, consideramos a

seguinte forma bilinear
ao(u,v) = / po(x)Vqudx—f—l/ uvdx, Yu,ve HéO(Q).
Q) Q

Afirmamos que ag € simétrica, coerciva e continua. De fato, para u € Hgl20 (Q), temos

ao(u,u):/Q po(x)\Vulzdx+7L/£2|u|2dx
1
Zmo/ \Vu|2dx+l/ |u|? dx
Q Q
Zmin{mo,l}(/ yvu|2dx+/ ufdx)
Q Q

= Cil[ull 1)
e para u,v € Hgllo(Q),

ao(u,v)z/Q po(x)Vqudx—F?L/qudx
1

< Ilpollz=@n I Vall 2y 1 V¥ll2g@) + Al 2y 1Vl 2
< max{ | poll=@.), A} 1Vl 20 V20 + 1l 2y IV 2

< Gollull gyl Vlla @)-

Consideramos também o funcional linear ¢ : H) (Q) — R, definido por
0
(p,v) :/ngdx, Vv EHKIZO(Q).
Note que ¢ € H§01 (Q):= (Hglzo(Q))*, pois
(@) = | [ gvax| = (ev)ia| < lgllalvll < Clgliz vl o
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe ud e Hgl2 (Q) tnico, tal que
0

ao(W,v) = (.v), Wy e HY (Q),
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea

isto €,
| povitvvdira [ wvix= [ grdx, vveHb ().
Q Q Q

0

Além disso, u”’ € caracterizado por

ud € Hglzo(Q)

1 0 0 0\ _ : 1
Sa(u®u) = (,u >—V€%1£Q){§a(v,v)—((p,v>}

Para o caso € € (0, &), consideramos a forma bilinear
ag(u,v) = / pg(x)Vqudx+7L/ uvdx, Yu,v€H(Q),
Q Q

e procedemos como anteriormente. 0

—_

_1 1
No que segue denotaremos por X, > o espago dual de X¢, € € [0, &, que por sua vez
1 1
coincide com o espago de poténcia fraciondria X, > = D(A, ?).

Teorema 2.3.5. Sejam (& )ren C (0,&)] uma sequéncia convergindo para zero, (ge, )ken Uma
1

sequéncia tal que g¢, € X, 2 com || gg, || _ 1 < 1, paratodo k € N, e (u%)en uma sequéncia com
€
ut € D(Ag, ) satisfazendo Ag, u® = g¢,, para todo k € N.

(i) Existem uma subsequéncia de (u%);cn, para a qual manteremos a mesma notacdo, e

1
u’ € X¢ de tal modo que (u*); E-converge fracamente e fortemente em L?(Q) para u’.

1 1
(ii) Se (ge, )k converge na topologia fraca* de X, * para go € X, *, entdo (u%); E-converge

fracamente e fortemente em LZ(Q) para ug satisfazendo Agu® = £0-

Demonstragdo. (i) Sendo Ag,u® = g , entdo

a2, = [ pe@)VuPar2 [ fu P
X, Q Q

— €k — & €k
- <g£k7u >L2 - <g€k7u >X£_%,X£% S Hg&'kHXE;%Hu H 8%7
de modo que [|u||?> , < 1. Como
Xe,
mo/ |Vu8’<|2dx+7t/ WP dx < uB|?, <1, (2.14)
Q Q X2

k
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segue que (||u|[;1(q) )k € limitada e, sendo H Q) Hilbertﬁ, segue que existem uma subsequén-
cia de (u%);, para a qual manteremos a mesma notagio, e u° € H'(Q) de tal forma que (1),
converge para 1” na topologia fraca em H'!(Q) e também converge fortemente em L?(Q), ja que

H'(Q) — L?*(Q) compactamente. Também

/_pg\Vug"\zdx+7L/_ u|?dx < 1,
v v

para todo aberto V CC Qg e, sendo H' (V) Hilbert, podemos assumir que u% converge fraca-

mente para u’ em H' (V). Logo / Vil > dx < lilgn inf / |Vu®|? dx. Por outro lado,
% oo JV

inf {pe, (1)} | [VuPdx < [ pey(0)| Ve Pax <1,
xev 1 1
€, Como pg, (x) 2% « uniformemente sobre subconjuntos compactos de €, temos que

lim / |Vu®|*dx = 0, e portanto / Vil |2 dx < liminf/ |Vus | dx = 0.
14 Vv k—oo JV

k—yo0

1
Mas Qg € unido enumerdvel de abertos V CC g, logo |Vu0| =0 em Qg, ou seja, u € XOZ.

z A

1 1 1
Agora, se (¢g,) C X¢ ¢ uma sequéncia tal que @, converge fortemente em Xz para ¢y € X5,
entdo ¢, converge fortemente em L2 para ¢y em L%(Q) e, como u® converge para u’ fortemente

em L*(Q) e fracamente em H'(Q), isto &,
/ |u®* —u0|2dxsk—_>90, / |Vu — Vu0|2dx—|—/ |u — u0|2dx8k—_>(>)0,
Q Q Q

) 0
0e,— @02dx %0, e | pelVoe —VoolPdx+ [ Algg — @02 dx 0,
Q Q o

obtemos

0 0
/ |Vub — Vu0|2dx&‘i> 0 e / |V e, —V¢0|2dx’%i> 0,
Q Q

resultanddﬂ

/us"%kdxﬂ)/ uoq)odx e / Vug"Vngkdxgk—_ﬂQ/ VMOV(podx,
Q Q Q Q

4E Banach e reflexivo, (f;)x limitada em E = (f;); admite uma subsequéncia convergente na topologia fraca
o(E,E").
>fi = f = (Ifil)x é limitada e || f]| < liminf||f[|.

* 2
Ok ~ uk e (%), uF ul e @ L, 0 = <uk,(pk> — (u, o).
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea

assim
/ pngue"V(pgkdx:/ (pek—po)Vung(pgkdx—i-/ poVu*V e, dx
Q4 Q Q)
(ﬂ)/ poVMOV(deX.
Q)
Portanto

/ pe VutV oy, dx—i—/ Au g, dle—O;/ pOVMOV(pde-I-/ Aul @y dx.
Q Q Q Q

1
Desta forma, se ¢ € XO2 , temos

/pgk(x)Vus"V(pdx—F/lug"(pdx:/ pgk(x)VuskV(pdx+/7Lusk(pdx
Q Q Q Q

k—yo0

— po(x)VMOV(pdx—i-/ Al @ dx,
Q Q

ou seja, ué converge para u’ E-fracamente e fortemente em LZ(Q), ou ainda,

1 k_>—°>° <Aou0, <p> 1

<A8k MSk 9 q)> -5
Xy © X,

(2.15)

Cra—

_1
X, 2 X

RN

1 1
(ii) Agora, suponha que (g, )x convirja na topologia fraca* de X, * para go € X,, *, ou

seja,

k—yoo

(8 ®) 11— (80,0) _

1
l 1 l I V(pEXSZ
Xe 2.X¢ Xe 2.X,

® o=

Mas, Ag u® = gg,, assim

&—0
(g0,¢) _1 1 ) !
Xe ©.X¢ X,

0 1
= (Agu®™, @) 1 | oy <A0u0,(p> b Vo eX;.
X

-2 2
X, 2 X o 2.X;

>~
=
RN

1
Logo, (Aou°, ¢) 1 =(20,0) 1 1 =1(g0,9);2. Assim, para toda ¢ € X7,

S _1
X, 2. X7 Xe 2 X,

o=

0= Po(x)VuOV(pdx+/ ?Luoqodx—/ go(pdx+/ luo(pdx—/ 20dx.  (2.16)
Q Q) Q Q Qo
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1
Mas, se ¢ € C}(Qy) C X7, temos

0= po(x)VilVodx+ ;tuoqodx—/ gopdx
Q Q Q

= — [ div(po(x)Vu®)pdx+ ),uogodx—/ gopdx.
Q Q Q

Segue portanto que

—div(po(x)Vi®) + Au’ = gg, q.s.em Q. (2.17)

1
Supondo Qq conexo, para ¢ € X;; em (2.16)), temos

—/ Poa—z(PdG—/ diV(POVuo)(pdx+/ Aul @ dx
an 311 Q Q

—/ go‘PdX+/ Auo(pdx—/ gopdx=0.
Ql Q0 QO

Mas, dQ = dQ U IQ e utilizando (2.17)), obtemos[]

0
02/ Po(x)a%¢d0+/ )Lu%dx—/ go@dx
990 an Q Q

o

= (PQO(/aQOpo(x) T do +[Qo|Aug, — \Qo|gogo),

1 du®
%] Jo Po(x)ﬁdGJr?WQo = 200y
0

Assim, Agu’ = go. No caso Qg = UL, Qo,i, procedemos como acima em cada componente

conexa ;. ]

Observacao 2.3.6. Note que no item (ii) do Teorema o limite «° independe da subsequén-
1
cia (u®);. Assim, u€ converge fortemente em L? para u® desde que uf € X2, € € (0, &), satisfaga

as hipéteses do teorema.

Teorema 2.3.7. A familia de operadores {A; '} ec(0,e0) C A (L*(Q)) converge compactamente

para o operador A, ' € # (L%ZO(Q)) quando € — 0.

Demonstragdo. Seja {ge}ec(0,¢, Uma familia em L?*(Q) tal que g L g0€ L%ZO(Q). Como

_1 _1
L?>(Q) — X, ? continuamente, segue que {ge } converge para g( na topologia fraca de X, %, e

— . . - . z . 0
% interior dQ| = 7# é exterior dQy. Além disso, % =0= % =0em JQ.

896, = go para (&)x C (0,&).
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea

1
assim {||gel| -1 }e é limitada. Como A, 'ge := uf € X7 para € € (0, &), segue do Teorema[2.3.5
X

€

1
e da Observagdo|2.3.6|que existe u € X; tal que {u®} converge fortemente em L*(Q) parau® e

Aou® = go, ou seja, Aglgg i>A61go. Portanto, Ag_1 E>A61. Agora, seja { h¢ } ¢ uma familia tal
que ||hg|[12(q) = 1. temos que mostrar que a familia {A;'he} e€(0,g) € E-relativamente compacta
1
em L*(Q). Note que A; ! : L2(Q) — L*(Q), € € (0, &), é compacto, pois D(Ag) — X¢ < L*(Q)
compactamente. Para v¢ = A;lhg, temos
VIR, = [ pe@VvPax+ [ AWPdr=the) | g < el I ).
x2 Q Q X, 2 Xg

Xe 2 aXez €

€

1
Logo, {||v¢|| ! te € limitada em X¢ e, argumentando como na demonstragdo do item (i) do
£
Teorema [2.3.5, obtemos que {v¢}. admite uma subsequéncia E-convergente em L?() para

1
algum u € X . O

Corolério 2.3.8. Se u € p(—Ay), entdo existe &, € (0,&)] tal que u € p(—Ag¢), para todo
ec0,e], e

sup [|(u +Ae)71\|g(y(g)) < oo,
£€(0,ey]

Além disso, (1 +Ag)~! converge compactamente para (i 4 Ag) ! quando £ — 0.

Demonstrag¢do. Os Teoremas e colocam a familia {A }¢ nas hipéteses do Teorema
1.6.6] O

O Corolario garante uma limitacio em L? uniforme em & para os operadores resol-

ventes. Tal limitacdo também € vilida em H I como mostra o:

Corolario 2.3.9. Para todo 1 € p(—Ag), existe g, € (0, &), tal que

sup [(+40)"| | <o
£€(0,ey] ‘ L(L2(Q),XF)

Demonstragdo. Como 0 € p(Ag), escrevemos Ag(u +Ag) ™' =1 —p(u+Ae)~!. Segue do

Coroldrio[2.3.8que sup |[|Ae(u+Ag) ! | #(12) < o, e, pela Desigualdade do Momento (0 <
£€(0,e4]
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Equagodes de reagdo-difusio

%< 1), temos

sup [[(u+4e) "l
£€(0,,] L(L2X¢)
1
= sup supl(u+A¢) lull 1= sup suplAZ(n+Ae)  ul
€€(0,gy] l\ﬁéﬁ Xe ec(0,y) ﬁlfl

1 1
<C sup supllAe(u+Ae) lullf sup supl|(n+Ae)” ullf, < oo.

ee(0,e,] ucL? £c(0,ey] ucl?
[Jul|<1 [luf| <1

]

O Teorema[2.3.7) garante a convergéncia compacta dos operadores resolventes, no entanto
o fato dos operadores A¢ e Ag ndo estarem definidos no mesmo espaco ndo nos permite obter de
modo direto uma estimativa que reflita essa continuidade. O préximo resultado € fundamental

para superarmos este fato.

Lema 2.3.10. Sejam g € L%zo (€2), com |[g][;2(q) < 1 e u® solugdo do problema eliptico

Acut =g, emQ
out . (2.18)

W = 0, cm 39., Ec [0,8()]

Entao,

Q) [uf—u®|| =0,
x2

(i) Existe uma constante C > 0 tal que

N —

I 4]l y < Clllpe = polli=(@y +e)*.
X¢

0 . . _— i ~ 1
onde Je == 0 estd relacionado com a decomposi¢do de X7 em funcdo do subespago X5 .

Demonstragdo. Seja u® solucdo de (2.18)), entdo
1
/pg(x)Vu€V(pdx+/ lue(pdx:/ gpdx, VoeXg, ec (0,8 (2.19)
Q Q Q

1
/ po(x)VuOV(pdx+/luo(pdx:/g(pdx, VoeXg. (2.20)
Q Q Q
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea

(i) Segue de (2.19) e (2.20) que
/pg\Vu8|2dx—l—7L/ ]uSIde:/gugdx;
Q Q Q

/ngMSVuodx—kl/uEude:/guodx;
Q Q Q

/ po\Vu0|2dx+l/ |u0\2dx:/gu0dx.
Q Q Q

Logo

/g(us—uo)dx
Q
:/p€|Vu£|2dx—/ poyvu°|2dx+/1/ |u€\2dx—/1/ WO dx
Q Q) Q Q
= [ pelVue = VuPdx+a [ uf —uPdx— | (pe— po)|Va P
Q Q Q
+2/p£Vu£Vu0dx+27L/ usuodx—Z/ p0|Vu0|2dx—27L/ |u®)? dx
Q Q Q Q

:/pg\Vue—Vuolzdx+)L/ \ue—uolzdx—/ (pe — po)| Vil |* dx,
Q Q Q

ou seja,

Hus—uoHi _ o yvuoyzdx+/ W& — i) dx

= po)| Vi’ P dx + gl 2 [l — ]| 2

b&

. e—0 . ? ..
pois pe — po uniformemente em Q; e, pelo Teorema[2.3.5, u® — u°. Para (ii), denotamos

1 1
lg:—/pg(x)|Vu8\2dx+—/Mu8|2dx—/gu8dx
2Ja 2Ja Q

1 1
= min {—/pg(x)]Vu|2dx+—/ Mu|2dx—/gudx}, €€ (0,g);
102 Jo 2 Jo Q

MGXS7

1 1
10:—/ po(x)|Vu0|2dx+—/ l|u0|2dx—/gu0dx
2 Jo, 2 /o Q

1 1
= min {—/ po(x)\Vu|2dx—|——/ 7L|u]2dx—/ gudx}
102 Jo, 2J)a Q

2
ueX;
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Equagodes de reagdo-difusio

€ €SCrevemos

1 1 1
~|Vuf 2 = Z|Vuf — Vil + VitV — |Vl 4 < | Vi)
2 2 2

1 1 1

5‘M&‘|2 — Eyu&‘ . uO‘Z_i_usuO . |u0|2+ §|u0|2,

temos

1 1
)ug:—/pS]VuS—VuO\zdx+/p,gVueVan’x—/pg\Vuo\zd)H——/pg]Vuolzdx
2)a Q Q 2)a
1 1
+—/l|u8—u0|2dx+/7tu8u0dx—/7L|u0|2dx+—/7L|u0|2dx—/gu8dx
2Ja Q Q 2Ja Q
1 1
—|——/ p0|Vu0|2dx——/ p0|Vu0|2dx+/guodx—/ gu’ dx
2 Jo, 2 Jo, Q Q
1 1
:AO+—/pg\Vug—Vu0|2dx—|—/pg(VuS—Vuo)Vuodx+—/pSIVuolzdx
2Ja Q 2J)a
1 1
— = po\VuO\zdx+—/ Mus—uo\zdx—k/l(us—uo)uodx—/g(ue—uo)dx
2 /g, 2Ja Q Q
1
:/”10+E/ngwug—Vu0|2dx+/gpg(Vu£—Vuo)(Vuo—Vu£+Vu£)dx
1 1 1
—|——/pg|Vu0\2dx——/ po\vu0\2dx+-/ Al — 0 dx
2Ja 2 Jo, 2 Jo

+/)L(ue—uo)(uo—u8+u8)dx—/g(ug—uo)a’x,
Q Q
logo

1
7Lg:)LO+§/p£|Vu8—VuO\2dx—/p8|Vu8—VuO]2dx+/pg(Vug—VuO)Vugdx
Q Q Q
1 1 1
+—/pg|Vu0|2dx——/ p0|Vu0|2dx+—/7L|ug—u0|2dx
2Jo 2 Jo, 2J)o

—/ Mug—uo|2dx+/ l(ug—uo)uga’x—/g(us—uo)dx.
Q Q Q

1
Aplicando (2.19) com ¢ = uf —u® € XZ, € € (0, &), temos

1
lSZAO_E o

1 1
+—/p£|Vu0|2dx——/ po| Vil | dx
2 Q 2 Q

1 1
=X—= pg\Vue—Vuolzdx——/Mug—uolzdx
2 Jo 2Ja

1
pe|Vuf — Vil |? dx — 5/ Aluf — u®|? dx
Q

1
+§/ (pe — po)|Vi 2 dx.
Q
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2.3 Problema eliptico com condigdo de Neumann homogénea
Obtemos, entdo
1
Ae — Ao < E/g (pe — po)|Vu® > dx (2.21)
1
e
1 1
-/ p,;]Vus—Vuo\zdx—l—E/QMuE WO dx = Ao — Ae+ 2/ — o) |V P,
isto &,
lu® =] | =2(Ao — 2e) +/ — po)|Vu 2 dx. (2.22)
2

1 1 1
Agora, decompomos X¢ = X7 @ (X7 )* e escrevemos

1 1
uf =uf +us, com ufeX; e ufc(XF),
e assim
]y <Nl oy Sy <[l oy e fusll ) <fus—u i, (2.23)
82 XEZ XSZ XSZ X€2 X€2
portanto

u*

Figura 2.3: Projecdo ortogonal




Equagodes de reagdo-difusio

1 1
Ap = min {—/ po(x)]Vu|2dx—|——/ Mu|2dx—/ gudx}
102 Jg, 2J)a Q

ueX;
1 €12 1 €2 £
SE/ po(x)|Vui| dx+§ Q7L|u1| dx — quldx
1
1 1
<5 [ (pole) = el Vuf P+ 5 [ pe(o] Vs P
1
1
+—/7Lu8 2dx—/ uf dx
2 Jo Jui| Qg 1
1 1
=5 | olo) = pele) Va3 I, — [ qut v | gusax
2Jo, 2 X2 Q o)
1 1
<5 | (o) = pel)Vui Pt Sty [ gutdxt [ gusax
2Jo, 2 X2 Q Q

1
e+ [ (po@)— pe(0)|Vui v+ [ gusar,
2 Jo, Q

resultando

(po() = pe(O)| VS Pax-+ [ gusd

(Po(x) = pe(x))|Vue§ P dx+ [lgll 2 |5 ]y (2.24)

2

Segue de (i) e (2.23) que ””z” ] 2290, de @21) e @24), que Ae =23 Ag. Agora, aplicando

@19) e @20) com @ = uf e ¢ = u° respectivamente, e observando que as normas de Xg e

1
Xg sdo equivalentes & norma de H', temos ||u8||2% < |lgll;2 e |°]|> , < C1l|gl|;2. Substituindo

(2.24) em (2.22)), temos

)l

X¢ X¢

uf —u®)|* ) =2(A— Ae) +/ — po)| V|2 dx
X2

€

< [ o pelVuiPax+ [ (e po) VuPdx+2]gl ]y
Q Q X¢
02
< o= pelli=an) [ VuSPax+ Ipe = polliecay [ V6P dx-+2lgla sl y
1 1 €

< ||P£—POHL°"(Q1)[||”£H;7""H”OHj( ]+2Hg||LzHuz|| 1

< ||Pe P0||L°° Q) C2||g||L2 +2||g||L2||”2|| 7

< Callpe ~ polli-(a) + Gl y-
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2.4 Continuidade dos operadores resolventes

Portanto,
1
2

||u£—u0|| %§C<||P8_PO||L“(Q1)+JS> ’
X¢

0 :
onde Jp = |[uf|| 1 £720, e a constante C e o termo J, independem de g. O
X

€

2.4 Continuidade dos operadores resolventes

1
Nesta segdo obteremos a taxa de atragdo (||pe — pollz=(q,) +Je)? + Z¢ € mostraremos
que tal estimativa converge a zero quando o parametro € tende a zero. Consideraremos uma
projecio ortogonal P de L2(Q) em Léo (Q). Tal projecéo foi utilizada inicialmente em [2], onde

os autores obtiveram a semicontinuidade superior dos atratores.

Lema 2.4.1. Seja p € p(—Ag) N p(—Ag). Ento, para toda g € L, (Q),
(1 +Ae)"'g— (1 +A0)"'g = (1 +Ae) ' Ae(A7 ' — Ay )Ao(n+A0) s

Demonstragdo. De fato,

(+Ae) 'g— (u+A0) 'g=(+Ae) ' [(W+A0) — (L +Ae)](L+A0) g
= (H+Ae) 'Ac(A7 = AT AN (L +A0) .

]

Teorema 2.4.2. Seja K um subconjunto compacto de p(—Ay). Entdo existe e € (0, 1] tal que

K C p(—Ag) parag € [0,ex] e

sup sup |[(¢ +Ag) < oo,

)
1
€ (0,ex] HeK L(L2(Q).X¢)

Além disso, se 4 € K ouse i € p(—Ag) N p(—Ag) € tal que Re(u) ¢ (—oo,A], entdo existem

um setor Xo 9 € Cp >0 taisque 4 € Xp ¢ €

(S

(e +Ae)™ = (u+4o)”!| ;< Clpe — pollimay +Je)*.
213 (9)X2)

Demonstragdo. Pelo Teoremall.6.7} existe ex € (0, 1] tal que K C p(—Ag¢) para € € [0, &k]. Afir-

mamos que sup sup ||(1+Ag) ! | #(12) < 0. De fato, se existissem sequéncias (i )en C K,
ecl0,ex| HEK

55



Equagodes de reagdo-difusio

. _ k—roo P
(&)ken C (0,€k] com pp — 1 € K e g — 0 tais que ||(ux + Ag,) 1H$(Lz) % o0, obterfa-
mos uma contradi¢do da convergéncia compacta de ,ukAgkl para UA, I Agora, escrevendo

Ae(u+Ag) ' =T—pu(u+Ag)"!, pela Desigualdade do Momento (0 < % < 1), temos

sup sup (1 +40)
ec(0,ex] ueK L(L*X¢)

1
= sup SUPHA«S(M+A8)_1H$(L2)
ec(0,ex] LEK

1 1
<C sup sup [[Ag(u+Ae)” "I sup sup (1 +Ae) 7|
cc(0.e¢] HEK € € g(Lz)&‘E(OﬁK]IJEK € Z(L?)

1 1
<C sup sup |[1—p(u+Ae) "0 sup supll(+Ae) %, <o
e€(0,eg| HEK ) Z(12) ee€(0,ex] HEK ) Z(02)

Finalmente, se i € p(—A¢) N p(—Ap), escolhemos ¢ € (7, 7) apropriado para obtermos as

estimativas setoriais

_ M
(s +Ae) ™ 2 < Iﬁ’ e € (0,&l;

€
M,
+Ap -1 2 S—(p
(e +A40) " g, ) |
Assim,
1Ae(u+Ae) | 22y < 1+Mp, €€ (0,8)]; (2.25)
€

Ao (1t +A0) !l gz, ) < 1+ Mo
0

Pelo Lema|2.4.1| segue que para g € szo (Q),

1 1
AZ((+Ae)™ = (1 +40)7 ) g = AZ (1 +A4e) " AelAF" — A5 Ao (1 +40) g

1
=Ae(+Ag) TAZ(A = Ag ) Ao(1 +A0) g

Logo,
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2.4 Continuidade dos operadores resolventes

(1 +Ae) ' —(u+40)7" L
23 X2)

1
< Ae(u+Ae) Az (AT =4 Ao +40) 'l 2z, )
1
< [|Ag (1t +Ag) ! Hg(Lg)O) laZ (A;" —Aal)\lg@g%) 140 (1 +A0) ™" H.,?(Lf)())

1
< ||Ae(u+Ae) g2 142 (Ag —AEI)Hz(Lg)O) |40 (1 +Ag) ™! ez, )

o=

< Co(llpe — Pollz=(0,) +Je) 2,

para alguma constante Cy > 0 (independente de 1), ja que, para g € LéO(Q), com ||g|l;2 < 1,

temos
AZ(A; - A = (A" —Ay!
1(A4&(Ae" A9 ))gllz = (A" —Ag el 4
=uf—ud®| 1, paraut=A;'geu’=4,"g
X¢
1
< C(llpe = pollr=(Q,) +Je)?,
onde usamos o Lema[2.3.10]e o fato de que C e J¢ independem de g. O

Definiciio 2.4.3. Definimos P : L*(Q) — L?*(Q) por

h, em Q

hdx, em Q;, i=1,...m
1Q0.i] Jy,

No que segue, consideraremos, por simplicidade, m = 1.
Proposi¢do 2.4.4. A aplicagio P é uma projecio ortogonal de L?(Q) em Léo (Q).
Demonstragdo. De fato, R(P) = Léo (Q) e P?> = P. Sejam u € Ker(P) e v € R(P), temos Pv = v,

u=0emQ e/ udx = 0. Logo
Q

<u,v>L2:/ uvdx:/ MPVdX:VQO/ udx=0,
Q Q Q0

onde vg, = vdx, de onde obtemos que Ker(P) C (L%ZO)L. Por outro lado, se u €

|QO| Q
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Equagodes de reagdo-difusio

(L))" temos

/|Pu!2dx:/ uzdx+/ ugougodx:/ uzdx—l—ugougolﬂ()]:/ uzdx+ugo/ udx
Q Q4 Qo Q4 Q4 0

0:<Pu,u>L2:/ uPudx:/ l/lzdx+l/lQ0/ udx,
Q Q

Qg
resultando Pu = 0 e consequentemente (Léo)l C Ker(P).

]
Teorema 2.4.5. Para ¢ € (0,&) e h € L*(Q) com ||h||;2 < 1, temos
—1 £—0
lag =Pyl 0. (2.26)
XE

Demonstragdo. Temos

h—hQO, cm Q.()

Desta forma, ||Az'(I—P)h|| 1 = ||Az7'(I—P)h|| 1
X2 (Q

. Denotando uf = A;!(I — P)h em
X£2 (QO)

Q, obtemos o problema eliptico
Aeu® = (I—P)h, em Q
ut =0, em dJdQ

Note que

162, :/pg\Vu8|2dx+/7L|u€\2dx:/(I—P)hu8dx§Hueﬂ N
x2 Je Q Q X2

resultando ||u?| 1 <o, Assim, para V CC Qy,
X¢

/_p£|Vu£]2dx+/_7L|u£|2dx<oo.
\% \4

Como 0 < mg < pg(x), para todo x € Q e para todo € € (0, &), temos

C
/_ Vil |2dx < 1 ﬂO,

v inf pe(x)
xeV
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2.4 Continuidade dos operadores resolventes

resultando

/ \Vul > dx £00.
Qq
Segue da desigualdade de Poincaré que

£e—0
16|71 (q2) — O

e consequentemente |[uf|| £200. O

X€2 (QO)

Teorema 2.4.6. Para os operadores Ag, € € [0,&)], 4 € K com K compacto em p(—Ap) ou
U Ep(—Ap)Np(—Ag) com Re(i) ¢ (—eo, A], temos

||(H+Ae)_l—(N+Ao)_1P||$( L < Cl(|Ipe — polli=(a,) +Je)? +Ze], (2.27)

L2 7X£7 )

onde Ze = ||(u +A¢) "' (I—P)|| | para e € (0,&)] e Zy = 0. E vilido que

z(l‘z 7X€2 )

1 0
(I[pe = poll=(0)) +Je)? +Ze =20.

Demonstragdo. Seja h € L*(Q) com ||h||;2 < 1, escrevemos

(A~ h= (ot Ao)TPA g < [ (-Ae) ™ Ph = (u+ A0) " PhI|

+I(n+Ae)~ (I =P

B
RNV

Como Ph € Léo é tal que || Ph||;2 < ||A||;2 < 1, segue do Teorema que

_ _ 1
(s +Ae) ™ Ph— (1 +Ao) lPhHX% < Ci(llpe = poll=(a,) +Je)?-

Afirmamos que

£—0

[(u+Ae) " (I=P)h|| 1 == 0.

o=

X¢

De fato,

1 1
(B+Ae) ' =Ae(u+A4e) A = AZ(L+Ae) ™ = A (1 +Ae) T 'AZAL Y,
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Equagodes de reagdo-difusio

assim

1
I(u +Ae)71(1—P)hHX€ < || Ae(n+Ae) "l 2 A2AL (I~ PAll 2

Bl—

= [lAe(u+Ag) ! IILzllAEI(I—P)hIIXS%
§C2|!A§1(1—P)hHX£%

£—0

— 0,

onde utilizamos a estimativa setorial (2.25) e o Teorema [2.4.5] Tomando o sup sobre todas as

h € L? com ||h||;2 < 1, o resultado segue. O

Observacio 2.4.7. A aplicagio /: [0, &)] — R definida por /(&) = (||pe — pollz=(a,) +J8)% +Ze

¢ continua e [(0) = 0.

2.5 Continuidade do espectro, dos semigrupos lineares, nao

lineares e taxa de atracao

O Teorema apresentado nesta sec¢do € o principal resultado deste capitulo e o pri-
meiro passo para obtermos a continuidade dos atratores dos semigrupos associados ao problema
(2.5). Mais precisamente, estimaremos a continuidade dos semigrupos lineares e dos néo line-
ares tomando como referéncia a taxa de atracdo obtida na se¢do anterior. Comegamos com a
projecao espectral definida na Secao onde obtivemos que para € se aproximando de zero,
o espectro de —A, aproxima-se do espectro de —Ag, e que Q¢ (L), Uy € 0(—Ap), converge

compactamente para Qo( o).

Proposicio 2.5.1. Temos que Q¢ (i) : L?>(Q) — L*(Q) converge compactamente para Qo () :

L§,(Q) — L3, (Q) e existem constantes positivas C; e C, tais que:

(i) [|Qe(10) — Qo(uo)]| 1 < Ci(llpe — poll=(,) +Je) s
21, X2)

(i) [|Qe(to0) — Qo(to)P|| L < Co(llpe = polli=(o,) +e)? +Ze].
L2 X2)

AE
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2.5 Continuidade do espectro, dos semigrupos lineares, ndo lineares e taxa de atragao

Demonstragdo. A convergéncia compacta é o Lema[I.6.10] Utilizando o Teorema[2.4.2] temos

Qe (o) — Qo (ko) ||

BIl—

1
=|z= 2+A:) T —(z+A *ldzH

? 7X€
% e to|=5 0 %e)
1 ~1 ~1
< — z+A —(z2+A4Ap 1 |dz
s | A=A e
|lz—po|=5 0
1

< C(|[pe = poll=(,) +Je)?,

de onde obtemos (i). Analogamente obtemos (ii), utilizando o Teorema [2.4.6] O

Teorema 2.5.2. Seja 0 € (0, 3). Entdo existem constantes o < 0 e C > 0 tais que

e —e Py < Ce 2 (e = polim(,) +) + 200, 0.

(L2.X8)
(2.28)

Demonstra¢do. Como os operadores Ag, € € [0, &), sdo setoriais, os operadores —A, geram

semigrupos analiticos {e‘ASt ;1 > 0}, que sdo dados por

1
—Agt - ut A 71d 0
e 27.”/1_‘6 (,Ll—'— 8) :ua 86[ ;80]7

onde I' ¢ a fronteira de £_j ,\{u € C;|u+A| < r} para algum r pequeno e v € (¢, 5), orien-

tada no sentido da parte imagindria crescente. Assim, utilizando (2.3) e (2.4), temos

He—Agt . e—AotPH .
Z( L2.X7)

1 < lle= 4| | e P
2.X2) L2 X¢) Z(

1 1
<Mt 2e M4 Mt eV

1
<Cit 2e%™, (a=—-21<0).
Por outro lado, utilizando o Teorema [2.4.6] temos

1
le~Aet —e~Aotpl| g—/|e”‘|||(u+Ae>‘1—(u+Ao)‘1PH ) ldu
22 x2)  2nJr L(L2X7)

aX&‘j
1 1 ’
< 5-Collllpe = pollim(@y +Je)t +Ze] [ 0|y

1
< G3[(llpe _POHL‘”(QI) +Je)? +Zs]til~

Interpolando as estimativas acima com 1 — 26 e 26, obtemos (2.28). O
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Equagodes de reagdo-difusio

Observacao 2.5.3. A necessidade de considerarmos a projecdo P ficard evidente no préximo
capitulo. No entanto, com uma demonstra¢do andloga a do Teorema [2.5.2] obtemos, para 6 €

(0, %), a existéncia de constantes o < 0 e C > 0 tais que

et — ey < Ce I (g — pollymay) ) TE, 120
f(LSZ)O7X82)

1
Teorema 2.5.4. Sejam 6 € (0, %) ev,u® € X¢, € € (0,&)]. Entdo existem constantes positivas C

e L tais que

2
£

1 1
Hﬂwf—%UWwJSCéﬁzewf—ﬂﬁ+ﬂmk—mhmm+kﬁ+Zfﬂdlw)

parat > 0.

Demonstragdo. Temos

t
Te(1)uf = e Ae'y® +/ e AU £ (T (s)ub)ds, € € (0,¢)
0

t
To(t)Pv = e_Aoth—{—/ e~ A0U=5) £(T (s)Pv) ds.
0

Logo,

S Hengtus _eonthH |

(]

1 Te()u® = To(t) Pyl 4
XZ

€ €

X
t
b [l f (T (5)u) — e (T 5)P)]|y s
0 X

Utilizando o Teorema [2.5.2] parat € (0, 7],

e A uf — e APy|| | < |le A (uf —v)| 1+ |le v —e A Py||
2 2 2
X¢ X¢ X¢
1 1 1
<My 2e Mjuf —v]| g+ Cre® 2 (|Ipe — pol|o= +Je)? + Ze] 0127
X¢
1 1 1
N e e L (e e O
€

1 1 1
<Myt 2 9||”£—VHX%+C1[(||Pe—p0”L°°+J8)2+Zs]26f 29,

Denotando L a constante de Lipchitz de f e observando que f(To(s)Pv) = Pf(To(s)Pv), ja que
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2.5 Continuidade do espectro, dos semigrupos lineares, ndo lineares e taxa de atragao

f(To(s)Pv) € LG, temos

[ 1609 (T 5y = (To(s) )| s
0 X,

1
2
€

< [ D f T u) ~ FTPYIIyds

1
X2

t
[ 1 (Ty(5)Pv) — e MO IPFT 5P|y d
0 X¢

! 1
<MLy [ (1=9) T = To()Pv| yds

1 t 1
+ [Ca(|lpe — pollz= +Je) 2 +Zg]29]/0 (1 —5)3-0001-20)(=5) g

Mas,

L N =1o6 a(1-20)(i—s) _/O y —3-6 _y dy
/()(t s) Toe ds = _a(1_29)5<—a(1—29)> ¢ 06(1—29)
1 [es]

bt
(Cayto(1—20)t 0 b ’

1 1
= F(— — 9) = C3.
(—a)i0(1-20)10 \2
Assim, se escolhermos 0 > 0 tal que 1 < t_%_ee*“&, temos

ITe(t)u® = To(1)Pv]| 4
xZ
1 1 .
< Mot 6IIM’S—VIIX%+C1[(Hps—polleJrJ:s)zJrZe]zet 7=
t 1 |
+M2Lf/0(t—S) 2HTs(S)Mg—To(S)PVHX%dS+C2[(Hpe—poHL°°+Je)2+Zs]29C3
1 _1l g _
SC4[||M£—VI|X5+[(||ps—po||Lw+Je)2+Ze]29]t 0 od
€

t
LMoL /0 (1=5) 30 Ty ~To(s)Pv]| yds,

Definindo @(r) = e® || T, (t)ut — Ty(t) Pv|| 1> segue que
X

1 1
0(t) < Ca[ll® = vI_y + [(lpe — polli=+Je)} + Z62] 470

+ MLy /Ot(t - s)_%(p(s) ds.
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Equagodes de reagdo-difusio

Pela Desigualdade de Gronwal]ﬂ, existe M > 0 tal que
£ 1 20],—1-6
0(0) < MGl |y +[(lpe — poll= +7e) + 2617377,
ou seja,

17 ()u® = To()Pv]| )
XZ

€

1 1
<& " MC [ vy +[(Ilpe — polli- +Je)? +2e )30,

Fazendo L = —ad > 0 e C = MC4, obtemos (2.29). O

Observagio 2.5.5. A estimativa (2.29) néo reflete a continuidade dos semigrupos néo lineares.
1 1
Para tal, é valido o seguinte resultado: sejam 6 € (0, %), uf € X2 e u® € X2, entio existem

constantes positivas C e L tais que
1
ITe(e)u =Ty < CeHt [ =u| ) +(lpe = polleeian +7e)°].
€ €

parat > 0.

%a,b,a,B >0, 0, <1e0<o(t) <at™*+b[5(t—s)Po(s)ds, t € (0,7] = existe M > 0 tal que ¢(r) <
aMt™%.
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Capitulo
3

Continuidade dos atratores

A continuidade da familia de atratores dos semigrupos associados ao problema (2.5)) foi
estabelecida em [7]] para condi¢des de fronteira de Dirichlet e para condi¢des ndo lineares em
[15]. A semicontinuidade superior é consequéncia da continuidade dos semigrupos ndo line-
ares, ja a semicontinuidade inferior requer hipdteses e resultados adicionais. Geralmente, o
procedimento para obter a semicontinuidade inferior da familia de atratores €, basicamente, a

verificagdo das hipéteses do Teorema|[I.5.4] ou seja, dos seguintes fatos:

£—0
1 —0;
X2

(i) & = {ui’l, ...,ui’k} paratodo € € [0,&) e Hui’i — o

(i) Existe 8 > 0 tal que {W*(u®")NB | (u%", ) }ee(0,¢,) € semicontinua inferiormente em 0;
X; ’

S

e—0 . . 1
| 1 == 0 uniformemente para ¥ em subconjuntos compactos de Xg,

X2
para todo ¢t > 0;

(iii) [|Te(t)u — To(r)u|

k
(iv) o= [Jw@d),

i=1
onde & denota o conjunto dos pontos de equilibrio de {7¢(r);z > 0}. Observe que a condi-
cdo (iii) ndo faz sentido para a situacdo da difusao grande localizada, uma vez que o semigrupo
{To(t);t > 0} estd definido somente em XO%. Em [7] e [15] os autores superaram este fato carac-
terizando a continuidade dos semigrupos nao lineares utilizando sequéncias, mais precisamente
um teorema de aproximacao do tipo Trotter-Kato. Aqui utilizaremos a projecdo P definida no

capitulo anterior, pois nosso objetivo € estimar a continuidade dos atratores pela taxa de atragdo.
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Continuidade dos atratores

3.1 Continuidade dos conjuntos de equilibrio

As solucdes de equilibrio de sdo aquelas independentes do tempo, isto é, para € €

(0, &), sdo as solugdes do problema eliptico
Agu® — f(uf) =0, (3.1)

e para € = 0 as solugdes de

Ao’ — f(u®) =0. (3.2)

Como na Segdo[1.4] denotamos & = {u® € D(Ag) ; Agu® — f(uf) =0}, € € 0, &), e dizemos que
ut € & é uma solugdo de equilibrio hiperbélica se o(Ae — f/(u€))N{p € C; Re(n) =0} = 0.
A semicontinuidade superior da familia {&% } em € = 0 é uma consequéncia da conver-

A cc
géncia compacta A ! — Ay I

Teorema 3.1.1. A familia {& }¢¢ (g, € semicontinua superiormente em € = 0.

Demonstragdo. Seja (ui" )ken uma sequéncia, com = &g,, para todo k € N e (&)x C (0, &)
convergindo para zero. Pelo Lema , basta mostrarmos que (ui") x admite uma subsequén-
cia convergindo para um elemento de &. Como & C %, segue do Teorema [2.2.4] que

sup {||ul]] 1 U € &} < oo. Assim, (ut); admite uma subsequéncia, para a qual man-
£:€[0,&] X¢

teremos a mesma notagdo, convergindo para, digamos, u., fracamente em Xg e fortemente em
L*(Q), j4 que Xé é reflexivo e o7, € compacto. Além disso, como f € limitadae A, s — Ay !
temos que {f(u*)}ren é limitado em L?(Q) e {Ae_k] (f (u‘:"))}ge 0,e0) € E- relativamente com-
pacta. Logo, tomando subsequéncia se necessdrio, A*I( ful)) ey ud € Xg. 2 Assim, u$t =
Agkl (f(u)) %0 u?, logo u, = u e, pela continuidade de f, segue que f(us*) — f(u,) em

L?(Q), sendo assim Agk (f(u)) — Ay ' f(us), ou seja, u. = Ay ' f(u.), resultando u, € &. O

Antes de provarmos a semicontinuidade inferior de {&;} ec(0,g,) @SSUMIremos a seguinte

hipétese

(H) O conjunto &y dos pontos de equilibrio de (2.5) com &€ = 0 € constituido de solucdes de
equilibrio hiperbélicas, ou seja, 6(Ag — f'(u?)) N {u € C; Re(u) = 0} = 0, para todo
ug € &p.
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3.1 Continuidade dos conjuntos de equilibrio

Pelo Lema o conjunto & é finito, ou seja, toda solucdo de equilibrio hiperbélica u? é
isolada.

A seguir apresentaremos trés resultados auxiliares que nos permitirdo obter a semiconti-
nuidade inferior dos conjuntos de equilibrio. Observamos que a E-convergéncia estard presente
em dois contextos: o primeiro envolve o subespago XO% de Xé enquanto o segundo envolve

o subespaco L%ZO de L?. Para evitarmos confusdo, nos referiremos a primeira situacdo como

convergéncia (forte) em Xé e a segunda situacdo como E-convergéncia.

Lema 3.1.2. Para a € (0,1) fixado, a familia {A;%}¢c (g, € E-relativamente compacta e
Ao L Ag%.

Demonstracdo. Temos

1
o (04 1
A" = oy i/r“ (L+Ae) " du,

onde I'" € a fronteira do setor £_ 4. A integral acima € absolutamente uniformemente conver-
gente para € € (0,€,]. Logo, dado 11 > 0, podemos dividir a curva I' = F? U Fg de modo que

F? seja limitada e
1 - -1
— A du < 0,&,].
27ri/rg 0™ (1 +Ae) " zq2ydn <n, €€(0,8]

Sobre 1“117, reescrevemos a integral como

Al

B = —
E7 omi

/r” U %Ae(u+Ae) " du,
1

e usando que ||~ %A (U +Ag) 7! |22 = =T+ uAghH)! | #(12) € uniformemente limitado
para € € (0,€,] e também que {Agl}ge(o,m ¢ E-relativamente compacta, garantimos que a
familia {Be}¢e(0,¢,) € E-relativamente compacta. Agora, seja V P(L?) — [0, 0] uma medida

de ndo compacidade, isto €, v satisfaz:

(i) v(A) = 0 se, e somente se, A é relativamente compacto em L*(Q);
(i) v(AUB) =max{Vv(A),v(B)};

(i) v(A+B) <vVv(A)+Vv(B).

Tomando sequéncias (&) C (0,€,] e (u¥); C L*(Q) tais que & “0e ||u*||;2 = 1, obtemos

_ 1 _ _
V(Agkauk) < V(nguk) + V(% /r‘r’ u (X(‘u +A€k> ld,ll(uk)> < n.
2
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Continuidade dos atratores

Como 1 € arbitrdrio, concluimos que v(AgkO‘uk) =0, e assim {A; % }ec(0,¢,] € E-relativamente

compacta. Do Teorema da Convergéncia Dominada e do Coroldrio [2.3.8] temos

£e—0

1 1
A“:—/ Y (utAe)d / “H(u+Ag)du =A"
e = o Tt Ae) du = o | T (i Ag) T di = AT

paratodo u €1 [

Lema 3.1.3. Sejam o € (0,1] e {ui}ec(0,¢, uma familia tal que uf € &,Ve € (0,&) e uf

1
converge em X¢ para u € &y. Entdo f'(uf)Az % LN Ay *.

Demonstrag¢do. Suponhamos inicialmente o = 1. Seja u® € Xé,‘v’s € [0,&). Como A;! LE,
Ayt AG U i>A61u0 e, sendo f” :Xé — X(Xé,LZ(Q)) continua, obtemos f’(uf)A; 'u® N
')Ay 'u®. Consideremos a familia {uf Y ec(0,e,)> tal que u® € Xé e HuEHX% = 1. Temos
que {A;'}¢ é constituida de operadores compactos, o que resulta {Ag 'uf}, E-relativamente
compacta. Assim, cada sequéncia {Agklugk}keN de {A;'uf}. admite uma sub-subsequéncia,
para a qual manteremos a mesma notacdo, convergindo para y € XO%. Consequentemente,
1 (ui")Agkluek — f'(u?)y, portanto { f'(ué)A; 'u¢}¢ é E-relativamente compacta, logo

P )Agt 5 £d)Ag "

Para o € (0,1), escrevemos

I (u8)A; *uf — f'(ud) Ay *u°|| 12
< ) (Ag “uf — Ay *u®) || 2 + | (F (ul) — £ (u)Ag *u|| 2
<|f'(u )H HAg u —Aa“uo\lx%+H(f’(ui)—f’(u?))Aa"‘uoHLz

< CllAg"u —Aaauollx%+||(f’(ui)—f'(ug))Aaauolle
€

1

0,

onde C > 0 é dado pelo Principio da Limitacdo Uniforme. A E-compacidade relativa segue

analogamente ao caso anterior. 0

1
Lema 3.1.4. Seja {uf}ec(o¢, uma familia tal que uf € & e uf converge em X para u? €
&y. Entdo, para todo a € [0,1), existe & € (0,¢&] tal que {AZ(Ae —f’(ui))_l}ge(oﬁ] é E-

relativamente compacta, uniformemente limitada e

A% (Ae — ()" B AF (A0 — /().
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3.1 Continuidade dos conjuntos de equilibrio

Demonstragcdo. Sejam 3 € (O,%) fixado, rj,;p taisque 1 > B+r>aern=1-0-—r.

Afirmamos que
AZ(Ae— 1) = A, PO 1A f )AL ) AL,
De fato,

AP A WA T AL = AZAP AR (1 AL (WA P )
= ALAR(I A" f (€A ) AL !
= A2[(A2 — f'(u)A; Py Al !

— AZ(Ae — f/(uE)) .

Como B —r; < ler, <1,segue doLema que {A;?}e e {Agﬁ ~"11¢ sdo E-relativamente
compactas, portanto {A; "2 f (uf )Ag_ﬁ - ec(0,¢, € E-relativamente compacta. Logo, pelo Lema

(I =A™ f(u )Agﬁ ~")~1 & uniformemente limitado, pois

(A" f (AP S (A (WA P

Como B+ r; — a < 1, o resultado segue do Lema[3.1.2] O

Proposicdo 3.1.5. Seja u® € &. Entio, existem & > 0 e § > 0 tais que o problema (2.5) para

1
€ € (0, ] possui exatamente uma solucio de equilibrio u¢ € {u € XZ ; ||u — u?)|| ) < 0}. Além
X¢

disso, [|u —u®|| | =Y0.
X2

€

Demonstragdo. Do Teorema[2.4.2] do Lema e da hipétese (H), segue que o(Ae — £/ (u?))

é disjunto do eixo imagindrio para € pequeno, logo (A¢ — f'(u2))~! existe, e aplicando o Lema

com Q. = % e u® = u?, obtemos C; > 0 tal que
1(Ae = f'(u)) "]

1
g(LZ 7X82 )

Note que se u® € &, entdo
At —f(u) =0 & Aeu® — f'(u)u + £ (l)u® — £(uf) = 0

& Agt® — f/(ud)uf + (Ae — f' () (Ae — £ () 1 (f' (u)uf — f(u)) =0
& (Ae — £ UD)) U+ (Ae — £/@2) 1 (F/ (W)uf — f(uf))] = 0.
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Continuidade dos atratores

Portanto, u® € &; se, e somente se, u® é ponto fixo da aplicagio

1 1
Novamente, pelo Lema[3.1.4, AZ (A¢ — ' (u?)) ™! 2>A§ (Ag— f'(u?))~1, logo

= (Ae — /() (A — £ (ud)u?)

= (Ae— f'(u2)) " (Ao — f/(ud))u,

ou seja,

Assim, dado 8 > 0, existe € > 0, tal que

0
|Peu) —all] , <5,
X¢

1
para todo € € (0,&]. Agora, sejam u®,v¢ € X2, temos

1P (1) = P (V)1 = [I(Ae = f' ()~ [F(u®) = FVF) = £ () (u =)

< ||(Ae—f'(u53))’1H$(

< Crllf W) — FOF) = £ (u) (=) ||

Bl—

X¢

< Cillf/(6uf — (1 - 0)v%) — f(1) (u — Vo)

D=

X¢

< C|(0uf = (1—00®) —ud|| 1 [lu® —v°|| .
X2 X2

€ €

<2G,6||uf —VE||

Bl—

X¢

L (W) = fOF) = f1 () (u —v
12 X2)

1
Assim, escolhemos 6 > 0 tal que 2C,8 < 5€ obtemos que ¢ : B !
- XE Xg
contragdo, pois, se u® € B 1 (u?,8), entdo

X

1 (u9,6) — B %(uQ,S) ¢ uma
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3.2 Continuidade dos semigrupos para linearizagao

[@e(u) — 10|y < |1Pe ()~ )|y + [@e(ud) —u]
X, X X,

€ €

IN
[N

[l —all| g+ | Pe(ud) —ud| s
X; X,

€

= 0.

VAN
NS N

+

(S %!

Portanto, existe um tnico ponto fixo u¢ de ®. em B | (42,8). Finalmente, vejamos que uf

X2
1
converge fortemente em X para u?, de fato,
S —ulll g = (1P () —ul]| 1 < [[Pe () = Pe(u°)]| 1 + || Pe(ud) —ul]|
Xg2 X£2 st X£2
1
< Ellui—ugH L+ ([ Pe(ud) =l s
X¢ X7
resultando [|u€ —u?|| | < 2||@e(u) — | 1 =2 0. O
X¢ XZ

Coroldrio 3.1.6. Suponha que & = {u?',...,u’*}. Entdo existe & > 0 tal que para € € (0, ],

Ee =l ut e

(=]

! =)l =50, i=1k
X¢

Demonstragdo. Segue da semicontinuidade superior dos conjuntos de equilibrio que para €
suficientemente pequeno, ué € & estd em uma vizinhanga de &, e pelo Teorema em uma

vizinhancga de ull e &) existe apenas um elemento de WS € &, que converge para ud, [
Teorema 3.1.7. A familia {S¢ }c(o,¢,) € continua em € = 0.

Demonstragdo. Resta mostrar a semicontinuidade inferior, que segue do Lema|[I.5.2]e do Teo-

rema[3.1.3 O

3.2 Continuidade dos semigrupos para linearizacao

Comecamos esta se¢do motivando o que faremos na préxima se¢do. Vamos olhar por um

momento para um problema linear e considerar pequenas perturbacdes nao lineares.
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Continuidade dos atratores

Considerando € = 0 no problema (2.3), obtemos o problema semilinear parabdlico

u? +Aou® = f(uo), 33)

1
u’(0) = uf € X2,

associado ao problema limite (2.2). Seja u? um ponto de equilibrio de (3.3)). Fazendo a mudanca

de varidveis v = u® — u, somando e subtraindo f'(u%)v ao lado direito, obtemos

vi+Agv = f(v+ud) = f(ul) = f(ul)v, )

v(0) = ud —u := vy,

onde Ag = (Ao — f'(u?)). Nesta situaciio, para v muito pequeno, a parte nio linear f(v +u%) —
Fu®) — £'(u?)v é muito pequena. E natural entdo considerarmos o que acontece quando des-

prezamos a nao linearidade, ou seja, o que acontece com a equagao

Vi +Agv =0
(3.5)

v(0) = vp.

Se Q(J{ é a projecio definida pelo espectro de Ag do lado direito do eixo imagindrio, segue que
para vy € QOX% , asolucao v(z,vp) de existe para todo 7 < 0, v(t,vp) = Oev+ul == ul.
Quando perturbamos (3.5) com uma néo linearidade muito pequena, devemos observar solugdes
de (3.4) que existem para todo # < 0. Naturalmente, o dado inicial para o qual tais solug¢des
existem ndo estara em Qg X()%’ mas em uma variedade nao linear préoxima.

No que segue, denotamos A = Ag — f(u€), € € [0, &). Como A € setorial com resolvente
compacto e f'(uf) € £ (Xé ,L?(Q)), o operador A, é setorial com resolvente compacto. Desta

forma, os espectros de —A, consistem apenas de autovalores isolados com multiplicidade finita.

A seguir listamos as propriedades de A¢ que sdo andlogas as propriedades de Ag, € € [0, &).
Lema 3.2.1. Existe & > 0 tal que 0 ¢ o(A¢) e A7 <5 Ayl

Lema 3.2.2. Existem & € (0,&), um setor X o, ¢ € (0, %), ®>0,eM>1 de modo que
Z(D’(p C p(_A_g), € Cc [O,é] €

M
u— ol

(s +Ae) Ml 2y < €< (0,€];
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3.2 Continuidade dos semigrupos para linearizagao

M

71
(1 +Ao) ||$(L§)O)§m,

paratodo i € Xy ¢.

Teorema 3.2.3. Seja K um subconjunto compacto de p(—Ag). Entdo existe g € (0,1] tal que

K C p(—Ag) para € € [0,&] e

sup sup || (4 +Ae) <o,

-1
| 1
e€(0,ex] HEK L(L2(Q).X¢))

Além disso, (U +Ag) "' <5 (u+Ag) ! e para u € ¥0,¢, existe C > 0 tal que

+A) = (u+Ag) ! < C(|lpe = pollr=ro +Je)2.
A = e do) M o < Cllpe= ey +4

Como na Segio|1.6] para iy € 6(—Ap) e § > 0 tais que {z € C; |z— o] < 5} No(—Ag) =

{uo}, consideramos as proje¢des espectrais Q¢ (L), associadas aos operadores Ag, dadas por

1 -
Oclho) = 5= | (e+Ae) Mz, e 0.l

|=—Ho|=6

e 0 auto-espago generalizado associado a (o dado por W (g, —A¢) = R(Qe(Uo))-
Teorema 3.2.4. Sdo vélidas as seguintes afirmacoes:

(i) Se (&)ren C (0,&) é uma sequéncia convergindo para zero, (Ug, )ken € Uma sequéncia

em C com U, € 0(—Ag,), paratodo k € N, e g, 2% Lo, entdio o € o(—Ay).

(i) Para todo o € o(—Ay), existem sequéncias (& )ren C (0, €] convergindo para zero e

(Mg, )keny em C com g € 0(—Ag,), para todo k € N, tais que [, o Ho-
(iii) Existe & > 0 tal que dimW (i, —Ag) = dimW (i, —Ag), para todo € € (0, &].

(iv) Para todo u® € W (g, —Ap), existe uma familia {u€}e com uf € W(uo, —A¢), tal que

ut — u".

(v) Toda sequéncia (u¥)ien com uk € W (o, —Ag,), & CT0e ||”kHXsk = 1, admite uma

subsequéncia E-convergente para um elemento u® € W (g, —Ay).
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Continuidade dos atratores

Teorema 3.2.5. Seja 6 € (0, %) Entdo existem constantes & < 0 e C > 0 tais que

le=Aet — ¢ =0t ) < Ce 2 (e — pol oy +0e) 20, 120,
,?(LEZOXSZ)

3.3 Continuidade das variedades instaveis

Nesta se¢do, veremos que a variedade instavel WY para ué € &; € dada localmente como o
grafico de uma func¢do Lipschitz e que quando o pardmetro € tende a zero, W' se "aproxima'"da
variedade Wy, u? € &. Além disso, tais variedades possuem atracio exponencial uniforme
em €. Este resultado, juntamente com o Teorema serd fundamental para obtermos a
continuidade na métrica de Hausdorff para os atratores dos semigrupos associados ao problema
2.5).

Denotamos oy = {l1 € 6(—A¢); Re(t) > 0}, € € [0, &). Para iy € 6, consideramos a
projecao espectral Qf (o), associada a 6",

_ 1 ]
+ +y A —ld
0f (o)) = 5 [ e+ A0) 'dz,

onde I'* ¢ uma curva em {it € p(—A); Re(it) > 0}, que envolve o, . Do Teorema 3.2.3] existe
er+ tal que '™ C p(—Ag), para € € (0,er+]. Assim, podemos considerar a projecio espectral
O (o;) associada a o,

- 1 -
gty — -1
0i (o) = o [ (e Ae) dz

e 0 auto-espago generalizado associado a ;" dado por W, = W (0, —A¢) = R(Q:(0,)).
Denotamos —A; e —A, as restrigdes de —A¢ a W, e ao espago W, = R(I — O/ (o)), respec-

tivamente. Denotamos, Q¢ (o7 ) = Q.
Teorema 3.3.1. Sdo validas as seguintes afirmacoes:
(i) Existe & > 0 tal que dimW," = dimW,", para todo € € (0, €].

(i) Se (& )ren C (0, &) é uma sequéncia convergindo para zero, (u%)icy € uma sequéncia

com uf € W

e » paratodo k € N, e |lu®|;2 = 1, entdo (u* )y admite uma subsequéncia

_|_
que converge para um elemento de W,,".

(iii) Para todo u® € W;", existe uma familia {u€}¢ com uf € W', tal que uf® — u°.
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3.3 Continuidade das variedades instaveis

(iv) Existem > 0e gg > 0 tais que 6(—AF)N{u € C; [Rept| > B} =0, paratodo € € (0, £g].

(v) Existem ¢ € (0,7), wg >0 e &g > 0 tais que Z_ gy 95 C p(—Ag), para todo € € (0, €g]

e existe Mg > 1, tal que

_ Mg
LHA) g € —F—, VUEZ 4.4, VEE(0,85].
I+ 20) M) < o5 5]
Observamos que Q) ¢ uma projegdo de posto finito e 6 = 6(—Ag)N{u € C; Rep > 0}
consiste de um nimero finito (possivelmente zero) de autovalores com multiplicidade finita.

Além disso, conforme o Teorema|l.3.11] existem M > 1 e B > 0 tais que
—Aot A+ .
le™" Qg ll a3,y < MeP', 1 <0;

le= o (1— O )| L <Me Pz >0
Z(Lg, Xe)
Sejam uf € & e u? € &, tais que u€ converge para u? em Xé. Entio existe £ > 0 tal que 6(—Ag)
ndo intercepta o eixo imagindrio, para € € [0,&], e |[A;!|| < C, com C > 0 independente de
e. Além disso, 0F <5 Qg . Consequentemente, posto(Qf ) =posto(Qy ), para € € (0,€], e a
familia {0, } ec[0,¢] € semicontinua superior e inferiormente em € = 0. Também sao validas as

estimativas
le™' O || 212y < MeP!, 1 <0;

le=2et (1 — OF)| \ <Me Pz, >0,
"g(szxez)
para M, 3 > 0.

Seja uf € &, reescrevemos o problema (2.5) como

ng —|—A5WS _ f(‘?;e +u§) —f(”i) —f’(u‘:)we ’ (3.6)
WS(O) = WS S ija

_ _ L1 !
onde A = (Ag — f'(uf)). Segundo a proje¢do QfF decompomos X? = O X2 & (I — QF)XZ e
escrevemos a solugdo de (3:6) como wé = v€ +z¢, com v¢ = Qf w® e z¢ = (I — QF )w®. Desde

que Qf e I — Qf comutam com Ag, obtemos

VALY = OF[F(F 25+ u) — (i) — 1) (% +2°),
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Continuidade dos atratores

e
g A2 = (1= 0 (v +2° +ul) — f(uf) — f(uf) (v +2°)].
Definimos
He(v%,2°) = Q¢ [F (v +2° +uf) — f(uf) — ' (u) (0 +2)], 3.7)
e
Ge(v5,2°) = (I = O )If (vF +2° +uf) — fuf) — () (v +2)]. (3.8)
~ . . o JdH;
Temos Hg(0,0) = G¢(0,0), He e G¢ sdo continuamente diferencidveis e 8_(0’0) =0=
v
aG _
5 £ ——(0,0). Sendo as proje¢des QFf uniformemente limitadas, segue que, dado p > 0, existem
€>0e 0 >0taisque,se |V 1+|zf]] 1 <Oee€e€]|0,&],entdo
QQ—XSZ 82
|H0%,2)] ) <.

1Ge(v&,2°)|l 1 <p,
X2

[He(v,2%) =He(7,25)| v <p(p*=Tell 1 +I12°=Z] 1),
X2 Q+X2 X2

€ A€ € A€ €

1Ge(v¥,2) = Ge (7, 2°)[| 1 <p(IV=Pell 141" =2l 1)
X2

X¢ Q¢ X¢
Podemos estender H, e G, fora de B 1 (uf, ) de forma que as estimativas acima permane¢am
X¢
1
Vahdal para quaisquer V¢ € QF X7 : e zf € (I— QF)XZ. Podemos entdo reescrever (3.6) como
o sistema acoplado

VELATVE = H (VE,z%)
roE ) (3.9)
7 +A 25 =G (vE,25),
onde, para apropriadas constantes 3, M > 0 independentes de €, temos

leAerz8|| | < Me PH||E|| 1, 1>0;
x2 X2

e Atz %ngf%e*ﬁfnzfn L 1> 0;
X, X,

€

||e*A8+’v8|| lgMeﬁ’HvSH 1, t<0.
At v 2 A+ v 2

£ A€ EXS
Teorema 3.3.2. Sejam u? € & e uf € &; a tnica solugdo de equilibrio de (2.5) tal que, para
algum 6 > 0, |jul —u0|| 1 < 0, para todo € € (0,&]. Dados D >0, A>0¢e v € (0,1), seja

po > 0 de forma que, para todo p € (0, po], sejam vilidas as seguintes estimativas :

10 procedimento para estender He e Ge e obter O explicitamente pode ser encontrado em [[13].
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3.3 Continuidade das variedades instaveis

pMB~2T(}) < D

pM2(1+8)(B)sr(h) < a;

o B<2B—pM(1+A)<28:;

1
_1 M(1+A)B"2 .
MBIT(L)[1 4 eMATAB 2 | o)
PME (2)[ (Zﬁ—pM(l+A))2]_

[
—|

L M2 (1+A) (14M .
vi=PB— oM+ Eop R | > 0.

PMBET (L) + [p2M2B 1 (1+A4)(2B — pM(1+4))~*T(})| < }.

_ 1
Para a escolha de p acima, sejam H € G, dadas por (3.7) ¢ (3.8). Entdo existe s¢ : QO X —
_, 1
(I — Qf X2) satisfazendo:

o [llsElll:="sup [IsSSO)] 1 <D
1 X,
veOi X2
_ 1
o [[sS(v)—sEi(@) 1 <Alv—7] 1, wieQfXy,
X Fx2

e a variedade instédvel de uf é dada localmente como o grifico de s, isto é,
1 _ 1
We'(uf) = {(v,2°) € 0e X2 @ (1 - 0 X7 )1 2 = 55 (V%) -
_ 1
Além disso, para qualquer R > 0, se B= B(0,R) C O X2, temos
0 £—0
sup s9(v) —s5 )|y %0,
vEB X¢

e existe uma constante K > 0 independente de € tal que
12°() — S‘i(vg(t))HX% <Ke M0 1>,
€

Demonstracdo. (Primeiro passo) Existéncia de sZ.

1 1
Sejam s¢ : QF X2 — (I — O X2 ) uma aplicag@o continua satisfazendo

- 1
llselll <D, [lsi(v) =sE@) 3 <Alv=7] 1. VvieQrX¢
XZ 0 Xx¢
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e vE(t) =Vv&(t,7,Mm,se) uma solugdo de

VE+ADVE = He (Ve 5:(VF)), t<T

vE(T) =1.

Consideramos o conjunto
S " . -
£={s:0xF = (1= 0x2): lslll < De sv) —s®)_y <Alv—s] ).
X¢ EXe
(Z,[||-1]]) é um espaco de Banach. Definimos & : £ — ¥ por

Dlse)() = [ e MG (1), 56 (0 (1)

—o0

Assim,

T -
[@Cse) Il 1 S/ le e TG (v (r),se (F (M) dr
X2 —oco X2
T
<M [ (3= e PG (). se ()
T
SpM/ (T—r)*%e*/}(rfr)dr
1
SpM/ u 2e Py
0
11
< 2I'( =) <D.
< pMp 2F<2> =D
_ 1
Suponhamos agora que sg, 5 € X e 1,7 € Of X2, e consideramos v¢(t) = v¥(£,T,7M,5¢) €

(1) = v (t, 7,7, 5¢). Entdo

VE(1) — 5 (1) = e A =D (n — 7y)

+ /:e_ﬁ(l_’) [He (vE(r), se(v*(r))) — He (% (r), s (7°(r)))] dr.

Logo,
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V() = ()H 1<M€ “n -l

+M/ eﬁ =0 He (VE(r), 56 (vE (1)) — He (¥ (r), 5¢ (75 (r))) || dr

<MePU= | — i
pM/ PUTDVE (1) — 8 (r)|| — |Ise (vE(r)) — Se (7 (r))|[] dr
<MePU | — i

+pM / PUD[(148) [V (1) = (1) || + s (v () = 5 (7 (r)) | dr
<MePU|n -7
+pM(1+A) / POV (r) = 5 (r) | dr

T
+pM||lse — | / P dy

Denotando () = e BU=D||vE(r) —¢(r)|| 1, temos
Q+X2

T T
o) <Mn—l -+ pMilse—slll [ ¥ arpm(1+4) [ glrydr

Utilizando o Corolario da Desigualdade de Gronwal]El, obtemos

o(t) < [Mln - nll

1
2

T
pM(1+A)/ dr
+pM|||se—ss|||/ P ar e C

Assim,

IVE() = 55(0)]| 1 < M| — 7]|ePt—DepMU+A)(T=0)
of 3
+pM||se — S”SIH/T BU=T) gy B=T) PM(1+4)(2—1)
t
< M||n — 7]|]elPMI+8)=Bl(z=1)
+pMB Y |[se — Se]]|(1 — P lPM1+A)=B](z=1)

[MHU |l +pMB~ 1|Hs€_s |H] [PM(1+A)— m(r,t)’

2Sejam o, @, B : [a,b] — R continuas tais que o/, > 0 e ¢(t) < a(t) + [LB(s)(s)ds, entdo ¢(r) <
a(t)eliBdr
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[P(se)(m) — () ()]

e
T 1T —
= / le™e T [Ge (v (r), 56 (V¥ (1)) = Ge (¥ (r) 56 (9 (r)) ]| dr
T
<M [ (2= EePEGe( (1), (1) = Ge(P (). (3 (1)
T
<pM [ (x0T PEIAL Q) () = 5 () + e~ el dr
. |
<pM [ (x=n e PEN 14 a) () ) dr
T
eoM [ (5=n) e PO s — s ar
T
SpM/ (T—r)_%e_ﬁ(f_’)(l_f_A)
M| —ﬁ||+pMﬁ_1|||s8_S~8|||]e[pM(1+A)—ﬁ](r—r)dr
T 1
oM [ (= r) 2 P s el ar
T
ZPM/ (T—r)*%e*ﬁ(’“’)(leA)MHn_ﬁHe[pM(HA)fB](rfr)dr
T
tpM / (t—r) "2 PED (14 A)pMB~"|[se — sz ||lPMI+A)-BIE=0) g
T
+PM/ (t—r)"2e PO |5 — 5| dr
= pM(1+4)|In 1| /T (1 —r) " 2e P +PMU+A)=BI(T=r) 4,
T
+PziVlZﬁ_l(lJrA)Msg—s}\||/ (1 —r)"2e BN +PM1+8)=Bl(z=1) 4.
T
+pMms8—§gm/ (T—r) e B gp
2 - _1r1
= pM2(1+4)|n — |28 — pM(1+4)) 73T (3)
1
+p M2 (1+4) [[se — e[| 2B — pM(1+4) T (5)

+pMse —5ell1B4r(5)
pM(1+A)B2 ] i
(2B —pM(1+4))}

<o ir ()

N

<v
+one+8)(8) r(3) -l
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3.3 Continuidade das variedades instaveis

Logo,
[@(se) (1) —P@e) (M 1 <Aln—17l 1 +0lllse —Felll
X; OF X,

£ A€

_ 1
Portanto & é uma contragdo em X e, consequentemente, existe uma tnica sZ : Qng2 — (I—

— 1
07 )XZ satisfazendo as condi¢des do enunciado.
- 1 - 1
(Segundo passo) We'(u) = {(v5,2°) € O X¢ x (I - QF X¢ )3 2° = s(v¥) }-

_ 1 1
Seja (v6,78) € {(v6,28) € OF X2 x (I — QFX2); 28 = s£(vE)}, isto €, 7° = s¢(¥°). Deno-

temos por v§ () a solugdo de

Assim, {(v§ (t),s5(v§ (t)) }ier define uma curva em {(v#,2%); z® = s£(v®)}. Mas a tinica solu-
¢do da equago z¥ +A; ¥ = G¢(vE (r),s5(vE (1)) que permanece limitada quando 1 — —oco é

Sx

dada por
_/ NG (v, (1),55(vE (1)) dr = sE (V% (1))

Portanto (v§ (1),s5(vE (¢)) € uma solugdo do sistema acoplado (3.9) passando por (v*,z°), o que
1

mostra a invariincia, ou seja, (v¢,z%) € W¥(uf). Por outro lado, seja (v¢,z°) € OF X2 x (I —

_

07 XZ2) uma solugdo global de (3.6) que estd em W4 (uf). Definimos £¢(¢) = 22 — s€(vE(1)) e

consideramos y®(r,t),r <t, a solugdo de

YE+ATYE = He(5,55(0%)), t<7

YE(1,1) = veE(r).

Assim,

e )=y

QSXE

e O (5 (0.0),55 0 (0.1)) — He(v*(6).5(0) ] do
< pM [ PO 4 A) [y (8.0) (0 + 155 (8)) — =(6) 1 r

t

<pM [ PLUO[(1+4)|y*(0.) —v¥(6) || +(1E5(0)Il]dr
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Denotando @ (r) = e P7||y (r,r) —vE(r)|| 1> temos
X

t
o) <pM1+4) [ p(@)a0-+pu [« POEEO)] (a0, r<r
Utilizando a Desigualdade de Gronwall, obtemos

t
0°(r) < pM [ e POEE(O)]| ) do eI+
r X

€

Iy (rt) =v* ()l 1<PM/ A F(( I ydo r<t.

Seja agora ty € [r,t]. Entdo

’|y£(rat>_y8(r7t0)H_ 1
0 X

= [le~ = = [y(10,1) = v¥ (10)]|

/[’e—/‘?“—")[Hg<y€<e,r>,si<y8<e,r>>> He (v (6,10), 55 (+*(6,10)))] 6 |

< pM2Br—1) / o (B-pM(1+0)(0-1) | £€ ()| 46

Iy

|

+pM [ P01 4+4) (0,1 (0.10) | 46,

Usando novamente a Desigualdade de Gronwall, obtemos

D=y (r0)| g <ph? [ e BoPHINNO ec(g)|  ao.

Q£ Xe To

Vamos agora estimar &#(7),
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3.3 Continuidade das variedades instaveis

EE(1)—e e T EE (1) = 28 (1) — sE(vE (1)) — e~ Ae 1) [ (19) — sE (vE (10))]
= [ A G (0 (1), (1) dr— s (1)) + &R 05 (1 (1)

To
t

= [ A NG (8 (), () dr | e G () s 0P () dr

o —

o f -
yeAe (t—to)/o oA (to—r)Gs(ys(r,to),s‘:(ys(r,to)))dr

t

= e_Ag(t—r) [Gs(Vg(r>7Z8<r)) - Gs(yg(rvt)7si(y8(r=t)))]dr

Assim,

168 (1) — e e ) (1)

<pM te’ﬁ(“”[\lve(i’) =Y ()l +112°(r) = s O (D) ] dr

To

+pM(1+A) / e POV (1) = yE (1 t0) | dr

<pM/ Pl=njge(r Hdr+pM(1+A)/ PEDNE () =3 ()| dr

fo

FoM(148) [* BN ()~ )
<pM [ PE)] ar
0
+p2M2(1+A)/tteB(t’)/t ~(B-pM(1+))(6=1)| £ 9) | d@dr
0 r
+p2M3(1+A)/t e-ﬁ<f—r>/tt ~(B-pM(L+8)(0-1)|\ 22 g) | 4O dr
0

<pM/ B &2 ()| dr

+p2M2(1+A)eﬁt/ e(ﬁpM(lJrA)GHéf:(e)H/e e(ZprM(lJrA))rdrde

Ty

1
+p2M3(1+A)eﬁ1/ —(B(—pM(1+A)) ||§ )”/_0 e(Zﬁpr(lJrA))rdrde,

To
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de onde obtemos

168 (r) — e 1708 1) | 1<PM/ U= ge(r)|dr

2142 —Bt ot
pM=(1+A)e / _(B-pM(14+A)0 (£ & (2B—pM(1+A)0
B pM1+4) Jy € 16°(0)]le d6
213 —
pM>(1+A)e ﬁt/ o~ (B—pM(1+4)6 1E€(8 )”e(zﬁ—pM(HA)tOdG
2B —pM(1+4)
2442
B(i—r) pM=(1+A) /’ _B(t—6) || e
T i L el A ROIT
213
pM (1+A) —hl=no) /te(BpM(l+A)(9[o)H§8(9)Hd6
2442
[oay PTME(1+A) /’ “B(—0)| £¢
= oM -5z a) ¢ P OIE@)a0

p2]\§(1—|—A()e_ﬁ(t)—to) /te(BPM(1+A)(910)H§8(9)”d9
2b —pM(1+4+A % ’

e, portanto

p>M?*( 1+A
Bl—10) | g€ (1)l < MIIEE v / B(r—to)

2243
pM (1+A) /l —(2B—pM(14+A)(6— zo B(t—1o)
do

2M*(14+A)(1 M
p (+ + /ﬁrtoug ’dl"
fo

< €
< MIE )|+ [pM o+ P pM1+A

Pela Desigualdade de Gronwall, temos

I16° ()H L SMIE ()] ye 7,

2
logo

|2 () = sSOF Ny = IE5@)]| g < MIIEF ()] ye 7).

XSZ XE XS

Portanto z%(7) = s (v&(¢)), para todo 7 € R, ou seja,
We' () = {(v5,25):25(1) = 55005 (2)) -

Além disso, para cada vizinhanca B(uf,d) de uf, se u® € B(uf,d), entdo existem y,K > 0

84
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independentes de &, tais que
dist(Te (1)u, W" (uf)) < Ke 1110 (3.10)

durante o tempo em que a 6rbita T (f)u® permanece em B(uf, §).

1
(Terceiro passo) sup||s2(v) —sE(v)| ! £290, onde B=B(0,R) C OF X¢.
veB X¢

De fato, a aplicagio 0 — Go(1?,52(v°)) € continua, de modo que leva subconjuntos limi-

tados de QgLng em subconjunto relativamente compactos de Léo. Portanto,

T - T
Is.(m)* —s2(m)l| S/ le™4e TG (v, 5505°)) — e TGy (40, s0(0) )| dr

—o00

</T He A (T— r)GS( (V8)>_e_AE_(T_r)Gg(VO,SS(VO))Hdr
e IG0) = e G0,
/ 'Go(+°, O(VO))—e*"5<f*r>co(v0,sg(vo))||dr_

Denotando as trés ultimas integrais por I, I, e I3, respectivamente, temos

T
< [ MePE @ hp (14 A) v =0+ 1 —sfl e

T I
gpM(1+A)/ e B (0 — ) e 0| dr

(o)

oMl =20l [ e PE ) har

T

1
—pM(1+8) [ e PE o)t <O+ pMB T (5) st = oIl

—o00

0 0 .
Como G¢ =25 Gy pontualmente sobre compactos, temos que Gg 2% Gy uniformemente e por-
tanto I, é o(1) quando € — 0. Ainda, como Go(W’,s?(1?)) estd em subconjunto compacto de

L%zo, garantimos, como na Observagao que Iz também € o(1) quando € — 0. Logo,

Is-()° =s2(m)] g < o(1 )+ oM (3) 155 S|

+pM(1+A)/ e PBED (eI ar
— Qngsz
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Mas,

Ve (1) — VO(I)”QjXé < He*fi;f(tfr)n _ eng(tfr)n I
[ e B0 5 05)) — O (00,5909)
[ e O (00, 2000) — e A (0,5200))
[ e B0, 520) — e A 00,5200))
< Cllpe — poll2 +p [ H T arlst — 2|

T
+pM(1+A)/ B |vE 0| ar.
t

Seja (1) = P |vE(r) —VO(r)|| .. Entdo
Q+X2

£ A€

T T
0(1) < o1)+pM [P ar| st — 01|+ pM(1 +4) [ p(r)dr
t t
e, pela Desigualdade de Gronwall, segue que

V@) =@y < lo(1) +pMB|lsE — 52| [JelPM AP,

1
e X¢

€
£ 0 1] e _ 0
Is£(m) = s2(m) | < o(1) +pMB=2T (5 )I1lsf — 521l
T
+pM(1+8) [ el EPHOMUANE i r) =S drlo(1) + pMB 55 — 2]l
11 e 0
< o(1)+pMB~IT (5 )Illsf — 521l
11 _
+ [PM(1+4)(2B — pM(1+4)) 3T (5 ) pMB ]IS = )1
Portanto,

155 —s2I| < o(1)

+ [pMI“F(%) + (M2 (14 )28 — pM(1 +A>>%r(§))] 158 — sl
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0
1[5 =211 == 0.
O

Definicio 3.3.3. Seja u € &; para € € [0, &]. Definimos a variedade instdvel local de uf por

g,loc (ui)

_ 1 _ 1
= {042 € 07X (1= 00X+ 0,25) e WE), IV +IL y <5,
€ €

€

para algum 6 > 0.

(I =Qrx2)

A

Figura 3.1: Variedade local

Corolario 3.3.4. Existe 0 > 0 tal que

L
e10c (1) = {05, s500)) V" € QF X7 }
L L
N{055) € OeXe @ (1- 0 )Xé s VIl o +112°ll y <6}
o Xe X¢
Corolario 3.3.5. Suponha que &) = {ug’l,..., ug’k}. Entdo existe € > 0 tal que para € € [0, €],

el ek ~ . . L, . . i
e ={uy,...,u;"}, € € [0,€], e suas variedades instdveis locais WY, (u;"), se comportam

€,loc

continuamente quando € — 0.
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3.4 Continuidade dos atratores e taxa de atracao

Na Secdo mostramos que os semigrupos ndo lineares 7T (¢) possuem estrutura gradi-

ente para todo € € [0,&]. Sendo assim, segue da Se¢do que os respectivos atratores sao
k

dados por o7 = U Wé‘(uﬁ’i ). No que segue mostraremos a continuidade em € = 0 da familia
i=1
{%}86[0,80]-

Como observado em [8]], quando lidamos com alguns problemas que sdo perturbagdes
singulares (por exemplo, (2.1)) € uma pertubacéo singular de (2.2))) é algumas vezes necessério
ndo assumir a continuidade do semigrupo no tempo inicial # = 0. Ao invés disso, assumimos
que o semigrupo torna-se continuo depois de certo tempo 7 > 0, o qual pode ser visto como um
tempo no qual o semigrupo se regulariza. E com isto em mente que partimos para o0 préximo

resultado.

Teorema 3.4.1. Para cada € € [0, &)] o semigrupo {7¢(¢); ¢ > 0} é exponencialmente limitado
1
dissipativo, ou seja, seu atrator global <7 atrai subconjuntos limitados de X7 exponencialmente.

1
Além disso, existem Y > 0 e K > 0 tais que para todo B C X¢ limitado,
disty (T (1)B, %) < Ke ™, €€ (0,6 e disty(To(t)PB, o) <Ke 2, t>0, (3.11)

onde K e y independem de € e P é como na Definigao[2.4.3]

Demonstragdo. Afirmamos que para cada € € [0, &), {T¢(z); 1 > 0}, satisfaz as hipSteses do
Teorema [1.5.10} De fato, {7¢(¢);¢ > 0} possui estrutura gradiente e o conjunto dos pontos de
equilibrio sdo constituidos de um ndmero finito de pontos hiperbdlicos. Para a condi¢do de
Lipschitz temos

t
Te(t)uf = e 2 uf + | e 4= f(To(s)uf)ds, €€ [0,g),
0

1
onde M é uma constante positiva independente de €. Assim, paraw; =w;(€),wp =wa(€) € X¢,
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€ €10,¢g),

|1 Te(6)wi = Te(t)wal| 1 < [le™" (w1 —wn)
X2

s ||X%

+/Ot He,Ae(H)[(f(Tg(s)wl) —f(Tg(S)Wz))]HX% ds

et (wy = wa)|_y < Mt~ 3e M |fwy —wa]| ;.
X¢

be
RN
(]

Denotando Ly a constante de Lipschitz de f, temos

/Ot le AU (f(Te(s)wy — f(Tg(s)wz)HX% ds

€

- /OtMe_/l(t—s) (t—s)_%Hf(Te(S)Wl) — f(Te(s)wa) || %ds

X¢

t
<MLy [N —9) ATl ~Te(o)wal y ds,
0 X,

€

resultando

1
|Te(O)wi=Te(wal|_y <Mi™2e ™ wi—wa|

€ €

t
MLy [ M=) Telsw = Ta(shwal|y ds
X

€

Denotando ¢(t) = || Te(t)w) — Te(t)wa|| %eh, obtemos
X

€

1

t
0(1) < MrHlwi—w|_y+MLy [ (15 Fp(s)ds,
X 0
que pela desigualdade de Gronwall, resulta

_ _1
| Te(t)w1 — Te(t)wal| y < Mie ¥ |wy—wal| 4272,
X2 X2

€

No entanto, as estimativas (3.12) e (3.13)) sdo vélidas para todo ® < A, e entdo obtemos a

condic¢do de Lipschitz

| Te()wy — Te(t)wa|| 1 < CeLt||w1 —wall 1, t>1, (3.14)
X2 X2

€ €
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onde C e L sdo constantes positivas e € € [0, &]. Agora, de (3.10), temos que
dist(Te (1)u, W" (uf)) < Me 7070 g €10,¢),

durante o tempo em que a 6rbita T (¢)u® permanece em B(uf, §). Portanto, segue do Teorema

[1.5.9|que existem ¥ > 0 e K > 0 tais que
disty (T (1)B, %) < Ke ", e€(0,e], e disty(Tp(t)Bo, %) <Ke ", t>0 (3.15)

1 1
para todo B C X¢ limitado e By C X limitado. Agora, tomando como referéncia a Se¢do 3.1

em [8]], aplicaremos o Coroldrio(l.5.13|da seguinte forma: Sg (1) = T¢(¢), € € (0, €] e definimos
So(t)=To(r)P, t>0, e Sp(0)=1

1
Temos que Sy(7) € £ (X¢ ) € um semigrupo (singular em 0). De fato,
1) S()(l‘—f—f) = To(l—|— ‘L')P = T()(l‘)T()(T)P = T()(l‘)PTQ(T)P = S()(l)SQ(‘L’), t,7>0;
1 1 1
(i) (t,u) € (0,00) x X¢ —> So(t)u € X¢ é continua, Vu € X¢.

Note que So(7)| 1 = To(t), assim 2% é compacto, invariante por So(¢) e atrai exponencialmente

Bl—

XO
1 1
subconjuntos limitados de X¢Z. De fato, seja B C X¢ limitado, entdo Ty(7)PB, t > 0 é limitado

1
em X, , logo
disty (To(t)Ty(t)PB, o) < Ke™ " = disty (To(2t)PB, %) < Ke ", t>0,

ou ainda,

disty (To(t)PB, ) < Ke "2, t>0. (3.16)

1
Logo So(¢) possui um atrator global <7, contendo .2%. Mas, qualquer conjunto de X¢ invariante

7z

1 1
por Sp(t) estd contido em X5, pois, se E C X¢ € invariante por So(t), entdo
1
E = S()(I)E = T()(I)PE C XO2
1
Assim, ) C X e segue de (3.16) que

disty (7], ) = disty (So(t)y, ) == 0,
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Portanto .«7; = .¢%. Note também que
To(t)Pu=u< To(t)u =u,

e assim & ;) = & = {ug’l, ...ug’k}. Consequentemente, So(¢) é gradiente-like pois, caso con-
trario, resultaria que Ty () ndo é gradiente-like, o que contradiz o fato de Ty(z) possuir estrutura

gradiente. Procedendo como em (3.14), obtemos que {Sy(¢);¢ > 0} satisfaz a condi¢do de

Lipschitz
HS()(I)W] —S()(I)WQH 1 < CeLtle —Wz” 1, t>1.
X2 X2
Segue do Corolério[I.5.13|que K e y independem de &. O

Teorema 3.4.2. Parag € [0,e)euc U= | ] %, existem constantes C>0e 6 € (0, 1) tais

£€[0,g]
que

Y
. . = 1 Y+L
disty (e, ) + disty (A, g) < C[[(Hps — pollz=(ay) +Je)? ALY T

1
Demonstragcdo. Segue do Teorema [3.4.1| que para todo subconjunto limitado B C Xg existem

constantes ¥, K > 0, independentes de &, tais que

disty (Te(1)B, ) <Ke "3, €€ (0,6 t>0;

disty (To(t)PB, ) < Ke 3, t>0.

Pelo Teorema[2.5.4] existem constantes positivas C e L tais que para u € U,

1
||Te(f)u—To(t)Pu||X% < Ce"[([|pe — polli=(ey) +Je)? +Ze*°, 1> 1.
1.1 1 t 0
Agora,dado 6 > 0,se —In<=+—-InK < -+ 1,entioe 72 < —e¥, e
Y o0 vy 2 K

disty (Tz (1)U, o) < e's, Vee(0,&] e t>1,

disty (To(t)PU, o) < e’s, t>1,
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disty (Te (1)U, To(¢t)PU ) = sup inf || Te(t)u — To(t)Pv|| 1
MEUVGU X£2

< sup || Te(t)u — To(t)Pul| |

]

uel X¢
< sup |CeH[(|[pe — Je)Z +Z]*
< sup Pe = polli=(q,) +Je)? +Ze]
ucl
=Céell(e);

Nl—

distg (To(t)PU, T¢ (1)U ) = sup inlf] | To(2)Pu— T (t)v||

uelUve X¢

1
2

< sup || Te (t)u — To () Pul|
U X,

uc €

1
< sup [CeM[(lpe — polli-(ay) +Je)? + 2]
ue

= Cel(e),
onde /(&) = C|[(||pe — pollz=(a,) "‘Jg)% + Z¢]*?. Note que
e CU = o =Te(t) e C Te (1)U,

oy CU = oy =Ty(t) et = To(t) Pty C To(t)PU,

!
uma vez que ) € X C L ,» Pl = ), resultando
diStH(%, Tg(l‘)U) =0= diStH(%, TQ(I)PU).

1.1 1 tt _L
Assim, set >0étalque —In<+—InK € [z, =+ 1), entdo e’ <C15 7 e
Yy o6 v 22

disty (e, o) < disty (e, Te(1)U) + disty (Te (1)U, To(£)PU)
+disty (To(t)PU, o))
<Cel'l(e) +e¥s

L
<8 T(e) + ¥
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diStH(%, %) < diStH(%, TQ(I)PU) + diStH(T()(l‘)PU, Tg(t)U)
+ disty (To (YU, 44)
<CeMl(e)+e?S

<G8 Fl(e) €78,
de onde obtemos
disty (A, o) +disty (Ao, ) < 2C>8 V1(€) +2€78. (3.17)

Minimizando o lado direito da expressdo acima para 6 > 0, encontramos

L\w#z, , 7
§ = Cg(W) "(e)piT,

Como o lado esquerdo em (3.17) independe de o, temos

disty (e, o) + disty (5, ) < zc[(y%)y + (L_;L)”yb}l(g)wﬂ
Y

= Cl(e) 7L,
ou seja,

Y
. . =~ 1 Y+L
disty (e, ) + distu (), Fe) < C|[([|pe — poll=(q,) +Je)? ALY L
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Apéndice
A

Dimensao de Hausdorff e fractal de atratores

Em [5] os autores obtiveram uma estimativa para a dimensao fractal dos atratores para
sistemas dindmicos gradiente-like e garantiram que sob certas condi¢des os atratores podem ser
vistos como objetos de dimensao finita. De sorte, os resultados obtidos anteriormente colocam
os semigrupos {T¢(t);t > 0}, € € [0,&] nas hipéteses do do Teorema abaixo. Mais

precisamente, é valido que cada o7 pode ser entendido como um objeto de dimensio finita.

Defini¢ao A.0.3. Sejam X um espago métrico, f >0, 6 > 0e A C X. Denotamos

uPla) = inf{ i[diam(Bi)]ﬁ ;A C | JBi, diam(B;) < & }
i=1 i=1

(B)

convencionando inf() = co. Como 5" (A) ndo decresce quando & decresce, denotamos

B (a) = 1im uP(a).
w(A) = lim pg(A)

Definimos a dimensdo de Hausdorff de A C X, por
dimy(A) = inf{B; nP)(4) = 0} = sup{B; uP)(4) = o}

Sdo vélidas as seguintes propriedades;

(i) B'>p>0.



Dimenséao de Hausdorff e fractal de atratores

(ii) Paracada f >0e 0 >0, /.Léﬁ ) P(X) —> [0,00] é uma medida exterior ¢ u(P

medida exterior métrica, isto €,

A,BCX,dist(A,B) > 0= uP(auB) =uP)a)+uP(B).

(iii) Sejam {A;} jeny uma sequéncia de subconjuntos de X e A = U Aj. Entao
j=1

dimg (A) = supdimy(A;).
JEN

) é uma

Seja {T(¢);¢ > 0} um semigrupo gradiente definido em X com conjunto de equilibrio

& ={ul,...,ut}. Suponha que W*

loc

onde Q; é uma projecao de posto finito, i = 1, ..., k. Temos (veja [9] pagina 94),
dimp (Wjs () = posto(QiX), i=1,....k.

Como &7 = U W (ul), segue que

ue&

dimy (o) = 1r1<1la<xkdimH(Q,~X) < oo,

(ul) é o grafico de uma fungio Lipschitz com dominio Q;X,

Definicdo A.0.4. Seja K um subespaco compacto de X. Seja N(r,K) o nimero minimo neces-

sario de bolas de raio r pra cobrir K. Definimos a dimensdo fractal de K por

. . InN(r,K)
dimg (K) = limsup —————=.
P (K) = sep 1)

Observacao A.0.5. dimp(K) é o nimero minimo tal que: V& > 0, 38 > 0 com

N(rK) < (1/r)timrE)Fe 0 < r < 8.

Sao validas as seguintes propriedades:

(ii) Para K1,K, compactos em X, temos dimg (K| + K3) < dimp (K} ) + dimg (K3 ).

(iii) Para K, K, compactos em X, tais que K| C K3, temos dimp (K} ) < dimp(K>).
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(iv) Se X é normado e dimp(K) < oo, entdo dimp (K — K) < 2dimp (K).
(v) Sejah:X — X Lipschitz com K C h(K). Entdo dimp (h(K)) = dimp (K).

Definicdo A.0.6. Seja {T'(¢);¢ > 0} um semigrupo com atrator global 7. Dizemos que um
subconjunto A C .o/ é um atrator local se existe € > 0 tal que o conjunto ®-limite W(O¢(A)) =
A, onde O (A) é uma e-vizinhanga de A. Definimos o repulsor A* associado ao atrator local A
por

A*={uec d;nu)NA=0}.
O par (A,A*) é chamado um atrator-repulsor para {7 (t);t > 0}.

Se {T(t);t >0} um semigrupo gradiente-like com & = {ul,...,uf} e atrator global &7
Entio .27 coincide com o atrator global do semigrupo gradiente-like discreto {S; i € N}, onde
S=T(1). Assim, até o fim deste apéndice consideraremos um semigrupo gradiente-like discreto

{T%;i e N}.

Proposicio A.0.7. Seja {T*;i € N} um semigrupo discreto com atrator global <7 tal que S :=
T|.s é Lipchitz continuo com constante C > 1. Seja (A,A*) um par atrator repulsor em <7, e

suponha que:
(i) existe uma vizinhanca B de A* em .« tal que dimg(B) = dimg(S(B));

(ii) existem constantes M > 1 e y > 0 tais que, para todo subconjunto K C ./ compacto com

KNA* =0, temos disty (S'K,A) < Me™ ", para todo i € N.

Entao

dimp (B) < dimp(«/) < max {&yg(C)

dimp (B),dimp (A)}.

Teorema A.0.8. Seja {7';i € N} um semigrupo gradiente-like discreto com & = {ul,...,u*}
constituido de pontos hiperbdlicos e atrator global o7 tal que T, é Lipchitz continuo com
constante C > 1. Sejam M > 1 e y > 0 tais que, para todo para atrator-repulsor (A,A*) em o/ e

todo compacto K C &7 com K NA* = () temos que
disty (T'K,A) < Me™ ", VieN.

Suponha que W C(ui) sejam dados como graficos de fun¢des Lipschitz continuas. Nestas con-
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dicoes,

) ; ) Y+ 1og(C) ) i
ma, dimy (W () < dimnp () < T8 im0 (0.

Proposicao A.0.9. Seja Y um espaco de Banach tal que X <— ¥ compactamente. Se 7 : X — X
é um operador compacto tal que {7*; i € N} tem um atrator global <7 e T|,, é Lipchitz, entio

dlmF(JZf) < oo,

Observacio A.0.10. E mostrado em [9]] que conjuntos compactos que possuem dimensao frac-

tal finita podem ser projetados injetivamente em um espaco de dimensao finita.

Teorema A.0.11. Seja {9 }¢c(o ) @ familia de atratores de (I.I). Para cada € € [0,&), a

dimensédo de Hausdorff dimp (%) < oo, a dimensdo fractal dimp (.27 ) < o e pode ser estimada

por:

max, iy (W ) < dimp () < T2 man dime (W (), A
ondeC>1ey>0.
Demonstracdo. Para € € [0, &), temos que & = {u"',...,u**} é constituido de pontos hiper-

bolicos e a variedade instavel local W (ui’j ), j=1,....,k é o gréafico de uma fung@o Lipschitz

loc

_ _
com dominio O X¢ com posto(Qy ) < 0. Assim,

dimpy (Wjs, (u7)) = posto(Qf ) < e

k
e, como &y = U W (us), segue que dimp (2% ) < co. Em particular, .27 é homeomorfo a um
j=1
subconjunto de R?, para algum p que, segundo [5]], pode ser tomado como

=2 to(OF (u®)) +1.
p lrgqngOSO(Qg(u* )+

Além disso, segue da Proposi¢io que dimp (o7 ) < o e, pela Observagdo|A.0.10} o7 pode
ser projetado injetivamente em um espaco de dimensao finita. Finalmente, para cada € € [0, &,

existe somente um nimero finito de pares atratores-repulsores (A¢,A}) com

A= | wWrE).
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Assim, por (3.10) podemos encontrar constantes M > 1 e v > 0 tais que, para todo par (Ag,A})

e todo subconjunto compacto K C .o% com K NA; =0,
disty (T (i)K,A¢) <Me ", VieN.

Também, vimos na demonstragdo do Teorema que T¢| ., € Lipschitz continua e podemos
escolher a constante C > 1. Aplicando o Teorema com {S%;i € N}, Se = T(1), obtemos

(A.). 0
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