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Resumo

Neste trabalho estudamos a dinâmica assintótica não linear de problemas parabólicos se-

milineares do tipo reação-difusão considerando que o coeficiente de difusão torna-se grande em

uma sub-região Ω0 que é interior ao domínio físico Ω. Obtemos, sob determinadas hipóteses,

que a família de atratores se comporta continuamente com relação a uma taxa de atração.
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Abstract

In this work we study the nonlinear asymptotical dynamics of a semilinear reaction-

diffusion equation of parabolic type, when the diffusion coefficient becomes very large in a

subregion Ω0 which is interior to the physical domain Ω. We obtain, under suitable assumpti-

ons, that the family of attractors behave continuously with respect to a rate of attraction.
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Introdução

Nos modelos de condução de calor em materiais compostos o coeficiente de difusão

comporta-se de modo bastante irregular, fazendo, por exemplo, com que o calor seja conduzido

mais rapidamente em algumas regiões e mais lentamente em outras. Analisar tal estado singular

para prever o seu comportamento ao longo do tempo é uma das razões da análise assintótica das

equações diferenciais.

Neste trabalho iremos considerar problemas de reação-difusão semilineares para os quais

o coeficiente de difusão torna-se muito grande em um subconjunto que está no interior do domí-

nio físico da equação diferencial e mostrar como sua dinâmica assintótica (atrator) se comporta

continuamente com respeito à variação da difusão. Formalmente, sejam Ω um domínio limitado

e suave de Rn, ε um parâmetro positivo, m um inteiro positivo e Ω0 =∪m
i=1Ω0,i um subconjunto

suave no interior de Ω, onde Ω0,i são sub-domínios suaves de Ω com Ω0,i ∩Ω0, j = /0, para

i 6= j. Denotemos Ω1 = Ω \Ω0 e notemos que ∂Ω1 = ∂Ω∪ ∂Ω0. Assumimos que os coe-

ficientes de difusão são funções suaves em Ω, satisfazendo 0 < m0 ≤ pε(x) ≤ Mε , para todo

x ∈ Ω e 0 < ε ≤ ε0. Também assumimos que a difusão é grande em Ω0 quando ε → 0, mais

precisamente,

pε(x)
ε→0−→

p0(x), uniformemente em Ω1 com p0 ∈C∞(Ω1,(0,∞))

∞, uniformemente em subconjuntos compactos de Ω0

.

Com esta terminologia, consideramos a seguinte família de equações parabólicas
uε

t −div(pε(x)∇uε)+λuε = f (uε) em Ω

pε(x)
∂uε

∂~n
= 0 em ∂Ω

uε(0) = uε
0,

(1)
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Introdução

ε ∈ (0,ε0], ε0 > 0, λ > 0, f ∈ C 2(R).

Uma vez que difusibilidade grande implica uma rápida redistribuição das não homoge-

neidades espaciais, é natural esperar que para valores pequenos de ε , a solução do problema (1)

seja aproximadamente (espacialmente) constante em Ω0. Por esta razão, suponhamos por um

momento que uε convirja, em algum sentido, para uma função u = u(t,x) que assume o valor

constante uΩ0(t) sobre Ω0.

Como mostrado em [2], o problema limite de (1), quando ε → 0, toma a forma



ut(t)−div(p0(x)∇u)+λu = f (u), em Ω1

u|Ω0,i := uΩ0,i, em Ω0,i, i = 1, ...,m

u̇Ω0,i +
1
|Ω0,i|

∫
∂Ω0,i

p0(x)
∂u
∂~n

dσ +λuΩ0,i = f (uΩ0,i), i = 1, ...,m

p0(x)
∂u
∂~n

= 0, em ∂Ω

u(0) = u0.

(2)

Quando o parâmetro ε → 0, a difusão pε torna-se muito grande em Ω0, que é interior

ao domínio Ω, e seu limite em Ω0 é uma EDO. É importante observar que o problema (1)

é uma perturbação singular do problema (2) onde o coeficiente de difusão é feito grande em

sub-regiões do domínio.

O problema em questão foi considerado em trabalhos anteriores, dentre os quais des-

tacamos [2] e [15]. Com algumas hipóteses sobre a não-linearidade f , os problemas (1) e (2)

possuem soluções globalmente definidas e possuem atratores globais nos espaços de fase H1(Ω)

e H1
Ω0
(Ω) := {u ∈ H1(Ω) : ∇u = 0 em Ω0}, respectivamente.

O estudo do comportamento da família de atratores associada foi iniciado em [2], onde

os autores obtiveram sua semicontinuidade superior em ε = 0. A semicontinuidade inferior

foi estabelecida em [15], e em [7] com condições de fronteira não-lineares. Recentemente foi

considerado em [4] um problema de reação-difusão com variação no coeficiente de difusão,

ressaltando a uniformidade (em ε) da convergência dos atratores, bem como algumas taxas

para tal convergência. A diferença ‖pε − p0‖∞ foi tomada como parâmetro, sem, entretanto,

assumir que a difusão torna-se muito grande em uma sub-região interior ao domínio físico.

Nosso objetivo é estender alguns resultados de taxa de convergência obtidos em [4] para o caso

específico de problemas com difusão grande localizada.

Consideramos {Tε(t) ; t ≥ 0}, ε ∈ [0,ε0], os semigrupos não lineares associados aos pro-
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Introdução

blemas (1) e (2) e Aε seus atratores globais. Sem nos preocuparmos com os detalhes, apresen-

tamos as seguir os principais resultados obtidos neste trabalho.

(i) Sejam θ ∈ (0, 1
2) e {uε}ε∈[0,ε0] uma família com uε ∈ X

1
2

ε , ε ∈ [0,ε0]. Então existem

constantes positivas C e L tais que

‖Tε(t)uε−T0(t)u0‖H1 ≤CeLtt−
1
2−θ
[
‖uε−u0‖H1 +(‖pε− p0‖L∞(Ω1)+Jε)

θ
]
, t ≥ 0, (3)

onde Jε

ε→0−→ 0 e está relacionado com a decomposição de H1(Ω) em função do subespaço

H1
Ω0
(Ω).

(ii) Suponha que o conjunto E0 = {u0,1
∗ , ...,u0,k

∗ } dos pontos de equilíbrio de (2) seja cons-

tituído de pontos de equilíbrios hiperbólicos (portanto existe um número finito deles).

Então existe ε̃ ∈ (0,ε0] tal que o conjunto Eε dos pontos de equilíbrio de (1) é tal que

Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ }, ε ∈ (0, ε̃], e

‖uε,i
∗ −u0,i

∗ ‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0, i = 1, ...,k.

(iii) Os atratores globais dos semigrupos não lineares associados aos problemas (1) e (2) são

dados por Aε =
k⋃

i=1

W u
ε (u

ε,i
∗ ), onde W u

ε (u
ε
∗) denota a variedade instável de uε

∗. Além disso,

para cada vizinhança B(uε
∗,δ ) de uε

∗, se uε ∈ B(uε
∗,δ ), então existem γ,M > 0 indepen-

dentes de ε , tais que

dist(Tε(t)uε ,W u(uε
∗))≤Me−γt (4)

durante o tempo em que a órbita Tε(t)uε permanece em B(uε
∗,δ ).

(iv) A família {Aε}ε é contínua em ε = 0 e tal continuidade pode ser estimada por

distH(Aε ,A0)+distH(A0,Aε)≤ C̃
[
[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ

] γ

γ+L
,

onde C̃,γ e L são constantes positivas, θ ∈ (0, 1
2), distH denota a semidistância de Haus-

dorff e Zε

ε→0−→ 0 está relacionado com a decomposição de L2(Ω) em função do subespaço

L2
Ω0
(Ω) = {u ∈ L2(Ω) ; u é constante q.s. em Ω0,i}.

(v) Estamos em uma situação particular de [5], assim Aε é homeomorfo a um subconjunto

de Rp para algum p apropriado, mais ainda, Aε pode ser projetado injetivamente em

3



Introdução

um espaço de dimensão finita, sendo assim, podemos entendê-lo como um objeto de

dimensão finita. Isto é, Aε é um atrator exponencial fractal.

Organizamos este trabalho da seguinte forma: no Capítulo 1 reunimos definições, estabelece-

mos notações e resultados preliminares que serão utilizados no decorrer dos demais capítulos.

Definimos os espaços de Sobolev e fazemos um resumo sobre a teoria de semigrupos e atra-

tores, em seguida obtemos condições para existência e unicidade de soluções globais para o

problema de Cauchy parabólico e apresentamos as noções de continuidade de atratores, taxa de

atração e de convergência compacta. Com o objetivo de uma leitura rápida, as demonstrações

foram omitidas.

O Capítulo 2 é dedicado ao estudo de uma equação de reação-difusão com difusão grande

localizada em uma região interior ao domínio físico da equação. Escrevemos o problema em

um formato semilinear parabólico apropriado e demonstramos propriedades dos operadores. As

principais propriedades são a setorialidade e a estrutura gradiente dos semigrupos não lineares

associados. Na sequência estimamos a convergência compacta dos operadores resolventes, a

continuidade dos semigrupos lineares e não lineares, obtendo assim a taxa de atração (‖pε −

p0‖L∞(Ω1)+Jε)
1
2 +Zε . Para tanto é necessário um estudo detalhado de determinados problemas

elípticos.

Reservamos o Capítulo 3 para tratarmos da continuidade dos conjuntos de equilíbrio e

da continuidade dos atratores. Obtivemos que as variedades instáveis são dadas localmente

como gráfico de uma aplicação Lipschitz, do que resulta a atração exponencial dos atratores.

Utilizamos os resultados obtidos no capítulo anterior para estimar a continuidade dos atratores

pela taxa de atração.

No apêndice A apresentamos uma estimativa para a dimensão fractal dos atratores asso-

ciados aos problemas (1) e (2) e garantimos que, sob certas condições, os atratores podem ser

vistos como objetos de dimensão finita.
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Capítulo

1

Preliminares

Neste capítulo reunimos definições, estabelecemos notações e resultados preliminares que

serão utilizados nos capítulos seguintes. Começamos com os espaços de Sobolev e a teoria de

semigrupos e atratores, obtemos condições para existência e unicidade de soluções globais para

o problema de Cauchy parabólico e apresentamos a noção de continuidade de atratores. Con-

cluímos com a convergência compacta, uma ferramenta básica para compararmos problemas

definidos em espaços diferentes. As principais referências são [6, 9, 10, 11, 12] e [13].

1.1 Espaços de Sobolev

Definição 1.1.1. Sejam Ω um subconjunto aberto de Rn e 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o espaço de

Sobolev W 1,p(Ω) por

W 1,p(Ω) =
{

u ∈ Lp(Ω) ; ∃g1, ...,gn ∈ Lp(Ω) tais que∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
Ω

giϕ dx, ∀ϕ ∈C∞
c (Ω), i = 1, ...,n

}
.

Denotamos
∂u
∂xi

= gi e W 1,2(Ω) = H1(Ω). Se m≥ 2, definimos

W m,p(Ω) =
{

u ∈ Lp(Ω) ; ∀|α| ≤ m, ∃gα ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω

uDα
ϕ dx = (−1)|α|

∫
Ω

gαϕ dx, ∀ϕ ∈C∞
c (Ω)

}
,

5



Preliminares

onde α = (α1, ...,αn) com αi ∈ N∪{0}, i = 1, ...,n, |α| = α1 + ...+αn e Dα =
∂ |α|ϕ

∂
α1
x1 · · ·∂

αn
xn

.

Denotamos Dαu = gα e W m,2(Ω) = Hm(Ω).

Consideramos W 1,p(Ω) munido da norma

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
n

∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥
Lp
,

H1(Ω) com o produto interno

〈u,v〉H1 = 〈u,v〉L2 +
n

∑
i=1

〈
∂u
∂xi

,
∂v
∂xi

〉
L2

=
∫

Ω

uvdx+
n

∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx,

o qual induz a norma

‖u‖H1 =
(
‖u‖2

L2 +
n

∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2

L2

) 1
2

que é equivalente à norma de H1(Ω). Também consideramos W m,p(Ω) munido da norma

‖u‖W m,p = ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖Lp,

e Hm(Ω) com o produto interno

〈u,v〉Hm = ∑
0≤|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2 ,

o qual induz a norma

‖u‖Hm =
( n

∑
i=1

∥∥∥ ∂u
∂xi

∥∥∥2

L2

) 1
2
,

que é equivalente à norma de Hm(Ω).

Observação 1.1.2. Com as respectivas normas, W m,p é um espaço de Banach e Hm é um espaço

de Hilbert para m ≥ 1 e 1 ≤ p ≤ ∞. Além disso, W m,p, m ≥ 1, é reflexivo para 1 < p < ∞.

Note que Dαu está unicamente definida quase sempre e coincide com a derivada usual caso

u seja derivável e esta derivada esteja em Lp(Ω). As regras de derivação tais como derivação

do produto, regra da cadeia e integração por partes possuem correspondentes versões para os

espaços de Sobolev. Se Ω é limitado, então C1(Ω)⊂W 1,p(Ω). Reciprocamente, se u∈W 1,p(Ω)

e gi =
∂u
∂xi
∈C(Ω), para todo i = 1, ..,n, então u = ũ q.s., onde ũ ∈C1(Ω). Se Ω é de classe C1,

então a norma de W m,p, m≥ 2, é equivalente à norma ‖u‖Lp + ∑
|α|=m

‖Dαu‖Lp e o espaço C∞
c (Rn)

6



1.1 Espaços de Sobolev

restrito a Ω é um subespaço denso em W 1,p(Ω) para 1≤ p < ∞. Para detalhes indicamos [6].

Estamos interessados nos teoremas de imersões de Sobolev, sobretudo quando p= 2. Tais

imersões dependem da dimensão do espaço bem como de propriedades de regularidade de Ω.

Por exemplo, se n = 1, então W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) continuamente, para 1≤ p≤∞, mas, se n≥ 2,

tal resultado só vale para p > n.

Teorema 1.1.3 (Rellich-Kondrachov). Suponhamos que Ω⊂Rn seja aberto, limitado de classe

C1. Então temos as seguintes imersões compactas

(i) W 1,p(Ω) ↪→ Lq, ∀q ∈ [1, p∗), onde
1
p∗

>
1
p
− 1

n
se p < n;

(ii) W 1,p(Ω) ↪→ Lq, ∀q ∈ [1,∞) se p = n;

(iii) W 1,p(Ω) ↪→C(Ω̄), se p > n.

Em particular W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) compactamente para todo p.

Observação 1.1.4. Observamos que H1(Ω) ↪→ L2(Ω) compactamente quando Ω é limitado e

suave. Além disso, ‖∇u‖L2 +‖u‖L2 é uma norma equivalente à norma de H1(Ω) e, se ‖∇u‖H1 =

0 em Ω, então u é constante em cada componente conexa de Ω.

Denotamos, para 1 ≤ p < ∞, W 1,p
0 (Ω) := C∞

c (Ω) em W 1,p(Ω). Em particular, H1
0 (Ω) =

C∞
c (Ω) em H1(Ω) que munido da norma de H1(Ω) é um espaço de Hilbert. Informalmente, as

funções em H1
0 (Ω) são aquelas que se anulam em ∂Ω.

Teorema 1.1.5. Suponha que Ω⊂ Rn seja aberto de classe C1. Seja u ∈W 1,p(Ω)∩C(Ω̄) com

1≤ p < ∞. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) u = 0 em ∂Ω.

(ii) u ∈W 1,p
0 (Ω).

Lema 1.1.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponha que 1≤ p < ∞ e seja Ω⊂ Rn aberto e limi-

tado. Existe uma constante C (dependendo de |Ω| e p) tal que

‖u‖Lp ≤C‖∇u‖Lp, ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Em particular, ‖∇u‖Lp é uma norma em W 1,p
0 (Ω), equivalente à norma ‖u‖W 1,p . Em H1

0 (Ω), a

expressão
n

∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

dx é um produto interno que induz a norma ‖∇u‖L2 , que é equivalente

à norma ‖u‖H1 .

7



Preliminares

Denotamos por H−1(Ω) o espaço dual topológico de H1(Ω). Existe uma imersão canô-

nica T : (L2(Ω))∗→ H−1(Ω), que é simplesmente a restrição a H1(Ω) dos funcionais lineares

contínuos ϕ em L2(Ω), ou seja,

〈T ϕ,v〉H−1,H1 = 〈ϕ,v〉(L2)∗,L2 .

Também, ‖T ϕ‖H−1 ≤C‖ϕ‖(L2)∗ para alguma constante C > 0, T é injetora (mas pode não ser

sobrejetora) e a imagem de T é densa em H−1(Ω). Assim, identificando L2(Ω) com (L2(Ω))∗

e usando a imersão T , obtemos

H1(Ω) ↪→ L2(Ω)∼= (L2(Ω))∗ ↪→ H−1(Ω).

Concluímos esta seção enunciando o Teorema de Lax-Milgram, o qual utilizaremos no

próximo capítulo para obter propriedades de certos operadores e resolver problemas elípticos.

Teorema 1.1.7. Suponha que a(u,v) seja uma forma bilinear contínua e coerciva1 em um espaço

de Hilbert H. Então, para qualquer ϕ ∈ H∗, existe um único u ∈ H tal que

a(u,v) = 〈ϕ,v〉 , ∀v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, u é caracterizado por


u ∈ H

1
2

a(u,u)−〈ϕ,u〉= min
v∈H

{1
2

a(v,v)−〈ϕ,v〉
} .

1.2 Semigrupos

No que segue X denotará um espaço de Banach e K o corpo dos números reais ou com-

plexos. Consideramos L (X) o espaço dos operadores lineares limitados e X∗ = L (X ,K) o

dual topológico de X , munidos das respectivas normas

‖T‖L (X) = sup
u∈X
‖u‖≤1

‖Tu‖X , ∀T ∈L (X).

1Uma forma bilinear a(u,v) em um espaço de Hilbert H é contínua quando existe uma constante C > 0 tal que
|a(u,v)| ≤ ‖u‖‖v‖ e coerciva se existe uma constante α > 0 tal que a(u,u)≥ α‖u‖2, u,v ∈ H.

8



1.2 Semigrupos

e

‖u∗‖X∗ = sup
u∈X
‖u‖≤1

Re〈u∗,u〉 , ∀u∗ ∈ X∗,

onde 〈u∗,u〉 denota o valor de u∗ em u. Denotamos K (X) o subespaço fechado de L (X)

constituído de operadores compactos.

Definição 1.2.1. Seja X um espaço de Banach. Dizemos que uma família de operadores lineares

limitados {T (t) : X → X ; t ∈ [0,∞)} é um semigrupo quando satisfaz as seguintes condições:

(i) T (0) = I;

(ii) T (t + s) = T (t)T (s), ∀ t,s ∈ [0,∞).

Dizemos que o semigrupo é uniformemente contínuo quando:

(iii) ‖T (t)− I‖L (X)
t→0+−→ 0;

e fortemente contínuo ou um C0-semigrupo quando

(iv) ‖T (t)u−u‖X
t→0+−→ 0, ∀u ∈ X .

Dizemos que uma família {T (t) ; t ∈R} ⊂L (X) é um C0-grupo quando satisfaz (i), (ii) acima

e ‖T (t)u−u‖X
t→0−→ 0, ∀u ∈ X .

Definição 1.2.2. Seja {T (t); t ≥ 0} ⊂L (X) um C0-semigrupo. Definimos seu gerador infini-

tesimal como o operador linear A : D(A)⊂ X → X , onde

D(A) =
{

u ∈ X ; lim
t→0+

T (t)u−u
t

existe
}

e Au = lim
t→0+

T (t)u−u
t

.

A seguir destacamos algumas propriedades dos C0-semigrupos.

Teorema 1.2.3. Seja {T (t), t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então existem constantes λ ≥ 0 e M ≥ 1

tais que

‖T (t)‖L (X) ≤Meλ t , t ≥ 0.

Denotamos A ∈ G(M,λ ) quando A é gerador de um C0-semigrupo satisfazendo

‖T (t)‖L (X) ≤Meλ t

.

9
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Teorema 1.2.4. Sejam {T (t), t ≥ 0} um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então são

válidas as seguintes propriedades:

(i) Para todo u ∈ X , a aplicação t→ T (t)u é contínua para t ≥ 0.

(ii) Para todo u ∈ X ,

lim
h→0

1
h

∫ t+h

t
T (s)uds = T (t)u.

(iii) Para todo u ∈ X ,

∫ t

0
T (s)uds ∈ D(A) e A

(∫ t

0
T (s)uds

)
= T (t)u−u.

(iv) A é densamente definido, fechado e, para todo u ∈ D(A), t → T (t)u é continuamente

diferenciável e
dT (t)u

dt
= AT (t)u = T (t)Au, ∀ t ≥ 0.

(v) Para todo u ∈ D(A),

T (t)u−T (s)u =
∫ t

s
T (h)Audh.

(vi)
∞⋂

k=1

D(Ak) é denso em X . Em particular, D(Ak) é denso em X , ∀k ∈ N.

Dado um operador linear A, denotaremos por ρ(A) e R(A) o conjunto resolvente e a

imagem do operador A, respectivamente.

Teorema 1.2.5 (Hille-Yosida). Seja A : D(A)⊂ X → X um operador linear. São equivalentes:

(i) A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo satisfazendo

‖T (t)‖L (X) ≤ eλ t , λ ≥ 0, ∀ t ≥ 0.

(ii) A é um operador linear fechado, densamente definido, (λ ,∞)⊂ ρ(A), λ ≥ 0 e

‖(µ−A)−1‖L (X) ≤
1

|µ−λ |
, ∀µ > λ .

Observação 1.2.6. Se µ ∈ C é tal que Reµ > λ , então µ ∈ ρ(A) e

(µ−A)−1u =
∫

∞

0
e−µtT (t)udt, ∀u ∈ X .
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1.2 Semigrupos

Definição 1.2.7. Dizemos que um C0-semigrupo {T (t); t ≥ 0} é um C0-semigrupo de contra-

ções quando ‖T (t)‖L (X) ≤ 1, para todo t ≥ 0.

Seja X um espaço de Banach. Denotamos a aplicação dualidade por F : X → P(X∗),

onde

F(u) = {u∗ ∈ X∗;Re〈u∗,u〉= ‖u‖2
X ,‖u∗‖X∗ = ‖u‖X}.

Segue do Teorema de Hahn-Banach que F(u) 6= /0, para todo u ∈ X . Dizemos que um opera-

dor linear A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo se, para cada u ∈ D(A), existe u∗ ∈ F(u) tal que

Re〈u∗,Au〉 ≤ 0. Temos A dissipativo, se e somente se,

‖(µ−A)u‖X ≥ µ‖u‖X , ∀u ∈ D(A), ∀µ > 0.

Teorema 1.2.8 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear densamente definido.

(i) Se A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações, então temos Re〈u∗,Au〉≤

0 para todo u∗ ∈ F(u) e, para todo u ∈D(A). Além disso, R(µ−A) = X para todo µ > 0.

Em particular, A é dissipativo.

(ii) Se A é dissipativo e R(µ0−A) = X para algum µ0 > 0, então A é o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo de contrações.

Corolário 1.2.9. Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se A e A∗ são

dissipativos, então A é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações.

Seja A : D(A)⊂ X → X um operador linear. Denotamos sua imagem numérica por

W (A) = {〈u∗,Au〉 ; u ∈ D(A),‖u‖X = 1,u∗ ∈ X∗,‖u∗‖X∗ = 1,〈u∗,u〉= 1}.

Quando X é um espaço de Hilbert, temos

W (A) = {〈Au,u〉X ; u ∈ D(A),‖u‖X = 1}.

Teorema 1.2.10. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado e densamente definido.

Se µ ∈ C\W (A) então µ−A é injetor, R(µ−A) é fechado em X e

‖(µ−A)u‖X ≥ dist(µ,W (A))‖u‖X , ∀u ∈ D(A).

11
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Além disso, se Σ é um domínio em C\W (A) tal que ρ(A)∩Σ 6= /0, então Σ⊂ ρ(A) e

‖(µ−A)−1‖L (X) ≤
1

dist(µ,W (A))
, ∀µ ∈ Σ.

No que segue denotaremos por {eAt ; t ≥ 0} o C0-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A.

Para uma perturbação de um C0-semigrupo por um operador linear limitado, temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.2.11. Seja {eAt ; t ≥ 0} um C0-semigrupo cujo gerador infinitesimal é A. Se B ∈

L (X), então A+B : D(A)⊂ X→ X é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {e(A+B)t ; t ≥

0}. Se ‖eAt‖L (X) ≤Meλ t , para todo t ≥ 0, então

‖e(A+B)t‖L (X) ≤Me(λ+M‖B‖L (X))t ,

para todo t ≥ 0. Além disso, {e(A+B)t ; t ≥ 0} é solução da seguinte equação integral:

e(A+B)tu = eAtu+
∫ t

0
eA(t−s)Be(A+B)suds, ∀u ∈ X .

Teorema 1.2.12. Sejam A,Ak ∈ G(M,λ ), k ∈ N. Então as seguintes afirmações são equivalen-

tes:

(i) Para quaisquer u ∈ X e µ ∈ C com Reµ > λ , (µ−Ak)
−1u k→∞−→ (µ−A)−1u.

(ii) Para quaisquer u ∈ X e t ≥ 0, eAktu k→∞−→ eAtu.

Além disso, a convergência em (ii) é uniforme para t em intervalos limitados.

Para (Ak)k∈N ⊂ G(M,λ ) e µ ∈ C com Reµ > λ definimos o operador linear

S(µ)u = lim
k→∞

(µ−Ak)
−1u.

O próximo teorema assegura que a convergência de uma sequência de geradores infinitesi-

mais Ak ∈ G(M,λ ) equivale à convergência dos C0-semigrupos correspondentes. Observamos

que como tais semigrupos e geradores estão definidos nos mesmos espaços base, a noção de

convergência (pontual) é natural. Este teorema motiva a abordagem que faremos futuramente

onde consideraremos operadores definidos em espaços distintos, quando evidentemente uma

nova noção de convergência será necessária.
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1.3 Operadores setoriais, potências fracionárias e problema de Cauchy parabólico

Teorema 1.2.13 (Trotter-Kato). Seja (Ak)k∈N ⊂ G(M,λ ). Suponha que exista µ0 ∈ C com

Reµ0 > λ satisfazendo

(i) (µ0−Ak)
−1u k→∞−→ S(µ0)u, para todo u ∈ X e

(ii) A imagem de S(µ0) é densa em X .

Então existe um operador A∈G(M,λ ) tal que S(µ0) = (µ0−A)−1. Além disso, eAktu k→∞−→ eAtu,

para todo u ∈ X , e a convergência é uniforme para t em subconjuntos limitados de [0,∞).

1.3 Operadores setoriais, potências fracionárias e problema

de Cauchy parabólico

Definição 1.3.1. Dizemos que o operador linear A é um operador setorial se A é fechado, den-

samente definido e existem constantes φ ∈ (0, π

2 ), M ≥ 1 e λ ∈ R tais que

Σ−λ ,φ = {µ ∈ C ; |arg(µ +λ )| ≤ π−φ ,µ 6= λ}

é um subconjunto de ρ(−A) e

‖(µ +A)−1‖L (X) ≤
M

|µ +λ |
, ∀µ ∈ Σ−λ ,φ .

Figura 1.1: Operador setorial

13



Preliminares

Observação 1.3.2. Σ−λ ,φ ⊂ ρ(−A) e ‖(µ+A)−1‖L (X)≤
M

|µ +λ |
, ∀µ ∈Σ−λ ,φ se, e somente

se, Σλ ,φ = {µ ∈C ; φ ≤ |arg(µ−λ )| ≤ π,µ 6= λ}⊂ ρ(A) e ‖(µ−A)−1‖L (X)≤
M

|µ−λ |
, ∀µ ∈

Σλ ,φ .

Teorema 1.3.3. Seja A um operador linear setorial. Então −A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo {e−At ; t ≥ 0}, onde

e−At =
1

2πi

∫
Γλ

eµt(µ +A)−1 dµ,

onde Γλ é a fronteira de Σ−λ ,υ\{µ ∈ C; |µ + λ | ≤ r} para algum r pequeno e υ ∈ (φ , π

2 ),

orientada no sentido da parte imaginária crescente. Além disso, a aplicação t 7→ e−At se estende

a uma aplicação analítica em uma região contendo o eixo real positivo e existem constantes

K,K1 ≥ 0 tais que

‖e−At‖L (X) ≤ Keλ t , ‖Ae−At‖L (X) ≤ K1t−1eλ t , ∀ t ≥ 0

e
de−At

dt
= Ae−At , ∀ t ≥ 0.

Dizemos que um operador fechado A, com ρ(A) 6= /0, possui resolvente compacto se, para

algum (e consequentemente todo) µ ∈ ρ(A), (µ −A)−1 ∈K (X). Quando o C0-semigrupo é

gerado por um operador −A tal que A é setorial, temos os seguintes resultados:

Proposição 1.3.4. Se A é um operador linear setorial com resolvente compacto, então o semi-

grupo {e−At ; t ≥ 0} é constituído de operadores compactos.

Teorema 1.3.5. Sejam A um operador setorial e B um operador linear tais que:

D(A)⊂ D(B) e ‖Bu‖X ≤ ε‖Au‖X +K‖u‖X , ∀u ∈ D(A),

para algum ε > 0 e alguma constante K. Então o operador A+B é setorial, D(A+B) = D(A) e

{e−(A+B)t ; t ≥ 0} é um C0-semigrupo tal que t 7→ e−(A+B)t se estende a um aplicação analítica

em uma região contendo o eixo real positivo.

Definição 1.3.6. Para um operador setorial A satisfazendo Re(σ(A)) = {Reµ; µ ∈ σ(A)} ⊂

(0,∞), onde σ(A) =C\ρ(A) denota o espectro de A e para α > 0, definimos o operador potên-
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1.3 Operadores setoriais, potências fracionárias e problema de Cauchy parabólico

cia fracionária associado a A por

A0 = I e A−α =
1

Γ(α)

∫
∞

0
tα−1e−At dt,

onde Γ é a função Gama e {e−At ; t ≥ 0} é o C0-semigrupo gerado por −A.

Temos A−α ∈L (X) injetor, logo D(A−α) = X e sendo assim, definimos Aα = (A−α)−1,

para α > 0. São válidas as seguintes propriedades:

Teorema 1.3.7.

(i) Aα é um operador linear fechado, densamente definido com D(Aα) = R(A−α).

(ii) Se α > β ≥ 0, então D(Aα)⊂ D(Aβ ).

(iii) Para α,β ∈ R e γ = max{α,β ,α +β}, Aα+β u = AαAβ u, para todo u ∈ D(Aγ).

(iv) Para todo u ∈ X , e−Atu ∈ D(Aα), α ≥ 0.

(v) Para todo u ∈ D(Aα), e−AtAαu = Aαe−Atu, α ≥ 0.

(vi) Aαe−At ∈L (X) e ‖Aαe−At‖L (X) ≤ Kαt−αe−δ t , t ≥ 0, Kα constante.

(vii) Se 0 < α < 1, então

A−α =
senπα

π

∫
∞

0
µ
−α(µ +A)−1 dµ.

Definição 1.3.8. Seja A um operador linear satisfazendo Re(σ(A)) ⊂ (0,∞). Definimos o es-

paço de potência fracionária associado a A por Xα = D(Aα), munido da norma do gráfico

‖u‖Xα = ‖Aαu‖X . Entendemos X0 = X .

Teorema 1.3.9. Seja A : D(A)⊂ X → X um operador setorial satisfazendo Re(σ(A))⊂ (0,∞).

Então:

(i) (Xα ,‖ · ‖Xα ), α ≥ 0, é um espaço de Banach.

(ii) Se A tem resolvente compacto, então para α > β ≥ 0 temos Xα ↪→ Xβ compactamente.

Lema 1.3.10 (Desigualdade do Momento). Para quaisquer β < α < γ , se u ∈ D(Aγ), vale:

‖Aαu‖X ≤C‖Aγu‖
α−β

γ−β

X ‖Aβ u‖
γ−α

γ−β

X ,

onde C > 0 é constante.
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Teorema 1.3.11. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial tal que para algum α ∈ R,

σ(−A)∩{µ ∈ C ; Reµ = α}= /0. Definimos o operador projeção espectral Q : X → X , por

Q =
1

2πi

∫
γ

(µ +A)−1 dµ,

onde γ é uma curva fechada, retificável e simples que envolve σ(A)∩{µ ∈ C ; Reµ > α} e

Q = 0 se esta interseção é vazia. Então Q é uma projeção contínua , Q2 = Q e Qe−At = e−AtQ,

para todo t ≥ 0. Se X+ = Ker(Q) e X− = R(Q), então e−At |X+ ∈L (X+), e−At |X− ∈L (X−) e

existem constantes M ≥ 1 e δ > 0 tais que

‖e−At |X+‖L (X+) ≤Me(α−δ )t , t ≥ 0.

Também, {e−At |X− ; t ≥ 0} se estende a um C0-grupo definindo e−At |X− = e−A(−t)|X− , para t < 0,

e

‖e−At |X−‖L (X−) ≤Me(α+δ )t , t ≤ 0.

Além disso, temos a decomposição X = X+⊕X− e, se X− tem dimensão finita, então A|X−
e e−At |X− = e−A|X− t possuem representação matricial com relação a qualquer base de X−. Os

elementos de X− são autovetores ou autovetores generalizados de −A.

Seja A : D(A)⊂ X→ X um operador setorial satisfazendo Re(σ(A))⊂ (0,∞). Considera-

mos Xα com a norma do gráfico, f : U → X com U aberto em R×Xα e o problema de Cauchy

parabólico ut +Au = f (t,u), t > t0

u(t0) = u0.

(1.1)

Definição 1.3.12. Uma solução de (1.1) em [t0,T ) é uma função u : [t0,T )→ X que é diferen-

ciável em (t0,T ) com u(t0) = u0 e tal que (t,u(t)) ∈U e u(t) ∈D(A) para t ∈ [t0,T ), além disso

t 7→ Au(t) é contínua e (1.1) está satisfeita.

Se para cada (t1,u1) ∈U existe uma vizinhança V ⊂U de (t1,u1) tal que, para quaisquer

(t,u),(s,v) ∈V

‖ f (t,u)− f (s,v)‖X ≤ L(|t− s|θ +‖u− v‖Xα ),

onde θ e L são constantes positivas, dizemos que f é localmente Hölder contínua na variável t

e localmente Lipchitz contínua na variável x.
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1.4 Atratores globais para semigrupos não lineares

Lema 1.3.13. Se f é localmente Hölder contínua na variável t e localmente Lipchitz contínua

na variável x, então u é solução de (1.1) se, e somente se,

u(t) = e−A(t−t0)u0 +
∫ t

t0
e−A(t−s) f (s,u(s))ds.

Teorema 1.3.14. Sejam A um operador setorial, 0≤ α < 1, U aberto em R×Xα e f : U → X

localmente Hölder contínua na variável t e localmente Lipchitz contínua na variável x. Então,

para cada (t0,u0) ∈ U , existe uma única solução u : [t0,T )→ Xα definida em um intervalo

[t0,T ). Além disso, se u é maximal e para todo B⊂U limitado, f (B)⊂ X é limitada, então ou

T = ∞ ou existe uma sequência tk
k→∞−→ T− de tal maneira que (tk,u(tk))

k→∞−→ ∂U .

Corolário 1.3.15. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1.3.14, se U = (τ,∞)×Xα e também

‖ f (t,u)‖X ≤ k(t)(1+‖u‖Xα ) para todo (t,u) ∈U , onde k(t) é contínua em (τ,∞), então, para

t0 > τ e u0 ∈ Xα , a única solução de (1.1) passando por (t0,u0) existe para todo t ≥ t0.

Observação 1.3.16. Se f é independente de t e globalmente Lipschitz, limitada, continuamente

diferenciável e, para u solução de (1.1),
‖ f (u)‖X

1+‖u‖Xα

é limitada, então u é globalmente definida.

1.4 Atratores globais para semigrupos não lineares

Sejam X um espaço de Banach e A : D(A)⊂ X → X um operador setorial com resolvente

compacto tal que Re(σ(A))⊂ (0,∞). Temos o seguinte:

Lema 1.4.1. Existe uma constante δ > 0 tal que

‖e−At‖L (Xα ,Xβ ) ≤Mtα−β e−δ t , β > α ≥ 0. (1.2)

Para α ∈ (0,1) fixado, consideramos o problema de Cauchy parabólico

ut +Au = f (u)

u(0) = u0 ∈ Xα ,

(1.3)

onde f : Xα → X é globalmente Lipschitz, limitada e Fréchet continuamente diferenciável.

Conforme a Observação 1.3.16, o problema (1.3) possui uma solução definida para todo t ≥ 0.
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Tal solução é dada por

u(t) := u(t,u0) = e−Atu0 +
∫ t

0
e−A(t−s) f (u(s))ds,

onde {e−At , t ≥ 0} é o semigrupo analítico gerado por −A. Definimos, para u0 ∈ Xα e t ≥ 0, o

operador T (t) : Xα → Xα pela relação T (t)u0 = u(t,u0), isto é,

T (t)u0 = e−Atu0 +
∫ t

0
e−A(t−s) f (u(s,u0))ds, t ≥ 0. (1.4)

Deste modo, {T (t); t ≥ 0} ⊂L (Xα) é uma família de operadores (não lineares), satisfazendo:

(i) T (0) = I;

(ii) T (t + s) = T (t)T (s), ∀ t,s ∈ [0,∞);

(iii) a aplicação (t,u0) ∈ [0,∞)×Xα → T (t)u0 ∈ Xα é contínua.

Definição 1.4.2. Seja X um espaço de Banach. Uma família de operadores (não lineares)

{T (t); t ≥ 0}⊂L (X) satisfazendo (i), (ii) e (iii) acima é denominada um semigrupo não linear.

Neste caso, diremos apenas que {T (t); t ≥ 0} é um semigrupo.

Definição 1.4.3. Sejam {T (t); t ≥ 0} ⊂L (Xα) um semigrupo e u0 ∈ Xα . Definimos

(i) γ+(u0) = {T (t)u0 ; t ≥ 0} a órbita positiva por u0;

(ii) uma órbita negativa por u0 como sendo uma aplicação contínua ϕ : (−∞,0]→ Xα tal que

ϕ(0) = u0 e para todo s≤ 0, T (t)ϕ(s) = ϕ(t + s), para todo t ∈ [0,−s];

(iii) uma órbita completa por u0 como sendo uma aplicação contínua ϕ : R→ Xα tal que

ϕ(0) = u0 e para todo s ∈ R, T (t)ϕ(s) = ϕ(t + s), para todo t ≥ 0.

A existência de uma órbita negativa ou completa por u0 está condicionada a Xα e a certas

restrições sobre u0, além disso, se tal órbita negativa ou completa existe, ela pode não ser única.

Denotamos

H(t,u0) = {u ∈ Xα ; existe uma órbita negativa ϕ por u0 tal que ϕ(−t) = u};

e para E ⊂ Xα , T (t)E = {T (t)u ; u ∈ E} e

H(t,E) = {u ∈ Xα ; ∀u0 ∈ E, existe uma órbita negativa ϕ por u0 tal que ϕ(−t) = u}.
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Assim definimos, quando possível

(iv) γ−(u0) =
⋃
t≥0

H(t,u0) a órbita negativa por u0;

(v) γ(u0) = γ+(u0)∪ γ−(u0) a órbita completa por u0;

(vi) γ+(E) =
⋃

u0∈E

γ
+(u0) a órbita positiva por E;

(vii) γ−(E) =
⋃

u0∈E

γ
−(u0) a órbita negativa por E;

(viii) γ(E) =
⋃

u0∈E

γ(u0) a órbita completa por E;

(ix) ω(E) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

T (t)E o conjunto ω-limite de E;

(x) α(E) =
⋂
s≥0

⋃
t≥s

H(t,E) o conjunto α-limite de E.

Até o fim desta seção consideramos {T (t); t ≥ 0} o semigrupo associado a (1.3), ou seja,

o semigrupo dado por (1.4).

Lema 1.4.4. Seja E ⊂ Xα . Temos

(i) u ∈ ω(E) se, e somente se, existem sequências (tk)k ⊂ [0,∞) e (uk)k ⊂ E com tk → ∞ e

T (tk)uk
tk→∞−→ u.

(ii) u ∈ α(E) se, e somente se, existem sequências (tk)k ⊂ [0,∞) e (uk)k ⊂ E com tk→∞ tais

que, para cada k∈N existe ϕk : (−∞,0]→Xα uma órbita negativa por uk e ϕk(−tk)
k→∞−→ u.

(iii) se E é limitado, então γ+(E) é limitada e T (t)γ+(E) é compacto, para todo t ≥ 0.

Definição 1.4.5. Dizemos que um subconjunto E ⊂ Xα é invariante sob o semigrupo {T (t); t ≥

0} quando T (t)E = E, para todo t ≥ 0.

Lema 1.4.6. Um subconjunto E ⊂ Xα é invariante sob {T (t); t ≥ 0} se, e somente se, para cada

u0 ∈ E existe uma órbita completa γ(u0) por u0 e γ(u0)⊂ E.

Definição 1.4.7. Sejam A,B⊂ Xα . Definimos a semidistância de Hausdorff de A até B por

distH(A,B) = sup
u∈A

inf
v∈B
‖u− v‖Xα .
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Observamos que a semidistância de Hausdorff não é simétrica e A⊂ B⇔ distH(A,B) = 0.

Definição 1.4.8. Sejam E e F subconjuntos de Xα . Dizemos que E atrai F sob o semigrupo

{T (t); t ≥ 0} se lim
t→∞

distH(T (t)F,E) = 0.

Lema 1.4.9. Para todo u0 ∈ Xα , ω(u0) = ω({u0}) é não vazio, conexo, compacto, invariante e

atrai {u0} sob {T (t); t ≥ 0}. Em geral, se E ⊂ Xα é limitado e conexo, então ω(E) é não vazio,

conexo, compacto, invariante e atrai E sob {T (t); t ≥ 0}.

Lema 1.4.10. Suponha que u0 ∈ Xα seja tal que existe uma órbita negativa ϕ : (−∞,0]→ Xα

por u0 tal que ϕ((−∞,0]) é compacto. Então

αϕ(u0) = {v ∈ Xα ; ∃(tk)k ⊂ [0,∞) com tk→ ∞ e ϕ(−tk)
tk→∞−→ v} (1.5)

é não vazio, conexo, compacto e invariante sob {T (t); t ≥ 0}. Em geral, se E ⊂ Xα é limitado e

γ−(E) é não vazio e compacto, então α(E) é não vazio, compacto e invariante sob {T (t); t ≥ 0}.

Definição 1.4.11. Dizemos que um subconjunto não vazio A ⊂ Xα é um atrator global para o

semigrupo {T (t); t ≥ 0} se A é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de Xα sob

{T (t); t ≥ 0}.

Observação 1.4.12. Se E é um subconjunto limitado de Xα e invariante sob o semigrupo

{T (t); t ≥ 0}, então E ⊂A , ou seja, um atrator global para {T (t); t ≥ 0} é um conjunto maximal

limitado invariante para {T (t); t ≥ 0}, logo único. Também caracterizamos

A = {u ∈ Xα ; existe uma solução global limitada por u}.

Lema 1.4.13. Para todo subconjunto limitado E ⊂ Xα , existem N > 0 e τ > 0 tais que

sup
t≥τ

sup
v∈T (t)E

‖v‖Xα ≤ N. (1.6)

Além disso,

sup
E⊂Xα

E limitado

sup
v∈ω(E)

‖v‖Xα ≤ N. (1.7)

Teorema 1.4.14. Sejam N como em (1.6) e BN = {u ∈ Xα ;‖u‖Xα ≤ N}. Então ω(BN) é um

atrator global para {T (t); t ≥ 0}.
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Consideramos a equação

ut +Au = f (u). (1.8)

Definição 1.4.15. Dizemos que uma função constante u(t) = u∗ ∈ Xα , para todo t ∈ R, é uma

solução de equilíbrio ou estacionária de (1.8) quando

Au∗− f (u∗) = 0.

Definição 1.4.16. Dizemos que uma solução de equilíbrio u∗ de (1.8) é hiperbólica se σ(A−

f ′(u∗)) é disjunto do eixo imaginário.

Note que Au− f (u) = 0⇔ T (t)u = u, onde {T (t); t ≥ 0} é o semigrupo dado por (1.4).

Denotamos E = {u ∈ Xα ; Au− f (u) = 0}= {u ∈ Xα ; T (t)u = u}.

Lema 1.4.17. Suponha que todos as soluções de equilíbrio de (1.8) sejam hiperbólicas. Então

E é um conjunto finito, e assim cada solução de equilíbrio é isolada.

Definição 1.4.18. Dizemos que o semigrupo {T (t); t ≥ 0} é gradiente se existe uma função (de

Lyapunov) V : Xα → R satisfazendo:

(i) V é contínua;

(ii) a aplicação t ∈ [0,∞)→V (T (t)u) ∈ R é não crescente para todo u ∈ Xα ;

(iii) u ∈ Xα , u ∈ E ⇔V (T (t)u) =V (u), ∀ t ≥ 0.

No que segue supomos que {T (t); t ≥ 0} dado por (1.4) é gradiente e E é constituído de

soluções hiperbólicas.

Lema 1.4.19. Para todo u0 ∈ Xα , ω(u0) = {u0
∗} para algum u0

∗ ∈ E . Consequentemente

T (t)u0 t→∞−→ u0
∗.

Lema 1.4.20. Suponha que u0 ∈ Xα seja tal que existe uma órbita negativa ϕ por u0 com

ϕ((−∞,0]) compacto. Então existe u0
∗ ∈ E tal que αϕ(u0) = {u0

∗} onde αϕ é como em (1.5).

Consequentemente, ϕ(t) t→−∞−→ u0
∗.

Definição 1.4.21. Seja u0
∗ ∈ E , definimos

(i) a variedade instável de u0
∗ como
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W u(u0
∗) = {u0 ∈ Xα ; u(t,u0) está definido para todo t ≤ 0 e u(t,u0)

t→−∞−→ u0
∗};

(ii) a variedade estável de u0
∗ como

W s(u0
∗) = {u0 ∈ Xα ; u(t,u0)

t→∞−→ u0
∗}.

Lema 1.4.22. Seja E um subconjunto relativamente compacto e invariante de Xα sob {T (t); t ≥

0}. Se u ∈ E, então existem u+∗ ,u
−
∗ ∈ E tais que u ∈W u(u+∗ )∩W s(u−∗ ).

Teorema 1.4.23. Seja A o atrator de {T (t); t ≥ 0}. Então A =
⋃

u0
∗∈E

W u(u0
∗).

1.5 Continuidade de atratores e taxa de atração

Na seção anterior tratamos de semigrupos não lineares dados pela fórmula da variação das

constantes. Nesta seção faremos uma abordagem mais geral, na qual os semigrupos independem

de um problema semilinear parabólico. Continuaremos denotando Xα como um espaço de

Banach onde estão definidos os semigrupos.

Definição 1.5.1. Seja {Uε}ε∈[0,1] uma família de subconjuntos de Xα . Dizemos que {Uε}ε∈[0,1]

é

(i) semicontínua superiormente em ε = 0 se

distH(Uε ,U0) = sup
uε∈Uε

dist(uε ,U0)
ε→0−→ 0;

(ii) semicontínua inferiormente em ε = 0 se

distH(U0,Uε) = sup
u∈U0

dist(u,Uε)
ε→0−→ 0;

(iii) contínua em ε = 0 se é semicontínua inferior e superiormente em ε = 0.

Lema 1.5.2. Seja {Uε}ε∈[0,1] uma família de subconjuntos de Xα .

(i) Se toda sequência (uεk)k∈N, com uεk ∈ Uεk e εk
k→∞−→ 0, possui uma subsequência com

limite pertencendo a U0, então {Uε}ε∈[0,1] é semicontínua superiormente em ε = 0.

(ii) Se U0 é compacto e para todo u∈U0, existe uma sequência (uεk)k∈N com uεk ∈Uεk , k ∈N,

εk
k→∞−→ 0 e uεk

k→∞−→ u, então {Uε}ε∈[0,1] é semicontínua inferiormente em ε = 0.
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1.5 Continuidade de atratores e taxa de atração

Proposição 1.5.3. Seja {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] uma família de semigrupos (não lineares) em Xα

tais que, para cada ε ∈ [0,1], o semigrupo {Tε(t); t ≥ 0} possua um atrator global Aε . Assuma

que o conjunto
⋃

ε∈[0,1]
Aε seja compacto e que, para uε

ε→0−→ u0, vale ‖Tε(t)uε−T0(t)u0‖Xα
ε→0−→ 0,

para todo t ≥ 0. Então a família de atratores {Aε}ε∈[0,1] é semicontínua superiormente em ε = 0.

Teorema 1.5.4. Seja {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] uma família de semigrupos em Xα tais que, para cada

ε ∈ [0,1], o semigrupo {Tε(t); t ≥ 0} possua um atrator global Aε . Suponhamos que

(i) Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ } para todo ε ∈ [0,1] e ‖uε,i
∗ −u0,i

∗ ‖Xα
ε→0−→ 0;

(ii) Existe δ > 0 tal que {W u(uε,i
∗ )∩BXα (uε,i

∗ ,δ )}ε∈(0,1] é semicontínua inferiormente em 0;

(iii) ‖Tε(t)u− T0(t)u‖Xα
ε→0−→ 0 uniformemente para u em subconjuntos compactos de Xα ,

para todo t ≥ 0;

(iv) A0 =
k⋃

i=1

W u(u0,i
∗ ),

Então {Aε}ε∈[0,1] é semicontínua inferiormente em ε = 0 e existe ε̃ ∈ (0,1] tal que para todo

ε ∈ (0, ε̃], Aε =
k⋃

i=1

W u(uε,i
∗ ).

A seguir definiremos o conceito de semigrupo gradiente-like, que generaliza o conceito

de semigrupo gradiente. A vantagem de considerarmos semigrupos gradiente-like é que os

mesmos são estáveis sob perturbações e, em geral, verificar a definição de gradiente-like é mais

simples do que exibir uma função de Lyapunov para um determinado semigrupo.

Definição 1.5.5. Sejam {T (t) ; t ≥ 0} um semigrupo com um número finito de soluções estaci-

onárias E = {v1
∗, ...,v

k
∗} e

δ0 =
1
2

min
1≤i, j≤k

i6= j

‖vi
∗− v j

∗‖Xα > 0.

Sejam ε0 < δ0,u∗ ∈ E e ε ∈ (0,ε0). Uma ε-cadeia de u∗ para u∗ é um subconjunto {vl1∗ , ...v
lp
∗ }⊂

E , p≤ k, juntamente com um subconjunto {v1, ...vp} ⊂ Xα e constantes s1, t1, ...,sp, tp tais que

0 < si < ti, para i = 1, ..., p, tais que ‖vi− vli
∗‖Xα < ε , para i = 1, ..., p+ 1, vlk+1

∗ = v1
∗ = u∗,

dist(T (si)vi,E )> ε0 e ‖T (ti)vi−vi+1
∗ ‖Xα < ε , i = 1, .., p. Diremos que u∗ ∈ E é recorrente por

cadeias, se existe ε0 > 0 e uma ε-cadeia de u∗ para u∗ para cada ε ∈ (0,ε0).
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Figura 1.2: ε-cadeias

Definição 1.5.6. Seja {T (t) ; t ≥ 0} um semigrupo com um número finito de soluções estacioná-

rias E = {v1
∗, ...,v

k
∗} e suponha que ele possui um atrator global A . Dizemos que {T (t) ; t ≥ 0}

é um semigrupo gradiente-like se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Dada uma solução global ϕ : R→ Xα em A , existem i, j ∈ {1, ...,k}, tais que

lim
t→−∞

‖ϕ(t)− vi
∗‖Xα = 0 e lim

t→−∞
‖ϕ(t)− v j

∗‖Xα = 0;

(ii) E = {v1
∗, ...,v

k
∗} não contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

Observação 1.5.7. Todo semigrupo gradiente é gradiente-like e uma perturbação de um semi-

grupo gradiente é um semigrupo gradiente-like.

Definição 1.5.8. Dizemos que um semigrupo {T (t) ; t ≥ 0} é assintoticamente compacto se

para cada fechado, limitado e não vazio B⊂ Xα com T (t)B⊂ B, existe um conjunto compacto

K = K(B)⊂ B que atrai B.

Teorema 1.5.9. Suponha que as seguintes condições sejam válidas:

(i) O semigrupo {T (t) ; t ≥ 0} é gradiente-like e assintoticamente compacto com órbitas

limitadas de conjuntos limitados e E = {u1
∗, ...,u

k
∗};

(ii) E = {u1
∗, ...,u

k
∗} atrai pontos de Xα ;
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1.5 Continuidade de atratores e taxa de atração

(iii) O semigrupo {T (t) ; t ≥ 0} satisfaz uma condição de Lipschitz da forma

‖T (t)w1−T (t)w2‖Xα ≤CeLt‖w1−w2‖Xα , (1.9)

para todo B⊂ Xα limitado e w1,w2 ∈ B, onde C,L são contantes positivas;

(iv) Cada ui
∗ ∈ E verifica a propriedade: existem constantes positivas C0,δ0 e ρ0, tais que

dist(T (t)u0,W u
loc(u

i
∗))≤C0e−ρ0t , (1.10)

sempre que u0 pertence a uma δ0-vizinhança de ui
∗ e a órbita por u0 permanece nesta

vizinhança para t ≥ 0.

Então o semigrupo {T (t) ; t ≥ 0} é exponencialmente limitado dissipativo. De fato, existe uma

atrator global A que atrai exponencialmente da seguinte forma: existem γ > 0 e K > 0 tais que

distH(T (t)B,A )≤ Ke−γt , t > 0, (1.11)

para todo B⊂ Xα limitado.

Para semigrupos compactos, vale o seguinte resultado.

Teorema 1.5.10. Suponha que {T (t) ; t ≥ 0} seja um semigrupo gradiente-like compacto para

t > t0 ≥ 0 que satisfaça a seguinte condição de Lipschitz: dado qualquer v0 ∈ X , existe uma

bola Bv0 tal que γ+(Bv0) é limitado e, para constantes positivas C0 e L0, temos

‖T (t)w1−T (t)w2‖X ≤C0eL0t‖w1−w2‖X , t ≥ 0, (1.12)

para todos w1,w2 ∈ γ+(Bv0). Suponha também que E = {u1
∗, ...,u

k
∗} atraia pontos de Xα e que

cada ui
∗ ∈ E verifique a propriedade

dist(T (t)u0,W u
loc(u

i
∗))≤Ce−ρ0t , (1.13)

sempre que u0 pertence a uma δ0-vizinhança de ui
∗ e a órbita por u0 permanece nesta vizinhança

para t ≥ 0. Então o semigrupo {T (t) ; t ≥ 0} é exponencialmente limitado dissipativo. De fato,

existe uma atrator global A que atrai exponencialmente da seguinte forma: existem γ > 0 e
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K > 0 tais que

distH(T (t)B,A )≤ Ke−γt , t > 0, (1.14)

para todo B⊂ Xα limitado.

Definição 1.5.11. Dizemos que a família de semigrupos {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] é coletivamente

assintoticamente compacta se, dada uma sequência (εk)k ⊂ [0,1] com εk → 0, uma sequência

limitada (uk)k ⊂ Xα e uma sequência (tk)k ⊂ [0,∞), temos {Tεk(tk)u
k}k relativamente compacto

em Xα .

Teorema 1.5.12. Seja {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] uma família de semigrupos coletivamente assintoti-

camente compactos definidos em Xα . Suponha que :

(i) Para cada ε ∈ [0,1], {Tε(t); t ≥ 0} possui um atrator global Aε ;

(ii) Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ } atrai pontos de Xα e se comportam semicontinuamente superior e

inferiormente quado ε → 0;

(iii) ‖Tε(t)u− T0(t)u‖Xα
ε→0−→ 0 uniformemente para u em subconjuntos compactos de Xα ,

para todo t ≥ 0;

(iv) Existem δ > 0 e ε0 ∈ (0,1] tais que, se ε ∈ (0,ε0], ϕε : R→ Xα é uma solução global

em Aε , e ‖ϕε(t)−uε,i
∗ ‖Xα < δ , para todo t ≤ 0, (‖ϕε(t)−uε,i

∗ ‖Xα < δ , para todo t ≥ 0),

então ‖ϕε(t)−uε,i
∗ ‖Xα

t→−∞−→ 0 (‖ϕε(t)−uε,i
∗ ‖Xα

t→∞−→ 0);

(v) {T0(t); t ≥ 0} é gradiente-like.

Então existe ε0 ∈ (0,1] tal que, para todo ε ∈ (0,ε0], {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] é um semigrupo

gradiente-like. Consequentemente,

Aε =
k⋃

i=1

W u(uε,i
∗ ), ε ∈ (0,ε0].

Corolário 1.5.13. Assumindo as hipóteses dos Teoremas 1.5.9 e 1.5.12 para cada ε ∈ [0,1],

temos que para todo conjunto limitado B ⊂ Xα , existem ε̄ ∈ (0,1] e constantes positivas γ e

K = K(B), independentes de ε , tais que

distH(Tε(t)u,Aε)≤ Ke−γt , ∀u ∈ B,ε ∈ [0, ε̄] e t ≥ 1.
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Teorema 1.5.14. Seja {Tε(t); t ≥ 0}ε∈[0,1] uma família de semigrupos em Xα tais que, para cada

ε ∈ [0,1], o semigrupo {Tε(t); t ≥ 0} possua um atrator global Aε . Suponhamos que existam

ε0 ∈ (0,1] e um subconjunto limitado U ⊂ Xα , tais que
⋃

ε∈[0,ε0]

Aε ⊂U e, para todo subconjunto

limitado B⊂ Xα , existem γ > 0 e K := K(B)> 0, tais que

dist(Tε(t)B,Aε)≤ Ke−γt , ∀ε ∈ [0,ε0] e t ≥ 1. (1.15)

Suponhamos também que existam constantes positivas C e L tais que

‖Tε(t)u−T0(t)v‖Xα ≤CeLt(‖u− v‖Xα + l(ε)), ∀u,v ∈U, ε ∈ [0,ε0] e t ≥ 1,

onde l(ε) ε→0−→ 0. Então,

dist(Aε ,A0)+dist(A0,Aε)≤ C̃l(ε)
γ

γ+K ,

para alguma constante C̃ > 0.

Observação 1.5.15. A função l(ε) no Teorema 1.5.14 funciona como uma taxa de atração

para os semigrupos que possuem o decaimento exponencial (1.15), o importante aqui é que a

continuidade dos atratores na métrica de Hausdorff2 pode ser estimada por tal taxa de atração.

1.6 Convergência compacta

Seja {Xε}ε∈[0,1] uma família de espaços de Banach e suponha que exista uma família de

operadores {Eε}ε∈[0,1] ⊂L (X0,Xε), os quais chamamos de extensões, satisfazendo

‖Eεu0‖Xε

ε→0−→ ‖u0‖X0, ∀u0 ∈ X0.

Definição 1.6.1. Dizemos que a família {uε}ε∈(0,1], com uε ∈ Xε para todo ε ∈ (0,1], E-

converge para u0 ∈ X0 quando ε → 0 se ‖uε −Eεu0‖Xε

ε→0−→ 0. Denotamos tal convergência

por uε E−→ u0.

Definição 1.6.2. Dizemos que uma sequência (uk)k∈N, com uk ∈ Xεk , εk ∈ (0,1] e εk
k→∞−→ 0, é

E-relativamente compacta se toda subsequência (uk
′
) ⊂ (uk) admite uma subsequência (uk

′′
)

2Distancia de Hausdorff de A até B = distH(A,B)+distH(B,A).
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convergente para um elemento u0 ∈ X0. Dizemos que a família {uε}ε∈(0,1], com uε ∈ Xε para

todo ε ∈ (0,1] é E-relativamente compacta se cada sequência (uk)k∈N ⊂ {uε}ε∈(0,1] com εk
k→∞−→

0, é E-relativamente compacta.

Definição 1.6.3. Dizemos que a família de operadores {Bε}ε∈(0,1] ⊂L (X) EE-converge para

B0 ∈L (X0) quando ε→ 0 se Bεuε E−→ B0u0 sempre que uε E−→ u0. Denotamos tal convergên-

cia por Bε

EE−→ B0.

Definição 1.6.4. Dizemos que a família de operadores {Bε}ε∈(0,1] ⊂K (X) converge compac-

tamente para B0 ∈K (X0) quando ε → 0 se Bε

EE−→ B0 e para toda família {uε}ε , com uε ∈ Xε

e ‖uε‖Xε
= 1, a família {Bεuε}ε∈(0,1] é E-relativamente compacta. Denotamos tal convergência

por Bε

CC−→ B0.

Lema 1.6.5. Seja {Bε}ε∈(0,1] ⊂K (X) tal que Bε

CC−→ B0 ∈K (X). Então são válidas as se-

guintes afirmações:

(i) ‖Bε‖L (X) ≤C, para alguma constante C > 0 independente de ε ∈ (0,1].

(ii) se Ker(I +B0) = {0}, então existem ε̃ > 0 e M > 0 tais que

‖(I +Bε)
−1‖L (X) ≤M, ε ∈ [0, ε̃].

A convergência compacta será uma ferramenta fundamental para estudar o comporta-

mento dos operadores resolvente, associados a um problema de reação difusão que introduzi-

remos no próximo capítulo. Na ocasião, o espaço X0 será um subespaço fechado de Xε e as

extensões serão as aplicações identidades. Também nos depararemos com a situação onde os

operadores são fechados, densamente definidos com resolvente compacto e portanto faremos a

seguinte hipótese:

(CC) Consideremos a família de operadores {Aε : D(Aε)⊂ Xε → Xε}ε∈[0,1] e suponhamos que

Aε seja fechado, densamente definido, possua resolvente compacto, 0 ∈ ρ(Aε) e A−1
ε

CC−→

A−1
0 .

No que segue suporemos que {Aε}ε∈[0,1] é uma família de operadores satisfazendo a hi-

pótese (CC).
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Teorema 1.6.6. Para cada µ ∈ ρ(−A0), existe εµ > 0 tal que µ ∈ ρ(−Aε) para todo ε ∈ [0,εµ ]

e

sup
ε∈[0,εµ ]

‖(µ +Aε)
−1‖L (Xε ) < ∞.

Além disso, (µ +Aε)
−1 converge compactamente para (µ +A0)

−1 quando ε → 0.

Teorema 1.6.7. Seja K um subconjunto compacto de ρ(−A0). Então existe εK ∈ (0,1] tal que

K ⊂ ρ(−Aε) para ε ∈ [0,εK] e

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1‖L (Xε ) < ∞.

Além disso, para u ∈ X0, temos

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1Eεu−Eε(µ +A0)
−1u‖L (Xε )

ε→0−→ 0.

O próximo resultado assegura que, para ε se aproximando de zero, o espectro de −Aε

aproxima-se do espectro de −A0. Note que como os operadores Aε possuem resolvente com-

pacto e 0 ∈ ρ(Aε), os espectros σ(−Aε) consistem apenas de um número finito de autovalores

isolados de multiplicidade finita.

Teorema 1.6.8. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Se (εk)k∈N ⊂ (0,1] é uma sequência convergindo para zero, (µεk)k∈N é uma sequência em

C com µεk ∈ σ(−Aεk), para todo k ∈ N, e µεk
k→∞−→ µ0, então µ0 ∈ σ(−A0).

(ii) Para todo µ0 ∈ σ(−A0), existem sequências (εk)k∈N ⊂ (0,1] convergindo para zero e

(µεk)k∈N em C com µεk ∈ σ(−Aεk), para todo k ∈ N, tais que µεk
k→∞−→ µ0.

Seja µ0 ∈σ(−A0) e δ > 0 tais que {z∈C ; |z−µ0| ≤ δ}∩σ(−A0)= {µ0}. Consideramos

a projeção espectral Q0(µ0) : X0→ X0, dada por

Q0(µ0) =
1

2πi

∫
|z−µ0|=δ

(z+A0)
−1dz.

Como K = {z ∈ C ; |z− µ0| = δ} é compacto contido em ρ(−A0), pelo Teorema 1.6.7, existe

εK tal que K ⊂ ρ(−Aε), para todo ε ∈ (0,εK], assim definimos a projeção espectral Qε(µ0) :
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Xε → Xε , por

Qε(µ0) =
1

2πi

∫
|z−µ0|=δ

(z+Aε)
−1dz.

Definimos o auto-espaço generalizado associado a µ0 por W (µ0,−Aε) = QεXε .

Observação 1.6.9. A projeção espectral Qε(µ0), ε ∈ [0,εK], é um operador compacto e o auto

espaço W (µ0,−Aε) é um subespaço de dimensão finita.

Lema 1.6.10. Para todo µ ∈ K, Qε(µ)
CC−→ Q0(µ).

Teorema 1.6.11. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Existe ε0 > 0 tal que dimW (µ,−A0) = dimW (µ,−A0), para todo ε ∈ (0,ε0], e µ ∈ K.

(ii) Para todo u0 ∈W (µ0,−A0), existe uma família {uε}ε com uε ∈W (µ0,−Aε), tal que

uε E−→ u0.

(iii) Toda sequência (uk)k∈N com uk ∈ W (µ0,−Aεk), εk
k→∞−→ 0 e ‖uk‖Xεk

= 1, admite uma

subsequência E-convergente para um elemento u0 ∈W (µ0,−A0).

Lema 1.6.12. Seja {Vε}ε∈[0,1] ⊂L (Xε) tal que Vε

EE−→V0. Então

A−1
ε Vε

CC−→ A−1
0 V0.

No que segue, supomos que 0 /∈ σ(A0 +V0). Observamos que A0 +V0 possui resolvente

compacto.

Proposição 1.6.13. Seja {Vε}ε∈[0,1] ⊂L (Xε) tal que Vε

EE−→ V0. Então existe ε0 > 0 tal que

0 /∈ σ(Aε +Vε) e ‖(Aε +Vε)
−1‖L (Xε ) < ∞ para todo ε ∈ [0,ε0]. Além disso,

(Aε +Vε)
−1 CC−→ (A0 +V0)

−1.
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Capítulo

2

Equações de reação-difusão

Na modelagem de problemas físicos, quando lidamos com materiais que possuem pro-

priedades físicas distintas em suas componentes, é frequente encontrarmos sistemas com com-

portamento diferente em certas regiões. Como consequência, as leis que constituem o sistema,

embora obedeçam uma formulação geral, possuem diferenças significativas dependendo em

qual região do sistema estamos trabalhando. Isto, por sua vez, implica que a equação diferen-

cial que descreve o comportamento do sistema pode também possuir propriedades diferentes

ao longo do sistema. Considerando que alguns dos parâmetros do problema em questão são

variáveis, é também frequente a situação em que devemos estudar algum problema limite.

Tal dinâmica, por exemplo, ocorre quando a difusão do calor é muito grande em certas

partes do material e, neste caso, o problema limite pode ser considerado como um processo

descrevendo a transição de solidificação do material. Nesta situação, levando em consideração

que grande difusão proporciona uma rápida redistribuição das não homogeneidades espaciais do

sistema, esperamos que em uma determinada região Ω0 interior ao domínio físico da equação,

a solução do problema tende a ser espacialmente homogênea e satisfaça uma EDO, enquanto

que em outra região, também interior ao domínio do problema, tal solução satisfaça uma EDP.

Neste trabalho consideraremos um problema de reação-difusão com difusão grande localizada

e seu problema limite, e relacionaremos as dinâmicas de tais problemas relativamente a uma

"taxa de atração". Tal abordagem foi, por exemplo, considerada em [4] para uma equação de

reação-difusão com variação no coeficiente de difusão, sem a hipótese de a difusão ser grande

em certas regiões.
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Equações de reação-difusão

2.1 Introdução

Consideramos o problema:
uε

t (t,x)−div(pε(x)∇uε(t,x))+λuε(t,x) = f (uε(t,x)), x ∈Ω, t > 0,

pε(x)
∂uε

∂~n
= 0, x ∈ ∂Ω,

uε(0,x) = uε
0(x), x ∈Ω,

(2.1)

para o qual assumimos as seguintes hipóteses:

• ε ∈ (0,ε0] para ε0 > 0, λ > 0 e a não linearidade f ∈C2(R) satisfaz certas condições de

crescimento, dissipatividade e hiperbolicidade que vamos impor posteriormente;

• Ω é um domínio suave e limitado em Rn;

• ∂uε

∂~n
denota a derivada conormal de uε , isto é,

∂uε

∂~n
= ∇uε ·~n, onde ~n é o vetor unitário

normal interior a Ω na fronteira ∂Ω;

• Ω0 =
m⋃

i=1

Ω0,i é um aberto no interior de Ω, onde Ω0,i são domínios suaves em Ω tais que

Ω0,i∩Ω0, j = /0 para i 6= j, i, j = 1, ...,m. Denotamos Ω1 = Ω\Ω0. Note que a fronteira

∂Ω1 = ∂Ω∪∂Ω0, com ∂Ω∩∂Ω0 = /0;

• os coeficientes de difusão pε : Ω→ (0,∞), ε ∈ (0,ε0], são tais que

(i) pε ∈C∞(Ω);

(ii) 0 < m0 ≤ pε(x)≤Mε , ∀x ∈Ω;

(iii) pε(x)
ε→0−→

p0(x), uniformemente em Ω1 com p0 ∈C∞(Ω1,(0,∞))

∞, uniformemente em subconjuntos compactos de Ω0

.

Assumiremos por um momento que m = 1, ou seja, que Ω0 seja conexo, e que as soluções

uε de (2.1) existam e convirjam, em algum sentido, para uma função u(t,x) que é espacialmente

constante em Ω0, com u(t,x) = uΩ0(t) para todo x ∈ Ω0. Uma vez que difusibilidade grande

implica uma rápida redistribuição das não homogeneidades espaciais, é natural esperar que

para valores pequenos de ε , a solução do problema (2.1) seja aproximadamente espacialmente
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2.1 Introdução

Figura 2.1: Domínio Ω

constante em Ω0. Assim, quando ε → 0, esperamos que em Ω1, u verifique


ut(t,x)−div(p0(x)∇u(t,x))+λu(t,x) = f (u(t,x)), x ∈Ω1, t > 0,

p0(x)
∂u
∂~n

= 0, x ∈ ∂Ω.

Integrando em Ω0 a primeira equação em (2.1), supondo uε constante em Ω0 e usando a

Primeira Identidade de Green, obtemos

∫
Ω0

uε
t (t,x)dx+

∫
∂Ω0

pε(x)
∂uε

∂~n
dσ +

∫
Ω0

λuε(t,x)dx =
∫

Ω0

f (uε(t,x))dx,

onde dσ é a medida de superfície em ∂Ω0 e~n é o vetor unitário normal interior a Ω0 na fronteira

∂Ω0. Fazendo ε → 0 e dividindo por |Ω0|, obtemos a equação diferencial ordinária

u̇Ω0(t)+
1
|Ω0|

∫
∂Ω0

p0(x)
∂u
∂~n

dσ +λuΩ0(t) = f (uΩ0(t)).

Observamos que tal equação relaciona o fluxo total de calor de Ω1 para Ω0 através da

fronteira ∂Ω0 com o calor total em Ω1. Também relaciona o valor de uΩ0 com o valor de u em

Ω1 através da integral sobre ∂Ω0.

Desta forma, tendo em mente [14], o problema limite de (2.1) quando ε → 0 deve ser
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

ut(t,x)−div(p0(x)∇u(t,x))+λu(t,x) = f (u(t,x)), x ∈Ω1, t > 0,

u|Ω0,i(t,x) = uΩ0,i(t), x ∈Ω0,i, i = 1, ...,m,

u̇Ω0,i(t)+
1
|Ω0,i|

∫
∂Ω0,i

p0(x)
∂u
∂~n

dσ +λuΩ0,i(t) = f (uΩ0,i(t)), i = 1, ...,m,

p0(x)
∂u
∂~n

= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(0,x) = u0(x), x ∈Ω.

(2.2)

A seguir, escreveremos (2.1) e (2.2) em um formato semilinear parabólico apropriado e

concluiremos que tais problemas estão bem postos. Para tal, consideraremos, para cada ε ∈

(0,ε0], o operador Aε : D(Aε)⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) definido por

D(Aε) =
{

u ∈ H1(Ω) ;−div(pε(x)∇u) ∈ L2(Ω) e
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

}
;

Aεu =−div(pε(x)∇u)+λu, ∀u ∈ D(Aε).

Denotamos

L2
Ω0
(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) ; u é constante q.s. em cada componente conexa de Ω0

}
;

H1
Ω0
(Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) ; ∇u = 0 em Ω0

}
,

e definimos o operador A0 : D(A0)⊂ L2
Ω0
(Ω)→ L2

Ω0
(Ω) por

D(A0) =
{

u ∈ H1
Ω0
(Ω) ;−div(p0(x)∇u) ∈ L2(Ω1) e

∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

}
;

A0u = (−div(p0(x)∇u)+λu)χΩ1 +
( m

∑
i=1

1
|Ω0,i|

∫
∂Ω0,i

p0(x)
∂u
∂~n

dσ +λuΩ0,i

)
χΩ0,i,

para todo u ∈ D(A0).

Mostraremos, na próxima seção, que para ε ∈ [0,ε0], os operadores Aε são setoriais, auto-

adjuntos, positivos com resolventes compactos e 0 ∈ ρ(Aε). Logo, Re(σ(Aε)) ⊂ (0,∞). Con-

sideramos os espaços de potências fracionárias1 X
1
2

ε = H1(Ω) para ε ∈ (0,ε0] e X
1
2

0 = H1
Ω0
(Ω)

1Quando necessário denotaremos X
1
2

ε (Ω).
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munidos dos respectivos produtos internos

〈ϕ,ψ〉
X

1
2

ε

=
∫

Ω

pε(x)∇ϕ∇ψ dx+λ

∫
Ω

ϕψ dx, ∀ϕ,ψ ∈ X
1
2

ε ,

quando ε ∈ (0,ε0] e

〈ϕ,ψ〉
X

1
2

0

=
∫

Ω1

p0(x)∇ϕ∇ψ dx+λ

∫
Ω

ϕψ dx, ∀ϕ,ψ ∈ X
1
2

0 .

Tais produtos internos induzem normas equivalentes à norma de H1(Ω). Sendo assim, temos

que X
1
2

0 é um subespaço fechado de X
1
2

ε e ‖u‖
X

1
2

ε

ε→0−→ ‖u‖
X

1
2

0

. Além disso, segue do Lema 1.4.1,

com α = 0 e β = 1
2 , que o semigrupo analítico {e−Aε t ; t ≥ 0} gerado por −Aε verifica

‖e−Aε t‖
L (L2(Ω),X

1
2

ε )
≤Ct−

1
2 e−λ t , ε ∈ (0,ε0]; (2.3)

‖e−A0t‖
L (L2

Ω0
(Ω),X

1
2

ε )
≤Ct−

1
2 e−λ t , (2.4)

onde C é uma constante positiva independente de ε .

Observamos que o problema (2.1) é uma perturbação singular do problema (2.2) e quando

o parâmetro ε → 0, o coeficiente de difusão pε torna-se muito grande em Ω0. Considerando os

operadores Aε , ε ∈ [0,ε0], reescrevemos tais problemas na seguinte forma abstrata:

uε
t +Aεuε = f e(uε),

uε(0) = uε
0 ∈ X

1
2

ε , ε ∈ [0,ε0],

(2.5)

onde f e : X
1
2

ε → L2(Ω) é o operador de Nemitskii associado a f , isto é, f e(u)(x) = f (u(x)),

para x ∈ Ω. Prova-se que f e é Fréchet continuamente diferenciável e, devido à condição de

dissipatividade que admitiremos a seguir, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f e

é globalmente Lipschitz e globalmente limitada. No que segue, usaremos a mesma notação f

para f e e f . Assumimos a seguinte condição de crescimento:

(C) Se n = 2, para todo η > 0, existe uma constante Cη > 0 tal que

| f (u)− f (v)| ≤Cη(eη |u|2 + eη |v|2)|u− v|, ∀u,v ∈ R,

e, se n≥ 3, existe uma constante C̃ > 0 tal que
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| f (u)− f (v)| ≤ C̃|u− v|(|u|
4

n−2 + |v|
4

n−2 +1), ∀u,v ∈ R.

Sob estas condições, segue de [3] que o problema (2.5) está localmente bem posto. Para

obtermos que as soluções estão globalmente definidas e a existência de atratores globais, assu-

miremos a seguinte condição de dissipatividade:

(D)

limsup
|u|→∞

f (u)
u

< 0.

Segue como em [1] que (2.5) está globalmente bem posto. Posteriormente, faremos mais uma

hipótese, de hiperbolicidade, sobre f .

Nosso objetivo é estudar o comportamento da família de semigrupos não lineares as-

sociados ao problema (2.5), bem como o comportamento de seus atratores globais quando o

parâmetro ε → 0, tomando como referência o valor

(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε , (2.6)

onde Jε está relacionado com a solução de um problema elíptico associado ao problema (2.5) e

com a decomposição do espaço X
1
2

ε em função do subespaço X
1
2

0 , e Zε possui uma interpretação

análoga, porém relacionado com a decomposição do espaço L2(Ω) em função do subespaço

L2
Ω0
(Ω). Nos referiremos a (2.6) como taxa de atração. Visamos estender alguns resultados

obtidos em [4] considerando o caso específico de problemas com difusão grande localizada, ou

seja, com

pε(x)
ε→0−→

p0(x) uniformemente em Ω1

∞ uniformemente em subconjuntos compactos de Ω0

.

2.2 Propriedades e existência de atratores

Nesta seção, mostraremos que para cada ε ∈ [0,ε0] fixado, o operador Aε é setorial, posi-

tivo, auto-adjunto, possui resolvente compacto e 0∈ ρ(Aε). Nas linhas da Seção 1.4, obteremos

que os semigrupos associados aos problemas (2.1) e (2.2) possuem estrutura gradiente e con-

cluiremos a existência de atratores globais para tais semigrupos.
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Teorema 2.2.1. Para cada ε ∈ [0,ε0], o operador Aε associado ao problema (2.5) é positivo,

auto-adjunto, possui resolvente compacto e 0 ∈ ρ(Aε).

Demonstração. Supomos inicialmente ε ∈ (0,ε0]. Consideramos a seguinte forma bilinear:

aε(u,v) =
∫

Ω

pε(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx, ∀u,v ∈ H1(Ω).

Afirmamos que aε é coerciva e contínua. De fato, para u ∈ H1(Ω), temos

aε(u,u) =
∫

Ω

pε(x)∇u∇udx+λ

∫
Ω

uudx

=
∫

Ω

pε(x)|∇u|2 dx+λ

∫
Ω

|u|2 dx

≥ m0

∫
Ω

|∇u|2 dx+λ

∫
Ω

|u|2 dx

≥min{m0,λ}
(∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|u|2 dx
)

= min{m0,λ}‖u‖2
H1(Ω).

e para u,v ∈ H1(Ω),

aε(u,v) =
∫

Ω

pε(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx

≤Mε‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)+λ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤max{Mε ,λ}‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).

Consideramos o operador Bε : H1(Ω)→ H−1(Ω), definido pela relação

aε(u,v) = 〈Bεu,v〉−1,1 ,

onde 〈·, ·〉−1,1 denota o produto de dualidade entre os espaços H1(Ω) e (H1(Ω))∗ := H−1(Ω).

Assim definido, Bε é contínuo e injetor, pois 〈Bεu,u〉−1,1 = 0 implica u = 0 e, pelo Teorema de

Lax-Milgram, qualquer que seja ϕ ∈ H−1(Ω), existe um único u ∈ H1(Ω) tal que

〈Bεu,v〉−1,1 = aε(u,v) = 〈ϕ,v〉−1,1 , ∀v ∈ H1(Ω),

ou seja, Bεu = ϕ , o que mostra que Bε é sobrejetor. Logo Bε é um isomorfismo. Consideramos
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agora o operador Ãε : D(Ãε)⊂ L2(Ω)→ L2(Ω) definido por

D(Ãε) =
{

u ∈ H1(Ω) ; Bεu ∈ L2(Ω) e
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

}
;

Ãεu =−div(pε(x)∇u)+λu, ∀u ∈ D(Ãε).

Afirmamos que D(Ãε) =
{

u ∈ H2(Ω) ;
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

}
. De fato, seja u ∈ D(Ãε), então

Bεu ∈ L2(Ω) e, para todo ϕ ∈ H1(Ω), temos

∫
Ω

pε(x)∇u∇ϕ dx+λ

∫
Ω

uϕ dx =
∫

Ω

Bεuϕ dx,

ou seja, u é solução fraca do problema de Neumann


−div(pε(x)∇u)+λu = Bεu em Ω

pε(x)
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

.

Logo u ∈ H2(Ω) e
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω. Por outro lado, se u ∈ H2(Ω) e
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω,

então u ∈H1(Ω) e Bεu ∈H1(Ω) ↪→ L2(Ω). Agora, utilizando a Primeira Identidade de Green2,

podemos escrever

〈Bεu,v〉−1,1 =
∫

Ω

pε(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx

=
∫

Ω

−div(pε(x)∇u)vdx−
∫

∂Ω

pε

∂u
∂~n

vdσ +λ

∫
Ω

uvdx

=
∫

Ω

−div(pε(x)∇u)vdx+λ

∫
Ω

uvdx

= 〈−div(pε(x)∇u)+λu,v〉L2(Ω)

=
〈
Ãεu,v

〉
L2(Ω)

.

Como u ∈ L2(Ω), segue que Bεu ∈ L2(Ω)⇔ −div(pε(x)∇u) ∈ L2(Ω). Logo D(Ãε) =
{

u ∈

H1(Ω) ;−div(pε(x)∇u) ∈ L2(Ω) e
∂u
∂~n

= 0 em ∂Ω

}
= D(Aε) e Ãε = Aε . Assim, aε(u,v) =

〈Aεu,v〉L2(Ω), de onde segue que Aε é positivo, simétrico e como Aε é sobrejetor, obtemos

Aε auto-adjunto. Resta mostrar que Aε possui resolvente compacto. Sendo Aε bijetor e fe-

chado, temos que A−1
ε é fechado e, portanto, segue do Teorema do Gráfico Fechado que A−1

ε ∈

2∫
∂Ω

∂u
∂~η

vdσ =
∫

Ω
∇u∇vdx+

∫
Ω

v∆udx, onde ~η é o vetor normal exterior.
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L (L2(Ω)). Logo 0 ∈ ρ(Aε). Para mostrarmos que A−1
ε é compacto, seja {gε}ε ⊂ L2(Ω) tal

que ‖gε‖L2 ≤ 1. Temos para vε = A−1
ε gε ,

∫
Ω

pε(x)|∇vε |2 dx+λ

∫
Ω

|vε |2 dx = aε(vε ,vε) = 〈Aεvε ,vε〉L2(Ω) =
∫

Ω

gεvε dx.

E assim, tomando C1 = min{m0,λ}, C2 a constante de imersão de H1(Ω) em L2(Ω) e 0 < δ <
2C1

C2
2

, temos, utilizando a Desigualdade de Young3

C1‖vε‖2
H1(Ω) ≤

∫
Ω

pε(x)|∇vε |2 dx+λ

∫
Ω

|vε |2 dx

≤
∫

Ω

|gε ||vε |dx≤
∫

Ω

|gε |2

2δ
+

δ |vε |2

2
dx

=
‖gε‖2

L2(Ω)

2δ
+

δ‖vε‖2
L2(Ω)

2

≤ 1
2δ

+
δC2

2
2
‖vε‖2

H1(Ω),

logo

‖vε‖2
H1(Ω) ≤C3, onde C3 =

1
2δ

(
C1−

δC2
2

2

)−1
> 0. (2.7)

Portanto, existe M > 0 tal que

A−1
ε (BL2(Ω)(0,1))⊂ BH1(Ω)(0,M).

Como H1(Ω) ↪→ L2(Ω) compactamente, segue que A−1
ε ∈K (L2(Ω)).

Finalmente, para o caso ε = 0, a demonstração segue os passos do caso anterior, utilizando

a forma bilinear

a0(u,v) =
∫

Ω1

p0(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx, ∀u,v ∈ H1
Ω0
(Ω),

para obter um isomorfismo B0 entre H1
Ω0
(Ω) e seu dual (H1

Ω0
(Ω))∗.

Teorema 2.2.2. Para cada ε ∈ [0,ε0], o operador Aε associado ao problema (2.5) é setorial com

‖(µ +Aε)
−1‖L (L2(Ω)) ≤

M
|µ +λ |

, ∀µ ∈ Σ−λ ,φ , ε ∈ (0,ε0];

3a,b≥ 0, ∀δ > 0⇒ ab≤ a2

2δ
+ δb2

2 .
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‖(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
(Ω)) ≤

M
|µ +λ |

, ∀µ ∈ Σ−λ ,φ ,

para alguma constante M ≥ 1 independente de ε , onde Σ−λ ,φ = {µ ∈C ; |arg(µ +λ )|< π−φ}

é um setor com 0 < φ < π

2 .

Figura 2.2: Setor Σ−λ ,φ

Demonstração. Supomos inicialmente ε ∈ (0,ε0]. Segue da definição de Aε e da Primeira Iden-

tidade de Green que 〈Aεu,u〉L2 ≥ λ 〈u,u〉L2 , assim o operador −Aε é dissipativo satisfazendo

〈−Aεu,u〉L2 ≤−λ 〈u,u〉L2 , para todo u ∈ D(Aε). Assim, temos que W (−Aε)⊂ (∞,−λ ], onde

W (−Aε) = {〈−Aεu,u〉L2 ; u ∈ D(Aε),‖u‖L2 = 1}

é a imagem numérica de−Aε . Desta forma, R =C\(−∞,−λ ]⊂C\W (−Aε) é aberto e conexo.

Temos ainda que 0 ∈ R∩ρ(−Aε). Se µ ∈ R∩Σ−λ ,φ , então µ /∈W (−Aε) e, do Teorema 1.2.10,

segue que C\(−∞,−λ ]⊂ ρ(−Aε) e

‖(µ− (−Aε))
−1‖L2(Ω) ≤

1
dist(µ,W (−Aε))

.

Mas,

dist(µ,W (−Aε))≥ dist(µ,(−∞,−λ ]) = |µ +λ |sen(π−arg(µ +λ ))

≥ |µ +λ |senφ ,
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e obtemos assim,

‖(µ +Aε)
−1‖L (L2(Ω)) ≤

M
|µ +λ |

, ∀µ ∈ Σ−λ ,φ ,

onde M =
1

senφ
independe de ε .

O caso ε = 0 segue as mesmas linhas acima.

Vimos anteriormente que para qualquer uε
0 ∈ X

1
2

ε , ε ∈ [0,ε0], a solução uε(t,uε
0) de (2.5)

começando em uε
0 está definida para todo t ≥ 0 e, como na Seção 1.4, podemos definir em X

1
2

ε

o semigrupo não linear {Tε(t); t ≥ 0} associado a (2.5) por Tε(t)uε
0 = uε(t,uε

0), t ≥ 0, ou seja, o

semigrupo dado por

Tε(t)uε
0 = e−Aε tuε

0 +
∫ t

0
e−Aε (t−s) f (uε(s,uε

0))ds, t ≥ 0. (2.8)

Teorema 2.2.3. Os semigrupos (2.8) associados aos problemas (2.1) e (2.2) possuem estrutura

gradiente.

Demonstração. Suponhamos inicialmente ε ∈ (0,ε0]. Consideramos a aplicação Vε : X
1
2

ε → R

definida por

Vε(ϕ) =
1
2

∫
Ω

pε(x)|∇ϕ|2 dx+
1
2

∫
Ω

λϕ
2 dx−

∫
Ω

F(ϕ)dx, ∀ϕ ∈ X
1
2

ε ,

onde F é uma primitiva de f . Temos Vε contínua e, para uε solução de (2.1), segue que

d
dt

V (uε) =
∫

Ω

pε(x)∇uε
∇uε

t dx+
∫

Ω

λuεuε
t dx−

∫
Ω

f (uε)uε
t dx

=−
∫

∂Ω

pε(x)
∂uε

∂~n
uε

t dσ −
∫

Ω

div(pε(x)∇uε)uε
t dx+

∫
Ω

λuεuε
t dx−

∫
Ω

f (uε)uε
t dx

=
∫

Ω

[−div(pε(x)∇uε)+λuε − f (uε)]uε
t dx

=
∫

Ω

−(uε
t )

2 dx≤ 0.

Logo, Vε é uma função de Lyapunov para {Tε(t) ; t ≥ 0}.

Para o caso ε = 0, consideramos a aplicação V0 : X
1
2

0 → R definida por

V0(ϕ) =
1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇ϕ|2 dx+
1
2

∫
Ω

λϕ
2 dx−

∫
Ω

F(ϕ)dx, ∀ϕ ∈ X
1
2

0 ,
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e procedemos como anteriormente.

Teorema 2.2.4. O semigrupo {Tε(t); t ≥ 0}, ε ∈ [0,ε0], associado a (2.5) possui um atrator

global Aε em X
1
2

ε . Além disso,

sup
ε∈[0,ε0]

sup
w∈Aε

‖w‖
X

1
2

ε

< ∞

e

sup
ε∈[0,ε0]

sup
w∈Aε

‖w‖L∞(Ω) < ∞.

Demonstração. Seção 1.4, [1] e [3].

2.3 Problema elíptico com condição de Neumann homogênea

Devido à hipótese sobre os coeficientes de difusão pε , vimos na seção anterior que os ope-

radores Aε para ε ∈ (0,ε0] e A0 são substancialmente diferentes, nos fornecendo assim espaços

bases X
1
2

ε , para ε ∈ (0,ε0], e X
1
2

0 diferentes. Sendo assim, podemos considerar ‖pε − p0‖L∞

somente em Ω1. Para obtermos uma taxa de atração para os atratores dos semigrupos dos pro-

blemas (2.5), estudaremos os problemas elípticos associados aos operadores resolventes.

Para gε ∈ L2(Ω), ε ∈ (0,ε0], e g0 ∈ L2
Ω0
(Ω), consideramos o problema


Aεuε = gε em Ω,

∂uε

∂~n
= 0 em ∂Ω, ε ∈ [0,ε0].

(2.9)

Para ε ∈ (0,ε0], multiplicamos a primeira equação por v ∈ H1(Ω) e integramos em Ω, obtendo

∫
Ω

pε∇uε
∇vdx+

∫
Ω

λuεvdx =
∫

Ω

gεvdx. (2.10)

Definição 2.3.1. Dizemos que uε ∈ H1(Ω), ε ∈ (0,ε0], é solução fraca de (2.9) se satisfaz

(2.10), para todo v ∈ H1(Ω).

Para ε = 0, assumimos, por simplicidade, m = 1, e assim

A0u0 = (−div(p0(x)∇u0)+λu0)χΩ1 +
( 1
|Ω0|

∫
∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
dσ +λu0

Ω0

)
χΩ0.
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Multiplicando a primeira equação em (2.9) por v ∈ H1
Ω0
(Ω) e integrando em Ω, obtemos

∫
Ω

g0vdx

=
∫

Ω1

−div(p0(x)∇u0)vdx+
∫

Ω1

λu0vdx+
∫

∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ +

∫
Ω0

λu0
Ω0

vdx

=
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇vdx+

∫
∂Ω1

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ +

∫
Ω1

λu0vdx

+
∫

∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ +

∫
Ω0

λu0
Ω0

vdx

=
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇vdx+

∫
∂Ω

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ −

∫
∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ +

∫
Ω1

λu0vdx

+
∫

∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
vdσ +

∫
Ω0

λu0
Ω0

vdx

=
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇vdx+

∫
Ω

λu0vdx,

ou seja, ∫
Ω1

p0(x)∇u0
∇vdx+

∫
Ω

λu0vdx =
∫

Ω

g0vdx. (2.11)

Definição 2.3.2. Dizemos que u0 ∈ H1
Ω0
(Ω) é solução fraca de (2.9) com ε = 0, se satisfaz

(2.11), para todo v ∈ H1
Ω0
(Ω).

Definição 2.3.3. Dizemos que a família {uε}ε∈(0,ε0], uε ∈ X
1
2

ε , E-converge fracamente para

u0 ∈ X
1
2

0 quando ε → 0, se

∫
Ω

pε(x)∇uε
∇ϕ dx+

∫
Ω

λuε
ϕ dx ε→0−→

∫
Ω1

p0(x)∇u0
∇ϕ dx+

∫
Ω

λu0
ϕ dx, ∀ϕ ∈ X

1
2

0 .

Proposição 2.3.4. Para ε ∈ [0,ε0], existe uma única solução fraca uε de (2.9) caracterizada por

1
2

∫
Ω

pε(x)|∇uε |2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε |2 dx−
∫

Ω

guε dx

= min
v∈H1(Ω)

{1
2

∫
Ω

pε(x)|∇v|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |v|2 dx−
∫

Ω

gvdx
}
, (2.12)

para ε ∈ (0,ε0] e

1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u0|2 dx−
∫

Ω

gu0 dx

= min
v∈H1

Ω0
(Ω)

{1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇v|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |v|2 dx−
∫

Ω

gvdx
}
. (2.13)
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Demonstração. Supomos ε = 0. Temos que H1
Ω0
(Ω) é um espaço de Hilbert, consideramos a

seguinte forma bilinear

a0(u,v) =
∫

Ω1

p0(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx, ∀u,v ∈ H1
Ω0
(Ω).

Afirmamos que a0 é simétrica, coerciva e contínua. De fato, para u ∈ H1
Ω0
(Ω), temos

a0(u,u) =
∫

Ω1

p0(x)|∇u|2 dx+λ

∫
Ω

|u|2 dx

≥ m0

∫
Ω1

|∇u|2 dx+λ

∫
Ω

|u|2 dx

≥min{m0,λ}
(∫

Ω

|∇u|2 dx+
∫

Ω

|u|2 dx
)

=C1‖u‖H1(Ω),

e para u,v ∈ H1
Ω0
(Ω),

a0(u,v) =
∫

Ω1

p0(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx

≤ ‖p0‖L∞(Ω1)‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)+λ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤max{‖p0‖L∞(Ω1),λ}
[
‖∇u‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)+‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

]
≤C2‖u‖H1(Ω)‖v‖H1(Ω).

Consideramos também o funcional linear ϕ : H1
Ω0
(Ω)→ R, definido por

〈ϕ,v〉=
∫

Ω

gvdx, ∀v ∈ H1
Ω0
(Ω).

Note que ϕ ∈ H−1
Ω0

(Ω) := (H1
Ω0
(Ω))∗, pois

| 〈ϕ,v〉 |=
∣∣∣∫

Ω

gvdx
∣∣∣= | 〈g,v〉L2 | ≤ ‖g‖L2‖v‖L2 ≤C‖g‖L2‖v‖H1(Ω).

Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe u0 ∈ H1
Ω0
(Ω) único, tal que

a0(u0,v) = 〈ϕ,v〉 , ∀v ∈ H1
Ω0
(Ω),
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2.3 Problema elíptico com condição de Neumann homogênea

isto é, ∫
Ω1

p0(x)∇u0
∇vdx+λ

∫
Ω

u0vdx =
∫

Ω

gvdx, ∀v ∈ H1
Ω0
(Ω).

Além disso, u0 é caracterizado por


u0 ∈ H1

Ω0
(Ω)

1
2

a(u0,u0)−
〈
ϕ,u0〉= min

v∈H1
Ω0

(Ω)

{1
2

a(v,v)−〈ϕ,v〉
} .

Para o caso ε ∈ (0,ε0], consideramos a forma bilinear

aε(u,v) =
∫

Ω

pε(x)∇u∇vdx+λ

∫
Ω

uvdx, ∀u,v ∈ H1(Ω),

e procedemos como anteriormente.

No que segue denotaremos por X
− 1

2
ε o espaço dual de X

1
2

ε , ε ∈ [0,ε0], que por sua vez

coincide com o espaço de potência fracionária X
− 1

2
ε = D(A

− 1
2

ε ).

Teorema 2.3.5. Sejam (εk)k∈N ⊂ (0,ε0] uma sequência convergindo para zero, (gεk)k∈N uma

sequência tal que gεk ∈ X
− 1

2
εk com ‖gεk‖

X
− 1

2
εk

≤ 1, para todo k ∈N, e (uεk)k∈N uma sequência com

uεk ∈ D(Aεk) satisfazendo Aεkuεk = gεk , para todo k ∈ N.

(i) Existem uma subsequência de (uεk)k∈N, para a qual manteremos a mesma notação, e

u0 ∈ X
1
2

0 de tal modo que (uεk)k E-converge fracamente e fortemente em L2(Ω) para u0.

(ii) Se (gεk)k converge na topologia fraca* de X
− 1

2
ε para g0 ∈ X

− 1
2

0 , então (uεk)k E-converge

fracamente e fortemente em L2(Ω) para u0 satisfazendo A0u0 = g0.

Demonstração. (i) Sendo Aεkuεk = gεk , então

‖uεk‖2

X
1
2

εk

=
∫

Ω

pεk(x)|∇uεk |2 dx+λ

∫
Ω

|uεk |2 dx

= 〈gεk ,u
εk〉L2 = 〈gεk ,u

εk〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

≤ ‖gεk‖
X
− 1

2
εk

‖uεk‖
X

1
2

εk

,

de modo que ‖uεk‖2

X
1
2

εk

≤ 1. Como

m0

∫
Ω

|∇uεk |2 dx+λ

∫
Ω

|uεk |2 dx≤ ‖uεk‖2

X
1
2

εk

≤ 1, (2.14)
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segue que (‖uεk‖H1(Ω))k é limitada e, sendo H1(Ω) Hilbert4, segue que existem uma subsequên-

cia de (uεk)k, para a qual manteremos a mesma notação, e u0 ∈ H1(Ω) de tal forma que (uεk)k

converge para u0 na topologia fraca em H1(Ω) e também converge fortemente em L2(Ω), já que

H1(Ω) ↪→ L2(Ω) compactamente. Também

∫
V̄

pε |∇uεk |2 dx+λ

∫
V̄
|uεk |2 dx≤ 1,

para todo aberto V ⊂⊂ Ω0 e, sendo H1(V ) Hilbert, podemos assumir que uεk converge fraca-

mente para u0 em H1(V ). Logo,5
∫

V
|∇u0|2 dx≤ liminf

k→∞

∫
V
|∇uεk |2 dx. Por outro lado,

inf
x∈V̄
{pεk(x)}

∫
V̄
|∇uεk |2 dx≤

∫
V̄

pεk(x)|∇uεk |2 dx≤ 1,

e, como pεk(x)
k→∞−→ ∞ uniformemente sobre subconjuntos compactos de Ω0, temos que

lim
k→∞

∫
V
|∇uεk |2 dx = 0, e portanto

∫
V
|∇u0|2 dx≤ liminf

k→∞

∫
V
|∇uεk |2 dx = 0.

Mas Ω0 é união enumerável de abertos V ⊂⊂ Ω0, logo |∇u0| = 0 em Ω0, ou seja, u ∈ X
1
2

0 .

Agora, se (ϕεk) ⊂ X
1
2

ε é uma sequência tal que ϕεk converge fortemente em X
1
2

ε para ϕ0 ∈ X
1
2

0 ,

então ϕεk converge fortemente em L2 para ϕ0 em L2(Ω) e, como uεk converge para u0 fortemente

em L2(Ω) e fracamente em H1(Ω), isto é,

∫
Ω

|uεk−u0|2 dx
εk→0−→ 0,

∫
Ω

|∇uεk−∇u0|2 dx+
∫

Ω

|uεk−u0|2 dx
εk→0−→ 0,

∫
Ω

|ϕεk−ϕ0|2 dx
εk→0−→ 0, e

∫
Ω

pε |∇ϕεk−∇ϕ0|2 dx+
∫

Ω

λ |ϕεk−ϕ0|2 dx
εk→0−→ 0,

obtemos ∫
Ω

|∇uεk−∇u0|2 dx
εk→0−→ 0 e

∫
Ω1

|∇ϕεk−∇ϕ0|2 dx
εk→0−→ 0,

resultando6

∫
Ω

uεkϕεk dx
εk→0−→

∫
Ω

u0
ϕ0 dx e

∫
Ω1

∇uεk∇ϕεk dx
εk→0−→

∫
Ω1

∇u0
∇ϕ0 dx,

4E Banach e reflexivo, ( fk)k limitada em E ⇒ ( fk)k admite uma subsequência convergente na topologia fraca
σ(E,E∗).

5 fk ⇀ f ⇒ (‖ fk‖)k é limitada e ‖ f‖ ≤ liminf‖ fk‖.
6uk ∼ uk ∈ (L2)∗, uk ∗⇀ u0 e ϕk

L2
−→ ϕ0⇒

〈
uk,ϕk

〉
→ 〈u,ϕ0〉.
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assim

∫
Ω1

pεk∇uεk∇ϕεk dx =
∫

Ω1

(pεk− p0)∇uεk∇ϕεk dx+
∫

Ω1

p0∇uεk∇ϕεk dx

εk→0−→
∫

Ω1

p0∇u0
∇ϕ0 dx.

Portanto

∫
Ω1

pεk∇uεk∇ϕεk dx+
∫

Ω

λuεkϕεk dx k→∞−→
∫

Ω1

p0∇u0
∇ϕ0 dx+

∫
Ω

λu0
ϕ0 dx.

Desta forma, se ϕ ∈ X
1
2

0 , temos

∫
Ω

pεk(x)∇uεk∇ϕ dx+
∫

Ω

λuεkϕ dx =
∫

Ω1

pεk(x)∇uεk∇ϕ dx+
∫

Ω

λuεkϕ dx

k→∞−→
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇ϕ dx+

∫
Ω

λu0
ϕ dx,

ou seja, uεk converge para u0 E-fracamente e fortemente em L2(Ω), ou ainda,

〈Aεkuεk ,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

k→∞−→
〈
A0u0,ϕ

〉
X
− 1

2
0 ,X

1
2

0

. (2.15)

(ii) Agora, suponha que (gεk)k convirja na topologia fraca* de X
− 1

2
ε para g0 ∈ X

− 1
2

0 , ou

seja,

〈gεk ,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

k→∞−→ 〈g0,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

, ∀ϕ ∈ X
1
2

ε .

Mas, Aεkuεk = gεk , assim

〈g0,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

εk→0←− 〈gεk ,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

= 〈Aεkuεk ,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

εk→0−→
〈
A0u0,ϕ

〉
X
− 1

2
0 ,X

1
2

0

, ∀ϕ ∈ X
1
2

0 .

Logo,
〈
A0u0,ϕ

〉
X
− 1

2
0 ,X

1
2

0

= 〈g0,ϕ〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

= 〈g0,ϕ〉L2 . Assim, para toda ϕ ∈ X
1
2

0 ,

0 =
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇ϕ dx+

∫
Ω1

λu0
ϕ dx−

∫
Ω1

g0ϕ dx+
∫

Ω0

λu0
ϕ dx−

∫
Ω0

g0ϕ dx. (2.16)
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Mas, se ϕ ∈C1
c (Ω1)⊂ X

1
2

0 , temos

0 =
∫

Ω1

p0(x)∇u0
∇ϕ dx+

∫
Ω1

λu0
ϕ dx−

∫
Ω1

g0ϕ dx

=−
∫

Ω1

div(p0(x)∇u0)ϕ dx+
∫

Ω1

λu0
ϕ dx−

∫
Ω1

g0ϕ dx.

Segue portanto que

−div(p0(x)∇u0)+λu0 = g0, q.s. em Ω1. (2.17)

Supondo Ω0 conexo, para ϕ ∈ X
1
2

0 em (2.16), temos

−
∫

∂Ω1

p0
∂u
∂~n

ϕ dσ −
∫

Ω1

div(p0∇u0)ϕ dx+
∫

Ω1

λu0
ϕ dx

−
∫

Ω1

g0ϕ dx+
∫

Ω0

λu0
ϕ dx−

∫
Ω0

g0ϕ dx = 0.

Mas, ∂Ω1 = ∂Ω∪∂Ω0 e utilizando (2.17), obtemos7

0 =
∫

∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
ϕ dσ +

∫
Ω0

λu0
ϕ dx−

∫
Ω0

g0ϕ dx

= ϕΩ0

(∫
∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
dσ + |Ω0|λuΩ0−|Ω0|g0Ω0

)
,

e
1
|Ω0|

∫
∂Ω0

p0(x)
∂u0

∂~n
dσ +λuΩ0 = g0Ω0.

Assim, A0u0 = g0. No caso Ω0 =
⋃m

i=1 Ω0,i, procedemos como acima em cada componente

conexa Ω0,i.

Observação 2.3.6. Note que no item (ii) do Teorema 2.3.5 o limite u0 independe da subsequên-

cia (uεk)k. Assim, uε converge fortemente em L2 para u0 desde que uε ∈X
1
2

ε , ε ∈ (0,ε0], satisfaça

as hipóteses do teorema.

Teorema 2.3.7. A família de operadores {A−1
ε }ε∈(0,ε0] ⊂K (L2(Ω)) converge compactamente

para o operador A−1
0 ∈K (L2

Ω0
(Ω)) quando ε → 0.

Demonstração. Seja {gε}ε∈(0,ε0] uma família em L2(Ω) tal que gε

E−→ g0 ∈ L2
Ω0
(Ω). Como

L2(Ω) ↪→X
− 1

2
ε continuamente, segue que {gε}ε converge para g0 na topologia fraca*8 de X

− 1
2

ε , e

7~n interior ∂Ω1⇒~n é exterior ∂Ω0. Além disso, ∂uε

∂~n = 0⇒ ∂u0

∂~n = 0 em ∂Ω.
8gεk

∗
⇀ g0 para (εk)k ⊂ (0,ε0].
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2.3 Problema elíptico com condição de Neumann homogênea

assim {‖gε‖
X
− 1

2
ε

}ε é limitada. Como A−1
ε gε := uε ∈ X

1
2

ε para ε ∈ (0,ε0], segue do Teorema 2.3.5

e da Observação 2.3.6 que existe u0 ∈ X
1
2

0 tal que {uε}ε converge fortemente em L2(Ω) para u0 e

A0u0 = g0, ou seja, A−1
ε gε

E−→A−1
0 g0. Portanto, A−1

ε

EE−→A−1
0 . Agora, seja {hε}ε uma família tal

que ‖hε‖L2(Ω)= 1, temos que mostrar que a família {A−1
ε hε}ε∈(0,ε0] é E-relativamente compacta

em L2(Ω). Note que A−1
ε : L2(Ω)→ L2(Ω), ε ∈ (0,ε0], é compacto, pois D(Aε) ↪→X

1
2

ε ↪→ L2(Ω)

compactamente. Para vε = A−1
ε hε , temos

‖vε‖2

X
1
2

ε

=
∫

Ω

pε(x)|∇vε |2 dx+
∫

Ω

λ |vε |2 dx = 〈hε ,vε〉
X
− 1

2
ε ,X

1
2

ε

≤ ‖hε‖
X
− 1

2
ε

‖vε‖
X

1
2

ε

.

Logo, {‖vε‖
X

1
2

ε

}ε é limitada em X
1
2

ε e, argumentando como na demonstração do item (i) do

Teorema 2.3.5, obtemos que {vε}ε admite uma subsequência E-convergente em L2(Ω) para

algum u ∈ X
1
2

0 .

Corolário 2.3.8. Se µ ∈ ρ(−A0), então existe εµ ∈ (0,ε0] tal que µ ∈ ρ(−Aε), para todo

ε ∈ [0,εµ ], e

sup
ε∈(0,εµ ]

‖(µ +Aε)
−1‖L (L2(Ω)) < ∞.

Além disso, (µ +Aε)
−1 converge compactamente para (µ +A0)

−1 quando ε → 0.

Demonstração. Os Teoremas 2.2.1 e 2.3.7 colocam a família {Aε}ε nas hipóteses do Teorema

1.6.6.

O Corolário 2.3.8 garante uma limitação em L2 uniforme em ε para os operadores resol-

ventes. Tal limitação também é válida em H1, como mostra o:

Corolário 2.3.9. Para todo µ ∈ ρ(−Aε), existe εµ ∈ (0,ε0], tal que

sup
ε∈(0,εµ ]

‖(µ +Aε)
−1‖

L (L2(Ω),X
1
2

ε )
< ∞.

Demonstração. Como 0 ∈ ρ(Aε), escrevemos Aε(µ + Aε)
−1 = I − µ(µ + Aε)

−1. Segue do

Corolário 2.3.8 que sup
ε∈(0,εµ ]

‖Aε(µ +Aε)
−1‖L (L2) < ∞, e, pela Desigualdade do Momento (0 <
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Equações de reação-difusão

1
2 < 1), temos

sup
ε∈(0,εµ ]

‖(µ +Aε)
−1‖

L (L2,X
1
2

ε )

= sup
ε∈(0,εµ ]

sup
u∈L2
‖u‖≤1

‖(µ +Aε)
−1u‖

X
1
2

ε

= sup
ε∈(0,εµ ]

sup
u∈L2
‖u‖≤1

‖A
1
2
ε (µ +Aε)

−1u‖L2

≤C sup
ε∈(0,εµ ]

sup
u∈L2
‖u‖≤1

‖Aε(µ +Aε)
−1u‖

1
2
L2 sup

ε∈(0,εµ ]

sup
u∈L2
‖u‖≤1

‖(µ +Aε)
−1u‖

1
2
L2 < ∞.

O Teorema 2.3.7 garante a convergência compacta dos operadores resolventes, no entanto

o fato dos operadores Aε e A0 não estarem definidos no mesmo espaço não nos permite obter de

modo direto uma estimativa que reflita essa continuidade. O próximo resultado é fundamental

para superarmos este fato.

Lema 2.3.10. Sejam g ∈ L2
Ω0
(Ω), com ‖g‖L2(Ω) ≤ 1 e uε solução do problema elíptico


Aεuε = g, em Ω

∂uε

∂~n
= 0, em ∂Ω, ε ∈ [0,ε0]

. (2.18)

Então,

(i) ‖uε −u0‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0.

(ii) Existe uma constante C > 0 tal que

‖uε −u0‖
X

1
2

ε

≤C(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 ,

onde Jε

ε→0−→ 0 está relacionado com a decomposição de X
1
2

ε em função do subespaço X
1
2

0 .

Demonstração. Seja uε solução de (2.18), então

∫
Ω

pε(x)∇uε
∇ϕ dx+

∫
Ω

λuε
ϕ dx =

∫
Ω

gϕ dx, ∀ϕ ∈ X
1
2

ε , ε ∈ (0,ε0]; (2.19)

∫
Ω1

p0(x)∇u0
∇ϕ dx+

∫
Ω

λu0
ϕ dx =

∫
Ω

gϕ dx, ∀ϕ ∈ X
1
2

0 . (2.20)
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2.3 Problema elíptico com condição de Neumann homogênea

(i) Segue de (2.19) e (2.20) que

∫
Ω

pε |∇uε |2 dx+λ

∫
Ω

|uε |2 dx =
∫

Ω

guε dx;

∫
Ω

pε∇uε
∇u0 dx+λ

∫
Ω

uεu0 dx =
∫

Ω

gu0 dx;

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx+λ

∫
Ω

|u0|2 dx =
∫

Ω

gu0 dx.

Logo

∫
Ω

g(uε −u0)dx

=
∫

Ω

pε |∇uε |2 dx−
∫

Ω1

p0|∇u0|2 dx+λ

∫
Ω

|uε |2 dx−λ

∫
Ω

|u0|2 dx

=
∫

Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+λ

∫
Ω

|uε −u0|2 dx−
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx

+2
∫

Ω

pε∇uε
∇u0 dx+2λ

∫
Ω

uεu0 dx−2
∫

Ω1

p0|∇u0|2 dx−2λ

∫
Ω

|u0|2 dx

=
∫

Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+λ

∫
Ω

|uε −u0|2 dx−
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx,

ou seja,

‖uε −u0‖2

X
1
2

ε

=
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx+
∫

Ω

g(uε −u0)dx

≤
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx+‖g‖L2‖uε −u0‖L2

ε→0−→ 0,

pois pε

ε→0−→ p0 uniformemente em Ω1 e, pelo Teorema 2.3.5, uε L2
−→ u0. Para (ii), denotamos

λε =
1
2

∫
Ω

pε(x)|∇uε |2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε |2 dx−
∫

Ω

guε dx

= min
u∈X

1
2

ε

{1
2

∫
Ω

pε(x)|∇u|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u|2 dx−
∫

Ω

gudx
}
, ε ∈ (0,ε0];

λ0 =
1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u0|2 dx−
∫

Ω

gu0 dx

= min
u∈X

1
2

0

{1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇u|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u|2 dx−
∫

Ω

gudx
}
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e escrevemos
1
2
|∇uε |2 = 1

2
|∇uε −∇u0|2 +∇uε

∇u0−|∇u0|2 + 1
2
|∇u0|2;

1
2
|uε |2 = 1

2
|uε −u0|2 +uεu0−|u0|2 + 1

2
|u0|2,

temos

λε =
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+
∫

Ω

pε∇uε
∇u0 dx−

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx

+
1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx+
∫

Ω

λuεu0 dx−
∫

Ω

λ |u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u0|2 dx−
∫

Ω

guε dx

+
1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx+
∫

Ω

gu0 dx−
∫

Ω

gu0 dx

= λ0 +
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+
∫

Ω

pε(∇uε −∇u0)∇u0 dx+
1
2

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx

− 1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx+
∫

Ω

λ (uε −u0)u0 dx−
∫

Ω

g(uε −u0)dx

= λ0 +
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+
∫

Ω

pε(∇uε −∇u0)(∇u0−∇uε +∇uε)dx

+
1
2

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx

+
∫

Ω

λ (uε −u0)(u0−uε +uε)dx−
∫

Ω

g(uε −u0)dx,

logo

λε = λ0 +
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx−
∫

Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+
∫

Ω

pε(∇uε −∇u0)∇uε dx

+
1
2

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx

−
∫

Ω

λ |uε −u0|2 dx+
∫

Ω

λ (uε −u0)uε dx−
∫

Ω

g(uε −u0)dx.

Aplicando (2.19) com ϕ = uε −u0 ∈ X
1
2

ε , ε ∈ (0,ε0], temos

λε = λ0−
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx

+
1
2

∫
Ω

pε |∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω1

p0|∇u0|2 dx

= λ0−
1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx− 1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx

+
1
2

∫
Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx.
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Obtemos, então

λε −λ0 ≤
1
2

∫
Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx (2.21)

e

1
2

∫
Ω

pε |∇uε −∇u0|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |uε −u0|2 dx = λ0−λε +
1
2

∫
Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx,

isto é,

‖uε −u0‖2

X
1
2

ε

= 2(λ0−λε)+
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx. (2.22)

Agora, decompomos X
1
2

ε = X
1
2

0 ⊕ (X
1
2

0 )
⊥ e escrevemos

uε = uε
1 +uε

2, com uε
1 ∈ X

1
2

0 e uε
2 ∈ (X

1
2

0 )
⊥,

e assim

‖uε
1‖

X
1
2

ε

≤ ‖uε‖
X

1
2

ε

, ‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤ ‖uε‖
X

1
2

ε

, e ‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤ ‖uε −u0‖
X

1
2

ε

, (2.23)

portanto

Figura 2.3: Projeção ortogonal
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λ0 = min
u∈X

1
2

0

{1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇u|2 dx+
1
2

∫
Ω

λ |u|2 dx−
∫

Ω

gudx
}

≤ 1
2

∫
Ω1

p0(x)|∇uε
1|2 dx+

1
2

∫
Ω

λ |uε
1|2 dx−

∫
Ω

guε
1 dx

≤ 1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+

1
2

∫
Ω

pε(x)|∇uε
1|2 dx

+
1
2

∫
Ω

λ |uε
1|2 dx−

∫
Ω

guε
1 dx

=
1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+

1
2
‖uε

1‖2

X
1
2

ε

−
∫

Ω

guε dx+
∫

Ω

guε
2 dx

≤ 1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+

1
2
‖uε‖2

X
1
2

ε

−
∫

Ω

guε dx+
∫

Ω

guε
2 dx

= λε +
1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+

∫
Ω

guε
2 dx,

resultando

λ0−λε ≤
1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+

∫
Ω

guε
2 dx

≤ 1
2

∫
Ω1

(p0(x)− pε(x))|∇uε
1|2 dx+‖g‖L2‖uε

2‖
X

1
2

ε

. (2.24)

Segue de (i) e (2.23) que ‖uε
2‖

X
1
2

ε

ε→0−→ 0 e, de (2.21) e (2.24), que λε

ε→0−→ λ0. Agora, aplicando

(2.19) e (2.20) com ϕ = uε e ϕ = u0 respectivamente, e observando que as normas de X
1
2

ε e

X
1
2

0 são equivalentes à norma de H1, temos ‖uε‖2

X
1
2

ε

≤ ‖g‖L2 e ‖u0‖2

X
1
2

ε

≤C1‖g‖L2 . Substituindo

(2.24) em (2.22), temos

‖uε −u0‖2

X
1
2

ε

= 2(λ0−λε)+
∫

Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx

≤
∫

Ω1

(p0− pε)|∇uε
1|2 dx+

∫
Ω1

(pε − p0)|∇u0|2 dx+2‖g‖L2‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤ ‖p0− pε‖L∞(Ω1)

∫
Ω1

|∇uε
1|2 dx+‖pε − p0‖L∞(Ω1)

∫
Ω1

|∇u0|2 dx+2‖g‖L2‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤ ‖pε − p0‖L∞(Ω1)[‖u
ε‖2

X
1
2

ε

+‖u0‖2

X
1
2

ε

]+2‖g‖L2‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤ ‖pε − p0‖L∞(Ω1)C2‖g‖L2 +2‖g‖L2‖uε
2‖

X
1
2

ε

≤C2‖pε − p0‖L∞(Ω1)+C3‖uε
2‖

X
1
2

ε

.
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Portanto,

‖uε −u0‖
X

1
2

ε

≤C
(
‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε

) 1
2
,

onde Jε = ‖uε
2‖

X
1
2

ε

ε→0−→ 0, e a constante C e o termo Jε independem de g.

2.4 Continuidade dos operadores resolventes

Nesta seção obteremos a taxa de atração (‖pε − p0‖L∞(Ω1) + Jε)
1
2 + Zε e mostraremos

que tal estimativa converge a zero quando o parâmetro ε tende a zero. Consideraremos uma

projeção ortogonal P de L2(Ω) em L2
Ω0
(Ω). Tal projeção foi utilizada inicialmente em [2], onde

os autores obtiveram a semicontinuidade superior dos atratores.

Lema 2.4.1. Seja µ ∈ ρ(−A0)∩ρ(−Aε). Então, para toda g ∈ L2
Ω0
(Ω),

(µ +Aε)
−1g− (µ +A0)

−1g = (µ +Aε)
−1Aε(A−1

ε −A−1
0 )A0(µ +A0)

−1g.

Demonstração. De fato,

(µ +Aε)
−1g− (µ +A0)

−1g = (µ +Aε)
−1[(µ +A0)− (µ +Aε)](µ +A0)

−1g

= (µ +Aε)
−1Aε(A−1

ε −A−1
0 )A0(µ +A0)

−1g.

Teorema 2.4.2. Seja K um subconjunto compacto de ρ(−A0). Então existe εK ∈ (0,1] tal que

K ⊂ ρ(−Aε) para ε ∈ [0,εK] e

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1‖
L (L2(Ω),X

1
2

ε )
< ∞.

Além disso, se µ ∈ K ou se µ ∈ ρ(−A0)∩ρ(−Aε) é tal que Re(µ) /∈ (−∞,λ ], então existem

um setor Σ0,φ e Cϕ > 0 tais que µ ∈ Σ0,φ e

‖(µ +Aε)
−1− (µ +A0)

−1‖
L (L2

Ω0
(Ω),X

1
2

ε )
≤C(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 .

Demonstração. Pelo Teorema 1.6.7, existe εK ∈ (0,1] tal que K⊂ ρ(−Aε) para ε ∈ [0,εK]. Afir-

mamos que sup
ε∈[0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ+Aε)

−1‖L (L2) <∞. De fato, se existissem sequências (µk)k∈N⊂K,
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(εk)k∈N ⊂ (0,εK] com µk → µ ∈ K e εk → 0 tais que ‖(µk + Aεk)
−1‖L (L2)

k→∞−→ ∞, obtería-

mos uma contradição da convergência compacta de µkA−1
εk

para µA−1
0 . Agora, escrevendo

Aε(µ +Aε)
−1 = I−µ(µ +Aε)

−1, pela Desigualdade do Momento (0 < 1
2 < 1), temos

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1‖
L (L2,X

1
2

ε )

= sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖A

1
2
ε (µ +Aε)

−1‖L (L2)

≤C sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖Aε(µ +Aε)

−1‖
1
2
L (L2)

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1‖
1
2
L (L2)

≤C sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖I−µ(µ +Aε)

−1‖
1
2
L (L2)

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ +Aε)

−1‖
1
2
L (L2)

< ∞.

Finalmente, se µ ∈ ρ(−Aε)∩ ρ(−A0), escolhemos ϕ ∈ (π

2 ,π) apropriado para obtermos as

estimativas setoriais

‖(µ +Aε)
−1‖L (L2) ≤

Mϕ

|µ|
, ε ∈ (0,ε0];

e

‖(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
) ≤

Mϕ

|µ|
.

Assim,

‖Aε(µ +Aε)
−1‖L (L2) ≤ 1+Mϕ , ε ∈ (0,ε0]; (2.25)

e

‖A0(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
) ≤ 1+Mϕ .

Pelo Lema 2.4.1, segue que para g ∈ L2
Ω0
(Ω),

A
1
2
ε

(
(µ +Aε)

−1− (µ +A0)
−1
)

g = A
1
2
ε (µ +Aε)

−1Aε(A−1
ε −A−1

0 )A0(µ +A0)
−1g

= Aε(µ +Aε)
−1A

1
2
ε (A

−1
ε −A−1

0 )A0(µ +A0)
−1g.

Logo,
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‖(µ +Aε)
−1−(µ +A0)

−1‖
L (L2

Ω0
,X

1
2

ε )

≤ ‖Aε(µ +Aε)
−1A

1
2
ε (A

−1
ε −A−1

0 )A0(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
)

≤ ‖Aε(µ +Aε)
−1‖L (L2

Ω0
)‖A

1
2
ε (A

−1
ε −A−1

0 )‖L (L2
Ω0

)‖A0(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
)

≤ ‖Aε(µ +Aε)
−1‖L (L2)‖A

1
2
ε (A

−1
ε −A−1

0 )‖L (L2
Ω0

)‖A0(µ +A0)
−1‖L (L2

Ω0
)

≤Cϕ(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 ,

para alguma constante Cϕ > 0 (independente de µ), já que, para g ∈ L2
Ω0
(Ω), com ‖g‖L2 ≤ 1,

temos

‖(A
1
2
ε (A

−1
ε −A−1

0 ))g‖L2 = ‖(A−1
ε −A−1

0 )g‖
X

1
2

ε

= ‖uε −u0‖
X

1
2

ε

, para uε = A−1
ε g e u0 = A−1

0 g

≤C(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 ,

onde usamos o Lema 2.3.10 e o fato de que C e Jε independem de g.

Definição 2.4.3. Definimos P : L2(Ω)−→ L2(Ω) por

Ph =


h, em Ω1

1
|Ω0,i|

∫
Ω0,i

hdx, em Ω0,i, i = 1, ...,m
.

No que segue, consideraremos, por simplicidade, m = 1.

Proposição 2.4.4. A aplicação P é uma projeção ortogonal de L2(Ω) em L2
Ω0
(Ω).

Demonstração. De fato, R(P) = L2
Ω0
(Ω) e P2 = P. Sejam u∈Ker(P) e v∈ R(P), temos Pv = v,

u = 0 em Ω1 e
∫

Ω0

udx = 0. Logo

〈u,v〉L2 =
∫

Ω

uvdx =
∫

Ω0

uPvdx = vΩ0

∫
Ω0

udx = 0,

onde vΩ0 =
1
|Ω0|

∫
Ω0

vdx, de onde obtemos que Ker(P) ⊂ (L2
Ω0
)⊥. Por outro lado, se u ∈

57



Equações de reação-difusão

(L2
Ω0
)⊥, temos

∫
Ω

|Pu|2 dx =
∫

Ω1

u2 dx+
∫

Ω0

uΩ0uΩ0 dx =
∫

Ω1

u2 dx+uΩ0uΩ0|Ω0|=
∫

Ω1

u2 dx+uΩ0

∫
Ω0

udx

e

0 = 〈Pu,u〉L2 =
∫

Ω

uPudx =
∫

Ω1

u2 dx+uΩ0

∫
Ω0

udx,

resultando Pu = 0 e consequentemente (L2
Ω0
)⊥ ⊂ Ker(P).

Teorema 2.4.5. Para ε ∈ (0,ε0] e h ∈ L2(Ω) com ‖h‖L2 ≤ 1, temos

‖A−1
ε (I−P)h‖

X
1
2

ε

ε→0−→ 0. (2.26)

Demonstração. Temos

(I−P)h =

0, em Ω1

h−hΩ0, em Ω0

.

Desta forma, ‖A−1
ε (I−P)h‖

X
1
2

ε (Ω)
= ‖A−1

ε (I−P)h‖
X

1
2

ε (Ω0)
. Denotando uε = A−1

ε (I−P)h em

Ω0, obtemos o problema elíptico

Aεuε = (I−P)h, em Ω0

uε = 0, em ∂Ω0

.

Note que

‖uε‖2

X
1
2

ε

=
∫

Ω

pε |∇uε |2 dx+
∫

Ω

λ |uε |2 dx =
∫

Ω

(I−P)huε dx≤ ‖uε‖
X

1
2

ε

,

resultando ‖uε‖
X

1
2

ε

< ∞. Assim, para V ⊂⊂Ω0,

∫
V̄

pε |∇uε |2 dx+
∫

V̄
λ |uε |2 dx < ∞.

Como 0 < m0 ≤ pε(x), para todo x ∈Ω e para todo ε ∈ (0,ε0], temos

∫
V̄
|∇uε |2 dx≤ C1

inf
x∈V̄

pε(x)
ε→0−→ 0,
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resultando ∫
Ω0

|∇uε |2 dx ε→0−→ 0.

Segue da desigualdade de Poincaré que

‖uε‖H1(Ω0)
ε→0−→ 0,

e consequentemente ‖uε‖
X

1
2

ε (Ω0)

ε→0−→ 0.

Teorema 2.4.6. Para os operadores Aε , ε ∈ [0,ε0], µ ∈ K com K compacto em ρ(−A0) ou

µ ∈ ρ(−A0)∩ρ(−Aε) com Re(µ) /∈ (−∞,λ ], temos

‖(µ +Aε)
−1− (µ +A0)

−1P‖
L (L2,X

1
2

ε )
≤C[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ], (2.27)

onde Zε = ‖(µ +Aε)
−1(I−P)‖

L (L2,X
1
2

ε )
para ε ∈ (0,ε0] e Z0 = 0. É válido que

(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε

ε→0−→ 0.

Demonstração. Seja h ∈ L2(Ω) com ‖h‖L2 ≤ 1, escrevemos

‖(µ +Aε)
−1h− (µ +A0)

−1Ph‖
X

1
2

ε

≤ ‖(µ +Aε)
−1Ph− (µ +A0)

−1Ph‖
X

1
2

ε

+‖(µ +Aε)
−1(I−P)h‖

X
1
2

ε

.

Como Ph ∈ L2
Ω0

é tal que ‖Ph‖L2 ≤ ‖h‖L2 ≤ 1, segue do Teorema 2.4.2 que

‖(µ +Aε)
−1Ph− (µ +A0)

−1Ph‖
X

1
2

ε

≤C1(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 .

Afirmamos que

‖(µ +Aε)
−1(I−P)h‖

X
1
2

ε

ε→0−→ 0.

De fato,

(µ +Aε)
−1 = Aε(µ +Aε)

−1A−1
ε ⇒ A

1
2
ε (µ +Aε)

−1 = Aε(µ +Aε)
−1A

1
2
ε A−1

ε ,
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assim

‖(µ +Aε)
−1(I−P)h‖

Xε

1
2
≤ ‖Aε(µ +Aε)

−1‖L2‖A
1
2
ε A−1

ε (I−P)h‖L2

= ‖Aε(µ +Aε)
−1‖L2‖A−1

ε (I−P)h‖
Xε

1
2

≤C2‖A−1
ε (I−P)h‖

Xε

1
2

ε→0−→ 0,

onde utilizamos a estimativa setorial (2.25) e o Teorema 2.4.5. Tomando o sup sobre todas as

h ∈ L2 com ‖h‖L2 ≤ 1, o resultado segue.

Observação 2.4.7. A aplicação l : [0,ε0]→R definida por l(ε) = (‖pε− p0‖L∞(Ω1)+Jε)
1
2 +Zε

é contínua e l(0) = 0.

2.5 Continuidade do espectro, dos semigrupos lineares, não

lineares e taxa de atração

O Teorema 2.5.4 apresentado nesta seção é o principal resultado deste capítulo e o pri-

meiro passo para obtermos a continuidade dos atratores dos semigrupos associados ao problema

(2.5). Mais precisamente, estimaremos a continuidade dos semigrupos lineares e dos não line-

ares tomando como referência a taxa de atração obtida na seção anterior. Começamos com a

projeção espectral definida na Seção 1.6, onde obtivemos que para ε se aproximando de zero,

o espectro de −Aε aproxima-se do espectro de −A0, e que Qε(µ0), µ0 ∈ σ(−A0), converge

compactamente para Q0(µ0).

Proposição 2.5.1. Temos que Qε(µ0) : L2(Ω)→ L2(Ω) converge compactamente para Q0(µ0) :

L2
Ω0
(Ω)→ L2

Ω0
(Ω) e existem constantes positivas C1 e C2 tais que:

(i) ‖Qε(µ0)−Q0(µ0)‖
L (L2

Ω0
,X

1
2

ε )
≤C1(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 ;

(ii) ‖Qε(µ0)−Q0(µ0)P‖
L (L2,X

1
2

ε )
≤C2[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ].

60



2.5 Continuidade do espectro, dos semigrupos lineares, não lineares e taxa de atração

Demonstração. A convergência compacta é o Lema 1.6.10. Utilizando o Teorema 2.4.2, temos

‖Qε(µ0)−Q0(µ0)‖
L (L2

Ω0
,X

1
2

ε )
=
∥∥∥ 1

2πi

∫
|z−µ0|=δ

(z+Aε)
−1− (z+A0)

−1 dz
∥∥∥

L (L2
Ω0

,X
1
2

ε )

≤ 1
2π

∫
|z−µ0|=δ

‖(z+Aε)
−1− (z+A0)

−1‖
L (L2

Ω0
,X

1
2

ε )
|dz|

≤C(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 ,

de onde obtemos (i). Analogamente obtemos (ii), utilizando o Teorema 2.4.6.

Teorema 2.5.2. Seja θ ∈ (0, 1
2). Então existem constantes α < 0 e C > 0 tais que

‖e−Aε t− e−A0tP‖
L (L2,X

1
2

ε )
≤Ceα(1−2θ)t [(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ t−
1
2−θ , t ≥ 0.

(2.28)

Demonstração. Como os operadores Aε , ε ∈ [0,ε0], são setoriais, os operadores −Aε geram

semigrupos analíticos {e−Aε t ; t ≥ 0}, que são dados por

e−Aε t =
1

2πi

∫
Γ

eµt(µ +Aε)
−1 dµ, ε ∈ [0,ε0],

onde Γ é a fronteira de Σ−λ ,υ\{µ ∈ C; |µ +λ | ≤ r} para algum r pequeno e υ ∈ (φ , π

2 ), orien-

tada no sentido da parte imaginária crescente. Assim, utilizando (2.3) e (2.4), temos

‖e−Aε t− e−A0tP‖
L (L2,X

1
2

ε )
≤ ‖e−Aε t‖

L (L2,X
1
2

ε )
+‖e−A0tP‖

L (L2,X
1
2

ε )

≤Mt−
1
2 e−λ t +Mt−

1
2 e−λ t

≤C1t−
1
2 eαt , (α =−λ < 0).

Por outro lado, utilizando o Teorema 2.4.6, temos

‖e−Aε t− e−A0tP‖
L (L2,X

1
2

ε )
≤ 1

2π

∫
Γ

|eµt |‖(µ +Aε)
−1− (µ +A0)

−1P‖
L (L2,X

1
2

ε )
|dµ|

≤ 1
2π

C2[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε ]

∫
Γ

eRe(µt) |dµ|

≤C3[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε ]t−1.

Interpolando as estimativas acima com 1−2θ e 2θ , obtemos (2.28).
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Observação 2.5.3. A necessidade de considerarmos a projeção P ficará evidente no próximo

capítulo. No entanto, com uma demonstração análoga à do Teorema 2.5.2, obtemos, para θ ∈

(0, 1
2), a existência de constantes α < 0 e C > 0 tais que

‖e−Aε t− e−A0t‖
L (L2

Ω0
,X

1
2

ε )
≤Ceα(1−2θ)t(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

θ t−
1
2−θ , t ≥ 0.

Teorema 2.5.4. Sejam θ ∈ (0, 1
2) e v,uε ∈ X

1
2

ε , ε ∈ (0,ε0]. Então existem constantes positivas C

e L tais que

‖Tε(t)uε −T0(t)Pv‖
X

1
2

ε

≤CeLtt−
1
2−θ
[
‖uε − v‖

X
1
2

ε

+[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε ]

2θ
]
, (2.29)

para t ≥ 0.

Demonstração. Temos

Tε(t)uε = e−Aε tuε +
∫ t

0
e−Aε (t−s) f (Tε(s)uε)ds, ε ∈ (0,ε0]

e

T0(t)Pv = e−A0tPv+
∫ t

0
e−A0(t−s) f (T0(s)Pv)ds.

Logo,

‖Tε(t)uε −T0(t)Pv‖
X

1
2

ε

≤ ‖e−Aε tuε − e−A0tPv‖
X

1
2

ε

+
∫ t

0
‖e−Aε (t−s) f (Tε(s)uε)− e−A0(t−s) f (T0(s)Pv)‖

X
1
2

ε

ds.

Utilizando o Teorema 2.5.2, para t ∈ (0,τ],

‖e−Aε tuε − e−A0tPv‖
X

1
2

ε

≤ ‖e−Aε t(uε − v)‖
X

1
2

ε

+‖e−Aε tv− e−A0tPv‖
X

1
2

ε

≤M1t−
1
2 e−λ t‖uε − v‖

X
1
2

ε

+C1eα(1−2θ)t [(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ t−
1
2−θ

≤M1tθ t−
1
2−θ‖uε − v‖

X
1
2

ε

+C1eα(1−2θ)t [(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ t−
1
2−θ

≤M2t−
1
2−θ‖uε − v‖

X
1
2

ε

+C1[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ t−
1
2−θ .

Denotando L f a constante de Lipchitz de f e observando que f (T0(s)Pv) = P f (T0(s)Pv), já que
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f (T0(s)Pv) ∈ L2
Ω0

, temos

∫ t

0
‖e−Aε (t−s) f (Tε(s)uε)−e−A0(t−s) f (T0(s)Pv)‖

X
1
2

ε

ds

≤
∫ t

0
‖e−Aε (t−s)[ f (Tε(s)uε)− f (T0(s)Pv)]‖

X
1
2

ε

ds

+
∫ t

0
‖e−Aε (t−s) f (T0(s)Pv)− e−A0(t−s)P f (T0(s)Pv)‖

X
1
2

ε

ds

≤ML f

∫ t

0
(t− s)−

1
2‖Tε(s)uε −T0(s)Pv‖

X
1
2

ε

ds

+[C2(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ ]
∫ t

0
(t− s)−

1
2−θ eα(1−2θ)(t−s) ds.

Mas,

∫ t

0
(t− s)−

1
2−θ eα(1−2θ)(t−s) ds =

∫ 0

−α(1−2θ)t

( y
−α(1−2θ)

)− 1
2−θ

e−y dy
α(1−2θ)

≤ 1

(−α)
1
2−θ (1−2θ)

1
2−θ

∫
∞

0
y1− 1

2−θ e−y dy

=
1

(−α)
1
2−θ (1−2θ)

1
2−θ

Γ

(1
2
−θ

)
:=C3.

Assim, se escolhermos δ > 0 tal que 1≤ t−
1
2−θ e−αδ t , temos

‖Tε(t)uε −T0(t)Pv‖
X

1
2

ε

≤M2t−
1
2−θ‖uε − v‖

X
1
2

ε

+C1[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ t−
1
2−θ

+M2L f

∫ t

0
(t− s)−

1
2‖Tε(s)uε −T0(s)Pv‖

X
1
2

ε

ds+C2[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θC3

≤C4

[
‖uε − v‖

X
1
2

ε

+[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ

]
t−

1
2−θ e−αδ t

+M2L f

∫ t

0
(t− s)−

1
2 e−αδ (t−s)‖Tε(s)uε −T0(s)Pv‖

X
1
2

ε

ds,

Definindo ϕ(t) = eαδ t‖Tε(t)uε −T0(t)Pv‖
X

1
2

ε

, segue que

ϕ(t)≤C4

[
‖uε − v‖

X
1
2

ε

+[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ

]
t−

1
2−θ

+M2L f

∫ t

0
(t− s)−

1
2 ϕ(s)ds.
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Pela Desigualdade de Gronwall9, existe M > 0 tal que

ϕ(t)≤MC4

[
‖uε − v‖

X
1
2

ε

+[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ

]
t−

1
2−θ ,

ou seja,

‖Tε(t)uε −T0(t)Pv‖
X

1
2

ε

≤ e−αδ tMC4

[
‖uε − v‖

X
1
2

ε

+[(‖pε − p0‖L∞ + Jε)
1
2 +Zε ]

2θ

]
t−

1
2−θ .

Fazendo L =−αδ > 0 e C = MC4, obtemos (2.29).

Observação 2.5.5. A estimativa (2.29) não reflete a continuidade dos semigrupos não lineares.

Para tal, é válido o seguinte resultado: sejam θ ∈ (0, 1
2), uε ∈ X

1
2

ε e u0 ∈ X
1
2

0 , então existem

constantes positivas C e L tais que

‖Tε(t)uε −T0(t)u0‖
X

1
2

ε

≤CeLtt−
1
2−θ
[
‖uε −u0‖

X
1
2

ε

+(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
θ
]
,

para t ≥ 0.

9a,b,α,β > 0, α,β < 1 e 0 ≤ ϕ(t) ≤ at−α + b
∫ t

0(t− s)−β ϕ(s)ds, t ∈ (0,τ]⇒ existe M > 0 tal que ϕ(t) ≤
aMt−α .
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Capítulo

3

Continuidade dos atratores

A continuidade da família de atratores dos semigrupos associados ao problema (2.5) foi

estabelecida em [7] para condições de fronteira de Dirichlet e para condições não lineares em

[15]. A semicontinuidade superior é consequência da continuidade dos semigrupos não line-

ares, já a semicontinuidade inferior requer hipóteses e resultados adicionais. Geralmente, o

procedimento para obter a semicontinuidade inferior da família de atratores é, basicamente, a

verificação das hipóteses do Teorema 1.5.4, ou seja, dos seguintes fatos:

(i) Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ } para todo ε ∈ [0,ε0] e ‖uε,i
∗ −uε0,i

∗ ‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0;

(ii) Existe δ > 0 tal que {W u(uε,i
∗ )∩B

X
1
2

ε

(uε,i
∗ ,δ )}ε∈(0,ε0] é semicontínua inferiormente em 0;

(iii) ‖Tε(t)u− T0(t)u‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0 uniformemente para u em subconjuntos compactos de X
1
2

ε ,

para todo t ≥ 0;

(iv) A0 =
k⋃

i=1

W u(u0,i
∗ ),

onde Eε denota o conjunto dos pontos de equilíbrio de {Tε(t) ; t ≥ 0}. Observe que a condi-

ção (iii) não faz sentido para a situação da difusão grande localizada, uma vez que o semigrupo

{T0(t) ; t ≥ 0} está definido somente em X
1
2

0 . Em [7] e [15] os autores superaram este fato carac-

terizando a continuidade dos semigrupos não lineares utilizando sequências, mais precisamente

um teorema de aproximação do tipo Trotter-Kato. Aqui utilizaremos a projeção P definida no

capítulo anterior, pois nosso objetivo é estimar a continuidade dos atratores pela taxa de atração.
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Continuidade dos atratores

3.1 Continuidade dos conjuntos de equilíbrio

As soluções de equilíbrio de (2.5) são aquelas independentes do tempo, isto é, para ε ∈

(0,ε0], são as soluções do problema elíptico

Aεuε − f (uε) = 0, (3.1)

e para ε = 0 as soluções de

A0u0− f (u0) = 0. (3.2)

Como na Seção 1.4, denotamos Eε = {uε ∈D(Aε) ; Aεuε− f (uε)= 0}, ε ∈ [0,ε0], e dizemos que

uε
∗ ∈ Eε é uma solução de equilíbrio hiperbólica se σ(Aε − f ′(uε

∗))∩{µ ∈ C ; Re(µ) = 0}= /0.

A semicontinuidade superior da família {Eε}ε em ε = 0 é uma consequência da conver-

gência compacta A−1
ε

CC−→ A−1
0 .

Teorema 3.1.1. A família {Eε}ε∈(0,ε0] é semicontínua superiormente em ε = 0.

Demonstração. Seja (uεk
∗ )k∈N uma sequência, com uεk

∗ ∈ Eεk , para todo k ∈ N e (εk)k ⊂ (0,ε0]

convergindo para zero. Pelo Lema 1.5.2, basta mostrarmos que (uεk
∗ )k admite uma subsequên-

cia convergindo para um elemento de E0. Como Eεk ⊂ Aεk , segue do Teorema 2.2.4 que

sup
εk∈[0,ε0]

{‖uεk
∗ ‖

X
1
2

ε

; uεk
∗ ∈ Eεk} < ∞. Assim, (uεk

∗ )k admite uma subsequência, para a qual man-

teremos a mesma notação, convergindo para, digamos, u∗, fracamente em X
1
2

ε e fortemente em

L2(Ω), já que X
1
2

ε é reflexivo e Aεk é compacto. Além disso, como f é limitada e A−1
ε

CC−→ A−1
0 ,

temos que { f (uεk
∗ )}k∈N é limitado em L2(Ω) e {A−1

εk
( f (uεk

∗ ))}ε∈[0,ε0] é E-relativamente com-

pacta. Logo, tomando subsequência se necessário, A−1
εk
( f (uεk

∗ ))
k→∞−→ u0

∗ ∈ X
1
2

0 . Assim, uεk
∗ =

A−1
εk
( f (uεk

∗ ))
k→∞−→ u0

∗, logo u∗ = u0
∗ e, pela continuidade de f , segue que f (uεk

∗ )→ f (u∗) em

L2(Ω), sendo assim A−1
εk
( f (uεk

∗ ))→ A−1
0 f (u∗), ou seja, u∗ = A−1

0 f (u∗), resultando u∗ ∈ E0.

Antes de provarmos a semicontinuidade inferior de {Eε}ε∈(0,ε0], assumiremos a seguinte

hipótese

(H) O conjunto E0 dos pontos de equilíbrio de (2.5) com ε = 0 é constituído de soluções de

equilíbrio hiperbólicas, ou seja, σ(A0− f ′(u0
∗))∩ {µ ∈ C ; Re(µ) = 0} = /0, para todo

u0
∗ ∈ E0.
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3.1 Continuidade dos conjuntos de equilíbrio

Pelo Lema 1.4.17, o conjunto E0 é finito, ou seja, toda solução de equilíbrio hiperbólica u0
∗ é

isolada.

A seguir apresentaremos três resultados auxiliares que nos permitirão obter a semiconti-

nuidade inferior dos conjuntos de equilíbrio. Observamos que a E-convergência estará presente

em dois contextos: o primeiro envolve o subespaço X
1
2

0 de X
1
2

ε enquanto o segundo envolve

o subespaço L2
Ω0

de L2. Para evitarmos confusão, nos referiremos à primeira situação como

convergência (forte) em X
1
2

ε e a segunda situação como E-convergência.

Lema 3.1.2. Para α ∈ (0,1) fixado, a família {A−α
ε }ε∈(0,ε0] é E-relativamente compacta e

A−α
ε

EE−→ A−α

0 .

Demonstração. Temos

A−α
ε =

1
2πi

∫
Γ

µ
−α(µ +Aε)

−1 dµ,

onde Γ é a fronteira do setor Σ−λ ,φ . A integral acima é absolutamente uniformemente conver-

gente para ε ∈ (0,ελ ]. Logo, dado η > 0, podemos dividir a curva Γ = Γ
η

1 ∪Γ
η

2 de modo que

Γ
η

1 seja limitada e

1
2πi

∫
Γ

η

2

‖µ−α(µ +Aε)
−1‖L (L2) dµ ≤ η , ε ∈ (0,ελ ].

Sobre Γ
η

1 , reescrevemos a integral como

Bε =
A−1

ε

2πi

∫
Γ

η

1

µ
−αAε(µ +Aε)

−1 dµ,

e usando que ‖µ−αAε(µ+Aε)
−1‖L (L2) = ‖µ−α(I+µA−1

ε )−1‖L (L2) é uniformemente limitado

para ε ∈ (0,ελ ] e também que {A−1
ε }ε∈(0,ελ ]

é E-relativamente compacta, garantimos que a

família {Bε}ε∈(0,ελ ]
é E-relativamente compacta. Agora, seja ν : P(L2)→ [0,∞] uma medida

de não compacidade, isto é, ν satisfaz:

(i) ν(A) = 0 se, e somente se, A é relativamente compacto em L2(Ω);

(i) ν(A∪B) = max{ν(A),ν(B)};

(i) ν(A+B)≤ ν(A)+ν(B).

Tomando sequências (εk)k ⊂ (0,ελ ] e (uk)k ⊂ L2(Ω) tais que εk
k→∞−→ 0 e ‖uk‖L2 = 1, obtemos

ν(A−α
εk

uk)≤ ν(Bεkuk)+ν

( 1
2πi

∫
Γ

η

2

µ
−α(µ +Aεk)

−1 dµ(uk)
)
≤ η .
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Continuidade dos atratores

Como η é arbitrário, concluímos que ν(A−α
εk

uk) = 0, e assim {A−α
ε }ε∈(0,ελ ]

é E-relativamente

compacta. Do Teorema da Convergência Dominada e do Corolário 2.3.8, temos

A−α
ε =

1
2πi

∫
Γ

µ
−α(µ +Aε)

−1 dµ
ε→0−→ 1

2πi

∫
Γ

µ
−α(µ +A0)

−1 dµ = A−α

0 ,

para todo µ ∈ Γ.

Lema 3.1.3. Sejam α ∈ (0,1] e {uε
∗}ε∈(0,ε0] uma família tal que uε

∗ ∈ Eε ,∀ε ∈ (0,ε0] e uε
∗

converge em X
1
2

ε para u0
∗ ∈ E0. Então f ′(uε

∗)A
−α
ε

CC−→ f ′(u0
∗)A
−α

0 .

Demonstração. Suponhamos inicialmente α = 1. Seja uε ∈ X
1
2

ε ,∀ε ∈ [0,ε0]. Como A−1
ε

EE−→

A−1
0 , A−1

ε uε E−→ A−1
0 u0 e, sendo f ′ : X

1
2

ε →L (X
1
2

ε ,L2(Ω)) contínua, obtemos f ′(uε
∗)A
−1
ε uε E−→

f ′(u0
∗)A
−1
0 u0. Consideremos a família {uε}ε∈(0,ε0], tal que uε ∈ X

1
2

ε e ‖uε‖
X

1
2

ε

= 1. Temos

que {A−1
ε }ε é constituída de operadores compactos, o que resulta {A−1

ε uε}ε E-relativamente

compacta. Assim, cada sequência {A−1
εk

uεk}k∈N de {A−1
ε uε}ε admite uma sub-subsequência,

para a qual manteremos a mesma notação, convergindo para y ∈ X
1
2

0 . Consequentemente,

f ′(uεk
∗ )A−1

εk
uεk → f ′(u0

∗)y, portanto { f ′(uε
∗)A
−1
ε uε}ε é E-relativamente compacta, logo

f ′(uε
∗)A
−1
ε

CC−→ f ′(u0
∗)A
−1
0 .

Para α ∈ (0,1), escrevemos

‖ f ′(uε
∗)A
−α
ε uε − f ′(u0

∗)A
−α

0 u0‖L2

≤ ‖ f ′(uε
∗)(A

−α
ε uε −A−α

0 u0)‖L2 +‖( f ′(uε
∗)− f ′(u0

∗))A
−α

0 u0‖L2

≤ ‖ f ′(uε
∗)‖

L (X
1
2

ε ,L2)
‖A−α

ε uε −A−α

0 u0‖
X

1
2

ε

+‖( f ′(uε
∗)− f ′(u0

∗))A
−α

0 u0‖L2

≤C‖A−α
ε uε −A−α

0 u0‖
X

1
2

ε

+‖( f ′(uε
∗)− f ′(u0

∗))A
−α

0 u0‖L2

ε→0−→ 0,

onde C > 0 é dado pelo Princípio da Limitação Uniforme. A E-compacidade relativa segue

analogamente ao caso anterior.

Lema 3.1.4. Seja {uε
∗}ε∈(0,ε0] uma família tal que uε

∗ ∈ Eε e uε
∗ converge em X

1
2

ε para u0
∗ ∈

E0. Então, para todo α ∈ [0,1), existe ε̃ ∈ (0,ε0] tal que {Aα
ε (Aε − f ′(uε

∗))
−1}ε∈(0,ε̃] é E-

relativamente compacta, uniformemente limitada e

Aα
ε (Aε − f ′(uε

∗))
−1 EE−→ Aα

0 (A0− f ′(u0
∗))
−1.
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3.1 Continuidade dos conjuntos de equilíbrio

Demonstração. Sejam β ∈ (0, 1
2) fixado, r1,r2 tais que 1 > β + r1 ≥ α e r2 = 1− β − r1.

Afirmamos que

Aα
ε (Aε − f ′(uε

∗))
−1 = A−(β+r1−α)

ε (I−A−r2
ε f ′(uε

∗)A
−β−r1
ε )−1A−r2

ε .

De fato,

A−(β+r1−α)
ε (I−A−r2

ε f ′(uε
∗)A
−β−r1
ε )−1A−r2

ε = Aα
ε A−β−r1

ε [Ar2
ε (I−A−r2

ε f ′(uε
∗)A
−β−r1
ε )]−1

= Aα
ε [A

r2
ε (I−A−r2

ε f ′(uε
∗)A
−β−r1
ε )Aβ+r1

ε ]−1

= Aα
ε [(A

r2
ε − f ′(uε

∗)A
−β−r1
ε )Aβ+r1

ε ]−1

= Aα
ε (Aε − f ′(uε

∗))
−1.

Como β − r1 < 1 e r2 < 1, segue do Lema 3.1.2 que {A−r2
ε }ε e {A−β−r1

ε }ε são E-relativamente

compactas, portanto {A−r2
ε f ′(uε

∗)A
−β−r1
ε }ε∈(0,ε0] é E-relativamente compacta. Logo, pelo Lema

1.6.5 (I−A−r2
ε f ′(uε

∗)A
−β−r1
ε )−1 é uniformemente limitado, pois

(A−r2
ε f ′(uε

∗)A
−β−r1
ε )−1 CC−→ (A−r2

0 f ′(u0
∗)A
−β−r1
0 )−1.

Como β + r1−α < 1, o resultado segue do Lema 3.1.2.

Proposição 3.1.5. Seja u0
∗ ∈ E0. Então, existem ε̃ > 0 e δ > 0 tais que o problema (2.5) para

ε ∈ (0, ε̃] possui exatamente uma solução de equilíbrio uε
∗ ∈ {u ∈ X

1
2

ε ; ‖u−u0
∗‖

X
1
2

ε

≤ δ}. Além

disso, ‖uε
∗−u0

∗‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0.

Demonstração. Do Teorema 2.4.2, do Lema 3.1.4 e da hipótese (H), segue que σ(Aε − f ′(u0
∗))

é disjunto do eixo imaginário para ε pequeno, logo (Aε − f ′(u0
∗))
−1 existe, e aplicando o Lema

3.1.4 com α = 1
2 e uε = u0

∗, obtemos C1 > 0 tal que

‖(Aε − f ′(u0
∗))
−1‖

L (L2,X
1
2

ε )
≤C1, ε ∈ (0,ε0].

Note que se uε ∈ Eε , então

Aεuε− f (uε) = 0⇔ Aεuε − f ′(u0
∗)u

ε + f ′(u0
∗)u

ε − f (uε) = 0

⇔ Aεuε − f ′(u0
∗)u

ε +(Aε − f ′(u0
∗))(Aε − f ′(u0

∗))
−1( f ′(u0

∗)u
ε − f (uε)) = 0

⇔ (Aε − f ′(u0
∗))[u

ε +(Aε − f ′(u0
∗))
−1( f ′(u0

∗)u
ε − f (uε))] = 0.
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Continuidade dos atratores

Portanto, uε ∈ Eε se, e somente se, uε é ponto fixo da aplicação

Φε(uε) := (Aε − f ′(u0
∗))
−1( f (uε)− f ′(u0

∗)u
ε).

Novamente, pelo Lema 3.1.4, A
1
2
ε (Aε − f ′(u0

∗))
−1 CC−→ A

1
2
0 (A0− f ′(u0

∗))
−1, logo

Φε(u0
∗) = (Aε − f ′(u0

∗))
−1( f (u0

∗)− f ′(u0
∗)u

0
∗)

= (Aε − f ′(u0
∗))
−1(A0u0

∗− f ′(u0
∗)u

0
∗)

= (Aε − f ′(u0
∗))
−1(A0− f ′(u0

∗))u
0
∗,

ou seja,

Φε(u0
∗)

ε→0−→ u0
∗.

Assim, dado δ > 0, existe ε̃ > 0, tal que

‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

≤ δ

2
,

para todo ε ∈ (0, ε̃]. Agora, sejam uε ,vε ∈ X
1
2

ε , temos

‖Φε(uε)−Φε(vε)‖
X

1
2

ε

= ‖(Aε − f ′(u0
∗))
−1[ f (uε)− f (vε)− f ′(u0

∗)(u
ε − vε)]‖

X
1
2

ε

≤ ‖(Aε − f ′(u0
∗))
−1‖

L (L2,X
1
2

ε )
‖ f (uε)− f (vε)− f ′(u0

∗)(u
ε − vε)‖

X
1
2

ε

≤C1‖ f (uε)− f (vε)− f ′(u0
∗)(u

ε − vε)‖
X

1
2

ε

≤C1‖ f ′(θuε − (1−θ)vε)− f ′(u0
∗)(u

ε − vε)‖
X

1
2

ε

≤C2‖(θuε − (1−θ)vε)−u0
∗‖

X
1
2

ε

‖uε − vε‖
X

1
2

ε

≤ 2C2δ‖uε − vε‖
X

1
2

ε

.

Assim, escolhemos δ > 0 tal que 2C2δ <
1
2

e obtemos que Φ : B
X

1
2

ε

(u0
∗,δ )→ B

X
1
2

ε

(u0
∗,δ ) é uma

contração, pois, se uε ∈ B
X

1
2

ε

(u0
∗,δ ), então
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3.2 Continuidade dos semigrupos para linearização

‖Φε(uε)−u0
∗‖

X
1
2

ε

≤ ‖Φε(uε)−Φε(u0
∗)‖

X
1
2

ε

+‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

≤ 1
2
‖uε −u0

∗‖
X

1
2

ε

+‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

≤ δ

2
+

δ

2
= δ .

Portanto, existe um único ponto fixo uε
∗ de Φε em B

X
1
2

ε

(u0
∗,δ ). Finalmente, vejamos que uε

∗

converge fortemente em X
1
2

ε para u0
∗, de fato,

‖uε
∗−u0

∗‖
X

1
2

ε

= ‖Φε(uε)−u0
∗‖

X
1
2

ε

≤ ‖Φε(uε)−Φε(u0)‖
X

1
2

ε

+‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

≤ 1
2
‖uε
∗−u0

∗‖
X

1
2

ε

+‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

,

resultando ‖uε
∗−u0

∗‖
X

1
2

ε

≤ 2‖Φε(u0
∗)−u0

∗‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0.

Corolário 3.1.6. Suponha que E0 = {u0,1
∗ , ...,u0,k

∗ }. Então existe ε̃ > 0 tal que para ε ∈ (0, ε̃],

Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ } e

‖uε,i
∗ −u0,i

∗ ‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0, i = 1, ...,k.

Demonstração. Segue da semicontinuidade superior dos conjuntos de equilíbrio que para ε

suficientemente pequeno, uε
∗ ∈ Eε está em uma vizinhança de E0, e pelo Teorema 3.1.5 em uma

vizinhança de u0,i
∗ ∈ E0 existe apenas um elemento de uε,i

∗ ∈ Eε que converge para u0,i
∗ .

Teorema 3.1.7. A família {Eε}ε∈(0,ε0] é contínua em ε = 0.

Demonstração. Resta mostrar a semicontinuidade inferior, que segue do Lema 1.5.2 e do Teo-

rema 3.1.5.

3.2 Continuidade dos semigrupos para linearização

Começamos esta seção motivando o que faremos na próxima seção. Vamos olhar por um

momento para um problema linear e considerar pequenas perturbações não lineares.
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Considerando ε = 0 no problema (2.5), obtemos o problema semilinear parabólico

u0
t +A0u0 = f (u0),

u0(0) = u0
0 ∈ X

1
2

0 ,

(3.3)

associado ao problema limite (2.2). Seja u0
∗ um ponto de equilíbrio de (3.3). Fazendo a mudança

de variáveis v = u0−u0
∗, somando e subtraindo f ′(u0

∗)v ao lado direito, obtemos

vt + Ā0v = f (v+u0
∗)− f (u0

∗)− f ′(u0
∗)v,

v(0) = u0
0−u0

∗ := v0,

(3.4)

onde Ā0 = (A0− f ′(u0
∗)). Nesta situação, para v muito pequeno, a parte não linear f (v+u0

∗)−

f (u0
∗)− f ′(u0

∗)v é muito pequena. É natural então considerarmos o que acontece quando des-

prezamos a não linearidade, ou seja, o que acontece com a equação

vt + Ā0v = 0

v(0) = v0.

(3.5)

Se Q+
0 é a projeção definida pelo espectro de Ā0 do lado direito do eixo imaginário, segue que

para v0 ∈Q0X
1
2

0 , a solução v(t,v0) de (3.5) existe para todo t ≤ 0, v(t,v0)
t→−∞−→ 0 e v+u0

∗
t→−∞−→ u0

∗.

Quando perturbamos (3.5) com uma não linearidade muito pequena, devemos observar soluções

de (3.4) que existem para todo t ≤ 0. Naturalmente, o dado inicial para o qual tais soluções

existem não estará em Q+
0 X

1
2

0 , mas em uma variedade não linear próxima.

No que segue, denotamos Āε =Aε− f ′(uε
∗), ε ∈ [0,ε0]. Como Aε é setorial com resolvente

compacto e f ′(uε
∗) ∈L (X

1
2

ε ,L2(Ω)), o operador Āε é setorial com resolvente compacto. Desta

forma, os espectros de−Āε consistem apenas de autovalores isolados com multiplicidade finita.

A seguir listamos as propriedades de Āε que são análogas às propriedades de Aε , ε ∈ [0,ε0].

Lema 3.2.1. Existe ε̃ > 0 tal que 0 /∈ σ(Āε) e Ā−1
ε

CC−→ Ā−1
0 .

Lema 3.2.2. Existem ε̃ ∈ (0,ε0], um setor Σω,ϕ , ϕ ∈ (0, π

2 ), ω > 0, e M̄ ≥ 1 de modo que

Σω,ϕ ⊂ ρ(−Āε), ε ∈ [0, ε̃] e

‖(µ + Āε)
−1‖L (L2) ≤

M̄
|µ−ω|

, ε ∈ (0, ε̃];
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3.2 Continuidade dos semigrupos para linearização

‖(µ + Ā0)
−1‖L (L2

Ω0
) ≤

M̄
|µ−ω|

,

para todo µ ∈ Σω,ϕ .

Teorema 3.2.3. Seja K um subconjunto compacto de ρ(−Ā0). Então existe εK ∈ (0,1] tal que

K ⊂ ρ(−Āε) para ε ∈ [0,εK] e

sup
ε∈(0,εK ]

sup
µ∈K
‖(µ + Āε)

−1‖
L (L2(Ω),X

1
2

ε ))
< ∞.

Além disso, (µ + Āε)
−1 CC−→ (µ + Ā0)

−1 e para µ ∈ Σ0,ϕ , existe C > 0 tal que

‖(µ + Āε)
−1− (µ + Ā0)

−1‖
L (L2

Ω0
(Ω),X

1
2

ε ))
≤C(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 .

Como na Seção 1.6, para µ0 ∈ σ(−Ā0) e δ > 0 tais que {z∈C ; |z−µ0| ≤ δ}∩σ(−Ā0) =

{µ0}, consideramos as projeções espectrais Q̄ε(µ0), associadas aos operadores Āε , dadas por

Q̄ε(µ0) =
1

2πi

∫
|z−µ0|=δ

(z+ Āε)
−1dz, ε ∈ [0,ε0],

e o auto-espaço generalizado associado a µ0 dado por W (µ0,−Āε) = R(Q̄ε(µ0)).

Teorema 3.2.4. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Se (εk)k∈N ⊂ (0,ε0] é uma sequência convergindo para zero, (µεk)k∈N é uma sequência

em C com µεk ∈ σ(−Āεk), para todo k ∈ N, e µεk
k→∞−→ µ0, então µ0 ∈ σ(−Ā0).

(ii) Para todo µ0 ∈ σ(−Ā0), existem sequências (εk)k∈N ⊂ (0,ε0] convergindo para zero e

(µεk)k∈N em C com εk ∈ σ(−Āεk), para todo k ∈ N, tais que µεk
k→∞−→ µ0.

(iii) Existe ε̃ > 0 tal que dimW (µ,−Ā0) = dimW (µ,−Ā0), para todo ε ∈ (0, ε̃].

(iv) Para todo u0 ∈W (µ0,−Ā0), existe uma família {uε}ε com uε ∈W (µ0,−Āε), tal que

uε E−→ u0.

(v) Toda sequência (uk)k∈N com uk ∈ W (µ0,−Āεk), εk
k→∞−→ 0 e ‖uk‖Xεk

= 1, admite uma

subsequência E-convergente para um elemento u0 ∈W (µ0,−Ā0).
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Teorema 3.2.5. Seja θ ∈ (0, 1
2). Então existem constantes α < 0 e C > 0 tais que

‖e−Āε t− e−Ā0t‖
L (L2

Ω0
X

1
2

ε )
≤Ceα(1−2θ)t(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

θ t−
1
2−θ , t ≥ 0.

3.3 Continuidade das variedades instáveis

Nesta seção, veremos que a variedade instável W u
ε para uε

∗ ∈ Eε é dada localmente como o

gráfico de uma função Lipschitz e que quando o parâmetro ε tende a zero, W u
ε se "aproxima"da

variedade W u
0 , u0

∗ ∈ E0. Além disso, tais variedades possuem atração exponencial uniforme

em ε . Este resultado, juntamente com o Teorema 2.5.4, será fundamental para obtermos a

continuidade na métrica de Hausdorff para os atratores dos semigrupos associados ao problema

(2.5).

Denotamos σ+
ε = {µ ∈ σ(−Āε) ; Re(µ) > 0}, ε ∈ [0,ε0]. Para µ0 ∈ σ

+
0 consideramos a

projeção espectral Q̄+
0 (σ

+
0 ), associada a σ

+
0 ,

Q̄+
0 (σ

+
0 ) =

1
2πi

∫
Γ+
(z+ Ā0)

−1dz,

onde Γ+ é uma curva em {µ ∈ ρ(−Ā) ; Re(µ)> 0}, que envolve σ
+
0 . Do Teorema 3.2.3, existe

εΓ+ tal que Γ+ ⊂ ρ(−Āε), para ε ∈ (0,εΓ+]. Assim, podemos considerar a projeção espectral

Q̄+
ε (σ

+
ε ) associada a σ+

ε ,

Q̄+
ε (σ

+
ε ) =

1
2πi

∫
Γ+
(z+ Āε)

−1dz

e o auto-espaço generalizado associado a σ+
ε dado por W+

ε = W+
ε (σ+

ε ,−Āε) = R(Q̄ε(σ
+
ε )).

Denotamos −Ā+
ε e −Ā−ε as restrições de −Āε a W+

ε e ao espaço W−ε = R(I− Q̄+
ε (σ

+
ε )), respec-

tivamente. Denotamos, Q̄+
ε (σ

+
ε ) = Q̄+

ε .

Teorema 3.3.1. São válidas as seguintes afirmações:

(i) Existe ε̃ > 0 tal que dimW+
ε = dimW+

0 , para todo ε ∈ (0, ε̃].

(ii) Se (εk)k∈N ⊂ (0,ε0] é uma sequência convergindo para zero, (uεk)k∈N é uma sequência

com uεk ∈W+
εk

, para todo k ∈ N, e ‖uεk‖L2 = 1, então (uεk)k∈N admite uma subsequência

que converge para um elemento de W+
0 .

(iii) Para todo u0 ∈W+
0 , existe uma família {uε}ε com uε ∈W+

ε , tal que uε E−→ u0.
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(iv) Existem β > 0 e εβ > 0 tais que σ(−Ā+
ε )∩{µ ∈C ; |Reµ|> β}= /0, para todo ε ∈ (0,εβ ].

(v) Existem φβ ∈ (0, π

2 ), ωβ > 0 e εβ > 0 tais que Σ−ωβ ,φβ
⊂ ρ(−Ā−ε ), para todo ε ∈ (0,εβ ]

e existe Mβ ≥ 1, tal que

‖(µ + Ā−ε )
−1‖L (L2) ≤

Mβ

|µ−ωβ |
, ∀µ ∈ Σ−ωβ ,φβ

, ∀ε ∈ (0,εβ ].

Observamos que Q̄+
0 é uma projeção de posto finito e σ

+
0 = σ(−Ā0)∩{µ ∈C ; Reµ > 0}

consiste de um número finito (possivelmente zero) de autovalores com multiplicidade finita.

Além disso, conforme o Teorema 1.3.11, existem M ≥ 1 e β > 0 tais que

‖e−Ā0tQ̄+
0 ‖L (L2

Ω0
) ≤Meβ t , t ≤ 0;

‖e−Ā0t(I− Q̄+
0 )‖

L (L2
Ω0

,X
1
2

ε )
≤Me−β tt−

1
2 , t > 0.

Sejam uε
∗ ∈ Eε e u0

∗ ∈ E0, tais que uε
∗ converge para u0

∗ em X
1
2

ε . Então existe ε̃ > 0 tal que σ(−Āε)

não intercepta o eixo imaginário, para ε ∈ [0, ε̃], e ‖Ā−1
ε ‖ ≤ C, com C > 0 independente de

ε . Além disso, Q̄+
ε

CC−→ Q̄+
0 . Consequentemente, posto(Q̄+

ε ) =posto(Q̄+
0 ), para ε ∈ (0, ε̃], e a

família {σ+
ε }ε∈[0,ε̃] é semicontínua superior e inferiormente em ε = 0. Também são válidas as

estimativas

‖e−Āε tQ̄+
ε ‖L (L2) ≤Meβ t , t ≤ 0;

‖e−Āε t(I− Q̄+
ε )‖

L (L2,X
1
2

ε )
≤Me−β tt−

1
2 , t > 0,

para M,β > 0.

Seja uε
∗ ∈ Eε , reescrevemos o problema (2.5) como

wε
t + Āεwε = f (wε +uε

∗)− f (uε
∗)− f ′(uε

∗)w
ε

wε(0) = wε
0 ∈ X

1
2

ε ,

, (3.6)

onde Āε = (Aε − f ′(uε
∗)). Segundo a projeção Q̄+

ε decompomos X
1
2

ε = Q̄+
ε X

1
2

ε ⊕ (I− Q̄+
ε )X

1
2

ε e

escrevemos a solução de (3.6) como wε = vε + zε , com vε = Q̄+
ε wε e zε = (I− Q̄+

ε )w
ε . Desde

que Q̄+
ε e I− Q̄+

ε comutam com Āε , obtemos

vε
t + Ā+

ε vε = Q̄+
ε [ f (v

ε + zε +uε
∗)− f (uε

∗)− f ′(uε
∗)(v

ε + zε)],
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e

zε
t + Ā−ε zε = (I− Q̄+

ε )[ f (v
ε + zε +uε

∗)− f (uε
∗)− f ′(uε

∗)(v
ε + zε)].

Definimos

Hε(vε ,zε) = Q̄+
ε [ f (v

ε + zε +uε
∗)− f (uε

∗)− f ′(uε
∗)(v

ε + zε)], (3.7)

e

Gε(vε ,zε) = (I− Q̄+
ε )[ f (v

ε + zε +uε
∗)− f (uε

∗)− f ′(uε
∗)(v

ε + zε)]. (3.8)

Temos Hε(0,0) = Gε(0,0), Hε e Gε são continuamente diferenciáveis e
∂Hε

∂v
(0,0) = 0 =

∂Gε

∂v
(0,0). Sendo as projeções Q̄+

ε uniformemente limitadas, segue que, dado ρ > 0, existem

ε̃ > 0 e δ > 0 tais que, se ‖vε‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+‖zε‖
X

1
2

ε

< δ e ε ∈ [0, ε̃], então

‖Hε(vε ,zε)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤ ρ,

‖Gε(vε ,zε)‖
X

1
2

ε

≤ ρ,

‖Hε(vε ,zε)−Hε(ṽε , z̃ε)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤ ρ(‖vε − ṽε‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+‖zε − z̃ε‖
X

1
2

ε

),

‖Gε(vε ,zε)−Gε(ṽε , z̃ε)‖
X

1
2

ε

≤ ρ(‖vε − ṽε‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+‖zε − z̃ε‖
X

1
2

ε

).

Podemos estender Hε e Gε fora de B
X

1
2

ε

(uε
∗,δ ) de forma que as estimativas acima permaneçam

válidas1 para quaisquer vε ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε e zε ∈ (I− Q̄+
ε )X

1
2

ε . Podemos então reescrever (3.6) como

o sistema acoplado vε
t + Ā+

ε vε = Hε(vε ,zε)

zε
t + Ā−ε zε = Gε(vε ,zε),

(3.9)

onde, para apropriadas constantes β ,M > 0 independentes de ε , temos

‖e−Ā−ε tzε‖
X

1
2

ε

≤Me−β t‖zε‖
X

1
2

ε

, t ≥ 0;

‖e−Ā−ε tzε‖
X

1
2

ε

≤M1t−
1
2 e−β t‖zε‖

X
1
2

ε

, t > 0;

‖e−Ā+
ε tvε‖

Q̄+
ε X

1
2

ε

≤Meβ t‖vε‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

, t ≤ 0.

Teorema 3.3.2. Sejam u0
∗ ∈ E0 e uε

∗ ∈ Eε a única solução de equilíbrio de (2.5) tal que, para

algum δ > 0, ‖uε
∗− u0

∗‖
X

1
2

ε

< δ , para todo ε ∈ (0,ε0]. Dados D > 0, ∆ > 0 e υ ∈ (0,1), seja

ρ0 > 0 de forma que, para todo ρ ∈ (0,ρ0], sejam válidas as seguintes estimativas :

1O procedimento para estender Hε e Gε e obter Q̄+
ε explicitamente pode ser encontrado em [15].
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• ρMβ−
1
2 Γ(1

2)≤ D;

• ρM2(1+∆)(β

2 )
− 1

2 Γ(1
2)≤ ∆;

• β

2 ≤ 2β −ρM(1+∆)≤ 2β ;

• ρMβ−
1
2 Γ(1

2)
[
1+ ρM(1+∆)β−

1
2

(2β−ρM(1+∆))
1
2

]
≤ υ ;

• γ := β −
[
ρM+ ρ2M2(1+∆)(1+M)

2β−ρM(1+∆)

]
> 0;

• ρMβ−
1
2 Γ(1

2)+
[
ρ2M2β−1(1+∆)(2β −ρM(1+∆))−

1
2 Γ(1

2)
]
≤ 1

2 .

Para a escolha de ρ acima, sejam Hε e Gε dadas por (3.7) e (3.8). Então existe sε
∗ : Q̄+

ε X
1
2

ε →

(I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) satisfazendo:

• |||sε
∗||| := sup

v∈Q̄+
ε X

1
2

ε

‖sε
∗(v)‖

X
1
2

ε

≤ D;

• ‖sε
∗(v)− sε

∗(ṽ)‖
X

1
2

ε

≤ ∆‖v− ṽ‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

, v, ṽ ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε ,

e a variedade instável de uε
∗ é dada localmente como o gráfico de sε

∗, isto é,

W u
ε (u

ε
∗) = {(vε ,zε) ∈ Q̄+

ε X
1
2

ε ⊕ (I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) ; zε = sε
∗(v

ε)}.

Além disso, para qualquer R > 0, se B = B(0,R)⊂ Q̄+
ε X

1
2

ε , temos

sup
v∈B
‖s0
∗(v)− sε

∗(v)‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0,

e existe uma constante K > 0 independente de ε tal que

‖zε(t)− sε
∗(v

ε(t))‖
X

1
2

ε

≤ Ke−γ(t−t0), t ≥ t0.

Demonstração. (Primeiro passo) Existência de sε
∗.

Sejam sε : Q̄+
ε X

1
2

ε → (I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) uma aplicação contínua satisfazendo

|||sε ||| ≤ D, ‖sε
∗(v)− sε

∗(ṽ)‖
X

1
2

ε

≤ ∆‖v− ṽ‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

,∀v, ṽ ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε
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e vε(t) = vε(t,τ,η ,sε) uma solução de

vε
t + Ā+

ε vε = Hε(vε ,sε(vε)), t < τ

vε(τ) = η .

Consideramos o conjunto

Σ =
{

s : Q̄+
ε X

1
2

ε → (I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) ; |||s||| ≤ D e ‖s(v)− s(ṽ)‖
X

1
2

ε

≤ ∆‖v− ṽ‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

}
.

(Σ, ||| · |||) é um espaço de Banach. Definimos Φ : Σ→ Σ por

Φ(sε)(·) =
∫

τ

−∞

e−Ā−ε (τ−r)Gε(vε(r),sε(vε(r)))dr.

Assim,

‖Φ(sε)(·)‖
X

1
2

ε

≤
∫

τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)Gε(vε(r),sε(vε(r)))‖
X

1
2

ε

dr

≤M
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)‖Gε(vε(r),sε(vε(r)))‖

X
1
2

ε

dr

≤ ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r) dr

≤ ρM
∫

∞

0
u−

1
2 e−βu du

≤ ρMβ
− 1

2 Γ

(1
2

)
≤ D.

Suponhamos agora que sε , s̃ε ∈ Σ e η , η̃ ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε , e consideramos vε(t) = vε(t,τ,η ,sε) e

ṽε(t) = ṽε(t,τ, η̃ , s̃ε). Então

vε(t)− ṽε(t) = e−Ā+
ε (t−τ)(η− η̃)

+
∫ t

τ

e−Ā+
ε (t−r)[Hε(vε(r),sε(vε(r)))−Hε(ṽε(r),sε(ṽε(r)))]dr.

Logo,
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‖vε(t)− ṽε(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤Meβ (t−τ)‖η− η̃‖

+M
∫

τ

t
eβ (t−r)‖Hε(vε(r),sε(vε(r)))−Hε(ṽε(r),sε(ṽε(r)))‖dr

≤Meβ (t−τ)‖η− η̃‖

+ρM
∫

τ

t
eβ (t−r)[‖vε(r)− ṽε(r)‖−‖sε(vε(r))− s̃ε(ṽε(r))‖]dr

≤Meβ (t−τ)‖η− η̃‖

+ρM
∫

τ

t
eβ (t−r)[(1+∆)‖vε(r)− ṽε(r)‖+‖sε(vε(r))− s̃ε(ṽε(r))‖]dr

≤Meβ (t−τ)‖η− η̃‖

+ρM(1+∆)
∫

τ

t
eβ (t−r)‖vε(r)− ṽε(r)‖dr

+ρM|||sε − s̃ε |||
∫

τ

t
eβ (t−r) dr.

Denotando ϕ(t) = e−β (t−τ)‖vε(t)− ṽε(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

, temos

ϕ(t)≤M‖η− η̃‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+ρM|||sε − s̃ε |||
∫

τ

t
eβ (τ−r) dr+ρM(1+∆)

∫
τ

t
ϕ(r)dr.

Utilizando o Corolário da Desigualdade de Gronwall2, obtemos

ϕ(t)≤
[
M‖η− η̃‖

Q̄+
ε X

1
2

ε

+ρM|||sε − s̃ε |||
∫

τ

t
eβ (τ−r) dr

]
e

ρM(1+∆)

∫
τ

t
dr

.

Assim,

‖vε(t)− ṽε(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤M‖η− η̃‖eβ (t−τ)eρM(1+∆)(τ−t)

+ρM|||sε − s̃ε |||
∫

τ

t
eβ (t−r) dr eβ (t−τ)eρM(1+∆)(τ−t)

≤M‖η− η̃‖e[ρM(1+∆)−β ](τ−t)

+ρMβ
−1|||sε − s̃ε |||(1− eβ (t−τ))e[ρM(1+∆)−β ](τ−t)

≤
[
M‖η− η̃‖+ρMβ

−1|||sε − s̃ε |||
]
e[ρM(1+∆)−β ](τ−t),

2Sejam α,ϕ,β : [a,b] → R contínuas tais que α ′,β ≥ 0 e ϕ(t) ≤ α(t) +
∫ t

a β (s)ϕ(s)ds, então ϕ(t) ≤
α(t)e

∫ t
a β (r)dr.
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e

‖Φ(sε)(η)−Φ(s̃ε)(η̃)‖
X

1
2

ε

≤
∫

τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)[Gε(vε(r),sε(vε(r)))−Gε(ṽε(r),sε(ṽε(r)))]‖dr

≤M
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)‖Gε(vε(r),sε(vε(r)))−Gε(ṽε(r),sε(ṽε(r)))‖dr

≤ ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)[(1+∆)‖vε(r)− ṽε(r)‖+ |||sε − s̃ε |||]dr

≤ ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)(1+∆)‖vε(r)− ṽε(r)‖dr

+ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)|||sε − s̃ε |||dr

≤ ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)(1+∆)[

M‖η− η̃‖+ρMβ
−1|||sε − s̃ε |||

]
e[ρM(1+∆)−β ](τ−r) dr

+ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)|||sε − s̃ε |||dr

= ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)(1+∆)M‖η− η̃‖e[ρM(1+∆)−β ](τ−r) dr

+ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)(1+∆)ρMβ

−1|||sε − s̃ε |||e[ρM(1+∆)−β ](τ−r) dr

+ρM
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)|||sε − s̃ε |||dr

= ρM2(1+∆)‖η− η̃‖
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)+[ρM(1+∆)−β ](τ−r) dr

+ρ
2M2

β
−1(1+∆)|||sε − s̃ε |||

∫
τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r)+[ρM(1+∆)−β ](τ−r) dr

+ρM|||sε − s̃ε |||
∫

τ

−∞

(τ− r)−
1
2 e−β (τ−r) dr

= ρM2(1+∆)‖η− η̃‖(2β −ρM(1+∆))−
1
2 Γ

(1
2

)
+ρ

2M2
β
−1(1+∆)|||sε − s̃ε |||(2β −ρM(1+∆))−

1
2 Γ

(1
2

)
+ρM|||sε − s̃ε |||β−

1
2 Γ

(1
2

)
≤ ρMβ

− 1
2 Γ

(1
2

)[
1+

ρM(1+∆)β−
1
2

(2β −ρM(1+∆))
1
2

]
︸ ︷︷ ︸

≤υ

|||sε − s̃ε |||

+ρM2(1+∆)
(

β

2

)− 1
2
Γ

(1
2

)
︸ ︷︷ ︸

≤∆

‖η− η̃‖.
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Logo,

‖Φ(sε)(η)−Φ(s̃ε)(η̃)‖
X

1
2

ε

≤ ∆‖η− η̃‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+υ |||sε − s̃ε |||.

Portanto Φ é uma contração em Σ e, consequentemente, existe uma única sε
∗ : Q̄+

ε X
1
2

ε → (I−

Q̄+
ε )X

1
2

ε satisfazendo as condições do enunciado.

(Segundo passo) W u
ε (u

ε
∗) = {(vε ,zε) ∈ Q̄+

ε X
1
2

ε × (I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) ; zε = sε
∗(v

ε)}.

Seja (v̄ε , z̄ε) ∈ {(vε ,zε) ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε × (I− Q̄+
ε X

1
2

ε ) ; zε = sε
∗(v

ε)}, isto é, z̄ε = sε
∗(v̄

ε). Deno-

temos por vε
s∗(t) a solução de

vε
t + Ā+

ε vε = Hε(vε ,sε
∗(v

ε)), t < τ

vε(0) = v̄ε .

Assim, {(vε
s∗(t),s

ε
∗(v

ε
s∗(t))}t∈R define uma curva em {(vε ,zε) ; zε = sε

∗(v
ε)}. Mas a única solu-

ção da equação zε
t + Ā−ε zε = Gε(vε

s∗(t),s
ε
∗(v

ε
s∗(t))) que permanece limitada quando t →−∞ é

dada por

zε
s∗ =

∫ t

−∞

e−Ā−ε (t−r)Gε(vε
s∗(t),s

ε
∗(v

ε
s∗(t)))dr = sε

∗(v
ε
s∗(t)).

Portanto (vε
s∗(t),s

ε
∗(v

ε
s∗(t)) é uma solução do sistema acoplado (3.9) passando por (v̄ε , z̄ε), o que

mostra a invariância, ou seja, (v̄ε , z̄ε) ∈W u
ε (u

ε
∗). Por outro lado, seja (vε ,zε) ∈ Q̄+

ε X
1
2

ε × (I−

Q̄+
ε X

1
2

ε ) uma solução global de (3.6) que está em W u
ε (u

ε
∗). Definimos ξ ε(t) = zε − sε

∗(v
ε(t)) e

consideramos yε(r, t),r ≤ t, a solução de

yε
t + Ā+

ε yε = Hε(yε ,sε
∗(y

ε)), t < τ

yε(t, t) = vε(t).

Assim,

‖yε(r, t)−vε(r)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

=
∥∥∥∫ r

t
e−Ā+

ε (r−θ)[Hε(yε(θ , t),sε
∗(y

ε(θ , t)))−Hε(vε(θ),zε(θ))]dθ

∥∥∥
≤ ρM

∫ t

r
eβ (r−θ)[(1+∆)‖yε(θ , t)− vε(θ)‖+‖sε

∗(v
ε(θ))− zε(θ)‖]dr

≤ ρM
∫ t

r
eβ (r−θ)[(1+∆)‖yε(θ , t)− vε(θ)‖+‖ξ ε(θ)‖]dr
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Denotando ϕε(r) = e−β r‖yε(r, t)− vε(r)‖
X

1
2

ε

, temos

ϕ
ε(r)≤ ρM(1+∆)

∫ t

r
ϕ(θ)dθ +ρM

∫ t

r
e−βθ‖ξ ε(θ)‖

X
1
2

ε

dθ , r ≤ t.

Utilizando a Desigualdade de Gronwall, obtemos

ϕ
ε(r)≤ ρM

∫ t

r
e−βθ‖ξ ε(θ)‖

X
1
2

ε

dθ eρM(1+∆)(θ−r)

e

‖yε(r, t)− vε(r)‖
X

1
2

ε

≤ ρM
∫ t

r
e−(β−ρM(1+∆))(θ−r)‖ξ ε(θ)‖

X
1
2

ε

dθ r ≤ t.

Seja agora t0 ∈ [r, t]. Então

‖yε(r, t)− yε(r, t0)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

= ‖e−Ā+
ε (r−t0)[y(t0, t)− vε(t0)]‖

+
∥∥∥∫ r

t0
e−Ā+

ε (r−θ)[Hε(yε(θ , t),sε
∗(y

ε(θ , t)))−Hε(yε(θ , t0),sε
∗(y

ε(θ , t0)))]dθ

∥∥∥
≤ ρM2eβ (r−t0)

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆))(θ−t0)‖ξ ε(θ)‖dθ

+ρM
∫ t0

r
eβ (r−θ)(1+∆)‖yε(θ , t)− yε(θ , t0)‖dθ .

Usando novamente a Desigualdade de Gronwall, obtemos

‖yε(r, t)− yε(r, t0)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤ ρM2
∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆))(θ−r)‖ξ ε(θ)‖

X
1
2

ε

dθ .

Vamos agora estimar ξ ε(t),
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ξ
ε(t)−e−Ā−ε (t−t0)ξ ε(t0) = zε(t)− sε

∗(v
ε(t))− e−Ā−ε (t−t0)[zε(t0)− sε

∗(v
ε(t0))]

=
∫ t

t0
e−Ā−ε (t−r)Gε(vε(r),zε(r))dr− sε

∗(v
ε(t))+ e−Ā−ε (t−t0)sε

∗(v
ε(t0))

=
∫ t

t0
e−Ā−ε (t−r)Gε(vε(r),zε(r))dr−

∫ t

−∞

e−Ā−ε (t−r)Gε(yε(r, t),sε
∗(y

ε(r, t)))dr

+ e−Ā−ε (t−t0)
∫ t0

−∞

e−Ā−ε (t0−r)Gε(yε(r, t0),sε
∗(y

ε(r, t0)))dr

=
∫ t

t0
e−Ā−ε (t−r)[Gε(vε(r),zε(r))−Gε(yε(r, t),sε

∗(y
ε(r, t)))]dr

−
∫ t0

−∞

e−Ā−ε (t−r)[Gε(yε(r, t),sε
∗(y

ε(r, t)))−Gε(yε(r, t0),sε
∗(y

ε(r, t0)))]dr.

Assim,

‖ξ ε(t)− e−Ā−ε (t−t0)ξ ε(t0)‖
X

1
2

ε

≤ ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)[‖vε(r)− yε(r, t)‖+‖zε(r)− sε

∗(y
ε(r, t))‖]dr

+ρM(1+∆)
∫ t0

−∞

e−β (t−s)‖yε(r, t)− yε(r, t0)‖dr

≤ ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)‖ξ ε(r)‖dr+ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−β (t−r)‖vε(r)− yε(r, t)‖dr

+ρM(1+∆)
∫ t0

−∞

e−β (t−r)‖yε(r, t)− yε(r, t0)‖dr

≤ ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)‖ξ ε(r)‖dr

+ρ
2M2(1+∆)

∫ t

t0
e−β (t−r)

∫ t

r
e−(β−ρM(1+∆))(θ−r)‖ξ ε(θ)‖dθdr

+ρ
2M3(1+∆)

∫ t

−∞

e−β (t−r)
∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆))(θ−r)‖ξ ε(θ)‖dθdr

≤ ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)‖ξ ε(r)‖dr

+ρ
2M2(1+∆)e−β t

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆)θ‖ξ ε(θ)‖

∫
θ

−∞

e(2β−ρM(1+∆))r drdθ

+ρ
2M3(1+∆)e−β t

∫ t

t0
e−(β (−ρM(1+∆))θ‖ξ ε(θ)‖

∫ t0

−∞

e(2β−ρM(1+∆))r drdθ ,
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de onde obtemos

‖ξ ε(t)− e−Ā−ε (t−t0)ξ ε(t0)‖
X

1
2

ε

≤ ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)‖ξ ε(r)‖dr

+
ρ2M2(1+∆)e−β t

2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆)θ‖ξ ε(θ)‖e(2β−ρM(1+∆)θ dθ

+
ρ2M3(1+∆)e−β t

2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆)θ‖ξ ε(θ)‖e(2β−ρM(1+∆)t0 dθ

= ρM
∫ t

t0
e−β (t−r)‖ξ ε(r)‖dr+

ρ2M2(1+∆)t
2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−β (t−θ)‖ξ ε(θ)‖dθ

+
ρ2M3(1+∆)e−β (t−t0)

2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆)(θ−t0)‖ξ ε(θ)‖dθ

=
[
ρM− ρ2M2(1+∆)t

2β −ρM(1+∆)

]∫ t

t0
e−β (t−θ)‖ξ ε(θ)‖dθ

+
ρ2M3(1+∆)e−β (t−t0)

2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−(β−ρM(1+∆)(θ−t0)‖ξ ε(θ)‖dθ ,

e, portanto

eβ (t−t0)‖ξ ε(t)‖ ≤M‖ξ ε(t0)‖+
[
ρM+

ρ2M2(1+∆)

2β −ρM(1+∆)

]∫ t

t0
eβ (r−t0)‖ξ ε(r)‖dr

+
ρ2M3(1+∆)

2β −ρM(1+∆)

∫ t

t0
e−(2β−ρM(1+∆)(θ−t0)eβ (t−t0)‖ξ ε(θ)‖dθ

≤M‖ξ ε(t0)‖+
[
ρM+

ρ2M2(1+∆)(1+M)

2β −ρM(1+∆)

]∫ t

t0
eβ (r−t0)‖ξ ε(r)‖dr.

Pela Desigualdade de Gronwall, temos

‖ξ ε(t)‖
X

1
2

ε

≤M‖ξ ε(t0)‖
X

1
2

ε

e−γ(t−t0),

logo

‖zε(t)− sε
∗(v

ε(t))‖
X

1
2

ε

= ‖ξ ε(t)‖
X

1
2

ε

≤M‖ξ ε(t0)‖
X

1
2

ε

e−γ(t−t0).

Portanto zε(t) = sε
∗(v

ε(t)), para todo t ∈ R, ou seja,

W u
ε (u

ε
∗) = {(vε ,zε) ; zε(t) = sε

∗(v
ε(t))}.

Além disso, para cada vizinhança B(uε
∗,δ ) de uε

∗, se uε ∈ B(uε
∗,δ ), então existem γ,K > 0
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independentes de ε , tais que

dist(Tε(t)uε ,W u(uε
∗))≤ Ke−γ(t−t0) (3.10)

durante o tempo em que a órbita Tε(t)uε permanece em B(uε
∗,δ ).

(Terceiro passo) sup
v∈B
‖s0
∗(v)− sε

∗(v)‖
X

1
2

ε

ε→0−→ 0, onde B = B(0,R)⊂ Q̄+
ε X

1
2

ε .

De fato, a aplicação v0 7→G0(v0,s0
∗(v

0)) é contínua, de modo que leva subconjuntos limi-

tados de Q̄+
ε X

1
2

ε em subconjunto relativamente compactos de L2
Ω0

. Portanto,

‖s∗(η)ε − s0
∗(η)‖ ≤

∫
τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)Gε(vε ,sε
∗(v

ε))− e−Ā−0 (τ−r)G0(v0,s0
∗(v

0))‖dr

≤
∫

τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)Gε(vε ,sε
∗(v

ε))− e−Ā−ε (τ−r)Gε(v0,s0
∗(v

0))‖dr

+
∫

τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)Gε(v0,s0
∗(v

0))− e−Ā−ε (τ−r)G0(v0,s0
∗(v

0))‖dr

+
∫

τ

−∞

‖e−Ā−ε (τ−r)G0(v0,s0
∗(v

0))− e−Ā−0 (τ−r)G0(v0,s0
∗(v

0))‖dr.

Denotando as três últimas integrais por I1, I2 e I3, respectivamente, temos

I1 ≤
∫

τ

−∞

Me−β (τ−r)(τ− r)−
1
2 ρ[(1+∆)‖vε − v0‖+ |||sε

∗− s0
∗|||]dr

≤ ρM(1+∆)
∫

τ

−∞

e−β (τ−r)(τ− r)−
1
2‖vε − v0‖dr

+ρM|||sε
∗− s0

∗|||
∫

τ

−∞

e−β (τ−r)(τ− r)−
1
2 dr

= ρM(1+∆)
∫

τ

−∞

e−β (τ−r)(τ− r)−
1
2‖vε − v0‖dr+ρMβ

− 1
2 Γ

(1
2

)
|||sε
∗− s0

∗|||.

Como Gε

ε→0−→ G0 pontualmente sobre compactos, temos que Gε

ε→0−→ G0 uniformemente e por-

tanto I2 é o(1) quando ε → 0. Ainda, como G0(v0,s0
∗(v

0)) está em subconjunto compacto de

L2
Ω0

, garantimos, como na Observação 2.5.3, que I3 também é o(1) quando ε → 0. Logo,

‖s∗(η)ε − s0
∗(η)‖

X
1
2

ε

≤ o(1)+ρMβ
− 1

2 Γ

(1
2

)
|||sε
∗− s0

∗|||

+ρM(1+∆)
∫

τ

−∞

e−β (τ−r)(τ− r)−
1
2‖vε − v0‖

Q̄+
ε X

1
2

ε

dr.
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Mas,

‖vε(t)− v0(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤ ‖e−Ā+
ε (t−τ)

η− e−Ā+
0 (t−τ)

η‖

+
∫

τ

t
‖e−Ā+

ε (t−r)Hε(vε ,sε
∗(v

ε))− e−Ā+
ε (t−r)Hε(v0,s0

∗(v
0))‖dr

+
∫

τ

t
‖e−Ā+

ε (t−r)Hε(v0,s0
∗(v

0))− e−Ā+
ε (t−r)H0(v0,s0

∗(v
0))‖dr

+
∫

τ

t
‖e−Ā+

ε (t−r)H0(v0,s0
∗(v

0))− e−Ā+
0 (t−r)H0(v0,s0

∗(v
0))‖dr

≤C3‖pε − p0‖2θ
L∞ +ρM

∫
τ

t
eβ (t−r) dr|||sε

∗− s0
∗|||

+ρM(1+∆)
∫

τ

t
eβ (t−r)‖vε − v0‖dr.

Seja ϕ(t) = eβ (τ−t)‖vε(t)− v0(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

. Então

ϕ(t)≤ o(1)+ρM
∫

τ

t
eβ (τ−r) dr|||sε

∗− s0
∗|||+ρM(1+∆)

∫
τ

t
ϕ(r)dr,

e, pela Desigualdade de Gronwall, segue que

‖vε(t)− v0(t)‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

≤ [o(1)+ρMβ
−1|||sε

∗− s0
∗|||]e[ρM(1+∆)−β ](τ−t),

e

‖sε
∗(η)− s0

∗(η)‖ ≤ o(1)+ρMβ
− 1

2 Γ

(1
2

)
|||sε
∗− s0

∗|||

+ρM(1+∆)
∫

τ

−∞

e[−2β+ρM(1+∆)](τ−r)(τ− r)−
1
2 dr[o(1)+ρMβ

−1|||sε
∗− s0

∗|||]

≤ o(1)+ρMβ
− 1

2 Γ

(1
2

)
|||sε
∗− s0

∗|||

+[ρM(1+∆)(2β −ρM(1+∆))−
1
2 Γ

(1
2

)
ρMβ

−1]|||sε
∗− s0

∗||.

Portanto,

|||sε
∗− s0

∗||| ≤ o(1)

+
[
ρMβ

− 1
2 Γ

(1
2

)
+
(

ρ
2M2

β
−1(1+∆)(2β −ρM(1+∆))−

1
2 Γ

(1
2

))]
|||sε
∗− s0

∗|||,
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e

|||sε
∗− s0

∗|||
ε→0−→ 0.

Definição 3.3.3. Seja uε
∗ ∈ Eε para ε ∈ [0,ε0]. Definimos a variedade instável local de uε

∗ por

W u
ε,loc(u

ε
∗)

= {(vε ,zε) ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε ⊕ (I− Q̄+
ε )X

1
2

ε ; (vε ,zε) ∈W u
ε (u

ε
∗), ‖vε‖

Q̄+
ε X

1
2

ε

+‖zε‖
X

1
2

ε

≤ δ},

para algum δ > 0.

Figura 3.1: Variedade local

Corolário 3.3.4. Existe δ > 0 tal que

W u
ε,loc(u

ε
∗) = {(vε ,sε

∗(v
ε)) ; vε ∈ Q̄+

ε X
1
2

ε }

∩{(vε ,zε) ∈ Q̄+
ε X

1
2

ε ⊕ (I− Q̄+
ε )X

1
2

ε ; ‖vε‖
Q̄+

ε X
1
2

ε

+‖zε‖
X

1
2

ε

≤ δ}.

Corolário 3.3.5. Suponha que E0 = {u0,1
∗ , ...,u0,k

∗ }. Então existe ε̃ > 0 tal que para ε ∈ [0, ε̃],

Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ }, ε ∈ [0, ε̃], e suas variedades instáveis locais W u
ε,loc(u

ε,i
∗ ), se comportam

continuamente quando ε → 0.
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3.4 Continuidade dos atratores e taxa de atração

Na Seção 2.2 mostramos que os semigrupos não lineares Tε(t) possuem estrutura gradi-

ente para todo ε ∈ [0,ε0]. Sendo assim, segue da Seção 1.4 que os respectivos atratores são

dados por Aε =
k⋃

i=1

W u
ε (u

ε,i
∗ ). No que segue mostraremos a continuidade em ε = 0 da família

{Aε}ε∈[0,ε0].

Como observado em [8], quando lidamos com alguns problemas que são perturbações

singulares (por exemplo, (2.1) é uma pertubação singular de (2.2)) é algumas vezes necessário

não assumir a continuidade do semigrupo no tempo inicial t = 0. Ao invés disso, assumimos

que o semigrupo torna-se contínuo depois de certo tempo T > 0, o qual pode ser visto como um

tempo no qual o semigrupo se regulariza. É com isto em mente que partimos para o próximo

resultado.

Teorema 3.4.1. Para cada ε ∈ [0,ε0] o semigrupo {Tε(t) ; t ≥ 0} é exponencialmente limitado

dissipativo, ou seja, seu atrator global Aε atrai subconjuntos limitados de X
1
2

ε exponencialmente.

Além disso, existem γ > 0 e K > 0 tais que para todo B⊂ X
1
2

ε limitado,

distH(Tε(t)B,Aε)≤ Ke−γt , ε ∈ (0,ε0] e distH(T0(t)PB,A0)≤ Ke−γ
t
2 , t > 0, (3.11)

onde K e γ independem de ε e P é como na Definição 2.4.3.

Demonstração. Afirmamos que para cada ε ∈ [0,ε0], {Tε(t) ; t ≥ 0}, satisfaz as hipóteses do

Teorema 1.5.10. De fato, {Tε(t) ; t ≥ 0} possui estrutura gradiente e o conjunto dos pontos de

equilíbrio são constituídos de um número finito de pontos hiperbólicos. Para a condição de

Lipschitz temos

Tε(t)uε = e−Aε tuε +
∫ t

0
e−Aε (t−s) f (Tε(s)uε)ds, ε ∈ [0,ε0],

e

‖e−Aε t‖
L (L2(Ω),X

1
2

ε )
≤Mt−

1
2 e−λ t , ε ∈ (0,ε0]; (3.12)

‖e−A0t‖
L (L2

Ω0
(Ω),X

1
2

ε )
≤Mt−

1
2 e−λ t , (3.13)

onde M é uma constante positiva independente de ε . Assim, para w1 =w1(ε),w2 =w2(ε)∈X
1
2

ε ,
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ε ∈ [0,ε0],

‖Tε(t)w1−Tε(t)w2‖
X

1
2

ε

≤ ‖e−Aε t(w1−w2)‖
X

1
2

ε

+
∫ t

0
‖e−Aε (t−s)[( f (Tε(s)w1)− f (Tε(s)w2))]‖

X
1
2

ε

ds

e

‖e−Aε t(w1−w2)‖
X

1
2

ε

≤Mt−
1
2 e−λ t‖w1−w2‖

X
1
2

ε

.

Denotando L f a constante de Lipschitz de f , temos

∫ t

0
‖e−Aε (t−s)( f (Tε(s)w1− f (Tε(s)w2)‖

X
1
2

ε

ds

≤
∫ t

0
Me−λ (t−s)(t− s)−

1
2‖ f (Tε(s)w1)− f (Tε(s)w2)‖

X
1
2

ε

ds

≤ML f

∫ t

0
e−λ (t−s)(t− s)−

1
2‖Tε(s)w1−Tε(s)w2‖

X
1
2

ε

ds,

resultando

‖Tε(t)w1−Tε(t)w2‖
X

1
2

ε

≤Mt−
1
2 e−λ t‖w1−w2‖

X
1
2

ε

+ML f

∫ t

0
e−λ (t−s)(t− s)−

1
2‖Tε(s)w1−Tε(s)w2‖

X
1
2

ε

ds.

Denotando ϕ(t) = ‖Tε(t)w1−Tε(t)w2‖
X

1
2

ε

eλ t , obtemos

ϕ(t)≤Mt−
1
2‖w1−w2‖

X
1
2

ε

+ML f

∫ t

0
(t− s)−

1
2 ϕ(s)ds,

que pela desigualdade de Gronwall, resulta

‖Tε(t)w1−Tε(t)w2‖
X

1
2

ε

≤M1e−λ t‖w1−w2‖
X

1
2

ε

t−
1
2 .

No entanto, as estimativas (3.12) e (3.13) são válidas para todo ω ≤ λ , e então obtemos a

condição de Lipschitz

‖Tε(t)w1−Tε(t)w2‖
X

1
2

ε

≤CeLt‖w1−w2‖
X

1
2

ε

, t ≥ 1, (3.14)
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onde C e L são constantes positivas e ε ∈ [0,ε0]. Agora, de (3.10), temos que

dist(Tε(t)uε ,W u(uε
∗))≤Me−γ(t−t0), ε ∈ [0,ε0],

durante o tempo em que a órbita Tε(t)uε permanece em B(uε
∗,δ ). Portanto, segue do Teorema

1.5.9 que existem γ > 0 e K > 0 tais que

distH(Tε(t)B,Aε)≤ Ke−γt , ε ∈ (0,ε0], e distH(T0(t)B0,A0)≤ Ke−γt , t > 0 (3.15)

para todo B ⊂ X
1
2

ε limitado e B0 ⊂ X
1
2

0 limitado. Agora, tomando como referência a Seção 3.1

em [8], aplicaremos o Corolário 1.5.13 da seguinte forma: Sε(t) = Tε(t), ε ∈ (0,ε0] e definimos

S0(t) = T0(t)P, t > 0, e S0(0) = I.

Temos que S0(t) ∈L (X
1
2

ε ) é um semigrupo (singular em 0). De fato,

(i) S0(t + τ) = T0(t + τ)P = T0(t)T0(τ)P = T0(t)PT0(τ)P = S0(t)S0(τ), t,τ ≥ 0;

(ii) (t,u) ∈ (0,∞)×X
1
2

ε −→ S0(t)u ∈ X
1
2

ε é contínua, ∀u ∈ X
1
2

ε .

Note que S0(t)|
X

1
2

0

= T0(t), assim A0 é compacto, invariante por S0(t) e atrai exponencialmente

subconjuntos limitados de X
1
2

ε . De fato, seja B ⊂ X
1
2

ε limitado, então T0(t)PB, t > 0 é limitado

em X
1
2

0 , logo

distH(T0(t)T0(t)PB,A0)≤ Ke−γt ⇒ distH(T0(2t)PB,A0)≤ Ke−γt , t > 0,

ou ainda,

distH(T0(t)PB,A0)≤ Ke−γ
t
2 , t > 0. (3.16)

Logo S0(t) possui um atrator global A ′
0 contendo A0. Mas, qualquer conjunto de X

1
2

ε invariante

por S0(t) está contido em X
1
2

0 , pois, se E ⊂ X
1
2

ε é invariante por S0(t), então

E = S0(t)E = T0(t)PE ⊂ X
1
2

0 .

Assim, A ′
0 ⊂ X

1
2

0 e segue de (3.16) que

distH(A ′
0 ,A0) = distH(S0(t)A ′

0 ,A0)
t→∞−→ 0,
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Portanto A ′
0 = A0. Note também que

T0(t)Pu = u⇔ T0(t)u = u,

e assim ES0(t) = E0 = {u0,1
∗ , ...u0,k

∗ }. Consequentemente, S0(t) é gradiente-like pois, caso con-

trário, resultaria que T0(t) não é gradiente-like, o que contradiz o fato de T0(t) possuir estrutura

gradiente. Procedendo como em (3.14), obtemos que {S0(t) ; t > 0} satisfaz a condição de

Lipschitz

‖S0(t)w1−S0(t)w2‖
X

1
2

ε

≤CeLt‖w1−w2‖
X

1
2

ε

, t ≥ 1.

Segue do Corolário 1.5.13 que K e γ independem de ε .

Teorema 3.4.2. Para ε ∈ [0,ε0] e u ∈U =
⋃

ε∈[0,ε0]

Aε , existem constantes C̃ > 0 e θ ∈ (0, 1
2) tais

que

distH(Aε ,A0)+distH(A0,Aε)≤ C̃
[
[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ

] γ

γ+L
.

Demonstração. Segue do Teorema 3.4.1 que para todo subconjunto limitado B ⊂ X
1
2

ε existem

constantes γ,K > 0, independentes de ε , tais que

distH(Tε(t)B,Aε)≤ Ke−γ
t
2 , ε ∈ (0,ε0] t > 0;

e

distH(T0(t)PB,A0)≤ Ke−γ
t
2 , t > 0.

Pelo Teorema 2.5.4, existem constantes positivas C e L tais que para u ∈U ,

‖Tε(t)u−T0(t)Pu‖
X

1
2

ε

≤CeLt [(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε ]

2θ , t > 1.

Agora, dado δ > 0, se
1
γ

ln
1
δ
+

1
γ

lnK ≤ t
2
+1, então e−γ

t
2 ≤ δ

K
eγ , e

distH(Tε(t)U,Aε)≤ eγ
δ , ∀ε ∈ (0,ε0] e t ≥ 1;

distH(T0(t)PU,A0)≤ eγ
δ , t ≥ 1,
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e

distH(Tε(t)U,T0(t)PU) = sup
u∈U

inf
v∈U
‖Tε(t)u−T0(t)Pv‖

X
1
2

ε

≤ sup
u∈U
‖Tε(t)u−T0(t)Pu‖

X
1
2

ε

≤ sup
u∈U

[
CeLt [(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ

]
=CeLt l(ε);

distH(T0(t)PU,Tε(t)U) = sup
u∈U

inf
v∈U
‖T0(t)Pu−Tε(t)v‖

X
1
2

ε

≤ sup
u∈U
‖Tε(t)u−T0(t)Pu‖

X
1
2

ε

≤ sup
u∈U

[
CeLt [(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ

]
=CeLt l(ε),

onde l(ε) =C[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)
1
2 +Zε ]

2θ . Note que

Aε ⊂U ⇒Aε = Tε(t)Aε ⊂ Tε(t)U ;

A0 ⊂U ⇒A0 = T0(t)A0 = T0(t)PA0 ⊂ T0(t)PU,

uma vez que A0 ∈ X
1
2

0 ⊂ L2
Ω0

, PA0 = A0, resultando

distH(Aε ,Tε(t)U) = 0 = distH(A0,T0(t)PU).

Assim, se t ≥ 0 é tal que
1
γ

ln
1
δ
+

1
γ

lnK ∈ [
t
2
,

t
2
+1), então eLt ≤C1δ

− L
γ e

distH(Aε ,A0)≤ distH(Aε ,Tε(t)U)+distH(Tε(t)U,T0(t)PU)

+distH(T0(t)PU,A0)

≤CeLt l(ε)+ eγ
δ

≤C2δ
− L

γ l(ε)+ eγ
δ
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e

distH(A0,Aε)≤ distH(A0,T0(t)PU)+distH(T0(t)PU,Tε(t)U)

+distH(Tε(t)U,Aε)

≤CeLt l(ε)+ eγ
δ

≤C2δ
− L

γ l(ε)+ eγ
δ ,

de onde obtemos

distH(Aε ,A0)+distH(A0,Aε)≤ 2C2δ
− L

γ l(ε)+2eγ
δ . (3.17)

Minimizando o lado direito da expressão acima para δ > 0, encontramos

δ =C3

( L
γeγ

) γ

γ+L
l(ε)

γ

ρ+L .

Como o lado esquerdo em (3.17) independe de δ , temos

distH(Aε ,A0)+distH(A0,Aε)≤ 2C
[( L

γeγ

) −L
γ+L

+
(LeL

γ

) γ

γ+L
]
l(ε)

γ

γ+L

= C̃l(ε)
γ

γ+L ,

ou seja,

distH(Aε ,A0)+distH(A0,Aε)≤ C̃
[
[(‖pε − p0‖L∞(Ω1)+ Jε)

1
2 +Zε ]

2θ

] γ

γ+L
.
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Apêndice

A

Dimensão de Hausdorff e fractal de atratores

Em [5] os autores obtiveram uma estimativa para a dimensão fractal dos atratores para

sistemas dinâmicos gradiente-like e garantiram que sob certas condições os atratores podem ser

vistos como objetos de dimensão finita. De sorte, os resultados obtidos anteriormente colocam

os semigrupos {Tε(t) ; t ≥ 0}, ε ∈ [0,ε0] nas hipóteses do do Teorema A.0.8 abaixo. Mais

precisamente, é válido que cada Aε pode ser entendido como um objeto de dimensão finita.

Definição A.0.3. Sejam X um espaço métrico, β > 0, δ > 0 e A⊂ X . Denotamos

µ
(β )
δ

(A) = inf
{ ∞

∑
i=1

[diam(Bi)]
β ; A⊂

∞⋃
i=1

Bi, diam(Bi)< δ

}
,

convencionando inf /0 = ∞. Como µ
(β )
δ

(A) não decresce quando δ decresce, denotamos

µ
(β )(A) = lim

δ→0
µ
(β )
δ

(A).

Definimos a dimensão de Hausdorff de A⊂ X , por

dimH(A) = inf{β ; µ
(β )(A) = 0}= sup{β ; µ

(β )(A) = ∞}.

São válidas as seguintes propriedades;

(i) β ′ > β > 0.

µ
(β )(A)< ∞⇒ µ

(β ′)(A) = 0;

µ
(β ′)(A)> 0⇒ µ

(β )(A) = ∞.
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(ii) Para cada β > 0 e δ > 0, µ
(β )
δ

: P(X) −→ [0,∞] é uma medida exterior e µ(β ) é uma

medida exterior métrica, isto é,

A,B⊂ X , dist(A,B)> 0⇒ µ
(β )(A∪B) = µ

(β )(A)+µ
(β )(B).

(iii) Sejam {A j} j∈N uma sequência de subconjuntos de X e A =
∞⋃

j=1

A j. Então

dimH(A) = sup
j∈N

dimH(A j).

Seja {T (t) ; t ≥ 0} um semigrupo gradiente definido em X com conjunto de equilíbrio

E = {u1
∗, ...,u

k
∗}. Suponha que W u

loc(u
i
∗) é o gráfico de uma função Lipschitz com domínio QiX ,

onde Qi é uma projeção de posto finito, i = 1, ...,k. Temos (veja [9] página 94),

dimH(W u
loc(u

i
∗)) = posto(QiX), i = 1, ...,k.

Como A =
⋃

ui
∗∈E

W u(ui
∗), segue que

dimH(A ) = max
1≤i≤k

dimH(QiX)< ∞.

Definição A.0.4. Seja K um subespaço compacto de X . Seja N(r,K) o número mínimo neces-

sário de bolas de raio r pra cobrir K. Definimos a dimensão fractal de K por

dimF(K) = limsup
r→0

lnN(r,K)

ln(1/r)
.

Observação A.0.5. dimF(K) é o número mínimo tal que: ∀ε > 0, ∃δ > 0 com

N(r,K)≤ (1/r)dimF (K)+ε , 0 < r < δ .

São válidas as seguintes propriedades:

(i) dimH(K)≤ dimF(K).

(ii) Para K1,K2 compactos em X , temos dimF(K1 +K2)≤ dimF(K1)+dimF(K2).

(iii) Para K1,K2 compactos em X , tais que K1 ⊂ K2, temos dimF(K1)≤ dimF(K2).
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(iv) Se X é normado e dimF(K)< ∞, então dimF(K−K)≤ 2dimF(K).

(v) Seja h : X → X Lipschitz com K ⊂ h(K). Então dimF(h(K)) = dimF(K).

Definição A.0.6. Seja {T (t) ; t ≥ 0} um semigrupo com atrator global A . Dizemos que um

subconjunto A⊂A é um atrator local se existe ε > 0 tal que o conjunto ω-limite ω(Oε(A)) =

A, onde Oε(A) é uma ε-vizinhança de A. Definimos o repulsor A∗ associado ao atrator local A

por

A∗ = {u ∈A ; ω(u)∩A = /0}.

O par (A,A∗) é chamado um atrator-repulsor para {T (t) ; t ≥ 0}.

Se {T (t) ; t ≥ 0} um semigrupo gradiente-like com E = {u1
∗, ...,u

k
∗} e atrator global A .

Então A coincide com o atrator global do semigrupo gradiente-like discreto {Si ; i ∈ N}, onde

S=T (1). Assim, até o fim deste apêndice consideraremos um semigrupo gradiente-like discreto

{T i ; i ∈ N}.

Proposição A.0.7. Seja {T i ; i ∈ N} um semigrupo discreto com atrator global A tal que S :=

T |A é Lipchitz contínuo com constante C > 1. Seja (A,A∗) um par atrator repulsor em A , e

suponha que:

(i) existe uma vizinhança B de A∗ em A tal que dimF(B) = dimF(S(B));

(ii) existem constantes M ≥ 1 e γ > 0 tais que, para todo subconjunto K ⊂A compacto com

K∩A∗ = /0, temos distH(SiK,A)≤Me−γi, para todo i ∈ N.

Então

dimF(B)≤ dimF(A )≤max
{

γ + log(C)

γ
dimF(B),dimF(A)

}
.

Teorema A.0.8. Seja {T i ; i ∈ N} um semigrupo gradiente-like discreto com E = {u1
∗, ...,u

k
∗}

constituído de pontos hiperbólicos e atrator global A tal que T |A é Lipchitz contínuo com

constante C > 1. Sejam M ≥ 1 e γ > 0 tais que, para todo para atrator-repulsor (A,A∗) em A e

todo compacto K ⊂A com K∩A∗ = /0 temos que

distH(T iK,A)≤Me−γi, ∀ i ∈ N.

Suponha que W u
loc(u

j
∗) sejam dados como gráficos de funções Lipschitz contínuas. Nestas con-
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dições,

max
1≤ j≤k

dimF(W u
loc(u

j
∗))≤ dimF(A )≤ γ + log(C)

γ
max

1≤ j≤k
dimF(W u

loc(u
j
∗)).

Proposição A.0.9. Seja Y um espaço de Banach tal que X ↪→Y compactamente. Se T : X → X

é um operador compacto tal que {T i ; i ∈ N} tem um atrator global A e T |A é Lipchitz, então

dimF(A )< ∞.

Observação A.0.10. É mostrado em [9] que conjuntos compactos que possuem dimensão frac-

tal finita podem ser projetados injetivamente em um espaço de dimensão finita.

Teorema A.0.11. Seja {Aε}ε∈[0,ε0] a família de atratores de (1.1). Para cada ε ∈ [0,ε0], a

dimensão de Hausdorff dimH(Aε)< ∞, a dimensão fractal dimF(Aε)< ∞ e pode ser estimada

por:

max
1≤ j≤k

dimF(W u
loc(u

ε, j
∗ ))≤ dimF(Aε)≤

γ + log(C)

γ
max

1≤ j≤k
dimF(W u

loc(u
ε, j
∗ )), (A.1)

onde C > 1 e γ > 0.

Demonstração. Para ε ∈ [0,ε0], temos que Eε = {uε,1
∗ , ...,uε,k

∗ } é constituído de pontos hiper-

bólicos e a variedade instável local W u
loc(u

ε, j
∗ ), j = 1, ...,k é o gráfico de uma função Lipschitz

com domínio Q̄+
ε X

1
2

ε com posto(Q̄+
ε )< ∞. Assim,

dimH(W u
loc(u

ε, j
∗ )) = posto(Q̄+

ε )< ∞

e, como Aε =
k⋃

j=1

W u
ε (u

ε, j
∗ ), segue que dimH(Aε)< ∞. Em particular, Aε é homeomorfo a um

subconjunto de Rp, para algum p que, segundo [5], pode ser tomado como

p = 2 max
1≤ j≤k

posto(Q̄+
ε (u

0, j
∗ ))+1.

Além disso, segue da Proposição A.0.9 que dimF(Aε)< ∞ e, pela Observação A.0.10, Aε pode

ser projetado injetivamente em um espaço de dimensão finita. Finalmente, para cada ε ∈ [0,ε0],

existe somente um número finito de pares atratores-repulsores (Aε ,A∗ε) com

Aε =
⋃
j∈I

I⊂{1,...,k}

W u
ε (u

ε, j
∗ ).
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Assim, por (3.10) podemos encontrar constantes M ≥ 1 e γ > 0 tais que, para todo par (Aε ,A∗ε)

e todo subconjunto compacto K ⊂Aε com K∩A∗ε = /0,

distH(Tε(i)K,Aε)≤Me−γi, ∀ i ∈ N.

Também, vimos na demonstração do Teorema 3.4.1 que Tε |Aε
é Lipschitz contínua e podemos

escolher a constante C > 1. Aplicando o Teorema A.0.8 com {Si
ε ; i ∈ N}, Sε = T (1), obtemos

(A.1).
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