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Resumo

Um dos grandes problemas na modelagem matematica do efeito Aharonov-
Bohm ¢ a interagao do elétron com a fronteira do solendide. Tal interacao se traduz
em condi¢oes de contorno nessa fronteira, o que causa grande ambiguidade, pois
em principio nao ¢ clara qual a escolha mais adequada. Em mecanica quantica
essas condicoes de fronteira se traduzem em extensoes auto-adjuntas do operador
de Schrodinger do problema.

Por outro lado, trabalhos recentes tém demonstrado que é possivel confinar
particulas quanticas a regioes determinadas de R™ com o uso de campos magnéticos
suficientemente intensos nas fronteiras dessas regioes. Matematicamente isso cor-
responde a operadores de Schrodinger essencialmente auto-adjuntos, o que significa
a isencao de interacao da particula com a fronteira.

Neste trabalho pretendemos combinar as duas situagoes mencionadas acima
para estudar o efeito Aharonov-Bohm no plano, adicionando entao campos mag-
néticos e potenciais externos que sejam suficientemente intensos na fronteira do
solendide de modo que o operador de Schrédinger associado seja essencialmente

auto-adjunto.
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Abstract

One of the biggest problem in the mathematical modeling of the Aharonov-
Bohm Effect is the interaction between the electron and the solenoid border. Such
interaction translates into boundary conditions on that border, which causes great
ambiguity because in principle it is not clear what the most appropriate choice. In
quantum mechanics this conditions represent self-adjoint extensions of the Schro-
dinger operator of the problem.

On the other hand, recent works has demostrated that it is possible to confine
quantum particles in certain regions of R™ with magnetic fields sufficientily intense
near the border of that region. Mathematically this corresponds to essentially self-
adjoint Schrodinger operators, which means exemption from the particle interation
with the solenoid border

In this work we intend to combine the two situations mentions above to study
the Aharonov-Bohm effect in the plane, adding then external magnetic fields and
potentials that are suffiently intense in the solenoid border so that the related Schro-

dinger operator is essentially self-adjoint.
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Capitulo

1

Introducao

1.1 O efeito Aharonov-Bohm

No eletromagnetismo classico, os potenciais magnéticos sao entidades pura-
mente matematicas, nao estando associados & nenhum observéavel fisico, pois todas
as equagoes de movimento podem ser reduzidas aos campos magnéticos apenas. A
mecanica quantica, porém, estd fundamentada no formalismo Hamiltoniano, e por
isso ha propostas de que os potenciais, antes apenas ferramentas de calculo, agora
desempenham um papel fundamental, o qual ainda nao é muito bem compreendido
teoricamente. Em 1959 os fisicos Aharonov e Bohm propuseram experimentos envol-
vendo interferéncia com elétrons nos quais um efeito apenas dos potenciais poderia
ser diretamente observado através do deslocamento das franjas de interferéncia. Isto
indica que os potenciais poderiam sim ter um significado fisico.

O Efeito Aharonov-Bohm (efeito AB) trata de um dos aspectos fundamentais
da mecanica quantica e, apesar de pouco mais de 50 anos ja terem se passado desde
o artigo original de Aharonov e Bohm [1], o efeito AB ¢é algo ainda do interesse
de parte da comunidade de fisicos, mateméticos e pesquisadores de areas correlatas.
Mesmo assim, ainda nao se chegou a uma conclusao unanime sobre o real significado
fisico atribuido ao potencial magnético vetorial, o que revela seu carater misterioso
e intrigante. A principal pergunta que motiva o estudo do efeito AB é: O que
ocorre com uma particula quantica quando esta se move numa regiao onde o campo
magnético é nulo, mas o potencial magnético gerando esse campo nao é7

Como é comum na literatura, o termo “efeito AB” sera usado num sentido
amplo, ou seja, a propriedades relacionadas a operadores similares aquele proposto
originalmente em 1959. Exatamente ao que nos referimos deve estar claro em cada

contexto. Entretanto, o cenario mais considerado e tradicional para o efeito AB é



como segue:

Dado um solenéide cilindrico S (no espago R? ou restrito no plano R? devido
a simetria do problema) de comprimento infinito e raio a > 0, centrado na origem e
eixo na direcao z, carregando uma corrente elétrica estacionaria, existe um campo
magnético constante Byg = (0,0, B) confinado em S§°, o interior de S, e anulando-se
em sua regidao exterior §’. O solenodide é considerado impermeével (impenetravel),
no sentido que o movimento de uma particula sem spin (de massa m = 1/2 e carga
elétrica q) fora do solendide ndo tem contato com seu interior, particularmente com
o campo magnético Bag.

Se Aap ¢ um potencial vetorial gerando este campo magnético, isto ¢, Bag =
0% A g, sendo 0 o simbolo para o vetor gradiente V, o operador hamiltoniano usual
descrevendo o movimento quantico na regiao exterior S’ (regiao esta desprovida de

campo magnético) desta particula carregada é dado por (com h = 1)

Hap = (—2’8 - %AAB>2>

com condigoes de contorno apropriadas na fronteira, isto é, o dominio de Hapg deve
dizer como essa particula interage com a fronteira do solendide. Efeitos observaveis,
que sao consequéncias de diferencas de fase na fungao de onda em func¢ao de A 55, sao
previstos e confirmados em muitos experimentos, apesar da particula estar confinada
em &', uma regiao desprovida de qualquer campo magnético (ver os artigos originais
[1, 2, 3] e [9, 13, 17, 18, 19, 22| para descrigoes detalhadas e uma longa lista de
referéncias adicionais).

Desde que o potencial magnético nao é assumido ser (identicamente) nulo na
regido exterior &', a interpretacdo em |1, 2, 3|, e seguida por uma enorme quanti-
dade de artigos, é que Aap (e ndo o campo magnético Bag) desempenha um papel
proeminente em mecanica quantica, de modo que estes efeitos mensuraveis seriam
causados exclusivamente por Aap, € nao exatamente pelo campo magnético Bag.
Desde entao, isto tem sido chamado de o efeito Aharonov-Bohm (apesar de tal ques-
tao ter sido considerada anteriormente [8, 10] e ele esta diretamente relacionado com
a aceitacao de Hap acima como o modelo quantico de tal situacao, particularmente,
a presenga do potencial magnético no hamiltoniano).

Com varios experimentos realizados (particularmente os de Tonomura e cola-
boradores [18]), o foco atual do efeito AB nao é o resultado experimental, mas sim a

descricao e interpretacao teodricas. Aqui defendemos que a matematica deve ter um



papel de destaque, particularmente para se evitar que conclusoes sejam obtidas de
pressupostos baseados apenas na intuicao e, as vezes, em pontos de vista pessoais,
pois a questao é de fato tao delicada quanto interessante.

O conjunto das extensoes auto-adjuntas do hamiltoniano inicial descreve todas
as possibilidades de modelos quéanticos de determinada situacao. No caso especifico
aqui estudado, a particula quantica nao pode entrar no solendide (pois nao queremos
que ela tenha contato com o campo magnético ndo-nulo) mas interage com ele. As
condigoes de contorno que classificam as extensoes auto-adjuntas sao as fisicamente
possiveis do ponto de vista da mecanica quantica [6], ou seja, aquelas que descrevem
essa interagao com a superficie do solendide e isso gera certo grau de ambiguidade
na escolha da condicdo de fronteira. E exatamente essa ambiguidade que quere-
mos eliminar nesta dissertacao de mestrado, pois vamos propor uma situacao em
que o solendide torna-se “naturalmente” excluido da regiao em que a particula se
movimenta.

Notamos que existe uma proposta de mecanismo puramente teérico de selegao
das extensoes mais “realistas” em 2D e 3D, no qual a extensao com condicoes de

Dirichlet na fronteira do solenoéide ¢é selecionada [7, 13].

1.2 Confinamento de Particulas Quéanticas

A forma padrao de se restringir o movimento de uma particula quantica a uma
regiao {2 do plano, ou de R"™ em geral, é através de condig¢oes de fronteira em 0f2.
De certo ponto de vista, embora usual, essa restricao seria através de “forga bruta”,
e exatamente qual a condicao de fronteira a ser utilizada nem sempre é uma questao
simples de ser respondida. Em mecéanica quantica as condi¢oes de fronteira devem
ser escolhidas de modo que o operador energia, ou seja, o operador de Schrodinger
correspondente, seja auto-adjunto [6].

Trabalhos recentes |5, 15, 16] tém proposto um mecanismo de confinamento
através de potenciais adicionais V' e, sob certas condi¢oes sobre tais potenciais, o
confinamento seria o ideal, pois eliminaria a necessidade de condigoes de fronteira.
Em mecéanica cléssica uma barreira de potencial proxima a fronteira 02 confina
particulas com energias menores que certo valor, enquanto uma barreira infinita
realmente confina completamente as particulas; contudo, devido a possibilidade de
tunelamento, em mecanica quantica a questao torna-se mais complicada, e em geral

nao basta apenas uma barreira de intensidade infinita.



Nos trabalhos que acabamos de citar aparecem condi¢oes sobre a razao de di-
vergéncia de potenciais V', ao se aproximarem da fronteira da regiao, para que os
operadores quanticos relevantes (ou seja, o laplaciano) sejam essencialmente auto-
adjuntos (ou seja, para que possuam uma unica extensdo auto-adjunta), o que sig-
nifica que as particulas “nao percebem” a fronteira e a dinamica fica completamente
determinada por V', ja que nao ha necessidade de condigoes de contorno; em outras
palavras, sob certos potenciais ha um confinamento ideal do movimento quantico a
regioes pré-selecionadas.

Usando principalmente resultados de [5, 15|, no trabalho [16] os autores estu-
dam o confinamento de particulas quanticas a um disco D em R? através de campos
magnéticos Beonr (), € mostram que o operador de Schrodinger associado é essen-

cialmente auto-adjunto se

C
IBeont ()] >

N W O > \/g 27
~ dist (z,0D) 2 V3

para todo € D numa vizinhanga qualquer fixada da fronteira, em que dist (z, D)
denota a distancia do ponto z a fronteira de D. Nesse mesmo trabalho sao também
consideradas particulas com spin 1/2 e o operador de Pauli. Outras referéncias e
uma revisao de resultados anteriores sobre confinamentos via potenciais similares

podem ser encontradas nos trabalhos [4, 12].

1.3 Proposta

Ha duas questoes tedricas importantes relacionadas ao efeito AB que preten-
demos investigar com uma nova abordagem, as quais mencionamos a seguir.

Primeiramente é a questao da blindagem do solenéide, de modo que a particula
nao penetra em seu interior e, assim, nao tenha contato direto com o campo magné-
tico (o qual é restrito ao interior S°). Normalmente isso ou é simplesmente assumido
valido (principalmente na literatura em fisica), ou sao impostas explicitamente con-
di¢oes de fronteira sobre S. No entanto, isto nao evita a interacao da particula com
essa fronteira, o que cria certo grau de ambiguidade (como ja discutido).

A segunda questao trata da aceitacao na literatura da agdo Hap acima, com
o aparecimento explicito de Aap nao-nulo fora do solenéide impermeéavel, embora
nessa regiao exterior S’ tenha-se Bag = 0 X A = 0; na literatura isto é baseado

principalmente em uma aplicacao do teorema de Stokes em uma regiao multipla-



mente conexa.

Entretanto, este argumento apresenta dificuldades matematicas e fisicas que
devem ser justificadas cuidadosamente; isto porque a aplicacao do teorema de Stokes
a uma curva fechada em torno do solendide envolve a passagem a uma integral sobre
uma area que penetra numa regiao que é considerada impenetravel! Neste caso, a
integral de linha de A g em torno do solenéide seré, pelo teorema de Stokes, igual &
integral de area de Bap sobre a regiao interior & curva. A questao é, se o solendide
¢ considerado impenetravel, devemos incluir a regiao S° nessa integral? Ou seja,
a aceitacao de Hap envolve uma escolha explicita que precisa de uma explicagao:
sendo S impermeéavel, por que o potencial vetorial magnético Axp nao é nulo fora
do solenoide (ou, de outra forma, por que ele escaparia do interior S°)7 Se a integral
de area inclui a regiao S°, entao A g resulta nao-nulo, mas se tal regiao nao inclui
S°, entao o teorema de Stokes nao sera ttil para uma decisao a respeito.

Uma possivel abordagem da segunda dessas questoes poderia ser considerada
se a fronteira do solendide fosse permeavel, garantindo a aplicabilidade do teorema
de Stokes e entao da presenca de A g nao nulo na expressao de Hxp; mas isso
levaria ao contato direto da particula com o campo magnético em S°, o que fugiria
completamente do efeito AB. Para a primeira questao acima, poderia nao ocorrer a
necessidade de condi¢oes de fronteira se o solendide e seu interior fossem, de alguma
maneira, excluidos do movimento da particula.

Entao propomos considerar o solendide com fronteira permeavel mas blindado
por campos magnéticos Beons €/0ou potenciais escalares V', divergindo na fronteira
0S, que supostamente levariam a operadores Hap essencialmente auto-adjuntos.

Sendo A.nr um potencial magnético gerando B.onr, a agao do operador ficaria entao
. q 2
HAB = <_Za - E (AAB + Aconf)) + V7

com a seguinte condi¢ao de divergéncia préoximo da fronteira

|Bconf (IL’)| +V(ZE) Z 2
d ()
sendo d (z) a distancia de z até a fronteira 0S.

Assim, teriamos ambas as questoes respondidas, pois consideramos o solenéide
com fronteira permeével, o que nos permite aplicar o teorema de Stokes para obter

A zp nao nulo em &', mas ainda excluindo a fronteira de S do movimento da particula
b



(o que caracteriza o efeito AB), visto que Hap possui uma tnica extensdao auto-
adjunta sem a necessidade de adicionar condi¢oes de fronteira.

Para conseguir isso, seguimos a seguinte estratégia para expor os resultados
necessarios, com as devidas adaptacoes para o nosso caso:

No capitulo 2, apresentamos as defini¢oes necessarias de campos magnéticos
e potenciais magnéticos em abertos de R", incluindo os operadores de Schrodinger
relevantes nas devidas regioes de R".

No capitulo 3, apresentamos um estudo do artigo original de Nenciu & Nenciu
[15] sobre confinamento de particulas quanticas a regies limitadas com fronteira de
classe C? de R™ via potenciais escalares. A técnica usada pelos autores citados sera
usada, com algumas modificagoes, no capitulo 4 para o nosso caso particular, que
consta de um operador de Schréodinger com campo magnético numa regiao ilimitada
de R2.

No capitulo 4, vamos estender alguns dos resultados apresentados no capitulo
anterior para o caso com fronteira compacta. Este capitulo estd baseado no artigo
original de Colin de Verdiére & Truc [5], que também fazem uso da técnica citada
no paragrafo anterior. As devidas modificagoes nos argumentos estdao presentes e
comentadas no decorrer do texto.

No capitulo 5, descreveremos detalhadamente o efeito AB, considerando o
solen6ide em R? com o potencial magnético de Aharonov-Bohm, adicionando a este
campos magnéticos e potenciais escalares para se produzir o confinamento na regiao
exterior. Mostraremos também como aplicar os resultados obtidos nos capitulos

anteriores para a nossa situacao particular.



Capitulo

2

Operadores de Schrodinger

Aqui, vamos apresentar as definigdes mais importantes para nosso objetivo.
Cabe notar que na literatura os campos (e potenciais) magnéticos sao grandezas
vetoriais, geralmente tratados em R3, os quais sao descritos usando um sistema
de coordenadas fixado. A relagao entre o potencial e o campo, neste caso, é que o
segundo ¢ o rotacional do primeiro. Em R", porém, a melhor extensao deste conceito
se da por meio do uso de formas diferenciais, na qual a derivada exterior de formas

faz o papel do rotacional em R3.

Definicao 2.1. Um potencial magnético A em um aberto 2 C R™ é uma 1-forma
suave A : Q — A; (R™) dada por

n

A (z) = Zaj (z) dz;, (2.1)

Jj=1

sendo a; € C* () fungdes reais, ditas coordenadas de A, {dz;}_, ¢ a base dual de
uma base ortonormal do espago tangente em z e A; (R") = (R")* é o conjunto das
transformagoes 1-lineares alternadas em R™. A norma pontual |A (z)| é dada pela

norma euclidiana, ou seja
n
2 2
A @) =) la; (@),
j=1

para todo x € ().

Definicao 2.2. Um campo magnético B em um aberto (2 C R" é uma 2-forma tal
que B = dA (derivada exterior de formas) para algum potencial magnético A, ou
seja,

B(z) = Z bi; () dx; A dx;, (2.2)

1<i<j<n

8



sendo
bij = aiaj — 8jai

e dx; A dx; o produto exterior entre as transformagoes lineares dz; e dz;.
Seja B um campo magnético em (). Para cada x € 2, existe uma base orto-

normal {x;, y;, de R™, k < n, com 2k + s = n tal que

% h<ij<ki<i<s

k
B(z) = Z ¢ (z) dx; A dy;, (2.3)

i=1
sendo ¢ (x) > co(x) > ... > ¢ (x) > 0 (ver secao 2.3 de [14]).

Definicao 2.3. Dado um campo magnético B, usaremos a seguinte notacao, de

acordo com a Defini¢ao 2.2,
B (ZL’) = b12 ([L’) d!El VAN d$2 + bg4 (ZL‘) dJTg A d$4 + ...+ bzﬁ_Lgﬁ (l’) dl’gﬁ_l VAN dzzﬁ, (24)

sendo T o maior inteiro menor que n/2 e byg () > by () > ... > 0. Definimos

entao a norma espectral de B (x) por

1B (2)], = Zb%—mj (). (2.5)

Vamos observar aqui que a escolha da norma espectral de um campo magnético
¢ apenas um atalho para facilitar os calculos. De fato, |.| , estd definida em Ay (R"),
ou seja, o conjunto das transformacoes bilineares alternadas em R", o qual é um
espaco vetorial de dimensao finita em que todas as normas sao equivalentes.

Consideraremos também, para o caso n > 3, a dire¢ao de B em z, a qual é

definida pela 2-forma n (x) = >, _; nj (z) dz; A dxy, sendo

ok (2) = ﬁ 26)

quando B (z) # 0.

Definicao 2.4. Dado um campo magnético B, consideraremos o seguinte operador
Vj = 8j — ZCLj,
. . . . L. n . L.
sendo ¢ a unidade imaginaria e A = > =1 @jdz; um potencial magnético qualquer

9



fixado para B em um aberto 2. Definimos o operador de Schrodinger inicial com

campo magnético B = dA e potencial escalar real V' € L2, (£2) por

HY ==Y Vi+V, (2.7)
j=1

com dominio dom HY = C§° (9).

Consideraremos também a forma sesquilinear dada por

%WM:E:/%WW+/VW, (2.8)
=10 Q

definida para todos u,v € H' (Q). Denotaremos a forma quadratica hY (u,u) sim-

plesmente por hY (u).

Definicao 2.5. Para o caso em que 2 C R™ é um aberto limitado com fronteira C?

e codimensao 1, consideraremos o seguinte operador de Schrodinger inicial
H = —-A+V, (2.9)

com dominio dom HY = Cg° (), sendo V € L () um potencial escalar real.

Considere também a forma sesquilinear
hY (u,v) = / 8u-%+/Vu@, (2.10)
Q Q

definida para todo u,v € H! (), sendo du o gradiente de u.

10



Capitulo

3

Confinamento quantico em abertos

limitados com fronteira suave

Para evitarmos a necessidade de condi¢oes de fronteira para o operador de
Aharonov-Bohm Hap (diretamente relacionado com a blindagem do solenoéide), ire-
mos adicionar um campo magnético externo B, € um potencial escalar real V' que
garantam o confinamento da particula a regido S’, de tal forma que essa nao vé a
fronteira 0S’. Essa propriedade de confinamento é obtida em mecanica quantica
quando o operador de Schrodinger associado ao problema é essencialmente auto-
adjunto, ou seja, possui uma Unica extensao auto-adjunta.

Em [15], Nenciu & Nenciu propéem um mecanismo tedrico para o confina-
mento em regioes limitadas e com fronteira suficientemente suave. Neste capitulo,
estudaremos este método de confinamento em sua forma original, o que nos guiara,
juntamente com o artigo de Colin de Verdiére & Truc [5], para a nossa proposta
para o efeito AB.

Notamos aqui as diferengas entre o trabalho original [15] e a nossa proposta
para o efeito AB. Particularmente, a presenca do potencial magnético de Aharonov-
Bohm no operador de Schréodinger nao nos permite usar a mesma desigualdade
de Hardy que os autores citados usam para obter uma estimativa para a forma
sesquilinear. Para contornar isso, usamos [5] (mais detalhes no capitulo 4). Ainda,
pela natureza do efeito AB, a regiao de acao do operador de Schrodinger, ou seja,
o exterior do solendide &', nao é limitada, embora possua fronteira suave. Estas
constituem nos principais pontos desta dissertagao de mestrado, em que adaptagoes

convenientes em relagao a [5] e [15] foram necessérias.
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3.1 Estimativas tipo Agmon

Neste capitulo, a menos dos Lemas 3.2 e 3.3 e das defini¢oes, consideraremos
sempre {2 C R" aberto limitado com fronteira de classe C? e codimensao 1 e o

operador (2.9) juntamente com a forma sesquilinear (2.10).

Lema 3.1. A funcao distdncia até a fronteira d : Q0 — R dada por
d(z) = dist (z,090) = ylerllafQ |z — y

¢ Lipschitz e diferencidvel qtp. Ainda, existe dg > 0 de modo que se d(x) < dgq,

entao d € duas vezes diferencidvel em x e vale a desigualdade
|0d ()] < 1.

Este lema pode ser econtrado nos trabalhos [5, 15].

Definigao 3.1. Seja H um operador linear hermitiano definido em Cg° () C L? (Q2).
Dizemos que uma distribuicao 1 em 2 é soluc¢do fraca da equacao Hvy = A\, para
um A € R, quando ¢ € HE (Q) e

(W, (H—=X)u) =0, YueC(Q).

Note que nossa definicao de solucao fraca é um pouco mais restritiva do que
aquela apresentada no artigo original [15], mas suficiente para nosso propoésito. Em
geral pede-se que ¥ € Hi (Q).

No que segue, denotaremos por [T',S] =TS — ST o comutador de T' com S.

Lema 3.2. Seja 2 um aberto qualquer e considere o operador (2.7) e uma fungao
fe C(Q). Vale a sequinte igualdade

sempre que | € H2 . (Q).

loc

Demonstracao. Note que a expressao da esquerda faz sentido, visto que fy €
H2 (), sendo HZ (Q) o fecho de C§° () na topologia de H? (Q2).
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Vamos verificar primeiramente que

of  of
V3, f] = V'a_ + a_]V (3.2)

Com efeito, desenvolvendo o lado esquerdo, temos

V2110 =, (5 i) (£ = 920
=V | gl gt —iasfu] - 1V

9 9 9
=% () + (o) (G - ore) =193

Continuando com as duas tltimas parcelas da soma, temos

0? oY 0 ., 0 . 0 .

ol 8;”] af o -~ zfa—% (ag0) = iny (G f oy ) = F 920
_ 3f |
= 8—%ij

como queriamos. Agora, com um célculo direto, usando o fato de que operadores

de multiplicagdo sempre comutam com f e a igualdade (3.2), temos

[ [ HY]] W = [f, f,—ZV§+v

=" [f V5]V
of  of

- fva—+a—jv]w

N[y (0 . NOf L of (o
= _f7 (5%’ mJ) 3ffj+3l’j (3%' za])}w

K[, @ 0f of d
N _f7 8!Ej 027]' * 81’]' 8$]:| ¢
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Continuando o desenvolvimento, temos

n 2 2
[ﬁ[ﬂHXM—Z(f avrrgt ot gt o (2 w—f%w>+

= Oz Ox; Ox;
u of o [ Of Af o

+ Z_: <_f8xj 8$j B <8x]) w 8% 8%)
7j=1

(2 = ot

sempre que ¥ € HE_ (), como queriamos demonstrar. O]

Lema 3.3. Considere Q) aberto qualquer, o operador (2.7) e a forma sesquilinear
(2.8). Seja 1 solugdo fraca de HY v = \ib, para algum X € R fizado, e f fungdo real

Lipschitz com suporte compacto em €. Nestas condicoes

(B = \) (f) = (v, [0f ). (3.3)

Demonstra¢ao. Basta mostrar o caso em que f € C§°(€2) e usar a densidade de

Cs° () em HY () 2 f¢. Usando integragao por partes, temos

(hY = \) (foo,u) = (foo, HYu) — (oo, M) = (o, f (HYu)) — (0, A (fu)),

sempre que u € C§° (). Como 9 é solugao fraca de HY ¢ = M\ e fu € C°, segue

que
(W, f (Hyu)) = (0, A (fu)) = (@, f (Hyu)) = (0, HY (fu)) = (o, [f, Hy ] w)
= (u, [HY, ] ¥)

e portanto

Como fi € Hz () e C§° () é denso na topologia deste, ou seja, podemos

aproximar a funcao fi, junto com suas derivadas, podemos por fi) no lugar de u

14



na igualdade acima e obter

(h = A) (f)

= (o [HA, 1T 9)

= (. f [Ha, f]4)

= Re (o, f [Hi, f]¥)

5 (Gon s [, 1) )+ T, T TS 190
(0 T [HY A 0) + (F [HY. 1] 6.6)
(o f [HY £ 0) + (o, [, 5] )
(o f [HY. F]0) — (o, [HY. £] 1)
(. [£. [H5. 1] ).

N =N~ N =N

Usando o Lema 3.2 podemos concluir o resultado.

Definicao 3.2. No que segue, usaremos a seguinte notagao

Q, ={reQd(x)>p},

sendo p > 0 tomado de forma

Teorema 3.1. Seja v uma solu¢io fraca da equagdo HV = \p e g € C1(Q)

que 2, # 0.

fungao real para a qual existe uma constante ¢ > 0 tal que

(u, (HY = \I

para todo u € C§° (). Entao existe uma constante K = K (¢) < oo, independente

de p de forma que

2p

Ju) = [ (@ g (0 do = e Jul’,

| e a<t <+@ )km¢ﬂwx
Q Qp\Q2p

Demonstracao. Considere a funcao

fa)=e" Do (x),

15



em que g é a fungao da hipotese e ¢ € C§° (2) é a fungdo dada por

sendo d a funcao distancia até a fronteira e k de classe C'™ é qualquer com a pro-

priedade

0, 0<t<yp

kp (t) =
1, t>2p
d K . dQ
com Ekp (t) < e para um K; independente de p. Note que para p < 5 (Lema
3.1) vale
K
10¢ (2)] = |k, (d(2))] |0d (x)] < 71- (3.6)

Entao

0f (@) = (2@ g (z) ¢ (x) + *@D (2))*
=g ()° ¢ (x)” + 2e%Ddg () ¢ (x) 09 (z) + ¥ 0¢ (x)*  (3.7)
= [*|0g]"* +m,

sendo

m = 2e*9¢dg.0¢ + %9 0¢|* .

Uma estimativa direta nos leva a

(o, ma)| < (3, [m] )
- /Q [0 (2¢*¢ 09| |06] + ¢** |0g|) der (3.8)

K K
<B[wer (2i0g0+ 51 ) ae
P JQ,\Qz, P

Usando a densidade de C§° (€2) no conjunto H} (£2), podemos usar a hipotese (3.4)

para a fungao fi, obtendo assim

(B = X) (f) = (fv, 109 f) > cllfo]*. (3.9)

16



Usando o lema anterior, com A =0

(hY = \) (fv) = (f. 109 f) = (¢, |0f1? ) — ([, |0g] fo)
= (¢, [0f v — |0g]* f*)
= (3, map),

e obtemos, juntando (3.8), (3.9) e a igualdade acima, que

Ky

2 K1 )
P /ﬂp\ﬂzp |ped| (2!89\ + 7) dz = (¢, mip)| = c/Q | fol? de,

a qual nos leva a desigualdade procurada. O

Defini¢ao 3.3 (Condigao (X)). Diremos que uma funcao G : (0,00) — R satisfaz

a condigao (X) se é de classe C! e satisfaz as seguintes propriedades:
(X1). Existe dy > 0, dy < dg (lema 3.1) tal que
, 1
0<G (t) < 7 vt € (0, dp)

G' (t) =0, Vt > do.

d
(X2). Para todo py < EO’

Z4—n672G(2_np0) — 0
n=1
Teorema 3.2 (Agmon). Assuma que exista A € R e ¢ > 0 de forma que
(u, (HY = X) u) — / 10g ()* |u (z)]* dz > c||ul?, (3.10)
Q
para todo u € C§° (R2), sendo g (z) = G (d(x)) para alguma fung¢io G satisfazendo

a propriedade (X). Nestas condigoes, se 1 € L? () € uma solucio fraca de H ¢ =
A, entao 1 = 0.

Demonstragao. Seja dy > 0 a constante da fun¢do G da condigao (X1). Fixe 0 <

d
po < 50, e seja p > 0 tal que 2p < py. Entao defina a fungao
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Note que para todo x € €) vale
gy (x) = G, (d(2)) 0d (x) = G (d (x)) Od (x).

Isto, junto com a condigao (X1) para G e o fato de que |0d (x)| < 1 para d (z) < dq,

implica que

—_

109, ()] <

Ty 7€\ Qe (3.11)

Por outro lado, para x € €2, temos py < d(z), e como G, é crescente,

90 (1) = G, (d(2)) = G, (po) = G (po) = G (p), (3.12)

e290(2) > 62G(po)672G(p)’ o= on_

Portanto

£26(p0) g ~26(p) / 1 () dz < / 9@ ()] de < / 9@y (2)| de,
Qg g 2p
(3.13)
onde usamos o fato de que 2p < py, donde Q,, C Qy,. Agora, note que dg, = 9y,
pois g, (z) = g (x) — G (p) e portanto, g, satisfaz a hipétese (3.10) com os mesmos
c e A que g. Em particular, podemos aplicar o teorema anterior, usando (3.5) para
obter

/Q |9y ()| dar < K /QP\QQP <1 + |99, (a:)\) 9@ ()| dz. (3.14)

2 p P

Note agora que, para x € €2, \ Qy,,
2p 2p 1
g, () <G, (2p) =G (2p) —G(p) = / G (t)dt < / cht =1In2. (3.15)
p p

d
Como 0 < p<2p<py< 30, segue que §2,\ s, C 2\ Qy,/2 € usando (3.11) e (3.15)
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m (3.14), obtemos

P /Q\Q p +10g, ()] ) |e% @ (z)| dx < 2 /Qp\%pw(xn r. (3.16)

Juntando (3.16) com (3.14) e (3.12), obtemos

Ko (¢, po) pPe 25 / [ ()2 dz < / 6 (2)[? da. (3.17)

PO 99\920
A . L 1 ~
gora, seja k > 1 inteiro e pp = ?,00. Entao 2p; = pr_1 e temos

M

M
U (ka \QQPk U ka \ka 1 QPM \QPO C Q.

k=1

Usando a desigualdade (3.17) sucessivamente com p = pg, 1 < k < M e somando,

obtemos

]

Mas pela condigao (32), a série acima diverge, de forma que encontramos

| w@rda=o

PO

() dx < / W (2)[ dar < oo.

PO

Como a igualdade acima vale para todo py > 0 concluimos que |[¢[ = 0, como

queriamos demonstrar. O

3.2 Confinamento ideal

O seguinte teorema ¢é de fundamental importancia para obtermos uma boa es-
timativa para a forma quadréatica h"', o que ira garantir, juntamente com o critério
fundamental (Teorema A.3) e o Teorema 3.2, que o operador H" é essencialmente
auto-adjunto sob uma determinada condi¢ao de crescimento para o potencial perto
da fronteira. Note que o objetivo dos autores é conseguir uma estimativa de cresci-
mento para o potencial que seja a melhor possivel e por isso a desigualdade de Hardy

¢ importante. Nao estamos interessados em crescimento 6timo e por isso nao neces-
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sitamos buscar uma desigualdade de Hardy com campo magnético. Observe que a
razao 6tima de crescimento para o caso magnético é sugerido em [5] e demonstrada

para o caso n = 2 em [16]. O caso geral n > 3 ainda esta em aberto.

Teorema 3.3 (Desigualdade de Hardy). Seja Q@ C R, n > 3, aberto limitado com

fronteira de classe C? e codimensao 1. Existe uma constante A € R de tal forma

/W“x dx </ﬁa )2 da + Al (3.18)

ZL‘

que

para todo u € C§° ().

Essa particular versao da desigualdade de Hardy pode ser encontrada, junta-

mente com referéncias a demonstragao, no artigo original [15] (ver também [21]).

Teorema 3.4. Considere Q0 C R™ um aberto limitado com fronteira de classe C? e

codimensao 1 e o operador de Schridinger
V=—A+V, (3.19)

com V € L. () e dominio dom H = C§° (). Assuma que exista uma fungio G

satisfazendo (X) de tal forma que

V=Vi+V (3.20)

Vi(z) + }ld(lx)z =

(d(x))?, Vyae L®(Q). (3.21)
Entao o operador HY ¢ essencialmente auto-adjunto.

Demonstracao. Do critério fundamental para operadores essencialmente auto-adjuntos
(Teorema A.3), da estimativa tipo Agmon (Teorema 3.2) ¢ do Teorema de Regu-
laridade para equagoes elipticas (Teorema A.5), concluimos que basta mostrar a
existéncia de um A € (—00,0), um ¢ > 0 e uma fungado g (z) = G (d(x)), com G

satisfazendo (X)) de tal forma que

(uy (HY — AT} ) — / 199 (@) Ju (@) dz > clul,

para todo u € C§° (€2).
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Lembrando que sobre as hipoteses do teorema, V = Vi 4+ V; com V5 € L™ ()

1 1
4°d (x)*

para alguma funcao G satisfazendo a condigao (X). Usando exatamente essa fungao

Vi(z) 2 G' (d ()’

G para definir g e aplicando a desigualdade de Hardy, obtemos para todo A € R

(u, (HY = M) u) — /Q 10g)” u)?
_ / (19uf? + (Vi + V&) [uf* = Alul?) dx—/ 0912 uf? da
Q Q

zA(%iy_A+me@mF—Mw)M—[}Namfw%x
1

> (W0 -6 @’
+ (= Wl = A= 2l

> (= Vel = A= X) [lull”

> Ju (@) do

Usamos acima o fato de que [dg (z)]* < G’ (d (z))” e a hipétese (3.21). Escolhemos

A= —| V]|, —A—1, o qual nos da a desigualdade procurada com ¢ = 1. O

Corolario 3.1. Seja Q C R™ aberto limitado com fronteira C? e codimensao 1.

Suponha que
3 1

Vi) > ZW’

para x suficientemente prozimo de 0N). Entdo o operador HY € essencialmente

auto-adjunto.

Demonstragao. Basta colocar G (t) = In (¢) e V4 = 0 no teorema acima para obtemos

o resultado. O

Proposicao 3.1. Considere Q2 = (0,1). Suponha que exista € > 0 tal que

V(z) < G - g> 52

para x prozimo de 0. Entdo o operador HY ndo € essencialmente auto-adjunto.

Demonstragao. Ver Teorema X.10 de [20] O
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Capitulo

4

Confinamento quantico em abertos com

fronteira compacta

Neste capitulo, seguiremos como referéncia o artigo de Colin de Verdiére & Truc
[5] sobre confinamento via campo magnético em abertos com fronteira compacta,
com a pequena diferenca de que adicionaremos o potencial escalar real V' ao operador
de Schrodinger. Vemos que a adigdo do potencial escalar real pode ser feita (sem
prejudicar a técnica usada) porque este comuta com qualquer outro operador de
multiplicagao.

Uma das semelhangas fundamentais entre [5] e [15] é uma estimativa para o

gradiente da funcao distancia até a fronteira d, mais precisamente
|0d ()] < 1.

Esta é valida no primeiro artigo porque a fronteira é suficientemente regular (de
classe C?). No caso do segundo, ¢ exigido apenas que a fronteira seja compacta.
Para contornar esse problema, os autores do segundo artigo alteram a métrica con-
venientemente. Claro que isso muda a nogao usual de compacidade em R", o que
pode dificultar um pouco. Mas note que para o caso particular do efeito AB, a fron-
teira do solendide em R? é uma circunferéncia, que é de classe C*. Assim, vamos
verificar que de fato, em R?, para o caso especifico do efeito AB, podemos usar a
métrica usual.

Cabe observar ainda que na proposta de Nenciu & Nenciu é necessario que o
aberto € seja limitado e a fronteira 02 seja de classe C? para se usar a desigualdade
de Hardy como uma estimativa para a forma quadratica. Como Colin de Verdiére
& Truc observam, porém, a técnica usada pelos autores apenas necessita do fato

de que a fungdo distancia até a fronteira d cumpra [0d (z)] < 1. O fato de Q
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ser limitado nao é importante, pois apenas a compacidade da fronteira é usada.
Ainda, a desigualdade de Hardy pode ser substituida por uma mais fraca para o
caso magnético.

Seja {0 C R™ um aberto conexo. Denote por di a métrica Riemanniana dada
por

dg (x,y) = inf [lv],

Y€y

sendo ||y|| o comprimento de v e I';, o conjunto das curvas suaves v : [0, 1] — Q
satisfazendo v (0) =z e v (1) = v.

Denote por (Q,d}g) o completamento métrico de (2,dgr) e Qo = QO \Qa
fronteira métrica de 2. Diremos que €2 é reqular quando €., é compacto. Quando
este for o caso, consideraremos a aplicagao distancia até a fronteira métrica {2, dada
por D:Q — R,

D(z) = inf dg(z,y).

yero
Vamos construir aqui um exemplo para ilustrar uma diferenca entre esta mé-

trica e a usual. Em R?, considere o vetor unitario xo = (1.0) e a sequéncia de
) 0 )

v = (1’ (—1)")7

convergindo para o de tal forma que x5, estd no semiplano superior e x5, 1 esta

vetores

no semiplano inferior. Vamos denotar por x,, n > 0, o segmento de reta que liga 0

a r, e X o conjunto
o0
X = U X,
n=0

Tome 2 = R?\ X. Entao Q é aberto e conexo, pois X ¢é fechado, pois x¢ é um
segmento cujos pontos sao pontos de acumulagao da sequéncia de conjuntos x,.
Note que © = R? e que 092 = X, o qual é compacto. Porém, ao tomarmos o

completamento de (€2, dg), teremos <Q, afR> sendo
Q= (R*\ x0) U{(0,0),(1,0)} = R*\ {(#,0);0 <z < 1},

pois com relagao & métrica dg, nao existe sequéncia de Cauchy em €2 convergindo
para os pontos do interior do segmento xy (ou seja, a menos dos extremos). Assim,

temos que

QOO = (X \ XO) U {(070) ) (1?0)}7
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o qual nao é compacto. Portanto, mesmo que a fronteira usual 0f) seja compacta,
a fronteira métrica Q,, pode nao ser (embora {2, ser compacto implica que Jf) é

compacto [5]).

Lema 4.1. A funcio D definida acima € 1-Lipschitz e diferencidvel q.t.p. em Q.
Ainda, em todo ponto x € Q de diferenciabilidade de D, temos a desigualdade

0D ()] < 1.

Este lema pode ser encontrado em |[5].

Definicao 4.1. Uma aplicagao f : 0 — C é dita regular na fronteira quando €2 é

regular, ou seja, (1., é compacto, e f se estende continuamente para ).

Teorema 4.1. Assuma que existam constantes A € R, ¢ > 0 e r > 0 tais que

2
O g > el (a.1)

(u, (HY — AI) ) /

{ze@;D(z)<r} D ()

para todo u € C§° (). Nestas condigdes, se 1 € L? () € solugdo fraca de HY ¢ =
A, entao ¢ = 0. O mesmo resultado vale se usarmos, no lugar de D, a distdncia

usual d até a fronteira OS).

Demonstragao. Faremos a demonstragao para o caso em que r = 1, sem perda de

generalidade. Seja I’ dada por

(

0,0<z<p
2(x—p), p<x <2

x, 2p <1

1,1<z<R
(R—z)+1, R<z<R+1
\O, x> R+1

Definimos f (z) = F (D (x)) para todo = € €. Entao f ¢ Lipschitz e o produto fi €
Hi (Q), pois f ¢ derivavel q.t.p. com derivada em L? () e ¢ € H2 . (). Logo vale
a hipotese (4.1) para u = f1) por argumentos de densidade, pois C5° (Q) C H} (Q2),
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de onde segue, usando (3.3) que

clfol < (0, 0f ) — / %m

- [lo@rir oefop@r- [ LEEDL,

< [ W@ @) de - /D< - e &W "
£ 1P

<of o ple [ psf it [ Lo
p<D(x)<2p 2p<D(x)<1 R<D(z)<R+1 2p<D@)<1 D ()

—4 / v (@) d + / v () de.
p<D(z)<2p R<D(z)<R+1

Fazendo p — 0 e R — o0, usamos o teorema da convergéncia dominada junto com

o fato de que ¥ € L? () para concluir que 1) = 0. O

Teorema 4.2. Vale a sequinte desiqualdade:
BY (1) > [(biot )] + - + |{bam_1 oty w)] + / Vil (42)
Q

para todo u € C° (2), sendo @ o maior inteiro menor ou igual a n/2.

Demonstracao. Note primeiramente que

Vi, Vilu = (0; —ia;) (0; —ia;) u — (0; — ia;) (0; — ia;) u
= (0, — ia;) (Oju — iaju) — (0; — ia;) (O;u — iau)
= 0;0ju — 1uo;a; — ia;0;u — 1a;0;u — a;a;u — 0;0;u + ud;ja;
+1a;0;u + ia;0;u + aja;u

= —u (&Laj — 8jai) = —iubij,
de onde segue que

|(biju, w)| = [([Vi, V] u, u)|
< KViVju,u)| + [(V;Viu, u)|

< / (1Veul? + |Vul?) de
Q
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para i < j quaisquer. Assim, somando termo a termo, obtemos
|(brogw, uh| + . .. + | (bom_1.0mu, u)| < BY (w) — (Vu,u),

como queriamos. ]

Lema 4.2. Seja {Jo},cp uma colegio de fungoes reais satisfazendo as seguintes

propriedades:
(1) Jo € C*(R™), para todo o € A;
(ii) A colegdo dos suportes {suppJa}, e, € localmente finita;
(131) Z |Jo (2)]* = 1, para todo x € Q.
ae

Entao
HY =Y J HYJo =Y |0Ja] (4.3)

a€A a€EA

Demonstrac¢ao. Primeiramente, note que as fungoes J, definem operadores de mul-
tiplicagdo em C§° () tomando valores em L? (Q). Por definigao, as fungdes J, sao

todas de classe C'*°. Para cada o € A vale o seguinte

[V2,Ja] = V2o = V0oV, + V3oV, — J V2
=V, (VjJa = JaV;) + (Vjda — JuV;) V; (4.4)
=V, [V;, o] +[Vj, Jo] V;.

Ainda, para fungoes u € C§° (Q2), vale

0 0 0 0
i Ja = |57 —1 '7Joz = _7Ja = — (Jau) — Jo7—
[vw ]U {8% v :| “ |:85L'] :| “ al’j ( U) 8(Eju
0J, ou ou 0J,
= Joz_ - Joz_ = 35 4,
81‘ju+ al'j 8xj al'ju
de forma que a igualdade (4.4) fica com a forma
0Jo  0J,
V3, 1] =V v;. (4.5)

Vamos agora calcular [J,, [Ja, HY]] em fungdes u € C§° (Q):
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I
~
<
> (V]
<

e, continuando

[Jaa[Jaa}{A

| |
K‘

o d0J, 8Ja 0
8:@ Ox; azcj Ox;

_z”: 5 Po O 8u+J8Ja8u_ 9J, 2u
B “ (’3%2 8 5 0x; Y0z Oxy oz
- 0% J., 0o Ou (0 \? 0., Ou
- , ( Jo oz &BJZ = Ja ox; Or; (&Bj) v Jaé?_:vja_xj)
- aJ@ ? 2
=2 22} u=—2 .
Z (8a:j) u |0Ja|" u

Por outro lado,

(o [Jas HY]] = [Ja JoHY — H) Ja]
= JPHY — JHYJy — J,HY J, + HY J?.

Somando em « as duas igualdades acima, obtemos que

2HY =Y 21, HY Jo ==Y 2|0Juf",
a€cl acl
como queriamos. (]
Lema 4.3. Seja Q C R™ aberto regular e xg € Q. Suponha que V >0, que B (z)

nao se anula para x perto de xg e que a diregao de B € reqular perto de xq, ou seja,

se estende continuamente para xo. Seja A um potencial magnético local para B em
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xo, ou seja, B = dA numa vizinhanca de xy. Entao para todo € > 0, existe uma

vizinhanca U de xq tal que

hx<u>z<1—e>/

 (B@ly+ V) u ) de,

para todo u € C§° (U N Q). Note que tal desigualdade continua vdlida para qualquer
vizinhanca U C U de xy.

Demonstracao. Como a dire¢ao n de B se estende continuamente para xq, denotare-
mos por n (xy) o valor dessa extensdo em xy. Podemos entao obter base ortonormal

(dri)iy. € M2 (20) > M4 (z9) > ... > 0 de forma que
n (ZL’Q) = N2 (ZE()) diBl VAN dl‘g + T34 ($0) dﬂ?g AN dl’4 —+ ... s (46)
com Y, Nog—1,2k (¥o) = 1. Pela continuidade em ¢, existe um aberto U > z, de tal

forma que

2
In(x) = n (o) lgyeia < € d(d——)’ Ve e UNAK. (4.7)

Podemos supor que B nao se anula em U N(2, de forma que a dire¢ao n esta definida

para todo x € U N . Assim, temos que

hx (u) > [{brou, u)| + . .. + [{bom—17u, u)| + 1% \u|2
UnQ

+...+/ Vul®
UunQ

/UﬁQ (nz (@) + ...+ nam12m (2)) | B (2)lg, |u (2)]°

>

/U a0 B (@) [0 @)

> + Vul.

UunQ

Agora, note que para x € U N, (4.7) implica que
M2 () + ...+ nop_10m () > 1 — ¢,

pois a norma euclidiana nao depende da base ortonormal adotada. O]

Teorema 4.3 (Caso n = 2). Suponha que Q C R? seja um aberto regqular (ou seja,
com fronteira métrica compacta), cuja fronteira métrica possua um nimero finito de

componentes conexas, e que o campo magnético B nao se anula perto de 0S2. Entao
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existem R > 0 e uma constante Cr > 0 tal que, para todo u € C§° (Q2), vale

Wi = [ (1Bl + V) fuf? dz — O [
{zxeQ;D(z)<R}

sendo V € L2 () nao-negativo.

loc

Demonstra¢ao. Note primeiramente que, para n = 2, tem-se A (z) = a1 (x) dzy +
as (z) dzg de forma que B (x) = bys (z) dzy A dxo possui apenas uma coordenada e
1B (z)l;, = [b12(z)]. Como B néo se anula perto da fronteira, o sinal de bj» nao
muda perto de cada componente conexa de 0f), as quais sao compactos disjuntos.
Seja 02 = A; U Ay de tal forma que b3 > 0 perto de A; e bjs < 0 perto de
A,. Tome R > 0 suficientemente pequeno de forma que b;o nao muda de sinal
nos abertos disjuntos 2y = {z € ;D (x,A;) < R} e Qy = {z € ;D (z, Ay) < R}.

Assim, podemos escrever
3
Q=[Jo,
1=1
sendo (23 um aberto disjunto da fronteira 0€2. Tome fun¢oes ¢; de modo que
o ¢ € C°(R?);
e supp ¢ C () paral=1,2;
) Z?:l (¢0 (2))* = 1, para todo z € Q;
) 2?21 |dgy|* = Cr < 00 em Q.

Note que tais fungoes podem ser tomadas dependendo apenas do conjunto €2 e da

constante R. Usando (4.3), temos que

B (u) = S BY (éru) - / (Z |d¢l|2> Juf? da

=1

2 3
> Z Ry (du) — /Q (Z |d¢l|2) lu|? dz.
=1 =1
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Mas hY (¢u) > [{biagqu, dyu)| + (V éyu, pru) por (4.2), donde

3
1 (/Qz b2 |¢l|2 |U|2 +/Ql V|¢l|2 |u|2) _/Q (Z|d¢l|2> |u|2da:

=1
(Aamwvwmmmﬁ—cwmf

(IBl,, + V) Juf* = Cr Jul,

]~

hy (u) >

l

]~

=1

{xeQ;D(z)<R}
para todo u € C§° (€2), como queriamos demonstrar. ]

Teorema 4.4 (Caso n > 2). Seja Q@ C R" aberto regular, ou seja, com fronteira
métrica Qoo C B (0, R) compacta, com n > 2. Assuma que B = dA nao se anula
perto de Qo e que ni, () € regular perto de Qo, ou seja, se estende continuamente
para s. FEntao para todo € > 0, existem R > 0 e Cr > 0 tal que, para todo
u € CF° () vale:

W= - |

<|B|Sp + v) uf? da: — CR/ uf? da, (4.8)
{ze;D(z)<R} Q
sendo V € L2 () nao negativo.

Demonstrag¢ao. Como (2, é compacto, podemos escolher uma cobertura U, | =
1,..., N de Q) de acordo com o Lema 4.3. Ainda, podemos tomar essa cobertura
de tal forma que |J,U;NQ = {z € Q; D () < R}, para algum R suficientemente
pequeno. Tome fungoes nao negativas ¢;,l = 0,1,..., N, dependendo apenas de 2

e R, de tal forma que
e ¢ € O (R");
® supp ¢ C Us;
e >, ¢7=1em

° Zl ‘d(bl‘z < CR em ().
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Usando o Lema 4.2 e o Lema 4.3, temos que

> h(dw) —/Q (Z’d¢l|2> [ul* dz

h (pyu) —/Q <Z ’d¢l|2> uf? do
1=0

(1=2) [ (1Bl + V) 16" do = CoJul?

hi (u)

WE

=1

WE

=1

1_5)/ (1Bl + V) 6 do — Ca Jul.
{zxeQ;D(x)<R}

Isto termina a demonstracao. O]

~—~

Teorema 4.5 (Caso n = 2). Seja Q C R? aberto reqular cuja fronteira possua um

numero finito de componentes conexas. Se vale a desigualdade

B (z)l,, +V () > (4.9)

D (x)*
para todo x numa vizinhanga de 9S), entao o operador HY € essencialmente auto-

adjunto.

Demonstracao. Usando o critério fundamental, o Teorema de Regularidade A.5,
juntamente com o Teorema 4.1, basta mostrar que existem constantes ¢, > 0 e
A € R de tal forma que a desigualdade (4.1) se verifica para todo u € C§° (2). Pelo
Teorema 4.3, juntamente com a hipotese (4.9), temos que existem R > 0e Cr > 0

de modo que, para todo u € C§° (£2),

2
= | O 1 — o 2.
{weD(@)<r} D ()
Basta tomar A = —Cgr — 1 e obtemos (4.1) com ¢ = 1 e r = R, de forma que o
operador HY é essencialmente auto-adjunto. ]

Teorema 4.6 (caso n > 2). Suponha que o campo magnético B nao se anula numa
vizinhang¢a da fronteira métrica s € que a direcio n de B € reqular, ou seja, se

estende continuamente para (.. Suponha que existe n > 0 tal que

B ()]s, +V (2) = (1 +n) D@)?
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para todo x numa vizinhanga de Qu, entdo o operador HY ¢ essencialmente auto-

adjunto.

Demonstracao. Como no caso anterior, basta mostrar que existem constantes A € R

e c,r > 0 tais que (4.1) se verifica para todo u € C§° (2). Tome € > 0 de tal forma
1

que 7 = 1+ 1. Pela desigualdade (4.8), juntamente com a hipotese, temos que
—€
existem constantes R > 0 e Cr > 0, dependentes de ¢, tais que
v ju ()]’ 2
hA(u)Z/ de—CR/]u\ dzx.
{ee:D(x)<Rr} D () Q
E novamente obtemos o resultado com A= —-Cr—1,¢c=1er = R. O
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Capitulo

5

Efeito AB sem interacao com a fronteira

do solenoide

Como mencionado na Introdugao, o objetivo deste capitulo é responder as duas
questoes propostas que estao relacionadas a blindagem do solendide e a justificativa
para a apari¢ao do potencial magnético nao-nulo fora do solenéide. Lembramos que
esta dltima esta baseada na aplicagao do teorema de Stokes a uma regiao multipla-
mente conexa e considerada impenetravel, e que a blindagem do solendide geralmente
¢ assumida de alguma maneira valida ou sao apresentadas condi¢oes de contorno na
fronteira 0S, o que causa grande ambiguidade.

O que faremos aqui é usar os resultados apresentados nos capitulos anteriores
para propor uma situagao em que o solenoéide é considerado permeavel, o que permite
a aplicagao do teorema de Stokes, mas com a presenca de um potencial escalar
adicional V' e um campo magnético Beyue, com pelo menos um deles divergindo na
fronteira OS de maneira adequada, de tal forma que a dindmica fique completamente
determinada sem a necessidade de condigoes de fronteira; em outras palavras, de tal
forma que o operador de Schrédinger associado possua uma tnica extensao auto-
adjunta.

Considere entdao um solendide cilindrico S em R?, de comprimento infinito
e de raio a > 0, portando uma corrente elétrica estacionéria, centrado na origem
e eixo na direcao z. Devido a simetria do problema, vamos considerar S restrito
ao plano R? de forma que S seja a circunferéncia de raio a centrada na origem.
O campo magnético gerado é constante (ndo-nulo) na regiao interior S° e nulo na
regido exterior §’. Denotaremos Bag (z) = (0,0, B) sempre que = € S.

Denote por A g um potencial magnético definido em &’ gerando esse campo
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magnético. Podemos tomar por exemplo a escolha padrao

)

Axg (z,y) = o~ ( =

- X
1+
2 \ 22 + 42 x2+y

= 2 2

sendo ® uma constante que depende apenas do campo magnético B, chamada de
fluxo magnético. No nosso caso, ® = Bra?.

Temos entao
BAB =0 x AAB'

Considere agora uma parametrizagdo . da circunferéncia (1 +¢)0S C &', sendo
e > 0 qualquer. Denotando por int~. a regiao interior a curva 7., o teorema de

Stokes nos garante que

/AABdS:/ BABd(ﬂ:/BABd(I}:@#O,
Ye int ye °

0 que nos permite concluir que o potencial magnético A g ¢ ndo-nulo em S’. Além

o)
loc

do potencial magnético, vamos considerar um potencial escalar V' € L2 (S’) positivo

e um campo magnético B ambos definidos na regiao exterior S’ de tal forma que

|Bconf (Z’)| + V (.T) Z

d(z) = inf |z — 5.1
d(x)Z’ ( ) yGBS’ y’? ( )
para todo x € &’ numa vizinhanca qualquer da fronteira 0S. Nessas condigoes,
sendo A, um potencial magnético para Beo,s, propomos tomar o operador de
Schrodinger inicial em S’, com as constantes convenientemente escolhidas, como

sendo
H=—(0—i(Axg+ Acont))* + V, (5.2)

com dominio dom H = C§° (§').

Com o operador de Schrédinger assim definido, abordamos a primeira questao
proposta na introdugao de forma mais consistente, uma vez que o potencial mag-
nético A g resulta nao-nulo na regiao exterior devido ao teorema de Stokes, o qual
pode ser aplicado nesta situagao, pois nao precisamos definir o que queremos di-
zer por impermeabilidade do solendide, ou seja, ¢ permitido ao potencial magnético
“escapar” do interior S° do solendide.

Agora, devemos verificar que o operador H determina completamente a di-

namica do nosso problema sem qualquer necessidade de condi¢oes de fronteira, ou
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seja, que H possui uma tnica extensao auto-adjunta. Devemos levar alguns fatores
em consideragao antes de aplicar o Teorema 4.5. A fungao distancia até a fronteira,
presente na desigualdade acima citada, nao é a mesma que a presente na hipotese
do Teorema 4.5. Mas note que o fato importante na demonstracao desse teorema
¢ que vale a desigualdade |0d (z)| < 1, a qual ¢ valida na nossa situagao devido ao
Lema 3.1, visto que a fronteira de S é de classe C*°.

Assim, a condi¢ao de crescimento do potencial escalar V' imposta em (5.1)
(note que o campo magnético referente & Axp é nulo na regiao S’ de forma que
nao entra na desigualdade) garante o confinamento da particula quantica a regiao
exterior &', pois de acordo com o Teorema 4.5, o operador H possui uma Unica
extensao auto-adjunta e portanto a dinamica esta completamente determinada sem
necessidade de impor condic¢oes de fronteira. Como em S’ o campo magnético Bag
é nulo, a aparigdo de Ap nao-nulo no operador (5.2) caracteriza o efeito AB no

contexto que estamos considerando.
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Apéndice

A

Teoria de operadores

O objetivo deste apéndice é apresentar alguns resultados classicos de teoria de
operadores lineares em espacos de Hilbert, especialmente a demonstragao do critério
fundamental para operadores essencialmente auto-adjuntos (Teorema A.3).

Denotaremos por H um espaco de Hilbert qualquer.

Definicao A.1. SejaT : domT C H :— H um operador linear qualquer. Dizemos

que T é hermitiano quando

(&, Tn) = (T¢,n) ,VE,n € domT

e domT' C H, ou seja, domT" é um subespaco denso de H. Quando T" cumpre essa
ultima condicao, dizemos que T esta densamente definido. Dizemos também que

um operador hermitiano 7' é nao-negativo, quando
(u,Tu) > 0,Yu € domT.

Definicao A.2. Ao operador linear 7" densamente definido em H, associamos o

operador T™, dito adjunto de T, com dominio
domT™ = {n € H;3IC € H tq (n,T¢) =((,§),VE € dom T}
€ acao
Tn = (.
Dizemos que T é auto-adjunto quando T' = T™*, ou seja, quando domT = dom T™
e Tu = T*u,Vu € domT, e que T é essencialmente auto-adjunto quando possui
uma Unica extensao auto-adjunta em H. Mais precisamente, T' é essencialmente

auto-adjunto quando existe um tnico operador auto-adjunto S : domS C H — H
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tal que
domT C domS e Tu=Su,Vuée€ domT.

Definicao A.3. Sendo T um operador linear qualquer, definimos o conjunto
graf T = {(,T¢) € H x H; & € dom T},

dito o grdfico de T'. Dizemos que T' é fechado se gratf T' é um conjunto fechado de
H x H.

Note que T' ¢é fechado se, e somente se, vale a propriedade: Se (&,) ¢ uma

sequéncia em dom7 tal que &, - £ € He T¢, — n € H, entao £ € dom7T e
T =n.
Definicao A.4. Se graf T é o grafico de uma extensao linear T’ de T, entdo dizemos

que T é fechdvel e que T é o fecho de T
Teorema A.1. Seja T um operador hermitiano. Entdao

1. T* € uma extensao linear de todas as extensoes hermitianas de T';

2. T é essencialmente auto-adjunto se, e somente se, T € auto-adjunto e, nesse
caso, T" =1T.

Demonstracao. Ver capitulo 2 de [6]. O
Lema A.1. Se T ¢ linear e densamente definido, entao T € um operador fechado.
Demonstracao. Ver capitulo 2 de [6]. O

Teorema A.2. Suponha que T é hermitiano e que exista z € C de tal forma que
img (T — zI) =img (T —zI) = H.

Entao T ¢ auto-adjunto.

Demonstragao. Seja v € domT* qualquer e T*v = w. Como img (T —zI) = H,

existe u € dom T com (T —Z[)u = w — Zv. Agora,

(0, (T = zI) @) = (v, Tep) — (v, 2)
T"v, ) = (z0,¢)

(
= {
= (w — Zv, @)
{
=

(T'==z1)u,¢)
u, (T —zI)p), YepedomT.
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Usamos o fato de que u, € domT e T é hermitiano. Como img (T — zI) = H,

segue que u = v e portanto dom 7™ C dom T, donde T é auto-adjunto. O

Lema A.2. Seja T : domT T H — H um operador linear qualquer. Temos
N (T*) = img (T)" . (A1)
Demonstracao. Temos diretamente que
veimg(T)" < (v, Tu) =0=(0,u),Vu € domT,

o que significa, por definigao, que v € domT* e T*v = 0, ou seja, v € N (T™). ]

Teorema A.3 (Critério fundamental). Seja T' um operador hermitiano nao-negativo.
Suponha que exista A € (—o00,0) de tal forma que uma das condigdes abaizo € satis-
feita

o img (T —\)="H;
o N (7" —\I)={0}.
Entao T ¢é essencialmente auto-adjunto.

Demonstragao. Note primeiramente que a igualdade (A.1) mostra que as duas con-
dicoes sao equivalentes. Ainda, sendo T ndo negativo e hermitiano, temos que T é

nao-negativo e hermitiano. Para n = —\ > 0, temos que
0 llull* < (u, Tu) + 1 ol
~ (u. (T + 1) u)
< [ull [|(T + ) u|

e segue que N (T—l— nl ) = {0} e existe (T+ nl )_1. Ainda, a desigualdade acima
implica, fazendo v = (T + n]) u # 0, que

|@+n0) o <0t el

ou seja, o operador (T+ nl )_1 ¢ limitado e fechado de forma que seu dominio
img (T—i— nI) é fechado. Como img (T +nl) C img (T+77]), segue da hipotese
que img (T +nl ) = H e entdo T é auto-adjunto. Logo, T é essencialmente auto-

adjunto. ]
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Vamos terminar apresentando um teorema de regularidade de solugoes para

operadores elipticos.

Teorema A.4. Seja Q@ C R™ um aberto qualquer, e P = P (x,D) um operador
eliptico em § de ordem m > 0, com coeficientes constantes na parte principal e C>
nas demais. Para todo s € Z, s > 0 e u € D' () vale

PueH;.(Q) <= ueHI™ Q).

loc

Demonstragao. Ver 6.4 de [11]. O

Teorema A.5 (Regularidade). Seja Q um aberto qualquer. Suponha que 1 € L? ()
cumpre

(¥, (Hy = M)u) =0, YueCy(Q), (A.2)

para algum X\ real. Entdo 1) é uma solugdo fraca de HY v = M\, ou seja, 1 € H2_(Q)
e vale (A.2).

Demonstracao. Da hipotese, segue que

<<_iv§ - )\I> w,u> = (=Vu,u),

para todo u € C§° (£2). Isso mostra a igualdade no sentido das distribuigdes

<— ivi — /\]> Y ==V
j=1

Como —V € L2 () = HY () e o operador da esquerda ¢ eliptico com coefici-

loc
entes constantes na parte principal (ordem 2) e C'° nas demais, segue do teorema

2

ioe, como querfamos demonstrar. O

anterior que ¢ € H
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