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Resumo

Neste trabalho, vamos introduzir os conceitos de holonomia normal e holonomia nor-
mal restrita de uma subvariedade riemanniana, os quais sao subgrupos das matrizes orto-
gonais que se realizam a partir de fazer translagao paralela dos vetores normais, ao longo
de lazos e lazos simplemente conexos respectivamente, usando a conexao normal. Vamos
ver que a holonomia normal restrita ¢ um subgrupo de Lie das matrizes ortogonais.

Com o auxilio do Teorema de Ambrose-Singer, que relaciona o conceito de curvatura
com holonomia normal restrita, vamos provar o Teorema Normal de Holonomia, analogo

extrinseco do teorema de Rham-Berger algébrico.



Abstract

In this work we will introduce the concept of normal holonomy and restricted normal
holonomy of a riemannian submanifold. They are subgroups of the orthogonal matrices
that are realized from parallel translating normal vectors, along loops and null-homotopic
loops respectively, using the normal connection. We will proof that the restricted normal
holonomy is a Lie subgroup of the orthogonal matrices.

With the aid of the Ambrose-Singer Theorem, which relates the concept of curvature
with restricted normal holonomy, we will prove the Normal Holonomy Theorem which is

the extrinsic analogue of the algebraic de Rham-Berger’s Theorem.
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Introducao

Resultados importantes sao obtidos no estudo da holonomia intrinseca em variedades rie-
mannianas: o Teorema da descomposicao de Rham e o Teorema de Holonomia de Berger
([1] Cap. 4.2). O primeiro afirma que uma variedade riemanniana M ¢é localmente irre-
dutivel em torno de p se, e somente se, seu grupo de holonomia local age irredutivelmente
em T,M. O Teorema de Berger afirma que se M ¢é irredutivel em torno de p e nao é
localmente simétrico, entao o grupo de holonomia restrito Holg(M ) age transitivamente
na esfera unitaria em 7,/ . Em particular, temos o seguinte resultado: para todo p € M,
existe (a menos de ordenagdo) uma decomposigao ortogonal T,M = Vo @ --- @V de
T,M em subespacos Vi, -,V Holg(M)—invariantes, e subgrupos normais Gy, - - - , G, de
Holg(M) tal que

(i) Holg = Gy X -+ X G}, (produto direto).
(i) G; age trivialmente em V; se i # j.

(i) Go = {1} e, se i« > 1, G; age transtitivamente na esfera unitaria em 7,M, ou
age irredutivelmente em V; como a representacao isotropica de um espago simétrico

simples riemanniano.

Este resultado é chamado de Teorema algébrico de de Rham-Berger, algo surpreendente
é que, para a conexao normal em uma subvariedade de um espacgo forma candnico, o

Teorema algébrico de de Rham-Berger vale em uma versao mais simples.

Teorema 0.1 (Teorema Normal de Holonomia [6]). Seja M uma subvariedade coneza
de um espago forma canénico QY. Seja p € M e seja ®* o grupo de holonomia nor-
mal restrito em p. Entdo ®* é compacto, e existe uma unica (a menos de ordenacao)
decomposi¢ao ortogonal.

NiM(p) =Vo® - &V

7



8 CONTEUDO

do espago normal NyM(p) em subespagos ®*-invariantes e exvistem subgrupos normais
Dq, -, Dy de D tal que

(i) ®* = &g x -+ X Py (produto direto).
(it) ®; age trivialmente em V; se i # j.

(11i)) o= {1} e, sei > 1, ®; age irredutivelmente em V; como a representa¢ao isotropica

de um espaco riemanniano simétrico irredutivel.

Esta analogia é a motivacao do presente trabalho: Vamos provar o Teorema de Holo-
nomia Normal.

No primeiro capitulo vamos dar os ingredientes necessérios para definir holonomia.
Afim de fazer isso, precisamos de um fibrado vetorial £ dotado de uma métrica g e uma
conexao V, que seja compativel com essa métrica, para que possamos diferenciar se¢oes do
fibrado. No caso especifico de uma variedade riemanniana, podemos definir a holonomia
riemanniana ou também chamada holonomia intrinseca usando o fibrado tangente e a
conexao de Levi-Civita.

No segundo capitulo, trabalharemos com subvariedades e derivaremos as equacgoes
bésicas para elas. Vamos definir o fibrado normal, com a métrica induzida pelo espaco
ambiente, e uma conexao neste fibrado, chamada conexao normal que é compativel com
a métrica induzida. Assim, como no segundo capitulo, podemos definir holonomia, desta
vez chamada holonomia normal ou holonomia extrinseca, ja que estamos usando o espago
ambiente para defini-lo.

No capitulo trés, vamos provar que o grupo restrito de holonomia normal ®; no ponto
p € M é na verdade um subgrupo de Lie de O(NyM(p)). Para isso, precisamos trabalhar
com algumas propriedades do mapa exponencial do grupo de Lie, sendo que as ideias
deste capitulo provém do artigo [2].

No ultimo capitulo, provaremos o resultado desejado: o Teorema de Holonomia Nor-
mal. Para fazé-lo seguiremos os artigos 7], [6] e o livro [1]. A ideia bésica da demonstracao
¢ que o algebra de Lie g do grupo de holonomia normal restrito ®* é gerado por tensores
curvatura algébricos, isto €, tensores lineares que satisfazen todas as identidades algébricas

do tensor curvatura.



Capitulo 1

Holonomia intrinseca

Neste capitulo definiremos que é o grupo de holonomia riemanniana ou holonomia intrin-
seca num ponto p de uma variedade riemanniana M. Queremos derivar se¢oes no fibrado
de uma variedade com respeito a um campo tangente, para isso, definimos o que é uma
conexao num fibrado vetorial de uma variedade. Veremos que o conceito de conexao é na
verdade um conceito local.

Com a mesma ideia de conexao, na segunda se¢ao introduzimos um operador chamado
derivada covariante, o qual, deriva se¢oes do fibrado definidos ao longo de uma curva, na
direcao tangente da curva.

Na terceira secao, devido ao teorema de equagoes diferenciaveis ordinarias, obtemos o
transporte paralelo de um vetor no fibrado. Se a conexao é compativel com a métrica do
fibrado, implica que o transporte paralelo é uma isometria entre espacos vetoriais, sendo
esta a ideia principal do capitulo.

Na ultima parte, fazemos uso do trabalho feito nas se¢oes anteriores e definimos holo-
nomia riemanniana e holonomia riemanniana restrita, num ponto da variedade. Conclui-
remos que tais grupos sao subgrupos das matrizes ortogonais do espago tangente nesse

ponto o qual contém informacao local sobre a variedade.

1.1 Conexoes
Sejam 7 : £ — M um fibrado vetorial sobre uma variedade diferenciavel M e
[(E)={f: M — E: f diferenciavel e 7o f = 1d}

9



10 CAPITULO 1. HOLONOMIA INTRINSECA
denote o espaco de sec¢oes diferencidveis de E. Uma conexao em E é uma aplicacao
V:IN(TM) xT'(E) - T'(E)

dada por (X,&) — Vx& com X € ['(TM) e £ € I'(F), que satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1. (X&) — Vx¢& é C®°(M)-linear em I'(T'M):
Vixigv€ = [VxE+ gVyé,
para todo f, g € C*(M), X,Y e I'(TM) e £ € T'(E).
2. Vx¢& é R-linear em I'(E):
Vx(ag +bn) = aVx{ +bVxn,
para todo a, b€ R, X e I'(T'M) e {,n € I'(E).

3. V satisfaz a seguinte regra de produto:

Vx(f§) = fVxE+ (X[)E,
para todo f € C*(M), X e '(TM) e £ € T'(E).

V x¢& é chamada derivada covariante de ¢ no sentido de X.

Seja m : E — M um fibrado vetorial com conexao V. Dizemos que uma sec¢ao £ € I'(F)
é paralela quando Vx¢& = 0 para todo X € I'(T'M). Um subfibrado vetorial F' de E é
chamado paralelo se para toda se¢ao n de F e todo X € I'(T'M), temos que Vxn é uma
secao de F.

Uma métrica riemanniana ¢ num fibrado vetorial 7 : F — M é uma aplicacao
g:(E)xT'(E) - C®(M),

bilinear sobre o anel C*°(M) de fungoes diferenciaveis que é simétrica e positivo definida.
Um fibrado vetorial 7 : E — M munido de uma métrica riemanniana é chamado fibrado

vetorial riemanniano. A acao de g sobre as segoes £ e 7 serd denotada por (£, 7).
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Considere um fibrado vetorial riemanniano w : £ — M. Uma conexao V é dita

compativel com a métrica g se

vX <’£7 77> = <VX£7 77> + <€7 VXU) )

para todo X € I'(T'M) e £, n € I'(E), onde Vx (£{,n) denota a X (£,n).
O tensor de curvatura de um fibrado vetorial 7 : E — M, com uma conexao V, é
uma aplicacao

R:T(TM) x D(TM) x [(E) — T(E)

definida por
R(X,Y)§ =VxVy{ - VyVx{ — Vixyi€

Lema 1.1. Se 'V é uma conexdao num fibrado vetorialm: E — M, X e I'(T'M), £ e I'(E)
ep € M, entao Vx£|, depende somente dos valores de X e & numa vizinhanga arbitrari-
amente pequena de p. Em outras palavras, se X = X e £ = é em alguma vizinhanca U
de p, entio Vx&|, = V &l,.

Demonstracao. Primeiro provaremos que se £ = € em U, entdo Vx|, = VX§|p. Seja
n==~&— £, como & = & em U, segue que 1 = 0 nesta vizinhanca. Considere uma fungao
¢ € C°(M) com suporte contido em U e tal que ¢(p) = 1. Logo, ¢n = 0, pois se
q € U entao n|, =0, ese g ¢ U, entdo ¢ ¢ supp ¢, assim ¢(q) = 0. Por isso temos que
Vx(en) = Vx(0-9n) =0-Vx(pn) = 0. Mas pela regra do produto 0 = Vx(¢n) =
(X)n + ¢Vxn. Calculando em p, tem-se 0 = 0 + Vx|, logo Vx (& — €)|, = 0. Pela
linearidade obtém-se o resultado procurado.

Agora vamos provar que se X = X em U, entdo V x& |, = V&|p. A prova é semelhante
ao caso anterior. Seja Y = X — X, como X = X em U, implica que Y = 0 nesta
vizinhanga. Considere uma fungao ¢ € C*°(M) com suporte contido em U e tal que
©(p) = 1. Assim, pY =0, poisse g € U entdo Y|, =0, e se ¢ ¢ U, temos que ¢ ¢ supp ¢,
logo ¢(q) = 0. Portanto, V,yé = Vouyé = 0- Vuyé = 0. Como 0 = V& = oV,
calculando em p, segue que V_¢&|, = 0, o resultado segue pela linearidade em X.

A demonstragao do lema ja esta pronta, pois
VX€|p - Vf(glp = va’p - VXé‘p + VXE’;D - vf(g‘p-

O resultado segue das afirmagoes anteriores. O]



12 CAPITULO 1. HOLONOMIA INTRINSECA

O lema anterior fala que a conexao é um objeto local. O seguinte resultado reforca, o

lema anterior.

Lema 1.2. Vx{|, s depende dos valores de § em uma vizinhanga arbitrariamente pequena

de p, e do valor de X em p.

Demonstragao. Pela linearidade em X de V, basta provar que Vx|, = 0 sempre que
X, = 0. Para isto, escolha uma vizinhanca coordenada U contendo p. Em coordenadas

locais, X = """ | X'9;, com X'(p) =0, pois X, = 0. Entdo para quaisquer § € I'(E),

Vil = Vs xially =Y X' (p)Voel, =0,
=1

onde a primeira das igualdades segue do lema anterior, estendendo o campo Y .| X'0; €
['(TU) a toda a variedade. O

A partir de agora, escreveremos Vx, & para denotar V x§|,.

1.2 Derivada covariante

Seja F/ um fibrado vetorial sobre M uma variedade diferencial. Uma secao suave ¢
ao longo de uma curva suave v : [ — M é uma aplicagao diferenciavel ¢ : [ — E
tal que () € E, ) para todo t € I. O conjunto de secoes suaves ao longo de vy sera

denotado por I'(y). Dizemos que £ ¢ extensivel se existe uma se¢do 5 do fibrado E tal

que &(t) = £(v(1)) € By
Por exemplo, se consideramos F como sendo T'M, entao uma se¢ao ao longo de uma

curvay: I — M é~: 1 — TM, os vetores velocidade.

Lema 1.3. Sejam V uma conexdo em M sobre o fibrado vectorial E e~ : I — M, uma

curva suave. Entao V determina um tinico operador
Dy :T(y) = I(v)

o qual satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Linearidade sobre R:

Dt(a£+bn) :aDt£+th77 ayb GR, 5777611(’)/)
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(b) Regra do produto:

Dy(f€) = fE+ D& para f € C=(I), € €T (7).

(c) Se & é estendivel, entdo para qualquer extensao E de &,

Dt&(t) = vﬁ(t)f-

Para qualquer £ € T'(vy), D& € chamada derivada covariante de & ao longo de 7.

Demonstrag¢ao. Como no caso das conexdes, provaremos que D& () depende somente dos
valores de & num intervalo aberto de ¢y,. Pela linearidade do operador D, basta mostrar
que D&(tg) = 0 caso £ se anule numa vizinhanga de ty. Para isso, considere uma fungao
suave ¢ : [ — M tal que ¢(ty) = 1 e supp ¢ C J, onde J é o intervalo onde £ se anula.
Como @& = 0, temos

0 = Dy(¢€)(to) = o(to)§(to) + @(to) Di(to) = Dik(to).

Considerando referenciais coordenados {F1,--- , Ex}, {01, -+ ,0,} de E e T'M respec-
tivamente, em torno do ponto y(to), temos que &(t) = S&_, € (t)(E; 0 )(t). Como Ej; oy

é estendivel por E;, segue que

D(ty) = Dy (Z ¢'(E; 07)> (to)

€(to) Ex(y(to)) + €' (to) Di(Es 0 7) (1) )

/N

€ (to) E(3(t0)) + € (t0) V00 )

M- 11+

N
Il
i

VRS

2%
<
—~
~
o

M-

s
I
—

VEi(v(to)) + &' (ta) > (W"(to)vaj(wo))Ei))

j=1

Elto) ¥ (1) S <r;i<v<to>>Er<v<to>>)) )

r=1

s
I
—_

I I
= L[]~
7N N N
M :
s
S
2
s
<
M:
VRS

o) + Y > (E(t)3' (to)T (7(%)))) E,((to))- (1.1)

i=1 j=1

ﬁ
Il
—



14 CAPITULO 1. HOLONOMIA INTRINSECA
onde Vi, (v £ = S [7(v(t0)) Er(7(t0)). Entao, se existe Dy, este deve ser tnico.

Para demonstrar a existéncia, basta definir o operador D, pela formula (1.1) em um
aberto coordenado U de M tal que 77,,(U) e 75" (U) sejam abertos coordenados de T'M

e E respectivamente. O operador assim definido satisfaz linearidade pois

n k

Dyfag +bn)(to) = Z(ZZ(@SJHW )3 (t0) T (1(0))) +

r=1 =1 j=1

(a&™ + bn) )ET

- Z ( )+ ZZ & (to)y (v(%)))) E,(7(to)) +
bZ ( )+ Z )%(7(%)))) E,(7(to))

= aDy(to) +0Dy(n (to)

Também satisfaz a regra do produto,

Di(fE)(to) = 3 (S(t)E" (o) + J(to)€" (t) +

D=7 ()€ () (1) (1)) ) B (1)
= flto) ) (fr(to) + ZZ & (o) (’Y(%)))) E,(y(to)) +
£ (t0)&(to)

= f(to)Di&(to) + f(to)€(to).

Por tltimo, também satisfaz a propriedade de extensao, pois se existe £ € I'(E) tal que
E(to) = &£(v(to)), segue-se que

k

Vil = Y Vsl By

r=1

= 3 (1) E)E(r(10) + € (1 (t0)) Vi v )

r=1
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4 GEMIGIACTN RS (Wi(to)ﬁ”(to)Vam(to))Er))

dt|,_,. £

f (to) Er(y(to) +Z ( (to)§" (to) Z ’Y(tO))>>
" (to) + Z Z & (to)7' (to)T; (’Y(%))) E,(v(to))

— i=1 j=1

(to)-

]~

vﬁ(to)g

\3
Il
—

Mpr

%
I
-

I
2 i-

Assim o operador D, esta definido em cartas que cobrem a variedade, o qual esta
bem definido, pois pela unicidade, na intersecao dessas cartas coordenadas as definigoes
coincidem. Logo pode-se estender o operador D; a toda a variedade. Claramente, esse

operador satisfaz as trés propriedades. n

Corolario 1.4. Sejam M wuma variedade suave com fibrado vetorial E e conexao V, e
v I — M uma curva suave com tg € 1. Sejam £ en € T'(E) tal que { oy = n o~y numa
vizinhanga de to. Entao V)& = Vyug)n

Demonstragao. Considere as se¢oes ao longo da curva v, £ oy e noy com extensao 6bvia
¢ e n respectivamente. Como essas segoes ao longo de v, sao iguais numa vizinhanga de

ty, temos

Vo(to)€ = Di(§ 0 ) (to) = Di(n o) (to) = Vorag)n-

1.3 Transporte paralelo

Seja M uma variedade diferenciavel com conexao V sobre o fibrado E. Uma segao suave
¢ ao longo de uma curva suave v : I — M ¢ paralela ao longo de v, com respeito a V,
se D;{ = 0. Algo fundamental é que qualquer vetor em £, ) pode ser estendido a uma
secao suave paralela ao longo da curva 7, isto decorre do seguinte teorema de equagoes

diferenciais ordinarias que s6 enunciaremos.

Teorema 1.5 (Existéncia e Unicidade para Equagdes Diferenciais Ordinarias Lineares

([8], Teorema 4.12). Seja I C R um intervalo, e para 1 < j,r,< k seja A7 : I — R
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funcgoes diferencidveis arbitrdarias. Entao o problema linear com valor inicial:
k
VI(t) = AV (),
j=1

V(ty) = B’ (1.2)

tem uma unica solucao em todo o intervalo I, para qualquer ty € I e qualquer vetor inicial
(BY,---, B*) € R¥,

Teorema 1.6 (Translacdo Paralela). Sejam v : I — M uma curva suave com ty € I e

§o € Eyo)- Entao existe uma unica se¢ao suave paralela § ao longo de v tal que £(to) = &o.

Demonstragdo. Suponha que (I) esta contida numa carta coordenada U tal que 75! (U)
seja uma carta coordenada do fibrado. Pela formula local da derivada covariante (1.1),

temos que se £ é uma segao paralela ao longo de v entao

Et) ==Y > Oy Or;(). (1.3)

i=1 j=1

Logo, pelo teorema de EDO, tomando Aj(t) = — 1" | 4*(t)T;;(v(t)), implica que existe
uma unica solu¢ao £ definida em I com condigao inicial £(ty) = &.

Agora, suponha que (/) ndo é coberto por uma unica carta. Seja o supremo
de todos os t > ty tal que existe um unico transporte paralelo no intervalo [to,t], pela
continuidade de v, existe t > ¢, tal que y([to,?]) esta contido em uma carta coordenada
para t proximo de ty, logo pelo feito no pardgrafo anterior, 5 > t;,. Assim, segue que
existe uma tunica segao suave paralela ¢ : [to, §) — E.

Se 8 € I, considere uma carta coordenada U, com 7@1 (U) carta coordenada do fibrado,
centrada no y(f3) tal que v(5 — 9, 8] C U. De novo, pelo Teorema 1.5, existe uma se¢ao
suave paralela & : (8 —6,p] = E ao longo de v|5—s4], tal que é(ﬁ — g) =¢(B— g) Pela
unicidade, ¢ e € devem coincidir no dominio comun e portanto consideramos ¢ definido
em [to, f].

Se existe t > [ tal que t € I, pela conexidade do intervalo I, existe d > 0 tal que
(B—=96,6+0) C I, tal que y(8 — 0, + 0) esta contido numa s6 carta. Entao existe
secao suave paralela gem (6 —0,8+9) tal que E(ﬁ) = &(B). Pela unicidade, E: £ em

seu dominio comum, logo & pode ser estendido para valores maiores que 3. Isso é uma
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contradicao. Assim, a sec¢ao suave paralela ¢ ao longo da curva « esta definida em todo o

intervalo I. O
Gragas a este resultado, se pode definir um operador chamado transporte paralelo
Pyt Byo) = By

dado por P.&, = £(t1), onde £ é a segdo suave paralela de &, e v : [to,t1] = M ¢
uma curva suave. Pela linearidade de Dy, P, é uma transformacao linear. Também é
um isomorfismo, pois tem como inversa a P,-1 onde v~ denota a curva v percorrida no
sentido contrario. Pode-se considerar v como diferenciavel por partes, e fazer o transporte

paralelo em cada intervalo onde a curva é diferenciavel.
Lema 1.7. O transporte paralelo é independiente da parametrizagdo de 7.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, suponha que a curva 7 : [a,b] — M é dife-
renciavel, caso contrario, pode-se trabalhar em cada secao diferenciavel da curva. Seja
« : [¢,d] — [a,b] uma reparametrizacao do intervalo [a, b] com a(c) = a e a(d) = b. Basta
mostrar a seguinte igualdade

Pyoo = P,

Seja & € FE,) um vetor na fibra v(a), com secdo paralela { ao longo de 7. Em

coordenadas locais temos que para todo t € [a, b]
0 = D)

k
= > DIE(Eioy)(t)

k k n
= (éi(t)Ei(v(t)) +> ZEi(t)"yj(t)FZ(’V(t))ET(V(t))) :
i=1 r=1 j=1
onde & = 371, €'(Ei o).

Considere a seguinte secao £ o a ao longo de v o a. Em coordenadas locais temos que

Coa= Zﬁ:1(§z oa)(E;ovyoa). Assim,

k

DI*(Eoa)(t) = Y DI*(€ oa)(E,oyoa)(t)

r=1



18 CAPITULO 1. HOLONOMIA INTRINSECA

DI*(Eoa)t) = Y (& (alt)alt)B(1(a(t)) +

¢ uma secao paralela ao longo de v o a. Portanto,

P’Yga - f(b) - f o O[(d) — Pyoaga'

O seguinte resultado é vital para poder definir holonomia, pois afirma que o transporte

paralelo é uma isometria quando a conexao é compativel com a métrica.

Lema 1.8. Seja M uma variedade, com fibrado vetorial riemanniano w : E — M, e

conexao V. Entao temos as sequintes equivaléncias

(a) V é compativel com a métrica g.

(b) Se & en, sio segies paralelas ao longo de qualquer curva vy, entao
d

(c) Se & en sao segoes paralelas ao longo de v, entao (§,7n) € uma constante.

(d) A translacdo paralela Py : E,q — Eyqy) € uma isometria para qualquer -y.

Demonstragao. (a — b) Seja {E1,--- , Ex} um referencial local em torno de (). Assim,
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pode-se escrever £(t) = Y5, E(0)Ei(v(1)) e n(t) = S5, 19 () E;(+(¢)). Logo,

d

% it <£7 77> =

(£ (t)gii (v(1)))

t=to

4
- dt

Mw

.

7.]

&' (to)n’ (t0)gij (Y (to)) + & (to) 1 (0)gi; (v (to)) +

=
—

»J

<

E(to)P (to)(t0) (915) )

Por outro lado, temos que

(Di(to), n(to)) + (€(to), Din(to))

k

= > (D€(Biom)(to) 7’ (to) B ((t0))) + (€' (to) Ei(1(t0)), Dt (Ej 0 %) (to) )

ij=1
k

= Z(éi(to)nj(%) (Eiy Bj) gy + € (t0)17 (t0) (De( Ei 0 ) (to), Ej(7(to))) +

3,j=1

&' (to)7 (to) (Bis Ej) ) + €' (t0)17 (to) (Ei((to)), De(Ej 0 7)(t0)))

k

= > (E () (to) (B Ej)y ) + € (o)1 (t0) (Vo) Eis 5 (3(t0))) +

1,j=1

€' (to) (to) (Ei, ).y + € (to) (to) (Ei(7(t0)), Vo) i)

= 3 (E (o) (t0)gis (1(F0)) + E1(ta)iP (o) gy (v (t0)) +

3,7=1

& (to)n’ (to)3(t0) (9:5),
sendo que a tltima igualdade faz uso da hipotese. Portanto, obtemos a igualdade.
(b — ¢) Trivial, pois & (£, n) ¢ zero.

(¢ = d) Temos que mostrar que (§(fo), n(to)) = (Py(&(t0)), Py (n(to))) = (€(t1),n(t1)),
onde £ e 7 s@o as extensdes a campos paralelos ao longo de v de £(to) e n(to) respectiva-

mente. Pela hipotese, (£,n) é constante, logo (£(to),n(to)) = (£(t1),n(t1)).

(d — a) Basta mostrar que

Xp <g, ﬁ> = <VXP§, ﬁp> + <gp> prﬁ> :
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Seja v : I — M uma curva tal que v(0) = p, e ¥(0) = X,. Denotaremos por { e 7 as
se¢oes induzidas ao longo de v, das segoes E e 1. Considere, um referencial ortonormal
{e1,-+- ,ex} em p, e seja {Ey, -+, Ex} as extensoes paralelas desses vetores ao longo de

7. Pela hipotese, para cada t € I, temos que {E(t),- -, Ex(t)} é ortonormal. Assim

= Zgi(t)E t

Por um lado temos,

Por outro lado,

<VX,,€} 77p> + <§;}, Vxﬁp> = <V7 0)5
)

Assim as duas expressoes sao iguais. O
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1.4 Holonomia intrinseca

Seja M uma variedade riemanniana com conexao Levi-Civita V. Dada uma curva dife-
renciavel por partes 7 : [a,b] — M, tem-se que existe uma isometria

P.

Y TyM = Ty M,

entre espacos tangentes.
Agora, fixemos um ponto p € M e denotemos por 2,M o conjunto de lagos diferen-

cidveis por partes com ponto base em p. Se 7,0 € ,M, entao defina

7(2t) 2 (1.4)

7t = { o(2t — 1)

a composicao de caminhos, ou seja, primeiro percorre-se o lago 7, e logo percorre-se o

i L

<t<
<t<

os dois trajetos ao dobro de velocidade. Também defina y~*(¢) = (1 — t), em outras
palavras, percorre-se em sentido contrario o lago .

Temos o seguinte mapa

P:Q,M — O(T,M),

dado por P(vy) = P,, onde pelo Lema 1.7, satisfaz P,., = P, o P,. Também temos que
P, = (P,)~! pela observagao feita antes do Lema 1.7. Temos que P; = Id onde p é a

curva constante em p. Defina
Hol,(M) ={P, : v € Q,M},

entao segue o seguinte teoema

Teorema 1.9. Hol,(M) é um subgrupo de O(T,M) chamado grupo de holonomia

riemanniano em p.

Demonstragao. Como os elementos de Hol, (M) sao transformagoes lineares isométricas, é
claro que Hol,(M) é um subconjunto de O(T7,M), o qual, nao é vazio, pois id € Hol,(M).
Como P, 0 P, = P, e (P)™! = P,-1, implica que tanto o produto como a inversa sao

algebricamente fechado, logo Hol, (M) é um subgrupo. O

Se p,q € M estao na mesma componente conexa, entao existe uma curva suave por
partes v : I — M tal que 7(0) = ¢ e y(1) = p. Considere F' : Hol, (M) — Hol, (M)
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definida por F(FP,) = P.

~1xawy- £ € um homomorfismo de grupos pois

F(Poél OPa2> - F<Pa1*a2)

= P'yfl*ozl*ag*'y
= P, 10oPF, oF,,oPF,
= P 1oP, oP,oP 10PF,0oPF,

= P’Y_l*Oél*"/ O P’Y_I*QQ*'Y

= F(Py)oF(P,,).

Sua inversa é dada por G : Hol,(M) — Hol,(M) definida como G(Pg) = Py.g.,-1. Logo,
os grupos de holonomia em pontos da mesma componente conexa sao isomorfos. Assim,
se M é conexo, denotaremos por Hol(M) o grupo de holonomia riemanniano, pois os
distintos grupos de holonomia sao isomorfos.

Se consideramos lacos em p homotopicos a uma constante e diferenciaveis por partes,
pelos mesmos argumentos utilizados, obtemos um subgrupo de O(7, M) chamado o Grupo
de Holonomia Normal Restrito em p e denotado por Hol (M). Se v e A sdo lagos em p
diferenciaveis por partes tal que A ¢ homotopico a uma constante, entao P,-1 0 Pyo P, =
P, 1,0 € Hol (M) pois y~! % X % v & homotopico a uma constante. Assim, Hol} (M) é

um subgrupo normal de Hol,(M).



Capitulo 2
Subvariedades e holonomia normal

Na primeira se¢ao, vamos introduzir as defini¢oes com as quais trabalharemos no resto do
capitulo. Em particular, a nogao de fibrado normal sera de vital importancia. Na segunda
secao, deduziremos as equagoes fundamentais das subvariedades, as quais, serdo usadas
no capitulo 4 para a demonstracao do Teorema de Holonomia Normal. Por fim, na tultima
secao introduziremos o conceito de grupo de holonomia normal e grupo de holonomia

normal restrito.

2.1 Definicoes basicas

Primeiro vamos lembrar algumas defini¢oes, aproveitaremos ao mesmo tempo para fixar
a notacao.

Sejam M" e M"™P variedades diferencigveis. Dada uma aplicacao f : M — M dife-
renciavel, dizemos que f é uma imersao se f, : T,M — T f(p)]\7 tem grau n, ou seja, fy €
injetora, para todo ponto p € M.

Uma imersao injetora f : M"™ — M"™P entre variedades riemannianas, com metricas

(, )ar (s )37 respectivamente, é uma isometria se

(X, V) = (X, LY )57 (2.1)

No caso em que somente M seja uma variedade riemanniana, pode-se dotar M com
uma métrica riemanniana mediante a formula (2.1); com esta métrica, f torna-se uma
isometria.

Sejam 7 : £ — M um fibrado vetorial e f : N — M um mapa diferencidvel. Entao

23
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7 f*E — N, onde
fTE={(p,§):pe N, £€ Eyp},

definido por 7(p, &) = p, ¢ o fibrado vetorial induzido por f em N.

Dada uma isometria f : M"™ — M "tPtemos o fibrado vetorial induzido f*TZ/\\/[/ sobre
M que tem como fibra em p a Ty, M. A imagem da diferencial do espago tangente em p

f+(T, M) é um subespaco vetorial de Tf(p)]\7 . Logo,
TypyM = fT,M © NpM(p),

onde N;M(p) := (f*T,M)*, chamado espago normal em p. A unido disjunta de todos

estes espacos normais em p

NyM = | | NyM(p),

peEM

é o fibrado normal de M por f.

A conexdo Levi-Civita em M induz uma tnica conexdo V em T M tal que
VX(Z O f) = Vf*XZ,

para todo X € T,M,ondep € M, e Z € TM. Por abuso de notagao se identifica Ve @,
assim no que se segue escreveremos v para as duas conexoes, o contexto identificara qual

delas estamos usando.

Sejam X, Y € I'(T'M), decomponha
VxfY = (Vx V) + (Vx £Y)

com respeito a descomposicao ortogonal Tf(p)JT/[/ = f.I,M & N;M(p). Se pode verificar
que
VY = fH (Ve fY)T,

¢ uma conexao simétrica compativel com a métrica, logo deve coincidir com a conexao

Levi-Civita de M, pois uma conexao com essas caracteristicas é tnica.
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2.2 As equacoes basicas de subvariedades

Sejam M™ e M™*? variedades riemanniana e seja f : M™ — M™ uma imersio isométrica.
Temos 7 : NyM — M o fibrado normal sobre M induzido pela f. Denotaremos as se¢oes
suaves de M em N;M, por I'(NsM). Como f é uma imersao pode-se considerar a f(M)
como uma subvariedade imersa de M. Ha uma identificacdo entre (M, (, ) V), e

(f(M),(,) FOM) 0 V), logo sem perda de generalidade, tomemos f como aplicacao inclusao.

Logo, pelo feito na se¢do anterior, se X,Y € I'(T'M) sao campos tangentes, temos que
VxY = (Vi) + (VxY)*

Segue da unicidade da conexao Levi-Civita que (%)T ¢ a conexao Levi-Civita em M.

Denotaremos essa conexao por V, logo, obtemos a férmula de Gauss,
VxY = VxY +a(X,Y), (2.2)

a qual define uma aplicacdo a : I'(TM) x I'(T'M) — T'(N;M) chamada a segunda
forma fundamental de f . Concluimos imediatamente pelas propiedades da conexao
Levi-Civita V e V em M e M respectivamente, que « é simetrica e bilinear no anel
C>®(M) de fungoes diferenciaveis em M. Em particular, para qualquer ponto p € M e
campos vetoriais X,Y € I'(T'M), a aplicagao «y, : T,M x T,M — N;M(p), dada por
a,(X,Y) = a(X,Y)(p), depende somente dos valores de X e Y em p.

Considere campos vetoriais X € I'(T'M) e £ € I'(NyM), e denote por A X a compo-

nente tangencial de —(% x€),
AgX = —(VX§>T'

Para todo Y € I'(T'M) segue que
0=X(6Y) = (Vx& Y )+ {6,V ) = (Vx6)",V) + (€. a(X, V),
onde a ultima igualdade segue pela formula de Gauss (2.2). Logo,
(A X,Y) = (a(X,Y),6).

Em particular, a aplicacdo A : I'(T'M) x I'(N;M) — I'(T'M) dada por A(X,&) = A X
é bilinear sobre C*°(M) e também simétrico, isto é (A:X,Y) = (X, AY), para todo
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X,Y € (M). A aplicacao A¢ é chamada de operador forma.

Vamos ver na secao seguinte que a componente normal de Vx&, a qual denotamos por
V£, define uma conexao compativel com a métrica no fibrado normal N #M. Dizemos

que V* ¢ a conexao normal de f, e obtemos a formula de Weingarten,
Vx€=—AX + Ve (2.3)

Agora, utilizando as formulas de Gaus e Weingarten, obtemos as equagoes basicas para
uma imersao isométrica, as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci. Seja XY, Z € T'(TM),

entao

6){€yz = 6vaz + 6XO((Y, Z)
= VxVyZ+a(X,VyZ) — Aay.yX + Vya(Y, 2).

Da mesma maneira,

ﬁyﬁxz = ﬁyVXZ + %ya(X, Z)
= VwVxZ+a(Y,VxZ) — Aux.2)Y + Vya(X, Z).

Também, pela formula de Gauss
VixyviZ = Vixy)Z + a([X,Y], Z).
Assim, temos a seguinte equacao:

RX,Y)Z = R(X,Y)Z+a(X,VyZ)—a(Y,VxZ) - a([X,Y], 2)
—Aav)X + Aax,2)Y + VxaY, Z) = Vya(X, Z).

Tomando produto interno com W € I'(T'M) na equagao acima, obtemos a equagao de

Gauss:

(RX,Y)ZW) = (RX,YV)ZW )+ (Aan X, W) = (Ao 2)Ys W) (2.4)

= (RXY)ZW) + (a(X, W), a(Y, 2)) = (a(Y, W), a(X, 2)).

onde R e R sao os tensores de curvatura de M e M respectivamente.



2.2. AS EQUACOES BASICAS DE SUBVARIEDADES 27

Por outro lado, tomando as componentes normais de é(X ,Y)Z, obtemos a equagao
de Codazzi:

(R(X,Y)Z)" = (R(X,Y)Z+a(X,VyZ)—a(Y,VxZ) — a([X,Y],Z)
—Aay )X + Aax.2)Y +Vxa(Y,Z) — Vya(X, Z))"  (2.5)

= a(X,VyZ)—a(Y,Vx2) (2.6)
—a([X,Y],2) + VxalY, Z) — Vya(X, Z)
= (Vxa)(Y,Z) - (Vya)(X, 2), (2.7)

onde por defini¢ao
(Via)(Y, Z) = Va(Y, Z) - a(VxY, Z) — a(Y, Vx Z).
Seja R* o tensor de curvatura no fibrado normal N M, isso ¢,
RYX,Y)E = VEVEE - VEVEE — Vix

para todo X,Y € I'(T'M) e £ € I'(NyM). Dai resulta das formulas de Gauss (2.2) e

Weingarten (2.3) que a componente normal de E(X ,Y)¢ satisfaz a equagao de Ricci:

(RX, V) = (VxVyé— VyVxé — Vixyé)*
= (VxV§€ = VxAY — Vy Vi€ + Vy AcX — Vi & + A¢[X, Y])*:
= (VxVy€ = AgpeX — VxAY —a(X, AY) — Vi V& + Ag Y
+VyAeX + a(Y, AcX ) — [X,Y]g + A&[Xv Y])L
= RH(X,Y)¢—a(X, AY) +a(Y, AcX). (2.8)

Também se tem que a equacao de Ricci pode ser escrita como

(RX,Y)Em) = (RHXY)Em) = (a(X, AY),n) + (a(Y, AeX) )
= (R (X, Y)&n) — (4, X, AeY) + (A,)Y, AcX)
= (R (X, V)& ) — (AeA X, Y) + (Y, A A X)
- <RL(X>Y)5777> ([Ae, A X, Y), (2.9)

onde X,Y e IN(TM), ¢,n e T'(NyM), e [Ae, Ay] = AcAn— A, Ae. Similarmente, a equacao
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de Codazzi pode ser escrita como

(RX V)T = —AgpeX — VxAY + Ay Y + Vy AcX + A[X,Y]
= (Vv A)(X,¢) = (VxA)(Y, ), (2.10)

onde por defini¢ao
(VyA)(X,§) = VyAcX — AV%X — A Vy X,

Agora vamos escrever as equagoes de uma imersao isométrica f : M™ — M onde
de agora em adiante M. denota uma variedade com curvatura constante c¢. Neste caso o

tensor de curvatura R de M ¢ dado por

R(X,Y) = (X \Y)
para todo X,Y € F(TM), onde para todo Z € F(TM),
(XAY)Z=(Y,Z)X — (X,2)Y.

Entdo, para X,Y,Z, W € I'(T'M) e £,n € I'(N;M), as equagdes de Gauss, Codazzi e

Ricci sao respectivamente:

(i)

(RIX,V)Z,W) = c((X AY)Z, W) + (a(X, W), (Y, Z)) — (X, Z), a(Y, W),

(2.11)
(i)
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z), (2.12)
ou equivalentemente, olhando a equagao de Codazzi tangencial,
(VxA)Y,§) = (Vv A)(X,9), (2.13)

(i)
RH(X,Y)¢ = a(X, AY) — a(A:X,Y), (2.14)
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ou equivalentemente,

(RY(X,Y)E,n) = ([Ae, A))X,Y). (2.15)

Observe que segue de (iii) que se R; = 0, se, e somente se, existe uma base ortogonal

para T,M que diagonaliza todos A com & € T, M+, pois esses operadores comutam.

2.3 Holonomia normal

Seja M™P uma variedade riemanniana com conexao Levi-Civita V e seja f : M™ — M"™P
uma imersao isométrica. Temos 7 : NyM — M o fibrado normal sobre M induzido pela

f e a conexao normal definida na seccao anterior. Mostraremos agora, que V+
VL T(TM) x T(N;M) — T(Ny M)

definido por
Le (O el
é uma conexao compativel com a métrica induzida.

Como

Vixagr€ = (Vixegr€)' = (FVxE+9VvE)" = [VRE+ gVik,
segue que V+ & C(M) linear sobre I'(T'M). Também ¢ R linear sobre I'(N;M), ja que
Vi (a& +bn) = (6)((@5 + b77)>L = (aVxE+bVxn)" = aVkE + V.
Por ultimo, satisfaz a regra do produto:

Vise = (Vo) = (XNe+ [Vx€) = (X + VEe

Logo, V+ é uma conexao.
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Esta conexao normal é compativel com a métrica induzida no fibrado normal pois,

X(&n) = <6X§7n>+<§7%X77>
= (Vx&m) + (& Vxn) .

Assim, pelo trabalhado no Capitulo 1, dada uma curva diferenciavel por partes 7 :

la,b] — M, tem-se que existe uma isometria
Py NyM(y(a)) = Ny M(y(b)),

entre espagos normais.

Talvez fosse melhor denotar o transporte paralelo normal por Pj, pois pode-se con-
fundir com o transporte paralelo tangencial. No caso em que se necessite distinguir qual
transporte paralelo esta sendo usando, vamos utilizar esta notacao.

Temos o seguinte mapa

P:Q,M — O(N¢M(p)),

dado por P(v) = P,, onde pelo Lema 1.7, satisfaz P,., = F, o P,. Também tem-se que
P,-1 = (P,)! pela observacao feita antes do Lema 1.7, e que P; = Id, com Id operador

identidade, onde p é a curva constante em p. Defina
P, (M) ={P):v € Q,M},

entao usando argumentos anélogos ao da secao 1.4, pode-se concluir

Teorema 2.1. ®,(M) é um subgrupo de O(N¢M(p)) chamado grupo de holonomia

normal p.

Os grupos de holonomia em pontos da mesma componente conexa sao isomorfos.
Assim, se M é conexo, denotaremos por ®(M) o grupo de holonomia normal, pois os
distintos grupos de holonomia sao isomorfos.

Se consideramos lagos em p homotopicos a uma constante e diferenciaveis por partes,
obtemos um subgrupo de O(NyM (p)) chamado o Grupo de Holonomia Normal Restrito

em p e denotado por @;(M ). Temos que ¢, € um subgrupo normal de @,,.



Capitulo 3
Grupo de holonomia normal restrito ®*

Neste capitulo, demonstraremos que o grupo de holonomia normal restrito ®; €, na ver-
dade, um subgrupo de Lie das matrizes ortogonais O(N;M (p)). Para atingir nosso obje-
tivo, na primeira se¢cao mostraremos que todo subgrupo conexo por caminhos de um grupo

de Lie ¢ um subgrupo de Lie. Na tltima segdo, aplicaremos tal teorema ao subgrupo ®;.

3.1 Subgrupo conexo por caminhos de um grupo de Lie

Sejam G um grupo de Lie, g sua algebra de Lie e denotemos por e o elemento identidade
do grupo. Quando conveniente identificaremos a algebra de Lie g com T.G. O objetivo

da presente secao é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja A um subgrupo conexo por caminhos de G. Entao A € um subgrupo
de Lie de G.

A prova deste teorema foi feita por M. Kuranishi e H. Yamabe em forma independente.
A prova do primeiro, nunca foi publicada e a prova do segundo esta em [9]. Para atingir

nosso objetivo seguiremos o artigo [2| e o capitulo 9 do livro [5].

Definicao 3.2. Seja A um subgrupo de G conexo por caminhos. FEntdao um elemento
X € g € dito acessivel por A se para qualquer vizinhanca U de e existe uma curva
continua o : [0,1] — G, com imagem contida em A tal que a(0) = e, e a(t) € exp(tX)-U

para 0 < t < 1. Denotaremos por b o conjunto de todos os elementos acesiveis por A.

Observagao 3.3. Seja X € b, toda vizinhanga V' de exp(X), é da forma
V =exp(X) -exp(—X) -V =exp(X) - U,

31



32 CAPITULO 3. GRUPO DE HOLONOMIA NORMAL RESTRITO &*

com U = exp(—X) - V wvizinhan¢a de e. Como X € acessivel por H, temos que eziste
curva « : [0, 1] — G, continua, com imagem contida em A, a(0) = e e a(t) € exp(tX)-U.
Logo, a(1) € exp(X) - U =V, e portanto, exp(X) € A.

Precisamos de uma nogao de convergéncia e continuidade uniforme em grupos de Lie.

Definicao 3.4. Sejam (X,d) um espago métrico, G um grupo topoldgico, e f: X — G
uma funcgao continua. Dizemos que f é uniformemente continua se para toda vizi-

nhan¢a U C G da identidade, existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < 0, entdo

fly) € f(z)-U.

Sejam K C G, (X, d) um espago métrico e f : K — X uma fung¢ao continua. Dizemos
que f € uniformemente continua se para todo € > 0, existe uma vizinhang¢a U C G da

identidade tal que se x,y € K comy € x - U, entao

d(f(x), f(y)) <e.

Vejamos agora quais fungoes sao uniformemente continuas.

Lema 3.5. Sejam (X, d) um espago metrico compacto, G um grupo topoldgico, e f : X — G

uma fungao continua. Entao as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) f € uniformemente continua.

(b) Se v, : [0,1] — X € uma sequéncia de curvas convergindo uniformemente a 7 :
[0,1] = X, entdao para toda vizinhang¢a U C G da identidade, existe N € N tal que

fOm(@) € f(y(1)) - U,
para todo t € [0,1] en > N.

(c) Seja K C G um compacto e (X, d) um espago métrico nao necessariamente compacto.

Entao cada fungao continua g : K — X € uniformemente continua.

Demonstracio. (a) Seja U C G uma vizinhanca de e. E fato que

m:GxG—= G
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(g,h) g ' h

é continua e que m(e,e) = e. Logo, existe W vizinhanga de (e, e) tal que m(W) C U.
Assim, existe Wy, Ws, vizinhancas de e tal que W; x Wy C W. Defina V.= W; N Ws,. Se
geVteheV, entao (97!, h) € W. Portanto, g - h € U. Conclusao, existe vizinhanca
Vdeetalque V1.V CU.

Dado z € X, temos que f(z)-V é vizinhanca de f(z). Pela continuidade de f, existe
d; > 0 tal que se d(z,y) < d,, entdo f(y) € f(x)-V. Como

UBG%’”) =X,

zeX

e X é compacto, existe uma cobertura finita

Oz, Oy
B(Q?l,7> UUB(.CC]ﬁ?)

ci=1,---,k}. Sejaz,y € X tal que d(z,y) < J. Entao, existe i € N,

X.

Defina § = min{ 5;1'

com 1 <i <k, tal que =z € B(z,, %), ou seja, d(z,x;) < % Também temos que

Ay, 2)) < d(y, ) + d(a,z;) < 5+ 2

<4,
<o+t <

Assim f(z), f(y) € f(x;)- V. Logo, f(x)™ - f(y) € V- f(x))™ - f(z;) -V C U. Segue o
resultado.

(b) Dado U vizinhanga de e, temos por (a), que existe § > 0 tal que se d(z,y) < 0,
entdo f(y) € f(x) - U. Pela convergéncia uniforme, existe N € N, tal que se n > N, logo
A1), 1(8)) < 6 para todo £ € [0,1]. Assim f(7(t)) € F(3(t)) - U.

(c) Fixado € > 0, pela continuidade de f : K — X, para cada x € K, existe vizinhanga
W, de x tal que f(K NW,) C B(f(x),5). Defina U, = x~' - W,, vizinhanca de e. Assim,
temos que f(K Nz -U,) C B(f(x),5).

Para cada = € X, tome uma vizinhanga V, de e tal que V, -V, C U, (a existéncia
desta vizinhanga pode-ser demonstrada com a mesma técnica usada no primero paragrafo

da prova do item (a)). Temos que

K C Ua:-V;U,

zeK
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logo K Cxy -V, U---Ux, - V,,. DefinaU =N;_,V,,,sejaz,y € K comy € x-U. Entao
re€wx-Vy, C(x; Vo) Vo, Cay- U,

pois, z; - V,. é uma vizinhanca de z;. Como
yex-UCux;-V,, - UCux-V,, -V, Ca;- Uy,

temos que f(z), f(y) € B(f(x;),5). Usando desigualdade triangular segue o resultado.
O

Observagao 3.6. Seja W C g uma vizinhanca em torno do origem, na qual exp € um
difeomorfismo, denotemos por U = exp(W) sua imagem pela aplica¢iao exp. Considere
uma curva diferencidvel y : [0,1] — G, com v(0) = e, v/ (0) = X; com imagem contida no

aberto U. Assim a curva 8 :[0,1] — g

B(t) = exp " o7(t),

estd definida com B(0) = 0. Considere a sequéncia de curvas

Bn(t) =np (%) z/otﬁ’ (%) ds, 0<t<l1.

Temos que |Bn(t) — tX| = ]fg(ﬁ’(%) — B'(0))ds| < |F'(2) — B'(0)], assim B, converge
uniformemente a 5(t) = tX. Pelo Lema 3.5 item (a), seque que exply € uniformemente
continua em cada compacto que contém Im((3). Assim, pelo Lema 3.5 item (b), tem-se

que a sequéncia de curvas

t n
) =espo (0= (L)
tem a propriedade de que para toda vizinhanca U da identidade, existe N € N tal que

Yu(t) € exp(tX) - U, paran > N et € [0,1].

Observagao 3.7. Se A é um subgrupo de G e Im(y) C A, entdo Im(~vy,) C A, pois
Yu(t) =v(E)". Assim +/(0) = X € b jd que v,(t) € exp(tX)-U, paran > N et € [0,1].

Vamos dividir a prova do Teorema 3.1 em trés partes. Primeiro, mostraremos que b é

um subalgebra de g. Como a cada subalgebra h de g corresponde um tnico subgrupo de
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Lie conexo H de G tal que H é variedade integral da distribucao dada por b, na segunda
parte, mostraremos que A C H. Na ultima parte mostraremos que A = H, logo fica

demonstrado o Teorema 3.1. [

3.1.1 O conjunto de elementos acesiveis por A é uma subalgebra

de g

Primeiro, mostraremos que b é fechado pela multiplicacao por escalar. Dividiremos essa

prova em VAarios passos.
Lema 3.8. Se X € b, entao para todo 0 < s <1, temos que sX € b.

Demonstracao. No caso em que s = 0 é trivial, pois para toda vizinhanca U da identidade,
basta tomar a curva a(t) = e. A curva claramente ¢ continua e esta contida em A. Como
a(0)=eee=a(t) e U=exp(t-0)- U, temos que 0 ¢ acessivel por A.

No caso geral, seja U uma vizinhanca de e. Como X é acessivel por A, existe uma curva
continua «(t) contida em A, tal que «(0) = e e a(t) € exp(tX) U, para 0 < ¢ < 1. Defina
B :10,1] — G por 5(t) = a(st), curva continua, contida em A, e que passa pela identidade
no tempo 0. Como 0 < st < 1, temos que B(t) = a(st) € exp(stX) - U = exp(tsX) - U,

logo sX é acessivel por A. m
Seja U uma vizinhanga de e. Defina a aplicagao F': R x G — G por
F(t,g) = exp(tX) - g - exp(—tX).

Esta aplicagao é diferenciavel, logo continua. Observe que F(t,e) = e, logo para cada t
fixo, existe Uy C R, V; C G, vizinhangas de t e e respectivamente tal que F(U, x V;) C U.

Como [0, 1] C Usejo,1)Us, segue que existem numeros reais t1,-- - , ¢, tais que
0,1 c U, U---UU,,.

Defina V = V;, N---NV;,, vizinhanga da identidade. Assim, se t € [0,1] e g € V, temos
que (t,g) € U, x V;, para algum ¢ € N, com 1 < i < r. Portanto, concluimos que
F(t,g) = exp(tX) - g-exp(—tX) C U, ou seja,

exp(tX) -V .exp(—tX)C U, 0<t<I1.
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Assim, dada vizinhanca U de e, temos que existe V' vizinhanca de e com a propriedade
exp(tX) -V -exp(—tX) C U para 0 <t < 1. Ainda mais, como a operagao inversao é um
difeomorfismo, posso considerar uma vizinhanga V' que satisfaz a anterior condi¢ao com
V =V onde V7! = {v7! € G:v €V}, pois basta trocar V por VNV ~L

Lema 3.9. Se X € b, entao —X € h.

Demonstra¢ao. Seja U uma vizinhanca de e, e considere V' vizinhanca de e com as pro-
priedades acima. Como X é acessivel por A, existe o : [0,1] — G curva continua, com
a(t) € exp(tX) -V, com ponto inicial a identidade e imagem contida em A. Defina
B(t) = at)™!, logo B(t) = a(t)™ € V71 exp(—tX) = V - exp(—tX) C exp(—tX) - U.
Assim —X €. n

Agora considere k € N e U uma vizinhanga da identidade. Mostraremos que existe V'

vizinhanca de e tal que se
a; € exp(t1X) -V, -+ Jar €exp(tpX) -V com 0 <t; <1,

entdo aj - ag---ap €exp ((ty +ta+---+t)X) - U.
Seja
F:RFxG" =G
(tr, iy g g) = (exp((t+ - + ) X)) - exp(tiX) - g1 - - exp(£,.X) - gy
E uma aplicacdo diferenciavel, pois é composicido de funcoes suaves, portanto, a funcio
F :RF x G* — G é continua. Observe que F(ti, - ,ty,e,--- ,e) = e. Pela continuidade,

fixado (t1,---t;) € [0, 1], existe Uy, ... s, € Vi, ... 4, vizinhangas de (t;,--- ,tx) e (e,--- ,€)

respectivamente, tal que F(Uy, ...y, X Vi, r,) C U. Como

k

0,1]* ¢ U Ui

(tlv"' vtk)e[071}k

pela compacidade do cubo unitario, existe cobertura finita
[0,1]* C Uy, ooy, U+ U Uy, ey,

Defina W = ﬂ;’zl‘/}lw.“,t
dade tal que V¥ C W (produto cartesiano). Se (gi,---,gx) € V¥, entdo para qualquer

,, vizinhanga de (e,--- ,e), e seja V C G vizinhanga da identi-
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(t1,--- ,tx) € [0,1]%, temos que existe um i € N, com 1 < i < 7, tal que (t;, -+ ,tz) €
Uy, -y, - Como (g1, ,, k) € VE C W, segue que (g1, , k) € Viy, oty » 1080,

Fti, - tgr, - ogk) =exp((ti+ -+ t)X) ™ - exp(t1.X) - g1 -+ - exp(tp X)) - gy € U.
Portanto,
exp(t1X) -V -exp(teX) - V- rexp(txX) -V € exp((t1 + -+ + )X - U,

para todo 0 < ¢; < 1. Segue o resultado.

Observe que com a vizinhanca V' da identidade encontrada acima, se keN , k< k, e
a; € exp(tX)V,---a; € exp(t; X))V com0 <t <1,

entdo a; - az---aj € exp((t; + --- 4+ t;)X)U, pois basta definir aj,, = --- = ap = e €
exp(0- X)V. Logo ay-as---aj, =ay-az---ag-e---ecexp((ty+---+t;+0---0)X) - U.

Lema 3.10. Seja k € N e X € . Entao kX € b.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanga de e, e considere a vizinhanca V' com a propriedade
que se
a; € exp(ty X) -V, -+ Jar € exp(txX) -V com0<t; <1,

entao ay - ag---ag € exp((t1 + -+ tx)X) - U.

Como X ¢é acessivel por A, existe uma curva continua 5(¢) com imagem contida em A,
tal que B(0) = e e B(t) € exp(tX) -V, com 0 < t < 1. Defina v(t) = S(1)*13(kt — [kt]),
onde [kt] é a funcdo maior inteiro. E claro que a curva esta em A, pois 3 esta em A, e
que v(0) = e. Mostraremos que essa curva é continua, para isso, basta demonstrar que se

m é um numero natural,

i 20— (%)

=7

onde o limite é tomado pela esquerda, pois os pontos de descontinuidade de [kt] sdo os

ntmeros inteiros, quando estes sao atingidos pela esquerda. Temos que,

Tim () = T BBk — (k) = A1) A1) = A1) = B1)"B0) =7 ()

logo v é continua.
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Assim,
v(t) € (exp(X) - V). exp((kt — [kt]) X )V C exp(([kt] + kt — [kt]) X) - U = exp(tkX) - U,

e kX €b. O
Corolario 3.11. Sejamr € R e X € h. Entao rX € b.

Demonstragao. Pelo Lema 3.9, basta mostrar para r positivo. Considere niameros s € [0, 1]
e k € N tal que r = sk. Existem, pois limy_ . = 0. Logo rX = skX, e pelos Lemas 3.9

3.10, chegamos a conclusao procurada. O

Agora, mostraremos que h é um subespaco vetorial de g. Dado X,Y € b, temos que
provar que X +Y € f. Pelo Corolario 3.11 basta provar para X, Y estao pertos da origem
quanto fosse necessario. Antes da prova de nossa afirmacao, precisamos de dois lemas

técnicos, usando tal suposi¢ao em sua demonstragao.

Lema 3.12. Seja V uma vizinhang¢a da identidade. Entao existe k € N tal que

(exp (%) exp (%))k € exp(t(X +Y))- V.

Demonstragao. Sejam v : [0,1] — G definida por (t) = exp(tX) - exp(tY), uma vi-
zinhanga W' C g do origem onde exp ¢ um difeomorfismo, e W = exp(W’) C G sua
imagem pela exp. Tem-se que 7(0) = e e pela suposigdo que X e Y estao pertos da ori-
gem como fosse necessério, y(t) C W. Ainda mais, como a agao de m,. : T.G xT.G — T.G
é dada por m,(X,Y) = X +Y, temos que 7/ (0) = X +Y. Assim, pelas observagoes feitas
na Observagao 3.6, dada vizinhanca V' da identidade, existe N € N, tal que para todo
0<t<len>N,

[]

Lema 3.13. Seja V uma vizinhanga da identidade. Entao, existe W wvizinhanga da iden-
tidade tal que se a € exp(%) -Webe exp(%) W, 0<t<1, entao

(ab)* € (exp (%) - exp (%))k V.



3.1. SUBGRUPO CONEXO POR CAMINHOS DE UM GRUPO DE LIE 39

Demonstracao. Seja F: R x G? — G definida por

= (on () () ((32) o (3))-

fungao suave, logo continua. Observe que F'(t,e, e) = e, para todo t € R. Logo, para todo
t fixo, existe Uy C R, V; C G, V/ C G vizinhancas de t, e e e respectivamente, tal que
F(U xV, xV/)CcV. Como

pela compacidade do intervalo fechado, existe cobertura finita. Assim temos
Uy, U---Ul;, D[0,1].

Defina W = (_; Vi, N V/. Assim, se t € [0,1], e g,h € W, entdo existe i € N, com
1<i<r talqueteU,,g€eV,eheV/ Assim,

= (o () e () (2] o (2) ' v
Portanto,
o () - (2) ) < on () ()

logo o resultado segue. O]
Corolario 3.14. b € um subespaco de g.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanca da identidade. Como em um grupo de Lie a
aplicacao multiplicacao é diferenciavel, temos que existe V vizinhanca de e tal que V2 C U.
Considere k € N e W vizinhanca da identidade, dados pelos Lemas 3.12 e 3.13.

Sejam XY € b, logo %, % € h. Assim, estes elementos sao acessiveis por A. Logo
existem curvas continuas «, 8 com imagem contida em A tal que o(0) = 5(0) = e e

X
a(t)Gexp(%)-VV, 0<t<,

tYy
5(t)€exp<?)-VV, 0<t<1.
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Defina a curva v(t) = (a(t)3(t))F. E claro que é uma curva continua, contida em A e

que no tempo 0 passa pela identidade. Como

0 e (o () W () )
(o (3) ()

C exp(t(X +Y)) V2
C exp(t(X+Y))-U,

segue que X + Y é acessivel por A, e por tanto X +Y € h. O
Agora, mostraremos que ) € um subalgebra de g.
Lema 3.15. Sejam X,Y € bh. Entdo [X,Y] € b.

Demonstragao. Primeiro provaremos que se h € A e X € b, entdo Ad(h)X € bh. Seja U
vizinhanga de e. Pela continuidade do homomorfismo conjugacao ¢, : G — G, definido
por ¢;(g) = h-g-h™', temos que existe U, vizinhanca de e tal que ¢;(Uy,) C U. Como X
¢ acessivel por A, existe uma curva v : [0,1] — G, com imagem contida em A, v(0) = e e
v(t) € exp(tX) - Uy, para todo t € [0,1]. Entao,

cn(¥(t)) € ep(exp(tX) - Up) = cp(exp(tX)) - cp(Uy) C exp(tAd(h)X) - U,

onde a ultima inclusao, segue do fato que (c).X = Ad(h)X, logo c,(exp(tX)) é a curva
integral que pasa pela identidade do campo Ad(h)X.
Defina N = {g € G : Ad(g)h = h}. Observe que N nao é vazio, pois Ad(e) = Id. Se
g,h € N, segue que
Ad(g-h)h = Ad(g) o Ad(h)h = b,

assim g -h € N. Ja que Ad(¢g!) = (Ad(g))~!, implica que se ¢ € N, entdo g~ € N.
Portanto, N ¢ um subgrupo de G. Se g € N, {gx} uma sequéncia em N convergindo a g, e
X € b, como Ad é suave, segue que Ad(g)X = limy_,o Ad(gx)X € h. Assim, Ad(g)h C b.
Em visto que Ad(g) ¢ um automorfismo de élgebra de Lie, obtemos Ad(g)h = h. Portanto,
g € N, e N é fechado.

Dado que Ad(h)X € hparah € Ae X € h e Ad(h) é um automorfismo de algebras
de Lie, segue que A é um subgrupo de N. Como N é fechado, pela Observacao 3.3,
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temos que exps(h) € A C N, onde A ¢é o fecho de A. Por definicio de N, segue
que (expgp ) (t - adX))Y = Ad(expg(tX))Y € h. Tomando as derivadas no tempo 0,
concluimos [X,Y] € b. O

3.1.2 O subgrupo conexo de Lie H gerado por ) contém A

Considere agora H o subgrupo conexo de Lie, correspondente a h. Mostraremos que
HDA.

Seja B = { X1, Xo, -+, X,,} uma base de g. Dada essa base, temos um produto interno

natural em g dado por
<Z aiXi, Z ijj> = Z albz
i=1 j=1 i=1
Como g esta dotado de um produto interno, temos que
g=bdv,

onde v é o complemento ortogonal de b.

Defina V,,, = {expX : X € g e m||X]|| < 1}, com m € N. Como a aplica¢do exp é um
difeomorfismo em torno de alguma vizinhanga U da identidade, para m suficentemente
grande os V,, sao abertos em G. Sem perda de generalidade, pode-se supor que todos os
V.. sao abertos e que V; C U, pois caso contrario basta modificar a base 8 multiplicando,

por algum escalar adequado.

Lema 3.16. Defina ¢ : g — G por
O(X+Y)=expX - -expY, XebhYeo

Entao ¢ € um difeomorfismo em alguma vizihang¢a da origem.

Demonstragao. Seja {X1,--+, Xy, -, X, } uma base de g com {Xy, -, X3} uma base
para h. Escolha a carta natural x : g — R" dada por x(3_1", a;X;) = (a1, ,an).
Mostrar que

() o (o (£ )

i=k+1
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¢ um difeomorfismo em torno da origem ¢é equivalente a mostrar que

k n
w(alf o ,CLn) = ¢OX_1(G17" : 7an) = €Xp <Z aZXZ> o ( Z aZXZ>
=1

i=k+1

é um difeomorfismo em torno do 0. Como w*%‘ = X;, temos o resultado procurado. [
ilo

Assim, juntamente com o resultado anterior, pode-se supor que para todo m € N e
a €V, que a=-expX -expY com X € heY € v, pois caso contrario pode-se trabalhar
em W,, = V,, N ¢(W), sendo W a vizinhanca onde ¢ é um difeomorfismo. Seja A,,
a componente conexa por caminhos que contém a identidade do subespacgo topologico
Vi, NA.

Lema 3.17. Sejam A um grupo topoldgico conexo por caminhos, e U uma vizinhanca
da identidade em A. FEntao, V a componente conexa por caminhos de U que contem a

identidade gera A.

Demonstrac¢io. Defina V™ = {v;-vy---v, : v; € V}. E claro que V! é aberto, pois é igual
a V. Provaremos, por inducao que V" é aberto. Portanto, suponha que V" é aberto.
Como a translagao a direita

R, G—G

b ab,

¢ um difeomorfismo, implica que R,(V™) = V™. a é aberto. Logo V"™ = U,y V" - a ¢
aberto.

Seja W = U, V™. E aberto, pois cada V™ é aberto. Mostraremos, que W também
¢ fechado. Seja g € W, como g € ¢g- V™! aberto, temos que existe h € Wng- -V~
Assim, h € V™ para algum n € Ne h = g-v~!. Logo v -uy---v, = g-v~!, e portanto
geVrtlcw,

Como A é conexo por caminhos, temos A conexo. Logo W = A, ou seja, V gera A. [

Assim, pelo lema acima, para provar que H D A é suficente mostrar que algum A,,

estd contido em H.

Lema 3.18. O subgrupo A de G estd contido no subgrupo conexo de Lie gerado por .
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Demonstracao. Suponha por absurdo que nehum A,, esta contido em H. Logo, para cada

m € N, pode-se encontrar um a,, € A,,, tal que a,, ¢ H. Assim,
am = exp(Xy) - exp(Y), Xm€b, 0#Y, v,

pois se Y, = 0, entao a,, = exp(X,,) € H.

Como {Y,,,/||Y||}or_,, € uma sequéncia de vetores na esfera unitéria, temos que existe
uma subsequéncia convergente, que sem perda de generalidade, suponha-se a mesma
sequéncia. Logo lim,, o Y;/||Ym|| =Y € v. Definindo os numeros reais, p,, = 1/||Y.l],

temos que lim,, oo P Ym =Y.

Seja Z C G uma vizinhanca de e, como a aplicagao F' : G — G, definida por
F(g9)=a.' - g-a, ¢é diferencidvel e F(e) = e, existe Z' vizinhanga da identidade tal
que F(Z') € Z. Assim, a;'-Z'-a, C Z e portanto, Z' - a,, C a, - Z. Sem perda
de generalidade, suponha que Z’ C V,,. Como X,, é acessivel por A, temos que existe
uma curva continua 7, contida em A tal que v,,(0) = e e v, (t) € exp(—tX,,) - Z' para
0<t<1 Como A, éconexo por caminhos, tome uma curva continua J,, em A, tal
que 6,,(0) = e € 6,,(1) = ap,. Defina 5,,,(t) = v ()9, (t). Entao 5,,(0) =e e

Bm(1) = v (1)0,,(1) € exp(—X,) - Z' - a C exp(—Xon) - @ - Z = exp(Yy,) - Z,  (3.1)
pois segue de que a,, = exp(X,,) - exp(Y,,). Também temos que
Bm(t) € exp(_tXm) -7 Am CVin- zZ' - Ama

pois exp(—tX,,) € Vi, (m||X,|| < 1) parat € [0,1]. Como Z' C V,, e A,, C V,,, resulta
que Vy, - Z'- A, C V3. Logo

Bn(t) € exp(—tX,) - Z' - A, C Vi - Z' - Ay C V2.

Como Z é uma vizinhanga arbitraria de e, pela equagao (3.1) tomando Z tdo pequenho
quanto fosse necessério, pode-se supor que B3,,(1) = exp(Zn), P2||Ym — Zull < 1, e
m||Zy|| < 1. Logo, para cada m € N, existe uma curva 3,, em ANV3 tal que 3,,(0) = e,

Bm(l) = expZy, e limy, oo pmZm = Y. Defina uma curva «a,,, em A por

U (t) = B (VP18 (tp — [tpm]), 0<t < 1.
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Pelos mesmos argumentos usados para provar que se X € h entao kX € b, segue que «,,

é continua e «a,,(0) = e. Segue que

Wn(t) = BV B (tpm — [tpm])
= (eXpZmﬂtpm}ﬁm(tpm - [tme
eXp([tpm]Zm)Bm(tpm - [tpm])

= (exp(tmem)eXp(([tpm] - tpm)Zm)ﬁm(tpm - [tpm])
€ (exp(tpmZm) - Vin - V2
- (exp(tmem) : Vrilw

onde o peniltimo passe se deve a que m||Z,,|| < 1 e que |tp, — [tpm]] < 1.

Agora, provemos que Y € h. Seja U uma vizinhanga da identidade. Pode-se encontrar
um k € N tal que V> € U. Como tp,,Z,, — tY uniformemente para 0 < ¢ < 1 temos pelo
Lema 3.5 item (b) que existe N € N tal que tal que exp(tp,Z,) € exp(tY)V} para todo
n > N. Logo,

an(t) € exp(tpnZy,) - Vi Cexp(tY) - V> Cexp(tY) - U,

uma contradigao, pois Y € o e [[Y|| = 1. O

3.1.3 O subgrupo A de G é igual al subgrupo conexo de Lie gerado
por b

Para provar este resultado, necessitamos um resultado que faz uso de métodos de Topo-

logia Algébrica, especificamente o Teorema de Ponto Fixo de Brower.

Lema 3.19. Sejam I o intervalo [—1,1] e k um nimero natural. Seja f : I* — R* uma
fungao continua tal que ||f(z) —z|| < 3, para todo x € I*. Entdio f(I*) contém a origem,

e ainda mais, a origem € um ponto interior.

Demonstragio. Seja a € B(0,1) e defina g : ¥ — R* por g(z) = = — f(z) + a. Como
llg(2)|| < ||z — f(2)|] + |]a]] < 1, temos que a imagem de g esta contida em I*. Logo,
pelo Teorema do ponto fixo de Brower (I*¥ é homeomorfo ao disco k-dimensional), g tem
um ponto fixo zy. Assim, f(zo) = a. Portanto, B(0,3) C f(I"), e fica demonstrado o

resultado. O
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Lema 3.20. O subgrupo A de G € igual ao subgrupo conexo de Lie gerado por b.

Demonstracao. Seja {X1, Xo, -+ X}, } uma base para b e defina a aplicagao ¢ : R¥ — H
por
Qb(tl, tQ, s ,tk> = exp(thl) . eXp(tQXQ) cee exp(thk.)

Como gb*% .= X;, segue que existe uma vizinhanca V C R¥ da origem, onde ¢ é um
difeomorfismo e defina V = ¢(V). Sem perda de generalidade, asuma que (—2,2)"
[—2,2]F C V, pois basta s6 multiplicar a base por um escalar adequado para obter tal

afirmacao.

Afirmamos que existe W) vizinhanca de e tal que ¢([—1,1]¥) - W, C V. Defina
F:REXG—G

F(ty, - te,g) = d(ty, -+ ,tx) - g

E uma aplicagio diferenciavel, logo continua. Observe que F([—1,1]* x {e}) € V. Logo
e Vi .
X Vi t,) € V. Como o cubo [—1,1]* é compacto, e

para (ty,--- ,t;) € [—1,1]F, existem Uy, ... 4, +, vizinhancas de (ty,--- ,tx) e e res-

pectivamente, tal que F(U, ...

Sk
0,1]F Uty e t)ef01]% Uty - 1y, t€mMOS que existe cobertura finita,

[O, 1]k C Ut%,“.,tk U ct U Utﬁ"y...’tz.

Defina Wy = 0j_;Vyi ... 42 Se (t1,--- ;) € [0,1]* e g € V, entdo (t1,--- ,tr, 9) € Ui .. 41 %
Vii... s para algtim i e N com 1 < i < r. Portanto, ¢(t1, -+ ,t;) - g € V. Segue a
aﬁrmaqao.

Nossa segunda afirmagao, é que existe uma vizinhanca W5 da identidade tal que se
€ (—2,2)F t e [-1,1]" e ¢(s) € ¢(t) - Wy, entao ||s — t|| < 3. Basta aplicar o Lema 3.5
com a fungao ¢~ : ¢([-2,2]%) — R¥, com K = ¢([—2,2]%), e = % e U = W,. Definimos

W = Wi, N W, vizinhanca de e, logo pelo feito anteriormente temos que
exp(t1X7) - exp(toXa) - -« - - exp(tpXg) - W CV —1<t<1,
e se

exp(s1Xy) - exp(seXy) - - - exp(spXy) € exp(t1 X7) - exp(teX) - -+ - - exp(tpXy) - W,
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para —1 <t; <1, entdo (s; — 1) + -+ + (sp — t)* < 1.
Agora tome (aproveitando novamente a compacidade de [—1,1]¥), uma vizinhanca Z

da identidade tal que
exp(t1X1) - Z -exp(toXo) - Z -+ -+ exp(tpXg) - Z C exp(t1.X1) - exp(taXo) -« - - exp(tp Xy) - W.

Como X; € b, existem curvas continuas «; : [0,1] — G com imagem contida em A, tal
que «;(0) = e e ;(t) € exp(tX;) - Z, para0 <t <ler=1,2 -k Logo,

ar(t) - ao(t) - ag(t) € exp(tXy) Z-exp(tXy)-Z----- exp(tXy) - Z
C exp(thl) : exp(tQXz) R exp(thk) - W
c Vv,

para —1 <t < 1. Assim,
ay(t) - - aw(t) = exp(fi(t)X1) - - - exp(fi(t) Xk),

com f;:[—1,1] — R fun¢des continuas. Defina a funcio continua f : [—1,1]* — R* por

f@) = (f(t), -, fw(t)). Como,

exp(fi()X1) - - exp(fr(t) X)) = aa(t)---ax(?)
C exp(tXy) - Z -exp(tXy) - Z - -exp(tXy) - Z
C exp(t1.X1) - exp(t2X2) - -+ - - exp(tp Xy) - W,

temos que ||t — f(t)|| < 3. Portanto, pelo Lema 3.19 o conjunto
{ag(t) - ap(t) : (b, ta--- 1) € [-1,1]%} C A,

contém uma vizinhanca de e em H. Pelo Lema 3.17, segue que H C A.

3.2 Aplicacao ao grupo normal restrito de holonomia

O objetivo da presente secao é demonstrar o resultado mais importante deste capitulo: o

subgrupo de holonomia normal restrita ®; ¢ um subgrupo de Lie de O(N;M (p)). Antes de



3.2. APLICACAO AO GRUPO NORMAL RESTRITO DE HOLONOMIA 47

provar esse resultado precisamos de algumas definigoes e um teorema que s6 enunciaremos.

Definicao 3.21. Seja M uma variedade e 4 uma cobertura por abertos de M. Dizemos
que um lago 7 : [0,1] — M, com 7(0) = p é um U-lago se existem curva p : [0,1] — M,
com pu(0) =p e p(l) = gq, lago v : [0,1] — M, com v(0) = ¢, v([0,1]) C U € U tal que
T=pu" kg p.

Sejam T e 7' duas curvas em M. Dizemos que T e 7' sao equivalentes se 7' pode ser
obtida de T mediante uma troca finita de segoes da curva T da forma p~' x p por uma

curva constante ou vice-versa.

Observagao 3.22. Sejam 7 e 7' duas curvas diferencidveis por partes, equivalentes. Pelo

Lema 1.7, temos que o transporte paralelo de ambas as curvas coincidem, ou seja, P, =
P,

Teorema 3.23 (Lema de Factorizacgao). Seja i uma cobertura aberta de M.

(a) Qualquer lago homotdpico a uma constante é equivalente a um produto finito de iA-

lacos.

(b) Se o lago é suave por partes, entio cada U-lago no produto pode ser escolhido da forma

kv % p, onde p € uma curva suave por partes e y € um lago suave.
Demonstragao. A prova deste resultado pode ser vista no Apendice 7 de [3]. ]

Teorema 3.24. Sejam M™ uma variedade riemanniana e f - M™ — MY wma imersao
isométrica, © : NyM — M o fibrado normal sobre M induzido pela f e V* a conexdo
normal e p € M. Considere @ o grupo holonomia normal restrita em p. Entao ®, € um
subgrupo de Lie das matrizes O(N;M (p)).

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1 demonstrado no capitulo anterior, basta provar que ®;
é conexo por caminhos. Para atingir tal objetivo, vamos mostrar que para todo elemento
P, e CD;, com 7 um lago suave por partes, homotdpico a uma constante, existe uma curva
continua 8 : [0,1] — O(N;M(p)), com imagem contida em @5 tal que 5(0) = P; e
p(1) =1d.

Primeiro, suponha que 7 é suave e esta contida em uma carta (V,¢) centrada em
p € M tal que a imagem de V por ¢ seja uma bola aberta em R". Em coordenadas
locais, temos que ¢ o 7(t) = (x1(t), -+ ,x,(t)). Considere a fun¢do F : [0,1] x [0,1] — V
definida por

F(t,s) = ((1=98)x1(t), -+, (1 = s)x,(t)).
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Observe que F(t,0) = (x1(t), - ,z,(t)), F(t,1) =0, e que Fi(t) = F(t,s) com s fixo, é
uma curva suave. Geometricamente, o que faz tal fungao é contrair o lago ¢ o 7 a origem.

Defina G(t,s) = ¢~ ' o F(t,s). Segue que G(t,0) = 7(t) e G(t,1) = p. Temos que
Gs(t) = G(t, s) sao lagos suaves, homotopicos a uma constante. Pelo sistema de equagoes
diferencias de primeira ordem (1.3), a solug¢ao do transporte paralelo vai depender conti-
nuamente do parametro da curva G,. Portanto, Pg, € @, vai ser continuo como fungao
de s € [0,1]. Assim, temos um caminho Pg, com Pg, = P, e Pg, = Id, pois G1(t) =p é
o caminho constante.

No caso geral, seja t = {V C M :V bolas coordenadas de M }. Pelo Teorema 3.23
temos que 7 & equivalente a (7, ' % i x 7)) * - * (77 'k pg x 1), onde 7; ¢ [0,1] — M &
um curva suave por partes, que come¢a em p e termina em ¢;, e p; : [0,1] — M é um
lago suave em ¢; que esta contido em uma bola coordenada U € 4. Pelo feito no caso
especifico, para cada lago y;, temos que existem lagos G : [0, 1] — M homotopicamente
nulos, tal que Gf = e G = ¢;. Este lago gera uma curva continua Pgi 1 [0,1] — Py, tal
que Pgi = Py, e Pgi = 1d.

Defina o lago a, = (7, ' % GF s ) s -+ % (771 % GL 1), Temos que cada 7; '« GIx7; ¢
homotoépico a uma constante, pois G2 é homotopicamente nulo. Portanto, a;; € homotoépico

a uma constante. Assim,
Pas = P7_k_1 OPGé; OPTk 0:++-0 PT1_1 OPG% OPTl?

onde a dependéncia de s ¢ continua, pois cada Pgr : [0,1] — @7 sao continuas. Pela
Observagao 3.22, temos que P, = P e P,, = Id. Assim, P,, : [0,1] — @} une 7 com a
identidade, logo o resultado segue.

O



Capitulo 4
Teorema de holonomia normal

Neste capitulo provaremos o Teorema de Holonomia Normal seguindo as ideias de [1], [6]
e |7]. Na primeira segao, listaremos algumas defini¢bes e enunciaremos um lema que é
de vital importancia para a demonstracao do teorema. Na seguinte se¢ao, definiremos
um tensor de curvatura algébrico que fornecerd a mesma informagao que o tensor de

curvatura. Por fim, na dltima secao provamos o Teorema de Holonomia Normal.

4.1 Definicoes

Sejam (V) (-, -)) o espago euclidiano n-dimensional e P o espago de tensores do tipo (1, 3)

em V. Se P € P, entao identificamos tal tensor com a aplicacao bilinear
P:V xV — End(V),
(#,y) = Poy.

Definicao 4.1. Um tensor R € P é chamado tensor de curvatura algébrico se

(Z) Rw,y = _Ry,r’

(11) (Ryyz,w) = — (Ryyw, 2).
(i) (Ryyz,w) = (R, w,y).

() Ryyz+ Ry.v+ R,y =0.

49
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A curvatura escalar de um tensor de curvatura algébrico R é definido por

=2 5 el,e]emez )

1<J

onde {ey, - ,e,} ¢ uma base ortonormal de V.

Observe que pela defini¢ao de tensor de curvatura algébrico, temos

- E el 636176] = - § <Rei,ejei>ej> - E <Rej,ei€j7€i>

,j=1 i<j i<j
- Z <Rei,ejej7 €i> + Z <Rei,ejej7 €i>
1<j 1<j
— 2k(R).

Para demonstrar o Teorema de Holonomia Normal na tltima secao, precisamos de um

lema que enunciaremos. Mas antes precisamos introduzir duas definigoes.

Definicao 4.2. Seja R um tensor de curvatura algébrico em V. Um subgrupo compacto
G das matrizes ortogonais O(V') do espago V' é chamado de grupo de holonomia de R

se Ry, € g para x,y €V, onde g denota o dlgebra de Lie de G.

Definigao 4.3. A tripla [V, R,G] onde V € um espago euclidiano, R um tensor de curva-
tura algébrico em Ve G um grupo de holonomia conexo de R é chamada de sistema de

holonomzia . Em particular, se a acao de G em V € irredutivel, o sistema de holonomia
[V, R, G| é chamado irredutivel .

Lema 4.4. Sejam G um subgrupo de Lie conexo de SO(V') agindo irredutivelmente sobre
V, e R um tensor de curvatura algébrico em V' tal que R,, € g para todo x,y € V. Se
k(R) # 0, entao G é compacto, [V, R, G] é um sistema de holonomia irredutivel, e G age

em V como uma s-representacao.

Demonstracao. A prova pode ser encontrada em [1] Pag. 115. O

4.2 Curvatura normal

Seja M™ uma variedade riemanniana conexa e seja f : M™ — QY uma imersdo isométrica,

onde QY é um espago forma canénico. Seja m : NyM — M o fibrado normal sobre M
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induzido pela f. Por abuso de notagao, denotaremos a métrica riemanniana em Q7 e a
métrica natural em NyM por (-,-). Denotaremos as se¢oes suaves de M em NM, por
['(NyM).

Seja {e1, ez, -+ , e, } um referencial ortonormal arbitrario, numa vizinhanca U de p €
M, do fibrado tangente T'M. Definimos

R+ D(N;U) x T(N;U) x T(N;U) — T'(N;U)

por
n

:RJ_(’Sa 77)V = Z RL(Aﬁ(ei)7 Aﬁ(ei))ya

=1
onde Rt é o tensor curvatura normal induzida pela conexao normal V* e A é o operador

forma.

Proposicao 4.5. A definicio de R+ ¢ independente da escolha do referencial ortonomal
de T'M.

Demonstra¢ao. Sejam {ey,eq, - ,e,} e {f1, fo, -+, fu} dois referenciais ortonormais de
TM. Temos que f; = Y. a;;e;, onde os a;; : U — R sdo fungdes suaves, e a matriz

A(p) = [as5(p)]io1... » & ortogonal para cada p € U. Logo,
iRL(Ag(fj),An(fj))V - ZR (Ag (Z) A, (Z)) y
— Zn: R* (Zn: ar;Ae(er), Zn: asjAn(eS)> v
=SS R (el Ao

317‘151

- ZZZ%J%J (Ac(er), Ayles))v
r=1 s=1 j=1

= D ) R (Ac(e,), Ayles))v

r=1 s=1

= Z RL(A£<€T)’ Ay(er))v.

Portanto, R+ é independente da escolha do referencial ortonormal. O
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Devido a ultima proposi¢ao, pode-se definir
R D(N;M) x T(NyM) x T(Ng M) — T(N M),

pois basta definir tal aplicacao em cartas coordenadas, na intersecao de duas cartas, temos
unicidade da definigao. Vejamos agora que essa aplicagao é, na verdade, um tensor. Mas,

antes lembremos um resultado sobre secoes de tensores:

Proposicao 4.6. Qualquer secao K do fibrado de tensores covariantes de ordem r e
contravariante de ordem 1 (fibrado de tipo (1,7)), ou seja, K € I'(T{(NyM)), define uma

aplicacao r-linear

K :T(N;M) % - x D(N;M) — T'(N;M)

f((glag% T 7£T)(p) = K<p)(£1(p>7£2(p)7' o 757"(])))

tal que
K(fi1, folor -+ &) = fifor - K (&1, 6, &),

para f; € C°(M) e & € T(NgM). Em outras palavras, K é C*(M) r-linear.

Reciprocamente, qualquer aplicagao
T:T(NgM) x - xI'(NyM) = T'(Ny M),

C®(M) r-linear, define uma aplicacio K € T'(T7(N;M)) tal que K =T.
Demonstrag¢ao. A prova pode ser encontrada em [3] pagina 26. ]

Logo, para provar que R+ é uma secio do fibrado tensorial, basta mostrar que R+
¢ C®(M) 3-linear. Mas Rt e A sdo segoes de fibrados tensoriais, portanto C°°(M)

multilineares.

RE(FE fa) fsv = D R (Apeler), Apnlei) fav

i=1

B Z R (fiAe(es), faAy(e:)) fsv

=1
= fifafs Y R (Ae(er), Ayles)v
i=1
= f1f2f3ﬁl(§a nv
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Logo Rt ¢ C°°(M) 3-linear e portanto seciao do fibrado tensorial.
Seja V' um espago Euclidiano, denotaremos por A(V') o espago vetorial dos operadores

anti-autoadjuntos de V', ou seja, (Av,w) = — (v, Aw) para todo v, w € V. Defina a fungao
() AV)xAV) =R
por
(A,B) — —tr(Ao B).

Vejamos que esta fungao é um produto interno. De fato, (-,-) é

1. simétrica, pois tr(Ao B) = tr(Bo A).

2. bilinear, pois temos o seguinte:

(Al + AQ, B) == —tl"((Al + Az) @) B)
— —t((A10B) + (A3 0 B))

= —tr(4;0B) —tr(420DB)
— (A1, B) + (43, B)

(rA,B) = —tr(rAoB)
= —tr(r(AoB))
= —rtr(Ao B)
= r(A,B).

3. positiva definida, ja que

n n

(A, A)=—tr(AoA)= =) ((AoA)es,e;) = > (Ae;, Aey).
=1 =1

Lema 4.7. Para todo &1,&2,83,& € T'(Ny M), entao o sequinte € valido:
(Z) RL(é-lag?) = _:RJ_(g%gl);
(i) R (&1, 62)8 + R (€2, §3)61 + R (6, 61)& =0,
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(iti) (RH(&1,8)E,8) = — (&, RH(&1,&)&)

(iv) (RH(&,&)8&s, &) = (RE(Es, &)1, &) = —5([Aey, Asy), [Aey, Acl)),
onde [A&’ Ag].] = Agi (@) Agj — Afj o Agi

Demonstragao. Observe que no item (iv) a tltima igualdade é o produto interno definido
no espaco dos operadores anti-autoadjuntos. Para que esse produto tenha sentido, [Ag, A,]

deve ser anti-autoadjunto, para quaisquer £,n € I'(N;M). Esse fato é verdadeiro pois,

([Ae, A))X,Y) = ((Ag 0 A) X, Y) = ((Ay 0 Ag) X, Y)
= (X, (A0 Ag)Y) — (X, (Ag 0 4))Y)
= — (X [Ag, A)Y).

Lembremos que a equagao de Ricci em espagos ambiente de curvatura constante (2.15)
¢é dada por
(RHX,Y)E, ) = ([Ae, A X, Y).

Logo, temos a seguinte caracterizacao da acdo da aplicacao R+,

(RH(61,6)88,64) = <ZRL(A£161'7A§2€¢)§37§4>
=1
= D (e, Al(Ag ), Age)
i=1
- Z (Ag, 0 [Agys Agy] 0 Agi (€4), €3)
=1

= tr(A§2 © [A537 AE4] © A£1)7 (4'1)

onde a segunda igualdade decorre da equacao de Ricci e a terceira é devido ao fato do

operador forma ser autoadjunto. Assim,

(RH(€1,62)85,61) = tr(Ag, o [Ag, Ag,] 0 Ag,)

1 1
= §tY(A52 0 [Aey, Ag] 0 Agy) + 5“((/152 o [Ag;, Ag,) 0 Ag,)T)

1 1
= §t1‘(A51 0 Ag, 0 [Agys Agy]) + 5“(/1?1 o [Ag;, Ag,]" 0 AL)
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1 1
(RH(61,6)63,84) = (A 0 Ag, 0 [Agy, Ag]) + St1(Ag 0 (=[Agy, Ag]) © Aey),

onde na segunda igualdade usamos tr(A+ B) = tr(A) +tr(B) e tr(A4) = tr(AT). A dltima

igualdade é vélida, pois o operador forma é autoadjunto. Assim, segue que

1 1
<1RJ_(£17 52>€37 £4> = étr(A& © A£2 o [A§37 AE4]) + Etr(Afl © (_[Aﬁs? A§4]) © A{Q)

= %tr(Ael 0 Ag, 0 [Agy, Agy]) — %tr(Ael 0 [Ag;, Agy] 0 Ag,)

= %tr(Aﬁl © ASQ % [Afsa A£4]) - %tr(Aéz ° A& % [Af?n A§4])
1

=3 (tr(Ag, 0 Ag, 0 [Agy, Ag,]) — (Ag, 0 Ag, 0 [Agy, Aey)))

1
- Qtr([AélaAﬁz] © [A£37 A£4])7

para quaisquer & € I'(NyM).
Como tr(AB) = tr(BA), temos que
1
<:RJ_(£17 52)537 £4> = 5131"([1451 ) AE2] © [Afsa A€4])

1
= Str(lAe, Ae] o [Ag, Ag,))
= <:RJ_<€3>€4)£17£2>7

1 1
itr([A&?Aﬁz] © [A£37 A£4]) = _§<[A517A£2]7 [A€37A£4])'

Logo, o tltimo item ¢é verdadeiro.

O item (iii) também decorre de nossa caracterizagao do tensor R ou do item (iv):

1 1 1 i
<R (517 62)637 £4> = _5([14517 A&]? [AE3’ A§4]) = 5(["4517 A§2]7 [A§4> Aﬁa]) == <5R (51, 52)547 €3> .
Em particular, para £, € I'(N;M) fixo, pode se falar que R*(,n) ¢ anti-autoadjunto.

Para mostrar a igualdade do item (i), so basta mostrar que

(RH(&,8)Em) = — (RH(&, &), 6,1m) -
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Mas isso é verdadeiro pois, pelo item (iv):
1 1
<:R <€17€2)€7n> = 5([‘4517‘452]7 [A§7A77]>

_ _%([Agz,Agl],[As’An])
= —<IRJ‘(€2751>£’77>‘

Para o item (ii), devemos mostrar que

(RH(&,&)&.m) + (RH(&, &)&,n) + (RH(&, &), n) =0

para qualquer n € I'(N;M). Pela equacao (4.1), temos que

(RH(&1,6)6,&) = tr(Ag o [Ag, Ag] 0 Ag)
= tr(AEQ © A§3 o A§4 © Aél) - tr(A& ° A§4 © AEB o A{l)
= tr(Ag 0 Ag 0 Ag; 0 Ag,) — tr(Ag, 0 A, 0 Ag, 0 Ag,).

Logo,
<:RJ_(€17§2)§37 > + <Rl 52753 517 T]> + < 637 51 527 77>
tr(A& © A€2 © AE3 © An) - tr(AES © A§1 © A§2 © An) + tr(A& © AEa © Aﬁl © An)_

tr(Ag, 0 Agy, 0 Agy 0 Ay)) +tr(Agy, 0 Agy 0 Ag, 0 Ay) —tr(Ag, 0 Agy 0 A, 0 Ay) =0

Observacao 4.8. A secdo do fibrado tensorial R+ define em cada ponto p da variedade
M um tensor de tipo (1,3)

R o NyM(p) x NyM(p) x NyM(p) — NyM(p)

dado por IRL(S nv = ( , M (p ), onde .7 e D € L(NgM) sao segoes do fibrado normal
com &(p) = €, ii(p) =n e ¥(p) = v. Pelo Lema 4.7, R,y € um tensor de curvatura algébrico
em N¢M(p )

Corolario 4.9. Rt =0 se, e somente se, R+ = 0.
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Demonstracao. Se R+ = 0, entdo pela definicao do tensor,

:Rl(fla§2)§3 = ZRL(A&XMA&X»&;

i=1

= 0.
No outro sentido, se Rt = 0, e usando Lema 4.7 item (d), segue que

0= (R (6 &6, &) = —5 (1A, Acl, [, Ag]),

para quaisquer &1, &, &3,&y € I'(NyM). Em particular, para & = & e & = &, temos que
0= ([A&’ A§2]7 [AEM Aﬁz]) = ||[A€1’ A§2]||2 .

Assim, [Ag,, Ag,] = 0, para qualquer &;,& € I'(NyM). Em outras palavras, os operadores
forma comutam. Pela equagao de Ricci em espago ambiente com curvatura constante
(2.15),

(RHX,Y)Em) = ([Ae, A X,Y) |

temos que R+ = 0. n

Devido a proposi¢ao 4.6 definimos uma aplicacao
RE : NN M(p)) — AN, M(p))

por
Ry (E Am) = RHE ) (D),

onde f e ) € NyM sao extensoes suaves de { e 7. Devido ao lema 4.7, esta aplicagao esta

bem definida, pois
Ry (§An) =Ry (&m) = =Ry (n,€) = =Ry (N A &) = Ry (= A€).
Similarmente pode-se definir R, : A*(T,M) — A(N;M(p)) por

1 L
REX AY) = REHX,Y).
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Também definimos k' = A*(T,M) — A(T,M), como
<h;1(l‘ A y)u7 U> - <l‘, U> <y7 U> - <(L’, U> <y7 U)

Note que estamos definindo a aplicagao num conjunto que gera A*(7T,M), e portanto ela

se estende a todo o espaco. Observe que ela esta bem definida, visto que
<h;1(x/\y)'u,u>:(:c,v>(y, u) — (z,u) (y ——<h a:'/\yuv>
ou seja, h'(z Ay) ¢ uma alternada.

Lema 4.10. h,' : N*(T,M) — A(T,M) é um isomorfismo e sua inversa € dada por
ho(A) = 552, (Aei,e5) e Nej, onde {e;} ¢ uma base ortonormal de T,M.

Demonstragao. So basta mostrar que h;, ¢ a inversa de h,, L

1
<hp1 <§ E (Aej,e;)e; N ej> er,es>
2

= —Z (Ae;, e5) <h (ei N e er,e>

7~
~
>
Sl
Ju
O
>
=
—
B
~—
~—
—
™
3
N~—
®
»
~
I

= 5 Z <A€i, €j> {(6@, €r> <€j, €s> - <€i; €5> <€j7 6T>}

_ %((Ae,,es>—<Aes,er>)
= (Ae,,e).

Por outro lado,

hyoh, Nz Ay) = —Z Y@ Ay)ei,ej)e Nej
=5 Z ({z,ei) (Y, ¢5) = (x,¢5) (s e)) ei Aey

1
= 52(%%—%%)6M€j
4,J
1
= é(ccAy—y/\x)
= TNy,
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onde, x = ) wie; e y = ), yje;. ]

Considere agora

1
L P hp Rp

N2 (N M(p)) N2(T, M)

A(T, M)

ANz M(p)),

onde, L,(§ An) = [Ag, Ay).
Antes de continuar, vamos enunciar um lema técnico sobre outra forma de calcular o

trago de uma composta de transformagoes lineares alternadas.

Lema 4.11. Sejam A, B € A(V'), onde V' é um espago vetorial munido de produto interno.
Entao

tr(Ao B) = — Z (Aeg, e;) (Beg, ;)

st

onde {e;} € uma base ortonormal do espago.

Demonstracao. Temos que
tr(AoB) = Y (AoB),
= Z Z(A)st(B)ts
s t

— Z Z <€S, A6t> <€t, B€s>
- _ Z (Aes, e;) (Bes, e4)

s?j

Lema 4.12. IR; = —le ohyolL,.

Demonstracao. Basta mostrar que <fR]f(§ An)u, v> = — <R; o hy,o L,(& An)u, v> com
&,m,u,v € NyM(p). Observe que R o hyo Ly,(§ An) = %Z” ([Ae, Aylei, e;) Ry (e, €;5).
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Logo,
1 1 L
(Ry ohyoLy(§ Anu,v) = 3 Z ([A¢, Aylei,ej) (R (i, e)u,v)
= _Z [Ae, Aylei, e5) ([Au, Aules, €5)

_ —%tr([Ag,An] o [Au, A))
= — (R, (&n)u,v),

onde a segunda igualdade decorre da equacao de Ricci em espacos de curvatura constante
(2.15) e a ultima igualdade segue do Lema (4.7). Logo, o resultado segue por linearidade.
O

Com a ajuda do isomorfismo h,,, dotamos a A?(T,M) de um produto interno definido

por:

(v, w)) = (b, (v), b, (w)) = —tx(h, (v) 0 b, " (w)).
Lema 4.13. ker R, = (hy, o L,(A*(NyM(p))))*.

Demonstragdo. Sejam {e;} uma base ortonormal de T)M ew = ), _, aner/Ne; € N(T,M).
Se £,m € N¢M(p) sao arbitrarios, entao

<Rl &,n) = Z%KR;(@k»@l)fam

k<l
= Z Al Af) ek, €l>
k<l
Por outro lado,
((u,hyo Ly Am))) = —tr(h, ' (u) o Ly(§ An))

= > (b (w)es, o) (Ly(€ Ames, er)
= 3" (B (wes, o) ([Ay, Adles, e2)

- > (Z ary ((ex, €s) (€1, €r) — (ex, €r) <€l7@s>)> ([An, Acles, e)

s,t k<l
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(s hpo Ly(EAM)) = D (am ([Ay, Aclex, e1) — an ([Ay, Acler, ex))

k<l
= 22 Al <[A77, Ag]ek, €l> .

k<l

Logo, )
(RE@E ) = 5((u, by 0 Ly(€ A))).

Se u € ker Rj, entao

0= (R} n) = 5 (. by o L€ Am)),

para quaisquer £, € NyM(p). Assim, u € (h, o L,(A*(N;M(p))))*.
No outro sentido, se u € (h, o L,(A*(N;M(p))))*, entdo

0= by o Ly(€ Am) = (Rj (), m)

para quaisquer &, € NyM(p). Logo, R;(u) = 0 e obtemos o resultado. O

Corolario 4.14. Para todo p € M, o espaco linear dos endomorfismos anti-autoadjuntos
de N,M gerado por
{Ry(X,Y): X,Y € T,M}

coincide com o espago gerado por
{fR;(&n) :5777 € NPM} :

Demonstracao. Pelo Lema 4.12, resulta claramente que Imﬂ%]f < ImRIf.

No outro sentido, provaremos que R;(X AY) € Im 9%;. Sem perda de generalidade, su-
ponha que Ry (XAY') # 0. Logo pelo Lema 4.13, temos que X AY € hy, o L,(A*(NyM(p))).
Portanto, existe ), & An; tal que hy, o L,(D 7,6 Ami) = X AY. Assim
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4.3 Teorema de holonomia normal

Nesta secao precisamos aplicar o Teorema de Ambrose-Singer.

Teorema 4.15 (Teorema de Ambrose-Singer [1] Pg. 105). Seja M™ uma subvariedade
coneza de um espago forma candnico MY . Considere ., o grupo de Lie de holonomia

normal restrita em p e g, sua dlgebra de Lie. Entao g, ¢ um subespago vetorial dos

End(NyM (p)) gerado pelos elementos de End(NyM(p)) da forma

Py [Ry (PyH(v) A PTH(w))[(P) 7

q 0

onde v : [0,1] = M € uma curva suave por partes com q € M arbitrdrio, v(0) = q e
v(1) =p, Py: T,M — T,M € a translagao paralela tangencial, Pj : N¢M(q) — NyM(p)

€ a translagao paralela normal e v,w € NyM(p) sao arbitrdrios.

Assuma que o espago ambiente ¢ um espago forma candnico. Seja p € M um ponto
fixado na variedade, e seja v : [0,1] — M uma curva diferenciavel por partes tal que
7(1) = p. Denote por y*(R*) o tensor de tipo (1,3) em N;M (p) definido por

V(RO (0, w)z = Py(Ry (P (v), Py (w)) P (2),

onde v(0) = ¢, wv,w,z € N¢M(p) e P, denota o transporte paralelo ao longo de =y
mediante a conexao normal.
Denote por § o subespaco vetorial dos tensores do tipo (1,3) de N;M(p), gerado por
7v*(R1), onde v percorre todas as curvas diferencidveis por partes que terminam em p.
Como o espago gerado por {Ré(X Y): XY € T,M} coincide com o espago gerado
por {R(X,Y): X,Y € T,M} (corolario 4.14), aplicando o Teorema de Ambrose-Singer
4.15, temos que a algebra de Lie g, do grupo de holonomia restrita ®; coincide com o

subespago gerado por o conjunto {S(u,v) : S € 8,u,v € NyM(p)}.
Lema 4.16. Se S € §, entao:

(i) S(u,v) =—S(v,u),

(i1) S(u,v)w+ S(v,w)u+ S(w,u)v =0,

(i) (S(u, v)w,z) = = (w, 5(u,v)z),

(iv) (S(u,v)w,z) = (S(w, z)u,v).
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Demonstragio. (i) Temos que mostrar que S(u, v)w = —S(v, u)w.
S(u,v)w = Xk:am*(w)(u,v)w
- Zal Py (R (Py (w), P (v) Pyt (w)
_ _;aipw(ﬂzj(a—f(v),P;l(u))P;.l(w))
= —ilaﬂf(fRL)(vaU)w

= =S uuw,

onde a segunda e quarta igualdades sao por definicao, e a terceira igualdade resulta do
Lema 4.7 item (i).

(ii) Temos a seguinte igualdade:

S(u,v)w + S(v,w)u + S(w,u)v = Z (aiv; (R )(u, v)w + a;y; (RL)(U v)w

i=1

= 3 (P @ (P ), P )5 (w) +

=1

onde a pentltima igualdade decorre do Lema 4.7 item (ii) e do fato de P,, ser uma

transformacao linear.

(iii) Como a translacao paralela P,, é uma isometria temos

(S(u,v)w, z) Zaz (VR (u, v)w, 2)
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(S(u,v)w,z) = Zaz (P (Re(P; (u), Pyt (0) Py (w)), 2)

= Zazw 2 (w), PN (0) P (w), P (2))
k
= =Y ai (PN (w), Ry (P (w), Py () Py ()

=1

onde a ultima igualdade decorre Lema 4.7 item (iii). Segue que,
(S(u,v)w, 2) = —Zal (w, Py, (R (P (u), P (0)) Py (2)))
= - Z a; <w, (R (u, v)z>
—1
= = <w7 S(u7 U)Z>> :

(iv) Por ultimo,
(S(u,v)w, z) = Z {a;ivf (R (u, v)w, z)
= Za, <Pl ” ,P,Y_il(v))Py_il(w)),@

- Zazw ), P )P ), P R))

= Z<93$(P;.1(w)7PJI(Z))PJI(U),P{-l(v)>

- Z<Pz (W), P () By (), v)
= Z (¥ (R (w, 2)u, v)
= (S(w, 2)u,v).

onde na terceira igualdade usamos o fato de que P, ser isometria e na quarta igualdade
o item (iv) do Lema 4.7. O
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Observagao 4.17. Todo S € 8§ é um tensor curvatura algébrico de NyM (p).

Seja p € M um ponto arbitrario da variedade, entdao o grupo restrito de holonomia @7
age no espaco normal N;M(p). Defina Vj; C N;M(p) como o conjunto de vetores onde
®r age trivialmente, ou seja, se ¢ € e £ € V), entdo ¢(§) = £. Pela linearidade dos

elementos de @7, temos que Vj é um subespago de Ny M (p). Logo, segue que
NiM(p) = Vo @ Vg
Sejam £ € Vj e n € V- arbitrarios e ¢ € @7, em particular ¢ ¢ uma isometria, entao

(& o) = (¢ (&), n) = (&) =0.

Assim, tanto Vj e V;" sao invariantes por elementos de P

Se V- ¢ irredutivel, ou seja, os tinicos espagos invariantes por todos os elementos de
@ sdo os triviais, entao defina V; = Vi, Caso contrario, existe V; C V- ndo trivial,
tal que todo elemento ¢ € @, deixa V) invariante, ou seja, ¢(V1) C Vi. Mostraremos
que o complemento ortogonal de V; em V- é também invariante por todo elemento da
holonomia normal restrita. Temos que Vit = V; @ V1, entdo considere ¢ € Vit n € 1)

arbitrarios e ¢ € ¢;. Como

(n,6(€)) = (¢~ (n),€) =0,

pois ¢~! € ®* e V; ¢ invariante. Logo ¢(£) € V-, mostrando nossa afirmagao.

Assim, como N¢M(p) tem dimensao finita, conseguimos uma decomposi¢ao
N/M(p)=VoaeVie---aV,

em subespacos invariantes por ®; tal que ®; age trivialmente em V; e os espagos V; sao

irredutiveis pela agao de @7

Lema 4.18. V, ¢ um subespago de N¢M(p) com dimensao maior do que um para r € N,
com 1l <r<k.

Demonstragao. Por absurdo, suponha que exista um subespago V, com dimensao um (o
caso de dimensao zero nao pode ocorrer). Fazendo uma reordenagao de indices, suponha

que » = 1. Como o espaco tem dimensao um, existe vetor unitario v; base para V;. Ja
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que vy ¢ Vi, o subespago onde o grupo de Holonomia restrita ®* age trivialmente, existe
P, € ®* tal que P,(v;) = —wvy, pois V; é subespaco invariante de dimensao um e P, é uma
isometria.

Decomponha o espago NyM (p) da seguinte forma:
N M(p) = Vi @ (V)"

Considere uma base de NyM (p) da forma {vy,vs, - - - vx}, onde k é a dimensao do espago
normal.

Como ®* é conexo por caminhos, na base a acima, existe uma curva continua que une a
matriz que representa P, com a matriz Id, ou seja, existe fungdes continuas a;; : [0,1] — R
tais que P, = [0;;(0)] e Id = [ay;(1)]. Em particular, a1;(0) = —1 e a31(1) = 1. Como a
fungao é continua, existe ¢y € (0,1) tal que aq1(tp) = 0. Temos que [oy;(ty)] € ®*, logo

[cvi; (to)]vr = S2F, bivs # 0, ou seja, V4 ndo ¢ invariante por ®* contradicéo. O

Sabemos que @ &é um subgrupo de Lie de O(N;M (p)) (Teorema 3.24) e portanto, g,
¢ um subélgebra de o(NyM(p)). Também temos que os espagos V; sao irredutiveis pela

agao de ®;. Ainda mais, pode-se afirmar que

Lema 4.19. Os espagos V; sao invariantes pela agao de g,, ou seja, para todo A € g,,

implica que A(V;) C V.

Demonstragdo. Sejav € V; e considere a curva a(t) : R — @ definida por a(t) = exp(tA).
Por propriedades da exponencial temos que a(0) = Id e o/(0) = A. Entao
A(v) = a(0)(v)
1
= lim — (a(h)(v) — v).

h—0 h

Como a(h) € @5, temos que a(h)(v) —v € V;. Como V; é um subespago vetorial, logo
fechado, A(v) € V;. O

Se u € NyM(p), entdo denote por u; a projegdo ortogonal de u no espaco V;. Logo,

U= Zle u; com u; € V.
Lema 4.20. Seja z,y € NM(p) e S € 8. Entao

(i) S(xiy;) =0 sei# .
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(ii) S(w,y) = Yy S(wi yi)-
(111) S(x;,v;)V; = {0} sei#j.
() S(zi,y:)Vi C V.

Demonstragao. (i) Se i # j e u,v € NyM(p). Temos por lema 4.16 que

(S(xi,yj)u,v) = (S(u,v)x;,y;) =0,

pois S(u,v) € g,, € pelo lema 4.19, g, deixa V; invariante. Assim, S(u,v)z; € Vi ey; € V;
sendo os espagos ortogonais o item (i) segue.

(i) S(e,y) = S(TIy 20 X0, 35) = Y0y S(any;) = Y, S(ai,yi), onde a ultima
igualdade segue pelo item (i).

(iii): Se v; € Vj, entdo

S(zs, yi)v; = =Sy, vj)xi — S(v;, )y = 0,

pelo Lema 4.16 item(ii) e o item (i) do presente Lema, provamos (iii).

(iv): Como S(u,v) € g, e g, deixa V; invariante, segue o resultado. O

Seja g; o subespago vetorial de g, gerado pelas S(z;,y;), S € 8 e z;,y; € V;. Pelo lema

acima obtemos o seguinte resultado:

Lema 4.21. (i) g) = {0} e g}, € um ideal de g,, para i =0,1--- k.
(i) gp =0y ® - D gy, com [g, 6] = {0} sei#j.

(ii) gyV; =Vi parai=1,2,--- k.

(iv) gyV; = {0} se i # J.
(v) g, age irredutivelmente em Vi, parai=1,2,--- k.

Demonstragao. (i) Basta mostrar que S(zg,yo) = 0 para S € §. Pelo lema 4.20, temos
que S(xo, o)z = 0 para i = 1,2,---k. Como S(xo,y0) € g, temos que existe a : R — &7,
tal que a(0) = Id e o/(0) = S(xo, yo). Logo

S(.To, yo)Zo = O/(O)(Zo) = }lzli% E(Oé(h)Zo — Zo) = }lzg% g(Z[) — Zo) = 0,
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onde a(h)zo = 2 pois a(h) € ®; age trivialmente em Vj.

Para provar que gj, ¢ um ideal, basta provar que [S(z,v), S(u;, v;)| € g;. Temos que
[S(ZE, y)7 S(U“ Uz)] - S((L’, y) © S(“u Uz) - S(uza Ui) © S(.T, y)

k
= Z x]ay] OSU'Z:UZ)_S(uivvi)os(xjayj))‘

=1

<.

Pelo Lema 4.20 item (iii) e (iv), segue que S(z;,y;) o S(u;, v;) = 0 se i # j. Portanto,
[S(@,y), S(ui, vi)] = S(wi, :) 0 S(ui, vi) — S(ui, vi) © S(wi, i) (4.2)

Como [S(x,y), S(ui, v;)] € gp, deve ser da forma S\ _ S(z",y") = S0, ij:l S, 7).
Mas aplicando em elementos arbitrarios de V; com ¢ diferente de j e por (4.2) obtemos que
S, S(7,y;) = 0. Portanto, [S(z,y), S(u;,vi)] = S Sty € g;. Como resultado
imediato, j& que os g, sao ideais, temos que também sao dlgebras de Lie.

(i) Seja ¢ € g, entdo ¢ = S\, S,(2",y"), onde S, € 8, z",y" € NyM(p). Pelo item
(ii) do Lema 4.20 temos que

k l

l k
6= > Saiy) =) > Silal.yf) €g+ -+,

r=1 =0 =1 r=1

onde a segunda igualdade decorre do item (i) (g = {0}). Logo g = g, + - -- + g.

l m . .
Se Zrzl S”' (xir7 yzr) = Z'I’ZI ST<$jr7 y]r) com Iir’ yir E ‘/;7 Ijr’ y]r E V}’ t 7é -] €
S € 8, entao avaliando em z; € V; arbitrario e pelo item (iii) do lema 4.20, temos que

an:1 Se(i,,y;,) =0. Assim giN g ={0} eg= 9;17 DD g’;.
Para mostrar que [g;,g%] = {0}, pela linearidade do colchete, basta mostrar que
[Sl(ui, UZ'), SQ(JZj, y])] = 0 Mas

[51(%‘, Ui)> 52(903', yj)] = 51(161'7’01‘)52(1?]', yj) - SZ(xjvyj)Sl(uiavi)'

Avaliando em z, € V., com r distinto de i e j, pelo item (iii) do lema 4.20, temos que
[S1(ws, v;), S2(z;,y;)]Ve = 0. Avaliando em z; € V; e como Sy (u;, v;) e Sa(xj,y;) € g deixa

invariantes os espagos V,. e novamente pelo item (iii) do lema 4.20, temos que

St (i, vi)Sa (25, y5) 2 — Sa(w5,y5)S1 (us, vi) 2 = 0 — Sa(xj,y5)2 = 0.
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Assim, g}, g7] = {0}.
(iii) Pelo item (iv) do Lema 4.20 temos que g;V; C Vi. No item (v) mostraremos a

igualdade.
(iv) Seja Zizl Se(2i,, yi,) € @), com S € 8,z;,y;, € V;. Logo

l l
(Z Sr(l“ir,yir)> %= Z Sr(@i,, yi, )z =0,
r=1 r=1

pelo item (iii) do lema 4.20.

(v) Suponha que existe W C V; tal que g;W C W. Entao, pelo item (iii) segue que
g,V C W. Seja U C g, uma vizinhanga da origem, onde exp : g, — ®, ¢ um difeomor-
fismo. Temos que exp(U) é um aberto em ®; e que todo elemento exp(X) € exp(U) com

pois Y, k,é € W, ja que X age invariantemente em W. Como exp(U) gera ®; (Lema
3.17), temos que ®, deixa invariante IV, pois dado ¢ € ®; temos que d(&) = pro---001(§)
onde ¢; € exp(U), portanto ¢;(W) C W. Portanto, W = {0} ou W = V.

Agora mostremos a igualdade do item (iii). Se existe v; € V; nao nulo, tal que para
nenhum A € g}, temos que A(w;) = v; para todo w; € V;, entao A(w;) ¢ Rv; — {0} para
todo w; € V;, onde Ru; é o subespago {av; : @ € R}. Em particular, g]’;Vi C (Rv;)*, onde

o complemento ortogonal é tomado em V;, uma contradi¢ao pelo feito acima. O]

Teorema 4.22. Seja M™ uma variedade riemanniana e seja f : M™ — QY uma imersio
1sométrica, onde Qév € um espaco forma candnico com curvatura constante c. Sejam
p € M e @, o grupo de holonomia normal restrito em p da conexao normal V+. Entao
5 ¢ compacto, existe uma unica decomposicio ortogonal (a menos de ordenagio) do
espago normal N¢M(p) = Vo & -+ & Vi, em subespagos invariantes por P, e existem

Do, - -+, @y subgrupos normais de Lie de 7 tal que:
(i) @5 =Py x - Py

(it) ®; age trivialmente em V; se i # j.
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(i1i) o= {1} e sei > 1, ®; age irredutivelmente em V; como a representagdo isotropica

de um espaco riemanniano simétrico e irredutivel.

Demonstracao. Visto que g; ¢ um ideal de g,, temos que em particular é uma subalgebra
de Lie. Logo, existe um tnico subgrupo de Lie conexo ®; de ® com élgebra de Lie g,,.
Como ®% é conexo, e g}, é um ideal, os ®; sdo subgrupos normais (Teorema 20.19 de [4]).
Pelo Lema 4.21, temos que ®; = ®g x - - - @4, onde o produto ¢ direto, ®; age trivialmente
em V; se ¢ # j, e que ®; age irredutivelmente em V;, com ¢ > 1. A existéncia esta
demonstrado.

Suponha que existe outra descomposi¢ao de NyM(p) = Wy @ +--- @ W, e de o, =
Q(, x --- @ com as propriedades descritas no teorema. Por (iii), ®o = @ e Vj = W.
Como Wy # 0, existe j € Ncom 1 < j <k, tal que Wy NV; # 0. Assim, W1 NV; <V
e este subespaco ¢ invariante por ®;. Por Lema 4.20 item (v) temos que W; = V;. Sem
perda de generalidade, assuma j = 1. O mesmo argumento aplica-se para os demais W,
com 1 <7 < r. Como nenhum W; ou V; é igual ao conjunto vazio, para ¢ > 1, devemos
ter k = r. Por propriedades (ii) e (iii), basta provar que ®; = ®, em V; para 1 < i < k.
Mas para v € V; temos que ®;(v) = ®7(v) = ®{(v). Logo a unicidade segue.

Como qualquer subgrupo de Lie conexo das transformagoes ortogonais de um espago
vetorial que age irreduzivelmente em ele tem que ser compacto (Apendice 5 de [3]), segue
que ®; é compacto, e portanto, ®; é compacto.

Para i > 1, escolha S; € 8§ com S; nao nulo em V;* (existe pelo Lema 4.21 item (iii)).
A tripla [V}, S;, ®;] ¢ um sistema de holonomia irredutivel. Por Lema 4.7 item (iv), S; tem

curvatura escalar nao nula, logo pode-se aplicar o Lema 4.4 o que termina a prova. O
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