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Resumo

Apresentaremos neste trabalho um estudo sobre o modelo de super-
condutividade de Ginzburg-Landau com efeito magnético em uma pelicula de
altura variavel. Esta pelicula é representada por um dominio tridimensional
Qe) = D x (0,ea(x)), ' € D, sendo € um parametro positivo. Definiremos
um problema limite, quando € — 0, no dominio bidimensional D. Mostraremos
entao que perto, em uma certa topologia, de um minimo local do problema
limite existe um minimo local do problema original. O estudo é baseado no
artigo “Ginzburg-Landau equation with Magnetic Effect in a thin domain”de

S. Jimbo e Y. Morita publicado em Calc. Var. 15, 325-352 (2002).



Abstract

We will present in this work a study about the Ginzburg-Landal model
of superconductivity with magnetic effect in a film with variable thickness. The
representation of this film is a three dimensional domain Q(g) = D x (0, ea(z’)),
' € D, where ¢ a positive parameter. We will define a limit problem, when
e — 0, in the two dimensional domain D. We will show that near, in a certainly
topology, of a local minimum of the limit problem, there is a local minimum
of the original problem. This study is based on the work “Ginzburg-Landau
equation with Magnetic Effect in a thin domain”S. Jimbo e Y. Morita, Calc.
Var. 15, 325-352 (2002).
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1 Introducao

Estudaremos aqui o problema matemaético, de grande interesse fisico,
de encontrar um minimo local para o funcional de energia de Ginzburg-Landau.

Apés apresentarmos algumas informagoes sobre o funcional de Ginzburg-
Landau, apresentaremos uma deducao heuristica de um problema limite, em
um certo sentido, cuja abordagem é mais facil. A idéia principal do artigo é
mostrar que perto (numa certa topologia) de um minimo deste problema limite
podemos encontrar um minimo local para o funcional original.

Feito isso, apresentaremos os resultados principais do trabalho, pas-
sando logo apds a apresentar as principais ferramentas para demonstrar tais
resultados. Terminado o estudo destas ferramentas é feita a demonstracao do
teorema principal do trabalho, que usa entre outras técnicas, o Método Direto
do Calculo Variacional. Por ultimo, é demonstrado um resultado que garante
a existéncia de solugoes para o problema limite.

Este trabalho é baseado no artigo “Ginzburg-Landau equation with
Magnetic Effect in a thin domain”de S. Jimbo e Y. Morita publicado em Calc.
Var. 15, 325-352 (2002).



2 Informacoes sobre as Equacoes de Ginzburg-
Landau

O fenomeno de correntes elétricas permanentes em materiais super-
condutores tem sido estudado por varias décadas.

Um experimento tipico é submeter um corpo (de material apropriado),
na forma de um anel, a um campo eletromagnético, que o induz uma corrente
elétrica. A temperatura do corpo é entao diminuida até alcancar o regime
supercondutor (i.e., quando praticamente nao ha resisténcia elétrica) e, entao,
o campo eletromagnético aplicado é desligado.

Observa-se que a corrente elétrica persiste com resisténcia elétrica
praticamente nula por longos periodos (as vezes, durante anos). Os fisicos
Ginzburg e Landau criaram em aproximadamente 1950 um modelo fenome-
nolégico para descrever a situagao. De acordo com essa teoria, uma corrente

permanente corresponde um minimo do funcional energia

A2 212 1 A |2

Z(l — W) b de + 3 . [rotA — Hy,|"dx
(1)

Gv.4) = [ {%w AP+

sendo:

| | a norma euclidiana (identificando €* com IR),

) a regiao do espaco ocupada pelo material supercondutor,

U : ) —C a funcao de onda dos elétrons no material,

|| a densidade dos pares de elétrons supercondutores,

A : IR®* — IR® o potencial magnético cujo rotacional representa o campo
magnético induzido,

H g‘pl o campo magnético aplicado e

A o parametro de Ginzburg-Landau que depende das caracteristicas do mate-

rial da amostra supercondutora.

Observagao 2.1 No caso de auséncia do campo aplicado (i.e., H 0), um

apl =

minimo global (trivial) de G é dado por (¥, A), sendo ¥ =¢*, A=0, e c um
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numero real qualquer. Esta solucdo matemdtica nao interessa ao modelo, pois

nao induz corrente.

Os pontos criticos de G, interessantes do ponto de vista fisico, sao
aqueles que minimizam (pelo menos localmente) o funcional energia G.(¥, A)

e que induzem corrente.

Observacao 2.2 A expressao (1) com Ha),\pl = 0 pode ser escrita da forma

G(\I/,A):/ﬂ{%|(V—iA)\I!|2+%(1—|\I/|2)2}dx+§/ms rotAldz, (2)

sendo « e 3 nimeros reais estritamente positivos. Para obter (1) de (2), basta

Y
A
\/B?

resultado por 3%, assim obtemos (1) com A = v/ap.

aplicar a (2) a mudan¢a de coordenadas x — e multiplicar o

B
VB
Proposicao 2.1 O funcional (2) é gauge invariante, isto €, dada p : Q2 — R

suave temos

G(¥,A) = G(Ve”, A+ Vp)
Demonstragao:

G(Te?, A+ Vp) = /

1 ‘ .
{§|(v — A —iVp)Ue| + %(1 — |\I/e”’|2)2} dx
Q)

+§/ [rot(A + Vp)|*dz.

2 IRS

Consideremos ¥ = 1)y + i)y, com 1,15 : 2 — IR, temos:

i) |(V —iA—iVp)We|? =|(V —id —iVp) (s + ithy)(cosp + isenp)|*
= |V + Vs — i Ay + Ago|”
= |(V —iA) U]

i) [We| = |¥|.

i) |rot(A + Vp)|? = |rotA|?, pois rot é linear e V é conservativo.

De i), ii) e iii) obtemos G(V, A) = G(Ve”, A+ Vp). ]

Proposicao 2.2 Podemos procurar solugées para (2) tais que A satisfaca a

igualdade divA = 0.
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Demonstracao: Vimos que (2) é gauge invariante, logo dada p suave, temos
que

G(U, A) = G(Te™, A + Vp).

Entao, dada uma funcao apropriada A, basta tomarmos p tal que
Np = —divA, Vz e IR

Temos entao div(A + Vp) = divA+ Ap = 0. u
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3 Apresentacao do problema

Nosso objetivo é encontrar um minimo local nao trivial (conforme Observagao
2.1) para o funcional energia G, : H'(Q(¢);C) x Y dado por

G.(v.4) = |

{EI(V — AU + g(1 — \\11\2)2} dx + é/ [rotA|*dx (3)
Q(a) 2 4 2 R3

sendo:

Q) = {(2,23) € R* 2’ € D CIR? 0 < a3 < ca(a')} (4)

«, # parametros estritamente positivos que dependem das caracteristicas do
material da amostra supercondutora,

a: D — IR uma funcdo de classe C'(D) estritamente positiva,

D um dominio com fronteira suave e

Y ={A € L5(IR*,IR*); VA € L*(R*; R*®)}.

Note que:

i) A superficie dada pelo grafico de a determina a geometria da parte superior
de Q(e). A fronteira de Q(e) é constituida de uma parte suave e uma nao
suave. Na figura abaixo, vemos um exemplo do dominio §2(g), sendo D um

intervalo da reta e a : D — IR uma funcao estritamente positiva e suave.

€a (x')

Q (¢)

D

Figura 1
ii) Y é espago de Banach se considerarmos, em Y, a norma

IBlly = IV Bl L2 (re,msx3)-
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Podemos definir esta norma em virtude da Desigualdade de Sobolev (154).
iii) Em virtude da Proposi¢ao 2.2 podemos procurar solugoes para G. em

HY(Q(e)) x Z, sendo
Z ={A€Y;divA=0em R’} (5)
iv) Da igualdade
||VB||i2(1R3;IR3x3) = ||diUB||%2(IR3;]R) + ||r0tB||i2(IR3;IR3X3)’

segue que em Z vale ||VB||%2(]R3;IR3><3) = ||’l“0tB||iz(]R3;]R3><3).
v) Foi demonstrado em [9], que, se o dominio for convexo e estiver contido
em IR?, existem apenas pontos criticos triviais para o funcional de Ginzburg-
Landau. No mesmo artigo, eles dizem suspeitar que o mesmo vale para
dominios convexos contidos em IR®. Caso isto seja confirmado, ndo estarfamos
interessados em a e D que tornem (e) convexo (como por exemplo a constante
e D convexo) .

Vamos calcular a equagao de Euler-Lagrange de (3). Dadas ® e B

fungoes teste, tais que, (®, B) € H'(Q(¢);C) x Z ,consideremos
g(t) = G.(V +tP, A+ tB).

Precisamos calcular ¢'(0) = GL(¥, A)(®, B).
Sejam W = 1)y +ithy, ® = ¢1+iga, A = (A1, Ay, A3)e B = (By, By, Bs).
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Temos

g'(0)

+

—~
m
~—

(Vipy + Aa) (Vo + Agy + Bipy)dx

—~
m
~

(Vihy + Apo) (Vo — Apy — Bipy)da+

a(l = U (W1¢1 + Yacde)dz+

_|_

B(rotA)(rotB)dx

{(Vih1 + Ao) V1 — [(AVhy — A%n) + a1l — W)y ] 1 }da

S~

+
2

m
O

{(Vibo — A )V + [(AV1 + A%2) — a(1 — [U*)ths] o }da

[V + A(tha)? — ¥ Viby + A(¢)?]| Bda

+

S~ 5

—~
™
~

_l’_
7

B(rotA)(rotB)dz.

Integrando (6) por partes temos,

g(0) = /Q( ){—A% — AVipy — AVipy + A%y — a1 — [U)*)ehy b da (7)

+ /Q( ){—A% + AV + AV + A%y — a(1 — [P*) s }dod (8)

o0Q(e)

+ / (Viho — A¢p1).vgadS (10)
00(e)

+ /ﬂ( )[¢2V¢1 + A(1h2)? — 1 Viby + A(¢1)?| Bdx (11)

- B(rotrotA)Bdz. (12)
R3

Para encontrar a equacao de Euler-Lagrange de (3) precisamos resolver

a igualdade ¢’(0) = 0. Sabemos que ¢'(0) é dado pelas equagoes (7)-(12); em
particular quando ¢ = 0, B =0 e ¢; € CL(Q(e)) temos que ¢'(0) = 0 se, e

somente se, (7) é nula para toda ¢; € C}(Q(¢g)); logo

— Ay — AV, — AV + A% —a(1 — [T, =0 Vo€ Qe).  (13)
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Utilizando o mesmo raciocinio para ¢; =0, B=0 e ¢y € C(Q(¢)) segue que
—Dpy + AV + AV + A%y — a1 — TPy =0 Vo € Q).  (14)

Considerando agora ¢ = 0 e B = 0, a igualdade ¢’(0) = 0 acontece

se, e somente se, (9) é nula para toda ¢, logo temos
(Vi + Athg).v =0 Vo € 09(¢e). (15)
Analogamente temos

Vejamos agora o caso ¢ =0, o =0 e B € C}(Q(e)). Utilizando (11)

e (12) temos

/ [1WoVahy + A(thg)? — 1 Vahy + A(2p1)?] Bdx — B(rotrotA)Bdx = 0
Q(e) Q(e)

para toda B € C}(Q(e)), logo

[aVihy + A(1h2)? — 91 Viba + A(¥1)?] ., — BrotrotA =0 Vo € Q(e). (17)
Da mesma forma se ¢y =0, o =0e B € C! (Wﬁ(a)) segue que

(2 V1 +A(1h2)* —1h1 Vipo+ A1) ], —BrotrotA =0 Vo € R*\Q(e). (18)
Como 09(¢) tem medida nula em IR?® de (17) e (18) segue que

[1/12V¢1 + A(¢2)2 — ¢1V¢2 + A(¢1)2]XQ(5) — 67’OtT’OtA =0 Va € ]R,g. (19)

Tomando ¥ = ¢y +i1)y, das equagoes (13), (14), (15) e (16) segue que
(V—iAPU +a(l - |¥HT =0 z¢€ Q) (20)

WA e a0() (21)
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Segue de (20), (21) e (19) que a Equagao de Euler-Lagrange de (3) é dada por

(V—iA)*0 + ol — |IAHT =0 z € Qfe)
& —i(Av)¥ x € 09(e)
—BrotrotA — [L(U*V(¥) — UV (U*)) + [¥[?Alxae) =0 z € R

(22)

*

sendo v o vetor normal exterior a d€(g), ¥* o conjugado complexo de ¥ e

Xa(e) & funcéo caracteristica em €2(e).
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4 Reducao formal a um “problema limite”

As aspas usadas acima sao devidas ao fato do problema limite ser
justificado pelo modelo fisico.
Facamos em €(¢) a mudanga de coordenadas x5 = ca(x’)(, ¢ € (0,1).

Dadas ¥ € H'(Q(e);C) e A € Z definimos

V(' () = ¥(a', ca(2')()

A2, ¢) = A(2 ea(x')().

Temos entao

U, = U,, +ca,, (W,

Vo = Wy, + €a4,0W,

\TIC = caV¥,,
dai, segue que
\I,-Z’l = “im - %C\DC
a
~ aa:
\11172 - \Ijmz - _ZC‘IIC
1 ~
v, =—WU
3 ca ¢
Portanto, podemos escrever
VW) = V.0 = (T, — 22T, ,, — D200, L0 (23)
= Ve = 1 a ¢y Fao a € ca [

De (23) segue que

o . ! . - 1122 1 .
VO = F0E = v ER-one | (2000 ) B o (0 4 )
2

a? €2q?

sendo ¥* o conjugado complexo de ¥, V' = (8%1, %) e((a,b), (c+di,e+ fi)), =
(@), () + i {(a,B), (d, )} = ac + be + i(ad + bf).
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Utilizando (24), podemos escrever

G.(V, A) =G.(7,A)

€ 1o~
:—/ a/ AR

2Jp Jo

1 S . 1 ~. ~ .
+€/a/ Re [¢<A,v5xp> \If] AR - S - 22 deda
D 0 3 2 4
+é/ [rot Al*dx
(25)
sendo <, >3 andlogo a <, >5 para vetores de 3 coordenadas.

De (23) segue que

e\~ - - ~ (V' S
* / * * - *
<A,v€\1/>3\11 _<A, (V @,0)>3qf <A,( - ,o) >3@11<\1f + =AUl
e, substituindo isto em (25), temos
€ 1o~
G-(U, A) :—/ a/ V.V [2d¢da’
2 D 0
1 r ~ ~ ~
+5/ a/ Re ¢<A, (v’w,0)> xp} d¢da’
D Jo L 3
1 r . / o
—5/ a/ Re z'<A, (@,0» gxpgxp*} dcda’
D Jo L a 3
1 'Z' . —
—i—e/ a/ Re —A3C@C\P*:| d¢da’
D 0 _€a
1
€ 12132 L Y1 132\2 /
+2/Da/0 {IAP[B2 + (1 = [9]2)?} deda

+é/ |rot A|*dx.
2 ]1:{3

(26)

Finalmente, substituindo(24) em (26) temos
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1 1 [t~ 1 ~ ~
G.(w,4) = / ! / B Pdcda’ + / / Re [i430] dda'+
D @ Jo D Jo

—Fgm/‘|rom4ﬁdx
> qf} g} dcdr’

Ll
o ()
{NMCﬂMF+Hk[< V@o>@ﬂ}@m/
/ /{A\ B+ S0 - [TP)

O “problema limite” para G.(V, A) é dado por

d¢dy’.

(27)

6w = [ {31v0P+ G- pppr}ar v e o) 9

que denominaremos equagao reduzida. Observe que, considerando (27), a

equacao reduzida é, em um certo sentido

lim 1G’E(\II,A).

e—0 &

As justificativas para esta reducdo (A e ¥, tendendo a zero quando € — 0)
sao devidas ao modelo fisico.

A equagao de Euler-Lagrange de G(v) é

%mmvw+au—wm¢:o reD
(29)
g_f:o x € 0D.

Proposicao 4.1 Se 1y é uma solugdo de (29), entao

sup |¢o(x)| < 1.
z€Q(e)

Demonstracgao: Esta demonstragao é analoga a demonstracao do Lema 6.1

que sera feita posteriormente. [ |
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Se 1)y é solugao de (29), o linearizado de (29) em torno de vy é dado
por
L) = ~div(aVp) + a1 — lol)p — 2Relaielyy
(30)
D(L) = {gp € L*(D;C); p € Hy(D;0) e g—f =0 em 8D}
sendo L(5) = {ip € L2(S): llls) < oo} e Iellizes) = [ lofPad.
Note que L'(it)g) = 0. Logo, ¢ = ithy é uma autsofungéo correspon-
dente ao autovalor 0 de L'.

O funcional L’ é auto-adjunto em relagao ao produto interno dado por

(W, ), = Re/Dwgoadx’.

2
a (D)

Portanto, assumindo este produto interno em L2(D;C) temos que todos os
autovalores de L’ sdo reais.
Consideremos a seguinte hipdtese:

(A) Zero é autovalor simples de L’ e o restante dos autovalores sao negativos.



21

5 Resultados Principais

Teorema 5.1 [Teorema Principal] Seja vy uma solugdo de (29) satisfazendo
(A). Entao existem €1 > 0 e uma funcao 6 = () definida para € € (0,¢1) tais
que:

i) 0(¢) — 0 quando € — 0

ii) O funcional (3) possui um minimo local (¥, A.) € H'(Q(e);C) x Y satis-
fazendo

inf H‘ig — {EoeicHLg(Dx(O,l),{D) < 5(8) (31)

0<c<2r

Este resultado garante a existéncia de solugdo para (3) desde que e-

xista solugao de (29) satisfazendo (A). Apresentaremos agora um resultado
que sob certas condigoes sobre a e D, garante a existéncia de solugao para (29)

satisfazendo (A). Consideremos
D= {2 e R% 2| <1}
e a radialmente simétrica, isto é,
a=a(|2']) =alr), r = 2|

Proposigao 5.1 Se a(r) > 0 é uma funcio de classe C? satisfazendo:
i) a-(0) = a,(1) =0,
it) a'(r) >0, rel0,1] e
i)
1 a/
/ —dr > a(1). (32)
0o T
Entao eziste a; > 0 tal que para o > oy a equagdo (29) possui uma solu¢do

Yo satisfazendo (A) escrita da forma

¢0 — f(r)ezl:ie

sendo f solu¢ao do PVF

ey Lp et r=0,re@)

f(0) =0, f/(1) = 0.



22

Utilizando os dois resultados anteriores, podemos enunciar um teore-
ma que garante a existéncia de minimo local para o funcional energia G. dado

pela expressao (3).

Teorema 5.2 Considere o dominio Q(¢), sendo D = {2’ € R?|2'| < 1} e a

uma funcao radialmente simétrica tal que
1a/
d0)=d(1)=0,d(r)>0,re(0,1] e / —dr > a(1).
0o T

Entao existem nimeros estritamente positivos ay e €1 tais que para € € (0,e7)
e a > oy o funcional energia G possui um minimo local (V., A;) em §(e)
satisfazendo

o [1We = Vo2 px 0, @) < 0(e)-
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6 Resultados preliminares

Seja ¢ : [0,00) — IR uma fungao de classe C*° satisfazendo:

i) g(s) = %(1 —s)? s €0,1]
i) ¢'(s) >0 s>1
iti) g(s) < %(1 —5)? s € [0, 00)

sup |g'] < k (33)

s€[0,00)

iv) 3 k>0 tal que < S[Up)‘gll\ <k
s€|0,00

sup |g"| <k

\ SG[0,00)

Observagao 6.1 Eristem funcoes satisfazendo (33), como por exemplo

1—s)? s€l0,1
sy ] 3 0,1

Ok 0

) b
(1—2s) [1—6 <1—5)2} s> 1.

sendo t > 0 uma constante.

Dada uma fungao ¢ satisfazendo (33) definimos
W(¥) = g(|9]) (34)

e também um novo funcional energia

E.(U, A) = é/ {%w — AP £ W(\I/)} de + 2£ rotAPdz.  (35)
Q(e) € JIR3

Observacao 6.2 De (33) iii), seque que W (V) < —(1—|¥|*)?, V¥ € H*(Q(e);T),

=0

logo
E.(0, A) < éGE(\If,A), (W, A) € HY(Q():T) x Z.

Observacao 6.3 De (33) i), seque que

E.(V,A) = 1Ga(\I/,A) para (U, A) € H(Q(e);C) x Z tais que V| < 1.
£
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A equagao de Euler-Lagrange de E.(V, A) é

(V — i A)2T + W, (T) = 0 z € Q(e)
9V _ (Av)W z € 00(c)

—BrotrotA — [L(U*V (V) — UV (T*)) + [V]2A]xge) =0 z € R
(36)

Lema 6.1 Se (¥, A) € uma solugdo de (36) entdo

sup |¥(x)| < 1.

z€Q(e)
Demonstracao: Seja ¥ uma solugao de (36), vamos escrever W = uy + iug
e |u| = (u1)* + (u2)?. Separando a parte real e a parte imagindria nas duas

primeiras linhas de (36), podemos reescreveé-las como

Auy +2AVuy — |APuy — 29/ ([u)>)uy =0z € Q(e) (37)
Auy — 2A.Vuy — |APug — 29/ ([uf)ue =0z € Q(e) (38)
9]
% = —(Av)us z € 99(e) (39)
0
% = (A1) v e de).  (40)

Multiplicando (37) por 2uy, (38) por 2uy e somando os resultados temos

2
Z 2u; Ay + 4(—1) Au Vi — 2| AP (us)? — 49" (Ju)?) (w)* = 0 x € Q(e) (41)

=1

e substituindo 2u; Au; = A[(w;)?] — 2|Vw;|? , 1 = 1,2 em (41) segue que

A(\u!Q)—Q(\Vul—i-uQA]Q—i-|Vuz—u1A\2)—4g’(|u|2)]u\Q =0 x € Qe). (42)

L d oy o Ou Quy ..
Além disso, como %(\ul ) = 2u15 + 21@5 utilizando (39) e (40) obtemos
9 (Jul) =0 x € 0Qe) (43)
ov B '

Logo se ¥ = uy + ius é solugao de (36), temos por (42) e (43) que
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A|ul?) = 2(|Vug + ug A2 + |Vuy — ug A|?) — 4g'(Jul®)[ul> =0 = € Q(¢)
9

= Q
8u(|u| )=0 x € 00e)

Conforme [2] se (¥, A) é solucao de (36) entdao ¥ € C'(Q(¢)). Logo

sup |¥| = max |¥|.
z€Q(e) z€Q(e)

Suponhamos por contradigdo que sup |¥| > 1, temos entao
z€Q(e)

max |¥| > 1= max |ul* > 1.
z€Q(e) z€Q(e)

Seja xp o ponto de mdximo de |u|* em Q(e).

i) Se ¢ é interior a () entao existe aberto M interior a () tal que o € M
e |u(x)*> > 1, Vo € M. Logo por (33) ¢'(|u]*) > 0, Vo € M, substituindo em
(42) temos que A(|ul?) > 0, Vo € M. Utilizando no Principio Maximal (ver

apéndice) A = A e QQ = M segue que
lu(2)|? = |u(xo)?, Vo€ M. (44)
Substituindo (44) em (42) temos
—2(|ug AP* + [u1 A|?) — 4g'(Jul®)|ul®* = 0, Vo € M C Q(e).

A equagao acima é uma contradicao, pois, ¢'(|ul?) > 0, Vo € M.
ii) Agora, se o ponto z estiver na fronteira de Q(¢) ele pode estar na parte
suave ou na parte nao suave desta fronteira. Caso ele esteja na parte nao
suave, existe vizinhanga de z( (bola aberta com centro em x intersec¢do com
Q(¢)) onde |u(x)> > 1, e nesta vizinhanca existe algum ponto que estd na
parte suave da fronteira.

Logo, se z( estd na fronteira de {2(¢) existe ponto x; que pertence
4 parte suave desta fronteira e que satisfaz |u(x;)|*> > 1. Podemos entao
encontrar uma bola aberta B tal que:

i) x; estd na fronteira de B,
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ii) o vetor normal a B no ponto x; coincide com o vetor normal a 9§2(¢) no
ponto x1,

i) |u(x)|?> > 1 para todo x € B e

iv) o conjunto {B — {x1}} estd contido no interior de Q(e).

Assim, em B vale ¢'(Jul?) > 0. Se o méximo de |u|> em B nao for
atingido em x, ele é interior a () e obtemos uma contradicdo com o mesmo
argumento usado anteriormente. Caso o maximo de |u|?> em B seja atingido
no ponto z;, substituindo ¢'(|u|*) > 0 em (42) temos A(|u|?) > 0. Aplicamos
agora, o Lema de Hopf (ver apéndice) para 2 = B e p = 7. Caso u seja nao
constante, temos uma contradigao com (43); e caso u seja constante, temos

uma contradi¢ao com (42). u

Lema 6.2 Se (V., A.) é minimo local de (35). Entao (Y., A.) é também

minimo local de (3).

Demonstracao: Se (V., A.) ¢ minimo local de (35) entao (¥., A.) é uma

solucdo de (36), logo pelo Lema 6.1 sup |V .(x)| < 1. Da observagao 6.3
z€Q(e)

segue que

1
Es(qjaAs) - EGa(\I[saAa>‘ (45)

Como (V., A.) é minimo local de (35) segue que existe vizinhanga V'

de (U., A.) contida em H'(Q(g);C) x Z tal que
E. (V. A) <E(V,A), VU, A)ecV (46)
utilizando (45), (46) e a observagao 6.2 segue que
SGu(V A) = B, A < B A) < SGL(W,4), V(W A) €V,

Mostrando que (¥., A.) é também um minimo local para G.. |

Dados My > 0 e § > 0, consideremos os conjuntos
F(6) = {(\I’,A) € H'(Qe);0) x Z; inf [ ¥ —doe”||amxo.0) < 5} ,

F1(0) = {(¥, 4) € F(0); E-(V, A) < My}
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Lema 6.3 Dados dois numeros estritamente positivos My e dy consideremos
para 0 < § < &9 o conjunto Fy(6) C F(J). Entdao existem ey > 0 e My > 0 tais

que para € € (0,1)
||E'||H,1(Dx(0,1),<1:) < M; Y(V¥,A) e Fi())
sendo My uma constante que nao depende de .

Demonstragao: De (54) temos

\|V\I/H%2§45M0{1+C II\Ipr} . Y(W, A) € Fy(6). (47)

)2
Via ~ |?
V¢

Utilizando o Coroléario A.1 temos que

V'a V'a

& s(]v@— <\1f<] ‘ 2

< Vi - 2
C‘I’C

v2|¥

’ v axl

i+ [, - i+ T e

~ yy = 2 ~ oy 2 9
B = | [, = %200 +52a2"1’<'}

2 1Y)\ =~
+2 (1vape - 5 ) g

1 2
Dalf, tomando & tal que se € € (0, ), temos — > max{|V'a|*¢* + %}, logo
€ z€D

VTR 4 [T <2 {)(ff -GG [, -

2 1 a*\ &
+— (|V/CL|2C2 -t 3) [ef?

5o

Ay,

C‘I’cl t s |‘I’c|2}

Ay

C‘I’g" +—|‘I’c|2}

Multiplicando os dois lados da desigualdade acima por a, integrando em D x

(0,1) e utilizando (23) segue que

-~ 2
/ (V'O + |V [Pa(2)d'd¢ < —/ AR (48)
Dx(0,1) € Jae)
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Usando (47), (48) e a imersao de L3(D x (0,1);C) em H}(D x (0,1);C)

temos que em Fi(9) vale

||‘I’HH1 pxone =112 mxon0 +/D . 1)(|V/\p|2 T2 ada’d¢
XU,

2

< H‘I’“L?(Dx(m + 8Mp{1 + O 3 H‘I’HL% oxono )y (49)

2

< H‘II“LQ(DX(Ol + 8M0{1 + C 3 H\I’HHl (Dx(0, 1){13)}

Tomando €1 pequeno tal que €1 < gy e para € € (0,&1) vale

8MyC'e’ 1
6] 2
e utilizando (49) temos que em Fi(0) vale
||‘I’||H1(Dx(o o) = 2||‘I/||L2 px(o,e) T 16Mo. (50)

Dado (¥, A) € F(6), utilizando a desigualdade acima, a desigualdade

de Minkowski (ver apéndice) e propriedades do infimo, temos

H‘AI}HLE < inf [0 - hoe™® + Poe | z2(Dx(0,1)T)

0<c<2m

< 0<1n<f2 W — e’ | 22(Dx(0,1)€ )+0<1Hf 4boe 22 (Dx(0,)@)
<oy + 1.
Substituindo a desigualdade acima em (50), segue que existe M; > 0 tal que

||| < M, para todo par (¥, A) € Fy(6). m

Lema 6.4 Nas hipoteses do Teorema 5.1 dados My > 0 e v > 0 existem
nimeros reais positivos py,01,¢1 e uma fungdo €o(7y) positiva, mondtona e
crescente, satisfazendo £y(y) — 0 quando v — 0, tais que se (¥, A) € Fy(61),

0<e<eo(y)e

nb (¥ = Toc |z < (51)
entao
v
Ea(\I/7A)—E€(¢070) >/,Ll 1nf ||\Ij ¢0€ ||L2(Q (e)) 5/ (ldx/
D

s

+ L IVAI g sy (52)

2~
—C1€3 H\D”ZIL-I(%(DX(OJ)@)

1
+%H\I’AHL2(Q(E);]R3)
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1
~ ~ ~ ~ 2
sendo ||| i1 (px 010 = (||x1f||ig(DX(071)£)+/]D (|V’\I/|2+|\I/<|2)adx’d§) :

% (0,1)
Demonstracao: A demonstracao deste resultado sera feita posteri-

ormente a demonstragao do Teorema Principal.
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7 Demonstracao do Teorema Principal

Demonstraremos o Teorema 5.1 encontrando um minimo em F'() (que
serd minimo local em H'(Q2(¢);C) x Z) para o funcional E. . Entao utilizando
o Lema 6.2 segue que teremos um minimo local em H'(Q(g);C) x Z para G..

Note que o interior de F'(§) que denotaremos

FO\OF®) = { (¥.4) € FO) i, [F = Toe“lzconure) <3 )
¢ nao vazio, pois ¢y € F(0)\OF(9) .
Sejam My = E.(10,0) + 1 e 05 = 01, sendo d; dado pelo Lema 6.4.
Mostremos que Fy(d) é limitado em H'(Q2(¢);C) x Z.
Pelo Lema 6.3 com M, e d5 dados acima, existe M; > 0 tal que

H‘I’HH1 (oxone) < M V(¥ A) € Fi(9). (53)

Logo para (¥, A) € Fi(6) temos:
i) Utilizando (53) e a equivaléncia das normas ||.|[z2e)e) € ||-[l22(Dx(0,1)@);

existe ¢ > 0 tal que
V|| 20 0) < CH‘I’HH (Dx(0,)T) < CH‘I’HHl(Dx(o ne) < M.

ii) Das definigoes de E. e Fi(d) segue que

26 2¢
HVAHL2(IR3 IR3><3) < E (\IJ,A) S EMO
iii) Existe C" > 0 tal que
||V\I/||L2 o < deMy+ " ||\I/||H1(DX(01) ) < 4eMy + C' M.

Da fato, utilizando a Desigualdade de Minkowski (ver apéndice) e a Proposigao

A.5 temos
VU220 < 2 |1V —id) P12 00 + 1AV 000 | -

Aplicando a definicao de E. e a Desigualdade de Holder Generalizada (ver

apéndice) no lado direito da equagdo acima segue que

VU200 < 46B(Y, A) + 20| All 6 o p0m 1Y 172 00 )

y o~
<4eE (¥, A) + 2||A||ie(]R3;133)53 ||‘I’||%3(Dx(o,1),<13)'
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Aplicando ii) e (154) no lado direito da equagao acima temos que existe C' > 0

tal que

2~
IV Lee < 42E(¥, A) + ClIV AL a2 1Y Lz ox 01)0)

2e ~
< AeMy + CEM()@% 19| 23 00 0)- (54)

Como L3(D x (0,1);C) estd imerso em H}(D x (0,1);C) segue de (54) que

existe C" > 0 tal que
VW3, < 4eMy + C”H\AI}HH(}(DX(OJ)@) < 4eMy + C' M.

Logo, de i), ii) e iii) segue que Fy(d) é limitado em H'(Q(e);C) x Z.
Além disso, dado (¥, A) € F1(d), temos que ¥ é limitada em H'(Q(e);C) e A
é limitada em Z.

Utilizaremos a seguir o método direto do célculo variacional, com a
finalidade de encontrar um minimo em F'(J) para o funcional E..

Seja d = (\ijifF(é) E.(V,A) > 0. Da definigao de infimo segue que

dado j € IN*, existe uma seqiiencia (V;, A;) € F'(§), chamada seqiiencia mini-

mizante tal que
1
EE(\I/]‘,A]‘) <d4+-<d+1< E€(¢070)+1 = M,.
J

Temos entao que cada elemento (¥, A,) da seqiiéncia minimizante estd contido
em Fy(5). Como Fi(0) é um conjunto limitado, a seqiiéncia {¥;} é limitada
em H'(Q(2);C) e a seqiiéncia {A;} é limitada em Z.

Dada A € Z e chamemos A* a restrigdo de A a Q(¢), temos que A* €
H'(Q(e); R?), pois A* € L5(Q(e);IR?) e VA* € L*(Q(e); R***). Utilizando o
Teorema de Rellich-Kondrachov (ver apéndice) podemos extrair subseqiiéncias
{W,.} c{¥,} e {A;} C{A;} tais que existem ¥, € L?(Q(e);C) NL*(Q(e);T)
e A* € L*(Q(e); R?) N L*(Q(e); IR?) satisfazendo
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Utilizando o Teorema de Compacidade Fraca (ver apéndice) existem
subseqiiéncias de {V;, } e {A;,} que continuaremos denotando {V¥,, } e {A;,}
e fungoes UL € H'(Q(e);C), A. € Z tais que ¥;, — UL em H'(Q(e);C) e
Aj, —A.em Z.

Como ¥, — ¥’ em H'(Q(¢);C), temos que ¥, — W, em L*(Q(e);T).
Temos também que ¥;, — ¥, em L*(Q(e);C). Portanto, pela unicidade do
limite fraco, temos W, = W.. Analogamente, mostramos que A é a restrigdo
de A, a Q(e).

Conseqiientemente, redefinindo os indices, se necessario para que eles

sejam os mesmos temos (¥, A;, ) — (U, A.) em H*(Q(e);C) X Z, e também

W, — U, em L*(Q(e);C) (55)
U, — U, em LY(Q(e);C) (56)
A — AL em LY(Q(e); R?) (57)
U, — U, em H'(Q(e)) (58)
A, — A em Z (59)

sendo A* a restrigao de A a Q(e).

Vejamos agora que F.(V., A.) = d. Primeiramente, vejamos que

E.(., A) < d.

1
(V. A) = —/ {—|Wf€|2 + W(\IIE)} dr + ﬁ/ VA.J2dw
9 Q(e) 2 2e R3
1 (60
+—/ |A8|2|\If€|2dx+—/ 2A.Re[iV*VV,]dx
€ Ja(e) € Ja(e)
1 1 ,
Por [4] pag. 8, segue que B §]V\If| + W(V) ¢ dx é fracamente
Q(e)
s.ci. em H'(Q(g);C) e portanto

1 1 1 1
! ){§|w€|2+W(qu)}dxgn.mmfg/m){§|vquk|2+W(\1/jk)}dx. (61)

& Qe Jk—00
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Temos também que ﬁ/ |VA]*dz é fracamente s.c.i., pois / IVAPdz é a
2e R3 R3

norma em Z, que é espaco de Banach. Logo,

[ \waALdr <timint 2 [ (va, i
IRS

2e JR3 Jk—oo 2€

Da Desigualdade de Holder temos que

1 1
! / A, 20, Pde — L / AP Pde
€ Ja(e) € Ja(e)

1
e /m AP = AL PIE AP0 — A PIEP] de

1
= 2 AP 9 A AP} o

IN

1
gHAjk|’i4(9(5);33)|H\I’jk‘2 - ’qjs|2HL2(Q(8)ﬂ3)

1
+ g\"l’s\\%4(g(e)m)’\|f1jk’2 - ‘A€|2HL2(Q(8);IR3)'

Temos que,

U, — U em LHQ(e);C) = |5, |? — [P [|* em L*(Q(¢);T)

Ar — Az em LY(Q(e); R?) = A7 > — |AZ[* em L*(Q(e); RY).
De (63) e (64) segue que

1 1
lim —/ |Ajk|2|\lfjk|2da:: —/ |A5|2|\Ifg|2d:p.
Q(e) € Ja(e)

Jk—00 £
Se escrevermos ¥ = 1)y + 1)y temos
wljk — Y1,
@ZJZJ‘;C — o,
Vipyj, — Vi,
Vihy,;, — Viby,

U, — U, em LY(Q(e);C) = m L*(Q(e);C)

U, — U, em H'(Q>e);C) = em L?(Q(e);T).

Além disso,

1 1
! / ARV VV]dy — / 2A[, Vs — tr Vio]dar
Q(e) € Jae)

€

Como visto anteriormente

A — Af em LY(Q(e); RY).

(62)

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)
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1 1
—/ Aije[z'\If;?kV\Ifjk]d:c— —/ A Re[iVIV U, ]dx
€ Ja(e) € Ja(e)
1 1
= —/ A (102, Vibyj, — b1, Viby |da — —/ A2 Vb1, — 1 Vo, Jda
€ Jae) € Jae)
1 1
= - Ajkngkv¢1jkdx —_ = AjkwljkV@/)ijdx
€ Jage) € Ja(e)
1 1
N R T a / Aty Vo,
€ Ja() € Ja()
1 1
€ Jae) € Jae)
1 1
- L[ A Vonds D [ A Visde
€ Ja(e) € JQ(e)
1 1
+ - AE¢25vwljkdx -~ AE¢25vw1jkd{L‘
€ Jae) € Ja()
1 1
+ —/ Ajkw2€vw1jkdl' — —/ Ajk¢2ngljkd$
€ Jae) € Jae)
1 1
+ _/ Ajk¢1jkv¢25dx - _/ Ajk’(/)UkV@Z)zEde
€ Jae) € Jae)

1 1
+ —/ Aj 01 Vb dr — —/ Aj 1. Vpy da.
€ Ja) € Ja(e)

Agrupando os termos podemos escrever a igualdade acima como

é /Q(E) Aj 15, [Vibac = Vipny Jde (69)
+ o o Actne[Tns, = Vi Jda (70)
+ % /Q . Vb, Aj [z, — Poclda (71)
T /Q Vel = Ayl (72)
+ é /Q . Vi o.[Aj, — Aclda (73)
+ é /Q . Vibo A [t — 1y, Jdz. (74)

Utilizando (67) e a Desigualdade de Holder, temos que o limite de (69) e
(70) quando jj tende a infinito é zero. Além disso, utilizando (66), (68) e

a Desigualdade de Holder em (71)-(74), temos que o limite destas equagoes
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quando j tende a infinito também é zero. Portanto,

1 1
lim — 2A;, Re[iV; VU, Jdx = —/ 2A. Re[iVIV V. |dx. (75)
Q(e)

j—oo € Q(e) £

Substituindo (61), (62), (65) e (75) em (60) temos

1 1
pwa) <tmintd [ fhwwpewin b
Q(e)

Jk—oo &

+ lim inf s VA, |2dx
IRS

Jk—00 ZE

1
sl 2 [P P
Q(e)

Jk—00 €

1
+ lim —/ 24, ReliV}; VU, Jdx.
Q(e)

Jr—00 €

Da equacao acima, segue que

E.(U., A.) < liminf E.(¥;, A;) < d. (76)

j—oo
Provemos agora que E.(V,, A.) > d. Temos que F(4) é fechado em H'(Q(g);C)x
Z. Logo, F(d) é fechado em L*(Q(¢);C) x Z. Como (¥, ,A4) — (V. A)

em L2*(Q(e);C) x Z para todo A em Z, temos que (¥, ,A.) — (¥, A,)

Ik
em L*(Q(e);C) x Z. Como (¥;,,A.) € F(d), Vjp e F(§) é fechado em
L?*(Q(e);C) x Z temos que (¥,, A.) € F(§). Portanto

E. (V. A)>d. (77)
De (76) e (77) temos
E.(T.,A) = d.

Resta mostrar que (W, A.) é ponto interior a F'(§). Denotaremos a

partir daqui a seqiiencia (V,,, A;,) novamente por (¥;, A;).

Podemos assumir (redefinindo os primeiros termos se necessério)

2
EE(xIJj,Aj)<EE(¢0,0)+“18 Vj (78)
Sejam
(116°

e 5 = —
’y 7() 8fDa/dSC/

(79)
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e
~ M152 2
8(5) = nin {60(’7(6))7 (1601(M1)4> } (80)
sendo £¢(y) dado pelo Lema 6.4.
Como
m/ r_ 1116°
5 Dada: =15
e
~ 2074 ﬂ152
CL(E(0))3 W[y < ¢~ para (¥, A) € F1(9)
temos

2

-2 /Dadx' —CEOHITIy > P para (¥, 4) € RG). (81)

Utilizando o Lema 6.4 juntamente com (81) temos

B0 A) = B0, 0) 2 inf ¥~ Toe Iy ~ 5 para (8, 4) € Fi(9)
(2)
desde que v =(9), 6 € (0,01], 0 < e < () < ep(7(0)) e (51) seja satisfeita.
Como (¥;, A;) € F1(§) C F(0), temos que (V;, A;) satisfaz (51), logo,
de (82) segue

f116°
8

+ E(V5, 4) = Bo(o,0) 2wy dnf [0 —ghoc7,. (83)

De (78) segue que

2 M152

8

10

> Eo(V5, Aj) — E=(¢,0) + (84)

Utilizando (83) e (84) temos

_ o)’
. ic||2
oglglgf‘%r ||\I’] — e ||L§(Q(a)ﬁ3) < <§>

e portanto

odnf, 15 = voellzz @) <

N S

mostrando que (V;, 4;) € F(g), Vj.

Dai, como

W —thoe” || 20 0) < 1=, 200+ I1¥5, — Yo 200y 0),  Vik, Ve
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temos

oJnf W —0e || L2 (e o) < ||‘1’a—‘1’jk||L%z(Q(e),a:)ﬂLOSi({ISf%r 195, =o€ | 20000 0)>  Vik-

Logo

odnf, e = Yoe"ll 20 <0

e portanto (¥, A.) é interior a F(J).

Consideremos v = 7(d), 0 € (0,01] e 0 < e < £(d), 0 € (0,0].
Pela defini¢ao de £(0) temos que £(d) é mondtona crescente e £(9) — 0 quando
§ — 0. Tomando § como a inversa de ¢ = £(§), temos § = 1(e) = (), ¢e¢€
(0,£(d1)). Quando € — 0, temos que £(6) — 0, Logo, % —-0=0—
0= d(e) — 0. L

Vejamos agora a demonstracao do Lema 6.4. Primeiramente demons-
tremos alguns resultados preliminares.

Sejam

J'=E.(V,A) - E.(¥,0)

£

J2 = E.(V,0) — E.(1,0).

£

Lema 7.1 FExistem numeros estritamente positivos Co, C3 e €5 tais que para
e € (0,e9)
JE > VAL + 5l Al7

: (85)
)~ ~ -
—Coss |17, 201 W11, + Sz,

Demonstracgao:

1

1 B
1 9 S 2
Jl = 2_6|,@AHL2(Q(E)) —- /9(5) Re[—iU*(AVV)|dz + 2—€HVAHL2(]Ra) (86)

Utilizando a Desigualdade de Holder Generalizada, a Desigualdade de
Cauchy com Peso, a imersao de H}(D x (0,1);C) em L3(D x (0,1);C) e a
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equacao (154) temos que

/Q( | | Re[—iU*(AVU)]|dx

< / W (AVW)|d
Q(e)

< / 0| AV da
Q(e)

< NAllzs ey I V¥ 2@ 0 1Y 23 @@ @)

< Al sme,me) IV ¥ 22000 [P | 3 @) @)

< C|VA 2ms;me=s) ||V‘1’||L2 @0 Y] 3@e )

< ZHVAHiQ(IF@;]RM?’) ||V‘I’||L2(Q(a (175 000 (87)
B

< _HVAHLQR3~R3X3)+ ||V‘I’||L2Q(s €3 ||‘I’HL3 o)

O
—IIVAHLz (R, ]R3X3)+_||V\IJHL2 @0 Cl¥ene  (88)

Utilizando a Desigualdade de Cauchy em (24) obtemos
2|Val¢ [Val*)¢® | 1
a

a2 2202 ¢ (89)

~ 1 ~

< 2|V'U)? + [2|Va|2g“2 + —2} — W],
g2l a

VU2 < VU2 4 |VT|Z—= |\1/ |+ (

Afirmacao: Existe C3 > 0e 0 < g5 < 1 tais que para 0 < & < &9

- Cy ~
IVOZe@ee) < sRIVVIL0x 000 + Z IWelzzox0no) (90)

e2(C*)? +1

De fato, tomando p = minp a > 0, C* = maxp |Va| e ¢3 = > temos
p
Val? 1 2(C*)? 1 2(C")?+11 1
2‘ Z‘C2+22§ (2)_"22:6( )2+_2:C3_2'
a e%a P e2p P 5 5

Aplicando esta desigualdade a (89), depois multiplicando o resultado por ea e
integrando em D x (0, 1), segue que (90) é vélida.
Aplicando (90) em (88)

1 : ,C?
—/ |Re[—iV™* (A.VV)]|dx < EHVAHig(IRg)JrC
€ Ja(e) e

ﬁ53H‘I’HmPHV"I’HLmL A

(91)

combinando (91) com (86) segue o resultado u
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Lema 7.2 Dada ¥ € F(0) definimos

1~ 1~
E, () = / [—IV’W + =W+ W(V) | ad(da’. (92)
Dx(0,1) L2 2

Entao existem nimeros estritamente positivos g e 01 tais que se infoc.<on ||V —
T ic
Yoe™|| 2 < 0y temos

Fu®) = Bulto) = o inf|[F = o3, (93)
Demonstracao: Seja Jo(a;’ ) como no Teorema 5.1 . Vamos escrever U e iy

como vetores, isto é,

U(2', ) = (Re[¥(2', )], Im[¥ (2", ()])"

Uo(a',¢) = (Relto(a)], Im[tho(a)])"

A equagao de Euler-Lagrange de Ea(U ) é dada por

Ldiv(aVU) + Uge — Wou(U) =0 (2',¢) € D x (0,1)

(94)
U =0 (z',¢) € 9(D x (0,1)).
Note que Uy é uma solucao desta equacao. Consideremos o problema de auto-

valores para o linearizado de (94) em torno de Uy, que é dado por

1

CL%?’) div’(a(gj’)V’V) + V€C — Wuu(UO)V = uV, (x/7 C) c D x (O, 1)
(?9—” =0, (z',¢) € (D x (0,1)).

(95)

Tomemos a expansao em série de Fourier de V', dada por
V =Vo(a!) + ) Vila')cosknC.
k=1

Utilizando esta expansao, podemos decompor (95) em infinitos problemas de

autovalores da forma

1
- (x/)div'(a(x’)V'Vk) — B*1*V}, — W (Ug) Vi = Vi, o' € D
(96)
Vi =0, x € dD,
ov'

k=1,2,3,...
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Quando |U| < 1 temos que W(U) = %(1 —|UJ?)?. Logo, para k =0
o problema (96) coincide com o problema de autovalores para o linearizado de
(29) em torno de )y, isto é, o operador linear dado por (96) quando k = 0
coincide com L’ dado por (30) que possui zero como autovalor simples e os
demais autovalores negativos.

Utilizando o Teorema A.4 para (96) e (30) concluimos que os autova-
lores de (96) para k > 1 sdo negativos. Portanto, Uy é uma solugao para (95)
que satisfaz (A). Para o restante da demonstragao confira [12].

Lema 7.3 Seja 61 dado pelo Lema 7.2. Entao existem p; > 0,c0 > 0 e uma
fungdo eo(7y) positiva, mondtona, crescente e definida para v > 0 tais que

quando € € (0,e9) e U € F(6) temos

Pz nf, |8 Gocly -] [ ada'+ B (D)
D

C
0<c<L27 15

Demonstracao: Sejam v > 0, 7 > 0 e ¢ € IR. Mostremos que

1 ~ -~ ~
—/ VU 2dr > / [\V’W V(T — gei€)]? — 7} ad¢dx’
€ Jae) Dx(0,1)

1(1 1 o2\ )~

+/ [—{—2+|V’a|2c2 <1____|vw0\ )}\\Izﬂ dcdx’.
Dx(0,1) LA L€ n Y

(98)

De fato, da equagao (23) segue que

1 ~ - o~ .~
- / VUPdr = / (VTP — 2Re[V'a. V' (F — o) T3] Yadcda’
Q(e) Dx(0,1) a

[ RV o) Yo
Dx(0,1) a

1.1 ’ T /
+/ {= (5 + IV'a]?)¢)| ¢ YadCda
Dx(0,1) a” €
(99)
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Utilizando a Desigualdade de Cauchy com Peso (ver apéndice) temos

\V’\TJ\Q — 2Re[VaV’(\TJ - &oeic)\iZ]g — 2Re[VaV'(zZoeic)\T/Z]§

1 1 ~

> VP - 2VaV!(F — {Eoeic)uniyg - 2|vav'({zioei0)||\ig|§
1 1 ~
wa (G vt
_ SO /2{1“,22 /2/~z’c2{f,22
> |V/q/|2_n|vl(\1/_woezc)|2_ |Va| | C| C — = |V(I| |V¢O6 ‘ | ClC

na? ~ya?
1 1 ~
¢ (@ e e ) e

- SR 1 ~ 1 |[V'to)? 1
= [V = V(0 = o) 2 =y + [ Ue*[|Val*C® <—5—%+1> + 5l

Substituindo a desigualdade acima em (99) segue a afirmacao.

Além disso, temos
Joeiom IV (¥ = doei) PadCda’ - = [V 02, — ||V 2,
—2 < Ve, V(U — ghpe) >z
= V8|12, - [I9"%l2,
2 [ RV~ Gy adcas')
Dx(0,1)
integrando por partes

Jowiomy V(¥ = voe)PadCda’ - = [V W3, — [[V'doll3

+2/ Re[(ldiv’(aV'@Zoeic))(\ff — Poe™)*adCdx)
Dx(0,1) a

_/ vl{ﬂvoel'c(‘i} . zzoeic)u’adS.
a(Dx(0,1))
Como vy é solugao de (94) segue que

/ V' (B —toe) PadCda’ = ||V T3~V 0132 +2 < Wa(V'dhoe™), U—thpe™ >z .
Dx(0,1)
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Substituindo isto em (98) temos
1 2 L=n gz o Mo 2 Ty W T pic
2 Jou (VU de 2 —— IV ¥z + 51V ollzz —n < Wultoe™), ¥ — voe™ >z
Q(e

1.1 1 [Vap|?
—%/ a+/ —2[—2—|—|V’a]2§2(1———| Yo
D Dx(0,1) @7 € n

)W [*ada’dC.
(100)

Por definicao

1
JZ= IV

1 T2
€ 2¢e @) - 2_5||v¢0||L2(Q(5)) + g /Q(s) [W(\Ij) - W(¢O)]dl’

e

E(0)-Eu(o) = ; |

Dx(0,1)

(V"0 2= |V o[>+ W[ adCdar’+ / (W (&) =W (o)) adCda’
Dx(0,1) (101)

Dai, usando (100) e (101) temos que
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1— 77 ~ 77 ~
> THV‘I’H%g + §HV/¢0H%3

—-n < Wu("zoeic), U — {bvoe“ >r2 —%/ adz’
D

1 1.1 LV~
s [ S wapea - - - Ol padcar
Dx(0,1) @7 € n

IVl + [ ) - Wadds’

Dx(0,1)
1—n, -~ 1=, _,~ 1 -
— — R, - = 12 + B Pada’ dc
2 2 2 Jpxop
1—n ~ ~ ~
5 W+ (1—m) / (W (0) — W (o)]a
Dx(0,1) Dx(0,1)

+n/Dx(o,1)[W({f[) — W(zzo)]a —n< Wu(lzo)eic, T {/joeic 2 _% /D .

1/ 1.1 1 |V,120’2 )
+5 =[5 +IValP¢(1 - = = —)]|¥|*a
2 Jpx(o) 0* € n v ¢

(0 = g
— (1= n)(Eu(®) -~ Eu(u)) - ] [ a

D

T / W) — W(io)la -1 < Waldho) & — doc’® >z
Dx(0,1)

[ iV VIR
+= — = +IVal*¢* (1 - = — N[ a
2 Jpx(o) a* € Ui Y ¢

1 ~ ~
——/ ng\zaﬂ/ T %a
2 2
Dx(0,1) Dx(0,1)

(102)
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Facamos primeiramente uma estimativa para

, /D oy )~ W(Eadtac = / 9(1F2) — g1l ada’dc.

Dx(0,1)

Utilizando o Teorema do Valor Médio, segue que dado x € D x (0,1) existe
o € D x (0,1) tal que g(|U(x)]*) = g(|tho(2) ) = ¢'(0)[|T(2)[2 — [o(x)[?].
Definimos po () = o, temos entdo, que para todo z € D x (0,1), g(|¥(x)|?) —
9([Wo(@)[?) = g'(po(@)[|¥ (@) = [t ().

Consideremos D x (0,1) = By |J Bs, sendo

By ={x € D x (0,1); ¢ (po(x)) > 0}

By ={x € D x(0,1);4'(po(x)) < 0}.

Desta forma,

0 Jpronl9(18?) = g(Wo)ada'dC = n [, g (po(2))[[¥[2) — |dho[*|ada’dC
+1 [, 9'( ))[|‘If| ) — |40 [*Jada’d¢
(103)

Vejamos duas estimativas para [¥[2 — |¢|2. Temos que
T2 = [dol* < | — o + o] = [tho?
< W — o2 + (o] + 2T — o [¢ho] — [¢h0?

. L (104)
< W — 9o|* + 2|W — 1]
< 3T — g2 + 2|% — 4.
Por outro lado
WP = [dof* > |9 = [d — ¥ + UP?
e L[ I,
> —[T — to[* = 2[T — o [T — o[ + [ol]
> —3|T — 1|2 — 2|T — 4hy].
Utilizando (105), (33) e a desigualdade de Holder temos que
1 [, o (po(@))(|92) = [do[?ada’dC > —nK [5 (3% — do|> + 2|W — ty|)adz’dC

—nK3+2 [,ady’) [ | — 4o |2adz’d¢
=K' [,, | ¥ — t[2ada’dC
(106)
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sendo K’ = K(3+ 2 [, adz’) > 0 uma constante.
Agora, utilizando (104), (33) e a desigualdade de Hélder temos

77/ g'(po(@)) (1¥[*) = [vo]*)ada’dC > —UK’/ |0 — o[*ada’d¢. (107)
Bs

Bo

Substituindo (106) e (107) em (103) obtemos

o[ W - W@adrd 2 gk’ [ - GoPads'dc (108)
Dx(0,1) Dx(0,1)
Vejamos agora uma estimativa para o termo —n < W, (i[jo), EJ—J0€iC >p2.

Utilizando a definicao de —n <, > e a desigualdade de Holder temos que

—1 < Wa(t), ¥ — e’ >z =-n< 29/ ([tho|?) 0, ¥ — hoe™ >r2
= _277R€[fD><(0,1) 9/(|J0|2)1Z0(\Tj - @Zﬂeic)*a]

> =2 fD><(0,1) 9 ([%o]?) 00 (¥ — oei®)*al

> =27 fDx(O,l) |9l(’1;0|2)||120||@ — {ﬁvoe"ﬂa

> —2nK fDx(OJ) |\T’ - %Zoeicm

> =K [, ad’ [, 0 W — e’ %ada’dC

= —nK" fDx(O,l) U — e’ |2ada’dC
(109)

sendo K" = 2K fD adz’ > 0 uma constante.

Por fim, facamos uma estimativa para

1 1.1 ~
3| ol IVePe - o - FER) - 1
Dx(0,1) n

a?'e
Afirmagao: Existe uma funcdo €3 = e3(y,n) > 0, mondtona, crescente

na variavel «y tal que e3(y,n7) — 0 quando v — 0 e para e € (0, €3) existe C' > 0

tal que

1 1.1 1 |v/i50|2 _ o -

— P V221___— —1\Ij2>_\];[2 110
Q/DX(OJ){CF[EQ + [Val*¢( 7 S )] — 1} W¢|%a > 52|| |22 (110)

De fato, se a é constante tomemos 0 < C' < a% e basta definirmos

) v </ S
63(7777) N 1—a?c 1—a2c
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Se a é nao constante tomemos p = mgxa2 >0 0<C< % c, =

D
max [Val*c* max | V'g|2|Va[2C?
>0, 0y = -2 . > 0, basta definirmos

a a

es(y.1) = (1—Cp)[ T }
b p vCy 4+ nCy + |

Logo, combinando (102), com (108), (109) e (110) temos

22 0= nE®) - B - [ o
D
~ ~ C ~
(K + KT = o2, + STl

De (93) e (111) segue que se U € F(J) e satisfaz (51) temos que

2 i N / " : 5T ez 7
JZ > [(1=n)po—n(K'+K )]Ogl({}gf%n‘l’ Yoe”||72 [2

+277K+C*]/ a+
D

(111)

C ~
g”‘l’cﬂig-

Fixemos 7 > 0 pequeno tal que pu; = (1 —n)puo — (K’ + K”) > 0.

Entao €y(y) = e3(y,m) é a fungao procurada. Substituindo este novo 7 na

equacao acima segue que

. v C ~
J2>,u1 inf ||\1/ 77Z)0 ||L2——/a+€2||\11§||%3.
D

0<c<2m 2

Demonstracao do Lema 6.4: Para esta demonstragao consideremos

E.(V, A) — E.(10,0) = J} 4 J?

sendo
ng =FE.(V,A) — E.(¥,0)
JZ = E.(¥,0) — E:(th,0)

(112)

Utilizando os Lemas 7.1, 7.3 e a equacao (112), segue que existem

constantes estritamente positivas uy, C1, Cy e C5 tais que

E.(U,A) — E-(,0) >, inf |U— zﬁoewHLz ) %/ adx’
D

0<cL27m

p
+Cl€3||q/||H1 Q(e)L)) + €||VA||%2(]RS;IR3X3)

Jr—||‘1’A||L2(Q(s R?)

—Ches ||‘I’HH1 Dx(0,1)C ”\IJCHLQ Dx(0,1){T) +

Cs

H\IJCHL? (Dx(0,1){T)"
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Utilizando o Lema 6.3 segue que existem M; e €; estritamente positivos tais

que

-t o -4 —~
—Che™s H‘I’H%{g(px(o,nm)H‘I’cH%g(Dx(og),ﬂ:) > —(hes M12H‘I’<H%g(px(o,1)m)
3

para € € (0,e1). Tomando €5 = min {61, (%) 2} segue que

—4 e C3 =~
—Coe™s M? | Wel|72(pxqonm) + gH‘Ifcllig(Dx(o,l),m) >0

e desta equagao segue que para € € (0,¢e9)

: Jr T ic g
E.(V,A) = E(¢0,0) > o, 10— Woe™l1 2 ey — B} /D adz’
p

.
+CE3 0|3 ooy T Ae

||VA||%2(R3;R3X3)
1
too VAl L2(0()1?)-

Concluimos a demonstragdo do Lema 6.4 redefinindo £y(y) dada pelo Lema

7.3 como

go(7) seeo(7) < e
co(7) =
€9 se eo(y) > €2
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8 Existéncia de solugcao para o problema limite

Queremos encontrar uma solugdo para (29) satisfazendo (A). Faremos isto

considerando algumas restricdes sobre a e D. Seja D = {x € R?*|z| < 1} e

a uma fungao suave radialmente simétrica, isto é, a(x) = a(|x|). Lembremos

que (29) é a equacao de Euler-Lagrange de (28).

Vamos aplicar a mudanga de coordenadas =’ = (rcosf, rsenf) em (28),

temos:

1 27 1 1 Qa
B(W) = 5/0 /0 (0,2 4 510l + 501~ W) Ya(r)rdrds.

A equagao de Euler-Lagrange de (113) é dada por
1

ra(r)

v, =0 r=1.

1
(ra(r)¥,), + r—2\1199 + a(l — ]\D\Z)\If =0 re(0,1)

Procuraremos solugoes de (114) da forma
W(r,0) = f(r)e™”

e satisfazendo
f(ry>0 re(0,1)

f(0)=0
substituindo (115) e (116) em (114) temos

e (ra) fr)r = mf+a(l = ) f =0 re(0,1)
fr(1)=0,f(0)=0
f(r)y>0 r e (0,1).

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

Para a suficientemente grande, [3] garante a existéncia de solugao tnica f = ]?a

para
Hrf)r = Efal=ff =0 re(01)
£r(1) = 0,£(0) = 0
fr) >0 re @)

(118)
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Se a' > 0, fa é subsolugao de (117). Temos que 1 é supersolucao de (117).
Logo, existe f* solugdo de (117) tal que fo‘ < f* < 1 desde que «a seja

suficientemente grande e a’ > 0.

Teorema 8.1 Se a é uma fungdo estritamente positiva e de classe C* satis-
fazendo

a'(0)=4d(1)=0,d" >0,r €[0,1]. (119)

Entao para o suficientemente grande existem solugoes de (114) dadas por
W = fo(r)e”, fo(r)e (120)
sendo f* a solugdo unica de (117). Além disso, se

/1 a?,dr > a(l) (121)

entdo eziste oy > 0 tal que para cada o > ay, as solugoes dadas em (120) satis-
fazem (A), mais precisamente, 0 € autovalor simples de L' dado pela expressao
(29) e existe > 0 tal que as solugoes V* dadas em (120) satisfazem

2

d
F(p) = B0 + 5¢)lo 2 [ [ (122)

para toda funcgao ¢ € HY(D;C) tal que
Re[/ e(U*)*] =0 (123)
d
sendo

21 1
1 [0 ok
Fo)= [ [ Al + Slonl = al = [0°P)pf + 2alRe(v )P Yardrdb.
o Jo
Demonstragao: Tomando a expansao em série de Fourier, podemos escrever

o = pe”

sendo
o0

=3 pulr)e™.

n=—oo
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Logo N
0= 3 oulr)eeH
Temos que - .
F(p) > 2nFy(p0) + 27 Y Fupn,0—n (124)
n=1
sendo

Foen) = [ Il P+ glinl = a1 = £*2) ol + 2a(Reeo) P/ Yardr
(125)

paran =1,2,.

(n+1)? (n — 1)
Fu@m 2] /{r o)l + (o) P+ g+ P

= 2f*)(@nl* + l-nl*) + 20(Re(pn) (p-n)) (f*)*}ardrd.
(126)

Mostremos que existe g > 0 tal que

1
Fol) 2 u [ lefardr, (127)
0

para toda ¢ tal que Re fol o(if*e®)*ardr = 0. De fato, escrevendo ¢ = ¢ +

1p2, temos que
Fo(p) = Fy (1) + F3 (02),

sendo

! 1
Fy (1) =/ [|s01r|2+ T—2|s01|2 —a(l —3(fa)2)|¢1|2] ardr
0

1 , 1
B0 = [ [leal + Sleal - alt = (PlgaP | arar

Temos que o problema de autovalores para Fg é dado por

o L)y T%h +a(l = (f)2)h = uh. (128)

ar

Como f* > 0 é solugao unica de

amra)fo)r — 5 f+a(l - f2)f=0 re(0,1)
f-(1) =0, f(0) =
(r) >0 r e (0,1).

—
~—
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temos que 0 é o menor autovalor do problema (128) e os demais autovalores

sao estritamente positivos. Logo, temos que existe pu > 0 tal que

1 1
Fy(g) > u/ \g|*ardr, Vg;/ gf*ardr = 0.
0 0

Como Fj(g) > FZ(g), Vg, temos que existe x> 0 tal que

1 1
Fo(e) 2 s [ lPardr, Vs Re { | stireetyarar =0 .
0 0

Quando n > 2 temos que

FTL((107¢) > Fl(QD, ¢)7 v((ﬁ, ¢) 7é (070)

Provaremos agora que existe p > 0 tal que

Fi(n; 9-n) 2 illlenllzz + llo-nllZz)- (129)

Sejam ¢ = g1 +ihy e ¢ = go + ihy, podemos escrever Fi(p,¢) =
E(g1,—92) + E(h, hy) sendo

E(v,w) = /0 {|v]? + |w,|* + %02 —a(1=2(f*)?)(v* +w?) — 2a(f*) *vw}ardr
(130)

Trocando as variaveis

1 1
pzﬁ(w—v);q:ﬁ(v—l—w) (131)

temos que

sendo

o) = [ Ll P lanP+ S5 0—0) =a(1 = 207+ 4+ 20(/Fp ardr
(132)

Lembrando que f* solucio de (118) é subsolugao de (117) e considerando

Flp.q) = / (b2 +lar P+ 5 (0= — a1 = (F)) 07+ )+ 2a( ) Yardr

(133)
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~

temos F(p,q) > F(p,q) e dai

~

Fi(p,0) = Fpr, q1) + F(p2, ) (134)

sendo p; = —\%(91 +92)7Q1 = \/Lg(gl —92)ap2 = %(’b - h1)7Q2 = %(m +h2)

Consideremos o problema de autovalores para F (p,q) dado por

., L (135)
q q
sendo
NEAN R (“—”'p’ —E@—a) +a(l=3(f*))p
R

Temos que

Fr\_( 2y
—L ~ = / J?a ! [T . (136)

= —a <—> taml®

Se 11 é o menor autovalor de —L e (p, q) é a autofuncao correspondente temos

—L ! ((fa)/W,ﬁa?“)TZM P ((an)'ar,?ar)T.

~ /," ~

q q

Integrando a equagao acima de 0 a 1 e utilizando (136), encontramos a ex-

pressao

a() {(F >m<> Fan)}
po= =
<f“

fT
o ()
<€Wm>+<Aﬂ> |

Utilizando os Lemas A.1 e A.2 provaremos que p é positivo. Vamos

7

supor que existe uma seqiiencia {«;} tal que a; — 0o quando j — oo e para
cada a = «; 0 menor autovalor é nao positivo. Assim, o Lema A.2 ii) diz que

para cada 0 < ry < 1 existe jp tal que para a = o, 7 > Jo

<gﬁ(7") + 2](7’)) < 0,7 € (1o, 1). (138)
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Provaremos que se (138) for verdadeira entdo p > 0 para j suficientemente

grande, o que gera uma contradicao.

Observagao 8.1 De (155) seque que
i)

F=140(1), (139)
ii)

(fa)r = 0(1)7 (140)

sendo que o(1) — 0 quando o — 0.

Observagao 8.2 De (157) seque que

~

o 1
a(1=(()*)") = z +o(1) (141)
Observacao 8.3 Como F 6 uma fungao par, podemos assumir no Lema A.2

i), que
q(r) >p(r) >0 (142)

Suponhamos entdo que existe uma seqiiencia {a;} tal que a; — o0
quando j — oo e para cada o = «; o menor autovalor ¢ nao positivo. Por
simplicidade, nao especificaremos a seqiiéncia «;, escreveremos simplesmente
a.

Sejam

r. = sup{r: max a,(s) =0}, r*= znf{gixl a,(s) =0} (143)

0<s<r

Note que 0 < r, < r* < 1, pois a,(0) = a,(1) = 0. Definimos

Iy = [rs,rx]|. Por (121)
/ —dr = —dr > a(l).
tomemos 7 tal que r, +n < r*e

—dr > / dr > a(1). (144)
Io [re+n,r]

r



Denotemos o numerador de (137) por

Ji+Jo
“ +
= a(){fL(1)B(1) — F*(1)g(1)} 15 C
sendo
Ji =—(1+9)<(a7r a) P>
f[ ar pT’dr
J2 = —<1 +9) < ()5 >
:( f[ ar _f;)rqrdr
Fagamos
Iy=1IUly
sendo
I = {r € Iy fa(r) > 0}
Iy = I\Iy
Logo, pelo Lema A.2 i) segue que
Z fISL CLT< rr)(cp + N)Tdr
Utilizando o Lema A.1 ii) temos que (fTQ)T = (fa);_T < 0.

A.2 1), segue que

JQZ/ o (— fa)( L rar

1o
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(145)

(146)

(147)

(148)

Logo, do Lema

(149)

Somando (148) e (149) e utilizando (138), (118), (141), (139) e (140)
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temos que

nid = [ al-Fr- N s prar

¥ /Iar[g—@]fpm i

= / . asla(l - <fa>2>fa1<0— T )rdr
Iy O[re+n,r*] R
> [Cﬁg” Far) / el (7)) e
Iy N[re+n,r*] R
e el ()
Cp(1) 1 1
> 1 a,|— + o(1)|rdr ay|—
- [ Sé - Q( )]{/Ig'ﬂ[r*Jrn,r*} [712 - ( )] - /Io_ﬂ[r*er'*} [T -
- (@0 a “ar 4 o(1)}.
TIoN[rs+nr*]
De (118) segue que (f%),,(1) <0 e (£),(1) = —f2(1) < 0. Logo,
o)A + (. mia) 2 a2+ i) m + ()
Utilizando que f é solugao de (117), da equagao acima temos que
o) WA+, a)] = e P g -at1- (o)) )

Substituindo (141) e (139) na equagdo acima, temos

(D) (WP + (), (1)

+q(D)](1 +o(1)) (151)

Combinando (151) com (150) temos

§ 2[R + AN Synpsne S —a(1) +o(1)}

e [ GOy gy 2 = a(1) + 0(1)}

@

(152)

o(1)]dr}

(150)
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De (144) podemos garantir que S > 0 para « suficientemente grande, o que
conclui a positividade de p.

Logo, temos que F > u(||p|| + |l¢|). Substituindo isto em (134) temos

Fi(p,0) = plllpall + llall + lIp2ll + lla2ll] = wlliell + o[-

Portanto,
Fo(n, -n) = Fi(¢n, 9-n) = plllenll + llo-nlll- (153)
De (127) e (153), segue que para toda ¢ que satisfaz (123) vale

F(p) > pllell 2o

Logo, todos os autovalores de —L, com excecao do primeiro sao positivos.

Portanto £ satisfaz (A).
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A Principais resultados utilizados

Proposicao A.1 (Desigualdade de Sobolev) FEziste ¢ > 0 tal que
1Al zows) < | VA p2msmaxs) VA € L°(IR?) (154)

Demonstragao: Veja [1] pag. 38 e 103.

Teorema A.1 (Principio Maximal) Seja Au+au = f, onde Au = Z ik () Uy, +
ik=1

Zai(x)um, com ayg = i, i, 0,0 € C(Q) e Q € R™ com fronteira suave.
i=1
Se Au > 0 em Q e existe zg € Q tal que u(x) < u(xg) para todo x € Q entdio

u(z) = u(xg) em Q.
Demonstragao: Veja [11] pag. 66.

Proposicao A.2 (Lema de Hopf) Consideremos Au+au = f nas mesmas

hipéteses do Teorema A.1 (Principio Mazimal). Se Au > 0 em Q e u atinge

0
@(P) > 0,

seu ponto de mdzimo em p € 0S), entao se u € nao constante,

sendo v € o vetor normal exterior a €2 no ponto p.
Demonstracao: Veja [11] pag. 69.

Proposicao A.3 (Desigualdade de Cauchy) Sejam a e b nimeros reais,
entao
a® b

p< b L0
ws 5t

Demonstracao Veja [5] pag. 622.

Corolario A.1 Sejam a e b nimeros reais estritamente positivos, entao
(a +b)* < 2a” 4 2b°.

Demonstracao:

2 bQ
(a+b)2:a2+b2+2ab§a2+b2+2(%—i—?) = 2a? + 2b°
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Proposicao A.4 (Desigualdade de Cauchy com Peso) Sejam a,b e nimeros

reais estritamente positivos, entao

2

b
b<ea®+ —
ab < ea +4€

Demonstracao Veja [5] pag. 622.
Proposicao A.5 Sejam a,b € C entdo
la + b|* < 2|al® + 2|b)?

Demonstragao: Sejam a = aj + iay e b = by + iby. Entdo, |a + b|2 =
((11 + b1>2 + (ag + b2)2 = (a1)2 + ((12)2 + (b1)2 + (b2)2 + 2a1b1 + 2a2b2. Utilizando
a Proposi¢ao A.3 temos |a+0b|? < 2(a;)?+2(ag)?+2(b1)*+2(b2)* = 2|a|*+2|b]>.
|

Proposicao A.6 (Desigualdade de Holder Generalizada) Seja U um aber-

1 1
to em IR" e suponha 1 < pi1,pay.ecsPpm < 00 €6 — + ...+ — = 1. Se

P1 Pm
u; € LP(U),i=1,...,m) entdo

/ gt < T ],
U
Demonstracao: Veja [5] pag. 623.

Teorema A.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponhamos que U C
R"™ € um aberto limitado com fronteira suave. Suponhamos 1 < p < n. Entdo

np

Whe(U) cc LY(U), 1<gq<
n—p

isto €, existe C > 0 tal que ||.||Lowy < C||.|lwrrwy e toda seqiiéncia limitada

em WP possui subseqiiéncia convergente em L4

Demonstragao: Veja [5] pag. 272.
Seja X um espaco de Banach, dizermos que X é reflexivo quando
(X*)* = X, sendo X* a colecao de todos os operadores lineares limitados

definidos de X em IR.
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Teorema A.3 (Teorema de Compacidade Fraca) Seja X um espaco de
Banach reflexivo e suponha que {uy} C X é uma seqiiéncia limitada. Entdo

existem uma subseqiiéncia {uy; } C {ux} e uma funcio u € X tais que
U, — u em X.
Demonstragao Veja [5] pag. 639.

Proposicao A.7 (Desigualdade de Minkowski) Suponha U C IR" é um

aberto limitado com fronteira suave, 1 <p < oo e u,v € LP(U). Entao,
lu+ vl @) < ullew) + [[0llew)-
Demonstragao: Veja [5] pag. 623.
Teorema A.4 Sejam U € R" um aberto com fronteira suave. Definimos
Lu = div(k(x)Vu) — a(x)u

L'u = div(K' (x)Vu) — d' (z)u
sendo a,a’ € C(U), k, k' € CY(U), k(x) > ko >0, Vo € U e k'(x) > k) >
0, Ve e U. Sek <FK,a<d , M\ ok-ésimo autovalor de L e N}, o k-ésimo

autovalor de L', entao, A\, > \j.
Demonstracao: Veja [10] pag. 186.

Lema A.1 A solugio f* de (118) satisfaz:
i) 0 < fo(r) < 1,7 €(0,1] e (f).(r) > 0,7 € (0,1).
ii)

-~

for)

r

> (f9(r),r € (0,1].
it1) Dado ro > 0, existe iy > 0 e Cy > 0 tais que para cada o > oy vale

-~ ,
1fY = Ui,y < o (155)

Além disso,

alggo H(fa)TTHCO[ro,l} =0, (156)
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e consequentemente

. 1 z
lim || = — + a(L = (f*)*)llcop.y = 0. (157)

a—00 7"2

Demonstragao: Veja [7].

Lema A.2 Sejam (p(r),q(r)) as autofungées correspondentes ao menor auto-
valor de —L dado por (135). Entdao

i) q(r) > p(r) >0 ou q(r) < p(r) <0, r e (0,1].

ii) Sejam p1 o menor autovalor de —L e pu* < 1. Dado ry € (0,1), existem
numeros positivos as e C' tais que para o > i

(g'ﬁ(r) + a(r)) < 0,7 € (ro,1)

r

desde que p € (—oo, 1*]. Sendo que ay, C' independem de .

Demonstracao: Veja [7].
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