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”Carrego nas maos
As marcas de ontem
Ja perdi o medo
Pois aprendi
Aprendi a ser valente
Neste meu caminho
Muitas vezes sozinho
Mas cheguei aqui
Levei manotacos
Pois a vida é rude
Lutei como pude

E nao me entreguei
Sem primaveras

No meu peito tapera
Vivia de sonhos

Mas tudo eu amei...”

Manotagos - Celso de Souza.

Esta é uma homenagem que deixo

ao meu pai Vilmar.

das indas e vindas de Crissiu-

mal a Santa Maria, enquanto essa

musica tocava no radio, meu pai

emocionado, disse que esta retra-

tava sua vida, todas as dificul-

dades que enfrentera para chegar

aonde chegou.
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os grupos de trancas de uma superficie topolégica
e a generalizacao da sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth. Tratamos também da
existéncia de uma secgao geométrica e algébrica para a fibracao de Fadell-Neuwirth gene-

ralizada, em particular, consideraremos o caso em que a superficie é a esfera S?.



Abstract

The objective of this work is to study the braid groups on topological surfaces as well
as studying a generalization of the Fadell-Neuwirth short exact sequence. We treated
also the existence of a cross-section for the Fadell-Neuwirth’s generalized fibration, in

particular, we are concerned in the case when the surface is equal the sphere S?.
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Introducao

Os grupos de trancas no plano E? foram introduzidos explicitamente pelo matemético
alemao Emil Artin em 1925 de uma forma intuitiva e geométrica para estudar os nos,
mais tarde, em 1947, ele os estudou mais rigorosamente de um ponto de vista algébrico.
Entretanto, eles estavam implicitamente introduzidos num trabalho sobre monodromia de
Adolf Hurewitz em 1891 .

Posteriormente eles foram generalizados usando a definicao dada por Ralph H. Fox
(com a nogao de espagos de configuracoes) a espagos topolégicos arbitrarios. No ano de
1969, Joan S. Birman provou que a teoria de tragas tem pouco interesse para variedades
topologicas de dimensao > 3. Os grupos de trancas de superficies topoldgicas compac-
tas, conexas e sem bordo tem sido amplamente estudados, tais grupos sao finitamante
apresentados, e apresentacoes destes foram inicialmente obtidas por Joan S. Birman em
1969 e G. P. Scott em 1970. Ja no ano de 2000, uma nova apresentacao foi calculada pelo
matematico Juan Gonzélves-Meneses.

Os grupos de trangas sao interessantes por si proprios, mas também por terem um
papel importante em varios ramos da matematica, como por exemplo topologia, teoria
de homotopia, geometria, algebra, sistemas dinamicos, apenas para citar alguns. Uma
consequéncia disto é que o espectro de aplicagoes dos grupos de trangas é grande, por
exemplo em teoria dos nos e entrelagamentos, topologia de baixa dimensao, em particular
em dimensao 3, geometria e equacoes algébricas e até em robdtica e criptografia.

De um modo grosseiro, o grupo de n-trancas de uma dada superficie conexa M pode ser

descrito da seguinte forma: comece fixando n pontos distintos em M, digamos, Py, ..., P,.
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Entao, uma n-tranca em M consiste de n caminhos v1,...,7v, em M x I dispostos de sorte
que v;(0) = (P;, 1), %i(1) = (Pr(), 0) para alguma permutacao 7 € S, e, para todo ¢, o con-
junto {71(t),...,v.(t)} contém exatamente n pontos distintos. A composicao de trancas
é definida por concatenacao e re-escalamento. As deformagoes permitidas sao homoto-
pias de cordas individuais que, durante estas, cordas distintas nunca se intersectam. As
n-trancas cujas permutagoes T sao triviais, sao ditas trancas puras. Na referéncia [11]
tem-se a construcao dos grupos de trancas do plano com este ponto de vista geométrico
e também, é mostrado a equivaléncia entre as definicoes de Artim e Fox.

A dissertagcao foi dividida em trés capitulos. No primeiro, tentamos abordar alguns pré-
requisitos que julgamos necessarios para uma boa compreensao do restante do trabalho.
Inicialmente, abordamos alguns tépicos da Teoria Combinatoéria de Grupos, visando expor
uma ferramenta para a obtengao da apresentacao de um grupo G que contém um subgrupo
normal N tal que G/N >~ (G, onde sao conhecidas as apresentacoes de N e G. Em
sequéncia, passamos nossas atencgoes para topologia, focando numa classe de aplicagoes
continuas chamadas fibragoes de Serre (também conhecidas como fibragoes fracas). As
fibracoes de Serre fornecem uma Otima ferramenta que auxilia no célculo dos grupos
de homotopia de certos espacgos topoldgicos. Encerramos o capitulo com alguns lemas
técnicos de natureza distinta.

No segundo capitulo, definimos os grupos de trancas em superficies conexas e deri-
vamos a sequéncia curta de Fadell-Neuwirth. Ainda, na primeira secao, estabelecemos
algumas relagoes entre os grupos de trancas do plano, de uma dada superficie M e seu
grupo fundamental, resultado contido em [8] . Na segunda secdo, estudamos os grupos de
trancas do plano [E2, obtemos uma apresentacao bem como algumas propriedades interes-
santes concernindo seu centro e sua abelinizacao. Finalizamos o capitulo com os grupos
de trancas da esfera S?. A medida do possivel, tentamos transladar todas as propriedades
obtidas anteriormente no caso do plano, para a esfera. Entretanto, algumas diferencas
surgem, como por exemplo, no que diz respeito aos elementos de torcao, os grupos de
trancas na esfera contém elementos de tor¢ao, mais ainda, tem-se uma descri¢ao de todos
os elementos de torcao, vide [18]. A secdo 2.3 encerra com a demonstragao de que o
n-ésimo grupo de trancas da esfera contém apenas um elemento de ordem 2.

O ultimo capitulo se reserva ao estudo da generalizacao da sequéncia de Fadell-

Neuwrith. Obtemos uma apresentagao dos grupos By, (S?) de todas as m + n trangas



em S? cuja permutacao associada pertence ao grupo S, x S,,. O trabalho finda com uma
discussao tratando sobre a existéncia ou nao de uma secgao geométrica (algébrica) para

a fibragao de Fadell-Neuwirth generalizada.



CAPITULO 1

Pré-requisitos

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre extensoes de gru-
pos, produto semidireto de grupos e fibragoes que serao utilizados nos capitulos poste-
riores. Estes resultados, apesar de serem bem conhecidos e de certo modo elementares,
serao apresentados para dar mais consisténcia ao texto e para comodidade do leitor. O

capitulo encerra com alguns lemas técnicos de natureza distinta.

1.1 Apresentacao de uma extensao de grupos

Antes de abordarmos o tema principal desta secao, iremos enunciar alguns lemas
abrangendo apresentacoes de grupos e homomorfismos induzidos por aplicagoes definidas
num conjunto de geradores de um dado grupo. Assumiremos aqui e durante o decorrer do
trabalho, um conhecimento elementar sobre teoria de grupos e apresentagoes de grupos,
cujas definigoes bésicas e resultados relevantes podem ser encontrados nas referéncias [12]
e [14].

Seja G um grupo. Dado um subconjunto Y C G denotaremos por (Y') o subgrupo de
G gerado por Y, isto é, o subgrupo consistindo de todos os elementos de G escritos como

um produto

1 €l
Yi, Y,
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com y;, €Y, e € {—1,1} e algum [ € N. Claramente (Y) é o menor subgrupo de G
contendo o conjunto Y. Comumente, Y ¢é dito um conjunto de geradores de (V).

Para um subconjunto Y C G, denotamos por ((Y)) o seu fecho normal em G, ou seja,
o menor subgrupo normal de G' que contém o conjunto Y. Um elemento g pertence ao

fecho normal de Y se, e somente se, g pode ser escrito como um produto
e1,..—1 g —1
W1Y;, Wy - WiY;, Wy

comy;, €Y, w, € G, e € {—1,1} el € N. Em alguns casos nao sera claro em qual
grupo estaremos considerando o fecho normal de algum subconjunto, assim, escreveremos

por vezes ((Y))g em vez de ((Y)).

Lema 1.1.1. Sejam F', G e H grupos, v:F—G e «:F— H homomorfismos. Suponha

que tenhamos:
(i) v € sobrejetor;
(i) ker(v) C ker(«).

Entao, existe um unico homomorfismo :G— H que torna o diagrama abaizo comutativo

Demonstra¢ao. Dado g € G, a hipdtese (i) garante a existéncia de um elemento a € F' tal
que va = g. Defina entdo g := awa. Por sua vez, a hipdtese (ii) garante que a aplicagao
B independe da escolha do elemento a € F'. Vamos mostrar que e € um homomorfismo de

grupos. Se g; = v(a;) comi=1,2 e a; € F entao

B(g192) = B(v(ar)v(asz)) = B(v(araz)) = alaraz) = a(ar)a(az) = (g1)5(g2)
como queriamos. Pela definicao de 3, concluimos a comutatividade do diagrama acima.
O

Lema 1.1.2 (Teste de Substituigao). Suponha dados uma apresenta¢io G = (X | R), um

grupo H e uma aplicacao 0 : X —H. FEntao, 6 pode ser estendida a uwm homomorfismo
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/. £ — € & ; —_
0':G— H se, e s6 se, dado r=ux3] -+ x;* €R tivermos 0(x;, )™ - - 0(w;, ) = ep.

Demonstragao. Sejam F' = F(X) o grupo livte em X e A : F — G o homomorfismo
canonico. Como F' é livre em X, existe um 1inico homomorfismo ¢: F'— H que estende a
aplicacao . Se olharmos para os homomorfismos A e 8, podemos constatar que eles satis-
fazem as hipdteses do Lema 1.1.1 com v = X e a« = €. Assim, existe um tinico homomor-
fismo 0”:G — H tal que 0"\ = ¢'. Dado = € X, temos 0" (z) = 0"(A(x)) = 0'(z) = 0(x).

Portanto #” é o homomorfismo procurado.

A reciproca é imediata pois cada r € R representa o elemento neutro de G. O

Lema 1.1.3 (von Dick). Se G = (X|R) e H = (X |§8) com R C 8§ C F(X), entdo
existe um unico homomorfismo sobrejetor ¢ : G — H tal que ¢ x = x para todo x € X
e ker(¢) = ((§\ R)). Reciprocamente, se N é um subgrupo normal de G, entao, o grupo
quociente G/N tem apresentacao (X |8) com R C 8.

Demonstragao. Sejam p @ F(X) - G e a : F(X) — H os homomorfismos naturais.
O homomorfismo p é sobrejetor e seu ntucleo estda contido no nicleo de a. Pelo Lema
1.1.1, existe um homomorfismo ¢ : G — H tal que ¢ u = a. Agora, resta mostrar que ¢
fixa os elementos de X e ker(¢) = ((§\R)). A primeira condicao é facilmete verificada
pela definicao dos homomorfismos A e pu. A segunda, segue da igualdade ¢u = «, pois
ker(¢) = p(ker(a)) = pu((8)) = ((u(9))) = ((§\ R)). Reciprocamente, se 7 : G — G /N
¢ a projecao canonica e p ¢ o homomorfismo dado acima, ponha v = 7 . Temos assim

({R)) C ker(v), como querimos. O

Exemplo 1.1.1. Dado um grupo G, relembre que o subgrupo dos comutadores de G é o
grupo I'y(G) gerado pelo conjunto {[g, h] = ghg~'g~'|g,h € G}. Entre as propriedades
de T'y(G), destacamos a sua normalidade e o fato de G/I'2(G) ser abeliano. Além disso,
o subgrupo dos comutadores é o menor subgrupo normal de GG que torna o quociente
abeliano. Por esta razao, G/I'y(G) é dito abeliniza¢do de G. Suponha que G tenha apre-

sentacao (X|R). Entao, sua abelinizagao tem apresentagao (X | R, C), onde € representa
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o conjunto dos simbolos [z,y] = zyz 'y~ com x,y € X. De fato, se denotarmos por H
o grupo com apresentacao dada acima, entao, pelo Lema de von Dick 1.1.3, existe um
epimorfismo ¢ : G — H que ¢ fixa cada z e cujo nicleo é igual a ((€)). Devemos mostrar
que ((€)) = I's(G). Por um lado, temos € C I'y(G), e pela normalidade de I'y(G), con-
cluimos que o fecho normal de € esté contido em I'y(G). Para a outra inclusao, perceba

que as relacoes que definem H o fazem um grupo abeliano, logo, o0 mesmo ocorre com o

quociente G/{(C)) e assim, I'y(G) C ((C)).

Posto isto, temos o aparato técnico necessario para abordarmos o tema principal da
nossa secao. O resultado aqui apresentado terd importancia fundamental no restante
deste trabalho e serd empregado intimeras vezes em situagoes particulares.

Suponhamos que sao dadas a sequéncia exata curta de grupos e homomorfismos

1 A—>ya- b2 ¢ 1

e apresentagoes (Y| 8) e (X | R) para A e G, respectivamente. Nosso objetivo é obter
uma apresentacao para o grupo G em funcéo das apresentacoes conhecidas de anteméo
na sequéncia acima. O grupo G é dito uma extensio de G por A.

Primeiro, sejam ¥ = {j:=ay |y € Y} e 8 = {5 | s € 8} o conjunto das palavras
em Y obtidas de 8 substituindo-se cada y por y sempre que cada y aparecer, isto é, se
s=y -ylm €8 comy;, €Y, n; = %1, entdo § =g -y, .

Como 3 é sobrejetiva, escolha para cada z € X um tnico elemento & € G tal que
B% =x. A fim de completar o conjunto de geradores defina X = {i | z € X}. Para cada
r=uz; ---2;" € R, como feito acima, designe por 7 o elemento Z;! --- ;" de G. Sendo
£ um homomorfismo, segue que 7 = r = e, assim 7 € ker(8) = Im(«), logo 7 é uma
palavra v, em Y. Ponha R = {7v;! | r € R}.

Finalmente, usando a normalidade de Im(«) em G, concluimos que cada conjugacéo
T71yz estd em Im(a), logo, é uma palavra w, , em Y. Seja T = {a?*lg]fw;; |z e X, ye
Y}

Temos entao o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.1. Com as notacoes anteriores, o grupo G tem como apresentagao
(X,Y | R,8,7). (1.1)

13



Demonstragao. Seja D o grupo que tem apresentacao dada em (1.1). Vamos mostrar que
G ¢ isomorfo a D. Com a apresentacio de D em maos, garantimos a existéncia de um
homomorfismo 6 : D — G tal que 8% = & e 0 = . A restricao de 6 ao subgrupo (V) d4

origem a um homomorfismo

Oy :(Y) = Im(a) = A

dado por 6; § = y. Como as relagdes contidas em 8 sao satisfeitas em (Y) < D (com cada
y substituido por ), podemos definir um homomorfismo inverso pondo simplesmente
y — y. Consequentemente, #; é um isomorfismo.

As relagbes em T, por sua vez, garantem que (Y') é um subgrupo normal de D e, desde

que A((Y)) é um subgrupo de Im(a), § induz um homomorfismo
0, : D/(Y) = G/Im(a) = G

dado por 6,((Y) - #) = x. Agora, as relacdes em R sio satisfeitas no quociente D/(Y)
se substituirmos cada x por <}7> - Z, analogamente ao que foi feito no paragrafo anterior

mostramos que 6, é uma bijecao. Desta forma, temos o diagrama comutativo

1 (Y) D D/{Y) ——1
lel lf) lez
1 y A —— G G 1
no qual as linhas sao exatas. Aplicando o Lema dos Cinco obtemos o resultado. O]

1.2 Produto semi-direto de grupos

Sejam A, G grupos e a : G — Aut(A) um homomorfismo. No que segue, denotaremos
[a(g)](a) simplesmente por a - g.

No conjunto G x A, defina a seguinte operacao binaria

(9,a)(h,b) = (gh, (a - h)b).

Com esta operacao, G X A torna-se um grupo, chamado produto semidireto de G por A

com respeito ao homomorfismo « e denotado por G x, A, ou apenas G X A quando o
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homomorfismo « ficar subentendido.

Se 0 homomorfismo « for o trivial, isto é, a(g) = id4 para todo g em G entdo, a
operacao acima ¢ a multiplicacao coordenada a coordenada. Logo, o produto direto de
grupos é um caso particular do produto semidireto.

Suponhamos dadas apresentagoes para os grupos G e A, digamos (X|R) e (Y|§),

respectivamente. Temos a sequéncia exata curta:

1 A—" s Gx,A—"5 G 1

onde o homomorfismo i é a inclusdo a — (e,a) e m é a projegao sobre o primeiro fator
(G X4 A é uma extensao de G por A). Assim, estamos nas hipéteses das consideragoes

da secao anterior. Aplicando o método 14 exposto, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Nas condicoes acima, o grupo G X, A tem apresentagdo dada por
(X,)Y | R,8,T)

onde T={x yz(y-x) ze X, yeY}.

Exemplo 1.2.1. Considere um grupo G, e sejam G e A subgrupos, onde A é suposto ser

também normal em G, tais que
(1) G = GA , isto é , todo elemento de G é da forma ga com g € G e a € A;

(i) GNA={el.

Entao, o grupo G ¢é isomorfo ao produto semidireto de G por A. De fato, defina o
homomorfismo « : G — Aut(A) pondo a(g)(a) = g 'ag, ou seja, 0 homomorfismo a é
simplesmente a conjugacao de elementos de A por elementos de G. A normalidade do
subgrupo A nos assegura a boa defini¢ao de a. De modo natural, a cada par (g,a) em
G x4 A faca corresponder o elemento ga € G, designe por 1 esta aplicacdo. Agora, a
condicao (i) nos garante que v é sobrejetora, enquanto que a condicdo (ii) garante sua
injetividade. Devemos verificar que 1 é de fato um homomorfismo. Para tanto, tome

(g,a), (h,b) € G x, A, entao

U((g,a)(h, b)) = ¥(gh, (a - h)b) = 1p(gh, h™'ahb) = gahb = (g, a)i(h,b)
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como queriamos. Portanto, ¢ é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.2. Dizemos que a sequéncia exata curta

1 A—sac-L . q 1

cinde, se existe um homomorfismo v : G — G tal que B~y =idg. Em tais casos, o grupo
G pode ser expresso como produto semidireto entre os grupos G e A. Com efeito, os
homomorfismos « e 7 s@o injetores, logo A = Im(a) e G = Im(y). Se § € Im(a) N Im(7y)
entao g = vy g paraalgum g € G. Mas, g = v g = [ g = e pois o niicleo do homomorfismo
[ coincide com a imagem de « . Logo, g = v g = ve = e. Portanto, a intersecao entre as
imagens de a e v contém apenas o elemento neutro. Dado § € G, tem-se 3v3§ = 37,
consequentemente [y 3(g7!)]g € ker(3) = Im(a). Entdo, podemos encontrar a € A com
[vB(G1)]g = aa, donde § = y(Bg§)a(a). Assim, estamos nas condigoes do exemplo

acima, e portanto

G

1%

Im(7y) Xeonj Im(ar) =2 G x A.

1.3 Fibracoes

Uma n-upla topoldgica (X, Ay,...,A,_1) consiste de um espago topolégico X e uma
sequéncia A, 1 C A,_» C ... C A; C X de subespacos. Uma aplicacao entre duas n-
uplas topolégicas (X, Ay, ..., A1) e (Y, By,...,B,_1) é uma aplicacdo continua f entre
os espacos X e Y, com a propriedade de aplicar cada subespaco A; em B;.

Sejam E e B espacgos topologicos. Uma aplicacao continua p : £ — B goza da
Propriedade da Extensio do Levantamento (P.E.L.) com respeito ao par (Z, A) quando,
todo levantamento parcial A — F de uma dada aplicacao Z — B puder ser estendido a
um levantamento Z — E. Mais precisamente, dadas g : Z — B e g1 : A — E continuas
tais que p o g1 = g|a, entdo existe uma aplicagdo continua g, : Z — F com go|la = g1 €

pPogs=g.
—

AN
R
g - lp

—— B

A 1
Z
Todo homeomorfismo tem, evidentemente, a P.E.L. com respeito a qualquer par to-

polégico. Também ¢ facilmente verificavel que, toda aplicagao tem a P.E.L. relativo ao
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par (X, X), qualquer que seja o espago X.

Uma aplicagao continua p : E — B tem a Propriedade do Levantamento de Homotopia
(P.L.H.) com respeito ao espaco X, se ela tiver a P.E.L. com respeito ao par (X x I, X X
{0}). Por sua vez, se p tiver a P.E.L. com respeito ao par (X x I, X x {0} UA x I), onde
A C X, entdo dizemos que p tem a P.L.H. relativamente ao par (X, A).

Note que a P.LL.H. com respeito a um dado espaco X é invariante por homeomorfismos,
isto é, se uma aplicacao tiver a P.LL.H. com respeito a X, ela também tera com respeito a
qualquer espaco homeomorfo a X.

Se p: E — B tiver a P.L.H. com respeito ao ponto {0} entao, todo caminho w:I —
B com w(I) C p(F), possui um levantamento cujo ponto inicial pode ser escolhido no
conjunto p~!(w(0)). De fato, o caminho w pode ser pensado como uma homotopia {0} x
I — B, um levantamento parcial é definido tomando a aplicac¢ao constante {0} x {0} — F
em algum ponto de p~*(w(0)).

Dizemos que uma aplicacao continua p : ' — B é uma fibracdo de Serre, se ela tiver
a P.L.H. com respeito a todos discos D¥, com k£ > 0. Neste caso, E ¢ dito o espaco total,
B é a base e p~(b) = F}, ¢ a fibra sobre o ponto b.

Usando argumentos de topologia geral, podemos mostrar que existe um homeomor-
fismo D* x I — D* x I que aplica, homeomorficamente, o subespaco D* x {0} sobre
D* x {0} U ODF x I. Assim, quando for conveniente, podemos substituir a P.L.H. com
respeito aos discos D* pela P.L.H. com respeito aos pares (D¥, 9D*).

Por sua vez, uma fibracdgo é uma aplicacao continua que goza da P.L.H com respeito
a classe de todos os espacos topoldgicos. Assim, toda fibracao é também uma fibracao de
Serre. A mesma nomenclatura é usada para o caso de fibragoes, ou seja, E é dito espaco

total, B a base e a imagem inversa de cada ponto é dita fibra.

Exemplo 1.3.1. Se tomarmos dois espacos topoldgicos arbitrarios, digamos B e F', entao
a projecao B x ' — B sobre a primeira coordenada é uma fibracao. Neste caso, a fibra

sobre um ponto b € B é o conjunto {b} x F.

Exemplo 1.3.2. Toda aplicagcao de recobrimento é uma fibracao. Em particular, se um
grupo topoldgico finito age sem pontos fixos, num espaco topolégico de Hausdoff X, entao
a projecao sobre o conjunto das érbitas ¢ um recobrimento, sendo assim, é também uma

fibracdo, para maiores detalhes consultar a referéncia [19].
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Lema 1.3.1. Sejam p : E — B uma fibracdo e Y um espaco contrdtil. Entdo, qualquer
aplicagao continua f 1Y — B cuja imagem estd contida na imagem de p, possui um

levantamento.

Demonstra¢ao. Como o espaco Y é contrétil, existe uma homotopia H : ¥ x I — Y
tal que H(y,0) = yo onde yo € Y é um ponto qualquer, e H(y,1) = y. Considere a
composicao F' = fo H e f’ a aplicacao constante y — eg onde eq é um ponto escolhido

de modo arbitrario na fibra sobre f(yp). Assim, ficamos com o diagrama comutativo

Yx{O}LZ‘E

Sendo p uma fibracao, F' possui um levantamento Fj. Para obtermos um levantamento

de f podemos simplesmente tomar Fj restrita ao subespago Y x {1}. ]

Teorema 1.3.1. Seja p: E — B uma fibragao de Serre onde o espaco total £ e a base
B sdo conezos por caminhos. Sejam também by € B, xy € F = p~*(by) 0s pontos base.
FEziste, para cada n > 1, um homomorfismo 0 : m,(B,by) — m,_1(F,x0) que torna a

sequéncia

. # WQ(E,I‘O) L) 7T2(ijo) L Wl(F,I()) j
UES

L ™ (B, z0) —Z—s m1(B, by) —2— mo(F, mg) ————— 0

exata. Onde n, € o homomorfismo induzido pela inclusao da fibra F no espaco total E.

Observagao 1.3.1. O conjunto mo(X, xy) ndo tem uma estrutura natural de grupo. Sendo
assim, 0 : m(B,by) — m(F, o) ndo é um homomorfismo. Para sanar esse problema,
definimos o nicleo de 9 como sendo o conjunto das classe de homotopia em (B, by) que

sao aplicados por 0 na classe da funcao 0 — xg.
A sequéncia dada no teorema é chamada sequéncia exata longa de homotopia associada

a fibracao p.

Demonstrag¢ao. Primeiro definiremos o homomorfismo 0 : 7, (B, by) — m,—1(F, xo) e de-

pois verificaremos a exatidao da sequéncia.
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FEtapa (1): Construgao de 0.

Seja [f] € m,(B,by) uma classe de homotopia, onde f é uma aplicacdo de pares
(I",0I") — (B,by). De modo natural, podemos pensar f definida em I""! x I. Defina
fi: "t x {13001 x T — E como sendo a aplicagao constante z — x. Com isso,
obtemos um levantamento parcial de f no subespago I"™! x {1}UdI""! x I. Logo, pela
P.L.H. com respeito ao par (I"~!,9I""1), existe uma extensdo fo : "' x I — FE de
f1 tal que po fo = f. Desta tltima igualdade, concluimos que fo(I""! x {0}) C F e
f2(01" " x {0}) C {xo}. Defina entéao 9[f] = [fo|in-1xf0] € Tn—1(F, x0).

Agora, suponha que f; e f) sejam extensoes de f; e pofs = pofi = f. Vamos mostrar
que fo|m-1xo = film-1xo através de aplicagoes (I"1, 01" ') — (F,xy). Para tanto,
defina Gy : I" x {0}UI" x 1UJ" ! x I — E pondo Gy(z,0) = fo(z), Gi(z,1) = fo/(z)
e Gi(z,t) = z¢ se (z,t) € J! x I, onde J"! ¢ fecho do conjunto 91"\ I"~!. Note
que G; é um levantamento parcial de G(x,t) = f(x), (z,t) € I"™ x I, no subespago
I" x {0}UI™ x {1}uJ™ ! x I. Usando a P.L.H., obtemos uma extensao G, de G; tal que
po Gy = G. Se restringirmos Gy ao subespaco I" ! x I C I"™ x I, obtemos a homotopia
desejada.

Acabamos de mostrar que a definicao de 0 independe da extensao f, descrita no
primeiro paragrafo da demonstracdo. Porém, ainda nao mostramos que d nao depende
do representante de cada classe de homotopia. Suponha que [f : (["0I") — (B, by)| =
[g: (I",0I™) — (B, by)]. Entao, existe uma homotopia H : (I",0I") x I — (B, by) entre
f e g. Como antes, sejam f5 e g9 tais que po fo = f, poga =g¢. Seja Hy : [" X [ - FE
extensao do levantamento parcial Hy de H, onde H,(z,0) = f(x), Hi(z,1) = g(x) e
Hy(J" ' x I) = xy. Deste modo, Hy|rn-1,; nos dd uma homotopia entre fo|m-1 e go| 1"
por meio de aplicacoes de pares (I"1, 91" 1) — (F, zp).

Com uma argumentacao similar a feita acima, conseguimos mostrar que 0 é um ho-
momorfismo quando n > 2.

A prova da exatidao da sequéncia de homotopia tem trés etapas.

FEtapa (2): A sequéncia (1.3.1) é exata.

2a) Na sequéncia , (F, xg) Uil T (E, x0) Py 7n(B, by) o nicleo do homomorfismo p, é
igual a imagem de 7.

Como p é constante na fibra F', a composicao de p com qualquer aplicacao em F é

constante. Logo, p.n. = 0.
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Por outro lado, se f : (I",01") — (E,x) é tal que po f é homotépica a aplicagao
constante através de aplicagoes (I",01") — (B, by) entao, seja H : (I",0I") x I — (B, by)
a homotopia entre elas. Como de praxe, comecamos definindo um levantamento parcial
e em seguida invocaremos a P.L.H. para estende-lo a todo espago ["™ x I. Defina H; :
I"x{1}Uol™ x I — E pondo Hy(z,1) = f(z) e H;(OI" x I) = x9. Obviamente H; é um
levantamento de H no subespago I x {1} U0I™ x I, obtemos entao um levantamento H
de H que estende Hy. Como po Hy(x,0) = H(x,0) = by, concluimos que H (91" x 0) C F.
Portanto, f é homotépica a um a aplicagao (1™, 0I") — (F, xg), ou seja, [f] estd na imagem
de n,.

2b) Na sequéncia 7, (E, z) 25 m,(B, bp) 2 Tn-1(F, zo) tem-se Im(p,) = ker(0).

A inclusao Im(p,) C ker(0) é imediata. Com efeito, dada uma aplicagao f : (1™, 01") —
(E, 1), a agao de d em [p o f] se resume a restringir f ao subespago "' x {0} no qual
f é constante igual a x;.

Para a inclusao contréria, tome f : (I",0I") — (B,by) tal que [f] estd no niucleo
de 0. Mas, isto significa que, se fo : (I", 01", J" ') — (E,F,z0) é tal que po fo = f,
entdo fo|m-1xq0y ¢ homotdpica a aplicacao constante [ n=l  F através de aplicacoes
de pares (I"1, 01" ') — (F,z¢). Denote por H tal homotopia, isto ¢, H(z,0) = xo,
H(x,1) = fo(z) e H(OI" x I) = . Defina g : I" — E pondo

O

H(xy, ..., xy_1,21,) se
g(xy, ..., xp) =

N | —
/\
I/\
—_ l\'>|>—‘

fQ(xla"wxn—lnyn_].) se

entdo, g é continua e g(0I"™) = . Além disso, temos p o ¢ homotépica & f por meio de
aplicagoes (I",0I™) — (B, by).

2¢) Na sequéncia m,(B, by) 2 Tno1(F,20) 5 mp_1(E,x0) o nicleo de 7, é igual a
imagem de 0.

Dado [f : (I",0I") — (B,by)] € m.(B,by), seja fo : (I",0I", J" ') — (E, F,x) tal
que po f, = f. De acordo com a defini¢ao do homomorfismo 0, temos 9[f] = [fa|m-1x0}]-
Agora, perceba que a prépria aplicacao fa, se considerada como uma aplicacao 1"~ ' x I —
FE, nos dé4 uma homotopia entre 70 fa|n-1, 0} € a aplicacao constante I"~1 — F. Portanto,
Im(9) C ker(n.).

Para concluirmos a demonstracao do teorema, basta mostrar que o nicleo de 7, esta

contido na imagem de 0. Para tanto, suponha que [f] € m,_1(F,zo) estd no nicleo de
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M., isto é, n o f é homotdpica a aplicacao constante x — xy. Neste caso, existe uma
homotopia H : (I"',0I"')xI — (E,zo) com H(z,0) = no f(z), H(z,1) = z e
H(OI"' x I) = xy. Podemos entao considerar a composta p o H como uma aplicagao
(I",0I) — (E,zp). Pela defini¢do do homomorfismo 0, concluimos que dp o H| = [f].
Portanto ker(n,) C Im(0). O

A sequéncia exata que acabamos de construir no Teorema acima possui uma proprie-
dade extra que sera utilizada mais adiante neste texto, chamada de naturalidade e formu-
lada da seguinte maneira: suponha dadas duas fibragoes de Serre p : (E,z9) — (B, bo),
P (B x) — (B, b)) e duas aplicagoes continuas « : (E,xg) — (E',z(), 8 : (B,by) —

(B',by) de sorte que o diagrama abaixo é comutativo.

Sejam também F = p~'(by) e I’ = (p')~'(b,) as fibras de p e p/, respectivamente. Se
indicarmos com 7 a restricao de « a fibra F', teremos uma aplicacao continua entre os
pares (F,xzg) e (F', ().

Com estas condicoes, o diagrama abaixo

5 To(F, 10) =2 1o (E, ) 25 w0 (B, by) =2 1 (F, xg) — - - -

T Wn(F/,l'6> ? Wn(El,l'é)) p_;> Wn(Bl,bé)) ? Wn_l(F/,l‘6) —

é comutativo. De fato, a comutatividade nos dois primeiros quadrados sao 6bvias desde
que fop = p o« implica a igualdade S, o p, = pl, o a, enquanto que, a«on = n' o~
implica a, o1, = 1, o, Para o terceiro quadrado, relembre que o homomorfismo
0 : (B, by) — mn_1(F,20) foi definido como I[f : (I",0I") — (B, by)] = [folrm1x0}),
onde fo : (I", 01", J" ') — (E, F,x0) ¢ tal que po fo = f. Logo, %..0[f] = [ao fa|p-1xq0]-
Por outro lado, observe que p'o(ao fo) = fof, ouseja, &' B.[f] = O'[Bo f] = [ao fo| p-1xq0y)-
Portanto, v, 0 0 = @’ o 3,, como queriamos.

Uma secgao transversal, ou sec¢do geométrica, para uma fibracao de Serre p : E — B
¢ uma aplicagao continua s : B — F tal que pos = idg. Em outras palavras, uma seccao

para uma fibracao de Serre é um levantamento da identidade B — B. Deste modo, a
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questao de encontrar uma seccao é equivalente e existéncia de um levantamento para a
identidade do espaco base. Por sua vez, uma sec¢ao algébrica para p é um homomorfismo
s, 1 m(B) — m(F) tal que p,os, = id. Observe que a existéncia de uma secgao tranversal

implica na existéncia de uma secgao algébrica.

Corolario 1.3.1. Suponha que a fibracao de Serre p : E — B possua uma sec¢ao trans-
versal s. Entao

Tn(E, x0) = m,(B, bo) @ m,(F, x0) se n>2
Wl(E,xo) = 71'1<B,b0) X 7T1(F,230)

Demonstracao. A existéncia da seccao transversal implica que, para cada n > 1, temos a

sequencia exata curta

1 —— m(F, 20) —2— m0(E, e) —=— (B, by) — 1
1\/

Sx

a qual cinde. Assim, basta utilizar o exemplo 1.2.2 e lembrar que, para n > 2, os grupos

de homotopia sao abelianos. O

Uma fibragao localmente trivial, com espaco total E, base B e fibra tipica F' é uma
aplicagao continua p: F— B com a seguinte propriedade: para cada ponto b€ B existem
uma vizinhanga U de b e um homeomorfismo ¢y : U x F — p~*(U) tal que o diagrama

abaixo é comutativo
Ux F 25 p-(U)

xf’

U

onde 7y é a projecao na primeira coordenada. A igualdade po ¢y (u, z) = x significa que,
para cada ponto x € U, ¢y|zxr : {x} x F' = F, é um homeomorfismo. Cada uma das
vizinhancas U acima chama-se uma vizinhanc¢a distinguida e o homeomorfismo ¢y diz-se

uma trivializagao local.

Lema 1.3.2. Sep : E — B ¢ uma fibracao localmente trivial com fibra tipica F e
w: I — B éum caminho com w(0) = p(eg), entdo w possui um levantamento com ponto

micial em eg.
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Demonstracao. Inicialmente, suponha que w tem sua imagem contida em alguma vizi-
nhanga distinguida U. Seja ¢y a trivializagao local. Entdo, ¢p;'(eg) = (w(0), o), onde
Yo é um ponto de F. Logo, o caminho &(t) = ¢y (w(t), o) é um levantamento de w com
ponto inicial em ey.

Para o caso geral, usando a compacidade do intervalo I, obtemos uma particao 0 =
to < t; <...<ty=1tal que w([t;_1,t;]) estd contido em alguma vizinhanga distinguida
de p. Usando repetidas vezes o argumento do paragrafo anterior obtemos um levantamento

de w. O

O teorema abaixo pode ser encontrado na referéncia [13], onde é mostrado que toda
fibracao localmente trivial possui a P.L.H. com respeito aos pares (X, A), onde X é um

complexo CW e A é um subcomplexo de X.
Teorema 1.3.2. Toda fibracao localmente trivial é uma fibracdo de Serre.

Demonstracao. Seja p : E — B uma fibracao localmente trivial com fibra tipica F. A fim

de demonstrar o teorema, é suficiente mostrar que, para cada k > 0, o diagrama

I’“x{O}%‘E

pode ser comutativamente completado.

O caso k = 0 ja foi demonstrado no Lema 1.3.2. Suponha que o resultado é valido
para todo inteiro positivo menor do que n, onde n > 1. Andlogo ao que foi feito no
lema anterior, vamos inicialmente supor que a imagem de G estd inteiramente contida em
alguma vizinhanca distinguida de p, digamos U. Pela hipétese de indugao, obtemos um
levantamento parcial G de G no subespago I"™ x {0} UJI"™ x I. Seja ¢y a trivializagdo
local, entdo, ¢;," (G1(z,t)) = (G(x,t),a(x,t)) onde a : I" x {0} UDI™ x [ — F é continua.
Sabemos que, para todo n > 1, existe uma retracao r : I" x [ — I" x {0} UOI" x I.
Definimos entao Ga(z,t) = ¢y(G(z,t),a(r(z,t))) onde (z,t) € I"™ x I.

No caso geral, usando a compacidade do cubo I™ x I, obtemos n + 1 partigoes do
intervalo I de modo que, cada retangulo gerado na decomposicao é aplicado por G em
alguma vizinhanca distinguida de p. Com isso, podemos aplicar sucessivamente o método

do paragrafo acima para obter um leventamento de G. O
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Observacao 1.3.2. O teorema acima pode ser generalizado se impormos mais condicoes
sobre o espago base B. Um teorema de Huebsh e Hurewickz, provado em [19], asse-
gura que toda fibracao localmente trivial com espaco base paracompacto é uma fibracao.

Entretanto, em nosso trabalho usaremos apenas a versao demonstrada aqui.

1.4 Alguns lemas técnicos

Lema 1.4.1. Sejam q, n € Z tais que mdc(2n,q) = 1. Entao

mdc<n(n —92), W) — 1.

Demonstragao. Desde que 2n e g sdo coprimos, ¢ é impar e mdc(n,q) = 1. Suponha que

—9)—

k divida ambos, n(n —2) e M Entao, existem numeros naturais a, b tais que

—9) —
ak =n(n—2) e bk = w Assim

—9)—
bak = bn(n—2) = a(%)
a q—1
= S(a-Dn-2)-2)=a("F=)(n-2) —a
—_——
€z

Com isso vemos que, n — 2 divide a, isto é, existe um inteiro [ tal que I(n —2) = a. Logo,

[(n —2)k =n(n —2), e assim k divide n. Agora,

qg—1
bk = T
(1)

———
EZ

implicando que k divide também ¢q. Portando k deve ser igual a 1. O

Observagao 1.4.1. No conjunto S, de todas as bijegoes {1,...,n} — {1,...,n}, va-
mos adotar a seguinte convencao: dados s,s’ € S,, entao definimos o produto ss’ :
{1,...,n} = {1,...,n} pondo ss'(i) = s'(s(i)). Esta notacao ficara clara quando abor-
darmos o tema principal da dissertacao, os grupos de trancas, onde serd imprescindivel
ver o produto dessa forma.

Sejam iy, g, ...,4 (r < n), elementos distintos de {1,2,...,n}. Entao, (iy i ... i)

representa a permutacao que aplica iy — i, io —> i3, ..., 0 —> i1 ei —>isei & {iy,...,i.}.
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A permutacao (iy é2 ... i,) é chamada um ciclo de comprimento r, ou um r-ciclo. Os
2-ciclos sao chamados de transposigoes.

As permutagoes 1, ...,74 sao ditas disjuntas se, cada elemento k € {1,2,...,n} é
afetado por no maximo uma das permutacoes 7;, ou seja, se 7;, (k) # k entdo, 7;(k) = k
para todo @ # ig. Claramente, permutagoes disjuntas comutam entre si. Um teorema
bem conhecido de dlgebra afirma que toda permutacao diferente da identidade pode ser
fatorada de modo unico (a menos da ordem) como produto de r-ciclos, cada um dos quais

de comprimento > 2. Com isso, dada uma permutacao 7 podemos escrever

T = (7/]_7]_ 7;172 P 7;]_77=1)</L.2,1 2272 “ e Z‘277’2) A (Zd71 id’2 .« e id,'f’d)
onde 1 > 1y > ... > 1y > 2eid;; # i, Neste caso, dizemos que o tipo de ciclo de
T é (r,7r9,...,7q,1,...,1), 0 que nada mais é do que uma lista dos comprimentos de

cada ciclo presente na decomposicao de 7, ordenados de forma decrescente (onde estamos
considerando também os 1-ciclos presentes na decomposigao de 7). Por exemplo, considere

a permutacao

123 45 6 789
T = ESg,
345216 879

sua decomposicao em 7-ciclos (r > 2) é dada por (1 3 5)(2 4)(7 8). Porém, note que
existem dois 1-ciclos na sua decomposicao, a saber: (6) e (9). Logo, o tipo de ciclo da
permutacao 7 é (3,2,2,1,1).

O tipo de ciclo de uma permutacao é invariante por conjugacao, pois

o 1o = (0(i1y1) o(ire) ... o(iry)) - (0(ig1) o(ia2) -.. o(igr,))

para toda permutacao o € S,,.
Para finalizar, o grupo simétrico .S,, tem apresentagao dada por geradores s; = (7 i+1)

e relagoes:
(1) $iSiv18i = Sit18iSip1 sei=1,...,n — 2;
(i) sis; = s;si se |i — j| > 2;
(iii) s2=idsei=1,...,n— 1.
Um célculo detalhado da apresentagdo do grupo simétrico pode ser encontrado em [14].
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Lema 1.4.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal. Entao, I's(H) é um subgrupo

normal de G.

Demonstra¢ao. Obviamente I's(H) é um subrupo de G. Resta verificar sua normalidade.
Dados g € G, h; € H, i = 1,2, temos g[hy, ha|g™ = [gh1g™!, ghag™!]. Sendo H normal

1

em G, os elementos gh;g~! ainda estao em H e assim, g[hy, ho]lg~' € T'y(H). Portanto,

I'y(H) é normal em G. O

Observagao 1.4.2. O grupo quociente G/T'y(H), onde H é um subgrupo normal de G, é

dito uma abelinizacao parcial de G.
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CAPITULO 2

Grupos de trancas de uma superficie

Na primeira secao deste capitulo vamos definir os grupos de trancas de uma superficie
fazendo uso dos espagos de configuracoes, tal abordagem foi inicialmente tratada por R.
Fox e L. Neuwirth no artigo “The Braid Groups”, no ano de 1962. Na referéncia [11]
encontra-se uma demonstragao da equivaléncia entre as definigoes de Artin e Fox para os
grupos de trancas no plano. Em seguida, trataremos dos casos em que a superficie é o

plano ou a esfera, em particular, uma apresentacao para ambos sera calculada.

2.1 Espacos de configuracgoes

Sejam M uma superficie topoldgica conexa e n um inteiro positivo. O n-ésimo espaco

de configuracoes de M é definido como sendo o conjunto
Fo.(M)={(z1,...,2z0) |®i € M, x; # xj se i # j}

munido da topologia induzida do produto de n copias da superficie M por ela mesma.

Para toda superficie conexa M, o espago F, (M) é conexo por caminhos e aberto em
M™. Sendo assim, seus grupos de homotopia nao dependem da escolha do ponto base e
F,(M) é uma variedade de dimensao 2n.

Os espacos de configuragoes desempenham um papel importante em varios ramos da
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matemadtica e foram extensivamente estudados em [3] e [7] por exemplo. Neste trabalho,

desempenharao um papel central, em grande parte devido ao subsequente resultado.

Teorema 2.1.1 (Fadell-Neuwirth). Sejamn > 2 e 1 < 'm < n inteiros, entdo a aplicagdo

p: (M) — (M)

(1, @) = (T, T)
¢ uma fibragao localmente trivial com fibra tipica Fy,_,,(M\{z9,...,2%}) onde (29,...,20) €
Demonstragdo. Tome um ponto arbitrdrio z° = (29,...,2%) € F,,(M). Temos
p (@) = {2V, ..., 2 Y1, ..., Yn_m) |todas coordenadas distintas em M}.
De imediato, notamos que p~!(z%) é homeomorfo ao espago Fy,_,,,(M \ {z9,...,2%}) me-

diante a aplicagao n(y1, .-, Yn-m) = (9, .. ;2% Y1, -, Yn_m)-

Agora, vamos mostrar que p é localmente trivial em torno do ponto 2°. Sendo M uma
superficie, para cada indice i = 1,...,m, existe um aberto U; contendo o ponto z{ com

as seguintes propriedades:

(i) Ui = Int(D?);

(i) U; = D?;

(i) U;NU; =@ se i#j.
O conjunto U = U X...x U, é um aberto de F}, (M) e contém 2°. Paracadai=1,...,m,
existe uma aplicacdo continua 6, : U; x U; — U, tal que

e Para cada x € U;, 67 : U; — U, definida por 6% (y) = 6;(x,y) é um homeomorfismo que
fixa o bordo de Uj;

° Q,f(x) = x?

Da maneira como foram construidas as aplicacoes 6;, esta bem definida e é continua a

aplicagao 6 : U x M — M dada por

07 (y) se yeU;
O((z1,. .. Tm),y) =
— Yy se y¢ Uy U...UU,
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Mais ainda, para cadaz € U, 8" : M — M dado por 6*(y) = 6(z,y) é um homeomorfismo.
Finalmente, defina ¢y : U X F,_p, (M \ {29,...,22}) — p~'(U) por

(bU((JIl’ B >xm)7 (yh s 7yn*m)) = (xla <o Ty, (9x>71(y1)7 SRR <9w)71(yn*m»'
~———

zeU

Antes de tudo, devemos verificar que ¢y esta bem definida. De fato, como z € U,
temos x; # x; se ¢ # j. Assim, as primeiras m coordenadas de ¢y sao duas a duas
distintas. O ponto (y1,...,ym) estd em F,_,, (M \ {29,...,20}), logo, y; # y; se i # j
ey, & {22 ...,2% }. Por se tratar de um homeomorfismo, #° aplica pontos distintos em
pontos distintos, ou seja, 07(y;) # 6%(y;) se @ # j. Por fim, se z; = (6”)"(y;) entao,

0

y; = 0%(x;). Pela definigdo de 0%, concluimos que 6%(x;) = 67" (z;) = z7, ou seja, a

igualdade 6 (z;) = y; implica y; = z¥, uma contradigao. Olhando para as coordenadas

de ¢y, constatamos sua continuidade. Para mostrar que ¢y é um homeomorfismo, defina

Yy :p N U) = U X Fy_ (M \ {29,...,2%}) pondo

Vo (T, Ty Yty e Ynem) = (@1, oo T, 05 (Y1), -+, 05 (Ynm))-

De modo analogo ao feito a ¢y, verifica-se a boa definicao de ¢y. Obviamente temos
Yy o ¢y =1id e ¢y o Yy = id, concluindo que ¢y é um homeomorfismo.

Mais ainda, o diagrama

U x Fy_p(M\ {29, ..., 2%}) — 2 p=(U)
U /
U

¢ comutativo. Isto encerra a demonstracao do teorema. O
Lema 2.1.1. Seja V = Int(D?). Ewviste uma aplicacio continua 0 : V x V — V tal que

(i) Para cada x € V, 0° .V =V definida por 6*(y) = 0(z,y) é um homeomorfismo que

mantém fizo o bordo de V';

(ii) 0%(z) = 0.

Demonstra¢io. Dado o ponto (z,y) € V x V, vamos definir § considerando dois casos.

Primeiro, se # = y entao ponha 0(x,y) = 0. Porém, se x # y entdo ||z — y|| > 0 e deste
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modo, existe um nimero real positivo t(z,y) tal que X(z,y) = = + t(z,y)(y — x) € S*.

1 . . . o~ . ..
Defina 6(z,y) = WX(QZ, y). Assim, 0 satisfaz as condigdes (i) — (ii).
Geometricamente podemos facilmente verificar a existéncia do nimero ¢t > 0, a conti-
nuidade da aplicacdo € assim como as condicoes (i) — (ii). Entretanto, para uma aborda-
gem mais formal, ferramentas da geometria analitica devem ser empregadas na demons-

tracao dos fatos acima afirmados. m

Observacao 2.1.1. A aplicacao 6 pode ser tomada continuamente diferenciavel. Uma

construcao de € com estas condigdes pode ser encontrada no trabalho [17].

Defini¢ao 2.1.1. O n-ésimo grupo de trangas puras da superficie M, P, (M), é definido

como o grupo fundamental de F,(M).

Seja ¢ : E? — M um mergulho topoldgico. Entao, ¢ induz uma aplicagio 7 : F,,(E?) —
F,(M). Por sua vez, ¢ induz um homomorfismo 7, : P,(E?) — B,(M). Seja Py, =
(P, ..., P,) ponto base de F,(E?), e designe também por Py o ponto z(F). Se j repre-
senta a inclusao de F,(M) em M™ entao, ela induz um homomorfismo j, : P,(M) —

[T} (M, P;). Com esta notacdo, temos os seguintes resultados relacionando os grupos

P.(E?), P,(M) e []} m (M, P):
Proposicao 2.1.1. O homomorfismo j. : Po(M) — [[] m(M, P;) € sobrejetor.

Demonstragao. Seja [o;] € m (M, FP;). Existe um lago f3; beseado no ponto P; em M
evitando o conjunto {Pi,...,P_q,P1,...,P,} tal que [oy] = [5;]. Tome entao f; :
(I,81) — (Fy(M), By) dada por f;(t) = (Pi, ..., Bio1, Bi(t), Pisry- .  Pa)e f = fise- - fo.
Logo, [f] € P.(M) e

Jlf1 = Gl ox
= Jelh]x-xgilfil
= (B, 1, D, [Ba), 1o, 1) - (1,0, 1L [Ba))
= ([oa],...,[om)).

Portanto, j, é sobrejetora. O]

Proposigao 2.1.2. Im(i,) C ker(j.).
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Demonstragdo. Seja f = (f1,..., fn) um lago em F,(E?) baseado no ponto Py. As co-
ordenadas da composigao j o 7(f) sao (¢t o fi1,...,t0 f,), onde cada ¢ o f; é um lago em
((E?) = E2. Logo, ¢ o f; é homotdpico ao caminho constante em P;, ou seja, [t o fi]

representa o elemento neutro de m (M, P;). Em suma, j, o 7,[f] é trivial. O]

Teorema 2.1.2 (Goldberg). Para toda superficie fechada M diferente da esfera S* e do

plano projetivo RP?, tem-se a sequéncia

1 = Py(B%) — Py(M) = [[m(M, P) — 1
1

onde o niucleo de cada homomorfismo € igual ao fecho normal da imagem do homomor-

fismo anterior.
Demonstracao. Ver [8]. O

Nos proximos paragrafos, analisaremos os espacos de configuracoes do plano e da
esfera. Nosso desejo é reduzir a sequéncia exata longa de homotopia associada a fibracao

de Fadell-Neuwirth, a uma sequénia exata curta.
Lema 2.1.2. 7;(F,(E?)) = 0 para todo i > 2 e todo n > 1.

Demonstragao. O resultado ¢ imediato se n = 1 pois F|(E?) = E2. Suponha vélido para
todo inteiro k < n — 1, onde n > 1. A fibracdo de Fadell-Neuwirth p : F,(E?) —
F,_1(E?) admite uma secgao transversal s. De fato, basta definir s(zy,...,2, 1) =
(X1, o T, Ty + (21, ..., Tpo1)e1), onde e = (1,0) e e(zq, ..., 2p1) = %mf{”acZ -

zj|| | 1 <i#j <n—1}. Aplicando o Corolario 1.3.1 para i > 2, obtemos:

Ti(Fa(E?)) = m((Fai(B?) @ (B2 \ {P1,..., Paci}, Pa)
= Wi((Fn_laEQ)) D 7TZ‘(S1 V...V Sl)
n—1
> mi((Fo-1(E?))
Logo, pela hipétese de indugao, m;(F,(E?)) = 0. O

Passamos agora nossas atencoes para os espacos de configuracoes da esfera. Inicial-
mente, note que Fi(S?) = S%. Logo, o grupo de l-trancas puras na esfera é trivial e

Wg(Fl(SQ)) = 7.
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Para o espaco Fy(S?) tem-se o mesmo. Com efeito, considere a fibracao de Fadell-
Neuwirth p : F5(S?) — S? cuja fibra sobre cada ponto é homeomorfa ao plano. Aplicando

a sequéncia exata longa de homotopia, temos:
- — Wi(EQ) L 7T1<F2(SZ)> L) 7TZ'(S2) L 7TZ‘_1(E2) —_—

Da exatidao da sequéncia acima resulta que m;(F5(S?)) e 7;(S?) sao isomorfos para todo
¢ > 1. Consequentemente, o grupo de 2-trancas puras da esfera é novamente trivial
enquanto que, my(F5(S?)) é infinito ciclico.

Para o caso geral, vamos considerar a variedade de Stiefel V5(IE3), isto ¢, o conjunto de
todos os pares ordenados (v,w), com v,w € S* e v-w = 0. A projegao p; : S* x §* — §?
sobre a primeira coordenada, restrita ao subespaco V5(E?), é uma fibracao localmente
trivial com fibra tipica igual ao circlo S', vide [13].

Considere a aplicacao ¢ : Vo(E?) — F3(S?) dada por ¢(v,w) = (v,w,—w). Deste

modo, tem-se o diagrama comutativo

Vo (E3) 22— §2

|

Fg(SQ) T> S?

onde p ¢é a fibragao de Fadell-Neuwirth. Como ponto base, por conveniéncia, escolha
vo = (0,0,1) € S2. A fibra de p; sobre vy ¢ igual ao conjunto { (v, (z1, z2,0)) | 2 +23 = 1}.
Por sua vez,

p ' (vo) = {(vo,v1,v2) | v1 # w2 € S*\ {wo}}.

Vamos mostrar que as fibras p;*(vg) e p~(vp) tem o mesmo tipo de homotopia, pre-

cisamente, vamos mostrar que ¢’ = ¢ ) i (vo) — p~Y(vg) é uma equivaléncia

Py (vo
homotépica. Com isto em mente, comece denotando por & : S? \ {vy} — E? a projecao
esterografica a partir do ponto vy, entao £(—vg) = 0 e &(x1, 22,0) = (21, 72) se 2% + 23 =
1. Agora, ¢ induz um homeomorfismo, digamos 1, entre p~'(vg) e Fy(E?) dado por
(vo,v1,v2) — (£(v1),&(v2)). Por outro lado, a aplicacdo v : S' — p;'(vg) definida por

(1, 22) = (v, (71, 22,0)) é obviamente um homeomorfismo. Finalmente, designe por

v : St — F,(E?) a aplicacio v — (v, —v). Reunindo todas essas aplicagoes ficamos com o
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diagrama comutativo

A fim de completar nossa afirmacao, devemos provar que 7y é uma equivaléncia homotopica.

Considere 3 : F5(E?) — S! dada por B(vy,v;) = 1272, Temos 3o v(v) = B(v,—v) =

T vl

v—(=v) _

To—(—oy = Us ou seja, 5 oy = id, para a outra composi¢ao:

V1 — V2 V1 — V2 V1 — V2

ey s Ly T M P

Para a homotopia entre y o 3 e id, defina H : F5(E?) x I — F»(E?) pondo

V1 — V2 V1 — V2

S | A i T

E facil ver que H esta bem definida, isto é, suas coordenadas sao distintas para todo
t e todo par (vy,v9) € Fy(E?), além disso H((v1,v2),0) = (vi,ve) e H((v1,v9),1) =
v o B(v1,v2). Donde segue o afirmado.

Aplicando a naturalidade da sequéncia exata de homotopia, obtemos, para cadan > 1,

o diagrama comutativo

Tt (S2) —2 1 (p7 (v0)) —2 T (Va(E)) ~2255 7(82) —2 s (p7(w0)

ek :

Tn1(8%) —5= (P~ (v0)) —= M (F5(S7)) —5= mu(§?) — = (P (w0))

no qual as linhas sao exatas. Pelo Lema dos Cinco, ¢, é um isomorfismo entre os o grupos
7, (V2(E?)) e m,(F5(S?)) para todo n > 1.

Sabe-se que mo(Va(E3)) = {0} e m(Va(E?)) = Zy. Logo, ma(F3(S?)) é trivial e P3(S?)
tem ordem igual a 2.

Vamos explicitar um gerador do grupo de 3-trancas puras da esfera usando o que sabe-
mos a respeito da variedade de Stiefel. O grupo 1 (V5(E?)) é gerado pela classe de homo-

topia representada pelo laco a : I — V5(E?) dado por a(t) = (v, (cos(27t), sin(27t),0)).

33



Deste modo, o grupo de 3-trangas puras na esfera é gerado por ¢.([a]) = [¢ o a]. Mas,

¢ oa(t) = (vy, (cos(2mt),sin(27t),0), —(cos(27t), sin(27t), 0))

além disso, ¢ o a(0) = ¢ o a(l) = (v, (1,0,0),—(1,0,0)).
Ainda como consequéncia do isomorfimso ¢, temos:

Lema 2.1.3. my(F,(S?)) = 0 para todo inteiro n > 3.

Demonstracao. O resultado ja estd provado quando n = 3. Se considerarmos a fibracao
p: Fni1(S?) — F,(S?) e aplicarmos a sequéncia exata longa de homotopia associada a p,

e considerando apenas o trecho envolvendo o nivel ¢ = 2, obtemos:

J

ma(F (S o ))) = Wy (Fa (87)) —— mo(Fu(S?)

%ﬂQ(EQ\{Pl,...,Pn_l})ZO

Pela hipétese de indugao, ma(F,(S?)) = 0. Como mo(E*\ {Py,...,P,_1}) = 0, concluimos

que 3(F,11(S?)) também ¢é trivial. O

Com estes resultados em maos, ficamos com a sequéncia exata curta
1l —— Py (M\A{Py,...,P,}) —2— P,(M) L= P, (M) —— 1 (2.1)

onden >m >1se M =E? (Lema 2.1.2) en >m > 3 se M = S? (Lema 2.1.3).

Observacao 2.1.2. Se M = RP? entao a sequéncia (2.1) também é valida quando n > m >
¢

2 [2] e para as demais superficies fechadas o resultado continua valido se n > m > 1[7].

A sequéncia exata (2.1) é dita sequéncia exata curta de Fadell-Neuwirth para o grupo
de trancas puras da superficie M.

Uma questao natural que surge neste ponto ¢é a existéncia de uma seccao transversal
para a fibracao de Fadell-Neuwirth ou, no ambito algébrico, saber quando que a sequéncia
(2.1) cinde. Tais questoes sao importantes, pois como vimos antes, se qualquer uma das
duas condigoes ocorrer, podemos expressar o grupo de trangas puras recursivamente. Esse
problema sera abordado com mais detalhes no préoximo capitulo.

O grupo simétrico S, age livremente em F, (M) permutando suas coordenadas, rigo-

rosamente, dados (zy,...,z,) € F,(M) e 0 € S, entdo a a¢do do elemento ¢ no ponto
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(w1,...,2,) é dada pela expressao (x1,...,2,):0 = (To1), - - -, To(m)). O espago das érbitas
de S, em F, (M), F,,(M)/S,, serd denotado por D,,(M). Denote também por ¢ a aplicagao
quociente F, (M) — D, (M). Assim, se (z1,...,z,) € F,(M) entao:

q(z1, .. zn) = [[z1, .. 2]] = {(Zo)s - - - Tom)) | 0 € Sn}

Como S,, é um grupo finito agindo sem pontos fixos no espaco de Hausdorff F,, (M), a

projegao ¢ é um recobrimento regular a |S,| = n!-folhas.

Definigao 2.1.2. O n-ésimo grupo de trangas da superficie M, B, (M), é definido como
sendo o grupo fundamental do espago D, (M).

Note que todo subgrupo H de S, age de modo natural em F,(M), sendo esta acao
ainda livre. Assim, se denotarmos por DX (M) o espago quociente F,(M)/H e por qg
a projecao F,(M) — DH(M), entao qg é um recobrimento assim como a aplicacio
q : DX(M) — D, (M) dada por ¢[[z1, ..., zu]lg = [[21, ..., 2.]].

Com isto, o recobrimento ¢ pode ser fatorado como

E (M) - DH(M) -2~ D, (M)

~_ .,

Denote por B (M) o grupo fundamental do espago DX (M).

Note que, se H for o subgrupo trivial de S, entdao BZ(M) = P,(M). Na outra
extremidade, se H = S,, entdao B5»(M) = B, (M). Sendo ¢; um recobrimento, podemos
considerar o grupo BX (M) como um subgrupo do grupo de trangas da superficie M.
Por esta razdo, os elementos de B (M) também serao chamados de n-trangas, ou n-
trangas com permutacao associada pertencente ao subgrupo H. Esta nomenclatura sera
esclarecida no préximo paragrafo.

Até aqui podemos perceber uma forte relagao entre os grupos de trancas e o grupo
simétrico. Vamos agora estreitar este vinculo estabelecendo um homomorfismo entre estes
dois objetos de natureza aparentemente distinta. Com isso em mente, escolha um ponto
Py em F,(M) e seja [Po]lg = qu(P). Dada uma n-tranca 8 = [f] € BX(M), onde
f é uma aplicagao de pares (I,0I) — (DX (M), [[Py)]x), existe um tnico levantamento

f:1 — F,(M) de f com ponto inicial By. Como qu(f(1)) = f(1) = [[P]]u, segue-se
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que f(1) = Py - o para alguma permutacdo o pertencente ao subgrupo H. Defina entao
7 : BE(M) — H pondo 7(8) = o.

A aplicacao 7 estd bem definida visto que gy é uma aplicacao de recobrimento e, sendo
assim, os levantamentos com mesmo ponto inicial de dois lagos homotépicos possuem os
mesmos extremos e sao ainda homotopicos.

Para verificar que 7 é um homomorfismo de grupos, tome duas n-trancas 3; = [f],
fa = [g] e sejam f, g como acima. Sejam ainda oy e g, tais que f(l) = Py-oys, 9(1) = Fy-o,.
Se definirmos E(t) = ¢(t)- oy com t percorrendo o intervalo I entdo, 5 ¢ um levantamento
de g com ponto inicial f(l) e ponto final Fy-os-0,. Desse modo, f*? ¢ um levantamento
de f % g com ponto inicial Py e f * 5(1) = Py - 050,. Portanto, (5, B2) = o 0y,

Agora, observe que o nicleo do homomorfismo 7 coincide com a imagem do homomor-
fismo induzido (qg).. Tratando-se de uma aplicagdo de recobrimento, o homomorfismo
induzido pela aplicacao gy é injetor. A sobrejetividade de 7 serd demonstrada na proxima

secao deste capitulo. Assim, temos a sequéncia exata curta

1 —— Py(M) 2 pH(N) T | | (2.2)

n

e, como consequéncia imedita da sequéncia acima temos:

Corolério 2.1.1 (Goldberg). Para toda superficie fechada M # S?, RP? existe um ho-

momorfismo injetor o, : BX(E?) — BX(M).

Demonstracao. Com a notacao utilizada no Teorema de Goldberg, tem-se que a aplicacao
7 : F,(E?) — F,(M) induz, por passagem ao quociente, uma aplica¢io continua o :
DH(E?) — DH(M). Vamos provar que o homomorfismo induzido g, ¢ injetor. Com

efeito, a sequéncia 2.2 e o homomorfimso o, dao origem ao diagrama comutativo

1 p(E?) W, pHE2) g 1
lb* J/Q* H
1 —— P,(M) —— BIX(M) H 1
(- i

onde as linhas sao exatas. J& sabiamos de antemao que o homomorfismo 7, ¢ injetor
sempre que M # S?, RP? e obviamente a identidade H — H & injetora. Entao, aplicando

o Lema dos Cinco, conluimos que o, é também injetor. O
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Se tomarmos H = 5, entdo a sequéncia (2.2) toma a seguinte forma

1 —— P, (M) %= B,(M) —"— S, 1 (2.3)

A sequéncia (2.3) é chamada sequéncia fundamental do grupo de n-trancas da su-
perficie M e a permutacao 7(3) é dita permutagao associada a n-tranca . Assim, quando
substituimos o grupo 5,, por um subgrupo qualquer H, estamos olhando para o conjunto
de todas as n-trancas cuja permutacao associada pertence ao subgrupo H.

Olhando mais de perto para a sequéncia (2.2), obtemos um resultado muito interes-
sante, a saber: o Teorema de Representacao de Cayley afirma que todo grupo finito G
pode ser representado como um subgrupo do grupo simétrico S)g|. Logo, todo grupo finito
pode ser expresso como um quociente de algum subgrupo do grupo de |G|-trangas em M
pelo grupo de |G|-trangas puras, sendo a superficie M arbitraria. Precisamente, vale o
isomorfismo G = B|G‘( )/ P (M). Esta observacao nos fornece um modo geométrico de
realizar qualquer grupo finito.

No restante desta secao, nos restringiremos a tarefa de generalizar a sequéncia exata
curta de Fadell-Neuwirth (2.1). Dada uma parti¢ao (dy, ..., d,) do inteiro n > 2, considere
o subgrupo H = Sy, X ... x Sy, de S, e denote por Dy, . 4,(M) o espago DI (M). Se
1 < j < r entdo, a fibragdo p : F,,(M) — F,,(M), onde m = d; + --- + d;, induz uma
aplicagao p : Dg,,..a, (M) = Dag,....a,(M) definida por p([[z1,...,z,]]) = [[21,..., zw]].

DaoaeM) 5> Doy (M

Teorema 2.1.3. A aplicagcao induzida por passagem ao quociente
p: Da,,..a.(M) = Da,...a,(M)

¢ uma fibracao de Serre.

Demonstracao. Devemos mostrar que p tem a P.L.H. com respeito a todos discos D* com
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k > 0. Considere o diagrama abaixo

onde as aplicacoes g e G sao previamente dadas. Nosso objetivo é obter uma aplicagao
continua Gy tal que Gi|pryjoy = g ¢ po G1 = G. Se tratando de uma aplicacao de
recobrimento, ¢y é também uma fibragao, ou seja, podemos usar a convexidade do espaco
D* x {0} e o Lema 1.3.1 para obter uma aplicacdo continua g, conforme o diagrama,
de sorte que gy o go = g. Agora, perceba que Sy x...xSa, © P ¢ uma fibracao de Serre
€ Sy x..xS,, PO g2 = PO qu o gs = pog = Glpex. Logo, existe uma aplicacdo
Gy : D¥ x I — F,(M) satisfazendo Ga|pry oy = g2 € 0S4y ...xSa, O P O G5 = G. Portanto,
basta tomar G; = gy o Go. ]

A fibra sobre cada ponto de Dy, . q4,(M) pela fibracao p ¢ homeomorfa ao espaco
Dy, y.a.(M\{Py,...,Py}), onde m =dy +---+d;. Aplicando a sequéncia exata longa

J

de homotopia associada a p, obtemos uma generalizacao da sequéncia exata curta de

Fadell-Neuwirth:

1— By, a(M\A{Py, ..., Pn}) % Bay o, (M) 25 By a (M) — 1 (2.4)

J J

onde m >3 se M =S? m > 2se M = RP? e m > 1 para qualquer outra superficie
fechada ou M = E2.

Neste trabalho estaremos interessados no caso r = 2, formulado da seguinte maneira:
sejam m,n € N. Considere a fibragao de Serre p : Dy, ,n(M) — D,,(M) que consiste em

esquecer as ultimas m coordenadas. Neste caso, a fibra sobre cada ponto de D, (M) é
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homeomorfa ao espaco D, (M \ {Pi,...,P,}). A generalizacao da sequéncia de Fadell-

Neuwirth fica:

1 — B(M\{P,,...,P,}) 5 Bum(M) 2 B, (M) — 1 (2.5)

onde n > 3 no caso em que M = S?, n > 2se M = RP? en > 1 para as demais superficies

fechadas ou M = E2.

2.2 Grupos de trancas no plano

O Teorema de Goldberg e seu Corolario mostram que o grupo de trancas do plano
pode ser considerado um subgrupo do grupo de trancas de qualquer superficie topoldgica
fechada, desde que esta seja diferente da esfera e do plano projetivo. Por esta razao, nesta
secao serd exposto um calculo de uma apresentagao de B, (E?) e P,(E?), parcialmente

contidos na referéncia [6]. Também serd dada uma descrigao do centro de ambos.

Figura 2.1: Geradores do grupo B, (E?).

Tome P; = (i,0) € E2, com 1 <i < n, e seja Py = (P,..., P,) ponto base do espago
de configuragoes de n pontos do plano. Para cada ¢ =1,...,n — 1, considere o caminho

fi em F,(E?) dado por:

Fit) = (Pi,..., Py, fi(#), fos1(t), Piya, -, Pr)

onde fi(t) = (i +sin(5t),sin(nt)) e fiy1(t) = (i + cos(5t), —sin(nt)), t € I (Fig. 2.1).
Observe que fz é um caminho em F,,(E?) com ponto inicial Py e ponto final P, - s;,
onde s; é a transposigao (i i+ 1). Designe também por s; a classe de homotopia em

B, (E?) representada pelo laco g o ﬁ
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Lema 2.2.1. Se 1 < i < k < n entio sg_1...8+1528;31 .50, € Bu(E?) pode ser

representado pelo lago q o ]}v, onde f ¢ o caminho em F,(E?) dado pela figura 2.2.

Figura 2.2: sp_1... si+1s?3;r11 . 3,;_11 € B,(E?).

Lema 2.2.2. s, 1...528383...5,_1 € B,(E?) pode ser representado pelo laco q o £, onde

J? ¢ o caminho em F,(E?) dado pela figura 2.3.

Lema 2.2.3. Em B,(E?) valem as relagdes:
(i) 5i5i415; = 8i418i5i41, para 1 <1 <n —2;
(11) s;sj = s;s; se |i —j| > 2.

Lema 2.2.4. Seja7 : B,(E?) — S, 0 homomorfismo de grupos definido na se¢ao anterior.

Entao m(s;) = s, para todo i =1,...,n— 1. Em particular, ™ é sobrejetor.

Figura 2.3: s,,_1...589589...5,_1 € B,(E?).

Observagao 2.2.1. O lema acima também mostra que 7 : B,(M) — S, é sobrejetor
para qualquer superficie M pois, considerando um mergulho topoldgico de E? em M,
as n-trancas s; podem ser pensadas como n-trancas em M. Com isto, concluimos a

demonstracao de que as sequéncias 2.2 e 2.3 sao exatas.
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Sejan > 2 e B, o grupo com apresentacao dada pelos geradores o1, ... , 0,_1 €

relacoes:

0i0i410; = 044100;11 se 1 <i<n—2

oio; = o0jo; se |[i—jl>2 e 1<ij<n-—1

Por conveniéncia ponha também B; igual ao grupo trivial.

Para n > 2, considere o homomorfismo 7, : B, — S, definido nos geradores por
n(0;) = 8, 1 < i < n — 1. Tal homomorfismo existe pois, as relagoes que definem o
grupo B, sao ainda validas no grupo simétrico S,, substituindo-se os geradores o; pelos
geradores s;. Represente por P, o nucleo de 7,.

Para cada par (i,7) com 1 < i < j < n, considere o elemento

_ 2 _—1 -1
Ai,j =0j-1-..-0i410; Ui+1 e O'j_l

e seja A, o subgrupo de B,, gerado pelo conjunto {A;,,..., An—1,}. Temos:

2
T(Aij) = Tn(Op—j... 0041070 ...05-1)
2 1 -1
= S q...8541 S Siiq...S5;
J i+1 7 i+1 -1
~— J

1

-1 -1
= Sj—-1--- SH_lSZ-Jrl .. sjfl

-1 -1
= Sj—-1--- 3i+15i+1 Ce Sj—l

=1

logo, cada A; ; pertence ao grupo P,. Em particular, A, estd contido em P, se n > 2.
Note que o grupo S,_; pode ser identificado com o subgrupo de S, que consiste
das permutacgoes que mantém o simbolo n fixo. Com S,,_; visto deste modo, podemos
considerar o grupo D, = m, 1(Sn,1). Obviamente, P, estd contido em D, visto que
P, = 1(1).
Aplicando o método de Reidemeister-Schreier ao subgrupo D,,, chegamos ao seguinte

resultado:

Proposigao 2.2.1 (Chow). O grupo D, tem a sequinte apresenta¢do

Geradores: o1,...,0n-9, A1 5, ..., An_1n.
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Relacoes:

o000 = o se |i—j|>2

0;0,410; = 0;410;0;4+1 S€ 1= 1, N 2
ai_lAkﬁnUi = Apn, se k#i,i+1

-1
g; Ai,nUi = Ai,nAiJrl,nAi,n

-1
ag; Ai+1,n0i = Ain.

)

Demonstracao. A demonstracao deste teorema, assim como uma exposicao do Método de

Reidemester-Schreier podem ser encontrados em [11]. O

Seja ' = F(y1,...,Yn—1) 0 grupo livre de posto n — 1 com geradores y; ...,y,_1. O
teste de substituicao assegura a existéncia de um homomorfismo de grupos « : B,,_1 —

Aut(F') que opera nos geradores da seguinte forma:

Yk se k#i,i+1
a(az)(yk) =Yk 0; = Yi Yit1 y;l se k=1
Yi se k=i+1

entao, segundo o Teorema 1.2.1, B,,_1X,F' tem apresentacao dada por:

Geradores: 01,...,00_2, Y1y Yn_1-
Relagoes:
oioj0 "t = o, se |i—j|>2
0;0,410; = 0;410;0;4+1 S€ 1= 1,...,71—3

o tywos = yr se k#i4i+1
o7 o = Yy

-1
0, Yi+10; = Y.

Observe que o grupo B, _1 pode ser identificado com o subgrupo de B, gerado pelos
elementos oy,...,0,_2. Como todos estes elementos pertencem ao grupo D,,, vemos

também que B,,_; é um subgrupo de D,,. Mediante estas identificagoes, é imediato verifiar
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a existéncia de um isomorfismo entre B, X, F' e D,,, dado explicitamente por {(5,1) =
el(ly;)) =Ain, 1 <i<n-—1

Do isomorfismo acima extraimos as seguintes informacoes:
(1) A, é livre de posto n — 1 cuja base é {Ay ..., An_1n};
(2) A, é um subgrupo normal de D,;

(3) Todo elemento de D,, pode ser escrito de modo tinico como 3,154 onde 5,1 € B,

€ BA € An;
(4) By_1 N A, = {1}.

Assim, se definirmos j : D,, — B,_1 pondo j(#) = B,-1 e i como sendo a inclusao de A,

em D, ficamos com a sequéncia exata curta
i J
1— A, > D, — B, —1

Agora, considere o homomorfismo 7 : B,,_1X,F — S,, que associa a cada par (3,1, V)
a permutagao m,(5,_1). Perceba que, o niicleo do homomorfismo 7 é igual a P, 1 x,, F.

Ainda, 7 faz o diagrama abaixo comutar.

B, 1xoF ——=— D,
‘Dn

N

Como consequéncia da comutatividade do diagrama, temos
P,y xo F =Xker(m) = ¢(ker(7)) = ker(m,|p, ) = P,

A partir deste isomorfismo, concluimos que todo elemento de P, pode ser escrito de
modo tnico como [, 184, onde [, 1 € P, 1 e Ba € A,. Restringindo o homomorfismo
j D, — B, 1 ao subgrupo P,, obtemos um novo homomorfismo 5 : P, — P, 1 e a

sequéncia exata curta
1— A, P P, —1
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Tanto o homomorfismo 5 : D, — B,_; quanto sua restricao j : P, — P,_1, sao ditos
homomorfismo de Chow.

Posto isto, estamos aptos a enunciar o principal resultado desta secao.
Teorema 2.2.1. Os grupos B, (E?) e B, sdo isomorfos para todo n > 1.

Demonstragdo. O resultado é evidente se n = 1 pois ambos, By e B;(E?), sdo triviais.
Suponha entao que n > 2.

Utilizando o teste de substituicao e o Lema 2.2.3, garantimos a existéncia de um
homomorfismo ¢, : B, — B,(E?) tal que ¢,(0;) = s;, 1 <i <n—1. Como 7w, = m,,
¢, aplica o subgrupo P, em P,(E?). Logo, podemos considerar o homomorfismo 1, =

bnlp, : Pn — P,(E?). Juntando estas informagoes, ficamos com o diagrama comutativo

1 P, B, — S, 1

Lk

1 —— P,(E?) —— B,(E?) Sn !

qx

™

no qual as linhas sao exatas. Assim, pelo Lema dos Cinco, ¢, é um isomorfismo se, e
somente se, v, for um isomorfismo.

O restante da demonstragao consiste em mostrar que v, € um isomorfismo de grupos.
O grupo 7 (E2\{P; ... P,_1}, B,) é livre de posto n — 1 gerado pelas classes de homotopia

que contém os lagos b;, cuja dinamica esta representada na figura 2.4.

Figura 2.4: Geradores do grupo fundamental do plano com n — 1 pontos removidos.

Deste modo, se pormos 6,(A;,) = b; (usamos a mesma notagdo para o lago b; e
para a classe de homotopia que o contém), 1 < i < n — 1, vemos que 6, estabelece

um isomorfismo entre A, e m (E*\ {P,...P,_1}, P,). Com isto, para n > 3, obtemos o
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diagrama comutativo

1 Anf i Pn ! Pn71—>1

PR

L — m(E*\{P... Po1}, P) 52 Pu(E?) 52 Pu(E?) — 1

onde as linhas sao exatas. Novamente, pelo Lema dos Cinco, v,, ¢ um isomorfismo se, e
somente se, 1,,_1 for um isomorfismo.

Para concluir o teorema, devemos mostrar que 1, ¢ um isomorfismo entre P e Py(FE?).
Por um lado, P, ¢é infinito ciclico gerado pelo elemento o%. Por outro, se considerarmos
a fibracdo p : Fy(E?) — E? e aplicarmos a sequéncia exata longa de homotopia a ela
associada, obtemos o isomorfismo P(E?) = 7(E?* \ {1}, P»). Logo, Py(E?) é infinito
ciclico gerado pelo lago n,(by). Mas, ¥5(0?) = s? = n,(by) pelo Lema 2.2.1. Portanto, 1),

¢ um isomorfismo de grupos. O

Observagio 2.2.2. A partir desse ponto denotaremos as classes de homotopia s; € B, (E?)

por o;.

Corolario 2.2.1. Para todo n > 2 existe um homomorfismo sobrejetor
es: B,(E*) — Z tal que
es(oy - 0F) = Zuj
j=1

Além disso, ker(es) = T'y(B,(E?)).

Demonstracao. A existéncia do homomorfismo es é assegurada pelo teste de substituicao
pois, basta estender a aplicacao o; — 1. A sua sobrejetividade decorre da igualdade
es(och) =k, k € Z.

Da comutatividade do grupo Z, seque-se que 'y = ['y(B,(E?)) C ker(es). Logo, es
induz um homomorfismo és : B, (E?)/Ty; — Z dado por €s(T'; - 3) = es(f3), cujo nticleo é
ker(es)/T'y. Aplicando o exemplo 1.1.1, concluimos que a abelinizagao de B, (E?) é infinito
ciclico gerado pelo elemento I'y -0 =T5-0;,i=1,...,n—1. Como €s(I'y- o) = 1, vemos

que €s trata-se de um isomorfismo. Portanto, I'y = ker(es). ]

Corolario 2.2.2. Sejan > 3. Entao P,(E?) tem a sequinte apresentacao:

Geradores: A;; , 1 <i<j<n;
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Relacoes:

Ai_,ler’SAi’j = A se i<j<r<s our<i<j<s
1 _1 . .

Ar‘,i Ai,jAr,i = AT,in7jAr,j se r<1<)
—1 —1 4—1 . .

Ai,s Ai,in,s = Ai,jAs,in,jASJ‘AiJ se 1 <8<

-1 —14-1 141 . -
Ar,sAi,jAT,S = AT‘,jAS,jAT,jAs,in,jAS,jAT7jAs,jAr,j se r<r<s<y.

Demonstracao. Com o isomorfismo P, = P,_1A,, n > 3, podemos calcular uma apre-
sentacao para P, utilizando inducao sobre n. O grupo P; ¢ infinito ciclico gerado por
Ay 5 enquanto que, Az é livre de posto 2 com base {43, As3}. Logo, pelo Teorema
1.2.1, P53 é gerado por Ajs, A1s, Ass e valem as relagoes Al_éAl,gALg = Aj3-Aise

-1
A1’2A2’3A172 = Ag’g . ALQ. Mas

A1,3 : A1,2 = (A1,3 : 01) *01
= (A1,3A2,3A1_,;11,) -0
= (A1,3A2,3Ai%,)141,3(A1,3A2,3A17,§)71

—14-1
= Ai3As3Ai3A55A1 5
e, para a outra conjugacao

A23'A12 = (A2,3'01) * 01

= A2,3 * 01

_ -1
- A1,3A2,3A1,3

obtendo assim o resultado para n = 3.

Suponha que o teorema seja valido para n —1 > 3. Os geradores de P, sao facilmente
obtidos, pois, basta tomar os geradores de P,,_1, A; jonde 1 <17 < j <n—1, e os geradores
de A,, Ain, 1 < i < n. Quanto as relagoes, todas validas em P,_; e A, continuam

validas em F,, adicionando apenas o conjunto de relagoes A YA WA = Ay - A, com
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1<r<s<n-1el<i¢<n-—1. Vamos ilustrar o casor < s =1 <n — 1. Temos

2 _—1 -1
Ai - Ari = Aip- (01 Or410,0p4q """ 0i 1)

2 1 1
= Ai—l,n : (Ji—2 0 p410,.0, 4090 o-ifl)

2 1 -1
= Ai_on- (Uz‘—s CrO0p410,.0, 49" Ui—l)

= A (‘71"‘77;11 e ‘7;—11)
= (Ar,nAr-i-l,nAr_,ib) ) (Ur_—s}l e Oz‘_—ll)
= (AT,nAT-I—ZnAr_,}z) ) (07’_-&2 T Ui_—ll)

—1 —1

- (AT,nAi—l,nAr,n) "0
—1
= Ar,nAi,nArm-

m
Seja G um grupo e g € GG. Dizemos que g tem ordem finita se existe um nimero
natural n tal que ¢" = eq. Neste caso, a sua ordem é definida como sendo o niimero
o(g) = min{k € N|¢" = eg}
Quando ¢¥ # eq para todo natural n, dizemos que ¢ tem ordem infinita e escrevemos
0(g) = co. Um elemento g € G é dito de tor¢do se o(g) < 0o e g # eg.

Teorema 2.2.2. Se n > 3 entdio, o centro de B,(E?) € infinito ciclico gerado por A,,

onde A, = (o1 0p_1)".

Demonstracao. Inicialmente, utilizando o homomorfismo introduzido no Corolario 2.2.1,
vé-se que es(AF) = kn(n — 1) para todo k, ou seja, A =1 se, e s6 se, k = 0. Portanto,
o(A,) = oo e o subgrupo gerado por A, é infinito.

Agora, note que o elemento A,, pertence ao centro de B, (E?) pois

(0'1...0'71,1)0'@' = O',L'+1(O'1...O'n,1) se 1§Z§n—2,

(Ul .. Un_1)20n_1 = 01(01 .. 0n—1)2-

Se 8 € C(B,(E?)) entao, m(8) € C(S,) = {1}, ou seja, C(B,(E?)) C P,(E?). Com isso,

reduzimos nosso problema em mostrar que C(P,(FE?)) ¢ infinito ciclico gerado por A,,.
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Vamos proceder usando inducao sobre n > 3. Para o passo inicial, considere a fibracao
de Fadell-Neuwirth p : F3(E?) — Fy(E?). Se 3 € C(P3(E?)) entdo p.(8) = AL para algum
k, pois o grupo de 2-trancas puras no plano é gerado por A,. Mas, a 3-tranca Az pertence
A imagem inversa de A, pelo homomorfismo p,, e assim 37'A% € ker(p,). Logo, 37 1A%
estd no centro de ker(p,), que por sua vez é trivial. Portanto, 8 = AX.

Para o caso geral n > 4, basta considerar a fibracio de Fadell-Neuwirth p : F,,(E?) —
F,,_1(E?) e notar que, se 3 € C(P,(E?)) entao p.(8) estard no centro de P, ;(E?*). O

restante da demonstracao é totalmente andlogo ao caso anterior. O

2.3 Grupos de trancas na esfera

Seja B! (n > 2) o grupo com n — 1 geradores ¢y, ..., 0,1 sujeitos as relagoes:

(516]' = (5]51 Se |Z —]| Z 2
(5i5,-+15¢ = 51‘4_1(51‘(5“_1 se 1= 1, e, — 2

(Snfl ce (525%52 e (Snfl - 1

Por conveniéncia ponha também B} = {1} e denote por z,, o elemento o,,_1 - - - 020%02 C Ot
de B,.

Pelo Lema de substituigao, existe um homomorfismo de grupos S, : B, — B, tal que
frno;=0;,i=1,...,n—1. J4 o Lema de von Dick (Lema 1.1.3), nos garante que o nicleo
de 5,, o qual denotaremos por R(x,), é igual a ({({x,})). Observe também que z,, € P,.
Logo, como P, é um subgrupo normal de B,,, contém o fecho normal R(x,) de x,.

Reunindo as informagoes do paragrafo acima, mais o fato de 3, ser sobrejetora, garan-
timos a existéncia de um homomorfismo =/, tal que 7/, o 8, = m,. Com isto, o homomor-
fismo 7/, aplica os geradores d; nas transposigoes s;, implicando na sua sobrejetividade.
Se escrevermos P, para representar o seu nicleo, entao 3, aplica P, sobre P..

A fim de nao causar confusao, denotaremos os geradores de B,_; por oj,...,0, .

*

Entao, o nucleo do 3,1 ¢ igual ao fecho normal do elemento z;_,, onde

* % * _k ok %k *
Ty =0p 909010109 "0y o.

Lema 2.3.1. Seja j : D,, — B,,_1 0 homomorfismo de Chow, entao j(R(x,)) C R(z:_,).

n—1
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Demonstragao. Inicialmente, note que [B,, : D] = [S, : S,—1] = n ou seja, existem
exatamente n classes laterais a direita de D,, em B,. Em seguida, D,, - g1 = D,, - g2 se, e
sé se, T, g1(n) = m, go(n).

Considere entao o conjunto L = {Sp,...,S,—1} onde Sy =1e S; =0,-1...0,_; para

os demais indices. A imagem de S; pelo homomorfismo m, consiste no ciclo
mn—in—i+1...n-2 n-1).

Logo, D,,-S; # D,-Sj se i # j. Assim, o conjunto L contém exatamente um representante
de cada classe lateral de D, em B,,. Portanto, todo elemento de B, é da forma d.S; para
aleum d € D, e algum ¢ =0,...,n — 1.

Por fim, observe que z,, comuta com cada gerador o; se 1 < n — 2.

Devemos mostrar que j(gr,g~ ') pertence a R(x* ;) qualquer que seja o elemento g €
B,,. Mas, conforme visto acima, todo elemento g pode ser escrito como dS;, ou seja, nosso
trabalho se resume em calcular todas as possibilidades j(dS;z,S; *d™!), i =0,...,n — 1.

Quando i = 0, temos:
J(dSownSy ' d™") = j(d)j(S0)j(24)(So) i (d) ™" =1
visto que z,, € A,, = ker(j) e Sp = 1. Em seguida tome i = 1, tem-se

J(dSia, ST TY) = (d)j(on w0y ty)i(d)
= j(d)j(os_1)j(On—2- 020702+ 0p_2)j(d)™"
= j(d)z;_j(d)~,

novamente utilizamos o fato de que 02_; = A, 1, € A,. Para os casos restantes, isto é,

se i > 2 temos:

§(dSiwn S dY) = §(d)j(On 1 Onitinoy 0 t)j(d) 7

= j(d)j(SizaSy i)~
= j(d)z,_j(d)~"
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Portanto, a imagem de R(z,) pelo homomorfismo de Chow j estd contida no fecho

normal de z;_; em B,_;. O

O homomorfismo de Chow, j : P, = P,_1, induz um homomorfismo j, : P, — P, _,
da seguinte maneira: dado ¢’ € P!, existe um g € P, tal que 3, g = ¢’. Como era de se
esperar, definimos j' ¢ = 5,-17 g.

O Lema 2.3.1 garante que j' estd bem definido. De fato, se 8, g1 = B, g2 entdo g1 g, * €
ker(3,) = R(z,), donde seque-se que j(g1g; ) € R(z*_,). Portanto, B,_1j g1 = Bn_17 go-

Da forma como foi construido o homomorfismo j’, conclui-se a comutatividade do

diagrama abaixo

1 A, ——~» P, —1 P, 1
1 A;l - P7/1 7 Pn,1 1
i J

onde A = (,(A,) e ¢ é a inclusdo de A, em P;.
Desejamos mostrar que a sequéncia da linha inferior do diagrama acima é exata. Para

tanto, o seguinte lema facilitarda nosso trabalho.
Lema 2.3.2. Dado v € R(x}_,) existem z € P, ea € A, tais que jz=v e B,z = [,a

Demonstra¢ao. Um elemento v de R(z%_;) = ({{z}_;})) é um produto da forma

*

a1 ('rnfl)slglil ’

: ‘gr<x;—1)grg;1

onde g; € B,,_; e g; € {£1}. Observe que é suficiente demonstrar o lema se v = gz’ 97!

Inicialmente, existe d € D,, de sorte que j(d) = g. Defina z = dyd™ e a = dA*,, d,

n—1n

onde y = 0,,_9...090%09...0,_ 9. Entao, j(z) = j(d)z}_1j(d) " =ve

Ba(a) = Bu(d)Ba(Arl1,)Bu(d)7
= Bu(d)d;2,8u(d) ™
= Bu(d)(On—2 -~ 020102 -+ 6n2)Bu(d) ™
= Bu(d)Ba(0n—2 - 020705+ 0,—5) B (d)
= Baldyd™)
= Bal2).
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Teorema 2.3.1. A sequéncia

é exata.

Demonstra¢ao. Dado a’ € Al entao, pela definigao de A/, o’ = [, a para algum a €
A,. Logo, j'i'(d') = j'(¢') = Bn-1j(a) = Br_1(1) = 1 pois A,, coincide com o nicleo
do homomorfismo de Chow. Com isto, temos a primeira inclusao. Por outro lado, se
w' € ker(j') entdo, escolha w € P, de tal maneira que §,(w) = w'. Logo, 1 = 8,1 j(w),
donde j(w) € R(z}_,). Agora, fazendo uso do lema anterior, podemos encontrar z € P, e
a € A, tais que j(z) = j(w) e 8,(2) = Bn(a). Mas, 27w € ker(j) assim como o elemento
a, logo az"'w € A,. Finalmente, 3,(az"'w) = B,(227 w) = w', ou seja, w’ realmente

esta na imagem de 7', ]

Os préximos lemas serao utilizados na obtencao de algumas propriedades importantes

do grupo B! referentes aos seus elementos de tor¢ao.
Lema 2.3.3. 6;(61---6;) = (01---6;)0i—1, para 1 <i<j<n-—1.
Demonstracao.
0;(01-+-0;) = 010i02- -+ 6;—10;0;41 -+ 95
= 01 0;-2(0;0i-16;)0i41 - - - 0;
= 01 0;—2(0i-10:0;—1)0;41 - -+ 0

— 0010054101 -+ 6,

Lema 2.3.4. (0;--+6,_1)" = (6 -+ 0p_n)" L.
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Demonstracao.

(01 0p_1)” = (61~ )0 1(61 - 0p1) (01 . G g) 2
= (01 0p2) (01 On1)0n_2(b1 -+ Op_y)" 2
= (01 0p2)(01 - 0n1)?Cp_s(01 - Op1)"
= (01 0po)(01 - 0n 1) 261(0102 - 0p1)
= (6y---0 )25n (6 ...5n_1)n—3(5§52...5n_1)

6102+ -+ 0p2)*(0169 ++ 6p—1)" 2020702+ 1
5109 - - - 5n_2)n—1(5n_1 .. .5%52 o 5n_1)

= (61 0p_g)" 2
]
Lema 2.3.5. (01 8;)7 = (61 6;_1)7 (670, -+ 6,248, 21 -- 671).
Demonstracao.
(51"'5j)j+1 = (51"'53 1)5J< 5J)J 1(51 53)
= (018 1) (616, 61(01 -+ - ;)
= (6,6, 1)2( ;)7 720201 (0y - -+ 65)
_ (51,,,5J 1)](5]4_15]_&2 5 1 5 1 (5 1 (5 1 5]’_&1)
]

Lema 2.3.6. (0y---8;)7t (67 -+ 07 1)+ = (6, -+ 0;_1)7(65 - 674,)7.

7—1

Demonstragao. Inicialmente, observe que as relagoes que definem o grupo B!, continuam

vélidas se substituirmos os sfmbolos &; por seus inversos §; '. Portanto

(8- 07O - )T = (8 8y (07 0 0

J

.(51—1 N )J’((ng 0101 641) = (6 - .5j_1)j(51—1 N )j,

7—1
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Lema 2.3.7. (0;---0,_1)*" =1 em B.,.

Demonstracao.

(61 0p1)™ = (01 0n_1)" (01 0py)”
(61 -+ 6nn)" (671 -+ 0,2))"

= (81 Gpma) N (O )
(01)%(61) 2
1

]

Lema 2.3.8. O elemento 63 = (8102)* de Bj tem ordem 2. Além disso, B} € isomorfo ao

grupo metaciclico ZS de ordem 12.
Observagao 2.3.1. O grupo metaciclico de ordem 12 possui dois geradores a, b e valem as

relagoes: (1) a® =1¢e (2) a® = b? = (ab)%.

Demonstragdo. A permutacao m4(5102) = (1 3 2) possui ordem 3, logo (0;02)* # 1 se
k nao for multiplo de 3. Agora, olhe para o homomorfismo es : B — Z, que associa
os geradores §; a 1. Entdo, o elemento (§,5,)3 é aplicado por es em 2, isto é, (6;62)° é
diferente do elemento neutro. O Lema anterior nos diz que (0;02)% = 1, concluindo assim
a primeira parte do lema.

Para a segunda parte da demonstragao, basta definirmos os homomorfismos ¢ : B, —

ZS e : ZS — Bj pondo
#(6)=b e @) =b""a,

@D(a) = 5152 e w(b) = 51.

Com um célculo simples vemos que realmente ambos definem homomorfismos e ¢ =
1 O
Teorema 2.3.2. (6;---0,_1) tem ordem 2n em B!,

Demonstra¢ao. Novamente, vamos utilizar o homomorfismo 7/,. Note que

(01 0p1)=(1 n ... 3 2)
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é uma permutagao de ordem n, sendo assim, (8; -+ d,_1)* # 1 se k nao for multiplo de n.
Resta mostrar que (d; ---0d,_1)" # 1. Para tanto, considere a sequéncia de homomor-
fismos dada abaixo

., -/ .
/ In / In—1 J’s /
p—sp - , P

Conforme visto nos lemas anteriores, em B, tem-se
-1
(01 0p-1)" = (01 Gp2)"",

aplicando o homomorfismo j/ em ambos os lados da igualdade, ficamos com j/ (§; - - - §,,_1)" =

(81 -++8,_9)" ' € B/, (na verdade em P! ). Em B/ | tem-se a igualdade:
(61 Ona) L= (61 0p_3)" 2,

aplicando agora j/,_, teremos o elemento (d;---8,_3)" 2 em B! ,. Apds repetir este
argumento n — 3 vezes, obtemos a igualdade jj - -+ 5/ (01 -+ §,_1)" = (6162)>. Se supormos
que (61 --+6,_1)" = 1 obrigatoriamente tem-se (d;0,)> = 1 contrariando o lema anterior.

Portanto (01 - --0,—1) tem ordem igual a 2n. O

Para nossos futuros propédsitos, convém identificar a esfera S? com o espaco quoci-
ente do disco D? pela relacao de equivaléncia que identifica os pontos (z, W) e
(, —\/1—7H35H2) se x € St. Sejam P, ..., P, € S? dispostos conforme a figura abaixo e
seja também Py = (P, ..., P,) € F,(S?) ponto base.

Agora, como feito anteriormente para o plano, considere os elementos s; = [q o };] €
B,(S*), 1 <i <n—mn, onde as coordenadas do caminho ﬁ : I — F,(S?) estao represen-
tadas na figura 2.5.

Para o caso da esfera, os Lemas 2.2.1-2.2.3 continuam validos, em adigao temos:
Lema 2.3.9. Em B,(S?) tem-se s,_1 -+ 525389+ 8,1 = L.
Teorema 2.3.3. Os grupos B,(S*) e B!, sao isomorfos para todo n > 1.

Demonstragao. O caso n = 1 é imediato pois por definigao B} = 1 assim como B;(S?) =

71(S?). Suponha entao n > 2.

54



Figura 2.5: Geradores do grupo B, (S?).

Vamos iniciar definindo o homomorfismo ¢/, : B!, — B, (S?) que aplica o elemento base
0; em s;, 1 < i <n—1. Se restringirmos ¢!, ao subgrupo P/, obtemos um homomorfismo

Y . P’ — P,(S*). Em suma, temos o diagrama comutativo

1 > P < B, ~— Sp 1
b e
1 —— P,(S?) 2= B,(S*) —— S, 1

onde as linhas sdo exatas. Portanto, devemos mostrar que ¢/, ¢ um isomorfismo para todo
n > 2.

Agora, para n > 4 considere o diagrama

1 A, i Ph—l P ——1
J//Bn ﬁn J/ n—1
1 Al P p

20y, ¥y, l -1
\:/

1 — m(S2\{Py,...,P,1},P)) 5 Po(S?) 25 Py (S?) — 1

onde todos homomorfismos estao definidos com excecao de ¢/,. Antes de definirmos ¢/, ob-

serve que ¢, , j' = p. ¥, donde v, _, B, 1 j = p. ¥, B, Consequentemente, p, v, fu(Ay) =
1, isto é, ¢/ (Al) esta contido no nicleo de p,. Podemos entao definir #/, como sendo a

composta (1)t o)) o7’
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Figura 2.6: Geradores do grupo fundamental da esfera com n — 1 pontos removidos.

Afirmamos que 6/, ¢ um isomorfismo. De fato, por defini¢ao A/, ¢ igual a imagem de

A,, pelo homomorfismo ,,. Logo, é gerado pelo conjunto

{ﬁn(Al,n)a Bn(AQ,n)v ce aﬁn(An—l,n)}

Podemos escrever xz,, como o produto Ay, ... A,_1, e assim

ﬁn(Al,n) = Bn(An—l,n)_l e ﬁn(AQ,n)_l

De onde segue-se que A/, é gerado por {5,(A2n), ..., Bn(An_1n)}-

Transferindo nossas atengoes para o grupo w1 (S*\ {P, ..., P,_1}, P,), sabemos que as
classes de homotopia by, . . ., b,_1, onde b; é representada pelo lago b; conforme a figura 2.6,
sao geradores e vale a relagao by ...b,_1 = 1, ou seja, o grupo fundamental da esfera com
n—1 pontos removidos ¢ livre de posto n—2 e base {by, ..., b,_1}. Defina o homomorfismo

p:m(S*\{P,..., Po1}P,) — Al pondo na base u(b;) = A;,. Temos:

0, u(b) = (n) vl (Ain)
= () (Gpo1 - 01070, -+ 6, 1)

isto ¢, 8/, . = id. Por outro lado,
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PO (Ain) = ()" BulAin)
= () (O 0070 - 0,0
= u(b;)
= A,

)

obtendo assim p o ¢/, = id. Portanto, 8/, é um isomorfismo cujo inverso ¢ igual a u. Para
findarmos a demonstracao, devemos verificar os casos n = 2, 3.

Se n = 2 entdo B), ¢é ciclico de ordem 2. Por outro lado, considerando a sequéncia
(2.3) com n = 2 e relembrando que P,(S?) é trivial, concluimos que 7 : By(S?) — Sy é um
isomorfismo. Logo, By(S?) ¢é ciclico de ordem 2 gerado por s;. Mas, ¢, aplica o gerador
01 em sp, ou seja, ¢ é um isomorfismo.

Vimos que B} é o grupo metaciclico de ordem 12 e o elemento §3 tem ordem igual a
2. Visto que S3 tem ordem 6, concluimos que P4 deve ter ordem igual a 2. Sendo 65 um
elemento cuja permutacao associada é trivial, concluimos que ele gera P;. Por outro lado,
P3(S?) é ciclico de ordem 2 gerado por s3. Olhando para a imagem do elemento 43 pelo

homomorfismo 14, constatamos que ¢4 é um isomorfismo. O

Observagdo 2.3.2. De agora em diante, representaremos os geradores de B, (S?) também
por o; ao invés de s; ou 9;. Com esta notacao fica bem claro que o grupo de trancas na
esfera é obtido do grupo de trancas no plano adicionando-se uma unica relacao, a saber

Op_1°+ 090209 0p_1 = 1.

Observagao 2.3.3. O elemento (oy -+ - 0,_1)" tanto no grupo de trangas do plano como no
grupo de trancas da esfera, serd denotado por A, e chamado de full-twist.

Corolario 2.3.1. Sejan > 3. Entao o sequinte consiste numa apresentagio de P,(S?):
Geradores: A;j , 1 <i<j<n;

Relagoes:

A;}AMAM = A se i<j<r<s our<i<j<s
—1 —1 . .

Ar,i Ai,jAr,i = AT;inJAr,j se r<i1<y
-1 _ 141 : -

Ai,s Ai,in,S = Ai,jAs,in,jAS’inyj se 1<s<)
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-1 _ 1 4-1 1 4-1 : .
Ar,sAi,jAﬁS = AT,jAS,jAr,jAs,inyjAS,jAﬁjAs,jAr,j se r<i<s<y

n—1
T4 =1
i=1

Demonstragdo. Considere o homomorfismo ¢, : P, (E?) — P,(S?) discutido acima. Entao,
¥y, é sobrejetor e ker(v,) = (({A1n, ..., An_1a})). Logo, P,(S?) = P,(E?)/ker(¢,), ou
seja, P,(S?) é obtido de P,(E?) adicionando-se a relagao Ay ,Agp -+ A1 = 1. O

Quando estavamos lidando com o grupo de trancas no plano, estabelecemos o homo-
morfismo es : B,(E?) — Z. Contudo, no grupo de trangas da esfera temos a relagio
adicional o,_1 - 020%02 ---0,_1 = 1 que impossibilita tal construcao. Uma maneira de

solucionar este problema é considerar a soma mod 2(m — 1). Assim, o homomorfismo

es(o/'---0*)= (1 +---+1) mod2(n—1)

i1 i

esta bem definido.

Observagao 2.3.4. Em alguns momentos iremos considerar a soma v; + - - - + 14 como um

nimero interio ao invés de uma classe de equivaléncia mod 2(n — 1).

Ainda na tentativa de transladar todas as propriedades obtidas no plano para o caso

da esfera, temos o seguinte resultado:
Teorema 2.3.4. C(B,(S?)) € ciclico de ordem 2 gerado pelo elemento A, sen > 3.

Demonstragao. A fim de mostrar que A,, € C(B,(S?)) basta repetir a argumentacao feita
no caso do plano. Quanto a sua ordem, no Teorema 2.3.2 foi mostrado que o(A,) = 2.
Devemos mostrar que C'(B,(S?)) C (A,).

Assim como no caso E?; temos C(B,(S?)) C P,(S?) para n > 3.

Para n = 3 o resultado ¢ imediato pois P,(S?) é exatamente o grupo (As), visto que
A3 =03 =i,

O restante da demonstracao é inteiramente andlogo ao feito anteriormente para o

plano, com a ressalva de que m(S*\ {Py,..., P, 1}, P,) é livre de posto n — 2. O

Para finalizar esta secao bem como o capitulo, estudaremos os elementos de torcao de
B, (S*). Esta é uma diferenga crucial entre os grupos de trangas do plano e da esfera,

visto que B, (E?) ¢ livre de torgao, ver [11] para maiores detalhes.

o8



Teorema 2.3.5 (Murasugi). Seja ¢ > 3. Entao, os elementos de tor¢io de B,(E?) sdo

precisamente os conjugados de poténcias de algum dos sequintes elementos:
e tipo 0: oy =01 0,1, cuja ordem € 2q e o tipo de permutacao € (q);

o tipo 1: ay = 010, 202, cuja ordem € 2(q — 1) e o tipo de permutacio é (¢ —1,1);

o tipo 2: ay =010, 302 ,, cuja ordem é2(q—2) e o tipo de permutacio é (q—2,1,1);
Demonstragao. Ver [18]. O

Os elementos de ordem finita do grupo P,(S?), n > 3, sao facilmente caracterizados.
Mais uma vez, usando inducao sobre o indice n. Para n = 3 o trabalho esta feito pois
P3(S?) ¢é finito de ordem 2 gerado por Az = 03. Deste modo, seus elementos de ordem
finita sao o elemento neutro e a tranca Ags.

Seja 3 um elemento de ordem finita de P4(S?) entao, se p representa a fibragao
Fy(S?) — F3(S?%), p«(B) serd um elemento de ordem finita de P3(S?). Logo, p.(8) é
igual a 1 ou As. Se ocorrer a primeira possibilidade, entao S é um elemento de ordem
finita do grupo livre m1(S* \ {P1, P, Ps}, Py) , isto é, B ¢ trivial. Se por sua vez tivermos
p«(B8) = Az entao 1A, pertence ao grupo livre mi(S*\ { Py, P, P3}, P;). Como Ay e 3
comutam, concluimos que S7'A, tem ordem finita. Novamente pelo fato de todo grupo
livre ser livre de torcao, deve-se ter = Ay.

Assumindo como hipdtese que o conjunto dos elementos de ordem finita do grupo
P,_1(S?) consiste das trangas 1 e A,_; e adaptando as ideias do pardgrafo anterior para
a fibracao F,,(S?*) — F,_1(S?), concluimos que os elementos de ordem finita de P,(S?) sao

precisamente as n-trancas 1 e A,,.
Teorema 2.3.6. O tnico elemento de ordem 2 em B,(S?) é A, paran > 3.

Demonstragdo. Se a € P,(S?) tem ordem 2 entdo, de acordo com as observagoes acima,
a = A,. Suponha também que a € B,(S?) \ P,(S?).

Como o(a) = 2 e a ¢ P,(S?), a permutacio 7(c) também tem ordem 2 e assim,
pode ser escrita como um produto de transposigoes e 1 ciclos disjuntos. Vamos separar a

demonstracao em dois casos:

1. A fatoragao de 7(«) contém pelo menos um 1-ciclo;

Sem perda de generalidade, podemos supor que a € B172’,_.72(SQ) e com isso, a
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permutagao associada a a contém a transposicao (2 3). Considere a fibragao
p: D1,2,...,2(82) — Dl,z(Sg)-

Se pormos v = p,(«), entao v* = 1 e 7(y) = 7(02). Logo, v oy € P3(S?). Temos
duas possibilidades, v 'oy = 1 ou v 'oy = As. A primeira delas implica que v = o5
e assim o(0y) = 2, uma contradi¢do. A segunda possibilidade nos conduz a mesma

contradigao, pois, se 0y = Azy entao 03 = (Az7)? = Ay? = 1.

. A decomposigao de 7(«r) contém apenas transposigoes;

Neste caso, podemos supor que & € Bs  5(S?) e m(a) contém as transposigoes
(1 2) e (3 4). Novamente, considere a fibracao de Fadell-Neuwirth generalizada
p: Dy 2(S?*) — Dys(S?) e ponha v = p.(a). Entdo, w(y) = (1 2)(3 4) = n(0103)

donde v = woy03 para algum w € P4(S?). Além disso,
7 = w(oyoswoy toy Hoios. (2.6)

Agora, de acordo com o Teorema 2.3.1, P4(S?) é gerado pelos elementos A, ;, 1 <

1 < j <4 e, entre outras relagoes, tem-se

(1) A174A274A374 =1.
(11) A172A173A174 =1.
(111) A172A273A274 = 1

(IV) A173A273A374 =1.

em particular

Ay = A1 2(A13A23)(A14A24A54) = A1,2A3:411- (2.7)

Pode-se escrever P;(S?) como (A,) x F' (Lema 2.3.10), onde F é grupo livre m (S?\
{Py, Py, P}, Py) = (Ay 4, As4). Com isso, o elemento w tem a forma AJv(A; 4, A2 4),

onde € € {0,1} e v = v(A14, Az4) ¢ uma palavra reduzida em {A4; 4, As4}. Temos:
Ay goitort = Ay As s AL
010341403 01 = A34423434

-1 _—1 -1 —1
0'10'3142’40'3 0'1 :A374A2,3A1’3A273A3’4
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ambos pertencentes a P;(S?). Logo, tem a forma A5 - 9. Com as relagoes (i) — (iv),
obtemos:

-1 _—-1 -1
0'10'3141740'3 01 :A4A274A1’4A2’4

-1 _—-1 -1 4-1
0'10'3142’40'3 01 :A4A2’4A174A2’4A1,4A2’4.

Da equacgao 2.6 mais o fato de Ay ser central, obtem-se:

1=9* = w(oio3woy oy )olos
= AJv(A14,As4) - (0103A50( A 4, A2,4)03_101_1)A1,2A3,4
= U<A1’4, A274) . (0'10'311(141,4, A2’4>U§10;1)A4A§’4.

Abelinizando P4(S?) obtemos Z, @& Z?, com geradores Ay, Ay 4, A2 4. Se represen-
tarmos por ¢ a projecao P4(S*) — Py(S?)/I'y(Py(S?)) entdo, p(w) = Af - A"} AY'3.

Abelinizando a igualdade acima, obtemos

1 = 2

= AT1ATG (A4A2_71A174A274)m1(A4A2_7}1A1_,}LA274A174A2,4)7”2 .
'A4(A1,4A2,4)_2
= ATIATE - (AsAL0)™ (AgAga)™ - AJATIASS

_ mi+mo+1 42mi1—2 42mo—2
- A4 A1,4 A2,4

e assim, obrigatoriamente 2m; — 2 = 0 para i = 1,2 e, AT — 0 (em
Py(S%)/T5(Py(S?))). Porém, este conjunto de condigoes sobre os coeficientes m;

e my implica que A4 = 0, uma contradicao.

As contradicoes surgiram do fato de supormos que o ¢ P,(S?). Portanto, se a n-tranga
a tem ordem igual a 2, entao ela deve ser uma tranca pura, e consequentemente, deve ser

igual a A,,. O

Lema 2.3.10. P4(S?) = (Ay) x F, onde F representa o grupo livre de posto 2 e base
{A14, Aza}
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Demonstracao. Temos a sequéncia exata

onde A é o grupo com geradores A, ; sujeitos a unica relacdo A; 4As4A3,4 = 1. Assim,
Al é livre de posto 2 com base {A; 4, A2 4}(jd sablamos que A, ¢é livre de posto 2, a unica
diferenca aqui sdo os geradores). Agora, Py = {1,A3} e, o elemento A, tem ordem 2
em P;. Se definirmos s : Py — P, pondo s(A3) = A, teremos que a sequéncia acima

cinde. ]
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CAPITULO 3

Estrutura dos grupos B, ,,,(S?)

Neste capitulo apresentaremos os resultados contidos em [10]. Primeiramente iremos

~ B 82 . E .d ~
expor uma apresentacdo para os grupos B, ,,(S%) e certos quocientes. Em seguida, serao
apresentados alguns resultados concernindo a existéncia ou nao de uma secgao geométrica

ou algébrica para a fibragao generalizada de Fadell-Neuwirth.

3.1 Apresentagao de B,,,(S?) e certos quocientes

As ferramentas utilizadas no célculo de uma apresentagao dos grupos B, ,,(S?), onde
n,m > 1, sao a sequéncia generalizada de Fadell-Neuwirth e o método de obtencao de uma
apresentacao de uma extensao de grupos. Entretanto, alguns casos particulares devem ser
analisados separadamente pois, como vimos, a sequéncia (2.5) com M = S? s6 ¢ valida
quandon >3 em > 1.

Iniciamos analisando o caso mais simples onde n = m = 1. Observe que D;;(S?) =
F5(S?) pois Sy x Si é trivial. Logo, By1(S?) é trivial.

A préxima possibilidade é n = 2 e m = 1. A sequéncia (2.2) com H = Sy x 51, da

origem a sequéncia exata curta

l1—— Pg(SQ) M Bg71(S2) L SQ X Sl —1
7
7.0 =72
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Imediatamente, constata-se que By 1(S?) deve ter ordem igual a 4. Temos duas possi-
bilidades: By ;(S?) é isomorfo ao grupo de Klein Zy & Zy ou é isomorfo ao grupo ciclico
de ordem 4. Vamos excluir a primeira delas. Foi mostrado no Teorema 2.3.6, que o tinico
elemento de ordem 2 no grupo de 3-trancas da esfera, é a tranca full-twist As. Logo,
se ocorrresse a primeira possibilidade, todo elemento diferente da identidade em By (S?)
teria ordem 2, ou seja, existiriam 3 elementos distintos de ordem dois em Bs(S?), contra-
dizendo a unicidade de Az. Portanto, By(S?) é ciclico de ordem 4 gerado pela tranga oy
visto que o(oy) =4 e (o) = 51 € Sg X 5.

A dultima configuracao a ser analisada separadamente é o caso n = m = 2. Olhando

para a sequéncia 2.2 com H = 55 x S5, ficamos com a sequéncia exata curta

(qH)*

1— P4(S2) 8272(82) L SQ X SQ — 1

Teorema 3.1.1. O grupo Bss(S?) tem a sequinte apresentagdo
Geradores: A1,2, A1,3, A2,3, A1,4, A2,4> A3,4, 01,03.

Relacoes:

Al_éAgAAl,z = Ay
Ai};AQ,sAlA = A3
ATA A = AAiA se r<s<j
A;;Ai,in,s = Ai,jAs,in,jA;;A;jl se i<s<j
AiéAQAAl,B = A1,4A3,4A1_7411A3_7411A2,4A3,4A174A3_7411A1_7£11
Aj4As4Ass = 1
01_10301 = 03
Uiz = Ai,i+1
o ' Aviyior = A se ki€ {1,3}
01_1141,j01 = Al,jA27jA1_§ se j=3,4
01_1A2,j01 = Al,j se j=3,4
O':;lAi,gO'g = Af;,}lA’i,4A3,4 se 1= 1, 2

o3 ' Ajgoz = Az se i=1,2.
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Demonstracdao. A prova é uma aplicacao direta do Teorema 1.1.1. O

Para o caso geral, isto é, n > 3 e m > 1, temos a sequéncia exata curta
1 — Bp(S*\{Py,...,P.}) 5 Bym(S?) 25 B (S?) — 1 (3.1)

ou seja, By, (S?) é uma extensao de B, (S?) por B,,(S*\ {P1,..., P,}). A fim de aplicar
o método exposto no primeiro capitulo, devemos conhecer uma apresentacao para os
demais grupos presentes na sequéncia acima, ou seja, resta obter uma apresentacao para
Bun(SP\{Py,..., Pn}).

Inicialmente, seja 3, ,, o nicleo do homomorfismo p,. Agora, o grupo de trangas puras
Py (S?) pode ser considerado como um subgrupo de B, ,,(S?) via o homomorfismo
induzido pelo recobrimento qy : Fpn(S*) = Dpn(S?) = Foym(S?)/S, x S, ponha
m = Bum N Poym(S?).

Temos, Bpm = Bn(S? \ {P, ..., P.}) enquanto que, I, = P(S*\ {P1,..., P.}).
Da sequéncia exata 2.3, aplicada a superficie S* \ {Py, ..., P,}, obtemos que f3,,, ¢ uma

extensao de .S, por II,, ,,,. Logo, devemos obter uma apresentacao para o grupo II,, ,,.

Proposicao 3.1.1. Sejamn >3 em > 1. O grupo

My = Pn(S*\{P,,...,P.})

)

tem apresentacao dada por:
Geradores: A;j, onde 1 <i<jeje{n+1,...,n+m}.

Relagoes: paran+1<j<n+m,

[T4(I] A =1 (32

e,paran+1<j7<i<n+m,1<i1<jel <k<l valem as sequintes relagoes
A;J'lAk,lAi,j =Agsek<iouk>j
A;}AMAZ-J = Ai,lAjJAi,lAj_’llA;ll
A J A Ay = A A A AT A g Aj Ay AT AL sei <k <

-1 _ -1
Ai,j Aj,lAi,j - A’ilejlez’,l
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Demonstragdo. Se m = 1, entdao I,; = Pi(S* \ {Py,..., P,}) é gerado pelos elementos

A1 nt1, - - An oy € vale a tnica relagao :
Al,n+1 to An,n+1 =1

ou seja, a proposicao ¢ valida quando m = 1.

Agora, seja m = 2. Considere a sequéncia exata curta

D=
l]—— Hn—i—l,l > ng Hn,l —1

onde p, ¢ igual a restricao do homomorfismo induzido pela fibracao de Fadell-Neuwirth
Fn+2(82) - Fn+1(S2)

ao subgrupo I, 5.

De acordo com o Teorema 1.1.1, II,,» é gerado por A;;, onde 1 < i < je j €
{n +1,n+ 2}. Quanto as relagdes, o primeiro conjunto de relagoes consiste das relagdes
provenientes de II, 127, resumidas a unica relacao Ay 4o Apt142 = 1. Da apre-

sentagao de B,,42(S?), obtém-se a igualdade

Alpi1 s Anpstl = O -+ 020102+ 0 = 001 = A;}LMH-
Dessa forma, a unica relagao A 41 ... Appt1Ant10+2 = 1 consiste do segundo conjunto
de relacoes. Para o ultimo, devemos calcular as conjugacoes A;Tll 1 Aknye Aipgr, com
1<i1<nel<k<n+2. Entretanto, estes cédlculos ja estao listados no Teorema 2.3.1.
Portanto, a apresentacao para o grupo II, , coincide com a apresentacao enunciada na
proposicao.
O caso geral segue a mesma linha de raciocinio pois, deve-se considerar a sequéncia

exata curta

Px
l—— Hn—i—m,l — Hn,m—H ” Hnm 1

)

que surge da restricao do homomorfismo induzido pela fibracao de Fadell-Neuwirth

Fn+m+1 (SQ) — Fn+m<S2)
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ao subgrupo I, ;i1 = Pyt (SP\ {P1,..., Pu}) C Poymi1(S?). O

Proposicao 3.1.2. Sejan > 3 em > 1. Entao, o sequinte constitui uma apresenta¢ao
de Bom = Bu(S* \{P1,..., P.}) C Bnym(S?):
Geradores: A;j, com1<i<n,n+1<j<n+m, eo, =0, , 1 <r<m-—1.

Relagoes: Para 1 <i,k<n,n+1<j<l<n+m, masn+1<7 < n+m quando nao

tivermos o indice l e 1 <r,s <m — 1:

A;j‘lAi,lA’i,j - Ai,lAj,lAi,lA;llA;ll (34)
Ai_,lek,lALj — Ai,lAj,lAgllAj_,llAk,lAj,lAi,lAj_’llAj_,ll

se i<k (3.5)

ATA A = AyAjAL (3.6)
(JJAinsm)™ = Gmor.. 626162 Gmo (3.7)
- 0,05 = 050, se |[r—s|>2 (3.8)
GrOr110r = Op1070r41 (3.9)

G 1A 6, = Aij ser#j—n—1j—n (3.10)
Gi-nAijol, = Aijy1 se n+1<j<n+m-—1 (3.11)

Nas relagoes acima, o elemento A; j, n+1 <1 < j <n+m, deve ser escrito como
Y Y 5 i G0 5! 3.12
Oj—n—1--- o-i—n-i—lo-i—no-i—no-ifnJrl e O-jfnfl ( . )

Demonstracao. Nosso trabalho se resume em aplicar o Teorema 1.1.1 a sequéncia exata
curta

1 E— Hnm ﬁn,m = Sm , 1

)

Assim, (3, ¢ gerado pelos elementos A4;;, 1 <i < j,j € {n+1,...,n+ m}, mais um
conjunto de representantes de 3, /11, . Como a imagem do elemento &, pelo homomor-
fismo 7 é igual a transposicao s, = (r r+ 1), podemos escolher os elementos 7, = 0,,., a

fim de completar o conjunto de geradores. Agora, lembre que, paran—+1<i<j<n+m
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temos a igualdade:

_ = ~ ~ o~ <] ~—1
Ai,j = 0j—n—1"""0i—n4+10i—n0i—n0;_pny1 """ Oj_pn_1

donde obtemos as relagdo descritas em (3.12). Com isso, o conjunto de geradores se
resume ao conjunto {4;,,0, | 1 <i<nn+1<j<n+m,1 <r <m—1}, conforme
afirmado no enunciado da proposicao.

As trés classes de relacoes em (3, ,, s@o obtidas como segue: a primeira provém das
relagoes contidas em 11, ,,, descritas na proposicao 3.1.1. Como no paragrafo acima foi ob-
servado uma relacao entre os geradores A; ; e 0., no decorrer da demonstragao tentaremos
descartar algumas das relagoes contidas em II,, ,,.

Para a segunda classe de relagoes, devemos escrever cada relagao em .S, substituindo
cada s, por g,, em funcao dos geradores do nucleo II,, ,,. As relagoes (3.9) e (310) s@o
facilmente obtidas por meio da apresentagao de B, ;,,(S?) e da terceira relagao em S,,,
obtém-se a igualdade ,% = Apirnir1 que é um caso especial da relagao (3.13).

Enquanto que, para a terceira classe de relagoes, devemos calcular os conjugados

6, T A 6. 1<i<n,n+1<j<n+m,1<r<m-—1. Temos:
5] Y ? ]

Aij se r<j-—n-—1
iy ) A se r=j—n-—1
Or i,jOr =

2 _1 o .
Ajjndindin se r=7-n

| A se r>j—n
por outro lado
.
Aij se r<j—n-—1
A A AL se r=j—n—1
- ~ 1 j—1, =141 j J
UrAi,jUr = 9 )
A se r=j—n
A j se r>j—n

donde extraimos a relacao (3.10). Perceba agora que, parar € {j —n—1,j—n} as quatro

relacoes resultantes sao duas a duas equivalentes. Assim, basta listar apenas a relacao
(3.11).

Da comutatividade entre o, e A;; quando r # j —n — 1,j — n, podemos descartar a
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relacao A;; = A sel <i<j<kn+1<j3<li<n+m.
7] b

Por fim, pela rela¢ao (3.11), paran+1 < j <n+m — 1, tem-se:

j—1 j—1

~ <1

iAot =[] Avi
i=1 =1

Mais ainda, para k > j + 1, usando a apresentacao de By, (S?), obtemos

TjnAjh0in = Ajri ke

Logo, paran+1<j<n+m-—1

j—1 n+m J n+m
Gia(JJ AN CTT Aot = (T A I Ajsrn)
i=1 k=j+1 i=1 k=j12

ou seja, em 3, ,, todas as relacoes contidas em 3.12 sao equivalentes. Para finalizar, tem-se

n
Al,n—l—m tee An,n+m to An—l—m—l,n—l—m = (H Ai,n—l—m)O-n;—l <11 020101 O
=1

o que encerra a demonstracao. O]

Corolario 3.1.1. Sejam n > 3 e m > 1. Entdo, a abelinizagio de B, = Bn(S*\

{Py,...,P,}) tem apresenta¢ao dada por:

Geradores: pi,...,pn, O.
Relagoes:
pip; = pipi se 1<i,j<n
pic = op; se 1<j<n
pipa- e pao”™ Y = 1.

Assim, By (S2\{P,..., P.})/To(Bn(S2\{Py,...,P.})) € abeliano livre com base py, . . .,

Pn—-1,0-

Demonstracao. Seja ¥ @ Bum — Bum/T2(Bnm) 0 homomorfismo canonico. De acordo
com o exemplo 1.1.1, a abelinizagdo de f3,,,,, € gerada pelos elementos ¥ (A4;;), 1 <i <mn,

n+l1<j<n+met(s), 1 <r<m-—1 Continuam vélidas as mesmas relagoes
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de B, adicionando-se apenas a comutatividade entre os geradores. Se aplicarmos a
comutatividade entre os geradores 1)(A4; ;) e ¥(Ay,;) nas relagdes (3.3)-(3.7) nao obtemos
nenhuma informagao relevante. Por sua vez, usando a comutatividade entre 9 (,_,) e
Y (A; ;) na relagdo (3.13), concluimos que ¥(A;,41) = ... = ¥(Aintm) para todo i =
1,...,n. Denote por p; = ¥(A;,+1). Ao aplicarmos a comutatividade entre os geradores
Y (6,) e ¥(,41) na relagao (3.10), chegamos a igualdade 1(61) = ... = ¢ (F,,—1). Denote
por ¢ o elemento ¥ (&1). Com estas observagoes obtemos o conjunto de geradores dado no
enunciado do corolario. Sendo o grupo By, m/I'2(5n,m) abeliano, obviamente seus geradores
comutam. Para obtermos a tultima relacao, basta aplicar a comutatividade na relagao

(3.7). O
Teorema 3.1.2. Sejam n > 3 e m > 1. Entdo, o sequinte constitui uma apresentacao
para o grupo By, ,(S?):

Geradores: A;j, 1<i<n,n+1<j<n+m,0,1<r<m-1,7,1<p<n-1
Relagoes: para 1 < i,k <n,n+1<j73<l<n+m, masn+1<7<n+m quando

ndo tivermos o indice |, 1 <r,s<m—1, el <p,q<n-—1, as relagoes (3.3)-(3.12) da

Proposicao 3.1.2 sao validas, em adi¢ao tem-se:

T, Ty = TuTq S€ |p—q| >2
TpTp+1Tp = Tp+17pTp+1
n+m
2 _
Tact o Torime - Tuca (|| Ank) = 1
k=n+1
0Ty = 0,Tp

1 . . .

T, A, = A se pFi—11
-1 '

TpAp 4T, = Apy

_1 — . . _1
Tp Apmp = AP,JAerLJAp,j

Demonstragao. Tudo o que temos a fazer é aplicar o Teorema 1.1.1 & sequéncia (3.1).
Sabemos que B, (S?) é gerado por oy ...,0,.m_1, €, todos estes elementos, exceto o,
pertencem ao grupo B, ,,(S?). Note que a imagem por p, dos n — 1 primeiros geradores
O1y...,001 6igual a oy,...,0,_1 € B,(S?), respectivamente. Por esta razao, denote por
7; 0 elemento o; € By, ;,,(S?), comi=1,...,n— 1.

Logo, o grupo B, ,»,(S?) é gerado pelo conjunto {A4; ;,7, := 0pir, 7p | 1 < i <myn+1 <
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j<n+ml1<r<m-11<p<n-—1}

As relacoes de f3,,, sao carregadas diretamente ao grupo Bmm(SQ), obtendo assim
as relagoes (3.3)-(3.12). Para a segunda classe de relagoes, da apresentagao de By, (S?)
tiramos que 7, e 7, comutam se |[p—q| > 2 e, T,Tp+17p) = Tp+1TpTp+1- A fim de completarmos
a segunda classe de relagoes, devemos escrever o elemento 7, 1 ... ToT27y . .. T,_1 COMO uma

palavra nos geradores do ntcleo f3,,,,. Temos:

n+m

2 -1
Tp—1'"T2T{ T2 " Tp—1 = Al,n Tt An—l,n = ( H An,k)
k=n-+1

onde a ultima igualdade decorre da relagao (3.2) da proposigao 3.1.1.

Para concluirmos a demonstracao, devemos calcular as conjugacoes 7.7 ' 6,7 e 771 A; ;735
Mais uma vez, das relagoes em B, 4., (S?), concluimos que os geradores 7, e G, comutam

e ainda, tem-se:

A se p<i—1
1 Aiflyj se p = 1—1
Tp Ai,ij = . )
Ai,in—l—l,jAz‘,j se P =1
A se 7
\ 1,7 p >
por outro lado
.
A j se p<i—1
-1 .
A '7__1 . Ai,j Ai*l,in,j se p=1— 1
plig = .
Ait1g s€ p=1
A j se p>i

\
Logo, 7, e A;; comutam se p ¢ {i — 1,i}. Agora, note que é necessario apenas listar as

duas relacoes com p = 4 pois, as demais podem ser deduzidas a partir destas. O

Seja Hym = La(Bnm). Pelo Lema 1.4.2, H, ,, é normal em B, ,,(S?), visto que 3, é
igual ao niicleo do homomorfismo p, : By, (S?) — B,(S?). O homomorfismo p, induz um
homomorfismo p, entre os grupos By, (S?)/H,.m ¢ B,(S?), cuja imagem coincide com a

de p, e o nicleo ¢ igual ao quociente 3, ,,/H; . Em suma, temos o diagrama comutativo
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I ——— By > Bum(S?) — 22— B, (S?) —— 1

O

1 —— Bom/Hpm — Bum(S*)/Hom — B,(S?) —— 1

onde ¢ é o homomorfismo quociente. Das observacoes acima a respeito da imagem e o
nticleo de p,, concluimos que a linha inferior é exata. Estamos entao nas hipdteses do

Teorema 1.1.1.

Proposigao 3.1.3. Sejamn > 3 em > 1. Entdo, By n(S*)/H,m tem apresentacio dada
por:

Geradores: p;, 1 <i<n,o, 7, 1 <k<n-—1.

Relagoes: paral1 <i<n, 1<k Il<n-—1

opioTt = pi

pip; = pjpi para todos 1<1,5<n
pl P pn0'2(m71) — 1

T = T se [l —k|>2

TeTkt1Th = Tna1TkTke1 Se 1 <k <n—2

Tn—l-..TQTfTQ...Tn_IpZL = 1
-1

TROT, = O

Tkpﬂ‘k_l = p sek#ii+1

-1
Th—1PkTp_1 = Pk—-1
1 o
T 1PkTk—1 = Pk—1
Em particular, as relacoes
Pr+1Tk = TrPk
PETE =  TrPk4+1

sao vdlidas em By, 1, (S*)/ Hpm.-
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Demonstragao. Inicialmente relembre que p; = ¢(A4;,), j =n+1,...,n+m, e o =¢(5,),
r=1,...,m—1. Tem-se p,(H, - 7;) = 7; € B,(S?) assim, se denotarmos por 7; a classe
lateral a direita H,, ,, - 7;, obtemos o conjunto de geradores.

As primeiras trés relacoes listadas acima consistem das relagoes do nicleo 5,/ Hypm.-

Para o segundo tipo de relagoes, note que, se |k —[| > 2, entao:

kT = (Hn,m : Tk)<Hn,m : Tl)
- Hn,m ' (Tle)

= Hn,m ' (TlTk)

= (Hn,m : Tl)(Hn,m : Tk)

= =TTk
e, com O Mmesmo raciocionio, TpTr 11Tk = T 1TkTer1 S€ Kk = 1,...,n — 2. Para a ultima
relagao proveniente de B,(S?), tem-se:
2 - H 2
Tae1l® ToTiTo  Tuol = Hpp  (Tpo1- - ToTiT2 - Tno1)

_ -1 -1

- Hn,m ’ (An,n—i—m e An,n+l)

_ —m

- pn N

Por fim, devemos calcular as conjugacoes 7‘2:10'7',3: Le T,;tlpﬁ,f ', A primeira delas
é simples pois 7, e &, comutam em B, ,,(S?), implicando na comutatividade entre os
geradores 7, ¢ 0. FEnquanto que, para o segundo tipo de conjugagoes, na demons-
tragao da Proposicao 3.1.2, foram calculados os valores de T,;tlAi,jT;F 1 projetanto os
resultados 14 obtidos em B, ,(S?)/H,m, obtemos a comutatividade entre 7, e p; se
k # i—1,1. Naquela ocasiao, foi visto também que o par de igualdades TkAkJT];l = Ak,
T AT = Ak,jAkH’jA,;} eram suficientes para descrever as demais conjugacoes. Logo, é
suficiente calcular 7,7 1pk7,;t1. Projetando no quociente as igualdades dadas acima, obtemos

—1 —1
TkPkT, = Pk+1 € Ty PkTk = Pk- []
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3.2 Existéncia de seccao geométrica para a fibracao
de Fadell-Neuwirth generalizada

Para finalizar nosso trabalho, estudaremos a existéncia de uma seccao geométrica
para a fibragao D, ,,,(S*) — D, (S?) bem como a existéncia de uma secgao algébrica. Uma
motivagdao para tal estudo provém da fibracio F,,(S*) — F,(S?), no qual tem-se uma
resposta completa, vide [5].

Seja n = 1. Neste caso, B;(S?) = {1} e a existéncia de uma secgao algébrica é trivial.
No ambito geométrico, se m também for igual a um, entao basta definir a aplicacao
s: Di(S*) — Dy11(S?) = F5(S?) pondo s(z) = (z, —x). Se m > 2 entao, ndo existe sec¢ao

geométrica. De fato, suponha que existisse, pelo Corolario 1.3.1, teriamos :

m(D1(S%)) ® mo(Di(S* \ { P1}))
m5(S?) @ mo( Dy (E?))
> 7.6 my( Dy (E2)).

1%

(D1, (S?))

12

Como m + 1 > 3, o segundo grupo de homotopia do espago Dj,(S?) é trivial (Lema
2.1.3). O mesmo ocorre com D,,(E?). Logo, a existéncia de uma secgao geométrica nos

leva a uma contradicao.

Teorema 3.2.1. (i) A fibragao p : Dy ,,(S?) — D1(S?) admite uma secgao geométrica se,
e somente se, m = 1.

(ii) A fibragdo p : D1,,(S?) = D1(S?*) sempre admite uma sec¢ao algébrica.

Vamos agora para o caso n = 2. Suponha que exista uma seccao algébrica s, para a
fibracao p : Do, (S?) — Do(S?). Recorde que o grupo de 2-trangas na esfera é ciclico de
ordem 2 gerado pela tranga o;. Como s, é injetora, o elemento s,(o7) tem ordem 2 em

Bs.m(S?), e assim, deve-se ter s,(01) = Agy,p,. Considerando o diagrama comutativo

Pyym(S2) —2 Py(S?)

(gsy xsm)*l lq*

By (S?) —5— Ba(S?)
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onde p’ representa a fibracao de Fadell-Neuwirth,temos:

Pe(Botm) = pe((@syx5,)+D24m)
= ¢(P(D2gm))
= (P (Aip(Ar3A23) -+ (A A1)
= ¢:(Ag) =Dy =1,

0 que por sua vez, implica que o = p,(s.(01)) = 1, uma contradicao.
Teorema 3.2.2. A fibragao p : Do, (S?) = Do(S?) nao admite sec¢ao geométrica.

Demonstracao. A existéncia de uma secgao geométrica implicaria na existéncia de uma

seccao algébrica, contradizendo o que acabamos de mostrar no paragrafo acima. O

Proposicao 3.2.1. Sejam dy = 3qo + €9,d1 = 6¢1 + €1,...,ds = 6qs + €5, onde ¢; > 1,
g, € {0,2} eeg+e1+ - +es € {0,2}. Entao, a fibragio p : Dsg,. . 4.(S*) — D3(S?)

admite uma sec¢ao geométrica.

Demonstragdo. Dada uma tripla nao ordenada [[x1, z2, x3]] € D3(S?), considere o plano
IT determinado por estes pontos e seja Gy = II N S?.

Em @y, para cada 1 < i # j < 3, escolha gy pontos igualmente espacados entre z; e
xj. Assim, obtemos 3qy pontos na esfera que dependem de maneira continua de x4, xs, x3,
porém, nao dependem da ordem em que estao dispostos.

Seja rpp a reta normal ao plano IT atravéz do centro P do circulo € e sejam Ny, Ny os
pontos onde ela intersecta a esfera. Agora, em cada segmento [P, N;], escolha s pontos

igualmente espagados distintos de P e N;, digamos, z%i), e ,zg), tais que :

[P, N;] = [P, 2" U2, 2 U U0, Ny

Através de cada ponto z](-i) considere o plano normal a reta r; e seja €§-i) o circulo determi-

nado por este plano na esfera. Para cada ponto xy, existe um segmento de reta (na esfera)
contendo os pontos Ny, xi, No, este segmento por sua vez, determina um ponto w](.l,)g em
cada circulo Gg-l). Assim, em cada circulo ng) criamos 3 pontos em funcao de xq, xs, 3.

Por fim, em cada C‘f(»i) escolha g; — 1 pontos igualmente espagados entre cada par

wj(lll, 3(1)7 1 <k #1 < 3. Deste modo, para cada j = 1,...,s construimos 6g; pontos
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em funcao de x1,x9, x3, pois, para cada circulo (i’y) foram obtidos 3¢; pontos. Para nao
termos nenhuma escolha dependendo da ordem dos pontos x1, x9, 3, devemos agrupar os
pontos obtidos nos circulos Ggl) e (35-2) num mesmo bloco.

Quanto aos pontos Np, N, podemos agrupa-los em qualquer um dos conjuntos de

pontos obtidos. O

Corolario 3.2.1. Se m = 0,2 mod 3 entdo a fibragao p : D3, (S?) — D3(S?) admite

uma sec¢ao geométrica.
Demonstracao. Basta aplicar o Teorema acima para o caso s = 0. 0

Proposigao 3.2.2. Sem =1 mod 3 entdo o grupo Bz, (S*) nao possui nenhum subgrupo
isomorfo a B3(S?). Consequentemente, a fibra¢io p : B3, (S*) — Bs(S?) ndao admite uma
sec¢ao algébrica.
Demonstragdo. O inteiro m tem a forma 3¢ + 1, onde ¢ € N. Suponha que Bj,,(S?)
possua um subgrupo finito H isomorfo ao grupo de 3-trancas na esfera. Assim, H é
gerado pelos elementos wy, ws, e os geradores estdo sujeitos as relagoes w} = (wywy)® =1
e wiwewi = wewiws. Dessa forma, w? = Aszyp. Pelo Teorema de Murasugi (Teorema
2.3.5) cada gerador w; é conjugado a alguma poténcia de algum «;(;), j(i) € 0,1, 2.

Em virtude de w; ter ordem igual a 4, concluimos que ele é conjugado ao elemento
Ozji(gnwfj D72 Com as informacoes coletadas até o momento, sabemos que w; = g;A;g;

onde A; satisfaz a A? = Az, .

Substituindo a expressao de w; na igualdade wjwow; = wow,ws obtemos:

B AT gaAagy - 1 ALgT = gaAagy - i AvgT - g2 Aags
Ponha h = g;'gs e conjugue por g; a igualdade acima, resultando em:

1 = hAh™'- A -hART AT AR AT
= [h, Ay - AgAT - A hARTTAST - AR AT hARAS? - RTTAST - A AT
= [h, Ao A2 AT - Agi - [hy A As AT - R Ay - ATL - RTTASY - AQ AT
= [h, Ao] - AsAT - Ay - [h, Ao] A2 AT - [, Ag] A AT - Ay,

onde v = [h, Ay] - Ay AT, Assim, temos duas possibilidades, v = 1 ou o(7) = 3.

76



(i)

(i)

Suponha que v = 1;

Neste caso tem-se a igualdade hAs = A;h e como consequéncia:
wiwy = gLA1g7 - o dagy ' = AL b Asga = Dgy

donde (wywy)? = 1, contradizendo a apresentaciao de H.

Suponha que o(7y) = 3.

Neste caso, 7 é um elemento de tor¢ao de Bs,,,(S?) sendo assim conjugado ao
elemento ozf, para algum inteiro k. Como 1 = 7°(®) a ordem de v divide o(aj) =
2(m+3—j) =6(q+ 1)+ 2(1 — j), porém, para que isso ocorra, deve-se ter j = 1.

Apés algumas manipulagoes concluimos que k = £2(q + 1).

Seja €s : B3y (S?) — Zg(g+1) © homomorfismo definido no capitulo anterior. Sendo

Ze(q+1) abeliano, es ¢ invariante por conjugagoes e assim:

es() = es(a;" V)

= £2(¢+1)(3¢+4)
= £2(q+1)(3¢ +4)

= +(6(g+1)*+2(¢+1))

+2(¢+1) mod 6(q+ 1)

em particular, a igualdade acima nos diz que es(y) é um nimero par.

Por outro lado, usando a expressao de 7, isto é, v = [h, Ay] A3 AT', obtemos es(vy) =
es(AyA7Y). Vamos calcular o valor de es(A; Ay ') em dois casos conforme a paridade
do inteiro m.

_j m+3—7
ji(m”’ D26 expoente iTJ
deve ser um numero inteiro, ocorrendo apenas quando j = 1. Deste modo, A; =

(a) m é par. Como w; é conjugado ao elemento «

AF'. Se A,AT' = 1 entdo, es(y) = 0, e assim, 0 = 2(q + 1) mod 6(¢ + 1), uma
contradicio. Se Ay = A7, entdo A,A7' = A7? = ALl = Az e es(y) =
(m+2)(m+3). Usando o fato do niimero m ser par, concluimos que (m+2)(m+3) =

(m+2) mod 6(¢+ 1), donde £2(¢+1) = 3(¢+1) mod 6(g + 1), novamente uma
—_—— —_——

=2(m+2) =2(m+2)
contradicao.
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(b) m é fmpar. Novamente, o fato de +(m + 3 — j)/2 ser inteiro, implica que
jo=0,2. Assim, 4; € {af ™2 oFMIN/2 0 ge 4 = AF', entdo es(y) = 0

mod 6(q+ 1), e obtemos novamente uma contradigao conforme o caso (a). Suponha

(/2 o gy — R/

que Ay = ag . Como es(ag) = es(an) = m + 2, tem-se:

es(7) = es(ApA7Y) = +(m + 2) (<m Tt (m+ 3>) .

2

Mas, sendo m {mpar, o nimero es(y) também é impar. Uma contradi¢ao pois, como

haviamos notado anteriormente, es(7y) é um nimero par.
O]

Corolario 3.2.2. Se (d; + -+ ds) =1 mod 3, entdo a fibragio p : D34, . a.(S?) —

D5(S?) nao admite uma secgao algébrica.

Demonstragdo. Com efeito, se existisse uma secgao algébrica, entao, o grupo Bs g, .. 4. (S?)
teria um subgrupo isomorfo ao grupo de 3-trancas na esfera. Por sua vez, Bs 4, 4. (S?)
pode ser considerado um subgrupo de B, (S?) via 0 homomorfismo induzido pela aplicagao
de recobrimento D34, 4.(S?*) = D3,(S?), onde m = d; + - - - + d, contradizendo a pro-

E]

posicao acima. O

Teorema 3.2.3. (i) A fibragdo p : D3 ,,(S?) — D3(S?) admite uma secgao geométrica se,
e somente se, m = 0,2 mod 3.

(i1) A sequéncia exata curta
1 —— B (S2\ {P1, Py, P3}) —"— B3 (S?) —=— By(S?) —— 1

cinde se, e somente se, m = 0,2 mod 3.

Daqui para frente iremos tratar da existéncia de seccao para o caso geral, isto é, quando
n > 4. Como vimos acima, se n € {1,2,3} temos uma resposta completa. Contudo, no

caso geral, conseguimos apenas algumas condi¢oes necessarias sobre os indices n, m.

Proposigao 3.2.3. Sejamn >4 em > 1. Se a fibragio p : D, ,n(S?) — D,(S*) admite

uma secgdo algébrica s, : B, (S*) = B, (S?) entao:

(i) n divide m, m —1 oum — 2;
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(ii) n—1 divide m ou m — 1;
(1ii) n — 2 divide m.

Demonstragdo. Sejam ag, a; e as € B,(S?) os elementos descritos no Teorema de Mu-
rasugi. A fim de evitar confusdo, iremos denotar por &; os respectivos elementos em
Brim(S?).

Se tratando de uma secgao, s, ¢ injetora. Logo, a ordem de ; é igual a ordem de s, («;),
ou seja, o(s.«(e;)) = 2(n —i). Aplicando o Teorema de Murasugi, obtemos que s.(q;) é
conjugado a alguma poténcia de &;;, para algum j = j(i) € {0, 1,2}. Consequentemente,
o(ey) divide o(@;) = 2(m+n—j). Se pormos i = 0, obtemos a condigao (i) do enunciado.

Agora, denote por 7 a composicao
B (S?) = S, x S, oy g

Geometricamente, 7 corresponde a permutacao associada as n primeiras cordas de
uma (n + m)-tranga em B, ,,(S?). Denote também por m o homomorfismo B, (S?) — S,

definido no capitulo anterior. Observe que o seguinte diagrama comuta:

Bym(S?) —2— B,(S?)

Sy =—=05,

e assim, 7(s«(a;)) = m(;).
Novamente, o Teorema de Murasugi assegura que todo elemento de tor¢ao de By, (S?)
¢ da forma go@-kg_l, onde k € Z, g € Byim(S?) e j € {0,1,2}. Desse modo, o tipo de

ciclo de um elemento de tor¢ao tem uma das seguintes configuracgoes:

(i) para os conjugados de poténcias do tipo 0 em B,;,,(S?), o tipo de ciclo é da forma

(t,...,t),onde t divide n + m;
—

min gezes
(ii) para os conjugados de poténcias do tipo 1 em B,,,(S?), o tipo de ciclo é da forma
( t,...,t ,1),ondet divide n+m — 1;
+n—1
min—1

vezes

(iii) para os conjugados de poténcias do tipo 0 em B, ,,(S?), o tipo de ciclo ¢ da forma
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( t,...,t ,1,1), onde t divide n +m — 2.
~——

%ﬂ—? vezes

Vamos comparar estes tipos de ciclos com a permutagao m(s.(c;)), i = 1,2. Se i =1
entdo, 7(s«(ay)) tem pelo menos um elemento fixo. Logo, de acordo com a descrigao
acima, s6 pode ser conjugado a alguma poténcia de um elemento do tipo 1 ou 2 e neste
caso, 2(n — 1) divide 2(m +n — j) com 5 = 1 ou j = 2. Portanto n — 1 divide m ou
m — 1. Se i = 2 ent@o a permutagdo 7(s.(az)) contém pelo menos 2 elementos fixos e
assim, s,(ay) deve ser conjugado a alguma poténcia de a;. Como acima, concluimos que

n — 2 divide o nimero m. O

Considere o diagrama comutativo 3.13, p. 72. Se supormos que o homomorfismo p,
possui uma secgao s, : Bn(S?) = B,m(S?) entao, o homomorfismo p, também admite
uma seccao a saber:

5. =¢o0s.: Bu(S*) = Bum(S®)/Hpm.

Donde tem-se que

Bn,m(Sz)/Hn,m = Bn<82) X ﬁn,m/Hn,m-

e assim, para cada 1 < k < n — 1, vale a igualdade:

Tk,n—1 Tk,n

Si(me) = mipy™ p o (3.14)

Seja R = (rr1)1<k<n—11<i<n & matriz cujas entradas sao os expoentes da igualdade acima.

Proposicao 3.2.4. A matriz R tem a sequinte forma:

T11 1,2 0 Ce ce 0 T1in
0 2,2 23 B 5 Tin
R—
"n—3n—-3 Tn—-3n—2 0
0 Ce Ce 0 Tn—2n—-2 Tn—2n-1 T1in
m—11 Tn-11 .- e Tn—11 Tn—1n—-1 Tn—1n
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onde

m
i i = Tpoip-1— 2Tp-11 = 3.15
7“7+7"7+1 T'n—1,n-1 Tn—-1,1 n—2 ( )

para 1 =1,...,n—2
'm—1n = Tin + 2(m - 1)7"11—1,1 (316)
(n - 2)T1,n + Tn—1n = (m - 1)7’n—1,n71 (317)

. _ m(m-1)
Em particular, vy, = (SR

Demonstracao. A idéia principal da demonstracao é comparar as relacoes que definem o

grupo B, (S?) via o homomorfismo §,.

(i) Primeiramente, seja 1 <i,j <n — 2, |i — j| > 2. Entao:

~ — - AN Ti,2. ,]+1 Ti,n—1 CAaTa Ti2 Tjn—1 7‘7
5*(7—17—]) - szl p2 p pj+1 pn 1 O- ijl p2 pn 1 o
_ i1 Ti,2 Ti,5+1 Tin—1 __7; 75,2 Tjn—1 r-
= TiTjP1 P2 p]—‘,—lp] Pl Ot p p “ Pp—1 "
_ 73,1751 Ti2+T; 2 Tii TG0 Tiib1 T T 41T,
= TiTjP1 P2 P Pit1 TPy
ATt Tin—1tT =1 _ry 4,
i1 n—1 o
Por outro lado,
-~ _ . 75,1 Tj,2 ]7,+1 Tjn—1 T4, . Ti, 1 Ti,2 Ti,n—1 T3,
Smym) = e eyt g p e T Ty g o
_ Tj,1tT1 75,2+ Ti, T, Ti i+l 41 T+l
= TTiPy P2 o pj [)j+1 2
TiitTib i+l Tj,n—1+7‘i,n—1arj,n+m,n
141 n—1 .

Desde que 5,(7;7;) = 5.(7;7;), comparando os coeficientes das igualdades acima, obtemos:

Tij = Tij+1 para todo 1 <4,j<n-—2, ‘Z _j’ > 2. (318)

(ii) Agora considere 1 <i < n — 3. Entao:

~ . 73,1 17,2 74,541 Ti,n—1
5:(TiTa1) = Tipy Py P iy pp 0"
Tn—1,1 Tn—1,4 Tn—1,i+1 Tn—1n—1 _Tp_1,
“Tn—1P1 P Pia o Ppr O
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o Ti,1 Ti,2 7,041 Tim—2/ —1 —1_—2(m—1)\rin—1
= TTaoapy 02 0 o s (o )T
N TV
Pn
T, Tn—1,1 Tn—1,2 Tn—1,i rn—l,i+1 Tn—1n—1 __Tp_1,
0P Py P P Pp-1 O
71+t n—1,1"Tin—1 Ti2+Tn—12""in—1 TiitTn—1,i—Tin—1
= TiTpn-1P1’ P2 Y
T 7,+1+r'n 1,i4+1— ri,nfl Ti,n— 2+Tn— 1,n—2"Tin-1 T™n—1n—-1"Tin—-1
‘Pif1 “Pn_a n—1
,Uri,nJrT‘n—1,n*2(m*1)n,n71.
Analogamente,
-~ _ Tn—-1,1 Tn—1,2 n—14 Tn—1,it+1 Tn—l,n—1 _Tp_1,
5:(Tn1Ti) = Tacap" o i Py o
Ti, 1 Ti,2 T4,i41 Ti,n—1 ’L
Tyt it pp "
. Tn— Tn—1,2 Tn—1,i Tn—1,i4+1 "n—1n—1 Tn_1n
= Tu1Tipy" Py Py P “Ppor O
Ti 1 T4,2 'Lz+1 Tin—1
P P2 P Pz+1 Ppl o
. Tn—1,117ri1 Tn—1,2+7i2 Tn—1,i+11"ii Tn—1,i1Tii+1
= Tan-1TiPy P2 ] Pit1 T
Tn—1,n—1+"in—1 Tn—1,n+Tin
n—1 o
Igualando as duas equagoes, obtemos:
rin—1 =0 para todo 1<i<n-—3, (3.19)
e
Tn-11=Tn—1; = Tn—1,+1 para todo 1<i<mn—3. (3.20)
(iii) Seja 1 <7 <n — 3. Temos:
-~ _ Ti, 1 Ti,2 Tii4+1 T 7,+2 Ti,n—1 T,
Smmam) = mp e g g o e
Tir1,1 Tit1,2 Tit1,i Titl,it1l Tit1,i+2 Titln—1 _Tit1n |
‘Tit1P1 P2 P4 i1 it2 Pp—1 0"

Tii+1 Ti,i+2 Ti,n—1 Tin

i1 Ti,2 T ,
TPy P2 PP Pide Ppi1 O

_ Ti1 Tq,2 Tii Tii+1 Tiji+2 Tin—1 _r;
= TiTit1P1 P20 Pike Piy1 Pl O
Ti+1,1 Ti4+1,2 . Ti+1,4 Tit+1,i4+1 Ti+1, 7.+2 Ti+1,mn—1 Tz+1,7L .
‘TiP1 P2 “Pig1 P Pit2 “Pn—-1

Tii4+1 Ti,i4+2 Tin—1

Py T s P o
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Ti, 1 Tq,2 Tii4+1 Ti,i4+2 Ti,n—1 Tin
T TP oy pia s ey T T

Ti+1,1 Ti4+1,2 . Tit+1,4 Ti+1,i+1 Ti+1,i+2 . Tit+1,mn—1 Titl,n , . .
P1 P2 “Pir1 Pi Piva’ Pp-1 O
Ti1 Ti2 Tii Tiitl Tiit2 Tin—1
1P P Pite Pl o
- 21 1+Tit1,1 275 2+Tig12 Tii i, i b1 T2 Ta Tl a T il
= TiTit1TiP1 P2 Py Pit1
Tii+1 i 2 2 2rn—1,i+tTi41,n-1 21 n+Tit1,n
i+2 n—1 o
Analogmante,
~ o Pit11 Tibl2 | Tidli Tidlitl  Tiblit2 Titl,n—1 oitn
S:ATis1TiTiv1) = Tivapr " Pa Pi Piv1 Pit2 “Pr—1

Ti,1 Ti,2 Tii4+1 Ti,442 Tin—1

TiP1 P v PT vpz+1 Pita " Pnla o

Tit1,1 Tit1,2  Tikld Titlil  Titlit2 Titl,n—1 _Titlp
Tit1P1 P2 Pi  Pit1  Pig2 “Pn-1 O
o Ti+1,1 Ti+1,2 Ti+1,4 Ti+1,i+1 Ti41, 1+2 Ti+1,n—1 r+1, .
— TerlTlpl p2 101—4-1 pz pz+2 Ion 1 e
Ti, 1 T3,2 Tii Tia+1 Ti 7.—0—2 Tin—1 Ti,
Ti1P1 P27 P Piye Pyl “Ppl1 O
Tit1,1 Tit1,2 Tkl Tiklitl  Titlid2 Ti+1,n—1 gTitln
1 P2 Pi i+1 i+2 *Pn—1
. 7 1+2r41,1 Ti2+Tit1,2 Tit1,i+1F7iiFriv1,4
= Ti1TiTiv1P1’ P2 TP '

Tit1,i+2F i i+2FTir1,i42 Titl,i T i1 41,42 .
i+1 i+2

_O-Ti,n+2ri+l,n

Igualando as duas equagbes e usando o fato de que [,/ Hym € abeliano livre de posto

n, gerado por pq, ..., p,_1,0, obtemos as seguintes igualdades:

rij =Tit1,; para todo 1<i<n—3, 1<j<n, j#ii+1,i+2. (3.21)

Em particular

Tin =Tit1n Dpara todo 1<i<n—3. (3.22)

Agora, dos coeficientes em p;, p;i1, pir2, Obtemos:

Tit1i = Tijit2

Tig T Tiit1l = Vig1it1 T Vi 1,42 (3.23)
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ambas as igualdades sao validas para 1 <i <n — 3.

(iv) Seja i = n — 2. Entao:

Se(TnaTnaTuma) = Tacap) Py T 0 T
Tam1py Py T S e
Ty Py g Ry g
= TaaTuapy" oy T g g e
Taapy" oy T g T T
P Dy T p T T S T g
= Ty 9T 1T 2p71"n 21p;n72,2 . .p271;732,n73p:;7;712,n72

_(P;El . plflo-*Q(mfl)J>Tn72,n71O-Tn72,n

TV

Pn
"n—1,1 Tn—1,2 "m—1n—3 Tn—1,n-2 Tn-1n—-1 _7rp_1n
P1 P2 *Pn—3 Pn—1 Pn—2 o
Tn—2,1 Tn—22 Tn—2n—3 N—2,n—2 Tn—2n—1 _rn_op
‘P1 P2 "Pn-3  Pn-2  Pn-1 O

2rp—21+tTn—1,1—Tn—2,n—1
= Th—2Th—1Tn—201

2rp—2,2+Tn—12—Tn—2n—1
5 ..

27‘n72,n73+7’n71,n73_7’n72,n71 T'n—1n—1+t"n—2n—2—"Tn—2n—1
n—3 n—2

rn72,n72+7’n71,n720_27‘»,1,2’”—"-7'”,11n—2(m—1)7"n,2,n,1
n—1 :

(3.24)

Por outro lado

§:k<7—n717-n727—n71> = 7, 1p71“n 1, 1p72“n 1,2 pZn 31n 3p;n_21n Qp:;:n_lln LyTim
Tam2py" 0y T S g e
R e
= TaTao2py" 0 T 0 T T sy T
T 1/)11% 2, 1p72“n 2,2 pzn_—gz,n—sp;n_—;,n—2p;n_gm_1O,rn_g,n .
Py T T T S T g
= Tn—lTn—QTn—lpqniLlp;nim T p;n—i?l’nis )

—2(m—1) )T'nflynfgprnfl,nfl .

-1 -1
'(\an PO n—2

pn
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. ~Tn—1,n Tn—2,1 Tn—2,2 . Tn—2,n—3 Tn—2,n—2 .
o P1 P2 Pn—3 Pn—2
-1 -1 _—2(m—1)\rn—2,n—1 ~"n—2,n ,'n—1,1 Tn—1,2
(pn1pr O e N
A g
Vv
Pn
. Tn—1n—3 Tn—1n—-2 Tn—1n—1_1Tn_1n
Pn—3 Pn—2 n—1 g

o 2rn—1,1+"n—2,1"Tn—1,n—-2—Tn—2,n—1
— Tn—lTn—QTn—lpl :

2rp—1,2+FTn—2,2—Tn—-1,n—-2—Tn—2,n—1

2

2rn71,n73+7‘n72,n73_Tnfl,n72_"'n72,n71

n—3

Tn—1,n—1Ft"m—2n—2—"Tn—2n—1

n—2

"Tn—1n—1"Th—1n—-2"Tn—-2n-—1
Prn—1
_0-27'n71,n+7'n72,n_2(m_1)(rn71,n72+7’n72,n71)

Mas, 5. (Tn—2Tn-1Tn—2) = Se(Tn_1Tn—2Tn—1). Comparando os coeficientes em p;, 1 < i <
n — 3, obtemos:

Tn—24 = Tn—1,; — Tn—1,n—2

Ja sabfamos que 7,_1,; = rp_2,_2, assim:

Tn—24i = 0 (325)

para todo 1 <1 < n — 3. Resta analisar os coeficientes dos elementos p,, o e p,_1. Para

t = n — 2 nao obtemos nenhuma relagao interessante. Entretanto, para ¢ =n — 1 temos:

2Tn71,n72 + Tn—2n—-1 = Tn—1n—1 — Th—2n—2

mas, em virtude da equagao (6.23) e da igualdade 7,1 ,,—2 = 7,_1,1, constatamos que:

2rp—11+ rn—2n-1 = Tn-1n-1 — Tn-2,n—2 (3.26)

e para o coeficiente de o obtemos:

Tn—2n + 2<m - 1)Tn71,n72 =Tn—1n-

Desde que 7,12 = rn—11 DPela equagao (6.23) e, r,—2, = r1, pela equagao (3.24),
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obtemos:

T1in + 2(m — 1>7jn71,1 =Tn-1,1 (327)

Até este ponto coletamos as seguintes informagoes:
— Das equagoes (3.18) e (3.19), vemos que r;; = 0 para todo 1 <4,j <n—1, |i —j| > 2;
— Da equagao (3.20), temos 7,_1; = rp—11 para todo 1 <i<n—2;
— Da equagao (3.22), temos 7, = 11, para todo 1 <i <n — 3;
— Da equagao (3.25), temos 7,_2; = 0 para todo 1 < ¢ < n — 3;

— Das equacoes (3.21) e (3.22), concluimos que 7;; = 0 para todo 1 < j <7 < n — 2.
Com isso, mostramos que a matriz dos coeficientes R tem realmente a forma afirmada.
Resta verificar as igualdades (3.18)-(3.20). A igualdade (3.19) ja foi obtida em (3.27). As
equagao (3.26) e (3.23) nos dao uma parte da igualdade (3.18). Utilizando a estrutura da

matriz dos coeficientes R, concluimos que
~ Tii Tii .
5.(m) =mp," pii o™ para 1<i<n—2

Além disso,

-~ . Tn—1,1 Tn—1,1 Tn—1n—1 _r -1,
§:(Ta1) = Tamp" ) e e

2(m71))7“n_171 Tn—1,n—1"Tn—-1,1 O'rl’n

= Tnfl(pl c o Pn—2Pn-10 Pr—1

Tn—1n—-1"Tn-1,1 —7Tn 1

_ r1,
= Tn-1Pp-1 Pn g

pois 2(m — 1)r,_11 + r1n = Tn1n.
Tendo a expressao do homomorfismo s, aplicado em cada gerador, vamos analizar a

tltima relacio em B, (S?). Sejam wy = 7,1 ... T € Wy = 1Ty ... Tp_1, entdo wywy = 1.

Temos:
S(wr) = Tuap T T p T T ap T T T Ty
p:LTL733,n73p271723,n720_7‘1’n . _T2p;2,2p§2,30_r1,n . 71;071“1’1,0;1’2
_ Tnilp;n_—ll,n_lfrn_1,1TniQp:ln_—Qz,n—zTnin:;n_—ss,n—s . '7'20;2’27'10;1’1
‘p;rn_Ll Z:%,n—lp;n_—;,n—z . pgz,spgl,za(n—l)rlm
_ Tn_lTn_Qp;n_fg,nfl_T’n—l,l+7‘n72,nf27_n_3p;n_733,n73 . ‘7_2p£2,27_1p7£1,1
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n—2n—1 Tn—3n-—2 72,3 71,2 _(n—1)rin

Pn T T P P3Py O

T'n—1,n—1+t"n—2n—2+rn—3n—3+-+ri1—rn—1n
= Tn-1Tn-2Tn-3 " T2T10;

T1,2 72,3 T34 Tn—3,n—2 Tn—2n—1 —Tn71,10(n—1)7“1,n

‘P2 P3Py “Pn—2 Pn—1 Pn

para o elemento w,, tem-se:

Su(wa) = TPt py o mapy g o g
p;n23n 20_’)" Tn 2pnn22n 2p;n12n 10_7“ Tn 1pnn11n 1—Tn—-1,1
-pgrn—l,lo-rl,n
= TP TPy Ty T T T T py
pT ,0;22 p;n 33n BPZTL 22n 2p:zn 11 n—1—Tn—1 10_(n—1)r1,n

= TTy Ty 1p;1 2+7r23++rn—3n—2+rn—2n—1—"Tn—1,1

71,1 72,2 Tn— 3n 3 Tn—2n-2 Tn—1n-1"Tn-1,1 (n—1)ry,
pl p p pn 2 pn 1 o "
Agora
Tn—1n—1+t+r1,1—"n-1,1 71,2 Tn—2,n—1 —Tp_11
£1 P2 P Pn " T Tn—1
o 71,2 T"n—2n—1 _~Tn-11 7Tp_1n-1+t-+r1,1—"n-1,1
=T1" " Tn-1P1 *Prn—2 Pn—1 Py " "
Entao:
~ 2 71,2 Tn—2n—1 —Tn—1,1
l=5.(wiws) = Tyo1 - TaTiTa " Tauo1Py " Ppio n—1
Tn—1,n—1t+ri1—rn-11 r1,2++rn—2n-1-Tn-1,1 1,1 Tn—-2n-2
Pn, Pn, P1 Pn—2
Tn—1,n—1"Tn-1,1 _2(n—1)rin,
n—1 g
- r1,1+71,2  Tn-2n-—2FTn-2,n-1 Tn—1,n—1—2Tp—1,1
= P’ n—2 n—1
-1 -1 _—2(m-1)\a  2(n—1)r,
(p1 - paao )0 .

POIS Tp_1 -+ ToTiTa Tt = pp,™ €m By, (S?)/Hypm, onde
a=(rig+mrz2)+ -+ (Tne2n-2+Tn—2n-1)+ (Tn1n-1 — 2rp_11) —m (3.28)

Comparando os ceoficientes de p1, ..., p,_1, podemos ver que todos sao iguais, em outras
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palavras

Ta+rie=...=Tpon2+Tpon1="Tn1n-1—2Tp_11 =« (3.29)

Combinando as equagoes (3.28) e (3.29), vemos que a = (n—1)a—m, ou seja, a = .

Logo, obtemos a igualdade afirmada em (3.18).

Comparando os coeficientes de o, vemos que

(n - 1)7’1,n = (m - 1)(T'n—1,n—1 - 27”n—1,1)
= (m - 1)T’n—1,n—1 - 2(m - 1)7’n—1,1

= (m - 1)7'7171,7171 + (Tl,n - rnfl,n)

Consequentemente
(n - 2>T1,n + T'n—1in = (m - 1)Tn—1,n—1
o que por sua vez implica na igualdade (3.20). Para concluirmos, note que, substituindo

o valor de 7,_1, dado em (3.19) na equagao (3.20), obtemos

(n—=2)r1n+ 710+ 2(m—Drp11=(m—1)rp_1,1

logo
(n - 1)7”1,n = (m - 1)(7“n—1,n—1 - 27“n—1,1)
m(m — 1)
n—2
Portanto, ry, = %, como queriamos. ]

Proposigao 3.2.5. Sejam n >4 em > 1. Se a fibragio p : D, (S?) — D, (S*) admite

uma sec¢ao algébrica entao m = An(n — 2) —e(n —2), onde N € Z e e € {0,1}.

Demonstragdo. Seja s, : Bn(S?*) — Bnm(S?) uma secgao algébrica de p. O Lema de
Substitui¢ao garante a existéncia de um homomorfismo p; : By, (S?) — B,(S?) definido

nos geradores por:

pi(Aij) =pi(m) =1 e pi(o,) =0,

ondel1<i<n,n+1<j<n+m,1<k<n—-—1el<r<m—1. Geometricamente,

p1 corresponde ao homomorfismo induzido pela fibracao D, ,,,(S?*) — D,,(S?). Note que,
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p1(Bum) = Bm(S?) pois os elementos ¢, pertencem ao niicleo 3, ,, de p,. De onde segue-se
que p1(Hpm) = Ta(Bn(S?)).
Seja pg @ By(S?) = By (S?)/T2(B,,(S?)) a projegao canodnica. Agora, vamos construir

um homomorfismo

p3 - Bn,m(Sz)/Hn,m - Bm(SQ)/FZ(Bm(S2))

da seguinte maneira: dada uma classe lateral a direita H,, ,, - «, ponha ps(H,, , - o) =
p2 o p1(a). Note que ps estd bem definida pois, se S a € H,,, entdao pi(8) 'pi(a) €
[y (B (S?)), ou seja, ['y - p1(B) = 'y - pi(a). Da maneira que foi definido o homomorfismo

p1, constatamos que ps o p; = p3 o ¢, consequentemte vale a igualdade
P2 O P1 O Sy = P3 O &, (3.30)

O objetivo da prova é comparar os valores de py o py o s,(cg) e p3 o §.(), onde
g = Ty Tho1 € Bn(S?). O pardgrafo acima pode ser resumido no seguinte diagrama

comutativo:

Byu(8)/To(Bu(S?)) 2 Bon(S?)/ Hy T

d T

Bm(S2> m Bmm(SZ) ﬁ Bn(SQ)
S, Sn

Iniciaremos com o célculo de p3 o §,(ag). Temos:

pso &) = pa(mepy™ - o)
= p3(d(1)P(Arnr1)™ - (Ap—1n11)™ 7 9(61)™ ")
= (AT A G)
= pafo1)™r
= Iy-0,"" =o'k
Utilizando a Proposicao 3.2.4, concluimos que 1, = 11, = _mim=l) oo = 1,....,n—2,

(n—1)(n—2)
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e Ty1n =T1n+2(m—1)r,_11. Mas, como a abelinizagao de B,,(S?) é isomorfa ao grupo

ciclico de ordem 2(m — 1), tem-se ¢""=*» = ¢g"1» 0 que por sua vez nos da a igualdade:

m(m—1)

p3o Si(ag) =0 2 . (3.31)

Agora, vamos voltar nossas atencoes para o elemento py o py o s,(ap). Desde que s, é
uma secgao para p,, o elemento s.(ag) tem ordem 2n. Com isso, s.(ag) é um elemento
de tor¢ao de B, (S?). Da igualdade 7 o p, = m, conclui-se que 7o s, = 7 e assim, a
permutagao 7(s.(ap)) contém o n-ciclo (1 n n—1 ... 3 2). Utilizando a descri¢ao
dos possiveis tipos de ciclo de um elemento de torcao dada na Proposicao 3.2.3, mais
o fato de que existe um ¢ € {0, 1,2} tal que n divide m — i, concluimos que o tipo de

ciclo de s.(ag) é da forma (n,n,...,n,1,...,1). Consequentemente, o tipo de ciclo da
m—1 vezes 1 vezes

permutacao 7(p; o s,()) é (n,...,n,1,... 1).
——— | N —

m=i ,o.eg 1 VEZES
n
Como s,(ap) possui ordem 2n, tem-se s.(ag)” = Apim. Logo A, = pi(Apim) =

n

p1(s5:(ap)™) = (p1 0 s.())™ e assim (p; © s.(p))*® = 1 . Olhando para o tipo de ciclo

da permutacao associada & m-tranca p; o s.(ag), verificamos que (p; o s.(ap))¥ # 1 se
ke{l,...,n—1}, ou seja, p; o s.() tem ordem 2n.

Agora, sejam [y, f1, 32 os elementos de B,,(S?) descritos no Teorema de Murasugi.

k

Entao, p; o s.(ag) é conjugado ao elemento 37, onde o indice i é o mesmo do pardgrafo

anterior e k ¢ um inteiro arbitrario. Como "% = 1, tem-se 2nk = 2(m — i) r para algum
——

o(B:)
r. Em suma, concluimos que p; o s.(ag) é conjugado a algum

2(m—1)

elemento do subgrupo (8, > ), cuja ordem ¢é 2n. Obviamente, todo elemento conjugado

2(m—1)
2n

r € Z, ou seja, k =

a p1 0 S«(p) tem ordem 2n, assim, a menos de conjugagao, deve-se ter:

m—i
w4
Y

p1os.(ag) = 5;

onde mdc(q,2n) = 1. Logo,

ri(m—1)

b2 Oplos*(ao) =0 n

onde r; =m—1sei=0,2er; =m. Desde que B,,(S?)/T3(B,,(S?)) é isomorfo ao grupo
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ciclico de ordem 2(m — 1), da equagao (3.31) e da igualdade acima, conclui-se que

riglm —4) m(m —1)

= 2(m —1).
" —" 0 mod 2(m —1)

Primeiramente, se ¢ = 0,1 entao r;(m — i) = m(m — 1), e assim 2(m — 1) divide o

nimero
gm(m—1) m(m—1) _o(m—1) m(q(n —2) —n)
n n—2 2n(n — 2)
Assim, % € Z. Logo, do Lema 1.4.1 tem-se que n(n — 2) divide m, ou seja,

m = An(n — 2) para algum \ € Z.

Agora, seja i = 2. Entao 2(m — 1) divide o nimero

gim —=1)(m—=2) m(m—1) g(m —2)(n —2) —mn
n  n-—2 2(m—1){ 2n(n —2) }
nm(q—1) —2q(m +n — 2)]
2n(n — 2)

~ 2m-1)|

Novamente, da igualdade acima concluimos que ”m(q_ézl_(zq_(g tn=2) ¢ 7. Mas

s ) () e

Desde que mdc(q,2n) = 1, ¢ é um nimero impar e n — 2 divide m pela Proposigao 3.2.3,
o primeiro fator do lado direito da igualdade acima é um nimero inteiro. Mais ainda,
n — 2 divide m + n — 2, assim, como ¢ = 2, n divide m — 2, e com isso, divide m +n — 2.
Logo, mmec(n,n — 2) divide m +n — 2. Afirmamos que n(n — 2) divide m +n —2. A fim

de provar o afirmado, vamos considerar dois casos:
(i) m é impar. Neste caso, mde(n,n — 2) = 1 e assim mmc(n,n — 2) = n(n — 2).

(ii) n é par. Entao, mdc(n,n — 2) = 2 e assim mme(n,n — 2) = n(n — 2)/2. Das

observacao que fizemos no paragrafo acima, temos:

g(m+n—2) _ g(m+n—2)
n(n —2) 2(#)

Sendo ¢ um nimero impar, todo denominador deve dividir m+n—2, e isto completa

a prova do afirmado.
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A afirmacgao acima implica que existe um A € Z tal que m = An(n—2) — (n—2). O
Teorema 3.2.4. Sejam n > 4 e m > 1. Se a fibragio p : D, ,n(S*) = D,(S?) admite
uma sec¢ao algébrica entao

m=e¢ei(n—1)(n—2) —en(n—2) modn(n—1)(n—2)

onde €1,e9 € {0,1}.

Demonstrag¢ao. Da proposicao 3.2.5 sabemos que m é divisivel por n(n — 2) ou m tem a
forma An(n —2) — (n — 2). Escrevendo —(n —2) = (n — 1)(n — 2) — n(n — 2), vemos que
m ¢é da forma

In(n—2)+¢e1(n—1)(n—2)

onde | € Z, &1 € {0,1}. Vamos aplicar a Proposi¢ao 3.2.3 para obter mais informagoes
sobre [. Da expressao acima fica claro que n — 2 divide m, ou seja, a condigao (i7) nao
traz nenhuma informacao relevante. Sabemos que n — 1 divide m ou m — 1, assim, n — 1
divide In(n—2) ou In(n—2) — 1. Escrevendo In(n—2) como In(n—1)—1(n—1)—1, vemos
que n — 1 divide [ ou [ + 1. Consequentemente, [ pode ser escrito como k(n — 1) — o,

onde k € Z e 5 € {0,1}. Reunindo todas as informagoes até aqui obtidas, temos
m=kn(n—1)(n—2)4+e1(n—1)(n—2) — eon(n — 2)
onde k é um numero inteiro e £1,¢e5 € {0, 1}. Portanto
m=e(n—1)(n—2) —ean(n—2) mod n(n—1)(n—2)

como queriamos demostrar. O]
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