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as responsabilidades para que eu pudesse realizar meu trabalho. Muito obrigado por vocês
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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar os grupos de tranças de uma superf́ıcie topológica

e a generalização da sequência exata curta de Fadell-Neuwirth. Tratamos também da

existência de uma secção geométrica e algébrica para a fibração de Fadell-Neuwirth gene-

ralizada, em particular, consideraremos o caso em que a superf́ıcie é a esfera S2.
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Abstract

The objective of this work is to study the braid groups on topological surfaces as well

as studying a generalization of the Fadell-Neuwirth short exact sequence. We treated

also the existence of a cross-section for the Fadell-Neuwirth’s generalized fibration, in

particular, we are concerned in the case when the surface is equal the sphere S2.
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Introdução

Os grupos de tranças no plano E2 foram introduzidos explicitamente pelo matemático

alemão Emil Artin em 1925 de uma forma intuitiva e geométrica para estudar os nós,

mais tarde, em 1947, ele os estudou mais rigorosamente de um ponto de vista algébrico.

Entretanto, eles estavam implicitamente introduzidos num trabalho sobre monodromia de

Adolf Hurewitz em 1891 .

Posteriormente eles foram generalizados usando a definição dada por Ralph H. Fox

(com a noção de espaços de configurações) a espaços topológicos arbitrários. No ano de

1969, Joan S. Birman provou que a teoria de traças tem pouco interesse para variedades

topológicas de dimensão ≥ 3. Os grupos de tranças de superf́ıcies topológicas compac-

tas, conexas e sem bordo tem sido amplamente estudados, tais grupos são finitamante

apresentados, e apresentações destes foram inicialmente obtidas por Joan S. Birman em

1969 e G. P. Scott em 1970. Já no ano de 2000, uma nova apresentação foi calculada pelo

matemático Juan Gonzálves-Meneses.

Os grupos de tranças são interessantes por si próprios, mas também por terem um

papel importante em vários ramos da matemática, como por exemplo topologia, teoria

de homotopia, geometria, álgebra, sistemas dinâmicos, apenas para citar alguns. Uma

consequência disto é que o espectro de aplicações dos grupos de tranças é grande, por

exemplo em teoria dos nós e entrelaçamentos, topologia de baixa dimensão, em particular

em dimensão 3, geometria e equações algébricas e até em robótica e criptografia.

De um modo grosseiro, o grupo de n-tranças de uma dada superf́ıcie conexa M pode ser

descrito da seguinte forma: comece fixando n pontos distintos em M , digamos, P1, . . . , Pn.
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Então, uma n-trança em M consiste de n caminhos γ1, . . . , γn em M×I dispostos de sorte

que γi(0) = (Pi, 1), γi(1) = (Pτ(i), 0) para alguma permutação τ ∈ Sn e, para todo t, o con-

junto {γ1(t), . . . , γn(t)} contém exatamente n pontos distintos. A composição de tranças

é definida por concatenação e re-escalamento. As deformações permitidas são homoto-

pias de cordas individuais que, durante estas, cordas distintas nunca se intersectam. As

n-tranças cujas permutações τ são triviais, são ditas tranças puras. Na referência [11]

tem-se a construção dos grupos de tranças do plano com este ponto de vista geométrico

e também, é mostrado a equivalência entre as definições de Artim e Fox.

A dissertação foi dividida em três caṕıtulos. No primeiro, tentamos abordar alguns pré-

requisitos que julgamos necessários para uma boa compreensão do restante do trabalho.

Inicialmente, abordamos alguns tópicos da Teoria Combinatória de Grupos, visando expor

uma ferramenta para a obtenção da apresentação de um grupo G̃ que contém um subgrupo

normal N tal que G̃/N ∼= G, onde são conhecidas as apresentações de N e G. Em

sequência, passamos nossas atenções para topologia, focando numa classe de aplicações

cont́ınuas chamadas fibrações de Serre (também conhecidas como fibrações fracas). As

fibrações de Serre fornecem uma ótima ferramenta que auxilia no cálculo dos grupos

de homotopia de certos espaços topológicos. Encerramos o caṕıtulo com alguns lemas

técnicos de natureza distinta.

No segundo caṕıtulo, definimos os grupos de tranças em superf́ıcies conexas e deri-

vamos a sequência curta de Fadell-Neuwirth. Ainda, na primeira seção, estabelecemos

algumas relações entre os grupos de tranças do plano, de uma dada superf́ıcie M e seu

grupo fundamental, resultado contido em [8] . Na segunda seção, estudamos os grupos de

tranças do plano E2, obtemos uma apresentação bem como algumas propriedades interes-

santes concernindo seu centro e sua abelinização. Finalizamos o caṕıtulo com os grupos

de tranças da esfera S2. A medida do posśıvel, tentamos transladar todas as propriedades

obtidas anteriormente no caso do plano, para a esfera. Entretanto, algumas diferenças

surgem, como por exemplo, no que diz respeito aos elementos de torção, os grupos de

tranças na esfera contém elementos de torção, mais ainda, tem-se uma descrição de todos

os elementos de torção, vide [18]. A seção 2.3 encerra com a demonstração de que o

n-ésimo grupo de tranças da esfera contém apenas um elemento de ordem 2.

O último caṕıtulo se reserva ao estudo da generalização da sequência de Fadell-

Neuwrith. Obtemos uma apresentação dos grupos Bn,m(S2) de todas as m + n tranças
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em S2 cuja permutação associada pertence ao grupo Sn×Sm. O trabalho finda com uma

discussão tratando sobre a existência ou não de uma secção geométrica (algébrica) para

a fibração de Fadell-Neuwirth generalizada.
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CAṔITULO 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas definições e resultados sobre extensões de gru-

pos, produto semidireto de grupos e fibrações que serão utilizados nos caṕıtulos poste-

riores. Estes resultados, apesar de serem bem conhecidos e de certo modo elementares,

serão apresentados para dar mais consistência ao texto e para comodidade do leitor. O

caṕıtulo encerra com alguns lemas técnicos de natureza distinta.

1.1 Apresentação de uma extensão de grupos

Antes de abordarmos o tema principal desta seção, iremos enunciar alguns lemas

abrangendo apresentações de grupos e homomorfismos induzidos por aplicações definidas

num conjunto de geradores de um dado grupo. Assumiremos aqui e durante o decorrer do

trabalho, um conhecimento elementar sobre teoria de grupos e apresentações de grupos,

cujas definições básicas e resultados relevantes podem ser encontrados nas referências [12]

e [14].

Seja G um grupo. Dado um subconjunto Y ⊆ G denotaremos por 〈Y 〉 o subgrupo de

G gerado por Y , isto é, o subgrupo consistindo de todos os elementos de G escritos como

um produto

yε1i1 · · · y
εl
il
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com yik ∈ Y , εk ∈ {−1, 1} e algum l ∈ N. Claramente 〈Y 〉 é o menor subgrupo de G

contendo o conjunto Y . Comumente, Y é dito um conjunto de geradores de 〈Y 〉.

Para um subconjunto Y ⊆ G, denotamos por 〈〈Y 〉〉 o seu fecho normal em G, ou seja,

o menor subgrupo normal de G que contém o conjunto Y . Um elemento g pertence ao

fecho normal de Y se, e somente se, g pode ser escrito como um produto

w1y
ε1
i1
w−1

1 · · ·wly
εl
il
w−1
l

com yik ∈ Y , wk ∈ G, εk ∈ {−1, 1} e l ∈ N. Em alguns casos não será claro em qual

grupo estaremos considerando o fecho normal de algum subconjunto, assim, escreveremos

por vezes 〈〈Y 〉〉G em vez de 〈〈Y 〉〉.

Lema 1.1.1. Sejam F , G e H grupos, ν :F→G e α :F→H homomorfismos. Suponha

que tenhamos:

(i) ν é sobrejetor;

(ii) ker(ν) ⊆ ker(α).

Então, existe um único homomorfismo β :G→H que torna o diagrama abaixo comutativo

G

F

H

β

ν

α

Demonstração. Dado g ∈ G , a hipótese (i) garante a existência de um elemento a∈F tal

que ν a = g. Defina então β g := α a. Por sua vez, a hipótese (ii) garante que a aplicação

β independe da escolha do elemento a∈F . Vamos mostrar que α é um homomorfismo de

grupos. Se gi = ν(ai) com i = 1, 2 e ai ∈ F então

β(g1g2) = β(ν(a1)ν(a2)) = β(ν(a1a2)) = α(a1a2) = α(a1)α(a2) = β(g1)β(g2)

como queŕıamos. Pela definição de β, conclúımos a comutatividade do diagrama acima.

Lema 1.1.2 (Teste de Substituição). Suponha dados uma apresentação G = 〈X |R〉, um

grupo H e uma aplicação θ : X→H. Então, θ pode ser estendida a um homomorfismo
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θ′ :G→H se, e só se, dado r=xε1i1 · · · x
εk
ik
∈R tivermos θ(xi1)

ε1 · · · θ(xik)εk = eH .

Demonstração. Sejam F = F (X) o grupo livre em X e λ : F → G o homomorfismo

canônico. Como F é livre em X, existe um único homomorfismo θ′ :F→H que estende a

aplicação θ. Se olharmos para os homomorfismos λ e θ′, podemos constatar que eles satis-

fazem as hipóteses do Lema 1.1.1 com ν = λ e α = θ′. Assim, existe um único homomor-

fismo θ′′ :G→ H tal que θ′′λ = θ′. Dado x ∈ X, temos θ′′(x) = θ′′(λ(x)) = θ′(x) = θ(x).

Portanto θ′′ é o homomorfismo procurado.

R

X F G

H

θ

λ

θ′
θ′′

A rećıproca é imediata pois cada r ∈ R representa o elemento neutro de G.

Lema 1.1.3 (von Dick). Se G = 〈X |R〉 e H = 〈X | S〉 com R ⊆ S ⊆ F (X), então

existe um único homomorfismo sobrejetor φ :G → H tal que φx = x para todo x ∈ X

e ker(φ) = 〈〈S \R〉〉. Reciprocamente, se N é um subgrupo normal de G, então, o grupo

quociente G�N tem apresentação 〈X | S〉 com R ⊆ S.

Demonstração. Sejam µ : F (X) → G e α : F (X) → H os homomorfismos naturais.

O homomorfismo µ é sobrejetor e seu núcleo está contido no núcleo de α. Pelo Lema

1.1.1, existe um homomorfismo φ : G → H tal que φµ = α. Agora, resta mostrar que φ

fixa os elementos de X e ker(φ) = 〈〈S \R〉〉. A primeira condição é facilmete verificada

pela definição dos homomorfismos λ e µ. A segunda, segue da igualdade φµ = α, pois

ker(φ) = µ(ker(α)) = µ〈〈S〉〉 = 〈〈µ(S)〉〉 = 〈〈S \R〉〉. Reciprocamente, se π : G → G�N

é a projeção canônica e µ é o homomorfismo dado acima, ponha ν = π µ. Temos assim

〈〈R〉〉 ⊆ ker(ν), como queŕımos.

Exemplo 1.1.1. Dado um grupo G, relembre que o subgrupo dos comutadores de G é o

grupo Γ2(G) gerado pelo conjunto {[g, h] = ghg−1g−1 | g, h ∈ G}. Entre as propriedades

de Γ2(G), destacamos a sua normalidade e o fato de G/Γ2(G) ser abeliano. Além disso,

o subgrupo dos comutadores é o menor subgrupo normal de G que torna o quociente

abeliano. Por esta razão, G/Γ2(G) é dito abelinização de G. Suponha que G tenha apre-

sentação 〈X|R〉. Então, sua abelinização tem apresentação 〈X |R,C〉, onde C representa
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o conjunto dos śımbolos [x, y] = xyx−1y−1 com x, y ∈ X. De fato, se denotarmos por H

o grupo com apresentação dada acima, então, pelo Lema de von Dick 1.1.3, existe um

epimorfismo φ : G→ H que φ fixa cada x e cujo núcleo é igual a 〈〈C〉〉. Devemos mostrar

que 〈〈C〉〉 = Γ2(G). Por um lado, temos C ⊆ Γ2(G), e pela normalidade de Γ2(G), con-

clúımos que o fecho normal de C está contido em Γ2(G). Para a outra inclusão, perceba

que as relações que definem H o fazem um grupo abeliano, logo, o mesmo ocorre com o

quociente G/〈〈C〉〉 e assim, Γ2(G) ⊆ 〈〈C〉〉.

Posto isto, temos o aparato técnico necessário para abordarmos o tema principal da

nossa seção. O resultado aqui apresentado terá importância fundamental no restante

deste trabalho e será empregado inúmeras vezes em situações particulares.

Suponhamos que são dadas a sequência exata curta de grupos e homomorfismos

1 A G̃ G 1α β

e apresentações 〈Y | S〉 e 〈X | R〉 para A e G, respectivamente. Nosso objetivo é obter

uma apresentação para o grupo G̃ em função das apresentações conhecidas de antemão

na sequência acima. O grupo G̃ é dito uma extensão de G por A.

Primeiro, sejam Ỹ = {ỹ := α y | y ∈ Y } e S̃ = {s̃ | s ∈ S} o conjunto das palavras

em Ỹ obtidas de S substituindo-se cada y por ỹ sempre que cada y aparecer, isto é, se

s = yη1i1 · · · y
ηn
in
∈ S, com yij ∈ Y , ηj = ±1, então s̃ = ỹη1i1 · · · ỹin

η
n.

Como β é sobrejetiva, escolha para cada x ∈ X um único elemento x̃ ∈ G̃ tal que

β x̃ = x. A fim de completar o conjunto de geradores defina X̃ = {x̃ | x ∈ X}. Para cada

r = xε1i1 · · ·x
εn
in
∈R , como feito acima, designe por r̃ o elemento x̃ε1i1 · · · x̃

εn
in

de G̃. Sendo

β um homomorfismo, segue que β r̃ = r = e, assim r̃ ∈ ker(β) = Im(α), logo r̃ é uma

palavra vr em Ỹ . Ponha R̃ = {r̃v−1
r | r ∈ R}.

Finalmente, usando a normalidade de Im(α) em G̃, conclúımos que cada conjugação

x̃−1ỹx̃ está em Im(α), logo, é uma palavra wx,y em Ỹ . Seja T̃ = {x̃−1ỹx̃w−1
x,y | x ∈ X, y ∈

Y }.

Temos então o seguinte resultado:

Proposição 1.1.1. Com as notações anteriores, o grupo G̃ tem como apresentação

〈X̃, Ỹ | R̃, S̃, T̃〉. (1.1)
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Demonstração. Seja D o grupo que tem apresentação dada em (1.1). Vamos mostrar que

G̃ é isomorfo a D. Com a apresentação de D em mãos, garantimos a existência de um

homomorfismo θ : D → G̃ tal que θ x̃ = x̃ e θ ỹ = ỹ. A restrição de θ ao subgrupo 〈Ỹ 〉 dá

origem a um homomorfismo

θ1 : 〈Ỹ 〉 → Im(α) ∼= A

dado por θ1 ỹ = y. Como as relações contidas em S são satisfeitas em 〈Ỹ 〉 < D (com cada

y substitúıdo por ỹ), podemos definir um homomorfismo inverso pondo simplesmente

y → ỹ. Consequentemente, θ1 é um isomorfismo.

As relações em T, por sua vez, garantem que 〈Ỹ 〉 é um subgrupo normal de D e, desde

que θ(〈Ỹ 〉) é um subgrupo de Im(α), θ induz um homomorfismo

θ2 : D/〈Ỹ 〉 → G̃/Im(α) ∼= G

dado por θ2(〈Ỹ 〉 · x̃) = x. Agora, as relações em R são satisfeitas no quociente D/〈Ỹ 〉

se substituirmos cada x por 〈Ỹ 〉 · x̃, analogamente ao que foi feito no parágrafo anterior

mostramos que θ2 é uma bijeção. Desta forma, temos o diagrama comutativo

1 〈Ỹ 〉 D D�〈Ỹ 〉 1

1 A G̃ G 1

θ1 θ θ2

α β

no qual as linhas são exatas. Aplicando o Lema dos Cinco obtemos o resultado.

1.2 Produto semi-direto de grupos

Sejam A, G grupos e α : G→ Aut(A) um homomorfismo. No que segue, denotaremos

[α(g)](a) simplesmente por a · g.

No conjunto G×A, defina a seguinte operação binária

(g, a)(h, b) = (gh, (a · h)b).

Com esta operação, G×A torna-se um grupo, chamado produto semidireto de G por A

com respeito ao homomorfismo α e denotado por G nαA, ou apenas G nA quando o
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homomorfismo α ficar subentendido.

Se o homomorfismo α for o trivial, isto é, α(g) = idA para todo g em G então, a

operação acima é a multiplicação coordenada a coordenada. Logo, o produto direto de

grupos é um caso particular do produto semidireto.

Suponhamos dadas apresentações para os grupos G e A, digamos 〈X|R〉 e 〈Y |S〉,

respectivamente. Temos a sequência exata curta:

1 A GnαA G 1i π

onde o homomorfismo i é a inclusão a → (e, a) e π é a projeção sobre o primeiro fator

(G nα A é uma extensão de G por A). Assim, estamos nas hipóteses das considerações

da seção anterior. Aplicando o método lá exposto, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Nas condições acima, o grupo Gnα A tem apresentação dada por

〈 X, Y | R, S,T 〉

onde T = {x−1yx(y · x)−1|x ∈ X , y ∈ Y }.

Exemplo 1.2.1. Considere um grupo G̃, e sejam G e A subgrupos, onde A é suposto ser

também normal em G̃, tais que

(i) G̃ = GA , isto é , todo elemento de G̃ é da forma ga com g ∈ G e a ∈ A;

(ii) G ∩ A = {e}.

Então, o grupo G̃ é isomorfo ao produto semidireto de G por A. De fato, defina o

homomorfismo α : G → Aut(A) pondo α(g)(a) = g−1ag, ou seja, o homomorfismo α é

simplesmente a conjugação de elementos de A por elementos de G. A normalidade do

subgrupo A nos assegura a boa definição de α. De modo natural, a cada par (g, a) em

G nα A faça corresponder o elemento ga ∈ G̃, designe por ψ esta aplicação. Agora, a

condição (i) nos garante que ψ é sobrejetora, enquanto que a condição (ii) garante sua

injetividade. Devemos verificar que ψ é de fato um homomorfismo. Para tanto, tome

(g, a), (h, b) ∈ Gnα A, então

ψ((g, a)(h, b)) = ψ(gh, (a · h)b) = ψ(gh, h−1ahb) = gahb = ψ(g, a)ψ(h, b)
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como queŕıamos. Portanto, ψ é um isomorfismo.

Exemplo 1.2.2. Dizemos que a sequência exata curta

1 A G̃ G 1α β

cinde, se existe um homomorfismo γ : G→ G̃ tal que β γ = idG. Em tais casos, o grupo

G̃ pode ser expresso como produto semidireto entre os grupos G e A. Com efeito, os

homomorfismos α e γ são injetores, logo A ∼= Im(α) e G ∼= Im(γ). Se g̃ ∈ Im(α) ∩ Im(γ)

então g̃ = γ g para algum g ∈ G. Mas, g = β γ g = β g̃ = e pois o núcleo do homomorfismo

β coincide com a imagem de α . Logo, g̃ = γ g = γ e = e. Portanto, a interseção entre as

imagens de α e γ contém apenas o elemento neutro. Dado g̃ ∈ G̃, tem-se β γ β g̃ = β g̃,

consequentemente [γ β(g̃−1)]g̃ ∈ ker(β) = Im(α). Então, podemos encontrar a ∈ A com

[γ β(g̃−1)]g̃ = α a, donde g̃ = γ(β g̃)α(a). Assim, estamos nas condições do exemplo

acima, e portanto

G̃ ∼= Im(γ)nconj Im(α) ∼= Gn A.

1.3 Fibrações

Uma n-upla topológica (X,A1, . . . , An−1) consiste de um espaço topológico X e uma

sequência An−1 ⊆ An−2 ⊆ . . . ⊆ A1 ⊆ X de subespaços. Uma aplicação entre duas n-

uplas topológicas (X,A1, . . . , An−1) e (Y,B1, . . . , Bn−1) é uma aplicação cont́ınua f entre

os espaços X e Y , com a propriedade de aplicar cada subespaço Ai em Bi.

Sejam E e B espaços topológicos. Uma aplicação cont́ınua p : E → B goza da

Propriedade da Extensão do Levantamento (P.E.L.) com respeito ao par (Z,A) quando,

todo levantamento parcial A → E de uma dada aplicação Z → B puder ser estendido a

um levantamento Z → E. Mais precisamente, dadas g : Z → B e g1 : A → E cont́ınuas

tais que p ◦ g1 = g|A, então existe uma aplicação cont́ınua g2 : Z → E com g2|A = g1 e

p ◦ g2 = g.

A E

Z B

g1

p

g

g2

Todo homeomorfismo tem, evidentemente, a P.E.L. com respeito a qualquer par to-

pológico. Também é facilmente verificável que, toda aplicação tem a P.E.L. relativo ao
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par (X,X), qualquer que seja o espaço X.

Uma aplicação cont́ınua p : E → B tem a Propriedade do Levantamento de Homotopia

(P.L.H.) com respeito ao espaço X, se ela tiver a P.E.L. com respeito ao par (X × I,X ×

{0}). Por sua vez, se p tiver a P.E.L. com respeito ao par (X × I,X ×{0}∪A× I), onde

A ⊆ X, então dizemos que p tem a P.L.H. relativamente ao par (X,A).

Note que a P.L.H. com respeito a um dado espaço X é invariante por homeomorfismos,

isto é, se uma aplicação tiver a P.L.H. com respeito a X, ela também terá com respeito a

qualquer espaço homeomorfo a X.

Se p : E → B tiver a P.L.H. com respeito ao ponto {0} então, todo caminho ω:I →

B com ω(I) ⊆ p(E), possui um levantamento cujo ponto inicial pode ser escolhido no

conjunto p−1(ω(0)). De fato, o caminho ω pode ser pensado como uma homotopia {0} ×

I → B, um levantamento parcial é definido tomando a aplicação constante {0}×{0} → E

em algum ponto de p−1(ω(0)).

Dizemos que uma aplicação cont́ınua p : E → B é uma fibração de Serre, se ela tiver

a P.L.H. com respeito a todos discos Dk, com k ≥ 0. Neste caso, E é dito o espaço total,

B é a base e p−1(b) = Fb é a fibra sobre o ponto b.

Usando argumentos de topologia geral, podemos mostrar que existe um homeomor-

fismo Dk × I → Dk × I que aplica, homeomorficamente, o subespaço Dk × {0} sobre

Dk × {0} ∪ ∂Dk × I. Assim, quando for conveniente, podemos substituir a P.L.H. com

respeito aos discos Dk pela P.L.H. com respeito aos pares (Dk, ∂Dk).

Por sua vez, uma fibração é uma aplicação cont́ınua que goza da P.L.H com respeito

a classe de todos os espaços topológicos. Assim, toda fibração é também uma fibração de

Serre. A mesma nomenclatura é usada para o caso de fibrações, ou seja, E é dito espaço

total, B a base e a imagem inversa de cada ponto é dita fibra.

Exemplo 1.3.1. Se tomarmos dois espaços topológicos arbitrários, digamos B e F , então

a projeção B × F → B sobre a primeira coordenada é uma fibração. Neste caso, a fibra

sobre um ponto b ∈ B é o conjunto {b} × F .

Exemplo 1.3.2. Toda aplicação de recobrimento é uma fibração. Em particular, se um

grupo topológico finito age sem pontos fixos, num espaço topológico de Hausdoff X, então

a projeção sobre o conjunto das órbitas é um recobrimento, sendo assim, é também uma

fibração, para maiores detalhes consultar a referência [19].
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Lema 1.3.1. Sejam p : E → B uma fibração e Y um espaço contrátil. Então, qualquer

aplicação cont́ınua f : Y → B cuja imagem está contida na imagem de p, possui um

levantamento.

Demonstração. Como o espaço Y é contrátil, existe uma homotopia H : Y × I → Y

tal que H(y, 0) = y0 onde y0 ∈ Y é um ponto qualquer, e H(y, 1) = y. Considere a

composição F = f ◦ H e f ′ a aplicação constante y → e0 onde e0 é um ponto escolhido

de modo arbitrário na fibra sobre f(y0). Assim, ficamos com o diagrama comutativo

Y × {0} E

Y × I B

f1

p

F

F1

Sendo p uma fibração, F possui um levantamento F1. Para obtermos um levantamento

de f podemos simplesmente tomar F1 restrita ao subespaço Y × {1}.

Teorema 1.3.1. Seja p : E → B uma fibração de Serre onde o espaço total E e a base

B são conexos por caminhos. Sejam também b0 ∈ B, x0 ∈ F = p−1(b0) os pontos base.

Existe, para cada n ≥ 1, um homomorfismo ∂ : πn(B, b0) → πn−1(F, x0) que torna a

sequência

· · · π2(E, x0) π2(B, b0) π1(F, x0)

π1(E, x0) π1(B, b0) π0(F, x0) 0

η∗ p∗ ∂

η∗

p∗ ∂

exata. Onde η∗ é o homomorfismo induzido pela inclusão da fibra F no espaço total E.

Observação 1.3.1. O conjunto π0(X, x0) não tem uma estrutura natural de grupo. Sendo

assim, ∂ : π1(B, b0) → π0(F, x0) não é um homomorfismo. Para sanar esse problema,

definimos o núcleo de ∂ como sendo o conjunto das classe de homotopia em π1(B, b0) que

são aplicados por ∂ na classe da função 0→ x0.

A sequência dada no teorema é chamada sequência exata longa de homotopia associada

à fibração p.

Demonstração. Primeiro definiremos o homomorfismo ∂ : πn(B, b0) → πn−1(F, x0) e de-

pois verificaremos a exatidão da sequência.
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Etapa (1): Construção de ∂.

Seja [f ] ∈ πn(B, b0) uma classe de homotopia, onde f é uma aplicação de pares

(In, ∂In) → (B, b0). De modo natural, podemos pensar f definida em In−1 × I. Defina

f1 : In−1 × {1}∪∂In−1 × I → E como sendo a aplicação constante x → x0. Com isso,

obtemos um levantamento parcial de f no subespaço In−1 × {1}∪∂In−1 × I. Logo, pela

P.L.H. com respeito ao par (In−1, ∂In−1), existe uma extensão f2 : In−1 × I → E de

f1 tal que p ◦ f2 = f . Desta última igualdade, conclúımos que f2(In−1 × {0}) ⊆ F e

f2(∂In−1 × {0}) ⊆ {x0}. Defina então ∂[f ] = [f2|In−1×{0}] ∈ πn−1(F, x0).

Agora, suponha que f2 e f ′2 sejam extensões de f1 e p◦f2 = p◦f ′2 = f . Vamos mostrar

que f2|In−1×0 ' f ′2|In−1×0 através de aplicações (In−1, ∂In−1) → (F, x0). Para tanto,

defina G1 : In × {0}∪In × 1∪Jn−1 × I → E pondo G1(x, 0) = f2(x), G1(x, 1) = f2
′(x)

e G1(x, t) = x0 se (x, t) ∈ Jn−1 × I, onde Jn−1 é fecho do conjunto ∂In \ In−1. Note

que G1 é um levantamento parcial de G(x, t) = f(x), (x, t) ∈ In × I, no subespaço

In×{0}∪In × {1}∪Jn−1 × I. Usando a P.L.H., obtemos uma extensão G2 de G1 tal que

p ◦ G2 = G. Se restringirmos G2 ao subespaço In−1 × I ⊆ In × I, obtemos a homotopia

desejada.

Acabamos de mostrar que a definição de ∂ independe da extensão f2 descrita no

primeiro parágrafo da demonstração. Porém, ainda não mostramos que ∂ não depende

do representante de cada classe de homotopia. Suponha que [f : (In∂In) → (B, b0)] =

[g : (In, ∂In) → (B, b0)]. Então, existe uma homotopia H : (In, ∂In)× I → (B, b0) entre

f e g. Como antes, sejam f2 e g2 tais que p ◦ f2 = f , p ◦ g2 = g. Seja H2 : In × I → E

extensão do levantamento parcial H1 de H, onde H1(x, 0) = f(x), H1(x, 1) = g(x) e

H1(Jn−1× I) = x0. Deste modo, H2|In−1×I nos dá uma homotopia entre f2|In−1 e g2|In−1

por meio de aplicações de pares (In−1, ∂In−1)→ (F, x0).

Com uma argumentação similar à feita acima, conseguimos mostrar que ∂ é um ho-

momorfismo quando n ≥ 2.

A prova da exatidão da sequência de homotopia tem três etapas.

Etapa (2): A sequência (1.3.1) é exata.

2a) Na sequência πn(F, x0)
η∗→ πn(E, x0)

p∗→ πn(B, b0) o núcleo do homomorfismo p∗ é

igual a imagem de η∗.

Como p é constante na fibra F , a composição de p com qualquer aplicação em F é

constante. Logo, p∗ η∗ = 0.
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Por outro lado, se f : (In, ∂In) → (E, x0) é tal que p ◦ f é homotópica a aplicação

constante através de aplicações (In, ∂In)→ (B, b0) então, seja H : (In, ∂In)×I → (B, b0)

a homotopia entre elas. Como de praxe, começamos definindo um levantamento parcial

e em seguida invocaremos a P.L.H. para estende-lo a todo espaço In × I. Defina H1 :

In×{1}∪∂In × I → E pondo H1(x, 1) = f(x) e H1(∂In×I) = x0. Obviamente H1 é um

levantamento de H no subespaço In×{1}∪∂In × I, obtemos então um levantamento H2

de H que estende H1. Como p◦H2(x, 0) = H(x, 0) = b0, conclúımos que H(∂In × 0) ⊆ F .

Portanto, f é homotópica a um a aplicação (In, ∂In)→ (F, x0), ou seja, [f ] está na imagem

de η∗.

2b) Na sequência πn(E, x0)
p∗→ πn(B, b0)

∂→ πn−1(F, x0) tem-se Im(p∗) = ker(∂).

A inclusão Im(p∗) ⊆ ker(∂) é imediata. Com efeito, dada uma aplicação f : (In, ∂In)→

(E, x0), a ação de ∂ em [p ◦ f ] se resume a restringir f ao subespaço In−1 × {0} no qual

f é constante igual a x0.

Para a inclusão contrária, tome f : (In, ∂In) → (B, b0) tal que [f ] está no núcleo

de ∂. Mas, isto significa que, se f2 : (In, ∂In, Jn−1) → (E,F, x0) é tal que p ◦ f2 = f ,

então f2|In−1×{0} é homotópica a aplicação constante In−1 → F através de aplicações

de pares (In−1, ∂In−1) → (F, x0). Denote por H tal homotopia, isto é, H(x, 0) = x0,

H(x, 1) = f2(x) e H(∂In−1 × I) = x0. Defina g : In → E pondo

g(x1, . . . , xn) =


H(x1, . . . , xn−1, 2xn) se 0 ≤ xn ≤

1

2

f2(x1, . . . , xn−1, 2xn − 1) se
1

2
≤ xn ≤ 1

então, g é cont́ınua e g(∂In) = x0. Além disso, temos p ◦ g homotópica à f por meio de

aplicações (In, ∂In)→ (B, b0).

2c) Na sequência πn(B, b0)
∂→ πn−1(F, x0)

η∗→ πn−1(E, x0) o núcleo de η∗ é igual a

imagem de ∂.

Dado [f : (In, ∂In) → (B, b0)] ∈ πn(B, b0), seja f2 : (In, ∂In, Jn−1) → (E,F, x0) tal

que p◦f2 = f . De acordo com a definição do homomorfismo ∂, temos ∂[f ] = [f2|In−1×{0}].

Agora, perceba que a própria aplicação f2, se considerada como uma aplicação In−1×I →

E, nos dá uma homotopia entre η◦f2|In−1×{0} e a aplicação constante In−1 → F . Portanto,

Im(∂) ⊆ ker(η∗).

Para conclúırmos a demonstração do teorema, basta mostrar que o núcleo de η∗ está

contido na imagem de ∂. Para tanto, suponha que [f ] ∈ πn−1(F, x0) está no núcleo de
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η∗, isto é, η ◦ f é homotópica à aplicação constante x → x0. Neste caso, existe uma

homotopia H : (In−1, ∂In−1)×I → (E, x0) com H(x, 0) = η ◦ f(x), H(x, 1) = x0 e

H(∂In−1 × I) = x0. Podemos então considerar a composta p ◦ H como uma aplicação

(In, ∂I) → (E, x0). Pela definição do homomorfismo ∂, conclúımos que ∂[p ◦ H] = [f ].

Portanto ker(η∗) ⊆ Im(∂).

A sequência exata que acabamos de construir no Teorema acima possui uma proprie-

dade extra que será utilizada mais adiante neste texto, chamada de naturalidade e formu-

lada da seguinte maneira: suponha dadas duas fibrações de Serre p : (E, x0) → (B, b0),

p′ : (E ′, x′0) → (B′, b′0) e duas aplicações cont́ınuas α : (E, x0) → (E ′, x′0), β : (B, b0) →

(B′, b′0) de sorte que o diagrama abaixo é comutativo.

E B

E ′ B′

p

α β

p′

Sejam também F = p−1(b0) e F ′ = (p′)−1(b′0) as fibras de p e p′, respectivamente. Se

indicarmos com γ a restrição de α à fibra F , teremos uma aplicação cont́ınua entre os

pares (F, x0) e (F ′, x′0).

Com estas condições, o diagrama abaixo

· · · πn(F, x0) πn(E, x0) πn(B, b0) πn−1(F, x0) · · ·

· · · πn(F ′, x′0) πn(E ′, x′0) πn(B′, b′0) πn−1(F ′, x′0) · · ·

η∗

γ∗

p∗

α∗

∂

β∗ γ∗

η′∗ p′∗ ∂′

é comutativo. De fato, a comutatividade nos dois primeiros quadrados são óbvias desde

que β ◦ p = p′ ◦ α implica a igualdade β∗ ◦ p∗ = p′∗ ◦ α∗ enquanto que, α ◦ η = η′ ◦ γ

implica α∗ ◦ η∗ = η′∗ ◦ γ∗. Para o terceiro quadrado, relembre que o homomorfismo

∂ : πn(B, b0) → πn−1(F, x0) foi definido como ∂[f : (In, ∂In) → (B, b0)] = [f2|In−1×{0}],

onde f2 : (In, ∂In, Jn−1)→ (E,F, x0) é tal que p◦f2 = f . Logo, γ∗∂[f ] = [α◦f2|In−1×{0}].

Por outro lado, observe que p′◦(α◦f2) = β◦f , ou seja, ∂′β∗[f ] = ∂′[β◦f ] = [α◦f2|In−1×{0}].

Portanto, γ∗ ◦ ∂ = ∂′ ◦ β∗, como queŕıamos.

Uma secção transversal, ou secção geométrica, para uma fibração de Serre p : E → B

é uma aplicação cont́ınua s : B → E tal que p ◦ s = idB. Em outras palavras, uma secção

para uma fibração de Serre é um levantamento da identidade B → B. Deste modo, a
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questão de encontrar uma secção é equivalente e existência de um levantamento para a

identidade do espaço base. Por sua vez, uma secção algébrica para p é um homomorfismo

s∗ : π1(B)→ π1(E) tal que p∗◦s∗ = id. Observe que a existência de uma secção tranversal

implica na existência de uma secção algébrica.

Corolário 1.3.1. Suponha que a fibração de Serre p : E → B possua uma secção trans-

versal s. Então

πn(E, x0) ∼= πn(B, b0)⊕ πn(F, x0) se n ≥ 2

π1(E, x0) ∼= π1(B, b0)n π1(F, x0)

Demonstração. A existência da secção transversal implica que, para cada n ≥ 1, temos a

sequência exata curta

1 πn(F, x0) πn(E, e0) πn(B, b0) 1
η∗ p∗

s∗

a qual cinde. Assim, basta utilizar o exemplo 1.2.2 e lembrar que, para n ≥ 2, os grupos

de homotopia são abelianos.

Uma fibração localmente trivial, com espaço total E, base B e fibra t́ıpica F é uma

aplicação cont́ınua p :E→B com a seguinte propriedade: para cada ponto b∈B existem

uma vizinhança U de b e um homeomorfismo φU : U × F −→ p−1(U) tal que o diagrama

abaixo é comutativo

U × F p−1(U)

U

πU

φU
∼=

p

onde πU é a projeção na primeira coordenada. A igualdade p ◦ φU(u, x) = x significa que,

para cada ponto x ∈ U , φU |{x}×F : {x} × F → Fx é um homeomorfismo. Cada uma das

vizinhanças U acima chama-se uma vizinhança distinguida e o homeomorfismo φU diz-se

uma trivialização local.

Lema 1.3.2. Se p : E → B é uma fibração localmente trivial com fibra t́ıpica F e

ω : I → B é um caminho com ω(0) = p(e0), então ω possui um levantamento com ponto

inicial em e0.
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Demonstração. Inicialmente, suponha que ω tem sua imagem contida em alguma vizi-

nhança distinguida U . Seja φU a trivialização local. Então, φ−1
U (e0) = (ω(0), y0), onde

y0 é um ponto de F . Logo, o caminho ω̃(t) = φU(ω(t), x0) é um levantamento de ω com

ponto inicial em e0.

Para o caso geral, usando a compacidade do intervalo I, obtemos uma partição 0 =

t0 < t1 < . . . < tk = 1 tal que ω([ti−1, ti]) está contido em alguma vizinhança distinguida

de p. Usando repetidas vezes o argumento do parágrafo anterior obtemos um levantamento

de ω.

O teorema abaixo pode ser encontrado na referência [13], onde é mostrado que toda

fibração localmente trivial possui a P.L.H. com respeito aos pares (X,A), onde X é um

complexo CW e A é um subcomplexo de X.

Teorema 1.3.2. Toda fibração localmente trivial é uma fibração de Serre.

Demonstração. Seja p : E → B uma fibração localmente trivial com fibra t́ıpica F . A fim

de demonstrar o teorema, é suficiente mostrar que, para cada k ≥ 0, o diagrama

Ik × {0} E

Ik × I B

g

p

G

G1

pode ser comutativamente completado.

O caso k = 0 já foi demonstrado no Lema 1.3.2. Suponha que o resultado é válido

para todo inteiro positivo menor do que n, onde n ≥ 1. Análogo ao que foi feito no

lema anterior, vamos inicialmente supor que a imagem de G está inteiramente contida em

alguma vizinhança distinguida de p, digamos U . Pela hipótese de indução, obtemos um

levantamento parcial G1 de G no subespaço In × {0} ∪ ∂In × I. Seja φU a trivialização

local, então, φ−1
U (G1(x, t)) = (G(x, t), a(x, t)) onde a : In×{0}∪∂In × I → F é cont́ınua.

Sabemos que, para todo n ≥ 1, existe uma retração r : In × I → In × {0} ∪ ∂In × I.

Definimos então G2(x, t) = φU(G(x, t), a(r(x, t))) onde (x, t) ∈ In × I.

No caso geral, usando a compacidade do cubo In × I, obtemos n + 1 partições do

intervalo I de modo que, cada retângulo gerado na decomposição é aplicado por G em

alguma vizinhança distinguida de p. Com isso, podemos aplicar sucessivamente o método

do parágrafo acima para obter um leventamento de G.
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Observação 1.3.2. O teorema acima pode ser generalizado se impormos mais condições

sobre o espaço base B. Um teorema de Huebsh e Hurewickz, provado em [19], asse-

gura que toda fibração localmente trivial com espaço base paracompacto é uma fibração.

Entretanto, em nosso trabalho usaremos apenas a versão demonstrada aqui.

1.4 Alguns lemas técnicos

Lema 1.4.1. Sejam q, n ∈ Z tais que mdc(2n, q) = 1. Então

mdc

(
n(n− 2),

q(n− 2)− n
2

)
= 1.

Demonstração. Desde que 2n e q são coprimos, q é ı́mpar e mdc(n, q) = 1. Suponha que

k divida ambos, n(n− 2) e
q(n− 2)− n

2
. Então, existem números naturais a, b tais que

ak = n(n− 2) e bk =
q(n− 2)− n

2
. Assim

bak = bn(n− 2) = a

(
q(n− 2)− n

2

)
=

a

2
((q − 1)(n− 2)− 2) = a

(
q − 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈Z

(n− 2)− a.

Com isso vemos que, n− 2 divide a, isto é, existe um inteiro l tal que l(n− 2) = a. Logo,

l(n− 2)k = n(n− 2), e assim k divide n. Agora,

bk = n

(
q − 1

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈Z

−q

implicando que k divide também q. Portando k deve ser igual a 1.

Observação 1.4.1. No conjunto Sn de todas as bijeções {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, va-

mos adotar a seguinte convenção: dados s, s′ ∈ Sn, então definimos o produto s s′ :

{1, . . . , n} → {1, . . . , n} pondo s s′(i) = s′(s(i)). Esta notação ficará clara quando abor-

darmos o tema principal da dissertação, os grupos de tranças, onde será imprescind́ıvel

ver o produto dessa forma.

Sejam i1, i2, . . . , ir (r ≤ n), elementos distintos de {1, 2, . . . , n}. Então, (i1 i2 . . . ir)

representa a permutação que aplica i1 → i2, i2 → i3, . . . , ir → i1 e i→ i se i /∈ {i1, . . . , ir}.
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A permutação (i1 i2 . . . ir) é chamada um ciclo de comprimento r, ou um r-ciclo. Os

2-ciclos são chamados de transposições.

As permutações τ1, . . . , τd são ditas disjuntas se, cada elemento k ∈ {1, 2, . . . , n} é

afetado por no máximo uma das permutações τi, ou seja, se τi0(k) 6= k então, τi(k) = k

para todo i 6= i0. Claramente, permutações disjuntas comutam entre si. Um teorema

bem conhecido de álgebra afirma que toda permutação diferente da identidade pode ser

fatorada de modo único (a menos da ordem) como produto de r-ciclos, cada um dos quais

de comprimento ≥ 2. Com isso, dada uma permutação τ podemos escrever

τ = (i1,1 i1,2 . . . i1,r1)(i2,1 i2,2 . . . i2,r2) · · · (id,1 id,2 . . . id,rd)

onde r1 ≥ r2 ≥ . . . ≥ rd ≥ 2 e ii,j 6= i′r,s. Neste caso, dizemos que o tipo de ciclo de

τ é (r1, r2, . . . , rd, 1, . . . , 1), o que nada mais é do que uma lista dos comprimentos de

cada ciclo presente na decomposição de τ , ordenados de forma decrescente (onde estamos

considerando também os 1-ciclos presentes na decomposição de τ). Por exemplo, considere

a permutação

τ =

 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 2 1 6 8 7 9

 ∈ S9,

sua decomposição em r-ciclos (r ≥ 2) é dada por (1 3 5)(2 4)(7 8). Porém, note que

existem dois 1-ciclos na sua decomposição, a saber: (6) e (9). Logo, o tipo de ciclo da

permutação τ é (3, 2, 2, 1, 1).

O tipo de ciclo de uma permutação é invariante por conjugação, pois

σ−1τσ = (σ(i1,1) σ(i1,2) . . . σ(i1,r1)) · · · (σ(id,1) σ(id,2) . . . σ(id,rd))

para toda permutação σ ∈ Sn.

Para finalizar, o grupo simétrico Sn tem apresentação dada por geradores si = (i i+1)

e relações:

(i) sisi+1si = si+1sisi+1 se i = 1, . . . , n− 2;

(ii) sisj = sjsi se |i− j| ≥ 2;

(iii) s2
i = id se i = 1, . . . , n− 1.

Um cálculo detalhado da apresentação do grupo simétrico pode ser encontrado em [14].
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Lema 1.4.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal. Então, Γ2(H) é um subgrupo

normal de G.

Demonstração. Obviamente Γ2(H) é um subrupo de G. Resta verificar sua normalidade.

Dados g ∈ G, hi ∈ H, i = 1, 2, temos g[h1, h2]g−1 = [gh1g
−1, gh2g

−1]. Sendo H normal

em G, os elementos ghig
−1 ainda estão em H e assim, g[h1, h2]g−1 ∈ Γ2(H). Portanto,

Γ2(H) é normal em G.

Observação 1.4.2. O grupo quociente G/Γ2(H), onde H é um subgrupo normal de G, é

dito uma abelinização parcial de G.
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CAṔITULO 2

Grupos de tranças de uma superf́ıcie

Na primeira seção deste caṕıtulo vamos definir os grupos de tranças de uma superf́ıcie

fazendo uso dos espaços de configurações, tal abordagem foi inicialmente tratada por R.

Fox e L. Neuwirth no artigo “The Braid Groups”, no ano de 1962. Na referência [11]

encontra-se uma demonstração da equivalência entre as definições de Artin e Fox para os

grupos de tranças no plano. Em seguida, trataremos dos casos em que a superf́ıcie é o

plano ou a esfera, em particular, uma apresentação para ambos será calculada.

2.1 Espaços de configurações

Sejam M uma superf́ıcie topológica conexa e n um inteiro positivo. O n-ésimo espaço

de configurações de M é definido como sendo o conjunto

Fn(M) = {(x1, . . . , xn) |xi ∈M , xi 6= xj se i 6= j}

munido da topologia induzida do produto de n cópias da superf́ıcie M por ela mesma.

Para toda superf́ıcie conexa M , o espaço Fn(M) é conexo por caminhos e aberto em

Mn. Sendo assim, seus grupos de homotopia não dependem da escolha do ponto base e

Fn(M) é uma variedade de dimensão 2n.

Os espaços de configurações desempenham um papel importante em vários ramos da
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matemática e foram extensivamente estudados em [3] e [7] por exemplo. Neste trabalho,

desempenharão um papel central, em grande parte devido ao subsequente resultado.

Teorema 2.1.1 (Fadell-Neuwirth). Sejam n ≥ 2 e 1 ≤ m < n inteiros, então a aplicação

p : Fn(M)→ Fm(M)

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xm)

é uma fibração localmente trivial com fibra t́ıpica Fn−m(M\{x0
1, . . . , x

0
m}) onde (x0

1, . . . , x
0
m) ∈

Fm(M).

Demonstração. Tome um ponto arbitrário x0 = (x0
1, . . . , x

0
m) ∈ Fm(M). Temos

p−1(x0) = {(x0
1, . . . , x

0
m, y1, . . . , yn−m) | todas coordenadas distintas em M}.

De imediato, notamos que p−1(x0) é homeomorfo ao espaço Fn−m(M \ {x0
1, . . . , x

0
m}) me-

diante a aplicação η(y1, . . . , yn−m) = (x0
1, . . . , x

0
m, y1, . . . , yn−m).

Agora, vamos mostrar que p é localmente trivial em torno do ponto x0. Sendo M uma

superf́ıcie, para cada ı́ndice i = 1, . . . ,m, existe um aberto Ui contendo o ponto x0
i com

as seguintes propriedades:

(i) Ui ∼= Int(D2);

(ii) Ui ∼= D2;

(iii) Ui ∩ Uj = ∅ se i 6= j.

O conjunto U = U1×. . .×Um é um aberto de Fm(M) e contém x0. Para cada i = 1, . . . ,m,

existe uma aplicação cont́ınua θi : Ui × Ui → Ui tal que

• Para cada x ∈ Ui, θxi : Ui → Ui definida por θxi (y) = θi(x, y) é um homeomorfismo que

fixa o bordo de Ui;

• θxi (x) = x0
i .

Da maneira como foram constrúıdas as aplicações θi, está bem definida e é cont́ınua a

aplicação θ : U ×M −→M dada por

θ((x1, . . . , xm)︸ ︷︷ ︸
x∈U

, y) =

 θxii (y) se y ∈ Ui
y se y /∈ U1 ∪ . . . ∪ Um
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Mais ainda, para cada x ∈ U , θx : M →M dado por θx(y) = θ(x, y) é um homeomorfismo.

Finalmente, defina φU : U × Fn−m(M \ {x0
1, . . . , x

0
m})→ p−1(U) por

φU((x1, . . . , xm)︸ ︷︷ ︸
x∈U

, (y1, . . . , yn−m)) = (x1, . . . , xm, (θ
x)−1(y1), . . . , (θx)−1(yn−m)).

Antes de tudo, devemos verificar que φU está bem definida. De fato, como x ∈ U ,

temos xi 6= xj se i 6= j. Assim, as primeiras m coordenadas de φU são duas a duas

distintas. O ponto (y1, . . . , ym) está em Fn−m(M \ {x0
1, . . . , x

0
m}), logo, yi 6= yj se i 6= j

e yi /∈ {x0
1, . . . , x

0
m}. Por se tratar de um homeomorfismo, θx aplica pontos distintos em

pontos distintos, ou seja, θx(yi) 6= θx(yj) se i 6= j. Por fim, se xi = (θx)−1(yj) então,

yj = θx(xi). Pela definição de θx, conclúımos que θx(xi) = θxii (xi) = x0
i , ou seja, a

igualdade θx(xi) = yj implica yj = x0
i , uma contradição. Olhando para as coordenadas

de φU , constatamos sua continuidade. Para mostrar que φU é um homeomorfismo, defina

ψU : p−1(U)→ U × Fn−m(M \ {x0
1, . . . , x

0
m}) pondo

ψU(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn−m) = (x1, . . . , xm, θ
x(y1), . . . , θx(yn−m)).

De modo análogo ao feito à φU , verifica-se a boa definição de ψU . Obviamente temos

ψU ◦ φU = id e φU ◦ ψU = id, concluindo que φU é um homeomorfismo.

Mais ainda, o diagrama

U × Fn−m(M \ {x0
1, . . . , x

0
m}) p−1(U)

U

φU

πU p

é comutativo. Isto encerra a demonstração do teorema.

Lema 2.1.1. Seja V = Int(D2). Existe uma aplicação cont́ınua θ : V × V → V tal que

(i) Para cada x ∈ V , θx : V → V definida por θx(y) = θ(x, y) é um homeomorfismo que

mantém fixo o bordo de V ;

(ii) θx(x) = 0.

Demonstração. Dado o ponto (x, y) ∈ V × V , vamos definir θ considerando dois casos.

Primeiro, se x = y então ponha θ(x, y) = 0. Porém, se x 6= y então ‖x − y‖ > 0 e deste
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modo, existe um número real positivo t(x, y) tal que X(x, y) = x + t(x, y)(y − x) ∈ S1.

Defina θ(x, y) = 1
t(x,y)

X(x, y). Assim, θ satisfaz as condições (i)− (ii).

Geometricamente podemos facilmente verificar a existência do número t > 0, a conti-

nuidade da aplicação θ assim como as condições (i)− (ii). Entretanto, para uma aborda-

gem mais formal, ferramentas da geometria anaĺıtica devem ser empregadas na demons-

tração dos fatos acima afirmados.

Observação 2.1.1. A aplicação θ pode ser tomada continuamente diferenciável. Uma

construção de θ com estas condições pode ser encontrada no trabalho [17].

Definição 2.1.1. O n-ésimo grupo de tranças puras da superf́ıcie M , Pn(M), é definido

como o grupo fundamental de Fn(M).

Seja ι : E2 →M um mergulho topológico. Então, ι induz uma aplicação ι : Fn(E2)→

Fn(M). Por sua vez, ι induz um homomorfismo ι∗ : Pn(E2) → Pn(M). Seja P0 =

(P1, . . . , Pn) ponto base de Fn(E2), e designe também por P0 o ponto ι(P0). Se j repre-

senta a inclusão de Fn(M) em Mn então, ela induz um homomorfismo j∗ : Pn(M) →∏n
1 π1(M,Pi). Com esta notação, temos os seguintes resultados relacionando os grupos

Pn(E2), Pn(M) e
∏n

1 π1(M,Pi):

Proposição 2.1.1. O homomorfismo j∗ : Pn(M)→
∏n

1 π1(M,Pi) é sobrejetor.

Demonstração. Seja [αi] ∈ π1(M,Pi). Existe um laço βi beseado no ponto Pi em M

evitando o conjunto {P1, . . . , Pi−1, Pi+1, . . . , Pn} tal que [αi] = [βi]. Tome então fi :

(I, ∂I)→ (Fn(M), P0) dada por fi(t) = (P1, . . . , Pi−1, βi(t), Pi+1, . . . , Pn) e f = f1∗· · ·∗fn.

Logo, [f ] ∈ Pn(M) e

j∗[f ] = j∗[f1 ∗ · · · ∗ fn]

= j∗[f1] ∗ · · · ∗ j∗[fn]

= ([β1], 1, . . . , 1)(1, [β2], 1, . . . , 1) · · · (1, . . . , 1, [βn])

= ([α1], . . . , [αn]).

Portanto, j∗ é sobrejetora.

Proposição 2.1.2. Im(i∗) ⊆ ker(j∗).
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Demonstração. Seja f = (f1, . . . , fn) um laço em Fn(E2) baseado no ponto P0. As co-

ordenadas da composição j ◦ ι(f) são (ι ◦ f1, . . . , ι ◦ fn), onde cada ι ◦ fi é um laço em

ι(E2) ∼= E2. Logo, ι ◦ fi é homotópico ao caminho constante em Pi, ou seja, [ι ◦ fi]

representa o elemento neutro de π1(M,Pi). Em suma, j∗ ◦ ι∗[f ] é trivial.

Teorema 2.1.2 (Goldberg). Para toda superf́ıcie fechada M diferente da esfera S2 e do

plano projetivo RP 2, tem-se a sequência

1→ Pn(E2)→ Pn(M)→
n∏
1

π1(M,Pi)→ 1

onde o núcleo de cada homomorfismo é igual ao fecho normal da imagem do homomor-

fismo anterior.

Demonstração. Ver [8].

Nos próximos parágrafos, analisaremos os espaços de configurações do plano e da

esfera. Nosso desejo é reduzir a sequência exata longa de homotopia associada à fibração

de Fadell-Neuwirth, a uma sequênia exata curta.

Lema 2.1.2. πi(Fn(E2)) = 0 para todo i ≥ 2 e todo n ≥ 1.

Demonstração. O resultado é imediato se n = 1 pois F1(E2) = E2. Suponha válido para

todo inteiro k ≤ n − 1, onde n > 1. A fibração de Fadell-Neuwirth p : Fn(E2) →

Fn−1(E2) admite uma secção transversal s. De fato, basta definir s(x1, . . . , xn−1) =

(x1, . . . , xn−1, xn−1 + ε(x1, . . . , xn−1)e1), onde e1 = (1, 0) e ε(x1, . . . , xn−1) =
1

2
inf{‖xi −

xj‖ | 1 ≤ i 6= j ≤ n− 1}. Aplicando o Corolário 1.3.1 para i ≥ 2, obtemos:

πi(Fn(E2)) ∼= πi((Fn−1(E2))⊕ πi(E2 \ {P1, . . . , Pn−1}, Pn)

∼= πi((Fn−1(E2))⊕ πi(S1 ∨ . . . ∨ S1︸ ︷︷ ︸
n−1

)

∼= πi((Fn−1(E2))

Logo, pela hipótese de indução, πi(Fn(E2)) = 0.

Passamos agora nossas atenções para os espaços de configurações da esfera. Inicial-

mente, note que F1(S2) = S2. Logo, o grupo de 1-tranças puras na esfera é trivial e

π2(F1(S2)) ∼= Z.
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Para o espaço F2(S2) tem-se o mesmo. Com efeito, considere a fibração de Fadell-

Neuwirth p : F2(S2)→ S2 cuja fibra sobre cada ponto é homeomorfa ao plano. Aplicando

a sequência exata longa de homotopia, temos:

· · · πi(E2) πi(F2(S2)) πi(S2) πi−1(E2) · · ·η∗ p∗ ∂

Da exatidão da sequência acima resulta que πi(F2(S2)) e πi(S2) são isomorfos para todo

i ≥ 1. Consequentemente, o grupo de 2-tranças puras da esfera é novamente trivial

enquanto que, π2(F2(S2)) é infinito ćıclico.

Para o caso geral, vamos considerar a variedade de Stiefel V2(E3), isto é, o conjunto de

todos os pares ordenados (v, w), com v, w ∈ S2 e v · w = 0. A projeção p1 : S2 × S2 → S2

sobre a primeira coordenada, restrita ao subespaço V2(E3), é uma fibração localmente

trivial com fibra t́ıpica igual ao ćırclo S1, vide [13].

Considere a aplicação φ : V2(E3) → F3(S2) dada por φ(v, w) = (v, w,−w). Deste

modo, tem-se o diagrama comutativo

V2(E3) S2

F3(S2) S2

φ

p1

p

onde p é a fibração de Fadell-Neuwirth. Como ponto base, por conveniência, escolha

v0 = (0, 0, 1) ∈ S2. A fibra de p1 sobre v0 é igual ao conjunto {(v0, (x1, x2, 0)) | x2
1+x2

2 = 1}.

Por sua vez,

p−1(v0) = {(v0, v1, v2) | v1 6= v2 ∈ S2 \ {v0}}.

Vamos mostrar que as fibras p−1
1 (v0) e p−1(v0) tem o mesmo tipo de homotopia, pre-

cisamente, vamos mostrar que φ′ = φ|p−1
1 (v0) : p−1

1 (v0) → p−1(v0) é uma equivalência

homotópica. Com isto em mente, comece denotando por ξ : S2 \ {v0} → E2 a projeção

esterográfica a partir do ponto v0, então ξ(−v0) = 0 e ξ(x1, x2, 0) = (x1, x2) se x2
1 + x2

2 =

1. Agora, ξ induz um homeomorfismo, digamos ψ, entre p−1(v0) e F2(E2) dado por

(v0, v1, v2) → (ξ(v1), ξ(v2)). Por outro lado, a aplicação ψ1 : S1 → p−1
1 (v0) definida por

ψ1(x1, x2) = (v0, (x1, x2, 0)) é obviamente um homeomorfismo. Finalmente, designe por

γ : S1 → F2(E2) a aplicação v → (v,−v). Reunindo todas essas aplicações ficamos com o
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diagrama comutativo

p−1
1 (v0) p−1(v0)

S1 F2(E2)

φ′

ψ∼=ψ1 ∼=

γ

A fim de completar nossa afirmação, devemos provar que γ é uma equivalência homotópica.

Considere β : F2(E2) → S1 dada por β(v1, v2) = v1−v2
‖v1−v2‖ . Temos β ◦ γ(v) = β(v,−v) =

v−(−v)
‖v−(−v)‖ = v, ou seja, β ◦ γ = id, para a outra composição:

γ ◦ β(v1, v2) = γ(
v1 − v2

‖v1 − v2‖
) = (

v1 − v2

‖v1 − v2‖
,− v1 − v2

‖v1 − v2‖
).

Para a homotopia entre γ ◦ β e id, defina H : F2(E2)× I → F2(E2) pondo

H((v1, v2), t) = (1− t)(v1, v2) + t(
v1 − v2

‖v1 − v2‖
,− v1 − v2

‖v1 − v2‖
).

É fácil ver que H está bem definida, isto é, suas coordenadas são distintas para todo

t e todo par (v1, v2) ∈ F2(E2), além disso H((v1, v2), 0) = (v1, v2) e H((v1, v2), 1) =

γ ◦ β(v1, v2). Donde segue o afirmado.

Aplicando a naturalidade da sequência exata de homotopia, obtemos, para cada n ≥ 1,

o diagrama comutativo

πn+1(S2) πn(p−1
1 (v0)) πn(V2(E4)) πn(S2) πn−1(p−1

1 (v0))

πn+1(S2) πn(p−1(v0)) πn(F3(S2)) πn(S2) πn−1(p−1(v0))

∂ η∗

φ′∗

(p1)∗

φ∗

η∗

φ′∗

∂′ η′∗
p∗ η′∗

no qual as linhas são exatas. Pelo Lema dos Cinco, φ∗ é um isomorfismo entre os o grupos

πn(V2(E3)) e πn(F3(S2)) para todo n ≥ 1.

Sabe-se que π2(V2(E3)) = {0} e π1(V2(E3)) ∼= Z2. Logo, π2(F3(S2)) é trivial e P3(S2)

tem ordem igual a 2.

Vamos explicitar um gerador do grupo de 3-tranças puras da esfera usando o que sabe-

mos a respeito da variedade de Stiefel. O grupo π1(V2(E3)) é gerado pela classe de homo-

topia representada pelo laço a : I → V2(E3) dado por a(t) = (v0, (cos(2πt), sin(2πt), 0)).
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Deste modo, o grupo de 3-tranças puras na esfera é gerado por φ∗([a]) = [φ ◦ a]. Mas,

φ ◦ a(t) = (v0, (cos(2πt), sin(2πt), 0),−(cos(2πt), sin(2πt), 0))

além disso, φ ◦ a(0) = φ ◦ a(1) = (v0, (1, 0, 0),−(1, 0, 0)).

Ainda como consequência do isomorfimso φ∗ temos:

Lema 2.1.3. π2(Fn(S2)) = 0 para todo inteiro n ≥ 3.

Demonstração. O resultado já está provado quando n = 3. Se considerarmos a fibração

p : Fn+1(S2)→ Fn(S2) e aplicarmos a sequência exata longa de homotopia associada à p,

e considerando apenas o trecho envolvendo o ńıvel i = 2, obtemos:

π2(F1(S2 \ {P1, . . . , Pn}))︸ ︷︷ ︸
∼=π2(E2\{P1,...,Pn−1})=0

π2(Fn+1(S2)) π2(Fn(S2))
η∗ p∗

Pela hipótese de indução, π2(Fn(S2)) = 0. Como π2(E2 \ {P1, . . . , Pn−1}) = 0, conclúımos

que π2(Fn+1(S2)) também é trivial.

Com estes resultados em mãos, ficamos com a sequência exata curta

1 Pn−m(M \ {P1, . . . , Pm}) Pn(M) Pm(M) 1
η∗ p∗

(2.1)

onde n > m ≥ 1 se M = E2 (Lema 2.1.2) e n > m ≥ 3 se M = S2 (Lema 2.1.3).

Observação 2.1.2. Se M = RP 2 então a sequência (2.1) também é válida quando n > m ≥

2 [2] e para as demais superf́ıcies fechadas o resultado cont́ınua válido se n > m ≥ 1[7].

A sequência exata (2.1) é dita sequência exata curta de Fadell-Neuwirth para o grupo

de tranças puras da superf́ıcie M .

Uma questão natural que surge neste ponto é a existência de uma secção transversal

para a fibração de Fadell-Neuwirth ou, no âmbito algébrico, saber quando que a sequência

(2.1) cinde. Tais questões são importantes, pois como vimos antes, se qualquer uma das

duas condições ocorrer, podemos expressar o grupo de tranças puras recursivamente. Esse

problema será abordado com mais detalhes no próximo caṕıtulo.

O grupo simétrico Sn age livremente em Fn(M) permutando suas coordenadas, rigo-

rosamente, dados (x1, . . . , xn) ∈ Fn(M) e σ ∈ Sn então a ação do elemento σ no ponto
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(x1, . . . , xn) é dada pela expressão (x1, . . . , xn)·σ = (xσ(1), . . . , xσ(n)). O espaço das órbitas

de Sn em Fn(M), Fn(M)/Sn, será denotado por Dn(M). Denote também por q a aplicação

quociente Fn(M)→ Dn(M). Assim, se (x1, . . . , xn) ∈ Fn(M) então:

q(x1, . . . , xn) = [[x1, . . . , xn]] = {(xσ(1), . . . , xσ(n)) | σ ∈ Sn}.

Como Sn é um grupo finito agindo sem pontos fixos no espaço de Hausdorff Fn(M), a

projeção q é um recobrimento regular a |Sn| = n!-folhas.

Definição 2.1.2. O n-ésimo grupo de tranças da superf́ıcie M , Bn(M), é definido como

sendo o grupo fundamental do espaço Dn(M).

Note que todo subgrupo H de Sn age de modo natural em Fn(M), sendo esta ação

ainda livre. Assim, se denotarmos por DH
n (M) o espaço quociente Fn(M)/H e por qH

a projeção Fn(M) → DH
n (M), então qH é um recobrimento assim como a aplicação

q1 : DH
n (M)→ Dn(M) dada por q1[[x1, . . . , xn]]H = [[x1, . . . , xn]].

Com isto, o recobrimento q pode ser fatorado como

Fn(M) DH
n (M) Dn(M)

qH

q

q1

Denote por BH
n (M) o grupo fundamental do espaço DH

n (M).

Note que, se H for o subgrupo trivial de Sn então BH
n (M) ∼= Pn(M). Na outra

extremidade, se H = Sn então BSn
n (M) ∼= Bn(M). Sendo q1 um recobrimento, podemos

considerar o grupo BH
n (M) como um subgrupo do grupo de tranças da superf́ıcie M .

Por esta razão, os elementos de BH
n (M) também serão chamados de n-tranças, ou n-

tranças com permutação associada pertencente ao subgrupo H. Esta nomenclatura será

esclarecida no próximo parágrafo.

Até aqui podemos perceber uma forte relação entre os grupos de tranças e o grupo

simétrico. Vamos agora estreitar este v́ınculo estabelecendo um homomorfismo entre estes

dois objetos de natureza aparentemente distinta. Com isso em mente, escolha um ponto

P0 em Fn(M) e seja [[P0]]H = qH(P0). Dada uma n-trança β = [f ] ∈ BH
n (M), onde

f é uma aplicação de pares (I, ∂I) → (DH
n (M), [[P0]]H), existe um único levantamento

f̃ : I → Fn(M) de f com ponto inicial P0. Como qH(f̃(1)) = f(1) = [[P0]]H , segue-se
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que f̃(1) = P0 · σ para alguma permutação σ pertencente ao subgrupo H. Defina então

π : BH
n (M)→ H pondo π(β) = σ.

A aplicação π está bem definida visto que qH é uma aplicação de recobrimento e, sendo

assim, os levantamentos com mesmo ponto inicial de dois laços homotópicos possuem os

mesmos extremos e são ainda homotópicos.

Para verificar que π é um homomorfismo de grupos, tome duas n-tranças β1 = [f ],

β2 = [g] e sejam f̃ , g̃ como acima. Sejam ainda σf e σg tais que f̃(1) = P0·σf , g̃(1) = P0·σg.

Se definirmos ˜̃g(t) = g̃(t) · σf com t percorrendo o intervalo I então, ˜̃g é um levantamento

de g com ponto inicial f̃(1) e ponto final P0 ·σf ·σg. Desse modo, f̃ ∗ ˜̃g é um levantamento

de f ∗ g com ponto inicial P0 e f̃ ∗ ˜̃g(1) = P0 · σfσg. Portanto, π(β1 β2) = σf σg.

Agora, observe que o núcleo do homomorfismo π coincide com a imagem do homomor-

fismo induzido (qH)∗. Tratando-se de uma aplicação de recobrimento, o homomorfismo

induzido pela aplicaçao qH é injetor. A sobrejetividade de π será demonstrada na próxima

seção deste caṕıtulo. Assim, temos a sequência exata curta

1 Pn(M) BH
n (M) H 1

(qH)∗ π (2.2)

e, como consequência imedita da sequência acima temos:

Corolário 2.1.1 (Goldberg). Para toda superf́ıcie fechada M 6= S2,RP 2 existe um ho-

momorfismo injetor %∗ : BH
n (E2)→ BH

n (M).

Demonstração. Com a notação utilizada no Teorema de Goldberg, tem-se que a aplicação

ι : Fn(E2) → Fn(M) induz, por passagem ao quociente, uma aplicação cont́ınua % :

DH
n (E2) → DH

n (M). Vamos provar que o homomorfismo induzido %∗ é injetor. Com

efeito, a sequência 2.2 e o homomorfimso %∗ dão origem ao diagrama comutativo

1 Pn(E2) BH
n (E2) H 1

1 Pn(M) BH
n (M) H 1

(qH)∗

ι∗

πH

%∗

(qH)∗ πH

onde as linhas são exatas. Já sab́ıamos de antemão que o homomorfismo ι∗ é injetor

sempre que M 6= S2,RP 2 e obviamente a identidade H → H é injetora. Então, aplicando

o Lema dos Cinco, conlúımos que %∗ é também injetor.
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Se tomarmos H = Sn, então a sequência (2.2) toma a seguinte forma

1 Pn(M) Bn(M) Sn 1
q∗ π (2.3)

A sequência (2.3) é chamada sequência fundamental do grupo de n-tranças da su-

perf́ıcie M e a permutação π(β) é dita permutação associada a n-trança β. Assim, quando

substitúımos o grupo Sn por um subgrupo qualquer H, estamos olhando para o conjunto

de todas as n-tranças cuja permutação associada pertence ao subgrupo H.

Olhando mais de perto para a sequência (2.2), obtemos um resultado muito interes-

sante, a saber: o Teorema de Representação de Cayley afirma que todo grupo finito G

pode ser representado como um subgrupo do grupo simétrico S|G|. Logo, todo grupo finito

pode ser expresso como um quociente de algum subgrupo do grupo de |G|-tranças em M

pelo grupo de |G|-tranças puras, sendo a superf́ıcie M arbitrária. Precisamente, vale o

isomorfismo G ∼= BG
|G|(M)/P|G|(M). Esta observação nos fornece um modo geométrico de

realizar qualquer grupo finito.

No restante desta seção, nos restringiremos a tarefa de generalizar a sequência exata

curta de Fadell-Neuwirth (2.1). Dada uma partição (d1, . . . , dr) do inteiro n ≥ 2, considere

o subgrupo H = Sd1 × . . . × Sdr de Sn e denote por Dd1,...,dr(M) o espaço DH
n (M). Se

1 ≤ j < r então, a fibração p : Fn(M) → Fm(M), onde m = d1 + · · · + dj, induz uma

aplicação p : Dd1,...,dr(M)→ Dd1,...,dj(M) definida por p([[x1, . . . , xn]]) = [[x1, . . . , xm]].

Fn(M) Fm(M)

Dd1,...,dr(M) Dd1,...,dj(M)

p

qH qSd1
×...×Sdj

p

Teorema 2.1.3. A aplicação induzida por passagem ao quociente

p : Dd1,...,dr(M)→ Dd1,...,dj(M)

é uma fibração de Serre.

Demonstração. Devemos mostrar que p tem a P.L.H. com respeito a todos discos Dk com
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k ≥ 0. Considere o diagrama abaixo

Fn(M) Fm(M)

Dd1,...,dr(M) Dd1,...,dj(M)

Dk × {0} Dk × I

p

qH qSd1
×...×Sdj

p

g

g2

G2

G
G1

onde as aplicações g e G são previamente dadas. Nosso objetivo é obter uma aplicação

cont́ınua G1 tal que G1|Dk×{0} = g e p ◦ G1 = G. Se tratando de uma aplicação de

recobrimento, qH é também uma fibração, ou seja, podemos usar a convexidade do espaço

Dk × {0} e o Lema 1.3.1 para obter uma aplicação cont́ınua g2 conforme o diagrama,

de sorte que qH ◦ g2 = g. Agora, perceba que qSd1
×...×Sdj

◦ p é uma fibração de Serre

e qSd1
×...×Sdj

◦ p ◦ g2 = p ◦ qH ◦ g2 = p ◦ g = G|Dk×{0}. Logo, existe uma aplicação

G2 : Dk × I → Fn(M) satisfazendo G2|Dk×{0} = g2 e qSd1
×...×Sdj

◦ p ◦ G2 = G. Portanto,

basta tomar G1 = qH ◦G2.

A fibra sobre cada ponto de Dd1,...,dj(M) pela fibração p é homeomorfa ao espaço

Ddj+1,...,dr(M \ {P1, . . . , Pm}), onde m = d1 + · · ·+ dj. Aplicando a sequência exata longa

de homotopia associada a p, obtemos uma generalização da sequência exata curta de

Fadell-Neuwirth:

1 Bdj+1,...,dr(M \ {P1, . . . , Pm}) Bd1,...,dr(M) Bd1,...,dj(M) 1
η∗ p∗

(2.4)

onde m ≥ 3 se M = S2, m ≥ 2 se M = RP 2 e m ≥ 1 para qualquer outra superf́ıcie

fechada ou M = E2.

Neste trabalho estaremos interessados no caso r = 2, formulado da seguinte maneira:

sejam m,n ∈ N. Considere a fibração de Serre p : Dn,m(M) → Dn(M) que consiste em

esquecer as últimas m coordenadas. Neste caso, a fibra sobre cada ponto de Dn(M) é
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homeomorfa ao espaço Dm(M \ {P1, . . . , Pm}). A generalização da sequência de Fadell-

Neuwirth fica:

1 Bm(M \ {P1, . . . , Pn}) Bn,m(M) Bn(M) 1
η∗ p∗

(2.5)

onde n ≥ 3 no caso em que M = S2, n ≥ 2 se M = RP 2 e n ≥ 1 para as demais superf́ıcies

fechadas ou M = E2.

2.2 Grupos de tranças no plano

O Teorema de Goldberg e seu Corolário mostram que o grupo de tranças do plano

pode ser considerado um subgrupo do grupo de tranças de qualquer superf́ıcie topológica

fechada, desde que esta seja diferente da esfera e do plano projetivo. Por esta razão, nesta

seção será exposto um cálculo de uma apresentação de Bn(E2) e Pn(E2), parcialmente

contidos na referência [6]. Também será dada uma descrição do centro de ambos.

P1
Pi Pi+1 Pn

fi+1

fi

Figura 2.1: Geradores do grupo Bn(E2).

Tome Pi = (i, 0) ∈ E2, com 1 ≤ i ≤ n, e seja P0 = (P1, . . . , Pn) ponto base do espaço

de configurações de n pontos do plano. Para cada i = 1, . . . , n − 1, considere o caminho

f̃i em Fn(E2) dado por:

f̃i(t) = (P1, . . . , Pi−1, fi(t), fi+1(t), Pi+2, . . . , Pn)

onde fi(t) = (i+ sin(π
2
t), sin(πt)) e fi+1(t) = (i+ cos(π

2
t),− sin(πt)), t ∈ I (Fig. 2.1 ).

Observe que f̃i é um caminho em Fn(E2) com ponto inicial P0 e ponto final P0 · si,

onde si é a transposição (i i + 1). Designe também por si a classe de homotopia em

Bn(E2) representada pelo laço q ◦ f̃i.
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Lema 2.2.1. Se 1 ≤ i < k ≤ n então sk−1 . . . si+1s
2
i s
−1
i+1 . . . s

−1
k−1 ∈ Bn(E2) pode ser

representado pelo laço q ◦ f̃ , onde f̃ é o caminho em Fn(E2) dado pela figura 2.2.

P1
Pi Pk Pn

Pi+1Pi-1

fk

Figura 2.2: sk−1 . . . si+1s
2
i s
−1
i+1 . . . s

−1
k−1 ∈ Bn(E2).

Lema 2.2.2. sn−1 . . . s2s
2
1s2 . . . sn−1 ∈ Bn(E2) pode ser representado pelo laço q ◦ f̃ , onde

f̃ é o caminho em Fn(E2) dado pela figura 2.3.

Lema 2.2.3. Em Bn(E2) valem as relações:

(i) sisi+1si = si+1sisi+1, para 1 ≤ i ≤ n− 2;

(ii) sisj = sjsi se |i− j| ≥ 2.

Lema 2.2.4. Seja π : Bn(E2)→ Sn o homomorfismo de grupos definido na seção anterior.

Então π(si) = si, para todo i = 1, . . . , n− 1. Em particular, π é sobrejetor.

P1
PnP2

fn

Figura 2.3: sn−1 . . . s2s
2
1s2 . . . sn−1 ∈ Bn(E2).

Observação 2.2.1. O lema acima também mostra que π : Bn(M) → Sn é sobrejetor

para qualquer superf́ıcie M pois, considerando um mergulho topológico de E2 em M ,

as n-tranças si podem ser pensadas como n-tranças em M . Com isto, conclúımos a

demonstração de que as sequências 2.2 e 2.3 são exatas.
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Seja n ≥ 2 e Bn o grupo com apresentação dada pelos geradores σ1, . . . , σn−1 e

relações:

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 se 1 ≤ i ≤ n− 2

σiσj = σjσi se |i− j| ≥ 2 e 1 ≤ i, j ≤ n− 1

Por conveniência ponha também B1 igual ao grupo trivial.

Para n ≥ 2, considere o homomorfismo πn : Bn → Sn definido nos geradores por

πn(σi) = si, 1 ≤ i ≤ n − 1. Tal homomorfismo existe pois, as relações que definem o

grupo Bn são ainda válidas no grupo simétrico Sn substituindo-se os geradores σi pelos

geradores si. Represente por Pn o núcleo de πn.

Para cada par (i, j) com 1 ≤ i < j ≤ n, considere o elemento

Ai,j = σj−1 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−1

e seja An o subgrupo de Bn gerado pelo conjunto {A1,n, . . . , An−1,n}. Temos:

πn(Ai,j) = πn(σn−j . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σj−1)

= sj−1 . . . si+1 s2
i︸︷︷︸

1

s−1
i+1 . . . s

−1
j−1

= sj−1 . . . si+1s
−1
i+1 . . . s

−1
j−1

= sj−1 . . . si+1s
−1
i+1 . . . s

−1
j−1

= 1

logo, cada Ai,j pertence ao grupo Pn. Em particular, An está contido em Pn se n ≥ 2.

Note que o grupo Sn−1 pode ser identificado com o subgrupo de Sn que consiste

das permutações que mantém o śımbolo n fixo. Com Sn−1 visto deste modo, podemos

considerar o grupo Dn = π−1
n (Sn−1). Obviamente, Pn está contido em Dn visto que

Pn = π−1
n (1).

Aplicando o método de Reidemeister-Schreier ao subgrupo Dn, chegamos ao seguinte

resultado:

Proposição 2.2.1 (Chow). O grupo Dn tem a seguinte apresentação

Geradores: σ1, . . . , σn−2, A1,n, . . . , An−1,n.
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Relações:

σiσjσ
−1
i = σj se |i− j| ≥ 2

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 se i = 1, . . . , n− 2

σ−1
i Ak,nσi = Ak,n se k 6= i, i+ 1

σ−1
i Ai,nσi = Ai,nAi+1,nAi,n

σ−1
i Ai+1,nσi = Ai,n.

Demonstração. A demonstração deste teorema, assim como uma exposição do Método de

Reidemester-Schreier podem ser encontrados em [11].

Seja F = F (y1, . . . , yn−1) o grupo livre de posto n − 1 com geradores y1 . . . , yn−1. O

teste de substituição assegura a existência de um homomorfismo de grupos α : Bn−1 →

Aut(F ) que opera nos geradores da seguinte forma:

α(σi)(yk) = yk · σi =


yk se k 6=i, i+ 1

yi yi+1 y
−1
i se k = i

yi se k = i+ 1

então, segundo o Teorema 1.2.1, Bn−1nαF tem apresentação dada por:

Geradores: σ1, . . . , σn−2, y1, . . . , yn−1.

Relações:

σiσjσ
−1 = σj se |i− j| ≥ 2

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 se i = 1, . . . , n− 3

σ−1
i ykσi = yk se k 6= i, i+ 1

σ−1
i yiσi = yiyi+1y

−1
i

σ−1
i yi+1σi = yi.

Observe que o grupo Bn−1 pode ser identificado com o subgrupo de Bn gerado pelos

elementos σ1, . . . , σn−2. Como todos estes elementos pertencem ao grupo Dn, vemos

também que Bn−1 é um subgrupo de Dn. Mediante estas identificações, é imediato verifiar
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a existência de um isomorfismo entre Bn−1nαF e Dn, dado explicitamente por ξ(β, 1) = β

e ξ(1, yi) = Ai,n, 1 ≤ i ≤ n− 1.

Do isomorfismo acima extráımos as seguintes informações:

(1) An é livre de posto n− 1 cuja base é {A1,n, . . . , An−1,n};

(2) An é um subgrupo normal de Dn;

(3) Todo elemento de Dn pode ser escrito de modo único como βn−1βA onde βn−1 ∈ Bn−1

e βA ∈ An;

(4) Bn−1 ∩ An = {1}.

Assim, se definirmos j : Dn → Bn−1 pondo j(β) = βn−1 e i como sendo a inclusão de An

em Dn, ficamos com a sequência exata curta

1 An Dn Bn−1 1i j

Agora, considere o homomorfismo π̃ : Bn−1nαF → Sn que associa a cada par (βn−1, V )

a permutação πn(βn−1). Perceba que, o núcleo do homomorfismo π̃ é igual a Pn−1 nα F .

Ainda, π̃ faz o diagrama abaixo comutar.

Bn−1nαF Dn

Sn

ξ

∼=

π̃ πn|Dn

Como consequência da comutatividade do diagrama, temos

Pn−1 nα F = ker(π̃) ∼= ξ(ker(π̃)) = ker(πn|Dn) = Pn

A partir deste isomorfismo, conclúımos que todo elemento de Pn pode ser escrito de

modo único como βn−1βA, onde βn−1 ∈ Pn−1 e βA ∈ An. Restringindo o homomorfismo

j : Dn → Bn−1 ao subgrupo Pn, obtemos um novo homomorfismo j : Pn → Pn−1 e a

sequência exata curta

1 An Pn Pn−1 1i j
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Tanto o homomorfismo j : Dn → Bn−1 quanto sua restrição j : Pn → Pn−1, são ditos

homomorfismo de Chow.

Posto isto, estamos aptos a enunciar o principal resultado desta seção.

Teorema 2.2.1. Os grupos Bn(E2) e Bn são isomorfos para todo n ≥ 1.

Demonstração. O resultado é evidente se n = 1 pois ambos, B1 e B1(E2), são triviais.

Suponha então que n ≥ 2.

Utilizando o teste de substituição e o Lema 2.2.3, garantimos a existência de um

homomorfismo φn : Bn → Bn(E2) tal que φn(σi) = si, 1 ≤ i ≤ n − 1. Como π φn = πn,

φn aplica o subgrupo Pn em Pn(E2). Logo, podemos considerar o homomorfismo ψn =

φn|Pn : Pn → Pn(E2). Juntando estas informações, ficamos com o diagrama comutativo

1 Pn Bn Sn 1

1 Pn(E2) Bn(E2) Sn 1

ψn

πn

φn

q∗ π

no qual as linhas são exatas. Assim, pelo Lema dos Cinco, φn é um isomorfismo se, e

somente se, ψn for um isomorfismo.

O restante da demonstração consiste em mostrar que ψn é um isomorfismo de grupos.

O grupo π1(E2\{P1 . . . Pn−1}, Pn) é livre de posto n−1 gerado pelas classes de homotopia

que contém os laços bi, cuja dinâmica está representada na figura 2.4.

P1
Pi Pn

Pi+1Pi-1

bi

Figura 2.4: Geradores do grupo fundamental do plano com n− 1 pontos removidos.

Deste modo, se pormos θn(Ai,n) = bi (usamos a mesma notação para o laço bi e

para a classe de homotopia que o contém), 1 ≤ i ≤ n − 1, vemos que θn estabelece

um isomorfismo entre An e π1(E2 \ {P1 . . . Pn−1}, Pn). Com isto, para n ≥ 3, obtemos o
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diagrama comutativo

1 An Pn Pn−1 1

1 π1(E2 \ {P1 . . . Pn−1}, Pn) Pn(E2) Pn(E2) 1

i

θn

j

ψn ψn−1

η∗ p∗

onde as linhas são exatas. Novamente, pelo Lema dos Cinco, ψn é um isomorfismo se, e

somente se, ψn−1 for um isomorfismo.

Para concluir o teorema, devemos mostrar que ψ2 é um isomorfismo entre P2 e P2(E2).

Por um lado, P2 é infinito ćıclico gerado pelo elemento σ2
1. Por outro, se considerarmos

a fibração p : F2(E2) → E2 e aplicarmos a sequência exata longa de homotopia a ela

associada, obtemos o isomorfismo P2(E2) ∼= π1(E2 \ {P1}, P2). Logo, P2(E2) é infinito

ćıclico gerado pelo laço η∗(b1). Mas, ψ2(σ2
1) = s2

1 = η∗(b1) pelo Lema 2.2.1. Portanto, ψ2

é um isomorfismo de grupos.

Observação 2.2.2. A partir desse ponto denotaremos as classes de homotopia si ∈ Bn(E2)

por σi.

Corolário 2.2.1. Para todo n ≥ 2 existe um homomorfismo sobrejetor

es : Bn(E2)→ Z tal que

es(σν1i1 · · · σ
νk
ik

) =
k∑
j=1

νj

Além disso, ker(es) = Γ2(Bn(E2)).

Demonstração. A existência do homomorfismo es é assegurada pelo teste de substituição

pois, basta estender a aplicação σi → 1. A sua sobrejetividade decorre da igualdade

es(σk1) = k, k ∈ Z.

Da comutatividade do grupo Z, seque-se que Γ2 = Γ2(Bn(E2)) ⊆ ker(es). Logo, es

induz um homomorfismo ẽs : Bn(E2)/Γ2 → Z dado por ẽs(Γ2 · β) = es(β), cujo núcleo é

ker(es)/Γ2. Aplicando o exemplo 1.1.1, conclúımos que a abelinização de Bn(E2) é infinito

ćıclico gerado pelo elemento Γ2 · σ = Γ2 · σi, i = 1, . . . , n− 1. Como ẽs(Γ2 · σ) = 1, vemos

que ẽs trata-se de um isomorfismo. Portanto, Γ2 = ker(es).

Corolário 2.2.2. Seja n ≥ 3. Então Pn(E2) tem a seguinte apresentação:

Geradores: Ai,j , 1 ≤ i < j ≤ n;
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Relações:

A−1
i,j Ar,sAi,j = Ar,s se i < j < r < s ou r < i < j < s

A−1
r,iAi,jAr,i = Ar,jAi,jA

−1
r,j se r < i < j

A−1
i,sAi,jAi,s = Ai,jAs,jAi,jA

−1
s,jA

−1
i,j se i < s < j

A−1
r,sAi,jAr,s = Ar,jAs,jA

−1
r,jA

−1
s,jAi,jAs,jAr,jA

−1
s,jA

−1
r,j se r < i < s < j.

Demonstração. Com o isomorfismo Pn ∼= Pn−1An, n ≥ 3, podemos calcular uma apre-

sentação para Pn utilizando indução sobre n. O grupo P2 é infinito ćıclico gerado por

A1,2 enquanto que, A3 é livre de posto 2 com base {A1,3, A2,3}. Logo, pelo Teorema

1.2.1, P3 é gerado por A1,2, A1,3, A2,3 e valem as relações A−1
1,2A1,3A1,2 = A1,3 · A1,2 e

A−1
1,2A2,3A1,2 = A2,3 · A1,2. Mas

A1,3 · A1,2 = (A1,3 · σ1) · σ1

= (A1,3A2,3A
−1
1,3) · σ1

= (A1,3A2,3A
−1
1,3)A1,3(A1,3A2,3A

−1
1,3)−1

= A1,3A2,3A1,3A
−1
2,3A

−1
1,3

e, para a outra conjugação

A2,3 · A1,2 = (A2,3 · σ1) · σ1

= A2,3 · σ1

= A1,3A2,3A
−1
1,3

obtendo assim o resultado para n = 3.

Suponha que o teorema seja válido para n− 1 ≥ 3. Os geradores de Pn são facilmente

obtidos, pois, basta tomar os geradores de Pn−1, Ai,j onde 1 ≤ i < j ≤ n−1, e os geradores

de An, Ai,n, 1 ≤ i ≤ n. Quanto as relações, todas válidas em Pn−1 e An continuam

válidas em Pn, adicionando apenas o conjunto de relações A−1
r,sAi,nAr,s = Ai,n · Ar,s, com

46



1 ≤ r < s ≤ n− 1 e 1 ≤ i ≤ n− 1. Vamos ilustrar o caso r < s = i ≤ n− 1. Temos

Ai,n · Ar,i = Ai,n · (σi−1 · · ·σr+1σ
2
rσ
−1
r+1 · · ·σ−1

i−1)

= Ai−1,n · (σi−2 · · ·σr+1σ
2
rσ
−1
r+1 · · ·σ−1

i−1)

= Ai−2,n · (σi−3 · · ·σr+1σ
2
rσ
−1
r+1 · · ·σ−1

i−1)

= Ar,n · (σrσ−1
r+1 · · ·σ−1

i−1)

= (Ar,nAr+1,nA
−1
r,n) · (σ−1

r+1 · · ·σ−1
i−1)

= (Ar,nAr+2,nA
−1
r,n) · (σ−1

r+2 · · ·σ−1
i−1)

= (Ar,nAi−1,nA
−1
r,n) · σ−1

i−1

= Ar,nAi,nA
−1
r,n.

Seja G um grupo e g ∈ G. Dizemos que g tem ordem finita se existe um número

natural n tal que gn = eG. Neste caso, a sua ordem é definida como sendo o número

o(g) = min{k ∈ N | gk = eG}

Quando gk 6= eG para todo natural n, dizemos que g tem ordem infinita e escrevemos

o(g) =∞. Um elemento g ∈ G é dito de torção se o(g) <∞ e g 6= eG.

Teorema 2.2.2. Se n ≥ 3 então, o centro de Bn(E2) é infinito ćıclico gerado por ∆n,

onde ∆n = (σ1 · · · σn−1)n.

Demonstração. Inicialmente, utilizando o homomorfismo introduzido no Corolário 2.2.1,

vê-se que es(∆k
n) = kn(n− 1) para todo k, ou seja, ∆k

n = 1 se, e só se, k = 0. Portanto,

o(∆n) =∞ e o subgrupo gerado por ∆n é infinito.

Agora, note que o elemento ∆n pertence ao centro de Bn(E2) pois

(σ1 . . . σn−1)σi = σi+1(σ1 . . . σn−1) se 1 ≤ i ≤ n− 2,

(σ1 . . . σn−1)2σn−1 = σ1(σ1 . . . σn−1)2.

Se β ∈ C(Bn(E2)) então, π(β) ∈ C(Sn) = {1}, ou seja, C(Bn(E2)) ⊆ Pn(E2). Com isso,

reduzimos nosso problema em mostrar que C(Pn(E2)) é infinito ćıclico gerado por ∆n.
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Vamos proceder usando indução sobre n ≥ 3. Para o passo inicial, considere a fibração

de Fadell-Neuwirth p : F3(E2)→ F2(E2). Se β ∈ C(P3(E2)) então p∗(β) = ∆k
2 para algum

k, pois o grupo de 2-tranças puras no plano é gerado por ∆2. Mas, a 3-trança ∆3 pertence

à imagem inversa de ∆2 pelo homomorfismo p∗, e assim β−1∆k
3 ∈ ker(p∗). Logo, β−1∆k

3

está no centro de ker(p∗), que por sua vez é trivial. Portanto, β = ∆k
3.

Para o caso geral n ≥ 4, basta considerar a fibração de Fadell-Neuwirth p : Fn(E2)→

Fn−1(E2) e notar que, se β ∈ C(Pn(E2)) então p∗(β) estará no centro de Pn−1(E2). O

restante da demonstração é totalmente análogo ao caso anterior.

2.3 Grupos de tranças na esfera

Seja B′n (n ≥ 2) o grupo com n− 1 geradores δ1, . . . , δn−1 sujeitos as relações:

δiδj = δjδi se |i− j| ≥ 2

δiδi+1δi = δi+1δiδi+1 se i = 1, . . . , n− 2

δn−1 . . . δ2δ
2
1δ2 . . . δn−1 = 1.

Por conveniência ponha tambémB′1 = {1} e denote por xn o elemento σn−1 · · ·σ2σ
2
1σ2 · · · σn−1

de Bn.

Pelo Lema de substituição, existe um homomorfismo de grupos βn : Bn → B′n tal que

βn σi = δi, i = 1, . . . , n−1. Já o Lema de von Dick (Lema 1.1.3), nos garante que o núcleo

de βn, o qual denotaremos por R(xn), é igual a 〈〈{xn}〉〉. Observe também que xn ∈ Pn.

Logo, como Pn é um subgrupo normal de Bn, contém o fecho normal R(xn) de xn.

Reunindo as informações do parágrafo acima, mais o fato de βn ser sobrejetora, garan-

timos a existência de um homomorfismo π′n tal que π′n ◦ βn = πn. Com isto, o homomor-

fismo π′n aplica os geradores δi nas transposições si, implicando na sua sobrejetividade.

Se escrevermos P ′n para representar o seu núcleo, então βn aplica Pn sobre P ′n.

A fim de não causar confusão, denotaremos os geradores de Bn−1 por σ∗1, . . . , σ
∗
n−2.

Então, o núcleo do βn−1 é igual ao fecho normal do elemento x∗n−1, onde

x∗n−1 = σ∗n−2 · · ·σ∗2σ∗1σ∗1σ∗2 · · ·σ∗n−2.

Lema 2.3.1. Seja j : Dn → Bn−1 o homomorfismo de Chow, então j(R(xn)) ⊆ R(x∗n−1).
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Demonstração. Inicialmente, note que [Bn : Dn] = [Sn : Sn−1] = n ou seja, existem

exatamente n classes laterais à direita de Dn em Bn. Em seguida, Dn · g1 = Dn · g2 se, e

só se, πn g1(n) = πn g2(n).

Considere então o conjunto L = {S0, . . . , Sn−1} onde S0 = 1 e Si = σn−1 . . . σn−i para

os demais ı́ndices. A imagem de Si pelo homomorfismo πn consiste no ciclo

(n n− i n− i+ 1 . . . n− 2 n− 1).

Logo, Dn ·Si 6= Dn ·Sj se i 6= j. Assim, o conjunto L contém exatamente um representante

de cada classe lateral de Dn em Bn. Portanto, todo elemento de Bn é da forma dSi para

algum d ∈ Dn e algum i = 0, . . . , n− 1.

Por fim, observe que xn comuta com cada gerador σi se i ≤ n− 2.

Devemos mostrar que j(gxng
−1) pertence à R(x∗n−1) qualquer que seja o elemento g ∈

Bn. Mas, conforme visto acima, todo elemento g pode ser escrito como dSi, ou seja, nosso

trabalho se resume em calcular todas as possibilidades j(dSixnS
−1
i d−1), i = 0, . . . , n− 1.

Quando i = 0, temos:

j(dS0xnS
−1
0 d−1) = j(d)j(S0)j(xn)j(S0)−1j(d)−1 = 1

visto que xn ∈ An = ker(j) e S0 = 1. Em seguida tome i = 1, tem-se

j(dS1xnS
−1
1 d−1) = j(d)j(σn−1xnσ

−1
n−1)j(d)−1

= j(d)j(σ2
n−1)j(σn−2 · · ·σ2σ

2
1σ2 · · · σn−2)j(d)−1

= j(d)x∗n−1j(d)−1,

novamente utilizamos o fato de que σ2
n−1 = An−1,n ∈ An. Para os casos restantes, isto é,

se i ≥ 2 , temos:

j(dSixnS
−1
i d−1) = j(d)j(σn−1 · · ·σn−ixnσ−1

n−i · · ·σ−1
n−1)j(d)−1

= j(d)j(S1xnS
−1
1 )j(d)−1

= j(d)x∗n−1j(d)−1.
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Portanto, a imagem de R(xn) pelo homomorfismo de Chow j está contida no fecho

normal de x∗n−1 em Bn−1.

O homomorfismo de Chow, j : Pn → Pn−1, induz um homomorfismo j′n : P ′n → P ′n−1

da seguinte maneira: dado g′ ∈ P ′n, existe um g ∈ Pn tal que βn g = g′. Como era de se

esperar, definimos j′ g′ = βn−1 j g.

O Lema 2.3.1 garante que j′ está bem definido. De fato, se βn g1 = βn g2 então g1g
−1
2 ∈

ker(βn) = R(xn), donde seque-se que j(g1g
−1
2 ) ∈ R(x∗n−1). Portanto, βn−1 j g1 = βn−1 j g2.

Da forma como foi constrúıdo o homomorfismo j′, conclui-se a comutatividade do

diagrama abaixo

1 An Pn Pn−1 1

1 A′n P ′n Pn−1 1

i

βn

j

βn βn−1

i′ j′

onde A′n = βn(An) e i′ é a inclusão de A′n em P ′n.

Desejamos mostrar que a sequência da linha inferior do diagrama acima é exata. Para

tanto, o seguinte lema facilitará nosso trabalho.

Lema 2.3.2. Dado v ∈ R(x∗n−1) existem z ∈ Pn e a ∈ An tais que j z = v e βn z = βn a.

Demonstração. Um elemento v de R(x∗n−1) = 〈〈{x∗n−1}〉〉 é um produto da forma

g1(x∗n−1)ε1g−1
1 · · · gr(x∗n−1)εrg−1

r

onde gi ∈ Bn−1 e εi ∈ {±1}. Observe que é suficiente demonstrar o lema se v = gx∗n−1g
−1.

Inicialmente, existe d ∈ Dn de sorte que j(d) = g. Defina z = dyd−1 e a = dA−1
n−1,nd

−1,

onde y = σn−2 . . . σ2σ
2
1σ2 . . . σn−2. Então, j(z) = j(d)x∗n−1j(d)−1 = v e

βn(a) = βn(d)βn(A−1
n−1,n)βn(d)−1

= βn(d)δ−2
n−1βn(d)−1

= βn(d)(δn−2 · · · δ2δ
2
1δ2 · · · δn−2)βn(d)−1

= βn(d)βn(σn−2 · · ·σ2σ
2
1σ2 · · ·σn−2)βn(d)−1

= βn(dyd−1)

= βn(z).

50



Teorema 2.3.1. A sequência

1 A′n P ′n P ′n−1 1i′ j′

é exata.

Demonstração. Dado a′ ∈ A′n então, pela definição de A′n, a′ = βn a para algum a ∈

An. Logo, j′ i′(a′) = j′(a′) = βn−1 j(a) = βn−1(1) = 1 pois An coincide com o núcleo

do homomorfismo de Chow. Com isto, temos a primeira inclusão. Por outro lado, se

w′ ∈ ker(j′) então, escolha w ∈ Pn de tal maneira que βn(w) = w′. Logo, 1 = βn−1 j(w),

donde j(w) ∈ R(x∗n−1). Agora, fazendo uso do lema anterior, podemos encontrar z ∈ Pn e

a ∈ An tais que j(z) = j(w) e βn(z) = βn(a). Mas, z−1w ∈ ker(j) assim como o elemento

a, logo az−1w ∈ An. Finalmente, βn(az−1w) = βn(zz−1w) = w′, ou seja, w′ realmente

está na imagem de i′.

Os próximos lemas serão utilizados na obtenção de algumas propriedades importantes

do grupo B′n referentes aos seus elementos de torção.

Lema 2.3.3. δi(δ1 · · · δj) = (δ1 · · · δj)δi−1, para 1 < i ≤ j ≤ n− 1.

Demonstração.

δi(δ1 · · · δj) = δ1δiδ2 · · · δi−1δiδi+1 · · · δj

= δ1 · · · δi−2(δiδi−1δi)δi+1 · · · δj

= δ1 · · · δi−2(δi−1δiδi−1)δi+1 · · · δj

= δ1 · · · δi−1δiδi+1δi−1 · · · δj

= (δ1 · · · δj)δi−1.

Lema 2.3.4. (δ1 · · · δn−1)n = (δ1 · · · δn−2)n−1.

51



Demonstração.

(δ1 · · · δn−1)n = (δ1 · · · δn−2)δn−1(δ1 · · · δn−1)(δ1 . . . δn−1)n−2

= (δ1 · · · δn−2)(δ1 · · · δn−1)δn−2(δ1 · · · δn−1)n−2

= (δ1 · · · δn−2)(δ1 · · · δn−1)2δn−3(δ1 · · · δn−1)n−3

= (δ1 · · · δn−2)(δ1 · · · δn−1)n−2δ1(δ1δ2 · · · δn−1)

= (δ1 · · · δn−2)2δn−1(δ1 · · · δn−1)n−3(δ2
1δ2 · · · δn−1)

= (δ1δ2 · · · δn−2)2(δ1δ2 · · · δn−1)n−3δ2δ
2
1δ2 · · · δn−1

= (δ1δ2 · · · δn−2)n−1(δn−1 · · · δ2
1δ2 · · · δn−1)

= (δ1 · · · δn−2)n−2.

Lema 2.3.5. (δ1 · · · δj)j+1 = (δ1 · · · δj−1)j(δ−1
j+1 · · · δ−1

n−1δ
−1
n−1 · · · δ−1

j+1).

Demonstração.

(δ1 · · · δj)j+1 = (δ1 · · · δj−1)δj(δ1 · · · δj)j−1(δ1 · · · δj)

= (δ1 · · · δj−1)(δ1 · · · δj)j−1δ1(δ1 · · · δj)

= (δ1 · · · δj−1)2(δ1 · · · δj)j−2δ2δ1(δ1 · · · δj)

= (δ1 · · · δj−1)j(δjδj−1 · · · δ2δ1δ1 · · · δj)

= (δ1 · · · δj−1)j(δ−1
j+1δ

−1
j+2 · · · δ−1

n−2δ
−1
n−1δ

−1
n−1δ

−1
n−2 · · · δ−1

j+1).

Lema 2.3.6. (δ1 · · · δj)j+1(δ−1
1 · · · δ−1

j )j+1 = (δ1 · · · δj−1)j(δ−1
1 · · · δ−1

j−1)j.

Demonstração. Inicialmente, observe que as relações que definem o grupo B′n continuam

válidas se substituirmos os śımbolos δi por seus inversos δ−1
i . Portanto

(δ1 · · · δj)j+1(δ−1
1 · · · δ−1

j )j+1 = (δ1 · · · δj−1)j(δ−1
j+1 · · · δ−1

n−1δ
−1
n−1 · · · δ−1

j+1)·

·(δ−1
1 · · · δ−1

j−1)j(δj+1 · · · δn−1δn−1 · · · δj+1) = (δ1 · · · δj−1)j(δ−1
1 · · · δ−1

j−1)j.
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Lema 2.3.7. (δ1 · · · δn−1)2n = 1 em B′n.

Demonstração.

(δ1 · · · δn−1)2n = (δ1 · · · δn−1)n(δ1 · · · δn−1)n

= (δ1 · · · δn−1)n(δ−1
1 · · · δ−1

n−1)n

= (δ1 · · · δn−2)n−1(δ−1
1 · · · δ−1

n−2)n−1

= (δ1)2(δ1)−2

= 1.

Lema 2.3.8. O elemento δ2
2 = (δ1δ2)3 de B′3 tem ordem 2. Além disso, B′3 é isomorfo ao

grupo metaćıclico ZS de ordem 12.

Observação 2.3.1. O grupo metaćıclico de ordem 12 possui dois geradores a, b e valem as

relações: (1) a6 = 1 e (2) a3 = b2 = (ab)2.

Demonstração. A permutação π′3(δ1δ2) = (1 3 2) possui ordem 3, logo (δ1δ2)k 6= 1 se

k não for múltiplo de 3. Agora, olhe para o homomorfismo es : B′3 → Z4 que associa

os geradores δi a 1. Então, o elemento (δ1δ2)3 é aplicado por es em 2, isto é, (δ1δ2)3 é

diferente do elemento neutro. O Lema anterior nos diz que (δ1δ2)6 = 1, conclúındo assim

a primeira parte do lema.

Para a segunda parte da demonstração, basta definirmos os homomorfismos φ : B′3 →

ZS e ψ : ZS → B′3 pondo

φ(δ1) = b e φ(δ2) = b−1a,

ψ(a) = δ1δ2 e ψ(b) = δ1.

Com um cálculo simples vemos que realmente ambos definem homomorfismos e ψ =

φ−1
1 .

Teorema 2.3.2. (δ1 · · · δn−1) tem ordem 2n em B′n.

Demonstração. Novamente, vamos utilizar o homomorfismo π′n. Note que

π′n(δ1 · · · δn−1) = (1 n . . . 3 2)
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é uma permutação de ordem n, sendo assim, (δ1 · · · δn−1)k 6= 1 se k não for múltiplo de n.

Resta mostrar que (δ1 · · · δn−1)n 6= 1. Para tanto, considere a sequência de homomor-

fismos dada abaixo

P ′n P ′n−1 · · · P ′4 P ′3
j′n j′n−1 j′5 j′4

Conforme visto nos lemas anteriores, em B′n tem-se

(δ1 · · · δn−1)n = (δ1 · · · δn−2)n−1,

aplicando o homomorfismo j′n em ambos os lados da igualdade, ficamos com j′n(δ1 · · · δn−1)n =

(δ1 · · · δn−2)n−1 ∈ B′n−1 (na verdade em P ′n−1). Em B′n−1 tem-se a igualdade:

(δ1 · · · δn−2)n−1 = (δ1 · · · δn−3)n−2,

aplicando agora j′n−1 teremos o elemento (δ1 · · · δn−3)n−2 em B′n−2. Após repetir este

argumento n− 3 vezes, obtemos a igualdade j′4 · · · j′n(δ1 · · · δn−1)n = (δ1δ2)3. Se supormos

que (δ1 · · · δn−1)n = 1 obrigatoriamente tem-se (δ1δ2)3 = 1 contrariando o lema anterior.

Portanto (δ1 · · · δn−1) tem ordem igual a 2n.

Para nossos futuros propósitos, convém identificar a esfera S2 com o espaço quoci-

ente do disco D2 pela relação de equivalência que identifica os pontos (x,
√

1− ‖x‖2) e

(x,−
√

1− ‖x‖2) se x ∈ S1. Sejam P1, . . . , Pn ∈ S2 dispostos conforme a figura abaixo e

seja também P0 = (P1, . . . , Pn) ∈ Fn(S2) ponto base.

Agora, como feito anteriormente para o plano, considere os elementos si = [q ◦ f̃i] ∈

Bn(S2), 1 ≤ i ≤ n− n, onde as coordenadas do caminho f̃i : I → Fn(S2) estão represen-

tadas na figura 2.5.

Para o caso da esfera, os Lemas 2.2.1-2.2.3 continuam válidos, em adição temos:

Lema 2.3.9. Em Bn(S2) tem-se sn−1 · · · s2s
2
1s2 · · · sn−1 = 1.

Teorema 2.3.3. Os grupos Bn(S2) e B′n são isomorfos para todo n ≥ 1.

Demonstração. O caso n = 1 é imediato pois por definição B′1 = 1 assim como B1(S2) =

π1(S2). Suponha então n ≥ 2.

54



P1
Pi Pi+1 Pn

fi+1

fi

Figura 2.5: Geradores do grupo Bn(S2).

Vamos iniciar definindo o homomorfismo φ′n : B′n → Bn(S2) que aplica o elemento base

δi em si, 1 ≤ i ≤ n− 1. Se restringirmos φ′n ao subgrupo P ′n, obtemos um homomorfismo

ψ′n : P ′n → Pn(S2). Em suma, temos o diagrama comutativo

1 P ′n B′n Sn 1

1 Pn(S2) Bn(S2) Sn 1

ψ′n

π′n

φ′n

q∗ π

onde as linhas são exatas. Portanto, devemos mostrar que ψ′n é um isomorfismo para todo

n ≥ 2.

Agora, para n ≥ 4 considere o diagrama

1 An Pn Pn−1 1

1 A′n P ′n P ′n−1 1

1 π1(S2 \ {P1, . . . , Pn−1}, Pn) Pn(S2) Pn−1(S2) 1

βn

i j

βn βn−1

i′

θ′n

j′

ψ′n ψ′n−1

η∗ p∗

onde todos homomorfismos estão definidos com exceção de θ′n. Antes de definirmos θ′n, ob-

serve que ψ′n−1 j
′ = p∗ ψ

′
n donde ψ′n−1 βn−1 j = p∗ ψ

′
n βn. Consequentemente, p∗ ψ

′
n βn(An) =

1, isto é, ψ′n(A′n) está contido no núcleo de p∗. Podemos então definir θ′n como sendo a

composta (η∗)
−1 ◦ ψ′n ◦ i′.
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P1
Pi Pi+1 Pn

Pi-1

bi

Figura 2.6: Geradores do grupo fundamental da esfera com n− 1 pontos removidos.

Afirmamos que θ′n é um isomorfismo. De fato, por definição A′n é igual a imagem de

An pelo homomorfismo βn. Logo, é gerado pelo conjunto

{βn(A1,n), βn(A2,n), . . . , βn(An−1,n)}

Podemos escrever xn como o produto A1,n . . . An−1,n e assim

βn(A1,n) = βn(An−1,n)−1 · · · βn(A2,n)−1

De onde segue-se que A′n é gerado por {βn(A2,n), . . . , βn(An−1,n)}.

Transferindo nossas atenções para o grupo π1(S2 \{P1, . . . , Pn−1}, Pn), sabemos que as

classes de homotopia b1, . . . , bn−1, onde bi é representada pelo laço bi conforme a figura 2.6,

são geradores e vale a relação b1 . . . bn−1 = 1, ou seja, o grupo fundamental da esfera com

n−1 pontos removidos é livre de posto n−2 e base {b2, . . . , bn−1}. Defina o homomorfismo

µ : π1(S2 \ {P1, . . . , Pn−1}Pn)→ A′n pondo na base µ(bi) = Ai,n. Temos:

θ′n µ(bi) = (η∗)
−1 ψ′n(Ai,n)

= (η∗)
−1(δn−1 · · · δi+1δ

2
i δ
−1
i+1 · · · δ−1

n−1)

= bi.

isto é, θ′n µ = id. Por outro lado,
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µ θ′n(Ai,n) = µ (η∗)
−1 βn(Ai,n)

= µ (η∗)
−1(δn−1 · · · δi+1δ

2
i δ
−1
i+1 · · · δ−1

n−1)

= µ(bi)

= Ai,n.

obtendo assim µ ◦ θ′n = id. Portanto, θ′n é um isomorfismo cujo inverso é igual à µ. Para

findarmos a demonstração, devemos verificar os casos n = 2, 3.

Se n = 2 então B′n é ćıclico de ordem 2. Por outro lado, considerando a sequência

(2.3) com n = 2 e relembrando que P2(S2) é trivial, conclúımos que π : B2(S2)→ S2 é um

isomorfismo. Logo, B2(S2) é ćıclico de ordem 2 gerado por s1. Mas, φ′2 aplica o gerador

δ1 em s1, ou seja, φ′2 é um isomorfismo.

Vimos que B′3 é o grupo metaćıclico de ordem 12 e o elemento δ2
2 tem ordem igual a

2. Visto que S3 tem ordem 6, conclúımos que P ′3 deve ter ordem igual a 2. Sendo δ2
2 um

elemento cuja permutação associada é trivial, conclúımos que ele gera P ′3. Por outro lado,

P3(S2) é ćıclico de ordem 2 gerado por s2
2. Olhando para a imagem do elemento δ2

2 pelo

homomorfismo ψ′3, constatamos que ψ′3 é um isomorfismo.

Observação 2.3.2. De agora em diante, representaremos os geradores de Bn(S2) também

por σi ao invés de si ou δi. Com esta notação fica bem claro que o grupo de tranças na

esfera é obtido do grupo de tranças no plano adicionando-se uma única relação, a saber

σn−1 · · ·σ2σ
2
1σ2 · · ·σn−1 = 1.

Observação 2.3.3. O elemento (σ1 · · ·σn−1)n tanto no grupo de tranças do plano como no

grupo de tranças da esfera, será denotado por ∆n e chamado de full-twist.

Corolário 2.3.1. Seja n ≥ 3. Então o seguinte consiste numa apresentação de Pn(S2):

Geradores: Ai,j , 1 ≤ i < j ≤ n;

Relações:

A−1
i,j Ar,sAi,j = Ar,s se i < j < r < s ou r < i < j < s

A−1
r,iAi,jAr,i = Ar,jAi,jA

−1
r,j se r < i < j

A−1
i,sAi,jAi,s = Ai,jAs,jAi,jA

−1
s,jA

−1
i,j se i < s < j
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A−1
r,sAi,jAr,s = Ar,jAs,jA

−1
r,jA

−1
s,jAi,jAs,jAr,jA

−1
s,jA

−1
r,j se r < i < s < j

n−1∏
i=1

Ai,n = 1

Demonstração. Considere o homomorfismo ψn : Pn(E2)→ Pn(S2) discutido acima. Então,

ψn é sobrejetor e ker(ψn) = 〈〈{A1,n, . . . , An−1,n}〉〉. Logo, Pn(S2) ∼= Pn(E2)/ ker(φn), ou

seja, Pn(S2) é obtido de Pn(E2) adicionando-se a relação A1,nA2,n · · ·An−1,n = 1.

Quando estavamos lidando com o grupo de tranças no plano, estabelecemos o homo-

morfismo es : Bn(E2) → Z. Contudo, no grupo de tranças da esfera temos a relação

adicional σn−1 · · ·σ2σ
2
1σ2 · · ·σn−1 = 1 que impossibilita tal construção. Uma maneira de

solucionar este problema é considerar a soma mod 2(m− 1). Assim, o homomorfismo

es(σν1i1 · · ·σ
νk
ik

) = (ν1 + · · ·+ νk) mod 2(n− 1)

está bem definido.

Observação 2.3.4. Em alguns momentos iremos considerar a soma ν1 + · · ·+ νk como um

número interio ao invés de uma classe de equivalência mod 2(n− 1).

Ainda na tentativa de transladar todas as propriedades obtidas no plano para o caso

da esfera, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.4. C(Bn(S2)) é ćıclico de ordem 2 gerado pelo elemento ∆n se n ≥ 3.

Demonstração. A fim de mostrar que ∆n ∈ C(Bn(S2)) basta repetir a argumentação feita

no caso do plano. Quanto a sua ordem, no Teorema 2.3.2 foi mostrado que o(∆n) = 2.

Devemos mostrar que C(Bn(S2)) ⊆ 〈∆n〉.

Assim como no caso E2, temos C(Bn(S2)) ⊆ Pn(S2) para n ≥ 3.

Para n = 3 o resultado é imediato pois Pn(S2) é exatamente o grupo 〈∆3〉, visto que

∆3 = σ2
2 = σ2

1.

O restante da demonstração é inteiramente análogo ao feito anteriormente para o

plano, com a ressalva de que π1(S2 \ {P1, . . . , Pn−1}, Pn) é livre de posto n− 2.

Para finalizar esta seção bem como o caṕıtulo, estudaremos os elementos de torção de

Bn(S2). Esta é uma diferença crucial entre os grupos de tranças do plano e da esfera,

visto que Bn(E2) é livre de torção, ver [11] para maiores detalhes.
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Teorema 2.3.5 (Murasugi). Seja q ≥ 3. Então, os elementos de torção de Bq(E2) são

precisamente os conjugados de potências de algum dos seguintes elementos:

• tipo 0: α0 = σ1 · · ·σn−1, cuja ordem é 2q e o tipo de permutação é (q);

• tipo 1: α1 = σ1 · · ·σn−2σ
2
n−1, cuja ordem é 2(q − 1) e o tipo de permutação é (q − 1, 1);

• tipo 2: α2 = σ1 · · ·σn−3σ
2
n−2, cuja ordem é 2(q−2) e o tipo de permutação é (q−2, 1, 1);

Demonstração. Ver [18].

Os elementos de ordem finita do grupo Pn(S2), n ≥ 3, são facilmente caracterizados.

Mais uma vez, usando indução sobre o ı́ndice n. Para n = 3 o trabalho está feito pois

P3(S2) é finito de ordem 2 gerado por ∆3 = σ2
2. Deste modo, seus elementos de ordem

finita são o elemento neutro e a trança ∆3.

Seja β um elemento de ordem finita de P4(S2) então, se p representa a fibração

F4(S2) → F3(S2), p∗(β) será um elemento de ordem finita de P3(S2). Logo, p∗(β) é

igual a 1 ou ∆3. Se ocorrer a primeira possibilidade, então β é um elemento de ordem

finita do grupo livre π1(S2 \ {P1, P2, P3}, P4) , isto é, β é trivial. Se por sua vez tivermos

p∗(β) = ∆3 então β−1∆4 pertence ao grupo livre π1(S2 \ {P1, P2, P3}, P4). Como ∆4 e β

comutam, conclúımos que β−1∆4 tem ordem finita. Novamente pelo fato de todo grupo

livre ser livre de torção, deve-se ter β = ∆4.

Assumindo como hipótese que o conjunto dos elementos de ordem finita do grupo

Pn−1(S2) consiste das tranças 1 e ∆n−1 e adaptando as ideias do parágrafo anterior para

a fibração Fn(S2)→ Fn−1(S2), conclúımos que os elementos de ordem finita de Pn(S2) são

precisamente as n-tranças 1 e ∆n.

Teorema 2.3.6. O único elemento de ordem 2 em Bn(S2) é ∆n para n ≥ 3.

Demonstração. Se α ∈ Pn(S2) tem ordem 2 então, de acordo com as observações acima,

α = ∆n. Suponha também que α ∈ Bn(S2) \ Pn(S2).

Como o(α) = 2 e α /∈ Pn(S2), a permutação π(α) também tem ordem 2 e assim,

pode ser escrita como um produto de transposições e 1 ćıclos disjuntos. Vamos separar a

demonstração em dois casos:

1. A fatoração de π(α) contém pelo menos um 1-ćıclo;

Sem perda de generalidade, podemos supor que α ∈ B1,2,...,2(S2) e com isso, a
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permutação associada a α contém a transposição (2 3). Considere a fibração

p : D1,2,...,2(S2)→ D1,2(S2).

Se pormos γ = p∗(α), então γ2 = 1 e π(γ) = π(σ2). Logo, γ−1σ2 ∈ P3(S2). Temos

duas possibilidades, γ−1σ2 = 1 ou γ−1σ2 = ∆3. A primeira delas implica que γ = σ2

e assim o(σ2) = 2, uma contradição. A segunda possibilidade nos conduz a mesma

contradição, pois, se σ2 = ∆3γ então σ2
2 = (∆3γ)2 = ∆2

3γ
2 = 1.

2. A decomposição de π(α) contém apenas transposições;

Neste caso, podemos supor que α ∈ B2,...,2(S2) e π(α) contém as transposições

(1 2) e (3 4). Novamente, considere a fibração de Fadell-Neuwirth generalizada

p : D2,...,2(S2)→ D2,2(S2) e ponha γ = p∗(α). Então, π(γ) = (1 2)(3 4) = π(σ1σ3)

donde γ = wσ1σ3 para algum w ∈ P4(S2). Além disso,

γ2 = w(σ1σ3wσ
−1
3 σ−1

1 )σ2
1σ

2
3. (2.6)

Agora, de acordo com o Teorema 2.3.1, P4(S2) é gerado pelos elementos Ai,j, 1 ≤

i < j ≤ 4 e, entre outras relações, tem-se

(i) A1,4A2,4A3,4 = 1.

(ii) A1,2A1,3A1,4 = 1.

(iii) A1,2A2,3A2,4 = 1.

(iv) A1,3A2,3A3,4 = 1.

em particular

∆4 = A1,2(A1,3A2,3)(A1,4A2,4A3,4) = A1,2A
−1
3,4. (2.7)

Pode-se escrever P4(S2) como 〈∆4〉nF (Lema 2.3.10), onde F é grupo livre π1(S2 \

{P1, P2, P3}, P4) ∼= 〈A1,4, A2,4〉. Com isso, o elemento w tem a forma ∆ε
4v(A1,4, A2,4),

onde ε ∈ {0, 1} e v = v(A1,4, A2,4) é uma palavra reduzida em {A1,4, A2,4}. Temos:

σ1σ3A1,4σ
−1
3 σ−1

1 = A3,4A2,3A
−1
3,4

σ1σ3A2,4σ
−1
3 σ−1

1 = A3,4A
−1
2,3A1,3A2,3A

−1
3,4
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ambos pertencentes a P4(S2). Logo, tem a forma ∆ε
4 · ṽ. Com as relações (i)− (iv),

obtemos:

σ1σ3A1,4σ
−1
3 σ−1

1 = ∆4A
−1
2,4A1,4A2,4

σ1σ3A2,4σ
−1
3 σ−1

1 = ∆4A
−1
2,4A

−1
1,4A2,4A1,4A2,4.

Da equação 2.6 mais o fato de ∆4 ser central, obtem-se:

1 = γ2 = w(σ1σ3wσ
−1
3 σ−1

1 )σ2
1σ

2
3

= ∆ε
4v(A1,4, A2,4) · (σ1σ3∆ε

4v(A1,4, A2,4)σ−1
3 σ−1

1 )A1,2A3,4

= v(A1,4, A2,4) · (σ1σ3v(A1,4, A2,4)σ−1
3 σ−1

1 )∆4A
2
3,4.

Abelinizando P4(S2) obtemos Z2 ⊕ Z2, com geradores ∆4, A1,4, A2,4. Se represen-

tarmos por φ a projeção P4(S2) → P4(S2)/Γ2(P4(S2)) então, φ(w) = ∆ε
4 · A

m1
1,4A

m2
2,4 .

Abelinizando a igualdade acima, obtemos

1 = γ2

= Am1
1,4A

m2
2,4 · (∆4A

−1
2,4A1,4A2,4)m1(∆4A

−1
2,4A

−1
1,4A2,4A1,4A2,4)m2 ·

·∆4(A1,4A2,4)−2

= Am1
1,4A

m2
2,4 · (∆4A1,4)m1(∆4A2,4)m2 ·∆4A

−2
1,4A

−2
2,4

= ∆m1+m2+1
4 A2m1−2

1,4 A2m2−2
2,4

e assim, obrigatoriamente 2mi − 2 = 0 para i = 1, 2 e, ∆m1+m2+1
4 = 0 (em

P4(S2)/Γ2(P4(S2))). Porém, este conjunto de condições sobre os coeficientes m1

e m2 implica que ∆4 = 0, uma contradição.

As contradições surgiram do fato de supormos que α /∈ Pn(S2). Portanto, se a n-trança

α tem ordem igual a 2, então ela deve ser uma trança pura, e consequentemente, deve ser

igual a ∆n.

Lema 2.3.10. P4(S2) ∼= 〈∆4〉 n F , onde F representa o grupo livre de posto 2 e base

{A1,4, A2,4}.
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Demonstração. Temos a sequência exata

1 A′n P4 P3 1i′ j′

onde A′4 é o grupo com geradores Ai,j sujeitos a única relação A1,4A2,4A3,4 = 1. Assim,

A′4 é livre de posto 2 com base {A1,4, A2,4}(já sab́ıamos que A4 é livre de posto 2, a única

diferença aqui são os geradores). Agora, P3 = {1,∆3} e, o elemento ∆4 tem ordem 2

em P4. Se definirmos s : P3 → P4 pondo s(∆3) = ∆4 teremos que a sequência acima

cinde.
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CAṔITULO 3

Estrutura dos grupos Bn,m(S2)

Neste caṕıtulo apresentaremos os resultados contidos em [10]. Primeiramente iremos

expor uma apresentação para os grupos Bn,m(S2) e certos quocientes. Em seguida, serão

apresentados alguns resultados concernindo a existência ou não de uma secção geométrica

ou algébrica para a fibração generalizada de Fadell-Neuwirth.

3.1 Apresentação de Bn,m(S2) e certos quocientes

As ferramentas utilizadas no cálculo de uma apresentação dos grupos Bn,m(S2), onde

n,m ≥ 1, são a sequência generalizada de Fadell-Neuwirth e o método de obtenção de uma

apresentação de uma extensão de grupos. Entretanto, alguns casos particulares devem ser

analisados separadamente pois, como vimos, a sequência (2.5) com M = S2 só é válida

quando n ≥ 3 e m ≥ 1.

Iniciamos analisando o caso mais simples onde n = m = 1. Observe que D1,1(S2) =

F2(S2) pois S1 × S1 é trivial. Logo, B1,1(S2) é trivial.

A próxima possibilidade é n = 2 e m = 1. A sequência (2.2) com H = S2 × S1, dá

origem a sequência exata curta

1 P3(S2)︸ ︷︷ ︸
∼=Z2

B2,1(S2) S2 × S1︸ ︷︷ ︸
∼=Z2

1
(qH)∗ πH
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Imediatamente, constata-se que B2,1(S2) deve ter ordem igual a 4. Temos duas possi-

bilidades: B2,1(S2) é isomorfo ao grupo de Klein Z2 ⊕ Z2 ou é isomorfo ao grupo ćıclico

de ordem 4. Vamos excluir a primeira delas. Foi mostrado no Teorema 2.3.6, que o único

elemento de ordem 2 no grupo de 3-tranças da esfera, é a trança full-twist ∆3. Logo,

se ocorrresse a primeira possibilidade, todo elemento diferente da identidade em B2,1(S2)

teria ordem 2, ou seja, existiriam 3 elementos distintos de ordem dois em B3(S2), contra-

dizendo a unicidade de ∆3. Portanto, B2,1(S2) é ćıclico de ordem 4 gerado pela trança σ1

visto que o(σ1) = 4 e π(σ1) = s1 ∈ S2 × S1.

A última configuração a ser analisada separadamente é o caso n = m = 2. Olhando

para a sequência 2.2 com H = S2 × S2, ficamos com a sequência exata curta

1 P4(S2) B2,2(S2) S2 × S2 1
(qH)∗ πH

Teorema 3.1.1. O grupo B2,2(S2) tem a seguinte apresentação

Geradores: A1,2, A1,3, A2,3, A1,4, A2,4, A3,4, σ1, σ3.

Relações:

A−1
1,2A3,4A1,2 = A3,4

A−1
1,4A2,3A1,4 = A2,3

A−1
r,iAi,jAr,i = Ar,jAi,jA

−1
r,j se r < s < j

A−1
i,sAi,jAi,s = Ai,jAs,jAi,jA

−1
s,jA

−1
i,j se i < s < j

A−1
1,3A2,4A1,3 = A1,4A3,4A

−1
1,4A

−1
3,4A2,4A3,4A1,4A

−1
3,4A

−1
1,4

A1,4A2,4A3,4 = 1

σ−1
1 σ3σ1 = σ3

σ2
i = Ai,i+1

σ−1
k Ai,i+1σk = Ai,i+1 se k, i ∈ {1, 3}

σ−1
1 A1,jσ1 = A1,jA2,jA

−1
1,j se j = 3, 4

σ−1
1 A2,jσ1 = A1,j se j = 3, 4

σ−1
3 Ai,3σ3 = A−1

3,4Ai,4A3,4 se i = 1, 2

σ−1
3 Ai,4σ3 = Ai,3 se i = 1, 2.
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Demonstração. A prova é uma aplicação direta do Teorema 1.1.1.

Para o caso geral, isto é, n ≥ 3 e m ≥ 1, temos a sequência exata curta

1 Bm(S2 \ {P1, . . . , Pn}) Bn,m(S2) Bn(S2) 1
η∗ p∗

(3.1)

ou seja, Bn,m(S2) é uma extensão de Bn(S2) por Bm(S2 \ {P1, . . . , Pn}). A fim de aplicar

o método exposto no primeiro caṕıtulo, devemos conhecer uma apresentação para os

demais grupos presentes na sequência acima, ou seja, resta obter uma apresentação para

Bm(S2 \ {P1, . . . , Pm}).

Inicialmente, seja βn,m o núcleo do homomorfismo p∗. Agora, o grupo de tranças puras

Pn+m(S2) pode ser considerado como um subgrupo de Bn,m(S2) via o homomorfismo

induzido pelo recobrimento qH : Fn+m(S2) → Dn,m(S2) = Fn+m(S2)/Sn × Sm, ponha

Πn,m = βn,m ∩ Pn+m(S2).

Temos, βn,m ∼= Bm(S2 \ {P1, . . . , Pn}) enquanto que, Πn,m
∼= Pm(S2 \ {P1, . . . , Pn}).

Da sequência exata 2.3, aplicada a superf́ıcie S2 \ {P1, . . . , Pn}, obtemos que βn,m é uma

extensão de Sm por Πn,m. Logo, devemos obter uma apresentação para o grupo Πn,m.

Proposição 3.1.1. Sejam n ≥ 3 e m ≥ 1. O grupo

Πn,m = Pm(S2 \ {P1, . . . , Pn})

tem apresentação dada por:

Geradores: Ai,j, onde 1 ≤ i < j e j ∈ {n+ 1, . . . , n+m}.

Relações: para n+ 1 ≤ j ≤ n+m,

(

j−1∏
i=1

Ai,j)(
n+m∏
k=j+1

Aj,k) = 1 (3.2)

e, para n+ 1 ≤ j < l ≤ n+m, 1 ≤ i < j e 1 ≤ k < l, valem as seguintes relações

A−1
i,j Ak,lAi,j = Ak,l se k < i ou k > j

A−1
i,j Ai,lAi,j = Ai,lAj,lAi,lA

−1
j,l A

−1
i,l

A−1
i,j Ak,lAi,j = Ai,lAj,lA

−1
i,l A

−1
j,l Ak,lAj,lAi,lA

−1
j,l A

−1
j,l se i < k < j

A−1
i,j Aj,lAi,j = Ai,lAj,lA

−1
i,l
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Demonstração. Se m = 1, então Πn,1 = P1(S2 \ {P1, . . . , Pn}) é gerado pelos elementos

A1,n+1, . . . , An,n+1 e vale a única relação :

A1,n+1 · · ·An,n+1 = 1

ou seja, a proposição é válida quando m = 1.

Agora, seja m = 2. Considere a sequência exata curta

1 Πn+1,1 Πn,2 Πn,1 1
p∗

onde p∗ é igual a restrição do homomorfismo induzido pela fibração de Fadell-Neuwirth

Fn+2(S2)→ Fn+1(S2)

ao subgrupo Πn,2.

De acordo com o Teorema 1.1.1, Πn,2 é gerado por Ai,j, onde 1 ≤ i < j e j ∈

{n + 1, n + 2}. Quanto as relações, o primeiro conjunto de relações consiste das relações

provenientes de Πn+2,1, resumidas a única relação A1,n+2 · · ·An+1,n+2 = 1. Da apre-

sentação de Bn+2(S2), obtém-se a igualdade

A1,n+1 · · ·An,n+1 = σn · · ·σ2σ
2
1σ2 · · ·σn = σ−2

n+1 = A−1
n+1,n+2.

Dessa forma, a única relação A1,n+1 . . . An,n+1An+1,n+2 = 1 consiste do segundo conjunto

de relações. Para o último, devemos calcular as conjugações A−1
i,n+1Ak,n+2 Ai,n+1, com

1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ k ≤ n+ 2 . Entretanto, estes cálculos já estão listados no Teorema 2.3.1.

Portanto, a apresentação para o grupo Πn,2 coincide com a apresentação enunciada na

proposição.

O caso geral segue a mesma linha de racioćınio pois, deve-se considerar a sequência

exata curta

1 Πn+m,1 Πn,m+1 Πn,m 1
p∗

que surge da restrição do homomorfismo induzido pela fibração de Fadell-Neuwirth

Fn+m+1(S2)→ Fn+m(S2)
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ao subgrupo Πn,m+1 = Pm+1(S2 \ {P1, . . . , Pn}) ⊆ Pn+m+1(S2).

Proposição 3.1.2. Seja n ≥ 3 e m ≥ 1. Então, o seguinte constitui uma apresentação

de βn,m = Bm(S2 \ {P1, . . . , Pn}) ⊆ Bn+m(S2):

Geradores: Ai,j, com 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n+m, e σ̃r := σn+r , 1 ≤ r ≤ m− 1.

Relações: Para 1 ≤ i, k ≤ n, n+ 1 ≤ j < l ≤ n+m, mas n+ 1 ≤ j ≤ n+m quando não

tivermos o ı́ndice l e 1 ≤ r, s ≤ m− 1:

A−1
i,j Ak.lAi,j = Ak,l se k < i (3.3)

A−1
i,j Ai,lAi,j = Ai,lAj,lAi,lA

−1
j,l A

−1
i,l (3.4)

A−1
i,j Ak,lAi,j = Ai,lAj,lA

−1
i,l A

−1
j,l Ak,lAj,lAi,lA

−1
j,l A

−1
j,l

se i < k (3.5)

A−1
i,j Aj,lAi,j = Ai,lAj,lA

−1
i,l (3.6)

(
n∏
i=1

Ai,n+m)−1 = σ̃m−1 . . . σ̃2σ̃
2
1σ̃2 . . . σ̃m−1 (3.7)

σ̃rσ̃s = σ̃sσ̃r se |r − s| ≥ 2 (3.8)

σ̃rσ̃r+1σ̃r = σ̃r+1σ̃rσ̃r+1 (3.9)

σ̃−1
r Ai,jσ̃r = Ai,j se r 6= j − n− 1, j − n (3.10)

σ̃j−nAi,jσ̃
−1
j−n = Ai,j+1 se n+ 1 ≤ j ≤ n+m− 1 (3.11)

Nas relações acima, o elemento Ai,j, n+ 1 ≤ i < j ≤ n+m, deve ser escrito como

σ̃j−n−1 . . . σ̃i−n+1σ̃i−nσ̃i−nσ̃
−1
i−n+1 . . . σ̃

−1
j−n−1 (3.12)

Demonstração. Nosso trabalho se resume em aplicar o Teorema 1.1.1 à sequência exata

curta

1 Πn,m βn,m Sm 1π

Assim, βn,m é gerado pelos elementos Ai,j, 1 ≤ i < j, j ∈ {n + 1, . . . , n + m}, mais um

conjunto de representantes de βn,m/Πn,m. Como a imagem do elemento σ̃r pelo homomor-

fismo π é igual a transposição sr = (r r+ 1), podemos escolher os elementos σ̃r = σn+r a

fim de completar o conjunto de geradores. Agora, lembre que, para n+1 ≤ i < j ≤ n+m
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temos a igualdade:

Ai,j = σ̃j−n−1 · · · σ̃i−n+1σ̃i−nσ̃i−nσ̃
−1
i−n+1 · · · σ̃−1

j−n−1

donde obtemos as relação descritas em (3.12). Com isso, o conjunto de geradores se

resume ao conjunto {Ai,j, σ̃r | 1 ≤ i ≤ n, n + 1 ≤ j ≤ n + m, 1 ≤ r ≤ m − 1}, conforme

afirmado no enunciado da proposição.

As três classes de relações em βn,m são obtidas como segue: a primeira provém das

relações contidas em Πn,m, descritas na proposição 3.1.1. Como no parágrafo acima foi ob-

servado uma relação entre os geradores Ai,j e σ̃r, no decorrer da demonstração tentaremos

descartar algumas das relações contidas em Πn,m.

Para a segunda classe de relações, devemos escrever cada relação em Sm, substituindo

cada sr por σ̃r, em função dos geradores do núcleo Πn,m. As relações (3.9) e (310) são

facilmente obtidas por meio da apresentação de Bn+m(S2) e da terceira relação em Sm,

obtém-se a igualdade σ̃r
2 = An+r,n+r+1 que é um caso especial da relação (3.13).

Enquanto que, para a terceira classe de relações, devemos calcular os conjugados

σ̃r
∓1Ai,jσ̃r

±1, 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n+m, 1 ≤ r ≤ m− 1. Temos:

σ̃r
−1Ai,jσ̃r =



Ai,j se r < j − n− 1

Ai,j−1 se r = j − n− 1

A−1
j,j+1Ai,j+1Aj,j+1 se r = j − n

Ai,j se r > j − n

por outro lado

σ̃rAi,jσ̃r
−1 =



Ai,j se r < j − n− 1

Aj−1,jAi,j−1A
−1
j−1,j se r = j − n− 1

Ai,j+1 se r = j − n

Ai,j se r > j − n

donde extráımos a relação (3.10). Perceba agora que, para r ∈ {j−n−1, j−n} as quatro

relações resultantes são duas a duas equivalentes. Assim, basta listar apenas a relação

(3.11).

Da comutatividade entre σ̃r e Ai,j quando r 6= j − n− 1, j − n, podemos descartar a
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relação Ai,j 
 Ak,l se 1 ≤ i < j < k, n+ 1 ≤ j < l ≤ n+m.

Por fim, pela relação (3.11), para n+ 1 ≤ j ≤ n+m− 1, tem-se:

σ̃j−n(

j−1∏
i=1

Ai,j)σ̃
−1
j−n =

j−1∏
i=1

Ai,j+1.

Mais ainda, para k ≥ j + 1, usando a apresentação de Bn+m(S2), obtemos

σ̃j−nAj,kσ̃
−1
j−n = Aj+1,k.

Logo, para n+ 1 ≤ j ≤ n+m− 1

σ̃j−n(

j−1∏
i=1

Ai,j)(
n+m∏
k=j+1

Aj,k)σ̃
−1
j−n = (

j∏
i=1

Ai,j+1)(
n+m∏
k=j+2

Aj+1,k)

ou seja, em βn,m todas as relações contidas em 3.12 são equivalentes. Para finalizar, tem-se

A1,n+m · · ·An,n+m · · ·An+m−1,n+m = (
n∏
i=1

Ai,n+m) ˜σm−1 · · · σ̃2σ̃1σ̃1 · · · ˜σm−1

o que encerra a demonstração.

Corolário 3.1.1. Sejam n ≥ 3 e m ≥ 1. Então, a abelinização de βn,m = Bm(S2 \

{P1, . . . , Pn}) tem apresentação dada por:

Geradores: ρ1, . . . , ρn, σ.

Relações:

ρiρj = ρjρi se 1 ≤ i, j ≤ n

ρiσ = σρi se 1 ≤ j ≤ n

ρ1ρ2 · · · ρnσ2(m−1) = 1.

Assim, Bm(S2 \{P1, . . . , Pn})/Γ2(Bm(S2 \{P1, . . . , Pn})) é abeliano livre com base ρ1, . . . ,

ρn−1, σ.

Demonstração. Seja ψ : βn,m → βn,m/Γ2(βn,m) o homomorfismo canônico. De acordo

com o exemplo 1.1.1, a abelinização de βn,m é gerada pelos elementos ψ(Ai,j), 1 ≤ i ≤ n,

n + 1 ≤ j ≤ n + m e ψ(σ̃r), 1 ≤ r ≤ m − 1. Continuam válidas as mesmas relações
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de βn,m adicionando-se apenas a comutatividade entre os geradores. Se aplicarmos a

comutatividade entre os geradores ψ(Ai,j) e ψ(Ak,l) nas relações (3.3)-(3.7) não obtemos

nenhuma informação relevante. Por sua vez, usando a comutatividade entre ψ(σ̃j−n) e

ψ(Ai,j) na relação (3.13), conclúımos que ψ(Ai,n+1) = . . . = ψ(Ai,n+m) para todo i =

1, . . . , n. Denote por ρi = ψ(Ai,n+1). Ao aplicarmos a comutatividade entre os geradores

ψ(σ̃r) e ψ(σ̃r+1) na relação (3.10), chegamos a igualdade ψ(σ̃1) = . . . = ψ(σ̃m−1). Denote

por σ o elemento ψ(σ̃1). Com estas observações obtemos o conjunto de geradores dado no

enunciado do corolário. Sendo o grupo βn,m/Γ2(βn,m) abeliano, obviamente seus geradores

comutam. Para obtermos a última relação, basta aplicar a comutatividade na relação

(3.7).

Teorema 3.1.2. Sejam n ≥ 3 e m ≥ 1. Então, o seguinte constitui uma apresentação

para o grupo Bn,m(S2):

Geradores: Ai,j, 1 ≤ i ≤ n, n+ 1 ≤ j ≤ n+m, σ̃r, 1 ≤ r ≤ m− 1, τp, 1 ≤ p ≤ n− 1.

Relações: para 1 ≤ i, k ≤ n, n + 1 ≤ j < l ≤ n + m, mas n + 1 ≤ j ≤ n + m quando

não tivermos o ı́ndice l, 1 ≤ r, s ≤ m− 1, e 1 ≤ p, q ≤ n− 1, as relações (3.3)-(3.12) da

Proposição 3.1.2 são válidas, em adição tem-se:

τpτq = τqτq se |p− q| ≥ 2

τpτp+1τp = τp+1τpτp+1

τn−1 · · · τ2τ
2
1 τ2 · · · τn−1(

n+m∏
k=n+1

An,k) = 1

σ̃rτp = σ̃rτp

τ−1
p Ai,jτp = Ai,j se p 6= i− 1, i

τpAp,jτ
−1
p = Ap+1,j

τ−1
p Ap,jτp = Ap,jAp+1,jA

−1
p,j

Demonstração. Tudo o que temos a fazer é aplicar o Teorema 1.1.1 à sequência (3.1).

Sabemos que Bn+m(S2) é gerado por σ1 . . . , σn+m−1, e, todos estes elementos, exceto σn,

pertencem ao grupo Bn,m(S2). Note que a imagem por p∗ dos n − 1 primeiros geradores

σ1, . . . , σn−1 é igual a σ1, . . . , σn−1 ∈ Bn(S2), respectivamente. Por esta razão, denote por

τi o elemento σi ∈ Bn,m(S2), com i = 1, . . . , n− 1.

Logo, o grupo Bn,m(S2) é gerado pelo conjunto {Ai,j, σ̃r := σn+r, τp | 1 ≤ i ≤ n, n+1 ≤
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j ≤ n+m, 1 ≤ r ≤ m− 1, 1 ≤ p ≤ n− 1}.

As relações de βn,m são carregadas diretamente ao grupo Bn,m(S2), obtendo assim

as relações (3.3)-(3.12). Para a segunda classe de relações, da apresentação de Bn+m(S2)

tiramos que τp e τq comutam se |p−q| ≥ 2 e, τpτp+1τp = τp+1τpτp+1. A fim de completarmos

a segunda classe de relações, devemos escrever o elemento τn−1 . . . τ2τ
2
1 τ2 . . . τn−1 como uma

palavra nos geradores do núcleo βn,m. Temos:

τn−1 · · · τ2τ
2
1 τ2 · · · τn−1 = A1,n · · ·An−1,n = (

n+m∏
k=n+1

An,k)
−1

onde a última igualdade decorre da relação (3.2) da proposição 3.1.1.

Para conclúırmos a demonstração, devemos calcular as conjugações τ∓1
p σ̃rτ

±1
p e τ∓1

p Ai,jτ
±1
p .

Mais uma vez, das relações em Bn+m(S2), conclúımos que os geradores τp e σ̃r comutam

e ainda, tem-se:

τ−1
p Ai,jτp =



Ai,j se p < i− 1

Ai−1,j se p = i− 1

Ai,jAi+1,jA
−1
i,j se p = i

Ai,j se p > i

por outro lado

τpAi,jτ
−1
p =



Ai,j se p < i− 1

A−1
i,j Ai−1,jAi,j se p = i− 1

Ai+1,j se p = i

Ai,j se p > i

Logo, τp e Ai,j comutam se p /∈ {i − 1, i}. Agora, note que é necessário apenas listar as

duas relações com p = i pois, as demais podem ser deduzidas a partir destas.

Seja Hn,m = Γ2(βn,m). Pelo Lema 1.4.2, Hn,m é normal em Bn,m(S2), visto que βn,m é

igual ao núcleo do homomorfismo p∗ : Bn,m(S2)→ Bn(S2). O homomorfismo p∗ induz um

homomorfismo p̂∗ entre os grupos Bn,m(S2)/Hn,m e Bn(S2), cuja imagem coincide com a

de p∗ e o núcleo é igual ao quociente βn,m/Hn,m. Em suma, temos o diagrama comutativo
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1 βn,m Bn,m(S2) Bn(S2) 1

1 βn,m/Hn,m Bn,m(S2)/Hn,m Bn(S2) 1

ψ

p∗

φ

p̂∗

(3.13)

onde φ é o homomorfismo quociente. Das observações acima a respeito da imagem e o

núcleo de p̂∗, conclúımos que a linha inferior é exata. Estamos então nas hipóteses do

Teorema 1.1.1.

Proposição 3.1.3. Sejam n ≥ 3 e m ≥ 1. Então, Bn,m(S2)/Hn,m tem apresentação dada

por:

Geradores: ρi, 1 ≤ i ≤ n, σ, τk, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Relações: para 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ k, l ≤ n− 1

σρiσ
−1 = ρi

ρiρj = ρjρi para todos 1 ≤ i, j ≤ n

ρ1 · · · ρnσ2(m−1) = 1

τkτl = τlτk se |l − k| ≥ 2

τkτk+1τk = τn+1τkτk+1 se 1 ≤ k ≤ n− 2

τn−1 . . . τ2τ
2
1 τ2 . . . τn−1ρ

m
n = 1

τkστ
−1
k = σ

τkρiτ
−1
k = ρi se k 6= i, i+ 1

τk−1ρkτ
−1
k−1 = ρk−1

τ−1
k−1ρkτk−1 = ρk−1

Em particular, as relações

ρk+1τk = τkρk

ρkτk = τkρk+1

são válidas em Bn,m(S2)/Hn,m.
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Demonstração. Inicialmente relembre que ρi = ψ(Ai,j), j = n+1, . . . , n+m, e σ = ψ(σ̃r),

r = 1, . . . ,m− 1. Tem-se p̂∗(Hn,m · τi) = τi ∈ Bn(S2) assim, se denotarmos por τi a classe

lateral à direita Hn,m · τi, obtemos o conjunto de geradores.

As primeiras três relações listadas acima consistem das relações do núcleo βn,m/Hn,m.

Para o segundo tipo de relações, note que, se |k − l| ≥ 2, então:

τkτl = (Hn,m · τk)(Hn,m · τl)

= Hn,m · (τkτl)

= Hn,m · (τlτk)

= (Hn,m · τl)(Hn,m · τk)

= = τlτk

e, com o mesmo racioćıonio, τkτk+1τk = τk+1τkτk+1 se k = 1, . . . , n − 2. Para a última

relação proveniente de Bn(S2), tem-se:

τn−1 · · · τ2τ
2
1 τ2 · · · τn−1 = Hn,m · (τn−1 · · · τ2τ

2
1 τ2 · · · τn−1)

= Hn,m · (A−1
n,n+m · · ·A−1

n,n+1)

= ρ−mn .

Por fim, devemos calcular as conjugações τ±1
k στ∓1

k e τ±1
k ρiτ

∓1
k . A primeira delas

é simples pois τk e σ̃r comutam em Bn,m(S2), implicando na comutatividade entre os

geradores τk e σ. Enquanto que, para o segundo tipo de conjugações, na demons-

tração da Proposição 3.1.2, foram calculados os valores de τ±1
k Ai,jτ

∓1
k , projetanto os

resultados lá obtidos em Bn,m(S2)/Hn,m, obtemos a comutatividade entre τk e ρi se

k 6= i−1, i. Naquela ocasião, foi visto também que o par de igualdades τkAk,jτ
−1
k = Ak+1,j,

τ−1
k Ak,jτk = Ak,jAk+1,jA

−1
k,j eram suficientes para descrever as demais conjugações. Logo, é

suficiente calcular τ∓1
k ρkτ

±1
k . Projetando no quociente as igualdades dadas acima, obtemos

τkρkτ
−1
k = ρk+1 e τ−1

k ρkτk = ρk.
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3.2 Existência de secção geométrica para a fibração

de Fadell-Neuwirth generalizada

Para finalizar nosso trabalho, estudaremos a existência de uma secção geométrica

para a fibração Dn,m(S2)→ Dn(S2) bem como a existência de uma secção algébrica. Uma

motivação para tal estudo provém da fibração Fm(S2) → Fn(S2), no qual tem-se uma

resposta completa, vide [5].

Seja n = 1. Neste caso, B1(S2) = {1} e a existência de uma secção algébrica é trivial.

No âmbito geométrico, se m também for igual a um, então basta definir a aplicação

s : D1(S2)→ D1,1(S2) = F2(S2) pondo s(x) = (x,−x). Se m ≥ 2 então, não existe secção

geométrica. De fato, suponha que existisse, pelo Corolário 1.3.1, teŕıamos :

π2(D1,m(S2)) ∼= π2(D1(S2))⊕ π2(Dm(S2 \ {P1}))

∼= π2(S2)⊕ π2(Dm(E2))

∼= Z⊕ π2(Dm(E2)).

Como m + 1 ≥ 3, o segundo grupo de homotopia do espaço D1,m(S2) é trivial (Lema

2.1.3). O mesmo ocorre com Dm(E2). Logo, a existência de uma secção geométrica nos

leva a uma contradição.

Teorema 3.2.1. (i) A fibração p : D1,m(S2)→ D1(S2) admite uma secção geométrica se,

e somente se, m = 1.

(ii) A fibração p : D1,m(S2)→ D1(S2) sempre admite uma secção algébrica.

Vamos agora para o caso n = 2. Suponha que exista uma secção algébrica s∗ para a

fibração p : D2,m(S2) → D2(S2). Recorde que o grupo de 2-tranças na esfera é ćıclico de

ordem 2 gerado pela trança σ1. Como s∗ é injetora, o elemento s∗(σ1) tem ordem 2 em

B2,m(S2), e assim, deve-se ter s∗(σ1) = ∆2+m. Considerando o diagrama comutativo

P2+m(S2) P2(S2)

B2,m(S2) B2(S2)

p′∗

(qS2×Sm )∗ q∗

p∗
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onde p′ representa a fibração de Fadell-Neuwirth,temos:

p∗(∆2+m) = p∗((qS2×Sm)∗∆2+m)

= q∗(p
′
∗(∆2+m))

= q∗(p
′
∗(A1,2(A1,3A2,3) · · · (A1,n · · ·An−1,n)))

= q∗(∆2) = ∆2 = 1,

o que por sua vez, implica que σ1 = p∗(s∗(σ1)) = 1, uma contradição.

Teorema 3.2.2. A fibração p : D2,m(S2)→ D2(S2) não admite secção geométrica.

Demonstração. A existência de uma secção geométrica implicaria na existência de uma

secção algébrica, contradizendo o que acabamos de mostrar no parágrafo acima.

Proposição 3.2.1. Sejam d0 = 3q0 + ε0, d1 = 6q1 + ε1, . . . , ds = 6qs + εs, onde qi ≥ 1,

εi ∈ {0, 2} e ε0 + ε1 + · · · + εs ∈ {0, 2}. Então, a fibração p : D3,d0,...,ds(S2) → D3(S2)

admite uma secção geométrica.

Demonstração. Dada uma tripla não ordenada [[x1, x2, x3]] ∈ D3(S2), considere o plano

Π determinado por estes pontos e seja C0 = Π ∩ S2.

Em C0, para cada 1 ≤ i 6= j ≤ 3, escolha q0 pontos igualmente espaçados entre xi e

xj. Assim, obtemos 3q0 pontos na esfera que dependem de maneira cont́ınua de x1, x2, x3,

porém, não dependem da ordem em que estão dispostos.

Seja rΠ a reta normal ao plano Π atravéz do centro P do ćırculo C e sejam N1, N2 os

pontos onde ela intersecta a esfera. Agora, em cada segmento [P,Ni], escolha s pontos

igualmente espaçados distintos de P e Ni, digamos, z
(i)
1 , . . . , z

(i)
s , tais que :

[P,Ni] = [P, z
(i)
1 ] ∪ [z

(i)
1 , z

(i)
2 ] ∪ . . . ∪ [z(i)

s , Ni]

Através de cada ponto z
(i)
j considere o plano normal à reta rΠ e seja C

(i)
j o ćırculo determi-

nado por este plano na esfera. Para cada ponto xk, existe um segmento de reta (na esfera)

contendo os pontos N1, xk, N2, este segmento por sua vez, determina um ponto w
(i)
j,k em

cada ćırculo C
(i)
j . Assim, em cada ćırculo C

(i)
j criamos 3 pontos em função de x1, x2, x3.

Por fim, em cada C
(i)
j escolha qj − 1 pontos igualmente espaçados entre cada par

w
(i)
j,k, w

(i)
j,l , 1 ≤ k 6= l ≤ 3. Deste modo, para cada j = 1, . . . , s constrúımos 6qj pontos
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em função de x1, x2, x3, pois, para cada ćırculo C
(i)
j foram obtidos 3qj pontos. Para não

termos nenhuma escolha dependendo da ordem dos pontos x1, x2, x3, devemos agrupar os

pontos obtidos nos ćırculos C
(1)
j e C

(2)
j num mesmo bloco.

Quanto aos pontos N1, N2, podemos agrupá-los em qualquer um dos conjuntos de

pontos obtidos.

Corolário 3.2.1. Se m ≡ 0, 2 mod 3 então a fibração p : D3,m(S2) → D3(S2) admite

uma secção geométrica.

Demonstração. Basta aplicar o Teorema acima para o caso s = 0.

Proposição 3.2.2. Se m ≡ 1 mod 3 então o grupo B3,m(S2) não possui nenhum subgrupo

isomorfo à B3(S2). Consequentemente, a fibração p : B3,m(S2)→ B3(S2) não admite uma

secção algébrica.

Demonstração. O inteiro m tem a forma 3q + 1, onde q ∈ N. Suponha que B3,m(S2)

possua um subgrupo finito H isomorfo ao grupo de 3-tranças na esfera. Assim, H é

gerado pelos elementos w1, w2, e os geradores estão sujeitos as relações w4
i = (w1w2)6 = 1

e w1w2w1 = w2w1w2. Dessa forma, w2
i = ∆3+m. Pelo Teorema de Murasugi (Teorema

2.3.5) cada gerador wi é conjugado à alguma potência de algum αj(i), j(i) ∈ 0, 1, 2.

Em virtude de wi ter ordem igual a 4, conclúımos que ele é conjugado ao elemento

α
±(m+3−j(i))/2
j(i) . Com as informações coletadas até o momento, sabemos que wi = giAig

−1
i ,

onde Ai satisfaz a A2
i = ∆3+m.

Substituindo a expressão de wi na igualdade w1w2w1 = w2w1w2 obtemos:

g1A1g
−1
1 · g2A2g

−1
2 · g1A1g

−1
1 = g2A2g

−1
2 · g1A1g

−1
1 · g2A2g

−1
2 .

Ponha h = g−1
1 g2 e conjugue por g1 a igualdade acima, resultando em:

1 = hA2h
−1 · A1 · hA2h

−1 · A−1
1 · hA−1

2 h−1 · A−1
1

= [h,A2] · A2A
−1
1 · A2

2 · hA2h
−1A−1

2 · A2A
−1
1 · hA2A

−2
2 · h−1A−1

2 · A2A
−1
1

= [h,A2]A2A
−1
1 ·∆3+m · [h,A2]A2A

−1
1 · hA2 ·∆−1

3+m · h−1A−1
2 · A2A

−1
1

= [h,A2] · A2A
−1
1 ·∆3+m · [h,A2]A2A

−1
1 · [h,A2]A2A

−1
1 ·∆3+m

= γ3

onde γ = [h,A2] · A2A
−1
1 . Assim, temos duas possibilidades, γ = 1 ou o(γ) = 3.
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(i) Suponha que γ = 1;

Neste caso tem-se a igualdade hA2 = A1h e como consequência:

w1w2 = g1A1g
−1
1 · g2A2g

−1
2 = g1A1 · h · A2g2 = ∆3+m

donde (w1w2)2 = 1, contradizendo a apresentação de H.

(ii) Suponha que o(γ) = 3.

Neste caso, γ é um elemento de torção de B3+m(S2) sendo assim conjugado ao

elemento αkj , para algum inteiro k. Como 1 = γo(αj), a ordem de γ divide o(αj) =

2(m+ 3− j) = 6(q + 1) + 2(1− j), porém, para que isso ocorra, deve-se ter j = 1.

Após algumas manipulações conclúımos que k = ±2(q + 1).

Seja es : B3+m(S2)→ Z6(q+1) o homomorfismo definido no caṕıtulo anterior. Sendo

Z6(q+1) abeliano, es é invariante por conjugações e assim:

es(γ) = es(α
±2(q+1)
1 )

= ±2(q + 1)(3q + 4)

= ±2(q + 1)(3q + 4)

= ±(6(q + 1)2 + 2(q + 1))

≡ ±2(q + 1) mod 6(q + 1)

em particular, a igualdade acima nos diz que es(γ) é um número par.

Por outro lado, usando a expressão de γ, isto é, γ = [h,A2]A2A
−1
1 , obtemos es(γ) =

es(A2A
−1
1 ). Vamos calcular o valor de es(A1A

−1
2 ) em dois casos conforme a paridade

do inteiro m.

(a) m é par. Como wi é conjugado ao elemento α
±(m+3−j)/2
j , o expoente ±m+ 3− j

2
deve ser um número inteiro, ocorrendo apenas quando j = 1. Deste modo, A1 =

A±1
2 . Se A2A

−1
1 = 1 então, es(γ) = 0, e assim, 0 ≡ 2(q + 1) mod 6(q + 1), uma

contradição. Se A2 = A−1
1 , então A2A

−1
1 = A−2

1 = ∆−1
3+m = ∆3+m e es(γ) =

(m+2)(m+3). Usando o fato do número m ser par, conclúımos que (m+2)(m+3) ≡

(m+ 2) mod 6(q + 1)︸ ︷︷ ︸
=2(m+2)

, donde ±2(q+ 1) ≡ 3(q+ 1) mod 6(q + 1)︸ ︷︷ ︸
=2(m+2)

, novamente uma

contradição.

77



(b) m é ı́mpar. Novamente, o fato de ±(m + 3 − j)/2 ser inteiro, implica que

j = 0, 2. Assim, Ai ∈ {α±(m+3)/2
0 , α

±(m+1)/2
2 }. Se A1 = A±1

2 , então es(γ) ≡ 0

mod 6(q+ 1), e obtemos novamente uma contradição conforme o caso (a). Suponha

que A1 = α
±(m+3)/2
0 e A2 = α

±(m+1)/2
2 . Como es(α0) = es(α2) = m+ 2, tem-se:

es(γ) = es(A2A
−1
1 ) = ±(m+ 2)

(
(m+ 1)± (m+ 3)

2

)
.

Mas, sendo m ı́mpar, o número es(γ) também é ı́mpar. Uma contradição pois, como

hav́ıamos notado anteriormente, es(γ) é um número par.

Corolário 3.2.2. Se (d1 + · · · + ds) ≡ 1 mod 3, então a fibração p : D3,d1,...,ds(S2) →

D3(S2) não admite uma secção algébrica.

Demonstração. Com efeito, se existisse uma secção algébrica, então, o grupo B3,d1,...,ds(S2)

teria um subgrupo isomorfo ao grupo de 3-tranças na esfera. Por sua vez, B3,d1,...,ds(S2)

pode ser considerado um subgrupo deB3,m(S2) via o homomorfismo induzido pela aplicação

de recobrimento D3,d1,...,ds(S2)→ D3,m(S2), onde m = d1 + · · ·+ ds, contradizendo a pro-

posição acima.

Teorema 3.2.3. (i) A fibração p : D3,m(S2)→ D3(S2) admite uma secção geométrica se,

e somente se, m ≡ 0, 2 mod 3.

(ii) A sequência exata curta

1 Bm(S2 \ {P1, P2, P3}) B3,m(S2) B3(S2) 1
η∗ p∗

cinde se, e somente se, m ≡ 0, 2 mod 3.

Daqui para frente iremos tratar da existência de secção para o caso geral, isto é, quando

n ≥ 4. Como vimos acima, se n ∈ {1, 2, 3} temos uma resposta completa. Contudo, no

caso geral, conseguimos apenas algumas condições necessárias sobre os ı́ndices n,m.

Proposição 3.2.3. Sejam n ≥ 4 e m ≥ 1. Se a fibração p : Dn,m(S2) → Dn(S2) admite

uma secção algébrica s∗ : Bn(S2)→ Bn,m(S2) então:

(i) n divide m, m− 1 ou m− 2;
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(ii) n− 1 divide m ou m− 1;

(iii) n− 2 divide m.

Demonstração. Sejam α0, α1 e α2 ∈ Bn(S2) os elementos descritos no Teorema de Mu-

rasugi. A fim de evitar confusão, iremos denotar por α̂j os respectivos elementos em

Bn+m(S2).

Se tratando de uma secção, s∗ é injetora. Logo, a ordem de αi é igual a ordem de s∗(αi),

ou seja, o(s∗(αi)) = 2(n − i). Aplicando o Teorema de Murasugi, obtemos que s∗(αi) é

conjugado a alguma potência de α̂j(i), para algum j = j(i) ∈ {0, 1, 2}. Consequentemente,

o(αi) divide o(α̂j) = 2(m+n− j). Se pormos i = 0, obtemos a condição (i) do enunciado.

Agora, denote por π a composição

Bn,m(S2) Sn × Sm Sn
πH proj

Geometricamente, π corresponde à permutação associada as n primeiras cordas de

uma (n + m)-trança em Bn,m(S2). Denote também por π o homomorfismo Bn(S2)→ Sn

definido no caṕıtulo anterior. Observe que o seguinte diagrama comuta:

Bn,m(S2) Bn(S2)

Sn Sn

p∗

π π

e assim, π(s∗(αi)) = π(αi).

Novamente, o Teorema de Murasugi assegura que todo elemento de torção de Bn+m(S2)

é da forma gα̂j
kg−1, onde k ∈ Z, g ∈ Bn+m(S2) e j ∈ {0, 1, 2}. Desse modo, o tipo de

ciclo de um elemento de torção tem uma das seguintes configurações:

(i) para os conjugados de potências do tipo 0 em Bn+m(S2), o tipo de ciclo é da forma

( t, . . . , t︸ ︷︷ ︸
m+n

t
vezes

), onde t divide n+m;

(ii) para os conjugados de potências do tipo 1 em Bn+m(S2), o tipo de ciclo é da forma

( t, . . . , t︸ ︷︷ ︸
m+n−1

t
vezes

, 1), onde t divide n+m− 1;

(iii) para os conjugados de potências do tipo 0 em Bn+m(S2), o tipo de ciclo é da forma

79



( t, . . . , t︸ ︷︷ ︸
m+n−2

t
vezes

, 1, 1), onde t divide n+m− 2.

Vamos comparar estes tipos de ciclos com a permutação π(s∗(αi)), i = 1, 2. Se i = 1

então, π(s∗(α1)) tem pelo menos um elemento fixo. Logo, de acordo com a descrição

acima, só pode ser conjugado a alguma potência de um elemento do tipo 1 ou 2 e neste

caso, 2(n − 1) divide 2(m + n − j) com j = 1 ou j = 2. Portanto n − 1 divide m ou

m − 1. Se i = 2 então a permutação π(s∗(α2)) contém pelo menos 2 elementos fixos e

assim, s∗(α2) deve ser conjugado a alguma potência de α̂2. Como acima, conclúımos que

n− 2 divide o número m.

Considere o diagrama comutativo 3.13, p. 72. Se supormos que o homomorfismo p∗

possui uma secção s∗ : Bn(S2) → Bn,m(S2) então, o homomorfismo p̂∗ também admite

uma secção a saber:

ŝ∗ = φ ◦ s∗ : Bn(S2)→ Bn,m(S2)/Hn,m.

Donde tem-se que

Bn,m(S2)/Hn,m
∼= Bn(S2)n βn,m/Hn,m.

e assim, para cada 1 ≤ k ≤ n− 1, vale a igualdade:

ŝ∗(τk) = τkρ
rk,1
1 ρ

rk,2
2 · · · ρrk,n−1

n−1 σrk,n . (3.14)

Seja R = (rk,l)1≤k≤n−1,1≤l≤n a matriz cujas entradas são os expoentes da igualdade acima.

Proposição 3.2.4. A matriz R tem a seguinte forma:

R =



r1,1 r1,2 0 . . . . . . 0 r1,n

0 r2,2 r2,3
. . .

... r1,n

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

...
. . . rn−3,n−3 rn−3,n−2 0

...

0 . . . . . . 0 rn−2,n−2 rn−2,n−1 r1,n

rn−1,1 rn−1,1 . . . . . . rn−1,1 rn−1,n−1 rn−1,n
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onde

ri,i + ri,i+1 = rn−1,n−1 − 2rn−1,1 =
m

n− 2
(3.15)

para i = 1, . . . , n− 2

rn−1,n = r1,n + 2(m− 1)rn−1,1 (3.16)

(n− 2)r1,n + rn−1,n = (m− 1)rn−1,n−1 (3.17)

Em particular, r1,n = m(m−1)
(n−1)(n−2)

.

Demonstração. A idéia principal da demonstração é comparar as relações que definem o

grupo Bn(S2) via o homomorfismo ŝ∗.

(i) Primeiramente, seja 1 ≤ i, j ≤ n− 2, |i− j| ≥ 2. Então:

ŝ∗(τiτj) = τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · ·ρ

ri,j
j ρ

ri,j+1

j+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n · τjρ
rj,1
1 ρ

rj,2
2 · · · · · · ρ

rj,n−1

n−1 σrj,n

= τiτjρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,j
j+1ρ

ri,j+1

j · · · ρri,n−1

n−1 σri,n · ρrj,11 ρ
rj,2
2 · · · ρrj,n−1

n−1 σrj,n

= τiτjρ
ri,1+rj,1
1 ρ

ri,2+rj,2
2 · · · ρri,i+rj,ii ρ

ri,i+1+rj,i
i+1 · · · ρri,j+1+rj,j

j

·ρri,j+rj,j+1

j+1 · · · ρri,n−1+rj,n−1

n−1 σri,n+rj,n .

Por outro lado,

ŝ∗(τjτi) = τjρ
rj,1
1 ρ

rj,2
2 · · ·ρ

rj,i
i ρ

rj,i+1

i+1 · · · ρ
rj,n−1

n−1 σrj,n · τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · ·ρ

ri,n−1

n−1 σri,n

= τjτiρ
rj,1+ri,1
1 ρ

rj,2+ri,2
2 · · · ρrj,j+ri,j

j ρ
rj,j+1+ri,j+1

j+1 · · · ρrj,i+1+ri,i
i

·ρrj,i+ri+1,i+1

i+1 · · · ρrj,n−1+ri,n−1

n−1 σrj,n+ri,n .

Desde que ŝ∗(τiτj) = ŝ∗(τjτi), comparando os coeficientes das igualdades acima, obtemos:

ri,j = ri,j+1 para todo 1 ≤ i, j ≤ n− 2 , |i− j| ≥ 2. (3.18)

(ii) Agora considere 1 ≤ i ≤ n− 3. Então:

ŝ∗(τiτn−1) = τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · ·ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

·τn−1ρ
rn−1,1

1 · · · ρrn−1,i

i ρ
rn−1,i+1

i+1 · · · ρrn−1,n−1

n−1 σrn−1,n

81



= τiτn−1ρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 · · · ρ
ri,n−2

n−2 (ρ−1
n−1 · · · ρ−1

1 σ−2(m−1)︸ ︷︷ ︸
ρn

)ri,n−1

·σri,nρrn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,i

i ρ
rn−1,i+1

i+1 · · · ρrn−1,n−1

n−1 σrn−1,n

= τiτn−1ρ
ri,1+rn−1,1−ri,n−1

1 ρ
ri,2+rn−1,2−ri,n−1

2 · · · ρri,i+rn−1,i−ri,n−1

i

·ρri,i+1+rn−1,i+1−ri,n−1

i+1 · · · ρri,n−2+rn−1,n−2−ri,n−1

n−2 ρ
rn−1,n−1−ri,n−1

n−1

·σri,n+rn−1,n−2(m−1)ri,n−1 .

Analogamente,

ŝ∗(τn−1τi) = τn−1ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρn−1,i
i ρ

rn−1,i+1

i+1 · · · ρrn−1,n−1

n−1 σrn−1,n

·τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σi,n

= τn−1τiρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,i

i+1 ρ
rn−1,i+1

i · · · ρrn−1,n−1

n−1 σrn−1,n ·

·ρri,11 ρ
ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

= τn−1τiρ
rn−1,1+ri,1
1 ρ

rn−1,2+ri,2
2 · · · ρrn−1,i+1+ri,i

i ρ
rn−1,i+ri,i+1

i+1 · · ·

·ρrn−1,n−1+ri,n−1

n−1 σrn−1,n+ri,n .

Igualando as duas equações, obtemos:

ri,n−1 = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n− 3, (3.19)

e

rn−1,1 = rn−1,i = rn−1,i+1 para todo 1 ≤ i ≤ n− 3. (3.20)

(iii) Seja 1 ≤ i ≤ n− 3. Temos:

ŝ∗(τiτi+1τi) = τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 ρ
ri,i+2

i+2 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

·τi+1ρ
ri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i ρ
ri+1,i+1

i+1 ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n ·

·τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 ρ
ri,i+2

i+2 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n ·

= τiτi+1ρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+2 ρ
ri,i+2

i+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

·τiρ
ri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i+1 ρ
ri+1,i+1

i ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n ·

·ρri,11 ρ
ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 ρ
ri,i+2

i+2 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n
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= τiτi+1τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i+1ρ

ri,i+1

i+2 ρ
ri,i+2

i · · · ρri,n−1

n−1 σri,n ·

·ρri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i+1 ρ
ri+1,i+1

i ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n · · ·

·ρri,11 ρ
ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 ρ
ri,i+2

i+2 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

= τiτi+1τiρ
2ri,1+ri+1,1

1 ρ
2ri,2+ri+1,2

2 · · · ρri,i+ri+1,i+1+ri,i+2

i ρ
ri,i+ri+1,i+ri,i+1

i+1

·ρri,i+1+ri+1,i+2+ri,i+2

i+2 · · · ρ2rn−1,i+ri+1,n−1

n−1 σ2ri,n+ri+1,n

Analogmante,

ŝ∗(τi+1τiτi+1) = τi+1ρ
ri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i ρ
ri+1,i+1

i+1 ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n

·τiρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 ρ
ri,i+2

i+2 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n

·τi+1ρ
ri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i ρ
ri+1,i+1

i+1 ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n

= τi+1τiρ
ri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i+1 ρ
ri+1,i+1

i ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n ·

·τi+1ρ
ri,1
1 ρ

ri,2
2 · · · ρ

ri,i
i ρ

ri,i+1

i+2 ρ
ri,i+2

i+1 · · · ρ
ri,n−1

n−1 σri,n ·

·ρri+1,1

1 ρ
ri+1,2

2 · · · ρri+1,i

i ρ
ri+1,i+1

i+1 ρ
ri+1,i+2

i+2 · · · ρri+1,n−1

n−1 σri+1,n

= τi+1τiτi+1ρ
ri,1+2ri+1,1

1 ρ
ri,2+ri+1,2

2 · · · ρri+1,i+1+ri,i+ri+1,i

i ·

·ρri+1,i+2+ri,i+2+ri+1,i+2

i+1 ρ
ri+1,i+ri,i+1+ri+1,i+2

i+2 · · ·

·σri,n+2ri+1,n .

Igualando as duas equações e usando o fato de que βn,m/Hn,m é abeliano livre de posto

n, gerado por ρ1, . . . , ρn−1, σ, obtemos as seguintes igualdades:

ri,j = ri+1,j para todo 1 ≤ i ≤ n− 3, 1 ≤ j ≤ n, j 6= i, i+ 1, i+ 2. (3.21)

Em particular

ri,n = ri+1,n para todo 1 ≤ i ≤ n− 3. (3.22)

Agora, dos coeficientes em ρi, ρi+1, ρi+2, obtemos:

ri+1,i = ri,i+2

ri,i + ri,i+1 = ri+1,i+1 + ri+1,i+2 (3.23)
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ambas as igualdades são válidas para 1 ≤ i ≤ n− 3.

(iv) Seja i = n− 2. Então:

ŝ∗(τn−2τn−1τn−2) = τn−2ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σrn−2,n

·τn−1ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σri,n

·τn−2ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σrn−2,n

= τn−2τn−1ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρrn−2,n−1
n σrn−2,n

τn−2ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−1 ρ
rn−1,n−1

n−2 σrn−1,n

ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σrn−2,n

= τn−2τn−1τn−2ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−1

·(ρ−1
n−1 · · · ρ−1

1 σ−2(m−1)︸ ︷︷ ︸
ρn

)rn−2,n−1σrn−2,n

·ρrn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−1 ρ
rn−1,n−1

n−2 σrn−1,n ·

·ρrn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρn−2,n−2
n−2 ρ

rn−2,n−1

n−1 σrn−2,n

= τn−2τn−1τn−2ρ
2rn−2,1+rn−1,1−rn−2,n−1

1

·ρ2rn−2,2+rn−1,2−rn−2,n−1

2 · · ·

·ρ2rn−2,n−3+rn−1,n−3−rn−2,n−1

n−3 ρ
rn−1,n−1+rn−2,n−2−rn−2,n−1

n−2

·ρrn−2,n−2+rn−1,n−2

n−1 σ2rn−2,n+rn−1,n−2(m−1)rn−2,n−1 .

(3.24)

Por outro lado

ŝ∗(τn−1τn−2τn−1) = τn−1ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σri,n ·

·τn−2ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σrn−2,n ·

·τn−1ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σrn−1,n ·

= τn−1τn−2ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−1 ρ
rn−1,n−1

n−2 σrn−1,n ·

·τn−1ρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρrn−2,n−1
n σrn−2,n ·

·ρrn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σrn−1,n ·

= τn−1τn−2τn−1ρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · · ρrn−1,n−3

n−3 ·

·(ρ−1
n−1 · · · ρ−1

1 σ−2(m−1)︸ ︷︷ ︸
ρn

)rn−1,n−2ρ
rn−1,n−1

n−2 ·
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·σrn−1,nρ
rn−2,1

1 ρ
rn−2,2

2 · · · ρrn−2,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ·

·(ρ−1
n−1 · · · ρ−1

1 σ−2(m−1)︸ ︷︷ ︸
ρn

)rn−2,n−1σrn−2,nρ
rn−1,1

1 ρ
rn−1,2

2 · · ·

·ρrn−1,n−3

n−3 ρ
rn−1,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σrn−1,n

= τn−1τn−2τn−1ρ
2rn−1,1+rn−2,1−rn−1,n−2−rn−2,n−1

1 ·

·ρ2rn−1,2+rn−2,2−rn−1,n−2−rn−2,n−1

2 · · ·

·ρ2rn−1,n−3+rn−2,n−3−rn−1,n−2−rn−2,n−1

n−3 ·

·ρrn−1,n−1+rn−2,n−2−rn−2,n−1

n−2 ·

·ρrn−1,n−1−rn−1,n−2−rn−2,n−1

n−1 ·

·σ2rn−1,n+rn−2,n−2(m−1)(rn−1,n−2+rn−2,n−1).

Mas, ŝ∗(τn−2τn−1τn−2) = ŝ∗(τn−1τn−2τn−1). Comparando os coeficientes em ρi, 1 ≤ i ≤

n− 3, obtemos:

rn−2,i = rn−1,i − rn−1,n−2

Já sab́ıamos que rn−1,i = rn−2,n−2, assim:

rn−2,i = 0 (3.25)

para todo 1 ≤ i ≤ n − 3. Resta analisar os coeficientes dos elementos ρn−2 e ρn−1. Para

i = n− 2 não obtemos nenhuma relação interessante. Entretanto, para i = n− 1 temos:

2rn−1,n−2 + rn−2,n−1 = rn−1,n−1 − rn−2,n−2

mas, em virtude da equação (6.23) e da igualdade rn−1,n−2 = rn−1,1, constatamos que:

2rn−1,1 + rn−2,n−1 = rn−1,n−1 − rn−2,n−2 (3.26)

e para o coeficiente de σ obtemos:

rn−2,n + 2(m− 1)rn−1,n−2 = rn−1,n.

Desde que rn−1,n−2 = rn−1,1 pela equação (6.23) e, rn−2,n = r1,n pela equação (3.24),
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obtemos:

r1,n + 2(m− 1)rn−1,1 = rn−1,1 (3.27)

Até este ponto coletamos as seguintes informações:

− Das equações (3.18) e (3.19), vemos que ri,j = 0 para todo 1 ≤ i, j ≤ n− 1, |i− j| ≥ 2;

− Da equação (3.20), temos rn−1,i = rn−1,1 para todo 1 ≤ i ≤ n− 2;

− Da equação (3.22), temos ri,n = r1,n para todo 1 ≤ i ≤ n− 3;

− Da equação (3.25), temos rn−2,i = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n− 3;

− Das equações (3.21) e (3.22), conclúımos que ri,j = 0 para todo 1 ≤ j ≤ i ≤ n − 2.

Com isso, mostramos que a matriz dos coeficientes R tem realmente a forma afirmada.

Resta verificar as igualdades (3.18)-(3.20). A igualdade (3.19) já foi obtida em (3.27). As

equação (3.26) e (3.23) nos dão uma parte da igualdade (3.18). Utilizando a estrutura da

matriz dos coeficientes R, conclúımos que

ŝ∗(τi) = τiρ
ri,i
i ρ

ri,i+1

i+1 σr1,n para 1 ≤ i ≤ n− 2

Além disso,

ŝ∗(τn−1) = τn−1ρ
rn−1,1

1 . . . ρ
rn−1,1

n−2 ρ
rn−1,n−1

n−1 σrn−1,n

= τn−1(ρ1 . . . ρn−2ρn−1σ
2(m−1))rn−1,1ρ

rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 σr1,n

= τn−1ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 ρ−rn,1
n σr1,n

pois 2(m− 1)rn−1,1 + r1,n = rn−1,n.

Tendo a expressão do homomorfismo ŝ∗ aplicado em cada gerador, vamos analizar a

última relação em Bn(S2). Sejam w1 = τn−1 . . . τ2τ1 e w2 = τ1τ2 . . . τn−1, então w1w2 = 1.

Temos:

ŝ∗(w1) = τn−1ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 ρ−rn,1
n σr1,n · τn−2ρ

rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σr1,n · τn−3 ·

ρ
rn−3,n−3

n−3 ρ
rn−3,n−2

n−2 σr1,n · · · τ2ρ
r2,2
2 ρ

r2,3
3 σr1,n · τ1ρ

r1,1
1 ρ

r1,2
2

= τn−1ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 τn−2ρ
rn−2,n−2

n−2 τn−3ρ
rn−3,n−3

n−3 · · · τ2ρ
r2,2
2 τ1ρ

r1,1
1

·ρ−rn−1,1
n ρn−2,n−1

n−1 ρ
rn−3,n−2

n−2 · · · ρr2,33 ρ
r1,2
2 σ(n−1)r1,n

= τn−1τn−2ρ
rn−1,n−1−rn−1,1+rn−2,n−2

n−2 τn−3ρ
rn−3,n−3

n−3 · · · τ2ρ
r2,2
2 τ1ρ

r1,1
1
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·ρ−rn−1,1
n ρn−2,n−1

n−1 ρ
rn−3,n−2

n−2 · · · ρr2,33 ρ
r1,2
2 σ(n−1)r1,n

= τn−1τn−2τn−3 · · · τ2τ1ρ
rn−1,n−1+rn−2,n−2+rn−3,n−3+···+r1,1−rn−1,n

1

·ρr1,22 ρ
r2,3
3 ρ

r3,4
4 · · · ρrn−3,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 ρ−rn−1,1
n σ(n−1)r1,n

para o elemento w2, tem-se:

ŝ∗(w2) = τ1ρ
r1,1
1 ρ

r1,2
2 σr1,n · τ2ρ

r2,2
2 ρ

r2,3
3 σr1,n · · · τn−3ρ

rn−3,n−3

n−3

·ρrn−3,n−2

n−2 σr1,n · τn−2ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−2,n−1

n−1 σr1,n · τn−1ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1

·ρ−rn−1,1
n σr1,n

= τ1ρ
r1,2
2 τ2ρ

r2,3
3 · · · τn−3ρ

rn−3,n−2

n−2 τn−2ρ
rn−2,n−1

n−1 τn−1ρ
−rn−1,1
n

·ρr1,11 ρ
r2,2
2 · · · ρrn−3,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 σ(n−1)r1,n

= τ1τ2 · · · τn−1ρ
r1,2+r2,3+···+rn−3,n−2+rn−2,n−1−rn−1,1
n

·ρr1,11 ρ
r2,2
2 · · · ρrn−3,n−3

n−3 ρ
rn−2,n−2

n−2 ρ
rn−1,n−1−rn−1,1

n−1 σ(n−1)r1,n

Agora

ρ
rn−1,n−1+···+r1,1−rn−1,1

1 ρ
r1,2
2 · · · ρrn−2,n−1

n−1 ρ−rn−1,1
n τ1 · · · τn−1

= τ1 · · · τn−1ρ
r1,2
1 · · · ρrn−2,n−1

n−2 ρ
−rn−1,1

n−1 ρrn−1,n−1+···+r1,1−rn−1,1
n

Então:

1 = ŝ∗(w1w2) = τn−1 · · · τ2τ
2
1 τ2 · · · τn−1ρ

r1,2
1 · · · ρrn−2,n−1

n−2 ρ
−rn−1,1

n−1

·ρrn−1,n−1+···+r1,1−rn−1,1
n ρr1,2+···+rn−2,n−1−rn−1,1

n ρ
r1,1
1 · · · ρrn−2,n−2

n−2

·ρrn−1,n−1−rn−1,1

n−1 σ2(n−1)r1,n

= ρ
r1,1+r1,2
1 · · · ρrn−2,n−2+rn−2,n−1

n−2 ρ
rn−1,n−1−2rn−1,1

n−1

·(ρ−1
1 · · · ρ−1

n−1σ
−2(m−1))ασ2(n−1)r1,n

pois τn−1 · · · τ2τ
2
1 τ2 · · · τn−1 = ρ−mn em Bn,m(S2)/Hn,m, onde

α = (r1,1 + r1,2) + · · ·+ (rn−2,n−2 + rn−2,n−1) + (rn−1,n−1 − 2rn−1,1)−m (3.28)

Comparando os ceoficientes de ρ1, . . . , ρn−1, podemos ver que todos são iguais, em outras
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palavras

r1,1 + r1,2 = . . . = rn−2,n−2 + rn−2,n−1 = rn−1,n−1 − 2rn−1,1 = α (3.29)

Combinando as equações (3.28) e (3.29), vemos que α = (n−1)α−m, ou seja, α = m
n−2

.

Logo, obtemos a igualdade afirmada em (3.18).

Comparando os coeficientes de σ, vemos que

(n− 1)r1,n = (m− 1)(rn−1,n−1 − 2rn−1,1)

= (m− 1)rn−1,n−1 − 2(m− 1)rn−1,1

= (m− 1)rn−1,n−1 + (r1,n − rn−1,n)

Consequentemente

(n− 2)r1,n + rn−1,n = (m− 1)rn−1,n−1

o que por sua vez implica na igualdade (3.20). Para concluirmos, note que, substituindo

o valor de rn−1,n dado em (3.19) na equação (3.20), obtemos

(n− 2)r1,n + r1,n + 2(m− 1)rn−1,1 = (m− 1)rn−1,n−1

logo

(n− 1)r1,n = (m− 1)(rn−1,n−1 − 2rn−1,1)

=
m(m− 1)

n− 2

Portanto, r1,n = m(m−1)
(n−1)(n−2)

, como queŕıamos.

Proposição 3.2.5. Sejam n ≥ 4 e m ≥ 1. Se a fibração p : Dn,m(S2) → Dn(S2) admite

uma secção algébrica então m = λn(n− 2)− ε(n− 2), onde λ ∈ Z e ε ∈ {0, 1}.

Demonstração. Seja s∗ : Bn(S2) → Bn,m(S2) uma secção algébrica de p. O Lema de

Substituição garante a existência de um homomorfismo p1 : Bn,m(S2)→ Bm(S2) definido

nos geradores por:

p1(Ai,j) = p1(τk) = 1 e p1(σ̃r) = σr

onde 1 ≤ i ≤ n, n + 1 ≤ j ≤ n + m, 1 ≤ k ≤ n− 1 e 1 ≤ r ≤ m− 1. Geometricamente,

p1 corresponde ao homomorfismo induzido pela fibração Dn,m(S2) → Dm(S2). Note que,

88



p1(βn,m) = Bm(S2) pois os elementos σ̃r pertencem ao núcleo βn,m de p∗. De onde segue-se

que p1(Hn,m) = Γ2(Bm(S2)).

Seja p2 : Bm(S2)→ Bm(S2)/Γ2(Bm(S2)) a projeção canônica. Agora, vamos construir

um homomorfismo

p3 : Bn,m(S2)/Hn,m → Bm(S2)/Γ2(Bm(S2))

da seguinte maneira: dada uma classe lateral à direita Hn,m · α, ponha p3(Hn,m · α) =

p2 ◦ p1(α). Note que p3 está bem definida pois, se β−1α ∈ Hn,m então p1(β)−1p1(α) ∈

Γ2(Bm(S2)), ou seja, Γ2 · p1(β) = Γ2 · p1(α). Da maneira que foi definido o homomorfismo

p1, constatamos que p2 ◦ p1 = p3 ◦ φ, consequentemte vale a igualdade

p2 ◦ p1 ◦ s∗ = p3 ◦ ŝ∗. (3.30)

O objetivo da prova é comparar os valores de p2 ◦ p1 ◦ s∗(α0) e p3 ◦ ŝ∗(α0), onde

α0 = τ1 · · · τn−1 ∈ Bn(S2). O parágrafo acima pode ser resumido no seguinte diagrama

comutativo:

Bm(S2)/Γ2(Bm(S2)) Bn,m(S2)/Hn,m Bn(S2)

Bm(S2) Bn,m(S2) Bn(S2)

Sn Sn

p3
p̂∗

ŝ∗

p2

p1

φ

π

p∗

π

s∗

Iniciaremos com o cálculo de p3 ◦ ŝ∗(α0). Temos:

p3 ◦ ŝ∗(τk) = p3(τkρ
rk,1
1 · · · ρrk,n−1

n−1 σrk,n)

= p3(φ(τk)φ(A1,n+1)rk,1 · · ·φ(An−1,n+1)rk,n−1φ(σ̃1)rk,n)

= p2(p1(τkA
rk,1
1,n+1 · · ·A

rk,n−1

n−1,n+1σ̃
rk,n
1 ))

= p2(σ1)rk,n

= Γ2 · σ
rk,n
1 = σrk,n .

Utilizando a Proposição 3.2.4, conclúımos que rk,n = r1,n = m(m−1)
(n−1)(n−2)

se k = 1, . . . , n− 2,
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e rn−1,n = r1,n + 2(m− 1)rn−1,1. Mas, como a abelinização de Bm(S2) é isomorfa ao grupo

ćıclico de ordem 2(m− 1), tem-se σrn−1,n = σr1,n , o que por sua vez nos dá a igualdade:

p3 ◦ ŝ∗(α0) = σ
m(m−1)

n−2 . (3.31)

Agora, vamos voltar nossas atenções para o elemento p2 ◦ p1 ◦ s∗(α0). Desde que s∗ é

uma secção para p∗, o elemento s∗(α0) tem ordem 2n. Com isso, s∗(α0) é um elemento

de torção de Bn+m(S2). Da igualdade π ◦ p∗ = π, conclúı-se que π ◦ s∗ = π e assim, a

permutação π(s∗(α0)) contém o n-ciclo (1 n n − 1 . . . 3 2). Utilizando a descrição

dos posśıveis tipos de ciclo de um elemento de torção dada na Proposição 3.2.3, mais

o fato de que existe um i ∈ {0, 1, 2} tal que n divide m − i, conclúımos que o tipo de

ciclo de s∗(α0) é da forma (n, n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
m−i
n

vezes

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i vezes

). Consequentemente, o tipo de ciclo da

permutação π(p1 ◦ s∗(α0)) é (n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
m−i
n

vezes

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i vezes

).

Como s∗(α0) possui ordem 2n, tem-se s∗(α0)n = ∆n+m. Logo ∆m = p1(∆n+m) =

p1(s∗(α0)n) = (p1 ◦ s∗(α0))n e assim (p1 ◦ s∗(α0))2n = 1 . Olhando para o tipo de ciclo

da permutação associada à m-trança p1 ◦ s∗(α0), verificamos que (p1 ◦ s∗(α0))k 6= 1 se

k ∈ {1, . . . , n− 1}, ou seja, p1 ◦ s∗(α0) tem ordem 2n.

Agora, sejam β0, β1, β2 os elementos de Bm(S2) descritos no Teorema de Murasugi.

Então, p1 ◦ s∗(α0) é conjugado ao elemento βki , onde o ı́ndice i é o mesmo do parágrafo

anterior e k é um inteiro arbitrário. Como β2nk
i = 1, tem-se 2nk = 2(m− i)︸ ︷︷ ︸

o(βi)

r para algum

r ∈ Z, ou seja, k = 2(m−i)
2n

r. Em suma, conclúımos que p1 ◦ s∗(α0) é conjugado a algum

elemento do subgrupo 〈β
2(m−i)

2n
i 〉, cuja ordem é 2n. Obviamente, todo elemento conjugado

a p1 ◦ s∗(α0) tem ordem 2n, assim, a menos de conjugação, deve-se ter:

p1 ◦ s∗(α0) = β
m−i
n
q

i ,

onde mdc(q, 2n) = 1. Logo,

p2 ◦ p1 ◦ s∗(α0) = σ
ri(m−i)

n ,

onde ri = m− 1 se i = 0, 2 e r1 = m. Desde que Bm(S2)/Γ2(Bm(S2)) é isomorfo ao grupo
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ćıclico de ordem 2(m− 1), da equação (3.31) e da igualdade acima, conclúı-se que

riq(m− i)
n

− m(m− 1)

n− 2
≡ 0 mod 2(m− 1).

Primeiramente, se i = 0, 1 então ri(m − i) = m(m − 1), e assim 2(m − 1) divide o

número

qm(m− 1)

n
− m(m− 1)

n− 2
= 2(m− 1)

[
m(q(n− 2)− n)

2n(n− 2)

]
.

Assim, m(q(n−2)−n)
2n(n−2)

∈ Z. Logo, do Lema 1.4.1 tem-se que n(n − 2) divide m, ou seja,

m = λn(n− 2) para algum λ ∈ Z.

Agora, seja i = 2. Então 2(m− 1) divide o número

q(m− 1)(m− 2)

n
− m(m− 1)

n− 2
= 2(m− 1)

[
q(m− 2)(n− 2)−mn

2n(n− 2)

]
= 2(m− 1)

[
nm(q − 1)− 2q(m+ n− 2)

2n(n− 2)

]
.

Novamente, da igualdade acima conclúımos que nm(q−1)−2q(m+n−2)
2n(n−2)

∈ Z. Mas

nm(q − 1)− 2q(m+ n− 2)

2n(n− 2)
=

(
m

n− 2

)(
q − 1

2

)
− q(m+ n− 2)

n(n− 2)
.

Desde que mdc(q, 2n) = 1, q é um número ı́mpar e n− 2 divide m pela Proposição 3.2.3,

o primeiro fator do lado direito da igualdade acima é um número inteiro. Mais ainda,

n− 2 divide m+ n− 2, assim, como i = 2, n divide m− 2, e com isso, divide m+ n− 2.

Logo, mmc(n, n− 2) divide m+ n− 2. Afirmamos que n(n− 2) divide m+ n− 2. A fim

de provar o afirmado, vamos considerar dois casos:

(i) n é ı́mpar. Neste caso, mdc(n, n− 2) = 1 e assim mmc(n, n− 2) = n(n− 2).

(ii) n é par. Então, mdc(n, n − 2) = 2 e assim mmc(n, n − 2) = n(n − 2)/2. Das

observação que fizemos no parágrafo acima, temos:

q(m+ n− 2)

n(n− 2)
=
q(m+ n− 2)

2(n(n−2)
2

)
.

Sendo q um número ı́mpar, todo denominador deve dividir m+n−2, e isto completa

a prova do afirmado.
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A afirmação acima implica que existe um λ ∈ Z tal que m = λn(n− 2)− (n− 2).

Teorema 3.2.4. Sejam n ≥ 4 e m ≥ 1. Se a fibração p : Dn,m(S2) → Dn(S2) admite

uma secção algébrica então

m ≡ ε1(n− 1)(n− 2)− ε2n(n− 2) mod n(n− 1)(n− 2)

onde ε1, ε2 ∈ {0, 1}.

Demonstração. Da proposição 3.2.5 sabemos que m é diviśıvel por n(n− 2) ou m tem a

forma λn(n− 2)− (n− 2). Escrevendo −(n− 2) = (n− 1)(n− 2)− n(n− 2), vemos que

m é da forma

ln(n− 2) + ε1(n− 1)(n− 2)

onde l ∈ Z, ε1 ∈ {0, 1}. Vamos aplicar a Proposição 3.2.3 para obter mais informações

sobre l. Da expressão acima fica claro que n − 2 divide m, ou seja, a condição (ii) não

traz nenhuma informação relevante. Sabemos que n− 1 divide m ou m− 1, assim, n− 1

divide ln(n−2) ou ln(n−2)−1. Escrevendo ln(n−2) como ln(n−1)− l(n−1)− l, vemos

que n − 1 divide l ou l + 1. Consequentemente, l pode ser escrito como k(n − 1) − ε2,

onde k ∈ Z e ε2 ∈ {0, 1}. Reunindo todas as informações até aqui obtidas, temos

m = kn(n− 1)(n− 2) + ε1(n− 1)(n− 2)− ε2n(n− 2)

onde k é um número inteiro e ε1, ε2 ∈ {0, 1}. Portanto

m ≡ ε1(n− 1)(n− 2)− ε2n(n− 2) mod n(n− 1)(n− 2)

como queŕıamos demostrar.
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